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MONHOR DAVAADORZSIN

Adalékok Galileo Galilei néhany kevésbé
ismert tudomadnyos eredményéhez

Tanulmanyaban a szerzé Galilei harom kevésbé ismert munkajaval foglalkozik. Ezek: az inga lengésére vonatko-
z6 megfigyelések, amelyek egy, a betegek pulzusanak mérésére szolgalé miszert eredményeztek (pulsilogium); a
halmazelmélet, illetve a végtelen halmazok egyes kérdései; a hibaelmélet - a késobbi valoszintiségelmélet el6futara
- megfogalmazasa.

BEVEZETES

GaLiLeo Gauier (1564-1642) kiugréan eldkeld helyen all az emberiség nagy gondolkoddi kozott.
Az 4j mechanika elinditdsdval, a tdvcsé felfedezésével és a tavesdvel végzett megfigyeléseivel, 1j
kutatdsi modszereivel és a skolasztika korldtainak attorésével GaLiLer nagy szerepet jatszott az Uj
tudomanyos vilagkép kialakitasaban, modern vilagképiink kialakuldsaban. Ezeket az eredménye-
ket és azok filozo6fiai, ill., tudomanyos mddszertani aspektusait a tudomanytorténészek részletesen
tanulmdanyoztak.

Azonban GaLiLer szertedgazo, széleskor tudomanyos teljesitményei kozott még mindig van-
nak olyan pontok, amelyek kevésbé ismertek vagy amelyeket csak érintélegesen kutattak. A jelen
dolgozatban roviden foglalkozunk harommal ezek kozil. Az elsé arrdl szol, hogyan fedezte fel
GaLILEI az ingalengés izokronizmusat és mikor tette az ingdra vonatkozo els6 észrevételeit. A ma-
sodik téma GaLiLemek a pozitiv egész szamok halmazdra vonatkozo észrevételeirdl sz6l. A harma-
dik kérdésként a hibaelmélet elé6futaraként jatszott szerepét elemezziik..

GALILEI ES A PULSILOGIUM DIOHEJBAN

1581-ben, 17 évesen a Pisai Egyetem orvostanhallgatojaként érte el GALILET elsé tudoményos
eredményét. Felfedezte az ingalengés izokronizmusat €s az eredményt az orvostudomanyban
hasznalta: az ingalengés torvényére alapozva, olyan miiszert alkotott, amellyel mérni lehet a be-
tegek pulzusat. SANTORIO SANTORIO (1561-1636), olasz élettankutato, orvos, a Padovai Egyetem
Professzora hasznalta az orvosi gyakorlatban, s tovabbfejlesztette. A pulsilogium nevet adta a mi-

szernek.'
1596-ban GaLILEI foglalkozott egy homér6 muszer gondolataval, s ebbdl lett a mai héméré

elédje, a ,termoszkop”. A miiszert SANTORIO tovibbfejlesztette és alkalmazta az orvosi gyakorlat-

ban.

129



10.23716/TT0O.17.2010.23

GALILEI ES A VEGTELEN HALMAZ

GALILEI vette észre, hogy a pozitiv egész szimok halmazanak és a pozitiv egesz szamok négyzetei
halmazanak “ugyanannyi eleme” van. Ez egy tudomanytorténetileg ismert tény, de nem tulsago-
san elterjedt. Nagyon ritkdn emlitik a fenti megfogalmazasban vagy tartalmilag azzal egyenértékt
formaban matematikai szakkonyvekben és tankonyvekben. Az aldbbiakban tanulmanyozzuk Ga-
LILEI e paragrafus elején emlitett észrevételét és annak jelentségét. Erre vonatkozolag egyetlen
egy forrdsanyag van [6]. Sz6 szerint [a kivonat elemzésével kapcsolatos késdbbi hivatkozasaink
megkonnyitésére szdmoztuk a parbeszéd részeit] idézziik a tanulmdnyozandé a kivonatot [6]-bol
a kovetkezoképpen.?

Az [7]-ben szerepld két személye, SALVIATI-t és Sagredot, GALILEI valosdgos személyekrol
mintdzta. SALVIATI GALILEI barétjdra és tanitvanyara, FILIPO SALVIATI-ra (1582-1614) utal. A
miiben altaldban SALVIATI, GALILEI egyfajta szdvivéjeként szerepel, azaz GALILEI gondolatait
kozvetiti. SAGREDO szintén GALILEI baratjdra, GiovANNI FRANCEScO (1571-1620)-ra utal. Alta-
ldban, értelmes, laikus és semleges személyként szerepel.

Ami SimpLiciO-t illeti, személyének kiléte nem olyan egyértelmii. Azt feltételezik, hogy a
SIMPLICIO név SIMPLICIUS OF CILICIA-ra utal, aki a V1. szdzadban élt és ARISZTOTELESZ tanainak
magyarazdja volt. Mésik feltevés szerint az angol “simple” szonak olasz megfelel6jével, “semplice”-
vel asszocidlhato.

Az elébbi igen tomor és altalanos jellegli két megjegyzés a mi csillagaszati és tudomanyos
vilagképére vonatkoz gondolatban, eszmefuttatdsban, ill. dltalanos tudoméanyos modszertani as-
pektusainak elemzésében jol illeszkedik [6]-hoz. Azonban ez a megjegyzés nem vonatkozik [7]-re.
A végtelen halmaz szdmaira vonatkozo kivonat kontextusédban az dltaldnos aspektusok helyett,
konkrét matematikai kérdés fejlédési dinamikdjaban kell gondolkodnunk. Ilyen hozzaallassal
még ennél melyebb és konkrétabb konkluziéhoz juthatunk.

Az idézett kivonat (1) részének végén, SIMPLICIO azt mondja .. egy végtelen mennyiséghez
végtelennél nagyobb érték hozzdrendelése jo magam felfogo képességét tulhaladja. (.. assigning to
an infinite quantity a value greater than infinity is quite beyond my comprehension”). Erdemes
megfigyelni két dolgot. Az elsé az, hogy itt SiMpPLICIO nem tlinik fel Arisztotelész tanainak magya-
razdjaként és nem képvisel olyan nézetet, amely GALILEI nézeteivel ellentétes. Egész egyszertien,
itt SIMPLICIO egy matematikai feladat tigyes megfogalmazojaként vagy egy matematikai feladat
felvetését, ill., targyaldsat el6ségitd kérdés feltevdjéként szerepel. SiMpLICIO szdban forgd mondata
keri GALILEItO] [emlekezziik, hogy SALVIATI GALILEI szdvivGjeként szokott szerepelni, igy tulaj-
donképpen Salviati maga GALILEI] kéri a kérdés vilagos magyarazatat, akkori matematikai tar-
gyalasmod szerint: bizonyitdsat. Pontosabban és dsszefoglaldan, mit is bizonyitott GALILEI abban
a részben, amelyet a jegyzetekben szo szerint idéztiink: GALILEI bebizonyitotta a kovetkezoket.
(i) Vilagosan megmutatta azt, hogy mivel jellemezhetd a véges halmazban és a végtelen halmaz-
ban foglalt szimok legalapvetébb kiilonbsége: a végtelen halmaz azzal jellemezhetd, hogy a valddi
részhalmazaban és magdban a végtelen halmazban a szimok mennyisége ugyanaz lehet; viszont
ez lehetetlen véges halmaz esetén. (ii) Ennek a fontos észrevételnek érvelése, vagyis bizonyitdsa
is figyelemre mélto: kolcsonosen egyértelmii megfeleltetési technikat, azaz az invertalhato fligg-
vényt haszndlta. Ez azért is figyelemre méltd, mert GALILEI koranal sokkal késébb, a 19. szdzad-
ban CaucHy (1789-1857), DiricHLET (1805-1859) és masok munkdssdga alapjan alakult ki a ma
elfogadott fliggvényfogalom.

; Azonan, GALILEI tévedett—a mai mércével nézve— abban, hogy az “egyenld”, “nagyobb” és

kisebb” relacié nem alkalmazhat¢ a végtelen mennyiségek esetén [...“and finally the attributes
~equal,’ ,greater,” and ,less,” are not applicable to infinite, but only to finite, quantities™. ( /5°/
SALVIATI)]. ’Ez a tévedes valdjaban nem is nevezhetd tévedésnek, ha GaLiLEr kordaban gondol-
kodunk a végtelen halmaz elképzeléseirél, hiszen csak GEORG CANTOR (1845-1918) ([2]-[5]
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), a modern halmazelmélet megteremtdje latta be el6szor, hogy az “egyenld’, “nagyobb” és “ki-
sebb” reldcié alkalmazhaté a végtelen mennyiségek esetén is, ebbdl épitette a halmazelméletet.
Igy az is mondhatd, hogy CANTOR el6tt 250 évvel GALILEI igen kozel volt a végtelen halmaz
megértésehez. Mindezekbdl vilagosan lathatd GALILEI észrevételének jelentdsége.

GALILEI utdn BERNARD BoLzANO (1781-1848), cseh matematikus, filozéfus és teologus “A
végtelen paradoxonjai” c. mtvében [1] taldlhatok a végtelen halmaz kezdetleges gondolatainak
elemei. Ebbdl is belathatod, hogy GALILEI sajat kordt mennyire megelOzte a végtelen halmaz sza-
mainak fogalma terén.

GALILEI ES A HIBAELMELET

GALILEI hagyatékabdl elokeriilt egy kézirat, amelyben GALILEI foglalkozott harom, kockadobas-
sal kapcsolatos elemi eseménnyel (a modern valoszintiségelméleti terminologiaval élve). GALILEI
néhany kevésbé ismert tudomdnyos eredménye kozé tartozik ez a valdszintiségelméleti tanulma-
nya is. Azt mondhatjuk, hogy GALILEI ennél tovabb is ment a valdszintiségelméletben. Ennek
aldtdmasztasdra jegyezziik meg, hogy a hibaelmélet fontos szerepet jatszott a valoszintiségelmélet
néhany fontos fogalmanak kialakulasaban ([8], [12]).

GALILEI a hibaelmélet el6futara volt, mert [6]-ban megtaldlhatok a kovetkez6 hibaelméleti
alapgondolatok:
— A mérési hiba elkeriilhetetlen, azaz minden mérésnél van egy bizonyos hiba;
— A kisebb hibak gyakoribbak mint a nagyobbak, kovetkezésképp a kisebb hibdk javitasa nem

mindig sziikséges;
— Negativ és pozitiv hibak egyforma gyakorisaggal fordulnak el6;

Nagyon sokszori mérés esetén a mérési eredmények a valddi érték koriil csoportosulnak.Ezek
a gondolatok a modern valdszintiségelméleti nyelvre a kovetkez6képpen fordithatok le: a mérési
hiba egycstcsos, szimmetrikus valoszintiségi eloszlast kovetd valdszinliségi valtozo Jegyezziik
meg, hogy valdszinlségi valtozo eloszlasanak fogalma sokkal késdbb alakult ki, valojaban P. S.
LapLack (1749 — 1827) és C. E Gauss (1777-1855) munkdssaga révén. A hibaelmélet kialakuldsé-
ban fontos szerepet jatszott a geodéziai, geofizikai és csillagaszati mérések matematikai feldolgo-

zdsanak sziikségessége és igénye ([8] - [12]).

ZARO MEGJEGYZESEK

A jelen tanulmany harom része mindegyikében megtaldlhatok tudomdnytorténeti észrevételeim,
kovetkeztetéseim és megjegyzéseim, s igy azok ismétlése folosleges. Azonban szeretném emliteni
azt, hogy itt kifejtett észrevételeim tovabbi kutatasara is sziitkség van, s igy is tervezem. Jegyez-
zitk meg, hogy mér sokat kutatott teriileten is még mindig vannak tisztazni valé kérdések. Erre
csak egy példa: sok helyen azt allitjak, hogy GALILEI ferde toronyrdl szabadesési kiserletet végzett.
Ennek az ellenkez6jét is talalhatjuk: [13]-ban példdul olvashato a kovetkezo: “... a legendaval el-
lentétben GaLILEI nem ejtegetett golyokat a pisai ferde toronybdl”. Igy a jelen dolgozatom azzal az
aforizméval zdrom, amely gy hangzik: “No problem is ever solved completely.” (Egyetlen problé¢-

ma sincs soha teljesen megoldva.)
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JEGYZETER:

I VINCENZO VIVIANI (1622-1703) olasz matematikus és GALILEI tanitvanya szerint, GALILEI els6 észrevétele
az ingdra vonatkozdan véletlen megfigyelésbél szdrmazik: a pisai székesegyhdzban a csilldr lengéset szemlélve,
eszébe villant, hogy a lengések id6tartama egyenld lehet, és az ingat az orvostudomdnyban is lehetne alkalmazni az
érverés mérésére. VIVIANI 1639-ben, 17 éves koraban, GALILEI segédje lett a annak haldldig tanitvanya maradt.
1655 és 1656 kozott megszerkesztette az elsé kiaddst GALILEI 6sszegytijtott munkdibdl. Igy, van alapja annak,
hogy VIVIANI illitasa hiteles lehet.

Itt kiilon ki kell emelniimk azt a tényt, hogy fiatal elsé éves egyetemistaként érte el ezt az elsé tudomanyos
eredményt, s mdr ebben az elsé tudomanyos észrevételében is vilagosan latszanak az 4j tipusu gondolkoddsmod—
mérés és szamitason alapul6 kutato6i hozzaallas—jellemz6i.

Kiilondsen jol ismertek GALILEInek az ingéval kapcsolatos késobbi fontos kutatdsai. A tudomanytorténészek
altaldban az 1602. évet szoktak jel6lni Galilei ingakutatésai kezdetének. Azonban mar 20 évvel kordbban is legaldbb
kismértékben foglalkozott az ingdval, ahogyan észrevétele és a pulsilogium mutatja.

2 (1) SIMPLICIO: Here a difficulty presents itself which appears to me insoluble. Since it is clear that we may have one
line greater than another, each containing an infinite number of points, we are forced to admit that, within one and
the same class, we may have something greater than infinity, because the infinity of points in the long line is greater
than the infinity of points in the short line. This assigning to an infinite quantity a value greater than infinity is quite
beyond my comprehension.

Itt egy nehézség mutatkozik, amely nekem megoldhatatlannak tinik. Mivel vildgos, hogy egy vonal hosszabb lehet,
mint egy masik, és mindegyikben végtelen szdmu pont taldlhatd, kénytelenek vagyunk beldtni, hogy ugyanabban
a kategériaban valami nagyobb lehet, mint végtelen, mivel a hosszi vonalban a pontok végtelensége nagyobb,
mint a rovid vonalban. Egy végtelen mennyiséghez egy, a végtelennél nagyobb érték hozzdrendelése szdmomra az
értelmezhetdségen tul van.

(1’) SALVIATT: This is one of the difficulties which arise when we attempt, with our finite minds, to discuss the infinite,
assigning to it those properties which we give to the finite and limited; but this I think is wrong, for we cannot speak of
infinite quantities as being the one greater or less than or equal to another. To prove this I have in mind an argument
which, for the sake of clearness, I shall put in the form of questions to Simplicio who raised this difficulty. I take it for
granted that you know which of the numbers are squares and which are not.

Ez egyike azon nehézségeknek, amelyek akkor Iépnek fel, ha véges elménkkel megkiséreljiik a végtelent magyarazni,
hozzarendelve azokat a tulajdonsdgokat, amelyeket a végeshez és korlatozotthoz rendeliink; de azt hiszem, ez hibds,
mert nem beszélhetiink végtelen mennyiségekrdl, ha az egyik nagyobb, vagy kisebb, vagy egyenlé egy masikkal.
Ennek bizonyitdsara olyan érvem van, amelyet - az egyértelmiiség kedvéért kérdés alakjdban fogok feltennei
Simplicionak, aki ezt a nehézséget felvetette...Bizonyosra veszem, hogy 6n tudja, a szimok melyike négyzet, és
melyike nem.

(2) SIMPLICIO: I am quite aware that a squared number is one which results from the multiplication of another
number by itself; this 4, 9, efc., are squared numbers which come from multiplying 2, 3, etc., by themselves.

Teljesen tisztdban vagyok azzal, hogy egy négyzetre emelt szim egy szimnak 6nmagaval képezett szorzata; ilyen a
4, 9 stb. Ezek négyzetek: a 2, 3 6Gnmagéval valé szorzataibol adédnak.

(2°) SALVIATT: Very well; and you also know that just as the products are called squares so the factors are called sides
or roots; while on the other hand those numbers which do not consist of two equal factors are not squares. Therefore if
I assert that all numbers, including both squares and non-squares, are more than the squares alone, I shall speak the
truth, shall I not?

Re’ndben van; €s On azt is tudja, hogy ahogyan a szorzatokat négyzeteknek nevezziik, a szorzok a gyokok; az olyan
szamok, amelyek nem két egyenld szorzébol keletkeztek, nem négyzetek. Ezért, ha azt allitom, hogy az dsszes

szam, amely magaban foglalja mind a négyzeteket, mind a nem-négyzeteket, t5bb, mint a négyzetek egymagukban,
akkor az igazat mondom, ugy-e?

(3) SIMPLICIO: Most certainly.
Bizonyara...

(3) SALVI{\TI : If I should ask further how many squares there are one might reply truly that there are as many as the
corresponding number of roots, since every square has its own root and every root its own square, while no square has
more than one root and no root more than one square.

Ha tovdbbd megkérdezném, hany négyzet van, arra az lehetne a valés vélasz, hogy annyi, amennyi a megfelel6

gyokok szama, mivel minden négyzetnek megvan a maga gyoke és minden gyoknek a maga négyzete, mivel egy

négyzetnek sincs tobb mint egy gydke és egy gydknek sincs tébb mint egy négyzete.
(4) SIMPLICIO: Precisely so.

Pontosan igy van.
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(4') SALVIATI: But if I inquire how many roots there are, it cannot be denied that there are as many as the numbers
because every number is the root of some square. This being granted, we must say that there are as many squares as
there are numbers because they are just as numerous as their roots, and all the numbers are roots. Yet at the outset we
said that there are many more numbers than squares, since the larger portion of them are not squares. Not only so, but
the proportionate number of squares diminishes as we pass to larger numbers, Thus up to 100 we have 10 squares, that
is, the squares constitute 1/10 part of all the numbers; up to 10000, we find only 1/100 part to be squares; and up to a
million only 1/1000 part; on the other hand in an infinite number, if one could conceive of such a thing, he would be
forced to admit that there are as many squares as there are numbers taken all together.

De ha megkérdezem, hany gyok létezik, nem tagadhato, hogy annyi, ahdny szdim, mert minden szam valamilyen
négyzet gyoke. Mivel ezt el kell fogadnunk, azt kell mondanunk, hogy annyi négyzet van, ahdny szdm, mert éppen
akkora a szdmuk, mint a gyokeiké, és hogy minden szam gyok. Azonban kiinduldskor azt mondtuk, hogy sokkal
tobb szam van, mint négyzet, mivel nagyobb hanyaduk nem négyzet. Ezen tilmenden a négyzetek szdmaaranya
csokken, ahogyan nagyobb szdmokhoz érkeziink. Igy 100-ig 10 négyzetiink van, azaz a négyzetek az dsszes szdm
1/10-ét alkotjak; 10000-ig csak 1/100-ad résziik négyzet, egy millidig 1/1000 résziik; masrészrdl egy végtelen
szamban, ha ilyesmit el tudndnk képzelni, kénytelenek lennénk elismerni, hogy annyi négyzet van, ahany szam
0sszesen létezik.

(5) SAGREDO: What then must one conclude under these circumstances?

Tehat mire kell kovetkeztetniink ilyen koriilmények kozott?

(5") SALVIATL: So far as I see we can only infer that the totality of all numbers is infinite, that the number of squares
is infinite, and that the number of their roots is infinite; neither is the number of squares less than the totality of all
the numbers, nor the latter greater than the former; and finally the attributes ,equal,” ,greater,” and ,less,” are not
applicable to infinite, but only to finite, quantities. When therefore SIMPLICIO introduces several lines of different
lengths and asks me how it is possible that the longer ones do not contain more points than the shorter, I answer him
that one line does not contain more or less or just as many points as another, but that each line contains an infinite
number.

Amennyire latom, csak azt kovetkeztethetjiik, hogy az 0sszes szdm Osszessége végtelen, hogy a négyzetek szima
végtelen, és hogy gyokeik szama is végtelen; s a négyzetek szdma sem kevesebb mint az 6sszes szam Osszessége, sem
az utobbi nem nagyobb, mint az el6bbi; és végiil, hogy az “egyenld’, “nagyobb” és “kevesebb” nem alkalmazhatok
végtelen, csak véges mennyiségekre. Ha tehdt Simplicio kiilonbo6zd hosszusagt vonalakat vezet be és azt kérdi
télem, hogyan lehetséges, hogy a hosszabb nem tartalmaz tobb pontot mint a révidebb, csak azt valaszolom neki,
hogy az egyik vonal nem tartalmaz tobb vagy kevesebb vagy ugyanannyi pontot, mint a masik, de mindegyik vonal
végtelen pontot tartalmaz.
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