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PRAEFATIO EDITORUM.

Cum infra scripti, quibus renuntiante Jurio Kénig, Academia Scien-
tiarum Hungarica Tomum II. Tentaminis edendum mandavit, eum in
publicum prodimus, facere non possumus, quin merentes in memoriam
revocemus luctum, quo Academia nostra anno post editum Tomum 1.
mortao HenNrico FiNALy peE KEenp, eruditissimo doctissimoque viro et
sodali, afflicta est. Amissi viri, peritissimi Latinitatis classicae antistitis,
cuius opera etiam conatus nostri prospere promovebantur, vicem supplere
filius defuncti, Gasrier FiNnALY DE KEND summo studio enisus est. Quod
grato animo accepimus.

Omnibus, qua ad arithmeticam spectant, in Tomo I. editis, in secundo
continentur ea, que ad geometriam pertinent, ita etiam «Appendix»
Toannis Boryar. Huic Tomo inseruimus etiam paginam «Recensio per
auctorem ipsum facta» inscriptam, de qua in Prafatione Editionis II.

. . - : o A de T . Editionis I. alligatas
Tomi I. mentio facta est. Paginas ad Comum [. Edit gatas,



VI

quee inscribuntur «Egy kis toldalék a deak I. kotethez» («Additamenta
quaedam ad Tomum I. Latinum» — hoc est non ad opus Hungaricum
ARITHMETICA ELEJE = Initia Arithmeticz, quod anno 1830 editum
est) huic quoque Tomo subiecimus. (Quia autem res, que in iis tractantur,
potissimum linguae Hungaricae peritorum legere interest, integras eas in
Latinum convertere alienum putavimus, argumenta tamen in Adnotationi-
bus huius Tomi breviter exposuimus.

Rationes, in edendo Tomo I. constitutas, in secundo edendo sine
ulla mutatione conservavimus. Signa insolita in hoc Tomo neque ipse
WoLrcancus Borvar adhibuit, sed signa diversarum equalitatum et
diversorum parallelismorum re ipsa adhibenda fuerunt: quz, ut prorsus
signa omnia auctorum retinuimus, excepto signo perpendicularitatis Bo-
lvaiano L., in cuius locum signo solito _L usi sumus.

At figure haud leviter immutatee sunt. Ex figuris stereometricis WOLF-



T_—T

GANGI Borvar charta plicata compositis eas solum retinuimus, qua ad
«Conspectum generalem geometrize» pertinent: his enim ad discendum
utiliter illustrantur, quee iis illustranda sunt. Pro ceteris figuris charta for-
matis figuras quae dicuntur axonometricas adhiberi, cum intuentibus ad
perspiciendum, tum pracipue typographis ad persequendum melius puta-
vimus. Nonnullas etiam ex reliquis figuris correximus. Sed naturam hgu-
rarum ad geometriam absolutam pertinentium sine ulla mutatione reti-
nendam esse censuimus. Quod nonnullas figuras, exempli gratia 14-tam
Appendicis, ex integro composuimus sectione conica absoluta Cayleyana
adhibita, earum naturam minime adulteratam esse putavimus, quia hoc
modo imago rectz linex seque recta est ac in figuris Bolyatanis.

De mutationibus, qua in contextu operis evitari non potuerunt, ratio

redditur in adnotationibus, quo etiam animadversiones nonnullas ad rem

spectantes reiecimus.




VIl

Opere tandem perfuncti libenti animo commemorare debemus muni-
ficientiam Academia Scientiarum Hungaricae, quod ad diem natalem cen-
tesimum JoaNNis Borvar concelebrandum Appendicem eius aternitate
dignam 1 usum eorum, qui se studis literarum dedidere, separatim edi-
derat.

Cum diligentissime enisi essemus, ut opus quam emendatissimum prod-
iret, menda typographica, qua in contextu nihilominus invenientur, no-

bis lector benevolus ignoscet.

Budapestini 19o4
Kiivschak, Réthy, 1dtissy.



HOC TOMO CONTINENTUR::

Prefatio Editorum !
Signa a Wolfgango Bolyai inventa
Arbor Arithmetice Geometrieque
Index rerum in tomo primo ed. I. contentarum
Index rerum in tomo secundo ed. 1. contentarum
Simulacrum tituli editioni primee praefixi
Prefatio ipsius Auctoris
Subdivisiones geometrie
Sectio I. Conspectus Geometrie generalis
Sectio II. Planimetrie pars prima
Sectio III. Planimetriz pars secunda
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Appendix triplex
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Simulacrum tituli editioni prima Appendicis prafixi
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Megigért jelentés
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Briata ¥ ..

BoLyal, Tentamen, II.




a b

aF
ab
P

SIGNA

A BOLYAI INVENTA, QUAE IN TOMO PRIMO NON REPERIUNTUR

ITPSIS AUCTORIS VERBIS EXPLICATA.

denotatur linea ab utrinque infinita.

(

«

f

ex a incipiendo infinita in plaga illa, in qua b est.
e b incipiendo in plaga illa, in qua a est, infinita.
P (ex.gr. planum) totum infinitum (iuxta definitionem pag. 8).



ARBOR
ARITHMETICAE GEOMETRIAEQUE

corradicata coromisque confluentibus.

E reprasentationibus externis internisque, via abstractionis perveni-
tur ad loca primaria omnium, qua in mundo externo sunt, et qua in
externo internoque fiunt: SPATIUM et TEMPUS; qua partim seor-
sim, partim coniunctim considerantur : abstrahendo nimirum e mundo
externo corpus omne, e loco, quem occupare videtur, et quarendo quid
reliquum, quidve ultra sit, oritur nfuitus spatii puri, atque ex eodem
in diversis locis, vel diversis in eodem loco, aut diversis repreasenta-
tionibus in eodem reprasentante, nascitur zutuitus temporis. (Tom. II.
pag. 2.)

Ex A4 et tali Non A quod ex A est, fit conceptus partis; et con-
tinuz, s1 quid partes commune habeant. A4 comparando cum 5 oritur
aequalitas (absoluta et respectiva). Ex wqualitate et parte guantitas
(absoluta et respectiva). 'Tom. l. pagg. 22—25.)

Quantitas cum quantilate parit lomogeneitatem et maioritatem
minoritatemqgue. Et hinc reflectendo ad tempus atque spatium (quum
in priore quantitatis maioris excessus illico pateat, ix? spatio V(‘iI‘O s'at'pe
aliter se res habeat), de omnibus gquantitatibus ad formam simplicem

priores reducendis cogitatur. (Tom. I. pag. 27.)

b*




XII

Atque talis guantitas, nempe ad
Sormam TEMPORIS reducta,
OBIECTUM ARITHMETI-
CAE est. (Tom. I. pag. 27.)

[. Quantitas cum qualitate (nempe
certa determinatione) parit posi-
tivum et negativum (mox imagi-
naria quoquel. (pagg. 28, I21.)

II. Quantitatum /2 et () certa cum
determinatione positarum resu/ta-
tum certa sub conditione accep-

tum parit summam S; et ex .S

)
et /7 querendo socium ipsius 27
oritur differentia ipsius P ab S.

(Pag. 30+ 31

IT1. Digferentia eadem ipsius S ab
S, atque porro 1psius S’ ab S” et
ita porro; parit .5, S5 NSRS
seritem arithmeticam. (pag. 32.
et 152,

Atque si series eiusmodi U/ a
o incipiat, et differentia culusvis
termini a sequente sit =, ori-
tur numerus quoad u; et serie
tali I” item a o incipiente, cuius
termini cuiusvis a sequente diffe-

111. Reditus in

ARBOR ARITHMETICA& GEOMETRIZQUE.

His premissis SPATIUM pu-
rum OBIECTUM GEOME-
TRTIAE est, applicatis, ubi necesse
est, veritatibus in Arithmetica de-
ductis : ut arbor utraque fraterna
corradicata, altera alteri opem
ferente, coronis inter lucidas Spa-
tit Temporisque connubii seterni
orbitas in abysso ceelorum con-

fluat. (Tom. II. pag. 1.)

. E spatio puro: nascitur prius su-

perficies, linea, punctum, forma,

et sectio. (pag. 2.)

11. Reditu in mundum externum,

cum reflexione ad corpus idem
in diversis locis: oritur Axioma
congruentiae, et constrictio mio-
bilis geometrici, motusque geo-
metricus (coniunctio, in 1dea non
in concreto, spatii et temporis).
(pag. 3.)

spatium  purum
cum mobili geometrico. Motus
( Operatio

prima); Motus cum quiete; cum

sine  quiete motus
quiete unius punctr (Operatio mo-
tus secunda); cum quiete duorum

punctorum (Operatio motus ter-

tia). (pagg. 5, 6, 7.)
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ARBOR ARITHMETIC A GEOMETRIEQUE XIII

rentia = sit, si o ipsius I cum
o ipsius {/ simul ponatur, ac qui-
libet terminus sive in { sive in
I” sequens simul ponatur cum eo,
qui n altera sequitur: oritur 7o-
men numericum idem termino-
rum simultaneorum, in & guoad

u, in V quoad v. (pag. 32.

IV. Quaestiones hinc varia exortea:

ex. gr. praeter alias, num /' nu-
merus sit quoad A7 si non; num
tale »# detur, quoad quod tam
A quam A numeri sint? et si de-
tur, culusnam nominis NUMErus
sit A, et cuius sit /3¢ Hinc men-
suratio ipsius /5 per A, ubi <
mensura, et 5 mensum ipsius A
dicitur ; atque hic oritur etiam
idea zncommensurabilitatis ad-
hucdum subiective tantum possi-
bilis ; atque hinc # semper mi-
nus cogitando, /Zzmitis idea. Ve-
nientibus talibus « et & autem,
ut ad quaestionem, qualenam men-
sum sit & ipsius @, eadem respon-
sio sit, quam ad eam, qualenam
mensum sit A ipsius A ; ori-
tur proportio. Tum mensurando
quoad A mnon solum 7 sed &
quoque, oritur fracti; atque
hinc passus fit omnes quantitates
homogeneas quoad idem 4 men-
surare ; A wunitatem appellando;

['V. Spatii filia primogenita punctum
est, dein sphaera quasi media
inter duo extrema (inextensum et
quaquaversum infinitum). Spheera
per operationem tertiam filia cir-
culus est; et ex his, adhibitis re-
liquis operationibus quoque, ge-
neratur rzecta, atque e recta et

gg. 8, 13, 26

circulo planum. (pa
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qua minus fractio wvera dicitur,
et numerus quoad A integer au-
dit. (pagg. 33—37, 41.)

V. Hinc reflectendo ad TV, si ibi-
dem A4 unitas sit, querere b ex
a et B, dicitur multiplicare a
per /5, et b factum quoad wuni-
tatem A e factoribus a et I3 au-
dit. (pag. 4o0.)

Hinc ex 4 tanquam facto sup-
posito, et uno e factoribus a et
5, quacrere factorem socium eius,
dicitur dividere b per illum, cu-
lus socius queeritur, et hic guo-
tus audit. (pag. 41.)

Atque prouti unitas (in IV.) v
vel — accipitur; oriuntur realia
quoad -1, et realia quoad —I.

(pag. 42.

ARBOR ARITHMETICA GEOMETRIEQUE.

V. Rectis ex ecodem puncto p ad

omnia puncta cuiuspiam I,

1. Omnibus per idem (sive 1
sive aliud, dummodo non o sit)
multiplicatis : complexus extre-
mitatum parit similitudinem, et
homologa ; atque contrarie ae-
qualia, et conceptum generalem
aequalitatis geometricae. (pagg.
10’ ¢5,)

2. Rectarum dictarum zpsarum
autem complexus fit (sensu gene-
rali) pyramis ; et forma ad p api-
cata parit conceptum anguli ge-
neralem. (pagg. 10, 15.)

3. Hinc forma exc/uso angulo
fit fluens; et hec exclusis recta
planogue fit curva, admissis vero
recta planogue parit conceptum
generalem ‘fangentis, et perpen-
dicularitatis. (pagg. 16, 17.)

4. Remoto (in V) p in infinitum,
oritur angulus o, vel prima non
sectio; et e rectarum dictarum,
si finite et sequales reddantur,
complexu fit prisma (sensu gene-
rali, et tum adhuc generaliore).
Et s1 / recta sit, et rectee dictae
aquales ad angulum aqualem po-
nantur in plano; exinde oritur
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V1. Si factores aequales esse con-
tigerit, multiplicatio cum di-

visione parit potentiam, radi-

cem, logarithmum, (elementa-

res). (pag. 50.)

Atque gquantitas item cum
certa determinatione (uti in 1),
realitate eius, multiplicationi quo-
ad —1 innixa, parit zmaginarium,
et conceptum multiplicationis la-
tiorem. (pag. 121.)

Imo potentia logarithmusque
(elementares) per binomii ele-
vationem ad tales series dedu-
cunt, qua conceptum polentiae
logarithm: altiorem pariunt, ubi
et Zmaginaria in exponentem

ascendunt. (pagg. 192—1I193.

parallelismi conceptus generalis.
(pagg. 17— 20.)

V1. Motus geometricus simplex, id

est ut in quovis tempore una tan-
tum trium operationum (in ]I
dictarum), et quaevis numero certo,
etsi non eodem, eveniat: recta
planoque heic iam ex IV suppo-
sitis. (pagg. 20, 21.)

Cum duabus prioribus opera-
tionibus, et semper certo prae-
terea rectarum numero adhibito,
descendendo in planwm omnibus
eo restrictis) it /animetria : ubi
prius de /liners (neglecta area),
earumque Sectone (0 aut aliquaj;
tum de arers agitur. Constric-
tionis eeometvicae sensu stricto
ambitus.

Admissa operatione tertia quo-
que, nec restringendo ad planum,
redeundo in spatium universum
constructione
lato accepta.

fit Solidometria,
geometrica sensu
(pag. 22.)
Notandum autem, in motu dicto
simplici operationem quamvis sc-
orsim peragi, nec ulla alia lege
restringi, nisi quod mobile e dato
loco in datum perveniat. Unde
duae priores operationes, sola re-
strictione ad planum accedente,
ad motum

reducuntur : Primo
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VII. Ex omnibus his quasi in oce-

anum confluentibus, oritur, per
quarumvis quantitatum quibusvis
operationibus affectarum qualem-
vis compositionem, conceptus ita
dicte FUNCTIONIS. Ubi item
(ut in [V varie oriuntur quees-
tiones: e quibus CORONA a7boris
Arithmeticae exsurgit. (pag. 204.)

Nempe

A LPro certa functionis condi-
tione (qualitateve ), certa functio-
nem constituentia quae, quanta,

qualiave sint, quaerere.

ARBOR ARITHMETICA GEOMETRIZQUE.

puncti a rectam ab secum feren-
tis, usquequo Qa in P perveniat,
Secundo ad rectae ab motum
circa a in plano, donec in cer-
tam rectam datam, cuius una
extremitas Q est, perveniat.

VII. MOTUS GEOMETRICUS

COMPOSITUS : nempe ubi plu-
res operationes (trium dictarum
primitivarum coniunguntur, in
eodem tempore ; lege quoque, qua
durante motu vie simultanea per
singulas operationes factee a se
invicem dependeant, data; e quo
CORONA arboris Geometriae ex-
crescit. Suntque hze operationes
coniunctee. (pagg. 22 )

A) Aut numero finito; et qui-
dem :

1. Aut duee tantum; ex. gr. si
recta ab in plano /° circa a mota,
interea punctum p ita moveatur
in aB, ut wvia yo elils sit® = Flu)
'denotante # viam puncti b; et
queeratur via puncti p. (pag. 23.)

Aut ab quiescat, et p in ab
motum perpendicularem /& ad
ab secum ferat, atque interea ita
moveatur punctum P’ in 5, ut
via y elus sit = /(x) (denotante
x viam puncti p); et quaratur
via puncti p’. Prodeunt hoc modo
talia quoque, quorum etsi non



ARBOR ARITHMETICE GEOM ETRIZQUE., XVII

B} Pro certa certorum func-
tionem constituentium conditione
(qualitateve) queeri qualitas func-
tionis valoresque possunt; (imo
etiam simul certa functionis con-

ditio poni potest).

BoLvai, Tentamen. II.

omne, quodvis punctum tamen
(nempe pro dato quovis x simul-
taneum y ' geometrice sensu stri-
cto) construi potest.

2. Aut tribus coniunctis: ex.
gr. si punctum p describat in plani
P recta ab viam x, secum fe-
rendo planum p perpendiculare
ad P e recta £ perpendiculari
ad ab, atque interea p’in B mo-
tum rectam C ex p ad 5 per
pendicularem, in p secum ferat;
et punctum p“ in C viam z de-
scribat ; sitque puncti p in A via

y=alx), et z=0(y); et queera-
tur via puncti p' in spatio.

Aut planum 2722 circa rectam
fixam A4 plani /2 moveatur, via
certl eius puncti # dicta; atque
interea p describat in 4 viam x,
secum ferens in /> perpendicula-
rem 5 ad A, atque simul descri-
bat p' in B viam y; sitque
x—k(u), et y—h(x); et queera-
tur via puncti p'. (pag. 23).

Ita plures quoque operationes
(numero certo) coniungi possunt.

B) Aut nnumerabiles eius-
modi operationes coniunguntur :
ex. gr. sl recta 4 in plano 7 sit,
et recta /7 perpendiculare ad A,
atque planum Q secet planum /7
in 4, et rectam 4 in b; ac mo-

(7

———— e
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Ex. gr. Ex 2l) Si conditio ea
sit, ut functionis valor o sit: queeri
valor wvariabilium potest [pro-
blema aequationum ), aut valor
coefficientium ; potest etiam con-
ditio esse, ut functionis valor ma-
ximus vel minimus sit, et pro
hoc variabilis queeri. (pagg. 205,
345, 372.)

Ita alize conditiones esse pos-
sunt; 1mo variabilis vicem genus
certarum functionum subire po-
test, wut in calculo variationum
dicto). (pagg. 206, 360.)

Potest vero conditio ea quoque
esse, ut quantitates certee, qua-
rum genus dicatur x, nulla alia
operatione affectee, nonnisi sub
certa conditione ordinentur: et re-
sultata queerantur. /Analysis com-
binatoria ). (pagg. 159, 205, §556.)

In B) quoque varie conditio-
nes esse possunt: ex. gr. ut va-
riabili nonnisi integer substitua-
tur; 1mo ut etiam functio certa
qualitate gaudeat (ut in #zeoria
numerorum) (pag. 206), ubi tamen
sive functionem constituentia, sive
functionis qualitas quantitasve
queeri possunt.

Si ipst x substituatur x ¢,
oritur  Problema Taylorianium.
(pag. 208, 321.)

ARBOR ARITHMETICA GEOMETRIZQUE.

veatur b in 4, planum Q secum
ferens; atque interea certa lege,
a via puncti b dependente, mo-
veantur certa puncta generaliter
p dicta (innumerabilia quoque,
prouti per legem determinantur)
in perpendicularibus ad rectam
£ in O erectis: ‘et ‘guecratur
complexus ipsorum p in omnibus
temporis punctis expertibus usque

ad motus finem. (pagg. 24, 25.)



ARBOR ARITHMETIC.A GEOMETRIZQUE.

Si vero ipsi x substituatur mx
(pro & denotante fj—), atque 1ipsi
m substituantur integri ab 1 in-
cipiendo; et valores functionis
exorti post se invicem ponantur:
oriuntur seszes (ipso x imo ipso
n quoque sive I sive aliud deno-
tante); estque pro certo valore

el (ex. or. x=1), aut »

g
quoque constans, et 1psi 7 nu-
meri omnes ab I incipiendo etiam
ultra 2 substituuntur; aut »
'quamvis semper finitum deter-
minatum, sed post quamvis se-
riem productam novum valorem
accipiens) -— oo, atque 1ipsi
semper numeri ab 1 usque ad »
substituuntur. (pagg. 208 &, 472..

Si in casu posteriore terminus
quilibet cum sequente compare-
tur : prodit serzes incrementoriuin;
et si duarum functionum /7 et /
eiusdem x, unius / valor notus

sit; atque termini generales 7°

et 7, serierum Incrementorum ex
utraque functione deductarum
aquipolleant (id est ;- g ol
n-—oc): prodit et alterius func-
tionis / valor. Reperire Z (in forma
simplicissima) docet calculus diffe-
rentialis, et ex ¢ functionem f
queerit caleulus integralis. (pagg.

209) Ef! 301 Ej’ 371'J

c*




- : €) Denique quezlibet horum sub qualiﬁﬁf';déﬁ@'ﬁﬁﬁe éampmﬁ :&t sub

aliqua conditione resultatum, aut pro resultato illa, per qua id fieri queat, s
A . queeri possunt. Et de 7-tupla via sub eodem tempore, concep‘tum ﬂ-tupla -
caussa formando ; oritur Mechanica pura. BEL '




INDEX

RERUM IN TOMO PRIMO ED. I. CONTENTARUM.

Congspectus arboris utriusque breviter est scquens :

Fundus communis exponitur usque ad (pag. 22) quo etiam (pag.
442) pertinet.

I. RADICEM arboris Arithmeticae constituit conceptuum primari-
orum genesis, prouti quilibet e prioribus orti se invicem excipiunt (pag.
22 usque pag. 43, §. 353).

TRUNCUM constituunt primaria, que e conceptibus dictis per axi-
omata sequuntur: utpote resultata operationum, quot, qualiave sint, si
cum commensurabilibus, incommensurabilibus, cum fractionibus, potentiis,
logarithmisque suscipiantur ; quo etiam operatio elevationis (ex. gr. bi-
nomii) pertinet ; unde pofentiae logarithmigue sublimioris conceptus ori
tur. Continentur hac in (§. 35, a pag. 43 usque pag. 178).

CORONAM arboris constituunt questiones, qua e conceptu FUNCTIONIS,
ex omnibus precedentibus confluentibus, prodeunte oriuntur (a pag.
178 usque 442).

II. Ita RADICEM arboris Geometriae efficiunt: specialior spatii intu-
itus, et conceptuum primariorum genesis, atque spiaerae, rectae, pla-
nmique generatio; horumque combinationes primarie (a pag. 442 usque
ad finem tomi).

TRUNCUM faciunt e mwotu simplici oriunda: Planimetria et Solido-
metria.

CORONAM efficit MOTUS COMPOSITUS.

III. Demum (coronis iam antea confluentibus) actione spatii cum
tempore unione, de n-tupla via sub eodem tempore # tupla caussz con-

ceptum formando: oritur Mechanica pura.

Notandum autem est: 5 :
1. quod dum tale aliquod, quod in omni tempore est, dicitur possi-

bile ; ex. gr. dum dicitur gquartam proportionalem, aut potentiam expo-

Ed. II.
Tom pag

I 27

I1 I

I 27—s51
I s51—203
I 204—478
II  1—36




XXII INDEX RERUM 1.

nentis ¢, aut formam aliquam in spatio, possibilia esse: ea reipsa dari

intelligendum sit. Alind est, si de eventu, qui in aliquo tantum tempore
est, dicatur: e complexu enim omnium, qua sunt, unicum in quovis
temporis puncto experte resultatum est. At si ex @, 4, ... reipsa exi-
stentibus, (certo modo tali suppositis, ut abstrahendo a reliquis, nulla
contradictio sit), eveniat B ; tum B respective quoad a, b, . .. possibile
dici potest ; etsi e complexu omnium, quéae sunt (ita uti sunt), nunquam
prodeat. Absolute possibile, id est si a, 0, ... complexum omnium qua
sunt, eo modo quo sunt, denotet ; reipsa ctiam fit aliguando.

2. Dum (pag. 62) possibilitas mensurationzs per A ipsius /5 asseritur:

demonstratur quidem (zbidem ) dari talia =, u',... et n,n',..., m, m',...;
1 = ! o ’ " ] alk ’ "
UESDTO =7/ — == 2 (Sh C SRR =0y A 5 (ncmpc U= =
" n n > 2
A . ik : . UL N .
u'" ——— &); in casu commensurabilitatis (substituendo ipsi 2 integros ab

2)

I se invicem excipientes) prodeat aliquando tale z, ut 4A=—nu, B—mu
sit; secus autem pro dictis z, 7', . . . sit d—nu, B—mu—+w (0<u), et
A=n't', B=m'u'40' (0'<#') & ...; atsi reipsa exhibenda %, 7/, ... et
numeranda in /' fuerint; supponi divisio ipsius A per quemvis integrum
n debet; quod, si A quantitas ad rectam reducta sit, Geometria sine ten-
tatione praestat, uti et quartam proportionalem exacte exhibet, postea-
quam Arithmetica pro quantitatibus, etsi nonnisi in concreto exposite
essent, dari hac demonstret, quamvis non semper exhibere valeat. Aliud
est, si quantitates iam mensurate supponantur, atque ita expresse pro-
ponantur : et aliud, si nonnisi in concreto datis lineis, ex. gr. linea 4 per
lineam a dividenda esset (pag. 33), et queeratur 5B fale mensum unitatis,
quale mensum & ipsius a est; aut ¢ dividendum per lineam 72 esset, qua-
rendo @, nempe cuius tale mensum est 4, quam B est date unitatis ;
Arithmetica dari in hoc quoque casu resultatum probat, sed illud non-
nisi peracta antea mensuratione exhibere potest, exacte in casu commen-

surabilitatis, secus vero cum errore dato quovis minore.

SPECIALITER vero continentur in tomo primo sequentia.

IN INTRODUCTION

1. Prospectus cognitionum humanarum. Propositio, eiusque formae, de-
Sinttio, theorema, axioma, demonstratio, vocabula et veritates ultimae, sci-

entia, systema.

Ed.

Tom.

1.
pag.

40



INDEX RERUM 1.

Historia, philosophia, mathesis, physica (externa, interna), psychologia
(pura, empyrica), aesthetica, scientia moralis (pura, applicata), Officium,
wues, wura, Theologia (a pag. 1 usque 6).

Axiomata (pagg. 6 et 7, ubi ex IV deducitur modus apogogice conclu-
dendi). Logica ad mathesim requisita: nempe preeter prius dicta, genus,
species, subdivisionesgue (pagg. 8 et 9); aliquod fundamentale (pag. 10, §. C');
tum propositiones, guae ex una sequuntur (pag. 11, 1-mo): dein concep-
tus aequivalentes quid et quando sint (pag. 11, 2-do); atque (pagg. 12, 13)
e duabus propositionibus quando et gqualis fiat conclusio ? (relatis omnibus
casibus possibilibus, et (pagg. 14, 15) per axiomata demonstratis): sorztes
(pag. 13); conclusio de n ad n—1 (pag. 16, §. ), fundamentum lLimitis

(pag. 15, §. E).

IN CONSPECTU ARITHMETICAE GENERALE.
I. RADIX ¢ fundamento communi.

Complexus, pars, totum, pars indivellibilis, nempe si complexus omnis
cius, quod preeterea est, in concreto sisti nequeat, nisi ea quoque adsit;
portio (pag. 17).

* Indivellibile partis, indivellibile totius est. Pars partis indivellibilis,
indivellibile totius est. Portio portionts, portio totius est. St p portio ipsius
T sit: et religuum ipsius 1" portio ipsius 1" est. (pagg. 18, 19).

Nihilum mathematicum, et expers, punctum temporis, continuum (pag.19)

Aequalitas (absoluta, respectiva); quantitas (absoluta, respectiva)
wqualitas respectiva guoad contentum (pagg. 20, 21).

Quantitas cum gquantitate : unde maius, minus, demlio ; hinc reductio
ad formam temporis (pag. 21). Notio Arithmeticae (pag. 22). Hinc

Quantitas cum gqualitate parit -, —, et -, — (pag. 22—24). Hinc

Additio (quantitas complexa), ex additione subtractio (pag. 25). Hinc

Series arithmetica, numerus ; variae quaestiones (pag. 27, 28). Hinc

Mensuratio, incommensurabilitas (pag. 28) limes ; quantitas variabi-
lis (pag. 29). Hinc ol

Fractio (pag. 29), tum Unitas (pag. 30)- Annotatio de multiplica-

tione linearwm (ibidem), fractio vera, numerus integer ; distinctio inter

= et >, et quaedam hoc concernentia (pag. 31). Ex his ‘
Multiplicationss, ex hac divisionts conceptus (pag. 33), (extensus
pag. 106).

Et proportionis geometricae conceptus (pag. 34, aut pag. 65).

XXIII

Ed. II.
Tom. pag.

I 5—10
{1i==11)
13— 14, 14

THEONTS
16 ¥ NTi6—18

18—20
2O 2T
20




XXIV INDEX RERUM I.

In multiplicatione signa =, i, pariter in proportione (pag. 34).

Signa -, — in multiplicatione et divisione (pag. 35).

Specialia multiplicationis schemata (pag. 36, . . .); ubi (pagg. 37 et 38)
de 2 et ? preevia annotatio est.

o (e <}

An semper detur factum, quotus ? et alie quaestiones (pag. 39).

Quid si factores permutentur prius homogenei, tum heterogenei ;
conceptus celeritatis, et expositio conceptus quantitatum analogarum (pagg.
39« - -y 41).

Duo divisionis schemata (pag. 42).

Per plures factores aquales, multiplicationis cum divisione, filiae : po-
tentia, radix, logarithmus (sensu elementari) (pagg. 42, 43).

II. TRUNCUM arboris constituit §. 35, pag. 43 incipiens, usque ad
pag. 178, §. 36.

E resultatis @qualibus ad corum @qualitatem, unde prodierunt, non
concluditur (pag. 43).

Reductio quantitatum ad formam Zemporis, rectaeve ; (imo quarun-
dem ad circulum). ¥ Quantitas finita (absolute, respective) (pag. 44).

Constat, continetur (pag. 43).

* Addita, etsi +~, — adfuerint quocunque ordine, summam eandem
praebent (ibidem usque ad pag. 47).

Datur /imes (ibidem VI).

* Tempus quodvis continuum gawudet dimidio (pag. 48) et si di-
midii semper dimidium accipiatur, dabili quovis tempore minus prodit
(pag. 49).

* Si # multiplicetur per factum e factoribus numero 7, guorum qui-
vis =2: factum numecrus quoad z erit (pag. 49. IX).

* Temporis continui Q, quod inter 2 puncta est, guaevis portio certo
numero accepta, superat ipsum Q (pag. 50).

* Tempus tale (ut prius) per quemwvis integrum dividi potest (pag. 50);
omniaque dicta ad rectam applicari possunt (pag. 5I).

Pro n integro, et a,  positivis, est # (a—4{) =na—+nf3 (pag. 51).

Ita #:%—I— nﬁ ; applicatio ad a;[g’ (pag. 52).
* Si e tempore 7 (vel recta) possit # numero 2 accipi, ita ut @=o
vel <Zu supersit: ex eodem 7' (n—+1)x accipi nequeunt (pag. 52).
* Quaevis quantitas ad unicum reduci pofest (pag. 53).
* 81 A=—RB,; est etiam. .A=—=58, id'est A'—=F" (per A =B rcducta

A et B intelligendo); et conversa (pag. 53)

Ed. II.
Tom. pag.
1 G I

43
43 &, 45—

46—47

47—49
49

46
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*k Sii 4 constet ex @, b, ...: est A'—a'b'—++ (etsi interminata
sit reductio) (pagg. 54, 55).

Resultatum additionis subtractionisque quantitatum reductarum, uni-
cum. Imo etsi C==Q et a==c uti sunt considerentur, undevis dematur
a ex C et cex Q: residua erunt —-lia (pag. 553).

* Quantitatibus item ita ut sunt, sine reductione consideratis, et
==-litate terminata intellecta :

I. Si A==B==C': est etiam A==C, (pag. 36).

2. Si P==Q, et p==¢; ac p (portio ipsius P) ex P, et ¢ (portio
ipsius Q) ex Q, undevis dematur: erunt illa, quae ex P et Q remanent,
®qualitate terminata aequalia (pagg. 57 usque z9).

Ut resultatum multiplicationts divisionisque unicum esse probetur :
prius de fractionibus (mensuratione supposita expressis); et prius pro
casu commensurabilitatis (a pag. 59 usque 62): nempe

1. fractio, forma quoti exprimi potest (pag. 39).

2. Si per integrum multiplicetur numerator, valor toties augetur, si
denominalor, valor toties minuitur ; sz wuterque (per eundem ) multiplice-
tur, valor manet.

3. Regula hinc ad denominatorem eundem reducendi (vide etiam
pag. 396); (nota, unde guae fractionum sit maior dignosci queat).

4. Multiplicatio fractionum ; unde fractio fractiomis, et modus quo
fractio, unius rei in fractionem rei alius mutari queat.

5. Divisio fractionum.

6. Fractio et pro casu terminorum non integrorum quotus est.

7. Reductio ad datum numeratorem vel denominatorem.

8. Etsi per fractionem eandem multiplicentur termini fractionis, va-
lor idem manet.

Possibilitas mensurationis (pag. 62, XXI).

Datur quarta proportionalis (pag. 64. XXII).

Proportionis alia definitio (pag. 65). In proportione duo priora, et
duo posteriora sunt simul commensurabilia vel simul incommensurabilia
(pag. 66).

Proportionalis quarta unica est (pag. 60). .

Definitio proportiomis Euclidea, eiusque cum dictis aequivalentia (pag. 11
et pag. 67).

Quaedam de limitibus praevie necessaria (a pag. 68 usque 70 J.. .
imo e quotvis factoribus, quorum aliquis

1. Si w-—o0: et kw-—0; i
n existit (pag. 69).

-—o, factum -— o. Quantitas omni dabili minor non
2. Si @, A ~o0: et @ A-—o (nisi @4 A=0o0 sit).

Borvai, Tentamen. 1L

XXV

Ed IIL

Tom.

I

pag.

62, 63

l)_}

64—67

67—70

~1 ~T
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XXVI INDEX RERUM I.

EdST.
Tom. pag.
3. Slx-—a et y-—06: tum x¥x -4y -—a— b; et summa quotvis quan-
titatum ad limitem tendentium tendit ad swmmam lLmitum.
4. Si x—y-—o, et ¥-—a, y - —b: tunc a=24.
5. 91 p>x¢, et p—¢g-—o0: tum etiam p—x-—o0, et ¥ —g-—o.
W n—1
6561 oot
7
Sl it
" g1
- : r==1 ra
8. Si @ constans sit, et §-— oo, atque 0 o R : tum
ra o 3
x— -—o.
s
De resultato multiplicationis (atque certo sensu divisionis) wunico (a
pag. 70 usque 75). I 82—87
9. Ordo factorum (etsi omnes ncommensurabiles fuerint, utcungue
discerpta factorum imagine ) non mutat factum.
10. Hactor b cum nullo factore a—-c (pro ¢ non o) factum ill, quod
cum a efficit, aequale producit.
11. Si x-—a, et y-— b: tum xy-— ab; et lLmes facti e quotvis eius-
modi factoribus est factum limitum.
; P 3 A
12. A divisum per B dat quotum wnicum ¢ ; et — 5 LG lic
A . A I
A= Bg, et —B—A, item ——4 —.
Ly g 7
13. Simu = vel ~— B, et nu—A, atque mv— vel ~— D, et no— C:
tum A:B—=0C:D, adeoque proportio ila designari polest. Atque si
B:A=Q sit: B per AQ, et D per CQ exprimi poterit. Conversim
guoque, si A: B—=C: D, aut B=AQ et D=—CQ: proportio est (pagg:
75, 76) 87
14. Si x-—a, y-— b, et nec y nec b6 = o: tum quodvis ipsorum
g i a
] y ~— — (pag: 77). 8
PRy A o 9
* In prac. o e valoribus divisoris excludebatur: quidsi divisor -— 0?
(pag. 79)- 91
* Quadsi tam dividendus quam divisor -— o ? quedam de quoto simul
variatorum praevie (a pag. 8o usque 82). 92—94
i ! u'
1. Si —; -—1: tum pro utvis magno V datur z— #'< - Vo
u 5

’

L A u
2. S1 —~-—1: tum etiam — -—I.
u u

3. Si ' pro dato quovis &V potest <

u
N
u—+w'

etiam ——— —~—1
u

: 7
fier1, aec —= —— r: | tung
u

[
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XXVII
Ed. II
Tom. pag.
; u' w' -4 9T e
4. Imo etiam Bia et e R = N fieri potest.
1 iy v : u—-v
5. Si — ~1, ac —; ~—1: etiam - e
u v uw—+v
, u v 3 uy
6. Si —~—1, ac —-—1: etiam —— — 1
u v u'v
’
Ry u : u
Jaal —— T Mgl — o~ T etiam — 1.
u v v
Quotus forma e utcunque discerpi valore incolumi potest
(pagg. 82, 83). I 94—q6
De potentits et operationibus earum primariis (a pag. 84 usque 94); 96— 109
additis (pagg. 105 ... 107, 121—124,
GERE280 129). 147—149
Quod potentia possibilis sit, sive commensurabilis sit exponens g sive
~ 7
non, et swe -~ sive — fuerit:
1. Si ¢ nteger - et =1 sit.
2 ST g—T
3. 51 g—o!
4. Si ¢ integer —; deinde nom mnteger, prius +H, tum —, sed quan-
titas commensurabilis fuerit (pagg. 84, 83). 96—98
5. Sed queritur (ad prac.) nwm detur tale A, ut aa = 4.44:
(pag. 83). 98
6. Maius ad 1dem elevatum, et idem ad maius elevatum fit maius
(pagg. 86, 87); et pro exponentis valore eodem, potentia eadem est; unde 99, 100
potentiae ad exponentes denominatoris communis reduct possunt (pag. 87). 100
7. Si g incommensurabilis, et prius tam ¢ quam « ~ fuerit (pag. 87). 101
Casus, si a=1; si a<1 (pag. 88). Si ¢ — fuerit (pagg. 88 et 89); unde 101, 102
poltentia ¢ divisore in dividendum poni, exponente in oppositum mutato po-
102
test (pag. 89). : Ay ey "
8. Quodvis N sive > sive <1 fuerit: } NV-—1, si m-—oo
8 102
(pag. 89). , :
9. a1 a®—a9+@ (pag. &9). Et al:aQ=—a1=¢ (pag. Og)- X 103, 104
” . e -
10. Si a"—B™: non solum am—2R, sed etiam Bn"—=—a=2P547 (pro
I . LL
g = -2). Etsi-~ -— g, et a?=R, est etiam B¢ =a, atque sl B1=a,
m n : ¥ I | g B o ‘ 2
est etiam a7—=2 ; et sive V B, sive B9 scribatur, perinde est (pag. 90). 104, 105
M= 7
T (I/B)": ]/B"; et
b )" e ) 105
12. = — ag. 9I).
c 9 \pag
106, 107
13. (a?)?=a’ (pagg. 91 et 92).
ar
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3

Hinc ¥ a7= at (pag. 92).

14. Si @ < 1, aut exponens uterque (aut unus tantum) — fuerit;
(pagg. 92 et 93).

Si -a-:q, et a“=05: est a?—=b; et si aPf =b, est a*==5" (pag. 93).

15. ‘fabc. NI —al bl Vk AR — {/;. fﬁb.f/c. S

16. Si Zv‘y. consideratur potentia pro a positivo et negativo,
prouti 7 par aut impar accipitur. Origo imaginarii (pag. 94).

De compendiis operationum per logarithmos (pagg. 95, 96).

De expressionis valore, mutata unmitate, et de expressionibus quoad
diversas unitates factis, ad eandem reducendis; (quum omnia dicta huc-
usque certae determinate unitati positivae innixa sint) (pagg. 96 usque 105).
Exempla aequationis sectionum conicarum (pagg. 101 usque 103) ; ubi zo-
mina primaria sectiones conicas concernentia (pagg. 101, 102) definiuntur.
Quantitas concreta et abstracta (pag. 97).

De imaginariis, atque (his admissis) calculo radicalium, (a pag. 105
usque I18: cui addendum pagg. 128, 129, 9. 10. I1I. et 12.).

Hucusque Unitas positiva ponebatur: sed prouti superius quantitas
cum quantitate (nempe certa cum determinatione) produxit positivum et
negativum; ita si quantitatem @, ut radicem e quovis B spectare libeat:
oriuntur pure imaginaria, quorum realitas multiplicationi quoad -——1
innixa est (pag. 105).

Regulae admissis imaginariis, atque conceptus multiplicationis exten-
sus (pag. 106).

Expressionum acqualitas varia (pag. 107).

Porro significatio signi J/; tum

— - - B — s -
I 1/—4: 1/4 1/—1; atque 1/a 1/6: 1/ab (pag. 108).
2. Radix pure imaginaria exprimitur (pro A positivo) per
ZI"/—P._—_zln/ﬁ Z”V —1I;
atque V—I (pro a, b, realibus quoad —-1) potest per a—=b Y —1 ex-
primi (a pag. 108 usque 110, prima tantum Trigonometriz elementa re-
quirens). Nempe pag. 109 radices #-ti gradus tam ipsius ——I quam ipsius
—1 exhibentur omnes, numero 7. Et (pag. 110) exemplis illustratur.
Hinc (item pag. 110) si i"/P SItep et "V—P:p (a4-0 1V —1);
'V—P.”Vl Q(:)’V:—PQ (pagg. 111, 112).
i'//] VE V" Gy = 1/” ARBC (etsi imaginaria adfuerint).
i3
At si id tantum constet, quod zr:”V P vet iy (:mj/ O exiico
e (= VPQ tantum sequitur.

Ed I

Tom.

I

pag.
107

107, 108

107, 108

108, 109
109 —IITI

T T2
116—118
116, 117
111
121—136
147—149

121

122—123
I23—124

124

125—127
125, 126
126, 127
126, 127

128, 129
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s mn —
3.5 Ya==x: est x = sed non — V4" atque si x — Y a, est
Aifa s nr — mn, . T e —— J
x— l/ l/a": Y a"; et hinc 1/*1 = 1/ f/_l =l atque (—I); =
2
sed non (= (—1)+ (pagg. 112, 113).
* De elevatione imaginariorum (a pag. 113 usque 118).
) 2n 2
4. Queestio ad ]/-—I redit. Est vero 2z, aut potentia ipsius 2 in-
tegra, aut factum e tali, et numer> impari; Z]P/——fl nonnisi ad m2? ele-
vatum (pro m integro) dat reale, et quidem —+1 pro m pari, et —1I pro
m impari (pag. 113).
5. Etiamsi p<~ ¢<T »<C... potentiz integre ipsius 2 fuerint:

AR | e

nullum reale dat (pag. 114).

6. Radices exponentis 2" ipsius —1, eedem sed via a pag. 108 di-
versa,item sub formam a—-4 ]/:_1 venientes, exhibentur (pagg.115,..., 118).

7. Pure imagimaria a realibus nonnisi determinatione (uti == et —)
differunt; nec scientia, quae praecisione cvidentiaque gloriatur, meris ima-
gintbus nullo originali gawdentibus contenta esse potest (pag. 118). Et
aeque visibiles sunt, elsi imaginarium in exponentem ascendat (pag. 168).
Exemplum, quo in Geometria visibilia fiunt imaginaria, exhibetur (pag.
177y 7-)-

De regulis additionis, subtractions, multiplicationis, divisionisque quan-
titatum complexarum (etsi imaginaria adfuerint) (a pag. 118 usque 130).

[1.—3.] Regula additionis traditur (pag. 118.) Quod hoc pacto summa
quasita prodeat, demonstratur prius de realibus (pag. 119,) tum etsi ima-
ginaria adfuerint (pagg. 120, 121.)

[4.] Subtractio demonstratur pag. 122. Quod oppositum subtrahendi ita
dicto ‘minuendo addendum sit, demonstratum est (pag. 26).

[5.] Multiplicatio demonstratur (pagg. 122 ... 126).

[6.] Divisio demonstratur (pag. 126).

Exempla quaedam.

7. (@a+6) (a—+8) et (a—b)(@a—0); dein
(@a+p) (a—P=a'—F ; Va+V5) Va—Vd =a—b;

[(@a+ 8)*—c*] [e— (e —5)']=
— (@a+b+c) (@a+b—c) (a+c—?0) (b+c—a)

(pag. 127). Et ibidem St b

8. demonstratur summam qualiumvis realium et pure imaginariorum,
per qualemvis eiusmodi summam divisam, dare quotum.

XXIX

Ed 1T,

Tom. pag.

130—136

130, 131

135, 136
193

202

136—150
136
136—138
138—140
140
3I
140—146

146

146, 147
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L 1
9. (_ : +V’—2) seu l'»— i =5 ; a} (pag. 128), ubi a radicem

ex — 3 denotat sensu (pag. 108).
FON SN {/ P multiplicandum sit per 4 i]/Q’” s
b VQ)H 7 VP”
BT o
g ab ﬁ“l/Prlq Qmp
DY —ng —md
—aby/ PraQnt — (ab)™ P ps . Q%P1 ;

(pag. 128). Unde etiam regula liquet: nempe

a {/l)u‘ b i{" an P (I[) P]{{'J);xzf Qmp.

11. Modus factorem signo #  praepositum introducendi, aut illum, gqui

erit factum

signo subest, educendi (pag. 129).

LA ) 4 P
Tio e { P B y] 0= bl’ lq/g;,; (ibidem).

Divisio ipsius x"—1 per x—1, et

—
|95}

I4. ipsius 1 per 1—x. Et

B

15. hinc summa seriei geometricae, et casus, ubi formula summe fit

wn

; tum limes summe, si exponens < I sit, nec non complementum

quoti in exemplo posteriore (pagg. 131 et 132).

16. Seriei Arithmeticae terminus generalis et summa. Ex. gr. nume-
rorum imparium summa usque ad z-tum inclusive, est #° (pag. 132).

[17. Series Arithmetica ordinis z-ti (pag. 133).]

18. Si (a—4) per se multiplicatum item per @ -+ 6 multiplicetur,
atque hoc continuetur, donec (a—+6)" hat: queritur productum (pag. 134).

n

Transformatio ipsius (a -+ b)" in (I — a". Et simili modo follitur
e a

quivis factor e guovis termino binomii ad exponentem elevati (pag. 134).

Demonstratio binomii pro n integro positivo (pagg. 135 ...137).% Ala
demonstratio  (qua etiam  numerus combinationum exhibetur) (pagg.
135 e NTAC)

Demonstratio formulae binomialis pro exponente qualivis (adhucdum
excluso imaginario), (a pag. 141 usque 150). Prius [1.—2.] lex, qua ter-
minorum signa pro —x et —x cum —¢ et —e¢ combinatis prodeunt,
exponitur; tum [3.—-3.] exponente coefficientis ab exponente seriei distincto,
demonstratur seriem eiusmodi, pro x<Z1, ad limitem tendere, atque limi-
tem esse (1-4x)t.

6. Si x>1, tum (14-x)¢ ita exprimi nequit (pagg. 151 et 152). Pro
x=—-1 videatur (pagg. 303 et 304).

Ed. II.
Tom. pag.

I 145—148
124

148

149

172—174
333, 335
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7. Aliquid de sericbus infinitis, quarum incrementa terminorum ten-
dunt ad o, cum exemplis quibusdam (pagg. 152, 153).

Skl 3 : oy

8. Si Al i de (a—-0)? quoque valet formula binomialis.

9. Lisi binomium imagimarium contineal, valet (pag. 150).

8 : ™ ; " L R,

10. Si exponens binomii vera fractio o, S, formula coefficientis

n—y
p-ti (pag. 157).

De logarithmi expressione per seriem, et potentiac logarithmigue con-
ceptu sublimiore, atque quantitatis imaginarie ascensu in exponentem (a
pag. 137 usque 178).

o - I m
¥ Siin (1—+x)" ponatur x—— atque 7-—oco: tum [———| -— 0. At
m -1
I. si etiam m —oo, ¢t ab z certo modo dependeat; ex. gr. sit
TN WA : :
m—n ; tum (I—|— ) gaudet certo limite, in posterum e dicto, dasi lo-
n n
garithmorum, qui naturales vocantur. Etsi (I+ ) ad ¢ elevetur, se-
7
ries, qua prodit, -— e? (pagg. 158, 139).

2. Etiam e quantitate reperitur logarithmus (pagg. 159..., 162).

3. Modulus systematis logarithmici reperitur (pag. 162).

S7 vero duae bases fuerint B et C, et log. NV quoad B sit b, ac log. &V

S PR a Ot G
quoad C sit c¢; est = S

Log.0o = — oo (pag. 163).

* Porro in serie ipsum et (per praec.) exprimente substituatur «—3
aut a— f3, aut af, vel (; , prius pro ¢, [ realibus (pag. 163); tum etsi
imaginaria contineant (p‘agg. 164 ... 167): animadvertitur, has series ana-
logis subesse operationibus, ac si exponentes ipsius ¢ reales essent; ge-
neraturque conceptus potentiae logarithmigue (‘sensu sublimiore) (pagg.
167, 168).

Logarithmus realis hoc sensu quantitati negativae haud competit
(pag. 169), sed elementaris competit (pag. 170).

Datur pro quibusvis realibus 4, /7 tale x. ut x=Ilog. (A+BV —1)

(pagg: 170 . 173)- A
Ubi etiam series sinum ct costnumt ar s :
w= / k+aV = e
B SiNA (Cos @~ —T.sin, @) —=A~+-B YV —1=—¢ +a¥ =1 (pra.d, B, K, #
ct a realibus): tum 2 — 4*~+ B* (pagg. 172 et_ 173): 7, :
Logarithmi imaginarii quantitatis negativae innumerabiles (pag. 173).
Pro quovis K positivo datur tale k, ut ¢! =K (pag. 174)-

cus n-tupli exprimens exhibetur.

XXXI
Ed. 1I.
Tom. pag

181

I83—T3

187

188

188, 189

189 —192

192, 193

194, 195

195—198

197, 198
198
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Exempla.
1. Logarithmi ipsius 1 innumerabiles, inter quos solum zero est
realis.

2. e"‘f:;:—l, et 7/ —1 est unus logarithmorum naturalium ip-
sius —1I.

3. Valor ipsius &=

4. Vi=eV—1 et af —1= log. nat. ¥ —1

5. Valor ipsius (V—1)¥ ~* (pag. 176).

6. Quid per cos.a— ﬂfﬁfﬁ{, €t sin.a:—u‘/—i{f

2 2 ‘/rl
intelligatur (pagg. 176, 177, 456).
* 7. Applicatio certa imaginariorum ad Geometriam (pag. 177).
2

8. Log. (—2) —log. (—3) certo sensu — log. :—z —llop? %

(ibidem).

III. CORONA arboris Arithmeticae incipit a §. 36, pag. 178, et de-
sinit pag. 442.

Functio, variabilis, constans (pag. 178). Rami, in quos corona divi-
ditur (pagg. 179, 180).

Dein

1. Functionis divisio (pagg. 180, 181) wn algebraicam, transcendentem,
absolutam ;

2. designatio functionum (pagg. 181 ...183),

3. Si in A4 (x) substituatur x -z et queratur valor functionis
A (x—+17) (LProbl. Taylorianum); et porro comparetur augmentum func-
tionis cum augmento simultaneo ipsius x; pervenitur ad rationem wulti-
mam augmentorum evanescentium iuxta NEWTONUM, nempe si

A(x—i—z').—A(x) S

7

= A’(x)y

dum 7-—o (adeoque priusquam —o fieret). Insignis limes iste est, e
quo et calculus differentialis deduci potest (pag. 183). Sed

4. Evidentius simpliciusque fit, si (pag. 184) ipsi # substituatur
prius o, dein x, id est %, tum 2%, 3% &, atque valoribus prodeuntibus

post se invicem positis, quilibet cum sequente comparetur (quoad incre-
mentum); et incrementa ista novam seriem forment: seriei huius summa
in aperto erit; atque si

5..Alia series occurrat, e qua eodem modo pro iisdem x et n de-

Ed .

Tom. pag.

I 201

201, 202

11 14
1 202

204—478
204
205, 206

2006

207, 208
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ducte simili modo seriei, termini # et 7" eidem mi (pro quovis eodem z)

respondentes, aut sint @quales, aut “—1I, pro n-—oo: facile patet,

t
X 7
summam utriusque esse ®qualem, et si unius functionum valor notus
sit, et valorem alterius innotescere (pagg. 184 ... 186).

6. Etsi seriecrum e duabus functionibus derivatarum termini, certe
parti ipsius x (sed qua -— o) respondentes non aequipolleant (page. 187-

188, et 269): valet in prec. dictum.
7. Datur pro utvis magno AN integer 2 idem pro omnibus , ut

w (mx) — a (mx) <<, 2 (Xfﬂ (pagg. 188, 180).

8, [9.] Integrale, differentiale (pagg. 189 et 209). Limites integralis,
differentiale verum seu t'lemcn/um.fzuu:/iu summatrix, differentiale strictius,
vel sérictum, per d praepositum denotatum, ut coeff. differentialis seu de-
riwata per o (pagg. 190, 191).

1o. Si functio absoluta, cuius valor queritur, non in concreto, sed
nonnisi per functionis limitem detur: hunc dari demonstrandum est (ut
fit pag. 230); utcunque sit, sepe differentiale functionis A (x) queritur,
per duas functiones tales U;(x) et U,(x) ut

Ui(msz)—Ur((m—1) %) <A (mi) —A ((m—1) %)< U, (mx) — U((m—1) %),
et

(}(ﬁﬂrz.x'-) U ((m—1 ) %) ‘.

O, (mx)— U,((mm—1) x) g
si iam

U (mz)—U((m—1) %)

B (mx)—B ((m—1) x)
quoque -—1, et simul

w (mx)

U(mz)—U((m—1) %)

=k

atque u (mx) gaudeat forma differentialis stricti: habebitur differentiale
ipsorum A (x) et B (x) commune (pag. 191). [ ;

11. Differentialia zquipollentia functionibus wqualibus, et functiones
wquales differentialibus zquipollentibus gaudent. Idem de derivatis; atque
nec integralia differentialium @quipollentium prater constantem differre
possunt (pagg. 191, 192).

* 12. Variabiles plures x, y, 2z, .. ; . :
tationes y (mx), z (mx), ¥, # (pagg. 192, 193); differentiale, derivata fun-
ctionis plurium variabilium (pag. 194).

13. Differentialia et derivate quoad variabiles

(pag. 194).

et pro variabili absoluta ¥ deno-

diversas accepta

Boryvar, Tentamen. I1.
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14. Differentiale purum, derivata pura : fz a(z) seu J'a (z) (quoad z)
est functio illa primitiva, cuius derivata quoad z est —a(z) &. (pagg.
194, 195). :

15, [16.] Differentiale et derivata partialis. Derivata z-ta, differentiale
n-tum (pag. 195).

17. Quotvis fuerint variabiles #, z, ab eadem absoluta x (saltem si-
multanea positione) dependentes, quarum differentialia sint & (x), ¢ (¥):
quoad quasvis variabilium z, z, ... accipiantur differentialia &,(x) ipsius
u, c¢i(x) ipsius z, & seriei incrementorum summa eadem prodit. Ita
b (x), ¢ (x) et bi(x), c(x), pro terminis generalibus accepta summam
candem dant; pariter & (x) 4 ¢ (x), et b.(x) -+ ¢;(x). Unde etiam differen-
tiale seriel convergentis B (x) -+ C (x) -+ ... est summa differentialium
functionum singularum. Derivataque summea seriei quoad eandem varia-
bilem accepta est summa derivatarum singularum, item quoad eandem
variabilem acceptarum (pagg. 195, 196).

In quovis termino generali seriei incrementorum dicte, cuivis quan-
titati substitui ei @quipollens potest, si nonnisi summa spectetur. Atque
hinc pro reperiendo integrali, licebit differentiali aliud aquipollens diffe-
rentiale purum, quod integrari queat, substitui. Idem de derivata (pag. 197).

18. Exempla faciliora pro Tyronibus (primis clementis imbutis) ap-
plicationis theoriae ad Geometriam et Mechanmicam (a pag. 197 usque
242); ubi’§. 37 pro exemplis supposita demonstrantur, et quaedam inde
deducuntur, imo guoad curvas etiam primaria exponuntur.

[VL] 1. (usque s). Supponuntur (§. 37) demonstrata, exponunturque
certarum functionum absolutarum simpliciorum differentialia derivatz-
que, adeoque et horum integralia (preter constantem) (pag. 198).

3. Si dua series incrementorum (eiusmodi ut dictum est) fuerint,
ct unius summa 4, terminus generalis a (m%), alterius summa B, termi-

b (mx)

; e - B
nus generalis & (mx) fuerit; atque ———= ~—f: tum A—— ag. 198).
b s 0 ) ; ) q = (IIZ.JC') [ ) (p 2 98)

S 7 :
6. Ex dlog. u = v et ul log. # == 7 = du; per quod functio,

variabilis in exponente sit, differentiari potest; atque hinc

'a” bt aax
k oo

7. pag. 199. Si derrvata fuerit summa terminorum numero certo, ad
exponentem positivam nfegrum, adeoque potentia hac constet e certo
numero terminorum, qui singuli integrari possint: erit summa integra-
lium terminis singulis respondentium, integrale derivate date. Si vero
derivata fuerit series convergens infinita forma Ax¢ -4 Bxb - ... expo-
nente ab aliquo incipiendo unitatem superante et semper crescente :

BdOSTT
Tom. pag.

()
| &)
i

224—273
a)—d)

2250220

e)

2206, 227

S

&)

227—228
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summa integralium terminorum singulorum, integrale totius derivate, et
pariter series convergens erit.

Litere puncto insignite, eadem sine puncto signo d praposito, imo
et quodvis aliud, quoad quamvis variabilium expressum, ei @quipollens,
substitui potest; quo pacto derivate sape purae (salvo integrali) reddi
possunt (pag. 200), nempe si =22, est '/) (quoad z) :J./ﬁz' (quoad ).

Eadem pag. 200 [VIL.], derivata areae in plano, derivata /Jineae in
plano, soliditatis per revolutionem lineae dicte generate, referuntur. Deri-
vata linez in generc est (pag. 268).

Pag. zo1. Deriwata distantiac centri gravitatis a certo plano quoad
abscissam x ; atque pag. eadem, et 216... (etiam pag. 226) referuntur
differentialia motum rectilineum concernentia, denotationibus pag. 193
adhibitis.

Pag 203 VIII. 1. | (2 si\'cj 1 (quoad 2) —w.

2. Casus differentialis negativi, atque ubi valor ipsius A (x) plane
pro x—o queritur.

3. De casu, ubi A (0) —oc.

4. De casu, ubi differentiale (nempe terminus seriei generalis) pro
x¥—a, id est terminus seriel p-tus, o vel ~o fit (puncta discreta infe-

rius pagg. 269, . . .).
pagg 7 axPt?

=

Pag. 205. IX. 1. Si ordinata y—=ax?; area = |y (quoad x) =
(nisi p—=—1).

2. Area inter hyperbolam @quilateram et ¢ (pag. 103), atque ordi-
natam y ¢t asymptotam. Soliditas per revolutionem circa asymptotam
orta —z. Exemplum pro diversis functionibus summatricibus eidem diffe-
rentiali respondentibus, qua tamen cum constantibus concernentibus
eadem integralia praebent (pagg. 203 et 200). . .

* Pag. 207 usque 209. Arez dictw hyperbolice sunt logarithmi na-
turales abscissarum e centro acceptarum: ubi (pag. 207, 4) demonstra-

i ipsi se —— . (imo pag. 210, etsi
tur, derivatam (quoad 2) ipsius log. nat. z esse ol pag. 210,

z non ipsa variabilis absoluta, sed qualisvis eius functio fuerit). Mmlu.\
constantem in simili casu quarendi. De logarithmis abscissarum negati-
varum (pagg. 209 et 210). .-
Solidi idis. ellipsoidis perboloidis.
Pag. 211, 5. Soliditas paraboloidis, ellipsoidis, hyperb

1%
5. Si i rariabilem si ot =/2 G
6. Si u et v derivate quoad eandem variabilem sint, et -

f w—=~k }'z.'. Applicatio. i
P'dé. 212. 7. E derivata arcus circuli quoad tangentem (pag.
ducta) series Leibnitiana peripheriam exprimens (vide etiam pag. 303).

309 de-
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Pag. 213. [8.] Longitudo arcus circuli per integrationem formulae
(pag. 200).

Pag. 214. [9.] Catenaria, eiusque rectificatio.

Pag. 214. Exemplum integrationis derivate superficiei per revolu-
tionem linez circa axem orte.

[X.] Exempla Mechanica (a pag. 215 usque 242).

Pagg. 215 et 216. Conceptus wvis momentaneae et constanter agentis.

Pa

a

g. 217 usque 219. Demonstrantur differentialia (pag. 2o01).

gl
08 09
oe

219, ..., 223. Exclusa prius medii resistentia, et vis @ prius ab
s tum a ¢ dependens. Motus difformiter acceleratus ex. gr. per gravi-
tatem.
2

—

221. Formula prec. velocitatem ectiam ultra centrum exhibet.

Pag. 222. Altitudo competens celeritati minime, qua globus de su-
perficiei terra verticaliter explodendus esset, ut nunquam redeat, radio
terre @quatur.

Pagg. 222 et 223. Si vis w functio temporis fuerit.

Pagg. 223 usque 229. Si vis w functio velocitatis z fuerit. Prisma
resistentiae, exponens resistentiae. Tempus, celeritas, spatium in medio
uniformiter denso. Applicatio ad corpora labentia.

Pagg. 229 usque 234. [XL.] Conceptus centri gravitatis geometrici.
Functionemque (ut dictum pag. 191 est) per limitem datam valore abso-
luto gaudere, et eius differentiale (pag. 201) esse demonstratur.

Pagg. 234 usque 237. Bxempla: centrum grav. segmenti parabolae,
paraboloidis, sphaerae, arcus circuli, segmenti circuli, superficiei sphaervicae
pro certa abscissa.

Pag. 237. Superficies per revolutionem circa axem generata — lincae,
cuius revolutione generata est, per distantiam centri grav. ab axe et per
2m multiplicatae.  Soliditas — areae, per peripheriam centro grav. areac
descriptam multiplicatac.

* Pagg. 238 usque 241. [XIL] Centrum oscillations, et centrum per-
cussionis.

Pagg. 242 usque 268. [§ 37. -IV.] Demonstrantur formulac differen-
tiales (pag. 197 supposite, prater ea, que pagg. 207,... 2I7,... 229,...
demonstrantur).

I Si u=—A (x), est d(«*) quoad u=—ku"""si, &. Datur vero pro quo-
vis /V tale 7 idem pro omnibus, ut requiritur (pagg. 244, ...).

1I. dur —udv—+ou, pro a—ANx) et e —="5(x): d(%) autem —

7'(,11 — 1/(’7' E
; (408
72

Ed 11
Tom. pag.
I 2447%)
229
245 1)
246 %)

246—273
2406, 247
248—250, 230

254, 255
256—260

261-—266
217
229

266-—268

268, 269

269—273

274—300
225, 238, 248,
261

276, »ie.«

281, 282
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III. Si arcus x circuli sit variabilis absoluta: diferentialia sinus, co-
sinus, tangentfis (pagg. 2350 usque 253; quoad sinum versum vide
pag. 327).

Derivata functionis trigonometricae unius quoad aliam (pag. 253),
Ibidem et pag. 254 differentiale arcus quoad functiones trigonometricas
deducitur.

IV. Pagg. 254 usque 260. Si pro abscissa x, arcus ipsi & respondens s,
et chorda ¢ sit: fit z —I, si n-—oco. Curva (concava, convexa), tan-
gens, sublangens, normalis, subnormalis. Curva gaudet tangente in quovis
puncto ; tangens cum ordinata non coincidens secat ordinatas omnes &

Pagg. 260 usque 264. Limes summace chordarum (qui per longitudinem
arcus intelligitur), wtcungue sumantur chordae, idem est. Differentiale et
derivata arcus. ‘

Pag. 264. Differentiale arcac, ct pag. 265 differentiale soliditatis per
revolutionem generatorum, item differentiale superficiei talis pro curva
concava, et (pag. 266) pro convexa &.

Pag. 268. Lineae cuiusvrs (etsi non in planum cadat) differentiale et
derivata.

Pag. 269. [V.] Dum expressio differentialis pro certo mx (pag. 2035) fit
oauteco vel Z : puncta certa discreta, singularia ob certas qualitates dicta.

.Pag. 272 usque 283. [VI.] Exemplis hzc illustrantur. Zxpressio tan-
gentis, subtangentis, normalis, subnormalis, punctum fexus, cuspis primi,
secundi gemeris, punctum multiplum, izolatum. Asymplota (pagg. 283 us-
que 286).

Pag. 286. VII. De Z et Z

Pag. 288. [VIIL.] De ordinatis ex wuno puncilo tanquam ccn.tro (\'.cl
polo) euntibus : spiralis Archimedea ct logarithmica (abscissa u in peri-
pheria accepta).

Pag. 289. [IX.] Theorema Zaylorianum: 1. de casu, quo ope theo-
rematis binomialis demonstrari potest, 2. generaliter iuxta ‘Lag}’ané-rp (4
pag. 291 usque 294); additis complementi finibus, in.tru quos C(mtm?‘rl
debet, apud quemlibet terminum subsistere lLibuerit. Prius pro una varia-
bili (pag. 311 pro pluribus).

Pagg. 294 usque 31T applicationes varie: Compleme :
mulae binomialis (pag. 295). Ibidem 4. de facto e factoribus, quorum nu-

ntum generale for-

merus -— oo (ut in formula binomiali). . o
5. Applicatio ad (1+4%)¢, pro ¥=—cI et exponente negativo et =T

(pag. 299).

XXXVII

Ed IT.
Tom. pag.
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0. Formulac ipsius (1-4-1)¢ pro e<(1, complementum ~—o (301).
7. (pag. 302) si e fuerit negativum et =1, complem. — co; at -— o
semper, exceplo si e negativum el mon <1 Sit (pag. 303); nimirum

8. si e——=—1, series nullius valoris est.

9. Hinc (ex pag. 212) dlustratio seriei Letbnitianae ex (1-z)"" pro
Z—=1Wdcaucta

10. Pro (1—1)¢ valet (pag. 304 usque 307). Pag. 307 animadvertitur,
(1—1)" exhibere seriem arithmelicam ordinis (m—1)-t1 (pag. 133).

11. Adhuc unum exemplum pro facto ¢ factoribus innumerabilibus.

12. Demonstratio criterii convergentiae Olivieriani.

14. pagg. 311 usque 314. Zaylorianum ad plures variabiles appli-
catuin.

Pag. 313. X. Applicatio Tayloriani ad maximum minimumve. Exem-
pla (pagg. 316 usque 318).

Pag. 319. XI. usque 329. Applicatio Tayloriani ad radium curva-
turac; ¢ quo conceptus evolutae evolventisque nascitur. Linea [ lineam L
tactus ordine p-to tangere quando dicitur? (pag. 219). Applicatio ad re-
ctam, circulum &. Radius osculi ; exempla (pagg. 325 usque 327) radit
osculi, sectionis conicae, cyvcloidis. Fvoluta cycloidis cycloidi evolventi aequa-
lis est (pag. 328). Cur filum in tangente cycloidis tensum Hugenius appli-
cavit (pag. 329).

Pag. 329. XII. usque 342. Frincipia ct applicatio calculi variationum.
Theorta duplict modo (pagg. 330 usque 333, c¢t 340). Exempla: longitudo
minima datam aream claudens (pag. 333); Brachystochrona (pag. 337).

Pag. 342. §. 38. Ramorum coronz arboris wunum constituunt aegua-
tiones (determinate, indeterminate). Kadix aequationrs unde dicitur?
(pag. 342). Non quacvis petito salisfacere debet (pag. 343). Ordinatio
aquationis, ct reductio ad formam rationalem (pagg. 344s 345). Resolutio
generalis aequationis ordinatae, gradus primi, secundi, tertii, quarti, (pagg.
346 usque 3350).

Pag. 351. Quoumodo resolutio aequationis x'7—1-=0 cum constructione
geometrica polvgoni regulariss 17 laterum cohacreat?

FExempla (pagg. 351 usque 359), plerumque scitu necessaria.

Exemplum etiam pro coniunctione impossibili (pag. 337).

Pag. 339. §. 39. Zransformationes aequationum.

Pagg. 361 usque 303. S7 aequatio n gradus una radice (etsi imagi-
naria) gaudeat: radicibus numero n (‘nec pluribus ) gaudet. Idem modo com-
muni (pag. 363).

Pagg. 364 ct 365. E praecedente lex coefficientium in aequatione.

341344

345
346—348
348—360

372, 374
374376

377—383
384

384—392
391
393

395397
397

398-—400
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Eds T
Tom. pag.
Pag. 366. Si radix aequationis (ordinate et ad coefficientes integros [ 400

reductee) commensurabilis sit: numerus integer est; unde modus mqui-
rendi, num radix talts detur, et guae sit.

Pagg. 367 usque 373. St radices omnes reales sint: tot STgnOrum mic- 401407
tationes sunt, quol radices positivae, et tot successiones signorum acqualium,
quot negativae.

Pagg. 374 usque 379. Modus radices aequationum altiorum reales, 407—412
($1 dentur), etsi incommensurabiles sint. per approximationenm quacrendr

(methodo Newtoniana aut Lagrangeiana Jis

Pagg. 379 usque 381. S7 plures fuerint inco rnitae, et totidem wqua- 5% AR
88- 37 q : 5 29 : g
tiones gradus primi.
Pagg. 381 usque 392. Demonstratio regulae ingeniose a Bezout ab 415—424
inductione date.
Pag. 392 et pagg. 416 usque 421. Acguatio indeterminata gradus AN
primi, per fractiones continuas. 451—457
d : YA A e ne '
Si 4 et A’ inter se primi fuerint: tum 4 minimis terminis expri-
> b A a = :
mitur; atque si b et dk—a: tum et A'k=—a' et £ mntecer est
£ a
(pag. 393). Si N—ab ..., et a, b, ... singuli per se primi sint: tum 426
N alia factorum tmagine exprimi nequit (pag. 394). Hinc si primorum 4206, 427

a, b quilibet seorsim metitur nwmerum N: cundem N et productum e qui-
buslibet eorundem primorum metitur; et conversim integrum N integer F

nonnisi ita metitur, si P factoribus primis tla exprimi queal, ut imagi-

nis, qua N factoribus primis cxprimitur, partem constituat (pag. 395). 427, 428
QOuivis numerus primus sub formam 6z —-1 venit, sed non quivis sty
rus huius formee primus est. E dictis drvisor communis maximus quotvis
integrorum ; necnon munimus corum, quem datorum quivis mdmu';‘ pos-
terius ad denominatorem communem winimum quaerendum applicatur
(pag. 396); prius alia methodo ctiam fieri potest (pag.. 397)- . g 429, 430
Pag. 398. Fractio continua vulgaris. Approximantium expressio. /if- i;;
3

ferentiae approximantis cuiusvis a sequente (pag. 400). AT
. S ferentiae proximantium a primitiva sem-
Pagg. 4o1 usque 404. Differentiac appro Y2

e osed ook &
per dccrescunt, et quze\'is aﬁ/)roxz'mzm.r ternunis MmAnImis zx/ﬁlfs.sa est &

434437

Pagg. 405 usque 407. Fractio continua formae .L’t.’ff.é”’”/""""d"i at.quc hu- 438442
ius ewolutio in seriem. Series Brounkeri: cum Leibnitiana conveniens.
. S - ot g Y
Pagg. 408 usque 411. Ap;ﬁlz'catio ﬁ'actmm.tm mnlmuar.nm ad resolu 442—446
tionem aequationis quadraticac. Regula fwzctz.mzem .ﬂpproxzmlzmt(‘n’z quaml- %
wis pro valore radicis quantovis propius exprimendi. Exempla (pagg. 41 417‘

et 412).
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A

Pagg. 412 usque 414. Resolutio acquationis quadraticae per

= ‘/a—i— l/ (1—{—1721717. A

mr »7 - — e
Pag. 414. VoV aVa.. ~els

Pagg. 416 usque a21. Resolutio aequationis indeterminatae per priora:

additis aliquot exemplis, inter que est, quod s7 peripheria per quemuvis
primorum a, b, ... diwidi (constructione geometrica) possit: etiam per
Jactum ¢ quibusvis eorum dividi potest, si nullus eorum, practer 2, pluries
quam semel occurrat.

St nwmerus gradus aequationis impar fuerit, aut pro numero gradus
part terminus ultimus negativus fuerit: aequatio radice saltem una reali
gaundel (pagg. 422 usque 424).

Pagg. 425 usque 436. Demonstratio GAUSSiana, dari radicem aequa-
tionis.

Pagg. 437 usque 441. Primaria de sericbus ; de coefficientibus pro
Sfunctionis valore —o, et modus functionem fractam in alias formae re-
quisitae discerpendi.

GENERALIS CONSPECTUS GEOMETRIAE a pag. 442 ad finem
tomi primi.

Spatii conceptus ¢ mundo externo per abstractionem (pag. 442):
punctum spatiale, punctum temporis (pag. 19). Ubivis in spatio datur
punctum spatiale, et ommia puncta spatialia sunt aequalia. Superficies,
linea, forma, sectio (pag. 443).

Pag. 444. Reditus in mundum externum, corpus idem considerando zz
diversis locis: constructio mobilis geometrici; atque cum hoc reditus in
spatium purum ; axioma congruentiae. Motus geometricus.

Pagg. 443 et 446. Conceptus motum geometricum rescipientes. Variae
tum guaestiones : atque Ainc (a pag. 446 usque 448) tres operationes primitivae.

Pag. 448. Nova queastione exorta, fit conceptus per «A unicum zpsius
B» denotatus; exemplis illustratur.

Pag. 449. Passu ad omne oritur conceptus rectue, planique; additis
analogirs quibusdam definitionidus.

Pag. 451. Suppositis prius recta planoque : e pluribus rectis ex eodem
puncto, oritur pyramis (sensu lato); et accedente multiplicatione, conceptus
stmilium et homologorum. Ibidem voces plaga, regio, internum explicantur.

Pag. 452. Aliae definitiones stmilium. E prima definitione contrarie
aequalia, geometrice acqualia ; Exempla (a pag. 452 usque 435).

Pagg. 155 usque 457. B, pluribus rectis punctum idem p commune
habentibus, via unius circa p donec redeat; aut in plano facta, aut non:
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si prius, oritur circulus, et conceptus concernentes ( definitiones functio-
num trigon.). E posteriore oritur forma apicata, et hinc conceptus ge-
neralis anguli, qui certo respectu quantitas fit.

Pagg. 458 et 459. Forma sine angulo dicitur Muens, et si hac etiam
quantitas (nempe absoluta) sit, dicitur wniformis. Fluens sine recta pla-
nove, dictus curva. Fluens cum recta planove parit langentem, et hac
perpendicularitatem.

Pagg. 459 usque 402 Rectarum pyramidem generantium puncty communi
remoto in oo, oritur prisma (sensu lato). Atque hinc aequifluens, lineae pri-
mario aequesitae, et conceptus gemeralis parallelismi (divecti et inversi).

Pag. 462. Descensus in planum: figura ; rectilinex species quadam,
quo pertinet (pag. 9). Quid per geometrica constructione perficere, intelli-
gatur (pag. 463) sensu tacito Euclidis.

Pag. 463. Constructio geometrica, sensu stricto et lato: nempe infe-
rius demonstrando, inter quevis duo puncta esse rectam, si quid, sine
coniunctione operationum primitivarum, certo numero duarum priorum
(omnibus ad planum restrictis) perficiatur, geometrice (sensu stricto) con-
struz dicitur; si vero non restringatur ad planum (admissa operatione
tertia quogue), geometrice (sensu lato) comstrui dicitur (pag. 464).

Pag. 464. In plano qua tractantur? (Annotatio de trigonometria
spherica, pag. 465).

Pag. 463. Reditu in abyssum spatii, qua tractantur prius ?

Ibidem §. 12 usque 468. Coniunctio operationum.

Pag. 468. Formz quomodo fiunt quantitates respectivae ct reductae.
Ibidem usque 476. Generatio certac lineae, quam rectam esse (pag. 475)
demonstratur.

Pagg. 476 usque 479. luter quaevis duv puncta spatii datur '/mm
ctusmodi ; exit continuata e quavis sphacra ; congruentibus 2 punctis ne-
cessario comgruunt (et continuatae); neque a puncto ad punctum una
recta plures dantur. Est quoque recta quantitas absoluta, et potest in se
porro moveri. _

Pagg. 479 usque 482. Plani generatio. Si recta duo puncta in /)/4(1110
habeat, tota incidit. Per quevis tria puncta datur planum, nec plz};w: dan-
tur (si tria illa puncta non in recta sint). Flanum per quameis rectam
in ea situm in duas plagas acquales dividitur. i

Pag. 482. Formae angulares duarum rectarum congruunt, si arctis
¢ verticibus radits aequalibus descripti aequales Sl”.ll’ ) e.t B a‘_’g“‘l‘_”
rum e puncto rectz (in eadem plani plaga) cst dimidie pe_”pher"ﬁ (lfl.
est duobus rectis) @qualis; et conversim, duz rectx sunt in eadem, si
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summa angulorum e puncto utrique communi in eadem plani plaga sit
— 2 rectis; sunt quoque hinc omnes formaz anguli recti equales. De-
scripto (apice angulorum pro centro accepto) circulo, in omnibus dictis,
nisi ita esset, pars — toti fieret.

Pag. 482. Planum est quantitas (nempe absoluta).

Ibidem usque 486. Sectiones rectarwm planorumgue inter se, atque
planorum cum sphaera. Recta cum recta (aut plano) nonnisi punctum,
planum vero cum plano aut nihil, aut rectam commune habet. Recta
per planum transit in spatii plagam alteram. Si planum 2 cum plano
(O punctum commune habeat: sectio recta est; transitque 2 per Q in
plagam alteram. Ad rectam planumve datur e quovis puncto eorum ad
ea perpendicularis ; et e quovis puncto etiam extra illa datur ad ea per-
pendicularis. St recta ad duas plani rectas perpendicularis fuerit, erit ad
ommes in eodem plano per punctum sectionis ductas, adeoque ad planum
1psum perpendicularis (pag. 483).

Planum p est perpendiculare ad planum /2 si perpendicularis ad P
in p cadat (pag. 484). Anguli verticales tam rectarum, quam planorum
@quales sunt (ibidem); idem tamen et modo communi evidens est, si
formarum angularium squalitas pro arcubus equalibus demonstretur (482).

Pag. 485. Circulus maximus in sphaeva ; angulus circulorum maxi-
morum fit quantitas respectiva. Arcus circulorum maximorum, ad arcum
ab circuli maximi perpendiculares, in extremitate quadrantum (polo dicta )
concurrunt.

St plana P et () se invicem ad angulum rectum secent in recta ab :
e quovis puncto p ipsius P ad ab demissa perpendicularis, est perpendi-
cularis ad (); atque e quovis puncto ipsius ab erecta ad Q perpendicularis,
in P cadit.

Pag. 486. S7 duo plana P et p se invicem secantia, sint ad tertium ()
perpendicularia : sectio priorum est perpendicalaris ad Q.

Angulus rectae cum plano fit quantitas respectiva (pag. 480); atque
est minimus omnium (nisi rectus sit), quos recta eadem cum recta Qqua-
cunque plani per punctum sectionis ducta facit.

Ibidem usque ad finem, de planis rectisque se invicem non secanti-
bus. Axioma Euclideum tria complectitur, quorum quodvis sufficit (pagg.
487 et 488).

Pagg. 488 usque 490. Brevis disquisitio de theoria parallelarum: et
Appendicis idea

Pag. 490 usque ad finem ftentamina eam demonstrandi olim facta.

APPENDIX| Geometriam ab ea independentem absolutam exhibens.
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Tom. pag

Explicatio signorum. Modus subdivisionis in generc; et in specie
quoad Elementa Geometriz usque ad pag. 8.

Sectio nulla duarum rectarum, aut duorum circulorum, et circuli
atque recte (pagg. 9, 11, 19, 232).

Anguli duarum rectarum quantitas, et acqualium congruentia (pag. 9).
Summa angulorum, ad eundem apicem in plano, omnium, aut super
recta ; anguli verticales (pag. 10).

Tres rectae: Angulus externus maior est quovis internorum opposi-
torum, et si duz rectz secent se invicem, summa duorum internorum
est < 2R (pag. 11).

Perpendicularis acuto angulo obiecta cadit. Origo et species trian-
guli, atque ®qualitatis duorum conditiones generales (pagg. 12, 13), ct
translatio anguli (ibidem).

Constructio triangulorum geometrica (pagg. 14, 15, 17).

Trianguli crura @qualia ponunt angulorum ad basim @qualitatem, ct
horum zqualitas ponit crurum @qualitatem. In triangulo rectangulo hy-
potenusa > catheto, et hypotenusa crescunt (pag. 16). Hinc @qualitas
triangulorum rectangulorum, per catheti hypotenuseque @qualitatem ;
et hinc summa duorum laterum trianguli cuiusvis tertio maior (pag. 17).

In triangulo rectilineo dependentia laterum angulorumque opposito-
rum mutua (pagg. 18, 28 et 74).

Si 4 rectarum nullum par fuerit parallelum, oritur Zrapezoides: si
duo paria sint parallela, parallelogrammum ; quod per rectam quamvis,
per sectionem diagonalium ductam, bifariam dividitur, simul cum recta
ipsa. Constructio rectanguli, rhomboidis, rhombi, quadrati. Angulus hinc
in semicirculo est rectus (pag. 20).

Si unum par parallelum per alterum non parallc?ll'lm .secetur: prater
trapezium oritur similitudo triangulorum ; stmilitudings triangulorum con-
ditiones, et cetera similitudinem eorum concernentia (pagg. 21 usque ad

26). Ex. gr. quomodo milliare pollici exprimi queat.
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Proportionalis media (pag. 27) ; et conversim rectam, qua hypote-
nusam ita dividit, ad hanc perpendicularem esse patet. Zkeorema Pytha-
goricum (ibidem). E lateribus dignoscere angulum, num obtusus vel acu-
tus aut rectus sit ; et comversa Pythagorici. Multiplicatio linea per lineam,
et divisio (pagg. 28 et 50...). Similia plurium laterum (pagg. 29, . . .).

Rectae cum circulo sectio minima punctum, maxima duorum punctorum
est. Chordae arcusque meditullia et centrum sunt in perpendiculari e
centro ad chordam. Hinc arcus cuiusvis, uti circuli per data tria puncta
non in recta sita, cemtrum reperitur. Chorda intra circulum cadit. Recta
ad radium perpendicularis est langens, et tangens est ad radium perpen-
dicularis, nec ulla recta inter tangentem et arcum datur (pagg. Sh B
Recta circulum in 3 punctis secare nequit. Quomodo tangens ex p duca-
tur e Fig. 42% patet (per pag. 20).

Plures rectae secantes circulum : prius due. Anguli tangentis cum
chorda quantitas (pagg. 33). Angulus ad peripheriam: angulus in semi-
circulo ; ubi ex eadem Fig. 45. conversa patet, nempe angulus interior
est = exterior < R, itaque sz rectus fuerit, in semicirculo est. Chorde
parallele absecant arcus @zquales. Chorde ex eodem peripheriz puncto,
a diametro porro decrescunt, et arcui maiori maior chorda, maiorique
chordz maior arcus respondet.

Duarum rectarum, se invicem intra pervipheriam secantium, facta seg-
mentorum sunt equalia ; quantitas anguli. Plures rectz ex eodem puncto
intra peripheriam (pagg. 34, 35) ab imo crescunt a diametro usque ad
eandem.

Duarum rectarum e puncto extra peripheriam anguli quantitas. Plu-
res e puncto extra peripheriam a diametro decrescunt, partes exteriores
crescunt, usque ad tangentem (pag. 35).

Hinc si anguli unius crura cruribus alterius @qualia fuerint: lateri
subtendenti maiori opponitur angulus maior ; patet vertice in centrum
posito, et uno latere unius cum latere alterius coincidente.

Rectilineorum inscriptio circulo et circumscriptio (pagg. 36, 37). £Fo-
lygonum reg. e circulo, et conversim apices polygoni reg. in peripheriam
cadunt. Latus hexagoni. Angulus polygoni, et productis lateribus summa
omnium externorum (pag. 38).

Duo circuli se invicem in tribus punctis non secant ; possunt tangere se
invicem, extus, intus; et centra cum tactus puncto in recta sunt (pag. 39).

Formae per sectiones triwm (tum plurium) circulorum triangula
ex arcubus, eius species, angulorum quantitas ; aequalitas triangulorum
ciusmodi (pagg. 40 usque ad 46, et 635, 66).

Ed. II.
Tom. pag
II 75
76
77,99, 78
80, 81

Fig. 79%, 68

82
Fig. 82

83, 84

84, 83

88

89

gO=—=0%,
11 18



INDEX RERUM II.

Sectiones sine angulo: linex sine angulo e rectis et arcubus circula-
ribus, aut solum ex arcubus. Figurae e rectis et arcubus, aut tantum
ex arcubus: fres eiusmodi lineae talem haud pracbent; ex una recta ot
duobus arcubus, ita e tribus arcubus, nec non e duobus rectis et uno arcu
Jiert polest cum uno angulo ; at quatuor arcus, ita duac rectae et duo ar-
cus figuram sine angulo pracbent. E tribus rectis et uno arcu talis non
datur (pagg. 46 usque 49).

DE AREIS. Quo sensu aequatur rectangulum facto laterum? (pag. 50).
FParallelogramma aeque alta et basium acqualium sunt acqu. term. ®qualia.
De triangulis idem (pag. 53). Hinc parallelogrammum — facto ¢ basi
in altitudinem, et triangulus est huius dimidium. AZ/ttudo trianguli ¢ la-
teribus (pag. 34). Trapezii, quadrilateri cuiusvis, figurae rectilineae area.
Circuli area (pagg. 56 usque 39) Annulus (pag. 6o).

Transmutatio figurarum quoad areas, et reductio ad rectam (Tom. 1.
pag. 22). Complementa parallelogrammorum, quae ad diagonalem sunt,
aequ. term. aequalia sunt. Quadratum hypot. exstruitur e quadratis cathe-
torum. Quotvis quadrata in unum commutantur. Area data in ficuram
certae specier transmutatur (pagg. 60 usque 63).

Comparatio similium quoad areas. Areae triangulorum sunt uti facta
laterum angulum aequalem intercipientium. Areae triangulorum similium
sunt uti quadrata linearum homologarum. Idem de quibusvis figuris. Hinc
hypolenusae superscripta figura — summae similium cathetis superscripta-
rum. Lunula Hypocratis (pagg. 63, usque 65).

Additio, subtractio, divisio figurarum (sub certa conditione). Ex. gr.
ut divisio e certo puncto fiat, aut recta partem ratione data exhibens
certz parallela sit (pagg. 67, 68).

Summa circulovum triangulo aequilatero impositorum et summae limes.
Idem de quadrilatero rectangulo (pagg. 69 usque 72).

Quorundam constructio geom. (quorum antea nonnisi possibilitas
innotuit). Rectam extrema et media ratione secare: hinc decagonum. Pe-
ripheriae divisio (pag. 73). _ ‘

Trigonometria plana (pag. 74)- Functiones trigonometricae. Cosinus
ex sinu (et conversim). Pro quadrante positivo g, 4= 4mg +4-a et +a
sinu cosinuque eodem gaudent; et a et —a cosinum t:uu.dem habent,
sed sinus oppositi sunt. Si 7 complementum ipsius & sit, tum sin. i
si vero a—+f=z2¢, tum a et § sinu eodem gaudent, sed cos.a=-——co0s.[J
(pagg. 75 usque 77). _

Functionum trigonometricarum mutationes, crescente arcu a5 (pagg-
rig. conclusio ad arcum. Exhibitio tan-

7—costid:

77 usque 79). E signo functionis t
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XIVI INDEX RERUM II.

gentis secantisque geometrica (quoad sinum, cosinum, et sin. vers. e de-
finitione patet. Tom. I. pag. 456).

S7 radius mutetur ex 1 in 7, functiones trig. per » multiplicantur
(pag. 80).

Sin. (a4 ) (quantumvis fuerit sive a sive @, et sive positivum sive
negativum), et cos.(a—= ) quomodo per sinus et cosinus arcuum « et

B exprimitur (pagg. 81 usque 85).
L0 ( c . 6 o
Expressio sinus arcus — per sinum arcus c¢ et cos. ~ ber cos. c. S7-

nus et cosinus avcus multipli (pag. 85).

Dependentia laterum angulorumque trianguli vectiliner mutua (pag. 86).
E duobus lateribus et angulo intercepto rveligui anguli (unde totum triangu-
lum innotescit per prec.), imo immediate latus tertium. & fridus lateri-
bus anguli (pagg. 87, 88). Trianguli rectanguli resolutio specialior : ¢
duobus lateribus tertium ; e cathetis et angulo alterutri opposito, qua-
cunque bina dentur, tertium innotescit; demum e hypotenusa, catheto
et angulo huic opposito, quaecunque bina dentur, tertium reperitur
(pag. 88).

Expressionum pro radio 1 reductio ad radium » (pagg. 89 usque 92).

Formularum quarundam transmutatio, applicationi logarithmica ma-
gis idonea (pagg. 92, 93).

E latere cum angulis adiacentibus area. E duobus lateribus et an-
gulo intercepto area. Data summa duorum laterum cum basi altitudi-
neque, anguli reperiuntur (pagg. 93, 94).

E numero laterum polygoni et radio latus, aut e quibusvis binis
tertium (pag. 95).

Quomodo sinus computati sint (pagg. 95, 96).

MOTUS COMPOSITUS.

Linearum ordines 1, 2,...; aequationes earum (pagg. 97,...); aequa-
tio lineae secund:i ordinis; tres eius species, formaeque ex aegquatione
(pagg. 101 usque 103). Ibidem walores imaginarii considerantur.

Axis maior in ellipsi et hyperbola (rectius primarius). Directrix.
Alia defimitio linearum harum (quas pag. 222 conicas esse patet) (pagg.
105 ... 107). Axis minor rectius secundus dicitur.

Sectiones coni insignes in ceelis et terra partes agunt (pagg. 107

usque 110). Lampas, fornax.
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Comparatio sectionum conicarum inter se (pagg. 110 usque 115).
Asymptotus hyperbolae (ibidem).

Mutatio initii abscissarum, ellipseos hyperbolacque in centrum (pag. 11 3).

Distantia focalis in sectionibus conicis (pagg. 1135 usque 119).

Radii vectores in iis (pagg. 119 usque 122).

Ex his constructio punctorum geometrica (pagg. 122 usque 126):
constructiones mechanicae (pagg. 126 usque 128).

Zangens per quodvis sectionis conica punctum ; item ¢ quovis
puncto extus cadente (prater centrum hyperbole) ; atque hinc subtan-
gens, normalis, subnormalis (pagg. 128 usque 134).

Diametri sectionum conicarum. Centrum lincae, diameter (sensu
stricto). Axis parabolae est quaevis recta axi parallela, atque quaevis
recta per centrum cllipsevs et hyperbolae (preter asymptotos) diameter
est; nec ulla alia diameter, nec pro iisdem chordis parallelis alia est

(pagg. 134 usque 152).

Num linea quaedam centro gaundeat? (pagg. 152 . ..). Linea secundi
ordinis sectio conica est (pagg. 154 ...222...). Ad verticem, etiam si

punctum sit, per y*=—cx* datur.

Constructio certarum aqguationum per linearum intersectionem (pagg.
157 usque 160).

Linez quarum non omnia, sed inter quaevis duo quotvis, geometrice
construi possunt (pagg. 161 usque 163).

De lhiners cuiusvis ordinds scitu magis necessaria. Numerus termino-
rum equationum earum. Mutato abscissarum initio, mutata abscissarum
linea, mutatoque angulo coordinatarum, transformatio @quationis. Ordo
limeae 1dem manet. Linea n-ti ordinis a recta in non pluribus quam 7
punctis secari potest. Linea #-ti ordinis per [(z~1) (n=4-2):2] 1 puncta
determinatur. Linea ordinis #, lineam ordinis 7, in non pluribus quam

nm punctis secare potest (pagg. 163 usque 169).

REDITUS E PLANO IN SPATIUM.

Sectio rectae cum plano, plani cum plano ; transitus tam recte g
plani i alteram plagam. Plana parallela. Recta ad duas 1‘ecta:i p1a]?1
perpendicularis ad hoc perpendicularis est; daturque perpclildlcularls
(eaque unica) ad planum ¢ quovis puncto eius, imo e (..11.10\'18 puncto
extra planum. Recta ad planorum parallelorum 72 et Q aliquod perpen-
dicularis, est ad alterum quoque perpendicularis; ct quevis duz tales

XLVII
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rectee inter 2 et  sunt mquales et parallele ; atque hinc queavis dux
rectee eidem tertiee parallele sunt inter se parallele (pagg. 170, 171I).

Angulus duorum planorum. Datur e quovis puncto plani 2 planum
perpendiculare ad 2.

Quodvis planum @, in quod perpendicularis ad planum A cadit, est
perpendiculare ad 2; et si sectio planorum £ et Q sit ab, perpendicu-
laris ad 2 e quovis puncto recte ab in @ cadit; item queavis perpen-
dicularis ad ab in @ cadens, est perpendicularis ad /2.

Si plana @ et ¢ ad P perpendicularia secent se invicem: sectio
planorum @ et ¢ erit recta ad /2 perpendicularis.

Anguli verticales planorum quoque aquales sunt (pag. 172).

Angulus solidus : numerus laterum minimus est 3; et summa quo-
rumvis binorum est > tertio (quod etiam ad trianguli spherici latera
applicatur). Determinatur per tria latera, et hinc pariter triangulum sphze-
ricum (pagg. 172 usque 175).

Planum R plana parallela P, () secans angulos alternos et exter-
num 1-12181’71’1 flppﬁsif”ﬂl zlequa/es i-ltqllb sumimani duorum intcrnorum
duobus rectis zqualem facit. :

Sectiones planorum &, S (se mutuo secantium), cum planis paral-
ellis 2, Q factz, non solum sibi invicem parallele sunt, sed etiam an-
gulos @quales faciunt (pag. 175).

Cum planis parallelis P, () non solum tertium secans, sed ef recta
cum alterutro ipsorum P, Q aliguid commune habens, in newtrum inci-
dens, angulos alternos aequales, pariterque externum interno opposito
®qualem, et summam duorum internorum duobus rectis @qualem facit.

Anguli, quos rectae parallele cum plano P faciunt, sunt zquales ;
et rectee e punctis sectionum, ad puncta plani 2 illa, in qua per-
pendiculares ¢ rectis dictis parallelis ad /2 demisse cadunt, sunt paral-
lelee.

Si in plano Q sit AB || A'B, et AC || A'T’, atque supra Q sint talia
puncta a et a’, ut Aa cum AB, ita A'a’ cum A'B’ faciant angulum z,
et Aa cum AC ita A'a’ cum A'C’ faciant angulum ¢: erit Aa || A'a’.

Si plana parallela 2 et Q per rectas parallelas pq, p'q’ secentur, et
p, p' in P, atque g, q' in Q fuerint: erit pgq=p'q’.

Si plana parallela 72, Q per planum & secentur, et sectio planorum
P, R sit pi, planorum @, R sit qr; quodcunque planum p ponatur per
p ad Q parallele: sectio planorum p, R eadem cum pi erit (pagg. 176

usque 179).
Constructio prismatis rectilinei. Prismatis conceptus generalior. Rec-
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tilinei latera parallelogramma totidem, quot latera baseos : fiuntque duze
bases mquales et parallela.

Prisma per quodvis planum basi parallelum in duo prismata basium
@qualium dividitur.

Puncta basium sibi invicem respondentia ; si b portio baseos fuerit,
complexus rectarum ex omnibus ipsius & punctis ad iis e basi altera
respondentia, prisma, et pars prioris est. Et prismata figuris 7 et f ab-
solute @qualibus et directe parallelis (Tom. I. pag. 462) iuxta rectam
eandem 2Ada exstructa congruere possunt.

At dantur prismata, quorum retia absolute aequalia sunt, ipsa tamen
congruere mequeunt, nisi alterutrius rete invertatur : generatur vero et in-
verso reli corpus aegquale (pagg. 179 usque 185).

Hinc prisma baseos triangularis acquatur parallelepipedo ; et ita so-
lum dispescitur etiam parallelepipedum obliguum in duo prismata triangu-
laria aequalia (pag. 180).

Larallelepipeda super basi eadem, inter plana parallela eadem sunt
aequ. term. ®qualia (pagg. 186 . . .).

Hine qualevis parallelepipedum in rectum transmutatur ; et soliditas
est facto e basi in altitudinem wqualis (pagg. 189 ...).

Prismatis soliditas (pag. 191).

FPyramidis conceptus. Si triangularis per planum  basi parallelum
secetur, sectio erit triangulum simile basi (pag. 192).

Pyramidis rectilineae soliditas. At pyramidem triangularem aequali-
tate term. ad prisma reduci posse wvel non posse, adhucdum haud liguet
(pagg. 192 usque 195).

Superficies pyramidis. Rete pyramidis triangularis :
laris ex apice, quantitate situque, atque basi, queruntur latera ; aut da-
tis basi ABE et latere lineari Ap (pro apice p), cum angulo solido ad
A, altitudo et latera queeruntur.

Superficies prismatis: qustiones prioribus analoge (pagg. 197, . -

Motus figurarum circa axem.

Cylinder rectus: huius soliditas, superficies (rete).

Conus rectus: soliditas, superficies, rete. K dato angulo ad apicem,
et ex hoc illum reperire

data perpendicu-

arcum sectoris (perimetrum baseos prabentis),
(pagg. 198 usque 203). Retia cylindri et coni obliqui (pagg. 203 usque 206).
Corporum similium soliditates uti cubi linearum homologarum (pagg.
Bob 1)
Revolutio semicirculi circa diametrum:

(pagg. 207 usque 211).

sphacrae soliditas, superficies

Bovyar, Tentamen, II.
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Rete sphaere (pagg. 211 usque 213).

Multiplicatio linearum practica (pagg. 213 usque 216).

Prismata sunt, uti facta ¢ basi in altitudinem ; in @qualibus sunt
altitudines inverse uti bases &. Idem de pyramide (pag. 216).

Transmutatur corpus in aliud (pag. 217).

Sectiones plani cum cono, cvlindro, sphaera.

Soliditas (‘superficiesque ) cylindri recti truncati ; cont truncati. yra-
midis truncatae soliditas. Si basis figura reg. et pyramis recta fuerit, su-
perficies ; prismatis autem qualisvis superficies (pagg. 217 usque 220).

De doliorum dimensione (pag. 220).

Superficies zonae cuiusvis in sphaera (pagg. 220 usque 222).

Quacvis lincae secundi ovdinis sectio comi est (pagg. 222 usque 227).

S7 et conus verticalis secetur per planum, sectio et in eo, priovi aequa-
lis erit (pagg. 227).

Quilibet conus obliquus circulo insistens, e cono recto ellipsi insistente
absecari potest. Pariter cylinder obliquus. Coni cylindrique circulo oblique
insistentium, sectiones per planum factae (pagg. 227 usque 23I).

Sphaerae sectio cum plano aut punctum, aut circulus est; et perpen-
diculares e centris duorum etusmodi circulorum Se invicem in centro
sphaerae secant (231, .. .).

Spheerze cum sphzera sectio (pag. 232).

Planum per centrum circulum maximum prebet. Quilibet duo cir-
culi maximi in duobus punctis secant, bisecantque se invicem.

Duo circuli maximi ad tertium c¢ perpendiculares in fine quadran-
tum communi (polo dicto) secant se invicem ; et extremitas quadrantis ad
c perpendicularis, polus ipsius c est.

Sz pa, pb gquadrantes fuerint, anguli apb quantitas arcus ab est. Et si q
tam ab a quam a b quadrante distet: p polus circuli max. per ab ducti est.

E quovis puncto superficiei sphaerae datur ad quemvis circulum max.
perpendicularis (pagg. 233 usque 234).

Triangula varia in sphera, et strictius triangulum spher. Summaea
laterum huius trianguli limites sunt o et 4&, summa angulorum limites
autem sunt 2R et 6

Tres civculi maximi dividunt sphaeram in octo triangula (pagg.
234 usque 239).

Corpora regularia : apices corporis regularis in superficiem sphaerae
cadunt. Angulus # laterum planorum corporis regularis reperitur ; atque
ex hoc et latere lineari, radius sphaerz circumscripte. Soliditas corporum
regularium (pagg. 239 usque 245).
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Corpora regularia semsu latiore, ordinis primi, secundi &, nempe
divisio superficiei sphzrae (adeoque spatii e centro) in partes absolute
®quales, aut tantum zquales, aut in partes numero # et partes numero
®quales & (pagg. 2435 usque 248).

Trigonometria sphaerica.

Triangulum sphaericum determinantia ; et formule primarie ¢ de-
pendentia laterum et angulorum iis oppositorum mutua promanantes :
€ quibus etiam ceteri quasitorum casus sequuntur.

Dependentia dicta (tanquam fundamentum) (pagg. 248 usque 230).

Trianguli rectanguli resolutio ad casus speciales (pagg. 251 usque 234).

Cuiusvis trianguli resolutio e duobus lateribus cum angulo inter-
cepto. E tribus lateribus anguli, e tribus angulis latera (pagg. 254 us-
que 256).

Trianguli sphearici area (pag. 256).

Exempla formularum antea dictarum usui logarithmico adaptarum
(pagg. 257 et 258).

Applicationes quaedam Trigonometriae sphaericae. Conceptus quidam
primarii. Longitudo diei e declinatione solis et poli altitudine ; Gnomo-
mica ad unum problema reductum. Constructio horologii in quovis plano,

cui axis terr@ non est parallelus (pagg. 259 usque 264)

APPENDIX [TRIPLEX].

PRIMAE LINEZA PERSPECTIVE, GNOMONICA ET CHRONOLOGIE.

In PERSPECTIVA, e dato oculi tabulaeque et obiecti situ quaritur
imago ; et pariter e trium hovum duobus quibusvis lertium quaert potest.
Quomodo et Gnomonica huc reducttur (pag. 205).

Casus simplicissimus : tabula plana, horizontalis aut verticalis; remoto
oculo in oo, tres Perspectivae species, imaginumque in 1is consideratio
(pagg. 266 et 267%).

Distantia oculi, obiecti, planum Sfundamentale, punctum ocult, obiectt,

altitudo obiecti, linea oculi, linea punctorum, linea distantiarum, lnea

R = : Aty
altitudinis. Tmaginis in tabula determinatio (pagg. 268 usque. -,o?
Situs oculi ex obiecto et imagine ; nec non ex oculo et imagine ob-

iectum (pagg. 270 et 271).

To
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ELEM. GNOMONICAE. Species horologiorum solarium (pag. 272).

Constructio horologii in plano quovis, cui axis terre parallelus est,
(pagg. 273 usque 277); (in plano alio dictum pag. 262 est).

Indicem axi terrae parallelum esse oportet (pag. 277); hic autem
non ipse solum, sed et punctum quodvis eius index esse poteSt. Secti-
onem conicam per viam umbra puncti huius, pro data solis declina-
tione, construere (pagg. 278 usque 280). Analemma signiferum (pagg. 280).

Sol verus, sol fictus sive medius : imaginum eorundem ad @quatorem
reductarum congruentia ; fempus solare verum, medium, sidereum (pag.
28" :

Applicatio dictorum ad horologia specialia: meridionale (et pro
casu si declinet) ; korizontale declinans ; imo reclinans utrumque (pagg.
282 et 283).

Horizontalis (usui maxime idonei) constructio vulgaris intuitiva
(pag. 284).

Aequinoctiale, horizontale, wniversalia. Lunare (pag. 285). Annuli
portatiles (pag. 286). Methodus practica (pag. 287).

CHRONOLOGIA. Alveus rotundus fluentis temporis: punctum in eo
fixum (ex. gr. dum Nicaea prima Januarii anno C. 325 incipit). Locus
absolutus, relativus in circulo dicto; nempe (pag. 288) #nP—s et s
differunt, quamvis simul terminentur.

Anni, menses, septimana ; huius dierum nomina ethnica, christiana.

Festa fixa, mobilia a Paschale dependent. Litere dierum anni, litera
dominicalis anni.

Regula principalis subdivisionis temporis in vita civili.

Fundamentum supputationis Paschatis (pagg. 288 usque 291).

Annus Romulens, Numaeus, lulianus, Gregorianus (pagg. 292 et 293).

Aequatio Solis dicta ; formula cius, qua stilus vetus ad novum redu-
cstur (pag. 294).

Literam diei m-tee mensis cuiusvis (et quis septimanz dies anno certo
fuerit), reperire.

Litera dominicalis anno communi una, bissextili duabus recedit. Lz
Dom. luliana mutata per Gregorium est.

Cyclus solis Tulianus est 28 annorum, Gregorianus 8 seculorum
(pagg. 295 usque 298).

Literae dom. Iulianae formula pro anno z-to (p. 299).

Gregorianz formula (pag. 300).

Regula (in Paschatis supputatione) determinandi plenilunium, ITuli-

Eds 1L
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anwm prius, tum Gregorianum. Cyclus lunaris, numerus aureus, epactae.
Tulianarum  computatio ; formulae numeri aures, epactac I (pagg.
301 usque 307).

Lpactae Tulianae per Gregoriam correctae ; formula aequationis lunae
(ita dictee) ; fr//'mula epactae Gregorianae (pagg. 307 usque 31I1).

Formula Paschatis Tulian: (ut functio numeri 7) (pag. 311).

Formula Paschatis Gregoriani generalis; et applicata ad seculum.
Exempla (pagg. 313 usque 313).

Cyclus Paschatum Gregorianorum 57000.

Cyclus Paschatum Tulianorum est 28 .19.

Cyclus Paschatis utriusque.

Paschata post quod seculum coincidere nequeunt? et quando per

totum seculum coincident ? (pagg. 318 usque 322).

ADDITAMENTA.

Tom. I. concernentia.

Quaedam e theovia combinationum.

Numerus ommninm combinationum ex n rebus.

Variatio, permutatio ; illius leges varie (pag. 323).

Permutationum constructio per numeros (pag. 324).

Constructio et numerus z-ionum ex n rebus, admissa permutatione
et variatione, ita ut eadem litera numero quovis ipsum m hawd superante
occurere possit. Applicatio ad voces et syllogismos (pagg. 324 usque 326).

Numerus m-borum sine permutatione, sed admissa variatione lege
certa per exponentes variationss (ita dictos). (pag. 327)-

Quotfactores factum per factores primos expressum habet ? (pag. 328).

Constructio combinationum (pag. 329).

Combinationes ex n rebus, admissa variatione sine permutatione; item
330 usque 334). Sertel arith-

pro n = 2, quod (pag. 98) citatur; (pagg. :
\111)crstructzc) termanuns n-tus

“2Y

meticae ordimis m-ti, (seriei 1, 2, 3,...
(pagg. 334 usque 336).

APPLICATIONES quadam logarithmorum.

Problemata vulgaria (pagg. 336 usque 338). ;

Logarithmo in tabula haud exstanti numerus, numerogue logarithmus
conveniens, quomodo et qio fundamento reperttur 7 (pagg. 339 usque 341).

Log. quoad basim 10 nonnisi numeri 1 cum certo cifrarum numero,

commensurabilis est.
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LIV INDEX RERUM II.

OPERATIONES decadicae: quatuor species, in genere (pag. 343).

Additio in specic (pagg. 344 usque 346). Subtractio (ita etiam ut
semper minor nota e maiore dematur) (pagg. 347 usque 349).

Multiplicatio (alia methodo quoque) (pagg. 349 et 350). Diwisio
(pag. 350). Compendium, si divisor cifris terminetur (pag. 351); St nume-
rus manor tam dwidendum quam diwisorem metiatur ; note quibus
dignosci queat, num 2, 3, 5, 9, 1T numerum aliquem metiatur (pagg.
351 et 352).

Approximatio quoti, per notas decimales, et reductio fractionis com-
munis ad decimalem (pag. 352).

Proba novenariorum in singulis (pag. 332). Operationes dyadicae
(pag. 353).

Extractio radicis m gradus ; et approximatio per mnotas decimales

(pagg. 353—356).
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LECTORI SALUTEM!

Quum tam prior tomus quum hic, vita variis distracta, sine otio, et
inter difficultates impressionis insuperabiles (quapropter nec antea rem
aggredi animus fuit) editus, erroribus scateat: neque opus, spe quoque
exstincta, vel expensas unquam refusum iri, ut par erat, extendi potuerit:
defectus saltem (in quantum fieri potuit) suppleturus; non solum errata
tomi primi, quos postea animadverti, sed et conceptus quosdam in tomo
primo traditos, pro Tyronibus meis dilucidandos, et cosdem quidem sed
simplicius pracisiusque exprimendos esse docendo expertus, id ad finem
tomi huius adieci.* Quo preeter alia queedam, et proportionis potentieeque
generalior conceptus, atque imaginaria etiamsi in exponentem ascendant,
pertinent.

Quum autem meris imaginibus nonnisi proprio nutu sensum dare ten-
taverim: verebar, ne derisui forem; donec swummi 177ri Gittingae (mea
laude longe maioris| primae lineae imaginariorum (in Gitt. Gel. Anz.),
simul cum querela de eorum pertractatione, iam olim edita, mihi innotuis-
sent. Magno hoc mihi solatio fuit; et nonnisi eousque, donec theoria illa
prodierit, meam (qua iam qualem concipere poteram impressa erat) pro
discipulis meis dilucidare debui: si vero illa prodierit; persuasus eam
operibus ceteris, qua solidum penetransque (et fere infallibile) ingenium,
sigillo veri simplici distinguunt, parem fore; contentus ero idem saltem
cum tanto genio voluisse.

Denique etiamsi opus hoc utcunque imperfectum fuerit: fore tales
Lectores Benevolos spero, qui ut Magnus Leibnitzius, se in quovis libro

* In hac Editione vide Sectionem quartam Tomi L.

Bowryal, Tentamen. II.
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LVIII LECTORI SALUTEM.

aliquid reperire confessus est, nec in hoc omne reiicient: et quum hoc
solum, nec alibi quidquam arrogaverim, neque pollicitus magna sim: be-
nignam errorum emendationem veniamque exoro; eo magis, quod fera
mortale cor fata fregerint.

Verum quis adeo demens sit, ut ante extremum halitum, beatum se
dicere ausit? Omnis fortuna humana, ut bulla inanis, dum variis spei iri-
dibus ridet, in luridam guttam collabitur. Serius ocius quisque in sua
cruce exspirat: quee tamen arbor vite fit; dum immeritorum vulnerum
rubore ad noctis terrestris oras, aurora brevibus lacrymis aterno soli re-

nidentibus oritur.



ELEMENTA GEOMETRIAE.

SUBDIVISIONES GEOMETRIAE.

Capitum aliarumve subdivisionum, imagines e numeris sive e literis
modo sequente compositee (quibus et plantae aliaque exprimi possent
vicem subirve queunt: ex. gr. ‘dgb vel "472 denotet secundam in prima
subdivisione illius, quae septisima est in prima subdivisione quartz in
omnium prima subdivisione; nempe plura in eodem subdivisionis gradu
per primam, secundam & distingui possunt; et numerus primus ad leevam
denotat numerum subdivisionis, quota sit in gradu primo, et quivis nu-
merus 7 (si > g fuerit, parenthesi clausus) denotet n-tam in gradu primo
subdivisionis numeri ad levam precedentis. Possunt quidem eiusmodi
subdivisiones vocabulis exprimi; ex. gr. usque ad sextum subdivisionis gra-
dum, Zliber, pars, capul, sectio, articulus, paragraphus inservire possunt;
possuntque ubique plura concernentia numeris Romanis Arabicisque aliisve
signis adiungi. Atque si necessaria adhuc defuerint, ubi imago quapiam
numerica superius dicta advenit; liceat simulac requisita cursus advexerit,
filum titulo supplementi numeri dicti interrumpere postmodum conti-

nuandum.
Imaginibus eiusmodi numericis scquentibus exprimentur Geometriae

subdivisiones.

‘1. I primario SPATIL intuwitu superficies, linea, punctum, fon.na ~phzer-:{, trc:\
primitivi motus simplices ; recta, planum, circulus ; aliique ex his ori-
undi conceptus, veritatesque primarize fundamentales :
contenta). Sphere limes certo sensu planum est.

‘2. DESCENSUS IN PLANUM ; planimetria.

21, Numero rectarum, duarumgue primitivarum motus

(pagg. 1I--56.

operationum  finito:

C0115t1uct10 ogeo 211 sensu stricto.
£ metrica ser
/
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2N LT 20T
2I1I2112.
211X 2T 12T,

21T112F122.
‘2I112I1221.

‘2111211222.

'2ITI2113.
2I1TI21131.
‘211121132,

‘2ITI21II321.

‘2111211322.

‘21112114.
‘211121141.
2TT12T 4T,

"2111211412.

2ITT2ITA2:
2111211421.
"2111211422.

‘2IT1I212.
‘21I121I21.

ELEMENTA GEOMETRIAE.

Forme, per sectionem aliqguam aut nullam, resultatorum constructionis
dictee magis obviorum, oriunde.

Non considerata area.

Sectio nulla formarum dictarum.

Duarum’ rectarum ; “2IIII2 plurium ;i 21Tri3srectzNetmcirenli 2 1w
duorum circulorum.

Sectio aligna formarum dictarum.

Sectio cum angulo.

Nonnisi rectarum aut e rectis compositorum.

Duarum rectarum : angulus rectus, obtusus, acutus.

Trium rectarwm : quarum aut

Nonnisi unum par est, se mutuo (continuatione sufficiente) non secan-
tium, aut

Nullum tale par est: unde #riamguli rectilinei species varie.

Triangulorum rectilincorum aequalitatis conditiones, ac certa proprietates
primariz.

Laterum angulorumque oppositorum dependentia mutua: unde in supple-
mento numeri huius, e datis triangulum rectilineum determinantibus,
sive angulum quemvis, sive latus quodvis ignotum ope calculi reperire
docet 7rigonometria plana.

Quatwor rectarum : quarum aut

Nullum par est, se invicem (continuatione sufficiente) non secantium; aut

Datur par se mutuo non secantium ; atque tum aut

Alterum par quoque tale est, adeoque quum sectio detur, hoc par ab
altero pari secatur, oriturque parallelogrammum ; aut

Nonnisi unum par tale est, adeoque hoc ab altero pari secatur; funda-
mentum similitudinis triangulorum; eiusque conditiones; et multiplicatio
divisioque ac radicis extractio.

Plurium rectarum numero quovis ; unde

Linea simplex e rectis composita ; quee parit

Cum linea alia per duarum rectarum parallelismum composita, parallelis-
mum generalem.

Figuras rectilineas.

Rectee ex eodem puncto ad apices angulorum omnes lineze rectilinez ; unde

Figure rectilinez subdivisio in triangula.

Cuiusvis rectee, ex eodem puncto communi dimidium, vel duas tertias &
accipiendo, oritur similitudinis conceptus generalis.

Recte cum circulis.

Rectee cum circulo sectio munima punctum est, maxima ¢ duobus punctis
constat.

Plures recte circulum secantes.
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SUBDIVISIONES GEOMETRIAE. LXI

Se invicem quoque secantes.

In eodem puncto; 21112122111 in peripheria, *21112122112 intra periphe-
riam, ‘21112122113 extra eam.

Recte se mutuo non in eodem puncto secantes, sed lineam simplicem
redeuntem formantes.

Si quaevis earum, uti est ab initio ad finem usque, chorda sit: subdivi-
siones iuxta numerum earum sunt : horumque subdivisiones nova sunt,
prouti recte aquales aut inequales fuerint.

Si quaevis rectarum tangens sit: subdivisiones sunt esdem, qua numeri
precedentis.

Recte circulum secantes, nec productz secantes se invicem.

Circuli se invicem secantes: minima sectio unum punctum est, maxima
e duobus punctis constat.

Sectio sine angulo: cuius subdivisiones sunt linez e rectis et arcubus,
aut nonnisi ex arcubus, vel ex arcubus et rectis composite.

Areae figurarum generatarum : quae subdividuntur in rectilineas, circulum,
figuras ex arcubus, aut ex arcubus et rectis compositas.

Forma, quarum in prima subdivisione nonnisi possibilitas innotescere
saltem in queastionem venire potuit, num geometrice construi possint,
queeritur.

Rectae operationesve due primitivee priores mnnumerae ; motus compositus
duplex, applicata Arithmetica.

Ea, quorum non omnia sed quodvis punctum construi geometrice sensu

stricto potest.

Ea quorum nec quodvis punctum geometrice construi potest.

REDITUS E PLANO IN ABYSSUM SPATIL

Nuinero rectarum V/,’/ﬁ(ff(lff’ﬂlll/ll(]H(’ triwm primitivarum finito (constructio
geometrica sensu lato) ; nimirum duabus accedit tertia, nempe mofus
circa axem.

Motus circa axem linearum planorumque, absque figurarum respectu.

Linearum motus circa axem, figuras haud efficientium.

Rectilineorum figuras haud constituentium motus circa axem.

Unus motus circa axem.

xus duarum rectarum se mutuo in plano /2 secantium motus circa

Comiple
unam earundem : parit si angulus rectus fuerit, planum, secus autem

conos wverticales. : ‘

recte A in plano P sint purpemhcnlarcs B G

B punCHSEDNC Fvs:
vie rectarum B, C, ... erunt plana pa-

moveaturque schema circa A;
rallela.

Plures motus circa axem ; : 5
By ex. p perpendiculares ; vertaturque a circa A,

sint in plano 2 ad rectas 4, B se mutuo In

p secantes, recte a,
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et [ circa B ; via prioris secare viam posterioris debet, atque ibidem
est perpendicularis ad 2.
‘3112, Motus planorum circa axem.

‘31121. Motus unus: planum, circa rectam quamvis in eo sitam motum, producit

angulum duorum planorum.

‘31122. Plures motus plani circa axem.

311221. Cuiusvis motus axi punctum idem p commune : nempe intelligantur omnia

in eadem spatii e plano 2 plaga (ex. gr. superiore), sitque motus plani

: cuiusvis angulus <2/R, denotante & rectum ; moveaturque sub hac con-
ditione planum A circa rectam pa in eo sitam ; atque e quovis loco
unde libuerit, moveatur item circa aliquam rectam ipsiusdem per p
euntem, continuando donec libuerit ; orietur angwulus solidus rectilineus.
Poterit ea quoque determinatio accedere, ut 2 semper versus faciem
illam moveatur, quea inferior erat.

‘311222. Plures motus circa axem, absque puncto axium communi ;
'3112221. Nonnisi planorum.

‘31122211. Moto planorum (in "3111112) parallelorum 7, Q, uno circa quamvis rectam
in eo sitam, donec ad alterum perveniat: novo hoc plani loco, 2 dicto,
anguli ab R cum P et Q facti alterni comparantur.

‘31122212, Moto R circa rectam quamvis a per 2 et ( euntem; novo plani loco,
S dicto, queeruntur sectiones cum £ et Q forma ex R et S constantis.

'31122213. Moto S quoque circa quamvyis rectam 5 per 2 et ) euntem: novo plani
loco 7 dicto, queeruntur sectiones cum 2 ct Q formzx ex R, S, 7T
composite ; tam pro casu si «||#, quam si non.

'3112222. Planorum cum rectis.

"31122221. Recte, qua e quovis plani 2 puncto est ad quodvis punctum plani Q ad
P paralleli, anguli alterni &, quos cum 2 et Q facit, comparantur.

‘31122222, Si in plano P fuerit figura rectilinea ABE ..., et quodvis punctum a
fuerit supra planum (omnibus supra planum acceptis); vertatur /2 circa
AV donec recta Aa incidat, iatque Bb || et = Aa, et tum vertatur pla-
num item prius 2 circa BE donec recta Vb incidat, fiatque Ec || et
— Bb: atque hoc continuetur usque ad ultimum latus ; ac demum mo-
veatur planum abAB circa ab, donec ¢ incidat: nascetur parallelepi-
pedum, si ABED parallelogrammum fuerit, in genere vero prisma recti-
lineum.

'31122223. Si (in precedentibus) e cuiusvis anguli vertice ad quodvis punctum a
ibidem dictum recta cogitetur ; vertaturque planum 2 circa latus quod-
vis, donec a incidat: nascitur pyramis rectilinea.

‘312. Motus figurarum circa axem.
31121, Quadrilateri rectanguli revolutio circa latus parit cylindrum rectangu-
larem.



a2,
3123
'3124.

313

R,
3iia2,
3133
3134,
31133,

"313571.

‘31352.
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Trianguli rectanguli revolutio circa cathetum parit conuwm rectangularem.

Revolutio semicirculi circa diametrum parit sphacram.

Sectionum coni cum plano statim sequentium revolutiones pariunt pa-
raboloidem, ellipsoidem et hyperboloidem.

Motus plani circa axem, punctum aliquod forma: culuspiam earum quae
prodierunt, complectentem.

Si coni verticales fuerint, oriuntur sectzones conicae.

Forma secta etiam Cylinder aut

Pyramis vel

Prisma esse potest.

Si forma hwc sphaera tuerit, ct

Plana per centrum cant: oritur in superficie sphaere friangulum sphae-
ricum ; que ¢ datis sufficientibus computare docet Zrigonometria
sphaerica.

Si planum quodvis tangat sphaeram, aut aliter secet, atque plana omnia
simul efficiant superficiem simplicem portionem spatii claudentem :
inter haec oriuntur ctiam corpora aut perfecte aut certo respectu ve-
gularia.

Forma qua rectarum operationumque primitivarum numero certo gene-
rari nequeunt: ex. gr. si figure, qua ita generari nequit, omnibus pun-
ctis rectze ad idem punctum, vel ad eandem rectam parallele, cogiten-
tur ; et tanto magis si sectio forma cuiuspiam cum complexu rectarum
dictarum queratur, quod etiam Ferspectivae problema est, si figure
vicem qualisvis forma subeat. Verbo omnes forma, que motu e tribus
aut pluribus composito, sive modo in arbore exposito per tres rectas
perpendiculares, sive motu in quavis forma certa lege facto, generantur,
una cum omnibus iis, qua e compositione horum oriuntur, huc per-

tinent.
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SECTIO I.

CONSPECTUS GEOMETRIAE GENERALIS.

E mundo externo, abstrahendo pervenitur ad conceptum spatiz puri :
nempe corpus experientia externa omnino simul cum loco eius datum
cogitatione tollendo, manet locus, quem occupasse videtur, finisque intra
quos erat; atque tum quaerendo quid ultra fines illos sit, tollendo totum
mundum experientia datum, et semper porro quarendo pervenitur ad
noctem sanctam, qua myriadibus lucernarum accensis Maiestatis Summae
praesentiam annunciat. In hac volvuntur innumeri orbes, expansis erga se
invicem fraternis brachiis, et suspiriis undique tam gratorum, quam affli-
ctorum pectorum, Patrem communem quzerentibus — in hac fert mater
tellus sub florido sinu dormientes gnatos ad auroram aternitatis — et
in hac servatur omnis materia, nascunturque e germinibus mundi, vi mi-
rifica vitali producti, crescunt, vivuntque, motum avitum nisi alio pellan-
tur sequentes; atque intereunt, ut meteora fragoribus tempestatum in
oceanum recidentes, novis initium daturi. At interno Geometra oculo
intuente, omnis que apparet mundi discordia, cuius magnum problema
in concordiam resolvere mortis aequatio est, bellumque omnium quod
videtur in omnes, cum stridore omni clamoreque orbium disparet, — ac
jactatum e minacibus procellarum fluctibus, pacatus excipit noctis tran-

quillee portus, luce Veritatis alma collustratus.

BoLyal, Tentamen. II.

=
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N 1

Primus intuitus ostendit sequentia: spatium est guantitas, est conti-
nuwm, infinttum quagquaversum, acternum, praesentibus semper par-
tibus omnibus, preterea unwum solum est, et immutabile, tam 1n se
quam quoad quamvis partem, nisi quod alia in eo permutare partes eius
nempe loca possint. Tempus quoque quantitas, continuum et unum solum,
atque snfinitum, sed nonnisi #fringue e quavis parte, qua nonnisi expers

adest, atque semper a/ia atque alia venit.

S

Intuitus ostendit porro sequentia: Spatii portionis cuiusvis finis tale
continuum est, cuius dantur eiusmodi duo portiones, ut id, quod utri-
usque finibus commune est, continuum sit, et quidem tale, ut huius item
dentur eiusmodi duo portiones, quarum finibus commune expers est.

Hinc

1. Pars eiusmodi expers spatii vocatur punctum spatiale, distinctum
omnino a puncto temporis.

In quavis spatii parte dari punctum, et omnia spatii puncta aqualia
esse item intuitu patet.

2. E continui prius orti portione et tum e continui posterius orti por-
tione construuntur conceptus sequentes, combinatis eiusmodi portionibus :

I. S1 continuum ex 4, B,..., F constet, et quodvis horum portio
finis alicuius portionis spatii sit, dicitur superficzes.

II. Si vero continuum ex «, 0, ..., £ constet, et quodvis horum
portio finis alicuius superficiei sit, dicitur /izea.

IT1I. Atque si continuum ex «, f3, ..., 4 constet, et horum quodvis
aut superficies aut linea sit, dicitur forma sensu proprio.

IV. Si vero coutinua qualiavis 7 et O fuerint e spatio, atque aliquid
commune habuerint, tum si 7 complexus omnis eius, quod utrique com-
mune est, pars utriusque indivellibilis sit (Tom. I. pag. 23), dicitur 7 sectio
ipsorum I et O se mutuo secantium.
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3. Interim superficies etiam eiusmodi continua pars indivellibilis spatii
dici potest, cuius nulla portio linea est. Imo statim definito stabilitoque
motu geometrico, linea etiam via puncti dici potest, et linez via quoque
superficies est, sed non quavis superficies via linez est.

§ 2

Redeundo e spatio in mundum externum unde segregatum erat, cor-
pus idem in alio quoque loco videnti queestio succurrit, zum loca eius-
dem diversa aequalia sint? Intuitus ostendit aqualia esse.

I. Hinc quum in quavis spatii portione cogitari corpus queat, con-
struttur sine ulla virium consideratione pro quavis portione spatii 20-
bile tale, quod cum ea coincidens ab ea diversum cogitatione quaqua-
versum libuerit in spatio ferri queat, nihil aliud e corporis externi qua-
litate retinens, nisi quod idem sub eodem tempore diversa loca occupare
nequeat.

II. Cum ita constructo mobili iterum reditur in spatium, formaturque
axioma congruentiae. Nempe si posito mobili tali, idem diversis tem-
poribus posset cum 4 et B coincidere, tum 4=75 esse Iintuitus
ostendit.

At non cum quibusvis 4 et B geometrice aequalibus (de quo inferius)
mobile idem coincidere potest: Ex. gr.si 4 et B cochlex una ad dex-
tram altera ad leevam, etsi alioquin @quales, sint; et innumeros casus
tales dari patebit. At per Tom. I. pag. 12. Ax. V. certa cum determina-
tione talia 4 et @ generabuntur, ut mobile idem diversis temporibus cum
a et B coincidere queat.

Quando quidvis 2 moveri dicetur, semper tale mobile continuum
intelligi debet, in quod incidit totum 2 etiamsi complexus punctorum sit.

Si vero scribatur

A BxCx, ... =axb*c*. ..
intelligatur mobile in quod cadunt 4, B, C, ... ita poni posse, ut A
cum @, B cum b, C cum g, . .. simul coincidant.

1*
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Vivit magis, facilior evidentiorque fit Geometria motu dicto admisso,
usique eo sunt Archimedes Graecus et Britannus; atque simulac trian-
gulum unum superimponitur alteri, uti in Euclide, idem ubique admit-
tendum sensu dicto est; reipsa enim spatii pars nulla locum sed rem
eam tantum, quam sub certo temporis puncto capit, mutare potest. Pro-
lixius tamen eadem sine motu quoque tradi possunt.

§. 4.

Interim post dicta ultro subvenit in determinationem conceptuum mo-
tum respicientium inquirere.

1. Locus ipsius A dicitur in spatio complexus omnis eius, cum quo
aliquid ex 4 sub eodem puncto temporis coincidit.

2. Quod sub quovis puncto temporis 7 est, dicitur semper esse sub 1.

3. Prodeunte quasi formula, quod M rabeat locum L sub 7, aut
sub 1" locus L est ipsius M, succurrit quarere, quidnam sit, si per om-
nes combinationes transeundo substituatur ipsi M aliquid ex M, omne
ex M, non omne ex M, nullum ex M, aut aliquid exclusive; ipsi 7°
vero substituatur aliqua puncta temporis, omnia, nulla vel aligua ex-
clusive ; atque ipsi L substituatur ¢dem, non idem. Item queevis horum
variis determinationibus afficiantur, atque casus constructi vario modo
combinentur ; at brevitatis gratia queedam tantum magis necessaria refe-
renda sunt; notando ad sensum combinationum attendendum esse. Ex.
gr. omni locus non idem, et non omni locus idem, haud zquivalent;
nempe prius denotare potest, quod omni sit non idem locus, id est nulli
sit locus idem.

4. Omni ex M, id est omni quod ex M est, locus idem in spatio
semper sub tempore continuo 7, guies ipsius M sub 7 dicitur.

5. Alicuius ex M locus non idem sub aliquibus punctis ipsius 7, est
motus ipsius M.

6. Motus sub quavis portione ipsius 7" eveniens, est motus sub 7.

7. Alicuius autem exclusive locus idem semper, est vel mofus in
loco, ex. gr. sphaere, si aliquod illud ipsum M sit, vel compositio qui-
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efis et motus, nempe si aliquid quiescat moto M ; imo sphera in loco
sul moveri potest, quiescente centro tantum vel etiam diametro.

8. Si quid O ex M moto hoc quiescat, dicitur M circa O moveri.

9. Porro aliqua puncta ipsius 7" possunt certo modo determinata duo
puncta quoque denotare.

@) Omni ex M locus idem duntaxat sub primo et ultimo puncto
temporis alicuius, est reditus perfectus.

6) Ipsi M locus non idem sub certis punctis a et b ipsius 7, parit
conceptum sequentem: Si locus non idem sit, aut habet prior cum pos-
teriore commune aut non; si nec quidquam aut utriusque indivellibile
sit commune, dicitur M ftotaliter emotum.

¢) Si pro quovis puncto a ipsius 7 sit talis pars continua eius ipsum
a complectens, ut sub nullis duobus punctis huius sit locus idem ipsius
M, aut portionis ullius eius, tum M porro moveri dicitur.

§. 5.
Prima operatio motus intuitiva.

Variz hinc exoriuntur quastiones :

I. Potestne punctum p undevis moveri usquequo in quodvis datum
spatii punctum M perveniat, et quidem ita, ut quidvis in quod cadit
secum ferat? et p qualem viam describit ?

Intuitus ostendit p, quidvis in quod cadit secum ferendo, via qua-
cunque p cum M connectente, (imo innumerabilibus viis) moveri posse

usque in M, et viam quamvis eius esse lineam.
Et hxc est prima operatio motus intuitiva. R
Linea si e nullo eius puncto duabus plures puncti vie in ea dentur,
dicitur simplex; et superficies, cuius nullarum triu.m‘ port.ionum qua-
rumvis binarum sectio eadem linea simplex datur, dicitur semplex.

Linea simplex dicitur 77 se rediens, sl punctum in €a motum In

locum primum ita redire queat, ut antea in nullo loco iam habito

fuerit,
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Operatio secunda motus intuitiva.

II. Quaestio fit: num moto mobili aliquid ex eo quiescere possit?
Num possit unum punctum quiescere, et duntaxat unum? num duo aut
plura? et tum complexus omnis sub motu quiescentis qualisnam sit ?
qualis esse nequeat?

Quoad primum intuitus ostendit quodvis A7, in quod p cadit, innu-
merabilibus viis posse circa p moveri, ita etiam, ut quodvis punctum a
in M cadens (a p diversum) redeat.

Hinc passus ad omne parit superficiem spheree, nempe complexum
omnis eiusmodi puncti b, ut pxa=p=Db.

Intuitus ostendit :

1. Complexum hunc esse superficiem, per quam spatium in duas por-
tiones dispescitur, unam cum puncto p interno undique clausam, et alte-
ram circumcirca in infinitum exclusam, ipsam vero esse finem utriusque
communem.

2. Nullum punctum posse ex una portione in aliam venire, nisi per
finem communem transeat: quod deinde extenditur ad quasvis duas
portiones continur alicuius finem communem habentibus, si punctum
in eodem continuo moveri oporteat.

Potest spheera dicta dici sphaera punct/ a, centro p; atque puncta
superficiei a centro aequaliter distantia dici possunt, distantia puncti
p ab a per a*p expressa (sensu pag. 3.)

Complexum punctorum omnium a centro zqualiter distantium super-
ficiem esse, si non ipsum pro axiomate adsumatur, probari quoque po-
test: nempe si quid portionis spatii complectatur, id circumcirca adesse
debet, et quidem sine ulla prominentia, quum id item ubique circum-
circa fieri deberet; itaque duze superficies essent exterior interiorque,
centrum undique punctis omnibus aquidistantibus claudentes ; quas diver-
sas esse non posse item intuitu patet.
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Operatio tertia motus intuitiva.

III. Sed sphzram consideranti ostendit porro intuitus, quod si puncta
a, b, p in M cadant, atque ipsius b via detur circumcirca quoad a=p
aqualiter determinata: tum M ita moveri circa a*p potest, ut viam
dictam describat.

IV. At vero quastio oritur:

1. Quomodo punctum eiusmodi b ostendi possit, culus circumcirca
axp via detur?

2. Num id quoque fieri possit, ut pro b nonnisi unum tale d detur
ut a*pxb=—axpx*0? et

3. Quidsi i1d quoque fieri possit, ut nullum tale O detur, ut
aspxb=axp*d?

Atque hinc ipsi a*p quidvis A substituendo, conceptus sequens
oritur. Si non detur tale C diversum a 5B, ut 4 * B = A C(, et quidem ut
quovis puncto ipsius A4 in loco primo manente, ' in locum non eundem
cum 2 cadat, dicitur B wunicum ipsius A. Si vero nec ullum punctum
ipsius A aliorsum cadere queat, dicitur 5 ipsius A prorsus unicum.

Facile animadvertitur 4 secum coincidere posse, etsi puncta non
omnia loco priore maneant; ex. gr. si pro p centro sphera et a pun-
cto superficiei, denotetur axp per A, erit etiamsi p in a et a in p
cadat, spheera duplex unica ipsius 4 ; et nomen speciale huic casui quo-

que dari potest.
Interim queestio etiam oritur, num a*p —=pP*ar Intuitu ita esse patet.

Exempla.

Si a, b, ¢ vertices trianguli sint, quidvis € spatio 1psius axbxc pror-
sus unicum est; superficies que revolutione linez cuiusdam circa duo
puncta fit, horum unica, sed non prorsus unica est. '

Si vero ab=ac, tum poterit axb#*c secum etiam ita coincidere, ut

TR )

ain se. b in ¢ et ¢ in b cadant, et si plani in quo triangulum est, una
)

plaga « altera (3 dicatur, facies trianguli quee 1psl « obyersa erat, ipsi
3 obvertetur, et ipsi « qu ipsi 3 obvertebatur ; atque si punctum p in
) :
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plagam « cadat, et triangulum circa perpendicularem ex a ad bc simul
cum « verti concipiatur, dum « in 3 cadet, p quoque in 3 erit, et si
in p' cadat, erit a*bscxp=axcxbxp’. Idem patet etsi p in planum
idem extra perpendicularem dictam cadat; atque in omni casu unum ad-
huc dabitur punctum p’ tale ut dictum est, nisi p in perpendicularem
dictam cadat: tum vero erit etiam axbxc*p=a=c*xDb=p.

§. 6.

Hinc passus ad omne fit: nempe complexum omnis puncti quod uni-
cum punctorum a, b est, nempe rectam; quod item latius extensum,
parit conceptum sequentem.

Illud e spatio, quod quorumvis duorum punctorum sui quodvis uni-
cum punctum spatiale complectitur: dicitur recta si linea sit, planum si
superficies sit ; patebitque esse spatfium quaquaversum infinitum, si por-
tionem spatii complectatur ; imo et recta planumque per hanc definiti-
onem infinita exhibentur; at vero num dentur talia, quaestio fit. Inferius
ostendetur, rectam per queevis duo puncta, planum per quavis tria pun-
cta dari.

Cum definitio ista simul affinitatem plani cum recta exprimat, plures
exactas quidem supprimere licet; aliqua tamen huius generis adferre
fas est.

Forma certorum duorum punctorum unica, cuius pro omnibus pun-
ctis datur tale idem punctum p, ut pro quibusvis duobus punctis a et
b forme dictae sit pxa=p=*b, est si linea sit circulus, si superficies sit
sphaera.

Linea simplex certorum duorum punctorum unica est, si rediens sit,
ctrculus, si non, recta.

Forma alicuius puncti unica est sphaera.

Elegans est plani definitio, quam Ioannes Bolyai Auctor Appendi-
cis dedit, complexum omnis eiusmodi puncti p, ut pro certis duobus
punctis a et b, iisdem pro omnibus p, sit pxa=p=*Db, dicendo planum,
sectionem duorum planorum vero rectam.



SECTIO PRIMA. 9

S 7.

Prodeunte plano, in quod cadit a quovis puncto ad quodvis elus-
dem ducta recta, campus simplicior clariorque aperitur, circumcirca ex-
pansus in infinitum, spatium in duo dimidia aqualia dividens, quamvis (ut
inferius ostendetur) congruere manentibus omnibus dividentis punctis in
suis locis nequeant. Huc idcirco mens e spatio quaquaversum infinito
descensura, antea tamen in rectz planique combinationes generaliter
disquirit.

Queevis 4 et B, quorum quodvis aut rectam aut planum denotet,
aut secant se, aut non: quaeritur, num possint secare, et possint non
secare? et si possint, quando id fiat? et sectio qualis sit?

Demonstrabitur pro dato quovis plano 2 et puncto p dari tam pla-
num quam rectam ipsum p complectentia, ipsum /2 non secantia, etsi
singula simul infinita accipiantur; ita pro data recta 4 et quovis puncto
p dari rectam B patebit ipsum p complectentem, quae ipsam 4 non
secet, etsi utraque infinita concipiatur; et quidem tam in illo plano, in
quo 4 et p sunt, quam extra illud. Patebit porro per idem punctum
innumera plana dari, et quorumvis planorum /et Q infinitorum punctum
commune habentium sectionem rectam utrinque infinitam esse; ita per
quodvis punctum rectas innumeras dari, et quarumvis duarum rectarum
aliquid commune habentium sectionem unum punctum esse.

At quzstio subvenit, num per p unum solum aut plura quoque plana
diversa dentur planum /° non secantia’ Si nonnisi unum sit, tum et
sectio plani illius solius 7” atque plani 7 per planum tertium Q‘ (per
rectam ex aliquo puncto ipsius /> ad aliquod ipsius /" ductam positum)
facta, eiusmodi par rectarum producet, quz in planum @ cadentes se
invicem non secant, sed quevis alia per punctum p in eodem plano O

posita secat rectam ipsis /7 et () communem ; nam si non secaret, facile
am illam ex p positum dari, quod pla-

demonstratur et planum per rect S
1. Euclidis constaret: sed de

num Z° non secaret. Atque tum Axioma X

hoc plura inferius.

Bovryai, Tentamen. II.
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§. 8.

Hic prius plures rectas ex eodem puncto euntes combinando oritur
conceptus sequens.

I. Si rectee e puncto eodem p exeuntes in forma quadam f (sive
pars plani sit sive non) desinant: complexus rectarum omnium, qua a
p ad puncta forma f sunt, dicitur pyramais sensu lato basi [ insistens
quo etiam triangulum pertinet, si forma f recta sit.

Hinc porro, rectarum istarum quidem cuiusvis sua magnitudo deter-
minata est: at rectis his quasi ex p acceptis, et complexu extremitatum
earum pro obiecto considerationis posito, facile succurit queaerere, quidsi
omnes ex. gr. bis vel ter & longiores brevioresve essent? verbo ut quee-
vis fiat 22

m
quod per plagam k ipsius A intelligatur illa portio « continui 4 por-

ta prioris? Atque hinc oritur conceptus sequens: notando

tionibus « et ;3 constantis, in qua £ est, posset si de «, excluso ¢ quod
ipsi «, ;4 commune est, sermo sit, regio & ex ¢ dici. Per internum
continui vero intelligitur id quod ex eo est, nihil cum fine illius com-
mune habens.

1. Si quidvis O fuerit e spatio, cuius punctum quodvis generaliter
(@ dicatur, et sit pro omnibus () idem punctum p et eadem quantitas /3,
atque accipiatur in omni quavis recta, a p per aliquod (]} eunte, recta
pq=/.p®, omni quovis q in ea recte p®) plaga in qua &) est accepto;
tum complexus /2 omnis q dicitur simile ipsi (; atque complexus quo-
rumvis q complexui ipsorum & illi q respondentium /fomologum audit.
Hoc sensu igitur dari quoque similia patet.

Possunt etiam 72 et Q similia dici, si cuivis puncto cuiusvis ipso-
rum /2 et O respondeat certum alterius punctum, et cuivis alii aliud,
atque detur quantitas 2 eadem pro omnibus talis, ut quaevis puncta 2,
B fuerint ipsius /2, iisque respondeant a, b ex Q, sit AB =5.ab. Dari
talia, si Axioma XI. Euclidis constiterit, per triangula ad p verticalia
patet.

Aut: si quavis tria puncta A, B, € accipiantur in £, iisque ut
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dictum est respondeant a, b, ¢ ex O, atque anguli (de quibus inferius)
ABLE =abc, BAC =bac, et BCA=bca; tum pariter P et O similia
dici possunt, posito Axiomate XI. Euclidis.

Elegans est conceptus similium, quem loannes Bolyai Adppendicis
Auctor dedit. Si e puncto eodem quocunque p concipiantur recta ad
omne punctum ipsius Q: complexum extimarum omnium ex omnibus
illis rectis, quae a p ad punctum aliquod ipsius ( sunt, in infinitum pro-
ductarum, formam relativam ipsius O appellando, similia dixit P et
O, si cuivis forme relativae ipsius 7° detur forma aliqua relativa 1psius
0O =qualis.

Quodvis autem horum per quodvis eorundem poni demonstrari po-
test, si Axioma XI. Euclidis constiterit.

2. Sed e prima definitione facile quastio oritur: quidsi omnia q in
altera plaga (non ubi respondens () est) accipiantur? Hoc pacto quoque
formas certo respectu similes prodire patet, si conceptum ita extendere
libuerit; at etiam pro —1 forma tales verticales prodeunt, quee alio-
quin certo respectu statim dicendo aquales, nunquam tamen congruere
queunt, atque etiam comprasentes discerni preeter locum quoque pos-
sunt. Ex. gr. Sit O manus dextra; generabitur in plaga altera post p
forma manui sinistree congruens; si nimirum forma generata ita inver-
tatur, ut quod supra erat infrorsum, et quod infra erat sursum veniat,
prodibit imago quasi in speculo .S per p posito facta, versione dicta circa
perpendicularem ex p ad speculum S usque ad duos rectos facta. Ir'ltel-
ligitur autem hic per imaginem ipsius () complexus punctorum omn.mm,
queze perpendiculares ex omnibus punctis ipsius () ad plax?um S missas,
in altera spatii plaga aqualiter continuatas terminant. Fa?lle p.atet, ver-
sione dicta perpendiculares e punctis respondentibus quibusvis 2['et .a
ad S missas antea @zquales, nunc in puncto eodem ipsius S termmar'l.
Sit nempe (Fig. 1.) in plano speculi recta ad planum tabulae perpend.l—
cularis ex p, sitque ipsius DJABE punctum D supra tabulam, JABLE -
plano tabule, fiantque ap=_lp, bp = By, cp:CP, ?t bp-———?)p: s
manifesto O infra tabulam, et propter triangula verticalia aqualia erunt

perpendiculares e literis nominis eiusdem ad planum speculi missa @qua-

2%
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les: atque si schema literarum minorum circa Pp perpendicularem ad
pf per duorum rectorum intervallum vertatur, cadet m in 21 &, et d
quoque supra tabulam e regione ipsi D erit.

Rem adhuc illustrat, si duarum cochlearum alioquin aqualium, una
dextrorsum altera sinistrorsum torta sit, atque illa ad latus speculi, hec
coram teneatur ; sinistree imago erit cochlea dextra, quee illi que ad
latus tenetur, congruere poterit; ita imago manus dextrae manui sinistrae
congruere poterit; sed manicee manui dextree congruentis superficies
interior extrorsum vertenda est, ut sinistree congruat.

3. Unde etiam conceptus sequens oritur. Si 4 non omnia puncta in
eodem plano habeat, neque complexus sit eiusmodi partium a et 4, ut
a et imago ipsius & compreesentes nonnisi per locum discerni queant:
tum A4 et quodvis tale B, ut B et imago ipsius 4 compresentes non-
nisi per locum discerni queant, dicuntur formae contrarie aequales.
Nempe hax sunt, que congruere nequeunt; quamvis per perpendicula-
res ex eiusdem plani iisdem punctis in utraque plaga aequales, resultata
(per Ax. V. pag. 12, Tom. I.) operationum @qualium sint, preeterquam
quod unum in una, alterum in altera plaga generetur.

4. Unde item novus conceptus nascitur : nempe geometrice aequalia
dici possunt A4 et A, si aliquod C possit cuivis aut ipsi aut imagini eius
congruere.

5. Notandum autem est, et ad facies, quibus congruibilia congruere
queunt, attendendum esse. Ex. gr. trianguli non @quicruri imago cum
ipso nonnisi faciebus e regione stantibus, aut faciebus aversis tegentibus
se invicem congruere possunt. Dicantur ob conceptum faciliorem facies
obverse eiusdem coloris ex. gr. albi, aversa nigri; facies alba albam,
aut nigra nigram tegat necesse est, ut congruant: si vero parallelo-
grammi una facies alba altera nigra sit, tum triangula per diagonalem
facta generaliter nonnisi ita congruunt, ut facies alba trianguli unius
nigram alterius tegat. Circuli vero aut trianguli eequicruri imago, circa
rectam bifariam dividentem ad duorum rectorum intervallum mota,
nigram faciem albz obvertens quoque congruere poterit.

Sed prius dicta illustrantur adhuc per sequentia. Si e trianguli puncto
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quovis fiant ad planum trianguli perpendiculares in utraque plaga equa-
les: tum formz ipsius /" dantur partes tales ut supra dictum est, nempe
forma e triangulo et perpendiculari qua in una plaga est constans, item
forma ex eodem triangulo et perpendiculari altera constans tales sunt,
ut complexus earum £ sit, et una imagini alterius absolute wqualis sit;
atque / cum imagine sua congruere quoque potest.

At s1 in una tantum plaga sit perpendicularis, nisi e perpendiculari
triangulum @quicrurum bifariam dividente erecta sit, hac forma talibus
duabus partibus ut dictum est, non gaudet; neque potest cum imagine
sua congruere.

Sit item (Fig. 2.) ianua ABED; ad U, D sint cardines, ESGH sit
sera prominens, qua cum prominentia ipsius € ianuam claudit; sit imago
huius abcd, et facies e regione stantes sint albz, manifesto sera et imago
eius prominens erga se invicem porrecta sunt, atque faciebus albis et
AV ac ab congruentibus, sera et imago eius in plagas contrarias cadent;
sed si ad FE et BH (supra et infra) omnia xqualia essent, adeoque da-
rentur duz partes ut dictum est: tum verso ipso abcd circa if usque ad
duos rectos, ut facies nigra imaginis faciei albae obiecti obvertatur, pro-
dibit Ocba, cuius (simul cum sera, iuxta schema) facies nigra congruit
albze faciei ipsius ABED. At si ad € sit aliquid ut supra, quod ad §
non est, congruentia impossibilis est.

Cuiusvis animalis forma externa, in qua montrositas nulla est, ita a
natura comparata est, ut gaudeat duabus eiusmodi partibus. ut supra
dictum est; imo talibus ut una imago alterius esse possit, quasi ex uno
plano in utraque plaga modo supra dicto aqualiter generata, geometrice
sensu dicto aqualia essent.

Notandum autem est, inter omnes superficies solum planum esse,
cuius qualibet facies alteri obversa hanc tegere queat ] atque In syste-
mate Euclideo planum solum cum sphera in eo convenire, quod utrum-
que circa quodvis sul punctum in se moveri queat (inferius, '31351, §. 8)
et solum discrimen esse, quod sphara quodvis punctum ab eodem certo

equidistet. N
I1. Rectis porro pluribus, imo innumerabilibus, punctum p commune

{
|
|
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habentibus, in sectione pracedente ob oculos habitis, facile cogitatur
rectam pP circa p moveri, et formam vie eius considerare: inter vias
eius possibiles occurit etiam via rectee pP circa p porro ita mote ut
redeat. Via talis aut erit in plano eodem tota, aut non.

1. Si prius: tum via culusvis puncti preeter p vocatur circulus, et
pars quaevis continua eius, perimetrum intelligendo, dicitur arcus, recta
vero qua a p usque ad punctum est, de cuius via sermo est, radius,
p centrum, et recta ab uno perimetri puncto ad aliud ckorda, et si hec
per centrum eat diamefer, pars plani inter arcum et chordam eius com-
prehensa segmentum, illa vero qua inter arcum et radios per extremi-
tates arcus ductos est, secfor dicuntur.

Si vero (Fig. 3.) punctum ab a incipiendo in peripheria semper porro
moveatur usque ad quodvis punctum f, et via 2 eius accipiatur positiva,
si via supra diametrum ab (que primaria dicatur) incipiat, et negativa,
si via infra ab incipiat; atque partes diametri dictee e centro versus a
positive versus b negative, et perpendiculares ad ab supra ab positive
infra ab negative accipiantur : dicitur distantia fm puncti £ ab ab (id est
perpendicularis ex f ad diametrum primariam) sinus viae dictae v ab a
usque ad f, sive positive sive negative facta fuerit via, imo etsi punctum
dictum semper porro motum quotiesvis iterum in a pervenerit, dummodo
demum in f subsistat. Distantia cm centriveroa sinu vocatur coszzus ipsius 2,

distantia am initii a autem ab eodem sinu sinusversus zpsius v audit;
Sin. v I

COS. 7 COS. 7
audit. Complementum ipsius v dicitur talis arcus «, ut a-+v= quadranti ¢,

autem pro radio =1 dicitur fangens ipsius v, et secans
si ex. gr. v = 3¢, erit o =+ 2¢. losignitar autem sin. «, tang.
sin. vers. «, sec. « nomine eodem relato ad 2, nonnisi syllaba co praeposita,
nempe dicitur cosinus v, cotangens v, cosinus versus v €, quasi dice-
retur complements sinus &; ut facile patebit et cosinus definitionem pri-
orem cum hac convenire, uti et sinum versum dici potuisse I— COS.;
atque suo loco omnes has functiones trigonometricas dictas geometrice
exhiberi. Nomen sinus inde exortum est, quod semissis chordee arcus
dupli per s. zus. (idest semissis inscriptae) scribebatur.

2. Si non sit via rectee prius dicta in eodem plano: tum facile cogi-
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tatur, rectam motam saltem in plaga a plano certo per p posito eadem
semper manere, donec porro mota redeat; dicatur via eiusmodi \/ Jorma
ad p apicata, quum forma eiusmodi manifesto singularitate aliqua ad p
gaudeat, quod vulgo sub nomine apicis venit.

3. Tum facile succurit lineam aliquam simplicem considerare, cuius
nonnisi punctum unum, et quidem internum, in \/ et plane in p cadit,
omnia alia puncta vero in plagam spatii ex \/ ab ea in qua planum est
diversam cadant; et lineam illam in superficie aliqua, et demum in plano
sitam considerare, et hinc conceptum sequentem generaliorem con-
struere.

4. S1 £ aut punctum internum lineae talis /, quee portio formae 7 est,
aut linea talis sit, cuius punctum quodvis internum p, internum etiam
est lineze alicuius Z in plano sitee, et simul non in illo plano site por-
tioni alicui formee /7 communis; atque in casu priore linea / puncto #
in p cadente, in posteriore vero linea Z puncto p in p cadente, in pla-
gam respectu formee alicuius ad p apicate interiorem cadat: tum dici-
tur /7 ad k angulum habere, nempe forma illa, qua /' ex £ incipit,
angulus vocatur.

Facile videtur, angulos esse posse in lineis, in superficiebus, necnon
in continuo e linea et superficie composito.

5. Quaestio autem fit: num recta 4 e puncto interno 7 recte 5
ducta angulos faciat? et quot angulos efficiat recta A4 continuata per 7 ?
num aliqui eorum sint zequales, et qui sint ii? Facile patebit verticales
dictos esse semper aquales; si vero singuli quatuor qui efficientur sint
inter se @quales, aut recta 4 per 7 non continuata efficiat duos angu-
los @quales, vocatur quilibet eorum 7ecfus. Fit vero angulus per duas
rectas factus, rectilineus dictus, quantitas respectiva (Tom. I. pag. 25)
divisione arcus, ex anguli apice tanquam centro, radio quovis ab un?
duarum rectarum usque ad alteram ducti, per peripheriam totam radii
eiusdem ; si quoti hi sint pro duobus angulis @quales, et forleaS angu-
lares congruentes incipere demonstrabitur; si vero quotus ¢ SHRPICREES
gulo «, et O pro angulo J, atque g=uQ, tum « dicitur angulus ,U‘tz'
plus anguli 3 (Tom. I, pag. 48). Duorum planorum angulus autem fit
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quantitas respectiva, arcu illo per suam peripheriam diviso, qui uno
eorum circa sectionem usque in alterum moto per quodvis punctum
describitur ; eundem quotum prodire patebit.

Angulus rectze ab cum plano vero fit quantitas respectiva dividendo
arcum illum per suam peripheriam, quo in superficie sphaera centri q,
in quo sectio est, et radii ab, ex b usque ad planum, cum radio ab
nullus minor datur. Denotatur angulus per A.

6. Passus hinc est cogitare, quid si forma aliqua ad nullum sui pun-
ctum angulo gaudeat? dicatur forma eiusmodi fluens; que item facile
cum quantitate combinatur; oriturque conceptus formee, qua et fluens
et quantitas est; et dici forma eiusmodi unizformazs potest. Ex. gr. recta,
circulus, helix, planum, superficies sphaeree, cylindri.

7. Ita facile conceptus formae fluentis etiam cum exclusione rectee
planique componitur : oriturque forma fluens, cuius nulla portio recta
aut planum est, et dicitur forma eiusmodi curva.

8. Porro ad compositionem c#7vae cum recta planove itur, queaerendo
num continuum e forma curva et recta planove forma fluens esse queat?
oriturque conceptus langent:s.

Nempe formam curvam F in puncto p tangere dicitur tam una
recta eiusmodi, quam complexus omnium talium rectarum, ut cuiusvis
earum detur tale punctum internum p in / cadens, ut aliqua portio ex
p incipiens cum linea aliqua in / sita ex p incipiente forma fluens sit.
Complexus omnium talium rectarum, sive una tantum sive plures sint,
dicitur Zangens totalis.

Ex. gr. Sphaeram potest tangere recta, sed tangens totalis planum
est, uti circuli recta.

Hinc facile in discrimen tangentium totalium in diversis forme eius-
dem / punctis queritur: atque si tale 4# detur in /4, ut tangentium
totalium, quee ad omnia puncta ipsius 4 sunt, complexus ipsa tangens
totalis ad p sit, tum tangens eadem dicitur formam /# non in p solum,
sed etiam 7z £ tangere. Ex. gr. planum idem tangere cylindrum in recta
et quovis puncto huius potest.

Imo hinc extenditur conceptus, dicendo etiam formas fluentes quas-
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vis [ et [ fangere se invicem in £, si in quovis puncto ipsius £ tan-
gente totali tam / quam f eadem gaudeant.

Hinc etiam oriuntur conceptus supra (Tom. I. pag. 290) dicti.

9. Porro conceptus tangentis totalis facile cum conceptu anguli recti

paulo antea dicti combinatur, oriturque conceptus generalis perpendi-

cularitatis.

Nempe si 7 tangens totalis forma /# in puncto p sit, atque recta »
in p terminata, cum quavis recta in 7 sita ac in p terminata, angulum
rectum faciat: dicitur » etiam utvis continuata tam ad 7" quam ad F
in vel ex p perpendicularis, si recta eiusmodi utrinque infinita, in quam
talis 7 cadit, sola tantum sit etiam pro tali superficie formam 7# com-
plectente, cuius tangens totalis ad p planum est. Denotatur autem per-
pendicularis 4 ad B per 4 | B.

Extenditur idem generalius quoque ad 4, sive punctum sive linea
sit: nempe si e quovis puncto ipsius £ detur eiusmodi perpendicularis
ut dictum est, complexus omnium eiusmodi perpendicularium ad /7 ex
omnibus punctis ipsius &, dicitur perpendicularis ad F in vel ex k.

ITI. Demum rectis ex eodem puncto p ad omnia puncta formez cu-
luspiam /f consideratis, facile succurrit unius earum plagam in qua p est
continuare in infinitum, atque punctum J semper porro movere, apice
pyramidis abeunte in infinitum ; atque tum queerere, num angulus ad
apicem recte alicuius decrescat? et si decrescant omnes, num omnes
tendant ad o? Patebit ita esse, darique pro quavis rectarum dictarum
rectam in qua, recta cuius una extremitas p altera q in f est circa
per rectam dictam porro mota, hanc prima vice deserat; imo omnes
eas rectas punctum p commune habentes eo modo rectam eandem om-
nes simul prima vice deserere posse, fierique omnes simul infinitas.

1. Tum ultro venit omnes finitas magnitudinis eiusdem reddere, et
complexui earum nomen dare. Dici potest hoc /ﬁr.z's.ﬂ'm e generali.
Complexu extremitatum, in quibus recta aequales 11'11t1um in / habentes
terminantur, / dicto: patet cuivis puncto cuiusvis ipsorum /7 et f alte-

rius certum punctum, nempe extremitatem rectee alteram, respondere ;

et cuivis alii aliud.

Boryal, Tentamen. IL

-n
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Ex. gr. Si forma f recta 7 sit, orietur figura in plano sita (ut infra
patebit) duabus rectis extimis, recta », et complexu ¢ punctorum, in
quibus terminantur recte ex omnibus punctis ipsius 7 rectam dictam
eandem prima vice non secantes, clausa: at queritur, ¢ qualenam sit?
et anguli, quos rectae dictee 22quales cum 7 versus eandem plagam faciunt,
sintne zequales?

Unde item passus est cogitare, quid si @quales essent? et patet, quod
sl recta 7 moveatur in se rectam extimam in eodem plano secum ferendo,
donec initium ipsius 7 in finem perveniat, extremitatis rectee extime via
gaudebit qualitate, qua de / dicta est, preeterquam quod non constet
rectas dictas omnes se invicem modo priore prima vice non secantes
esse. Atque hinc conceptus sequens oritur: si formarum /7 et f cuius-
vis, puncto cuivis respondeat certum punctum alterius, et cuivis alii
respondeat aliud, atque recte inter puncta correspondentia wquales, et
quaevis binz in eodem plano sint, neque etsi infinitee sint secent se
invicem : dicitur complexus rectarum illarum omnium prisma gene-
ralius.

2. Interim via extremitatis lineae extimee plane dictee novum con-
ceptum parit: nempe pro angulo quem ea cum 7 facit, facile rectus
ponitur; et manifesto si (Fig. 4.) 0c L ab, et ac=cb, sive ad dextram
sive ad laevam moveatur dcab, recta ab in se et 0c in eodem plano ma-
nente, ob generationes utrinque et undevis squales (Tom. I. pag. 12. V)
describet O lineam uniformem, angulos utrinque et ubique aequales cum
Oc¢ facientem ; (angulum esse infra patebit). Dicatur via heec ipsius 9,
sive continuata sit in infinitum, sive pars quaevis continua eius accipiatur,
aequifluens ipsius ab ad distantiam ¢d. Est vero linea hec recta, si
Axioma XI. Euclidis constet, et constat hoc, si illa recta sit; de quo
infra.

3. Hinc facile cogitatur rectam ab alicubi terminari, ibique aliam
incipere, sive in eodem plano priore, sive in alio; et ubl heec termina-
tur, item aliam incipere, atque cuique harum aequifluentem ad distantiam
eandem ¢0 dare, continuando idem donec libuerit. Denotentur rectee
dictae per literas maiores, et earum zquifluentes per minores nominis
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elusdem ; nempe sit linea ABED . . . e rectis AB, BE, €D, ... compo-
sita, et ab, bc sint rectarum AB, B equifluentes in b secantes se
invicem €.

Quzstio oritur num B et b in plagam plani ABVab respectu rectee
Aa eandem cadant? atque si generaliter ponatur, quod si queevis litera
magna § et parva [ fuerit, H3 et i in plagam plani H3ht respectu
recte Hh eandem cadant; dicuntur linea ABED . .. e rectis composita,
et linea abcd . . ., lineae primario aequesitae.

4. Unde iterum generalior conceptus oritur : nempe quacunque lincae
simplices L et / dicuntur genmeraliter aequesitae, si pro utvis parva
recta £ dentur lineze Z' et /' primario @quesite tales, ut cuiusvis ipsa-
rum Z et L' punctum quodvis aut in alteram cadat, aut detur ab illo
ad aliquod punctum line alterius recta <</ ; ita cuiusvis linearum / et
/" punctum quodvis aut in alteram cadat, aut detur ab illo ad punctum
aliquod linez alterius recta << 4.

5. Atque hinc demum oritur generalis conceptus parallelismi for-
‘marum /7 et /; sl e cuiusvis formarum /7 et f ex. gr. ipsius /7 quovis
puncto P ductis in # quibusvis et quotvis lineis simplicibus nihil pree-
ter  commune habentibus, e certo puncto p ipsius f iis a&quesite repe-
riantur eodem ordine se invicem excipientes, nihil preter p commune
habentes.

Aut brevius: si cuivis lineae simplici in quamvis ipsorum /' et f ca-
denti detur aquesita in altero, dicuntur /7 et f parallela.

Sensu latissimo dicitur etiam queaevis pars continua ipsius f parallela

ipsi #, si f et /" parallela fuerint. Denotatur parallelismus ipsorum /£

et f per F|| 1.

Num vero recta alteram primo non secans (pag. 17) huic parallela
sit, aut num detur recta recta parallela, a decisione Axiomatis Euclidei
undecimi pendet; de quo inferius. s .

Notandum autem etiam alium parallelismum distingui posse: sl
nempe in definitione aquesitorum, pro quaevis- lit.erz‘x magna B et parva
h, recta B et eius aquifluens in diversas plani dicti plagas cadant, quo

in casu linee ABED ... et abcd ... inverse aequesitae, atque inde
3*
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parallelae inversae dici possunt, prioribus directis dictis; et tum con-
ceptus aequesitorum quam parallelovum extendi generalius potest, si
equesita dicantur, dum quaevis H3 et hi aut simul in eandem plagam
plani dicti aut queevis simul in diversas eiusdem plagas cadant,

‘Fig. 5.) exhibet exemplum simplicissimum, unde conceptus nascitur
pro linea ABED . . . in plano sita, ita (Fig. 6.) parallelismi inversi;
patet etiam formas parallelas tales dari, quae se invicem secant.

§:99.

Post haec, cum disquisitiones istee, qua& mentem in planum descen-
dentem retinebant, ipsae indigitent plura adhuc subsidia desiderari, ut pe-
nitius intelligantur : ea in simplicioribus quaerens descendit in planum. Ubi

1. Obviam venit, puncti vias in campo infinito innumerabiles dari,
occurritque praeter rectam aliaque, etiam linea simplex in se rediens;
queae in quacunque superficie simplici fuerit, figura dicitur; et in plano
quoque curva varil generis, quo pertinet etiam circulus per operationem
motus intuitivam secundam via ad planum restricta, aut mere e rectis
composita aut mixta esse potest. Si e tribus rectis componatur, /7zangiu-
lum, si e quatuor rectis constet in plano, guadrilaterum audit; ita si ex
n rectis composita sit, z latera figura rectilinea plana dicitur; si vero
latera eequalia sint, aequilatera, si anguli aquales aequiangula ; si et
latera et anguli sequalia sint, regularis dicitur, et figura quatuor late-
rum dicitur quadratum, si plura fuerint latera, polygonum regulare tot
laterum dicitur quot latera habet.

2. At vero etsi constaret inter queevis duo puncta dari rectam, eam-
que totam in idem planum cadere, atque e quovis puncto plani radio
quovis dari circulum in planum idem cadentem totum; qua tamen et
ipsa adhuc inferius demonstranda erunt: queestio ultro suboritur, num
dentur in pracedentibus dicta? et num rectarum circulorumque certo nu-
mero ea adesse demonstrari queat?

Id quod certo rectarum circulorumque numero determinatur, dicitur
geometrice construi posse.



SECTIO PRIMA. 21

Per geometrica constructione perficere aliguid, quod in ita dicto
problemate enunciatur, intelligi solet: id numerabilibus eiusmodi opera-
tionibus peragere, quarum quaevis est rectam ducere aut circulum de-
scribere; quod omnino tam rectam ducendo, quam circulum describendo,
motum sapit, in ipso Euclide quoque; quamvis exemplar constructionis
geometrice exhibeat, absque eo, ut eam ullibi definiat (ut linguam vivam
bene loquentes regulas Grammatica subticent ; at tanto magis commen-
tator eius statim apud secundam propositionem (ubi puncto p et recta
7 positione datis, recta in eodem plano ex p ipsi » =qualis determi-
nanda est) constructionis geometricae ideam dare debet, ut genius Eu-
clidis percipiatur. Requiritur nempe ad hoc perficiendum numerus 7.
Omnibus immotis fit hoc, et quamvis facile possit extremitas ipsius 7
ipsam 7 in plano secum ferendo (per operationem motus primam intui-
tivam ad planum restrictam) usque in p moveri, aliquid valde pulchri
habet propter fidelem idea constructionis geometricae, quam sibi Eucli-
des proposuit, executionem.

Interim in numerum finitum dictum admitti etiam dicta operatio
motus prima potest; ut si quid suppositis rectis, quas inter quavis duo
puncta adesse demonstrabitur inferius, fiat numero finito operationum,
quarum quaevis aut prima aut secunda operatio motus intuitiva est, via
et generatis ad planum restrictis, nec plures operationes coniungantur,
id est in M moto interea aliud quid haud moveatur: id geometrice con-
strui dicatur, et quidem semsu stricto; si vero non restringatur ad pla-
num, admissa operatione tertia quoque, cons(ructo geometrica sensu lato
dicatur. :

3. Quamquam autem et veritates a&qua dignitate polleant (ut in na-

tura sol, orbium dies, et noctilucae exigua luminis in vasta nocte sphera,

eadem sapientia infinita radiant): Geometria quee elementarss dicitur,

sensu lato in iis, quee sensu lato geometrice construl possunt, et sexsu

stricto in iis, qua sensu stricto geometrice construl possunt, terminari

onnisi operationibus coniunctis fieri possunt, ditioni, qua

potest lis, qua n : & : . ;
dici solet, assignatis; uti inferius pluribus exemplis

Geometria sublimior

ostendetur,

.
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N1

Post descensum e spatio quaquaversum infinito in campum circum-
circa in plano infinitum apertum : disquiritur ibidem in qualitates forma-
rum, prius quarum omnia puncta, tum earum quarum non omnia qui-
dem sed quodvis geometrice sensu stricto construi possunt, et demum
illarum, quarum quodvis punctum ope formarum priorum construi pot-
est. Considerantur autem prius omnimode combinationes rectarum et
circulorum, prouti arbor inferius ostendet. Denique applicata Arithme-
tica e datis quantitates ignote quaeruntur, quo etiam Z7igonometria
plana pertinet, docens e quibusvis triangulum rectilineum determinanti-
bus quantitates per idem triangulum determinatas ope calculi computare.

Datur quidem (in paragrapho sequente) etiam Z7zigonometria sphac-
rica : nempe triangula quae in superficie sphaera per tria plana per cen-
trum posita generantur, suo loco etiam computantur. Estque planum
quasi limes geometricus, cuius idea facile determinatur, superficiei sphee-
ricae, centro remoto in infinitum, posita Axiomatis XI. Euclidis veritate ;
secus autem alia quaedam superficies uniformis circumcirca infinita est
limes geometricus dictus, in qua Axioma XI. Euclidis, simul cum tota
Planimetria Euclidea, demonstratur in Appendice ; Trigonometria sphee-
rica autem a veritate Axiomatis XI. Euclidis independenter absolute vera
stabilita ibidem est.

SO

Dein reditur in abyssum spatii, unde in planum descensum erat:
atque 1bi formarum omnium quee in plano prodierunt, combinationes
luxta arborem exponendam omnimodee considerantur, construunturque
ea, qua sensu lato geometrice construi possunt, atque applicata Arith-
metica computantur.

S 2;

Denique coniunctio operationum, cuius superius mentio facta est,
sequitur coronam arboris constituens; omniaque spatii puncta, et quo-
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rumvis complexus hoc pacto ad unum aliquod certum spatii punctum
fixum revocantur.

Ex. gr.

1. Moveatur recta A circa punctum suum aliquod a in plano 22 sem-
per porro, ita ut punctum b ipsius 4 percurrat peripheriam radii ab
toties quoties libuerit; dicaturque nomine generali # longitudo vie
puncti b: interea autem moveatur punctum aliquod ¢ e certo puncto
ipsius 4 in ipsa eadem recta mota .4 certa lege, ut nempe y dicta via
puncti ¢ in A4, sit y = flu); queritur dato f(x) via ipsius ¢ in plano?

2. Ita si recta pa moveatur in recta eadem continuata, circulum cen-
tri p radii pa secum ferendo in eodem plano, ita ut interea punctum
certum peripherie in ipsa peripheria certa lege moveatur, ut sit nimi-
rum via eius = /'(x) pro x denotante viam puncti p in recta dicta. Ex.
gr. si /7(x)=x, describi cyclois (ut Tom. I. pag. 356/ poterit, si punctum
motum b fuerit.

3. Ita potest p, centrum circuli (; in peripheria circuli alicuius mo-
veri, circulum C circa centrum interea certa lege motum in eodem
plano secum ferendo; et via puncti certi peripheria ipsius (' queeri
Imo etiam circulus, in cuius peripheria p est, interea lege certa moveri
potest.

4. Aut si planum 2 circa rectam certam 4 in /7 cadentem move-
atur semper porro: vie, quam certum aliquod punctum p ipsius /2 de-
scribit, longitudine generaliter # dicta; et moveatur interea certa lege
punctum b ipsius 4 in 4, perpendicularem B ad A in P secum ferens,
distantia ipsius b a certo puncto determinato a in eodem pro omni-
bus b) generaliter x dicta; atque moveatur interea punctum ¢ ipsius &
certa lege in B, recta ¢b (quocunque perveniat ¢) generaliter y dicta;

nempe ut sit
x=alu et y=20b(x);

queeritur via puncti ¢ in spatio?
Manifesto per u, x, y quodvis spat .
demissa enim ex p ad A4 perpendiculari, hec erit y

ii punctum p determinari potest:
aut in a aut in plagam
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inde aliquam cadens, et verso circa 4 plano /22 donec ad p perveniat,
eousque p certam viam z describere potest.

5. Ita si certum punctum a rectee 4 in 2 immobile cadentis fixum
sit; atque e certo puncto b ipsius 4 sit 5 perpendicularis ad 4 in
eodem plano /7 et e certo puncto ¢ ipsius /5 sit C' perpendicularis ad
planum 77; atque dum punctum b movetur porro in 4, perpendicula-
rem 5 ad A4 in plano P secum ferens, interea moveatur certa lege
punctum ¢ in B, rectam C ad planum /2 semper perpendicularem secum
ferens; atque interea in hac ipsa C quoque moveatur punctum 0 lege
certa: queritur pro datis huius compositionis motus (non virium) legi-
bus, via puncti 0 in spatio? Si ex. gr. ab generaliter x, bc generaliter y,
et ¢0 generaliter z dicantur, atque x, y, z semper ut coordinatas simul-
taneas intelligendo y sit = «(x), et z=/3(y); manifesto quodvis spatii
punctum 2 per x, ¥, z determinatur; nempe ex p ad /7 missa perpen-
dicularis z dici potest, et e puncto illo ipsius /7 in quod perpendicula-
ris dicta cadit, ad 4 missa perpendicularis y, et recta inde usque ad a
dici x potest. Possuntque praeterea tam x quam y et z et positive et
negative accipi; nempe X ab a incipiendo in una plaga rectee 4 posi-
tive, in altera negative, ita ordinatee y ex 4 incipiendo in una plani /7°
plaga positive et negative in altera, atque ordinatee z ad planum 7 per-
pendiculares e /£ incipiendo in una spatii plaga positive et negative in
altera accipi possunt. Nimirum ex tomo l. pag. 28 determinationes, qui-
bus recte in recta aliqua (pro certo puncto eius fixo, atque certa con-
ditione (' accipiendi resultati) positivee a negativis distinguuntur, patent :
ita perpendiculares ad rectam 4 fiunt positivae aliee, aliee negativea, si
pro extremo ibidem dicto recta cuiusvis ad 4 perpendicularis, accipi-
atur parallela per id ad 4 in 72 ducta, atque in hanc ponatur initium
priorem excipientis; et pro resultato accipiatur distantia ab 4 extremi
rectee ad 4 perpendicularis postremo positee. Ita perpendiculares ad 7
alia positivae alie negativae fiunt, si per cuiusvis extremum ad /” super-
ficies parallela (pag. 19) ducatur, in qua recta priorem excipiens incipiat,
et pro resultato distantia a /2 extremi recte ad /° perpendicularis
postremo posita accipiatur.
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6. Potest etiam punctum b in recta 4 motum planum aliquod O ad
4 perpendiculare secum ferre, ita ut interea in Q motus sequens con-
cipiatur; sit s sectio plani Q cum certo plano fixo 2 in quod recta A4
cadit, et moveantur certa puncta in certis perpendicularibus ad s in 0
cadentibus, prouti omnia per x, nempe distantiam a puncto fixo a 1psius
A puncti b in recta 4 moti, lege certa determinantur : atque data hac
lege, complexus locorum, in quibus puncta in perpendicularibus dictis
mota ab initio motus sub punctis temporis expertibus omnibus sunt,
qualisnam sit, queri potest. Patet hoc pacto non lineam tantum, sed
superficiem quoque prodire, quum hzc complexus sectionum plani moti
O cum ea esse queat.

Imo possunt motus plures quoque vario modo componi, atque cam-

pus disquisitionum protendi.

N2

Notandum autem est, formas omnes, qualesvis prodierint linez aut
superficies, dum arithmetice considerantur, in quantitates respectivas et
quidem ad formam temporis reductas (Tom. I. pag 27/ mutandas esse
modo sequente.

Pro quavis linea simplici Z, cuius nulla pars recta est, intelligatur
recta 7; si quavis linea simplici e rectis composita, cuius extrema In
extrema ipsius Z, et puncta quavis ad que angulum habet, in L ca-
dunt, / dicta: queevis / sit <7, sed pro quovis @ detur tale /, ut
r—I{<w sit.

Ita pro quavis superficie simplici S, cuius nulla pz.n's plar?um est,
intelligatur illud rectangulum (Tom. I. pag. 288), quod 11me§ talis super-
ficiei simplicis e planis rectilineis, ex. gr. trian'gtillis., composuze. est, api-
cem cuiusvis anguli in .S habentis: ut superficiei eiusmodi ut dictum est,

limes alius eo maior non detur.

Hoc pacto omnes linez ad formam rect,
m reductee (Tom. I. pag. 27) compa-

ita omnes superficies ad

formam rectanguli altitudinis eiusde

rari arithmetice poterunt.

Bovryal, Tentamen. II.

FEE
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N LA

Recta cum omnibus eius proprietatibus primariis simul cum plano
axiomatice supponi solent ; at quaeritur, num ea pro axiomatibus adsumi
possint? Conceptus temporis quidem ad spatium translatus rectam pepe-
risse videri potest; attamen tropicam istam rei tam diversea translatio-
nem, externam adiuvisse experientiam indigitant tam definitiones, qualis
Platonis est a lumine petita, 7ecfam dicentis lineam cuius punctum
primum reliqua obumbrat, quam quea a puncto e certo loco alium pe-
tente est, observato tempore fatigioque minimo : nihil tamen magis ad
rectam perduxit, quam reflexio ad omne id, quod e corpore quiescenti-
bus duobus punctis eiusdem moto quiescit. Si quid pro axiomate adsumi
nequeat, illud e quo deduci potest, id implicite continere debet. Adsu-
mere itaque ea, ut fieri solet, aut sequente modo deducere, ius fasque
cuique est. Spatii quaquaversum infiniti filia primogenita est punctum,
dein sphaera, media quasi inter duo extrema. Spheera autem linea pri-
mogenita circulus est, dein recta; atque demum circulus cum recta
parit planum.

1. Pro fundamento linez uniformis simplicis in se redeuntis, quam
circulum esse patebit, positum est (pag. 7); pro recta construenda
fundamento ponitur sequens. Si M portio spatii circa duo sui puncta
revolvatur (pag. 7): idem A/ circa eadem duo puncta undevis @qualiter
moveri, atque uno solo quoad viam cuiusvis sui puncti modo revolvi
potest.

2. Hinc quiescentibus punctis a, b, omnia talia puncta ipsius M,
quorum quodvis circa a*b moveri (luxta pag. 7) potest, movebuntur
etiam simul circa a#b, si quod eorum moveatur: et quidem omnia viis
lisdem movebuntur porro usque ad reditum, quas singula percurrerent.

Atque hinc etiam nullum punctum ipsius M ex ullo loco p duabus
vils, una qua ex P moveri incipit, altera qua redit, plures habet, quibus
motum circa a*b incipere potest. Nam sint ex eodem puncto tres rami
«, 3, 7, In quorum quovis punctum ex P moveri quiescente a*b possit,
moveaturque in uno casu punctum ex p in ramo « incipiendo et per ;3
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redeundo: ramus y tum haud potuit percurri, nam incipiendo per « aut
redeundo per j3, punctum idem simul lineam qua ramus 7 ex P incipit
describere nequit; nec antea percurri y potuit, nam tum punctum porro
motum iam antea rediisset. Cogitetur iam schema totum ita poni, ut
punctum quod antea in p erat, extra lineam simplicem redeuntem pri-
orem in y cadat, simul a in a et b in b cadentibus: manifesto motus
idem circa a*b locum haberet (per 1), sed idem punctum annulum a
priore diversum describeret (contra 1).

3. Sit iam (Fig. 7.) sphara S centro € cum puncto ¢, dicaturque
superficies eius ', et fiat sphaera s e centro ¢ cum puncto &, huius
superficie s’ dicta: facile patet, nec totam spharam s in .S, nec totam
S in s cadere; nam si ex. gr. tota .S in s caderet, centrum & in super-
ficie s’ nudum haud inclusum maneret. Habet igitur tam s’ aliquid extra
S, quam S" aliquid extra s. Hinc autem necessario ipsis S’ et s’ aliquid
commune est; nam punctum e quovis puncto eius quod ex s extra S
cadit, usque in € veniens per S’ transire debet (pag. 6). Ita si pun-
ctum e quovis puncto ipsius S’ extra s cadente in ipso S’ usque in ¢
veniat, nisi ¢ circumcirca in S’ ininterrupte cingatur, punctum dictum
e loco extra sphazram s ad centrum eius absque transitu per s’ venire
posset. .

Exit igitur s ex S’ circumcirca ¢, idque manifesto generatione cir-
cumcirca zquali: adeo ut (pag. 7) quodvis exitus punctum p, sphaer}a
S circa ¢* € mota, viam simplicem in se redeuntem uniformem descri-
bere possit. NS

Idem de quavis sphezera centri eiusdem ¢ tali, quae priorl interior est,
patet; etsi cogitentur spheera omnes interiores us.que ad centrum com-
mune ¢, et annuli in S’ se invicem semper interm§ Llsqlle ad ¢ eundo
excipiant. Dicantur eiusmodi lineze uniformes simplices in se redeuntes,

i ult, rum generale sit 4.
quos circulos esse nondum constat, annwlf, et nomen eorum g

Imo idem de quavis sphaera centri eiusdem ¢ cum puncto quovis 1

. ; ;
: in
intra superficiem S’ cadente facta patet. Nam tum superficies .S totf?.
i i intra S’ in superficie
spheeram novam cadere nequit; namque 1 intra S’ cadens in supe
spheera nove esse non posset. Unde reliqua fluunt.
4*

P
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4. Atque hinc manifesto punctum e cuiusvis 4 puncto quovis O intra
annulum eundem 4 usque in ¢ in superficie S’ ita moveri cogitari po-
test, ut semper in superficiem spheericam centri ¢ interiorem veniat, et
in nulla uno plura puncta habeat, atque mota sphaera circa ¢+ €, annu-
lis descriptis linea dicta / circa ¢ in S’ porro moveatur, donec redeat.
Nempe punctum dictum in quovis loco ubi spheera centri ¢, sive ipsa s
sive interior, ex .S’ exit, annulo circa ¢*&€ gaudet per pracedentia;
adeoque omnia quoque simul moveri quiescente ¢ * € possunt.

5. Atque hinc, propter generationem superficiei spherica circum-
circa zqualem, e quovis puncto f ipsius §' datur linea /" priori / qua-
lis; atque /' circa ¥ in .S moveri potest donec redeat, annulos concen-
tricos prioribus @quales describendo.

Imo quum de spharis S et s demonstrata de quavis alia quoque
valeant: pro cuiusvis spheerae superficie datur linea, quae circa quodvis
punctum superficiel dictee in ea moverl potest, donec redeat, annulos
concentricos undevis @qualiter describendo.

6. Dari dimidia annuli eiusmodi ut dictum est, linez simplicis in se
redeuntis, duo puncta communia habentia, uti cuiusvis partis continua
eius duo dimidia punctum commune habentia dari patet sic. Concipian-
tur ex annuli puncto quovis duo puncta moveri in eo porro usque ad
reditum, temporibus quibusvis @qualibus vias eequales describendo, easque
ex eodem puncto diversas sed simul incipiendo: utrumque per alterum
transire debet; atque ubi hoc fit, vie utriusque @equales erunt; ita ex
arcus cuiusvis extremitatibus aequaliter motis punctis, priusquam quod-
vis in alteram extremitatem perveniat, occurret puncto alteri, et ibi
dimidium arcus erit (Tom. I. pag. 12. V. et Tom. II. pag. 6,

7. Accipiatur iam ex 4. (Fig. 7.) punctum quodvis f in primo annulo
A (Fig. 8. punctum ¢ cingente pro centro; et linea prior /=fc, cuius
una extremitas in ¢ altera in f sit, moveatur circa f in .S’ donec redeat:
manifesto pars viee cuiusvis puncti ipsius / cadet ab annulo in unam
ipsius S" plagam, altera in alteram; nam ut centrum f claudatur ab
annulo per punctum quodvis 0 descripto, necesse est punctum eius aliquod
p extra segmentum ipsius .S’ illud, in quo ¢ est, cadere; atque hinc via

.
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usque in 0 per  transire debet, et quidem in duobus saltem punctis
a [ ad extremitates arcuum utrinque 2qualium ; nam annulus dictus cum
annulo 4 unum solum punctum commune habere nequit; nam tum ex
hoc puncto usque ad f aut linea simplex esset, aut non; et in neutro
casu esset annulus dictus linea simplex rediens. Erunt igitur annuli hu-
ius transitus per annulum 4 ipsi f proximi duo supra dicti.

Accipiantur porro quorumvis arcuum ab A in plagam non ¢ (id est
illam in quam non cadit ¢), meditullia (per 6; atque tum fiat idem cen-
tro in meditullium arcus illius posito, qui ab annulo (centro F per ex-
tremitatem lineae fc in S' descripto) e duobus punctis ipsius A ipsi f
proximis in plagam non ¢ ipsius S’ cadit; atque idem continuetur in
infinitum ; nempe casus idem redit semper, nisi quod centrum in primo
A ubivis eligere liceat, postea vero in quovis novissimo 4 arcus extimi
meditullium pro centro accipiatur, et idem repetatur in infinitum.

Complexus omnium eiusmodi meditulliorum continuum, imo linea
simplex est, ut statim patebit. Insistit autem linea hac primo annulo
utrinque @qualiter ; atque e quovis puncto annuli eiusdem, linea eius-
modi per generationes zquales circumcirca et utrinque squaliter deter-
minatee promanant. Unde etiam patet, quod si e quibusvis duobus pun-
ctis annuli primi promanantes eiusmodi linez secent se invicem, crura
semet secantia, ob generationes utrinque zquales, zzqualia erunt. Patet
etiam partem quovis novo A generatam parti sequente A generatee,
item ob generationes zquales, ®qualem esse.

Complexum punctorum dictum continuum esse vel ita patet. Acci-
piatur complexus « punctorum innumerabilium, qua per quodyvis aliquod
A, centro in eo posito, generantur usque ad arcum aliquem £ inclu-
sive, et inde complexus 3 punctorum item innumerabilium usque ad

arcum extimum generatorum : puncta ipsius /3 In arcus post £ se invi

cem continuo excipientes cadunt, qui simul sine £ cogitarl nequeunt,
uti complexus priorum ipsum o constituentium ; itaque et ;3 gaudet pun-

cto in arcu 4, quod quum solum sit, tam 1psi « quam Ipsi 3 com-

mune est. al v
Sed preaterea quoque e cuiusvis A arcus superioris meditullio pun-
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ctum per omnes arcus concentricos superiores, id est supra praccedens
A cadentes, usque in centrum moveri potest; et quidem ita ut per cu-
iusvis arcuum illorum punctum quodvis datum transeat: intuitu patet,
idem simplicissime per meditullia arcuum fieri posse.

Est etiam linea simplex: nam e nullius arcus meditullio tertius ra-
mus dari potest; quia is per arcus praecedentes aut sequentes ire deberet,
in quorum quovis nonnisi unum punctum ramis duobus commune datur.

8. Dicantur Z linez eiusmodi, que ex omnibus punctis annuli primi
utrinque equaliter insistentes, et semper porro utrinque aqualiter, atque
omnes circumcirca quoque per generationes zequales zequaliter deter-
minatee sunt.

Aut dantur duze tales Z, quae punctum commune habeant, aut nulle
duze dantur, quee punctum commune habeant. Posterius fieri nequit:
nam tum portio illa ipsius S’, quae supra quodvis 4 usque ad arcum
superiorem novi 4 est, imo totum .4, innumerabilibus vicibus repetere-
tur in ipso §'; adeoque .S’ non esset quantitas finita (Tom. I. pag. 35),
de quo plura inferius.

Nempe tum (per pag. 26) spheera .S’ circa ¢* € mota, movetur tota
L, omnibus punctis annulos se invicem excipientes describentibus.
Quod annulus puncti cuiusvis in linea Z ulterius generati ulterius
situs sit, patet inde, quod si ab aliquo annulo sequentes aliquamdiu
regrederentur, id aut statim post annulum centri alicuius A4 iuxta gene-
rationem dictam fieret, aut post meditullium arcus alicuius supra 4 ge-
nerati; prius fieri nequit, nam tum punctum aliquod ipsius L ob gene-
rationes utrinque zquales intra, non extra praecedens A caderet; nec
posterius fieri quit, tunc enim e centro prius dicto spheerica superficies
exterior cum aliqua interiore aliquid commune haberet.

Atque per hoc adhuc simplicius patet superficiem sphericam, si
nullee linee L secarent se invicem, quantitatem finitam non esse. Potest
enim e centro cuiusvis 4 in S’ describi talis annulus interior ipso 4,
qui (luxta Fig. 9.) nec cum ibidem przcedente nec cum sequente quid-
quam commune habeat. Quod cum per generationes zquales semper
porro locum habeat: annulus dictus innumerabilibus vicibus repetetur.
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Si igitur superficies spheerica quantitas finita sit: necesse est duas
lineas L se invicem secantes dari. At si duz dentur, omnes se invicem
in eodem puncto secabunt. Nam sit (Fig. 10.) ab arcus is primi annuli,
€ cuius extremitatibus promanantes linee Z concurrunt; linea Z e me-
ditullio q arcus ab erecta quoque per p transibit: nam sit bq = br, adeo-
que ab=qr, et br=r1t, adeoque bt= ba, (posito ab esse dimidio primi
annuli minus, quum si ab dimidium annuli sit, res pariter facile pateat);
lineee L ex r et q, ita ex b et t erecte concurrent, eruntque singula
@quales propter generationes aquales. Hinc autem linea Z ex t erecta
necessario in p cadit; atque ut lineae L ex r et q erecte occurrere
possint, aut prior vel posterior transibit per bp, aut prior per pt, vel L
ex ( erecta per ap transibit: quodvis horum fiet, si punctum transitus
p sit; sed inter p et f, aut inter p et a transitus fierl nequit; nam si
ex. gr. L ex r erecta inter p et t transiret, idem transitus punctum
etiam ipsi bp commune esset; si vero L exr per bp inter b et p trans-
iret, punctum idem et linez ex ( erectze commune esset: et linee L
ex r et ( erectze usque ad punctum concursus essent ipsa bp minores.
Necessario igitur in eodem p concurrent.

Atque hinc colligitur, bisecando arcus in infinitum, atque circum-
circa transferendo: ex omnibus annuli primi punctis omni dabili pro-
pioribus erectas lineas Z omnes in eodem J concurrere.

Unde si sphzra .S moveatur circa ¢ * €, puncto in annulo primo porro
moto, simul cum toto linearum Z e punctis bisectionum erectarum sche-
mate : nullum tempus erit, quo punctum p viam describat ; nam ab initio
motus quodvis temporis punctum cogitetur, iam antea punctum. in an-
nulo motum per innumera puncta transiit, pro quibus schema linearum
L dictum in p fuit. .

Consequenter sphaera S circa ¢+ & ita moverl potest, .ut p quiescat.
Atque hinc (per pag. 26), si .S circa ¢+ € moveatur, ].? .qmes.cere. debeF.

Omnia dicta autem ad quemvis annulum superficiei cuiusvis appli-

cari manifestum est, si puncto quovis elus pro centro accepto, cum
ant annuli concentrici tales, quales e quo-

linea quadam interna annuli fi =l
er dari dictum est.

vis spheerae illius superficiei puncto aqualit
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9. Atque hinc superius (pag. 27) segmentis omnium s in S cadenti-
bus generaliter s” dictis, cogitetur in omni s” punctum illud, in quo
linee 7., ex annulo ipsi S et illi s communi, in illo s” generata con-
currunt: complexus omnium eiusmodi punctorum simul cum ¢ et &
lineam simplicem esse ut supra (pag 29) patet. Sed manifesto etiam
sphaera .S circa ¢* € mota, cuiusvis s” punctum quodvis prater punctum
dictum in ea (pag. 7) movebitur; atque hinc omnia s" (pag. 26) move-
buntur, et tota linea dicta quiescet mota sphaera S circa ¢* €.

10. At vero in .S quoque ex annulo egressus extimo antea genera-
tum p quiescebat mota .S circa ¢+ &; atque si pro centro p eadem fant,
quee ab altera parte centro ¢ facta sunt, prodibit linea ¢&p quiescens
mota sphera circa ¢ E.

Imo quavis alia duo puncta linee dictee accipiantur, motus dictus
sphaere S quiescentibus iis peragebatur: itaque (pag. 26) circa quavis
duo puncta dicta motus idem est.

Sed nec ullum punctum spheerae S extra lineam dictam cadens qui-
escit: nam illud aut intra segmenta extima ex ¢ et p generata, aut inter
illa cadit; atque tale circumcirca aqualiter determinatum gaudet annulo
(per pag. 7). Si vero in aliquo motu circa duo puncta annulo gaudeat,
circa eadem duo puncta (per pag. 26) semper eundem annulum de-
scribet.

11. Patet porro inter quaevis duo spatii puncta dari lineam eiusmodi:
nempe accipiatur unum pro centro, ﬁatque sphaera cum puncto altero ;
atque applicentur de spheris S et s dicta. Atque hinc etiam patet rec-
tam e quavis portione spatii finita egredi e quovis puncto eius, quum
possit generari spheera ex eo puncto, totam portionem includens.

12. At queeritur, num e centris spheerarum quarumvis inaqualium
generatee, centris coincidentibus, congruere possint usque ad superficiem
sphara minoris 7 Omnino; nam (Fig.11.) feratur minor in alteram cen-
tro in centrum & maioris posito; sitque linea KEXK' in spheera maiori
hac circa H# K’ mota quiescens; transeat haec per superficiem minoris
in ¢*¢. Mota spheera maiore circa K * &, omne prater lineam HX' mo-
vebitur, perageturque motus quiescentibus ¢, €; itaque tum et sphaera
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interior circa ¢+ € movebitur ; adeoque (per pag. 26) idem inter ¢ et €
quiescet quod antea.

13. Hinc etiam linea talis continuari e quavis spheera in aliam quamvis
maiorem utrinque potest ; neque intra ullius sphaerae superficiem detinetur.

14. Si porro cuiusvis linez eiusmodi unius extrema a, b et alterius
a, b’ sint, atque a in a’ et b in b’ simul cadere queant ; congruentibus
extremis et linea ipsz coincidunt.

Nam feratur ad € linea ab simul cum sphaera illa, in qua generata
est, sive in centrum eius cadat a aut b sive non, atque ponatur a in €;
fiatque spheera centro € sphzeram allatam includens, et eodem centro
a fiat spheera puncti b. Manifesto linea eiusmodi ut dictum est, qua
dicatur Z, in sphaera reliquas duas includente e centro € generata, per
superficiem spheera puncti b e centro eodem & generate transit in ali-
quo puncto f; moveatur 4 circa € simul cum spheera maiore, donec
in b cadat ; atque tum moveatur sphzera eadem maior quiescentibus punc-
tis b, a; movebitur etiam sphera allata inclusa, quiescentibus iisdem
b, a; adeoque inter b et a linea eadem quiescet, qua motu solius
sphara allatee quiescentibus iisdem punctis quiesceret. Itaque linea allata
ab coincidit cum linea spheare maioris inter a et b quiescente. Pariter
adferri linea a’ b’ simul cum sphzera illa, in qua generata est, potest a’
in € posito : atque manifesto et a’b’ eidem congruet, cui ab congruebat.

15. Hinc etiam patet lineam eiusmodi redire non posse: nam tum
puncto uno, unde duo puncta diversis viis profecta porro' moverentur,
et altero, ubi prima vice sibi mutuo occurrerent, communibus, uterque
ramus inter eadem duo puncta coincideret.

16. Sed linearum priorum (in 14) continuationes quoque, nempe con-

tinuatio e centro spheerz allate et continuatio e centro &, coincidunt.

Nam si prioris punctum p extra lineam ex &€ prodeuntem utrinque 1in

1 ¥ h: s
infinitum continuatam caderet, spheera puncti p e centro € habeat punc

i jore ¢ 2 i spheera tam sphaeram
tum p’' cum linea posteriore commune: fiatque sp p

i iescenti ' quies-
hanc quam allatam includens; mota hac quiescentibus a, b, et p'q

itur ; i set, si p in continuationem
cet, p autem movebitur; quod fierl non posset, S1 f

primam caderet; tunc enim quiescentibus a, b, et p quiesceret.

w

Bovryai, Tentamen, II.
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17. Denique /inea dicta (per pag. 8) recta est. Nam (Fig. 12., 13.)
quaevis duo puncta q et v fuerint illius (utrinque continuatee in infinitum),
omnia spatii puncta eorundem unica complectetur. Etenim quodvis punc-
tum linese dictee ipsius q#*1r unicum est, nec ullum aliud spatii punctum
elusdem q#r unicum est.

Namque sit quodvis punctum p linez dictae : nullum punctum fa p
diversum tale datur, ut

Q*r*xp=qx*r*f

Esset enim  aut in linea ipsa aut extra eam: neutrum fieri potest. Nam
si f in lineam cadat, aut in aliquod ipsorum q et r caderet, aut inter
ea, aut extra ea: atque etiam p pariter cadere potest.

Si p in v (aut q) cadat, patet nullum f a p (aut q) diversum dari:
itaque tantum casus alii considerantur. Sit prius p inter q et r; tum Ff
aut etiam inter q et r in ¥ aut {, aut extus ‘cadet, ‘ex. gr. in . Si in
P’ caderet, tum ut

. q*rxp=q=*r*l
sit,

qF=qp

esset (pars toti); pariter si f in ¥’ caderet, tum

qt'=qp
esset. Si vero f in ¥ caderet, tum

at"=qp
esset (pariter pars toti. Nempe per dicta e quovis puncto linea talis
@qualiter incipiens eequaliter quoque continuatur.
Si vero p extra qr, ex. gr.iin p’; cadat (Fig. 13.): tumf aut in
aut in " aut in ¥ aut in " cadere deberet, quum manifesto in ipso-
rum p, g, v nullum cadere queat. In ¥ cadere nequit, quia tum

ap'==qF

esset; neque in ) quia tum
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p'==qt’

esset; nec in F” cadit, quia
rf”’i rpl

(pars @qualis toti) esset; neque in ¥ cadit, quia tum esset
= p'=rq+qp,
et
qp’i qu/z rq i I‘f”",
et hunc valorem substituendo ipsi qp’ in zquatione priore, esset
tf""=1rq +rvq -+ "
Sed neque extra lineam dictam datur tale F, ut

Q*rxp=q=*r=f

Nam fiat e centro spheere, in qua linea dicta generari ccepit, sphara
punctum f includens; quiescentibus r, q, p mota sphaera hac, movebitur
 (pag. 32); si vero q in q et r in r cadentibus p in F cadet, p cum P
circa r#q moverl poterit, quod antea quievit (contra pag. 26).

Sed nec ullum spatii punctum f extra lineam dictam cadens ipsius
qQ*r unicum est; quum sphara plane dicta circa q*r mota, et illud
moveatur, adeoque in alia sque posita puncta veniat.

Est igitur linea dicta plane complexus omnis puncti, quod quorum-
vis duorum punctorum eius unicum est.

Si non recta e rectis aut aliis lineis constet, facile patet non quo-
rumvis duorum punctorum adesse quodvis punctum unicum.

18. Recta etiam guantitas est. Nam quaevis partes continuz eius
accipiantur ; et ponatur una extremitas unius in unam alterius; fiantque
spheera centro in eam posito cum extremitatibus alteris : prodibunt duze
partes in sphera interioris, nisi utraque eadem sit, superficie terminatee,
quarum extrema, adeoque et ipsa, congruere possunt.

19. Recta potest in se porro moveri. Nam e quovis puncto p, per
dicta, ®qualiter continuatur in infinitum.

20. Planum quoque hinc facile construitur modo sequente. Patet
generatione circumcirca aquali, per quodvis punctum circa duo puncta

5*



36 ELEMENTA GEOMETRIAE.

usque ad reditum porro motum, describi lineam simplicem in se redeun-
tem talem, quee et ipsa, ut recta et superficies sphaerica erat, quantitas
est, atque etlam e quovis puncto sive antrorsum sive retrorsum aqua-
liter determinatur.

Accipiatur queevis talium annulorum (Fig. 14.); sitque (per pag. 28)
in punctis a, b bifariam divisus, et dimidietas adb sit in O bifariam divisa ;
atque sit rectze ab meditullium in ¢ : erit, ob generationes utrinque zqua-
les, forma e rectis ¢d et ca composita formae e rectis ¢d et cb compo-
site @qualis, adeoque recta Oc est perpendicularis ad ab in ¢ (pag. 15);
et quodvis rectae ¢d punctum extra rectam ab utrinque infinitam cadit.
Fiat spheera e centro ¢ totum schema includens, et moveatur circa a*b
sive rectam ab utrinque infinitam : quodvis punctum rectae ¢ describet
annulum, qui propter generationes utrinque aequales utraque facie sibi
congruere potest, (quod de antea dictis nondum constat.. Cogitetur iam
recta ¢d in quovis loco sua vie continuata per O in infinitum ; erit com-
plexus omnium earum superficies circumcirca infinita et circumcirca et
utrinque @qualiter generata, ut circa ¢ in se moveri, facieque utraque
sibi congruere queat, atque spatium in duas plagas aequales dividat.

Est autem superficies ista planwum. Nam queevis duo puncta 2 et 3
sint eius, quodvis punctum € ipsius A* B unicum in rectam AV utrin-
que in infinitum continuatam cadit. Recta AV vero necessario in su-
perficiem dictam cadit: cogitetur enim in generatione huius, recta
0 versus O infinita, ex 2l versus B usque in B per annulum plane
dictum mota; nisi per JUB transeat, aut cadet ab una aut ab altera
parte ; neutrum vero fieri potest; nam si quod fieret, et alterum fieri
deberet. Et idem de continuata A3 patet: accipiatur nempe sphera e
centro ¢ radii maioris quam recta quaevis, que a ¢ ad AUB est; exibit
ex hac spheera utrinque tam recta A3 quam O versus 0 infinita; unde
reliqua patent. Posset etiam brevius dici, quod si ex uno puncto super-
ficie1 ad aliud ducta recta in unam plagam caderet, in altera quoque
esset, et inter duo puncta duz rectae fierent.

22. Unde etiam patet rectam JB etiam utrinque infinitam in planum
cadere, si puncta A, B in eo sint.
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23. Sed queeritur, num per quaevis tria puncta A, B, & etsi non
in recta sint, planum detur ? Omnino: nam AU+ B (ex Fig. 15.) in pla-
num dictum poni potest, A in ¢ (Fig. 14.) posito, acceptaque ex ¢ ver-
sus b recta rectee AV xquali. Si iam € non in eo plano esset: fiat e

centro ¢ cum puncto & sphaera, sitque ex. gr. recta
el =cb=ca;

manifesto sphaera radii ¢€ e centro ¢, per planum in unum dimidium
superius alterum inferius dividetur; atque mota sphera circa ab, quod-
vis superficiei sphaericee punctum praeter a et b, dimidium annulum su-
perius et alterum inferius describet; atque ubi punctum & transit, ha-
betur petitum.

24. Imo etiam per eadem tria puncta 2, B, € non in recta sita
nullum aliud planum poni potest. Nam in pracedentibus A in ¢ et 8 in
b positis atque € in planum ibidem generatum cadente, ponatur quod-
vis aliud planum (imo eiusdem plani pars alia) per 2*B*&; nullum
punctum p (Fig. 15.) unius extra aliud cadere poterit. Nam recte UAJ,
BE et AL, extremitatibus earum in utrumque cadentibus, et ipse in
utrumque cadent totee. Sit iam p in uno eorum, cadet aut supra lineam
compositam ex AL, €B et continuationibus rectae AV ex A ad leevam
et ex B ad dextram, aut infra eam. Si supra eam cadat, tum recta pq
transit per lineam compositam dictam ; si per continuationem alterutram
rectae AV iret, tum et transitus et g, adeoque et p, in AV infinitam
caderet ; si per AL vel €B eat, fiat id in F; tum recta fq utrique plano
communis, et continuata punctum P complectens in utramque incidet.
Si vero infra cadat in p' vel p”, recta e quovis horum usque ad p, iam
utrique commune, transit per lineam compositam dictam ex una plaga
in alteram ; et item duo puncta, adeoque recta per ea, utrique plano
communia erunt.

25. Manifesto etiam (in Fig. 14.) 0¢ ex ¢ continuata in planum (pag. 36)
primo generatum cadit; atque planum, ob generationes utrinque qua-
les, in duas plagas equales dividit: atque quum queevis plani /” recta
in ¢d simul cum plano £ ita poni possit, ut > cum plano primo
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generato coincidat: planum quodvis per quamvis rectam in ea sitam
in duas plagas, inter se omnes prioribus zequales, dividi patet. Imo evi-
dens est, quovis plani puncto in idem dictum ¢ posito, et congruentibus
planis, circulos quosvis radiorum @qualium zquales esse; atque etiam
punctum in plano motum, ipsum planum in eodem plano secum ferre
posse.

26. Ita formas duarum rectarum angulares congruere, si arcus e ver-
ticibus radiis eequalibus inter crura descripti equales sint, circulo facto
patet; necnon omnes rectorum angulorum formas equales esse; ita ex
uno puncto recte in plano unam solum perpendicularem dari; et sum-
mam angulorum in una plaga ad rectam circa punctum ¢ positorum
esse = 2/¥; atque conversim duas rectas, ¢ commune habentes, in una
recta esse, si summa angulorum in una plaga sit =2/, per K rectum
intelligendo.

27. Patet etiam planum quantitatem esse: nam quacunque duz por-
tiones eius acciplantur, ponatur utriusque punctum aliquod internum in
dictum ¢, ita ut portiones ipse in planum primo generatum incidant:
circuli, recta illa qua e ¢ usque ad perimetrum nulla minor est pro

radio accepta, congruent; et (Tom. I. pag. 25) locum habet.

SSLE

1. S7 recta cum recta aut plano aliquid commune habeat, id nonnisi
punctum est: nam si duo puncta communia sint, recta in alteram con-
tinuatam in infinitum, et pariter in planum incidit.

2. Planum vero cum plano, si utraque infinita concipiantur, awuf
nihil commune, aut rectam infinitam communem habent. et tam recta
quam planum, sive rectam sive planum secantia, transeunt in pla-
gam alteram. Nam (Fig. 16.) secet recta ab rectam bq; nisi transeat
in plani per abq determinati plagam alteram, necessario aliquorsum in
bt cadet; cum qp enim nullum punctum praeter b commune habet, quia
tum tota incideret. Itaque abf recta esset; atque tam 3 quam a—;3—+y
dimidia peripheria radii bf esset.
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Hinc ab per planum etiam transit, si b cum eo nec quidquam aliud
commune habeat : si enim in eadem plaga maneat, manifesto pro quo-
vis puncto q plani in b secti casus preecedens erit.

Hinc etiam si duo plana 72 et p punctum b commune habeant: fat
e quovis puncto a ipsius p tali, quod ipsi /2 commune non est, recta
ab ; transibit ista per 2 per praecedentia; fiat tum semicirculus in plano
p radio ba centro b; transibit is per /°; atque recta per punctum hoc
et punctum b tam in /2 quam in p incidet; nec ullum punctum pre-
terea commune utrique est, nam tum utraque coinciderent. Patet simul
planum p quoque transire in alteram plagam.

3. Ad rectam e quovis eius puncto perpendicularem dari patet ex
Fig. 14. pag. 36); uti etiam e quovis plani puncto dari rectam ad
planum perpendicularem ; quum quodvis planum, puncto quovis in ¢
posito, primo ibidem generato congruere queat.

Sed quamvis e quovis puncto tam ad rectam quam ad planum dari
perpendicularem, inferius demonstretur : duas ex eodem puncto perpen-
diculares ad eandem rectam, aut idem planum, diversas non dari facile
patet; nam tum due ille recte cum recta duo illa puncta in qua per-
pendiculares caderent connectente, tale triangulum efficerent, cuius ad
basim uterque angulus rectus esset. Hoc autem fieri nequit; quia si
duze recte in eodem plano ad eandem rectam in eadem plaga concur-
rerent, idem ob generationes utrinque aquales et in altera fieret; ade-
oque recta utraque propter duo puncta communia coincideret.

4. Interim si recta ad Oc et tc ([ig. 17.) duas plant rectas perpen-
dicularis fuerit, erit ad omnes adeoque ad planum per ¥cO determi-
natum ipsum P perpendicularis. Nam sit cp L ck, et cq L c0; moveatur
fcp circa B¢ porro donec redeat, ita dcq circa Oc; via ipsius ¢p erit (per
pag. 36) planum A complectens omnes perpendiculares, qua ex ¢ ad fc
fieri possunt; ita via ipsius ¢q erit planum () complectens omnes per-
pendiculares ex ¢ ad dc. Datur autem ex ¢ perpendicularis ad planum /7;
atque ea tam ad fc quam ad Oc est perpendicularis. Sed eiusmodi recta,
quze ad B¢ et dc simul perpendicularis sit, nonnisi una datur, nempe
sectio planorum A et Q; adesse enim perpendicularis ex ¢ ad fcin K,
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et perpendicularis ex ¢ ad ¢ in O debet; adeoque illa quae tam ad fc
quam ad Oc¢ perpendicularis est, tam in K quam in Q adesse, id est
utrique communis esse debet. Consequenter recta ad f¢ et O¢ simul per-
pendicularis, est ipsa ad /2 perpendicularis.

5. bist etiam planum quodvis p, tn quod perpendicularis ad P
cadit, ad P perpendiculare. Nempe angulus duorum planorum genera-
tur modo sequente: sint (Fig. 18.) ad rectam ab perpendiculares aequa-
les O¢, fe in eodem plano P, atque ac=Dbe; et moveatur plaga plani
superior circa a*b porro donec redeat; describent puncta 0, { simulta-
neos arcus aquales circulorum radii sequalis, propter generationes omnino
aquales. Ita si gh | ab, atque accipiatur pg=eq, erunt moto schemate
circa pxq vie punctorum h et { simultanea 2equales, ob generationes
aequales: sed f eodem modo movetur, sive ax*b sive pxq quiescant,
quum omnia simul quiescere debeant. Consequenter omnium perpendi-
cularium @qualium extremitates arcus simultaneos aequales describent,
Est autem (pag. 15) quantitas anguli planorum via eiusmodi; qua si
quadrans sit, erit (pag. 17) planum ad /7 perpendiculare. Patet hinc
quantitatem anguli planorum esse quantitati anguli perpendicularium e
quovis puncto sectionis eorum aequalem.

6. Oritur autem anguli cuiusvis tam duarum rectarum, quam duo-
rum planorum, per transitum cuiusvis in alteram plagam suus verticalis :
quos pro lineis rectis sequales esse vel ita patet. Sint anguli hi vertica-
les # et v (Fig. 19.): si hi, moto 3 circa ¢ donec extremitas arcum o
describat, non sint aequales, erit unus ex. gr. #>> altero v, nempe y>d
pro radiis « et /o @qualibus. Fiat z=20; erit per generationes zquales,
si « moveatur (in eodem plano intelligendo) circa ¢, donec arcum z =0
describat ; erit z quoque <C arcu quem extremitas ipsius /3 interea de-
scripsit. Est vero manifesto arcus hic < d, propter transitum rectae per
rectas (3, ¢ in plagam alteram. Consequenter esset z, quod =d est,
minor arcu ipso o minore. Pariter patet, si v>>u esset; et pariter de
altero verticalium pari. .

Atquerectis productis, quorum angulusrespectu quantitatis angulo plano-
rum aequalis est : manifesto etiam anguli planorum verticales zquales sunt.
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7. Plani per centrum sphzere positi sectionem cum superficie sphae-
rica circulum radii radio sphare wqualis, circulum maximum dictum,
esse (ex pag. 36) patet; quaevis duo plana autem per centrum ¢ posita
se invicem in recta e centro eunte secare, cuius punctum J in super-
ficlem spheara cadens circulis maximis e centro in utroque plano de-
scriptis commune est; et patet rectam eandem, utriusque plani secti-
onem, continuatam alterum quoque eorundem circulorum punctum
commune prabere.

8. Angulus vero circulorum maximorum sphera quantitas respectiva
fit per arcum, quo quantitas anguli planorum, in que circuli illi cadunt,
exprimitur. Si igitur (Fig. 20.) a puncto p supra tabulam sito in duobus
circulis maximis quadrantes accipiantur, pa in uno et pb in altero: cir-
culi maximi arcus ab exprimet angulum eorum; nam pc sectio plani
pca cum plano pch est, et propter quadrantes pa, pb anguli pca, pcb
recti sunt.

9. Hinc etiam arcus circuli maximi ad arcum ab perpendiculares
in extremitate quadrantum concurrent, in ita dicto polo circuli cuius
ab arcus est. Nam pc est ad ac et bc simul perpendicularis; adeoque
ad totum planum abc perpendicularis est; itaque (pag. 40) et plana acp,
bcp sunt ad planum abc perpendicularia, adeoque angulus quadrantis
utriusque cum arcu ab rectus est. Consequenter arcus ex a et b ad ab
perpendiculares in p concurrunt. Patet autem schemate circa pc moto
arcum quemvis per a describi posse, et perpendicularem circulum e
quovis arcus ab puncto unum solum generari.

10. 57 vero plana P et O se invicem ad angulum vrectumn secent
in recta ab: e quovis puncto p ipsius P ad ab demissa perpendicula-
ris est perpendicularis ad Q, atque e quovis puncto 1psius ab erecta
ad Q perpendicularis in P cadet. Nam sit pb | ab; ducatur in plano
O ad ab perpendicularis bt; erit angulus pbf rectus, quia 2.1 O; adeo-
que pb ad duas plani Q rectas nempe ab et b perpendicularis, con-
sequenter etiam ad ( perpendicularis est.

Quecunque perpendicularis autem fuerit ex a ad planum 0, illa in
planum 2 cadit; nam si extus caderet, ex eodem puncto a dua essent,

6
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quia per prazcedentia perpendicularis ex a ad ab in 72 cadens est ad O
perpendicularis.

11. Denique s7 duo plana P et p secent se invicem, el utrumqie
perpendiculare sit ad planum O, sectio priorum ad Q cst perpendi-
cularis. Nam si P 1 O et simul p 1 O, sit 4 sectio planorum £ et O,
et a sectio planorum p et Q; secabunt A et a in O cadentes se invi-
cem; quia nisi secarent, nec plana ex 4 et « ad O perpendicularia
secare se invicem facile patet. Sit sectio rectarum 4 et @ in a, perpen-
dicularis ex a ad Q cadit per precedentia tam in /> quam in p, adeo-
que in sectionem solam planorum /2 et p, cui a commune est.

12. Quoad angulum quem recta ac facit cum plano Z° in quo centro
¢ sit descriptus circulus radio bc, supposito (sed inferius demonstrando)
hypotenusam esse catheto maiorem, et rectis crescentibus e quovis
puncto eodem extra peripheriam ad eam ductis, angulum ad centrum
crescere : facile patet, nisi ac L 2 sit, esse angulum ach minimum (pag. 16).
Nempe sit b punctum, in quod perpendicularis ex a ad /2 cadit;
erit cathetus bc<C hypotenusa ac; tum radio bc descripto in 2 cir-
culo, erit quivis angulus dca>bca; nam concipiatur a omnino supra
planum Obc; erit in triangulo rectilineo abd angulus ad b rectus, quia
ab_L 72; atque hinc hypotenusa ad > ab. Concipiantur iam duo trian-
gula nempe abc et adc, et ponatur ¢ in ¢ et a in a, atque vertatur tri-
angulum utrumque (Fig. 21.) in eandem a recta ca plagam in /7°; patet-
que per supposita, esse angulum ach<<acd.

§. 16.

Sed dicendum etiam (pag. 9) de planis et rectis se invicem, etiamsi
in infinitum producta sint, non secantibus est. Si (Fig. 22.) recte ac et
bd ad rectam ab, sive in eodem plano sive non, perpendiculares fuerint,
nullum punctum commune habent (pag. 39); pariter si cabd circa ab
usque ad reditum moveatur, plana per rectas ac et bO, etsi infinitae con-
cipiantur, descripta nullum punctum commune habent; nam ibi aliqua
recta ac et aliqua bd producta secarent se invicem,
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Patet etiam, quod si duo hac plana per tertium secentur, recta
illee, in quibus hoc priora secat, in idem planum tertium cadant, nec se
invicem secent; quia tum duo priora punctum illud, in quo he se invi-
cem secarent, commune haberent.

I. At queritur, num per punctum a solum planum prius detur, quod
planum inferius nempe viam rectee b0 antea dictam haud secet? Atque
hac quastio eo redit, num per a sola recta ac detur in eodem plano
rectam bd non secans?

Aut solam rectam solumque planum in aliquo casu, aut innumera in
omni casu dari patebit.

II. Moveatur ab (efficiens cum recta bd angulum 7, qui sit ex. gr.
= R, denotante A rectum) circa a (Fig. 22.) per quadrantem usque in
ac; aliquamdiu secabit ab tam quadrantem quam rectam b0 semper
porro, in ac perveniendo autem non secat; dari igitur punctum aliquod
ultimum p quadrantis debet (per Tom. I. pag. 20), per quod recta ex a ducta
talis est, ut queevis alia interior secet rectam bd; illa autem ipsam non
secat, quia id in puncto aliquo rectz bd esset, et recta bd e recta se-
cante in plagam superiorem transiens, innumera puncta haberet, in qui-
bus a recta circa a ulterius mota secari posset; adeoque recta ap non
esset ultima earum, intra quas quaevis secat rectam D). Itaque ap est
primo non secans. Sed queritur quantitas anguli #, nempe arcus byp?

Axiomatis Euclidei undecimi sensus est, quod si ad quantaevis
rectae ab extrema, in eandem plagam, rectee ac et b ponantur, guan-
tavis fuerit summa angulorum internorum u et v duobus rectis minor,
et utvis partita: recte ac et bd se mutuo secant.

Tria igitur hoc continet, quorum quodvis solum ad reliqua duo de-
monstranda ex asse sufficeret ; nempe

1. si pro uno solo ab non sit # << R, pro quantovis ab summa duo-
rum internorum # et » pro quibusvis rectis se invicem primo non secan-
tibus erit = 2.R.

2. Si constaret summam internorum #z et z dictorum omni dabili mi-
norem fieri non posse, etsi recta, ad cuius extrema in eandem plagam
positi sunt, quovis dabili maior fiat, tum quoque certum esset in omni

O*
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casu esse #—+ov=2/R. Si nempe pro angulo utvis parvo « (Fig. 23.)
posset ap ita removeri, ut recta ex a ad angulum # posita primo non
secans ipsius b0 sit, ultra B quoque ad distantiam a'b, ab aqualem,
angulo u« posito, erit rectarum ex a et a' se invicem (ut facile patet)
primo non secantium angulus uterque —#, et summa internorum — 2,
quod -—o. Eritque (ut patebit) aut semper quodvis # = R, aut #-—o,
si ab-— co.

3. Si constaret, quod si pro certis # et v e finibus certae recte
secent recte se invicem, etiam ad angulos # + 2z et v —z ad fines recte
elusdem positae secent se Invicem (nempe pro eadem internorum summa
utvis partita): tum quoque facillime constarent omnia.

Vix concipl posset tantum Geometram tale axioma ponere potuisse :
at in manuscriptis antiquis inter postulata positum repertum est. Nimi-
rum tota Geometria Euclidis quasi una propositio considerari potest,
st dicatur, Fosito A poni G, (per A axioma XI, per G geometriam
intelligendo). At plane hoc, quod poni debeat, atque et contrarium aque
poni possit; nempe quum omnia reliqua axiomata, tam cum eo si (Fig. 22.)
u rectus sit, quam cum eo si eo minor sit (imo quantusvis sit ab A
inclusive usque ad o exclusive), @que subsistant: duo systemata oriun-
tur, prouti # — vel << A ponitur, utraque vera, unum sub conditione
quod si #= R sit, alterum posito #< /R : quamvis contraria respectu
eorum prodeant, qua a quantitate dicta ipsius # dependent. Imo prouti
quantitas ipsius # << R pro certa recta ab supponitur, eo respectu innu-
mera systemata oriuntur; qua tamen certo respectu consentiunt, et
omnia sub systemate generali, quod suppositioni # << A innititur, con-
tinentur; ex. gr. (Fig. 23.) summa internorum pro rectis se invicem primo
non secantibus in omnibus -— o, si distantia -— co; ita summa angulo-
rum trianguli rectilinei -— o, dum latus quodvis -— oo &5.

Si igitur utrumque systema elaboratum sit, etsi per reliqua axiomata
indecisum maneat, quodnam reipsa locum habeat: dabitur Geometria eo
sensu, quod non solum quodvis dictorum systematum suppositive, sed
etiam inconditionate verum sit, duorum aliquod reipsa esse; ea tamen
cum restrictione, quod etsi constaret systema pro # < /X reipsa locum
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habere, eorum quantitas, que plane a quantitate ipsius # recto minoris
determinata dependent, eatenus indecisa maneret.

Aliud est, si res non a priori, sed quoad praxim consideretur; et
(Fig. 22.) pro data ab, rectae ac, donec adhuc secet rectam bd, angulus
a posteriorl mensuretur; nempe tum saltem a posteriori constabit # a
recto, pro tantis lineis quas nobis tentare licet, haud multum differre.
Sed quidsi ab usque ad Sirium protenderetur, aut ulterius? Utcunque
sit

; tempus ab aeterno connata spatii soror, ei auxilio venit; et quum

motus corporum ceelestium calculis # = /& posito innixis conveniant,
pro omni mensurationum nostrarum sphera in praxi eidem suppositioni
tuto conquiescere monet.

III. Omnia systemata nobis, si prater axiomata reliqua nullum po-
natur, subiective possibilia, id est e quibus unum tantum est, sed quod-
nam absolute verum sit, decidere haud valemus, generaliter comprehen-
dens, Appendicis Auctor rem acumine singulari aggressus Geometriam
pro omni casu absolute veram posuit; quamvis e magna mole tantum
summe necessaria in Appendice huius tomi exhibuerit, multis, ut tetraé-
dri resolutione generali pluribusque aliis disquisitionibus elegantibus, bre-
vitatis studio omissis.

Pro data quavis recta ab angulum « (Fig. 22.) geometrice construere
docetur in Appendice dicta: de quantitate ipsius z tamen, quamvis in
concreto quasi ante oculos stet, a priori decidi nihil potest, nisi quod
non o et non > R sit.

Ibidem porro in spatii scientia distinguuntur ea, quae a quantitate
dicta ipsius # non dependent; id est seque vera sunt, sive # = R, sive
queevis alia quantitas eius inter o et A ponatur: atque Trigonometria
spheerica, et quedam alia, ut talia, demonstrantur.

Illa vero qua absolute a quantitate dicta ipsius # dependent, per
eiusmodi functiones determinatas ipsius # exprimuntur, qua pro quovis
valore ipsius #, id est quicunque valor ipsius # reipsa fuerit, eo in ex-
pressione substituto ipsi #, quantitatem queesitam exhibent. Si ex. gr.
quantitas certa x = f(«) in spatio absolute a quantitate ipsius # depen-
deat, et sit f(u) talis expressio, qua nonnisi ipsum # et quantitates da-
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tas complectitur : concipiatur abscissa a o usque ad R crescens, omnes
valores cogitabiles ipsius # (a o exclusive usque ad rectum inclusive)
exhibens; et erigatur a fine cuiusvis abscissa, ordinata f(x) pro illo va-
lore ipsius #, atque pro # = R fiat ordinata valori illi @qualis, quem
expressio pro # = /¢ capit.

Quum autem omnes istee expressiones quantitatum, in toto spatio a
quantitate ipsius # dependentium, cum reliquis axiomatibus eque sub-
sistant, quicunque innumerabilium valorum dictorum substituantur ipsi « :
ex iisdem axiomatibus quantitas ipsius # determinari nequit.

IV. Nihilominus tamen quaestio suboritur: quidsi novum axioma de-
tur, per quod determinetur # ? tentamina idcirco quee olim feceram, bre-
viter exponenda veniunt, ne saltem alius quis operam eandem perdat.

Distinxeram ea, e quibus Axioma undecimum Euclidis demonstrari,
adeoque theoria parallelarum Euclidea stabiliri posset, in axiomata szzus,
in quantitativa, et intervalli, atque similitudinis.

I. Axiomata situs.

1. Summa duorum internorum, quas rectz in plani eiusdem plaga
eadem ad rectam positee faciunt, utcunque haec crescat, nequit continuo
decrescendo omni dabili minor fieri, nisi ez se invicem secent.

2. Si (Fig. 24.) a z non capitur y, neque a z-+v capitur y + 2. Haec
est axiomatis Euclidei tertia pars, nempe eadem summa ad fines eiusdem
rectae aliter partita.

3. (Fig. 23.) Si C ante finem temporis ¢ dabilem quamvis portionem
spatil universi utvis infinitam (dummodo nullum punctum recta qua post
a ad dextram est incidat) complectatur, et ad finem temporis ¢ fiat C
ipsum spatium universum : id, quod e spatio preter C est, ante finem
temporis 7, semper illi C, quod tunc est, absolute aquale complecti ne-
quit. Duo spatia hoc pacto quaquaversum infinita, nullo puncto prater
dimidiam rectam excluso, prodire videntur; nisi XI axioma Euclidis ve-

rum sit (ut infra videbitur).
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II. Quantitativa.

1. Si A habeat dimidia absolute @qualia: imnumerabilia dimidia a se
invicem prorsus distincta, prioribus absolute aequalia habere nequit.

2. Nullum 4 habet partes innumerabiles a se invicem prorsus distinc-
tas, quarum quaevis ipsi 4 absolute equalis sit.
A

3. Nullum 4 tale est, ut (pro #-—oo) =

queat ipsum A (uti est)
continere, nonnisi ‘fll deficiente.

III. Intervalli.

Si duarum linearum simplicium uniformium utrinque infinitarum, in
plano se invicem secantium, apertura (id est angulus ad punctum sectio-
nis) maneat utrinque constante quodam earundem linearum angulo sem-
per maior ante temporis / finem: in puncto experte temporis ipsum ¢
terminante una alteram transiliisse nequit.

IV. Similitudinis.

Sphera nulla per ullam qualitatem, preter magnitudinem locumque
ab ulla alia discerni potest.
Aut idem de quibusvis duobus punctis in spatio dici potest.

Quovis horum posito, XI axioma omnino cum rigore demonstratur :
et aut aliquod horum vel alicui @quivalens adsumendum est, aut nulla
alia Geometria absoluta datur, nisi quae in Appendice stabilita est; et
quee in omnem casum absolute vera, magni imo eo maioris pretii est,
quod nullum axiomatum propositorum simplicitate ceterorum Geometriae
axiomatum gaudeat. Si igitur nullum propositorum inter axiomata refe-
ratur, dabitur quidem Geometria, sed quantitas ipsius # semper indecisa
manebit: fons purus veritatis in sternitate est, ecoque nos per noctem sepul-
crorum in lucem allicit; quum mortalibus labiis inde haurire haud liceat.

Interim quantitativum aliquod axioma in Geometria adsumere ne-



48 ELEMENTA GEOMETRIAE.

cesse est: nempe quod sub iis axiomatibus, quibus relatio totius ad par-
tes exprimi solet, latet (Tom. I. pag. 52). Et hoc est sequens:

Quaevis portio spatit undique terminata, tam ipsa quantitas finita
est quam superficies eius, si quantitas sit. Inde sequitur efiam quan-
titates respectivas etusmodi finitas esse.

Hoc quasi introitum aperire videtur alicui axiomatum quantitativo-
rum : utcunque sit; quomodo ope cuiusvis dictorum demonstretur # = R
esse, breviter referre, paucis primariis ab hoc independentibus suppositis
liceat.

a) Ex (Ax. 1, 2) facile sequeretur modo sequente : (Fig. 24.) si nempe
u-+v<_2R, ad punctum 0 deinceps positis, residuum dicatur y; ducta-
que e quovis puncto F cruris anguli y recta ad ¢, angulus quem f¢ cum
¢0 facit, dicatur z; ponaturque ad ¢ supra z angulus z. Manifesto y a #
non capitur, adeoque (per Ax.) neque y + v capitur a z -+ v. Consequen-
ter pro internis # et v -+ z sectio est; idque tanto fortius, si pro v +2
angulus minor » ponatur.

b) Quoad reliqua: consideretur (Fig. 25.) via extremitatis recte 2Ua
perpendicularis ad AV in eodem plano; accipianturque inde ab a inci-
piendo sive ad dextram sive ad leevam partes huius viee, quae Z dicatur,
se invicem excipientes ab, bc, ¢d & omnes inter se aquales; ducantur-
que recte ab, bc, ¢® &. Angulos omnes x propter generationes zqua-
les patet eequales esse. At quum puncta a, b, ¢, d, . . . in recta esse
neutiquam constet, queeritur num x rectus vel obtusus aut acutus sit?

1. Si x rectus esset: tum (Fig. 26.) punctum lineee Z e meditullio €
ipsius AV generatum quoque in rectz ab meditullium ¢ cadit. Nam
recta meditullia €, ¢ connectens per generationes utrinque aquales tam
ad € quam ad ¢ angulos utrinque aquales adeoque rectos facit. Si iam
punctum lineze Z per perpendicularem ipsi « =qualem ex & erectam
in p aut q caderet: in casu primo fieret @ =&~ £+ %, adeoque a> R,
quia x=4£-+/2=R erat; at idem a<<AR esset, quia p =R externus
interno @ maior est, uti suo loco independenter demonstratur; in altero
casu autem fieret 7=/, adeoque 7 << R, quamvis externus 7 sit >p = R.
Unde etiam a2 = &c esset.
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Atque eodem modo punctum lineze Z e meditullio rectee AL pari-
ter in meditullium rectae ac caderet; atque hoc per dimidiationes cuius-
vis dimidii in infinitum continuari patet. Tum vero nulla pars continua
lineee Z ex a supra aut infra rectam ab cadere poterit; nam inter a2l
et perpendicularem e puncto quovis lineae dictee ex a incipientis (et
omne punctum prater a extra rectam ab habentis) ad AB demissam
innumera linea eiusdem puncta per dimidiationem dictam generata dan-

tur in rectam ab cadentia. Essetque hoc pacto linea Z eadem cum recta

abed . . . (Fig. 25.); unde per inferiora omnia facile patent.
2. Si vero x acutus vel obtusus esset: tum abcd ... talis linea e re-
ctis composita esset, cuius latera ab, bc, ¢, ... utrinque in infinitum

essent zqualia, et anguli quoque lateris cuiusvis cum preecedente latere
et sequente in eadem plaga @quales essent. Si x << /A, tum angulus re-
ctarum ab et bc inferior est <<2/R; si x> R esset, tum ubique superior
esset < 2/ ; potest quidem demonstrari x> R non esse; quia tum per
diagonalem a3 duo triangula fierent, quorum summa angulorum > 47,
adeoque triangulum daretur, cuius angulorum summa > 2/, (quia >4
in duas partes dispesci ita nequit, ne aliqua =2 sit); hoc autem fieri
non posse, item independenter pluribus modis demonstrari potest. Sed
sufficit nunc linea dicta abcd ... cuius per quemvis angulum duobus
rectis minor intelligatur : dicatur haec linea A.

3. Manifesto vero linez A nullum latus ex. gr. ¢d ad dextram con-
tinuatum, partem ipsius A per perpendiculares ad 3B a puncto € ad
leevam cadentes generatam, ita nec ullam perpendicularium porro ad
leevam cadentium secare potest: nam tam omnes perpendiculares dictae,
quam omnia quae inter tales perpendiculares sunt, in plagam plani illam
cadunt, que a €c ad leevam est; itaque ut sectio dicta fiat, recta d
per rectam @ alicubi praeter ¢ transire deberet, et tum cd in € ca-
deret.

4. Ita perpendicularis queevis @c per verticem anguli ipsius 4 ex ¢
ad AB missa, angulum ipsum omnino bisecans, nullum preeter ¢ punctum
cum /4 (aut cum Z) commune habet: nam si quod punctum p ipsius 4
adhuc cum €c commune esset, hoc p in perpendicularem e puncto

Bovrval, Tentamen. 11, 7
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recte AV a € diverso erectam caderet; et si p etiam in Ec caderet,
duz rectze ad eandem rectam perpendiculares concurrerent.

5. (Fig. 27.) Rectae ab, ac, ad & ex eodem a ad extrema laterum
lineze /. ductze vocentur O, O, Q" ... et nomine generali dicantur Q;
atque sit @) angulum linee A quae ad a est bifariam secans, adeoque
perpendicularis ad AV per a: angulus abc est = bed = cde &7 ; sed quae-
ritur, quo cadat respectu alicuius Q latus sequens linee A? Primo sta-
tim bc infra ab cadit, quia (pag. 49) angulus duobus rectis minor acci-
pitur ; porro ¢d infra Q' cadit; secus enim aut in Q' aut supra Q' cade-
ret. In Q' non cadit; quia id aut intra ¢, aut ultra ¢ ex. gr. in [ esset;
et in casu posteriore angulus bct> 2/ esset, in altero vero per d
secaretur pars ipsius 4 ante generata (contra pag. 49). Idem fieret, si cd
supra Q' caderet, fieri enim hoc inter Q" et cb deberet; nam si extra
cb caderet, angulus > 2R esset.

Demonstratione eadem semper ulterius applicata, patet quodvis latus
sequens infra rectam ex a ad initium eius ductam cadere.

6. Hinc si Q circa a moveatur per bcde. .., usquequo in JUa per-
veniat: omnino semper in ulterius punctum linea A veniet, adeoque
eam secabit aliquamdiu, ipsum 2la vero nullum latus lineze A secabit
(pag. 49); itaque ut supra (pag. 43) datur aliqua recta )’ lineam A primo
non secans, intra quam quodvis O angulum utvis parvum z cum &'
efficiens secat lineam A.

Sed tum etiam nullum latus linee A (ex. gr. d) ad dextram utvis
continuatum secat rectam Q' ullibi (ex. gr. in 1. Nam perpendicularis
e quovis puncto ulteriore (ad dextram) lateris culusvis utvis continuati
quoque semper ulterius cadit: namque ¢ a perpendiculari DO ad dex-
tram cadit; ita continuatio rectee O¢ per perpendicularem e€ transit ad
dextram, et perpendicularis e quovis puncto rectae huius, quae ab e¢€ ad
dextram cadit, pariter ad dextram cadit; uti etiam perpendicularis e
quovis puncto rectee, qua per novam perpendicularem ad dextram
transit.

Itaque si sectio 1 fieret: tota O¢f ... excepto puncto O intra triangu-
lum adi, adeoque inter perpendiculares a2l et iy contineretur quodvis
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punctum, et queevis perpendicularis generans ex eo ad 2 missa, et
ultra § nulla perpendicularis generans daretur. Idem valet quocunque
cadat 1, atque etiam si abcdef ... versus AB convexa esset (quod ut
dictum est, fieri non posse facile ostendi potest).

7. Manifesto autem hinc pro z utvis parvo, ex. gr. z << Z pro 7 in-
tegro utvis magno, crura alicuius anguli constantis ¢, producta in infini-
tum etiam, inter crura anguli z continentur. Atque hinc si ¢ e vertice
in 7z partes equales dividatur, inter cuiusvis eiusmodi 7z-tae partis crura
quoque continebitur unum ¢ cum cruribus infinitis, et omnes hi anguli
¢ a se Invicem prorsus distincti erunt, si in quovis 771 ita accipiatur
z<~’9{, ut crura ipsius z e vertice anguli ¢ intra crura anguli ’?f'
cadant,

Unde cum axiomate (II, 2) proposito, anguli # (pag.43) quantitas >
aut << R consistere nequit. Consequenter # rectus est.

8. Hinc (Fig. 28.) si (ex Fig. 25.) aA =02, et anguli ad 2[, a, B, b
recti sint, erunt anguli «-+y et « 7' ac 3, 3 (alterni dicti) zquales,
uti externus ex. gr. (" interno opposito 3 ®qualis, et quacunque recta
a3 secet ipsam AB et ab, summa internorum est duobus rectis aequalis.
Nam triangula rectangula Aa3 et bBa propter hypotenusam commu-
nem et cathetum a2l catheto b3 aqualem sunt (per inferiora ab his
independenter) aqualia ; adeoque

a—wnet f—=0":

et hinc quia 2= /" nempe suo verticali, est etiam 3“=/" Atque hinc,
quum

B'+y+a=2R,
erit etiam

S +y+a=2R.

9. Hinc item quodvis triangulum fuerit, (Fig. 29.) per verticem tali
linea ut in preecedentibus generata, erit
=i et B—=4;

adeoque g
a+B+y—=a+p3+y=2R.
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10. Atque hinc

d+y=p+a+y=2R;
et X
d=a-+j3;
nempe producto latere quovis trianguli, angulus externus est summa
internorum oppositorum aqualis.
11. Et hinc iam facile sequitur, quod si (Fig. 30.) summa internorum

< 2R, tum rectz secent se invicem. Nam si
U+p+o+qg=2R,

et Bb ipsam 2@ primo non secans sit, erit tum recta e quovis puncto
a ipsius 2Aa ad B ducta, angulus ad a trianguli AaB (per 9) zqualis

ZR—u—p:u—i—p—i—m—}—q—u—p:m—i—q,

essetque semper >¢; quod falsum esse patet (ex Fig. 31.): nam si
«'=«a, ita p'= 3, et ita porro cuivis novo lateri ex b ducto, e fine eius
in A4 @quale accipiatur: orientur triangula @quicrura se in infinitum

excipientia; in quibus

itaque angulis 2z, 2/, 2" . . . generaliter z dictis, 2-—o0. Nempe trianguli
@quicruri angulos ad basim esse aquales infra ab hoc independenter de-
monstrabitur.

12. Superius generatam /. (per definitionem pag. 19) parallelam ad
AV esse patet; et iam hic posito axiomate dicto, manifesto recta ab
non secat rectam AB, quaevis alia per a ducta autem, quum ab aliqua
parte summa internorum << 2/ fiat, secat rectam 223; et manifesto da-
tur eodem modo parallela ad rectam quamvis per punctum quodvis,
eaque una sola est.

13. Atque hinc (Fig. 32.) si rectee 4, /5 secent se invicem in p, ubi-
cunque sit 4" ad A4 parallela, etiam A’ secatur a &. Sit enim ex p
recta ad quodvis aliquod punctum q recte A'; erit
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' z4+v+u=2R;
itaque
v+ u<<2R;
consequenter /5 ultra p, et A’ ultra q continuata concurrent.

14. Pariter patet, quocunque moveatur /5 sibi parallele (ex. gr. in 5’
rectas A" et B' quoque secare se invicem, et angulos z et £ in sectione
prima esse angulis z et £ sectionis posterioris zquales.

15. E superius dictis autem sequitur etiam inter crura anguli utvis
parvi z continuata in infinitum, angulum quatuor rectis quantovis mino-
rem, simul cum cruribus continuatis in infinitum, imponi posse, nisi
u= R sit (pag. 43).

Nempe inter crura anguli utvis parvi o (pag. 51) angulus certus
e K
T I
fquc velsi, P— /7 fuerit; fiat id ad distantiam & a vertice anguli 2 = —- 6.

pro ]\’ rectum et #z integrum denotante, imponi potest adeo-

Atque hinc ﬁat (Flg 33.) linea polygonalis abed . . ., cuius latus quodv1s

=d, et angulus quivis (duobus rectis minorem intelligendo) sit
=2R— = b
= D

Dicaturque « continuatio lateris ab efficiens angulum - 5 cum bc, et
ﬁat ex b recta bb, ex ¢ recta ¢, ex O recta dY' €5, singulae angulum
= b cum laterlbus e punctis b, ¢, 0, . .. incipientibus efficientes, ut inter
crura cuiusvis —- b ad distantiam & sit . EOF I b = & positum; quaevis
litera graeca autem fuerit ad initium 1aterls ahculus efficiens cum eo in
plaga dextra angulum aliquem p : recta ad finem lateris eius, cum conti-
nuatione eiusdem efficiens angulum externum =—p, insigniatur litera
greeca sequente ; ex. gr. /3 efficiet cum continuatione lateris bc angulum
I b, ita y efficiet cum continuatione laterls ¢® angulum 2. ~b ita 0
cum continuatione lateris de¢ angulum 3 . b et ita porro, donec litera
greeca prodeat, qua cum continuatione 1aterls praecedentis efficiat an-
gulum (472 —1) . % b, adeoque cum latere sequente faciat angulum
4n . I —b=2R.

Mamfesto p’ in plano supra «, et 7 supra p’ ac 9 supra y &, ac quee-
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vis sequens supra omnes pracedentes cadit: imo si omnium rectarum
literis greecis denotatarum tantum pars a linea bcde ... in plagam dex-
tram cadens consideretur: quavis supra omnes praccedentes cadet; nec
illa, quee cum latere sequente 2/ facit, adeoque in recta erit, secat
ipsam «. Erit igitur tota heec recta utrinque infinita inter crura ipsius
A — I; b; nempe bb' est intra aa’, ¢€ intra bb, dY' intra ¢ €.

Unde etiam (Fig. 34.) ad rectarum 4, B angulum utvis parvum o
efficientium, latus quodvis 4 potest talis perpendicularis poni, quae utvis
producta latus alterum /5 utvis productum secare nequeat. Sit enim C
recta talis, quee per precedentia etiam utrinque infinita inter crura anguli v
ab ea parte in infinitum producta maneat: demittaturque e quovis puncto
p ipsius C perpendicularis pq ad 4 ; cadet hec in plagam eandem cum
() quia si in alteram caderet, fieret triangulum cuius unus angulus rectus
esset, alter autem obtusus, nempe ipsi v acuto deinceps positus; conti-
nuatio ipsius pq vero transit per C in alteram plagam, qua pariter tota
inter crura anguli # continetur.

Atque hinc (Fig. 35.) inter crura anguli 22 (quod -—o si 2-—0) non
solum totam perpendicularem ¢, sed a'c = ac facta, etiam angulum ba't’
aequalem 4/ — 2 simul cum cruribus infinitis imponi posse patet.

Si igitur ba circa a moveatur versus a¢ usquequo in ac perveniat,
atque priusquam ab in ac perveniat, accipiatur semper tale a’, et tale a'b’
ad angulum ei quem ab cum ac facit aqualem, ut a’h’ et ab se invicem
haud secent; atque cogitetur semper spatium quod, si schema circa aa’
revolveretur, maneret a via ipsius ab ad levam, et id quod a via ipsius
a’b’ ad dextram esset. Hoc pacto queevis spatii portio s nihil cum recta
ad’ (saltem preeter punctum a) commune habens, manifesto alicui spatio
ad levam generato includetur pro » minore, quam angulus quivis,
quem rtecta ex a ad aliquod punctum ipsius s ducta cum aa’ facit;
atque a’ sufficienter remoto, ad angulum v alteri » aequalem, aderit alte-
rum s quoque cum priore nihil commune habens. Unde applicatio Axio-
matis propositi (I, 3) patet; non tamen duo spatia prodibunt, nam dum
ab in ac pervenit, nascitur quidem totum spatium, sed a in infinito dis-
parens nullibi amplius in temporis puncto experte ultimo reperitur; et
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antea quidem quodvis punctum in spatium ad levam inclusum est, sed
omne nunquam ante finem.

16. Ita facile demonstrantur sequentia :

1. Lineam uniformem Z (pag. 50) nisi recta sit, extra lineam abcd . . .
fluere, cum hac (Fig. 27.) nonnisi puncta abcd ... communia habentem :
atque hinc applicatio (Ax. III.) patet; nempe angulus quem continuatio
inferior ipsorum Q cum Z extus facit, infrorsum -—¢, superius ad 2/R'—aq,
(st per /&' intelligatur angulus quem continuatio rectae a2l cum Z facit),
et uterque est semper >« ; inferior crescit continuo, superior decrescit,
et manifesto sunt anguli ad utramque continuationem cuiusvis Q @quales.

2. AV circa A sursum motum illico secat lineam 7, uti etiam quze-
vis perpendicularis ad a2l inter a et A; et statim post 2, ad dextram
levamque secat ipsum Z. ad angulos utrinque @quales, a limite dicto a
decrescentes, et dato constante aliquamdiu semper maiores.

;. Manente a et remoto A in ad semper porro deorsum in infinitum
simul cum perpendiculari AB, ac generatis super quavis AB cum per-
pendiculari a2l lineis Z, et angulo, quem recta ipsam Z primo non secans
cum a2l facit, generaliter « dicto, atque etiam quovis centro 2l radio
a2l descriptis circulis: angulus #-—o; alioquin recta pro certo angulo
perpendicularem utvis remotam secaret (contra pag. 54); porro linez
L solum punctum a commune habebunt, et descendent; circuli vero
idem punctum a solum commune habebunt, sed ascendent continuo,
gaudebuntque limite geometrico certo eodem: quem existere, uti et super-
ficiem per revolutionem huius lineze circa a?l, atque utramque formam
uniformem esse constat; estque si XI Axioma Euclidis verum sit, linea
dicta recta, et superficies planum ; in omni tamen casu tam linea haec,
quam superficies, so/a determinatur in spatio.

Describi vero linea dicta motu puncti continuo potest modo sequente.
Sit prius (Fig. 36.) # = R, et moveatur ab circa a usque in ac; simulac
b in arcu « viam aliquam describet, illico dabitur aliquod ¢, unde erecta
perpendicularis primo non secans recte ab est, et pro ca'=ca erit a'F
primo non secans ipsius ab. Puncto b in arcu « porro moto vero pun-

ctum ¢ ab a incipiendo semper porro movetur: nam pro quovis puncto
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interiore ipsius « datur ¢, et quidem semper ulterius; nec ullum punc-
tum ultra quodvis ¢ ab a incipiendo est, cui aliquod punctum ipsius «
non respondeat, et cuivis ulteriori puncto interius punctum ipsius e« re-
spondet. Nam si ab primo non secans ipsius ¢ sit, interius ducta recta
secabit ipsam ¢p, adeoque illa perpendicularis, quam non secat, ulterius
esse debet; si vero aliquod ¢ esset, cui non responderet punctum ali-
quod interius ipsius «, tum perpendicularis ex a esset primo non secans
ipsius ¢p: atque tum pro recta ac verum esset Axioma XI; et tum de
omnibus facile demonstraretur. Potest igitur ¢ ex a incipiendo ita mo-
veri porro, ut mota ab circa a, adeoque mota b in «, donec u (prius
= R) fiat —o, cp semper tale sit; ut ab primo non secans illius sit:
atque hinc eadem ad a' applicando, poterit a' ex a ita porro moveri,
ut ab et b’ quavis alterius primo non secans sit.

Atque iam moveatur (Fig. 37.) ab circa a versus a2l in eodem plano,
donec u (prius = &) fiat = o, atque interea in ab moveatur punctum b’
semper porro, ita ut b in moto ab semper in loco dicto ipsi # respon-
dente sit: erit via ipsius D' per motum hunc compositum /linea dicta.
Reliqua autem ultro patent; uti et ea quae reliquorum axiomatum pro-
positorum quovis posito, rem deciderent : nec opera pretium est plura
referre ; quum res tota ex altiori contemplationis puncto, in ima pene-
tranti oculo tractetur in Appendice, a quovis fideli veritatis pure alumno
digna legi.
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SECTIO II.

PLANIMETRIAE PARS PRIMA.

AT

Sectio nulla est duarum rectarum, sirecta ab uno puncto unius ad
aliquod punctum alterius ducta, summa internorum in plaga eadem sit
duobus rectis zqualis.

Sectio nulla rectae et circuli est, si perpendicularis e centro ad
rectam radio sit maior.

Sectio nulla dwuorum circulorum est, si recta a centro ad centrum
summa radiorum maior sit.¥

Sed de his heic ordinis gratia allatis, sub "21112121 (pag. 58) et in
supplemento post ‘2111211222 (pag. 66) dicetur; atque nunc sequitur:

L2 NN

Si duz recte punctum commune habeant, formam angularem oriri
e Conspectu Geometriae generali facile patet. Dictum etiam ibidem
est angulum esse quantitatem respectivam quoad arcum e« circuli e
puncto sectionis radio certo 7 (eodem pro omnibus) descripti inter
crura comprehensum; scilicet si peripheria tota sit p, anguli quan-
titas dicitur % , ut nempe angulus rectus, ut quantitas, sit = _I} .

Patet vero pro duabus formis angularibus, qua congruere queunt,

arcum etiam congruentem describi, adeoque quotum eundem prodire.

* Quoad sectionem nullam aut quamvis duorum circulorum vide Fig. 240. (Ex Erratis Ed. I

Tom. II, pag. 375).

Bovryari, Tentamen, II.

ar
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Tta conversim si arcus ab—=pq (Fig. 38.) centro radioque eodem, formae
angulares ach, pcq congruent. Nempe si forma pcq superimponatur ipsi
ach, ita ut ¢ in se maneat, et p in a cadat, atque arcus in eandem pla-
gam cadant: arcus pq ob generationes aquales simul cum arcu ab incipit
continuaturque, nec prius aut serius desinere potest, quia tum pars aequalis
toti esset, quum circulus linea simplex sit. Consequenter ¢ in ¢, p in @
et q in b cadentibus, et rectee ac, bc cum pc, q¢ congruunt. Patet etiam
pariter q in a poni potuisse, quum circuli generatio ad laevam dextram-
que prorsus aqualis sit.

Est etiam manifesto (Fig. 39.) omnium angulorum u, v, z, p, ¢, quot-
vis fuerint, summa =1, nempe arcuum omnium summa est peripheria,
quae per se divisa quotum 1 dat. Ita quotvis #, », z fuerint supra rectam
ab, summa est - ; pariter infra ab. Si e meditulliis dimidiarum periphe-
riarum supra et infra ab ad ¢ recte ducantur, angulorum tam superius
quam inferius @qualis summa prodibit; adeoque et quatuor rectorum
summa est =1, et duorum rectorum summa :% Consequenter summa
prior etiam quatuor rectis, et posterior duobus rectis aequalis dici potest.

Hinc anguli verticales sunt quales; nempe (Fig. 40.) u =2 et z2=7;
nam #-+p=2R=v~+p, et hinc u=v; ita z+v=v-+p. Nempe
(Fig. 41.) etiam recta OC per rectam ab in alteram plagam transit: nam
in ab nullum aliud punctum prater ¢ habet; itaque nisi transiret, in
eandem plagam e qua venit redire deberet; tum vero esset tam £--u—v

quam # = adeoque pars peripheriee dimidiee esset ipsi peripherie

g0
dimidiee aequalis.
PIAIZTR 1.

De tribus rectis, quarum nonnisi unum par est se mutuo (conti-

nuatione sufficiente) non secantium.

$ .
St angulus externus u aequalis sit interno opposito v, sive alterni
u, v fuerint aequales, sive v —+z-—= 2R, quorum quodvis manifesto po-
nit reliqua duo: fum rectae ab et AB se invicem non secant (Fig. 42.).
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Si enim DB et Ob secarent se mutuo, idem et in plaga altera fieret;
nam forma 0bDV et DAda congruunt recta dD ita posita, ut O formee
prioris in D posterioris et D prioris in O posterioris cadat, atque verta-
tur forma prior, donec in plagam plani levam cadat; namque tum b
propter alternos z zquales in DI, et DB in dd cadet. Tunc vero punc-
tum ipsis DB et Ob commune erit etiam ipsis 0@ et DA commune.
Consequenter ab et AB duo puncta haberent communia.

Hinc si A\ adD = 3Dd construatur (pag. 61), ab ipsi AB per O fiet
parallela.

§. 2.

(Fig. 43.). Etsi externus minor, nempe v = x>« fiat: 3¢ ipsam AV
secare nequit. Nam per ab prius transire deberet alicubi practer d, atque
item duo puncta haberent ab et 0¢ communia.

N

Hinc s7 duae rectae db et DB secent se mutuo.: oportet externum
maiorem interno opposito v esse; nam si externus equalis aut minor
esset, nulla sectio daretur (per §. 1 et 2). Pariter patet (Fig. 44.) externi
u verticalem eadem ratione esse altero p duorum internorum opposito-
rum maiorem ; nempe si aequales essent, tum G 2[7% non secarent
se invicem .

Itaque trianguli Zatere quovis producto, externus quovis internorim

oppositorum est maior.
§. 4.

Unde etiam swumma quorumvis duorum angulorum triangult
wsibe 20N,

Nam (Fig. 44.)
u+z=2R;
sed
v <u,

8*

P—
e~



6o ELEMENTA GEOMETRIAE.

consequenter
v+z<2K.

Conversa huius, nempe quod recte se invicem secent, si summa duo-
rum internorum duobus rectis minor fuerit, Axioma XI Euclidis est;
de quo iam in sectione prima actum est, atque in sequentibus ubique
supponetur.

§. 5.

Hine perpendicularis acuto angulo obiecta cadit; secus enim trian-
gulum fieret, cuius unus angulus rectus et alter obtusus esset. Atque
hinc etiam patet ex eodem puncto duas perpendiculares ad rectam ean-

2

dem non dari; nam triangulum fieret cum angulis rectis duobus.

2T 2T 17227

Si trium rvectarum nullum par sit se mutuo (continuatione suffi-
ciente) non secantium : oritur triangulum, quod si angulo recto gau-
deat, rectangulum, si obtuso obtusangulum, secus acutangulum audit;
et quodvis horum, si duobus lateribus @qualibus gaudeat, aequicrurum,
atque triangulum cuius omnia latera eequalia sunt, eequilaterum audit.
Trianguli rectilinei latera angulum rectum intercipientia cat/ets, latus
angulo recto oppositum vero /ypotenusa dicuntur. Quomodo geo-

metrice construi queant, mox dicetur.

‘2T1121I1221{.

Noih

Aequalitatem duorum triangulorum, et quidem ita ut lateribus aqua-
libus anguli aquales, et angulis @qualibus latera aequalia respondeant,
generaliter poniz quodvis sequentium :

1. duo latera cum angulo intercepto,
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2. unum latus et duo anguli, si unus adiacens adiacenti, et alter
aut adiacens adiacenti aut non adiacens non adiacenti aequalis sii,

3. tria latera tribus aequalia.

Casus 1. (Fig. 45.). Si A0C=ac, atque AB=ab et simul A CAB=cab:
superimponatur triangulum cab ipsi €AV, ita ut a in A et b in B cadat,
et vertatur in eandem plagam; ac nec supra nec infra AL cadet, quia
anguli ad a et 2l sunt xquales; cadetque etiam ¢ in € propter AL = ac.
Consequenter etiam recta bc congruet cum B&, quum duo extrema
congruant.

Casus 2. (Fig. 46.). Si AB = ab, atque anguli ad 2A, B angulis ad a, b
aquales sint: superimponatur triangulum abc ipsi ABE, ita ut a in A
et b in B cadat, vertaturque in eandem plagam; cadet at in AEC et
bc in BE propter angulos dictos aquales. Consequenter ¢ extra &
cadere nequit, secus enim dua recte duo puncta haberent communia.

Ita (Fig. 47.) si AB =ab,atque Awad a= Az ad A, et A\ ach=A\AULCB;
superimposito triangulo abc ipsi ABE, ita ut a in A, b in B, et at in
AC cadat; ¢ nonnisi in € cadere potest; nam 7 >>z>>¢ (pag. 59).

Casus 3. (Fig. 48.). Si ab=2UYB, ac=AUE, bc =BL : superimponatur
triangulum abc ipsi ABE, ita ut a in A, et b in B cadat, vertaturque
in eandem plagam; et describantur centro a radio ac et centro b radio
be circuli: nisi ¢ in € cadat, aderunt circulorum dictorum in plaga
superiori duo puncta communia; itaque manifesto iisdem peripheriis et
inferius duo puncta communia parient sectionem peripheriarum duarum
ad minimum quatuor punctorum; quod fieri nequit, quum maximam
earum sectionem nonnisi duorum punctorum esse iuxta ordinem in
‘21112121 (pag. 81) demonstretur, quod hic quoque statim perlegere licet.

Hinc s7 (Fig. 38.) ¢ q radio ba secetur arcus qp in p, fiet angulo gcp
angulus bca aequalss.

Sk %

Triangula dicta, nempe aequicrurum, aequilaterum, rectangulum,
obtusangulum, acutangulum construi geometrice possunt; nempe :
1. Si (Fig. 49.) centro a et radio » dimidium rectae ab excedente, ac
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centro b item radio 7 fiant circuli, hi secabunt se alicubi; nam sit
ac=cb, et r=af =be=D>¢'; erit ¢ punctum peripherie centri b, et |
punctum peripheriee centri a; atque ¢ punctum internum peripheriee
centri a, quia a¢<<af; dum igitur centro b radio be scribitur circulus,
punctum ¢ ut in ¢ venire queat, e circulo priore egredi debet, nam ¢’
extra illum cadit, quia a¢'>7. Transitus iste autem in recta ab fieri
nequit, quia partes ex a et b nonnisi in ¢ aquales radii esse possunt.
Si igitur O sit sectionis punctum, patet ad =0b=7 esse.

Ita si »=ab accipiatur, latera omnia manifesto @qualia sunt. Et si
7 >ab accipiatur quoque, manifesto sectio fit, et triangulum aequicru-
7u7 1IN omnl casu.

2. Rectangulum triangulum construi posse patet, si perpendicularis
construatur. Hoc vero fit sive e puncto ¢ quopiam recta erigendo,
sive e puncto 0 extra eam demittendo perpendicularem.

Prius fit (Fig. 50.), si centro ¢ radio quovis sit circulus, et ca=cb;
atque radiis eidem 7 zequalibus (ut antea) centris a, b fiat circulorum
sectio in O: erit enim triangulum adc=Dbdc, quia ac=Dbc, dc=0c et
ad =0b=7; consequenter angulus acd= bcd.

Alterum vero fit (Fig. 51.), si ex 0 puncto supra AUB fiat recta ad
quodvis punctum p infra AV situm, fiatque circulus centro O radio Op;
manifesto transibit p per rectam AB tam ad levam quam ad dextram
eundo usque in P’ pro dp=0p’. Fiat hoc in a et b; fiatque centris a
et b radio eodem 7 (ut antea) intersectio sive in e sive in f: recta per
0 et intersectionem erit perpendicularis ad A¥3. Nam ae=Dbe, ad=DhbD,
ed =ed; itaque triangulum ade—bd¢, et quidem ita, ut O in se et ¢ in
se manentibus, triangulum ade verti possit, usquequo a in b cadat; tum
vero et quodvis aliud punctum rectze de¢ adeoque et q loco suo priore
manet; consequenter O in J, q in q, et a in b cadentibus, anguli ad q
manifesto aquales sunt. Pariter sunt triangula adf et bdf equalia, et
manentibus O et { (adeoque et q) superimponendo, O in 0, q in q, et a
in b cadere potest. Rectam 0¢ per ab transire inde patet, quod recta e
Jigurae cuiusvis puncto interno utrvinque egredi, duoque ad minimum
puncta communia cum figura habere debeat. Etenim si centro  radio
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quamvis rectarum, que a f ad punctum aliquod figura est, excedente
circulus fiat, recta ex f dicta in aliquam diametrorum cadet, que utrin-
que e circulo exit; adeoque radius e puncto figure interno £ ad punc-
tum extra figuram situm transit alicubi; pariter radius alter diametri
eiusdem ; in eodem figuree puncto vero radius uterque transire nequit,
quia tum recta rediret. Itaque et recta e puncto interno trianguli abd
transit in duobus punctis; sed unum 0 est, alterum vero nec in da nec
in O0b esse potest, quia tum duz recte duo puncta haberent com-
munia.

Patet etiam per Of angulum adb, uti per ¢f reciam ab bisecari.

3. E quovis puncto f (Fig. 52.) sit recta £0: triangulum fad obtusan-
gulum est; nam z> R (pag. 59).

Acutangulum autem prabet etiam zequilaterum, quum statim probe-
tur etiam angulos esse aequales, adeoque quemvis recto minorem. Sed
inferius etiam nota rectarum e quibus triangulum construi potest relata,
mox etiam nota e quibus dignosci queat, num triangulum rectangulum,
obtusangulum vel acutangulum sit, exponetur.

¥ 3

Trianguli equicruri et rectanguli primariee quaedam proprietates refe-
renda veniunt.

1. Trianguli acquicruri anguli ad basim sunt aequales, et si anguli
ad basim fuerint aequales, crura sunt aequalia, ac recta e vertice ad
meditullium baseos ad hanc perpendicularts est.

Prius patet (Fig. 53.): nam si ac=Dbc, congruet triangulum bca tri-
angulo acbh ad leevam, propter ac=bc, cb=ca, atque tertium latus tertio
@quale (pag. 61). Consequenter ¢ in ¢, b in a, a in b cadente, #' con-
gruet cum u.

Alterum quoque patet (Fig. 54.) triangulo bda ipsi acb ita superimpo-
sito, ut b in a et a in b cadat; cadet enim propter adiacentes zquales
(pag. 61) O in ¢, adeoque b in ca. Sed eodem modo potest triangulum
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adb ipsi ach superponi, ita ut a in a et b in b cadat; atque tum erit
ad =ac. Consequenter ac=bd=ad.

Tertium quoque ex (Fig. 55.) patet; nam si ad = 0b, ac = bc, et dc=0c,
est triangulum adc = bdc.

2. In triangulo rectangulo hypotenusa ac est maior catheto; 1mo
et hypotenusa quaevis ulterior est maior (Fig. 56.).

Est enimvero ¢ extra circulum centro a radio ab scriptum, ita d
extra circulum centro a radio ac factum cadit. Nam si ¢ non extus cade-
ret, esset aut in peripheria puncti b, aut intra eam; prius fieri nequit,
nam tum pro bc'=Dbc, et ¢’ in peripheriam eandem caderet, in qua ad-
huc duo puncta nempe b, ¢ sunt (contra pag. 81); sed neque intra peri-
pheriam cadere ¢ potest, nam tum (pag. 62) e circulo in duobus saltem
locis egrederetur, adeoque recta bé preeter b adhuc haberet punctum
commune, atque punctum rectz bc ad eandem distantiam ad leevam
pariter in peripheria radii ab esset, et recta circulum item in pluribus
quam duobus punctis secaret.

Pariter patet O extra circulum centro a radio ac factum cadere: quum
secus rectee bc praeter punctum ¢ adhuc aliquod punctum recte ¢
supra ac, et ad levam tertium ad distantiam a b eandem commune
cum peripheria puncti ¢ esset.

Hinc item #riangulorum rectangulorum aequalitas per catheti hy-
potenusaeque aequalitatem ponitur. Si enim cathetus ipsi ab et hypo-
tenusa 1ipsi ac eequales fuerint, superimponendo patet ex a hypotenu-
sam in ¢ cadere; omnes ali® enim maiores minoresve sunt.

N

Hinc summa laterum trianguli quorumuvis duorum a et b est ma-
107 tertio.

Nam aut anguli ad latus tertium ambo acuti erunt, aut alteruter
rectus vel obtusus est. Si ambo acuti fuerint (Fig. 57.), perpendicularis
d ad latus tertium e vertice opposito inter a et & cadit; atque tum
a>>c et 6> (per praecedentia); itaque a +b6>c—c.




SECTIO SECUNDA. 65

Si vero (Fig. 58.) @' L¢, tum & solum quoque est >c¢—+¢; tanto for-
tius @'+ b6 >c—+c.

Item pro z obtuso # acutus est, cui perpendicularis e vertice ob-
lecta cadit; adeoque & solum etiam maius latere tertio ¢’ est, quia 6>c—~+c’;
et tanto fortius est @ +b>c.

Unde manifesto triangulum nonnisi e talibus rectis construi potest,
quarum binarum quarumvis summa tertia recta maior est: atque ex
omnibus talibus @, 4, ¢ construi potest, si ex una extremitate ipsius a
radio b, et ex altera extremitate radio ¢ circuli fiant; fiet enim (iuxta
pag. 62) intersectio, e qua ad extrema ipsius @ ductis rectis, triangulum
petitum factum erit.

Sed patet etiam (Fig. 59.) e puncto trianguli interno rectis ad extrema
baseos £ ductis, laterum extimorum Ssummam esse Sumima interno-

TUM WALOVEM.

Nam
a—+d=>b—+rc,
et
c+e>f;
adeoque
a+dt+c+e>b+c+f;
unde

a+d+e>b+f

At U>u, V>v; adeoque U+V>u—+w.

§. s

Si hic (pag. 51) dictum legatur, erit in posterum semper summa om-
nium angulorum trianguli cuiusvis duobus rectis qualis; atque pro-
ducto latere quovis angulus externus summz internorum oppositorum

equalis.

Boryal, Tentamen. II. g 9

-



66 ELEMENTA GEOMETRIAE.

‘2ITI2II222.

Laterum angulorumque oppositorum dependentia mutua primario

illa se offert, quod /later: maiori angulus maior, et angulo maiori

latus maius opponatur.

Duorum laterum alterutrum aut recto vel obtuso opponitur, aut non.
Quoad casum primum, si (Fig. 60.) latera sint hypotenusa @ et cathe-
tus c¢: est @ >¢, estque angulus ipsi @ oppositus rectus /X, adeoque ma-
ior quovis alio. Si obtusus sit, uti z : est quovis reliquorum maior, atque
etiam b>a', et b>c—-+ ¢ adeoque s>

Quoad casum secundum autem demittatur e sectione duorum illorum
laterum perpendicularis p ad tertium; cadet hac utrique acuto # et v
obiecta; sit 6 >a, cadet pro recta ad dextram ipsi ¢ ad levam equali,
b ulterius ad dextram; nam a'=gq, et hypotenusarum ad dextram non-
nisi ultra &' cadens ea maior est. Itaque fit # >, nempe externus ma-
jor interno; sed huic # @equalis est alter ad leevam; adeoque uti 4>a,
est etiam u > v.

Conversa quoque patet: nam qualiavis fuerint # et », si #>v, ne-
cessario et 6>>a; quia secus esset aut b—=a aut a>>b, atque in casu
priore esset # =, In posteriore v >u.

Queestio hinc suboritur, num duplo lateri duplus angulus obiiciatur &'
facile patet dependentiam non talem quidem esse; sed ultro subvenit
quaerere, qualiter tamen angulus latusque oppositum a se mutuo depen-
deant; atque ista disquisitio originem 77igonometriae planae dedit.

Supplementum numert 211111.

Recta cum circulo nil commune habet, si perpendicularis e centro
ad eam radio maior sit: nam quaevis alia recta ad dictam e centro ducta
est hypotenusa catheto maior (pag. 64).

Nec circulus cum circulo quidquam commune habet, si centrorum
€, ¢ distantia summam radiorum excedat: nam si punctum p commune

esset, hoc aut in recta ¢, aut extra eam esset; prius fieri nequit, nam

b A e, a0 e [
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Cc> se ipso esset; nec posterius fieri potest, quia in triangulo Cpc
Cp + pc > ECc (contra hypothesim).

‘2111311 %

Sequuntur guatwor rectae: quarum si nullum par sit parallelum,
quadrilaterum f7apezoides dictum oritur.

Si duo paria parallela fuerint, quum sectio supposita sit, aliqua recta
o paris unius secabit aliquam 3 paris alterius; atque tum parallela ad
« quoque secabit tam ipsam (3, quam eam qua ||/ est; secus enim
facile patet, rectam utrinque infinitam duarum rectarum se mutuo secan-
tium utrique parallelam esse, atque tum summam internorum in paralle-
lismo dari minorem duobus rectis. Oritur autem hoc pacto parallelo-
grammum, cuius species referuntur (in Tomo I. pag. 14).

Ny A

Quodvis parallelogrammum per diagonalem in duo triangula
aequalia dispescitur.

Nam (Fig. 61.) diagonalis latus commune est, et propter alternos ,
v et u, u equales, anguli adiacentes in uno triangulo adiacentibus in
altero =quales sunt.

S

Utcunque fuerint ductae ae, bd (Fig. 62.), si centro ¢ radio ca abse-
centur ca, ¢, ce, cb aequalia: abed est rectangulum.

Nam quodvis par triangulorum verticalium est sequale per angulum
inter latera zqualia interceptum verticalem; hinc ad || be, ab || d¢, nam
alterni sunt wquales; itaque 4u - 4v=4K, quia quadrilateri omnium
angulorum summa est summa angulorum omnium triangulorum, in qua
per diagonalem dispescitur, nempe = 2.2/. Ttaque # +2 =K, et omnes
anguli a, b, ¢, O sunt wequales. Si angulus acd = R tum v + 2 = R,
v—=-1 R—u, hinc ad=ab, nam triangulum bad eequicrurum fit; est

igitur abed guadratum.
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Patet autem, punctum a ubivis in dimidia peripheria radii ac fuerit,
ductis rectis prioribus ace, ad &, esse # + 2 ad a item rectum; adeoque
angulus in semictrculo, ut dici solet, nempe cuius vertex in peripheria
est et crura per extremitates diametri eunt, recfus est.

Si vero acd rectus fuerit, atque cO=cb, et ca quoque =ce, sed ac
non — ¢, tum oritur 7/Zombus; si acd non sit rectus, tum sub condi-
tione dicta fiet 7/komboides. QQuadrati rhombique alia constructio e
(Fig. 914, b, ¢, d) patet.

§. 3.

St ab || et =, etitam (Fig. 61.) ac|| e =Dbd.
Nam triangulum abc=0ch, per duo latera cum angulo intercepto
zqualia ; itaque et alterni » et v sunt @quales, et ac || et =bd.

§. 4.

Intersectio ¢ duarum diagonalium (Fig. 63.) quamuvis rectam per ¢
ductam bisecat.

Nam triangulum f{cd=ach; nam anguli ad d et b sunt alterni, ita
ad f et g; ¢d vero =cb, quia triangulum Oce=bca. Est etiam mani-
festo afab = egfd.

‘2111211322,

St unum par parvallelum per alterum non parallelum secetur, pree-
ter trapezium fiunt sequentia.

N iic

Sit (Fig. 64.) par parallelum ¢ et () par non parallelum 4 et B;
posteriores se invicem secabunt, et formabuntur duo triangula abc et
ABC sibi invicem zquiangula; nam angulus unus communis est, et an-
gulus ac externus interno angulo 4 C opponitur, ita angulus bc¢ ipsi an-
gulo B C. Sit pro n, m integris, a = nu et A= mu -+ o pro @ =o0 vel <u,
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atque fiat a vertice incipiendo usque ad finem m-ti #, ab extremi-
tate cuiusvis #, una parallela ad B et altera ad C. Facile patet ad «
numero 7, ad A numero m oriri hoc pacto triangula, quae inter se
2qualia sunt: nam unum latus # est in quovis, atque anguli adiacentes
sunt zequales, nempe in quovis triangulo unus est internus externo oppo-
situs, et alter externus interno oppositus. Patet quoque, quod si trian-
guli ad verticem latus ad dextram sit z et basis sit 2, esse a = nu,
g—nue—np, et —=mu proce =0, atque B=my, C=mv, per
parallelogrammorum ibidem exortorum latera opposita zqualia.
Quum vero
b I

a -
gl d | ac V="
crescenteque 7 in infinitum, manifesto w-—o0, A-—o0, 2“—0; sed etiam
#z-—0, quia e fine ipsius » ducta ad 4 parallela patet v’ secari, adeoque

z<<?'. Consequenter typum proportionis applicari patet, essetque

i =—r (-

N 2

Hinc si in duobus triangulis dwuo anguli sint duobus angulis
aequales, latera prouti aequalibus angulis opponuntur sunil propor-
tionalia. 1d est per aequalitatem angulorum ponitur laterum proportio,
uti conversim per laterum proportionem ponitur acquiangulitas trian-
gulorum. Sed ponitur preeterea generaliter in triangulis laterum propor-
tio simul cum angulorum illis oppositorum qualitate, quod per simzi-
litudinem exprimi solet, per duo latera in iis duobus proportionalia
cum angulo intercepto aequali; et pariter si latera unius sint a, b, ¢,
et alterius 4, B, C, ac singula utrinque in infinitum producta concipi-
antur, atque sive a || 4, & || B, c¢|| C, sive a ad 4, b ad B, cad C per-
pendicularia sint, erunt

Nab= N\ AB, Nac=/N AC, et Nbc=N\BC;

adeoque triangula similia. Quinque igitur hae conditiones similitudi-
nis triangulorum, nempe quarum quavis sufficit, exponenda veniunt,

S e e ]
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I. Nam quoad primum, sit (Fig. 65.)
ANAB = MNad,, NdC=\ac;

tum etiam tertius @qualis tertio.

Sit @ << A4 ; nam si a =4, patet, secus autem alterutrum est minus
altero. Ponatur a super A4, et angulus @b super angulum AZB, sit y
in fine ipsius @ parallelum ad C; orietur Aaxy = A abc; nam angulus
ad finem ipsius @ erit externus interno angulo A C oppositus, qui est
= N\ac per hypothesim ; adeoque latus @ cum duobus adiacentibus an-
gulis in utroque triangulo sunt aequalia.

Itaque cum trianguli axy latera sint proportionalia lateribus maioris
trianguli, sunt etiam trianguli @bc latera iisdem proportionalia.

I1. Altera similitudinis triangulorum conditio generalis, nempe con-
versa prioris est, si

Al e 5 2l == (05 G

Fiet enim, parallela ad C ex fine ipsius @ ducta,

adeoque
aBB
x —_——
’ A
uti 6; et
aC
g

uti c; itaque x =20, et y=c, atque Aaxy=A~Aabc; est ergo et hoc uti
illud eidem triangulo A/ C aquiangulum.

II1. Zertia conditio similitudinis generalis est, si (Fig. 65.)

A:a=B:5 ac NAB=\ab.

Ponatur nempe triangulum abc ita super ABC, ut a in 4 et angu-
lus @b super angulum 425 cadat, sitque y || C; erit 4:a=25:x.
Consequenter et hic ut in praecedentibus erit x=24; adeoque
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Aaxy =~Aabc; et hoc quoque eequiangulum ipsi triangulo ABC, uti

triangulo axy est.

. A 7 : . 9
Hinc autem modus oritur o7 -tum rectae cuiusvis C geometrice ex-
n

hibendr, adeoque C per - geometrice multiplicandr, aut per 1}/11_ divi-
dends. Sit ex. gr. (Fig. 64Y) n =2, m =75; ponatur ad initium ipsius C
ad quemlibet angulum recta indefinita; item ab initio ipsius C' ponantur
in rectam dictam rectae « qualesvis ®quales se invicem excipientes nu-
mero 72, atque inde, ubi desinunt, ponantur retrorsum numero 7 ; erit
parallela ad C e fine n-te partis, usque ad rectam e fine m-tae partis
(antrorsum) per extremitatem alteram ipsius C' ductam, recta queesita.
Ex gr. si d=mu, et a=—=au, erit et C=mv, et ¢=wnv, adeoque ¢

recta quaesita est. Patet autem parallelam pro 7z > m infra C cadere
~ )

C.

€t pro n=1 esse c=

IV. Quarta conditio generalis similitudinis triangulorum. Sit (Fig. 67.)
&c ipsi C parallela; erunt anguli partim ob verticalitatem partim ob pa-
rallelismum 1illi, qui adscripti sunt; et erit in illo puncto sectionis recta-
rum commune germen quasi omnium triangulorum, quorum latus unum
ipsi 4, alterum ipsi /, tertium ipsi C parallelum est.

Nam &c¢ motu parallelo in quamvis rectam ipsi C parallelam perve-
nire potest, adeoque in ¢ quoque; Bb in quamvis ipsi 5 parallelam,
adeoque in & quoque; Aa in quamvis ipsi 4 parallelam, adeoque in «
quoque. Si duz rectae sint duabus parallele, illarum angulus est aqua-

lis angulo harum (pag. 53); itaque

Nab=A\AB, Nac=N\AC, et Nbc=A\BC.

Sed 4 cum A facit angulum z et alterum deinceps #—+2; A cum
C facit u et alterum v-+2z; B cum C facit v et alterum z -+ . Dica-
tur Z deinceps ipsius z, et I/ deinceps ipsius 2, ac {/ deinceps ipsius # ;
Z, ita an-

certum est in triangulo @bc esse angulum ab aut =z aut = Z,

gulum ac esse aut # aut U, et angulum bc¢ esse aut v aut I”; itaque
sunt sex literee, tres minusculee tres maiuscule nominis eiusdem

— e
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%y L =W
v, V=2z+u
u, U=% 9.

In triangulo duo deinceps esse nequeunt, adeoque litera parva et
magna simul non accipiuntur: erunt itaque combinationes sequentes,
z0 u; Z,V, Uy 2 v, Utz Ko, 25 V2S00 8200 s
V, U, z; quarum preeter primam et illas, in quibus una tantum maior
litera est, queevis summam angulorum trium dat duobus rectis maiorem ;
nam in triangulo 45 C est u+v-+2z=2R, et substituto valore cuius-
vis literee maioris ex. gr. Z+V+u=u—-+v+2z+u—+u patet excedi
u + v+ z, adeoque duos rectos; sed si una tantum maior litera sit, ex.
gr. Z4+ut+v—=u-tov-t+u-tp=—2u-20, hoc potest¥iessc’ —ah e
u-+v=R=z2 adeoque z et Z duo deinceps aquales.

Itaque in triangulo abc angulus @b nonnisi =z, angulus @c nonnisi
=u, et angulus 6c nonnisi = v esse potest.

V. Quinta conditio similitudinis triangulorum sequitur. (Fig. 68.). Sit
ab=4a, be—0 ‘ta—c

Quum in triangulo dentur duo acuti, sit # ad b acutus; fiatque e
lateris ¢b puncto f interno perpendicularis th ad ab, fiatque e puncto
huius interno 2l perpendicularis 2l ad ac, et Ar L cb; atque productis
Ar, AL cb, th, moveatur perpendicularis Ar super bé. In triangulo Ehb
est angulus ¢ << /%, gaudetque suo verticali ¢, adeoque propter summam
internorum < 2R fit triangulum ¢Bf, in quo est #'4+¢ =R, at in tri-
angulo thb quoque est ¢ +u = R ; itaque u'=u.

Est porro 2'4+-x =2R, sed in quadrilatero [ahl est v +x=2R;
adeoque ?'+x=v-4x, et hinc v'=v. Est igitur v'+4'<2R, quia
v+u<<2R est. Consequenter fit triangulum 2ABE, et in hoc tertius
angulus z'= tertio nempe z in triangulo abc.

Consideratis autem trianguli ABE et abc lateribus angulisque dictis,
patet cuivis angulo unius ex. gr. a lateribus A, /2 facto esse illum alte-
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rius trianguli aqualem, qui a talibus lateribus @, & efficitur, ut a L A4,
et b L B sit pra AB =4, BL=25.

Applicetur iam pracedens: est (Fig. 69.) r|| BE, quia e figura
preecedente sunt [r et Ce ad idem be perpendiculares; unde per angu-
los alternos verticalesque patet germen trianguli cuiusvis @'d'¢’, cuius
latus @' || 4, &' || B, ¢'|| C, esse ad 2, ut antea; adeoque omnia ibi dicta
locum habere, quum quodvis 4, quod perpendiculare ad a =ab est, pa-
rallelum ad AV sit, et quodvis B, quod perpendiculare ad & =bc est,
parallelum ad 2da sit, ac quodvis C, quod perpendiculare ad ¢=ca est,
parallelum ad &2 sit.

§. 3
Aa=14b
autem (in §. I. pag. 69) sequitur etiam
a:A—a=0b:B—0b;

nempe segmenta crurum per rectam basi parallelam facta in pro-

Ex

portione esse.
Conversa quoque huius valet: nempe si segmenta sint in propor-
tione, recta secans parallela fit.
Nam (Fig. 66.) si
a0 — 00,
nec tamen c || C, fiat parallela alia 4 supra vel infra ¢, et sit pro £ ex.

gr. segmentum x; erit
a g —=0-Eaox,

et hinc
Xi= % (0'+ o) ;
sed ex
a:a=0b:56
est
(7
b:”a', 'b )

unde x5, nempe pars > toto. Pariter patet, si parallela infra ¢ cadat.
Estque manifesto (Fig. 70.) ubivis accipiantur f, i, quum o :a=p3:3 sit,
cm recta per ¢ ad ab parallela.

Borval, Tentamen, II, e

A
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N L
(Fig. 66.). St A:a=C:c, et una extremitas rectae ¢ ad C paral-
lelae sit in A ad extrvemitatem 1psius a: altera in B erit.
Nam parallela ¢ producta secat rectam AB; fiat cdw ex c; erit

. a .
A:a=C:c+we, atqgue hine c4-@=— 2 ; sed ‘etam. = aAC (per

A:a=C:c suppositum). Est ergo ¢+ o=c¢, adeoque @ =o.

§. 5.

Si A:a=B:b, est etiam A: B =g b; addecquelsiizt—"uu atque
B =mu pro n, m integris: est etiam @ =nv et b=mv. Hinc si 4 con-
tineat 7 milliaria, atque /& contineat s milliaria: et @ continet 7 milli-
aria minuta, atque & continet 2 milliaria minuta, si nempe pars z-ta
ipsius a dicatur milliare minutum.

Atque etiam si in triangulis ABC, abc, A=n milliaribus, B=m
milliaribus, et C'= u milliaribus, atque @==# pollicibus, &= pollici-
bus, ¢= g pollicibus : patet esse

A 2B =@ whietid T —=ax
adeoque

Aia=8:0 et @ ed-—=100;
consequenter tria latera tribus esse proportionalia ; atque triangula 45 C,
abc esse similia.

Imo etiam si in triangulis 45 C, abc fuerit

A a—uu,

(seu brevius unum latus uni proportionale, nempe uti # ad »), et angu-
lus ipsi B oppositus aqualis erit angulo ipsi & opposito, atque angulus
ipsi C oppositus @qualis angulo ipsi ¢ opposito: tum etiam

B — R (N —— RS
Nam tum est
Aila—="8:0=C"¢,
adeoque quia
: A=z,
est etiam
Brtb—u-10— L
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§. 6.

Si (Fig. 71.) e vertice trianguli rectanguli demittatur ad hypotenu-
sam perpendicularis, orientur duo triangula «, /2 toti triangulo, adeoque
sibi invicem similia ; atque hinc perpendicularis dicta est proportionalis
media inter segmenta hypotenusae, atque cathetus quivis est propor-
tionalis media inter hypotenusam et segmentum adiacens.

Namque in toto triangulo et in triangulo « est # angulus communis,
et R=1v'+u', itaque tertius aequalis tertio, nempe v'=v ; pariter in j3
et toto triangulo est # communis, atque X =72+ #', adeoque et u'=u.
In triangulis «, 3 et toto ergo sunt in quovis anguli &, #, v; adeoque
in quibusvis binis triangulis latera sunt, prouti angulis @qualibus oppo-
nuntur, proportionalia.

Nempe adsumantur prius anguli », # in «, item 2, # in /3, tum 7,

R in «, et v, R in toto; fiet e priore

e = A
atque e posteriore fit
==K
unde
Wee= i et i — 7,
consequenter

=4l et K= 14k

Si igitur ex. gr. 7 unitas rectarum ponatur, et iungatur /in directum;
atque e meditullio ipsius 7/ radio l—_g{— semicirculus fiat, et e puncto
rectarum 7 et / communi erigatur perpendicularis usque ad peripheriam :
erit ductis inde ad diametri extremitates rectis angulus in semicirculo
rectus (pag. 68), atque perpendicularis erecta radix quadrata ex /. Pari-
ter patet, et si non /=1, sed radix e facto ex 7 et / extrahenda fuerit,
eam =y esse. Idem etiam per cathetum fieri posse patet.

Unde etiam quum

K — /ZZ',

10%
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et
k=hl=h(h—1)=h*— A3,
fit addendo
Kb-k=Fk:
atque hinc #'=/"— K7, et
E=VF—K*;

adeoque quaecunque bina e cathetis hypotenusaque data fuerint, ter-
tium innotescit.

De secundis potentiis adhuc tantum sermo est, de areis quadratorum
inferius dicetur.

Si vero (Fig. 72.) u obtusus fuerit, demissa perpendiculari &, erit

W=d'+ K+ x)'=d'+ K’+ 2Kx + x*;
sed £’=d’+ x*; adeoque
=% - AT akx.

Atque si # acutus fuerit: tum aut et » acutus erit, aut » rectus vel

obtusus erit; si » acutus sit (Fig. 73.), tum perpendicularis y intus cadet,
fietque
. yzz L - xz,
item
y'=n"r—(K—x),
atque hinc
F=h"— K"+ 2Kx,
adeoque
W=FkF+ K'— 2Kx.

Si vero v obtusus esset: tum per precedentia esset (Fig. 74.)
k*=h*+ K*+ 2Kz, adeoque A*’=#4'— K*—2Kz. Pro v recto fit z=o.

E quo manifestum est:

a) quod si i'=Fk+ K°, angulum ipsi h oppositum nec obtusum
nec acutum, sed rectum esse.

b) e lateribus dignosci, num triangulum rectangulum, acutangulum
vel obtusangulum fuerit, et cuivis lateri qualis angulus opponatur.

¢/ (Fig. 73.. Ex &#=/A"— K’+ 2Kx prodit

x— k2+ KZ_ kz
2K ’
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ubi £ et K intercipiunt angulum #, 2 vero ei opponitur, atque recta ab
extremitate ipsius x ad apicem est perpendicularis ad X.

N7

Sed etiam si .4 =1 fuerit, (Fig. 75.] eiusque extremitas cum extremi-
tate factoris dati /5, in alterum crus positi, recta iungatur; atque huic
recte per finem factoris alterius quoque dati «, in crus ubi 4 est, ab
apice positi, parallela fiat: erit & factum e factoribus B et a; quia

Adag—F+) sem A:B=a:b.

Si vero facto dato & et alterutro factore /£, huius socius quearatur:
unitatis 4 et factoris dati /& extremitatibus recta iunctis, ab extremitate
ipsius b, ex apice ad crus in quo A est translati, huic recte parallela
fiat : erit recta in crure, in quo A est, ab apice usque ad parallelam
factor socius, nempe guofus a ex & diviso per 5.

Patet autem tam in multiplicatione quam in divisione angulum recta-
rum A, B arbitrarium esse.

Idem pluribus quoque modis fieri posse e dictis liquet.

‘21112114,

Plures rectae numero quovis.

De parallelismo generali preter in pag. 19 dicta plura referre, uti
et subdivisioni figurae rectilinez in triangula immorari brevitas necessaria
vetat: quamvis non solum partem plani a figura quavis rectilinea, sed
etiam a duabus figuris rectilineis, ex. gr. a duobus polygonis, clausam

in triangula dispesci posse demonstrari debeat, possitque.

*2111211422.

Si quaevis figura rectilinea ABE . . . (Fig. 76.) fuerit in triangula sub-
divisa ; atque e puncto f extra eam sito, quamvis proprie ubivis in spatio
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accipi queat, ad omnes angulorum apices rectae cogitentur; et quavis
harum per quantitatem eandem o multiplicata, factum in eadem recta e
puncto f incipiendo accipiatur; nempe «.BRA=*%a in A, « IB=1b in
DER
fuerit recta in AVBE .. ., fiat et inter literas minores nominis eiusdem :
erit abc . .. figura ipsi ABE . .. similis per definitionem (pag. 10), uti

singula triangula sibi invicem respondentia; et simul latera duarum figu-

atque fiant rectze ab, bc...; imo si a litera magna ad aliam

%)

rarum, uti se invicem excipiunt, in eadem proportione, angulique late-
rum correspondentium aquales erunt; imo quavis puncta P, &) fuerint,
recta pq=—oa.PA erit.

Et conversim figura queaevis abc . . ., cuius latera, uti se invicem ex-
cipiunt, proportionalia lateribus ipsius JABE . .., angulique aquales eo
ordine sunt, hoc pacto generari potest; imo si ab=«.dB, guaevis
Jigura, cuius latera modo dicto proportionalia angulique aequales
sunt, dictae abc congruit.

Nam

I. Etsi ad omnia puncta figuree tuxta definitionem recte concipian-
tur, idem prodibit. Quodvis punctum § enim concipiatur ex. gr. in recta
AB, punctum illi homologum p prodibit in recta ab; est enim tum

a_fz[:fa, a,fl%:fb, afp:fp;
A fa=1:a=18:1b =1P: fn:

itaque

sunt igitur crura fa, tb, fp ipsi U, 1B, ¥P proportionalia cum angulis
interceptis communibus; est ergo et ab ipsi AV, ita ap ipsi AP pro-
portionale ; adeoque ab || AB et ap || AP ; per a autem ipsi AB unica
parallela datur; itaque p punctum rectee ab est.

II. Quodvis latus AE ipsi ae homologum in eadem proportione est
uti AB ad ab: nam
IE:-R=iia=11: 10

est vero angulus inter crura I, f€ cruribus fa, fe proportionalia com-
munis ; quapropter et AE ipsi ae proportionale est.
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Sed anguli etiam homologi eequales sunt: nempe ex. gr. quivis an-
guli AED et aed considerentur, concipiantur triangula ADE et ade; est

AP a0 =2UE :ae=DE: e ;
itaque et anguli respondentes aquales (pag. 70), adeoque
AUAED = aed,

atque si angulus convexus sit, et convexus convexo @qualis est. Pariter
de angulis ABE et abc patet.

ITI. Sint etiam quibusvis punctis et () homologa p et q; erit
recta P ipsi pq homologa, eique proportionalis. Nam

B tn— 1 : fq =28 - ab,

atque quodvis punctum recte P® fuerit, illi homologum, ut antea, in
pq cadit.

IV. Queevis figura rectilinea abc . .. fuerit talis, ut latera, uti se invi-
cem excipiunt, proportionalia angulique aquales sint: illa modo dicto
generari potest. Sit enim ab=«.AB &; talem prodire patet. Et quee-
vis alia a' b’ ¢’ ... fuerit, cuius latera ad latera literis maioribus deno-
tata sint uti « ad 1, angulique inter crura proportionalia aequales : figure
dictze congruere potest. Nam posito a’ b’ in ab, ita ut a’ in a et b'in b
cadat, vertendo in eandem plagam, propter angulos ad a’ et a ac b’ et
b ®quales et latera aqualia 7 ..., manifesto congruent.

Patet vero superius « etiam negative accipi posse, ut omnia facta
ultra f in altera plaga accipiantur.

Scholion. Notandum autem est, hic iam ut theorema demonstrari
posse elegantem Wo/fii observationem, quam pro definitione recta ha-
beri voluit: quod nempe omnium formarum sola recta utrinque finita
sit, cul quaevis pars continua similis sit; sed huic quoque brevitas ne-
cessaria supersedere iubet.

Py
=
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2111212.

Rectae cum circulo minima sectio punctum est, maxima e duobus
punctis constat.

N

(Fig. 77.). Sit ab recta inter duo puncta peripherie, et m sit medium
arcus ab, ac ¢ sit centrum ; superponatur forma ex arcu am et rectis ac,
cm composita ipsi mcb; patet recte mc quodvis punctum in suo loco
manere, et dictas formas congruere, adeoque oa super ob cadente, an-
gulos ad o0 esse xquales, adeoque rectos.

Hinc perpendicularis e medio chordae per centrum transit, atque
medium arcus medium chordae et centrum sunt in recta eadem ad

chordam e centro perpendiculari.

N2

(Fig. 78... Modus hinc se offert, datis quibusvis tribus punctis a, b, 0
non in recta sitis, centrum ¢ reperire, e quo radio ca scripti circuli peri-
pheria per a, b, O eat. Nempe si ab, bd modo (pag. 63) bisecentur, per-
pendicularis e meditullio f recte ab perpendicularem e meditullio i
rectee b) secabit: nam recta ft cum quavis perpendicularium dictarum
efficiet angulum << R, adeoque summa internorum est << 2/2. Sit ¢ sectio
perpendicularium ; erit

A afc=Dbfc, adeoque ac=bc,
ita
A bic=0ic, adeoque bc=0c;
consequenter
ac—bc—.

Unde etiam pari modo arcus cuiusvis, quum in eo tria puncta queevis
accipere liceat, neque in recta sint, centrum reperire licet. Nempe
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¥ 13

Recta circulum in tribus punctis secare nequitz. Nam tum duze
chorda essent eiusdem rectee partes, et centrum circuli esset in perpen-
diculari ex utriusque medio erecta; adeoque duae perpendiculares de
eadem recta secarent se.

N

(Fig. 77.). Patet etiam chordam totam praeter extrema intra circulum
cadere. Nam pars arcus nequit intra cadere, pars extra; quia tum habe-
ret recta ab cum circulo adhuc punctum commune, ubi ex a motum in
peripheria punctum ex una plaga in alteram transiret eundo usque ad b;
neque in eandem plagam cadere queunt duo arcus; nam tum esset cf=ca

(contra pag. 64).
§. 5.

(Fig. 79.). Sectio minima rectae cum civculo est punctum. Nam si bf
faciat cum radio bc rectum, b erit punctum contactus recte et circuli
centro ¢ scripti, nec ullum aliud punctum recta bf quamvis infinita in
eodem circulo habet. Nam si haberet ad dextram, item ad leevam esset;
itaque duobus punctis fieret sectio maior. Vocatur bf tangens.

Est vero etiam conversim tangens ad radium perpendicularis; nam
nisi id sit, sit bd alia tangens, haec faciet ab aliqua parte angulum acu-
tum cum radio; perpendicularis co ex ¢ ad bd acuto angulo obiecta
cadit, adeoque hypotenusa bc semper decrescit usque ad o; itaque
queevis recta inter b et 0 ad ¢ ducta est radio minor; adeoque bo intra
peripheriam cadit, et quum continuata egrediatur, tangens non est.

Quamvis autem e quovis puncto arcus bd possit ad tangentem b
demitti perpendicularis, nulla tamen recta ex b inter arcum bd et tan-
gentem DE duci potest. Nam queevis recta bd ducatur inter bc et bf,
angulus rectus illico decrescet, et demonstratione praecedente applicata,
patet punctum ex b in recta illa viam infra peripheriam incipere, ut per

arcum obiectum transeat.

BovLyai, Tentamen. II,

=
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*21112122.

Plures rectae circulum secantes

‘21TI21221.
Se invicem quogue secantes ;

2NIT221%
In eodem puncto;

2N 2052 O TNINTE

In peripheria.

I. Considerentur prius duae tantum.

N

Si prius alterutra duarum fangens circuli sit: est anguli v, quem
tangens cum chorda facit, quantitas dimidio arcus a chorda subtensi
aequalis.

Nam (Fig. 8o.) si chorda per centrum transit, tum » est rectus, et
arcus tunc subtensi dimidium est quadrans. Alioquin autem fiat per
centrum chorda parallela; perpendicularis e medio chorde datae per
centrum transit: eritque #—+7 ad centrum = A ; sed alterni u et u
sunt eequales, atque x -+ v angulus tangentis cum radio est = &R ; itaque
angulus z ad centrum =wv illi, quem tangens cum chorda facit; prioris
v quantitas — dimidio arcus subtensi; adeoque etiam posterioris z quan-
titas eadem est.

Idem patet de angulo deinceps # + R ; nempe v+ u -+ R est totius
circuli dimidium; itaque subtracto z, et dimidio arcus a chorda sub-
tensi, manebit # + R = arcus a chorda ab altera parte subtensi dimidio.

N 2:

Hinc si duae chordae a, b se invicem in peripherize puncto f secent
(Fig. 81.), orietur u angulus ad peripheriam. Fiat tangens ad punctum £.
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Est #4924 2z= totius peripherizze dimidio, » +2z= dimidiee summz
arcuum subtensorum; manet itaque pro u dimidium arcus illius cui
inststit.

Et hinc patet (uti pag. 68) angulum v (Fig. 82.) in semicirculo esse
rectum ; et quadrilateri abcd circulo inscripti angulos oppositos simul
duos rectos efficere; nempe p—+¢, ita v+4+x= dimidio peripheria
totius.

Sunt etiam arcus «, 2 per chordas parallelas absecti aquales propter
alternos # et u, simul angulos ad peripheriam, ezquales. Ita si tangens
chorda parallela fuerit, sunt alterni z et z aquales; quorum unius quan-

C

titas Z est, alter autem (pag. 82) = - est.

I1. Si plures recte secuerint se invicem in eodem peripherie puncto
(Fig. 83.): est
r+r>0-+10

1d est diameter est chordarum maxima. Porro

a+b0>r et r=a-+a,

atque hinc
b =a;
sed
a+b>c;
itaque
b+ b=>>c.

Decrescente igitur arcu infra semicivculum, chorda quoque decre-
scit, ac maiori arcutr chorda maior, matorigue chovdae arcus maior
respondet.

21112122112,

De sectione intra peripheriam in eodem puncto.

1. Prius duarum rectarum (Fig. 84.).
1. Quantitas anguli u aequalis est —;— (a4 p).
Nam ducta parallela, fit #'=u; est vero

6= % («¢'+ B), atque a =«

p 5 i

T e — e —— I T el T G, o WX T S TR o i et e el . i et

e e

e

=

R

=

f=rE
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Consequenter
U % (a+73).

2. Triangula ibidem verticalia sunt similia, quia anguli ad periphe-
riam iisdem arcubus insistunt. Hinc a:6=25": @', atque
aad'=bb';
nempe facta segmentorum sunt aequalia.
I1. S7 duabus rectis plures secuerint se invicem intra peripheriam
(Fig. 8s5.), sitque sectio extra centrum c: rectarum inde usque ad peri-

pheriam minima p, maxima s—+r est; atque rectae dictee a p crescunt
semper porro usque ad s-+7.

Nam
S+a>k+Fk et k+k=s+p;
hinc
a>p.
Porro
b+Ft>a;
sed g
b+k>r, r=rk+#k;

hinc

b =%;
itaque in - £'>a substituendo &' ipsi £, fiet
b+0b>a.

Item
S+r>b6+170.

‘21112122113,

De sectione extra peripheriam.

1. Duarum rectarum (Fig. 86.).

1. Est, parallela ducta, externus #'=u interno opposito; adeoque
f—d
2

etiam anguli quantitas eadem est, nempe ; sed a=d (pag. 83);
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itaque
R— o
W= / .
2
QU ST :
A B—b""a. :

Nam x+y =2R, sed y +v quoque = 2R, nam sunt duo anguli ad
peripheriam, ambo toti insistentes circulo: adeoque x=wv; u vero est l
communis duobus triangulis; itaque proportione instituta patet esse i
etlam

Ao — Bb.

I1. Si duabus plures secuerint se invicem (Fig. 87.): aq minima, af
maxima est; illa crescit usque ad tangentem ab, haec decrescit eousque.

Nam
ac+ce =af >ae;

cE+te>ce=cl+I), '

hinc {
fe>H0;
sed
OF 4+ Fa>0q,

itaque

ef + Ba > da.

Idem pro tangente, si f' pro F et b pro 0 ponatur, applicari patet.

Demum
ah +he<<ai—+ic
(pag. 65), sed
ic ==hc:
itaque
ah < ai.
Ita
ag -+ ac << ah + e,
adeoque

ag << ah.

2111212212,

In 2111212212 usque ad 211121222 (Nnumerum posteriorem, ipsum
lam pag. 82 relatum, excludendo) figurae rectilinez continentur, quarum
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aut apices omnes in peripheria sunt, aut latera omnia eam tangunt. In
casu priore rectilineum circulo inscriptum, civculus autem rectilineo
circumscriptus ; in posteriore autem circulus rectilineo inscriptus, et
rectilineum civculo circumscriptum dicuntur.

De quovis rectilineo / itaque quatuor queestiones oriuntur :

1) circa Z° circulum scribere,

2) circulo ipsi 2 zquiangulum inscribere,

3) ipsi £ circulum inscribere,

4) circulo ipsi /2 @quiangulum circumscribere.

\: .

Sit prius exemplo triangulum. Circa triangulum quodvis scribi cir-
culus (pag. 8o) potest; atque si radii per apices producantur, quivis cir-
culus centri eiusdem in tribus punctis secabitur, quee si rectis iungantur,
orietur triangulum priori quiangulum ; sunt enim latera lateribus paral-
lela, quia crura e centro sunt ut radius ad radium.

Si trianguli abc (Fig. 88.) anguli #, » bifariam divisi sint: patet sum-
mam internorum z'-+ 2’ sectionem parere, e qua ad latera misse per-
pendiculares sunt sequales. Formantur enim triangula « =, #=/3' per
latus unum commune, et angulos #' et R in « et o, ac 2’ et R in 3
et 3'. Si circulus centro p radio pq fiat: erit quodvis latus tangens;
atque #riangulo dato circulus inscriptus.

Si vero perpendiculares producantur: per puncta peripherie cuius-
vis, cuius centrum p est, in quibus perpendiculares priores eam secant,
tangentes ductee efformabunt A ABE ipsi abc wequiangulum (pag. 71);
atque hoc pacto dato circulo triangulum dato triangulo aequiangulum
circumscriptum erit.

§. 2.

Si arcus a sit = —5, denotante p peripheriam, » integrum; atque
ducatur chorda cuiusvis arcus «, uti se invicem in p excipiunt: oritur
polygonum regulare n laterum; erunt nempe latera chorde arcuum
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@qualium, et anguli quoque @quales, utpote quivis est angulus ad peri-
pheriam arcui p — 2« insistens.

Sunt etiam manifesto @zqualia quaevis triangula per radios ad cuius-
vis lateris extrema ductos generata, per tria latera tribus equalia; sunt-
que triangula eiusmodi tot, quot latera, et quum duo latera sint in quo-
vis @qualia, quodvis aquicrurum est, et angulus quilibet ad basim est
dimidio anguli polygoni aqualis.

§ 3.

Conversim quoque s7 figurae rectilineae abcde latera aequalia, an-
gulique aequales fuerint: apices omnes in eadem peripheria sunt.

Nam (Fig. 89.) perpendiculares e meditulliis f, g laterum ab et bc
secant se invicem, quia ad rectam fg summa internorum est << 2/’; fiat
in p. Erunt triangula afp et bfp @qualia, propter duo latera cum recto
intercepto zqualia; adeoque in triangulo apb anguli # ad basim sunt
a@quales. Est quoque Apfb=pab, propter hypotenusam cathetosque
aqualia (pag. 64); adeoque et angulus pbg—» = dimidio anguli poly-
goni; A pbg vero =pcq, ita uti A afp=>bfp erat. Erit igitur angulus
pcd = u ; demissaque perpendiculari ph, est A pac=pch, per pc com-
mune et angulos @quales; atque hinc

eh=ca=ho;
est igitur A pch = pdh, per ph commune, ch=0NH), et rectum intercep-
tum. Quod continuando patet esse
p=Ip=cp="0 ©.
8

Sunt etiam e pracedentibus perpendiculares pf, pg, . . . equales;
adeoque centro p radio pf circulus polygono inscriptus erit, uti prior
circumscriptus.

Si vero ut supra de triangulo dictum est, tam perpendiculares quam

o

T

e

ay- =
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radii ad apices producantur : quivis circulus centri p fuerit, ubi a per-
pendicularibus secabitur peripheria, tangentibus ductis, polygonum regu-
lare totidem laterum circumscriptum erit; et si radiorum sectiones iun-
gantur, circulo inscriptum erit; nempe quevis duz rectee duabus
parallelee angulos esequales facient, omniaque circumcirca @qualiter ge-

nerantur.
S
Si arcus lateris sexta pars pergpheriae sit, chorda erit = radio, nam
tum angulus ad centrum est —320 = 60°, adeoque duo anguli ad basim
trianguli @quicruri sunt 180°— 60°= 120°, adeoque unus = 60°, et tri-
angulum equilaterum est.
8:06:

Angulus polygoni n laterum aequalis est Kw

Nam e centro ductis ad apices angulorum rectis triangula numero
n prodibunt, quorum omnium angulorum summa =27/ ; unde sub-
tracta summa angulorum ad centrum, residuum est (2z2—4) &, quod cum
n anguli sint, dividi per z debet.

Patet etiam quemvis externum, latere in eandem plagam respectu
antecedentis producto, esse eidem ¢ aqualem. Itaque quum hoc pacto
g numero » prodeat, et quodvis ¢ sit =2/ — angulo polygoni
C il S

n

=2/ —

)
erit

ng =:2nR— L(QZZ;L}L@ =2nR—2nR+4R=4R.

211121223,
De rectis civculum secantibus parallelis dictum (pag. 83) est.

211343,
De circulis se invicem secantibus.

I. 1. Prius de sectione dworum civculoyum : sectio minima est punc-
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tum, maxima duo punctorum est. Duos circulos in tribus punctis secare
se invicem non posse vel inde patet, quod tum duee chorde essent
utrique circulo communes, e quarum mediis erecte perpendiculares
centrum utriusque idem determinarent; adeoque aut toti coinciderent,
aut nullum punctum haberent peripherize utrique commune.

2. Si circuli unum tantum punctum habeant commune, dicuntur Za-
gere se invicem, et quidem is znfus tangere, qui preeter punctum tactus
totus intra alterum est, et circulus alterum tangens, qui non intra hunc
cadit, extus tangere dicitur; adeoque duo circuli possunt se invicem
extus aut intus tangere: nempe

Centris €, ¢, ¢ in perpendiculari ad ab (Fig. go.) acceptis, radiorum
extremitate altera a scriptos circulos se ita tangere patet : quia si practer
punctum a adhuc haberent commune, ex. gr. ad leevam respectu c, id
etiam ad dextram fieret; adeoque duo circuli duobus punctis plura ha-
berent communia.

3. Sunt vero centra circulorum se contingentium et punctum tactus
in recta eadem.

Nam si circulus ab altero intus tangatur: eadem in puncto a utri-
usque tangens erit. Nam sit ab tangens interioris; nisi eadem esset
etiam exterioris, sit ap; heec secabit interiorem adeoque tum etiam
exteriorem : itaque tangens huius esse nequit. Si vero ab tangens
communis est, tum perpendicularis ex a per ¢ et ¢ transiens unica est.

Si duo circuli se invicem extus tangant (Fig. go.), tum nisi a, €, ¢
in recta sint, sit cOC recta: erit Ca-+ca>cdE; nempe summa duorum
radiorum addita aliqua recta esset summa duorum radiorum minor.
Unde patet, a duobus ad tres, inde ad quatuor & progrediendo, omnium
quotquot fuerint, se invicem in eodem puncto (sive extus sive intus) con-
tingentes : centra cum puncto tactus in recta eadem esse.

4. Forma per sectionem minimam generata est duplex, prouti intus
aut extus se tangunt: sed (Fig. 91.) forma per maximam sectionem gene-
rata constat e duabus lunulis et intermedia fenestra, ad quarum commu-
nem chordam e meditullio huius erecta perpendicularis per centra am-
borum circulorum transit.

BowLvail, Tentamen. II. 12

=D
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Aequalitatem per unum angulum in qualibet duorum circulorum sec-
tione determinatam esse patet. Nam tunc ex utroque congruit portio, et
tria puncta determinant circulum.

I1. S7 circulus A duos circulos B et C secet: aut tanget utrumque,
aut unum A solum tanget, aut neutrum.

In casu primo (Fig. 92., 93., 94., .. .) aut intus aut extus cadet uter-
que ab A tactus; aut unus extus alter intus. In quolibet horum casuum
aut habebunt hi duo aliquid commune, aut non: si ita, id aut punctum
erit, aut duo; si punctum solum fuerit, hoc aut in 4 cadet, quo pacto
sectio omnibus commune punctum erit, aut non in 4 cadet. Si 5 extus,
(' intus cadat, tum casus unus tantum est, ut C' et 5 aliquid commune
habeant, nempe sectio unius puncti. In casu secundo ubi 4 nonnisi
ipsum /A tangit, habet tamen cum C aliquid commune, secabit ipsum C
in duobus punctis; tum vero A et C aut habebunt aliquid commune,
aut non; si ita, erit id aut punctum, aut duo.

In casu tertio 4 neutrum ipsorum /7, (' tangens habere cum quovis
ipsorum / et ' communia duo puncta debet; et 5 et C aut habebunt
aliquid commune aut non; si ita, id erit aut unum aut duo puncta; et
haec aut ambo erunt eadem cum iis, qu& 4 cum 5 et C habet com-
munia, aut unum tantum, aut neutrum.

Facile patet omnes hos casus, quorum aliquot conincidunt, pervesti-
gando, sectionem esse minimam I puncti, 6 punctorum maximam, et
dari sectiones 1, 2, 3, 4, 5, 6 punctorum, atque formas varias, et angulos
infra in duas species distinguendos generari.

Ob facilitatem immorari cum necesse non sit, exempli caussa casum
unum casus primi attulisse sufficiat; nempe casum sectionis trium punc-
torum, in quo quilibet bini ipsorum 4, B, C tangent se invicem, at
non in eodem puncto.

Fieri hoc nonnisi B et C utroque extus aut utroque intus 4 cadente
patet.
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L\

Si C et B extus cadant (Fig. 93.), sit @ radius ipsius 4, et in conti-
nuatione eius accipiatur punctum illud, ubi (quantavis fuerint &, ¢) rectee
a-+b et b+ ¢ circa extrema rectee @+ c¢ motae occurrunt; quod fieri
patet, cum quorumvis duorum laterum summa excedat tertium.

Tum si e tribus verticibus triangu. tanquam centris circuli fiant
radiis @, b, ¢, nempe radiis circulorum 4, 5, C: patet e quantislibet
a, b, c¢ triangulum tale generari, quale oritur in schemate e tribus arcu-

bus, cuius vertices sunt puncta tactus externi.

§o 2,

Si B et C intus cadant (Fig. 94.), sit a centrum ipsius 4, et b
centrum ipsius /3, et ¢ centrum ipsius C. Sit 7 radius ipsius C) ac radius
ipsius A4 sit »+u; et radius ipsius B sit J; pro quovis 4, dummodo
< u sit, reperietur b ibi, ubi -+ ,? circa ¢, et -+ »— /3 circa a mota
occurrent.

Si occurrant, res patet. Nam tum

g bi:[)',
quia

di=r+u et ba=u+r—p;

itaque 1 est punctum tactus ipsorum A et 4, quia t in recta per ambo-
rum centra est; ita recta f-+# ex b ad ¢ transit per ¢ et tactum ipso-
rum. & et C.

Datur vero b pro quolibet 2 quod < u.

Nam tum latera 3-+7 et # ac u +#»— /3 talia sunt, ut quorumlibet
binorum summa tertio maior sit; de reliquis patet pro quovis [3; at
postremorum summa priore tunc tantum est maior, si F<Zu sit. Nam
summa hezc est 2u -7 — 3, quod debet esse >3- 7; subtracto utrin-
que 7, manet 2z — 3> f3; adeoque pro f=—uk o, est

2u— (uto) =2u—f=uto,
et manifesto #+—w est <urbw, et urbo>u — o.

12%

=5
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§. 3.

(Fig. 95.). Sit quantusvis angulus bac, et ba=ac; et sit chorda bc
meditullium 0, fiantque centro b radio bd=bq, centro ¢ radio cd, et
centro a radio aga=al circuli; fiet triangulum ghd, ubi arcus @d, utvis
mutetur angulus a, manet = 0h; nimirum in triangulo @quicruro abc
sunt ad basim.

Porro arcus @d-— R, si Aa-—o; et g@d-—o, si Aa-—2R; arcus
&) vero -— A in casu primo, et in altero -—2/. Radius ga autem in
casu primo -—ba, b ipsi f quam proxime eunte; in altero vero ga-—o,
b ipst |, et O ipsi a quam proxime euntibus.

§. 4.

Plurium circulorum sectionibus preetermissis unum tantum attigisse
sufficiat (Fig. 96.).

Si be sit latus figurae regularis, cuius vertices sunt in peripheria radii
ab: patet per dicta generari e verticibus tanquam centris, dimidio latere
pro radio accepto, circulos @quales coronam claudentes, quorum quivis
quemlibet inter quos est tangit, uti in schemate.

De formis etiam in casibus dictis notasse sufficiat :

1. Figuras ibidem oriri, quae duobus lateribus concavis, aut duobus
lateribus convexis spatium claudunt.

2. Oriri triangula circularia, de quibus statim dicetur.

3. Angulum, sub quo occurrere arcus arcui potest, in duas species
distingui posse : nempe in convexum, scilicet cuius crura possunt circa
verticem in talem situm moveri, ut recta quadam per verticem ducta
sit chorda utriusque, arcubus in diversas plagas cadentibus: alioquin an-
gulus concavus vocetur. Ex. gr. (Fig. 95.) dah, et (Fig. 97.) aah convexi
sunt, gaf concavus est.

4. Triangulum eiusmodi combinari posse e tribus convexis angulis,
e 2 concavis et I convexo; at non posse € 3 concavis, aut ex I con-
cavo et 2 convexis, patet.
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§ s

Quantitas anguli esse eadem potest, quae anguli est, quem tangentes
crurum ad verticem faciunt; at illa tangentis dimidietas intelligatur, cum
qua arcus non formam fluentem facit (pag. 16) Hoc pacto u=o0=u,
(Fig. 92.), et (Fig. 95.) trianguli @dh angulorum summa =o; at (Fig. 98.)
trianguli adbfcea summa angulorum =12/R; maior summa trium angulo-
rum esse nequit.

Nempe (Fig. 99.) sit abc triangulum equilaterum, et q, r, | meditullia
laterum, angulique # @quales, atque e punctis a, b, ¢ erectis ad crura
ipsorum # perpendicularibus, intersectiones p, w, 1 fiant centra radiis
pa, ib, wc equalibus: patet angulum dae convexum accipi, et dabili
quovis minus sumi posse.

Datur triangulum, cuius angulorum summa dabili quovis minor esse
potest.

Sint nempe (Fig. 97.) duo arcus afd et ahd ad angulos convexos a
et O se invicem secantes, (et angulus concavus dato quovis minor fieri
potest); et sint tangentes in a recte ab et af; moveatur arcus afd
circa a per arcum ahd, tangentem suam ab secum ferens; poterit ab ire
quam proxime ipsi af; itaque angulus ad a fiet ommni dabili minor;
sed is solus erit summa trium angulorum trianguli, qui e meditullio ¢
chordee a€ radio og ad chordam perpendiculari scripto semicirculo ghm
clauditur.

Interim haud sufficit quantitas duorum angulorum dicta ad angulo-
rum zqualitatem geometricam : necesse est et anguli species easdem,
radiosque unius radiis alterius @quales esse; poterit autem inferius, ubi
de areis tractabitur, angulus quivis eiusmodi etiam per areas certo modo

determinatas exprimi.
§. 6.

Aequalitas triangulovum civcularium determinatur modo sequente :
1. Duo latera cum angulo intercepto non sufficiunt; nam latus ter-

tium esse potest radiorum variorum.

i
i
‘}

A=
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2. At tria latera sufficcunt, nisi sit aliguod convexum et 1lli res-
pondens concavumn.

3. lta duo anguli et unum latus adiacens.

4. Imo tres anguli quoque ponunt triangulorum horum aequali-
tatem, sed duo non.

Cum casus reliqui sint faciliores, ultimum tantum referre libet.

At sequens prius demonstrandum est (Fig. 100.). Peripheria centri a
radii pa dicatur «, peripheria centri l) radii ha vero 4, peripheria radii
hp autem dicatur /.

Utcunque secet a 1psum H ad angulum z, omne punctum peri-
pheriae A tale est, ut circulus ex eo tanquam centro scriptus cum
radio ap, plane ad angulum z secet ipsum H'; nullum vero extra
peripheriam A tale punctum q datur, ut arvcus radii ap peripheriam
H ad angulum z secet.

Prius (Tom. I. pag. 12. V.) patet; sed nec ullum tale punctum q est.

Nam sive intra 4 sive extra sit, recta a[; transit per 43 hat in c,
et sit q extra 4 ; radius pro centro utroque ¢ et q sit =ayp, terminabi-
tur uterque in hq in duobus diversis punctis m et 1.

Fiant centro ¢ radio ¢m et centro q radio qr circuli; neuter horum
potest tangere ipsum /7, quia si unus tanget (extus aut intus), ex. gr.
extus, et alter extus tangeret, si ex q et ¢ descripti circuli circulum /2
ad angulum ipsi z zqualem secarent; tum vero quia tactus punctum in
hq esse debet, radii inequales fierent aquales.

Itaque secaret ipsum /7 uterque in duobus punctis, unus in fl, alter
in vi; et quidem ita ut si f ultra v cadat, et | plane ita ultra i cadere,
et si F in v cadit, [ in 1 cadere debeat.

Neutrum vero fieri potest. Nam quum hoc pacto esset angulus
mfo =1vo, et per angulum unum ponatur aqualitas figuree e duobus
arcubus composite (pag. 9o), esset Fmovf—=novrov; adeoque et [ non
possunt non in » et i cadere: at neque in D et i possunt, quia tum m
cum r coincideret, quia per angulum P=0p non posset m e peripheria
vri egredi.

Si q intus 4 cadat demonstratio eadem est. Itaque assertum patet.
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Liquet hinc quamvis triangulorum circularium speciem per tres angu-
los determinari, ponique @qualitatem per tres angulos aquales (Fig. 101.).

Nam sit unus arcus trianguli circularis e peripheria / cuius centrum
b, alter e peripheria / cuius centrum i, tertius ex A  cuius centrum q
est; adeoque sit triangulum abc.

Tum manente angulo ¢, omne centrum, e quo angulus =a cum /7
produci potest, est in peripheria 4, et omne centrum, e quo cum 7/ an-
gulus =b produci potest, est in peripheria /5 per precedentia; descri-
bitur vero arcus ab latus angulo ¢ oppositum, ex uno centro; adeoque
centrum hoc adsumi debet, ubi 4 et /5 se invicem secant; adeoque ad
summum duo puncta esse possunt uti p et q, nimirum plura puncta
A et 5 communia habere nequeunt, unde angulus =a cum /7, et an-
gulus =b cum 7 produci possit; scilicet z—=a, et 2 =D>.

At z patet (cadentibus p et q in diversas plagas) vertere convexam
partem ipsi ¢, si @ concavam ostendit, ita ut z semper aliter sit versus
¢ versus quam d.

Itaque unicum adhuc triangulum construi potest, ut ¢==F sit, b=7,
et z=a; haec vero sunt ®qualia. Ita A acn=2zFfm; sed z est concavus,
et illius deinceps positus est convexus, ita in altero triangulo. Nempe
triangulo zof considerato, si z = a angulus concavus sit, angulus deinceps
positus dicti anguli convexus est.

211122,

De sectione sine angulo, quae itaque formam fluentem parit.

I. Recta cum recta: si circa punctum sectionis moveantur, donec
fiat angulus = 2R, id est nullus angulus sit, forma fluens evadet.

Recta cum circulo :

1. Cum wuno; tangens dimidia cum dimidia altera peripheria forma
fluens est. Ex. gr. daf (Fig. 102.).

2. Cum duobus circults dupliciter fieri potest; scilicet tangente recta
on duos circulos in duobus sui extremis, aut in eadem plaga aut in
diversa; uti est ponr et ponm.
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3. Cum tribus circulis fieri nequit; quia si ad finem recta ponatur
tertius : is cum priore circulo faciet angulum, si ita ponatur, ut cum
recta non faciat; in puncto intermedio quovis vero angulum fieri cla-

rum est.

I1. Circulus cum circulo :

1. Cum wuno; nempe duo arcus qualiumvis radiorum eadem tangente
gaudentes, in plagas respectu rectae centrorum diversas, et aut in eandem
respectu tangentis plagam aut diversas cadentes, sine angulo secant se
invicem : talis forma fluens est [fs. (Fig. 103.).

2. Circulus cum duobus civculis: si arcus cuiuspiam ambo extrema
modo plane dicto cum aliquo arcu iungantur, uti abcd aut Emno aut
fmnl. (Fig. 104.).

S

Forme fluentes sunt quasi rivi, quibus nature viventis vena fluit,
rarius iter frangens, ut in dulciorem cursum refluat, demum in mortis
regni angulatis terminis herens.

Lineamenta quaevis describi quam proxime possent, ad cuiusvis arcus
finem, certi radil arcu certa quantitatis in eandem aut alteram respectu

tangentis plagam posito.
S 2

Figuram duo arcus non eiusdem circuli, sine duobus angulis claudere
nequeunt. Tres arcus requirunt ad minimum unum angulum ; quatuor
possunt sine angulo figuram claudere.

Prius manifestum est. Alterum quoque (pro Fig. 105.) patet. Nam sint
tres illi arcus 4, B, C, centra a, b, ¢; punctum tactus ipsorum 4 et 5
sit A, punctum tactus ipsorum 5 et C sit O, et punctum tactus ipsorum
A et Csit p; patet p, a, ¢ in recta, atque etiam J, b, ¢ in recta esse
debere, itaque ¢ eo cadere oportere, ubi rectae pa et Ob se intersecant:
nam p et O in arcu ex uno centro ¢ scripto esse oportet; ibi vero ore-
retur triangulum abc, essetque radius c¢p=¢d; porro quia
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bd =ab + aA = ab + ap,
atque
ac—+ap = cd = cb + by,
esset
ac+ap=cb-+ap-+ab;
atque hinc esset
ac=cb+ab;

quamvis duo trianguli latera nequeant zqualia esse tertio.

Idem facile patet pro casu, si trium arcuum aliquis contrarie flexus sit.

o

At nec e tribus lineis, quarum qualibet recta aut circulus est, figura
sine angulo claudi potest. Nam si quaevis sit recta, ant duze rectae et
unus arcus, patet.

Si vero una sit recta et aliee duse arcus sint, patet modo sequente.
(Fig. 106.)

Sit pw tangens arcus g ; tum ut tertia linea figuram claudens arcus
sit, necesse est dari tale p, ut pv ad vm perpendicularis sit = pq, rectee
per arcus mq centrum ¢ ducta, quia tunc tantum petitum praestari per
arcum a ( usque ad » centro p radio pv scriptum posset.

At

Dp<pq;
nam
e—100=—\¢q,
porro
po<<p¢,
ergo

DO —+ PO << PC + ¢q.

§. 4.

Fieri posse cum uno angulo figuram e tribus arcubus patet: si
(Fig. 107.) centrum f arcus aeb in recta per eius extremum a et centrum
¢ ipsius afd ducta accipiatur, et centro i radio di—=Dbi semicirculus de-
scribatur : generabitur hoc pacto figura afdgbea, nonnisi ad b angulo
gaudens.

BoLval, Tentamen, II. 13

e R ot
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Ita ex una recta et duobus arcubus datur figura cum uno angulo
(Fig. 108.).

Nam arcus mo, cuius tangens est mn, centrum in ¢ habet; itaque
facile patet in oc¢ producta posse centrum f arcus on accipi, et ad n
angulum generari.

E duobus vectis et uno arcu quoque datur figura cum uno angulo.
Nempe si abcd quadratum sit (Fig. 108.%), et centro a radio ab fiat
arcus bec.

S

Figuram quatuor arcus possunt sine ullo angulo claudere; et 4 est
minimus numerus, cum e paucioribus fieri non posse dictum sit.

Nimirum ab extremitatibus a et b arcus afb (Fig. 109.) ducantur rectee
per eius centrum &; et acceptis ca ex a et bf ex b aqualibus, scriban-
tur radiis ca et tb centris ¢ et F arcus aquales be et af, ducanturque
rectee fe, cf; et fiat ex intersectione ' radio e arcus ef. Figuram {befa
queesitam esse e pramissis facile patet. Talem etiam esse AbdeBfahU
patet (Figg. 110. et 111.), centris in apicibus quadrilateri sequilateri ifcF
acceptis, radiisque ih=ib=ce=cf e centris i, ¢, et radiis Ph=Ffj=tb=fe
e centris f, . Facile ex inspectione patet id quoque, quod si #-— R,
limes ipsius hAb et eBf semicirculus, et limes ipsius bde ita ipsius haf
rectee sint, quamvis ipsa (Fig. 112.) nunquam attingatur. Si vero #-—0,
tum bAh-—o (in Fig. 110.), in Fig. 111. autem b2Ah peripheriz toti quam
proxima venit, et hf' semper minus distantia puncti ¥ ab ic esse debet,
ih vero -— é— ic.

Potest e duabus rectis et duobus arcubus quoque figura sine angulo
fieri; talem esse patet defaab (Fig. 112.); ita ex una recta et tribus arcu-
bus, qualis est (Fig. 113.) demba: ubi arcuum ad, em centra i, ¢ sunt, et
arcus abm centrum F est, ac remoto ! in perpendiculari bf dato quovis
ulterius, limes (Fig. 112.) erit.

E tribus rectis et uno arcu figura talis fieri nequit.

Quum omnia heec aliaque huius generis e preemissis facile perspici-
antur ; brevitatique consulendum sit: pauca hzc, quo ordo ipse induxit,
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attulisse, nec plura adferre concessum sit. Aliquid tamen adhuc addetur
inferius.

2LL23

De areis figurarum planarum rectilinearum civculariumque.

L. De facto e rectis ; hinc area rectanguli, area parallelogrammi cuiusvis, area tri-
anguli, area guadrilateri cuius dantur duo latera parallela, area guadrilateri cuiusvis,
area cuiusvis rectiliner, per summationem triangulorum aut trapeziorum, e quibus con-
stat ; ita area polygoni regularis ; hinc area circuli.

II. Zransmutatio arearum et reductio ad formam rectae (Tom. 1. pag. 27), nempe ad
rectangulum datze altitudinis ; et mutatio plurium guadratorum in unum.

III. Comparatio arearum figurarum similium aliarumque. Inde lunula Hippocratis
et id genus alia.

IV. Additio, subtractio, divisio figurarum sub certis conditionibus.

V. Si alicui figure alie sub certa conditione imponantur, impositarum summa

limesque huius queritur.

S I

Factum e quotvis rectis, recta est (pag. 77); at si rvectarum wuni-
tas sit a; et pro planorum unitate accipiatur tale quadratumn, cuius
latus « est; ita pro unitate omnium spatic portionwm sit cubus, cuius
latus o; tum si [, I', 1" rectae sint; 1. recta [.]l'" mensurata per uni-
tatem « plane eos numeros dat, quos area rectanguli ex [ et I' com-
positi mensurata per arearwm unitatem, nempe quaa’ratum a; tta ut

$2 ex. g recia 1L, nempe Jactum lineare, sit - r-z‘um ipstus” o, et
area rectanguli a’zcz‘z szz‘———z‘a quadrati «. 2. [ta Jactume L. 1'.0" si
iz—-z‘um psius o sit, etzam parallelepipedum (de quo infra) ex /, /' et
1” est —f-z‘um unitatis solidorum, nempe cudi cuius latus o est.

Nam heic tantum de areis loquendo (Fig. 114.) sit / unitatis %-ta, /' vero
v
=il f R
B

VL B R N psqr

gs ge s gsqgs

B3N

=

e
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Dividatur « =1 in g¢s partes aequales, continebit / partes eiusmodi
numero ps, /' vero numero 7g, (patet b4 et % ad eandem denomina-
tionem reductis). Ductis vero paralleliS e fine cuiusvis —ag—, orientur in
strato inferiore quadrata, quorum cuiusvis latus est “S , numero 7¢; et
quum / strata eiusmodi numero ps producat, erunt eiusmodi omnia
quadrata numero psrg; itaque totum rectangulum ex / et /', erit

877G : : ; : : -
5%73/ -tum quadrati «; namque stratum inferius continet eiusmodi qua-
drata numero g¢s, et cum strata quoque numero g¢s dentur, constat

quadratum « ex eiusmodi quadratis numero ¢sgs.

: . : : sqr . :
Patet itaque, uti factum lineare superius —g—s%utum unitatis linearis

—Aj b -tum

est, 1ta rectangulum, ex eiusmodi factoribus compositum, esse ®

unitatis arearum.

Si vero L et / sint incommensurabiles, tum id ex /, quod <fgs— est
et remanet, sit 4, et id ex L, quod <é% remanet, sit @; utrumque
-— o0, quia ¢s omni dabili maius accipere licet.

Sit rectangulum ex L et / ®quale 2 atque rectangulum ex L' et /'
aequale 77”; erit 2— FF'= rectangulo ex L et/, etrectanguloex /' et ; Aetw
aut sunt zequalia, aut alterutrum est maius altero, sit A>w ; erit P—/F'<<
rectangulo ex (L—+/) et A; sed hoc quoque -—o0; quia basis L+ / ma-
net, et 4 omni dabili minus fieri potest; adeoque non datur tam parva
assignabilis recta £, ut quadrato eius non fiat rectangulum dictum minus ;
nam dividatur Z -/ in tot partes #z, ut una sit << 4, deinde fiat A tam
parvum, ut sit <——;€—, et si superstruantur rectangula p sibi invicem, i
non adaequet altitudinem #; patet oriri rectangulum, cuius tam basis
quam altitudo est <<4; adeoque P— P’ esse dato quadrato ipsius £
minus ; potest vero cuivis assignabili figurae circulus, et huic quadratum
includi; itaque 7' quod = Z'./7' (id est L'./'-to quadrati unitatis), nulla
assignabili quantitate differt a 2, et tendit ad limitem 2Z; sed Z--L
et /'~/, adeoque (Tom. I.-pag. 85) L'.I'~L.[ et cum L'/'=F', P ab
L./ nulla assignabili quantitate differt.

Hinc rectanguli, cuius basis L altitudo /, area = L./

MAG Ak
TUPOMANYOS
AKADEM| A
KONYYTARA
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N

LParallelogramma (et triangula), basibus aequalibus et altitud:-
nidbus aequalibus gaudentia, sunt aequalitate quoad portiones tevmi-
nata aequalia; per altitudinem intelligendo in parallelogrammo distan-
tiam baseos a latere opposito parallelo, in triangulo autem perpendicu-
larem e vertice ad basim.

Vide Tom. I. pag. 66. Fig. 17. c. ubi trianguli 4 latus levum ad
latera parallelogrammi a'® €3 (nempe €e, Ba'), et latus dextrum ad pa-
rallelogrammi €Bae latera €, Ba translata sunt, donec aut nihil aut
aliquid supersit: atque rectas, in quovis parallelogrammorum dictorum
fines quotarumvis partium connectentes, basi parallelas esse, imo in
utroque rectas tales, uti parallelas per g et h, in eadem recta esse patet;
nempe ad quotevis partis finem subsistere libeat, ex. gr. ad g et h;
triangulum 0EL desinens ad partium primarum fines erit triangulo gh€&
simile, ob angulum interceptum communem et latera intercipientia pro-
portionalia; adeoque latus tertium tertio parallelum est. Et manifesto si
supra ¢ residuum manet, idem supra [y fieri debet; secus enim parallela
ea infra ¢'a’ caderet, si adhuc una pars daretur supra D), et supra ¢'a’ ca-
deret, si in ly adeoque in ¢ ultima pars terminaretur.

Est demum hinc

NF =7
per unum latus tanquam distantiam parallelarum eandem, et angulos
externos internos oppositos; atque etiam trapezia £'+ F, et e-¢" @qualia
esse patet.

In casu (Fig. 115.) autem est manifesto 4=C, et 5= 5.

893

Quum igitur parallelogrammum quodvis, rectangulo baseos equalis
et altitudinis zequalis, sit zequale : erit parallelogrammum quodvis &quale
facto ex altitudine in basim; triangulum autem utpote dimidium paralle-

-
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logrammi, baseos aequalis et altitudinis equalis, est manifesto aquale
basi per altitudinem dimidiam multiplicatze.

S L

Queevis autem figurae /7 et f fuerint inter duas parallelas p et ¢: si
pro quacunque recta utrinque infinita inter p et ¢ ipsis parallela, eo
quod haec cum /7 commune habet C dicto, et eo quod eadem cum f
commune habet ¢ dicto, pro quibuslibet C, ¢ simultaneis sit C=ac;
(e Tom. I. pag. 210 &) liquet esse /7= af, areas intelligendo, etsi qualitas
interminata esset.

S e
Hinc si unius parallelogrammi basis & altitudo a sit, alterius basis
£ altitudo A4 sit: erit area prioris =ab, et area posterioris = AB;

itaque, si ab=ADP5, est a: A= B :b, nempe altitudines parallelogram-
morum arezx equalis sunt in ratione inversa basium. Quum vero triangula
sint dimidia parallelogrammorum altitudinis baseosque aequalis, idem de
triangulis aresze @qualis valet. Si vero @ =4, are® sunt uti bases.

§. 6.
(Fig. 73.*%). Altitudo y trianguli solis lateribus datis innotescit : nempe
0 — 1/“2— xz;
sed erat (pag. 76)
a a*+ bz__ c? ’
gaEnE I {

atque hinc
2a%c*+2b%c*+2a°0*—at—b'—ct |
462 )

ar*— x*—

et hoc (ex Tom. I. pag. 146)

__ {a+b+c) (a+b—c) (c+a—0b) (c—a—+0d) .
Gy 4b2 ]
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e quo radix quadrata per %b multiplicata fit

% V(a+b+c) (a+b—c) (c+a—>) (c—a—+D) i

= areae trianguli e solis laleribus computatae.

§ 7.

Trapezium (Fig. 116.) constat e parallelogrammo ex & et «, et tri-

ar

angulis b'a, B'a; estque

== ba + .b fl_;-,',b)ia,, == ,2756,1—‘;6 d,-,*?,B a_ =T

2 2 2

“

bbb+ B b+B

Notandum & esse << /5. Hinc si e medio ipsius / sit /3 || B, patet esse

" 1isys " I '
0'=506 et B'=_20,
adeoque
o i 2

2 d

esse per @ multiplicandum. Et idem generaliter de quadrilatero patet,

si duobus lateribus parallelis gaudeat.

§ &

Quadrilateri cuiusvis abcd arvea est aequalis duplo parallelo-
grammi a'b'c?d, quod oritur (Fig. 117.) latus quodvis bisecando.

Nam

' I / I
aa'= - ab, ad'= - ay,

atque in triangulis aa’d et abd angulus a communis est, hinc a'd" || bd; |
ita b'c’ || bd, adeoque a'¥V'|| b'¢/, atque ita a’b’'||d¢’. Sunt vero triangula )
similia, uti secundee potentiee laterum homologorum (vide pag. 111); itaque

Aaad= L abd, et Abcc'= —f}-bcb;

|
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adeoque triangulorum aa’d’ et bcc’ summa = L abed. Sed eodem modo
est triangulorum a'’bp’ et 0'0¢’ summa = %abcb. Consequenter triangu-
lorum aa’d’, a’bp’, b'cc’, 'O summa = r—;-abcb, et

abcd'=-7 abed;

atque a'b'c’d’ parallelogrammum est.

§. 9.

Si vero quadrilaterum (Fig. 118.) in duo triangula dispescatur, et basis
communis sit /3, altitudoque unius sit 4, alterius a; erit area

BA | Ba _ pA+a
2 2 2
§. 10

Porro area cuiusvis figurae rectilineae reperitur per summam are-
arum omnium triangulorum, e quibus illa constat; et polygonum regulare
n laterum e totidem triangulis eequalibus constat, quorum quodvis @quale
est lateri multiplicato per dimidium perpendicularis e centro ad illud de-
missa ; patetque factum hoc pro tota polygoni area z-ies sumendum esse.

2

'
7
2

Adeoque si summa laterum p et altitudo 7' fuerit, erit area — -

N=I1.

Sit p summa laterum polygoni interni, areaque eius sit a, area
circuli sit C, et summa rectangulorum circumcirca (Fig. 119.) sit
A=2zp; est

L 7
a—i—/.—Tﬁ—i—zp;

eritque
a+i>C>a.

Duplicato semper z numero laterum polygoni, A-—o0, nempe
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z=r—r—0, atque p limite gaudet: prius inde patet, quod e radio potest
quam proxime ad punctum contactus eundo perpendicularis usque ad
arcum erigi, quo arcu datur minor talis, qui in peripheria #.27-ies
contineatur ; sed etiam » habet limitem; semper enim crescit, sed 7'
quoque crescit, atque etsi 7 non cresceret, si # in quantumvis magnum
excrescere posset, @ supra C cresceret. Sit limes /72 ipsius p; tum

LA
- C T 4,

quia p-— P, et 7'~—7r (Tom. 1. pag. 8g).

. 7 2 o
At vero tum etiam C= - Nam a4 erat > C>q, et (a-+4i)—a—0;

itaque C—a-—o, id est

ot LA
2

Consequenter

’ ’ P =
_121 /\C et _p]: — ii
2 2

adeoque
Ly
L= :
2
estque area circuli areaec trianguli, cuius basis I el radius r est,

aequalis.
. X7 pr’ . L
Sit == quod - ,~ erat; nempe si latus / polygoni prioris 7
laterum datum sit, (ex. gr. latus hexagoni sequatur radio); »' prodibit

= 1/7'2

quo subtracto ex 7, manebit z, cathetus trianguli rectanguli, cuius alter
cathetus = ; / est; e quibus prodit hypotenusa, nempe latus polygoni
2n laterum ; quod continuari posse donec libuerit, manifestum est; uti

IW?Z
ik

et x crescere crescente @, quum 7 constans maneat.
{/

Sitque a+ 4= ;521’; et hoc est

V2 i
B

Bovrval, Tentamen. II, e
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adeoque
P>P>x;

si igitur computando (pro @ <CI1 et £<CI, atque integris u, ») prodierit

Vt+o v+ £k
—7 et x=—— "7,

u 2

p’:

constabit /? certo continere » eiusmodi partes, quales radius » numero
« continet, sed numero -1 non continere. Ex. gr. pro diametro 1 fit

3, 159 3504,

3 I5>%>3, 14;

pariter

adeoque /2 constat pro diametro 1, usque ad secundam notam decima-
lem inclusive rite prodiisse. Valor verus ipsius /2 pro diametro 1 dici-
tur 7.

Computatum est 7 in prope 300 notis decimalibus, ita ut ubique
abrumpatur, 7 parte ad leevam maior est, sed minor fit, si nota ultima
ad dextram uno augeatur.

Si quis igitur talem ipsius sz valorem se reperisse iactaverit, qui in
fractionem decimalem conversus in aliqua a dictis nota aberrat, oleum
operamque perdidit. Si aream proposuerit, ea per —i— nempe dimidium
radium divisa dabit factorem alterum cum fractione dicta decimali con-
ferendum.

Ope fractionum continuarum fractionibus approximantibus valor ipsius
7 alternatim maior minorque terminis minimis exprimitur : talis expressio
est 373, quam Archimedes reperit a hexagono incipiendo, duplicandoque

laterum numerum usque 96; estque 22— 5 quidem, sed ad vulgarem

7

praxim sufficit.

3 2% 383 360 .
N I 1 T

sunt ha approximantes, quarum prima < 77, secunda > 7, tertia << 7,
quarta > 77 €9, ultima tamen tam exacta est, ut in aquatoris peripheria
quoque parum aberret.
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Ntz

Paucis exceptis, qui desperatam hanc caussam aggredi ausi sunt,
nec id quod quererent, satis intellexerunt; multique similes his miran-
tur mathematicos rem tam absurdam desiderare, nempe circulum quadra-
tum; aut per polygona circulum consequi velle, cum nulla pars peri-
pherie sit recta. Natura curvae plane in eo consistit, ut nulla pars eius
recta sit, plura spatia curvilinea tamen exacte quadrata sunt; nec quid-
quam aliud in problemate quadrationis circuli queritur, nisi construc-
tione geometrica sensu stricto (saltem sensu lato) exhibendum punctum
illud, in quo 2 (pag. 105 terminari (Tom. I. pag. 20) tanquam limes
ipsius p debet; atque punctum istud, uti inde et circulo cuivis quadratum
@qualitate saltem interminata sequale, (pagg. 105, 109) certo datur: nemo
vero adhucdum demonstravit huius impossibilitatem possibilitatemve ; uti
diametrum cum peripheria esse commensurabilem incommensurabilemve,
aut circulum ulli quadrato esse aqualitate terminata aqualem. Queevis
Interim expressio terminorum numero finito, quo simplicior, eo magis
laudanda erit. Series alizeque expressiones infinitee dato quovis propius
euntes permulte sunt (uti Tom. I. pag. 442).

§ 13.

Si unius circuli sit diameter =1 alteriusque diameter = 27, atque
construatur ex. gr. hexagonum in utroque, semperque simul duplicentur
laterum numeri in utroque : erunt manifesto semper triangula per rectas
e centris ad laterum extremitates ductas generata, in utroque similia,
atque polygonum circulo diametri 1 inscriptum, erit ad polygonum cir-
culo diametri 27 inscriptum, uti radius ad radium. Hinc etiam limes
polygoni prioris ad limitem posterioris ita erit, uti é— S # s L 2 27,
Quum igitur pro diametro I sit peripheria 7, erit pro diametro 27 pe-
ripheria 277, Eritque area

7
=09 Tl T VTh

14*
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: : : - i)
unde iterum ex area « reperitur radius; nempe si a=7»x, est 7':]/——-
7T

Si vero peripheria /P data sit, reperietur ex 2= 27 radius » = > i
T

§. 14.

Annulus 4 quoque (Fig. 120.) hinc facile prodit e maioris circuli
radio /R et minoris radio 7 ; nempe

A= Rn—rn=(R—r)n

Ita sector prodit pro arcu /3 in circulo radii »; nempe sectoris area
erit ad totius circuli aream, uti arcus ad peripheriam, seu 3 ad 2rm.
Data chorda radioque etiam segmentum innotescit, si sectoris area nota
fuerit, subtracto triangulo a chorda et duobus radiis facto, e sectore;
nimirum area trianguli e tribus lateribus prodit (pag. 103).

IT.

Transmutatio figurarum quoad areas; et hinc reductio earum ad
Jormam rectae (Tom. 1. pag. 27).

SN

(Fig. 121.). S7 a. A=0.8B, et angulus ad= angulo bB: tum paral-
lelogrammum ex a et A parallelogrammo ex b et B quoad contentum
aequalitate lerminata aequale est.

Nam si e fine 1 ipsius B, (quod in parallelogrammi BEES lateris
€L prolongationem ponatur), T3 || et =G®E fiat, I secabit ipsam
5@, quia AT || §€; pariter ducta per D parallela ad €211 secat ipsam
31, Oriuntur autem hoc pacto triangula €HD et IUIE similia propter
BD || B, M || HE; itaque prodit tale x, ut sit a:x= 5: .4, adeoque
aA=xZB; atque hinc manifesto x==4, quum per hypothesim sit e 4=075.

Est etiam (33 in recta eadem cum ®B§, atque ipsi A1E parallela
est; nam BF || A1E, atque UTI || et = GCL.
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SECTIO SECUNDA. 109

Estque QTEHK parallelogrammum ex & et 5B cum angulo 65 =z,
uti GEES ex a et 4 cum angulo «d =2z Hac duo parallelogramma
autem equalitate terminata esse @equalia patet: si ad latera posterioris
ipsi A =qualia transferatur 4, donec fieri potest, et ad latera prioris
ipsi B @qualia transferatur @, donec fieri potest; nam parallelogramma
orta sunt sequalia, uti 1=1, ita si plura quotquot essent: porro Ak=A#%;
si @ in /3 exacte certo numero adesset, patet tum ;3 non remanere,
neque « adesse, et 4 etiam certo numero continere 4, quia a:5=0b:4,
atque tum pro £ quoque parallelogrammum reliquis zquale adesset. At
si adsint « et /3, tunc si in latere ipsi B opposito inferiore, ex ultimo a
dematur }3, et sit ab extremitate eius parallela ad 4 ; erit heec = «, et
tertium latus =y ; ita si ex ultimo & in €§ dematur «, et fiat ab extre-
mitate eius parallela ad A& erit heec =3, et triangula «3y omnia erunt
@qualia, per unum latus in quibusvis duobus @®quale, et angulos per
latera parallela zquales.

Hinc etiam quinquelaterum psead = alteri fSsaab; nam latera et
anguli ordine quo semet excipiunt sunt @qualia; nam s remanet utrinque
e diagonalibus aqualibus subtracto y; patet etiam ex a-+ 3 demto [3
remanere @, uti ex 0+« demto « remanere b. Itaque parallelogram-
mum Aa = parallelogrammo A =qualitate terminata est.

Nz

Hinc patet, quod cum cuique parallelogrammo detur aliud @quale
angulo z gaudens, nempe inter parallelas easdem rectis ad angulum z
ductis ab extremitatibus baseos parallelis: dari hoc modo cuivis paral-
lelogrammo aliud ad datum latus et angulum aequale; ita cuivis tri-
angulo, quia hoc parallelogrammo altitudinis azqualis baseos dimidize == est.

Ita etiam plura quotvis parallelogramma summari possunt, omnia ad
angulum z et latus datum reducendo; adeo ut, quum z etiam rectus
esse possit, quaevis area, que ad summam trianguloru<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>