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1 BEVEZETES

Amiota a mérnokok szamitdssal akarjdk kovetni a miszaki
létesitmények viselkedését, 1ényegében két, egymassal ellentétes
tendencia érvényesul: egyrészt arra térekszenek, hogy minél pon-
tosabban tudjak kiszamitani az er6ket, fesziiltségeket, mozgaso-
kat; masrészt pedig igyekeznek kilonb6z6 kozelitések bevezeté-
sével egyszer(ibbé és attekinthet6bbé tenni a szamitést. Ez a
kétféle torekvés egészséges fesziltséget hozott létre a mliszaki
tudomanyban, és hossz( idén at biztositotta a fejlédést. Ma,
amikor az elektronikus szamitdgépek a korabbihoz képest szinte
korlatlan numerikus lehet8ségeket nyitnak a mérnokok eldtt,
érdemes Ujra megvizsgalni ezt a kérdéskort, kiulonds tekintettel
arra, hogy milyen létjogosultsaga van még a mérnoki kozelité-
seknek.



2. PONTOS ES KOZELITO SZAMITAS

Mindenekel6tt azt kell tisztdznunk, hogy mit neveziink pontos
és mit kozelitd szdmitasnak.

A teljesen pontos megoldasok mar a matematikaban is leg-
tobbszor csak utasitasok. llyenek pl. yjl, n, sin x (eltekintve x
néhéany specidlis értékétdl). Ezek csak addig pontosak, amig nem
akarjuk megadni numerikus értékiiket. Jéllehet, egyértelm( elja-
ras van arra, hogy hogyan tehetjik egyre pontosabba a fenti
kifejezések szdmértékét, a teljes pontossagot csak végtelen sok
tizedesjegy meghatarozasaval ,,érhetnénk el”.

A matematika sokszor mar a pontos megoldast is csak végte-
len sor forméajaban tudja megadni. Lényegében ezt a megoldas-
maodot is az el6z6khoz sorolhatjuk, hiszen a vegtelen sorral
tetszés szerinti pontossadggal kozelithetjik meg az eredményt,
éppen ugy, mint a sin x kiszdmitasara szolgalé sorral. A kettd
kozotti kiildonbséget egyszeriien ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a
sin x kiszdmitasara szolgéld sor hatarertékének kilén nevet ad-
tunk, s Ggy dolgozunk vele, mint egy ismert (és pontosan megad-
haté) mennyiséggel.

Attérve most mar a mechanikara, elsésorban azt kell megalla-
pitanunk, hogy itt is Iéteznek pontos megoldasok, de ezek mindig
csak egy mechanikai modellre vonatkoznak, nem pedig a val6-
ségra. A mechanikai modell pedig sziikségképpen mindig leegy-
szer(siti a valosagot, hiszen éppen ezért hozzuk létre. llyen egy-
szer(sités példaul a (végtelenil) kis alakvaltozasok, ill. elmozdu-
lasok feltételezése, amin a klasszikus rugalmassagtan un. pontos
megoldésai alapulnak. A mai komputertechnika birtokaban
azonban mar nem sziikséges megtartanunk ezt az egyszerdsitd
feltételezést, s6t mas olyan feltételezéseket sem, amelyek korab-
ban a szdmithatdsag érdekében elengedhetetlenek voltak, mint
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pl. az anyag lineérisan rugalmas viselkedése stb. Ma mar olyan
programok is vannak, amelyek a vasbeton szerkezetet rétegekre
bontva vizsgaljak, sezzel kdvetni tudjak a repedések kialakulasat
és hatasat az erdjatékra. A végeselem-modszerre gondolva azt
mondhatjuk, hogy ma méar igen nagy pontossaggal tudjuk kovet-
ni a szerkezetek viselkedését. Még igy sem lesz az eredmény a
kordbban emlitett értelemben teljesen pontos, de kétségtelen,
hogy szinte tetszélegesen fokozhatjuk a pontossagat.

A szinte korlatlan szdmitasi lehet6ségekkel sem tudunk azon-
ban minden kozelitést nélkiilozni. A val6sagban fellépd terheket
csak kozelitéen tudjuk leirni. igy pl. a szélteher sztochasztikus
leiraismédja nem a valodi terhelést adja meg, csak egy hozza
hasonl6an valtozo intenzitasu, képzelt szélterhet.

Amint mar emlitettiik, maga a modell is mindig tartalmaz
kozelitéseket. igy pl. a rudaknak modellezett szerkezeti elemek
keresztirAnyl meéreteit a hosszukhoz képest elhanyagolhat6an
kicsinek feltételezziik. Hasonléképpen a lemezeket és héjakat ma
is ,,vékonynak” tekintjik, mivel ez lényeges egyszer(isitésekhez
vezet. Igaz ugyan, hogy elvileg modellezhetnénk 6ket a vastagsa-
gi méreteik figyelembevételével is, de ez oly mértékben bonyolita-
né a szamitast, hogy legtobbszor eltekintiink ettdl a lehet6ségtél,
annal is inkabb, mivel a szamitas terjedelmének névekedése nem
all ardnyban a pontossag fokozasaval.

A pontos modszereknek mas fajtai is vannak. A parcialis
differencialegyenletek elmélete pl. részletesen meghatarozza,
hogy milyen peremfeltételek biztositjdk az egyértelIm{ megol-
dast. Ezeket az elméleti eredményeket kdzvetlenul felhasznalhat-
juk amembréanhéjak statikailag hatarozott megtdmasztdsmodja-
nak meghatarozasdhoz. A kompatibilitasi (ill. az egyensulyi)
matrix vizsgalatabol pedig a racsszerkezetek statikai és kinemati-
kai talhatarozottsdgat, hatdrozottsagat, ill. hatarozatlansagat
allapithatjuk meg (Szab6 és Roller, 1971), (Tarnai, 1990). Ezeket
az eredményeket azonban nem szoktuk a pontos szamitasi mod-



szerekhez sorolni, mivel nem arra szolgéalnak, hogy egy adott
terhelésre kiszamitsuk a szerkezet igénybevételeit.

Mielétt rogzitenénk, hogy mit neveziink pontos szamitasnak,
tekintsiik at roviden a kdzelit6 mérnoki modszereket.

A kozelit6 mddszereket els6sorban az jellemzi, hogy bizonyos
— tobbé-kevéshé dnkényes — elhanyagolasokon alapulnak, és
igy nem pontosithaték korlatlanul, sét igen sok esetben egyalta-
lan nem is pontosithatok. igy érvényességi tartomanyuk — ahol
tehat pontossaguk a gyakorlat szaméra kielégit6 — &ltaldban
korlatozott.

A kozelit6 szamitasmaddokat tobbféle okbol és tobbféle uton
fejlesztették ki. Az egyik csoportjuk — elsésorban régebben —
azért jott létre, mert reménytelennek latszott a pontos elmélet
kidolgozésa, és a mérnokok szamara mar az is nagy elény volt,
hogy egyaltalan volt valamilyen szdmitasmadd a keziikben. Ilyen
pl. a hajlitott gerendak Bernoulli—Navier-elmélete, amely linea-
ris fesziltségeloszlast tételez fel a keresztmetszetben; vagy a bol-
tozatokra régebben hasznélt timaszvonalmddszer, amely megfe-
lel6nek nyilvanitott egy boltozatot, ha lehetett a terhekre olyan
kotélgorbét szerkeszteni, amely belil maradt a belsé magon.
Ezekhez a modszerekhez sorolhatjuk a héjak membranelméletét
is, amely nem veszi figyelembe a hajlito- és csavarényomatéko-
kat.

Ezeknek a mddszereknek az a gyengéjik, hogy hibajukat nem
tudtuk egy pontosabb mddszerhez mérni, mert ilyen akkor nem
volt, hanem az an. ,,mérnoki érzékre” lehetett hivatkozni, amely
a dolog természeténél fogva nem eléggé megbizhatd. Ellendrzési
lehet8séget csak a kisérlet nyujtott, valamint késébb a pontosabb
elmélet kidolgozasa, pl. a hajlitott gerendak esetében a faltartok-
ra is érvényes rugalmassagtani megoldas megsziletése. (A Kisér-
leteknél kilon problémat jelent a modellhasonl6sag, de erre most
nem kivanunk kitérni.)

A kozelitd szdmitdsmddok egy masik csoportja Ugy keletke-
zett, hogy megvoltak a pontos elmélet egyenletei, de tilsagosan
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bonyolultnak tiintek, és ezért az egyenletekben bizonyos tagokat
elhanyagoltak a tobbi mellett. Ilyenekkel elsésorban a héjelmé-
letben taldlkozunk: a pontos egyenletekb6l bizonyos elhanyago-
lasokkal megkapjuk a lapos héjak hajlitaselméletét, vagy —
dongahéjak esetében — az alkotoirdny( hajlitbnyomaték és a
csavarényomaték elhanyagolasaval a Finsterwalder- és a Scho-
rer-elméletet.

Az utobbi csoportba tartozé elméleteket kozelitésrendszerek-
nek is nevezhetjik. Nagy elényik, hogy — mivel a pontos leveze-
tésb6l elhanyagoldsokkal kaptuk meg 6ket — megbizhatéan
meg lehet adni érvényességi tartomanyukat.

Végiil sok kozelitd modszer azért sziiletett meg, mert a mérno-
kok nem talaltdk eléggé attekinthetének a pontos maédszert, es
egyszer(, gyors szdmitdsmodhoz akartak jutni, még azon az aron
is, hogy veszitettek a pontossagbdl. Ilyet mutatunk be a 4. pont-
ban a haromcellas sil6 példajan.

Mindezek alapjan rogzithetjik, hogy

— mindazokat a szamitdsmédokat pontosnak fogjuk hivni,
amelyeknek a pontossaga tetszés szerint fokozhato;

— kozelitének pedig azokat, amelyeknek a pontossaga — a
sz&mitas alapjaul szolgald feltevések megtartdsaval — nem
fokozhat0 tetszés szerint.

E kétféle mddszer kozott azonban nincs mindig éles hatar,

hanem bizonyos esetekben fokozatos koztiik az atmenet.

Amint mar emlitettiik, a kozelit6 modszerek pontatlansaga
egyreszt a statikai modell felvétele soran tett elhanyagolasokbal,
masrészt maganak a szadmitasnak a pontatlansdgabdl szarmazik.
A tovéabbiakban nem targyaljuk kilénvalasztva ezt a két okot,
de megjegyezzilk, hogy a kozelit6 mddszerek pontatlansaga a
legtobb esetben els6sorban a modellfelvétel hibaibdl szarmazik.



3. A PONTOS MODSZEREK SZEREPE
A GYAKORLATBAN

Vizsgaljuk meg: a felhasznélés, azaz a mérndki gyakorlat olda-
larél hogyan jellemezhetjik az el6z6kben definialt pontos szami-
tasi modszereket.

Els6sorban azt kell megallapitanunk, hogy a mérnoki gyakor-
latban sohasem merdl fel a teljes pontossag igénye. Az igénybe-
veteleket (fesziltsegeket) és az alakvéltozasokat mindig elegend6
a pontos értékhez képest 1—2%-o0s hibaval meghatérozni, és a
geometriai méretekben sincs szilkség 0,1 mm-nél nagyobb pon-
tossagra, még szélséseges esetekben sem. igy az el6z6ekben defi-
nidlt pontos szamitdsok a mérndki gyakorlat szempontjabol
»teljesen pontosnak” tekinthet6k. Ezenkivil azt is meg kell gon-
dolnunk, hogy az épitéanyagok mechanikai jellemzéit sohasem
ismerjuk teljes pontossaggal, hanem csupén statisztikus atlagér-
tékiket és szorasukat, igy a szdmitas sohasem tiikrdzheti teljesen
pontosan a valdsagos szerkezet viselkedését.

A pontos mddszerek elényei a mérndk szamara olyan kozis-
mertek, hogy szinte nem is sziikséges felsorolni 6ket: eredménye-
ik szabatosak, és érvényességiik nincs egy bizonyos tartomanyra
korlatozva. Nincs sziikség arra, hogy a pontos moddszereket
méltassuk, f6ként ezen a helyen nem. Inkabb a kozelit6 szamita-
soknak kell a nekik megfelel6 rangot biztositani, igy ezekkel
majd b6vebben fogunk foglalkozni.

A pontos mddszerek elénye az is, hogy — ha analitikus megol-
déasra vezetnek és zart képletet szolgaltatnak — attekinthetéen
megmutatjdk, hogy mi mitél és hogyan fligg, ami a gyakorlat
szamara igen hasznos. Sajnos csak ritkdn fordul el6, hogy a
pontos megoldés zart képletre vezet; ez sokkal inkabb a kozelitd
modszerek sajatja. Ugy is mondhatjuk, hogy minél tébb tényez6t
vesz egy madszer figyelembe, anndl val6szin(tlenebb, hogy egy-
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szer(i és attekinthet6 eredményt szolgaltat. A numerikus maédsze-
rek pedig eleve rosszul attekinthet6 eredményeket adnak, leg-
aldbbis abban az értelemben, hogy nem mutatjak meg: mi mitél
és hogyan fiigg. Ezt csak paraméteres vizsgalattal lehet megtud-
ni, de akkor sem képletszer(en.

A pontos modszereket altaldban az ellen6rz6 szémitasoknal
alkalmazzék annak vizsgalatara, hogy a kozelitd szamitasok
alapjan kialakitott szerkezet valoban megfelelé-e.

Nem felesleges taldn e helyen is megjegyezni, hogy a pontos
(gépi) szamitést éppen olyan fontos ellendrizni, mint a kézi sza-
mitast. Bar a gép nem kdvet el szamitasi hibat, de téves lehet egy
adatbevitel, vagy egyszer(ien kimarad egy terhelési eset vagy
épitési fazis vizsgalata, és a szerkezet 6sszed6lhet. Erre mar csak
azeért is fel kell hivnunk a figyelmet, mert a sok tizedes pontossag-
gal megkapott eredmény azt a hitet keltheti a felhasznaléban,
hogy az eredmény minden szempontbdl igen pontos. Az ellen6r-
zésre vagy egy flggetlen, més alapokon all6 pontos szdmitést kell
alkalmaznunk, vagy sok esetben megelégedhetiink egy kozelit6
sz&mitassal is.

A nagy numerikus pontossag sok esetben kikiiszobdli a ,,nagy
szamok kis kiillénbségének” ismert veszélyét, de itt is helyénvald
az Gvatossag: csak akkor klszoboli ezt ki, ha a torzstartd célsze-
rGtlen felvételébdl szdrmazik (1. 4bra). El6fordul azonban, hogy

1 abra
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a ,nagy szdmok kis kildonbsége” maganak a szerkezetnek az
erdjatékabol kovetkezik. Ugy is mondhatjuk, hogy maga a szer-
kezet ,,érzékeny er6jatéki”: ergjatéka nagymértékben megval-
tozik, ha kismértékben mddosul a terhelés, ill. a geometriaja. Ez
ajelenség azzal fiigg 6ssze, hogy a szerkezetre ellentétes igénybe-
vételeket okoz6 hatdsok mikddnek, és igy a végleges igénybevé-
telek két nagy mennyiség kis kiillénbségeként jonnek létre. Ezt az
érzékenységet nem kiiszoboli ki a szdmitégépek adta nagymérté-
k(i pontossagndévekedés sem, hiszen nem az a probléma, hogy
nem tudjuk eléggé pontosan kiszamitani ezt a kulénbséget, ha-
nem hogy maguk a ,,nagy szamok” bizonytalanok.

Talén a legismertebb példa az érzékeny er6jatéku szerkezetek-
re a két- vagy haromcsuklds ivtartd (2. abra), amelynek hajlito-
nyomatéka — a jol ismert M =M 0—Hy képletnek megfeleléen
— a kéttdmaszlinak képzelt tart6 MO nyomatékanak és a H
er6 nyomatékanak a kilonbsége. Ha tehat épitési pontatlansag,
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tdmaszelmozdulds stb. miatt megvaltozik akar MO, akar H
vagy y, az iv M nyomatéka ennél sokkal nagyobb mértékben
maodosul.

Hasonl6an viselkednek a feszitett vasbeton gerendék (a repe-
désmentesség szempontjabol), a Iégnyomasos szerkezetek, a fe-
szitett satrak, a fligg6tetdk (és altalaban a kotélszerkezetek), a
helyzeti allékonysagra (felbillenésre, elcslszasra, fellszasra) vizs-
galando6 szerkezetek, de ide tartoznak pl. a vasbeton hit6tor-
nyok is, amelyeknek fiigg6leges vasalasat a szélteherb6l szarma-
z6 hlzés és az dnsuly okozta nyomas kilonbségére kell méretez-
nunk.

Az érzeékeny erdjatéka szerkezetek esetében tehat nem a szami-
togépek adta igen nagy pontossag oldja meg a problémat, hanem
az osztott biztonsagi tényezével torténé méretezés, feltéve hogy
az osztott biztonsagi tényez6ket az ellenkez6 értelm(i hatdsokhoz
rendeljuk, és igy ezek szdrasat képviselik. Ily mddon tudjuk
figyelembe venni mind a két ,,nagy szam” bizonytalansagait,
melyek Iényegesen nagyobb mértékben valtoztatjdk meg a kis
kilonbséglket. Azt a tényt, hogy a szamitdgép maga nem tudja
ezt a nehézséget kiklisz6bolni, természetesen nem tekinthetjiik a
pontos szamitas hatranyanak, hiszen nem varhatjuk el egyetlen
modszertdl sem, hogy a sajat korén kivil es6 problémat is megold-
jon.
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4. A KOZELITO MODSZEREK SZEREPE
A MERNOKI GYAKORLATBAN

Amint mar emlitettik, sok kozelit6 moédszer azért sziletett
meg, mert reménytelennek tlint a pontosabb szamitas kidolgoza-
sa, ill. a szamitas végrehajtdsa. Ma, a szamitdégépek és a véges-
elem-programok koraban elvileg megsz(int ez az ellehetetlentilés,
de gyakorlatilag sok esetben az id6- és pénzhiany korlatozza a
szamitas pontositasat. Ha a pontosabb szdmitassal (elsésorban
az épitési anyagokban) elérhet6 megtakaritas kisebb, mint a
magara a szamitasra forditott id6 és koltség, akkor a jozan
gazdasagi megfontolas teszi indokolatlanna a pontosabb szémi-
tas elvégzését. igy azt mondhatjuk, hogy ma nem elvi, hanem
gyakorlati okai vannak a kozelit6 mddszerek alkalmazasanak.

A kovetkez6kben néhany példéan szeretnénk bemutatni a kdze-
litd szamitasmddok hasznossagat és veszélyeit.

A gorbe vonalak ivhosszat megadd pontos képletek altalaban
meglehetésen bonyolultak és sokszor transzcendens fliggvénye-
ket tartalmaznak. igy pl. az igen egyszer(inek sz&mit6 mésodfo-
ka parabola ivhossza (3. &bra bal oldali része):
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a hasonldképpen gyakran hasznélt szinuszvonal ivhosszképlete
pedig (3. &brajobb oldali része):

ami masodfaju elliptikus integrélra vezet, azaz nem fejezhet6 ki
elemi transzcendens fuiggvényekkel.

A parabola ivhosszképletét Taylor-sorba fejtve a 4. &bran
vazolt szimmetrikus gorbére az

kifejezést kapjuk. Ha a gorbe lapos (a 4. abran f«l), akkor
altalaban elegend6 csupéan az (f/l)2-et tartalmazé tagig megtar-
tani a sort. Ez a kozelité ivhosszképlet egyrészt szemléletesen
mutatja, hogy s az /// ardny négyzetével aranyosan ndvekszik,
méasrészt pedig nemcsak a paraboldra, hanem minden lapos
gOrbére érvényes, igy a szinuszra is.

Ezzel a kozelité ivhosszképlettel kdnnyen meghatarozhatjuk,
hogy pl. a 4. dbranak megfeleld alakl, a két végén egy-egy
tdmaszhoz rogzitett kotél/beldgasa mennyivel ndvekszik meg,
ha ajobb oldali thmaszt Al mérettel befelé elmozditjuk (4. &bra).
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Az/ beldgads megvaltozdsat w-el jeldlve azt irjuk fel, hogy az
ivhossz megvaltozasa/'és / megvaltozasabol dsszesen zérus:

azaz

Mivel (f/l)2f/l, ezért elhanyagolhatjuk az (f/l)2et tartalmazo
tagot, és igy azt kapjuk, hogy

Ez az egyszer(i képlet joI mutatja, hogy ha /»/, akkor a bel6gas
w megnovekedése sokkal nagyobb lesz a Al timaszelmozdulas-
nal.

Arra, hogy a kozelitd szamitas rossz tanacsadd is lehet, egy
héjszerkezetli térlefedés példaja mutat ra. A szerkezet egy lapos,
merevitetlen széIl, harom ponton tdmaszkodd, kupolaszer( acél
racsos hej volt (5. dbra). Mivel a lapos gorbék ivhosszkeplete
barmely lapos gorbére érvényes, Ggy gondoltuk, hogy egy lapos
héjfeliilet esetében is mindegy, milyen a héj alakja, s ezért az elsd
varianshoz gombfeluletet valasztottunk. Azonban a totalis,
egyenletesen megoszlé teherrel a kozelité szamitas helyett elvég-
zett elsé modellkisérlet azt mutatta, hogy a tdmaszok kozelében
igen nagy negativ nyomaték ébred (6. abra), és a héj ezen a
helyen aranylag kis teherintenzitasnal eltort.

Ezt a jelenséget — utdlag — szemléletesen is meg lehetett
magyarazni. A héj ugyanis a tdimaszok kdérnyékén ivként miko-
dik, és a ra haté teher a héj szélességével aranyos (a 7. &bran
c—c-vel jel6lve). llyenformén a teher nagysaga a tamasznal zé-
rus, és a héj kdzepe felé fokozatosan ndvekszik. Az A—B metszet
sikjaban sikbeli ivnek tekintett héj tengelyvonala (vagyis a c—c-
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vei parhuzamos keresztmetszetek sulypontjdnak 6sszekot6é vo-
nala) az a4brén folyamatosan kihuzott gorbe, a terhek tdmaszvo-
nala pedig (vagyis a terhekre rajzolt kotélgorbe, amelyre tehat a
terhek nem adnak hajlitbnyomatékot) az eredményvonallal meg-
rajzolt gorbe lesz.

A zérus teherintenzitdshoz azonban a tdmaszvonalban zérus
gorbulet tartozik, a gdémbhéj tengelyvonalénak viszont a timasz-
nal aranylag nagy gorbilete van. Emiatt — amint a 7. abrabol is
lathatdo — a gémbheéj ,,tul van emelve” a tAmaszvonalhoz képest,
és igy nyilvanvald, hogy miértjott létre a nagy negativ nyomaték.

A héj alakjat tehat korrigdlnunk kellett. A legegyszer(ibb
olyan felllet, amelynek a tdmaszoknal zérus a gorbllete, a fél
szinuszvonal megforgatasaval jon létre. A méasodik modellt e
szerint alakitottuk Ki, s ezen mar tort részére csdokkent le a
gombhéjon észlelt nagy negativ nyomaték.

Ez a példa jol szemlélteti a kozelit6 modszerek veszélyeit, és
annak fontossagat, hogy mindig ellendrizzik a kozelité feltevé-
sek érvényességét.

A kozelité modszerekkel nagymértékben egyszer(sithetjik a
bonyolultabb szerkezetek er6jatékat. JO példa erre a 8. abran
vazolt haromcellas sil6. Ha csak a kozépsd (ill. ha csak a két
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9. dbra

sz@Isd) cellat toltjik meg (9. &bra), és feltételezziik, hogy — a
teljes silotest merevsége folytan — a talajreakciok megoszlasgor-
béje ugyanolyan lesz, mint teljesen megtéltétt llapotban, akkor
a silotest kdzéps6 keresztmetszetére szokatlanul nagy hajlitonyo-
maték fog mikdodni, ami ajelen esetben mintegy 400 MNm-t tesz
ki. A kérdés marmost az, hogy a silé egyes szerkezeti elemei
hogyan osztoznak e nyomaték felvételében.

E kérdés megvélaszolasadhoz természetesen alkalmazhatnank a
pontos modszert is: véges elemekre bontva a meglehetésen bo-
nyolult szerkezetet, meghatarozhatjuk az egyes elemekre haté
igénybevételeket. Ez az Gt azonban, amellett hogy id6trabl6 és
igy koltséges is, nem ad hasznalhatd eredményt. Azt ugyan meg-
mondja, hogy mi felel meg és mi nem, de azt mar nem mondja
meg, hogy miért, és hogy mit kell szerkezetileg megvaltoztatnunk
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ahhoz, hogy a gyenge elemek megfeleljenek a rajuk hat6 igénybe-
vételekre.

Kozelit6 megfontoldsokkal azonban igen kénnyen célt érhe-
tink. Elhanyagolva a tet6felépitmény merevségét, a siloban ha-
rom olyan tartoszerkezeti elem taldlhatd, amely részt vehet a
hosszirdnyl nyomaték viselésében: a harom cellaval 6sszekotott
fed6- és fenéklemez, amelyek egyiitt egy (alaprajzban gorbe ge-
rinclemezi) I-tartdt alkotnak, az alaplemez, és végul a sil6 fenék-
lemeze. (Ez ut6bbi az I-tart6é részeként csak hizést, ill. nyomast
kap, 6néllé tartéelemként tekintve viszont hajlitasra dolgozik,
hasonl6an az alaplemezhez.) Az I-tart6 gerincét alkoto cellafalak
alaprajzi gorbesége nem okoz lényegi eltérést az egyenes gerinci
I-tarto statikai viselkedésétol.

A héarom tartéelem (az I-tartd, az alaplemez és a fenéklemez)
merevsegének nagysaga lényegesen kilonbozik egymaéstdl: a fe-
néklemezé elhanyagolhatd az alaplemezéhez képest, az alapleme-
zé pedig az I-tart6éhoz képest. llymaodon a 9. dbranak megfelel
nagy hajlitonyomatékot jo kozelitéssel teljes egészében az I-
tartora harithatjuk.

A fenéklemezrdl feltételezhetjiik, hogy valamennyi oszlop fix
aldtdmasztast képvisel, hiszen ezek az oszlopok a lényegesen
merevebb alaplemezre tdmaszkodnak.

Veégul az alaplemezt egyrészt a talajreakcidk terhelik, mésrészt
azok az oszlopok, amelyek a fenéklemezr6l kapjak terhiiket; a
megtamasztast pedig a lényegesen merevebb siléfalak vonalaban
lév6 oszlopok biztositjak, Iényegében hdrom koér mentén.

Amint lathatjuk tehat, a harom tartoszerkezeti elemet statikai
szempontbdl egymastdl fuggetlenil kezelhetjik, hasonléképpen
egy ,.hierarchikusan” felépitett tet6szerkezethez, ahol a mellék-
tartd, a kereszttarté és a fétartd eréjatékat ebben a sorrendben
haladva hatarozhatjuk meg, ésa magasabb rend( tartd eréjatéka
nem hat vissza az alacsonyabb rend(iére.

A kozelit6 megfontolasok a statikai modell felvételében is jo
szolgalatot tehetnek. Példa lehet erre a 10a. &bran lathatd sok-
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emeletes acélkeret, amelyben technoldgiai okokbdl nem lehetett
az egyes emeleti gerendak kozott racsozést késziteni. A kozelité
szdmitdshoz a 10b. abran feltiintetett modellt célszer( alapul
venni, amely figyelembe veszi, hogy a gerendak hajlitasra lénye-
gesen merevebbek az oszlopoknal.

A mértékado teherelrendezések: hasznos teher minden szinten;
hasznos teher minden masodik szinten; szélteher.

A felvett modell alapjan azonnal lathatd, hogy ha a hasznos
teher mindegyik szinten miikédik (11. abra), akkor egy gerenda
a folotte levd A és A’ csomdpontokat ugyanolyan er6vel akarja
befelé elmozditani, mint amekkora erével a folotte 1év6 gerenda
szeretné ket kifelé mozditani. A csomépontok tehat helybenma-
radnak. Mivel ez— a legfels6 szintet kivéve — valamennyi szélsé
csomopontra igaz, a bels6 C és C’ csomdpontok sem mozdulnak
el fliggblegesen. igy a gerendékat fix alatdmasztasu folytatélagos
tartokként szamithatjuk, és nyomatékéabrajuk all. &bra szerint
alakul.
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11. 4bra

Ha a hasznos teher minden masodik szinten hat (12. &bra),
akkor egy statikailag egyszeresen hatarozatlan szerkezetet kell
megoldanunk, mivel valamennyi A, A’, B, B’ csomdponton
ugyanakkora X, vizszintes er6 mikodik. A bels6 C, C’ csomo-
pontok most lesullyednek, a terhelt gerendak tehéat sullyedd
bels6 alatdmasztasu tartokként mikodnek, s nyomatékabrajuk
ennek megfelel6en fog alakulni (12. &bra).

A 11 és 12. &brdk nyomatékdiagramjait 0sszehasonlitva
megallapithatjuk, hogy az els6 terhelési eset a terhelt gerendak
negativ nyomatéka, a masodik a pozitiv nyomatékik szempont-
jabol mértékado. Ezenkivul még ellendriznunk kell, hogy a ter-
heletlen gerenda negativ nyomatéka (12. abra) nem nagyobb-e a

Végll szélteherre a modell szerinti szerkezet hatdrozott tartd-
ként viselkedik (13. 4bra): mivel mindegyik gerenda antimetri-
kusan deformélodik, az A és A’, B és B’ sth. csomoépontok
tavolsaga nem akar megvaltozni, ezekben a csomopontokban
tehat nem ébred ismeretlen vizszintes erd az egymas folott 1év
tartorészek kozott. igy az igénybevételeket a 13. 4bran lathatd
maodon, egyensulyi egyenletekb6l hatdrozhatjuk meg.
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13. dbra

A kozelit6 modszerek nemcsak a modell megvalasztdsdhoz
adhatnak segitséget, hanem magénak a tartdszerkezetnek a ki-
alakitadsahoz is. igy a héjszerkezetek célszer(i megtdmasztasat egy
kozelitd elmélet: a membranhéjak elmélete mutatja meg a kovet-
kez& gondolatmenet alapjan:
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Egy héjszerkezet akkor gazdasagos, ha a terheket membran-
er6kkel képes viselni, azaz ha a hajlitbnyomatékokra nem az
egyensuly biztositasdhoz van sziikség, hanem csak az 0sszeférhe-
t0ség kielégitéséhez.

A membranhéjak egyensulyat egy masodrend( parcialis diffe-
rencidlegyenlet fejezi ki (Csonka, 1981). A megoldas létezésének
és egyértelm(iségének feltételeit tehat a parcialis differencial-
egyenletek elméletének a peremérték- és kezdetiérték-feladatok-
ra vonatkozé része adja meg. Ezt most nem kivanjuk részletezni,
csupan azt emlitjik meg, hogy az elmélet vilagosan megmondja:
hogyan kell megtdmasztanunk egy héjat, hogy membréanként
viselje a terheket, és milyen feltételek teljestilése mellett lehet a
perem egy része teljesen szabad (Tarnai, 1978).

Egy tovabbi érdekes példa arra, hogy mi modon segitik a
kozelitd modszerek egy szerkezet célszer( kialakitasat, vagy egy
nem teljesen helyesen kialakitott szerkezet mddositasat, az an.
lécracshéjak esete. Ezek falécekbdl az alapsikon derékszdgl héa-
I6zat szerint lazan 6sszecsavarozott racsok (14. 4bra), amelyeket
tobb ponton megemelve juttatnak a kivant helyzetbe. A megeme-
Iés soran a négyzetek rombuszokka torzulnak, és az eredetileg sik
racsozat kétszeresen gorbilt fellilet alakba fog elhelyezkedni.
A racsoshéj szélét a peremtartd(k)hoz rogzitve, és meghlzva a
léceket 0sszekoté csavarokat, készen all a tartdszerkezet.
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E szerkezet el6nye els6sorban az egyszeri megépithet6ség:
allvany és zsaluzat nélkil lehet vele kétszer goérbilt lefedést
el6allitani. Hatranyai azonban nem csekélyek. A megemelés so-
ran a lécek két iranyban is meg kell gorbiljenek. Mivel az ezzel
jaro fesziiltségek a keresztmetszet méreteivel ardnyosak, ez kor-
latozza az alkalmazhat6 keresztmetszet méreteit. A végleges szer-
kezetben pedig a lécek meglehetésen nagy nyomatékokat kap-
nak, hiszen csak két iranyban futnak, hianyzik a harmadik ira-
nyd rudazat, amely lehet6vé tenné a membranhéjszer( tehervise-
lést. Az egyréteg(l térbeli racsok kontinuumelméletébdl (Kollar
és Heged(is, 1985) ugyanis vildgosan kdvetkezik, hogy egy racs
akkor mikodhet membranhéjszerden, ha legaldbb hdrom irany-
ban futnak benne rudak. Mivel a lécracshéjban ez nem teljesil,
ezert a léceknek nagyobb keresztmetszetet kellene adni, mintha
harom iranyban futnanak a rudak. llyenforman a megépithetd-
ség és a teherbirds egymaéssal ellentétes kdvetelményeket tamaszt,
ami meglehet6sen szlik korlatok koze szoritja a szerkezet alkal-
mazhatdségat.

Mindezen megfontolasok két Iényeges dologra mutatnak réa: a
rudakban a meggorbitéshdl aranylag nagy sajatfesziiltségek éb-
rednek, amelyek csokkentik a teherbiré képességet; és hianyzik a
harmadik irany( rudazat, amely lehet6vé tenné a membranhéj-
szerl mkodést.

A rudak érint6sikban keletkez6 hajlitasi fesziltségeit ugy kii-
szObolhetjuk ki, hogy a csomépontokban (legaldbbis épités koz-
ben) csuklésan csatlakoztatjuk a raddarabokat. A harmadik
irdny( rudazatot nyilvan csak utdlag lehet elhelyezni, mert
egyébként az egyszer( épitésmaod valnék lehetetlenné. Nehézsé-
get okoz azonban, hogy szinte mindegyik csomdponttavolsag
kiillonboz6 lesz, és az épités jellegébdl kdvetkezden e tdvolsagok
méreteltérése szdmottevd lehet a tervezetthez képest. igy csak
olyan megoldas johet szoba, amely nem el6re felfurt rudakat
helyez el a harmadik iranyban, hanem mintegy ,,alkalmazkodik”
a tényleges csomdéponttavolsdgokhoz. Ilyen megoldast lathatunk
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a 15. abran (Schlaich és munkatérsai, 1990), (Gerkan és munka-
tarsai, 1990), ahol a megszakitott lécek olyan hevederekkel van-
nak Osszekotve, amelyek a léc hossztengelyében két-két lyukkal
csatlakoznak egy-egy léchez, de e lyukak kozil az egyik kereszt-
iranyban ovalis. igy a lécek az érint8sikban akadalytalanul
»-meggorbulhetnek”, pontosabban fogalmazva: térésszoget al-
kothatnak mindegyik csomdpontban. Ily médon elmaradnak a
meggOrbitésbdl szarmazd nagy fesziltségek.

A harmadik irdnyu rudazatot célszerlien sodronykdotélbél le-
het elkésziteni, amely atbUjik az (épités kozben laza) csomopon-
tokon, sigy ,,végtelenitve” van. Emelés kdzben a lazan 6sszecsa-
varozott Iéc és heveder k6zo6tt a sodronykdtél meg tud csuszni, és
igy kovetni tudja az atloknak a négyzetek rombussza alakuldsa
kdzben bekdvetkezé hosszvaltozasat. A végleges helyzet elérése-
kor meghuzzék a sodronykotelet, és csavarokkal 0sszeszoritjak
a csomopontokat. Mivel azonban a sodronykétél nem tud nyo-
mast felvenni, mind a két atl6 iranyaban el kell helyezni. igy a
szerkezet pOtatlds racsozatuva valik (az egyik kotélszar kihajol-
hat, a masik mindenképpen huzast kap), és membranhéjként
viseli a r4 hato terheket.
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16. abra

Ez a megoldds megtartja az épitésmadd egyszer(iségét és igen
nagy mértékben megndveli a lécracshéj teherbirasat.

Lathatjuk, hogy a szerkezet atalakitasdhoz sziikséges egyik
alapvetd tudnivalot (a kétiranyd rudazatot ki kell egésziteniink
egy harmadik irdnyuval) a kozelit6 jellegd membranhéjelmélet és
a racsos héjak ugyancsak kozelité jellegli kontinuumelmélete
szolgéltatta.

Nézzlink még egy példat arra, hogy hogyan donthetiink el egy
elvi statikai kérdést kozelit6é megfontolédsok segitségével.

A lemezm(ivek (16. abra) er6jatékaban fontos szerepiik van
az un. haroméleré-egyenleteknek. A csatlakoz6 lemezelemek
kozott fellépd élerdk (17. abra) biztositjak, hogy a két lemezelem
az él mentén egyforma megnyulést szenvedjen. Mivel a lemez-



elem egyik szélén m(kodo élerd altalaban szamottevé megnyu-
last okoz a szemben Iévé élben is, a folytatolagos tartok Clapey-
ron-egyenleteinek analGgiajara itt is olyan egyenleteket kell felir-
nunk, amelyek harom egymas melletti élben fellép6 élerét foglal-
nak 6ssze.

A hajlitott tartok elméletébdl ismeretes azonban, hogy ha a
tartd rovid, azaz magassdga megkdzeliti a tdmaszk6z méretét,
akkor pl. az als6 éle mentén terhelt és az als6 két sarkdn megta-
masztott tartd felsd élén gyakorlatilag nem Iép fel hajlitasi fe-
szliltség (18. abra). A kérdés most mar az, hogy az élerdvel
terhelt tartéban (19. abra) ugyanolyan magassag/tamaszkoz
aranyok mellett lesz-e elhanyagolhatdan kicsi az éler6vel atelle-
nes él mentén keletkezd feszultség, mint a 18. bra szerint terhelt
tartoban.

19. 4bra
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Ezt a kérdést a legszemléletesebben a Saint-Venant-elv segitsé-
gével vizsgalhatjuk meg, amely tudvalévéleg azt mondja ki, hogy
a tarté peremének egy a hosszusagu szakaszan hat6, 6nmagaban
egyensulyban 1évg er6rendszer hatdsa gyakorlatilag elenyészik a
peremtél mért a tdvolsadgban. A 18. és 19. dbrdkon a faltart6 alsé
L hosszusagu peremén hat egy-egy énmagaban egyensulyban
Iév6 er6rendszer, igy hatdsuk H =L magassagban mar elenyé-
szik.

Ha a tarté hosszabb, mint amilyen magas (L>H), akkor a
kovetkez6képpen jarhatunk el:

Az alsé élén terhelt és a sarokpontjaiban megtamasztott tarto
(20a. abra) feszultseégallapotat két részbdl tehetjuk Ossze: egy-
részt a linearis normélfesziltség-eloszlasnak megfeleld fesziltség-
allapotbdl, amelyhez a két véglapon a parabolikus nyiréfeszult-
ség-eloszlasnak megfelel6en kell hatnia a tdmaszerének (20b.
dbra)-, masrészt pedig a 20c. abran vazolt erérendszer okozta
feszultségallapothdl, amely eltiinteti a két véglaprél a paraboli-
kus reakciterd-eloszlast és helyette az alsé sarokpontot tAmaszt-
ja meg egy koncentralt er6vel. A két véglapon e két terhelés
kilonbsége egyensulyi erérendszert alkot, amelynek zavaré ha-
tasa a tartd magassagaval megegyez8 vizszintes tavolsagban
gyakorlatilag elenyészik. Ha tehat a tart6 hossza a magassag
kétszerese vagy tobb (L"2H), akkor a k6zéps6 A—A kereszt-
metszetben mér nem érzékelhetd, hogy a véglapon melyik er6-
rendszer miikoédik, igy itt mindenképpen lineéris lesz a feszultség-
eloszlas. A 20. &branak megfelel6en terhelt tarté tehat ,,hossza”-
nak szamit, ha L"2H. A H <L < 2H tartomanyt atmeneti zéné-
nak tekinthetjik.

Megvaltozik azonban a helyzet, ha a tartot az alsdé szélén
koszinusz-eloszlasu élerérendszer terheli. Ekkor a 21. &bra sze-
rint harom szakaszra célszeri bontanunk a tartot.

A kozéps6, H szélességl, I-gyel jeldlt szakasz alsé élére egyen-
sulyi er6rendszer miikddik, amelynek hatdsa a H tavolsagban
lévé fels6 élig a 19. dbra szerint elenyészik.
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A két szélsé (Il, ill. IF) szakasz B—B, ill. B*™—B’hatarvonalara
ismeretlen eloszlasban mikoédnek a vizszintes ox feszlltségek.
Ha ezeknek az eloszlasa linedris lenne (a 21. abran ax), akkor
hatasukra a kozéps6 A—A metszetben is ugyanilyen lineéris
fesziiltségeloszlas ébredne (mivel ez elégiti ki az 6sszeférhetéségi
kovetelményt). Ha viszont masfajta fesziltségeloszlas mikddik a
B—B (ill. B—B’) metszetre, pl. a 21. 4bran ff"-vel jeldlt elosz-
l&s, akkor ismét a Saint-Venant-elvet felhasznalva azt mondhat-
juk, hogy a kétféle ax-eloszlas kilonbsége egyensulyi er6rend-
szert alkot, amelynek hatasa elenyészik a kozépsé A—A metsze-
tig. Itt tehat mindenképpen lineéris 6”-eloszlas keletkezik a Il
(ill. 1F) szakaszra hat6 éler6krél.

A 11 (ill. 1117) szakaszra hatd éler6kb6l az A—A metszetben
ébred6 ax fesziltségek eloszlasat csak pontosabb (rugalmas-
sagtani) vizsgélattal lehetne meghatarozni. Kozelitésképpen
azonban azt mondhatjuk, hogy az itt haté erék hatasa az I. és a
Il. szakaszon m(kédd er6ké kozott helyezkedik el, és a legegy-
szer(ibb, ha a kettd ,,atlagat” vesszik, azaz feltételezziik, hogy a
I1l. szakaszon hat6 erékbdl a fels6 élben feleakkora af kelet-
kezik, mintha ezek az er6k a Il. szakaszon mikddnének.

Mindezek alapjan meghatarozhaté kilénb6z8 L/H aradnyok-
hoz a kdzéps6 A—A metszet fels6 élében keletkezd ar feszilt-
ség. Elosztva ezt a <th értékkel, amelyet a teljes L/2 tartofélre
hat6 er6kbdl ugyanitt a lineéris feszlltségeloszlas feltételezésével
kapunk meg, képet alkothatunk arr6l, hogy mikor mennyire tér
el a fels6 élben ébred6 of fesziiltség a ,,hosszU” tartéd diin fe-
szlltségétdl (22. abra). A diagram azt mutatja, hogy az also élén
koszinusz-eloszlasu éler6kkel terhelt lemezelem (trcsa) mintegy
LA"2H-ig ,rovidnek” vehetd, mintegy L(t4H-t6\ kezdve pedig
»,hosszlinak”. A 2H <L <4H tartomény atmeneti zéna. Mivel a
haromélerG-egyenletek létrejottét az donti el, hogy az egyik szé-
len haté éler6 okoz-e fesziiltséget, ill. megnyulast az atellenes
szélen, ezért a haromélerd-egyenletek felirasanak sziikségességét
a 22. abra szerint allapithatjuk meg.
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Ez az igen egyszer(i eszkdzokkel elvegzett vizsgélat tehat meg-
mutatta, hogy a ket terhelési esetben, vagyis az alul terhelt faltar-
to és az élerokkel terhelt lemezelem esetében, mas lesz a ,,rovid”
és a ,,hosszU” lemezelemek hatara.

A kozelitd modszerek kidolgozasanal tgyelni kell arra, hogy
ne hanyagoljunk el olyan mennyiségeket, amelyeknél kisebbeket
figyelembe veszlink. Ez nem is olyan egyszer(, mint amilyennek
elsé hallasra tlinik, ugyanis a levezetésben szerepl6 kifejezések-
b6l tébbnyire nem dertl ki vilagosan ezeknek a mennyiségeknek
a nagysagrendje, hanem ezt sokszor csak kulon vizsgalattal lehet
megallapitani. Ezt a veszélyt jol illusztrélja a kovetkezd példa.

A héjhorpadasi vizsgalatokban a kritikuson tali viselkedés
leirdsdhoz a leggyakrabban hasznalt Donnell-elmélet figyelembe
veszi a héj éerintdsikjaban bekdvetkezd u és v eltolodéasok elsé
hatvanyait, valamint a héjfeltletre mer6leges w eltolodas méso-
dik hatvanyait. Ennek oka az, hogy a horpadasi alakvaltozas
soréan keletkez6, a feluletre mer6leges eltolédaskomponens sok-
kal nagyobb az érint6sikba es6knél, és ezért négyzete azonos
nagysagrendd az utdbbiak els6 hatvanyaval.

Néhany éve egy kulfoldi folyoiratban megjelent egy dolgozat,
amely céljaul tiizte ki a Donnell-elmélet pontositasat, és figyelem-
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be vette az érintésikba es6 (u és v) eltolodaskomponensek méso-
dik hatvanyait is. E vizsgalatnak azonban még sincs kiiléndsebb
jelent6sége, mivel egyidejlileg figyelembe kellett volna vennie a
fellletre mer6leges w eltolodéas negyedik hatvanyait is, hiszen ez
azonos nagysagrend( u és v méasodik hatvanyaval. Csak ily
modon tudta volna a szerz6 val6ban pontositani a Donnell-
egyenleteket.
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5. A PONTOS ES A KOZELITO
MODSZEREK OSSZEVETESE

A pontos és a kozelité modszerekrél eddig elmondottak alap-
jan els@sorban azt allapithatjuk meg, hogy a kettd nem egymas
vetélytarsa, hanem mas célt szolgdl, és igy kiegészitik egymast. A
kozelité modszerek elsésorban attekinthetéségik és egyszer(se-
gk folytan alkalmasak arra, hogy segitségiikkel ki tudjuk vé-
lasztani a legmegfelel6bb szerkezetet és meg tudjuk hatarozni a
f6 méreteit. A pontos szdmitas pedig arra szolgél, hogy igazol-
juk: a kozelité szdmitas és egyéb szempontok figyelembevételével
kialakitott szerkezet er6tanilag minden vonatkozasban megfelel
a kdvetelményeknek. Mind a kettdre sziikség van, mar csak azért
is, mert sem a kozelit6, sem a pontos szamitas nem nélkilozheti
az ellenBrzést, és nincs jobb ellen6rzés, mint két, egymastol
fliggetlen szamitas Osszevetése.

A kozelit6 mddszerek nagy értéke a szemléletességik, s ez
annél fontosabb, minél inkdbb fejlédik a komputertechnika, és
minél bonyolultabbak a programok, amelyeket a pontos szami-
tashoz hasznalunk. Kevés veszélyesebb dolog van, mint egy
bonyolult gépi szamitas alapjan elkésziteni egy tervet anélkil,
hogy kozelitéen, j6zan mérnoki szemlélettel kdvetnénk az erdja-
tékat, és legalabb durvan ellendriznénk az eredmények helyessé-
gét.

A mérnoki szerkezetek kialakitdsdhoz elengedhetetlenil szik-
séges az er@jaték tisztazasa és az igénybevételek meghatéarozésa.
Szeretném hinni, hogy az el6adottakbdl vilagosan kitlnik: e célt
egyarant szolgaljak mind a pontos, mind a kdzelitd6 maddszerek,
mindegyikik a maga helyén és a maga szerepkorében. A mérnok
akkor jar el helyesen, ha a legkorszeriibb pontos szamitast és a
legkorszer(ibb kozelit§ szamitast hasznalja. Legyen szabad ezzel
kapcsolatban idézniunk Kherndl Antalt, a hidépitéstan mult sza-
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zadban élt professzorat, aki 1868-ban, a Bazilika kupolajanak
épités kozben bekdvetkezett 6sszeomlasarol tartott el6adast a
Magyar Mérnok és Epitész Egyletben, és amit tébb mint 100 éve
mondott, az lényegében ma is helytallo:

,— Eddig egy egyszeri{i dongabolt vagy vasiv oldalnyomésanak
és azon fal erdsségének meghatarozésa, a mely ezen oldal-
nyomasnak ellentallni képes, csak napokra terjed6 idévesz-
teseggel volt lehetséges.

— Két évvel ezel6tt jelent meg Culmann az épitészeti egyen-
sulytant szerkezeti uton targyald6 munkaja, a mely hasonlé
feladatok megoldasat néhany negyed 6ra alatt lehetségesité
maédokat tartalmaz, és ma mar ott, hol a munka 6smeretes,
alig terveztetik még épitmény egyedil szemmérték alapjan.

— Kinek jutna ma eszébe egy nagyobb vashid tervezése a nél-
kil, hogy méreteit tizetesen kiszamitana?”
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