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BEVEZETES

Aszamelmélet alaptétele szerint minden természe-
tes szam egyértelmden allithaté el6 primszamok
szorzataként. A természetes szdmok halmazén értel-
mezett fuggvényeket szamelméleti, mas néven arit-
metikai flggvényeknek nevezzik. A szamelmélet
ezek kozul azokat vizsgélja, amelyek valamilyen
moédon  Osszefliggésben vannak a természetes
szamok multiplikativ struktdrajaval, vagyis prim-
tényez6s felbontasukkal.

Egy/ fuggvényt additivnak, egy g figgvényt mul-
tiplikativnak neveziink, ha az f(mn)=f(m)+f(n),
illetve a g(mn) = g(m)g(n) feltétel minden relativ prim
m n szamparra teljesil. Ha az el6bbi egyenletek
nemcsak a relativ prim parokra, hanem minden m, n
szamparra teljesilnek, akkor az / fliggvényt teljesen
additivnak, a y fuggvényt teljesen multiplikativhak
nevezzik. Az n szam torzstényez6s (mas néven
primtényez6s) felbontasa legyen n=p\' .. ,p*r. Ek-
kor additiv /-re/(«) =f(p*")+ mmm+f(PrA multipli-
kativ g-re g(n) = g(p*").. .g(p”™). Lathato, hogy ezeket
a fuggvényeket a primhatvanyhelyeken felvett
értékeik teljesen meghatarozzak.

Egyes nevezetes aritmetikai fliggvények vizsgalata
mintegy kétszaz éwvel ezelGtt kezdddott. Eszre-
vették, hogy az aritmetikai fliggvények altaldban
lokéalisan szabalytalanul viselkednek, hogy példaul
egy additiv fuggvénynek az n helyen felvett értéke
alig befolyasolja az n+1 helyen felvett értékét.
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Kivételt képez azonban az f(n) = c log n flggvény,
amely monoton, s teljesiti az f(n+1)—(n)-»0
(n->00) feltételt. Erdds Pal [1] 1946-ban kimutatta,
hogy nincs méas additiv fliggvény, amely e két
tulajdonsdg barmelyikével rendelkezne. Ezzel az
észrevételével elinditotta a szabalyos viselkedésl
aritmetikai flggvények kutatasat. Az I. fejezetben
Erdés tételének tobb, messzemend &altalanositasat
targyaljuk. A I1l. fejezetben azokat a multiplikativ,
komplex érték(i / flggvényeket vizsgaljuk, amelyek-
re A/(«): = f(n+ 1)—4(«)-»0 vagy ennél egy Kicsit
erésebb feltétel teljesul. A I1ll. fejezet Dardczy
Zoltannak és a szerzének kompakt kommutativ
csoportokba képez8 szabalyos viselkedésd additiv
figgvények karakterizaciojara vonatkozé eredmé-
nyét tartalmazza.

Igyekeztiink bemutatni a bizonyitasi modszerek
sokszin(iségét, az egyszer(ibb kifejtés érdekében nem
torekedtiink az elérhet6 legélesebb tételek bi-
zonyitasara.

Dolgozatunkban a koévetkezd szokasos jel6lése-
ket hasznaljuk: N a természetes szamok, Z a
racionélis egészek halmaza, Q a racionélis szdmok
additiv csoportja; Qx a pozitiv racionalis szamok
multiplikativ csoportja; R a valds szamok additiv
csoportja; R, a pozitiv valés szamok multiplikativ
csoportja, T az egydimenzios térusz. A Ill. fejezet
targyalasanal mindegyiket a szokasos topolégiaval
ellatva tekintjuk. Ha a be N, akkor (a,b) az a és b
szamok legnagyobb k&zos osztéjat, [a, b] a legki-



sebb kozos tébbszorosét jeldli. Valamely {x,,} soro-
zatra
£%,0= X+,
AX,,= XN+l —xn,

Ixn:=xn.

Ha zeR, akkor ||z]]| a z szdmnak legkdzelebbi
egésztdl vald tavolsagat jeldli, ¢, cl5¢2 ..., ha mést
nem mondunk, alkalmas pozitiv allanddkat jeldl-
nek. A kénnyebb attekinthet6ség kedvéért a tételek
bizonyitdsanak végét m jeldli, a kozben felhasznélt
lemmak bizonyitasaét pedig O.



I. SZABALYOS VISELKEDESU
ADDITIV FUGGVENYEK

1.8. Jelolje A az IN—sRadditiv flggvények és A* a
teljesen additiv fluggvények halmazat. Erdds PAl
emlitett tétele szerint, ha f(n) monoton vagy
A/(n)-*0 (n-*o0) és fe A, akkor / csak a log
fliggvény konstansszorosa lehet. Ennek a tételnek
szamos lényeges altalanositasa van.

1970-ben e dolgozat irdja kimutatta, Erdds egyik
sejtését igazolva ezzel, hogy f e A esetén az

-X,,\E(* |A/(n) |->0 (x-*co) an

relacié is csak az / = c log figgvényekre teljesil [2].
Kés6bb ezt az allitast a gyengébb

liminf—* £ -|A/(n)|=0 12
10g Xnixtl

feltételbdl is sikerllt levezetnie [3],
Még tovabb ment E. Wirsing német matematikus,
bebizonyitva, hogy ha y>0 allandoval

liminf- X |A/(n)|=0 13)

X -a Xx<n<(l +y)x

teljesil valamely /e A fliggvényre, akkor / = clog

[4]-
Ugyancsak Wirsing nevéhez fliz6dik az alabbi két
eredmény [5]:

(@) Ha fe A* és A/(n)=o(log n) (n->co), akkor
/=<m log-



(b) Ha fe A é Af(n)>—K, K> 0 konstans,
akkor f(n)=clogn+ u(n), ahol u korlatos
additiv figgvény.

A szerz6 méar 1964-ben felvetette a kovetkez6
problémat. Adott c0, cu ..., ckvalos (avagy komp-
lex) allandék esetén hatarozzuk meg azokat az
fe A fuggvényeket, amelyekre

lim Ek cj(n+i)=0 (14)
teljestl. Sejtésként fogalmazta meg, hogy £c,=0
esetén a c log alaku flggvények alkotjak az 0sszes
megoldast, L e,#0 esetén az egyetlen megoldas az
f(n) =0 (Vne N). Mintegy 10 évvel kés6bb P.D.T.A.
Elliottnak is, a szerzének is, kb. egyid6ben,
egymastol fuggetlendl sikerilt ezt a sejtést bebi-
zonyitania. A bizonyitashoz kidolgozott mddszer
azutan hatasosnak bizonyult tovabbi problémak
megoldaséara. igy sikertlt Wirsing tételébdl levezet-
ni, hogy fe A* esetén a

lxk0 Ci/(«+ i")=0(log«) (15)
feltétel csak az f=c log fluggvényre teljestlhet.
Vizsgaljuk most azokat az fg e A fliggvényparo-
kat, amelyekre y(n+ 1)—f(n)-+0 (n—00) teljesul. A
szerz0 észrevette, hogy ekkor f(n) = g(n) (Vne N), és
Erd6s tételével f(n)=g(n)=clogn (VneM). Egy-
szer( eszkdzokkel sikertilt Wirsing tételébdl levezet-
nie, hogy fge A¥,

g(n+1)—/(«)=o(logn)  (n-*oo) 16)

esetén f(n)-g(n)=clogn



2.8. Bebizonyitjuk a kovetkez§ tételt.
1. Tétel. Ha /e A*, és

log X, 0 n @

akkor
Bizonyitas. Legyen
</» = max \Af(n+j) |+.
jZO....u

Legyen p>2 tetszOleges egész szam, Xxv=p'
(v=0, 1, 2,...). Minden N természetes szamhoz
tekintsik a p-adikus kifejtését {0,1,. ., - 1} =B
halmazbeli jegyekkel, mas szdval tekintsik az

sorozatot. Ekkor

Viladgos, hogy xv<N <xv+l esetén xv_j<Nj<
<xv+l-j. Eszrevesszilk tovabba, hogy barmely
ke [xV,,, Xv+1_y] szdm pontosan p/-szer fordul eld
Alj-ként. Mivel

f(N0)—\WHp) = (F{N0)=I(pN )+ (J(A,)—(p/V)+ ...+

ezért
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ahol

Ar= max
i=1 »p

/0")].
1| )l

Osszegezzitk most az el6z6 egyenlGtlenséget az
N e [xvxv+1) értékekre. igy az

egyenl6tlenséghez jutunk.
Adott /V-re legyen most az MO= N, M,, M2,.. .
egész szamokbol allé sorozat az

formuléval értelmezve. Legyen xv< N < xv+1 Ekkor
a

egyenl6tlenségbdl kiindulva

W (p)-/(Mo)|+<«P(MO+«p(W,H-... +<yp(Mv. )+ /tp

adddik. Osszegezve az M0= Ne [xV, xv+,) egészek-
re, hasonléan, mint az elébb,

adadik.
Minthogy [yl = |y|++ |—y|+, ezért a fenti két
egyenl6tlenséghbdl



kovetkezik. Mivel , ezért

s (1.8) segitségével

ahol cp alkalmas, p-t6l fuggd allando.
Valasszunk most p helyett egy q szamot, legyen

Legyen gq2<p. Mivel xv+i=pxvyfl+l=qyll, ezért

az (xv, xv+1) intervallum g-nak legalabb két egészki-
tev6s hatvanyat tartalmazza. Legyen az (xv, xv+))
intervallumbeli legkisebb q hatvany =  a legna-
gyobb pedigg" +'=~ +, Legyen Iv=[y,,,yp+,). Mivel

y»=80V- i<gxV

i 1
YPH=yPH L — X,



ezért

Belattuk tehat, hogy Iwnek legaldbb f)xv+, szamu
eleme van, ahol $alkalmas pozitiv allandé. Legyen

Figyelembe véve az (1.9), (1.10) egyenl&tlenségeket,

adadik. Az (1.7) feltételbdl kozvetlenll kovetkezik,
hogy

ezért ajobb oldal zérushoz tart. Ez csak E = 0 esetén
lehetséges. Belattuk tehat, hogy

(11w)

ha p>q 2. Legyen most p és q tetsz6leges. Valasszunk
olyan nagy k egészet, amelyre pk>q2. Ekkor (1.11)
miatt

masrészt a bal oldal megegyezik {-(-—P—z—— vei. Ezért
0gp

(111) minden p,q valasztasra fennall, tehat f(n) =
=clogu. Tétellinket bebizonyitottuk. m
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Ha (1.7) helyett a

liminf_ L E!'*M =0 (112
Tog x <* n

kétoldali korlatozast tételezziik fel, akkor az f(ri) =
= ¢ log nalaku figgvények lesznek a megoldasok az
additiv fuggvények korében is, vagyis érvényes a
kovetkezd tétel.

2. Tétel. Ha fe A, és (1.12) teljesul, akkor f(n) =
—c log n.

Bizonyitas. Elég belatni, hogy (1.12) esetén / e A*.
Legyen p tetsz6leges primszam, N relativ prim p-
hez. Ekkor

f(p1+/(N)=f(p'N) =(f(p'N) - f(p'N +p)) +

és igy
ahol

Az (1.12) feltételbdl egyszerlien kdvetkezik, hogy

liminf- Y.V ">=0 (1-14)
masrészt

XL :XRI——p))+0(I),

<NP>= 1

14



ezert (1.13)-bol a
Upy-*/71(p)I~iX

egyenl6tlenséghez jutunk. Alkalmas x,->00 soroza-
tot vélasztva, (1.14)-bdl J'(p')=vf(p) adddik. Ez
pedig éppen a teljes additivitas feltétele. m

Egy egyszer(i, de meglep6 altalanositas a kovet-
kezé.

3. Tétel. Haf ge A és
liminfflog v)- ' Y 0 )-I<«) |=0, (1.15)
akkor f(n)=g(n)=clogn

Bizonyitas. Legyen H(n)= g(n)—f(n). Nyilvanva-
l6an elegend6 belatni, hogy H(n)= 0. Legyen
IX()=y(n+ )-/(),
C: = «(4)-«(2)-1(2).
Vegytuk észre, hogy
y(l6lc + 12)—/(16c+ 10)=C+  +5), (1.16)
y(\6k + 12)—K16tc + 1) =

=p(l6/t+ 11)—H(16/i+ 1lI) + p(16(c+ 10).
1.17)

E két egyenl6ségbdl
C+ H(16/t+11) = <rtl6/t+11)-M 16*;+10) —H8/t + 5) (1.18)

kovetkezik. Legyen m=\ (mod 16) rogzitett egész,

15



16/c+ 11 relativ prim m-hez. Ekkor (1.18)-bol

€+ 11))= p(m(16k +11)) + p(m(16k +11)- 1) -

és igy

Innen

Mivel

ezért

alkalmas pozitiv m-t6l figgé allandéval. Alkalmas
{x=x,} sorozatot valasztva, (1.15) miatt H(m)=0.
Belattuk tehat, hogy H(m)=0, ha m= 1 (mod 16).
Legyenek most mt, m2 paratlan szamok, ml=m2
(mod 16). Legyen volyan egész, amelyre (v,m1im2)=1
és m,v=l (mod 16). Nyilvanvalo, hogy ilyen v
létezik. Ekkor m2v= 1(mod 16) is teljesil, s az elébb
bebizonyitott allitas miatt H(myv)= 0= H(m2v).
Belattuk tehat, hogy H(ml)= H(m2). Ez azt jelenti,
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hogy paratlan m-re H{m) értéke csak attdl flgg, hogy
m mod 16 melyik maradékosztalyba esik. Mivel
H additiv fliggvény, ez csak akkor teljestilhet, ha
H(m) =0 minden péaratlan m egészre.

Legyen n= 1 (mod 3). Ekkor

Jelolje B, az n=1 (mod 3), 2°j|3n+l feltételt
kielégit6 ntermészetes szamok halmazat. Ha ne Ba
(a> 1), akkor tf(3n+ 2)=0, tf(3n+ )= H(2X. (1.19)
miatt

(120

Figyelembe véve, hogy

(1.20) és (1.15) segitségével H(2X=0 adddik. Ezért
H(n)=0 minden n természetes szamra teljesil,
érvényes tehat a tétel.m

Jelélje AV az / flggvény /c-adik differencigjat,
azaz AY(n)=/(n+ 1)—(«), ..., Af(n)=Aj [(n).
Hatarozzuk meg azokat az fe A fliggvényeket,
amelyekre a

(HK lim infilogx)"1Y. n~'A*/(n)| =0
feltétel teljestl valamely k> 0 egésszel.

4. Tétel. Hafe A es (HK teljestl valamely /c>0
egészre, akkor/(n) =clog n

17



Bizonyitas. Elegend6é belatnunk a 2. tétel miatt,
hogy (H® fennallasa esetén (Hk_,) isfennall, ha k> 2
Legyen k>2.

Legyen

A2(«)=1("+2)-1«),
A'l(n)=Ai-'I(« +2)-A37(n).
Mivel A= E—I, A2=£2-/, A*=(£-/)*, A‘=
= (E2—{)*, felhasznélva, hogy E és / felcserélhetdk,
AE=(E+ /) e/r= X A*E),

innen

A2/<»)=.1 Q A'/(«+7) (1.21)

adodik. Masrészt paratlan n-re

ARf(n)=jt_0ARf{2n+2j) 1.22)

fennall. (1.22) egyszerlen bebizonyithaté példaul k
szerinti indukcidval.

(L.21)-et k helyett k—1 valasztassal n-re és n+ 1-re
alkalmazva,

At U(»+ 1)-Af U<«>=£ (*“') af(«+2) d-23)
adodik. (1.21)-bol rogton kovetkezik tovabba a

IA2- F{n +2)- A*fin)|= |A*/(n)| <
(1.24)

<t (JAT(i+j)r<2°+i £ ia7 ("+/)i
‘]:°£/J/ (I J) Ij-ol ( )I
egyenlGtlenség.

18



Legyen nparatlan. Alkalmazzuk az (1.22) formulat
k helyett k—1 valasztassal. Ekkor

A~'f(n)-2% 1A2 /(2/i)=

s innen

h=0
adodik.
Legyen xv=2Mv= 1,2,...), Iv= [xvxv+,). Legyen
tovabba

€)X AT (k) -AT () 1= L IATW.

Jelélje B, C, E rendre a paros, a paratlan szamok,
illetleg a paratlan szamok kétszereseinek a hal-
mazét. Jelolje tovabba ennek megfelelen a

ZIAT/(«)!

Osszeget B(v), y(v), av), ahol az 6sszegezést a Bnly,
Cnlv Enlvhalmazokra terjesztjuk ki.

Tegyuk fel, hogy /c<xv+1. (1.23)-bél egyszer(ien
adddik a

[fi(v+ 1)—y(v+ i< 2*+1(a(v+ I) + ot(v+ 2) (1.26)

egyenlétlenség. Vilagos, hogy

y(v+l) = £(v+1)+ 4mzelv*i‘A*2~7(4m”'

19



Az (1.24) egyenl6tlenségbdl adodik, hogy a jobb
oldali 6sszegnek az e(v+ 1)-tdl valé eltérése abszolut
értékben legfeljebb 2k+1(k + I)(oc(v) + ot(v+ 1)). Ezért

ly(v+l) —2e(v+ 1) <2i+"'(k+ liav)+a(v+l)). x.27)

Az (1.25) egyenl6tlenségbdl

[y(v)- 2°"-re(v+ 1)< 22t- "(k+ IXa(v+ D+ a(v+ 2)) (1.28)

kovetkezik.
(1.27) és (1.28) dsszevetésével a

ytv+ 1)< X(P/)H r i(/cKa(v+l) + a(v+ 2)) (1.29)

egyenl6tlenséghez jutunk, ahol c,(k) csak a k-tol
figgd allando.
A (HR feltételbdl adodik, hogy

Jiminfi z — =0.
* fFy<, XV

Legyen pv= 2~W(v). (1.29) miatt

|
i'»ti<~ArTPv+rv  (xy>k), (1.30)

ahol

Ja(v+1) a(v+ 2\
JvH \

™ f v+ D H

Legyen </r2< ... azegészeknek olyan soroza-
ta, amelyre

n:' X tv»0  (i-w).

20



Ekkor az (1.30)-bol egyszerlen adddik, hogy

is fennall. Figyelembe véve az (1.27) egyenl6tlenséget,
ekkor
lim B, ' X A4fi(v) + (W) =0,

azaz

(1.31)

is fennall.
Az (1.21) formulat k helyett k—\ valasztassal
alkalmazva, a

A7 (n)-2- 1A*~7 (n)=

(1.32)

egyenl@séghez, s innen a

egyenl6tlenséghez jutunk. Innen

ésx = x —2k vélasztassal, (1.31) figyelembevételével
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azaz a (//*_,) feltétel teljestl. Ezzel a bizonyitast
befejeztik. m

3.8. Megmutatjuk most, hogy/e A* esetén csak a
¢ log alaku fliggvényekre teljestilhet az (1.5) relacié.
Wirsing tétele szerint csak annyit kell belatnunk,
hogy (1.5) teljestilése esetén A/(n)= o(log n) is fennall.
E redukcids 1épés bizonyitasa elemi, ami tavolrol
sem mondhaté el Wirsing tételérél, azaz a Af(n) =
= o(log n)=>f(n) = ¢ log n allitasrél. Annak bizo-
nyitadsahoz a primszadmok kilénb6z8 szdmtani soro-
zatokban val6 eloszlasara vonatkozé mély eredmé-
nyekre, az A.l. Vinogradovtdl és E. Bombierit6l
szarmaz6 kozépértéktételekre van szikség.

5. Tétel. Legyenfe A*, P(z2)= a0+ axz+ ... + akzk
(ao#0, a*= 1) tetsz6leges komplex egyutthatoés poli-
nom. Tegylk fel, hogy

W W
logn
Ekkor, Ejlj~O eseténf(n) =0 (Vne N), mig f¥I)=0
esetén f(n) =clogn (VneN). Nyilvanval6, hogy
ezek a fuggvények teljesitik is az (1.34) feltételt.

(1.34)

Bizonyitas. Tegylk fel, hogy / nem a zérus-
fuggvény. Jeldlje | mindazoknak a komplex egyutt-
hatés Q polinomoknak a halmazat, amelyekre a

QN ,

logn (135

relacié teljestl. (1.33) miatt I a zéruspolinomon kivil
mast is tartalmaz. Vilagos, hogy Qt, Q2e I,cl5¢c2e C

22



esetén clQIl+c2Q2e I. Masrészt Qel esetén az
XQ(x) polinom is I-hez tartozik, mivel EQ(E)f(n) =
= Q(E)Ef(n) = Q(E)f(n+ 1). Innen azonnal adddik,
hogy tetszéleges R(x) polinom és Q(x)e | esetén
R(X)B(x) € I. Ezek szerint lideal. Mint minden <C[x]-
beli ideal, 1 is egy elemmel generélhatd, azaz létezik
egy egyértelmlen meghatarozott

S()=y0+ 7|Z+ eee+V«2m (Tm=1) (1-36)
minimalis fokszama fépolinom I-ben, Ggy hogy 1
elemei éppen az S(z) polinom tdébbszorosei.

Legyenek S(z) gyodkei 0,,..,,GM Legyen m>|
tetsz6leges egész,

QM=fliz-07). (1.37)
=1

Vilagos, hogy Qmn(znm) tébbszorose S(z)-nek, ezért
QJzme /, tehat

QIEM M (n-»00). (1.39)
logn
Legyen
Qz)=R0+ [» *+ com+A *" (I»*=1p
Vilagos, hogy

QJEmf{mn) =R0I(mn) +Bj(m(n + 1))+ ...+/iM(m(n+M)) =
=6J ¥/(">)+ e, (E)/(n). (1.39)
(1.39) bal oldala o(logn), (1.38) miatt, ezért

6 ME)/(«) =o(logn), s igy 6mel. Mivel Qmis mi-
nimalis fokszdmu fépolinom I-ben, ezért Qm= S, és
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Vegylk még észre, hogy a 0 gydkdk kozott a zérus
nem fordulhat el8. Ellenkez8 esetben ugyanis yo= 0,
S(2)=zT(z) lenne, s innen egész nyilvanvaldan
addédna, hogy T('E)f(n)= o(\ogn), azaz Tel. T
fokszama azonban kisebb S fokszdméanal.

(140) miatt 6 {6n *+ O\i} mindenj-re és m-re.
Ezért 16j|= 1 (/= 1,2, ..., M). irjuk most a 0j-ket
exponencialis alakban. Legyen 9j=exp (4=
=1 ..., M). Ha az ik kozoétt lenne irracionalis,
mondjuk t]{, akkor a 07 = exp (2mr/iIm)(m= 1,2, ...)
szamok  mind  kilénboz6ek lennének, ami
07 e {91, .. ., OM} miatt lehetetlen. Tehat r}x, mm- t]M
raciondlisak. A legkisebb k6zos nevezdjik legyen B.
Ekkor

nJ= %9 = (ajez),
s igy
of=1 0=1..... M).
Az (1.40) bal oldala m= B vélasztéssal (z—1)M ezért
0j= ... =0M= 1 Kimutattuk, hogy S(z) specialis
alaku,

S(z)= (21— 1)M.

Mar csak annyit kell belatnunk, hogy M > 2
(z—DMel esetén (z—LM ‘el is fennéll. A bi-
zonyitas a 4. tétel bizonyitasanal hasznalt azonossa-
gok és egyenl6tlenségek alkalmazasaval torténik, a
teljes additivitas feltételezése miatt azonban a hely-
zet kicsit egyszer(ibb. A (1.21), (1.23), (1.25) formula-
kat k= M valasztassal alkalmazzuk. (1.21) miatt
talalhaté olyan e(x) monoton zérushoz tartd
flggvény, amellyel

IATID)<EM)loge  (n>2). (L41)
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Valasszuk az e(n)-et Ugy, hogy e(n) log 2n monoton
végtelenhez tarté legyen.
Legyen

(142)

Megmutatjuk, hogy m(x) nem névekedhet tdl gyor-
san. Tegytuk fel, hogy m(x) nem korlatos. Tegyuk fel,

hogy

Legyen

Ekkor az (1.25) formulabdl

[A?-U@n)|< ~  JAc- T\« log (x + 2M),
(143)

tovabba innen és az (1.23) formuldbdl n helyett 2n
vélasztéssal

adodik. Az (1.43), (1.44) egyenl6tlenségek minden, az
y, X intervallumba esd egészre érvényesek, tehat

arra is, amelyre az m(x) maximum eléretik, ezért

25



alkalmas c > 0 allandéval. Mindkét oldalbol ml —|-t

levonva,

oam(x)-ffl|js (23 r« (0 +@if) lo82xe
azaz
m~j<fii:~log2x,  c,=c(l=2"~N“",

s ezt (1.45)-be behelyettesitve,

Ekkor az (1.46) formula érvényes x helyett x/2'
vélasztéssal:

Az e(x) log 2x monotonitasa miatt (1.46) ekkor is
fennall, legaldbbis minden elég nagy x-re. Ha m(x)
korlatos, akkor (1.46) nyilvanvaléan teljesil.
Kimutattuk ezzel, hogy a Af ‘-nek megfelel6
(z2—1M_1 polinom I-hez tartozik. Osszuk el ezt a
polinomot maradékosan a (z—21)Mpolinommal,

(22- 1Ir - *=fc(2)S(2) + *2).

Ekkor, | idedl lévén, reE Masrészt r nem lehet
azonosan zérus, és fokszama kisebb S foksza-
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manal, Ai-nél. Ez azonban nyilvanvaléan ellent-
mondas. Az M >2 feltevésiink tehat helytelen volt.
Tehat M = 1, S(z) =z—1, azaz A/(n)=o0o(log n). Wir-
sing tétele szerint ekkor f(n) = clogn. Vegyik még
észre, hogy a (L34) relaci6 valamely /(«)=
=clogn(c/0) fuggvényre csak akkor teljesiilhet,
ha P(1) = 0. Tételinket bebizonyitottuk. m

Mddszerlinket bizonyos mértékig maodositani
kell, ha a teljes additivitas helyett csak az additivitast
tételezzik fel.

6. Tétel. Legyen

P{zy=a0+xiz+ ... +akzk =\, a0"0)
komplex egyitthatés polinom, / komplex értékd
additiv fuggvény amelyre

x-" X 1>E)()1-0  (x-00) (L47)

fenndll. Ekkor alkalmas c allandéval
f(n) =clog n+/,(«),
és teljestl a
PE, (=0 (=12 ..) (1.48)
rekurzié. Ha P(1)#0, akkor csak c=0 lehetséges.
Definicié. Valamely / additiv fuggvényrdl azt

mondjuk, hogy véges tart6ju, ha minden elég nagy p
primre/(p“)=0 (a= 1,2, .. .).
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7. Tétel. Ha az / komplex értékd additiv flgg-
vényre fennall a

P(E)(N)=0 (n=12..)) (1.49)
rekurzié valamely fc-adfokd P polinommal, akkor
(L)/(p*)=0 minden olyan p%primhatvanyra, amelyre
p>k+ 1,
(2) f(py+)=f(py), ha py*1- pi>k+ 1,
(3) /(n) periodikus B= 17 pyp periodussal,
p<k+1

ahol yp az a legkisebb egész, amelyre
pyp+l—pyp> k + 1 fennall.

8. Tétel. Ha a 6. tétel feltételei fennallnak, és /
teljesen additiv, akkor f(n) =c log n alakd, és c#0
esetén a P(1) = 0 feltétel is teljesul.

A 8. tétel bizonyitdsa az eddig alkalmazott
mddszerek kombinalasaval torténik. Jel6lje | azok-
nak a P polinomoknak a halmazat, amelyekre (1.47)
fennall. Mint az 5. tétel bizonyitasanal, itt is
egyszer(ien belathato, hogy | ideal. Ismét az 5. tétel
bizonyitasara hivatkozva megmutathato, hogy |
generalé eleme (z—1)Malaka, teljesil tehat a

limx~" Y. |JAMn)| =0
X-*Q© n<x

relaci6 valamely M > 1 egészre. Méar csak azt kell
észrevenniink, hogy a 4. tétel (HM) feltétele teljesil, s
a 4. tétel szerint f(n)=c\ogn. Mivel P(E)f(n)=
=cP()logu +o(l) (n-+oc), ezért (L47) miatt
cP(l) = 0. Ezzel a 8. tételt teljes egészében bebizonyi-
tottuk.B
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A 6. tétel bizonyitasa. Vegyuk észre, hogy az (1.47)
feltételt kielégitd P polinomok halmaza idedlt alkot.
Jeldlje ezt az ideélt 1. Ezért, ha az (1.47) teljesul a
tételben szerepl6 P(z) polinommal, akkor a P{z)
polinom minden k(z) tébbszdrdsére is

X X [fe(£)/(m)]-0 (x-x) (150)

fennall.
Legyen m> 1 tetsz6leges egész, jeldlje P gyokeit
9i, ..., 6k azaz

P(z)= f] (z-0).

Legyen
QM)= _fll(z-O"!)=Bo+Biz+ - tAzY
J:

Ekkor BO#0, Rk= 1 Vezessik be a

jelolést. Vilagos, hogy

Alkalmazzuk (1.52) bal oldalara a P(E) operatort, s
irjuk fel az
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egyenl6tlenséget.  Vilagos, hogy a P(z2)Qn(zm),
P(z)Qmz) polinomok I-hez tartoznak, ezért (1.53)
jobb oldala zérushoz tart. igy

x“1£ |i%E)A(m,n)]->0 (x->0c). (1.54)

Legyen p>2fc+l, p primszam, n fusson végig
azokon a természetes szamokon, amelyekre py|n
teljesul. Itt v>1 tetszbleges rogzitett egész. Ekkor

AP)=1U(pv?)-I<PU)+(Ih + mee+&)/(/>)=

- (U/(pv+)-/<PY-/(PI) + QILY/(p),
Apn+h)=f(p)QJY (0<h<2K),
s ezért

PE)A(M.n) = P(1)QJ Df(P) + aB(f(p~* 1-f(p")-f(p)\
(155)
Mivel a pJn feltételt Kielégité n egészek sdr(isége
pozitiv, ezért (1.54) miatt (1.55)jobb oldal&n zérus All.

Fusson most n végig az n=1 (mod p) feltételt
kielégité egészeken. Ekkor A(p,n+ h)=f(p)Qm(\)
teljesil, ha 0</i<2/c, és ezért P(E)A(m,n)=
= P(DBngl)/(p). Az el6bbi érvelést megismételve,
f'(HBm)/(p) =0 addédik. (1.55) miatt, innen
f(pv+)—(pvY—F(p) —Q Mivel ez 'minden v>I
egészre fennall, ezért f{p') = vf(p) (v=1,2 ...) tel-
jesdl.

Legyen most p tetsz6leges primszam, y0 olyan
nagy, amelyre pyo>2k+1 fennall. Az €0, e rk
nemnegativ egészek legyenek olyanok, amelyekkel a
pyd|n,pfin +i(i= 1,. . .,2k) feltételek legaldbb egy n
természetes szamra- fennallnak. Rogzitsik most az
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€0, eu , ek értékeket, sjeldljuk Ayval azoknak az
n természetes szdmoknak a halmazat, amelyekre
pyn, pe\\n+ i (i=1, ...,2k) teljesil. Nyilvanvald,
hogy y>y 0 esetén Aynem dres, s6t pozitiv sdr(iségd.
Vilagos tovabba, hogy P(E)A(n,p) nem valtozik, ha n
végigfut az Ay elemein. Ekkor viszont (1.54) miatt
P(E)A(n,p) = 0, hacsak ne Ay(y>yO0).

Legyen n, e Ay+1,n2e Ay(y>y0), s irjuk ki gon-
dolatban a

P(B)A(i,p) - P(E)A(n2p)=0
egyenl@séget részletesen. Innen

XoBo(f(p'"2)-f(Py+1)= xoBo(f(pr+1)— (pyi).
és dOBON 0 miatt

i, +.=1,, Ty=/(i>,+1)-/(p1) (7>y0) (1-56)

kovetkezik.

irjuk most fel az f(n) additiv figgvényt/(n) =
=/1(n)+/2(n) alakban, ahol f2n) teljesen additiv
fuggvény,/2(p)=/(p), ha p>2k +2, mig p<2k + 2
eseténf 2(p) = £yo- Mar belattuk, hogyJ(py) = yf(p), ha
p>2k+ 1, ezértfi(py)= 0, ha p>2k + 2. (1.56) miatt
fi(Pj +)=fi(Pi) 0>70) teljesl.

Innen kovetkezik, hogy ffn) véges tartéju additiv
flggvény, és hogy valamely alkalmas Bl periodussal,
fi periodikus. Ezért

PEXEB-/)/» =0 («=1,2,...)

is teljestil. Minthogy P(z)(zBl—1)e I nyilvdnval6an
fennall, ezért azf 2teljesen additiv fliggvényre teljesil
az
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- X \(EB-)P(E)fAN\-*0  (x->00) (L57)

relacio. A 8. tétel, szerint f2(n) = c\ogn.

Tegyuk fel el6szor, hogy F (1)/0. Ekkor alkalmas
m egésszel Qn(\)=£0. El6z6leg belattuk mar, hogy
p>2k + 2 primszam esetén P(\)Qn(\)f(p) =0, s igy
f(p) = 0. Mivel f2(p)—(p), ha p>2k + 2, masrészt
f2(n)=c\ogn, ezért/2(n)=0 (n=1,2,...). Ekkor az
f =fi flggvény véges tartdju, periodikus, s teljesil
(1.47). EKkor viszont a (1.48) relacié fennall.

Tegyuk fel, hogy P(1)=0. Ekkor P(E)f2(n)=
= P(l)clogn + o(l) (n->00), azaz (1.47) teljesul a vé-
ges tartoju, periodikus /,(«) additiv fuggvényre.
Ezért az (1.48) relacio teljesil. m

Végul bebizonyitjuk a 7. tételt. (1.48) miatt az (1.47)
feltétel teljesil, ezért a 6. tétel allitasa is érvényes,
azaz f(n)=f1n) + c log n alakd, ahol P(E)f(n)=0,
P(E)fn=0 (n=1,2,...). Ezért P(£)clogn=0
(n=1,2,...), ami csak c¢=0 esetén teljesilhet.
Kovetkezésképpen/)«) =/,(«) véges tartéja, periodi-
kus flggvény. Létezik tehat egy K >0 kiszobszam,
ugy hogy /(p“)=0, hacsak p a K-nal nagyobb
primszam. Adott n-re jel6lje AK{n) az n szam K-nal
nem nagyobb primhatvanyosztéinak szorzatat, azaz
AK(n) legyen az n= mAK(n), m minden primosztéja
nagyobb K-nal, egyenl6séggel definidlva. Legyen
p( < K) adott primszam, s 6(n) a p pontos kitevéje n-
ben, azaz pdn\n. Legyen ANn)=p MAK(M).

Valasszuk az n, szamot ugy, hogy u(n!)=y>0, és
nlspy (mod/?5+1) teljestil. Legyen y olyan nagy,
amelyre py+i—py>k+ 1is fennall. Ekkor talalha-
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tunk olyan n2 egészet, amelyre 6(n2)=y + 1, ,4K(n,) =
= AKn2), AKnl +j) = AKNn2+j) (j=I,...,k). Vegyuk
még észre, hogy /(n) = f(AKN)). (1.48) miatt

0="P(£)/(«2)- £(£)/(«,)=*o(/(p'+1)-/(pO),

sinnen ad# 0 miattf(py+1)=/(py. A 7. tétel (1), (2)
allitasat belattuk, a (3) allitas ezeknek kozvetlen
kdvetkezménye. Ezzel a 7. tételt belattuk. m

4.8. A 3.8-ban hasznalt mddszeriink tovabbi alkal-
mazasi lehetbségeit illusztralva bebizonyitjuk most a
kovetkez6 tételt.

9. Tétel. Legyen/ e A*, P raciondlis egyitthatoju,
nemzérus polinom, amelyre a

APP(E)f(n)=0 (mod 1)  (n=1,2, ...) (158)

kongruenciarelacio teljestil alkalmas Ap/0 egész
szdammal. Ekkor alkalmas R#0 egésszel g(n): =
:= Bf(n) egész értékai.

El6szoér bebizonyitjuk a kovetkezd segédtételt.

Lemma. Hafe A* és AK(n)=0 (mod 1) (VneN)
valamely k>\ egészre teljestl, akkor f(n)=

=0 (mod 1) (Vne M.

A bizonyitasnal k szerinti indukciot alkalmazunk.
Legyen k=\. Af(ri)=0 (mod 1) (VneN) miattf(N) =
=f(M) (mod 1) minden M, N pérra teljesil. Ha N =
=nM, akkor f(ri)=0 (mod 1), s n tetsz6leges.

Tegylk fel, hogy az allitas /c-ra igaz. Tegyuk fel,
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hogy Al+1/(n)=0 (mod 1) (Vne N) teljestl. Kiindul-
va a

AY(N )-A*/(l):n\_(lAI+'f(n)=O (mod 1)
azonossaghbal,
AK(N)=c (mod 1), c=AK{]) (159)

kovetkezik. Legyen most Q tetsz6leges egész egyutt-
hatés polinom. (1.59) miatt

(E-1)KQ(E)f(n) =cQ(\) (mod 1)  (VneN)  (L60)

fennall. Legyen m> 1 tetsz6leges egész szam,

Q(z)=edz)=(~"J =(l +z+ ... +z"-)k
Ekkor
(£-1)‘entE)=(£"-1)",
s (1.60) miatt, n=Nm helyettesitéssel
(Em—DK[mN) =cQn(l) (mod 1) (1.62)
adodik. Vegyik észre, hogy (1.61) bal oldala
(E-1)E(N)=AK(N)=c (mod ).
Ezért
c=cQm)) (mod 1),

S Qm{\) = mk miatt
¢(m*—1=0 (mod 2). (1.62)

(1.62) miatt c csak racionélis szdm lehet. Tegyuk fel,
hogy ¢ nem egész. Ekkor

C=,

o (B> 1 (AB)—
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alakban felirhat6. Legyen most m=B. Ekkor
(1.62)-b6l cBksO (mod 1) miatt csO (mod 1) fennall.
Ezért AK(n) =0 (mod 1) (Vne N) teljesul, és induk-
cios feltevésiink szerint/(n) =0 (mod 1) (Vne N). A
lemma allitsat ezzel belattuk.OO

Ratérink most a tétel bizonyitasara. Jeldlje J
azoknak a racionalis egyltthatéju P polinomoknak
a halmazat, amelyekre alkalmas 0 egész
szammal

ApP(E)f(n)=0 (mod 1) (Vn6N)
teljestil. Vilagos, hogy J a <Q[x] polinomgyf(iriben
idedl.
Legyen P a J tetsz6leges nemzérus eleme,

, P(2)=jf:i1(2-0;),
és legyen

A szimmetrikus polinomok alaptétele miatt kn{(z)
egyltthatoi racionalisak, ezért

Rerr)::]Ui (z"-07)el.

Kovetkezésképpen alkalmas F# 0 egésszel
FRJEmMf(n)=0 (mod 1) (V«e M)
fennéll. Tovabbéafe A* miatt

RJ EmJd\nm) =R J 1)/(m) + RIE)f(n),
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s igy
FRJIN/(m) + FRIE)/(n) = 0(modl)  (VneM). (L63)

Ha Pnfl) = 0, akkor innen Rm(z)e J kdvetkezik. Ha
Pngl)/0, akkor pedig az (1.63) mindkét oldalara a A
operatort alkalmazva,

FRIE)A/(n)=0(mod 1)  (VneN),

azaz Pniz)(z-1)eJ kovetkezik.

Legyen most P a J general6 eleme, azaz a
minimalis fokszamu fépolinom J-ben. A tétel feltéte-
le szerint J tartalmaz zérustdl kulonbdz6 elemet. P
fokszama legyen k. Ha k= 0, akkor tételtiink nyilvan-
val6an igaz.

Legyen k>\. Tegyik fel el6szoér, hogy P(1)=0.
Ekkor P(z) és Rn{z) legnagyobb ko6zos o0sztoja,
<5(z)ed, 6(z) fokszama megegyezik tehat P és Qm
fokszamaval, /c-val, ezért P(z) = PJz), azaz

fi (z-0j)= fi (z-«7). (1.64)
j=i =i

A 3.8-ban alkalmazott gondolatmenetet alkalmazva,

rogton kovetkezik innen, hogy 9l=...=0k=1

P@)=(z-\)k

Tegyik fel most, hogy P(1)~0. Ekkor

4(2)=(P(2),R.,(zMz-1))eJ,

ezért 6(z) fokszama k. P (1)/0 miatt (z—I,P(2))= 1, s
ezért Rnfz) = P(z), azaz (1.64) fennall. Ez azonban
csak a Ot= ... =0k= 1 esetben &llhat fenn, amit a
P (1)/0 feltétellel kizartunk.

36



Belattuk tehat, hogy az
FAY(n)=0 (mod 1) (Vn6 IV

relacio fenndll. Lemmaéankat / helyett az Ff
flggvényre alkalmazva tételink kozvetlenil adé-
dik.«
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Il. SZABALYOS VISELKEDESU
MULTIPLIKATIV FUGGVENYEK

1.§. Jelolje M a komplex értékd multiplikativ
figgvények halmazat, s M* a teljesen multiplikativ
fuggvények részhalmazit. Vegyuk észre, hogy az
f(n) = na+z (<r,reR) fiiggvények szabalyos visel-
kedéstiek, €< 1 esetén teljesll rajuk a

Af(n)-»0  (n->00) .y
relacio.

A szerz6 1980-ban fogalmazta meg el6sz6r azt a
sejtését, hogy ha egyfe M fuggvényre (11.1) fennall,
akkor vagy f(n)->0 (n-»00), vagy f(n)=n"+<
(a, te R,a< 1). Egyszerlen belathatd, hogy
[(«)-»0 (fi->00, neN) akkor teljestl, ha f(q)~*0
(g-»00), ahol g a primhatvanyok halmazan fut végig.
(11.1) helyett az nyA/(n)-»0(n-»00), (y>0 &llandd)
feltételbdl a szerz6nek sikerilt sejtését levezetnie.
Bebizonyitotta ezt — csupan (I1.1) feltételezésével —
minden olyan esetre is, amikor valamely n0 alkalmas
egészre |/(n0)I70 teljesul.

A kidolgozott moédszer alkalmazasaval sikerult
meghatarozni azokat az f e M fliggvényeket, ame-
lyekre N
rL n 14/-(n)l<oo0, H2

s6t azokat az/, ge M fliggvényeket is, amelyekre
£ F}Iift«+*)-/<«)!<°o H3)
teljestl valamely k egésszel [6],
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Nem sikerult azonban a szerzének a (11.1) feltételt
kielégit6é multiplikativ fuggvényeket meghataroznia.
1985-ben E. Wirsing bebizonyitotta a sejtést.

Wirsing tétele. Ha /e M, A/(n)-»0 és f(n)~*0
(n->00), akkor

f(n)=naHT (a re R a<)).

Wirsing tételének érdekes kovetkezménye van
additiv flggvényekre.

Adott x valés szamra jel6lje ||x|| az x-nek hozza
legkozelebbi egésztél valo tavolsagat.

Legyen Fe A, s tegyik fel, hogy |AF(n)||->0
(n->00). Az f(n) =exp(2n\F(n)) flggvény nyilvan
multiplikativ, tovabba

|A/(n) |= |exp (26iAF(h))- ||

miatt A/(n)—0. |[/(n)| =1 miatt /(n) = exp(it log n).
Ervényes tehat Erdds tételének kovetkezd altala-
nositasa:

Ha FeA és ||AF(n)||->m), akkor alkalmas /elR
allandoval Hri)—Xlog n=egész (Vne N).

A fejezet tovabbi §-aiban a (11.3) feltételnek eleget
tevé fg e M flggvényeket vizsgaljuk. Az egy-
szerliség kedvéért feltessziik, hogyfge M*.

Jelélje LM azoknak az/eM fliggvényeknek a
halmazat, amelyekre

£"="1(n)1<00 (11.4)

fennall.
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p, g, n (indexszel és index nélkil is) primszamokat
jelélnek.
Legyen
R(/.P):= Z,P'W)I- (H5)

Nyilvanvalo, hogyf e L akkor és csak akkor teljesil,
ha R(f p) < o0 minden p primszamra, és

Az is vilagos, hogy/e LnM™* akkor és csak akkor
teljesul, ha

Adott SsN halmazra legyen

a jobb oldali sor lehet divergens is. Legyen <bf
azoknak az részhalmazoknak a halmaza,
amelyekre (11.9) jobb oldala abszolut konvergens.
Vildgos, hogy S1 S2e<bf esetén S~SjeOy,
tovabba, hogy SeOj, Sj™s esetén S! ei»;.

2.8. Ebben néhény, a tovabbi vizsgalatok szem-
pontjabdl fontos segédtételt bizonyitunk be.l

1 Tétel. Legyen /eM*, f$L. Legyen P(2)=
=zal0+aiz+ ... +akk (a0o”0,ak=\) olyan mini-
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malis fokszama PeC[z] polinom, amelyre a
n)§1n—'|P(£)/(n)|<oo (11.10)

egyenl6tlenség teljestil. Ekkor fennall a
Xln—‘|(£Br/)‘/(n)|<oo (11.11)

egyenl6tlenség is, ahol B= 1, vagy B= p\"'.. ,p*J és

[(P.)= -+=/(?;)=0.

Legfeljebb k—1kiilénb6z6 p primszam van, amelyre
f(p)=o.

Bizonyitas. Jeldlje Jazoknak a P polinomoknak a
halmazat, amelyekre (1l. 10) teljesil. Tudjuk, hogy J
idedl. A feltétellink szerint Ja zérus elemen Kivil més
elemet is tartalmaz. Ha J-hez valamely nulladfokd
polinom is hozzatartozna, akkorf e L teljesilne. Ezt
kizartuk.

Belatjuk most, hogy / legfeljebb k—1 szdmu
primhelyen vehet fel zérus értéket. Tegyuk fel
indirekt mddon, hogy f(pj)=0 ('=1, ...,k), ahol
Pi, ..., pkkilénb6z6 primszamok. Legyen NOeN a
NO+ (i—1)=0 (mod/?) (i=I, ...,k) kongruencia-
rendszer egyik megoldasa. Legyen B=pl..,pk
Ekkor f(n+j)—0 (=01, ..., k—1), hacsak
n= NO(mod B).

Jelélje Fb, az {njn=/(mod R)} maradékosztalyt.
A(I1. 10) formula kdzvetlen kdvetkezménye az alabbi
allitas.
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Ha létezik k szdmU maradékosztadly mod B
konzekutiv I=r,r+ 1, . . r+ k—1 maradékokkal,
azaz FBn . . FBrHk ;. Ggy hogy FBle<Ff
(I=r, .. ,,r+k—1), akkor FBr+te<Dy. Kovetke-
zésképpen N e azaz/e L.

Mivel FBNo+He ¢f0=0, . . k—1) nyilvanva-
l6an teljestl, ezért fe L, amit Kizartunk. Tehat
legfeljebb k—1 szamd primszamhelyen vehet fel
| primszamértéket.

Legyen

P@)=fi, (-0

e,,(z)::lznlu-er).

P(z) a tételben szerepl6 polinom, Qn{znm e J, ezért

I~ UQIEM/(n)I<co.

Vegyuk észre, hogy Qm(Emf(nrn)=f(m)QmE)f(n), s
a fenti 6sszegben n helyett csupan az nm alaku
elemekre 0sszegezziink. Ha/(m)/0, akkor innen

I»"' IBRA(E)/(»)]I<«)
adodik. fépolinom, fokszdma /g ezért P(z)=
= 0Jz), azaz

{0, 0= {O......... 07}  ha /(m)#0. (1L12)
Innen, a0~ 0 miatt 10,1=1 ("= 1, ..., H

-ar8o;
21

. pa
14 = raciondlis

azonnal kovetkezik.
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Legyen

< P jO0=1..1 (a,. -ak=1 B> .

(11.12) miatt az is vilagos, hogy B csak olyan p
primosztot tartalmazhat, amelyre /(p) =0. Ezzel
tételiinket bebizonyitottuk. m

Megjegyzés. Ha (11.11) teljesul, és C tébbszdrose
R-nek, akkor (ILI11) B helyett C-vel is teljesl.
Ugyanis (zB—\)k osztéja a (zc—I)k polinomnak.
Ezért feltehet6 az 1 tételben, hogy B tartalmaz
minden olyan pj primosztot, alkalmas hatvanyon,
amelyre/ (pj)=0.

2.  Tétel. Legyen fge M* C#0 allando, K> 1
egész. Tegyuk fel, hogy

lg(n+ K)-C/(n)

21 n w13

Ha létezik olyan p primszam, amely nem osztoja iv-
nak, ésf(p) =0 vagy g(p)=0, akkorfge L

Bizonyitas. Néhany észrevételt tesziink.

1 Mivel |g(n+ K)\ACf(n)\\< \g(n + k)- Cf(n) |,
és az/elL teljesilése csak |/|-t61 fiigg, ezért
feltehetjik, hogy/ >0, g> 0, C>0.

2. Haf e L, akkor ge L és viszont.

3. Feltehetjuk, hogyf(q) = 0ésg(q) = 0aK minden
g primosztdjara.

Csak az utolsd allitast kell belatnunk. Tegyik fel,

hogy/(9)#0, g{g)=£0, q\K, s irjunk gn-et n helyére
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(11.13)-ban. Ekkor

\gmn +K3-C M f(n)\<oo (s 49
Q1 n

Kx=Klgq(<K)-\al, amibél adddik, hogy (11.13) K
helyett K,-gyel K,|K is fennall. Ha g(g)=0 és
f(q)"0, illetvef(q) = 0 és g(g)¥=0, akkor (11.14) miatt
fe L, illetve g 6 L maris adddik.

Feltesszik, hogyf g> 0ésf(q) =0,g(q)= 0, haqg\K.

Jelélje P azoknak a /(-hoz relativ prim p primek-
nek a halmazat, amelyekre /(p) = 0 teljestil. Hason-
léan legyen R={g\g(q)=0, (q,K)=1}. A P,EP,
R!E R halmazokat a

P, = {p£P|3n0= K(modp), p(n0)#0}, (1115
R, = {ge R|3n0= —K (mod @), /(n0)"o} (11.16)

formulakkal definidljuk. Pj, R,, tovabba P és R
kozul az egyik lehet Ures halmaz is.

Vegyuk észre, hogy P, =0, R, =0 esetén a kdvet-
kez6 (COND) feltétel teljesil:

(COND): f(n) =0 valamely n-re akkor és csak
akkor teljesul, ha y(n+ K) = 0.

Ez nyilvan igaz, ha (n,K)> 1 Tegyuk fel el6szor,
hogy P/0, legyen peP. Ekkor g(n)=0 (VneN),
n= K (mod p), P,=0 miatt. Ha pedig R# 0, ge R,
akkor R,=0 miatt f(n)=0 (VneN), n=-K
(mod q).

Ha/(n) = 0és(n,/i)= 1,ekkor 3pe P,p|n,és P, =0
miatt g(n+ K)=0. Ha pedig p(n)=0, és (n,K)=1,
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akkor 3g\n, ge R, ésigy R, =0, n- K= —K (mod q)
miatt f(n—K) = 0.

1 Lépés. Tegyuk fel, hogy P,=0, R,=0. Ha
peP, akkor R tartalmaz minden olyan q primet,
amelyre g= K (mod p) teljesil. Ez ugyanis a
(COND) feltételbdl azonnal kévetkezik. Ha gqe R,
akkor viszont P tartalmaz minden olyan n-t, amely-
re 7i= —K (mod g). Mivel P és R kozll legalabb az
egyik nem (res, ezért mindkett6 végtelen sok elemet
tartalmaz.

Legyen Q egy elég nagy péaratlan primszam,
Qe R, QJfK —L1 Jeldlje ZQa mod Q redukalt mara-
dékosztalyok halmazat, legyen A=ZQA, B= ZQB,
ahol A, B a kovetkez6 halmazok:

A={/,, .. |/(n)=0, ha n=/,(modQ)},
B={te, .. t]g(n)=0, ha n=tc,(mod Q)}.

Masszoval, valamely /(mod Q) redukalt mara-
dékosztaly A-hoz tartozik akkor és csak akkor, ha
f(n) =0 Vn=/(mod Q) egészre, és k(mod Q) a B-hoz
tartozik akkor és csak akkor, ha g(n)=0
Vhs k (mod Q) egészre.

Legyen /, e A, azaz/(n) =0 Vn=/j(mod Q). Mivel
a (COND) feltétel igaz, ezért g(m)=0, hacsak
m=K +/, (mod Q)ésm> K. \zm >K feltétel elhagy-
haté. Legyen m=K +/,(mod 0, t olyan nagy, hogy
N=ml+HQ 1)>K. Ekkor N =K+It(mod Q), a kis
Fermat-tétel miatt, ezért g(N)=0 és geM* miatt
g(m =0 is teljestl. Belattuk a kdvetkezd allitast:

Ha /,e A, akkor vagy /f+K=0(mod Q), vagy
li+ Ke B.
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Hasonlé modon bizonyithatnank be a kévetkez6
allitast is:

Ha /g e B, akkor vagy kt—K=0(mod Q), vagy
ki—Ke A Mivel Qe R, Rt=0, ezért —K e A, azaz
A#0.

Kulénboztessink meg most két esetet, annak
megfeleléen, hogy Ke B, vagy K B.

l. Eset:
A=1{1, K}
B= {tc, ; 0}, (11.17)
ki=lj+K(mod Q) 0=1 1.

1. Eset:

A={, ...,IK | R=—A},
B={fc.......... (11.18)
DAi+ACimods)  (i=l........ R-1).
Az |. esetben:
A={s, ...,s,} (/=Q-1-R),
B= {ii, . . iniH+1}, (1119)
ji=§+KmodQ 0=1,...//),
(hei= A

Tegylk fel, hogy A nem res. Vilagos, hogy A is, B
is részcsoport Ze-ban. A rendje H, B rendje H+ 1
Ezért Hle-1, H+\W\Q—Il,=>HH+ DR —1=>
=>w<ye

Tudjuk, hogy R-nek végtelen sok eleme van.
Tegytk fel, hogy végtelen sok QeR esetén az I. eset
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fordul el6. Mivel az AnB halmazba tartozo
primszamok a PnR halmazhoz tartoznak, és
H<s/Q, ezért létezik egy tetsz6legesen nagy n
primszam, amelyre / (zr)= Zi(zr)= 0. Ha most Q —n,
akkor a Il. eset all fenn.

Belattuk ezzel, hogy végtelen sok Qe R létezik,
amelyre a Il. eset all fenn.

A 1l. esetben:
A= {5, .., sH} {H=Q—\—R),
B={r___ (.} (K*B,-K*A), (11.20)

tj=Sj+K{moJQ) 0=1.... H),

feltéve, hogy A nem Ures.

Mivel A és B azonos rend( részcsoportok Ze-ban,
ezért megegyeznek. (11.20) miatt aecA=>a + KeB =
=A azaz ae A=>a+tKe A (f=0,1,2, ...), ezért
A= Zq. Ez azonban lehetetlen, mert —K A. Ezért
A=B=0, és igy f(n)=g(nN)=0, ha n>2,
(n0=1. Mivel g(Q =0, ezért y(n)=0 (Vn>2), és a
(COND) feltétel érvényessége miatt f(ri)=0 (Vn>l).
Ekkor természetesenfy e L

2. Leépés. P, #0. Legyen pe P,. Ekkor f(p) =0,
(p, K)= 1, és létezik n0, n0= K (mod p), ugy hogy
y(n0)=A0. Ekkor az F9n|n= X (mod p)) sor ab-
szolut konvergens, azaz {n\n= K (mod p)} e 9. Mi-
vel nn0=K (mod p), ha n=1 (mod p), tovabba
g(n0)/0, ezért {n\n=1(mod p)} e<t>9.

Legyen (n,p)=l. Ekkor n'~E| (modp) (f=
=12 ...), {nppt=1,2__ }e®9yin'") =o(n"pp)

(t->00), azaz 0<g(n)<n.
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Ha ql...,qp_1 modp kongruensek, akkor
CA.. .qp-i = 1(mod p). Legyen /~O(modp), s te-
kintsuk az

£:= X
q=/(modp) Q
Osszeget, Kiterjesztve minden primre. Formalisan,
EP-1. N 99\eeRy )
.41 9iee-9p-1

Ha E= oo, akkor Ep 1= oo lenne. Az utolso
egyenlet jobb oldalan azonban q,.. ,qp_I = I(modp),
svalamely n= I(mod pjszam n= gx. . ,qp_, alakban
korlatos sokféle mddon allithat6 el6. Ezért a jobb
oldal az Fgin\n= 1(mod p)) sorral majoralhato.
Osszegezve minden / (mod p), 0 szamtani sorra,

F.(q1<¥ P)< a{a)<g,hd g"p (11.21)
adodik. Innen

FQn|(n,p)= 1)< 00,=>F/ (n | «+ K”~0(mod p))< oo (11.22)

adodik.

Ha Pr nek legalabb két eleme van, mondjuk pt,p2,
akkor maris készen vagyunk. A (11.21)-et p,,p2-vel
alkalmazva g(q) < q (Vq), Fgq \VQg) < oo, sinnenge L
kovetkezik.

Tegylk fel, hogy Pj={/?+ Legyen el6szor
pJfK +1. A (11.22) méasodik egyenl6tlenségbél Kiin-
dulva,

Ff(n 12é —K (mod p))< oo
adddik. Mivel p\K + 1, ezért (—K)2£ —K (mod p),
és igy
F 17his —K (mod p))2 Y A<po.  (11.23)

n=KMmodp) H
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Tovabba, ha (n,p)=I, és ocsO (mod(p—1)), akkor

—K (mod p), s mint az el6bb, most is levezet-
hetjuk az /(7r°t)= o(7cd) (a-*00) relé&cioét, ahonnan
0<f(n)<n adddik. Ezért

Fy(7t | Ji*p)<oo, 0<f(n)<n, (11-24)

sinnen/(p) = 0 miatt Fj-(n | Var) < 00,0</(7t)<7i(V7i),
azazfeh.

Legyen most p\K+\. Legyen el6szor p=2. Ez
csak pératlan K esetén fordulhat elé. Legyen
K+\=2fm, ahol (m,2)=l. (11.22) miatt
FYn|(n,2)= 1)< oo.

Legyen y> R. Mivel 24jn—1=2n+ K, ezért

Fy(n|n=I(mod 2y)H FIn 12* || (n+ K))« F > [(n,2)= 1)< 00,
(11.25)
A méar alkalmazott eljarasunkat alkalmazva,
Rfrt7t# 2) < oo, f(n) < n adddik, s/(2)=0O-val/e L
kovetkezik.

Legyen most p> 2 Tegyilk fel, hogy létezik iteN,
ké-1(mod p), amelyref(k)~=0. Mivel kné 1(mod p),
ha nHI(modp), ezért n-+kn helyettesités utadn a
(11.22) masodik formulajat jel61§ sorban kovetkezik,
hogy Ff(n\n= 1(mod p)) < oo, amely a mar tébbszor
alkalmazott gondolatmenettel az feh Allitashoz
vezet.

Héatravan az

A) P. = {p*}.p*IK + I,P*>2,/(k) =0
Vic# 1(mod p*)

eset vizsgalata. Ezt az esetet kés6bb vizsgaljuk.
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3. Lépés. Ri7«t0. Megismételve a 2. |épés soran
alkalmazott gondolatmenetet, értelemszerd valtoz-
tatasokkal, a bizonyitas a kdvetkezd esetekre azon-
nal adadik:

(1) Rj legaldbb két elemet tartalmaz,
(@) Ri= {2}, q)(K—\,
@) R,={2}2|K-1,
4 R ={q}, q\K—1 g>2, 3k, 1(mod q),
m * 0.
Egy eset marad ki:

(B)R, = {<*}, g*\K + I,g*>2, g(k)=0
V/e™N I(mod g*).

4. Lépés. Tegyuk fel, hogy (A) teljesil. Ekkor

{7r7r™ 1(mod p*)} £ P.  Innen levezetjik, hogy
g(n)=0, hacsak (n,p*)=I. Legyen k=1 (mod p*),
le {2, .. .,p*—1}. Mivel f(k) =0, ezért létezik n\k,
neP. Mivel 7t#p*, P,, ezért g(k + K) = 0. Mivel
K = —1(mod p*), k+ K s| —1(mod p). Belattuk ez-
zel, hogy g(n)=0, ha n>K és «=1.2,
p* —2 (mod p*). Mivel n‘=n(modp), ha
(p* —D)|(/—12), és g(n") = J(«)', ezért az n > K feltétel az
n>| feltétellel helyettesithet6. Ezért g(n)=0, ha
n>I, 0,-1 (mod p*. Legyen n= —1(mod p*),
n2= 1(mod p*), 1~ —1(mod p*), mivel p* > 2, innen
g(n2)=0, g(n) = 0 kdvetkezik. Belattuk a kovetkez6
allitast.

(ALL 1): Ha (A) teljesuil, akkor g(n) =0 minden

olyan n> 2 egészre, amely nem p* hatva-

nya.
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Belatjuk most a kovetkez6t.

(ALL 2): Ha (B) teljesiil, akkor f(n) =0 minden
olyan n> 2 egészre, amely nem g* hatva-
nya.

(B)-bdl adddik, hogy {7t|7t™ 1(mod g*)} Le-
gyen k=1(modq®), /e{2, ..-,g* —1}. Mivel g(k)=0,
ezért létezik n\k, Ggy hogy g(a)=0, és n~q*. Ezért
reR, és 7t"R! s igy f(k—K)=0. Tehat f(n)=0
V«>2, rt=\,...,q* —=2 (modg*). Mivel ha
(N,g*)=1, akkor M= 1(mod g*) alkalmas egésszel
fennall, s igy /(IV)=0, (ALL 2) igaz.

Innen mar egyszerlen befejezhetjik a bizonyitast.
Tegyuk fel, hogy P, #0, R, #0. Az az eset van hétra,
amikor (A) is, (B) is teljesill. EKkor viszont az (ALL 1),
(ALL 2) allitasok igazak. Azt kell belatnunk, hogy
(AP*)<P*, vagy f(q*)<q*. Mivel a (p*f—K =(q*f
diofantikus egyenletnek rogzitett p*, g*, K esetén
csak véges sok megoldasa van, ezért f((p*Y —) =0
minden elég nagy a-ra teljesil, ezért a (11.23) feltétel
miatt R{g,p*)< 00, azaz g(p*)<p* teljesil. Innen
geL azonnal adddik.

Tegyik fel most, hogy (A) teljestl, és = 0. Mivel
Vp/p* prim R-hez tartozik, R, =0, ezértf(m) =0, ha
m+ K =£(p*)y. De ekkor /(7r)= 0 Mt primre, mivel a
n*+ K nem lehet p* hatvanya, ha a elég nagy. Ezért
fel.

Tegyuk fel végil, hogy Pj =0, és (B) teljestl. Mivel
P tartalmaz Vn~g* primet, és P! =0, ezért g(n)=0,
ha n—K ¥=(g*Y- De ekkor g(n)=0 Vn primre, mert
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T —K nem lehet g* hatvanya, ha a elég nagy. Ezért
geL.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik. m

F6lemma. Legyen a irracionalis, B pedig valos szam
a kovetkez6 tulajdonsaggal: valahanyszor természetes
szamokbol allé m, <ra2< ... végtelen sorozatra
[[mwa||-*0  (v-»00), mindannyiszor ||mv?|]->0
(v->00). Ekkor B = kai + |, ahol k, | alkalmas egészek.

Bizonyitds. Ha a, B, 1 raciondlisan fliggetlenek
akkor, mint ismeretes, az ({na}, {nR}) sorozat az
egységnégyzeten mindendtt surd, ezért a félemma
feltétele nem teljestilhet. Ezért alkalmas egész P, Q, r
szdmokkal

Legyen most a lanctortkifejtésének v-edik kozelitd
tértje pjgv. Tudjuk, hogy

tovabba, hogy \pwqv- {- pv_,"y= 1 Az a és B kozotti
Osszefliggésbdl, ifv+vel szorozva

adodik. |la<tv||->0 miatt \\qJi\\—=0 is teljestl, ezért
Ppv+ rqv=IQ, alkalmas 2Z egésszel fennall.
Az utébbi egyenlet v helyett v—1 valasztassal is felirva,
majd az els6t qv- ,-gyel, a masodikat g+vel végigszo-
rozva, és a kettét kivonva egymasbol
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P[PV- 1<7»-Mv- 1] = QUy- I<?v-/vdv- 1]
adddik. Mivel a bal oldalon +P all, ezért Q\P.

P/Q tehat egész szam. Tegyuk fel, hogy B# 1L A
(P,Q,n)=1 feltétel és R|P miatt (r,Q)=1 Tekintsuk
most az n= 1(modR) alaki szdmokat. Ezek kozil
kivalaszthatd olyan Jn} végtelen részsorozat, amelyre
ne|[->0. Ekkor \nW -»0 is teljesul, tovabbé

tetlen. Tehat R = I. A f6lemmat belattuk.m

3. 8 Ebben a(ll.11) feltételt kelégitd teljesen mul-
tiplikativ figgvények karakterizalasat adjuk meg.

3. Tétel. Legyen B=1 vagy B=p\'... ahol
Pi,...,Pj kiulénb6z6 primszamok. Legyen /eM *
f(Pi)=0 {1=1,. ..j), ésf(p) # 0, ha pJ(B. Tegylk fel,
hogy

teljestl. EKkor vagyfe L, vagy f{n) = x™n)n',+jz, ahol
a, teM, 0<o<k és xB(n) multiplikativ karakter
mod B. Ezekre a fliggvényekre a (11.26) allitas tel-
jesal.

Bizonyitds. A mésodik Aallitds nyilvanval6, ezt
nem bizonyitjuk. Az els6 allitast a kévetkez6 vazlat
szerint bizonyitjuk be.

Feltessziik, hogy L.

(A) ¥ (n))=n\0<x<Kk, ha (nB)=1.

(B) Legyen k>\. Ha A>k—1, akkor (11.26) igaz

f(n) helyett v(n)=n If(n), k helyett k—1 va-
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lasztassal. Ha A<k —1, akkor (11.26) igaz k
helyett k—1 valasztassal.
(C) A tétel igaz, ha k=1
(AJ bizonyitasa. Legyen H(n)=(EB-if \f{n). Ha
k= 1, akkor innen H(ri)=f(n) adddik. (11.26) miatt

teljesul tetsz6leges D allanddval.
Legyen q> 1, (q,B)= 1, ekkor

(l+z+...+z2, 1), =ao+aiz+-- -+ dfc

Vilagos, hogy Yjl!=qgk |. Méasrésztfe M* miatt

s (11.27)-bél

Tetsz6leges NOe N, (NO,B) = 1esetén jeldlje a0 azt a
legkisebb nemnegativ egészet, amelyre NO—a0B =0
(modgq)fenndll, és N (-et definidljuk az NO=a0B + gN,
egyenlettel. Vilagos, hogy (N,,R)= 1teljesul. EKkor,
(11.28) miatt,

fennall. Az (NO,B)=1 feltétel (11.29)-ben elhagy-
hatd, mert a tétel feltétele szerint (NO,B)> 1 esetén
H(N0)=0, és (NO,B)> 1 miatt H(N1)=0.
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Legyen

NO X
Mivel N, <—, és n<- legfeljebb g szamu kilén-

q q
b6z6 NO<x szamra lehet /V, = /V,(/V0), ezért (11.29)-
bél az

(c, alkalmas allando) adodik. Ha [/'(g)] <gk~\ akkor
innen A(x) korlatossaga egyszerden levezethetd, ami
k= lesetén azt jelenti, hogyf e L, k> lesetén pedig,
hogy (11.26) k helyett k—1 valasztassal is fenn-
all. Tegyuk fel most, hogy \f(q)\=gk~I+v(g>0), ha
n<x/q—B, akkor az n= NI egyenlet pontosan q
szamU kulonb6zd NO<x szamra kovetkezik be.
Ezért (11.29) miatt az

egyenl6tlenség is érvényes, alkalmas c2 allandoval.
Masrészt, (11.30)-bdl A(x)<x\ (11.31)-b8l A(X)$>xn \
minden rogzitett e>0 valasztassal, adodik. Ezért

(11.32) miatt j nem fugghet g-t6l. Ezért |/(n)| =
_ nn(k-iN (n,R)=1. Belatjuk most, hogy rj<\.
Mivel | —E b(Eb—I)+ E b, ezért
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UM= £ |(EB-1)f(n)\

flggvényre teljesul az
U,.,(x)"UIx-B)+UL,(x~B) (I=1,....k) (11.33)

egyenlétlenség. A (11.26) formulabol UKX) = o(x)
rogton adodik. (11.33) miatt innen Uk_I(x) = 0(x2)
kovetkezik. A (11.33) formulat tdbbszér alkalmazva,
innen I/t_2W = o(x3),.. ,,U0(X) = o(xk+l),azaz < 1
azonnal kijon. Az (A) allitast belattuk.

(B) bizonyitdsa. Mint azt az (A) bizonyitasa so-
ran lattuk, (B) igaz, ha X<k—1 Legyen A>k —1,
n(n) = n~*/(«). Ekkor |n(n)|= nk~2+n (0<rj<I). Ve-
gylk észre, hogy

Agiin) = nAgtin) + B k A 1v(n+B). (11.34)

Legyen z/(n)= 'v(n). (11.34) és (11.26) miatt
(n+ Bk)g(n+B)-ng(n) =A, (11.35)
I"<o0o0. (11.36)

(11.35) miatt
0(QI<I9 (- +— (n>B).
sigy a
bm=n|q(\m \

figgvényre B(x)<B(x-B)+c3 adddik. Innen
B(x) = 0(x) azonnal kovetkezik. Mivel
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tovabbé a jobb oldali két 6sszeg korlatos x-»co-re,
ezért a v fuggvényre teljestil a (11.26) feltétel. De
\v(g)\<gk~I is teljestil, s erre az esetre mar (A)
bizonyitadsa soran belattuk, hogy (11.26) k helyett
k—1 vélasztassal is fennall. Ezzel a (B) Aallitast
belattuk.
(C) bizonyitasa. Feltehetjik, hogy [/'(n)= nn
(n,B)= 1. Legyen
f(n)=nn(n), [r)=1 ha (n,B)=1
Vegylk észre, hogy
Auf(n)= n’Agifii)+ rjnylf(n+B)  (n<n,<n + B),

ezért (11.26), k = 1 miatt
(11.37)

teljestl, azaz (11.26)/""helyett i-vel, k= 1 valasztassal
fennall.

Elegend6 tehat a tételt az |/(n)| = 1 (Vn), (n,B)=1
feltétel mellett bebizonyitani.

Tegyik fel, hogyfe M*, |/(«)|=1, ha (n,B)= 1, és
f(n) =0, ha (n,B)> 1, tovabba, hogy

X ~1f(n + B)—f{n)\ <oo. (11.38)

Legyen qt= 1(mod B), q{>2 (i= 1,2),

Tegyuk fel, hogy g\<qi- Valamely N e N egészre az
NO, Ni, ..., illetve an0,nu. .. sorozatot definialjuk
a kovetkez6 algoritmussal. NO:= N, a0 az a legki-
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sebb nemnegativ egész, amelyre
NO-a0B=0(modq{), N ,=——
a (modqgy) “
Nv+j-et agy kapjuk, hogy az el6z8 eljarast N helyett

Nwre alkalmazzuk. Legyen n0:= N, a0 az a legki-
sebb nemnegativ egész, amelyre

n0—a0B = 0 (mod g2), n,= - .
Mivel qj= 1(mod B), ezért M= nv= n,, (mod B) min-
den v, /i valasztasra fennall.
A definiciobdl vilagos, hogy
gi'Nv-B<Nv+i<qg;'Nyx,

g2'n,- B<nv+ <g2'nv.

Ezt v=0,1,... valasztassal alkalmazva

adodik,

allanddkkal.
Legyen



irjunk most gx helyett g-1 az NO,NI,. .. sorozatot
definialjuk ugyanagy, mint qt esetében tettiik. Le-
gyen

am=aa's[<,m-\<A
A c = bE:I"_‘\
Eszrevesszilk, hogy NOe AJ) esetén N, és
fgy Nve _v(v=0,l,. ..)» Mésrészt

O e e (11.39)

Vegylk észre, hogy az Nj = n egyenletnek gJszamu
N = NO megoldasa van. Hasznaljuk ki ezt a tényt,
valamint azt, hogy |/(q)| = I. A (11.38) egyenl&tlen-
ségbdl,j =0,1,... v—1 valasztassal alkalmazva azt,

sinnen
<rM«r{¥HI/(NO)-/('?)/(’\.)I«?P(QM“\A (12-40)

adodik.
Tekintsik most  helyett a ql, q2 egészeket, a
mondott gl<qu q2>2, = 1(mc,d B) feltéte-

lekkel. Legyen H, nagy rogzitett egész,

59



Vilagos, hogy A"N™*< A~T* valamely alkalmas M2
egészre. Miutan rogzitettik /i,-et, a v1; v2 egészeket
valasszuk nagynak, és ugy hogy

teljesiljon. Most valasszuk Mret az M1=v1+H,,
egyenlet szerint, M2-t pedig Ugy, hogy AJN* < ANT*
teljestiljon. Legyen //2= Al2—2. Vilagos, hogy
H2-*00, ha Hi~*oo0.

irjuk most &t a (11.39) egyenl6tlenséget a q=q,,
g= Q2 valasztasnak megfelel6en:

Legyen NOe A I Vilagos, hogy

tovabbéa

n26 AB»* N,,6 A*
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Ezekbél, s (11.40)-bél

kovetkezik. Mivel Ajj2* £ ezért qt '''q"'2abszo-
Iat korlat alatt marad. Innen |M—\g < cAB adddik,
alkalmas c4>0 allandéval. Mint mar mondtuk,

N\M= NV, (mod B),

ezért
NOe \W
esetén

Innen

s igy elég nagy H2 esetén

kovetkezik. (11.42), (11.43), (11.44) segitségével

1(<2i),,-1(<?2), i «A?27(91"~1)+ 22 (2"
(<20),,-I(<?2),i1 Z 1«42 7/(91"~D)+ 22D (<22 Iy
(11.45)

Mivel rogzitett H, esetén gk 1<ql*, g™ <q¥2ezért
H~1iry"f(qira<p{gH)+p{qV' ) (U.46)
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Vilagos, hogy (11.46) jobb oldala zérushoz tart, ha
Hi—sex.

Legyen f(qg,) = exp(2niA, log q) (/= 1,2). A kovet-
kez§ allitast bizonyitottuk be. Ha (VWi/*) (/= 1,2,...)
pozitiv egész szamparok olyan sorozata, amelyre
v* log q{—v@ logq2-*0, akkor

IMW/4, \ogqi-v"'A2log<2||-*0 (I'-*00). (11.47)

Roégzitsik g2-1, valasszuk primszamnak, s tegyik
fel, hogy A2=0. Ekkor az el6bbi allitasunk a kdvet-
kez6képpen fogalmazhaté. Ha w11 olyan sorozat,

amelyre
flog<?
log g2 '

akkor
HM/t, log 9,0  (W'-»00).
A f6lemma szerint ekkor érvényes a kovetkezd. Ha

log<_ . o
........ = irracionalis,

akkor

A logq,=/£(</, 6+
log g2

ahol k(qt) és I(qf) alkalmas egész szamok. Ez igaz
minden

G. = I(modB), 6icq,, j—m—=irracionalis
log<

esetben. irjunk gx helyébe m-et, n-et, majd mn-et.
[/ e M*, tehat
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teljesl. Innen
(MiI™ 1= me eii1q'r" (11.48)

teljestll, alkalmas Imn egésszel. Ha (m,n)= 1, vala-
mint (mn,q2)= 1, akkor a primfelbontés egyértelma-
ségébdl k(mn) = k(m)—k(n) kovetkezik. lIgaz tehat a
kovetkez6.

Létezik olyan Legész, hogy nslfmod RB), n>ql
(n,g2)= 1 esetén k(n)= L, kovetkezésképpen f{n) =
= exp(27iir log n) (r= L/log q2).

Az n>q\ feltételtél konnyen megszabadulhatunk.
Legyen ugyanis no = 1(mod B) tetsz6leges, (n0,q2) = 1.
Legyen n > g2, n= 1(mod B). EKKor f(n0)=f(nno0)f(n),
masrészt n-re és nno-ra igaz, hogy/(JV) = exp(2mT log N)
(N=n,nno), ezért n0-ra * >gaz- Méasrészt /(<j2= U
exp(27tiT log q2)= 1 miatt /(q2)=exp27UT log qe) is
igaz. Belatjuk most, hogy az f(q2z= 1 feltétel nem
jelent kilondsebb megszoritast.

Legyen/ a (11.26) megoldasa k= 1mellett, s tegyik
fel, hogy |/(n)|= 1(vne N), (n,B)=1esetén. Legyen
/(g 2)= exp(2tti/log g2) alkalmas 2 valés szammal.
Legyen f(n): = /(n)exp(—2ni2 log n). Kénnyen belat-
hat6, hogy (11.26)-nak f is megoldasa, s erre teljesul
a feltétel, ezért f(n) =exp(2nh logn), ha
n= 1(mod B). Belattuk ezzel, hogy ha / megoldas,
akkor /(n) =exp (2ni2 log n) Vns 1(mod B) esetén.
Tekintsik most/helyett az f I(n)=J{n) exp(—2m2logn)
flggvényt. Ez ugyancsak megoldasa a (11.26) egyen-
letnek k= 1-gyei, s [fi(ri)\ = 1, illetve 0 aszerint, hogy
(n,B)= 1, illetve(n,R)> 1. Fennall tovabba a J\(n)=1
(Wne M), n= 1(mod ). Miveld\ e M*, ezért/, perio-
dikus. Legyen ugyanis ml=m2(mod ), (mLBR)=I.
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Ekkor taldlhatdé olyan N, hogy miN = m2N =\
(mod B), sezért 1=fI(mIN)=fi(m2N), azazj\(ml)=
=/i(m 2). EKkkor viszontfl mod B multiplikativ ka-
rakter,/,™) =xBn). Ezértf(n) = xBn)niX Ezzel (C) és
igy a tételink is bizonyitast nyert.®

4-8.
4. Tétel. Legyen f,geM*, K> 1 egész. Tegyuk

fel, hogy f(n)= g(n)=0, ha (n,K)>1 és /(«)#0,
g(n)=£0, ha (n,K)= 1. Tegyuk fel tovabba, hogy

(11.49)
Ekkor vagy
vagy
(b) f(n) =nsF(n),g(n) = nsG(n), 0<Res<l,
G(n+ K) = F(n) (VneN) (11.50)

teljestil. Forditva, ha az (a), illetve a (b) feltétel
teljestl, akkor/ és g kielégitik a (11.49) feltétel.

Bizonyitas. A masodik allitas nyilvanval6. Az els6
allitds bizonyitasahoz tegyik fel, hogy az (a) feltétel
nem teljestl. Ekkor f $ L, g$ L

Megmutatjuk el6szér, hogy \f(n)\ = \g(nN\ Vn> 1
esetén fennall. Mivel ||</(n+ /O] —/(n)]||<|</(n + K)—
—f(ri)l, ezért (11.49) az |/|, \g flggvényparra is
teljestil. Legyen f,g> 0. Legyen tovabba

(): = /((':g
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H(n) az (n,K) = 1 feltételt kielégit6é m-ekre egyértel-
mden definialva van, és H(n)>0. Legyen C pozitiv
egész, (C,K)=1, C-I=Ap, (p.K)=1 (A+1,X)=1,
ahol Aminden primosztéja osztéja K-nak. Belatjuk,
hogy

H(l+1)= H(C). (11.51)

A (11.49) formulat tébbszor alkalmazva,

| lt\ltb(C)/((A + 1)pN)- g(Q)g((X+ 1)pN + K)| < oo,
n

I NEsKA+ 1)PCN +KC) —/((2 + 1)PCN + KXp)I < oo,

Z 1:\m T (U+ \)CN +KA)—f(p)g(U + HCN +K(il+ )i < oo,

A mCN + K)-f(p)g(X+\)f(CN)\ < oo

adddik. Innen, a haromszdg-egyenl6tlenség tobb-
szori alkalmazéasaval,

%N + o)iip)~f(pW +1)/(C)| m/(N)\ < oo.
Mivel f $ L, /(p)#0, (11.51) azonnal kovetkezik.

Legyen A= K* olyan szam, amely K minden
primosztéjat legalabb az els6 hatvanyon tartalmaz-
za, S nincs mas primosztéja. Legyen C= \ + K*p,
(p,K) = 1 Ekkor (A+ 1,K)= 1nyilvan teljesil, s ezért
(11.51) miatt

H(\-K*p)=H(K* +]1). (11.52)
Legyen v olyan pozitiv egész, amelyre (v, K)= 1 Mi-

vel L +K*)\e 1+ vK*+ ... = 1+pK* (p, K)= 1, igy
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(1 + K*Y)= H(1+ K*), s H>0 miatt, kdvetkezik,
hogy H(\+K*) = 0. Legyen n=\(modK), tetsz6-
leges. Mivel n=\+ K*p, (p,K)= 1 alakban irhato,
ha K*-ot lgyesen valasztjuk, ezért H(n)= 1 Mivel
(m,K)=I esetén m”~K)= 1 (mod K), ezért =1
és H > 0 miatt H(m) = 1 Belattuk tehat, hogy H(n) = 1,
hacsak (n,K)= 1 Legyen h{n)=\f(n)\ = \g(n)\. (11.49)
miatt

lfi(> + K)-h(n)|
» ¥

hEL, ezért a 3. tétel szerint h{n)= na (0 < a<1).
Legyen fi(n)=n~af(n), gl(n)=n~lig(,n. Ekkor
(11.49)-bél a

....................... <°0

formula egyszerlien kovetkezik. Ezért elegend6 a
tételt az |/(n)| = |g(n)| = 1 esetre bebizonyitani.
Tegytk fel, hogy |/(n)|=]g(n)|= 1, (n,K)=1
A bizonyitds sordn lényegesen felhaszndljuk, s
kés6bb bebizonyitjuk a kovetkez6 tétel.

5. Tétel. Legyen U,Ve A*, legaldbb az (n,K)=lI
feltételt Kkielégité n egészekre definidlva. Tegyuk fel,
hogy

Y KGi+ K)-UUD-»0  (x-00)  (1153)

X =1

teljestl. Ekkor exp(2rei(K(n)-U{n)))= xK2(n), ha
(n,K)= 1, ahol xK2 mod K2 multiplikativ karakter.
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Folytassuk most a 4. tétel bizonyitasat. Legyen
/(n) = exp(27ril/(n)), 0(n)= exp(27iiK(n)) az (n,K)=1
halmazon. Mivel U,Ve A*, tovdbba

ezért a (11.53) feltétel nyilvan teljestl. Az 5. tétel miatt
g(n) = xKz(n)f(n), s ezért

X ?I)QO(»>+ K)/('i+ K)-/(i)l<o0. (11.54)
Legyen
£(«):= fi **i("+V'K). (nX)=1 (11.55)

Eszrevessziik, hogy E(n) mod K periodikus. Le-
gyen E(n)= C(i), ha ic= i(mod K). (11.54) miatt

n:i(>r(’ru:”<)—|/(n + K2)-C(i)/(n)|<oo0, (K,i)=1I.

Legyen h olyan pozitiv egész, hogy C(i)h= 1 min-
den i-re. h= (p(K2) példaul megfeleld allandod. Legyen
£=C(i). Mivel

X (¢ +jK2) -1 (« + (I-1) KW (« + (iK2)-/(/i),
J=i
ezért

X mf(n+hkK2)-m\< O
» H

mas széval

X - ke8-nm\ <00 (n.56)
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B = hK2 vélasztassal. Legyen h= (p(K2), B =R,R2,
ahol B, B-nek pontosan azokat a primosztoit tar-
talmazza, amelyek R-hez relativ primek. Legyen
n—mBI. Mivel (Ev-1)f(mBx)=f(BX(EB2-1)f(m),
és /(B ,)#0, azaz létezik olyan RB(= R2), amellyel
(11.56) teljesul, s minden primosztéja K-nak osztoja.
Ezért a 3. tétel feltételei teljesiilnek, kdvetkezésképpen
f(n) = "/In)n’\ Legyen F(n): = *,,(«), G(n) = "/KA(n)/In).
Mar lattuk, hogy g(n) = xKAn)f(n) = G(n)n"\
Mivel (n+K)'x= n'x+ 0(\/n), ezért (11.49) miatt

(1157)

teljestil. A Fés G fliggvények periodikusak mod[F23],
ezért (11.57)csak akkor teljestlhet, ha G(n + K) = F(n)
V(n,X)= 1esetben fennall.

Belattuk tehat, hogy (b) teljestl. Ezzel bebizonyi-
tottuk a 4. tételt. m

Ezen felll az is kijott, hogy

f(") =XiM GfaHZuMW ") (11.58)
alakud.

5. 8. Ebben meghatarozzuk (11.50) &sszes megol-
désat.6

6. Tétel. Legyen K e N, F,GeM*, s tegyiuk fel,
hogy

Gi+ K)=F(n)  (VneN) (11.59)

teljesil, tovabba, hogy F(n) =0, ha (n,K)> 1, és F(n)/
#0, ha (n,K)= 1 Ekkor a kovetkez6 allitasok
érveényesek.
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(@) F(n)= G(n) = XKin) a (H-59) megoldasa minden
Xc mod K vett multiplikativ karakterre.

(b) Nincs més megoldés, ha K pératlan, vagy ha
K =0 (mod 4).

(©) Ha K=2R, (F,2)=I, akkor a tovabbi meg-
oldasok

F(n) =x(n$)ipRN);

G(n) = x(n;4)F(n)

alakuak, ahol pRn) mod R tetsz6leges karak-
ter; *(n;4) a mod 4 vett nem-f6karakter; *(n;8)
pedig a kdvetkez6 formuldkkal definialt mod 8
vett karakter:

Lhan=+ 1(mod 8)

, ha R=1(mod 4),
—I, han=+3 (mod 8)

1L han=13(mod 8)j

XOB= | pan=5.7(mod )

ha R= —1(mod 4).

Bizonyitds. Ha (11.59) teljesul, akkor (F,G) = (f g)
vélasztassal (11.49) is. Megmutatjuk, hogy F<E£L
Tegyuk fel, hogy F, G megoldasa (11.59)-nek. Ekkor
[F|, |§ is megoldés. Legyen

Ekkor H(n) az (n,K)= 1 halmazon egyértelm(ien van
definidlva, H(n)>0. Ugyanugy, mint azt a 4. tétel
bizonyitasa sorén bevezetett H(n) fiiggvényre belat-
tuk, most is belathat6, hogy H(n)= 1 Ez azt jelenti,
hogy (11.59) teljesiilése esetén |F(N) \=|G(N) |
=FUV)), (VIVeN), s teljesil (11.59) miatt a
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T(N + K)=T(N) (VAeN) egyenlet. Mivel TeM*, és
mod K periodikus, ezért mod K karakter, mivel T> 0,
igy csak a f6karakter lehet. Ekkor viszont F~AL. A
mondottak miatt a (11.59) feltételnek eleget tevé (F, G)
parra a 4. tétel (b) feltétele teljestl, ezért mint azt a 4.
tétel bizonyitdsa sordn lattuk, (11.58) teljesil. Itt B
olyan alkalmas egész szam, amely K primosztoit
tartalmazza, s nincs mas primosztéja ezeken Kkivdil.
Mivel B\Kaalkalmas a egész esetén, ezért B= Kg a> 2
feltehets. igy F(N) = xkAN), G{N)= XkAN)Xk«(N), s
fennall a

GIN+K)=F(N) {N>1 (11.60)

osszefliggés. Az F,G fliggvényeket negativ egészekre az
F(-N)=X<A-N), G(-N)=XkA~N)XkA-N) for-
mulakkal definialjuk. Ekkor tK“>N esetén
F(-N)= - /= - =
= F(tK* —N) = G(tK', + K —N) =
=XKAtK'-N + K)XKIL-N +K) =G (-N +K)
teljestl. Azaz (11.60) minden N egészre fennall. Ezért
XAN + K)F(N + K)=F(N) (11.61)

minden N egészre. Tovabba F modK* karakter.
Legyen N+ K = 1 Ekkor (11.61)-bél

F(l-K)=1, F(K—1)= F(—1) (11.62)

Legyen A + K= —1 Ekkor

Xjta—1)F(—1)2 F(- K-1) = F(- 1)F(K + 1),

X A1) = F(K+)Y). (11.63)
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Tekintsiik el6szér a XkA~ 1)= + 1 esetet. (11.63)-
bol F(K+ 1)=1. (11.61)-be N=1 értéket téve,
X221+ X)=1 Mivel 1+ K)v=1+vX (mod X2,
ezért xK(lI+vX)=I (v=I, 2 ...). Ekkor viszont
X<2mod X is periodikus. Legyen ugyanis A = B (mod X),
(A, X)= 1 Legyen A 1lolyan egész, amelyre AA~1=
= 1 (mod X) teljesul. Ekkor 1=1 (mod X) is
fennall, Xk B A )= E s ezért XkB) —XkA-A). irjunk
most rendre N=1, X+ |, 2X+ 1 ... értékeket
(11.61)-be. Innen 1=F(1)= F(1+X)=F(1+2X)= ...
adddik. Ezért F mod K karakter, kdvetkezésképpen
F(N)=F(N + K), tehat XkAN + K)= 1, ha (N, K)= 1
Ez azt jelenti, hogy Xk2 fékarakter. Ervényes tehat:
F(N) = G(N) = Xk(N), Xk valamely mod K karakter.
Ezeket a megoldasokat az (a) eset tartalmazza.

Legyen most *KX- 1)=-1. Ha a (XKF) par
megoldasa a (11.61) egyenletnek, akkor a (xhf2) E
megoldasa. Ez azonban mar vizsgalt eset, mivel
Xq—1)= -El. Ezért /i2 csak f6karakter lehet, azaz
Xk2 kvadratikus karakter, tehat valos értékd. (11.62)
miatt F(K + 1)= —1. (11.60)-ba N= 1 értéket irva
XA1+K)= —1 adédik. Mivel (K+ 1)2=2K+ 1
(mod K2), ezért k22K + 1)=1. Tovabba
2K + Dvs 2vX + 1(modK 2), s ezért xkA2vK + 1)= 1
(v=1,2,...). Kdvetkezésképpen Xk2mod 2K is peri-
odikus.

Legyen K paratlan. Mivel X2 periodikus K2 és
2K szerint, ezért a két periodus legnagyobb kozos
osztOja, azaz K szerint is az. Ezért Xk2= Xk m°d X
karakter. (11.60) helyett tehat x*-(N)F(/V + K) = F(N)
is érvényes. Ezt N helyett iV+ X-val is alkalmazva
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F(N + 2K)xk(N)xk(N + K) = F(N), azaz F(N)=
= F{N + 2K) adddik. F periodikus 2K szerint. Mint
tudjuk, F mod Ka karakter, ezért F periodikus
(2K ,Ka)= K szerint. Ezért F(N)= F(N + K). Ez csak
akkor allhat fenn, ha Xk(N) fékarakter.

Ezt a megoldast mar vizsgaltuk. Belattuk tehat,
hogy péaratlan K esetén nincs mas megoldas, csak
F(n) = G(n) = **(«).

Legyen most K paros. Legyen (n,K)= 1. Ekkor n
paratlan. Mivel (n+ K)(I + K)=n + K(n+ 1)+ K2=
=n(mod 2K), ezért XnAn+ MXkAl+ K)= Xx4nl és
igy XKAn+ K)= —XkA*), minden n-re. Ezért
XK2(n + 2K)F(n + 2K) = F(n + K) = xKA" + K)F(n),
azaz F(n+2K)= —F(n), azaz F(n+ 4K)=F(n).
Kovetkezésképpen F mod 4K karakter. Tovabba
Fl(m+ K)(n+K)) = (- XkAM)(- XIn)Hmn) =
= X(w«)F(m). A bal oldal F(mn+ (m+ n)K + K2).
Ha 4|K, akkor K2=0(mod4K), s. ez egyenl§ az
F(mn+(m+n)K) szdammal. Ha még m+ nsO (mod4)
is teljestl, akkor helyette FHmn) irhaté. Tehat
m+ n=0 (mod 4) esetén F(mn)= XnAmn)F(mn) Le-
gyen m= 1, n= —L1 Innen Xkq~ 1)= 1 adodik, felte-
véslinkkel ellentétben. Nincs tehat a XkA~ 1)= -1
feltételt kielégité megoldas, ha 4|K.

Legyen K = 2F, (R,2)—1 Mivel F mod 4K karak-
ter, Xk2 mod 2K karakter, ezért

(<) = 2B,
ipPRmod R, *(n;8) mod 8, x(n;4) mod 4, x(n;F) mod R
multiplikativ karakterek. Ezeket a (11.60) egyenletbe
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helyettesitve
X(n+ K;4)x(n+ K,R)x(n + K8)i/>,(n+ K) =
= Z(n;8)ilIKn) (11.64)
adodik. Mivel ipRn)= j/Rn+ K), ezért (11.63)-bol
kovetkezik, hogy x(n,R) alland6 az (n,R)= 1értékek-

re, ezért x(n;R)=l (Vne N), {n,R)=1 Tovabba
Xn+ KA)= -x{n\4), s igy

-Z(n;4)z(n + 2R;8) = xM). (11.65)

Az olvasora bizzuk annak a belatasat, hogy (11.64)
éppen akkor teljestl, ha x(n;8) teljesiti a tétel (c)
allitasdban foglalt feltételeket. Ezzel a 6. tétel
bizonyitasat befejeztik. m

6. 8. Ebben bebizonyitjuk az 5. tételt.

Legyen H(n)=V(n)—U(n), e{n)= V(n+ K)—U(n),
E(n) az e(n)-hez legkozelebb 1év6 egész szam,
e(n) = e(n) —E(n). Legyenek m,peN olyanok, hogy
(mp, K)= 1, p>2, s legyen

op{m): = H(p) + H(m) + H(m + K)+ ...+ H(m + (p-2)K).

(1166,
Mivel
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ezért
e(n)-[Xpn)+ ... +e(pn+ (p—1)/()]= —6p(pn + K).
Vilagos tovabba, hogy

Il 6p(pn + K) [I<[a(n) [+ [ i(pn)l[ + .. = He(pn+ (p- 1K) ||
ahonnan (11.53) miatt

X the ME»11-0 (x 0) (11.67)
gD
adodik.
Legyenek most p, g, r olyanok, hogy p>q, r=
=p—q+ 1 (pqr,K)= 1, m olyan egész, amelyre

m= AC(modp), m=K (mod g), (11.68)
m+(q—2)K sO(mod 1), (11.69)
(moky= 1 (11.70)

teljestl. Ha p, g, r, m ilyen négyes, akkor
opm) = H(p) + [//(m) + ... + H(m +(q- 2)K)] +
+[[/(m+@-)K)+ ... +T/(m +(p-2)K)] =
= /l(p) + [&,(m)- //(q)] + [ar(m+ (q- DK)- //()] =
= [//(p)-H (q)-//(r)] + 6,(m)+ ar(m+ (i/- 1)/C).  (11.71)
Innen

[H) - He@) - He) < <|m) || + | S+ 3dm + @ - D) ||

adodik. Ha van olyan m, amelyre a (11.67) —(11.69)
feltételek teljestilnek, akkor azon m-ek s(r(isége,
amelyre ezek a feltételek teljestilnek, pozitiv. (11.66)
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miatt

1//(p)-11(<j)-W (r)| = 0 (1172
fennall.
Legyen radott,g=pr+ Lp= (1 + rj)r,m=pgv + K,
ahol t], v pozitiv egészek. A (11.68) feltételek teljestil-
nek. (11.69) ekvivalens a

pgv+(g-\)K =0(mod r)

feltétellel. Ez azonban f<*—1, r\p miatt teljesul.
Tegylk fel még, hogy

(pgr,K)= (ligr + IX1+ q),K)= 1
Ekkor (11.72) miatt
H((1+ g)r)- Hi,qr+1)- //(r)= 0 (mod 1),
azaz

H{\ +q) —H(\ +/7/)=0(mod 1) (11.73)

(r<(r+IKI+ij),K)=.1 (11.74)

feltétel mellett érvényes. Legyen q=AK. Ekkor
(11.74) teljesul, hacsak (r,K)= 1 Ezért

(1 +AK)-11(1 +rxK)=0(mod 1),  ha (r,K)= L(11.75)

Most a kovetkezd kézenfekvd Allitast fogjuk
alkalmazni. Ha (AK) = (p,K), akkor léteznek r, s K-
hoz relativ prim egészek, amelyekre rX=sp fennall.

Ezért, (11.75) segitségével,

I1(1+4/C)-1/(1+/<K)=0(mod 1),  ha U,K)= (/i,X).
(11.76)
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(11.76)-bol levezetjik, hogy H(ri) mod 1 periodikus
K2 periodussal. Legyen isBfm od K 2), (A,K)=\.
Legyen 6 olyan egész, amelyre A9= 1(mod K 2). Ha
AO0=\+uK, B6=\+vK, akkor u—sO(mod k),
ezért (u,K) = (v,K), s igy H(B0)-H(A9) =0 (mod 1),
azaz H(B) —H(A) = 0 (mod 1). Tehat H(n) periodikus
K2 periddussal. Ezzel a tételiinket belattuk.®
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1l KOMPAKT TOPOLOGIKUS
CSOPORTOKBA KEPEZO SZABALYOS
ADDITIV FUGGVENYEK

1.§. Az ebben a fejezetben targyalt tételek
Daroczy Zoltan és a szerz6 kozos eredményei [8],
[9].

Legyen G Abel-csoport, metrikusan kompakt az
Osszeadasra nézve. A fliggvényt additivnak
nevezzik, ha minden mne N, (mn)= 1 esetben
o{mm) = (p(m) + (n). Az additiv fliggvények osztalyat
jelolje Ag. Ha az el6bbi egyenlet korlatozas nélkiil,
tehat minden mne N esetén teljesil, akkor (p-1
teljesen  additivnak  nevezzilk, s mindezen
fliggvények osztalyat A£-gal jeldljik.

Ha G-t multiplikativ csoportnak tekintjik, azaz a
miveletet G-ben szorzdsnak nevezzik, akkor a
V(nm)= V(n) mV(m) feltételt kielégitd K:N-+G
figgvényt multiplikativnak, illetve teljesen multipli-
kativnak nevezzik, aszerint, hogy a feltételi egyenlet
teljestilését csak a relativ prim szamparokra, illetve
minden m,ne N szadmra koveteljik meg.

Metrikusan kompakt Abel-csoportra a legegy-
szer(ibb példa az egydimenzidés térusz, jeldlje T,
masszéval az egységkdrvonalon 1évé komplex
szamok multiplikativ csoportja. Az AT osztaly
elemei a komplex érték(i multiplikativ figgvények
kozil azok, amelyek értékei az egységkdrvonalra
esnek.

Legyen {xv} végtelen sorozat G-ben. Azt mond-
juk, hogy ez D tulajdonsagu, ha minden konvergens
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{xW®=i (vlicv2< ...) részsorozatra az {x\n+1}®=1
részsorozat is konvergens. Azt mondjuk tovabb4,
hogy {xv} A tulajdonsagl, ha xv+1 —xv-»0 (v->00).
Vilagos, hogy minden A tulajdonsagu sorozat egyut-
tal D tulajdonsagu is, forditva azonban ez nem igaz.
Jelolje Ag(D), illetve AGEd) azoknak a (pe AG
fluggvényeknek az osztdlyadt, amelyekre az
{x,,= (p(n7)} sorozat D, illetve A tulajdonsagu. Az
Ag(D), AQd) flggvényosztalyokat a

A*(D)= AGD)fjAJ,

AS(/t)= AGUI)nAT
formulakkal definialjuk.

Wirsingnek a Il. fejezetben idézett tételét ugy
fogalmazhatjuk, hogy o>e AT(zl) akkor és csak akkor
teljesil, ha

ip(n) = « log n (mod 271 (1L
valamely te IR allandéval. Wirsing tételét fel-
hasznalva kés6bb teljesen meghatarozzuk az AQd)

osztalyt, tetszéleges metrikusan kompakt G Abel-
csoport esetén.

2.8. Kiindulasul belatjuk a kdvetkez§ allitast.

1. Tétel. Ha G metrikusan kompakt Abel-cso-
port, akkor
Ag(D) = A*(J). (2
Bizonyitas. Az A£(d)sAE(D) allitds nyilvanvalo.
Legyen <pe AE(D). Jeldlje T az {a,,} := {(p(n)} soro-
zat torlodasi pontjainak a halmazat. Legyen ge T,
Ni<N2< és nl<n2< ... olyan indexsorozat,
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amelyekre (p(Nk”™>g (N-+o00). Ekkor léteznek
0i,02eG  elemek dagy, hogy <p(nk+ \)->gu
cp(Nk+ \)->g2. Tekintsiik most az {NK}, {nk} sorozat
{n*} egyesitését, az elemeket nagysag szerint rendez-
ve. Ekkor (p(n*)->g, tovabba {g>(n*+ 1)} hatarértéke
létezik. Ezért g{=g2- Belattuk ezzel, hogy az

f(0): = Oi=lim</>K+)

Osszefliggéssel definialt F leképezés fuggvény, mivel
g, csak i/-tél figg.
Vegyuk észre, hogy F(T)=T. Ha ge T, akkor

Ii{n (k) =g teljestl alkalmas {n*} részsorozatra.

Mivel G metrikusan kompakt, ezért a {cp(nk—21)}
sorozatbdl kivalaszthaté konvergens részsorozat,

azaz lim (p(nkl—\) = h, alkalmas nk-re. Ekkor heT,

Fh) =g
Legyen R= {<p(n)|ne N}. Kimutatjuk, hogy

R+TcT. (11.3)

Legyenge T, N e N. Ekkor lim (p(nk) = g alkalmas
n,<n2< mmm indexsorozatra. Mivel cp(Nnk)=
= (p(N) + cp(K), ezért cp(Nnk)-Kp(N) + g, <p(N) +ge T,
(111.3) tehat igaz.

1. Lemma. T zart részcsoport G-ben.

T zartsaga nyilvanval6. Legyen glyg2eT,
lim (k)= gu lim (p(NK= g2 Ekkor, epe Ag miatt
ArkNK)->g,+g2 azaz +g2e T. T biztosan félcso-
port. A zartsdg miatt T kompakt félcsoport, s mint
ismeretes, ekkor T csoport (lasd [7], (9.16)).00
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2. Lemma. Ha gne T tetsz6leges sorozat, akkor
alkalmas {Nj} (Nj e N) monoton névekvé sorozatra

3,—PAL)>0,  FE)—<pN+1)->0  (n—»00). (111.4)
Tovabba F folytonos T-n.

Az els6 allitas nyilvanvald. Legyen gn+y
(gnge T). Az Ny< N2< mmmindexsorozatot valasz-
sz(ik ugy, hogy (I11.4) teljestljon. Mivel gn>g,
ezért (p(Nn—g, s igy (p(Nn+ \)~F(g), tovabba
F(n"F(g9).D

Az 1 Lemma és (I11.3) miatt OeT.

3. Lemma. F(0)=0, F(—pK)=—opKk (K=
=12, ..).

Legyen geT, Nk olyan, amelyre (p(NK~g. Az
(x+ 1)2= x(x+ 2)+ 1 azonossagbdl kiindulva, ezt
x —Nk valasztassal alkalmazva, figyelembe véve
tovabba, hogy a {(p((Nk+ 1)2)}, {<p(NKNk+ 2))},
{cp(NK(Nk+ 2)+ 1)} sorozatok hatarértékei léteznek,

F(9)+ F(@)=F(g+ F2(g) (s

érvényes. Itt F,u(g): = Kg), Fk+1\g):= F(F&n0)).
F(T) = T miatt F2,(T) = T. Ezért létezik ge T, amely-
re Fi2\g)=0. (111.5)-6t g-ra alkalmazva F(g)=0
addédik. Mivel 0= Fi2\g)= F(F(g))= F(0), ezért
F)=0.

Mivel <pK) e T, T csoport, ezért —<p(k) e T. Legyen
(P(Nj)~* —cp(k). Ekkor (p(kNj)->0, (p{kNj)—0,
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<p(kNj + K)"F[KD), F20)=0, ezért tp(Nj+ D)=
= (p(kNj + k)-(p(K)->-(p(k), s gy F(-(?(/c)) =
—(p(k). O

4. Lemma F@)=g (VgeT).

Mivel T csoport, és R mindenditt siiréi T-ben, ezért
-R mindenitt sirt T-ben Az F(g)—g flggvény
folytonos T-n, tovdbba zérussal egyenld a —R
halmazon, ezért F(g) = g (V/eT) teljesil.O

Most folytatjuk a tétel bizonyitasat. Tegylk fel,
hogy Acp(n)-f*0. EKkor alkalmas ni <n2< mm.részso-
rozatra A<p(nj)->h(#0). Az {n} sorozatot alkalma-
san kiritkitva konvergens {<?(«;,)} sorozatot kapunk.
Legyen (p(nh)->g(1-*00). Ekkor (p(njl + \)->F(g) = g.
Masreészt (p(njl + 1)->g + /i, ami ellentmondas. Tehat
Acp(n)->0 (n-*00), <peA£(/J). Tételinket bebizonyi-
tottuk. m

3.8. Legyen G Abel-csoport, (p:N—G teljesen addi-
tiv flggvény, azaz
(111 6)
teljesdl.
Vilagos, hogy a

(a7

formulaval < értelmezési tartomanyat OQxre kiter-
jeszthetjik.
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Multiplikativ irasmodot hasznalva, ha
teljesen multiplikativ, azaz

y(mn)=V(mmn) (Vm,neN), (111.8)
akkor a

v(MJ:=V(m)V-'{n) (111.9)

formulaval V-t <Q¢re ugyancsak kiterjeszthetjik.
Tovabbé a

(p{rs) =)+ ((9), V(rs)=V(r)V(s)  (r.seQ.) (II.10)
egyenletek teljestilnek. igy tehat gy illetve V QX»G
homomorfizmus.

Legyen G topologikus Abel-csoport, sOx->G
homomorfizmus. Azt mondjuk, hogy ¢>folytonos az
1(eQJ pontban, ha rve O x rv-»l (v-»00) esetén

D)->0 (e
teljesdl.

5. Lemma. Legyen G additiv, zart Abel-féle cso-
port, qgQX»G olyan homomorfizmus, amely az 1
pontban folytonos. Ekkor qértelmezési tartomanya
a

<p(a):= rl\l/_rllg1 ip(rt) (aeRJ (m. 12

rvEtf<

formulaval kiterjeszthetd egyértelm(ien IRecre. Az igy
kapott cp:Ux->G leképezés folytonos homomorfiz-
mus, s igy

PB=PR+<PB)  (VajSeR) (. 13
teljesdl.
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A lemma Allitasai elég kézenfekvGek. Legyen
aelRx rv-Hx (rveQX) tetsz6leges sorozat. Mivel
rir™ 1 (v,/r-»00), ezért <HNr()= <pn)-<p(r,)->0
(v/i »go), [<p(n)} tehat Cauchy-sorozat, s igy kon-
vergens. Ezért a hatarérték a-val egyértelm(ien meg
van hatdrozva. A lemma tovabbi allitasai innen
kozvetlenul adodnak.Oi

Wirsingnek a ll. fejezetben idézett tételét multipli-
kativ alakban a kdvetkez6 lemmaban fogalmazzuk
meg.

6. Lemma. Legyen T={zeC|zl= 1} az egység-
kor, KN-»T teljesen multiplikativ fliggvény, amelyre

aK(n) := K(n+1)K_1('i)->I(eT) (n-*00)  (I11. 14)
Ekkor V(n)= nT(relR)

Ez a lemma a kovetkez6 tétel bizonyitasahoz
alapvetd jelent6ségdi.

2. Tétel. Legyen G additiv, metrikusan kompakt
Abel-csoport, <peAo(zl). Ekkor a (p(I11.7)-tel definialt
QX>G kiterjesztése folytonos az 1 pontban, kovet-
kezésképpen a (111. 11) &ltal definialt IR-»G kiter-
jesztés folytonos homomorfizmus.

Forditva, ha quIR«—G folytonos homomorfiz-
mus, akkor p N-re vald lesziikitésére p e A£(J) tel-
jesal.

Bizonyitas. A masodik allitas teljesen vilagos,
csak az els6t kell bizonyitanunk. Legyen cpeA£(A).
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Legyen tovabba x tetsz6leges G->T folytonos ka-
rakter,

Ekkor OV(n)= V(n+ 1)F~ I(ri))= x(A(p(nj)-*x(0) = 1
(n-*a0). Mivel V teljesen multiplikativ, ezért a 6.
lemma miatt V(n)=e\p(iz logn) (xeR).

Legyen {Nj/Mj} {N~*MjeN, NiMjEQX 1-hez
konvergald sorozat, Aj: = (p(Nj)—(p(M). Mivel G
metrikusan, ezért szekvencidlisan is kompakt,
valaszthatd tehat konvergens {Aj~ részsorozat.
Legyen Ah->B(EG) (/-»00). Ekkor x(AjJ->x(B)- A
6. lemma miatt

Tehat x(R)= 1 minden folytonos x karakterre, ezért
B=0(eG), és igy (p:Gx-+G folytonos az 1 pontban.

Az 5. lemmabol tételiink allitasa azonnal kévetke-
zik!

1. Megjegyzés. Ismeretes, hogy minden kompakt
maodon generalt lokalisan kompakt G Abel-csoport
topologikusan izomorfaz R“x Zbx F csoporttal, ahol
a, b nemnegativ egészek, F kompakt ([7], 9.8. tétel,
90. lap). Tegyuk fel még, hogy G metrizalhaté. E16z6
tételiink ebben az esetben is igaz marad. Azt ugyanis
az el6bb emlitett G = R“xZI'xF felbontési tétel
miatt elég belatni a G=R, Z, F esetekre. A G=F
esetre ezt most mutattuk meg, aG =i eset Erdés
klasszikus tétele, mig G = Z esetén a A(p(n)->0 csak
p(n)= 0 (Mne N) esetben teljestilhet.
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2. Megjegyzés. A G Abel-csoportot szolenoidnak
nevezzik, ha létezik folytonos ©:IR->G homomorfiz-
mus G-be, Ggy hogy a t(R) képhalmaz G-ben
mindenutt sdrd. A v->ev leképezés IR—¥Rx topologi-
kus izomorfizmus, ezért a szolenoid csoportok
definicidjaban IRhelyett IRcet mondhatunk. Ismere-
tes, hogy egy kompakt Abel-csoport akkor és csak
akkor szolenoid, ha 0sszefligg6, és szamossaga a
kontinuumnal nem nagyobb (lasd [7] 25.18. tétel).

Tegyuk fel, hogy G-re a 2. tételben vagy a 2
megjegyzésben tett feltételek teljesiilnek. Legyen
G folytonos homomorfizmus, H:= (R a
képhalmaz. Ekkor a <plIR«->H vagy topologikus
izomorfizmus, vagy H (H a H lezartjat jeloli)
kompakt részcsoport G-ben (lasd [7], 9.1. tétel). igy
eléggé teljes jellemzését adhatjuk azoknak a halma-
zoknak, amelyek folytonos o#IR->G homomorfiz-
mussal <p(RY) képhalmazként el6fordulhatnak.
Valamely (peAg(d) fliggvényre legyen KV= <>RX
lezartja. Az el6bb mondottak szerint érvényes a
kovetkez§ tétel.

3. Tétel, (a) Legyen G metrikusan kompakt Abel-
csoport, S részcsoport G-ben. Ekkor a Kv—S
feltételt Kielégité <peA£(d) flggvény létezésének
szlikséges és elégséges feltétele, hogy S kompakt,
Osszefliggl és szdmossaga legfeljebb kontinuum
legyen.

(b) Legyen G metrizdlhaté, kompakt maodon
generalt, lokalisan kompakt Abel-csoport, S részcso-
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port G-ben. Ekkor a Kn=S feltételt teljesitd
epeAg(d) figgvény akkor és csak akkor létezik, ha
(@) S topologikusan izomorf (R-rel, vagy
(R) S kompakt, 6sszefligg8, szamosséaga legfeljebb
kontinuum.

3. Megjegyzés. Legyen G topologikus Abel-cso-
port, (p, ipe AE. Tegyik fel, hogy

il(n+ )—p(n)->0  (n->ao0). (111.15)

Ekkor
t/i(n) = <p(n) (VnelN).

Ez majdnem nyilvanvald. Legyen H(n): = ip(n) —(p{ri). A
p(n+ ) —cp(n) = —H(2) + iX2n + 2) —(p(2n) =
= - H2 + A2+ 2)- p2n+ 1) - H2n + D+
+ ij/@n+ \) —(p(2n) formabdl kiindulva, (111. 15) segit-
ségével

H(2n+1+ //(2)->0 (n—o00) (111.16)

adddik. Legyen m paratlan. (I11.16) bal oldaldba
2n+l  helyett (2n+l)m-et irva H((2n+\)m)->
-*—H(2), s ez (lll.16)-tal egyutt a H(mM)=0
egyenl@séghez vezet. Tehat H(m)= 0 minden paratlan
m-re. Ekkor (I11. 16)miatt H(2) = 0. He A£ miatt H(n)
= 0 (Wne N), azaz allitasunk igaz.

4.8. Nézzik most meg, hogyan altalanosithatjuk
az el6z6 két § eredményeit az AGD) fuggvényosz-
talyra.

Legyen G metrikus kompakt Abel-csoport. Jeldlje
Nj a péaratlan, NO a paros természetes szamok
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halmazat. Legyen epe AG Legyen S(feJ) a {<p(n)}
(ne NB7=0,1) sorozat torlodasi pontjainak, S (fel) a
{(p(n)} (neN) sorozat torlddéasi pontjainak a halmaza.

4.  Tétel. Legyen <peAGD). Ekkor S(fed,) kompakt

részcsoport G-ben, S(fel0)=y + S(feli) alkalmas ye G-
vel. Létezik i//:Ux-*G folytonos homomorfizmus Ugy,
hogy <X=ilr(n) (Vne fel). Az un) :=
:= (p(n)—i/(n) fuggvény zérus az ne fel, halmazon, W2)
=u2°) (a=1,2,...). Ha u(2)eS(fed,), akkor (2u(2):
=)u(2)+ u(2)= 0.

Forditva, legyen i/rMi-*G folytonos homomorfiz-
mus. Legyen 3 e G. AR e i//(G) esetben teljestiljon még
28 =0 is. Legyen ue Ac az

u@”)=n @=1,2,..),

u(n)=0 (Vnef?r,))

egyenletekkel definidlva. Ekkor a (p= u+ iR fuggvény
AGd)-hoz tartozik.

A tétel bizonyitdsahoz néhany segédtételre lesz
szlikségunk.

7. Lemma. Ha (peAc és

pim+ 2)—p(m)->0  (m-too.meM,), (111.17)

akkor ox(nri)= (p(m) + () minden m,nefed, szam-
parra fennall.

A lemma bizonyitasahoz azt kell belatnunk, hogy
i = §Hh%)- M 7)) - <p(p)=0
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minden p e Nt primszamra teljestl. (I111.17) miatt

Em: = ip(p*m) —<p(p'm —2p)-»0
Fm:= PiP* "i)—ip(p*~'m —2)-»0  (m-*00,meM|).

Mivei (m(m+ 2),2p)= 1 esetén £,,=/*+ Fm ezért
La= O.D

Wirsing tétele igaz a kévetkezd valtozatban is.

8. Lemma. Legyen G=T, T az egydimenzids
térusz, sa 7. lemma feltételei teljestiljenek. Ekkor <an)
stlogn (mod 2n) (Vne |, és teR).

Ebb6l kénnyen levezethetd a kovetkez6 allitas.

9. Lemma. Tegyik fel, hogy a 7. lemma feltételei
fennallnak. Ekkor létezik olyan i™:R,-»G folytonos
homomorfizmus, amelyre <p(n) = \j/(ri) ('ine Nj).

A 9. lemmat ugyanugy bizonyithatjuk, mint az 5.
lemmét. A bizonyitast elhagyjuk.

Ezen el6késziletek utan ratérunk tételink bi-
zonyitasara. Tegyuk fel, hogy e AQ/I).

Jelolje S a {cp(n)} (neN) sorozat torlddasi
pontjainak halmazat, azaz ge S akkor teljestl, ha
létezik nt<n2< mmm (nveM) sorozat, amelyre
(@(nv)->g. Legyen <prv+ 1)->g’. Mint azt az el6z06 ij-
ban lattuk, g'-t a g meghatarozza, értelmezhet6 tehat
S-en az F.g-*g" flggvény. Tovabba F(S)= S is igaz.

Jeldlje p(n), illetve P(n) az ne N egész legkisebb,
illetve legnagyobb primosztdjat.
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Legyen k tetsz6leges egész szdm, és legyen
R={R,<R2<...} (111.18)

a természetes szamok egy részsorozata. Azt mondjuk,

hogy R a P, halmazhoz tartozik, ha minden de M
esetén d osztéja az Rv—k egészeknek, hacsak v (d-t6l

fligg6en) elég nagy, azaz, ha v>vO(K, d). Legyen
Pt£ Pt azoknak azfieP tsorozatoknak a halmaza,

amelyekre lim(p(K,,) is létezik.
nH—+m
Tetsz6leges (111.18) alakl sorozatra legyen
a(R):= limtpiRy),
feltéve, hogy ajobb oldali hatarérték létezik.

Tovabb4, tetsz6leges (111.18) alak( R sorozatra és k
egészre jeldlje R+k az {R,+k\ sorozat pozitiv
elemeinek a sorozatat, ndvekvd sorrendben rendezve
azokat. Nyilvanvald, hogy R +keP k akkor és csak
akkor teljesil, ha Ke PO0. Tovabba, ha I<k, Re P,
akkor R+(k —)ePk Ha I>k, akkor a Re p, fel-

tételbdl csak R+(k —l)ePk kovetkezik. Ebben az
esetben csak annyit tudunk allitani, hogy az

R+(k —) sorozatbdl kivalaszthatd olyan részsoro-
zat, amely Pkhoz tartozik.
Legyen

Kk:= MR)|RePK}. (111.19)
Nyilvanvalé, hogy

FIKK = Kk+,  (Vice2), (111.20)
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tovabba, hogy
U K2S (111.21)

Legyen g{e Kk 02e K, és /te {—1,1}. Ekkor
létezik R e Pk Se P(, agy hogy a(R)=gi, a(S)=g2
Mivel fce {—1,+ 1}, ezért p(R,)->cc (v-»00). A
{6 v}={"jVv'S,} sorozatot a kdvetkez6 mddon defi-
nidljuk. Legyen jOo=0, jv>jv~i, s teljestljon a
p{RIV)> P(SV egyenlé6tlenség. Vilagos, hogy (Rjv,Sv)=
=1, s igy p(@Q)= (p(Rjv)+ (p(SV)->gl +g2. Tovabba
Qv= ki (mod d) minden d e N esetén, minden v> v0(d)
egészre, ezért {Qv} e azaz g{+g2e KKk Ervényes
tehat az aldbbi lemma.

10. Lemma. Minden / egészre

K., + K,sK,. (1n.22)

K_,+K(K _( (111.23)

(111.22) miatt K, + K, £ K,,, azaz K, félcsoport G-
ben. Nyilvanvald, hogy zart. Mivel K, zart, ezért

kompakt is. tehat kompakt félcsoport G-ben, s
ezért az el6z6 §-ban idézett tétel miatt Kk csoport.

11. Lemma. Legyen keN. Ekkor

Kk= K +5(*),  K_4=K ,+ () (11124)

A (111.24) alatti els6 relaciot bizonyitjuk csak be, a
masodik bizonyitasa hasonléan térténhet.

Legyen te Kk RePk a(R)=+t Legyen {Sv}:=

:= {Rjv—k} olyan részsorozata az {Rv—k} sorozat-
nak, amelyre {Sv}e P0. Ekkor Rjvés Sva

Rjv=k[Av+ 1], S, =KA,
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alakban irhaté. Mivel {/Iv}eP 0, ezért (Av+ 1K) =1
minden elég nagy v-re, igy cp(Av+ )= (p(RjI—(p(K),
ahonnan ip(Av+ \)-*r —cp(k)eKi kovetkezik. Belat-
tuk ezzel, hogy Kk—<p(/c)£EK,, Ktc K, + (p(K).

Legyen most peK,, Re P,, a(R)=p. Az {Sv}:=
:={kRV} sorozat P~-hoz tartozik, (k,Rv)=\, ha v
elég nagy, ezért lim <pO)= <0+ lim <R)=
= (p(K) + peKk

Tehat K,+(p(/c)EK.k s fennall. Ervényes tehat a
(111.24) alatti elsé egyenléség.D

Legyen F()= F, Fk= F ° Fk*', az F k-adik iteralt-
ja.
12. Lemma. Ha ge K 2>akkor
F(g)+F\g)=F*(g+F\gj). (111.25)
Induljunk ki az n(n+ 3)+2=(n+ I)(/i+2) azo-
nossagbdl. Ha (n,3)= 1, akkor (nn-I-3)= 1, tovadbba
(n+ I,n+ 2)= 1minden ne N esetén fennall. Legyen
{nv} e P 2 ugy valasztva, hogy a({nv})=ge K 2

teljestiljon. Ekkor 3/j'nvminden elég nagy v-re, ezért

<pmM(nv+ 3)) = ) + <p(v+ 3), <Pp((nv+ L)(nv+ 2)) =
= pv+ 1) + (p(nv+ 2). Mivel (p(nv+k)->FKg) (k=
=0,1,2,3), ezért (111.25) azonnal kévetkezik.O

13. Lemma.
F20)=0, (111.26)
Oe K_,. (1.27)
Mivel OeKp ezért létezik olyan Re P,, amelyre

a(R) = 0. Legyen {RIV—3} az {Fv—3} sorozat olyan
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ritkitdsa, amelyre lim (p(Riv—3){ = r]) létezik. Mivel
{Rjv—3} e P 2ezért "eK 2 ésF3")= 0. Alkalmaz-
zuk (111.25)-6t g=g valasztassal. Hrj)= 0 adddik.
Mivel F(rDe K ,, ezért 0eK_,. Tovabba, 0=
= F3(,)=F2F(,)) = F20).D

14. Lemma.
K_, =K, (111.28)

A (111.23) formulat /= 1 valasztassal alkalmazva,
K  +K;s K ; kovetkezik. Mivel 0e K | ezért
K,c K ,. Legyen most /= —1 Ekkor (111.23)-bol:
K ,+K_,cK, Mivel 0eK_, ezért K.jC™'D

Mivel F2(K,)=K, +2 minden / egészre igaz, ezért
~A2n+i= K1  hacsak  neN. (I11.24) miatt
cp(2n+ e K,. Ezért S(M,)cK,. A 3 relécio tel-
jesuilése nyilvanvalo. igy

S(M))=K,. (111.29)

Mivel F(KJ=Knmtl, ezért K2= K2n(neN), s
(111.24) miatt g>2n)~ PR e Kj (Vne N), és igy
2)-<p(2)eK, (a= 1,2, ..).

Ervényes tehat a kovetkez6 formula:

IK,rK2 ha o)éK,;
|K,, ha o(2)eK,.

15. Lemma. Ha geKj, akkor

Fg)=y + FO0). (111.30)
Ha he K2, akkor

FAh)=h+C, (111.31)
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ahol
C= d)—2<p(2) + F(0). (1132

Legyen MeP 1, a(M)= —q(fc). Ekkor
(k,My= 1, (p(kMyY—0, <p(kMv+k)-+FK0)= F0).
Tovabba (kMv+1)=1, ezért <p(kMv+ k)= (p(k)+
+ (p(Mv+ 1), (Mv+ 1)->F(—(>(0). Innen

F(-<pW)= - V(K +F0) (111.33)
kovetkezik.
A tovabbiakban felhasznaljuk azt az egyszer(en
bizonyithat6 tényt, hogy F:S->S folytonos flggvény.
Mivel {—(p(K)\ke N,} mindenitt sirli K”-ben, és
F folytonos, ezért (111.30) a (111.33) formulabol
kovetkezik.

Legyen most h= (p(2) —p(K), k és Ai maradjanak
véltozatlanok. Ekkor (p(2My>—cp(K) + (p(2)= h
Mivel 22|(2Mwv+ 2), 23N (2M v+ 2), ezért

s igy

Mivel —(pj/cjeKj, (111.30) miatt F(—XK)= —(p(K) +
+F@0), s igy F2Zhy=h+ C, a (111.32) formulaval
definialt C-vel. Mivel {—pK\ke Nj} mindenutt
stiri K,-ben, ezért (>2)—<>(0)Ae fdx} mindenitt
stir(i K2-ben, F2folytonossaga miatt (111.31) azonnal
kovetkezik.O
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16. Lemma. Ervényesek a

r{g}mi Atp(m)—F(0), (111.34)
Iir’L] A2(pfm=C, (111.35)
r{g}mi A2cp(m) =0, (111.36)

C=0 (111.37)

formulak.

Tegyuk fel, hogy (111.34) nem igaz. Ekkor alkal-
mas {2nv+1} (nl<n2< . . nveN) részsorozatra
<p(2nv+ 2)-cp(2nv+ 1)-»<5, (5/F(0). Egy alkalmas
ritkitasra {(p(2nJv+1)} konvergens, (p(2nkv+ I)->a
(ae Kt), és F(@)=a+ & (111.30) miatt ez lehetetlen.
(111.34) tehét igaz. (111.35) bizonyit4sa hasonld, ezért
elhagyjuk.

Mivel A2(p{2n—1) —A2(p(4n—2) + A2(p(4n), ezért
(111.35) felhasznélasaval

A2<p(2n-1)->2C (111.38)
kovetkezik. Tovabba
Atp(2n + 1) —A<p(2n—1) = A2<p(2n)-A2<p(2n- 1),

és (111.34), (111.35) miatt 0= F(0)-F(0)=C-2C,
azaz (111.37) adoédik. (111.38)-bdl (111.36) azonnal
kovetkezik.O

Innen tételiink gyorsan kovetkezik. Tudjuk, hogy
A2(p(2n—I1)->0, a 7. lemma feltétele fennall. A 9.
lemma szerint létezik olyan \j:Mx-*G folytonos
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homomorfizmus, amelyre (p(n) = il/(n) (VneNj). Le-
gyen u(n).- <p(n)— >p(n). Ekkor wue A0, u(m)=0
(Vne Mx). Mivel ip folytonos, ezért iji(n k) —i/dn) =

) —») (n-+00), minden rogzitett «-ra.
\ n
(111.34) miatt u@n+ 2)->F(0)(n-K»), s ezért

u@)=u(2Q= F@O) (= 1,2,...). Ha még F(0)e K, is
teljesul, akkor (111.34) kétszer is alkalmazhat6, F2(g)
= F(F(g)) = F(g + F(0)) = ~+ 2F(0) kovetkezik. g=0
valasztassal innen, F2(0) = 0 miatt, 2F(0) = 0 kovet-
kezik.

Bebizonyitottuk ezzel tételink elsé felét. A méso-
dik allitas nyilvanvalé. m
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