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1 BEVEZETES

Napjainkban sok jel mutat arra, hogy a
nemlineérisjelenségek kutatasa a fizika egyik f6
fejlédési iranyat jeloli ki. Szemben azonban a
mai fizikdban alapvet6 szerepet jatszo egyéb
irdnyzatokkal, ennek a terlletnek a korilhata-
rolasa és célkitlizései kevéshé magatol értet6-
déek. Maga az elnevezés is némi magyarazat-
ra szorul, hiszen nemlinearitds valamilyen
mértékben minden fizikai probléménal jelen
van, igy nem nyilvanvald, hogyan lehet egy
onallé, sajatos megkdzelitési modot és mddsze-
reket igényl6 (j diszciplina kérvonalait kiraj-
zolni, mely a nemlineéris jelenségek vizsgalatat
tlzi ki céljaul. A legjellemz6bbet kiragadva azt
lehet mondani, hogy ez a terilet a dolgok
szingularitasaival és instabilitasaival foglalko-
zik, melyek az allapotaikat meghataroz6 pa-
raméterek bizonyos értékeinél lépnek fel.
Nyilvanvald, hogy ezek a szingularitasok a
(fizika torténete folyaméan foként tanulma-
nyozott) folytonosan viselked6 tartomanyo-
kat valasztjdk el, és a kutatasi teriiletek
szétvalasztdsa a hatarok kozelében vald visel-
kedést allitja szembe a tartomanyok belsejében
uralkod6 viszonyokkal. A tartomanyok bel-
sejében az elméleti fizika megkozelitésének
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stratégidja nagyon régi, mondhatni egyidés a
természettudomannyal, és a lényege, hogy a
bonyolultat gyengén kélcsénhaté és a maguk
részér6l mar eleminek tekinthet6 részek
Osszességének fogja fel. Ezek a részek természe-
tesen maguk is A&ltaldban 0Osszetettek, és a
modellalkotas sarkalatos pontja éppen ezeknek
megtalalasa, mely feladat nemegyszer Oriasi
intellektudlis teljesitményt igényelt. A szilard-
test-fizikdban ezek az objektumok a jol ismert
kvazirészecskék, mint példaul a fononok, a
kuléonb6z6 magnonok a rendszer magneses
allapotaiban, vagy éppen a szupravezeté alla-
pot kvazirészecskéi. Trivialisabb példaként
lehetett volna emliteni a ritka gdzokat, ame-
lyekben az elemi dsszetevOk az atomok (illetve
molekulak). Az allitds pontositasa érdekében
azt kell kiemelni, hogy valdjaban nem elenged-
hetetlenlll szlikséges, hogy a kdlcsdnhatas ezen
elemi Osszetev6k kozott gyenge legyen, ha-
nem csak az, hogy a rendszer allapotai a
nem kolcsbnhaté objektumokbol all6 rend-
szer allapotaib6l, azaz a lineéaris tartoméany-
bol, egyértelmlien Kkifolytathatok legyenek.
(Formélis oldalrél tekintve ez aztjelenti, hogy a
kdlcsdnhatast perturbaciészamitas segitségével
vehetjik figyelembe.) Més szoval feltesszik,
hogy az eleminek tekintett objektumok kol-
csOnhatdsa nem valtoztatja meg alapvetéen
a rendszer tulajdonsagait. Ezt lehetne a lineéris
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fizika vagy a gyengén nemlineéris fizika vilaga-
nak nevezni. Talan talzas nélkul allithato,
hogy az elméleti fizika nem kevéssé kdszén-
hette sikerét éppen annak a szerencsés ko-
rilménynek, hogy a lényegében nemlinearis
vilagunk szdmottev6 részét lehetett hatékonyan
ilyen mddon modellizalni. Szingularitasok,
instabilitasok kdzelében a vézolt program nem
vihetd keresztiil. Pontosabban ezt érthetjik
azon, hogy ott az erésen nemlineéris fizika
vilagéba léplink, ahol 0j megkozelitési mdodsze-
rekre van szikség.

A nemlineéris rendszerek dinamikajanak
problémdai nagyon szertedgazdk, amit még
fokoz az a koriilmény, hogy egy erésen inter-
diszciplinaris tertletr6l van sz6. Magam is a
témakor tobb aspektusaval foglalkoztam. A
jelen el6adasom f6 részében egyetlen meg-
kozelitési mddot szeretnék kiemelni és azt ha-
rom teriileten végigkovetni:

— a mésodrendd (folytonos) fazisatalakula-
sok dinamikajaban,

— a hatérciklusra vezetd bifurkaciok dina-
mikajaban és

— a kaotikus allapotra vezet§ periodus-
kett6z6 bifurkaciosorozatok dinamikdjaban.



2. MASODRENDU
FAZISATALAKULASOK DINAMIKAJA

A mésodrendii fazisatalakulasok azzal jelle-
mezhet6k, hogy hd&termelés vagy hdelnyelés
nélkial mennek végbe, és folytonosan véltoz-
nak a termodinamikai potencialok egyéb els6
derivaltjai is, azaz a termodinamikai allapotnak
nincs ugrasa. A méasodrend( fazisatalakulaso-
kat kisér6 nemlinedris jelenségeket kritikus
jelenségeknek szokas nevezni. JOl ismert példa a
folyadék—géaz atalakulas és a folyadékszepara-
ci6 a kritikus pontban, ilyen a kondenzalt
hélium szuperfolyékony &allapotdnak megje-
lenése, szamos para-ferromagneses és egyeb
magneses atalakulas, tovabba egy sor kristaly-
szerkezeti valtozas sth. A féazisatalakulds ho-
mérsékletén, az un. kritikus hémérsékleten
taljutva kifejlédik az 0j, rendezettebb fazis,
melynek jellemzésére a rendparaméter egyensu-
lyi értéke szolgal (pl.ferromégneses atalaku-
lasnal a magnesezettség). Ez szintén folytono-
san valtozik a masodrendd atmenet kritikus
hémérsékletén, és zérus a rendezetlen fazisban
(1, 12-

A kritikus h6mérséklethez kdzeledve, zérushoz
tart a termodinamikai er6, mely a rendszert az
egyensulyi allapot felé hajtja, ha példaul egy
fluktuacid keletkezésekor a rendparaméter az
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egyensulyi értékétdl eltért [3], Ennek kovetkez-
tében minden hataron tal ndvekszik a rendpa-
raméter relaxacids ideje, vagyis egyre hosszabb
idd sziikséges ahhoz, hogy a rendszer visszatér-
hessen az egyensulyi allapotaba, ha tartunk az
atalakulasi ponthoz. Ez a kritikus lelassulasnak
nevezett jelenség egyik alapvetd6 vonéasa a
folytonos fazisatalakulasoknak. Természetesen
jelen vannak a rendszerben a mikroszkopikus
folyamatokat jellemz6 karakterisztikus idék is,
amelyek tobb nagysagrenddel kisebbek a di-
vergald karakterisztikus id6nél a kritikus
hémérséklet kozelében. A lineéris fizikai kép
csak akkor lehet érvényes, ha a probléma
szempontjabdl fontos események kozott eltelt
id6 sokkal nagyobb, mint a rendszer karakte-
risztikus id6paraméterei. Ez a feltétel kdnnyen
teljesithet6 a mikroszkopikus karakterisztikus
id6k vonatkozasaban, de a rendparaméter
relaxacios idejét tekintve nem, ha kozel va-
gyunk a kritikus hémérséklethez. Kovetke-
zésképpen a transzport és a kinetikus egyutt-
hatok szamitdsara hasznalatos szokasos
modszerek érvényuket vesztik ebben a tar-
tomanyban. Egy U0j megkozelités lehetésége
viszont éppen abban rejlik, hogy arendparamé-
ter relaxacids ideje vonatkozasaban az ellen-
kezd egyenl6tlenség teljesil. Ez nyilvanvaldva
valik, ha a rendszert a kritikus h6mérsékleten
tekintjuk, ahol ez a relaxaciés id6 végtelen
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hosszl. (A kép teljessege érdekében hozza kell
tenni, hogy a térbeli viszonyokat tekintve
hasonlé a helyzet, 1étezik egy olyan karakterisz-
tikus hosszlsag, amely a kritikus h6mérséklet
felé tartva minden hataron tal novekszik. Ez
képezi alapjat a statikus kritikus jelenségeknek,
melyeknek tisztdzdsa megel6zte a dinamikai
kritikus jelenségek vizsgalatat [1], [2].)

A helyzet jol megvilagithatd egy gondo-
latkisérlettel. Képzeljuk el, hogy a rendszerben
lejatsz6d6 mozgéasokat filmre vettiik a kritikus
hémérsékleten, olyan modon, hogy az egyes
képkockak kozotti id6 sokkal nagyobb, mint a
mikroszkopikus id6k, igy azokat eliminéltuk.
Hasonl6képpen feltehetjik, hogy a filmfelvé-
tel elmosta a mikroszkopikus hosszisagska-
lan lejatsz6dd eseményeket. Vetitsiik a filmet
el6szor normal sebességgel. Azutdn tovabbi
rovid idejli eseményeket olyan mddon elimina-
lunk, hogy a filmet gyorsabban vetitjik. Azt
varjuk, hogy fogunk talalni egy olyan mértékd
kicsinyitést, amely mellett lényegi vonasait
tekintve ugyanazt a képet latjuk, mint el6hb,
hiszen sem karakterisztikus id6, sem karakte-
risztikus hosszlisag nem maradt a rendszerben.
Ez igaz lesz, azzal a feltétellel, hogy a kontrasz-
ton is allitunk, ami sziikséges ahhoz, hogy a
fluktudciok nagysagat a képen az elébbi szintre
hozzuk. Ha nem vagyunk pontosan a kritikus
hémérsékleten, akkor a vetitési sebesség meg-
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véaltoztatadsaval egyidejlleg még a hdmérsékle-
tet is modositani kell annak érdekében, hogy
ugyanazt a képet kapjuk. Erre azért van
szlikség, hogy a divergald relaxaciés idd (és
korrelacios hossz) az (j egységben valtozatlan
szamértékl legyen. Kérdés, milyen kovet-
kezményei vannak a vazolt hasonlésagi tulaj-
donsagoknak. Konnyen belathatd, hogy a
kritikus hémersékleten ezzel az dn. skélainvari-
ancidval csak hatvanyfiiggvény-viselkedés fér
0ssze. Ez aztjelenti, hogy ha valamilyen zavart
keltink a rendszerben, az az id6ben nem
exponencialis gyorsasaggal fog eltlinni, hanem
csak az idének valamilyen negativ hatvanyaval.
A hatvanykitevd egy an. kritikus exponenst
definial. (Hasonl6 a helyzet a zavar térbeli
lecsengését illetéen is.) Ha a kritikus hé-
mérséklett6l kissé tdvolabb vagyunk, ket tar-
tomanyt kell megkiulénbdztetniink. El8szor
a zavar id6beli valtozdsa hasonldéan fog
lejatszodni, mint a kritikus h6mérsékleten, de
amikor az eltelt id6 eléri a rendparaméter
relaxaciojara jellemzd karakterisztikus id6pa-
raméter értékét, a lecsengés exponencialis gyor-
sasaglba csap at. Az utobbi tartomany termé-
szetesen zérusra redukalodik, haa h6meérséklet-
tel a kritikus értékhez tartunk, hiszen akkor a
szoban forg6 karakterisztikus idé minden hata-
ron tul novekszik.



A rendszer dinamikai jellemz6i (diffGzios
allanddk, kinetikus egydutthatok) kifejezhet6k
kilonb6zd fluktudciok idbre és térre vett in-
tegraljaival. A fellépd integralok végességét
altaldban csak az integrandusz exponenciélis
lecsengése biztositja nagy id6é- és tavolsagérté-
kekhez tartozo jarulékokra. Tegyuk fel, hogy
olyan fluktuaciokrol van szd, melyek csatoldd-
nak a rendparaméterhez és az elébb vazolt
maddon valtoznak. Akkor arra kovetkeztet-
hetiink, hogy a széban forgd integralok és a
megfeleld dinamikai mennyiségek hatvany-
fuggvényszerli szingularitast fognak mutat-
ni a hémérsékleteknek a kritikus hémérsék-
lett6l valé eltérése flggvényében. Az itt
megjelend hatvanykitevéket is kritikus expo-
nenseknek nevezzilk. Az elmélet univerzalis
kapcsolatokat is szolgaltat a kritikus exponen-
sek kdzott, az an. dinamikai skalatérvényeket.
Az els6 ilyen skalatorvények felallitasdban a
hatvanas évek kozepén magam is részt vettem
[4], Ezek altalanositasai voltak az egyensulyi
jelenségekre vonatkozd statikus skalatorvé-
nyeknek, melyeket nem sokkal korabban Wi-
dom, Kadanoff, Patasinszki, Pokrovszki és
méasok allitottak fel [1], [2]. A dinamikai
skalatorvények kiterjesztésével kapcsolatban
els6sorban Halperin és Hohenberg nevét kell
emliteni [5]. Jelentds 1épés volt a kezdeti értékre
vald skalazas felvetése és tulajdonsagainak
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tisztdzasa, ami Racz Zoltan nevéhez fliz6dik
61,

El6adasom célkitlizésének megfeleléen a
vazolt képben rejlé univerzalitdst szeretném
elemezni. A skélatérvények altal megfogalma-
zott kapcsolatok igen altaldnosak. Léteznek
tovabba (n. univerzalitasi osztalyok, ame-
lyeken bellil maguknak az exponenseknek a
szamértékei is megegyeznek. Mindazon rend-
szerek ugyanabba az univerzalitasi osztalyba
tartoznak, amelyeknek csak a mikroszkopikus
tulajdonséagai kulonbdzéek. Ilyen tulajdonség
pl. a kristalyszerkezet racséllandoja (altalano-
sabban fogalmazva az atomok k&zotti atlagos
tavolsag), az atomok kozotti kdlcsonhatas
alakja stb. igy példaul ugyanazon univerzalitasi
osztalyba tartozik valamennyi folyadék—gaz
atalakulds. Vegylk most szdmba azokat a
tényez8ket, amelyek az egyes univerzalitasi
osztalyokat végil is megkllonboztetik. Az
egyik ilyen a tér dimenziészama. Ez kézenfekv6
mar abbdl is, hogy a kulénbdz6 fizikai meny-
nyiségek szamitasakor fellépnek a térre vett
integralok. Nyilvan nem lesznek k6zdémbosek
tovabba a kritikus lelassulast szenved6 meny-
nyiség, a rendparaméter makroszkopikus tulaj-
donsagai sem, hiszen ennek nemlinearis csa-
tolodasai dontéek a rendszer kritikus dina-
mikaja szempontjabol. llyen sajatossag az,
hogy milyen szimmetriatulajdonsagokkal ren-
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delkezik a rendparaméter (hany komponense
van sth.). Lehetnek a rendszerben egyeéb lassu
makromennyiségek is, a megmaradd mennyisé-
gek s(rliségei. Ezek lasst valtozdsat nem a
fazisatalakulas kozelsége okozza, hanem az
kinematikai eredetd (nem tudnak lokalisan
kiegyenlitédni). Mindazonéltal a rendparamé-
ter ezekkel vald6 nemlineéaris 0sszekapcso-
I6dasdnak alakja is befolyasol6 tényez6. Ezt
a megfelel§ Poisson-zarojelekkel lehet jellemez-
ni, melyek a makromennyiségek fizikai termé-
szetét6l fiiggnek, nem pedig mikroszkopikus
tulajdonsagokat tikroznek. A felsorolt meg-
kulonbozteté jegyek természetesen igen sok
rendszert tartalmaz6 univerzalitasi osztalyokat
engednek meg, és fizikailag teljesen eltér6
rendszerek is tartozhatnak ugyanabba az uni-
verzalitasi osztalyba. igy példaul a konden-
zalt hélium szuperfolyékony fazisatalakulasat
ugyanazok a Kkritikus exponensek jellemzik,
mint egy olyan magneses rendszerét, melynél a
magneses momentumok egy sikban szabadon
elfordulhatnak [7], [8], [9].

A Kkritikus jelenségeknél jelentkez6 univerza-
litds azok egyik legizgalmasabb vonésa, és bi-
zonyos szempontb6l éppen forditottja annak,
amire univerzalitdsként szoktunk hivatkozni,
nevezetesen, hogy makroszkopikusan nagyon
kilonb6z6 anyagok egyre kisebb hosszusag- és
idéskalan nézve egyre hasonlébbakka valnak.
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Itt viszont azt tapasztaljuk, hogy bizonyos
mikroszkopikus szinten nagyon kilénbdz6
rendszerek az er6sen nemlineéris tartomény-
ban, Iényegi vondasaikat tekintve, azonos visel-
kedést mutatnak. Ennek oka, hogy a meghata-
rozo tényez6 maganak a nemlinearitdsnak a
természete, amelyet egészen més tulajdonsadgok
szabnak meg, mint a mikroszerkezetet.
Felmerilhet a kérdés, hogy mindez nem je-
lenti-e azt, hogy a nemlineéris jelenségek te-
rén, bar egyes terleteken belll univerzélis
torvenyeket talalunk, afizika kiillonb6z6 fejeze-
tei kozotti kapcsolat gyengilne. A helyzet
ennek éppen az ellenkezbje, és az dertlt ki, hogy
a masodrend( fazisatalakuldsok nagyfokd ha-
sonlosagot mutatnak egy sor méas problémaval,
igy példaul a hetvenes években igen szoros
kapcsolat alakult ki a kritikus jelenségek
vizsgélata és a relativisztikus kvantumtérelmé-
let kozott. Ugy tlinik, a fizika fejezeteit olyan
rendszernek kell tekinteniink, amelyben a kap-
csolatok sokrétiibbek, mint azt korabban gon-
dolni lehetett. A hagyoméanyosan hangsulyo-
zott kapcsolat azt emeli ki, hogy azok az
objektumok, amelyek egy szinten az elemi
OsszetevOk szerepét toltik be, a kovetkezd
szinten magat az Ujabb elemi 6sszetevOkre
bontandd egészet képviselik. A nemlineéris
jelenségeken keresztiil kialakul6 kapcsolat a
fizika kilonboz6 fejezetei kozott éppolyan
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intenziv lehet, mint a hagyoméanyos, s6t kzvet-
lenll kothet dssze olyan fejezeteket, melyeket a
hagyomanyos besorolasban toébb szint valasz-
tott el egymastol.

A mésodrend( fazisatalakulasok és a kvan-
tumtérelmélet kozotti kapcsolat a nemlinea-
ritds elemzésének magas szintjén valosult meg.
Ezzel kapcsolatban elsésorban Kenneth Wil-
son nevét kell emliteni, akit 1981-ben a méasod-
rendd fazisatalakuldsok elmélete terén elért
eredményeiért a fizikai Nobel-dijjal tlintettek
ki. Wilson az an. renormal&si csoport modszert
dolgozta ki, mely mind a jelenségekben rejlg
Iényegi vonasok megragadasa, mind pedig az
alkalmazasok szempontjabdél rendkivil haté-
konynak bizonyult [10], [7], [8], [9].

Maédszerét itt, Budapesten is szamos kritikus
dinamikai probléma vizsgélata soran alkalmaz-
tuk [11-18], [8]. Legyen szabad egyet kiemel-
nem, mely a nemlinearitas egy Uj aspektusaval
volt kapcsolatos [8], [14], Wilson mddszere a
fizikai rendszerhez az azt specifikdlé paraméte-
rek terében egy pontot rendel. A renormalasi
csoport egyenletei azt irjak le, hogyan vandorol
ez apont, haarendszerb6l a gyors valtozasokat
eliminéljuk és a megmaradt szabadsagi fokok-
kal alkotott rendszert Gj, renormalt paraméte-
rekkel jellemezziik. A paramétertérben Kiraj-
zolt trajektoriat szolgaltatd egyenletek maguk
is nemlinedrisak, igy felmerll a kérdés, nem
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Iéphet-e fel ezekkel kapcsolatban isa bifurkacio

jelensége. A valasz igen, és ilyen instabilitast
talaltunk egy altalunk bevezetett altalanos mo-
dellben, mely specidlis esetként tartalmazott
bizonyos méagneses rendszereket és a szuper-
folyékony héliumot leir6 modellt is.
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3. KRITIKUS DINAMIKA
HATARCIKLUSRA VEZETO
BIFURKACIO KOZELEBEN

Attérve a bevezetGben felsorolt masodik
témara, a hatarciklusra vezetd, Gun. Hopf-bi-
furkécio problémajardl csak igen roviden sze-
retnék szolni. Ez az instabilitds termodina-
mikai egyensulytol tavoli rendszerekben gyak-
ran eléfordul. Gondolhatunk valamilyen nyilt
kémiai reakciérendszerre, konkréten pl. a
Bjelouszov—Zsabotyinszkij-reakciora; kont-
rollparaméternek tekinthetd az un. tartézkoda-
si id6 a reaktorban, illetve valamelyik kémiai
Osszetevd koncentréacidja [19].

Nem vérhato, hogy egy ilyen insjabilitas
kozelében a dinamikai skalaviselkedés vélto-
zatlan forméban fennalljon. A renormaélési
csoport alkalmazésa sordn ugyanis csak azok a
gyors modusok kiiszob6l8dnek ki, amelyek ro-
vid hulldmhosszal rendelkeznek. A Hopf-bifur-
kacional jelen van egy olyan nem divergald
karakterisztikus id6, amelyikhez végtelen hul-
lamhossz tartozik, igy az nem kiiszobol6édik Ki.
Ki lehet mutatni, hogy a rendparaméter ebben
az esetben egy komplex vektor, amelynek val6s
és képzetes része kifejezhet6 a vizsgalt fizikai,
vagy éppen kémiai rendszer paramétereivel.
Azt a kérdést vetettiik fel [20], nem lehetne-e un.
mértéktranszforméacioval a komplex sikban
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forgd koordinata-rendszerre attérni, amelybdl
nézve a kritikus viselkedés mar megegyeznék a
fazisatalakulasoknal latottal. Természetesen
az eljarés csak akkor tartalmas, ha maga a
mértéktranszformacié mentes a kritikus szin-
gularitasoktol. Altalanos renormalasi  cso-
port meggondolasokkal be tudtuk bizonyi-
tani ilyen mértéktranszforméacié létezését. A
mértéktranszformacio paraméterét egy Un. re-
levans nemlineéris skalatér eltinésének feltétele
szabja meg. A feltétel kiértékelése altaldban
csak kozelitd eljarassal lehetséges, példaul négy
dimenzio koruli sorfejtéssel, és az eredmény-
nek a fizikai harom dimenziéra val6 extra-
polalasaval. A jelenlegi Kkisérleti lehet8ségek
sajnos nem teszik lehetévé a korrel&cios
fliggvényre kapott skalaalak mérési ellen-
Orzését. Tekintettel azonban a kisérleti tech-
nika gyors Utemi fejl6désére ezen a teriileten,
remélni lehet, hogy a kisérleti ellenérzés belat-
hat6 id6n beltul megvaldsulhat.
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4. DINAMIKAI SKALAZAS
PERIODUSKETTOZz0
BIFURKACIOSOROZATBAN

Végul a dinamikai skalazas problémakoreé-
nek harmadik alkalmazésaként kaotikus &lla-
potra vezet6 peridduskett6zé bifurkaciosoro-
zatr6l szeretnék beszélni. Az ilyen folyama-
tok legegyszerlibb modellje egy alkalmasan
valasztott egydimenzids leképezés, amelyhez
példaul a kévetkez6képpen juthatunk. Tegyilk
fel, hogy valamilyen rendszeren szabalyos in-
tervallumokban méréseket végzink. Ha egyet-
len mennyiséget mérink, akkor pl. az n-edik
mérés reprezentalhatd egy valos szammal, és a
mérések eredménye valds szamok egy sorozata
lesz. Egy nagyon egyszer(i matematikai modellt
ugy nyerhetlink, hogy feltessziik, az («+ I)-edik
mérés eredménye csak az /j-edik mérés
eredményének a fiiggvénye, és e fliggvény
alakja nem fiigg «-t6i. Ebben a modellben te-
hat egy leképez6fliggvény iteréltjai érdekelnek
benniinket, ha az id6beli fejlédést akarjuk
kdvetni. Konkrét rendszer esetében természete-
sen ellen6rizhetd, legaldbbis elvben, hogy egy
ilyen egyszeri modellalkotds megengedett-e.
Jelenleg a fejl6dés f6 iranya a modellek tulaj-
donséagainak vizsgalata, mert kisérleti eredmé-
nyekkel lehet alatdmasztani ezek alkalmaz-
hat6sagat, mégpedig megdobbentden szertea-
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gazé teruleteken. Nemcsak fizikai rendszerek-
ben, mint pl. a turbulens d&ramlas kiala-
kulasanal, hanem kémiai és szinte valamennyi
kaotikus viselkedést mutat6 egyéb nemlinearis
rendszerekben is [21].

Alkalmasan valasztott ilyen egydimenzios
leképezésben a kontrollparaméter valtoztatasa-
val peridduskett6zé bifurkaciok végtelen soro-
zata lép fel, és ezek akkumulacios pontja felett
kaotikus allapot alakulhat ki [21], Az akku-
muléciés ponthoz tartva tehat egy divergald
karakterisztikus id6 jelenik meg, a ,palya”
periddusideje. Ez a korulmény lehet6vé teszi
durvaszemcsés leirds bevezetését, hasonldan
ahhoz, ahogy azt a mésodrend( fazisatalakula-
sok dinamikajanal tettiuk, feltéve, hogy olyan
események érdekelnek bennlnket, amelyek
kozott eltelt id6 hosszu. Az eljaras konkréten
a kovetkez6t jelenti [22]: bevezetink egy ef-
fektiv leképezést, melyben egy lépés az eredeti
leképezés valahanyadik iteraltjanak felel meg,
azaz eliminaljuk a gyors valtozasokat. Az (j
idéegységet elegendben nagynak kell valaszta-
ni, de kisebbnek, mint a sz6ban forgd kontroll-
paraméter értékhez tartozO karakterisztikus
idd. A két feltétel természetesen egyszerre csak
akkor elégithetd ki, ha kozel vagyunk az
akkumulacios ponthoz. Az igy kapott leképezés
skalatranszformacidval szemben invarians lesz,
mely tulajdonsag altaldban aztjelenti, hogy egy
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valtoz6 megvaltoztatdsa ekvivalens egy vagy
tobb egyéb valtozd megfelel6 valtoztatasaval.
A jelen esetben a dinamikai skalazés szellemé-
ben az id6egység valtoztatasa kompenzélhato a
koordinata-rendszer alkalmas nyUjtasaval és a
kontrollparaméter renormalasaval. A dinami-
kai skalazas specialis esetként tartalmazza az
attraktorra vonatkozd Feigenbaum-féle skéla-
torvényeket, megadja viszont ezenkivil az
attraktorhoz valé tartas univerzalis tulajdonsa-
gait is. Lényeges, hogy a két Feigenbaum-féle
univerzalis alland6 ennek jellemzésére is telje-
sen elegendd, tovabbi univerzalis allandé beve-
zetésére nincs szlikség.

Az eddigiekben azokat az univerzalis tulaj-
donsagokat tekintettem at, amelyek instabilita-
sok kozelébe jutva a nemlinearis ,vilagban”
uralkodnak. A masodrend( fazisatalakulasok
torvényszeriliségeinek tisztazasa és az ennek
kapcsan kidolgozott modszerek e terilet fej-
I6dését kozvetleniil befolyasoltadk. En termé-
szetesen az elméleti modszerekrél beszéltem, de
ez ervényes a kisérleti technika vonatkozaséaban
is. igy példaul az els6 olyan mérés, amely képes
volt szelektdlni a turbulencia kialakulasara
vonatkozo elméletek kozott, olyan fényszérasi
technikaval tortént, amelyet elészor a dinami-
kai kritikus jelenségek tanulményozaséra dol-
goztak ki mésodrend( fazisatalakuldsok ko-
zelében.
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5. TOVABBI NEMLINEARIS
JELENSEGEK

Kérdés, mi torténik, ha a kontrollparamétert
tovabb valtoztatva tuljutunk az instabilitason.
Sok rendszer esetében ilyenkor Gjra a linearis
fizika vilagdban taldljuk magunkat, legalabbis
atmenetileg. Vannak azonban kivételek mar
a masodrend(i fazisatalakuldasok korében is,
mégpedig azok, amelyeknél a fazisatalaku-
la&s sordn egy folytonos szimmetria sérult:
ekkor a kritikus viselkedésre emlékeztet6
tulajdonsagok uralkodhatnak az egész ala-
csonyhémérsékleti fazisban. Ezekkel a kér-
désekkel foglalkozva azt taldltam példaul,
hogy a korrelaciok id6beli lecsengése hat-
vanyfuggvényszer(i lesz, bar &ltaldban mas
exponenssel, mint a kritikus hémérsékleten
[23]. Jelent®s effektus, hogy a szokasos hidrodi-
namikai kép érvényét vesztheti. A makroval-
tozok nemlinedris csatoldsai oda vezetnek, hogy
példaul az izotrop antiferromagnesben (melyre
j6 példa a RbMnF3) a teljes magnesezettség
longitudindlis diffaziés allanddja a szokasos
értelemben nem létezik, a hosszUhullamhosszu
hataresetben divergal. A difflziés folyamat
karakterisztikus ideje tehat nem a hullamhossz
masodik hatvanyaval, hanem annal alacso-
nyabb hatvanyéaval lesz ardnyos. Az egydtt-
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hatdra végzett szamolasunk jol egyezik a neut-
ronszorasi kisérletekkel [15], [23].

Hatvanyfiiggvény szerint lecseng6 korrela-
ciok uralkodhatnak hatarciklust tartalmazo
fazisban is, ahol ebbdl az allapotbdl lehetséges
atmenet az On. faziskdoszba. Vizsgaltuk ennek
az utobbi atmenetnek is a tulajdonsagait, és azt
talaltuk, hogy ennek jellegét a fluktuaciok
kvalitative megvaltoztatjdk, egy atmeneti
tartomanyban ugyanis nem lehetséges a fa-
ziskdoszarol beszélni, mert a rendparaméter
nagysaga zérusra renormalddik a feler6s6d6
kritikus effektusok miatt, és igy a fazis ertelmét
veszti [24],

Véglil, elérkezve barmilyen kaotikus allapot-
ba, nyilvanvald, hogy ott tovabbra is a nemli-
nearis fizika vildgdban maradunk, hiszen a
kaotikus viselkedés az er6sen nemlineéris vi-
szonyok talan leglatvanyosabb megnyilvanula-
sa. Az egydimenzios leképezésnél a periddus-
kett6zd bifurkaciok akkumulaciés pontjan
tuljutva a kaotikus allapot fokozatosan fejlé-
dik, meg-megszakitva kdzben egyszer( periodi-
kus attraktorokkal. Végiil a kontrollparaméter
egy, a leképezésre jellemz6 értékénél eljutunk az
an. teljesen kifejlédott kdosz allapotba, mely
azzal jellemezhetd, hogy a topologikus entropia
a maximumat érte el. Ennek a pontnak van
érdekes torténeti vonatkozasa. S. M. Ulam és
Neumann Janos a negyvenes évek végén ta-
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nulmanyozta ilyen kiriilmények kozott a
masodfoku polinom leképezést, és meghatéaroz-
ta annak sztochasztikus tulajdonséagait. Neu-
mann Janos ezzel a turbulencia problémajanak
kapcsan foglalkozott, amely abban az idében
kutatasainak egyik targya volt. Ugy tlinik
azonban, nem tételezte fel, hogy ilyen modon
valoban realisan modellezni lehet a turbulens
viselkedést; ez a felismerés még mintegy negyed
sz&zadot varatott magara.

A hetvenes években a teljesen kifejlédott
kaotikus allapotot azokban a leképezésekben
vizsgaltak, melyek konjugaltak a Neumann
altal tanulményozott leképezéshez [25],
Nyilvanvaléva valt azonban, hogy ez nem
elegendd. Mi is foglalkoztunk a problémaval,
és specifikdlni tudtuk azt az irdnyt a
fuggvénytérben, mely — szemléletesen szo6lva
— merdleges a konjugalas altal kijelolt irdnyra
[26]. Egy perturbaciészamitasi eljarast vezettiink
be és dolgoztunk ki, mely alkalmas arra, hogy
pl. a masodfoki polinom leképezés kdrnyeze-
tében fekvd leképezések kaotikus jellemz6-
it szamithassuk [27]. A Kolmogorov—Sinai-
entropiara és a korrelacios flggvényre kapott
eredményeink egy sor, masok altal talalt sza-
mitogépes kisérleti eredmény elméleti magyara-
zatat szolgaltattak.
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6. ATTEKINTES

Befejezésiil a témakdr néhany altalanos as-
pektusarol szeretnék szolni. Ha azt a folyama-
tot tekintjuk, melynek eredményeként a nemli-
nearisjelenségek vizsgalata az érdekl6dés hom-
lokterébe kerilt, megallapithatjuk, hogy ez a
fejlédés er6sen interdiszciplinaris volt. Azt
lehetne mondani, hogy a fizika ebbe nagy
intenzitassal csak az utobbi évtizedekben kap-
csolodott be, annak ellenére, hogy a problé-
makor a fizikaban egyaltalan nem Uj, hiszen a
mult szazad utolsé szakaszéban ilyen iranyd
kutatasok jelentés szerepet jatszottak. Ez az
irdnyzat azonban hattérbe szorult, hiszen a
vezet szerepet joggal a 20. szazadi fizika nagy
elméletei foglaltdk el, a relativitaselmélet és a
kvantummechanika. Erdekes tény, hogy a
modern fizika a szdzad masodik felében sok
szempontb6l hasonld problémékkal taldlta
magat szemben, mint amelyeket a klasszikus
fizika a mult szdzad végén befejezetlenil ha-
gyott. Ennek a fejlédésnek egyik megnyilva-
nuldsa volt a mar emlitett szoros kapcsolat a
folytonos fazisatalakulasok elmélete és a relati-
visztikus kvantumtérelmélet kdzott. Emlitésre
kivankozik itt, hogy a kvantummechanikatol
egy masik iranyba, a klasszikus mechanika felé
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tekintve egy igen aktiv kutatasi terlletét talal-
juk a nemlineéris jelenségeknek. Ez az un.
félklasszikus tartoméany, és a problémafelvetés
itt is meglehet6sen régi. Einstein ugyanis mar
1917-ben foglalkozott azzal a kérdéssel, hogy
alkalmazhaték-e a Bohr-féle kvantumfeltéte-
lek, ha a Kklasszikus mechanikai rendszer nem
integralhatd, vagyis a mai szohasznalat szerint,
ha kaotikus mozgast produkal. A terilet igen
gazdagnak igérkezik — els@sorban a klasszi-
kus és a kvantummechanika kapcsolatanak
mélyebb megértésére vezetd — elvi jelent6ségui
eredményekben, ugyanakkor mar alkalmazasi
lehet6ségei is felmertltek.

Az a tény, hogy a fizikai alapkutatdsokban a
nemlineéris probléméak hossz( id6n keresztil
hattérbe szorultak, természetesen nem jelenti
azt, hogy az ilyen irdnyu fejlédés sziinetelt
volna. E tekintetben els6sorban a matematikat
kell emliteni, konkrétan mindenekel6tt a dina-
mikai rendszerek elméletét. A fizika kérdésfel-
tevései (mint pl. a statisztikus fizika megala-
pozasanak probléméja) sok tekintetben a
fejlédés meginditdi voltak. Kuléndsen az utdb-
bi két évtizedben azonban olyan eredmények
szilettek, mint példaul a kulénds attraktor
létezéseének felismerése, melyek legkevéshé sem
voltak el6re lathaték, és fontos elemeivé valtak
a jelenlegi fejl6édésnek. Masik példaként a
miszaki tudomanyokra lehet utalni. Napjaink-
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ban az egyik jellegzetesség, hogy olyan
kérdések, amelyeket hossz( idén keresztil a
m(iszaki tudomanyok vizsgéaltak, visszaker(l-
tek a fizikai alapkutatds aramlatdba. Ennek
egyik eredménye, hogy egymastol elszigetelten
tanulményozott probléméak, Uj szempontok
szerint kozelitve azokhoz, kapcsolatba kertl-
nek egymassal. JO példa erre a folyadékok
turbulens &ramlasa és a nemlineéris elektro-
mos aramkorok ,,determinisztikus zaja”, vagy
éppenséggel naprendszerink stabilitAsénak
kérdése. Megjegyzésre kivankozik, hogy az
elektromos aramkorok sokkal alkalmasabbik
a kéoszjelenség kvantitativ vizsgélatara, mint
akar a turbulens aramlas, akar a kémiai reak-
cidrendszerek kaotikus viselkedése, mert a
karakterisztikus frekvenciak, és ennek megfe-
lel6en az informacidaramlasi utem, nagyob-
bak. Egyébként maga az a tény meglep6 és
elgondolkodtatd, hogy egyszer( elektromos
aramkordkben (amelyekben pl. egyetlen nemli-
nearis elemként egy alagutdidda szerepel) ma-
napsag alapvetéen Uj jelenségeket lehessen
felfedezni. Kézenfekv6, és nem akarok itt ra
részletesen kitérni, hogy a kémia és bioldgia is
felvetették az er8s nemlinearitassal kapcsola-
tos problémakat a sajat teruletiikdn, és
nagymeértékben hozzajarultak az altalanos fej-
I6déshez. Vonatkozik ez a legUjabb idében a
kaotikus viselkedésre is. igy pl. a kilonos
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attraktorra vonatkoz6 egyik legrészletesebb
mérés a Bjelouszov—Zsabotyinszkij-reakcio
vizsgalatabdl szarmazik. Kimutattak, hogy egy
ilyen, igen sok komponensi reakcidban a
kilonos attraktor beagyazhatd egy haromdi-
menzios altérbe, az attraktor Hausdorff-dimen-
zioja valamivel nagyobb, mint kettd.

A nemlinearis jelenségek kutatdsdnak pers-
pektivdja szempontjabol alapvetd kérdést agy
lehetne megfogalmazni, hogy a valdésag mekko-
ra részének modellezésére képes a linearis
(pontosabban a gyengén nemlineéris) fizika,
illetve milyen mértékben van sziikség ehhez az
er6sen nemlineéris fizikara. Sajnos ezt a kérdést
igazan megalapozottan jelenleg nem lehet meg-
valaszolni. Taldn nem érdektelen viszont utalni
arra, hogy egy ezzel bizonyos mértékig rokon
kérdés a klasszikus Hamilton-féle mechanika-
ban megvalaszolhatd. Ha elképzeliink ugyanis
egy absztrakt teret, amelynek elemei a lehetsé-
ges Hamilton-féle fuggvények, akkor bizonyi-
tott tétel, hogy a nem integralhatd mechanikai
rendszerek, vagyis azok, amelyek kaotikus
mozgast produkélnak, ebben a térben min-
denutt slrldn vannak, mig ez az integralhat6
rendszerekre nem all fenn. Bizonyosra vehet6,
hogy a helyzet nem ennyire egyoldal(, ha
kiléplink a Hamilton-féle mechanika keretei
kozil, de varhatd, hogy az er6sen nemlinearis
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tulajdonsagu rendszerek aranya szamottevd
marad.

El6adasom végére érve koszonetét szeretnék
mondani az egylttm({kodésért mindazok-
nak, akikkel az elmult évek folyaman ilyen
problémékon egyiitt dolgoztam: feleségemnek,
Menyhard Noranak, akivel elsésorban a hatva-
nas években a dinamikai kritikus jelenségek
tertletén dolgoztunk egyutt, tovdbba Kondor
Imrének, Racz Zoltannak, Sasvari Laszlénak,
Rujan Palnak, Tél Tamadsnak és Gyorgyi
Gézéanak.
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