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BEVEZET ES

Ily médon dsszekapcsolva a matema-
tikai bizonyitdsok szabatossagat a
véletlen bizonytalansagaval, és ezeket
a latszélag homlokegyenest ellenkez6
dolgokat egymassal kibékitve, e tan
joggal tarthat igényt a kovetkez6,
mindkét ellentétes alkotéelem nevét
kolcsénvevd, valéban meghdkkentd
elnevezésre: a véletlen matematikaja

(20}, (1

Els6 fiktiv Pascal-levelében Rényi ezeket a
valéban Pascaltdl szarmazd sorokat idézi.
Majd ugyanezt agondolatot folytatva a harma-
dik Pascal-levélben igy ir: ,,A véletlen fogalmat
évszazadokon &t babonés hit dvezte, és azt
hiszem, ez tartotta vissza az embereket attol,
hogy a Véletlen jelenségeket megprdobaljdk
tudomanyos vizsgalat targyava tenni.” Ugy
gondolom, hogy val6ban igaza van Rényinek,
amikor azt allitja, hogy a valdszinliségszamitas
viszonylag kés6i kialakulasdnak az az oka,
hogy a matematikusok Pascal és Fermat el6tt
nem hittek abban, hogy a véletlen jelenségek is
szigoru torvényszeriiségeket kdvetnek, amelye-
ket matematikai eszkdzokkel lehet targyalni.

Boréi csak 1909-ben bizonyitotta be a nagy
szamok er@s torvényét (illetve annak legegy-
szer(ibb alakjat), amely azt allitja, hogy egy
szabdalyos pénzdarab egymas utani dobasai sorén
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afej relativ gyakorisadga 1 valdsziniséggel 1/2-
hez konvergdl. Ez volt az els6 szabatosan
bizonyitott tétel, amely azt allitotta, hogy egy
veéletlen sorozat elég hosszu id6 (elég sok dobas)
utan lvaloszinliséggel tetszélegesen kozel keril
egy konstanshoz, vagyis lényegében determi-
nisztikussa valik.

Béreinek ez a tétele ma mar mindenki
szaméra természetesnek tlnik, de gondoljuk
meg, hogy bar mindennapi tapasztalatainkbdl
jol ismert tényr6l van sz0, mégis a jézan ész
szamara egyaltalan nem viladgos, hogy egy
véletlen sorozat (a fej-dobasok relativ gyako-
risdga) miért kdvet barmilyen térvényszer(isé-
get 1 val6szinliséggel.

Ugyancsak klasszikus eredmény a kovet-
kez6: legyen Xv X2. .. flggetlen (0, 1) paramé-
terl normalis eloszlasu valdszinlségi valtozok
sorozata, és legyen

X* = max_ Xk.

| SKB
Ekkor

lim (A"J —v/Tlogn) = 0
an(D( gn)

1valdszinlséggel. Vagyis elég nagy nesetén az n
elemi Xu X2 ..., X, minta legnagyobb
elemének értéke szinte determinisztikus lesz,

Iényegében J | log n-nel lesz egyenlé.
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Azt hiszem, azok is, akik Boréi emlitett
tételét, a nagy szamok er@s torvényét a nyilvan-
vald, vilagos dolgok kozé soroljék, ezen utdbbi
tételre mar nem fogjak azt allitani, hogy termé-
szetes.

Jelen dolgozatban néhany tovabbi, ilyen
jellegli, meglepd példéat kivanunk bemutatni.
Nevezetesen olyan véletlen sorozatokat fogunk
vizsgalni, amelyek el6bb-utébb kdzel olyan
viselkedést mutatnak, mintha determinisztikus
sorozatok lennének.

Aszerepl§ tételek bizonyitasat itt nem fogjuk
kdzdlni, de utalunk arra, hogy a bizonyitasokat
hol lehet megtalalni.



DEFINICIOK

Legyen A®, X 2, ... val6szin(iségi valtozok
egy sorozata, azt mondjuk, hogy

1 Definicié. Az a(n) (n = 1,2,...) fuggvény
az (Af,) sorozat felsé-fels6 osztalydba tartozik
(a(«) e FFO{Xn)), ha 1 valdszin(iséggel véges
sok n kivételével

X, <H0.

Ez a feltétel ugy is fogalmazhatd, hogy: létezik
olyan 1 valészinlséggel véges, egész értékd n0
val6szinlségi valtoz6, hogy n2in0 esetén Xn
<a(n).

2. Definicio. A B{n) (n = 1,2,...) fuggvény
az (A'J sorozat fels6-als6 osztalyaba tartozik,
(R(n)eFAO(X,,)), ha 1valbsziniiséggel végtelen
sok n-re

XK.

3. Definicio. Ay(n)(n = 1,2,...) fliggvény az
(XJ sorozat also-felsé6 osztalydba tartozik
(y(n)eAFO(Xn), ha 1valészinlséggel végtelen
sok n-re

4. Definicio. A6(n)(n = 1,2,...) fliggvény az
(AT,) sorozat als6-als6 osztalydba tartozik
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(6(n)eAAO(X,)), ha 1valdszinliséggel véges sok
n kivételével

x.>6(n).

1 Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy minden
olyan fliggvény, amely nem tartozik az (Xn)
sorozat fels6-fels§ osztalyaba, eleme a fels6-also
osztélynak, azaz FFO(Xn) komplementer hal-
maza FAO(X,,). Hasonléan AAO(Xn) komple-
menter halmaza AFO(X,,).

2. Megjegyzés. A fenti 4 definicié Iényegében
P. Lévytdl szarmazik (1937).

5  Definicié. Valoszin(iségi valtozoknak egy
X1,X2-.- sorozata aszimptotikusan kvazi
determinisztikus (AKD), ha léteznek olyan/,(«)
th(n) (« = 1,2,...) determinisztikus
fuggvények és olyan C>0 allandd, hogy

Iir?@*sé[t)lp(IZ(n) -1,(«))9C,

és 1 valdszinliséggel véges sok n kivételével

6.  Definici6. Valdszinlségi valtozoknak egy
Xi,X?2 mm sorozata aszimptotikusan determi-
nisztikus (AD), ha létezik olyan f(n) (n
= 1,2,...) determinisztikus fggvény, amelyre

lim (X,-J\ =0
«-I‘(nf)( ")

1 valdszintséggel.



Az 5—6. definiciok viladgosabba tétele
érdekében talan érdemes a kdvetkezd nyilvan-
val6an ekvivalens definicidkat is megadni.

5.* Definicié. Valdszinliségi valtozoknak egy
Xi,X2 mmmsorozata AKD, ha léteznek olyan
f2{n)eFFO(Xn) és j\(n)e AAO(Xn) fliggvények,
valamint olyan C> 0 &llandd, amelyekre

lim sup(/An}— i(m)"C. @

6.* Definicio. Valdszinliségi valtozoknak egy
X 1fX2... sorozata AD, ha léteznek olyan
f 2An)eFFO(X,,) és/,(n)e/l/10(Vn fliggvények,
amelyekre

lim (/2n)-fi(n)) = O.

3 Megjegyzés. Abban az esetben, ha

X% X2 ...nem AKD, azaz nem léteznek olyan
fAn)eFFO(XJ, fr"eAAOQO X" fuggvények,
amelyekre (1) teljestl, akkor is elképzelhetd,
hogy talalhatok olyan f2n)eFFO(Xn) és
/ A(n)eA/10(Am) figgvények, amelyekre az f 2(n)
—+,(«) kilonbség igen ,lassan” tart végtelen-
hez. llyen esetekben azt mondhatjuk, hogy az
X UX2... sorozat ,kevéssé véletlen”. llyen
értelemben a fels6-felsd, illetve als6-alsd osz-
talyok egydttesen valaszolnak arra a kérdés-
re, hogy valdszinliségi valtozéknak egy
Xi, X2 ... sorozata ,,mennyire véletlen”.
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4. Megjegyzés. Az X lyX 2, mmm val6szinliségi
valtozo sorozat helyett egy (X,-, t” 0) sztochasz-
tikus folyamatot vizsgéalva trivialisan megad-
hato a fenti hat definicié folytonos megfeleléje.
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PELDAK

(i) Legyen Yj, Y2 ... fuggetlen, egyforma
eloszlasi valdszinliségi  valtozOk sorozata,
kozos eloszlasuk legyen

PO = +1) = P(y; = -1) = 12 (i= 1,2,..).
Tovéabba legyen

A nagy szdmok er@s torvényének a Bevezetés-
ben emlitett Borel-féle alakja szerint
I =0
N
1 valészin(iséggel.
Fenti definiciok felhasznalasaval ez a tény

a kovetkez6képpen fogalmazhat6: tetszéleges
e>0 esetén

a(«)s£6 FFO(X.), )
fl(n) =—ee FAO(X.), )
o([)=ce AFO{xn), @
)= —£6 AAO(X,), ®)

az (X,,) sorozat AD.

(i)  Boréi tétele természetesen nem adja meg
az (X,) sorozat negy osztadlydnak pontos jel-
lemzését. A pontos jellemzés megtalalasaval
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szamos kutaté foglalkozott, végil Erdds (1942)
és Feller (1943) a kovetkezd eredményre jutot-
tak. Legyen f(n) monoton ndvekvé fliggvény és
legyen

Ekkor

5. Megjegyzés. Ez az eredmény pontosan
megadja, hogy a monoton fliggvények kozil
melyik melyik osztalyba tartozik. Nem ad
valaszt azonban arra a kérdésre, hogy egy nem
monoton fliggveény melyik osztalyba tartozik.

(i) A Bevezetéshen emlitett (X*) sorozat
négy osztalyara is a fentihez hasonlé jellemzés
adhato, erre itt nem kivanunk kitérni.
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A LEGHOSSZABB TISZTA FEJ
BLOKK HOSSZAROL

Varga Tamas (aki szamtalan j6 Otlettel
gazdagitotta a kozép- és Altalanos iskolai
matematikatanitast) altalanos iskolasok
valOszinliségszamitas-oktatasat a kovetkezd
Kisérlettel szokta kezdeni.

Az osztalyt két részre osztja, az egyik cso-
portban minden gyereknek egy pénzdarabot
kell (mondjuk) kétszazszor feldobnia és leirnia
egy papirra a dobasok eredményeit. A masodik
csoportban a gyerekeknek pénzdobés nélkil
kell el6allitaniuk egy 200 hosszUséagu ,,véletlen”
fej-irds sorozatot. A Kkisérlet elvégzése utan a
gyerekeknek a papirokra egy-egy jelszot kell
felirniuk. igy a papirosokat 6sszeszedd tanar
nem tudja, hogy melyik papirszelet jott az igazi
és melyik az A&lvéletlen csoportbol. Ennek
ellenére kevés hibaval képes megallapitani a
kapott fej-iras sorozatok eredetét.

Akisérlet altalaban j6 eredménnyel végzédik,
a tanar az eseteknek csak mintegy 10 szazaléka-
ban téved. Mondanunk sem kell, hogy a gyere-
keket a sikeres ,,blvészmutatvany” nagy lelke-
sedéssel szokta eltdlteni.

Varga Tamés ezen sikeres mutatvanya a
kovetkez6 egyszerl észrevételen alapszik. Az a
gyerek, aki mesterségesen probal meg egy
véletlen sorozatot gyartani, félni fog tal sok fejet
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(vagy firast) irni egyméas utén, Ggy gondolja,
hogy 3—4 fej utdn okvetlendl irdsnak kell
kovetkeznie. A pénzdarab ,,memdridja” nem
ilyenjo, egy 200 hosszusagu igazan véletlen fej-
irds sorozatban 6—7 hosszusagu tiszta fej-
blokk is el6 szokott fordulni. Ennek alapjan
Varga Tamas dontési eljardsa a kovetkezd:
azokrol a fej-iras sorozatokrél mondja, hogy
igazi véletlen sorozatok, amelyekben a leg-
hosszabb csak fejet tartalmazé blokk hossza 5-
nél hosszabb. Ez az eljards szolgaltatja az
emlitett sikeres eredményt.

A sikeres blivészmutatvany a kovetkez6
komoly matematikai probléméhoz vezet:

Egy n hosszUsagu véletlen fej-irds sorozat-
ban milyen hosszi a leghosszabb csak fejet
tartalmazo blokk?

Ezt a problémat Erd6s Pallal ([6]) kdzdsen
vizsgéltuk. Eredményilink egyszer(ibb leirasa-
hoz érdemes bevezetni a kdvetkez6 jel6léseket.

Legyen X, X2 mme f(iggetlen, egyforma
eloszlasu valdszinliségi valtozok sorozata

P(X,=0) = P(X, = =12
eloszlassal, tovabba legyen SO = 0,
Sn= Xx+X2+ ... + Xnés

1N, K) = Ol‘__JIrJ(@N_K(Smk-SJ (KaN).

Végll jelentse ZNa legnagyobb egész szdmot,
amelyre
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HN,zh) = ZN

Itt természetesen ZN a leghosszabb tiszta fgj
blokk  hossza. Ekkor Erd6ssel  kdzos
eredményiink igy fogalmazhato.

(i)  Legyen (a(n)) pozitiv szamoknak tetszéleges

sorozata, amelyre

£ 2 <oo,
izl

ekkor ot(n)e FFO(Zn),
(i) Legyen (/2(«)) pozitiv szamoknak tetszéle-

ges szorzata, amelyre

n=1

ekkor 3(n) e FAO(Zn),
(iii) tetsz6leges e>0 esetén
y(n) = [log n - loglog log n+
+logloge-1+£]e.4F0(Z,,), ©®)
(iv) tetsz6leges e> 0 esetén
S(n) = [log n—og loglog n+

+ loglog e -2 —r.]eAA0(Z,), U

ahol log kettes alapu logaritmust jelent.

6. Megjegyzés. Fenti eredménybdl vilagos,
hogy (Z,,) nem AD, s6t nem is AKD. Azonban a
FFO(Z,,)-nek példaul az

a0(n) = log n+ 1, 1loglog n
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eleme olyan koézel van az AAO(Z,,)-nek a (7)
formulaval megadott 6(n) eleméhez, hogyjoggal
mondhatjuk, hogy a (Z,) sorozat ,kozel deter-
minisztikus”. Ha kiszamitjuk a0(n) és &(n)
értékét n = 212'~6,74 . jo315652 és £=0,1
esetén, akkor az a = a0(22°) = 1048 598 és a
6 = G2 = 1048571 szdmokat kapjuk.
Eredményeink tehat azt jelentik, hogy ha 222'
alkalommal feldobunk egy pénzdarabot, akkor
a leghosszabb tiszta fej-sorozat hosszanak
1048 571 és 1048 598 kozott ,,kell” lennie.

7. Megjegyzés. Az AFO(Z,,) és AAO(Z,,)
fuggvényosztalyok pontos jellemzését Guibas-
Odlyzko (1980) és Samarova (1981) is meg-
adtdk. Samarova azzal a kérdéssel is foglalko-
zott, hogy ha a (Z,,) sorozatot definialo egyfor-
ma eloszlasu valdszinlségi valtozok nem
fuggetlenek, hanem egy homogén Markov-lanc
elemei, akkor hogy lehet a (Z,) sorozat négy
osztalyét jellemezni.

8. Megjegyzés. Szamitastechnikaban érdekes
és fontos probléma, hogy hogyan lehet géppel
»Véletlen” szamsorozatokat generélni. Szdmos
médszert dolgoztak ki arra, hogy megtanitsa-
nak egy gépet olyan fej-irds sorozatot general-
ni, amely Ggy viselkedik, mint egy szabalyos
pénzdarab feldobasaval nyert valéban véletlen
fej-iras sorozat. Valdjaban mar az sem vilagos,
hogy ha gépunk mar tud gyartani valamilyen
»Véletlen” fej-irds sorozatot, akkor hogyan
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lehet meggy6z6dni arrél, hogy ez a sorozat
valéban olyan, mintha igazi véletlen sorozat
lenne. Legtdbb véletlen-szdm generator esetén
attol kell félni, hogy a gép valamilyen (ismeret-
len) periddussal egy tébbé-kevésbé periodikus
sorozatot gyart. A legtobb szok&sosan haszna-
latos statisztikai modszer nem alkalmas arra,
hogy ezt a hibat észrevegye. Ugy tiinik, hogy a
leghosszabb tiszta fej blokk hosszanak vizsgala-
ta nemcsak arra alkalmas, hogy kimutassa,
hogy az osztdlyban melyik gyerek produkélt
igazi es melyik &lvéletlen sorozatot, hanem
arra is, hogy eldontse, hogy egy gép Altal
generélt sorozat tekinthet6-e véletlennek. Egy a
leghosszabb tiszta fej blokk hosszéan alapul6
statisztikai proba kilénodsen alkalmas arra,
hogy a sorozatnak a periodicitas okozta nem-
véletlen voltat kimutassa.

A fentiekben lattuk, hogy egy n hosszlsagu
véletlen fej-irds sorozat véges sok n kivételével
1 val6szinlséggel tartalmaz legaldbb egy

y(n) = [log n- logloglog n+loglog e - 2—£]

hosszusagu tiszta fej blokkot. Erdekes meg-
vizsgalni azt a kérdést is, hogy mi lesz a
diszjunkt y(n) hosszusagu tiszta fej blokkok
szama.

Legyen v fc) a [0, N] intervallum azon k
hosszisagu blokkjainak szama, amelyek csak
fej-dobasokbol  allnak, azaz vnk) =

18



de

Sm+k-Sm<k, ha i,+iSm</it, (i=1,2,...,».

Ekkor a diszjunkt y(n) hosszlsagu tiszta fej
blokkok vn(y(n)) szdama a kdvetkez6 maodon
jellemezhet6 ([12]).

Barmely e> 0-hoz talalhatoéak olyan

0<c, = c,(£)<c2 = c2e)<QO
konstansok, amelyekre

1 valészin(iséggel.

igy nemcsak azt mondhatjuk, hogy egy n
hosszusagu véletlen fej-iras sorozat véges sok n
kivételével 1valdszinlséggel tartalmaz legalabb
egy y(n) hosszusagu tiszta fej blokkot, hanem azt
is, hogy legalabb és legfeljebb O(log log n) ilyen
diszjunkt blokk van. Ez a tény akkor valik
meglepdvé, ha meggondoljuk, hogy 1
valészinlséggel végtelen sok n-re y(n)+2
hosszUsagu tiszta fej blokk egyaltalan nem lesz.

Természetesen, ha &(n) vagy nagyobb
hosszlsagu blokkokat vizsgalunk, akkor el
fog fordulni, hogy ilyen hosszu tiszta fej blokk
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egyéltalan nincs, de az is el6fordulhat, hogy
tobb viszonylag hosszu tiszta fej blokk van.
Példaul [logn + log log n] hosszusagu blokko-
kat vizsgalva a kovetkezd eredményre jutunk

([12])

0 = lim (iIr)lfv,,([Iog n+loglog /i])<

LN

dim sup v,([logn+loglog «])S 2
n*a

1 val6szinséggel.



HANY FEJ LEHET EGY
HOSSZABB BLOKKBAN?

Lattuk, hogy egy n hosszlisagu fej-irés
sorozatban milyen hosszu lehet a leghosszabb,
csak fejet tartalmaz6 blokk. Ha hosszabb
blokkokat vizsgalunk, akkor természetesen
nem fordulhat el6, hogy ezek kozott is lesz tiszta
fej blokk, de el6fordulhat, hogy valamelyik
blokkban igen sok fej lesz. Jelen fejezetben azt
fogjuk megvizsgalni, hogy egy viszonylag
hosszu blokkban milyen sok fej lehet.

a) Erdlssel egyltt ([6]) vizsgaltuk azt
kérdést is, hogy milyen hosszi lehet a leg-
hosszabb legfeljebb egy (vagy altaldban legfel-
jebb T (T=1,2,...)) irést tartalmaz6 blokk.
Legyen Z N(T) a legnagyobb egész szam, amely-
re

I(N,ZAT))AZAT)-T.
Ekkor Z n(T) jelenti a leghosszabb legfeljebb T
irast tartalmazé blokk hosszat. ZNT) a kovet-
kez6 modon jellemezhetd.

() Legyen (a(n)) pozitiv szamoknak tetszéleges

sorozata, amelyre
HQ-].M «))T 2-+">< 00,

ekkor a(n)e FFO(ZNT)),

(i) Legyen (B(n)) pozitiv szamoknak tetsz6le-

ges sorozata, amelyre
21



ekkor (n) e FAO(ZNT)),

(iii) tetsz6leges >0 esetén
[log N+ T loglog N —ogloglog N—

-log(T!) + loglog e - 1+t] e AhO(ZJT)),
(iv) tetsz6leges e> 0 esetén

[log N+ T loglog N - logloglog N —

-log(T!) + logiog e—2-c]e AAO(Zy(T)).

A 6. Megjegyzésben mondottak a (ZNT)) =t
sorozatra is érvényesek, természetesen az ott
szerepld numerikus értékek valtoznak, de most
is elmondhatd, hogy a (ZNT))£=l sorozat
., kozel determinisztikus”.

b) Erdés és Rényi (1970) vizsgaltak azt a
kérdést, hogy egy c log n (c”1) hosszlsagu
blokkban héany fej lehet. Eredményik a kovet-
kez6

I(n, clog n) a(c)+l
soe clogn  ~ T 5

1 val6szin(séggel, ahol

S@H=1 m

X az
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egyenlet megoldasa és
h(x) = x log x—1—x)log(l -x) (0<x<I).

Valamivel erésebb eredményt kapott Csorg6
M. és Steinbach (1981). Ok azt bizonyitottak be,

hogy

fl(n, clog n x(c)+l  r---—--- \
jim |0 290X -,)—Vlog n =0
\ c>/log n 1 /

1 val6szinliséggel, azaz

((log n) 122 I(n,c log n)j
egy AD sorozat.
9 Megjegyzés. Természetesen egy [c log n]
hosszlsagu véletlen fej-irds sorozatban ko-

ralbelidl ilog. fej van. Az Erd6s—Rényi-,

illetve a Csorgé—Steinbach-tétel azt Allitja,
hogy az n hosszisagu dobé&s-sorozatban lesz
olyan [c log n] hosszUsagu blokk, amely ennél
Iényegesen tobb fejet tartalmaz.

c) Legyen (anegész szdmoknak egy monoton
ndvekvl sorozata, amelyre n/a,, monoton nem
fogyo és a,/(log n)2->00. Az I(n, a,,) valdsziniisé-
gi valtozé sorozatot fogjuk vizsgalni ([16]).

(i) Tegylk fel, hogy afenti kikotéseken kivl
még teljestl a

(lognanyY 2

«*g loglogn
feltétel is. Ekkor
23



e ©
1 valoszinliséggel, azaz

(a.'12(«=))
t't/j' 4D sorozat.
(i) (8) helyett tegylk fel, hogy

lim ('Olggn%'g])nlz = ¢ (0<c< 00). (10)

Ekkor

/log na~ 1\ 12 1
+V 2 j \)~c2

1 val6szinliséggel, azaz ebben az esetben

(@, 12Un, aj)

nem AD, de AKD.
(iii) Ha (10) sem teljesul, csak a még gydngébb

logu«/1 _ 00

(12
log log n

akkor

13

1 val6szinGiséggel.
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(iv)  Vegul ha (an novekedésére semmilyen
kiilon megszoritast nem tesziink, akkor csak az
iterdlt logaritmus tétel &ltalanositasédnak te-
kinthet§ kovetkezd eredmény mondhat6

(14)
1 valdszin(iséggel.

Megjegyezzik, hogy a (9), (11), (13), (14)
eredményeknél erésebb allitdsok is megfogal-
mazhatdk, nevezetesen bizonyos pontossaggal
leirhat6 az

(., 121(n, )
sorozat négy osztalya, de erre most itt nem
térink ki.

A b) és c) pontok kozotti rés betdltésével,
nevezetesen azzal az esettel, amikor a, log n és
log2 n kozott van, foglalkozott Csorgé M. és
Steinbach (1981).

25



A LEGNAGYOBB TISZTA FEJ
NEGYZET TERULETE

Az el6z6 részben vizsgalt probléma két-
dimenzios altalanositasat a kévetkez6 maddon
lehet megfogalmazni. Legyen

*) &=o0,12... y=qi,..)

fuggetlen, egyforma eloszIlasu val6szindiségi
valtozok végtelen matrixa,

P(XU=0) = P{XtI= 1) = 12
(=012 ..,j=012.)

eloszléssal. Vezessik be a kdvetkezd jeldléseket:

miK- 1 -1
S(n, m,K) = j£:m F:n

I(N, K) = %S(n, m, K) (K~N).

Végul legyen Zjy az a legnagyobb egész szém,
amelyre

WN zN = z\.

Itt Z1 jelenti a [0, IV]x [0, N] négyzet
racspontjaiban véletlenszer(ien elhelyezett fej-
irasok altal alkotott véletlen mez8ben a legna-
gyobb tiszta fej négyzet terlletét.

A (ZN sorozat tulajdonsagainak leirasara
vezessik be a kovetkez6 jeldléseket:
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I(AO = J2 log N—2,

4N) = y/i\og~N - [*2 16gN],

(a log itt is kettes alapu logaritmust jelent)

BI(\, &) =R1N) = [/m(N)]  ha a(A/)ae,
(/(AN] + 1, ha a(N)>e,

_ _i[/W)] + 3, ha a(Al)a 1—,
B](N'e)_m(N)_H/(hO] +4, ha a(N)> 1—£,
ahol 0<£< 1.
Ekkor eredményink a kovetkezéképpen fo-

galmazhat6 ([15]):

Rt(N)eAAO(ZN) és RAN)e FFO(ZN), (15)
azaz

R,(N)<ZN<R2ZAN) (16)

1 valdszin(iséggel véges sok N kivételével.
A (15) allitast ugy is fogalmazhatjuk, hogy 1
val6szinliséggel véges sok N kivételével

‘crwj+i vagy [I-(N)]+2, ha a(N)ge,
Z* = [IAN]+2 ha £<a(N)<l—e
[/[W]+2 vagy [f(AN]+ 3, ha a(A)al—

Az allitaésnak ebbdl a formajabol teljesen vila-
gos, hogy (ZN AKD, ugyanakkor az is vilagos,
hogy (Zjy) nem AD.

Vegytk észre, hogy egy dimenziéban a leg-
hosszabb tiszta fej blokk hossza nem AKD, de
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két dimenzidban a legnagyobb tiszta fej négyzet
oldalhossza méar AKD. A kiilonbség okat nehéz
latni. Megjegyezzilk azonban, hogy magasabb
dimenzidban is a legnagyobb tiszta fej kocka
élhossza AKD lesz. Erdekes lenne a legnagyobb
tiszta fej négyzet helyett a legnagyobb tertletd
tiszta fej téglalap teruletét vizsgalni. Pontos
valaszt kapni erre a kérdésre igen nehéznek
latszik.

Hangsulyozni kivanjuk, hogy a (15), illetve
(16) formuldk nem adjak a leheté legjobb
eredményt. Belathat6 példaul, hogy ha B u ill. 32
definicidjaban az e értékét az

_’glogN 012
s/2 log N

kifejezéssel helyettesitjik (15) és (16), valtozatla-
nul érvényben marad. Természetesen nem
allitjuk, hogy az igy ad6do élesebb eredmény
mar a lehet6 legjobb.
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A LEGHOSSZABB NOVEKVO
BLOKK HOSSZAROL

Legyenek U,, U2,. mma (0, 1) intervallumon
egyenletes eloszlasu val6szinliségi valtozok. Azt
fogjuk vizsgalni, hogy az Uu U2. m Unsoro-
zatban mi a leghosszabb névekvd blokk hossza.
Pontosabban jelentse QN azt a legnhagyobb
egész szamot, amelyhez taldlhatdé olyan RN
egész szam, amelyre

€s

Itt nyilvan Qivjelenti az Uu U2,..., UNsoro-
zatban a leghosszabb névekvd blokk hosszat. A
(Qn) sorozat tulajdonsagai a kdvetkez6 médon
jellemezhetbek ([14]).

Legyen

Amy= —T— -1/2 6S o(n)=/(«)-[/m(«)], (17)

ahol hna

egyenlet megoldasat jelenti. Itt és a kdvetkezdk-
ben log természetes alapi logaritmust jelent.
Tovabbé tetsz6leges 0 < £< 1 esetén legyen
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_ _ [IMI+2, ha a(n)<l—e,
v = un ) = o)+ ha a(nsl—. @
Ekkor

I(N)e AAO(QK)  és  u(N) e FFO{QN), (20)

azaz
1(N)<Qn<u(N) 21

1 val6szintiséggel véges sok N kivételével.
A (20) allitast ugy is fogalmazhatjuk, hogy 1
valdszinlséggel véges sok N kivételével
U(N)]-2,  vagy  [/(N)]-I,

vagy  [/(N)],  vagy [/(N)I+1
ha a(N)"e,
Qn= [/W]-1.  vagy [/(/V]],
vagy [/(A0]+1, ha r.<a(N)<| —e.

[fm-1, vagy  [(N)],

vagy IAADL+ 1, vagy [/(AN)] + 2,
ha a(Ang 1

Az éllitasnak ebb6l a forméjabol teljesen

vildgos, hogy (ZN AKD, ugyanakkor az is
vilagos, hogy (Z*) nem AD.

10. Megjegyzés. A (18) egyenlet megoldasa a
kdvetkez6 alakd

h, = loglog n—log log log n- 1+
log log |
+0+0)° 0 " 2

loglog n

11 Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy az a
feltétel, hogy az UUUZ2--- valdszin(iségi
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valtozok egyenletes eloszlastak, itt semmilyen
szerepet nem jatszik. Ugyanilyen joggal kiin-
dulhattunk volna abbél a feltevésbél, hogy az
Ul,U2".. valbszinlsegi valtozok fuggetlen,
egyforma eloszlasuak és kdzos eloszlasfluggvé-
nyiik egy tetsz6leges folytonos F(x) eloszlas.

12, Megjegyzeés. 8. megjegyzésink itt is valto-
zatlanul elmondhato, azaz itt is igaz, hogy a
leghosszabb ndvekv6 blokk hosszdnak (QN
nek) vizsgalata felhasznéalhaté egy mestersége-
sen generalt ,véletlen” sorozat véletlen volta-
nak vizsgéalatara.

A leghosszabb tiszta fej blokk hosszanak
vizsgalataval kapcsolatban megjegyeztik, hogy
nemcsak egy y(n) hosszlsagu tiszta fej blokk
talalhatd egy n hosszusdgu dobés-sorozatban,
hanem igen sok, nevezetesen Ofloglog n). A
ndvekvd blokkokkal kapcsolatban is természe-
tes annak a kérdésnek a vizsgalata, hogy hany
darab I(N)+ 1hosszUsagu névekvd blokk talal-
haté egy Uu U2 mm-, Un véletlen sorozatban,
illetve annak vizsgalata, hogy a masodik leg-
hosszabb ndvekvd blokk hossza mennyi. Le-
gyen QW a masodik leghosszabb névekva
blokk hossza az U1 U2, ..., UNsorozatban. A
(20) egyenl6tlenség bizonyitasdhoz hasonldan
belathatd, hogy

I(N)-1<Qtf" <u(V).
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1 valoszintiséggel véges sok N kivételével. Igen
valdszinlinek latszik az a sejtés, hogy Qtf*> I(N)
1 valdsziniiséggel véges sok n kivételével. Bar
ezt a sejtést a leghosszabb tiszta fej blokk
hosszara vonatkozé analdgia isalatamasztja, ez
ideig bizonyitani mégsem sikerdilt.
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A POISSON-FOLYAMAT
SURUSODESI INTERVALLUMAIROL

Legyen

nt) = a0 (igo, A>0)

egy Xparaméter( Poisson-folyamat. Vizsgaljuk
a

QM X) = Q(T) = max (7r+ 1)—it(t))
ostgT

folyamat tulajdonségait.

Megjegyezziikk, hogy a Kkiszolgalasi (sor-
banéllasi) modellekben &ltaldban feltételezik,
hogy egy Uzletbe a vasarlok érkezése egy X
paraméter( Poisson-folyamat, ahol Xjelenti az
id6egységenként (példaul orénként) érkez6
vasarlok szaménak véarhatd értékét. Ebben a
megfogalmazasban Q(T) jelenti egy T Orén
keresztul nyitva tarté Uzletbe a legforgalma-
sabb orédban érkezd vasarlok szamat.

X = lesetben a B(T, 1)folyamat tulajdonsa-
gai a kdvetkez6 modon jellemezhet6k ([15]):

I(T)eAAO(Q(T, I)) és u{T)e FFO{Q(T, 1)) (23)
azaz
/(T)<0(T, N<u(T) (24)1

1 valdszin(iséggel minden elég nagy T-re, ahol
I(T) és u(T) a (19) keplettel definialtfliggvények.
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(Itt természetesen felhasznaltuk a 4. Meg-
jegyzésben mondottakat.)

13.  Megjegyzés. Eredményeink azt allitjak,
hogy az itt vizsgalt Q(T, 1) folyamat és az el6z6
fejezetben vizsgélt (Q,,) sorozat nagy T-re, ill.
nagy N-re teljesen hasonl6an viselkedik. Ennek
a ténynek semmilyen intuitiv oka nem latszik.

Erdemes megvizsgalni, hogy eredményiink
hogy valtozik, ha a A = 1 eset helyett egy
tetsz6leges A>0 paraméter( Poisson-folyama-
tot vizsgalunk. Eredményiink azt fogja mutatni,
hogy Q(T, A viselkedése alig fiigg A-t6l. Ponto-
sabban Q(T, A)-ra tetszbleges A esetén is
érvenyesek lesznek a (23) és (24) formulék, csak
az I(T) és u(T) definiciojdban szerepl6 bT
fuggvény definicigjat kell modositanunk oly
maddon, hogy bT legyen megoldasa a

egyenletnek. Megjegyezzilkk, hogy ennek az
egyenletnek a megoldasa

br = loglog T —loglog log T—og X—

_ logloglog T
1 +(1+q1)) loglog T
Eredményeink aztjelentik, hogy Q(T, A) tetsz6-
leges fix A>0 esetén egy AKD folyamat.
Nézzink néhany szamszer( példat. Vizsgal-
juk meg bizonyos T és Aesetén, hogy ha egy
34



Uzletbe, amelybe 6rénként atlagosan X vasarlo
érkezik, és T oOran keresztll tart nyitva, hany
vasarlonak ,kellett” érkeznie a legforgalma-
sabb draban.

r

e*20~ 16 10210704567 30033 749 31 379935 32226183

<"0~9,4.109565 3178 3532 3778
ee' ~2,9.1064 54 72 91
e'4—5,1.1023 24 30 35

Eredményeink azt allitjak, hogy a legforgal-
masabb &raban érkez6 vésarlok szdma a
tablazatban kozolt értékektdl legfeljebb hdrom-
mal térhet el.

Ha arra gondolunk, hogy a radioaktiv
bomlés is Poisson-eloszlast kdvet, akkor vila-
gossa valik a vizsgalt feladat fontossaga.
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A WIENER-FOLYAMAT
FOLYTONOSSAGI MODULUSA

Legyen (W(t)\ 1) Wiener-folyamat.
W{t) folytonossagi modulusan a

O = sup, WEH)-W O\ O<h<))

sztochasztikus folyamatot értjiuk. A <p(h) fo-
lyamat, pontosabban az a>(h) =
= 12 cp(h) folyamat tulajdonsagaival sokszor
foglalkoztak. Egyik legfontosabb eredmény P.
Lévy-t6l (1937) szarmazik, és azt allitja, hogy

*°yéiog h 1

1 val6szinlséggel. Az a>(f-1) (i> 1) folyamat
négy osztalyanak vizsgalatat Chung, Erdés és
Sirao (1959) kezdték meg. Ok a kdvetkez6t
bizonyitottdk. Legyen f(t) tetsz6leges monoton
novekvé fiiggvény, és legyen

1J) = J(log X)32e p MI*dx. (26)
Ekkor
f(x) e FFO(w(l/x)), ha ()<< 27)
és
f(x)eFAO (w( 1/x)), ha 1(f) = oo. (28)

Az a>() folyamat két alsé osztalyarél a
kovetkezd mondhaté ([13]).
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Tetsz6leges s>0 esetén

(2 log x + log log x —2log log log x —

-log(7i-s))1,2G/IFO(to(I/x)) (29)

(2 log x+ loglog x —2log loglog x —

—log(97r + c))12 e AAO(W(\IX)). (30)

Természetesen (29) és (30) egyuttesen sem adjak
meg a két alsé osztaly teljes jellemzését. Annak
ellenére, hogy a (29)-ben és a (30)-ban szerepld
fuggvények igen kozel vannak egynéshoz,
mégis érdekes volna megadni a két alsé osztaly-
nak egy pontosabb jellemzését.

Vegylk észre, hogy (27) és (30) egyuttes
alkalmazasaval azonnal adodik a kovetkez6
(25)-nél élesebb eredmény

lim MA)—m28\ogh~) = 0 (31)

1 valoszinliséggel, azaz oft ~') AD folyamat.
(27) és (30) egydttes alkalmazéasaval még a
(31)-nél is erésebb

_ . (jog h-V -
vi2/4 = lim int log log h (nAh)—~Vv/ 2 log h
(32
: (logh 2
| h)-y/2 log h
< |rr)1)_361p log log /Tl(OJ( )-y/2 log )

1 valdszinliséggel eredmény is nyerhetd.
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HOGYAN TOVABB?

Az eddigiekben felsoroltunk néhany elég
meglepd példat aszimptotikusan determiniszti-
kus és aszimptotikusan kvézi-determinisztikus
sorozatokra. Azt hiszem, hogy egyik példa
esetén sem lenne képes senki elére megmonda-
ni, megsejteni, hogy valamelyik sorozat AD
vagy AKD lesz. Erdekes lenne valamilyen
altalanosan hasznalhaté modszert kidolgozni,
amely segitségével elddnthetd, hogy egy adott
véletlen sorozat AD-e, illetve AKD-e. Remél-
het6, hogy egy ilyen mddszer segitsegével
magyarazatot is lehetne adni arra, hogy egyes
sorozatok miért AD-k, illetve AKD-k. Jelen
pillanatban el sem tudok képzelni egy ilyen
mddszert vagy magyarazatot. Szinte azt mond-
hatnank, hogy teljesen ,véletlen”, hogy egy
véletlen sorozat AD-e, AKD-e, vagy egyik sem.

Elképzelhet6, hogy az &ltalanos madszer
keresése helyett célszer(ibb el6bb tovabbi
példakat keresni AD, illetve AKD sorozatokra,
és csak kell6 mennyiségli példa &sszegyfjtése
utan foglalkozni az &ltalanos toérvényszerdsé-
gek megkeresésével.
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