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ELOSZO.

I'importance de 1'Analysis
Situs est énorme.
H. Poincaré.

Midén munkam elsé részét a nyilvinossagnak dtadom,
mindenekel6tt kiszonetet mondok a Magyar Tudomdnyos Aka-
démidnak azért az erkolesi és anyagi tamogatdsért, melylyel
munkam kiadasat elvallalta. Kiilon kiszonetet kell mondanom
dr. Frohlich Izidor trnak, az Akadémia IIL. osztalya titkdrdnak.
ki munkdm irint tanusitott joindulataval lehetévé tette, hogy
ez a mostani nehéz viszonyok kozt is megjelenhessék. Halaval
tartozom dr. Kiirschak Joézsef tanar turnak is, ki az Akadémia
részér6l szintén szives volt munkédmat dtolvasni.

A most megjelend elsé rész bizonyos mértékig dnmagiban
is befejezett egészet alkot. E rész a feliiletek analysis situsat
targyalja, tehat az analysis situsnak azt a részét, mely Rie-
mannt6l kezdédoleg leginkéabb taldlt eddig egyéb mathematikai
disciplinakban alkalmazast és a mely az analysis situsnak leg-
teljesebben kidolgozott fejezetét alkotja. Megirasanal két altala-
nos szempont vezetett: a felilletek absolut és relativ tulajdon-
sagainak szigori szétvalasztdsa és a modszerek tisztasaganak
az elve, mely az analysis situsban a metrikus geometria fogal-
mainak teljes mellozését koveteli. Kivanatosnak latszhatik még
a szemléleti elem mellézése, vagy legalabb szabatos koriilhata-
rolasa, de e kovetelmény teljesitésére — egyéb okok mellett —
mar csak azért sem forekedhettem, mert munkamat a kezdo
széméra is érthetéen ohajtottam megirni. Bs ez nem is annyira
nehéz feladat: az analysis situs a geometrianak annyira pri-
mitiv fejezete, hogy aligha okoz nagyobb nehézségeket, mint &
kozonséges euklidesi geometria. Mint Hadamard megjegyzi, evvel
éppenséggel nines ellentmonddsban az a tény, hogy «az analysis
situs belejatszik a legmagasabb problémak megoldasaba, melye-
ket a mathematikai tudomany csak felvethet».



Munkéam f6részét a fellletek absolut tulajdonsagait targyald
2—b5. fejezetek alkotjdk. E vizsgalatokat a hormeomorphismus
szllkséges és elegend6 feltételeinek nSegéllapitdsa tet6zi be. Itt
bizonyos fokig teljességre torekedtem. Ellenben a 6. fejezet,
mely a fellileteket mint teriink részeit vizsgélja, csak egy néhany
legfébb idetartoz6 probléméval foglalkozik; teljesen elintézett
problémékrél e téren egyébként mindezideig nem lehet szo.
Mindezek a targyaldsok a geometriai szemléletre vannak alapitva.
A szigorusaghoz flizétt modern kovetelményeknek csak az altal
prébaltam megfelelni, hogy az t. fejezetben egy utat vazolok,
melyen haladva el lehetne jutni az analysis situs tisztan fogalmi
felépitéséhez. Oriilnék, ha e fejezetnek természetszerileg elvont
fejtegetései nem vennék el még a kezdd olvas6 kedvét sem a
kés6bbi, szemléletes fejtegetésektdl. Egyébként a kezd6 meg-
elégedhetik azzal, ha e fejezetet éppen csak atfutja. Meg kell
még emlitenem, hogy a ilggvénytani és egyéb alkalmazasokat
teljesen mell6ztem.

Az irodalom 0Osszedllitasaban és idézésében meglehetds tel-
jességre torekedtem. Tekintve, hogy az analysis situsnak tan-
kényve vagy kézikényve mindezideig nincsen, nem volt kdnnyd
feladat a rendkivil elszortan megjelent dolgozatok egybegy(j-
tése. Nem is sikeriilt volna ez, ha Dehn és Heegaard Kkit{in6
referdtuma a nagy német mathematikai Encyklopadie-ben nem
allott volna rendelkezésemre.

Az analysis situsban az abrdk a szOvegnek igen fontos
Kiegészitd részét alkotjak. Mindenesetre nagy mértékben a munka
javara szolgalt, hogy ezeknek (a 98. és 99. &bra Kkivételével,
melyeket Boy munk&ib6l vettem 4&t) megrajzoldsat Egervary
Jen6 baratom volt szives elvallalni, a ki a bonyol6dottabb abrak
tervezésénél is nagy mértékben segitségemre volt. Kiville még
Szlics Adolf és Sz. Nagy Gyula barataimnak kell 6szinte kdszo-
netét mondanom azért a szivesseéglikért, melylyel a korrektarak
atolvasasat elvallaltak.

Munkdm hatralevd részének elkésziilése még bizonyara
hosszabb id6t fog igénybe venni.

Budapest, 1918. julius ho.

Koénig Denen.



TORTENETI BEVEZETES.

Az analysis situs egyike a mathematika legujabb dgainak.
Innen  van az, hogy a mathematikinak mindmaig & szdmos
olyan meghatarozasa szokésos, melyek szerint az analysis situs
nem is tartoznék a mathematikiaba. Valéban az analysis situs-
ban, a természetes szamokiél eliekintve, a mennyiség fo-
galmanak semmi szerepe nincsen €s a sz6 igen altaldnos
értelmében vett 7rend fogalma az, melyek koré az ana-
lysis situs vizsgalatai csoportosulnak. Az analysis situs t.
i. az alakzatok (elsGsorban vomnalak és feliiletek) olyan
tulajdonsagait vizsgalja, melyek az alakzat deformatiojanal
mindaddig nem valtoznak, a mig az alakzaton szakitdst vagy
osszeforrasztist nem végziink; mas széval kifejezve oly tulaj-
donsagokrol van itt sz6, melyek folylonos deformatiokkal szem-
ben invaridnsak, a melyek tehat nem quantitativ, hanem qua-
litativ tulajdonségok.

Fgészen a mult szazad kozepéig a mathematikusokat a
geometridban csaknem kizarolag a quantitativ vizsgdlatok érde-
kelték. Megfelel ez a «geometrian sz6 eredeti jelentésének és ezért
a mar Lrmxiz és Gauss altal hasznalt «geometria situs» elneve-
zés helyett inkibb az «analysis situs» megjelolés terjedt el,
ambar itt a «situs» (helyzet) sz6 sem teljesen megfeleld, annal
kevéshbé, mert a «géométrie de position» és a «Geometrie der
Lage» elnevezésekben Carxor, illetve vox Staupt Ota a «situss-
szal egyébként ®quivalens «position» és «Lage» szavakat més
értelemben hasznaljak. Ujabban divatba jott ismét a Lisrine-
t6l szarmazoé «topologia» elnevezés is. |

Mar az 1847. évet megelézéleg foglalkoztak Eurner, VAN-
DERMONDE, (‘LAUSEN, Gauss és Mosrus oly kérdésekkel, melyek
ma részben az analysis situsba soroltatnak, de csak Listiye

Konig Dénes: Analysis situs. I. ’ 1



2 TORTENETI BEVEZETES

gottingai professor volt az elsd, ki hatarozott problémak felve-
tése kapesan ilyetén problémak Osszetartozdsat felismerte és a
geometria qualitativ (a mint 6 mondja : modalis) oldalanak ki-
fejlesztését mint czélt kitiizte. Tlls6 e targyra vonatkozo miivé-
ben, Vorstudien zur Topologie, Gottinger Studien, 1847 mar
tobb oly targyat érint, melyek azéta az analysis situsban fon-
tossagot nyertek; ilyen a geometriai «értelem» szerepe, a vo-
nalrendszerek és a hurkolt gorbék bizonyos tulajdonsagai, stb.
De Listinenek e mitivével kevés sikere volt; Anglidban talén
még inkdbb olvastak, mint Németorszdgban (Tarr pl. két ismer-
tetést is irt Listinerél '); igaz, hogy a sok 1j miiszé nehézkessé
teszi olvasésit. De e sikertelenség igazi magyardzatat inkabb
abban az elvben taldlhatjuk meg, melyet Frrix Kumin a
historiai folytonossig elvének nevez. A mathematika tdrténe-
tében nem ritka jelenség, hogy egy elszigetelien fellépd prob-
Iémacsoport felé csak akkor iranyal az altaldnos érdeklédés, ha
a problémak egy mar tobbé-kevésbbé kifejtett disciplindbdl sar-
jadzanak ki. Hogy egy példit emlitsiink, Borzavonak mélyen
jar6 halmazelméleti megjegyzései csaknem teljesen ismeretlenek
maradtak a mathematikusok korében, mindaddig, mig Canrort
a Fourirr-féle sorok vizsgilata nem vezette a végtelen hal-
mazok 4ltalanos elméletéhez. KEgészen hasonlé a helyzet az
analysis situs torténetében; Listinenél a problémak semmiféle
régebbi problémaval sem lépnek kapesolatba (a « Vorstudien» idé-
zetei ugyszdlvan mind botanikai miivekre vonatkoznak).
Riemaxy volt az, ki elészor doktori értekezésével (1851)
disciplinankat a histériai fejlédés folyamaba beleillesztve,
fiiggvénytani vizsgalatokbol jutott a feliiletek altalanos analy-
gis-situs-beli tulajdonsigainak vizsgdlatdhoz, elsésorban a réla
elnevezett felilletek kapesin. Azéta egyrészt Mopivsnak és
Jorpannak (Rmmanxy munkditol fiiggetlen) vizsgalatai, mdsrészt
Rremany iskoldjdnak (Carr Nrumanw, Kurin, Dyck, PrIrRSEN és
mésok kutatésai a feliiletek 0sszefiiggési viszonyainak elméletét az
analysis situs legjobban kidolgozott fejezetévé fejlesztették. Mar

' * Johann Benedict Listing, Nature, 1883 és Listing’s Topologie,
Phllosophleal Magazine, 1884. Mindketté megtaldlhaté Tarr o&sszegytijtott
mftiveiben is: Scientific Papers, IT. k., Cambridge, 1900, 81. 1. és 85. L.
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maga Riemann foglalkozott e vizsgdlatainak tobbmeéretti terekre
valo: kiterjesztésével ; e téren killondsen Brrri. (1871) és Poin-
AR, tovabba Picarp, Hercaarp, Tierze és DenN értek el neve-
zetes eredményeket, de véglegesen befejezett eredményekrsl a
»harom és tobbméretii alakzatok analysis situsdban mindezideig nem
lehet sz6. — Mind a feliiletek, mind a magasabb méretd alakza-
tok analysis situsdban alapveté fontossdgu szerepet jatszik Euvrer
‘polyedertétele és ennek daltaldnositisai. Mégis e tételekhez fi-
1z6d6 rendkiviil kiterjedt irodalom az analysis situs fejlddésében
‘alig jon tekintetbe, mert ith az analysis situs szempontjai csak
igen kis mértékben vétettek figyelembe és e vizsgalatok inkabb
a quantitativ (metrikus) geometridba sorolandok.

Megemlitendé még a térképszinezés mindezideig elintézet-
en probléméja, mely Caviry kezdeményezésére 1878 ota sok
(kiilonosen angol és amerikai) mathematikust foglalkoztatott.

A feliiletek utan a vonalrendszerek (graphok) az analysis
situs' legb6vebben megvizsgalt alakzatai. E korbe tartozik mér
a konigsbergi hidak Euvner-féle problémdja, melyet az analysis
situs torténetileg elsé kérdésének szoktak tekinteni (1741).
Kircanory 1847-ben a linearis elektromos dramok elagazédasanak
vizsgalatanal jutott idetartozo eredményekhez, mig Caviey «tree»-
-nek nevezett vonalrendszereit chemiai szerkezetek szemléletes
leirdséra alkalmazta (1874). A combinatorikanak szémos probléméaja
szintén szoros kapesolatban van a vonalrendszerekkel, kiilonosen
sok olyan, melyeket a «mathematikai mulatsagok» irodalméban
szoktak targyalni. Igen figyelemremélté eredményekhez jutott a
graphok elméletében Prrersex (1891) és pedig az invariansok
elméletébdl kiinduldlag. Legujabban a graphok kapesolatba lép-
tek a determindnsok és a halmazok édltalanos elméletével is. -

Nehéz és nevezetes problémakhoz vezet az alakzatok rela-
tiv tulajdonsagainak vizsgalata ; itt az alakzatokat mint mas alak-
zatok részeit tekintik. K korbol leginkdbb csak a zért vona-
lakat targyaltdk és pedig 1. mint feliiletek és 2. mint teriink
részeit. Az elsé problémakorrel kiilonosen Jorpaw és PoINcARE, &
smasodikkal (hurkolt és lanczolt gorbékkel) Listing, Tarr, SimoNy
és masok foglalkoztak. Mindkét korbél legujabban Dennx jutott
véglegesebb eredményekhez.

Az egész analysis situsnak, mint 6nallé mathematikai dis-

1*
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ciplinanak fejlédését hatalmas lépéssel vitte elére 1907-ben
Denn és Hercaarp «Analysis situs» cz. referatuma az Encyllo-
pddie der Matkematischen Wissenschaften 111-ik kotetében. *
(B munka népszeriisitett — és egy lényeges pontjdban helyes-
bitett - kivonatanak tekintheté DunN «7opologier cz. ezikke
a Pascar-féle Reperlorium der hiheren Mathemalil mésodik
német kiadasaban, 1910). Nem csak kimerit§ ismertetését adja
e mii az analysis situs tzljes azideig megjelent irodalmanak,
de — eltéréen az FEncylklopddie szokasaitol — tobb uj ered-
ményt és bizonyitdisokat is tartalmaz. Szamos hézag betoltésé-
vel e munka egységes rendszerbe foglalja az analysis situs
problémadit és vizsgalatait. EE rendszerbe foglalas, valamint az
analysis situsnak minden geometriai szemlélettél fiiggetlen, a
modszerek tisztasiga elvének megfelel§ szigori megalapozisa
tekintendé Drex és Hrreasrp munkajénak féérdeméiil.

Ezzel kapesolatban kiilon kell szélnunk az analysis situs
modszereirél. Az analysis situs (még a tobb dimensiés is) —
mondja PoiNcari — a geometriai intuitio igazi hazija. Semmi-
féle geometriai disciplinaban sem jar a térszemlélet mellézése
annyi nehézséggel, mint az analysis situsban. Mar LisTiNG em-
liti a «térbeli intuitiokat fogalmakra visszavezeté modszerekn
feltalalasaval jaro nehézséget és e nehézséggel magyarazza azé
a mostoha banasmddot, melyben a mathematikusok a qualita-
tiv geometriai tulajdonsigokat részesitették. Mindenesetre vitat-
hato, hogy e nehézség az analysis situs lényegében rejlik-e,
avagy a geometria torténeti fejlédésében szerepld véletleneknek
a kovetkezménye; de az kétségtelen, hogy az analysis situs-
ban e nchézség megvan. Elég ennek igazolasa czéljabdl a feli-
letre rajzolt gorbe két «part»-janak a fogalmira, a térképszinezés
problémajara vagy a hurkolt €3 nem hurkolt zart térgorbék
megkiilouboztetésére ramutatunk.

Masrészt a pusazta szemléleti evidentiara valé hivatkozds ——
és az eddig emlitett vizsgalatok csaknem kizarolag ezen alapul-
tak — nem felel meg a mathematikai szigorusaghoz fizott
modern kovetelményeknek. Eppen az analysis situs térténetébél
vett szamos példaval igazolhaté a térszemlélet megbizhatatlan-

L Roviden mint «Encyklopsdia-czikk»-et fogjuk idézni.
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sdga, mely hatdrozottan téves felfogasokhoz is vezetett. Elég
talin itt arra a téves szemléletre ramutatnunk, mely szerint
egy feliiletet egy zart gorbéje mentén felmetszve mindig két 1j
hatargorbe keletkezik; e tévedés az Gsszes egyoldaliaknak ne-
vezett feliiletek teljes mellgzését vonta maga utan. Mar ListiNe
irju emlitett munkdja bevezetésében az analysis situsrél, hogy
«csak tgy érheti el az exakt tudomény rangjat, melyet hivatva
van elérni, ha sikeriil neki tdrszemléletiink tényeit lehetéleg
egyszerli fogalmakra visszavezetnin.

A szemlélet mellézése mellett joggal megkovetelhetjik a
modszerek tisztasaga elvének teljes keresztiilvitelét is,* a mely
szerint az analysis situst tisztdn az analysis situsba tartozé
fogalmakkal kell felépiteni. Mell6zniink kell tehat a geometria
metrikus fogalmait (a2 mint méar Rizmaxy is mell6zte) és
kiilonosen az «infinitesimalis» elemeknek amugy is homédlyos
fogalmat, mely utébbi pl. Mosrus, Jorpan és Kurix vizsgdla-
taiban lényeges szerepet jatszik.

Mindkét itt emlitett kovetelmény elérésére az analysis situs
arithmetikai megalapozisa szolgalhat, vagyis az alakzatoknak, mint
pornthalmazoknak, a halmazelmélet és (esetenként) az arithmetika
foealmaival valo leirasa és vizsgalasa. A Canxtor halmazelméleti
kutatasaihoz csatlakozo Scmonnvrrizs-féle vizsgilatok, valamint
ujabban kiilonosen Brouwer nagysikeri vizsgdlatai, stb. eléggé
mutatjak e modszer nehézségeit, mely «szemléletileg magatol
értet6dd» tételek (pl. a hires Jorpax-féle tétel) bizonyitasara is
igen bonyodalmas meggondoldsokat igényel. Igaz, hogy mas-
részt e modszer éppen szemléleti tévedések felismerésére képe-
git, a mint a négyzetet betélté Prano-féle gorbe példdja mu-
tatja. E modszer kiilonben inkabb altalanos ponthalmazok vizs-
galatara latszik alkalmasnak és nem a Rrmmannhoz csatlakozd
analysis situs specialis alakzalainak vizsgalatara. Egy masik
modszer abbdl all, hogy valamely koordinatarendszert véve
alapul, a fiiggvényfogalmat is alkalmazzuk és ily mddon a geo-
metria tobbi agaiban annyira bevalt analytikus médszert allit-
juk az analysis situs szolgalatdba. K mddszert kiilonosen tobb-

1 Ez az elv itt: szlikebb vagy: tigabb értelemben vehetd, a szerint,
hogy az &ltalanos szdmfogalmat is kizarjuk-e vagy sem.
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méretii - alakzatokra elsésorban Poincart alkalmazta sikerrel.
Itt azonban az a nehézség lép fel, hogy a fiiggvénytan mod-*
szereinek alkalmazhatésaga a differentialhato fiiggvényekre »
val6 szoritkozast teszi sziikségessé és e megszoritds, mely geo-'
metriailag metrikus tulajdonsigokban nyer kifejezést, nem felel
meg az analysis situs természetének. \
Az analysis situs természetének legjobban megfelel§ meg-:
alapozdsi modhoz (mely egyszersmind fenti két kovetelményiin-
ket is teljes mértékben kielégiti) annak a felismerése vezet, hogy :
az egész analysis situsban a combinatorius elem jatszsza a
a legfébb szerepet.' DrnN és Hrrcaarp elmélete, melynek nyo-
mai mar Mogius és Porncari felfogdsaban megtalalhaték, valé- :
ban az analysis situst — és pedig barmely dimensiészam *
esetére — mint «a combinatorikdnak szemléleti jelentése altal «
kitiintetett részét» s igy «mint a geometria legprimitivebb feje-
zetét tekinti, melyben a hatarérték fogalmanak még semmiféle
szerepe sincsen». Ok nemesak a pontot tekintik definialatlan :
alapfogalomnak, hanem minden méretszamnak megfelel§leg egy-
egy alapfogalmat vezetnek be: a O-méretii pontot, az 1-méretd..
vonaldarabot, a 2-méretli elemi feliiletet, a 3-méretti czellat, sth..
Axiomaik ezek kozt az alapalakzatok kozt fenndllé néhény egyszeri :
kapesolatot fejeznek ki. Minden szerepld alakzat végesszamu ily !
alapalakzatbol tevédik oOssze, pl. a felillet — mint «polyeder»-s
felillet — szogpontjaibol, éleibél és lapjaibol. Az Gsszetevés:
modjat barmely alakzatra véges szamu kombinatorius adat ha-:
-tdrozza meg. Ugyancsak kombinatorius moddon és ugyancsak
a szemléletre valé hivatkozés nélkiil értelmezik ezutan, hogy
két ily modon felépitett alakzat mikor tekintendd az analysis:;
situs értelmében @quivalensnek, azaz — Poincart mikifejezé-:
gével — homceeomorphnak. Hogy e definiti6 mennyiben fedi a.
homeomorphismus szemléleti vagy halmazelméleti fogalmat, :
annak vizsgilata mar nem e kombinatorius elmélet feladata.:
Weyrn Die Idee der Riemannschen Fldche ez. konyvé-:

1*Mind a halmazelméleti, mind a kombinatorius mdédszert az jellemzi, *
hogy esupfin az «elem», ¢halmazy és deképezés» fogalmaval operal. Kilonb-
ség csak annyiban van a két médszer kozott, hogy az utébbiban ‘csak

véges halmaz szerepel.

1
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ben (1913) feliiletekre vonatkozdlag sikeresen egyesitette a
most vazolt Drun-Hrrcaarp-féle elméletet a fentebb emlitett
halmazelméleti eljarassal, kiilonésen Brouwrr vizsgalataival.
Tébbmeéretii alakzatokra pedig Strintrz (1908) fejlesztette tovabb
e kombinatorius elméletet.

Mint minden formalis és axiomdkra alapitott elméletnek, ugy
Denn és Hrreaarp elméleténck is megvan az a hidnya, hogy
a logikai szempont mellett a psychologiai és historiai szempont
hattérbe szorul és az a felépitési rend, melyet 6k adtak az
analysis situs szdméra, lényegesen eltér attél a sorrendtél, a
melyben akar az egyes tudds, akdr a tudomdny az analysis
situs igazsagaihoz eljutott. Ezért, a szemléleti elem mellzése
kovetkeztében, a kombinatorius eljards megértése nagy nehéz-
séggel jar az olyan olvasé szdméra, ki az analysis situs igaz-
sagait ilyen médon akarja el6szor elsajatitani. Mert — az ana-,
lysis situsban még inkabb, mint barmely mds égaban a geo-
metrianak — nemesak a kutatdsnak és felfedezésnek, de a meg-
értésnek is mindenkor a geometriai szemlélet az alap a.



1. §.
ALAPFOGALMAK.!

1. Az analysis situs tdrgya.

Bevezetésiink elején mar roviden jellemeztik az analysis
situs targyat, ugy a hogy az e tirgy irodalmaban szokidsos. Az
ott szereplé «alakzaty és «folytonossagr» szavakhoz bizonyéara
mindenki fiiz valamelyes szemléleti fogalmat. Ambar egyaltald-
ban nem czélunk az analysis situs felépitésében a szemléleti
elemet mell6zni, mégis sziikségesnek tarijuk e fogalmakat és
altalaban az analysis situs f6fogalmait a szemlélettél figgetle-
niil értelmezni, azaz a mathematika logikai szempontbdol leg-
primitivebb — t. i. halmazelméleti — fogalmaira visszavezetni.
Ismételjik, hogy a 2. §-ban kezdGdé részletes vizsgilatainkat
nem tisztan ezekre az értelmezésekre fogjuk alapitani, hanem
fontos szerepet juttatunk majd a «szemléleti evidentid»-nak
is. Itt adand6 alapvetésiinkben csak egy utat akarunk vazolni,
melven haladva el lehet jutni az analysis situs fogalmi felépi-
téséhez.

A legaltalinosabb értelemben vett analysis situs az altala-
nos halmazelmélet részének tekinthet6. Az analysis situs tar-
gyat azonban bizonyos elemek halmaza csak akkor alkotja, ha
rea nézve a limes-elem fogalma értelmezve van, azaz, ha a
halmaz bizonyos részhalmazaithoz az eredeti halmaz egy-egy
eleme oly médon van, mint e részhalmaz limes-eleme vagy rovi-

1 A halmazelméleti meggondoldsokhoz nem szokott olvasé, kinek az
e fejezetben foglalt értelmezések nehézséget okoznak, megelégedhetik
azzal, ha az itt bevezetett fogalmak szemiéleti jelentésével tisztdba jon.
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den limese, hozzérendelve, hogy a kovetkezd kivetelmények tel-
jestilnek : * -

1. Véges halmaznak nines limese.

2. Minden halmaznak legfeljebb egy limese van.

3. Ha egy halmaznak van limese, akkor minden végtelén
részének is van és ez ugyanaz az elem. : ’

4. Ha két halmaznak kozos limese van, akkor a két hal-
maz egyesitésével keletkezé halmaznak is van limese és pedig
(ez mar kovetkezik 3.—bél) ez ugyanaz az elem.

5. Ha egy halmazbél véges szamu elemet elhagyva oly
halmazt nyeriink, melynek van limese, akkor az eredeti hal-
maznak is van limese és (ez ismét mar kovetkezik 3.-bol) ez
ugyanaz az elem.? '

(Az analysishen és az analytikus geometridban szerepld
limes-fogalom természetesen kielégiti e kivetelményeket.)

Ha valamely halmazra egy limes-vonathozds e feltételek-
nek megfeleléleg van megadva — a mivel a halmaz . n. foly-
tonossdgi vagy dsszefiiggési viszonyai jellemeztetnek — akkor
a halmazt az (analysis situs értelmében meghatarozott) alakzat-
nak fogjuk nevezni. Ha két alakzat, A és B, elémeire olyan:
kolesonosen egyeértelmd vonatkoztatas van megadva, hogy vala-
hinyszor az A egy A, részének @ a limese, mindannyiszor az
A, elemeinek B-ben megfelels elemek B, halmazénak is van
limese és ez az a-nak megfeleld elem — valamint forditva —
akkor A-t és B-t egyméshoz liomoeomorphnak nevezik. Ily
vonatkoztatas A-t és B-t egymasra «folytonosan képezi le», A-t
és B-t mint egyméasnak «folytonos kép»-ét adja meg. Ertelme-
zésiink szerint minden alakzat homeomorph Gnmagahoz és, ha

* V., 6. Fricarr, Rendiconti del Circ. Mat. di Palermo, 22. k. (1906),
5—6. 1. és Rimsz Frigyes, Atti del IV Congresso dei Matematici, Roma,
1908, IL k., 18. 1.; valamint Math. és Phys. Lapok 15 k., 97. 1. és 16 k.,
145. L

2 A limes-elem helyett a «stirtisodési hely» vagy «kérnyezét» fogal-
mit is lehet és szokiisos alapfogalomnak venni és ezekre megfogalmazni
bizonyos kévetelményeket. Ekkor a limes-elemet mint egyetlen stirtiso-
dési helyet és a stirtisodési helyet mint oly elemet értelmezik, melynek min-
den kérnyezetében az illeté halmaznak (melynek cz az elem stirtisodési
helye) végtelen sok eleme van.
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két alakzat egy harmadikhoz homceeomorph, egymas kozt ig ho-,
moomorphak. Homeomorph alakzatokat az analysis situs
equivalenseknek tekint és gyakran egymastél meg sem kiilon-
boztet. Az analysis situs féfeladata oly tulajdonsagok felisme-
rése, melyek homcecomorph alakzatokra kozosek,' valamint
két alakzat homeeomorphismusanak elegendd feltételeit is meg-
allapitani. '
2. Egyesités és 6sszeforrasztds.

. Egy alakzattal egyiitt annak minden része is mint alakzat
van értelmezve.? Ha egy C alakzat kozos elem nélkili két része,
A és B olyan, hogy A semmiféle ;részének sem limese egy.
B-beli elem és viszont, akkor azt fogjuk mondani, hogy A és
B egymdistil el van vdilasztva, Gyakran egy alakzat részeképpen
értelmezett A alakzat vizsgalatinal, csak azokra a limes-kapeso-
latokra vagyunk figyelemmel, melyek A részei és elemei kozt
fennallanak és nem veszsziik figyelembe, hogy A valamely eleme
esetleg oly halmaznak is limese, melynek elemei nem mind-
nyajan elemei A-nak. Ilyenkor azt fogjuk mondani, hogy az .|
részt absolute tekintjiik.
~ Két vagy tébb (kozos elem nélkiili) alakzat egyesitésével
keletkez6 halmaz maga is — kozvetetleniil ad6do értelemben —
mint alakzat van megadva. Ett6l az egyesitéstol j61 megkiilonboz-
tetendé az a mésik eljaras, melylyel szintén két vagy tobb alak-
zatb6l egy tujat nyerhetiink s a mely eljaras az dsszeforraszids
elnevezést viseli. Teljesen meghatarozott alakzathoz jutunk,
ha egy alakzat bizonyos (két vagy tobb elembdl &ll6) elem-
csoportjainak elemeit egymaskozt azonosaknak tekintjik és o6
kovetelményiinket — mint ezentul is mindig — érvényben tart-
juk. Ha az eredetileg kiilonbozé P és ( elemek azonosaknak
tekintetnek, ez altalaban megvaltoztatja az alakzat folytonossigi
tulajdonsdgait is. Ha pl. az eredeti alakzat egy részének P, egy,

1 Tly tulajdonsig elsd sorban az alakzatnak, mint elemei halmazinak
a szdmossdga ; do e tulajdonsig vizsghlata a halmazelméletke tartozik. A
sziikebb értelemben vett analysis situsban csak oly alakzatok szerepelnek,;
melyeknek szdmosségit a «continuum szadmosségar adja.

2 Bgy alakzat valamely részére mindenkor ugyanazt a limes-vonat-,
kozast tekintjiik érvényesnek, mint az eredeti alakzatra. :
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magiknak () a limese, akkor e két rész egyesitésével keletkezd-
halmaznak, mint az 1 alakzat részének (4. kovetelményiink
alapjan) P = () limese lesz, bar eredetileg nem volt limese.
Legyen altalaban az A alakzat A’ és a B alakzat B’ része
egyméassal homceomorph s legyen adva A'-nek és B'-nek egy
egymsasra valé folytonos leképezése. Tekintsiik azonosaknak
azokat az elemeket, melyeket e leképezés egymésnak meg
feleltet. Az A-bol és B-bél igy adodé (' alakzatrol, mely ot
kovetelményiink figyelembevételével teljesen meg van hata-
rozva, azt mondjuk, hogy belélik A’ és B’ mentén vald dssze-
forrasztdssal keletkezett. Itt A és I ugyanazt az alakzatot is.
jelentheti' és A' és B' egy-egy pont is lehet.

1

3. Vonaldarab és elemi feliilet.

-~ Az elmondottak a legaltalanosabb értelemben vett alakza--
tokra vonatkoztak, barmik is az elemek. A leggyakrabban sze--
repl6 alakzatok a szdmok, szamparok, stb. halmazai, valamint.
azok a ponthalmazok, melyek a harom- vagy tobbméretd eukli-
desi ponttér részeit alkotjak. Mindezekre (az analysishdl jél
ismert médon) egy limes-vonatkozds kozvetleniil adva van és, ha.
mast nem emlitiink, ily halmazoknil mindig ezt a limes-vonat-
koztatast fogadjuk el. De szerepelnek az analysis situsban olyan,
geometriai alakzatok is, melyeknek elemei nem pontok, hanem
pl. egyenesek, pontparok, gombok. Ha ezek teriink részét alkot-
jak, akkor e halmazokra is kozvetleniil adva van egy limes-
vonatkozas (feltéve, hogy a fenti elemekbdl csak egynemtieket
foglalunk egy halmazba). De az alakzatok — a mint itt e fogal-
mat értelmeztiik - barmily arithmetikailag vagy akér logikailag,
értelmezett elemekbdl #llhatnak, s6t az elemeknek nem is kell
«targyi jelentés»-sel birniok, ha csak a halmazra a limes-vonat-
kozés a fenti médon értelmezve van. Minket elsésorban olyan
alakzatok fognak foglalkoztatni, melyeknek teriink ponthalmazai
kozt van képviselgjilk, illetéleg melyek csekély modositassal
ilyenekké vilnak. Mint lattuk, az alakzatokat egy-egy reprasen--

186t o feltevés nem is megszoritas: csupin az A és B egyesitésé--
vel keletkezd alakzatot kell e czélb6l A-val és B-vel jeldlni.
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tansuk (azaz egy-egy veliilk homeomorph alakzat) az analysis
situsban teljesen jellemzi.

A geometriai analysis situsban a kivetkezd héarom alakzat
Jjatssza a legfébb szerepet:

*1. a 0 és 1 kozti szamok halmazanak, illetéleg egy egyenes-
darab pontjai haimazinak (a hatdrokat beleértve);
2. az 2* 4 y® — | feltételnek megfeleld valoés szampérok,
vagyis egy kor (kiorvonal) pontjai halmazdnak ;
3. az x® + y* <1 feltételnek megfelelé szamparok, azaz
egy korlemez pontjai halmazénak

folytonos képei. Ezeket az alakzatokat, melyeket itt egy-egy repra-
sentansukkal jellemeztiink, rendre vonaldarabnak, zdrt vonal-
nak, illetéleg elemi feliiletnek nevezik.

Konnyti bebizonyiiani, hogy ha egy egyenesdarabot onma-
gara folytonosan leképeziink, a két végpontnak ismét a két
végpont (esetleg felcserélve) felel meg. Innen azonnal kovetke-
zik, hogy bérhogyan képeziink is le folytonosan egy vonalda-
rabot egy egyenesdarabra, a vonaldarabnak mindenkor ugyanaz
a (kiilonboz6) két pontja felel meg az egyenesdarab végpontjai-
nak. E két pontot nevezik a vonaldarab wvégpontjainak, a
tébbi belsd pont. Hasonléképpen (habir mar nem olyan kénnyen)
bebizonyithat6, hogy korlemeznek énmagéra valé folylonos le-
képezésénél a hatarpontok halmaza 6pmagara képezddik le,
tehat barhogyan képeziink is le folytonosan egy elemi feliiletet
egy korlemezre, mindenkor az elemi feliiletnek ugyanazok a
pontjai felelnek meg a korlemez hatarpontjainak. Az elemi
felilet e pontjait nevezik az elemi felilet haldrpontjainak.
A tobbi belsd pont. Az elemi felilet hatarpontjainak halmaza,
mint kor folytonos képe, zart vonal.

4. Osszefiiggd és nem osszefiiggd alakzatok.

A vonaldarab fogalma segitségével néhany az 4ltaldnos
alakzatokra is nevezetes fogalmat értelmezhetiink most. Egy
alakzat vonaldarab alaku részének két végpontjat (az alakzaton)
eqymdsbol elérhetdnel; nevezzilk, Ha egy alakzat barmely két
puntja egymasbol elerhets, akkor az alakzatot (6nmagdban) dssze-
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figgonek nevezik. Az eddig értelmezett hirom alakzat mind-
egyike Osszefiiggé ¢és ilyen marad akkor is, ha pl. batar-,
illet6leg végpontjaikat (a zdrt vonalnak ilyen nines) eltivolitjuk.
Minden A alakzat oly onmagulban dsszefiiggd alakzatok eqyesi-
tésével (ezek véges vagy végtelen sokan lehetnek) lkeletkeztetheld,
hogy P és Q két telszés szerinti, de kiilonbiozd ily részalakzatnal
lévén eqy-eqy telszés szerinti eleme, P és Q eqymdsbdl az A-n nem
érhetd el.* Tovabba : minden alakzat csak eqyféleképpen esik szét
ilyen osszefiiggd részekre. Az utobbi allitis magatol értetddik :
csak akkor nyerhetiink kovetelményeinket kielégité részekre
bontdst, ha minden elemet minden oly elemmel (és esakis olyan-
nal) foglalunk egy részbe, mely bel6le A-n elérheté. Hogy még
belassuk, hogy ez utobbi utasitds keresztiilvihet6 — a mivel
elsé allitasunk is igazolva lesz csak azt kell belatnunk,
hogy valahinyszor P és (), valamint () és R az A-n egymds-
b6l elérheté, mindannyiszor P és [? is elérhetd egymasbél az
A-n. Fz azonban kovetkezménye a kovetkez6 konnyen -igazol-
haté tételnek : ha egy vonaldarab végpontjai P és (), egy ma-
siké () és R, akkor e két vonaldarab pontjaibél (akdr vannak
kozos belsé pontjai, akdr nem) oly vonaldarab is osszedllithato,
melynek I és 1@ a végpontjai. Minden alakzathoz tartozik
tebat egy meghatdrozott szam vagy végtelen szamossag, v,
mint a fenti tulajdonsdgu Osszefiiggé részeinek szdma vagy
gzamossaga. Vilagos, hogy homwomorph alakzatokra e v kozos.
Ha az alakzat oOsszefiggé, v—= 1. Ha p szamu (a p véges) oly
osszefiiged A, B,.., alakzatof, melyek koziil barmely ketté
egymastol el van valasztva (a mi pl. bekovetkezik, ha ket
absolute tekintjiik), egy H alakzattd egyesitink, akkor e H
alakzatra a fent értelmezett v éppen = p. Ennek igazoldséra csak
azt kell belitni, hogy H-nak minden vonaldarab-alakia része
vagy egyedill A-nak, vagy egyediill B-nek, stb. része. Ha ez
nem volna igy, volna oly vonaldarab, mely véges szamu, egynél
tobb, Osszefiiggé és paronként egymdstol szétvilasztott alakzat
élemeibél volna oOsszerakva. Kz pedig (még ha az Osszefiiggd
szot itt el is hagyjuk) ellentmond a kovetkezé arithmetikai

! I tulajdonsag gy is megfogalmazhatd, hogy A-nak minden vonal-
darab-része : része ¢ részalakzatok valamelyikének.
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tételnek: a O és 1 kozti szamok halmaza, 0 és 1 beleértésével,

-nem bonthaté szét véges szami oly részre, mely részek mind-
egyike a 826 halmazelméleti értelmében zart (azaz tartalmazza
minden limessel biré részének limesét). E tétel bizonyitdsdra
itt nem tériink ki.

5. Egy- és kétméretii alakzatok. A felillet és hatérgorbéi.

A vonaldarabok és elemi feliiletek azok az alapalakzatok,
melyekbdl osszeforrasztasokkal az analysis situs f6anyagat alkoté
u. n. eqy- ¢s kétméretii alakzatol: Gsszetevédnek. Legyen adva
a vonaldaraboknak csupa kilonb6zé elembdl (pontb6l) allé
véges halmaza. Ha ezen tetszéleges szamban oly oOsszefor-
‘rasztdsokat végziink, hogy az Osszeforrasztds mindig csak e
vonaldarabok végpontjai mentén torténik, keletkezik az dltala-
nos egyméreti alakzat (yraph, vonalrendszer). Az eredetileg
adott vonaldarabok a vonalrendszer éleinek, végpontjai a vonal-
rendszer szdgpontjainak neveztetnek. Végpont az oly szégpont,
melybdl csak egy él fut ki; a vonalrendszer tobbi pontja: belsd
pont. Végpontbol kifuté €l végzidd élnek neveztetik. Ha a vonal-
darabok mindeme Osszeforrasztdsanak kovetkezményeképpen soha
ketténél t6bb (vég-)pontjuk nem valik egymés kozt azonossd,
az egyméreti alakzatot vonalnak nevezik. Konnyt belatni, hogy
minden dsszefiggo vonal : vagy vonaldarab vagy zdrt vonal.
Nem osszefiiggé vonal pedig: két vagy tobb (véges szamu) csupa
kiilonboz6 pontbol allé osszefiiggé vonal Gsszessége. Ha pl. a

‘vonaldarabokat (n =— 1, 2, 3,...) ugy forrasztjuk Ossze, hogy
‘minden V,nek mindkét szomszédjaval egy-egy kozos végpontja
lesz (V, és V, is szomszédosrmak tekintendd), akkor zirt vonal
‘keletkezik, mint »-oldald polygon (n-szég). Forditva is, minden
zart vonal (tehat pl. minden elemi feliillet hatdara) n-oldalu
sokszognek tekintheté és pedig a zért vonal barmely n-szdmu
pontja szerepelhet az n-szdmu «oldal» (vonaldarab, él) vég-
pontjaiként.

Attérve a kétméretii alakzatok értelmezésére, véges szamu
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csupa kiilonbh6z6 elembdl (ponthdl) allé elemi feliletbél indu-
lunk ki, melyeknek hatirat mint #-oldald polygont tekintjik,
hol »n elemi feliiletenként valtozhatik. Ezeket az oldalakat most
¢leknek, végpontjaikat szdgpontoknak nevezziik ; mint vonalda-
rabok, az élek egymaskozt mind homeomorphak. Ha ezeken az
elemi feliileteken — tetszés szerinti szamban — oly Gsszeforrasz-
tasokat végziink, hogy minden Gsszeforrasztas egy-egy él mentén
torténik, keletkezik az altalanos kétmérelii alalzat (feliletrend-
szer). Ha mindezeknek az 6sszeforrasztasoknak kovetkeztében soha
kettonél tobb él nem valik egymés kozt azonossd, a kétméreti
alakzatot feliilelnek nevezik.' Az oly élek pontjai, melyek mentén
nem tortént osszeforrasztas, a felilet Latdrpontjainak neveztet-
nek, a feliillet tobbi pontja: belsd pont. Konnyl belatni, hogy a
‘haté‘rpontok véges szamu zart vonalat alkotnak; ezek a feliilet
hatdrgorbéi. Ha minden él mentén tortént Gsszeforrasztds, azaz
nines hatarpont, a feliiletet zdrinak * nevezziik, ellenkez esetben
hatdrolinak. Minden feliillet vagy ﬁsszefﬁgg(’i, vagy véges szdmu
sszefiiggd feliiletbol all.

A feliillet bels6- és hatarpontjainak megkulonboztetese fiig-
getlen attél, hogy a feliilletet elemi feliiletekbdl miképpen épitet-
titk fel. Ez a kovetkezoképpen lathatéo be. A feliiletnek hdrom-
féle bels6 pontja van:

1. a szerepelt elemi felilletek belsé pontjai,

9. olyan élek belsé pontjai, melyek mentén osszpforra.sztas
torténik,

3. azok a szogpontok, melyekbdl kiindulé minden él mentén
tortént Osszeforrasztas.

Belathaté, hogy mind a harom fajta B belsé ponthoz ta-
lalhato a feliilletnek olyan elemi feliilet-része, melynek B belsé
pontja, mig a feliilet barmely hatarpontjihoz, akar

1. belsé pontja ez oly élnek, melynek mentén nem tortént
Osszeforrasztas, akar

1 B definitié szerint pl. a kettés kap és a «végtelenszeres gyiirtin
nem felilet.

2 Itt a »zdrt» szé nem a halmazelméleti értelemben veendd. A hal-
‘mazelméleti értelemben, mint pontjainak halmaza, teriink ininden felilete
zért, a hatarolt is. ;
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- 2. oly szdgpont ez, melybél kiindul6é valamely é1 mentén
nem tortént oOsszeforrasztas,

ilyen elemi feliillet nincsen. A belsé és hatarpontoknak ez
utébbi megkiilonboztetése most mér valoban csak a feliilettsl
fiigg és azt is mutatja, hogy a feliillet folytonos leképezésénél
belsé pont bels§ pontba, hatarpont hatirpontba megy 4at. Ha
tehat két feliilet homceomorph, akkor hataraik azaz hatiarpontjaik
Osszessége is homoweomorph. Lattuk, hogy e hatarok véges szamu
zart gorbébil vannak dsszetéve. Tovabba egy feliilet két hatar-
gorbéje, mint a felialet két része, egymastol szét van vilasztva.
A hatargorbék szama tehat a megelézé pont meggondoldsai
szerint homwomorph feliiletekre kozos. E nevezetes tényt ugy
is kifejezhetjiik, hogy minden feliilletnél a hatargorbék széama
(mely véges) oly tulajdonsagat adja a feliiletnek, mely folytonos
leképezesekkel szemben invaridns.

Ha egy hatarolt feliiletet valamelyik hatargorbéje mentén és
egy elemi feliiletet egyetlen hatargérbéje mentén egymadssal ossze-
forrasztunk, akkor 1jbdl feliiletet nyeriink egygyel kevesebb ha-
tdrgorbével. Kzt az eljarast ugy is fogjuk leirni, hogy a feliiletet
e hatirgorbéje mentén egy elemi feliilettel LitGllcttiik. Minden
hatargorbére elvégezve ezt, végiil zart felilethez jutunk.

6. Felilletek tertinkben; a legegyszeriibb példdk.

A kovetkezékben egyszerii példt’xiﬂ akarjuk megadni az oly
feluleteknek, melyek a haromméretli euklidesi tér részét alkot-
jak. A felulet fogalméara elfogadott értelmezésiinknek megfeleld-
leg ezeket mint elemi feliilletek ott el6irt mddon valo Ossze-
forrasatasinak eredményét fogjuk jellemezni, térszemléletiinkre
valé hivatkozassal. Azt is szemléletileg elfogadottnak tekintjilk,
hogy a szerepelendé elemi feliiletek valéban elemi feliiletek.
Egy térbeli alakzat elemi feliilet voltdnak szemléleti felismeré-
sére a kovetkez0 meggondolas szolgalbat. Gondoljunk egy cse-
kély vastagsiagu, minden hataron tul tagithaté, Osszenyomhaté
és hajlithato anyagbdl késziilt korlemezt, melynek vastagsiga-
; O i':Ia t. 1. egy hatargérbe valamely részének van limese, ez ugyan-
ahhoz a hatirgorbéhez tartozik.
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0l teljesen eltekintiink. Barhogyan deformaljuk is ezt teriink-
ben folytonosan, azaz ugy, hogy sem szakitast, sem forrasztast
nem végziink, ismét elemi feliletet nyeriink. Hasonléan ismer-
hetjilk fel esetleg szemléletileg mas két «anyagi» alakzat
homeomorphismusat is.

A legegyszertibb hatarolt feliletre, az elemi feliiletre ™ te-
rinkben barmely egyetlen zart gorbével hatarolt sikidom, vala-
mint sokféle térbeli idom nyujthat példat. A legegyszertibb zéart
felilet a gomb, melyet — ez a gombfeliillet analysis-situs-beli
definitija — két oly elemi feliillet pontjai alkotnak, melyek-
nek kozos hatdrvonaluk van és egyébként kozos pontjuk nin-

csen. ' Két, harom, négy, ... hatargorbével bird felilletekre az
1—3. abrak szolgaltatnak példat; az elsét Lkorgyliri vagy hen-
gerpaldst felilletnek nevezziik (az drnyékolt rész nem tartozik
a feliilethez). Itt, mint a kovetkezé abréakban, a berajzolt vona-
lak mutatjak, hogy miképpen keletkezhetnek e feliiletek elemi
felilletek Osszeforrasztasaval. (A 6—8. dbrak is kénnyen ki-
egészithetk ilyen beosztdssal.) Hogy e részek valoban elemi felii-
letek, azt fenti megjegyzésiinkkel szemléletileg igazoltnak tekint-
jik ; ugyanigy kovetkezd példainkban. Egyetlen hatargorbével biré
felilletet mutat a 4. dbra is; ez mar nem része a siknak (a
keresztezddésnél a két feliletrész egyike a méasik folott vonul
el). Igen nevezetes felillet az analysis situsban a Mosrus-féle

! Bebizonyithat6, hogy az igy jellemzett feliiletek éppen a metrikus
értelemben vett gémbbel homaeomorph feliileteket adjdk és igy egymés-
kozt is homceomorphak.

Konig Dénes: Analysis situs. I. 2



18 1. §. ALAPFOGALMAK

szalag (5. ébra), mely pl. ugy keletkeztethetd két elemi felii-
letbél, hogy ezeket két-két kiilonallé élik mentén az itt lat-

5. dbra.

haté modon 6sszeforrasztjuk. Analytikusan egy Morrus-féle szalag
pl. mint az
socs 1 Z o u

2 = GO8Y (1—0 sin —2—), Y = sinu, (1—1' 31n§), Z = v cos >

vagyis mint az
Yy + 22+ 2x@+2) (x—=1)—(@—1)’y=0
feliiletnek az a része adhaté meg, melyet a két parametérre vo-
natkoz6
O<su<2mn—-1<v<lt

egyenlétlenségek jellemeznek. * Ez mér a harmadik, egyetlen hatar-
gorbével biro feliillet példaja; késébb ki fog deriilni, hogy e harom
feliillet kozt nincs kettd, mely egyméssal homwomorph volna.
Az altaldnos vizsgalat targya lesz éppen oly feliileti tulajdonsa-
gokat megallapitani, melyekben e feliiletek egymastél eltérnek.
A gomb utan a legegyszeriibb zart felilet a 6. dbriban lathato
kézimséges qyiiri (torus), mely pl. ugy keletkezik, hogy egy kor
egy a sikjaban fekvé és 6t nem metszé egyenes koriil forog.
Ha a forgé kor sugara r s kozéppontjanak tavolsaga a forgés
tengelyét6l R, akkor az wu, v paraméterekkel a kozonséges
gytrtifeliilet analytikusan a kovetkezé egyenletrendszerrel jel-
lemezhetd :*

1 Sztics Adolf: Két adalék az egyoldali feliiletel: elinéletéhez, Math.
és Természottud. Tirtesitd, 30. k. (1912), 954 L; Scurrrers, Theorie der
Flichen (2. kiadés, Leipzig, 1913), 40—43. 1. V. 6. tovabb4a MascHKE:
Note on the unilateral surface of Mdbius, Transactions of the Am. Math.
Society, 1. k. (1900), 39 1. és FeLDpBLUM egy lengyel nyelvii dolgozatit
(1897), melyet a Fortschritte der Mathematik (28. k., 579 1.) ismertet.

2 Ttt a forgastengely a z-tengely, a kir kozéppontja az a-tengelyen,
maga a kor az (2z) sikban van.
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= (R + rcosu) cosv, y = (R + rcosu)sinvy, 2z = rsinu;
wvagy u-t és v-t kikiiszobolve :
@ +y*+ 22— R — 1° + 4R*(z* — 1% = 0.

8. 4bra.

A 7. és 8. abra mutatja a /kétszeres és hdromszoros gyliri
alakjat.

7. Végtelenbeli és tobbszérés pontok.

Szamos mas feliilletnek is van teriinkben reprasentinsa,
igy pl., mint latni fogjuk, minden hatarolt feliiletnek s a zéar-
tak koziil is mindazoknak, melyeket kétoldaluaknak fogunk ne-
vezni. De ki fog deriilni az is, hogy ninecs minden feliilethez
homceomorph feliilet teriinkben, a mi bizonyos feliilettypusok
vizsgdlatat megneheziti. Hogy mi ily feliileteket is a feliilet
fogalma ald osztottunk be — a mi teriink szempontjabol elsé
pillanawra természetellenesnek litszik — nem bonyolultabbé, ha-
nem egységesebbé s igy egyszeriibbé fogja tenni vizsgédlatain-
kat. Ily feliiletek vizsgalatandl a geometriai szemlélet kozvetet-
leniil nem alkalmazhaté, de alkalmazhatéva valik némileg
azaltal, hogy bizonyos konventiok elfogadasaval kibdvitjiik teriink
pontjainak halmazat.

Az elsé bovités abbél all, hogy uj, idealis pentokat veze-
tiink be és a limes-vonatkozast ezekre is kiterjesztjiik. Szemlé-
letiinknek az ilyen 1j pontokat is tartalmazoé alakzatok az altal
teheték valamelyest hozzédférhetokké, ha az uj pontokat végtelen-
beli, azaz & régi (végesben fekvé) pontoktol végtelen tavolsdgra
gondoljuk ; az analytikus targyaldst is ez a felfogas teszi leg-

o
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jobban alkalmazhatdva. igy pl. a mindkét értelemben végtelen
egyenes (végesben fekv6) pontjait egyetlen G végtelenbeli pont-
tal egészitjik ki és ezt — egyébként nem modositva a limes-
vonatkozast a régi pontokbdl alakitott minden oly végtelen
halmaz limes-pontjanak deklaraljuk, melynek minden véges
hosszGsagu egyenesdarabon véges szamu pontja van. Az igy
kiegészitett, 0. n. projectiv egyenes homoeomorph a kérhoz. Ha
t. i. a kort agy helyezzik el, hogy ez az egyenest O-ban
érintse (9. abra) és a kornek O-val diametralisan szemben fekvd'
pontjat C-vel jel6ljik, akkor az egyenes barmely végesben fekvd
P pontjdnak P'-t, PC-nek a korrel val6 maésik metszéspontjat-

feleltetvén meg, az egyenes végtelenbeli pontjanak pedig 6-t,
ezzel oly kolcsondsen egyértelm(i vonatkozast allapitottunk meg
a projectiv egyenes és a kor pontjai kozott, mely latnivaloan
folytonos. Ugyanigy lehet végtelen sok Gj végtelenbeli pont beve-
zetésével a sikot az U. n. projectiv sikkd kiegésziteni. Ezt a
projectiv geometria elemeibdl jol ismert eljarast itt nem rész-
letezziik. Meg kell azonban mutatnunk, hogy e projektiv sik is
felllet az &ltalunk elfogadott értelemben. Harom, egymast nem
egy pontban metsz6 egyenest rajzolunk a projectiv sikra; a
metszéspontok legyenek A, B, C. Valaszszunk a sikon Kiviil
egy D pontot és az AD egyenesdavabon egy O vetitési centru-
mot (10. dbra). Az abran lathato, kétfelé a végtelenbe nyulo
arnyékolt terulet (végtelen haromszog) barmelyik P pontjanak
(mely végtelenbeli pont is lehet) OP-nek a BCD sikkal valé-
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¢ atdofési pontjat feleltetvén meg, e végtelen haromszog és a
véges BCD haromszog (elemi feliilet) pontjai kozott kolesono-
sen egyértelmii és folytonos vonatkoztatast allapitottunk meg.
Igy tehat e végtelen héromszég a véges BCID héromszoggel
homeceomorphnak és igy ugyancsak elemi feliilletnek bizonyult.
Ugyancsak elemi feliillet tehat a projectiv sikban keletkezett
magik két végtelen haromszdg, éppen ugy, mint a véges AB(!
haromszdg. A projectiv sik tehat négy elemi feliilet egybeforrasz-
tagdval keletkeztethet6. Az Osszeillesztés itt tgy torténik, hogy
adott értelmezéseink alapjan a projectiv sik mint zdrt felilel
adddik. A projectiv sik az analysis situs egy nevezetes feliilet-
typuséara (a legegyszertibb egyoldalinak nevezendd zart feliiletre!
4d példat. Végtelenbeli pont bevezetése nélkiil e typust tertink-
ben nem sikeriilne megval4sitani, a mirél majd a 6. §-ban lesz sz0.

A sik végesben fekvs pontjainak halmaza (mely homceo-

morph az elemi felillet belsi pontjainak halmazival, de maga
nem «feliilet») egyszeriibb médon is kiegészithetd zart feliilette,
t. i. egyetlen végtelenbeli pont bevezetésével, melyet minden oly
végtelen részhalmaz limesének deklardlunk, melynek minden
koron beliil csak véges szamu pontja van. Az igy kiegészitett
sik a fiiggvénytanban jatszik fontos szerepet, hol a sik pontjai
a complex szdmokat (a co-nel egyiitt) jelképezik, és ezért fiigy-
vénytani siknak neveztetik. Hogy ez «zart felilety», kideriil, ha
mindjart beldtjuk azt is, C
hogy a gombfelilettel ho-
moeomorph. Ez pedig az 1.
n. stereographikus vetitéssel
(11. abra) éppen ugy belat-
‘haté, mint a hogy az imént a
projectiv egyenesnek (mely
egyszersmind  fiiggvénytani
egyenesnek is nevezhetd
volna) a korrel valé homeo-
morphismusat belattuk.

A most tirgyalandé mdasodik bdvités még sokkal messzebb-
mend fontossdggal bir. A feliileteknek elemi feliiletekb6él valo
felépitésénél feltettiik, hogy egy elemi feliilet belsé pontjai nem
pontjai még egy szerepld elemi feliiletnek és kirekesztettiik
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tehat két elemi feliiletnek olyan osszeillesztését, a milyet a 12.
abra mutat (hol a két négyszogalaku elemi feliilet egyike arnyé-
kolva van, masika nincs). Ilyen «onmagat metszé», «kettds
pontokkal biré» feliiletet mi nem neveztiink feliiletnek. E meg-
szoritdst most részben elejtjiik. Teriink pontjait t. i. alkalom-
adtan mint tGbbszords pontot, azaz mint két vagy tobb kilonbozd
«pont» kozos helyzetét fogjuk tekinteni, melyeknek egyenkent
valé megaddsahoz helyzetiikon kiviil annak a tobbszoros pont nel-
kiili elemi feliiletnek a megadasa is sziikséges, melynek pontja-
képpen tekinteni akarjuk. Hogy «a Ppontot az I elemi feliilet pont-
jaképpen tekintjiik», azt jelentse, hogy esak akkor limese P a H
halmaznak, ha, az eddigi kovetelményeken kivil, P> a H
halmaz E-be es6 reszémek is li- s
mese. A 12. abran lathaté két

elemi feliileto6l oOsszetett feliilet

ebben a felfogasban maga is

12, abra.

latnivaldoan elemi felilet, mert folytonos képe egy kettés pont
nélkiili elemi feliletnek. Egy kétszeres (azaz csupa kétszeres
pontb6l 4llé) zart vonalat tartalmazo feliilet alakjaban abrazol
pl. 13. abrank egy oly feliiletet, mely t6bbszorés pont nélkiil
tertinkben nem volna megvalosithats. (E feliletr6l majd még
részletesen lesz sz0.) X

8. Keresztmetszet és kormetszet.

Ha egy I alakzatot két homeomorph része, V, és V,
mentén meghatarozott modon 6sszeforrasztunk, meghatarozott
I ‘alakzatot nyeriink. Az Osszeforrasztassal azonossa valo V,-et
és V-t kozos jellel V-vel jelolve, ilyenkor azt is mondjuk, hogy
az I az F-b8l «V mentén vald felmetszés» allal keletkestet-
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heté. Meg kell itt jegyezni, hogy F' és V megadasaval ' még
altalaban nines meghatarozva. A felmetszéssel t. i. V-nek egy
P elemébol két elem, P, és P, keletkezik és — F valamely
részének P lévén a limese — nines még eldéntve, hogy /-nak
mint [ részének P,-e a limese, avagy P, vagy végil egyik
sem. F'-nek, mint analysis-situs-beli alakzatnak teljes meghaté-
rozasara ujabb utasitdsok sziikségesek, melyek dltalaban sok-
féleképpen adhaték meg.

Ha azonban F specialisan feliletet, V pedig egy «redraj-
zolt» (azaz részét képezd) oly vonalrendszert jelent, melynek
minden belsé pontja az [-nek is belsé pontja, akkor a szemlé-
let ' azt mutatja, hogy F-nek }V mentén valo felmetszésével egy
meghatarozott " feliilet keletkezik. A V minden pontjabél
F'-nek két hatdrpontja valik. (Ha a vonalrendszer valamely
végpontja belsé pontja a feliletnek, akkor e végpontot most
nem szamitjuk a vonalrendszerhez : ez a felmetszéssel nem kétsze-
rez6dik meg). Alapvetd fontossagu szerepet jatszanak — RievaNN
6ta — a felilletek analysis situsaban az ilyetén felmetszések,
ha V vonaldarabot vagy zart vonalat jelent.

Ha egy osszefiiggé hatdrolt [ feliiletet oly V' vonaldarabja
mentén metsziink fel, melynek végpontjai az / hatarpontjai,
mig tobbi pontja belsé pontja az F-nek, azt fogjuk mondani,
hogy a V keresztmetszelel alkalmaztuk. A szerint, a mint a kelet-
kez6 feliillet megsziinik Osszefiiggé lenni vagy nem, azt mond-
juk, hogy V szétdarabolja, illet6leg nem darabolja szét a feli-
letet. Az elsé esetben a keletkezo felillet ket (és nem tobb)
dsszefiiggs részbol all (két darabra
esik szét). Az Osszefiiggs feliilet-
nek csupa belsé pontjabol allé
zart vonal mentén metszvén fel a
feliiletet, kormetszetrol szolunk;
ez 1is lehet szétdarabolo vagy
nem. Mindkét fajta kereszt- és
kormetszetre eddig ismertetett
feliileteinknél is lathatunk példat; pl. a Mosrus-féle szalagnal
mind a négyre; 14. abriank jelolésében:

! Innen kezdve altalanos vizsgélatainkban is hivatkozni fogunk'th
geometriai szemléletre.
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a : szétdarabold keresztmetszet,

3: szét nem darabold keresztmetszet,

Y (a MoBius-féle szalag «kdzépvonala»): szét nem darabol6
kdrmetszet (v. 6. a 28. &brét),

8: szétdarabold kormetszet.

Egy kereszt- vagy kormetszet szétdarabol6d volta természe-
tesen folytonos deformatiokkal szemben invaridns; azaz: ba
az F feliletnek F'-re vald folytonos leképezésénél a v metszet
v'-be megy at, akkor v és V' egyidejlileg szétdarabol6 vagy nem.
Szétdarabol6 kormetszet alkalmazasat, mikor a keletkezd két
darab egyike 6lemi felllet, pontozasnak 1 nevezik; a pontozés

eredményének a masik darabot tekintjuk. (Gomb esetében, és
csak ekkor, ez is elemi felillet). A pontozds a mar ismertetett
kitoltésnek invers muvelete.

A szemlélet mutatja, hogy egy feliiletnek oly vonaldarab
mentén vald felmetszése, melynek minden pontja a feliletnek
bels6 pontja, sequivalens egy pontozassal (15. dbra). Ha pedig
a vonaldarab egyik végpontja a felilet hatarpontja, minden
mas pontja pedig belsé pontja a feliiletnek, akkor ennek men-
tén vald felmetszés a felllleten egyéltalaban nem valtoztat.
(16. abra.) Abraink e kétféle felmetszést az elemi feliilet pél-
dajan mutatjak. Ha tehat F' az F-b6i ennek V vonalrendszere
mentén vald felmetszése altal keletkezik, (az F hatargorbéit is
hozzaszamitjuk F-hez), akkor ugyanezt az F'-t nyerjik, ha a

1 Ez az elnevezés onnan szarmazik, hogy metrikusan is jellemzett
fellletnél gyakran ezélszer(i a pontozast Ggy végezni, hogy a felileth6l ez
altal eltavolitott elemi felllet kicsiny legyen, mintegy vékony tlvel at-
szurni a feluletet.



KERESZTMETSZET ES KORMETSZET 25
V-nek oly éleit barhanyszor elhagyjuk (azaz ezek mentén nem
metsziink fel), melyeknek egyik (és esak egyik) végpontjuk az
egész vonalrendszernek is végpontja.

Most még béviteni akarjuk a keresztmetszet fogalmat. Itz
a kovetkez$ szemléleten alapszik. Egy keresztmetszet alkalma-
zésa ugy végezheté, hogy (czeruzdval vagy késsel) elindulunk a

felulet egy A hatarpontjab6l és mindaddig haladunk, mig ajb¢l
egy hatdrponthoz jutunk (B). Ha igy folytatolag keletkeztetjiik
az uj feliletet, azaz minden dthaladott pontot még a kereszi-
metszet bevégzése el6tt (két) hatarpontnak tekintiink, akkor egy
mér dthaladott ponttal (mely az eredeti feliiletnek belsé pontja)
mint végponttal berekeszthetjiik a

keresztmetszetet (17. abra). Ellen-

tétben az eleinte hevezetett és

ezentil kizonségesnek nevezendd

keresztmetszettel, az ily keresat-

metszeteket s-alakit keresztmet-

szeteknek nevezziik. Ez tehat egy

zart vonalbol és egy oly vonal-

darabbdl all, melynek egyik vég-

pontja a zart vonalon van, a

masik az eredeti feliillet hataran; a s-alaku keresztmetszet tobbi
pontja, tehat masodik (B) végpontja is, belsé pontja az eredeti
feliiletnek. A keresztmetszet fogalmanak ez a bdvitése szamos
kivételes eset megsziintetése kedvéért czélszert.

Latnivald, hogy egy kozonséges keresztmetszet vagy egy kor-
metszet akkor és csak akkor nem darabol szét egy Osszefiiggd
feliiletet, ha ennek van olyan csupa belsé pontbél all6 zart vonala,
mely e kereszt-, illetéleg kormetszetet csak egyszer «metszin.
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A szemlélet mutatja, hogy elemi feliletet barmely kereszt-
metszete (akir kozonséges ez, akar o-alaka) szétdarabol' és
pedig két elemi feliiletre. E tényt azx clemi felilet alaptulaj-
donsdgdnak fogjuk nevezni. Ugyancsak szemléletileg igazoltnak
tekintjik, hogy az elemi feliletet minden kormetszete is szét-
darabolja. Ez lényegileg a Jorpan-féle tétel.*

1 RiemMaNN-nal ¢z az elemi feliillet definiti6ja; e definitié tehit a
feliilot fogalménak az clemi felilet fogalmat nem tartalmazé definitidjat fel-
tételezi. RIEMANN nem &d ily definitiét. Hogy a két rész mindegyike elemi
feliilet, azt RIEMANN mér bizonyitja. Mi azonban ezt a tényt is kozvetlen
szemlélet eredményének tekintjiik, annél inkdbb, mert ha egy felilletnek
«egy vonala mentén valdé felmetszésér-t szemléletiinktdl fiiggetleniil értel-
mezni akarnék, mér hivatkoznunk kellenc e tényre.

2 Joroan, Cours d’Analyse, 2. kiad., I k. (1893), 91. 1.; 1. tovabba
0seoop : Lehrbuch der Funktionentheorie, 2. kiad. {1912). I, 160—172. 1.,
hol egyéb irodalmi utaldsok talilhaték (Scmornrrirs, AMES, Briss, VEBLEN)
és Brouwer, Mathematische Annalen, 69. k. (1910), 169. 1.
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AZ ALAPSZAM.

1. Irodalom.

A felilletek analysis situsanak megalapitoja Rimmanw, kit
fiiggvénytani kutatasok vezettek feliiletek Osszefiiggési viszonyai-
nak megvizsgalasahoz. Elsésorban a kovetkezé két dolgozata jon
itt tekintetbe :

Grundlagen [iir eine allgemeine Theorie der Functionen
einer verdnderlichen complexen Grisse, Inauguraldissertation,
Gottingen 1851. =— Mathematische Werke (2. kiad., Leipzig,
1892), 3. 1

Theorie der Abel’'schen [‘unctionen, Journal fiir r. u. a.
Mathematik, 54. k., 1857 — Mathematische Werke, S8. 1.

Az elsében a tirgyalas a keresztmetszet, a masodikban a
kormetszet fogalmara van alapitva. A mi targyalasunk az elsé
modszerhez fog esatlakozni. (A késébb idézendé lapszdmok az
osszegyujtott mivek 2. kiaddsira vonatkoznak.)

Rievany roviden megfogalmazott gondolatainak elsé bévebb
targyalasa C. NuumanNN-t6l valo:

Vorlesungen wber Riemann's Theorie der Abel’schen In-
tegrale (2. kiad., Leipzig, 1884), 146—186. 1. (Az 1. kiadas
1865-ben jelent meg.)

Ugyancsak teljesen Rremasy gondolatkoréhez csatlakozik a
kovetkezd dolgozat : '

Lieeicu: Untersuchungen dber den Zusammenhang der
Flichen im Sinne Riemann’s (Mathematische Annalen, 7. k.,
1874, 212. 1.).

Kiilonosen az analysissel és a metrikus geometridval valé
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kapesolat tekintetében szamos nevezetes adalékot szolgaltatott
a feliiletek analysis situsihoz Kumin és Dyck. Dolgozataik koziil
kiemeljik a kovetkeziket :

F. Kupix: Bemerkungen iiber den Zusammenhang der
Flichen (Mathematische Annalen, 7. k., 1874, 549. 1.) és

Uber den Zusammenhang der Flichen (U. o., 9. k., 1876,
476. 1.). L. tovabba Kruix-nek szadmos mas dolgozatat, melyeknek
nagy része a Mathematische Annalen késébbi koteteiben jelent
meg, valamint t6bb sokszorositott el6adasi fiizetét.

W. Dyex: Beitrdge zur Analysis situs, I. (Mathematische
Annalen, 32. k., 1888, 457. 1.). E dolgozat tovabbi kifejtését
tartalmazza azoknak a vizsgdlatoknak, melyeket Dvck 1885-ben
-és 1886-ban a lipcsei Akadémia Berichte-iben kozolt.

A complex véltozék fiiggvénytananak tankényvei mind
szentelnek kisebb-nagyobb részt a feliiletek analysis situsanak.
Felemlitjik a kovetkezOket :

PrrerseN : Vorlesungen diber Funktionstheorie (Kopenha-
gen, 1898). E konyv, melynek dan eredetije 1895-ben jelent
meg, a felilletek Osszefiiggési viszonyaira vonatkozé szamos
eredeti vizsgalatot is tartalmaz.

Duriier: Klemente der Theorie der Funktionen einer com-
plexen verdnderlichen Girisse (4. kiad., Leipzig, 1893). E mun-
kanak 5. kiadasabdl a feliiletek analysis situsdra vonatkozo fe-
_jezet teljesen kimaradt.

Forsyru: Theory of functions of a complex wvariable
(2. kiad., Cambridge, 1900).

Avperrn et Goursar: Théorie des fonctions algébriques (Paris,
1895.).

Tovabba még HapaMArRD referatumdt kell megemliteniink :

Notions élémentaires sur la géométrie de situation (Nou-
velles Annales de Mathématiques, 1909, 9. k.). E dolgozat az
-analysis situsnak a Riemanx-féle feliiletekkel kapesolatos vizsga-
latait targyalja. Ugyanez all a kovetkezd munkara:

H. Weyn: Die Idee der Riemannschen Fliche, Mathema-
tische Vorlesungen an der Universitit Gottingen, V. (Leipzig,
1913). E munkanak itt kiillonosen az elsd fejezete (Begriff und -
‘Topologie der Riemannschen Flichen) jon tekintetbe.
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Attérve az Eurur-féle tétel és altalinositisanak irodalméra,
Evrer-nek a kovetkezd két dolgozata emlitendd:

Elementa doctrinae solidorum és Demonstralio nonnulla-
rum instgnium proprietatum, quibus solida hedris planis in-
clusa sunt praedita; Novi Commentarii Academiae scient. imp.
Petropolitanae, 1752/3 (megjelent 1758-ban), IV. k., 109. és
140. L

Az els6 dolgozatban esak kimondja Funer az empirikusan
talalt tételét, a masodikban «bizonyitéstr is 4d szaméra, a nél--
kiil azonban, hogy a tétel érvényességéhez sziikséges feltétele--
ket kijelentené és felhasznalné.

Burer tételének elsd felfedezgjéiil killonben ujabban nem
Furert, hanem DrscArresot szokds megnevezni, hivatkozdssal
Descarresnak De solidorum elementis cz. dolgozatira, mely
eldszor csak 1860-ban és pedig hézagosan jutott nyilvanossagra.’
E dolgozat t6bb tétele valoban szoros kapesolatban van KEuvrer
tételével, a mire elGszor Proumer ® figyelmeztetett, de nem &llit-
hato, hogy EurLer tételének explicit kimonddsat tartalmazza.

Evier tételére és altalanositasara vonatkozé rendkiviil ki-
terjedt irodalom (Lecexpre 1808, I/Humier 1812, Caveny
1813, SteiNer 1826, Grunerr 1827, KirkmaN 1835, vox StauDT
1847, Listine 1862, Mosius 1863, Banrzer 1883, pE JONQUIERES
1890, Pomxcart 1895 és sok mas dolgozat részletes egybeallitasa
megtalalhaté a kovetkez6 munkéakban :

Britekngr : Vielecke und Vielflache, Leipzig, 1900, 58. 1.;

HaussNer 21, jegyzete az Ostwalds Klassiker 151. koteté-
ben («Szabdlyos csillagpolyederek»), 119. 1.

Smion : Entwicklung der Elementar-Geometrie im XIX..
Jahrhundert (Leipzig, 1906), 217--223. 1.

Deun és Hercasarp 99. jegyzete Encyklopazdia-czikkiik 199.
lapjan (A 198. 1. formuldjaban 2r helyébe r teendd).

A kozonséges Eurer-féle tételre kozolt bizonyitdsok nagy
része helytelen. Kz részben abban leli magyardzatat, hogy

1 Oeuvres inédites de Descartes par FoucHER DE CargiL (Paris, 1860),
IL k., 214. 1. — Pétlasokkal és jegyzetekkel kiadta 1890-ben pE JONQUIBRES.
(Bibliotheca Mathematica, 4. k., 43. 1.)

2 Comptes Rendus, 50. k. (1860), 779. L.
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a XIX. szazad els6 felében a gombbel homoeomorph polyedere-
ket tekintették a polyederek altalanos typusanak, mig a tobbit,
melyekre, mint azt empirikusan megéallapitottak, Evrer relatidja
nem érvényes, kivételeseknek, singularisoknak vélték. A probléma
fejlédése sokdig nugyrészt arra szoritkozott, hogy a csucsok,
élek és lapok szama kozott «sok» polyederre megelézdleg érvé-
nyesnek felismert relatiot wjabb és ujabb, «magasabb fajtaju»
polyederekre érvénytelennek ismerték fel. Hgyes ily relatiok
érvényességi korét még Poinsor és Caucay is tévesen allapitotta
meg. Usak a feliiletek analysis situsanak kifejlesztése, a Rinmans-
féle alapszdam fogalma tette lehetévé a probléma teljes elinté-
2ését és az eredmény szabatos kimondésat. Az elemi geometria
tan- és kézikonyveib6l - azonban igen csekély kivétellel a régi
fogalmazds mindmaig nem tudott kiveszni. '

Az Buner-féle tételnek és altalanositasanak szamos. bizo-
nyitdsa természetesen metrikus fogalmakat hasznal. Az analysis
situs szempontjabdl kiillondsen figyelemre mélté vox Staupr ele-
gans és szabatos bizonyitasa (Geomelrie der Lage, Nurnberg,
1847, 20—21. 1.), mely a szoba jové polyedereket is analysis-
situs-fogalmakkal jellemzi. Ez volt az elsé lépés a (zart) felii-
letek analysis-situsbeli osztalyozasara. Vox Sraupr bizonyitdsa-
val lényegileg megegyezik Poincarii egyik bizonyitdsa (Journal
de I'Ecole Polytechnique (2), 1. k., 1895), mely a problémat
linearis formak algebrai elméletével hozza érdekes kapcsolatba.

2. Felbontds elemi feliiletekre.

Attérve a feliletek részletes vizsgalatara, hangstlyoznunk
kell, hogy a feliilet fentebb (1. §, 5. pont) adott értelmezésé-
bél indulunk ki. A feliileteknek e definitiobol és szemléletiinkbél
foly6 és teriink fogalmatol fiiggetlen (azaz 1. n. absolut) tulaj-
donsagai érdekelnek majd elsésorban minket és csak a 6. §-ban
fogunk egy feliiletnek tertink részeképpen valé megvaldsitasaval,

1 Még WeBkr és WELLSTEIN kitiind Eneyklopadie der Elementar-
Mathematik-ja (3. kiad., II. kotet,. 585. 1) is helyteleniil fogalmazza meg
Furer tételét. Kifogéstalan azonban HADAMARD taArgyalisa: Lecons de
Géométrie éléementaire (2. kiad., II. kotet, 419—425. 1)
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a mennyiben e megvalositas lehetséges, foglalkozni és a teriink-
ben elhelyezkedd feliiletek teriinkben vald elhelyezkedését, teriink-
hoz valod relativ tulajdonsédgait vizsgalni.

A feliilet értelmezése szerint minden felilet egy rarajzolt
vonalrendszerrel elemi feliiletekre bonthaté. Ennek kiegészitése-
képpen kimutatjuk a kovetkezd tételt :

L. Ha eqy vonalrendszer eqy 6sszefiiggd hatdrolt feliletet
elemi feliletekre bonl, akkor a felilel minden hatdrgyérbéjébol
Liindul a vonalrendszernel legaldbb eqy vonala.

Valéban, ha e feliilet K hatargorbéjéb6l nem indulna ki
ilyen vonal, akkor K egyetlen létrehozott E elemi feliiletnek
volna a hatdra. E-nek, mint elemi feliiletnek, A volna egyetlen
hatargorbéje. Minthogy pedig A az eredeti feliletnek hatara,
azért K semmiféle mas létrehozott elemi feliilettel nem fiiggne
0Ossze (nem volna Osszeforrasztva). s igy — oOsszefiiggé feliiletrdl
lévén sz6 — [ maga volna az egész felillet és egyaltalaban
nem is volna vonalrendszer.

A bebizonyitott tételbdl kovetkeuzik :

11. Ha eqy vonalrendszer eqy dsszefiigyd zdrt feliletet elemi
feliiletekre bont, akkor e vonalrendszer dsszefiigqc.

Ha t. i. zart I feliletiinket oly |~ vonalrendszer bontja
elemi feliiletekre, mely két olyan V, és 1, részre esik szét,
melyeknek nincs kozos pontjuk (nem fiiggnek egymédssal ossze),
akkor feliiletiinket csupan V, élei mentén metszve fel, olyan
(0sszefiiggé vagy Ossze nem figgd) [ felilet keletkezik, meiyet
Vy elemi feliletekre bont szét. Tehat V, az I'-nek oly onma-
gaban Osszefiiggé F,' részét is elemi feliletekre bontja, melyen
egyaltalaban van egy éle V,-nek. (Ha [ &sszefiiggd, akkor Iy
megegyezik ["-vel) Az 1. tétel szerint tehat V,-nek van oly éle,
mely F,'-nek egy hatargorbéjébgl indul ki. Amde, eredeti I
feliiletiink zart lévén, F'-nek s igy [F\'-nek is minden hatér-
vonala: éle a V,-nek és igy V, és V, mégis Osszefiiggne egy-
massal.

Hatarolt feliilet esetére eredményiinket igy bovithetjik ki.

IIl. Ha eqy vonalrendszer eqy dsszefiiqqd feliletel elemi
feliletekre bont, akkor, hozzdvéve e vonalrendszerhez a feliilet
esetleges haldrgirbéit, sszefiiggd vonalrendszert nyeriink.

- Zaxt feliilet esetére e tételt most bizonyitottuk be. Ha
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pedig vannak a feliiletnek hatirgdrbéi, ezek mentén a feliletet
egy-egy elemi feliilettel kitoltjiik. Az igy keletkezd zért feliiletre
alkalmazva a IL. tételt, a kivint eredményt nyerjik.

Most mar attérhetiink a kovetkezd tétel bizonyitaséra.

1V. Ha eqy hatdrolt dsszefigqd feliletel eqy vonalrend-
szer (mely, hozzdszdmitva a felilet hatdrgorbéit, végzdds éit
nem tartalmaz) elemi feliletekre bont, akkor e wvonalrendszer
keresztmetszetek folytatilagos * alkalmazdsdval Fkeletlkeztetheto.

Az 1. tétel szerint feliilletiink egy K hatargorbéjébdl ki-
indul a vonalrendszer egy vonala. Ennek K-beli végpontjabol
kiindulva addig haladunk, tetszés szerinti médon, a vonalrendszer
mentén, mig egy mar athaladott pontig vagy feliiletiink egy
hatarpontjaig jutunk (végzédé €l nem lévén, ez lehetséges).
A leirt vonal keresztmetszete feliiletiinknek és pedig c-alaku az
elsd és kozonséges a masodik esetben. E keresztmetszet men-
tén felmetszve feliiletiinket, 1) felilet keletkezik, mely lehet
Osszefiiggé vagy Ossze nem fiiggé, de mindenesetre minden on-
magaban Osszefiiggd része hatdrolt, mert hatarolt és osszefiiggé
feliiletbdl, egy keresztmetszet mentén valé felmetszéssel, csupa
hatdrolt darabbol 4ll felilet jon 1étre. Ha vonalrendszeriinket
ezzel az egyetlen keresztmetszettel kimeritettiik, akkor tételiink
be van bizonyitva; ellenkez6 esetben az I. tétel szerint az 1j
feliiletre rajzolt vonalrendszerb8l ismét egy keresztmetszetet
valagzthatunk ki, és igy tovabb. Minthogy a vonalrendszer vé-
ges szamu €élb6l all és minden keresztmetszet legalabb egy élt
tartalmaz, ily moédon véges szamu lépésben kimeritjik a vo-
nalrendszert és tételiink ki van mutatva.

E kimerités természetesen sokféleképpen torténhetik. Latni
fogjuk azonban, hogy a folytatélag alkalmazott keresztmetsze-
tek szdma minden modnal ugyanaz.?

Minthogy a feliilet fogalmanak értelmezése szerint minden
feliilet egy vonalrendszerrel véges szamu elemi feliiletre bont-

1 A keresztmetszet pontjai a keletkezo felilet hatdrpontjainak tekin-
tend8k. — E tételben «keresztmetszet» nem pétolhatd «kdzonséges kereszt-
metszet»-tel,

? Ez kozvetetlen folyoménya az itt kovetkez8 VI. tételnek; ha t. i. —
az ottani jeloléssel — ugyanarra a feliiletre a, — a,, akkor egyszersmind
=S
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hat6 szét és e vonalrendszerbdl az esetleg szereplé végzddo élek,
mint lattuk, elbagyhaték mindaddig, mig ily él mér nem for-
dul els, azért a IV. tétel fétartalma igy is kimondhato :

V. Minden hatdrolt dsszefitqqd felilet keresztmetszeteklel
elemi /cluletekre bonthaté.

3. Riemann alaptétele.

Ezek utan ratérhetink Riemany kovetkezd alaptételének

bizonyitasara.
i VL Ha ky-szdmu  folytatélay alkalmazott kcr(’sotmctyet
eqy I feliletet a,-szdmu elemi feliletre bont szét és ugyanes
« felilet bizonyos k -szdmu folytatélagosan alkalmazott kereszt-
metszeltel a,-szdmai elemi felilletre bomlik, aklor
b, —a, =k, — a,.

Itt adandé blzonyltésunk Rremaxn alapgondolatara * famasz-
kodik és egyébként lényegileg Nmumann-t61* szarmazik.

Jeloljiik I-gyel, illetve II-vel a k-, illetve /,-szdmu kereszt-
metszetbsl 4116 két keresztmetszetrendszert és rajzoljuk feliile-
tinkre eqyidejiileq az 1. és IL. osszes vonalait. Feltessziik, hogy
I-pek és IT-nek csak véges szdmmal van kozos pontjuk?® (és
igy pl. kozos vonaldarabjuk nines), valamint azt is, hogy egy
I-beli és egy II-beli keresztmetszetnek nincs kozés végpontja.
E két megszoritas (melyek koziil az utobbi konnyen mellézhetéd
volna) a bizonyitandd tétel érvényességi korét nem szikiti,
mert az 1. vagy IL vonalrendszer csekély valtoztatasaval (mely
sem a, sem / értékén nem valtoztat) e két koriilmény fenn-
4llasa, mint a szemlélet kozvetetleniil mutatja, konnyen elérheto.

Legyen ezek utan a II-beli ¢,, ¢a,..., Jx, keresztmetszetek-
nek a I-beliekkel rendre s,, s,, .. ., Sp,-8z4mu kozds pontjuk.
Minthogy két II-beli keresztmetszetnek csak végpontjai lehetnek
kozosek és feltevésiink szerint ily yvégpont nem  pontja I-nek,

1le, 10—11. L

21 e, 1562—155. 1. :

3 RIEMANN nem koveteli teljességében ezt a megszoritast, miéltal bizo-
nyitésa kissé nehézkesebb. A szemléleti elem az 6 bizonyitdsiban méyg sem
mondhaté . csekélyebbnek, mert Riemany hallgatagon felteszi, hogy dis-
oret kozos pont, valamint kozos vonaldarab is' ¢sak véges szdmmal van.

Kénig Dénes: Analysis situs. I 3
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azért ez csupa kiilonbozé pont és igy 1. és IL kozds pontjainak
a szdmat s-sel jelolve:

Sy 1= 8y T e I Sty =8,

Csupén I-et rajzolva a feliletiinkre, ez jelolésiink szerint
a,-szému elemi feliiletre bomlik ; hozzavéve a II-beli ¢, kereszt-
metszetet — az elemi feliilet alaptulajdonsaga (1. §, 8. pont vé-
gén) szerint — e szam a, - s, -+ 1-re emelkedik, mert g¢,-nek
minden (s, | 1-szamu) szelete - akkor is, ha a keresztmetszet
s-alaki — rendre 1-gyel noveli e szamot. (Hogy az eddig ke-
letkezett darabok elemi feliiletek, szintén az elemi feliilet alap-
tulajdonsdganak kovetkezménye.) Még ¢,-t is hozzavéve, e szam
oy + 8, -+ 1 + s, -+ 1-re novekedik és igy tovabb. Végiil ¢;, hozzé-
csatolasaval kitlinik, hogy azoknak a daraboknak (elemi feliiletek-
nek) szama, melyekre I. és II. egyiittesen bontja feliiletiinket :

a,+ @6+ +G+D)+ . i+ Gt )=a,+s+ k.

Az I. és II-beli keresztmetszetek szerepét feleserélve ugyane
szamra éppen igy az a, s -k, értéket nyerjik, ugy, hogy
a,+ s+ ky=a,+s-+ Ik,
honnan, mint bizonyitand6

volt,

Iy —a, = ks — a,,

[A 18. abraban, hol az
1. vonalai pontozottan, IL-éi
pedig kihuzva vannak raj-

zolva :
= = 9
18. 4bra ]1 3, (o >
It =550 —"4)

e st it e (g I ==t s eni— 5]

Kiemeljiik, mert erre az esetre még kiilon hivatkozni fo-
gunk, hogy az adott bizonyitas akkor is érvényes, ha &, vagy
k, zérus; ekkor a felilet elemi feliilet.

4. Hatdrolt felillet alapszdma.

A most bebizonyitott alaptétel alapjan kimondhatjuk, hogy
minden hatarolt feliiletre a keresztmetszetek és dltaluk kelet-
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kezett elemi feliiletek szamanak kiillonbsége, k—a, e kereszt-
metszetek rendszerétdl és sorrendjétol fiiggetlen és igy a feliiletnek
egy jellemzé allanddja. B szamot az dsszefiiggés rendszdmdnak
(Rrevany) és ellenkezd eldjellel a felillet charakteristikdjanak
(Dyck ') nevezik. Czélszeribb és szokasosabb a 2-vel nagyobb

x":k*4a1‘+9

szamot mint a feliilet alapszdmat (Grundzahl, ordre de con-
nexion) (PererseN® invarians szamnak nevezi) bevezetni. Ez az
elemi feliletre éppen 1 (t. i. pl. k=0, a = 1).

A helyett, hogy «I" alapszama: A», az a Riemann-féle be-
szédmodd is hasznalatos, hogy « /" A-szorosan Osszefiiggd feli-
lety.

Az V. tétel szerint minden hatarolt dsszefiiggd feliiletnek
(és egyelére csak ezeknek) tulajdonitottunl: alapszdmot. Ezért
a kovetkezékben mindeniitt, hol egy felillet alapszamarél lesz
sz6, Osszefiiggd feliilet értendd. Osszefiiggd zdrt felillet esetére
csakhamar dltalanositani fogjuk az alapszém fogalmat.

Az alapszamnak az altal jut az egész analysis situsban
alapvetd szerep, hogy homoeomorph feliletek alapszdma ugyan-
akkora. Ha t. i. a hatarolt I és I felilletek homceomorphak
és az els6t fh-szamu keresztmetszet a-szami elemi feliletre
bontja szét, akkor az I megfeleld pontjaibol allo k-szémi ke-
resztmetszet F'-t bontja «-szamu elemi feliiletre.

A hatargorbék szima utian ily médon oOsszefiiggs feliile-
tekre (de eddig csak hataroltakra) vonatkozdlag a folytonos le-
képezések egy masodik invaridnsat taldltuk meg.

Néhany példat emlitiink. A korgytirii (hengerpaldst) alap-
szama : 2, az n-szer pontozott elemi feliileté: » -~ 1, a ponto-
zott gytrifelileté : 3, a Mosrus-féle szalagé: 2, a 4. dbrabeli
felileté : 3 (pl. k= 4, a=3).

Arra vonatkozélag, hogy az alapszam milyen értékeket
vehet fel, mar most latnivald, hogy

VII. Hatdroll felilet alapszdma =1.

Valéban, mivelhogy egy keresztmetszet Osszefiiggd felaletet

1 1 c., 474. 1.; a definiti6 itt maés.
3 150,69, 1
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legfeljebb két darabra bonthat szét, azért a < k- 1, azaz valo-
ban k—a +2>'1.

5. Zart felilet alapszdma.

Hogy most mar az alapszam fogalmat zart feliletekre is
atvihessiik, meg kell vizsgalnunk, hogy a pontozis (a legegy-
szertibb miivelet, mely zart feliiletet hataroltba visz at) mikép-
pen viltoztat az alapszdm értékén. Erre vonatkozolag a kovet-
kez6 tételt mutatjuk ki:

VIII. Eqy [hatdarolt]* I feluletbdl pontozdssal l.elethW
I feliilet alapszdma 1-gyel nagyobb F-énél.

Legyen h az F-nek egy ha-
targorbéje ; a pontozissal kelet-
kezett hatargorbét pedig h'-vel
jeloljiitk  (19. abra). Legyen to-
vabbi ¢ az I-nekegy oly keresat-
metszete, mely a f-mak egy

19. éibra. pontjat /' egy pontjaval koti

ossze. Hozzavéve ehhez h'-t, az

Fenek egy s-alaku keresztmetszetét nyerjiik. Tovabbi k—1 ke-

resztmetszettel et a-szamu elemi feliiletre bontjuk. Ii s-alaku

keresztmetszetet ¢-val poétolva, latnivald, hogy F' ugyancsak

l-szamu keresztmetszettel @—1-szami elemi feliiletre bomlik,

mivelhogy az F-nek a pontozéssal kiesé elemi felilete J-bil

hianyzik. Ennélfogva F alapszima, k—(a— 1)+ 2 valéban
1-gyel nagyobb [-énél, /:— a - 2-nél.

IX. Ha két felilet, I, és F, ugyanabbol az I feliletbil
eqy-eqy pontozdssal keletkezik, alkkor alapszdmuk wgyanaz.?

Ha [ hatarolt feliilet, akkor ez kozvetetlen folyomanya a
most bebizonyitott tételnek. Hogy minden F' felilletre igaz, az
igy lathaté be. Vildgos, hogy az F, F,, F, feliileteken ugy alkal-
mazhatunk egy-egy pontozast (mi dltal az F, Fl, F, feliiletek
keletkeznek), hogy I, is, ]' is a hatarolt F-bél pontozassal

1 Az alapszam fogalménak régton adandé kiterjesztése zart feliile-
tekre gy torténik, hogy latnivalé lesz, hogy e szé itt elhagyhaté.
2 Kés6bb ki fog deriilni, hogy F, és F, egyéltalaban homeomorph.
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kelotkezettnek tekinthets. Ezért a VIII. tétel szerint F,-nek és
F,-nek ugyanaz az alapszima, de ekkor valoban F, és F,alap-
szama is megegyezik egyméassal, mert ezek, ismét a VIIL tétel
szerint — F, és F, hatérolt lévén — 1-gyel kisebbek F,,
illetleg F), alapszamanal.

Ezek utdn most mar definiticképpen megéallapodunk abban,
hogy zdrt I feliilet alapszdma 1-gyel kisebb az F-bél eqy ponto-
zdssal. kelethezd hatdrolt felilet alapszdmdndl. * Csak a IX. tétel
teszi e definitiot jogosulttd, mert csak e tétel szerint fiigg az
alapszdm zdrt feliiletnél is csupan a feliilettél és fiiggetlen a
pontozas maddjatol.

Kozvetetlen folyomanya e definitionak, hogy az az alapvetd
tény, hogy homoeomorph felilletel alapszdima wgyanakkora,
zart feliiletekre is érvényes marad.

A VII. tétel folyomanyaképpen kimondhatjuk tovabb&, hogy

X. Zdrt feliilet alapszdma =0. Sem hatdrolt, sem zdrt
feliilet alapszama mem lehet negativ.

Hogy itt is emlitsiink példakat, megemlitjiik, hogy a gomb-
feliilet alapszama (és, a mint késébb ki fog deriilni, esakis ezé):
0, a gytirtfelileté: 2, azé a felileté, mely a Mosrus-féle sza-
lagbdl ugy keletkezik, hogy ezt egyetlen hatdrgérbéje mentén
egy elemi felillettel kitoltjik, 1;* mert e feliiletekbdl egy-egy
ponfozassal a kovetkezd felilletek keletkeznek: elemi felulet,
pontozott gytriifeliilet, Mopius-féle szalag és lattuk, hogy ezek
alapszama rendre: 1, 3, 2.

6. Hogyan viltoztatja egy kereszt- vagy kormetszet az
alapszdmot 2

A kovetkez6 meggondolasok feladata megvizsgalni, hogy
egy-egy keresztmetszet vagy kormetszet alkalmazédsa miképpen

1 Az irodalomban szokésos (de rendkiviil czélszeriitlen) az itt értel-
mezett szdmnéal 1-gyel nagyobb szdmot is a zdrt felilet alapszdménak
nevezni és e kétféle elnevezés mér szdmos félreértéshez vezetett; 1. erre
nézve Dyok, L. e., 483. L. ; valamint ScELAFLT és KLEIN ott idézett egy-egy
megjegyzését.

2 Bz a feliilet, mely teriinkben csak dnmaght metszéen valésithatd
meg, mint ki fog deriilni, homeomorph a projectiv sikkal.
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valtoztatja az alapszamot. Minthogy esupan osszefiiggd feliilletnek
tulajdonitottunk alapszédmot, azért itt természetesen csupén szét
nem darabolé metszetek jonnek tekintetbe.

Elészor is vilagos, hogy

X1. Szét nem daraboli keresztmeltszet a feliilet alapszdi-

mdt 1-gyel kisebbili.
" Ha t. i. e szét nem darabolé ¢ keresztmetszet alkalmaza-
saval az F' felilet F'-be megy 4t és F", tehat F' is tovabbi /&
keresztmetszette] @-szamu elemi feliiletre bomlik, akkor latni-
valé, hogy I alapszéma (k —a +- 2) valéban 1-gyel kisebb F"
alapszémanal, a mely &t +1—a + 2.

A kormetszeteket illetéleg pedig a kovetkezd tételt bizo-
nyitjuk be:

XI1. Szét nem darabolo kormetszet a felilet alapszdmdn
nem vdltoztat.

Legyen eloszor az K felillet hatarolt és jeloljik c-vel a
kiormetszetet, mely F-et az ugyancsak osszefiiggd F"'-be viszi at.
Legyen tovabha q az F'-nek egy oly keresztmetszete, mely az
F egy h hatirgorbéjének és c-nek egy-egy pontjat koti ossze.
E ¢ keresztmetszet alkalmazasaval I'-bél keletkezs F" feliilet
még mindig osszefiiggd, mert két kiilonb6z6 hatirgérbe pont-
jait Osszekité keresztmetszet nem darabolhat szét egy feliiletet.
(T. i. az egyik hatargorbe megkeriilésével e keresztmetszet egyik
oldalarél a masik oldaldra juthatunk a felileten). K", ugy,
mint F'-bol, F-bol is egy keresztmetszet alkalmazédsdval kelet-
kezik (nem egyéb ez, mint a ¢ és g egyesitésével keletkezd
s-alaki keresztmetszet). Utolso tételiink szerint tehat F-nek is,
F'-nek is 1-gyel kisebb az alapszéma, mint F"'-é s igy F és
F' alapszama valéban megegyezik egymadssal.

Zart I felillet esetét konnyen az elintézett esetre vezethet-
jiik vissza. Ez utébbi szerint t. i. az egy-egy pontozassal F-bél
és F'-bél keletkezs hatarolt F' és K" feliiletek megegyezd alap-
szamuak. A VIIL tétel alapjan ugyanez &all tehat F-re és F'-re is.

Hivatkoznunk kell majd még a kovetkezd tételre:

XIII. Ha eqy dsszefiiqqd feliletet valamely s-alaki kereszt-
metszete nem darabol szét, akkor van kizonséges szét nem:
darabold keresztmetszete is.
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Hogy az abecdeb s-alaku keresztmetszet (20. dbra) nem
darabol szét, azt jelenti, hogy e keresztmetszet (vagy pl. ecd
darabjanak) egyik oldaldrol
masik oldaléra el lehet jutni
a feliileten oly tuton, mely
e  keresztmetszetet nem
metszi; de ekkor rajzolhato
az ab-hez «elég kozel» egy
ef vonaldarab tgy, hogy az
ut ezt se messe; tehdat az
egész abedef kiozonséges
keresztmetszetet sem. Mivel-
hogy tehat ennek egyik ol-
daléarol masik oldalara lehet
atmetszése nélkiil eljutni,
azért valoban e kozonséges keresztmetszet sem darabolja szét
feliiletiinket.

7. Felbontds egyetlen elemi feliiletre.

Most a kovetkezo alapvetd tételre tériink &t.

X1V. Minden hatdrolt dsszefiigqgd felilet folytatilag alkal-
mazott keresztmetszetekkel (eqyetlen) elemi feliiletbe viheld dt.*
Ha a felilet alapszdma A, akkor e keresztmetszetel szdma
mindenkor A—1.

Feliiletiink — 0sszefiiggé volta miatt — az 6t alkoté elemi
feliiletekb6l ugy szarmaztathaté, hogy tetszés szerint vélasztva
egy els6 elemi feliiletet, ehhez hozzaforrasztunk egy mésodikat,
az igy kelotkezé felulethez egy harmadikat, az igy keletkezett
foliilethez egy negyediket, stb. Igy feliiletimk mint egy V vo-
nalrendszerrel elemi felilletekre bontott felilet adédik. Ha eze-
ket az osszeforrasztasokat csak részben végezziik el, ugy t. i,
hogy mindig csak egy-egy vonaldarab mentén forrasztunk ossze,
akkor minden 1épés utin s igy végeredményképpen is elemi fe-
liilethez jutunk (ez onnan kovetkezik, hogy két elemi- feliiletet

1 NEUMANN tdrgyaléséban, hol a feliilleteknek véges szdmu elemi felii-
letbsl valé ésszerakhatésiga nines postulélva, e tény mint axioma szerepel.
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egy-egy vonaldarabjuk mentén oOsszeforrasztva ismét elemi felii-
letet nyeriink.) E végiil nyert elemi. feliilet 1gy nyerheto feli-
letiinkbdl, hogy ezt egy V részét alkoté V' vonalrendszer mens-
tén felmetszsziik. Hagyjuk el még V'-b6l, hozzdszamitva most
ehhez feliiletiink hatargorbéit is, folytatélag az esetleges végzodé
éleit, mindaddig, mig ily é1 tébbé nem fordul elé. E vonal-
rendszer természetesen szintén egyetlen elemi feliiletre bontja
feliletiinket. A IV. ‘tétel alapjan ezzel a kimondott tétel elso
részét beblzonyltottuk A mi a masodik részt illeti, legyen a
feliletiinket egyetlen elemi feliiletbe atvivé keresztmetszetek
szama: % ; akkor az a,lapsz&m értelmezése szerint a feliilet alap-
szama: A=k —1+9= ) +1, honnan valéban k= A—1.

Az alapszamnak a bebizonyitott iételben szerepld tulajdon-
siga az alapszdm definidldsara is hasznalhaté, igy Hapamarp?
és masok targyalasiban.

Az egyetlen eclemi feliiletre valé bontas két egyszerii pél-
dajat mutatja a 21. abra.

A XIV. tétel masodik része szerint, ha A =1, akkor az
F feliiletet O-szamu keresztmetszet bontja egyetlen elemi felii-
letre, tehat F' maga elemi feliilet :

XV. Ha egy hatdrolt feliilet nlapszrmaa 1, akkor ez
elemi feliilet.

Van azonban 1 alapszammal bir¢ zart felilet is, t. i
mint lattuk: a kitoltott Mosrus-féle szalag ilyen. Nem helyes
tehat, bar szokdsos, az «egyszertien Osszefiiggd feliilety el-
nevezést az «elemi feliilety elnevezéssel megegyezé értelemben
hasznélni.

11 ¢, 22. 1.
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Ha ¥ nem elemi feliilet, akkor az egyetlen elemi feliiletbe
atvive keresztmetszetek szama, a XV. tétel szerint, A4-—1 > 0.
E keresztmetszetek egyiittesen is Gsszefiiggének hagyjak meg &
feliiletet s igy koziilok az els6 sem darabolja szét. Ha ez s-alaku.
is, a XIII. tétel szerint van ugyanilyen tulajdonsagu kozonseges
keresztmetszet is, azaz:

XVIL Az elemi felilet az eqyetlen dsszefiigqd hatdrolt fe—
liilet, melyet minden kizonséges keresztmetszete szétdarabol.

Innen most méar kovetkezik : i

XVII. Minden dsszefiiggd hatdrolt felilet csupa kizinsé-
ges keresztmetszettel vihetd dt elemi feliiletbe.

Feliiletiinkre t. i. a XVI. tétel szerint mindaddig alkalmaz—~
hatunk szét nem darabolé koézonséges keresztmetszetef, mig
elemi feliilethez nem jutunk. Ez pedig a XI. és XV. tétel
alapjan az A—1-edik keresztmetszet alkalmazasa utin beko-
vetkezik. ;
Ugyanesak a XI. és XV. tétel alapjan a XIV. tétel még a
kovetkezé médon egészitheté ki.

XVIII. Ha egy hatdrolt odsszefiiggd felulﬂtet eqy letszés
szerinti keresztmetszet nem darabol szét, az ezen keresztmet-
szet alkalmazdsdval Fkeletkezett felilelel eqy wmdsodil: tetszés
szerinti Leresztmetszet mem darabol szét, stb., akkor, A lévén
az eredeti feliilet alapszdma, az A— 1-edik keresztmetszel alkal-
mazdsa utdn elemi feliilethez jutuntk:.

8. Euler tétele és dltaldnositdsa.

Ezek utan a kovetkez6 alapveté fontossagu altalanositott
Bungr-féle tétel bizonyitdsira tériink ra.

XIX. Ha eqy a,-szimi szogpontbdl és o-szdmi élbil dllo
vonalrendszer, melyhez a feliilet esetleges hatdrgorbéit is hozzd-
szdmitotluk, eqy A alapszdmmal bird dsszefiigqd feliiletet o,-
szdama elemi feliiletre bont, akkor

oy —a, + o, =2—A.

Mindenekeldtt egy vonalrendszer szogpontjainak és éleinek
szamlalasira vonatkozdlag kell egy megjegyzést tenniink, mivel-
hogy e két szdmot a vonalrendszer, mint ponthalmaz, nem ha-.
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tarozza meg teljesen. Legegyszeriibb a vonalrendszer ama pont-
jait tekinteni szégpontoknak, melyekbél vagy eqgyfelé, vagy kettdnél
tobbfelé (szoval: nem FLétfelé) inddl ki vonal, élnek pedig a
vonalrendszer minden oly vonaldarabjat, melynek két végpontja :
szogpont; de belsé pontjai kozt nines szogpont. (Ha tehdt pl.
a gombot egyetlen zirt vonallal bontjuk elemi feliiletekre, akkor
a, =0, a, =0, a, =2.)* Utébb aztdn, véges szamban, barhany
mas - pontjat a vonalrendszernek is szogpontnak tekinthetjiik.
Ha az eredeti szamlaldsnal a bebizonyitando relatié érvényes,
akkor érvényes marad az utébbira is, mert minden uj szogpont
felvétele az élek szamat is 1-gyel noveli s igy az o,— o, szamot
valtozatlanil hagyja. Mar pedig a széban 1év6 egyenldség a,-t
és a,-et csupan e combinatiéban tartalmazza.

Bizonyitasunkban feltehet6, hogy vonalrendszeriink nem
tartalmaz végzédo élt, mert egy ilyen él elhagyasa (ha azt a
végpontjat, mely nem végpontja a vonalrendszernek, megtart-
juk szogpontnak) egyrészt a,-t valtozatlandl hagyja, mdsrészt
%yt 18 és o,-et is 1-gyel csokkenti. Ha tehat eldszor hatarolt
feliiletekre szoritkozunk, akkor a IV. tétel és az alapszam defi-
nitiéja szerint vonalrendszeriink k — A + o, —2 szdmu kereszt-
metszet folytatélagos rajzolasaval® keletkeztethets. Latnivald,
hogy minden keresztmetszet az ezt megel6zéleg keletkezett vo-
nalrendszerhez viszonyitva (akar kozonséges, akir c-alaku) az
a, — o, szamot 1-gyel noveli. Az els6 keresztmetszet megrajzo-
lasat megel6z§ vonalrendszer nem egyéb, mint a feliilet hatér-
gorbéinek rendszere s igy erre, minthogy zért vonal éleinek és
szogpontjainak szama megegyezik egymassal, o, —a,= 0.
A k= A+ a,—2 keresztmetszet mindegyike e szamot 1-gyel
noveli és igy a végleges vonalrendszerre

o, —a,=A+a,—2,

a mi éppen a szobanforgd egyenléség. Eredményiinket azonnal
kiterjeszthetjiik zart F' feliiletre is. Legyen V egy tetszés szerinti

1 Bey él két végpontja tehit egybe is eshetik ; az él ekkor zért vonal
(pl. egy elemi felillet egy c-alaki keresztmetszetbel).

2 Rajzolésrél és nem felmetszésrdl szélunk annak feltiintetésére, hogy
a «keresztmetszet» szogpontjai és élei egyszeresen szamittatnak.
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vonalrendszer, mely ezt elemi feliiletekre bontja; az a, o, o,
jelolések most e V-re vonatkoznak. Az igy keletkezett valamely
E elemi feliillet belsejébol ennek egy FE, elemi feliiletdarabjat
elhagyva, nyerjiik a pontozott I feliiletet, melynek — I alap-
szamat A-val jelolve — a VIII. tétel szerint alapszéma A4 -- 1.
Hozzavéve V-hez egy oly vonaldarabot, mely Gsszekoti egymés-
sal K és IV, egy-egy oly hatirpontjat, melyek kozt az elsd sem
szogpontja V-nek, (s a mi altal a szigpontok szama 2-vel, az
éleké pedig 3-mal né) latnivaléan I’ elemi feliiletekre esik szét.
(E vonaldarab mindkét oldalrél ugyanazt az eclemi feliletet
hatérolja.) Pontosabban szélva: az A -+ | alapszammal biré F
feliiletet egy o, - 2 szogpontbdl és «, -+ 3 élb6l allé vonalrend-
szer o, elemi feliiletre bontja. De [ hatarolt feliilet s igy alkal-

mazhatjuk rd az altaldnositott Furrr-féle relatiot:
G0+ D— (@ +8)+ 2y =2— (A + 1).

Bs ez éppen F-re és V-re szolgaltatja a bizonyitando osszefiig--
gést. Tételiinket ezzel teljesen bebizonyitottuk. Képletiink érvé-
nyes marad akkor is, ha o, t és a«,-et ugy értelmezziik, hogy
ez csupan ama szogpontok és élek szamat jelentse, melyek
nincsenek a feliilet hatdrdn ; hiszen e mddositis sem valtoztat.
o,— o, értékén.

E képlet szamdara még egy masodik bizonyitast® is adunk,.
hol a zart és hatarolt felilletek megkiillonboztetése folosleges.
Utolsé6 megjegyzésiink értelmében a feliilet (esetleges) hatéaran
lévé szdgpontokat és éleket most nem nevezziik szégpontoknak:
és éleknek. Bérmely P szogponthoz, mely tehat belsé pontja a
feliletnek, kijelolhetd feliiletink egy oly elemi feliiletdarabja,
melynek P belsé pontja és melynek hatiara csupan P-be futé:
éleket metsz és pedig azokat pontosan egyszer. Hagyjuk el a
feliiletb6l ezt az elemi feliiletet és végezziik el ezt a miiveletet
minden szogpontra és pedig természetesen 1ugy, hogy a szog-
pontok elhagyando kornyezeteinek parosaval ne legyen kozos.
pontjuk. Ezzel az a,-szimi pontozassal keletkezd F” feliiletnek-
A'= A+ a, az alapszdma (VIII. tétel). Az eredeti éleknek meg--
felel6 o,-szamu - keresztmetszet ["'-t o,-szam elemi feliiletre:

1 1. AppELL és Gougrsat, 1. c., 231. L
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bontja (t. i. ismét: feltessziik, hogy végz6dé él ninesen) és igy”
az alapszam értelmezése szerint : :
A+ oy=a,—a, 12

Es ez éppen az altalanositott Evrmr-féle képlet.
A 22, abrara vonatkozdlag példaul

)

a5 =18, ap =82, & —16; 4 =2
és valdban ;

! =
o= Pl o =)

a mely kapcsolat a kozonséges gytrifeliilettel (A = 2) homoe-

omorph feliletek beosztasira jellemz6. A 22a abrabeli feliiletre
pedig

o ==l a3 S5
a mi ismét megfelel formulanknak, mert a kétszeres gytiriifelii-
letre A = 4.

Hogy egy harmadik példat is emlitsiink, lattuk (10. dbra),
hogy a projectiv sikot, melynek alapszama® 1, egy 3 csticsbol
€8 6 élbdl allo vonalrendszer 4 elemi feliiletre bontja és valoban ;

SO ST U R

Gombfeliletre, mikor A = 0, egyenldségiink az Euvner-féle
relatioba megy 4t :

ay—oy +a, =2, (1)

mely a metrikus geometridban is fontos szerepet jatszik. Oftt

11 a 3. § 4 pontjat.



EULER TETELE ES ALTALANOSITASA 45

tobbnyire egyeneséld, siklapu convexr polyederekre szokés ki-
mondani. Bebizonyithaté t. i., hogy convex felillet' mindig a
gombbel homceeomorph. Az (1) relationak azonban, mely tisz-
tara ‘az analysis situsba tartozik, a (metrikus) convexitds nem
az «igaziv feltétele, mert hiszen nem minden a gémbbel homce-
omorph feliillet convex. Emlitettiik mar, hogy ki fog 'deriilni,
hogy A = 0 csupan a gdmbfeliiletre érvényes és igy az (1) re-
latié egyszersmind elegendé feltétele is annak, hogy a 8zéban
1évé feliilet a gombbel homweomorph legyen. :

Ha feltessziik, hogy minden szdgpontbol legalabb 3 él fut
ki és hogy minden elemi feliletnek legaldbb 3 éle van, akkor
fennallnak a kovetkezé ugyancsak mar Euvrner-t6l felismert kap-
esolatok ; ‘ :

8 Buy < 20, By < 2ay, (2)
hol az egyenl6ségjel akkor és csak akkor érvényes, ha minden
szogpontbol pontosan 3 él fut ki, illetéleg minden elemi felii-
letet pontosan 3 él hatarol. Van-e az altalanositott Evrer-féle
egyenléségen és a (2) egyenléségeken kiviil mas, ezektél fiigget-
len, altaldanos kapcsolat is az a,, a,, 0, szadmok kozt? Az 4 = 0
esetre StriNirz? kimutatta, hogy nincsen, bebizonyitvan a ko-
vetkezo tételt: ha a positiv egész a, a,, @, szamok kielégitik
az (1) és (2) feltételeket, akkor van oly (egyeneséld, siklapu)
convex polyeder, melynek o, szogpontja, o, éle és o, lapja van.

Euwer altaldnositott tételénél lényeges feltevés, hogy felii-
letiink csupa elemi feliiletre. bomlik. Ha e feltételt elejtjiik,
azaz csupan azt tessziik fel, hogy az a«, szogpontbdl és o, élbél
all6 vonalrendszer o, kiilonallé darabra bontja az .A-szorosan

! Convex test hatdrpontjainak osszessége neveztetik convex felii-
letnek. Convex test pedig teriink egy gomboén belil fekvé olyan ponthal-
maza, mely két pontjaval egyiitt e két pontot Osszekioté egyenesdarab
minden pontjat is tartalmazza ¢és tartalmazza valamely pontjinak egy tel-
jes térbeli kérnyezetét. (Valamely pontrol a térben akkor mondjuk, hogy
hatérpontja egy teriinkben elhelyezkedd ponthalmaznak, ha e pont minden
térbeli kiornyezete tartalmaz olyan pontot is, mely pontja a halmaznak és
olyat is, mely nem pontja.)

¢ Uber die Eulerschen Polyederrelationen, Archiv der Math. u. Phys.
(3), 11. k. (1907), 86. 1.
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-osszefiiggl feliiletet, akkor altalaban csupén az
ay—a, o, <2—A

-eqyenlotlenséget mondhatjuk ki. C(sal akkor érvényes itt az
-egyenléség jele, ha a feliillet csupa elemi feliiletre bomlott
E két tétel igen konnyen bebizonyithato.

A feliiletek tovabbi vizsgalatdhoz sziikségesnek mutatkozik
annak a megéllapitisa, hogy egy-egy kereszt- vagy kormetszet
-alkalmazésa miképpen valtoztatja a feliilet hatargérbéinek a szé-
mét. Itt nem fogunk olyan egyontettii valaszt adhatni, mint a
milyet a felillet alapszadmdnak valtozdsat illetéleg a XI. és XIL
télellel adhattunk. Ennek magyariazata abban rejlik, hogy a
most felvetett probléma a feliiletek egy harmadik (folytonos le-
képezésekkel szemben) invaridns tulajdonsagival, melyet egy-
vagy kétoldalisdgnak fogunk nevezni, van elvalaszthatatlan
kapcsolatban. Legkozelebbi feladatunk: e tulajdonsdgnak értel-
‘mezése és vizsgalata. :




3. §

EGY- S KETOLDALUSAG.

1. Irodalom.

Egyoldalu feliilet példaja az irodalomban elészor ListiNg-
nél fordul elé:

J. B. Listiza: Der Census rdaumlicher Complexe oder Ver-
allgemeinerung des Fuler’schen Satzes von den Polyedern (Ab-
handlungen der kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottin-
gen, 10. k., 1862).

E dolgozat 3. abraja valdban az egyoldali — késébb
Mogius-félének elnevezett —— szalagot abrazolja. Mégis jogosult
azirodalomban altalanosan elfogadott az a vélemény, mely Mosrust
tekinti az egyoldalu feliiletek felfedezGjének. Nem azért jogosult
ez, mert RuinaARDT a Mosius-féle hagyatékbol «meglehetés biz-
tonsaggal» megallapitani vélte, hogy Mosrus mar 1858-ban kon-
strualt egyoldalii polyeder-feliiletet?!, hanem elsésorban, mert
annak a jellemzésnek, melylyel az azota kétoldaliaknak elne-
vezett feliiletek szamdra Listine prébalkozott (I c., p. 13.) és a
mely még maig sem veszett ki teljesen, geometriai (vastagsig
nélkiili) feliletekre, hol «szemben fekvé (antipodisch gegen-
iberliegend)» pontok egymastél nem kiilonboztethet6k meg,
értelme sincs. Fontos lépésnek kell tekinteni az attérést egy
feliilet (vastagsaggal bir6) anyagi «model»-jérél a geometriai fe-

1 Meg kell jegyezniink, hogy MoOsrusnak egy 1863-ban megjelent és
majd még cmlitends dolgozatéabél éppenséggel mem deriil ki, hogy szerzdje
mar akkor ismert volna egyoldali feliileteket.
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liletre és e lépést Momius tette meg kovetkezé dolgoza~
taban *:

A. F. Mosws : Uber die Bestimmung des Inhalles eines
Polyeders, Berichte d. Siichs. Ges. der Wiss., 17. k., 1865 =
Gesammelte Werke, IL k. (Leipzig, 1886), 473. L

Lasd tovabba 6sszegyijtott miiveinek ugyane kitetében a
«Zur Theorie der Polyeder und der Elementarverwandtschaft»
cz. fejezetet, melyet Monius hagyatékabs] C. Reinmarpr dolgo-
zott ki. (Idézeteink mmdenkor az osszegqutott mivek e IL
kotetére fognak vonatkezni.)

Az egy- és kétoldaliasagnak az indicalrix fogalmaval valo
értelmezése a kiovetkezé dolgozatban foglaltatik :

F. Ruers: Uber dew Zusammenhang der Flichen (Mathe-
matische Annalen, 9. k., 1876, 479 1.

Pomveari-t6l valo az egy- és kétoldalusag analytikus értel-
mezése, mindjart 2-nél magasabb méretli alakzatok esetére is.
Ez ‘egy a feliletet értelmezé fiiggvényekbol szerkesztett fug,g—
vénydetermindns elgjele segitségével torténik. Lasd :

. H. Porxcari: Analysis situs (Journal de 1Teole Polytech-
nique (2), 1. k., 1895, 25. 1)

A differential-geometridban eddig igen.kevéssé targyaltak a
feliileteket az egy- és kétoldalusdg szempontjabél. Csak Dirsoux
és Scuurrers feliiletelméleti kézikonyvei szentelnek az egyoldala
feliilleteknek  néhany rovid megjegyzést. Fgyoldali minimal-
feliletet mar Lie targyalt (Mathematische Annalen, 14. k., 1879).

Szintén analytikusan vizsgalja az egyoldala feliileteket és
pedig kiilonosen a vonalfelilleteket és a metrikus értelemben
lefejthet6 feliileteket : :

Drravsay: Sur les surfaces n'ayant qu'un coté stb., Bul-
letin de la Soc. Math. de France, 26. k. 1898, 43. 1.

2. Ujabb invaridns bevezetésének szilkséges volta. " :

Arra, hogy a hatérgorbék szdman és az alapszamon. kiviil
a feliiletek mas analysis-situs-beli tulajdonsaga utéan kutassunk,

1 TLasriné-nek MoOBrus-szal szomben valé priorvitisat illetéleg 1.
StaEckEL, Mathematische Annalen, 52. k., 598. 1 ; SoHEFFERS, Einfiilirung
m die Theorie ‘der Fldachen, 2. kiadés, 41.1. és Tierze, Jahresb. d.
Deutschen Math.-Ver., 1910.; 155. 1. :
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az kényszerit, hogy az els6 két tulajdonsdg az analysis situs
szempontjabol még nem hatirozza meg a feliiletet, azaz: kéb
feliilet hatargorbéinek szamaban és az alapszamukban is meg-
egyezhetik a nélkiil, hogy a két feliillet hommomorph volna.
Erre példat' szolgaltat a 23. abraban lathaté két feliilet. Latni-
vald, 'hogy mindkettének 1 hatirgorbéje van és mindkettdonek
3 az alapszama, mert mind a kettét 2 keresztmetszet viszi 4

23. abra.

egyetlen clemi feliletbe (1. a XIV. tételt). E két-két keresztmet-
szet az abraban meg van jelolve. Hogy e két feliillet egymés
. kozt még sem homomorph, kideriill onnan, hogy a masodik
feliiletnek van olyan keresztmetszete (a megjelolt két keresat-
metszet barmelyike), melynck alkalmazdsa utén a hatérgérbe-
szam megmarad 1-nek, mig az elsé feliletre ilyen keresztmet-
szetet nem sikeriil talalni. (Hogy ilyen keresztmetszete az elsé
feliiletnek nincs, annak teljesen kielégité bionyitasat e helyen
a dolog természete szerint még nem adhatjuk, mégis tanulsé-
gosnak latszott e példat eldre bocsitani.)

E §-ban, bar ez nem okvetetleniil sziikséges, dsszefiiggd fe-
liiletekre szoritkozunk és az «osszefiiggé» szot rovidség kedvé-
ért elhagyjuk.

1 Ha csupén teriinkben kettdspont nélkiil megvalésithaté feliletekre
szoritkozunk, akkor e jelenségre ez a példa a legegyszeriibb, azaz kisebb
hatdrgorbe- vagy alapszdmmal ilyen példa nem adhaté.

Kiémig Dénes : Analysis situs. 1. 4
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8. Egy- és kétparti kormetszetek. Az egy- és kétoldalisdg
értelmezése.

A most bevezetendd 1j invaridns-tulajdonsagnak (melyet egy-,
illetleg kétoldaliisdgnak fogunk nevezni) ama jellemzésénél, me-
lyet itt valasztunk, fontos szerepet jatszik egy feliiletre rajzolt
vonal partjdnak a fogalma. (Csupan oly vonalak partjardl lesz
mindig sz6, melyek csupa belsé feliileti pontbél allnak). Egy
vonaldarabndl viligosan két partot lehet megkiilonboztetni’.
Vildgos értelme van annak is, midén azt mondjuk, hogy az
A, A, vonaldarab egyik partja az A,A, vonaldarab egyik part-

24, 4bra.

jaéhoz, a masik a mdsikhoz csatlakozil (24. 4bra). Hasonléan
all a dolog, ha egy ujabb A,4,, stb. vonaldarabot (mely csupa
Aj belsé pontbol all) csatolunk a megel6z6hoz. Ha azonban vo-
mnalunkat egy utolsé A, A, darabbal zartta alakitjuk, akkor két-
féle eshetdéség dllhat eld a keletkezd zart vonalnak a feliilethez .
viszonyitott relativ helyzetét illetéleg: vagy 1. mindkét part 6n-
o6nmagahoz csatlakozik, vagy 2. mindkét part a mésikhoz csat-
lakozik. Az elsé esetben, midén a zirt vonalnak is két partja
kiilonboztetheté meg, a zirt vonalat a felilet kétpartid kormet-
szetének nevezziik : a masodik esetben pedig egypartinak. Ezeket
az elnevezéseket az teszi jogosultta, hogy litnivald, hogy egy fe-
lileti zdrt vonalnak egy- vagy kétpartu volta csupan a zart vo-
naltél fiigg és fiiggetlen attél, hogy a kezdeti A, pontot, vala-

1 Ha a «partr-ot mint feliletdarabot akarnék értelmezni, ehhez met-
rikus, s6t infinitesimélis meggondoliasok elkeriilhetetlenek volndnak. Mi
azonban a «part» szét csupin néhiny vonatkozésban fogjuk haszndlni és
igy esak néhiny a «partr»-ra vonatkoz6 kijelentésiinket (ezeket is csak
@ mennyiben nines kizvetlen szemléleti jelentésiik) kell kiilon értelmez-
niink. #
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mint az A,4,, 4,4, stb. darabokra valé bontast miképpen va-
lasztjuk. i
‘Mindkét fajta kormetszetre egy-egy egyszerd példat emli-
tiink. Egy elemi feliillet hatargorbéjén az A, B, C, D pontok,
a hatargorbe egyik koriilfutdsandl, ebben a sorrendben ko-
vetkezzenek egymdsutan, ugy, hogy e hatargorbe az AB, BC,
CD, DA vonaldarabokbdl van 0Osszetéve. Legyen ¢ ennek az

25, 4dbra.

elemi feliiletnek oly keresztmetszete, mely AB és CD egy-egy
(M, illetve N) pontjat kiti ossze (25. abra). Elemi feliiletiinket
most atalakitjuk gy, hogy az AD és CD vonaldarabokat egybe-
forrasztjuk egymassal és pedig tgy, hogy M és N egybeessek.
Ez torténhetik 1.) ugy, hogy A a D-vel és B a (-vel vagy
2) A a (-vel és B a D-vel esik 0Ossze. Az els6 esetben kor-
gylir, a mdsodikban Moprvs-féle szalag keletkezik. Mindkét
esetben ¢-bél zart vonal lesz és pedig az elsé esetben kétparty,
a masodikban egyparti. !

1 Az abrdban a szaggatott vonal jelzi, hogy miképpen megy it egyik
part a mésikba.

4*
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Most mér egy feliiletet egyoldalii felilletnek neveziink, ha
van egyparti Lirmetszete, ellenkezé esetben kétoldalinak.

Az eqy- vagy kétoldalisdg « felitlelelnek folytonos leké-
pezésekkel szemben invaridns tulajdonsdga, minthogy a feliilet
folytonos leképezésénél egypartu kormetszet egypartuba, kétparti
kétpartuba megy at.

Definitionkbol rogton kovetkezik, hogy:

Eqgyoldali feliiletbél dsszeforraszldssal csal: eqyoldalit, két-
oldalubol felmetszéssel csalk kétoldalin feliilet keletkezhetik.

Ha eqy [eliilet eqy kétoldali feliiletnel része, alkor mage
is kétoldal: azaz: eqy felilet eqyoldalii, ha van eqyoldali
része.

FEllenben egyoldalu feliletnek van kétoldalu része, igyw
példaul :

Az elemi feliilet Létoldali.

E tényt a szemlélet altal igazoltnak tekintjilk (de kovet-
keztethet6 onnan is, hogy nines szét nem darabolé kormet-
szete; v. 6. a lentebb emlitendé II. tételt).

4. Egy- és kétoldalu feliilletek példdi.

A legegyszeriibb egyoldalu feliilet a Monius-féle szalag, mely
az egyoldala felilletek kozt, altalanos szempontb¢l is kitiintetett
szerepet jatszik.

Egy madsik nevezetes egyoldalu felillet a végtelen projectiv-
stk. Ennek minden ¢ egyenese valoban egypartt kormetszet..
Ha t. i. ¢' a projectiv sik egy masik egyenese (26. dbra), mely
e-t O-ban metszi, akkor ¢ és ¢ a projeetiv sikot, figyelembe
véve ennek végtelenbeli Ospzefiiggését is, két tartoményra bontja ;
e vagy ¢ atmetszése nélkiil nem lehet egyikbél a masikba
jutni. Ha tehdt O-bél elindulunk az ¢ egyik partjan, akkor a
végtelenen at O-hoz visszatérve atjutunk e masik partjara

1 A projectiv sik egyoldalisigéra nézve KrLriN emlitett két dolgo-
zatan kivil lasd pl. a kovetkezs dolgozatokat :

ComBesiac, Comptes Rendus, 135, k., 1044, 1.

Hapamarp, L. c., 13. pont.

SteiNiTZ, Journal, f. r. u. a. Math., 130. k., 281, 1.



'EGY- €S KRTOLDALU FELULETEK PELDAIL 53

A projectiv sik egyoldalisaga még igy is belathaté. A pon-
tozott projectiv sikot, mint a 27. dbra mutatja, 3 keresztmet-
szet 3 elemi feliiletre bontja és igy a pontozott projectiv sik
-alapszama 3 — 3 + 2 = 2, a projectiv siké tehat (2. §, VIII. té-
tel szerint) 2— 1 = 1. Ugyanesak 1 tehat (a 2. § XIL tétele
szerint) annak a feliilletnek is az alapszdma, melyet a projectiv
sikbol agynyeriink, hogy egy egyenese mentén felvagjuk, minthogy
ez altal a felitlet Osszefiiggd marad. A 2. § XV. tétele szerint

wtehat a projectiv sik, ha ezl eqy egyenese mentén felmetszsziik,
elemi felilletbe meqy <t '. Ennek egyetlen hatirvonala 1évén, az
-egyenes" a projectiv siknak valéban egypartu kérmetszetét adja ®.

Sztics, Math. és Természettud. Ertesité XXX. k., 950. 1., ki a pro-
jectiv sik egyoldalisidgénak analytikus bizonyitésat adja.

WeyL, 1 c., 64. 1.

KéNn1ie Dénes, Math. és Phys. Lapok, 22. k., 40. . = Archiv der
Math. (3), 19. k., 214. 1.; tovAbba Proceedings of the 5" inf. Congress of
Mathematicians, Cambridge, 1912. II. k., 129. 1. E két dolgozat a maga-
-8abb dimensiés projectiv terek egy- vagy kétoldalusigit dllapitja meg.

1 Més széval: az elemi feliiletet gy lehet hatérvonala mentén ossze«
forrasztani, hogy :a projectiv sik keletkezzék. Bekovetkezik ez pl. — mint
konnyti belatni — ha-az elemi feliletet korlemez alakjaban valasztjuk s
.8 diametralisan szembenfekvd hatérpontokat egyesitjuk

2 1. a rogton emlitends II. tételt.
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Egyoldala feliiletek mas egyszerii és nevezetes példaival és
ezeknek egymadskozti kapesolataval még e § 8. pontjaban fogunk
foglalkozni.

A mig a feliilet egyoldalu voltat egyetlen egypartt kor-
metszet feltalaldsaval megallapithatjuk, addig annak a megalla-
pitasa, hogy egy felillet kétoldald, altaldnossagban sokkal ne-
hezebb feladat, mert ehhez minden kormetszetének kétpartu
voltat kell belatnunk. Erre késébb (e § 7. pontjaban), midén a
kétoldalusag tulajdonsagit positiv alakban fogjuk megfogal-
mazni !, egyszertibb mddszert fogunk adhatni. Addig esak bizo-
nyités nélkil emlitjik meg, hogy a gémb és a barhinyszoros
gytrtifeliilletek kétoldaluak s igy mindazok a feliiletek is, melyek
ezekb6l, akdrhany pontozassal keletkeznek, minthogy ezek az
elébbiek részeinek tekintheték. (Késébb ki fog deriilni az is,
hogy ezek az Osszes kétoldalu feliletek.)

5. Hogyan véltoztatja egy kor- vagy keresztmetszet a
hatdrgorbék szamdt? — Hidak.

Definitionk szerint egypartu kormetszet egyik partjarol &t
lehet jutni, a felilleten haladva, mdsik partjdra, a nélkiil,
hogy ezt az egyparti kormetszetet atmetszendk. Tehat

L Egyparti, kormetszet a felilletet nem darabolja szét.

Ugyancsak kozvetetlen folyomanya az egy- és kétpartusag
értelmezésének a kovetkezd tétel.

II. Egyparti kormetszet 1-gyel, kétpartv 2-vel ndveli a
hatarqm bél szdmdit.

I tétel elsé része, mely szerint lehetséges, hogy egy kor-
metszet egy 1) hatdrgorbét hoz létre (és nem kett6t), annak,
ki csupin kétoldalu felilletek szemléletéhez szokott, paradoxon-
szertinek latszik és az idevagd irodalom — még az egyoldalu
feliiletek felfedezése utdn is — e téren szamos tévedést tartal-
maz. 2 A 28. abra vilagosan mutatja, hogy az egy hatﬁrgérbé-

1 7, a késobbi XITIL és XIV. tételt. .

~ ? Igy pl. Laeeic dolgozataban (l. c., 218. L) olvashaté: «Es erhollt
sofort: Jeder Riickkehrschnitt verwandelt die gegebene Fliche in eine
andere, die um zwei Rinder mehr besitzt, als die urspriingliche.» JORDA\I

késébb még emlitendé dolgozatéban, Journal de Math., 1866, a 107. lapon
hallgatagon szintén ez a feltevés foglaltatik, midén egy ermetszet Let‘i.

kiilonallé partjarol szol
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e

vel biré Mosrus-fele szalagot «kozépvonala» mentén felmetszve
oly feliilet keletkezik, mely egyrészt Gsszefiiggs (I. tétel), mas-
részt két hatargorbével bir (II. tétel). !

A TI. tétellel a megelézé § végén kittizott problemat Lor-
metszetek esetére elintéztik. A mi a keresztmetszeteket 1llet1
kozvetetleniil latnivalo, hogy egy- és kétoldalu feluletekre egy-.
arant:

111 Ket lmlonbom hatargorbe egy-eqy pontjdat dsszekd to
leresztmetszet a feliilet hatdryirbéinel: szdmdt 1-gyel apas*é/a.

Az ilyen keresztmetszet t. i. (1. a 29. abrat.) Zegy hatar-
gorbévé (az dbran pontozottan jelolve):[egyesiti az osszekotott
két hatargorbét.-

- Innen kovetkezik még:

. 1V. Ha egy feliiletnek (H > 0) szdmi'hatdrgorbéje van 'alclloi
H—1 szdmii keresztmetszettel
eqyetlen  hatdargorbével biro
felitletbe vihetd dt. Bdrhogy
valasztjul is folytatdlag e
keresztmelszeteket, de gy,
hog Jl/ kitlonbozd  hatdrgor-
béket FLapcsolnak dssze, a
! Tanulsdgos médon szemlélhetévé valik ez, ha a MoBius-féle sza-
lagrél, pl. pﬂ.perSbOl modelt készitink és a kozépvonal mentén olléval
felvagjuk. A keletkezett feliiletnek teriinkben valé elhelyezkedésére nézve

L e § 8. pontjat. Néhiny analog megleps felmetszési jelenséget térgyal
SimoNy (Wiener Berichte, 1880—1887), stb.
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H—1-edilc keresztmetszet alkalmazdsa utan jutunk egyetlen
hatargorbével bird felllethez.

Ez az eredmény analégiat mutat a megel6z6 § XVIII.
tételével.

Nem ilyen egyszerien és nem ilyen egyodntetlien adhatd
meg a felelet kérdésiinkre oly keresztmetszet esetében, mely
ugyanannak a hatargérbének két pontjat koti dssze. Ennek az
esetnek elintézésére czélszerlinek mutatkozik el6bb a kdzonséges
keresztmetszet alkalmazasanak invers miveletér6l — hid alkal-
mazasar6l — megvizsgalni, hogy a hatargorbék szamara milyen
befolyassal van.

Ha az F fellletb6l a kozonséges q keresztmetszet alkal-
mazasaval az F' felllet jon létre, akkor természetesen F'-bdl

30. abra.

az F ugy keletkeztethet6, hogy F'-nek két hatargorbedarabjat,
A B-1és C D-t, 6sszeforrasztjuk (30. abra). Latnivald, hogy e helyett
az Osszeforrasztds helyett Ggy is nyerhetjiik F'-b6l F-et, hogy
egy Uj elemi fellilet hatargorbéjének egyik darabjat AB-hez, egy
masik darabjat (melynek az elsdvel nincs kézos pontja) CD-hez
forrasztjuk. Az igy szerepld elemi fellletet nevezzik hidnak és
azt a beszédmddot fogjuk hasznalni, hogy ez 6sszekdti az A B
és CD darabokat, melyek a hid két torkolatanak neveztetnek.
Az elemi felulet (hid) hatdranak masik két darabjat pedig a
hid két oldalanak nevezzik. E hid alkalmazédsa F'-re «invers
mivelete» az F-re alkalmazott szét nem darabol6 1 g kereszt-
metszet alkalmazasanak és viszont. A hid elhagyasa mquivalens
a hid két oldalat Osszekoté (a hidat «atszelé») keresztmetszet
alkalmazasaval. Ez éppen a hid invers keresztmetszete. A szerint,

1 Mindenkor csupan &sszefiiggé felliletre alkalmazott hidrol lesz szé.
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‘hogy AB és (D az I'-nek ugyanahhoz vagy két kiilonbozd
hatargorbéjéhez tartozik, a hidat elsifaji-nak, illetéleg mdsod-
faji-nak nevezziik. Viligos

most mar, hogy masodfaju

hid egyetlen (31. abrankban

" pontozottan jelzett) hatér-

gorbébe viszi at azt a két

hatargorbét, melyeknek egy- 31, abra.

egy darabjat Osszekoti. Tehat ;

V. Mdsodfaji hid alkalmazdsa a haldrgorbél:  szdmdt
1-gyel apasztja.

Hogy a megfeleld kérdést elséfaju hidakra is elintézhessiik,
ezeket két osztilyba kell soroznunk. Az F" felillet i hatargor-
béjén az A, B, (i, D pontok ebben a rendben kivetkezzenek
eyklikusan egymésutén ésa /1 hid az A B és (! D darabokat kisse
dssze egymassal. (32, abra.) Ez kétféleképpen lehetséges: 1.) dgy,

hogy a hidnak, mint elemi feliiletnek, hatargorbéjén szintén az
A, B, C, D cyklikus rendben kovetkeznek pontjaink egymais-
utan, vagy 2.) az 4, B, D, C cyklikus rendben. (Mivelhogy sem
A és B, sem C és D nem lehet egymastél a masik két pont
altal a zart vonalon elvdlasztva, azért mas, mint e két eyklikus
gorrend nem lehetséges). Elsé- esetben az elséfaju hidat nem
csavart-nak, a mdasodikban csavart-nak nevezziikk. Latnivald,
hogy a nem csavart hid a /& hatargérbét két hatargorbébe va-
lasztja szét (a hid egyik oldala az egyik hatargérbéhez, a masik
a masikhoz tartozik), mig a csavart hid A C és B D oldalai
h-val egyiitt ismét csak egy hatargorbévé egyesiilnek. Elsdfaji
hidakra tehat a kovetkezé két eredményt nyertiik:
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VI. Nem csavart elséfajin* hid alkalmazdsa a hatdargor-
bék szamdt 1-gyel noveli. Csavart elsdfaji hid alkalmazdsa
a hatdrgorbél: szamdt viltozatlanul hagyja.

Példaképpen megemlitjiik, hogy az elemi feliilethdl nem esa-
vart hid alkalmazasdaval a korgytriifeliletet, csavart hid altal
pedig a Moésrus-féle szalagot nyerjiik. Az elsének valéban 2, az
utobbinak pedig 1 hatirgorbéje van. (33. dbra)

33. Abra.

Most végzett vizsgalatainknak az egy-, illetleg kétoldalu-
saggal valé kapesolatit a kovetkezd tétel fejezi ki:

VIL. Akdr egy-, akdr kétoldali feliletbil csavart elsdfaji
hid alkalmazdsdval FLeletkezd feliilet mindenkor eqyoldali.

Bizonyitasunkban arra a szemléleti tényre fogunk hivat-
kozni, hogy ha v egy tetszés szerinti F' feliilet valamely hatar
gorbéjének egy vonaldarabja, akkor van [-nek oly része, mely
1. elemi feliilet, s amelynek 2. a v hatardarabja.

* Legyen [ 'a felillet,
mely ["-bé6l a csavart H hid
alkalmazasaval keletkezik;
legyen h az F'-nek az a
hatargorbéje, melynek két
(AB és CD) darabjat I
osszekoti és v oly darabja
h-nak, mely e két hidtorkolat
mindegyikét tartalmazza. (34.
abra.) Ha most mar £ oly
elemi feliiletrésze F'-nek,

1 Kiteszsziik e sz6t, mert késobb bizonyos masodfaji hidakra is ki-
terjesztjilk majd-a «csavart» és «nem csavart» elnevezést.
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melynek v hatardarabja, akkor // mint FK-hez csatolt csavart
hid is felfoghaté. H és E egyiittesen tehat egy Momrus-féle
szalagot alkot, azaz egyoldalu felilletet; de e szalag része F-nek
s igy I, mint bizonyitandé volt, maga is egyoldalu.

Mindezek utdn most méar konnyen felelbetiink arra a keér-
désre, hogy az oly keresztmetszet, mely ugyanannak a hatér-
gorbének két pontjat koti dssze, miképpen modositja a hatar-
gorbék szamat.

Csak azt kell meggondolni, hogy -— a mint lattuk — nem
csavart elséfaju hid két oldala a hid alkalmazisival keletkezett
felillet két kiilonboz6 hatargorbéjéhez tartozik. Ily hid invers
keresztmetszete (mely a hidat atszeli) tehat két kiillonbozé hatar--
gorbét kot ossze. Ugyanannak a hatargorbének két pontjat ossze-
kot6 keresztmetszet inverse tehat vagy masodfaju hid, vagy
elsofaju csavart hid. Az utoébbi a VIL tétel alapjan esak egyol-
dala feliillet esetében lehetséges s igy az V. és VI. tételbél a
kovetkez6 eredményre jutunk.

VIII. Ugyanannak a hatdrgorbénel: Lét pontjdt osszekiti
keresztmetszet Létoldalu felilet esetében 1-gyel néveli, egyol-
dali feliilet esetében pedig vagy 1-gyel niveli, vagy vdltozat-
lanul hagyja a hatdargorbél: szdmiit.

Most méar c-alaku keresztmetszetre is elintézhetjiik a meg-
felelo kérdést, hiszen ez mindenkor mint egy kormetszet és
egy, két kiilonboz6 hatargorbét 6sszekots, keresztmetszet egymis-
utanja foghaté fel. Az elsé a II. tétel szerint 1-gyel vagy 2-vel,
az utoébbi a IIL. tétel szerint —1-gyel noveli a hatdrgorbék sza-
mat és igy ¥

IX. c-alaki keresztmetszel kéloldali feliilet eselében 1-gyel
noveli, egyoldali, felulet esetében pedig vagy 1-gyel niveli (ha
t. 1. kormetszet-része kétparti), vagy wvdltozatlanul hagyja (ha
e kormetszet-rész egyparti) a hatdrgorbék szdmdt.

A III., VIII. és IX. tételben kimondott eredményeinket
konnyebb attekinthetdség czéljabol még a kovetkezd tablazat--
ban foglaljuk Ossze: ' -



60 3. §. EGY- ES KETOLDALUSAG

ugyanannak a hatargorbének két |
. pontiat dsszekoté kereszimetszet

= e il e e

i

- két kiilonboz6 hatargorbét osszekotd
i keresztmetszet

c-alaku keresztmetszet + 1 +1vagy O

-val noveli a hatar-
gorbék szamat

Kiilon kiemeljiik, hogy :

A. Kétoldali felulel minden keresztmelszete vaqy 1-gyel
noveli vagy 1-gyel apasstia a hatdargorbék szdmeit.

Ellenben :

XI. Minden hatdrolt egyoldaldt feliiletnek van oly - kereszt-
-metszete, mely a hatdrgérbélk szamdl nem vdltoztatja meg.*

! RieMaNN — ki nyilvan egyoldalt feliiletet nem ismert — a X.
tételt minden felilletre érvényesnek mondotta ki (L ¢., 12. 1.). RIEMANN-nak
~ezt az &llitisét és «bizonyitdsitr» NEUMANN is 4tvette (L c., 162—163. 1.)
és — még konyvének 2. kiadisaban is — csupin egy a fejezet végéhez
illesztett megjegyzéshen (167—16S8. 1.) féizi hozz4, hogy nem minden eset-
ben érvényes. (Csodilatos médon ugyanezt az eljarast koveti ForsyTH is,
'L e, 354. 1) Ilyen «kivételes» felilletek létezése mutatja, hogy a tétel oly
feliiletekre, melyekre érvényes (a kétoldaltakra) bebizonyitando még akkor
8, ha a [iggvénylani vagy mds szempont a kétoldali feliiletekre valo kor-
latozdst jogosulttd tessi, s hogy a bizonyitids csak akkor lehet helyes, ha
-a feliilet kétoldalti voltit tényleg felhaszndlja. NEUMANN-nil erre nézve
osak ezt a megjegyzést taliljuk: «Eine genaue Uberlegung zeigt, dass
die Sitze... anwendbar sind auf bilaterale Flichen». Az idevAgé iroda-
lom nagy részében MoBrus felfedezésének, de még NEUMANN e megjegyzé-
-sének sem taliljuk nyomat. Igy pl. Durkee (I e, 229. 1, X. tétel) és
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Valéban a feliillet egy egypartu kormetszetét egy hatarpont--
javal kotve Ossze, ily tulajdonsigu s-alakd keresztmetszetet nye-
riink. Késébb (5. §, 6. pont) ki fog deriilni, hogy a XI. tételnek
megfelelé kizinséges keresztmetszete is van minden hatérolt
egyoldalu feliiletnek. (A Mosius-féle szalagnak pl. minden szét.
nem darabolé keresztmetszete ilyen tulajdonsagu.)

6. Az egy- és kétoldalisdg Klein-féle értelmezése.

Az egyoldalu feliileteknek az az értelmezése, melyre meg-
elézd vizsgdlatainkat alapitottuk, a szokdsos értelmezések egyi-
kével sem egyezik meg s ezért — mar az idevonatkozo iroda--
lommal valé kapcsolat fenntartasa czéljabél is — az egyoldald.
feliileteknek még ujabb jellegzetes tulajdonsdgaival kell megis-
merkedniink.

E tulajdonsagok egyike a Kurin-féle indicatriz fogalman
alapszik. A mint egy feliiletre rajzolt vonaldarabnak két part-
jat tudtuk megkiilonboztetni, éppen gy egy [ feliilet barmely -
belsé P pontjanak kétféle megheriilés-érél vagy kétféle indi-
catrizc-arol szolhatunk, melyeknek egyike az dltal adhato meg,
hogy a feliillet egy oly elemi feliilet-darabjanak, melynek P
belsé pontja, hatarvonalat irdnyiljul, belyesebben : értelemmel
latjuk el (35. dbra). Ellenkezéen iranyitva e zart vonalat, a P
masik indicatrixat jellemeztiik. Jeloljik ki a P’ egyik indicat-
rixat, -t és rajzoljunk P-b6él kiinduléan az [ feliileten egy
csupan belsé feliileti pontokbdl allé v vonaldarabot. Ezzel a v
minden pontjanak megadtuk egyik meghatarozott indicatrixaf,
azt, «<a melybe a P pont ¢ indicatrixa a » vonal mentén dtmegy».
(36. abra.) A szemlélet ennek a beszédmodnak pontos értelmet
ad. Ha most mar e v vonaldarabot zart vonalla egészitjiik ki a

AppELL-GoOURsAT . (L. c., 228. 1., IL. tétel) is X. tételiinket kétoldala felile-
tekre valé megszoritds nélkiill mondjik ki és «bizonyitjik», ngyanigy T.ippicH .
(L c., 217. L). Hasonléképpen pl. Crristorrer (Mathematische Annalen,.
5. k., 497. 1) vizsgélatai is csak kétoldali feliiletekre érvényesek. V. 6.
még II. tételiinkhoz fizott irodalmi megjegyzéseinket, melyek az itteniekkel .
természetesen szoros kapesolatban vannak. IE kapesolatra nézve 1. ToNELLI, .
Atti della Acc. dei Linecei (5) IT; (1893), 15. 1. ToNkLLI e dolgozata talan.
oldszor figyelmeztet a szokésos targyalasok e hianyaira.
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feliileten, akkor lehetséges, hogy a P-nek i indicatrixa e zart
vonal mentén 1.) ismét i-be vagy 2.) a P mdsik indicatrixédba
megy at. A szemlélet mutatja, hogy az els6 vagy masodik eseftel
van dolgunk, a szerint, hogy e zart vonal Ikéfpartit vagy egy-
partd. (T. i. a masodik esetben,
és csak akkor, feleserélédik az indi-
catrix-gorbének az a Lkét darabja,
melyre ezt zart vonalunk felbontja.)
Kimondhatjuk tehat, hogy

XII, Kétoldali [eliileten nincs
olyan zdrt vonal, melynek mentén

’ 4 I’,U « b, 72
(D -5
3. abra. 36. abra.

az indicatrizc megfordul, egyoldalin pedig mindenkor van
ilyen (t. i. minden eqyparti kormetszet).

Az egyoldalu feliileteknek e tételben foglalt tulajdonsdgaval
értelmezte Kurix az egyoldalu feliileteket (melyeket 6 Doppel-
fliche-knek * nevez).?

A 37. 4bra mutatja, hogy pl. a Mosius-féle szalag «kdzép-
vonala» mentén hogyan «fordul meg» az indicatrix.

1 Bzt az elnevezést — gy, mint kiilsnben az «egy- és kétoldaldn
elnevezdseket is — az egyoldalu feliileteknek teriinkben valo elhelyezke-
dése indokolja, a mirsl mdég késébb (6. §, 2. pont) lesz sz6.

* L. e, p. 479. Az ott adott értelmezés azonban konnyen félreért-
hetd. Abbél, hogy a feliilet egy irinyitott zart vonala 1ugy tolhaté el a
feliilleten, hogy eredeti helyzetébe, de ellentétes irdnyitdssal jut vissza,
még nem koévetkezik a feliilet egyoldalisiga. Hiszen a gémb egy irdnyi-
tott fokore, barmely atmérdje koril 180°-kal megforgatva, cllenkezd iré-
nyitist nyer, pedig a gémb kétoldali. Ezért KLrin is, késébbi dolgozatai-
ban, az indicatrix-gérbét «infinitesimélis»-nak teszi fel. Az altal, hogy mi
az indicatrixot mint a pont «megkeriilés»-6t vezettiikk he, ilyen az ana-
lysis situsban idegen fogalomra nem kellett hivatkoznunk. — Az egyoldald
feliilet kiilonben 1gy is értelmezheté volna, hogy egy elemi feliilet-része
Gugy «viheté 4t» a feliileten onmagiba, hogy hatirvonaldnak irdnyitdsa az
ellenkezé iranyitasha megy at.
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A megel6z6k szerint vilagos, hogy, ha egy kétoldalu feliilet
egyetlen P pontjanak kijelsltiikk egyik ¢ indicatrixat, akkor ezzel
minden mis P’ pontnak is megadtuk egyik indicatrixat, aszt,
melybe az i «atmegy». Ez valoban az uttol fiiggetlen. Ha t. i. v és
v' két oly vonaldarab, melyek P-t és [”-t

kotik 6ssze és e két tton az i a P-nek a v P’
két kiilonbozé indicatrixdba menne at, P
akkor v és v’ egyiitt oly zart vonalat adna, \;

melynek mentén az indicatrix megfor-
dul. * (38. 4bra.) Ilyen értelemben bé-
szélhetiink kétoldalu [elilelnek kétféle
indicatrixdrél. E két indicatrix egyikét barmely belsé pont-
janak egyik indicatrixa meghatdrozza és viszont. E fogalom-
alkotasok egyoldalu feliiletekre természetesen -elvesztik értel-
miiket.

38. dbra.

7. Az egy- és kétoldalisdg Mobius-féle értelmezése.

Az egyoldalu feliiletek most adott Kurin-féle jellemzésébél
konnyen attérhetiink a Mosius-félére. Bontsa a v vonalrendszer,
melyhez hozzaszamitjuk a feliilet esetleges hatérvonalait, a két-
oldalu és osszefiiggé [ feliilletet elemi feliiletekre és legyen a
feliiletnek (tehat egyszersmind minden pontjanak) egyik indicat-
rixa kijelolve. Ez altal minden elemi feliilet hatardanak egyik
irdanyitasat is kijeloltiik. mint az elemi feliilet barmely belsé
pontjanak indicatrixat. 2 s pedig ez latnivaléan ugy torténik,
hogy
- 1. ha a hatirvonalnak (egy vagy tobb) kettds éle van, ezek
egyszer az egyik, masszor a maésik értelemben futtatnak be;
(39. abra).

2. két elemi feliillet kozos hatarvonalai egyszer az egyik.
masszor a masik értelemben futtatnak be, a szerint, hogy ezek

! firvényben marad ez a megjegyzés akkor is, ha v-nek és v'-nek
‘kozds belsé pontjai is vannak.

2 Gombfeliiletre rajzolt zért vonal kél elemi feliiletnek hatdra (éppen
ez jellemzi az analysis situs szempontjabél a gombfeliiletet) s igy ennek iré~
nyitasandl megadandé, hogy egyik vagy a mésik elemi felilet hatéranak
tekintetik-e.
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az egyik vagy masik elemi felilet hataranak tekintetnek-e.l
(40. &bra.)

3. (hatarolt felliileteknél) ugyanannak a hatargérbének egyes
darabjai (melyek csak egyszer futtatnak be) «egymashoz csatla-
koz6» irdnyitast nyernek, Ugy, hogy minden hatarvonal egy-
egy meghatarozott befutasi értelmet nyer (41. &bra).

39. abra. 40. 4bra. 4L A4bra.

Ha az elemi feliletek hatdrvonalainak irdnyitasa e harom
tulajdonsagnak megfelel6leg torténik, akkor azt fogjuk mondani,,
hogy az élek Mobius-féle torvénye ki van elégitve. Kimondhat-
juk tehat, hogy

X1II. Kétoldalu feliletet elemi fe'lletekre bonté vonal-
rendszerre (ideszdmitva az esetleges hatarvonalakat) az élek
Mobius-féle torvénye kielégithet6.

Konnyen belathatd most mar, hogy e tétel csupan kétol-
dalu fellletre igaz. Ha t. i. az elemi fellletek hatarvonalainak
iranyitasa e torvénynek megfelel, akkor a fellilet minden belsd

pontjdnak oly mddon tulaj-
donitottunk egy-egy indicat-
rixot (hiszen éppen az elemi
fellilet hatarvonalanak iranyi-
tdsa hatdrozza meg az -elemi:
felllet belsd pontjainak indi-
catrixat), hogy ezek barmily,
vonal mentén az ily mddon
meghatarozott indicatrixba

1 Weyl (L c., 62. 1) ilyenkor a két elemi fellilet hataranak befutasat
(indieatrixat) »koharent»nek nevezi.
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mennek at. (42. abra.) (A feliillet ama belsé pontjai, melyek a
felbonté vonalrendszeren fekiisznek, sem alkotnak kivételt.)
A XII. tétel szerint tehat a feliilet kétoldalu. Mas széval:

XIV. Egyoldali feliiletet elemi feliiletekre bonté wvonal-
rendszerre (ideszdmitva az esetleges hatdrvonalakat) az élek
Méerus-féle torvénye sohasem elégithetd ki.

Az egy-, illet6leg kétoldalu feliileteknek a XIII. és XIV. té-
telben kifejezett tulajdonsagaval értelmezte Mosrus ! a feliiletek
egy- vagy kétoldalisigat (zart polyederfeliiletek esetére). Meg-
jegyzendd, hogy ha ebbdl az értelmezésbél indultunk volna ki,
bebizonyitandé volna, hogy ez a (Mosius-féle) egy- vagy két-
oldalusag fiiggetlen a feliiletet elemi feliiletekre bont6 . vonal-
rendszer valasztasdtol. 2 A mi targyaldsunk magaban foglalja e
tétel bizonyitasat.

1 L. e, 1L Kkiilonésen a 2., 9. és 11. §-t. MoBius metrikus geo-
metriai moggondolésokbdl jutott e megkiilonboztetéshez. Az a mér régen
ismert MEISTER-féle tétel, mely szerint sik sokszognek akkor is tulajdonit-
haté meghatérozott teriilet, ha hatdra énmaght Atmetszi, azon alapszik,
hogy (43. dbra) a sokszog oldalait mindenkor tugy
lehet irdnyitani, hogy minden szégpont egyik élnek
kezd6, misiknak végpontja legyen. MoBIUS most
mér megallapitja, hogy a polygonok ¢ tulajdonsé~
génak kozonséges polyederfeliiletnél az felel meg,
hogy az élek fentemlitett Moprus-féle torvénye ki-
elégithet6. Bz fejezi ki annak sziikséges és ele-
gendd feltételét, hogy egy esetleg Gnmagéin dthatold 43. 4bra.
polyedernek tulajdonithassunk koébtartalmat. Ehhez
tehdt a polyederfelilletnek kétoldalinak kell lenni. Ennek megfelel az a
késébh (6. §) még targyalandé tény, hogy teriink bérmely olyan zért felii-
lete, mely 6nmagéit nem metszi, kétoldald.

Bar o tulajdonsig vizsgélata mér a geemetria elemeiben is igen
kivinatosnak latszik, az elemi mathematika tankonyveiben nem szokés a
Mosrus-féle toérvényt targyalni; esak Kuein (Elementarmathematik vom
héheren Standpunkt, 11., 1909, 33—40. 1.) és KiLuiNe és Hovestapr (Hand-
buch des mathematischen Unterrichts, 1., 1910, 108—110. és 128—146. 1.)
fejtegetik részletesen, felismerve és hangstlyozva MOBIUS e gondolaténak
elegantidjat és fontossagat.

? E bizonyitésra vonatkoz6lag 1. BRouwer (Math. Anmn,, 71. k., 324.
1)y Kénie¢ Dénes (Math. és Phys. Lapok, 22. k., 48. 1. = Archiv.der Math.
(3), 19. k., 221. L) és WEvL (L. c., 63, 1) eljarésait. :

Konig Dénes: Analysis situs. I ; 5
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8. Mobius kritériumdnak alkalmazdsai.

Ez a Méprus-féle kritérium gyakran a legalkalmasabb' egy
adott feliilet egy- vagy kétoldalusaginak felismerésére. Segitsé-
gével pl. konnyen igazolhato, hogy a gomb, az egyszeres, két-
szeres sth. gytrii: kétoldald. B kritérium tovabbi alkalmazhaté-
saga ‘a kovetkez8 megjegyzéseken alapszik.

‘Ha egy feliilet elemi feliiletekre van bontva és csak egyetlen
elemi felillet hatargorbéjét iranyitjuk (vagy ennek is csupan-egy
vonaldarabjat, megadvan, hogy e vonalat melyik elemi feliilet
hatardnak tekintjiik), ezzel az egész vonalrendszerre az éleknek
Méeius torvényét koveté iranyitasa (ha ez egyaltalaban lehetsé-
ges, azaz ha a feliilet kétoldali) meg van dllapitva. Hz tehat
(természetesen csak ha a feliilet Osszefiiggé) mindenkor pontosan
kétféleképpen torténhetik ; az egyik médrol a masikra minden irany
megforditasaval térhetiink at. Ha tehat egy elemi feliilet hatarat
tetszés szerint irdnyitjuk, majd egy szomszédos elemi feliilet
hatdrat iranyitjuk Moprus torvényének megfeleléleg és igy tovabb
mindig ujabb szomszédos elemi feliiletekre tériink at, akkor
egyszer ellentmondasba jutvan Morivs torvényével, ! masképpen
avagy mas elemi feliilettel kezdve az iranyitast, szintén nem
lehet MoBius torvényét kielégiteni, vagyis a feliilet egyoldala.
Innen most mar kovetkezik : ;

XV. Ha egy kétoldalis feliiletet elemi feliiletelre felbonto
vonalrendszer élet MoBrus {orvényének
megfeleloleq vannalk irdnyitva és a felilet
két hatdardarabjat vagy két teljes hatdr-
gorbéjét osszeforrasztiuk, akkor két- vagy
eqyoldali,  felilethez jutunk a szerint,
hogy a két vonalat ellentétes vrdnyban
forrasztottuk dssze vagy mem. (44. dbra.)

Igy nyeriink pl. az elemi feliiletbé] az
egyik vagy mdsik médon forrasztva Gssze két oly hatardarabjat,
melyeknek nines kozos pontjuk, (kétoldali) hengerpalast-feliiletet
vagy (egyoldalu) Mopius-féle szalagot. Ha a hengerpalastbol in-

T/

44, 4bra.

U Mér az elsé elemi feliilet hatirinak irdnyitdsa ellentmondhat
Moprus torvényének, ha annak van kettds éle.
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dulunk ki (melyet pl. két alkotéval két elemi feliiletre gondolha-
tunk ‘felbontva, 1. a 45. abrat) ésennek két hatargorbéjét elgszor
ugy forrasztjuk oOssze, hogy ellentétes iranyok illeszkedjenek: egy-
mishoz, akkor a kétoldalu gytrifelilethez jutunk. Ha pedig e két
hatérgorbét megegyezd iranyban forrasztjuk Ossze, valoban egy-
oldalu feliiletet nyeriink. E feliiletrdl * teriinkben ugy nyerhetiink
képet, hogy a hengerpalastot hosszi, keskenyedd esé alakjara hoz-
zuk, az egyik végét belevezetve a cs6 belsejébe, ezutan forrasztjuk
csak 0ssze a két hatarvonalat. (46. abra) Az igy nyert feliiletet, mely

45, 4bra. 46. abra.

@ projectiv sik utan a zart egyoldalu felilet legegyszertibb typusa,
Kurin? konstrudlta meg eldszor s igy Kurin-féle feliiletnek
fogjuk nevezni. (Beldthatd, hogy e feliilletnek van oly kormetszete,
mely két MoBius-féle szalagba véagja szét a feliiletet; més széval :
két Mosrus-féle szalagot ugy lehet teljes hatarvonaluk mentén
osszeforrasztani, hogy e Kumin-féle feliilet keletkezzék).

Ha egy vonalat dnmagdval forrasztunk ossze, a XV. tétel
természetesen szintén érvényben marad, tehdt a kétoldalu feliilet
azonnal egyoldalu felilletbe megy at, ha van a vonalnak két
oly darabja, melyek megegyez6 irdnyban forrasztattak Ossze.
Eloszor oly oOsszeforrasztasra emlitiink két példat, a hol bar-
mely két oOsszeforrasztott darab megegyezé iranyd. Henger-
paldstfeliilet egyik hatargorbéjét e kovetelménynek megfeleldleg

1 E feluletet mar az 1. § 7. pontja végén emlitettiik : mmd a 13
mind a 46. abra e feliletet aAbrizolja.

2 Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Functzonen wnd zhrer
Integrale, Leipzig, 1882., 80. 1.

B*
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ugy lehet 6nmagaval Osszeforrasztani, hogy Mosrus-féle szalagot
nyerjiink, mert lattuk (L. a 28. dbrat), hogy a Morrus-féle sza-
lagot egyparti kozépvonala mentén felvagva, hengerpalastfelii-
letet kapunk. (Ha e hengerpalastfeliiletet teriinkben mint valé-
sagos henger palastjat valasztjuk, akkor ez az Osszeforrasztés
teriinkben onathatolas nélkiil nem valésithaté meg; onathatolas
elkeriilése czéljabol ezt el6bb egy alkotéja mentén fel kell vagni,
egyik részét 360°-kal megforgatni és azutdn ismét ugy Ossze-
forrasztani, hogy ugyanazok a pontok keriiljenek egyiivé, melyek
eredetileg Osszeestek; hiszen a Moprus-féle szalag emlitett fel-
metszésénél is teriinkben ily moédon elhelyezkedd hengerpaldst-
feliiletet nyertiink.)

Az elemi feliilet egyetlen hatargorbéjét is lehet dnmagaval
ugy osszeforrasztani, hogy végig megegyez6
iranyokat nyerjiink (v. 6. az 53. lap ')
jegyzetét; a hatargorbe pontjai parosival
a 47. 4braban lathaté moédon egyesiil-
nek egy-egy ponttd). Ez a 48. és 49. dbran
lathaté médon torténhetik; az elsén meg-

41. ébra. egyezd betiikkel jelolt pontokat és vonal-
darabokat egyesitve keletkezik a méasodikon
lathato feliilet," mely az egyetlen valds kettés egyenessel biré

48. 4bra. 49. 4bra. 50. Abra.

4. n. Steiner-féle felillet. Az 50. dbra a kettés vonaldarab
kornyezetét mutatja. E feliiletet, keletkeztetése folytan, egy kor-

1 L. Boy: Ueber die Curvatura integra u. d. Topologie geschlossener
Flichen, Diss., Gottingen, 1901, 390—40. 1. és a 20. Abrat, valamint Dycx,
L e., D. abrajat.



MOBIUS KRITERIUMANAK ALKALMAZASAI 69

metszet (pl. az, mely a fenti dbrazolasban kettdés vonaldarab)
elemi feliiletbe visz 4t és igy (a 2. § XIL tétele szerint) e feliilet
alapszdma: 1. E kormetszet egyparti, mert egyetlen hatér-
gorbét teremt. ;

E Sreiver-féle feliiletbél, ha ez a leirt modon helyezkedik
el teriinkben, egy pontozdssal a Drnx és Hercaarp-féle ' «Kreuz-
haube»-feliletet nyerjiik. Mi e feliiletet,
melyet az 51. dbra mutat és mely
késébb még szerepelni fog, siiveg-felii-
letnek nevezziik.

Megemlitjiik még, hogy az utdljara
leirt harom egyvldalu feliilet az adott
keletkeztetéssel az analysis situs ér- 1. &by,
telmében meg van hatarozva. Ez nem
evidens, mert azt lehetne gondolni, hogy az alkalmazott Gssze-
forragztasok, melyek az emlitett kovetelmények betartdsaval is
sokféleképpen végezheték (valamint az utéljara alkalmazott pon-
tozas) befolyassal lehetnének a keletkezd feliilet analysis situs-
beli tulajdonsagaira is. Hogy ez nines igy, annak bizonyitésaval
itt most nem foglalkozunk, mert a felilletek homwomorphis-
muséra vonatkozo fGtétel, mely szerint egyoldalu feliiletet alap-
szama €s hatdrgorbéinek a szama az analysis situsban teljesen
meghataroz, ezt kozvetetleniil igazolni fogja. Eppen ugy kovetkez-
ménye lesz e f6tételnek az is, hogy a fenti Svriner-féle feliilet a
projectiv sikkal, a pontozott projectiv sik pedig (tehat a siiveg-
feliilet is) a Mosrus-féle szalaggal homceeomorph. *

Hogy a Mosius-féle kritériumnak még egy alkalmazdsat
lagsuk, mutassuk meg e kritérium alapjén is, hogy a projectiv:
sik egyoldali. K ezélb6l? a projectiv sik eldszor is elemi felii-
letekre bontandoé fel, pl. hdarom egymast nem egy pontban
metszé egyenessel. -

Igy, a végtelenben valé osszefiiggést is figyelembe véve,
négy részre (I, 1I, III, IV) esik szét a sik, mely négy rész -—
mint az 1. §. 7. pontjaban lattuk — mind elemi feliillet (52.
abra). Ha most [-et és I1-t Momivs-torvényének megfeleléen fut-

rmSes mmme———

1 L. az Encyklopwedia-czikk 198. lapjat és 10. dbrajat.
2 T.. a szerz6é fentebb emlitett doloozatait.
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jut korul (azaz ugy, hogy a kozos él kétszer ellentétesen legye»
befutva), akkor latni, hogy a Ill hataranak egyik befutasa sem
elégiti ki a MOBius-féle torvényt. Természetesen ugyanehhez az.
eredményhez jutunk, ha a projectiv sikot pl. 4 egyenessel 7 elemi
fellletre bontjuk fel: 4 haromszogre (1, 2, 3, 4) és 3 négy-

szogre (I, 11, 1ll). Ez a beosztas (53. abra) kilondsen azért ér-
dekes, mert el6allithaté tertinkben oly zart egyoldald siklapu
polyederfeliilet, melynek 7 lapja (4 haromszdg és 3 négyszogée
éppen Ugy helyezkedik el egymashoz, mint a projectiv sik e beosz-
tdsdnal keletkezett 7 elemi felulet. Ezzel az (az oktaéder élrend-
szeréhez illesztett) egyoldali heptaedcr-feliilettel, mely tehéat a
projectiv sikkal hommomorph és a melyet Mobius nyoman
Reinhabiit konstrudlt meg el6szor, itt nem foglalkozunk és csu-
pan utalunk Reinhabdt 1és Steinitz 2 egy-egy e feluletet targyalo-
dolgozatara.

Meobius kritériuma alapjan most a masodfajo (két kilon-
b6z6 hatargdrbe egy-egy darabjat osszekotd) hidakat is, a mint-

-, , S .- i\
1 Zu Mobius’ Polyedertheorie, Leipziger Berichte, 37. k. (1885),
106. 1
2 Uber ein merkwiirdiges Polyeder mit einseitiger GesammtRache,
Journal f. r. u. a. Math., 130. k. (1905.), 281. L
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ezt az els6fajuakra mar az 5. pontban elvégeztik, csavart, illet6leg
nem csavart hidak osztalyaba sorozhatjuk, de csak akkor, ha a
feltlet, melyre a hidat alkalmazzuk, kétoldald. A kétoldalu feli-
let egyik indicatrixanak Kijeldlése t. i. e két hatargdrbének
Osszetartozd irdnyitdsat adja (hengerpa-

lastra az 54. dbra mutatja két hatargorbeé-

jének Osszetartozd iranyitadsat). Ha most || (J
méar AR és CD egy masodfaju hid két

torkolata, akkor e hid «nem csavart»- 54. dbra.

nak neveztetik, ha a hidnak, mint elemi

fellletnek hatarat befutva, AB é CD is ugyanabban, vagy
mind a két torkolat ellentétes irdanyban futtatik be, mint a két

hatarvonal dsszetartozo iranyitdst befutasanal (55. &bra). Ellen-
kezd esetben (56. dbra) a hid «csavart»-nak neveztetik. Ha a

két hatdrgorbe azonos, azaz a hid els6faju, akkor az itt adott
osztalyozas csavart és nem csavart hidakra természetesen még-
egyezik azzal, melyet mar ezel6tt megismertink. Meobius Kri-
tériuma alapjan most mér els6- és mésodfaju hidakra egyarént
kimondhatjuk, hogy

XVI. Nem csavart hid meghagyja a kétoldald feliletet

kétoldaltinak, mig a csavart hid egyoldaliva alakitja.



4. §.

KORMETSZETEK.

1, Rétoldalé feltletek nemaskma. Lofejthots feldlofok.-

E kitérések utan visszatériink az osszeftiggo * felilletek alta-
lanos vizsgilatara, csatlakozva a 3. § IIL., VIIL. és IX. tételé-
hez, melyek megmondjak, hogy egy keresztmetszet milyen eset-
ben noveli 1-gyel, O-val, illetéleg —1-gyel a hatargorbék szamat.
Bontsunk egy A alapszémmal és H-szému hatargorbével biré
tetszés szerinti hatarolt feliiletet A—1-szamua folytatélag alkal-
mazott keresztmetszettel egyetlen elemi feliiletre (2. §, XIV. tétel).
E kozott az A—1-szamu keresztmetszet kozt legyen rendre Ig;,
ko k—1 azoknak a keresztmetszeteknek a szdma, melyek az o
keresztmetszet alkalmazisat kozvetetleniil megel6zden keletkezett
feliilet hatargorbéinek a szamat 1-gyel, O-val, illetve —1-gyel
novelik, ugy, hogy

by e By A1,

Minthogy végiil egyetlen hatargorbével biré elemi {feliilethez

jutunk, azért
S Ry

Osszeadva e két egyenléséget, a kovetkez§ Osszefiiggést nyerjiik :
H+ky+ 2%, = A, ' (I

honnan kévetkezik, hogy
L. A hatdrgorbél: szdma nem lehet nagyobb a felilel
alapszdmdndl, H < A.

1 E sz6t ezentdl is elhagyjuk.
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A megel6z6 bizonyitias csak hatarolt feliilletre vonatkozott,
a 2. § X. tétele szerint azonban zart felilletre (I = 0) is ér-
vényes a tétel.

Tegyiik most még fel, hogy hatarolt feliiletink kétoldaly,
akkor a 3. § X. tétele szerint /[, =0, mert kereszimetszetek
alkalmazasaval kétoldalu felillet nem mehet at egyoldalaba. Az
{I) ez esetben tehat a

H+%, =A : (Ia)

alakot 6lti s ennélfogva hatérolt feliilet esetében :

II. Kétoldalv feliletnél A—H pdros."

Kz a tétel szintén érvényes zart feliiletekre is, azaz zdrt két-
oldaliy felillel alapszdma pdros. Ez igy bizonyithaté be. Az A
alapszammal biré zart kétoldalu [ feliileth6l egy pontozassal
keletkez$ hatarolt [ feliletre H'-— 1 és (a 2. § VIIL tétele
szerint) A'= A |+ 1 és igy (Ia) szerint

14 2% =4 +1,

(hol %, is I[*-re vonatkozik). Tehat A == 2 valéban paros.

Az ily médon nem - negativ - egész - szamnak bizonyult

1’::% (A—H)

szamot a kétoldalu feliilet nemszdni-anak (ger{us, Geschlecht,
genre) nevezik. ® ’

Mivelhogy egy pontozas A-t is (2. § VIIL. tétel) és H-t
is' 1-gyel noveli, azért

IIl. Pontozis a felillet nemszdmdn nem vdltoztat.

Tovabba :

LV. Két kilonbozd hatdrgorbét dsszel:apesolo keresztmetszet
alkalmazdsa a nemszdamon nem wvdltoztal.

Ilyen keresztmetszet t. i. A-t is H-t is 1-gyel apasztja (a
2. § XI. és a 3. § IIL tétele szerint).

A nemszam szempontjabol a legegyszeriibbek a O-adnemit
feliilletek, melyekre tehat .1 = H. FEzeket, kés6bb Kkifejtendd

1 Az 1. és II. tétel — a kétoldalusig hallgatag postulélasival —
mar megvan RIEMANN-nal (L ec., 12. L).

2 A nemszémnak e bevezetési modjat MiNgowski-nak 1904/5. évi, a
gittingai egyetemen tartott eldadédsaban hallottuk.
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okokbol (sikra) lefejthetd * feliileteknek is nevezik. A gombfeliilet
(azaz az ezzel homwomorph fiiggvénytani sik), melyre A=H=0,
valamint az ebbél egy (ez az elemi feliilet), két, ... pontozassal
keletkezo * feliiletek szolgaltatnak ilyen feliiletekre példdkat (az.
n-szer pontozott gombfeliiletre t. i., a 2. § VIIIL. tétele szerint,
A'= H = n). 56t latni fogjuk késébb, hogy ezek minden- lefejt-
heté feliiletet felolelnek (1. az 5. § 7. pontjat). '
A lefejtheté feliileteket mar A — H teljesen jellemzi. Ki-
mutatjuk t. i, hogy A = H csak kétoldali feliletekre lehetséqes.
Zart feliletre ez vilagos: ha egy egyoldalu feliiletre A = H = 0
volna, akkor — ismét a 2. § VIIL tétele szerint — egy oly
pontozassal, melynek alkalmazdsédval valamely egypartd kor-
metszetnek egyetlen pontja sem tavolittatik el, bel6le oly ismét
egyoldalu feliilet keletkeznék, melyre A = H — 1 és ez (az elemi
felillet kétoldala.lévén) -ellentmond a 2. § XV. tételének. Ha
pedig a felillet hatérolt, akkor .1 = H-bél az (I) képlet szerint
ky, =0 (és k, = 0) kovetkezik. Tehat az elemi feliilethez vezetd
A — 1 keresztmetszet kozott — bdrhogy vdlasztjuk is ezelkel —
nines olyan, mely a megeléz6 keresztmetszetekkel keletkezett
felillet hatargorbéinek a szamat valtozatlanul hagyné. Ezért
eredeti feliiletiinknek sincs ilyen tulajdonsdgi szét mem dara-
bolé keresztmetszete, mert kiilonben — a 2. § XVIII. tétele:
szerint — ezt valaszthatnok az A — 1 keresztmetszet elsejének,
Mar pedig egyoldalu felilletnek — a 3. §. XI. tétele szerint ~—
van ily keresztmetszete. Feliiletiink tehat valéban kétoldala.
Az I. tétel figyelembevételével eredményiink igy mondhaté ki
V. Egyoldali felilet hatdrgorbéinek « ssdama mindenkor

kisebb a felilel alapszdmdndl. :
A nemsziam egy jellegzetes tulajdonsigénak megallapitisa
czéljab6l most a kovetkezé Rimmann-féle tételt® bizonyitjuk be.:

V1. Lefejthetd [eliiletet minden kirmelszele szétdarabol.

¥ A metrikus geometridban e széval mést jelolnek. A lefejthetd felii-
leteket — més definitiét véve alapul — Moerus (L e., 450. 1) és Dyck
(I e., 477. 1) Grundform-nak nevezi. Kok és WEyYL pedig a schlichi-
artige Fliche elnevezést haszndlja.

* Bebizonyithaté, hogy egyoldali feliilet harmely pontozésa ily  tu-
lajdonsagi. Sk s 8w

3 L. ., 12. . — Az itt kivetkezs bizonyiths is a RIEMANN-é. H
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i:Ha t. i. volna szét nem darabold Lkormetszete, akkor ez
(222§, XII. tétel) a feliilet alapszamat;, A-t valtozatlanul hagyna,
a 'hatargorbék szamat pedig, mely' (a feliilet lefejtheté 1évén)
sgintén A, felemelné (3.:§, II. tétel) A - 2-re. Amde az L tétel
szerint. A alapszammal bird feliilletnek nem lehet A -+ 2 hatar-
gorbéje. .
~.-A bebizonyitott tétel kovetkezé megforditdsa is érvényes :
 VIL Le nem fejthetd feliiletnel: mindiq van szét nem da~-.
mbolo kérmelszete. .
Mivelhogy a pontozis a lefeJthetosegen vagy le nem fejt-
hetéségen nem valtoztat (III. tétel), azért a bizonyitdsnal haté-
rolt feliiletekre szoritkozhatunk. Tovabba, a 3. § 1. tétele sze-
rint tételink egyoldala feliiletekre helyes. Feltehetjiik tehdt,
hogy F' felilletink hatarolt és kétoldalt; mivelhogy tovabba
feltevésiink szerint le nem fejthet(”)‘,'f:azért red nézve az (Ia)
képletbeli %, > 0. Bizonyds szét nem darabolo kei‘esz‘tmet-»
szetek alkalmazdsa utén tehat [-hél oly — ugyancsak , két-
oldalt' — F" feliiletet nyerunk melynek van egy a hatérgorbék’
szdmat * 1-gyel novelé szét nem darabolé keresztmetszete, k.
A ‘3 § IIL., VIIL. és IX. tétele szerint ez a k vagy 1.) c-alwku,"
va.gy 9.y az I ugyanazon h hatargorbéjének két pontjit, A-t és B-t
koti o8sze. Az elsd esetben a s-alaki keresztmetszet kormetszet-'
része ["-nek szét nem darabolé kormetszetét adja. A magodik’
esetben van I belsé pontjaibél all6
olyan u ut, mely a /£ egyik partjarcl
masik partjara vezet, a nélkil, hogy
k ezt az w utat atmetszené; de ekkor
van (a [ hatdar ADB darabjahoz «elég
kozel» valasztott) oly A'B’ vonaldarab
(I az 57. 4brat), mely u-t szintén nem
metszi. Tehat A'B' a L egy részével
F-nek oly zart v vonalat adja, mely
u-t ugyancsak nem metszi. Az u tehat
v-nek egyik oldalardl is atvezet mdsik 57 2bEa:
oldaldra s igy v az ["-nek szét nem da-
rabolé kormetszete. Mindkét esetben taliltunk tehdt ["'-n .széb
nem darabolé kormetszetet. Es ez, mint ‘bizonyitandé volt, ter-
mészetesen szét nem darabolé kormetszete I-nek is. 1
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A lefejtheto feliileteknek a VI. és VIL tételben foglalt tulaj-
donsagaval értelmezni is lehetne egy feliilet lefejtheté voltés.*
Mutatja tovabba e két tétel, hogy minden feliilet, mely lefejtheté
feliilletnek része, maga is lefejthetd, valamint azt is, hogy sem
keresztmetszet, sem pontozés a feliilet lefejthet6ségét nem sziin-
tetheti meg.

Mivelhogy szét nem darabolé kormetszet (2. §, XIL tétel)
az alapszdmon nem valtoztat és kétoldalu feliiletnél a hatér-
gorbék szamat 2-vel noveli, azért a nemszamot, amely

Pe (4 —H),

1-gyel csokkenti :

VIIT. Szét nem darabold kirmetszet a kétoldali . felilet
nemszdamdt 1-gyel cséklenti.

A VII és VIII. tételbsl vilagosan kovetkezik :

IX. Minden Fkétoldaliv feliilet szél nmem darabolé kirmet-
szetek folytatilagos?® alkalmazdsdval lefejthetdvé alakithato. 1ty
karmetszetel: szdma mindenkor megeqyezilk a feliilet nemszd-
mdaval.

Figyelemre mélté az az analogia, a mit ez az eredményiink
a 2. § XIV. tételével mutat. A 2. § XVIII. tételének az analo-
gonja is természetesen helyes, azaz:

X. Ha eqy P-ednemii Eétoldali feliletet egy elsi kirmetszet

58. ébra.

1 fgy jar el pl. WeyL, L c., 45. L
* B széval az is ki van mondva, hogy két kormetszetnek nines
kozos pontja.
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nem darabol szét, tovdbbd az iqy keletkezett feliiletet eqy mdso-
dik kormetszet nem darabol szél, s. i. t., akkor pontosan a P-edil:
Lormetszet alkalmazdsa utdn nyerinmk lefejthetd feliiletet.

gy pl. a gyiiriifeliilet (58. abra) P — 1, a kétszeres gyiirii-
felilet (59. dbra) P = 2 kérmetszettel alakithato lefejthetéve.

A IX. tétel kovetkeztében a kétoldali felulet nemszdima
természetesen a X. tételben foglalt tulajdonsagaval is értel-
mezhetd.

2. Egyoldald felilletek kérmetszetei.

Lassuk most a megfeleld vizsgilatokat egyoldalu feliilet.
esetére. Kzt egy (mindenkor szét nem darabolé) egypartd kor-

60. 4dbra.

metszet vagy kétoldaliva alakitja (mint pl. a Mosrus-féle szalag:
esetében, 1. a 28. abrat) vagy meghagyja egyoldalunak (erre a
60. abra ¢ kormetszete szolgaltat példat). Utobbi esetben ismét
‘alkalmazhaté egy egypartt kormetszet (példainkban a ¢'), stb.
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Minden egyes lépésnél H értéke 1-gyel né és A valtozatlan
marad (2. §, XIL tétel). Mivelhogy H nem vélhatik A-nal nagyobbi,
azért-legfeljebb A—F szamu lépés utan oly feliilethez jutunk,
melynek nincs mér egyparta kormetszete. Tehat

XI. Egyoldaliy felitl t legfeljebb A—H-szdmat eqyparti
kormetszettel kétoldalivd alakithatd. ’

A IX. tétel szerint az igy keletkezett kétoldalu feliilet to-
vabbi kormetszetekkel lefejthetévé valik és igy e tétel elsé ré-
szének altalanositasaképpen kimondhatjuk, hogy

XII. Minden felillet szét nem darabolo kirmetszetel: foly-
tatolagos alkalmazdsdval lefejthetdvé alakithato.

Kgyoldalu feliilet esetében azonban — nem ugy, mint két-
oldaliaknal — a lefejthetévé alakité kormetszetek szama fiigg
a kérmetszetek vélasztésatél. Ha n, az alkalmazott egypartd
és m, a kétparti kormetszetek szama, akkor a hatargorbék
szdma, H, alkalmazasuk altal I + n, + 2n,-re novekszik, mig
a feliilet alapszama, A valtozatlan marad s igy, minthogy lefejt-
heté feliilethez jutottunk, nyilvan

H 4 n, + 2, = A,

a mi mutatja, hogy 7, -+ 2n, (és nem n, - n,) van puszién a
felillet 4ltal megadva. A. megel6z6 &braban lathaté egyoldald
feliillet pl. nem csak két egypartt (n, = 2, n, = 0), hanem egyet-
len kétparta (n, =0, n, = 1) kormetszettel is lefejthetévé ala-
kithato. (Ilyet legegyszeriibben a két egyparta kormetszet «egybe-
kapcsolasavaly nyerhetiink.) Innen rogton megallapithato, hogy
adott szamu hatargorbével és adott alapszaramal biré egyoldali
feliiletet lefejthet6vé alakité kormetszetek szdma milyen hatérok
kozt valtozhatik* és kiilonosen, hogy

XIII. Eqgyoldali, feliletet eqyiittesen szét nem darabold
kormetszetek maximdlis szdma A—H,

Hiszen a fenti képlet szerint:

n, +ny <n, +2n, = A—H.
Csak késobb (5. § XIV. tétele) fogjuk bebizonyithatni, hogy

i Dyck, 1. c., 481, 1.; e lap 26. ‘soreibax‘x szerepld 2—1‘%!(7;1 e
szam' felére valtoztatandd. N
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egyoldalu felilleten mindig van pontosan A-—/-szdmu egyiittesen
is szét nem darabolé kérmetszet, a mikor is ezek valamennyien
egypartiak, mert csak akkor lehet n, + n, = A—H, ha n,=0.
Ez az A—H szam ily moédon sok tekintetben hasonld
szerepet jatszik, mint kétoldald felilleteknél a nemszam. Kazért —
bar az irodalomban nem hasznalatos — az A—H szamot az
eqyoldald, felilet nemszdmdnal: fogjuk mevezni,' megjegyezvén,
hogy ekkor a IX. tétel mésodik része, valamint a VIII. tétel egy-
oldala feliiletekre nmem viheté at.*> Ellenben — az oft adott
bizonyitdsok alapjan — a IIL és IV. tétel egyoldalu feliiletre is
igaz; tovabba — az V. tétel alapjan — O csak kétoldalu feliilet-
nek lehet a nemszima, gy, hogy «0-adnemt» és «lefejthetdn,
ezentul is ugyanazt jelenti. Hogy egy kor- vagy keresztmetszet
hogyan valtoztatja egyoldalt felilet nemszémat, az altaliban
attol is fiigg, hogy meghagyja-e egyoldalinak vagy nem.

Fgyoldalu feliiletet kétoldaliba atvivé kormetszetek szamét
.} és H szintén nem hatdrozza meg, mint az utéljara emlitett
feliilet példaja mutatja, melyet egyetlen (kétparti) kormetszettel
is kétoldaltvé alakithatunk. Késébb (5. § XV. tétele) ki fogjuk
autatni, hogy minden egyoldald feliilet egyetlen kérmetszettel
kétoldaluva tehet6, de az-mér itt lathaté, hogy .

XIV. Ha eqgy egyoldalis feliletet eqy kormetszete kétolda-
livd alakit, akkor e kormelszel egy- vagy kétparti, a szerint,
hogy a felilet nemszdma A—H pdratlan vagy pdros.

A szerint t. i., hogy e kormetszet egypartu vagy kétpartu, a
‘keletkez6 kétoldali feliilet hatdrgorbéinek szama H -+ 1, illetéleg
JH 2, alapszama pedig A lesz; a II. tétel szerint tehat
A—(H 4 1); illet6leg A—(H - 2) paros.

. ‘Utolso eredményiinkkel bizonyos analogiat mutat a kovet-
kezd tétel, melyet azért e helyen emlitiink :

1 Zért egyoldalt feliilet nemszima tehat megegyezik az zﬂapszé-
‘méval.

$ Lrvenyes marad a VIIL tétel egyoldalt feliiletre is, ha ott a «kor-
metszet» szét «egypartu kormetszetr-tel pétoljuk. Ellenben, mint szintén
rogton beldthatsé, kétpartd kormetszet az egyoldali felilet nemszamét 2-vel
esdkkenti. — Megjegyezziik, hogy tételeink kimondéséndl, ott, hol ez most
ayukséges, a «kétoldalin jelz6t mar akkor is kitettik, midén a nembzém
‘még csupan kétoldali feliilet esetére volt értelmezve.” t
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Ha valamely egyoldali feliiletet eqy keresztmetszete két-
oldaliwd alakit,* aklkor ez vagy nem vdltoztatja a hatdrgorbék
szdmdt, vagy 1-gyel ndveszli e szdmot, a szerint, hogy a feliilet
nemszdma pdratlan vagy pdros.

Valéban — eldszor kozonséges keresztmetszetre szorit-
kozva — e keresztmetszet nem csokkentheti 1-gyel a hatér-
gorbék szamat, mert akkor a 3. § IV., V. és VI. tétele szerint
az e keresztmetszethez invers hid, miutdén ez a hatargérbék
szamat 1-gyel novesztené, elséfaju nem csavart hid volna és
igy alkalmazasdval kétoldalu felilet nem valhainék egyoldaltuva
(3. § XVL. tétele). Ha tehat a széban 1évé keresztmetszet s-nal
noveli a H-t, akkor e = 0 vagy 1. K keresztmetszettel létre-
hozott felillet alapszéma A—1, hatargorbéinek szama: H + e,
s igy a IL tétel szerint (A—1)—(H + &)= P—( + 1) paros.
Tehat valoban ¢ =0, ha P paratlan és ¢ = 1, ha P paros.
E bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy oly keresztmelszet, mely
két Eulonbozd hatdrgorbe pontjdt kiti dssze, nem wvihet dt eqy-
oldaliy feliiletet kétoldaliba, mert az ily keresztmetszet (3. §,
ITII. tétel) 1-gyel csokkenti a hatargorbék szamat. E megjegyzés
és a XIV. tétel alapjan a széban 1év§ tétel bizonyitisa kénnyen
kiegészitheté c-alaku keresztmetszetre is.

8. Koérmetszetpdrok. Kétoldalu felilletek kanonikus
felmetszése.

A megelézokben mindig csak oly kormetszetek rendszerérél
volt 826, melyek koziil barmely kettének nem volt kézds pontja.
Most ezt a kovetelményt elejtjiik és beszélni fogunk két olyan
kormetszet egyidejii alkalmazasarol, melyeknek egyetlen kozds
pontjuk és pedig metszés- * pontjuk van. Ez az atalakitds mindig

1 Minden hatérolt egyoldali feliileten van ilyen keresztmetszet; egy
o-alakut gy nyeriink, hogy egy kétoldaliva alakité kérmetszetnek (ilyen-
nek 1étezését, mint mondottuk, esak késébb bizonyitjuk be) egy pontjit
osszekotjik egy felileti hatarponttal és ezt az 6sszekoté vonaldarabot hozzé-
veszszilk e kormetszethez. Bebizonyithaté, hogy mindig van ily tulajdon-
-sagl kozonséges keresztmetszet is.

2 T sz6 itt és a kiovetkezékben sziikebb értelemben veendd; azaw
ugy értendd, hogy a mésodik gérbe atmegy az elsének egyik partjarél a
mésikra.
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mint egy kormetszet és egy keresztmetszet folytatdlagos alkal-
mazasa tekinthetd, mert a macodik kormetszet az elsé kormet-
szet alkalmazasdval keletkezett feliiletnek keresztmetszeteképpen
jelentkezik.

Legyen k, egy I’ feliletnek szét nem darabolé kétpartu
kormetszete, mely F-et az Osszefiiggd ['-be viszi at; e kormet-
szet két 1) hatdrgorbét, h,-et és h,-t hoz létre. Legyen h,-nek
P,, hy-nek P, egy-egy oly pontja, melyek, visszatérve F'-r6l
F-re, (k,-nek ugyanabban a P pontjaban) egyesiilnek. Legyen g az
F'-nek oly keresztmetszete, mely P,-et P,-vel kiti ossze. Fz a g,
mivelhogy két kulénbozo hatargérbe egy-egy pontjat koti ossze,
nem darabolja szét ["-t. A ¢-nak F-en egy P-n atmené k, kormet-
szet felel meg, és ez - mint lattuk - k,-gyel egyidejileg al-
kalmazva nem bontja szét I-et. Ily mdédon minden szét nem
darabol6é kétpartu kormetszethez talalhaté egy mésik, mely ezt
egy pontban ielszi (1. az utolsé jegyzetet) és pedig ugy, hogy
- a két kormetszet egyiitt sem darabol szét. Két olyan kor-
metszetet, melyeknek egyike kétpartd, tovabba egyetlen met-
szespontjuk van (egyébként nines kozos pontjuk) és a feliiletet
egyiittesen sem daraboljak szét, lkdrmetszetpdrnak fogunk
nevezni. Ezzel az elnevezéssel eredményiink igy is kimondhat6 :

XV. Minden szét nem darabolo Létparti kormetszet kor-
melszetpdrrda eqgészithetd k.

A VIL tétel alapjan innen még kévetkezik :

XVI Le nem fejiheld Létoldalw feliileten mindig van kor-
metszetpdr.

Visszatérve eldbbi jelolésinkhoz, a kétparta 7, kormetszet
az I’ hatargorbéinek szamat 2-vel néoveli, ¢ pedig (a 3. § IIL
tétele szerint) az [ hatargorbéinek a szamat 1-gyel csokkenti.
A nemszamot illetéleg pedig: &, — ha most feltessziik, hogy
I kétoldala — I’ nemszamat 1-gyel csokkenti (VIIL. tétel), ¢
pedig az I nemszamdt (a IV. tétel szerint) valtozatlanul hagyja.
A I, és q egymas utdan valé alkalmazdisa pedig nem egyéb,
mint a (k,, k,) kormetszetpar alkalmazasa; tehat a két ered-
ményiink igy fogalmazhato :

XVII Kirmetszetpdr minden feliilet hatdrgorbéinel szd-
mdt 1-gyel noveli; ha a felilet lLétoldali, akkor nemszdmdt
(tehat alapszdmdt is) 1-gyel csoklenti.

Kimig Dénes: Analysis situs. I. 6
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Ha egy le nem fejtheté kétoldalu feliileten egy kormetszet-
part alkalmazunk, ez vagy lefejthetévé valik, ha t. i., mint
most lattuk, a felillet nemszama: 1 (pl. a gyirifelilet igy
elemi feliletbe megy at, 61. 4bra) vagy nem, ha nemszama > 1
(példa a barhanyszor pontozott kétszeres gyiirli). Az utébbi eset-

61, 4bra.

ben ujbdl alkalmazhato rajta kormetszetpar, stb. Ha a feliilet nem-
szama PP, akkor utolsé tételiink masodik része szerint a P-edik
par alkalmazasa utian lesz a nemszdm 0. Tehat:

XVIL. Minden Létoldali feliilet kérmetszetpdrok folytatd-
lagos alkalmazdsdval lefejthetové alakithatd. E kormetszetpdarol;
szdma mindig a felillel nemszdmdt adja.*

A nemszam szempontjabol tehat a kormetszetpar hasonléan
viselkedik, mint egy kormetszet (v. 6. a IX. tételt) és latni-
valéan a X. tételnek megfelelg tétel szintén érvényes kormet-
szetparokra is.

A nemszamot a XVIIIL. tételben foglalt tulajdonsagaval is
lehet definidlni. 2

A kétoldalu [ feliiletre (melynek jellemzd adatait az eddigi
médon H, A, P betikkel jeloljiik) a XVIIL tételbeli P-szdmu
kormetszetpart alkalmazva, a keletkez$ lefejthetd feliiletet jelol-
jik F'-vel. A XVIL tétel szerint F' hatirgérbéinek szdma
H -+ P (azaz A—P). Ha e szém 0, azaz H=0, P = 0, tehat
A =0, akkor I és I azonos és I': a gombfelilet. (T. i egy
pontozassal oly feliiletet nyeriink /'-b6l, melyre A = 1 és H =1
és a mely tehat, a 2. § XV. tétele szerint, elemi feliilet;

1 Tlyen kormetszetpirokat alkalmaz Kurix, Ueber Riemann’s Theorie
der algebraischen Functionen, Leipzig, 1882., Abschnitt IT.
* Igy jar el pl. Hapamarp, L c., 29. L
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az elemi fellletb6l pedig, ha hatarvonala mentén egy elemi fe-
lulettel Kkitoltjuk, valéban gémbfelilet adédik, ez Iévén a gomb-
felulet analysis-situs-beli értelmezése). Minden mas esetben F'
hatarolt és igy (a 3. 8 Y. tétele szerint) H - P — 1 folytato-
lag -alkalmazott (mindenkor két kulonbdz6 hatargorbot ossze-
kotd) keresztmetszettel egyetlen hatargdrbével biré F" felllethez
jutunk, melynek nemszama a IY. tétel szerint akkora, mint F'-é,
azaz o. Minthogy azonban a hatargérbék szdma: 1 és a nem-

szam : 0, azért az alapszam: 1és igy, a 2. 8 XV. tétele szerint,
F": elemi felulet. [Az F'-t az F" elemi feluletbe atvivé emli-
tett 11 -~ P — 1 szamu keresztmetszetet 6sszességukben Ugy nyer-
hetjik (62. abra, hol P = 3, H = 2), hogy F' valamely bels6 Q
pontjat az F' minden (H + P-szamud) hatargorbéjével egy-egy
egymast nem metsz6 vonal altal dsszekotjik. E Q-beli H + P-agl
«csillag» két agat adja az els6 keresztmetszet; a tobbi H -j- P — 2
keresztmetszet pedig egy-egy &ga a csillagnak.]

Aleirt médon valasztott P-szamu kdrmetszetpar ésH fP —1-
szamu keresztmetszet alkalmazasa, a mi a feliiletet, mint lattuk,

6*
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elemi fellletbe viszi at, a kétoldalu feliilet kanonikus felmet-
szésének 1 neveztetik.

Lattuk, hogy a gombfelllet kivételével ez minden kétoldalu
feluletre alkalmazhato.

4. Egyoldala feliletek kanonikus felmetszése.

Lassuk most hasonld szempontbd6l az egyoldall felileteket.
A XIl. és XVIII. tételek kozvetetten folyomanya a kovetkez6 tétel:

XIX. Minden egyoldali felllet egypartd kormetszetek,
majd kdrmetszetparoh folytatélagos alkalmazéséval lefejtheto'vé
alakithato.

Legyen az egyoldalu F fellletre (melynek jellegzetes sza-
mait ismét H, .1, P-\e1 jel6ljik) alkalmazott egyparti kdrmet-
szetek szama nx és a kdrmetszetparok szdma n2 Mindezek foly-
tatolagos alkalmazasdval keletkez6 lefejthetd fellletet jeloljuk
F'-vel. Ha F-re el6szor az egypartl kdrmetszeteket és a kor-
metszetparok kormetszetei kozil minden parbol csak az egyiket
alkalmazzuk, a keletkez6 F" felllet alapszama megmarad .1-nak.
ff*-b6i pedig dgy nyerjik F'-t, hogy a még nem alkalmazott
ws-8zamU kormetszetnek F'-n megfelel6 (L a megel6z6 pont
elejét) n2szamu szét nem darabold keresztmetszetet alkalmaz-
zuk. A 2. 8 XI. tétele szerint tehat F' alapszama: A' = A—n3.
Az F1hatargorbéinek szdma pedig (itt felesleges az F" figye-
lembe vétele) a 3. § Il. tétele és a jelen § XVII. tétele szerint:
H'—H + nx+ n2 Mivelhogy tovabba F' lefejthetd, azért

A'—H'= 1—H—(nx §-2r3 = o ;
és igy az F-re alkalmazott kormetszetek egylttes szama:
nx-f-2n2= A—H =P

az egyoldald felilet nemszdmat adja. Ily médon analdgidban a
XVIII. tétel masodik részével, a XIX. tételt kiegészité kovetkezd
eredményhez jutottunk:

XV. Ha egy egyoldali feliilet egypartd kdrmetszetek és

1L. Riemann, 1 c.,, 129—130. 1.; Dyck, 1 c., 478—479. 1 és Weyl,.
1 c., 74—70. 1
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kdrmetszetparok alkalmazasaval lefejthetd feliiletbe megy 4&t,
akkor az alkalmazott kdrmetszetek egyittes szdma mindenkor
a felulet nemszamat adja.l

igy pl. belathatd, hogy a 60. &brabeli felllet két egypartu
kd imetszettel (nt —2, ns= o) vagy egyetlen kormetszetparral
(rij = o, wa=1) alakithatd lefejthetové; mindkét esetben
NX+ 2«3 = 2 és ez val6ban a felilet nemszama, mert 1 hatéar-
gorbéje van és — mivelhogy két keresztmetszettel vihet6 at elemi
fellletbe alapszama 3.

Ha a leirt mddon lefejthetévé alakitott feliiletet még Ugy,
mint azt el6bb kétoldalu fellllet esetében elvégeztik, kereszt-
metszetekkel elemi fellletbe visszik at, akkor mindé kor- és
keresztmetszetek alkalmazasat Dyok1 az egyoldalu felilet ka-
nonikus felmetszésének nevezi.

Ez kivétel nélkul minden egyoldali feltletre alkalmazhato:
a gombfeliletnek megfelel6 kivételes egyoldald felillet nincsen.

5. Kormetszetsorok.

Riemann zart kétoldalu feluleteknek egyetlen elemi feliiletté
valo felmetszésére még egy mas eljarést is véazolta2 Ez az el-
jards a kovetkezd tételen alapszik.

XXL A gombfelilet kivételével minden kétoldalu zart fe-
lulet kdrmetszetsor alkalmazésaval elemi felliletbe vihet6 at.

Kormetszetsor-nsk a feliilet kv kv ... kr kormetszeteinek
Osszessegét itt akkor nevezzik, ha (kv kp, (3 k..),..., kr)
rendre mind kérmetszetparok, e sz fentebb hasznalt értel-
mében és egyébként e kdrmetszeteknek kozOs pontjak nincsen.
Tételiink kovetkez6képpen bizonyithatd be. Mivelhogy (mint
e 8 3. pontjdban lattuk) 0-adnemd( zart felillet csupan gomb-
felilet lehet, azért a szoban lévé kétoldald zart F felilet nem
0 adnemdi fellilet és igy (XVI. tétel) van egy (klt kj) kérmetszet-
parja, mely (XVII. tétel) egyetlen hatargorbét teremt és a felu-
let A alapszaméat A—1-be viszi &. Ha az igy keletkezett F\
fellilet elemi felllet, tétellink be van bizonyitva. Ellenkezd eset-

1L. Dyck, 1 c, 481—482. 1
2L.c, 104. L
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ben van szét nem darabolé kozonséges /i, keresztmetszete, mely
természetesen az egyetlen hatdrgorbe két pontjat koti 6ssze;
latnival6, hogy e két pont ugy valaszthaté, hogy ezek eredeti
feliiletiinkén ugyanannak a pontnak feleljenek meg tgy, hogy
k, az I"-nek kormetszeteképpen jelentkezik. A 3. § VIII. tétele
szerint a k, alkalmazdsdval keletkezett I, feliiletnek 1-gyel t6bb,
tehat 2 hatargérbéje van és a I, két partjanak egyike az egyik,
mésika a masik hatirgorbe partjanak lesz része. Van tehat e
két hatargorbének egy-egy oly pontja, melyeknek F)-en, tehit
F-en is ugyanaz a pont felel meg. E két pontot dsszekdté bar-
mely k, keresztmetszete az F,-nek (mely tehat k-en, mint kor-
metszet jelentkezik) [7,-t nem darabolja szét, mert két kiilon-
b6z6 hatargorbét kot ossze és oly [, felilletet hoz létre, mely-
nek (3. §, IIL tétel) ismét csak egy hatargorbéje van. Ez lehet
elemi feliilet, ha t. i. alapszéma 1, és ekkor czélunk el van
érve; vagy nem és akkor ugyanezt az eljarast folytathatjuk.
Mivelhogy I, alapszéama A—1, azért (2. §, XL tétel) F,, F),
F, ... alapszdma rendre A—2, A—3, A—4,... Tehat [4_,,
melyet F-nek (k,, ks, ..., ks) kormetszetsora hoz létre, elemi
felulet lesz (2. §, XV. tétel) és tételink be van bizonyitva. Sot
meggondoldasunk azt is mutatja, hogy e tétel a kivetkezbvel
egészithetd ki: :

XXII. Kétoldaliv zdrt felilelet elemi feliiletbe dtvivd kir-
melszetsor kirmetszeteinel: a szdma mindenkor a felilet alap-
szdmdt (a nemszdm kélszeresét) adja.

63. 4bra.
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A 63. dbra mutatja a kétszeres gylrti (4 —4) ilyetén fel-
metszését.

A XXITI. tétel kiilonben Euner 4ltalanositott tételébsl is
kovetkeztethets. Ha t. i. a-szel jeloljiikk a kormetszetsor kor-
metszeteinek a szamat, akkor e kormetszetsor oly vonalrend-
szernek tekinthetd, melyben a cstcsok, illet6leg élek széama:

Alis = > g
o, = ax—1, o0, = 220—2,

s a mely a feliiletet
aer=ril

szamu elemi feliiletre bontja. Ezért
(x—1)—Qr—2)+1=2—A;

és igy valoban x = A. 2

A XXI. tétel szamara adott bizonyitasunk ecsckély mddo-
sitdasaval belathaté még a kovetkezd tétel.

XXIII. A P-ednemii zdrt kéloldali feliilet (P > 0) 2P-szdmii,
eqy ponton dthalado. kérmetszetlel elemi felilletbe wvihetd dt.
zek a ki, ks, ..., kep kérmetszelel tovdbbd gy vdlaszthatok,
hogy ky a ky-t, ky a ky-et, ... kap—y a kop-t dtmesse. (P = 2
esetre mutatja ezt a 64. abra.)

Tlyen felmetszéseket alkalmaz PorNcari' és Denx® L. to-
vabba méar Brunen egy dolgozatat.®

E 2P kormetszet mentén vald felmetszéssel keletkezd elemi
feliilet 4P-oldald polygonnak tekintheté: a zdért vonalak két

1 Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 18. k. (1904), 16. 1.
2 Mathematische Annalen, 71. k. (1911.), 119. L
3 Procés-Verbaux de la Société des Sciences de Bordeaux, 1894/5., 13. L
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partjanak megfeleléleg minden kormetszetbél a polygonnak két-
két oldala vélik. E polygonokat nevezi Porxcaré: Fucnus-féle poly-
gonoknak.

Ha az ismertetett médon a kormetszetsort hatdrolt kétoldala
feliilletre alkalmazzuk, akkor nem elemi feliilethez, hanem oly
lefejthetd felilethez jutunk, melynek, ha az eredeti feliilet hatér-
gorbéinek szama H volt, H -}- 1 hatirgorbéje lesz (t. i. e felii-
letet [1-szamd hatdrgorbéje mentén egy-egy elemi feliilettel
kitoltve, elemi feliiletet nyeriink, mert eredeti feliiletiink
ugyanezzel az atalakitassal zart feliilletbe megy at). Ekkor tehat
még H-szdmi keresztmetszet alkalmazdsira van sziikség, hogy
elemi feliilethez jussunk (v. 6. e § 3. pontjat). Megjegyezziik
még, hogy hatirolt kétoldalu feliiletre a fenti modon alkalma-
zand6 kormetszetsor kormetszeteinek szama nem az alapszamot,
hanem (L. a IIL tételt) most is a ‘nemszam kétszeresét adja.
(B két szam csak zart feliiletre egyezik meg egymassal.)

Az ismertetett eljards természetesen eyyoldali, feliletre is
szolgaltat egy egyetlen elemi feliiletre valo felmetszest, ha ezt
elgszor (XL tétel) egyparti kormetszetekkel kétoldaluva alakit-
juk, éppen 1gy, a hogy a XVIII. tételrél a XIX-re térhettiink 4t.
Hogy a XX. tételnek itt mi felel meg, annak vizsgilatira mar
nem tériink ki.



5. §.

A FOTETEL.

1. Irodalom.

Az e pontban targyalandé normaltypusok és f6téiel irodal-
mat illetéleg Liverom, Dvok, Perersex, Hapamarp, Dern és
Hurcasrp méar a 2. § elé helyezett irodalomban emlitett kuta-
tédsai mellett a kovetkez6 hdrom dolgozat emlitendd :

A. F. Momius: Theorie der eclementaren Verwandtschaft,
Berichte d. sichs. Ges. der Wiss.,, 15. k., 1863 = Gesammaelte
Werke, II. (Leipzig, 1886), 433. L

C. Jorpax: Sur la déformation des surfaces, Journal de
Mathématiques (2), 11. k., 1866, 105. 1.

D. B. Mar: On the continuous deformation of surfaces,
Quarterly Journal, 27 k., 1894, 1. L

E dolgozatokat a § végén ismertetjiik.

2. A hatdrolt felilletek egységes szdrmaztatdsa.

A feliileteknek mar eddig megismert néhany példaja is mu-
tatja, hogy két az analysis situs szempontjabdl @quivalens, azaz
homeomorph feliillet szemiinknek lényegesen kiilonbozének tiin-
hetik fel. Ennek magyardzata abban rejlik, hogy szemiink talan
els6sorban -a geometriai alakzatok metrikus tulajdonsigainak
felismeréséhez szokott, valamint ama tulajdonsdgainak vizsga-
latdéhoz, melyek az alakzatnak teriinkben valé elhelyezkedését
jellemzik. Ha e kétfajta tulajdonsiagok mindegyikétél tokéletesen
abstrahalni tudnank, akkor két homecomorph feliilet azonosnak
tiinne és igy szemléletiinknek hozzaférhetévé tett két felilet
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homeomorphismusat tisztan szemléletiinkkel azonnal konstatal-
hatnék. Az emlitett abstractiok azonban nem konnyen végezhe-
t6k és e tekintetben a metrikus geometridhoz szokott mathe-
matikus még hatranyban latszik lenni a laikussal szemben.
E psychologiai nehézségen feliilletek G. n. normdllypusainak
felallitasaval segithetiink. Pontosabban szélva, a kovetkezd fel-
adatot tlizziik ki. Egy egységes elven nyugvo eldallitas alap-
jan a feliletek oly sorozatat' akarjuk megadni, hogy bar-
mely feliilethez e sorozatban egy és csak egy homceomorph
feliilet forduljon elé. E «normaltypusok» egyszersmind egyszerii
és attekinthet6 moédon lesznek teriinkben megvaldsithatok.

A 2. § XVII tételéb6l indulunk ki. Koézonséges kereszt-
metszet alkalmazdsa helyett az invers miiveletet, a hid-alkal-
mazast véve alapul, e tétel igy fogalmazhaté :

I. Minden hatdrolt felilet az elemi feliletbil hidalk foly-
tatélagos alkalmazdsdval Leletleztethetd.

A szemlélet mutatja, hogy, ha egy [ felillet F'-b6l oly K
hid alkalmazdsaval keletkezik, mely /"-nek A B és (. D hatar-

vonaldarabjait koti 6ssze, s a melynek hataran a cyklikus A,
B, C, D sorrendet talaljuk (65. abra), akkor az A'B’ és CD
hatédrvonaldarabokat Gsszekoté A’ hid altal az I7-b6l keletkezd
felillet I-fel homwomorph, feltéve, hogy A’B’ ugyanannak a
hatéargorbének darabja, mint AB és h' hataran az A', B', C,
D; a v-n pedig az A, B, A", B' cyklikus sorrendet talaljuk.
Bzt roviden igy fejezziik ki:

1 Az analysis situs értelmében kiilonbozé felilet megszdmldlhatoar
végtelen sok van. ;
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II. A hidak torkolatai az illeté gorbelen bdrhovd eltol--
hator.

Csak arrél kell természetesen gondoskodni, hogy a két tor-
kolatnak ne legyen kozos belsé pontja. I tétel helyes, akar
ugyanahhoz a hatargorbéhez tartozik a hid két torkolata, akér nem.

Ha egy feliilet az elemi feliilethél két hid folytatélagos al-
kalmazdsaval keletkezik, akkor a masodik hid torkolatai mér-
nem okvetetleniil az eredeti elemi feliilet hataranak darabjai,.
hanem ezek részben vagy egészen az els6 hid «oldalv-aihoz.
tartozhatnak (66. abra). A IL tétel alapjan azonban a mésodik
hid torkolatai is az eredeti elemi feliilet hatarara tolhatok,
mert az els6 hid oldalai az ez altal az els6 hid altal keletkezett.
felillet oly hatdrgorbéjének
darabjai, melyeknek mas da-
rabjai az elemi feliilet haté-
réhoz tartoznak. Ugyanigy

66. abra. 67, dbra.

jarhatunk el egy a mésodik hid utin alkalmazandé harmadik-
hid torkolataival, s. i. t.; folytatélagosan barhdany hid mindkét
torkolata az elemi feliillet hatdrvonaldra tolhaté. Az I. tétel
tehat a kovetkez6 Prrersen-féle tétellé tokéletesithetd :

III. Minden hatdrolt feliilet gy ILeletleztethetd az elemi
feliiletbol, hogy haldrdnalk bizonyos szdmii darabjait pdrosd-
val eqy-eqy hiddal osszekotjiik. (67. abra.)

. . E hidak csupa kiilonb6z6 pontbél allnak, A hidak e tétel--
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nek megfelelé alkalmazasdval elértitk azt, hogy a hidak ‘bé,rmily
sorrendben alkalmazhaték, valamint azt is, hogy a hidakat
csavart, illetéleg nem esavart hidakra osztdlyozhatjuk, a szerint
t. 1. (és ezt a kovetkez6kben is mindenkor igy értjiik), hogy
ezek az eredeti elemi feliiletnek (mell6zve most az 6sszes tobbi
hidat) esavart vagy nem csavart hidjai (1. a 33. dbrat). A ko-
vetkez6kben, a nélkil; hogy ezt mindig kiilon kijelentendk,
most méar csupan oly hidakrol lesz sz6, melyeknek torkolatai
az eredeti elemi feliillet hatiranak darabjai, valamint azt is fel-
teszsziik a kovetkezékben, hogy két torkolatnak soha sincs kozos
pontja, 1gy, hogy az egyenként emlitendé hidak elemi feliile-
tiinkhoz egyidejileg is alkalmazhatok.
Két hidat, melyek egyikének torkolatait a-val, masikéit
b-vel jeldljik, kilondllo-nak vagy eqybekapesolt-nak nevezink
a szerint, hogy az elemi feliilet ha-
tardnak koriljarasandl az aabbd
vagy az abalb cyklikus sorrendet
talaljuk. Két egybekapcsolt nem csa-
vart hidat egyiitt kellds lid-nak ne-
veziink (. a 68. abrat) és evvel
ellentétben az oly hidat, mely mas
hiddal nincs egybekapcsolva, egysze-
res hidnak. A «kiilonallé» és eegybe-
kapesolt» elnevezéseket kettés hi-
dakra is Dbevezetjik: egy (abab)
kettés hidat egy (¢ ¢) hidtél akkor
neveziink kiilonallonak, ha az elemi
feliilet hatéran az ab a b c ¢ cyklikus
rendet taldljuk, azaz, ha a ¢ hid a kettés hid két hidjanak
egyikével sincs egybekapcsolva. Hasonloképpen két kettés hid
(h,, hy) és (g,, g, wkkor nevestetik (egyméstél) kiilonallénak, ha
sem h,, sem h, sem g,-gyel, sem g,-vel nincs egybekapcsolva.
A «kiilonallé»-val ellentétes értelemben ezekben az esetekben is az
«egybekapesolty elnevezést hasznaljuk. Példaul a 69. abriban a
(hy, hy) kettés hid sem a g, hiddal, sem a (g,, g,) kett6s hiddal
nincs egybekapesolva.
Kozvetetleniil latnivald, hogy
1V. Ha egy kettds hid (illetdleg egy csavart hid) semmiféle
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hiddal nincs egybekapcsolva, akkor mind a négy (illetoleg mind-
két) oldala a felilletnel: wgyanahhoz a hatdrgorbéjéhez tartozik.

3. Kétoldalu hatdrolt felilletek normdltypusai.

A kovetkezdkben eldszor kétoldala feliletekkel foglalkozunk,
melyeknek a 3. § XVI. tétele szerint csavart hidjuk nincsen.
Ugyane tétel szerint forditva is: a feliillet kétoldald, ha nincs
csavart hidja.

Midén egy feliilet az elemi feliiletb6l nem csavart egyszeres és
kettds hidak alkalmazésaval keletkezik, akkor a feliletet (Prrir-
seN-féle) kétoldali normdlfeliilet-nek nevezziikk az esetben, ha
az elemi feliilet hatdrdnak befutisandl egy-egy egyszeres vagy
kettés hid torkolatai (utobbinal mind a négy) cyklikusan kozve-

tetleniil egymasutan kovetkezik.
Ily normalfeliilet példajat mu-

69. Abra. 70. abra.

tatja a 70. abra. Ellenben a 71. abra két felillete — az oft lat-
haté modon keletkeztetve Gket — 712¢1n normalfeliilet.

Az egyszeres és kettds hidak folytatélagos alkalmazasaval
keletkeztetve a normalfeliiletet, mindaddig, mig csak kettds
hidat alkalmazunk, a hatdrgorbék sziama megmarad 1-nek, mig
minden egyszeres hid egy 1] hatargorbét teremt. Latnivald
azonban, hogy, a mint mar emlitettiik (IV. tétel), az egysze-
res hidak alkalmazisa utdn is minden kettds hidnak mind a
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négy oldala még mindig a normélfeliiletnek ugyanahhoz a hatér-
-gorbéjéhez tartozik. Ehhez a fdhaldrnak nevezendé hatéargorbéhez
tartoznak tovabba az eredeti elemi feliillet ama hatédrdarabjai,

71. &bra.

melyek hatdrdarabjai a normalfelilletnek is, kivéve azokat, me-
lyek egy egyszeres hid két torkolatdnak végpontjait kétik ossze.
Fz utébbi hatardarabok egy-egy egyszeres hid altal keletkezett
egy-egy u. n. mellékhalar darabjai. Minden ily mellékhatér,
‘tovabba egyetlen egyszeres hid egyik oldalat tartalmazza ; mig
e hidak maésik oldalai mind a f6hatdrhoz tartoznak. Ha a
‘normalfeliiletnek nincs kettés hidja, akkor a féhatdrt utébb
-emlitett tulajdonsagaval értelmezziik. (Kivételes eset all el8, ha
a normalfeliiletnek kettés hidja nincs és csupédn egy egyszeres
hidja ; ilyenkor a felilletnek — mely ez esetben hengerpaldst-
feliilet — barmelyik hatargorbéjét (a ketté koziil) nevezziik f6-
hatarnak. Minden mas esetben a féhatar a fentiekkel teljesen
‘meg van hatdrozva). A féhatar értelmezéséb6l kovetkezik még
a kovetkez6 tény (mely az emlitett kivételes esetben is érvé-
nyes):

V. Az elemi feliilet hatdrdnak bdrmely hidtorkolathoz
-esatlakozo Lét darabja kozil legaldbb az egqyik «a féhatdrhoz
tartozik.

Fzek utén most mar a kovetkezd alapvetd tétel bizonyita-
-gara tériink rd:
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V1. Kétoldald nmormdlfelilet esetében bdrhogy kotjik is
issze az elemi feliilel kél haldrdarabjdt egy nem csavart h
hiddal, a kelethezd feliilet tisztdn torkolateltoldssal (II. tétel)
l:étoldalit normdlfeliiletbe wvihetd dt.

A bizonyitdsnal harom esetet kiilonboztetink meg.

1. A h mindkét torkolata a féhatarhoz tartozik. Ilyenkor
az egyik torkolat e f6hataron az elemi feliilet hatirara a masik
mellé tolhaté. :

2. A h egyik torkolata a féhatéron, a masik pl. a & egy-
szerd hid altal létrehozott mellékhatdron van., Ekkor a f6-
hataron lev6 torkolat az V. tétel szerint az elemi feliilet haté-
rara a L egyik torkolata mellé ugy tolhaté el, hogy (%, k)
kettés hid legyen, melynek négy torkolata kozvetetleniil egymas-
utdn kovetkezik.

© 3. A I mindkét torkolata mellékhataron van; itt két aleset
kiilonboztetendé meg. ,
3a. E két torkolat ugyanannak a mellékhatirnak része. Ha
¢ mellékhatar a 1 egyszerti hid egyik oldaldt tartalmazza, akkor
a I és h szerepének felcserélésével a mar elintézett 1. esettel
van dolgunk (1. a 72. és 73. dbrat).

792. dbra. 3. abra.

3b. A h két torkolata két kiilonb6zé mellékhatarnak, a k,
illetéleg %, egyszeres hid 4altal létrehozott mellékhataroknak
egy-egy darabja. Ekkor a (h, /,) kettés hid (74. abra), ha
I,-t egy pillanatra elhagyjuk, semmiféle més hiddal nincs
egybekapcesolva, gy, hogy a IV. tétel szerint a &, egyik tor-
kolata — a (h, k,) kettés hid és az elemi feliilet hata-
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rdan — masik torkolata mellé tolhaté (v. 6. az 1. esetet). Igy
azonban, mint a 75. abra mutatja, még nem jutunk okvetetleniil

74. Abra. 75. 4bra.

normalfeliilethez. Ilértik azonban azt, hogy, mig a h egyik
torkolata valtozatlanul megmaradt egy mellékhatir részének,
addig a masik most a féhatarhoz tartozik. Tehat a h egyik
torkolatanak eltolasaval a 2. alatti mddon ismét normalfeliilet-
hez jutunk.

Az ily modon teljesen bebizonyitott VI. tételbél most mar
konnyen kovetkezik, hogy

VII. Minden hatdaroll Létoldalv feliilet mint kétoldali nor-
mdlfeliilet Feletl:eztetheto.

Valoban, ha a III. tételnek megfeleléleg épitjik fel feliile-
tiinket, akkor az els6 két hid alkalmazdsival minden esetre
normalfelilletet nyeriink. A VI. tétel szerint pedig valamennyi
tébbi hid alkalmazisa is ugy torténhetik, hogy minden egyes
1épés utan, tehat az utolso 1épés utan is normalfeliiletet nyerjink.

Egy kétoldalu normalfeliiletnek valamely egyszeres vagy
kettés hidjat, i-t elhagyva, e feliilet f6hatara a keletkezett nox-
malfelilet egy v hatérvonaldba megy at. A /i-nak mindkét vagy
mind a négy torkolatdt e v-n eltolva, /i barmely két (eredetileg
szomszédos) hid «kozér tolhatd, oly atalakitissal, mely a IT. tétel
szerint nem valtoztat a feliilleten. Ezt barmelyik hiddal elvégez-
hetjiik és igy elérhetjik, hogy az egyszeres és kettés hidak
tetszés szerinti cyklikus sorrendben kovetkezzenek egymdsutan.
Tehat

VIII. Ha I:ét kéloldali normdlfelilet ugyanannyi eqyszeres
és ugyanannyi lettds hiddal Ielellezil: az elemi feliiletbil,
aklor homoeomorphal:.
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Az egyiknek t. i.-a megelézék szerint ugy e«permutdlhat-
juk» a hidjait, hogy az egyszeres és kettés hidak ugyanugy
kovetkezzenek cyklikusan egymésutan, mint a masikban. Es‘ez
esetben vilagos, hogy a két felillet homoeomorph.

Legyen most mar egy kétoldala normalfeliiletnek r, egyszeres
és r, kettds hidja; ennek az r, + 27, szami hidnak mindegyikét
egy-egy keresztmetszettel elvagva (egy-egy ily keresztmetszet
alkalmazasa ®quivalens az illeté hid elhagyasaval), latnivaléan
elemi feliiletet nyeriink s igy a 2. § XIV. tétele szerint nor-
malfeliiletiink alapszama :

A {54 2}'__] -+ {1

A hatargorbék szamat, H-t illetéleg pedig lattuk, hogy egy f6-
és r,-szamu mellékhatdr van, azaz:

H=7r +1.
Tehat », és r, meghatarozza A-t és H-t. De forditva is: .1 és
H meghatarozza r-et és r,-t; e két kapcsolathdl t. i :

A—H

9

ry= H—1 é8 ry=

A VIL tételtol fuggetleniil is latnivalé, hogy e szdmok, A és
H minden oly értékénél, melyek hatarolt kétoldala feliilet-
nél egyiitt felléphetnek, nem negativ egész szamok: az 7,
mert a felillet hatirolt, », pedig, mert nem egyéb, mint
feliilletiink nemszama. Ha tehat két kétoldalu hatarolt feliilet
alapszama és hatdrgorbéinek szdma ugyanaz, akkor mint nor-
malfeliiletek (VIL. tétel) mindketten ugyanannyi egyszeres és
ugyanannyi kétszeres hiddal keletkeznek az elemi feliilethdl.
A VIII. tétel szerint tehat:

IX. Ha Fkét létoldalit hatdrolt feliilet alapszdma és ha-
targorbéinel: a szdma megeqyezik, akkor a két feliilet homoeo-
morph.

4. Egyoldali hatdrolt feliletek norméltypusai.

Ratérve az egyoldala feliilletekre vonatkozé megfelelé vizs-
galatokra, sok tekintetben a megelézékkel teljes analogidban

Eonig Dénes : Analysis situs. I. 7
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fogunk kovetkeztethetni. Ennek magyarazata abban van, hogy
a kett6s hid és az egyszeres csavart hid szereplése mutat
analogiat. Flsésorban a IV. tétel az, mely a kettés és a csa-
vart hid kozos tulajdonsdagat kifejezi. :

A IIL tételhez csatlakozva, megdllapodunk, hogy, midén egy
feliilet az elemi feliiletb6l csavart és nem csavart (de csupan
egyszeres) hidakkal keletkezik, akkor a feliiletet (Denn-Hrrcaarn-
féle) eqyoldalit mormdlfeliilet-nek nevezziik, ha az elemi feliilet
hataranak befutiasanal minden hid két torkolata cyklikusan koz-

vetetleniil egymasutan
kovetkezik és legalabb
egy csavart hid el6fordal
(kiilonben a feliilet két-
oldald volna). Itt tehat
barmely két hid kilon-
all. A 76. abra mutatja
egy egyoldali normal-
feliilet példdjat.
Tovabbi teljes ana-
logiaban a megel6zékkel:
egyoldala normalfeliilet-
nekis van egy fdhatdra,
mely minden csavarb
hid mindkét oldalat, a
nem csavart hidak egy-
egy oldalat, valamint az elemi feliilet hatardarabjait tartalmazza,
Iivéve ez utobbiak kozil azokat, melyek egy nem csavart
hid két torkolatanak egy-egy végpontjat kotik 6ssze. Ez utobbiak
a nem csavart hidak egy-egy oldalaval egyiitt adjak a mellék-
hatdrokat. Az Osszes hatdrgorbék szama tehat (és erre kiilon
fogunk még hivatkozni) 1-gyel nagyobb a nem csavart hidak
szaméandl. Az V. tétel a f6hatar itt adott értelmezésének is koz-
vetetlen folyomanya. Krvényes tovabbé a VI. tételnek megfelels
tétel : _

X. Egyoldali mormdlfeliilet esetében bdrhogy kitjilk s
assze az elemi felilel két hatdrdarabjdt eqy vujabb (akdr csa-
vart, akdr nem csavart) «a» hiddal, a keletkezd feliilet tisztdn
torkolateltoldssal egyoldalic normdlfeliletbe vihetd dt.
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A bizonyitisnil most is hdrom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Az a mindkét torkolata a féhatarhoz tartozik. Ilyenkor
a két torkolat e féhataron az elemi feliilet hatardra egymads
mellé tolhaté.

2. Az a egyik torkolata, a, a féhatdron, a mésik a nem
csavart (b,, 0,) hid altal teremtett mellékhataron van (77. dhra).

Minthogy a, eltoldsival ez elérhetd, feltehetd, hogy «, egy csa-
vart (c,, ¢,) hid két torkolata «kozt» van, s hogy ily modon
az elemi feliilet hatirdn pl. a c,a, c,b, a,b, cyklikus rendet
talaljuk. Lehet e mellett, hogy més hidaknak egy, tehat mind-
két torkolata ¢, és b, kozé esik, a mi a kovetkezdk szempont-
jab6l mellékes. Ha most «) az a hid nem csavart, akkor b,-et

79. dbra. 80. &bra.

a c-nek egyik oldalan, majd az a-nak egyik oldalan végigtolva
ay 68 b, kozé viheté, mi altal a b csavartta valik. (78. 4bra.)
Ezutan pedig @, a ¢ hid egyik oldalan «, mellé, ¢, és a, kozé tol-
hato, mialtal « is csavart hidd4 lesz. Ezek utén az atalakitasok utdn
latnivaléan normaélfelilethez jutottunk. (79. dbra.) Legyen most
mar B) az a csavart hid. (80. dbra.) Ikkor b,-et az a egyik
oldalén ¢, és a, kozé viszsziik, mi altal b is csavarttd lesz (81.

T*
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abra), majd c2t az a egyik oldaldn s aztdn a b egyik oldalan
cl mellé, § és bl kdzé toljuk (c igy csavart marad). (82.abra.)
Most bj-et toljuk az a mindkét oldalan b2 mellé, at és b2-kdzé,.

81. abra. 82. abra.

mikor is b csavart hid marad. (83. abra.) Ezzel a mar 1) alatt
elintézett esettel van dolgunk, mert a most a f6hatar két da-
rabjat koti ossze.

83. 4bra.

3. Az a mindkét torkolata mell6khatdron van; itt két aleset
kilonboztetendd meg.

3a. A két torkolat ugyanannak a mellékhatarnak része. Ha e
mellékhatart a b hid hozza létre, akkor az a és b hidak sze-
repét felcserélve, latnivaléan az 1. esetre van ez az eset vissza-
vezetve.

3b. Az egyik torkolat, alt a b (nem csavart) hid, a méasik, aa ac
(nem csavart) hid altal teremtett mellékhatdrnak legyen része.
Legyen a) az a nem csavart hid (84. abra.) Az elemi fellilet hataran
fellépd cyklikus sorrend legyen: blat /., ci a2 A bh2és ct kozt
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még akarhany kiilonallé csavart és nem esavart hid eléfor-
dulbat. Eltolva c,-et az a egyik, majd a b egyik s aztdn az
a masik oldalan: ¢, a c, mellé, a, és ¢, kozé hozhaté (85.
abra), a mivel ez az eset a 2. alatt elintézett o) esetre van

visszavezetve, mert most mar « a féhatar és egy mellékhatar
egy-egy darabjat koti ossze. Ha B) az « hid csavart (86. abra),
akkor az utoljara adoft utasitdst szérél-széra ismételve most
(87. abra) a 2. alatti ) esetre van ez az eset visszavezetve.

Tzzel a X. tételt teljesen bebizonyitottuk és ebb6l a VIL
tételnek megfeleld kovetkezé tételhez jutunk :

XI. Minden hatdarolt eqyoldali feliilet mint egyoldali nor-
medlfeliilet leletkezlethetd.

Ha t. i. a TIL. tételnek megfelelgleg épitjiik fel a felilletet,
elsének egy csavart hidat kell alkalmazni, mi altal mar egy-
oldali normalfeliiletet nyeriink. A X. tétel szerint a tobbi hid
alkalmazdsa is ugy térténhetik, hogy minden egyes lépés utin,
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tehat az utolsé utan is, valéban egyoldali normalfeliiletet nyer-
jink. ,
Teljes analogiaban a kétoldalu feliilet esetével belathaté
itt is, hogy a csavart és nem csavart hidak barmely cyklikus
sorrendje tisztin torkolateltoldsokkal elérheté és hogy ily mé-
don, ugyanugy, mint a VIIL tétel, a kovetkezé tétel is érvényes:

XII. Ha I:él eqyoldalié mormdlfelilet wgyanannyi csavart
és ugyanannyi nem csavart hid alkalmazdsdval ILeletkezik az
elemi feliiletbél, akkor homoeomorphal.

Legyen most mar egy egyoldald normalfeliiletnek r-szamu
nem csavart és s-szdmu csavart hidja; eme 7 - s-szamu hid
mindegyikét egy-egy keresztmetszettel elvagva, litnivaléan elemi
felilletet nyeriink s igy a 2. § XIV. tétele szerint feliiletiink
alapszama : :

Ve B I

A hatargorbék szamat illetéleg pedig mér lattuk, hogy
]I =7r *‘r 1.

Tehat » és s meghatdrozza A-t és [{-t. De forditva is, A és H
meghatarozza r-et és s-et. Innen t. i.:

r=H -1, s= A—H,

A XI. tételtol fiiggetleniil is latnival6, hogy ezek nem nega-
tiv egész szamok, s6t s hatarozottan positiv (a mi a 4. §
V. tételébol is kovetkezik) és, mint latjuk, nem egyéb, mint
egyoldali feliiletink nemszama. Ha tehat két egyoldala hatérolt
feliillet hatargorbéinek szdma és alapszdma ugyanaz, akkor, mint
normalfeliiletek (XI. tétel) mindketten ugyanannyi csavart és
ugyanannyi nem csavart hiddal keletkeznek az elemi feliletbél.
A XII. tétel szerint tehdt:

XIII. Ha két egyoldali hatdroll felilet alapszdma és ha-
targorbéinel: szima eqymdssal megeqgyezik, alkor a két feliilet
homoeomorph.



A FOTETEL 103

5. A fotétel.

A IX. és XIII. tétel bebizonyitdsaval a felilletek homdeo-
morphismusara vonatkozé f6tételt hatarolt felilletekre bebizo-
nyitottuk. Zart feliiletekre most mar konnyen kiterjeszthetjiik
eredményiinket. Legyen t.i. I és G két zart feliilet, melyek mind-
ketten egy-, vagy mindketten kétoldaltak és alapszémukban is meg-
egyeznek. A beldliik egy-egy pontozassal keletkezs I és G fe-
liletek is megegyeznek e két adatban, mert egy pontozis az
egy- vagy kétoldalusagen nem valtoztat és az alapszdmot
mindenkor 1-gyel noveli; F-nek és G-nek tovabba egy-egy ha-
targorhéje van. A IX. vagy XIIL tétel szerint tehat ' és G
egymasra folytonosan leképezheté, ép ugy, mint az a két
elemi feliilet is, melyekkel .Iv"-et, illet6leg G-t ki kell tolteni,
hogy F-et és G-t nyerjik. Latnivalo, hogy ez utébbi leképezés
ugy valaszthato, hogy a két elemi feliilet hatarpontjainak ugyan-
azt a megfeleltetését adja, mint /' folytonos leképezése G-re.
Ekkor e két leképezés egyiitt /['nek folytonos leképezését
szolgaltatja Gr-re. Ezzel teljesen ki van mutatva a feliletek
analysis situsanak foététele, melyet igy fogalmazhatunk meg:

Fotétel. Két felillet akkor és csak akkor homeeomorph,
ha a kovetkezé hdrom adatban megegyeznek egymdssal:

1. egy- vagy kétoldalusdg,

2. hatdrgorbék szdma,

3. alapszdm.

Az utols6 két adat barmelyike helyébe természetesen a
nemszam teheté és a kovetkezékben gyakran czélszert is lesz
az alapszam helyett a nemszamot tekinteni harmadik megha-
tarozo adatnak és igy pl. a zdrt egy- (és éppen igy két-) oldalu
feliiletet nemszamaval jellemezni.

Fétételink luegeszﬂ:esekeppen még a kovetkezd kerdesre kell
valaszt adnunk : Hogyan kell a feliletet jellemzd hdrom adatot
- megadni, hogy ezeknel az adatoknal: megfeleld felilet valoban
létezzél ? :

Legegyszeriibben a felelet az esetben adhatd, ha a jellemzd
adatokul az egy- vagy kétoldalusdgon kiviil a nemszamot (P)
és a hatargorbék szamat (f) irjuk el6. Ez esetre a kovetkezo
tétel érvényes:
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Eldirva eqy felilelre az eqy- vagy kétoldalisdgot, tovdbbd
a memszdmot és a hatdrgorbél; szdmdl, mint nem mnegativ
egész  szamokat, ahhoz, hogy e kivetelményeknel: megfeleli
felildet létezzél, szikséges és elegendd, hogy eqyoldaliv feliiletre
e nemszdm ne legyen zérusnal: eliirva.

E feltétel sziikséges voltat mar bebizonyitottuk (4. §., V.
tétel), elegendd voltat pedig tgy bizonyitjuk be, hogy — elé-
szor hatarolt feliletekre szoritkozva (H > 0) — a feliiletet mint
normalfeliiletet allitjuk el6. Ha 1.) kétoldalusag kovetelte-
tik, akkor a F/—1-szamu egyszeres és P-szamu kettds hiddal
biré normalfeliilet felel meg kovetelménycinknek. Ha pedig 2.) egy-
oldalu feliiletet kivanunk, akkor a H-—1-szamu nem csavart és
P-szédmi csavart hiddal bird normélfeliilet elégiti ki kovetelmé-
nyeinket: ez utébbi t. i. P> 0 miatt valéban egyoldali. Ha
meg zart feliiletr6l van sz6, azaz H — 0 van elGirva, akkor
el6bb megalkotjuk azt a felilletet, mely ismét egy-, illetGleg
kétoldalu s a melyre A' =4 41 és II'=1 (ilyen, mint most
lattuk, van, ha esak egyoldalu feliiletre nem A = P =0 van
eldirva) és e feliiletet egyetlen hatarvonala mentén egy elemi
feliilettel kitoltjiik.

6. A norméltypusokbél leolvashaté néhdny eredmény.

A feliiletek szamos tulajdonsdga a hatarolt feliiletekre meg-
allapitott normaltypusokbél leolvashaté. Az egyoldalu feliletekre
vonatkozo két tételt akarunk elsésorban felemliteni. gy egyoldala
hatarolt normalfeliiletet egy csavart /i; hidjanak két torkolatan
egy-egy A; és B; pontot valasztva, kossiik dssze e két pontot
egy-egy egymast és 6nmagukat nem metsz6 vonaldarabbal, egy-
szer a hidon, masszor az elemi feliileten. Ezt minden csavart
h; hidra elvégezve (i =1, 2, ..., P), P-szamu zart vonalat nye-
riink, melyek kozos pont nélkiil valaszthatok, mert két hid soha
sines egybekapesolva ; e P-szamu egypartu kormetszet nyilvan -
egyiittesen sem darabolja szét feliiletiinket és ezzel kimutattuk
a kovetkezo tétel elsd részét:

X1V. P-ednemii egyoldaliv felitlelen mindiy van P-szdmi
egyiittesen szét mem darabold egypartic kirmetszet ; ezel: a fe-
liiletel lefejthetdve alakitjdl:.
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E tétel masodik része kozvetetlen folyoméanya a 4. § XIIL
és VIIL. tételenek.
Ha az A; és B; pontokat csak az illeté hidon vonul6 vonal-
darabbal kotjiik Ossze
il R R Y B
ezenkiviil minden B;-t
az elemi felileten A;,4-
gyel is Osszekotjilk (i = 1,
9 ...,P; P+ 1 helyett
ismét 1 irand6), akkor
mind e vonaldarabok, ha
jelzésink ugy volt va-
lasztva, hogy az elemi
felilet hatiaran az A, B,
A, B, ... Ap Bp cyklikus
rendet talaljuk (8S. 4bra),
oly (kettéspont nélkiili)

zart  vonalat alkotnak, 88. 4bra.
melyr6l — itt nem rész-
letezendé médon — belathaté, hogy ennek mentén felmetszve

a feliiletet, ez kétoldaliva lesz, mint azt P — 1-re mar lattuk
(. a 28. 4brat). Tehat

XV. Minden eqyoldali felilletnel: van oly szét nem dara-
bolo Lormetszete, mely a feliletet kétoldalivd alakitja (v. 6. a
4. § XIV. tételét). '

Mindkét tételnél itt hatarolt feliiletre szoritkoztunk; de a
zart feliillet esete egy pontozdssal azonnal erre az esetre vezet-
het6 vissza.

Kideriil tovéabba a normaltypusbdl, hogy (és ezzel a 3. §
XI. tételét egészitjilk ki) hatérolt egyoldalu felilletnek mindig
van oly Lizonséges keresztmetszete, mely a hatdrgorbék szamat
nem valfoztatja meg; egy csavart hid atmetszése, a mi =qui-
valens a hid elhagydsdval, t. i. valoban nem valtoztat a ha-
targorbék szaman.



106 5. §. A FOTETEL

7. Csovek és siivegek.

Ha a hatarolt feliiletekre megallapitott normaltypusokat
ugy terjesztendk ki zart feliletekre, hogy az egyszer pontozott
feliiletet normalfeliilet alakjaban egy elemi feliilettel kitoltjik,
akkor — kiilonosen egyoldalu felilet esetében -— meglehetésen
bonyolult szemléletre kellene hivatkozni. Valéban — kiilono-
gsen teriinkben valé elhelyezkedésiiket illetéleg — nehezen kép-
zelhet6k el azok a feliilletek, melyeket az egyetlen hatdrgorbé-
vel biré normalfeliiletekb6l egy elemi felilettel valé kitoltéssel
nyeriink. Zart feliiletekre, elsésorban a kétoldaltakra, mds médon.
egyszerlibben adhatunk meg normaltypusokat.

E mod ismertetése ezéljabdl a «csiv-alkalmazas ! miveletét,
mint a kétpart kormetszet alkalmazasinak invers miiveletét
akarjuk bevezetni, éppen ugy, a hogy a kiozonséges keresztmetszet
alkalmazasanak invers miiveleteképpen a hidalkalmazist be-
vezettiilk. Ha a kétparta / kormetszettel az I’ feliillet /'-be megy
at, akkor /"-b6l nem csak ugy térhetiink vissza [-re, hogy az F’
igy keletkezett két hatdrgorbéjét osszeforraszijuk, hanem 1gy
is, hogy egy hengerpalast egyik hatargorbéjét az egyikhez, a
masikat a mésikhoz forrasztjuk. A hengerpaldst (csé) két hatar-
vonalanak van egy «0Osszetartozd» irdnyitdsa (1. a 3. § végét)
és éppen ugy az /" széban 1évé két hatirgorbéjének is, feltéve,
hogy F' lkétoldalii, valamint azt is — és ezt a kovetkezékben
felteszsziik — hogy I’ is Osszefiiggd (azaz, hogy szét nem dara-
bolé kormetszet invers miveletérél van sz6). Ha a csé alkal-
mazasaval az egyik forrasztasnal ellentétes, a mdsiknal meg-
egyez6 iranyok illeszkednek egyméshoz, akkor a csévet csavart
csé-nek nevezzilk, ha pedig mindkét forrasztdsnal ellentétes (vagy
mindketténél megegyezd) irdnyok illeszkednek, nem csavart
cso-nek. Moprus kritériuma, illetéleg a 3. § XV. tétele szerint,
teljes analogiaban a 3. § XVI. tételével, kimondhatjuk, hogy

XVI. Nem csavart csi meghagyja a Létoldali feliletet
kétoldalinak, mig a csavart esd eqyoldalivd alakitja. :

Hangsulyozzuk, hogy dltalaban csak kétoldalu feliiletre al-

1 L. Mosrus, 1. c., 457. 1.; PETERSEN, L c., 68. 1
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kalmazott csére (éppen ugy, mint hidra) van a «csavart» és «nem
csavarty» jelz6knek értelmiik, mivel csupdn kétoldala feliilet
esetében lehet két hatargorbénél «megegyezd» vagy «ellentétesn»:
iranyrél szolni. !

Egy kétoldalu feliilet két hatargorbéje természetesen akar
csavart, akar nem csavart csével osszekothetd. A csé elhagydsa
mindkét esetben @quivalens egy a csovet «koriilfuté» és (a hen-
gerpaldst kétoldald 1évén) mindenkor kétparti kormetszet alkal-
mazasdval. Ez a «kozépvonal» éppen a c¢s6é invers kormetszete.

Eqgypartu kormetszet invers miiveletét is hasonléan lehet
targyalni; ez valamivel bonyolddottabb szemléletet igényel. Ha.
egy egypartu kormetszet az F felilletet [/7-be viszi at és e kor-
metszet I'-nek /i hatargorbéjét hozta létre, akkor ['-rdl ugy is
visszatérhetiink [*-re, hogy egy Monius-féle szalagot egyetlen
hatargorbéje mentén h-hoz forrasztunk, vagy, mis szdéval, hogy
F'-t h mentén egy Mosrus-féle szalaggal kitoltjiik. Sok ‘esetben
teriinkben vilagosabb képet nyeriink e miiveletrdl, ha a Mosius-
féle szalagot suveg-feliiletnek (3. §, 8. pont) valasztjuk. E két
feliilet t. i., mint emlitettiik, homeomorph, mert mind a kettd
egyoldali, egy hatargorbéjik van s alapszamuk: 2. A siiveg-
alkalmazis egyparti kormetszet alkalmazasanak invers miive-
lete 1évén, a siiveg egy egyparti kormetszetének (pl. annak,
mely abrazolasunkban mint kettés vonaldarab jelentkezik) alkal-
mazasa ®quivalens e siiveg elhagydsaval. A siivegalkalmazés ter-
mészetesen mindenkor egyoldald feliiletet hoz létre.

A zart felilletek normaltypusainak megallapitdsa czéljabol
mindenekelétt konstataljuk, hogy a H-szor (H =0, 1, 2, 3,...)
pontozott gombfelillet fétételiink szerint kimeriti az Osszes le-
fejthetd feliileteket, gy, hogy ezek mind az (akdr metrikus
értelemben vett) gombnek (vagy a fiiggvénytani siknak) részei
gyanant foghaték fel; lattuk t. i, hogy e felilletek minden
H-nal lefejtheték (4. §, 1. pont). Ez indokolja a «(sikra, gombre)
lefejtheté» elnevezést, hol tehdt a «lefejtheté» sz6 a «folyto-
nosan leképezhets» kifejezés értelmében veendd.

A 4. § XII tétele a mcst bevezetett fogalmakkal (éppen ugy,.

1 Ennek megfeleléleg helyesbitendé Dyck megjegyzése, 1. ¢., 488. L,.
17—19, sor.




108 5. §. A FOTETEL

mint a hogy a 2. § XVIL tételét e §-nak I. tételével fejezhet-
tik ki) igy fogalmazhaté meg:

XVII. Minden felillet csévek: és siwegel: alkalmazdisdval
keletkeztetheli eqy lefejthetd feliiletbél.

8. Kétoldalu zédrt felilletek normdltypusai.

Kétoldalu feliilet ilyen szarmaztatdsédndl természetesen csak
esovek és pedig nem csavart csovek léphetnek fel. Minden zdrt két-
oldalu felilet most mdr a 2P-szer pontozott gombfeliletbil gy
nyerhetd, hogy a 2P hatdrgorbét pdrosdval P-szdmi nem csavart
csovel osszel:dtjiil.. Mivelhogy minden cséalkalmazas, mint szét
nem darabolé kormetszet inverse, 1-gyel noveli a nemszémot
(1. 4. §, VIIL tételt), azért igy P-ednemi kétoldalu zart felii-
letet nyeriink. Az igy keletkezé PP-szamu csével ellatott gomb-
feliilletek az Osszes kétoldalii zdrt feliletel: (Mosrus-féle) nor-
mdltypusainak tekintheték, mert a /-szam fétételiink szerint a
kétoldalt zart feliiletet teljesen jellemzi. Ha csak az elsé két
pontozast végezziik az eredeti gombfeliileten és a tovabbiakat
kettenkint az utoljara alkalmazott csévon (a mi az analysis situs
szempontjabol természetesen nem okoz valtozast), akkor a nor-
malfeliletek mint P-szeres gyiiriifeliiletel: jelentkeznek. Ezek a
normalfeliiletek végiill még tugy is keletkeztethet6k — és ez

89. abra.
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tulajdonképpen a Monrus-féle keletkeztetés — hogy két, egyen-
ként P - |-szer pontozott gombfeliilethdl indulunk ki és az
egyik gomb minden hatargérbéjét a masik gémb egy-egy hatar-
gorbéjével egy-egy (Osszesen P - l-szamu) csével 0sszekotjik.
E felfogasbol rogton belathaté Mosrus tétele, mely szerint mir-
den zart kétoldalu feliilet, tehat minden hatarolt is, két lefejt-
hetd feliilet dsszeforrasatdsdval jon lélre. Az egyik P-szer pon-
tozott gomb adja az egyik, a felillet tobbi része a mésik lefejt-
heté feliiletet. Hiszen egy csé, mig csak egyik hatarvonalat
forrasztjuk a feliilethez, e feliilletet az analysis situs értelmében
nem valtoztatja meg. A 89. dbra mutatja itt a 3-adnemd zart
kétoldalu feliletet e haromféle felfogasban.

9. Egyoldalu zért felilletek norméltypusai.

Attérve a zart egyoldalu feliiletekre, ezeket is nemsza-
muk teljesen jellemzi. A zdrt P-ednemit eqyoldali feliilet
uqgy keletkeztethetd « P-szer pontozott gombbil, hogy mind
a P hatdrgorbéje mentén egy-eqy siweg-'felilettel kitoltjiik.
Val6ban, ha mind a /-szamu siivegen egy-egy egypartu kor-
metszetet alkalmazunk, és pedig azt (mér lattuk ilyennek a
létezését), melynek alkalmazasa wquivalens az illeté siiveg
elhagyisaval (és a mely a siiveget, mint a Morrus-féle szalagot
a kozépvonala mentén valé felmetszés, hengerpalast feliiletbe
viszi at), akkor lefejtheté feliletet nyeriink. Minden ily kor-
metszet azonban (I. a 4. § VIIL. tételéhez szdlo =) jegyzetet a
79. lapon) 1-gyel kisebbiti a nemszémot s igy eredeti feliiletiink
valéban P-ednemt. (V. 6. a XIV. tételt.) A P-szer pontozott, majd
P-szamu siiveggel kitoltott gombfeliiletet tekinthetjiik tehat az
egyoldali, zdrt feliletel: (Dycx-féle) normdltypusainal.

Ezeken az egyoldalu zart normalfeliileteken még az a val-

1 Helyesebb volna itt siiveg helyett az 4ltalinosabb jelentésii MoBIUS-
féle szalagrol szélni, mert csak ezt az elnevezést hasznaltul a felilet ab-
solut (térbeli elhelyezésétél fiigoetlen) megadésira. A siiveg-elnevezést itt
az teszi indokolttd, hogy ha a gombfeliiletet teriinkben, és pedig a metrikus
értelemben vett gombfelilethez hasonlé elhelyezkedésben vélasztjuk, akkor
siiveg alakjiban alkalmazva a Mosrus-féle szalagokat, minden wujabb nit-
hatolés elkeriilhetd.
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toztatas tehets, hogy két siiveg helyébe (ha P > 1) a megfeleld
két hatargorbét osszekotd csavart esdovet helyeziink ;' s ez a
siivegek akarhdny parjaval megismételheté. Hogy egy-egy ilyen
valtoztatas a felilleten nem valtoztat, vagyis a feliiletet nem csak
-zartnak és egyoldalunak, de />-ednemiinek is meghagyja, kideriil
-onnan, hogy egy csavart csének kozépvonala mentén valo fel-
metszése, vagyis a ¢sé elhagydsa, éppen tgy, mint kéf siiveg el-

90. abra. 91. édbra.

Jhagydsa a nemszamot 2-vel csokkenti akkor is, mint koz-
vetetleniil igazolhatd, ha e miveletek altal a feliilet kétolda-
Java lesz, a mi P— 2 esetében kovetkezik be. Ebben a P =2

93. 4bra.

.esetben, azaz a xiLEIN-féle felillet esetében, a 90. és 91. abran
lathaté kétféle alakot Oltheti a feliilet. 2 Csupa csavart csdvel
(stiveg alkalmazdsa nélkiil) keletkeztethet ezek szerint egy egy-

! L. Dvyok, 1. ¢, 480. 1.; a «csavart» szé gy értends, hogy a osé
.az eredeti pontozott gémbfelilletre nézve is mér csavart.
2 L. Boy, L c., 18. &brit.
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oldali zart felillet a gombbdl, ha nemszdma (— alapszdma)

aros. A A-ednemiti zart egyoldali feliilet pl. a 92. és 93. dbran
lathato kétféle mdédon valdsithaté meg. Az egymas kozt homaeo-
morph feliiletek teriinkben valé kiilonboz6 elhelyezkedésiik foly-
tan itt szemiinknek annyira kiilonbozéknek tinnek fel, hogy
fotételink nélkiill mar e relative egyszerdi feliilletek homeo-
morphismusédnak bebizonyitasa is nehéz-
séggel jarna. — KEgy csavart csé, mint
a 94. dbra mutatja, ugy is alkalmaz-
haté teriinkben, hogy ne, mint eldébb,
egy kettés zart vonal, hanem egy
kettds vonaldarab keletkezzék.' Ez az
abra is a Kumin-féle feliletet &abra-
zolja.

Egyébként itt, ha csak ezdltal nem
-valik kétoldaliuva a feliilet, csavart csé
helyett ugyanazt a két hatargorhét
-0sszekoté (a gombhoz relative) nem
csavart esovet is alkalmazhatunk. A
fotétel alapjan rogton kideriil t.i., hogy
az analysis situs értelmében e két csé
barmelyikének alkalmazésa ez esetben mquivalens miivelet. Ily
mdédon azonnal belithaté a kovetkezd tétel:

XVIII. A 2+ 1-ednemii zdrt egyoldali feliletet az (1-nemii)
projektiv sikbol, a 2k + 2-ednemii zdrt eqyoldali felietet pedig
a (2-odnemii) wukiN-féle feliletbél gy nyerhetjiik, hogy ezt
2k-szor pontozzulk és a keletlezd 2k hatdargorbét pdrosdval
k-szdmai bdarmilyen csovel dsszekdljiik.

A zart egyoldalu feliileteknek ezt a elddllitdsat Wricuonp 2
adta eloszor, a nélkiil, hogy kimutatta volna, hogy e feliiletek
kimeritik a zért egyoldalu feliileteket.

Megemlitjiik végiil, hogy az osszes hatdrolt feliiletekrél is
i6 képet szerziink magunknak, ha ezeket teriinkben ugy Aallit-

94. abra.

* A teriinkben ily mddon elhelyezkeds csovet nevezi DEEN és HEE-
GaARD «sich durchsetzender Henkelv-nek; 1. az Encyklopedia-ezikk 11. &b-
Tajat.

2 Ueber symmetrische Riemann’sche Flichen. .., Zeitschrift fir

Mathematik und Physik, 28. k., 1883, 326—327. 1.
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juk el§, hogy zart normaltypusi feliilleten kell6 szdmu ponto-
zést végzink. A 95. abra mutatja ennek megfeleléen azt a két-
oldalu feliiletet, melyre A = 10, H = 4.

95. dbra.

10. A norméltypusok és a fotétel tortémete.

Befejezésiil a normaltypusok és a fététel térténetét akarjuk
roviden ismertetni.

A hatdrolt mnormdlfelilletel: megallapitasa kétoldalu feliile-
‘tekre Prrersen-t6l, egyoldaliakra Drax és Hrmeasrp-t0l szar-
mazik. E szerzéknél més a szarmaztatisuk, mint néalunk, a
mennyiben 6k a 2. § XIV. tételét, meiyen a mi targyaldsunk
alapult, csak e norméaltypusok alapjan bizonyitjdk be. Prrersex
(1. c., 72. 1.) mindenekel6tt az altal egyszertisiti a hatarolt felii-
letet, hogy «hatargorbéit
folytonosan 1gy valtoz-
tatja, hogy a hatdrolt
feliiletdarab allandoan
kisebbedik és ezt addig
folytatja, mig egy hatdr-
darab tavolsaga a legko-
zelebbihez egy kis véges
tavolsag leszy. (A 96. abra
mutatja egy ily mddon
méreteire nézve atalakitott
kétoldalu feliilet példajat.)
Ebbdl az elagazdédo kes-
keny szalagalakbol, mely
mar LisTING-nél* és MoBrus
-hagyatékaban ? is el6fordul, vezeti le Perersen (L. ¢., 76.1.) a miIIL.

96. abra.

1 (Census..., 19—20. 1.; LisTiNnGg az igy atalakitott feliiletet a felii-
let eyklomatikus diagrammd-jinak nevezi.
® L. o, 540—b41. L (1860)
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tételiinket. A VIL tételnek a IIT.-b6l valé bebizonyitdsa azon-
ban PrrerRseN-nél nem helyes, mert 6 csak annak bizonyitésdval
foglalkozik, hogy elérhetd, hogy barmelyik hid legfeljebb egy
hiddal legyen egybekapesolva, de az, hogy ez minden hidra egy-
idejiileg elérhet6, PererseN meggondoldsaibdl egyéltaldan nem
deriil ki és aligha is bizonyithaté rovidebben, mint a mi tar-
gyalasunkban. Encyklopadia-czikkilkben DruNn és HEurcAArRD a
hatérolt normalfeliileteket egy- és kétoldalu feliiletekre egyarént
megallapitjak (1. e., 190—195. 1.), de, az encyklopxdia-czikkek
természetének megfeleléleg, a VII. és XI. tétel teljes bizonyitdsa
itt sem taldlhat6 meg.

A kétoldalu zdrt feliletekre a megel6z6kben adott normal-
typusok Mosrus-t6l szdarmaznak (1. ¢, 456—457. 1) és ezek
kiillonosen Krrix miikodése altal ma méar a mathematikusok
kozkincsévé valtak. Az egyoldaliu zdrt normaélfelileteket Dycx
(L e, 479.1) allapitotta meg, a nélliil azonban, — és erre még
visszatériink — hogy bebizonyitotta volna, hogy minden egy-
oldalu zart felillet ilyen normaltypusra hozhaté. Dvck Gssze-
forrasztas helyett pontok egymdsra valé vonatkoztatdsarol szol.
B vonatkoztatasoknak siivegek és «sich durchsetzende Henkel»-ek
dltal valé megvaldsitisa (a mi feriinkben valoban elég szem-
léletes képet ad az abstract feliiletr6l) Drux és HErcaarp-t6l
szarmazik (1. e., 198. 1.).2 X

Ratérve a filétel irodalmara, elsGsorban Mosrus emlitendd.
0 volt az elsé, ki e fététellel elintézett probléméval foglalko-
zott és pedig 1. (L. c., 450—451. 1) lefejthetd feliletek (P = 0,
H akarmi) és 2. (458 —460 1) teriinkben Onmagukat nem,
metszden elhelyezkedé zart feliletek (H = 0, P akdrmi) ese-
tében. Mosrus e dolgozatiban az egy- és kétoldaluség megkiilon-
boztetése explicite még nem fordul eld, de a feliletek e két
osztalyanak mindegyikébe (L. a kovetkezd § IIL. tételét) esak

1 Figyelemre mélto, hogy a feliletek ilyetén keletkeztetésének - -
mint elintézetlen probléménak — a nyomai mér Boryar Jinosnél meg-
talalhatok, és pedig Raumlehre-jéhez irt hatrahagyott megjegyzéseiben
(1. Starcker: Math. és Természettud. Xrtesits, 21. k., 140.1). — Az tgy-
nevezett RiEmann-féle feliileteket ToNeLLI (Atti dei Lincei, 1875) és CLIFFORD
(Proe. of the London Math. Soc., 1876) vizsghltak elészor ilyen felfogésban.

2 L. azonban mar Boy emlitett abrait is. :

Kdénig Dénes : Analysis situs. 1. 8
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kétoldalu feliilet tartozik. MoBrus «végtelen kis elemn-ekkel operal
és az celementare Verwandischaft»-ot (homweomorphismust) is e
fogalommal értelmezi. :

JorpaAN targyaldsara az utoébbi megjegyzés szintén érvényes.
Az altal, hogy feltételezi, hogy minden kormetszet két hatdrgorbét
teremt (l. c., 107., 109. 1.), 6 is hallgatagon kétoldalu feliletekre
gzoritkozik (1. a 2) jegyzetet az 54. lapon). Jorpan a két felii+
letet el6szor. kormetszetekkel lefejthetévé alakitja, majd mind-
kett6t keresztmetszetekkel oly «végtelen kis elemekre bontja,
hogy az egyik feliilet két szomszédos végtelen kis elemének két
ugyanilyen elem felel meg a masik feliiletbél» és ezen az ala-
pon megallapitja, hogy a nemszam és a hatdrgorbék szamanak
megegyezése elegendd is a két felillet” homeeomorphismusahoz.

Liepicn targyalasa a Jorpan-éval (kit nem emlit) lényegileg
megegyezik (a kétoldalisdg hallgatag postuldlasat illetéleg is),
az infinitesimalis elem hasznalatat azonban egy szabatosan meg-
fogalmazott szemléleti tény axiomatikus postuldldsival pétolja
(1. c., 224. 1.; a) alatt).

Dvek volt az elsé, a ki, az egyoldalu feliileteket is figye-
lembe véve, a fotételt teljes dltaldnossigaban kimondotta. Bizo-
nyitasat Dyck az itt Mosrus-, illet6leg Dyck-félének nevezett
normalfeliletekre alapitja, amde nem bizonyitja be, hogy min-
den egyoldalt feliilet, mint (H-szor pontozott) Dvck-féle mnor-
malfelilet keletkeztethet. E hidny pl. a XIV. tételnek (a
fotételre természetesen nem hivatkozd) bebizonyitisaval volna
potolhaté. Dyox e tételt bizonyos egyoldalu feliiletekre kimondja,
de csak két példara bizonyitja be (L ec., 480. 1.).

A fotétel elsé teljes és kifogastalan bizonyitasat vélemeé-
nyiink szerint (és ellentétben az irodalomban szokésos megalla-
pitasokkal) Marr adta emlitett dolgozatiban, mely, bar sok te-
kintethen legteljesebb kifejtését adja a feliilletek analysis situsa-
nak, ugy litszik, egészen ismeretlen maradt (még az Encyklo-
pedia czikk sem emliti, 8 a londoni Royal Society katalogusa-
ban (I. k., Cambridge, 1908) e dolgozat a differentidlgeometria
rovataba tévedt). * Mair bonyolédottabb normaltypusokra alapitja

1 Ezzel magyarizhaté, hogy ez a munka is mér teljesen ki volt dol-

gozva, midén MAIr dolgozatirél tudomést szereztem. Ily moédon csak uté-

lag tudtam meg, hogy ez az 5. § tobb érintkezé pontot mutat Mair fej-
tegetéseivel.
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a fotétel bizenyitisit, de a felilletek némely tulajdonsigénak
megdllapitdsira e Mar-féle «standard form»-ok sokkal alkal-
masabbak, *

Deax és Hereaarp-tol szarmazik a gondolat: a fététel bi-
zonyitdsat a mi tdrgyaldsunkban is szerepelt hatérolt normal-
feliiletekre alapitani,

A fotétel egyéb bizonyitasait illetGleg - megemlitjiik, hogy
Hapamarp (L. e. 33—35. L) a JorpaN és Lieeicu targyaldsaival
lényegileg megegyezé bizonyitédsat csupdn egy kétoldalu felilet
példijara fejti ki részletesebben és hogy Forsvra (L. e., 362, 1)
a fotételt, kétoldalu feliiletekre, négy és fél sorban véli elintéz-
hetének.

1 A Mair-féle normilfeliiletekhél példédul azonnal kideriil, hogy
minden hatérolt egyoldali feliilet egyetlen kozonséges keresztmetszet ale
kalmazésival kétoldalivé alakithaté, mig a mi thrgyaldsunkban alapul
fektetett normélfelilletekre ez neme kozvetetleniil latnivald,

8*



6. §
A FELULETEK TERUNKBEN.

1. Mely feliilletek valésithaték meg teriinkben ondthatolds
nélkiil 2

A megeléz6kben — néhdany példatél és a 4. § néhény
megjegyzésétol eltekintve — a feliileteket Gnmagukban, absolufe
vizsgaltuk és nem mint més alakzatok részeit. Sok érdekes és
nehéz problémahoz vezet a feliiletek relaliv tulajdonsdgainak
vizsgalata és most néhany idetartozo vizsgalatra tériink ra.
A felilletekev mint terimk részeit akarjuk vizsgalni, csupan te-
riink végesben fekvdé pontjaira szoritkozva és kizarva — egy-
elére — tobbszoros ponttal biré felileteket. Az elsé kérdés,
mely itt felvetddik, a kovetkezd : mely feliileteknek van terink-
ben representdnsul, azaz mely feliiletekhez homceomorph te-
riink valamely része? Norméltypusaink megéllapitdsanal lattuk,
hogy minden hatarolt felillet ugy keletkeztethets, hogy egy
elemi feliilethez alkalmas médon hidakat illesztiink (5. §, VIL
és XI. tétel). Ezt az elemi feliiletet pl. mint teriink egy sik
korlemezét valasztva, a szemlélet kozvetleniil mutatja, hogy a
hidalkalmazéasok mindenkor Onathatoldsok nélkil végezhetok :

I. Minden hatdrolt feliilet teriinkben tobbszérés ponlok
fellépése nélkiil megualdsithatd.

A mi a zart kétoldalu feliileteket illeti, fétételiink folyo-
méanyaképpen lattuk, hogy ezeket a P-szeres gyfiriifeliiletek
(P=0, 1, 2, 3,...) kimeritik, masfel6l terink szemlélete azt
mutatja, hogy ezek mindannyian megvalésithaték teriinkben :

II. Minden zdrt kétoldali feliilet teriinkben tobbsziris
pontok nélkil megvaldsithato.

Hétra vannak még az egyoldalu zart feliilletek. Ezek teriink-
ben nem valésithaték meg onathatolis nélkiil. Ennek szemlé-
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leti igazoldsa, valamint az egyoldalu feliiletek teriinkhoz vald
elhelyezkedésének vizsgalata czéljabol, elébb teriinknek, mint
absolute tekintett analysis situs-beli alakzatnak, kell egy neve-
zetes — de kevéssé vizsgalt — tulajdonsdgit megallapitanunk.

Metrikus fogalmak hasznalatival e tulajdonsiag igy mond-
haté ki: bontsa a (i gombot egyik fékore /, melynek kijeldl-
jik egyik meghatirozott befutasi értelmét két félgémbre, G,-re
és G,-re. Ha a gombot teriinkben barhogyan elmozditva tugy
juttatjuk vissza eredeti helyzetébe, hogy / is régi helyére juf,
akkor, ha /; befutasi értelme a végso helyzetben mas, mint a kezdd-
helyzetben volt, (i, és (v, okvetetleniil feleserélédik (és — a mi
mar innen kovetkezik - esakis ekkor), E tulajdonsag, melyet
szemléletileg igazoltnak tekintiink és a mely aligha vezethet
vissza egyszeriibb tulajdonsdgokra, pusztdn analysis-situs-fogal-
makkal is leirhato.

T.1i. agomb és fokore helyett tetszés szerinti gombbel homeeo-
morph feliiletbél és egy zart vonalabdl indulhatunk ki és ennek
mereven valo mozgatisa helyett barmely teriinkben térténdé oly
folytonos deformatidjarél szélhatunk, melynek folyaman soha
sines feliiletiinknek tobbszords pontja. Ekkor is a zirt vonal
befutdsi értelme akkor és csak akkor fordul meg, ha a két fe-
liletdarab (elemi feliilet) feleserélddik.

Teriink e tulajdonsiaga nyilvan még igy is megfogalmaz-
haté: az (x, 7, 2) derékszogti koordinata-rendszer nem vihetd
at mereven az (r, 177, —2) rendszerbe.

E tulajdonsagot roviden igy fogalmazzuk meg: feriinlk,
mint hdarommeéretic alakzat, kétoldalin.*

1 Mi itt altalénossigban nem foglalkozunk a 2-nél tobbméretii alak-
zatokkal és igy az egy- ¢és kétoldalusignak ezekre valé megallapitisaval
sem. E tulajdonsdg kiterjesztését adta, analytikus médszerrel : PoiNcare 1.
¢. ¢és a MoBrus-féle értelmezés altalanositisival: DEHN és HEEGAARD, L. c.
L. még ez utébbira nézve: StriNiTz (Sitzungsber. der Berliner Math. Ges.
7. k, 29. L, 1908) és Konie Dénes (Math. és Phys. Lapok, 22. k., 40. L
és Proceedings of the 5 int. Congress of Math., Cambridge, 1913, II. k.,
129. 1.) dolgozatait. Az ecgy- és kétoldalisag értelmezése birmily méretii
alakzatra tgy torténik, hogy az 1 méretszdmtil eltekintve, minden méret-
szdmra van ogy- és van kétoldala alakzat; a vonaldarab és zart vonal
azonban mindkettd kétoldald. S
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Teriinknek egy masik nevezetes analysis-situsbeli tulajdon-
sdgdt a mar emlitett Jorpax-féle tétel harommeéreti analogonja
mondja ki, mely szerint terink minden tobbsziris pont nélkili
zdrt felilete a tér tobbi pontjait két eqymdssal dssze nem fiiggd
részre bontja szét. B tényt is szemléletileg igazoltmak tekint-
jik. !

 Legyen most mér /' teriinknek egy tébbszoros pontokat
nem tartalmazé egyoldalu feliilete és v egy egyparti kormet-
szete [*-nek. Jeloljik ki a v valamely P pontjanak egyik Kurin-
féle indicatrixdt az altal, hogy I” egy (P-t, mint belsé pontot
tartalmazo) elemi feliiletdarabjanak s hatérara kijeloljik egyik
befutdsi értelmét. A v egypartii volta miatt, ha P — és vele
egyiitt ez az indicatrix — egyszer koriilfutja v-t, az ellenkezé
indicatrix-szal jutunk vissza P-be (3. §, XIL. tétel). Legyen G
egy olyan (az analysis situs értelmében vett) gomb, melynek #,
eredeti helyzetében, egy zart vonala; e h bontsa G-t a G,, G,
elemi feliiletekre. A 7, vonal fenti mozgatasaval egyiitt vigyik
koriil a (+ gombot is tgy, hogy minden helyzetben a & rajta
legyen G-n és (i-nek soha se legyen kettds pontja. Visszatérve
G-vel és egyidejtileg h-val eredeti helyiikre — teriink kétoldali-
saga miatt — mint lattuk, G, és G, felcseréls-
dik. Ha tehat a P «kdzelében» elindulunk a fe-
lilet egyik «oldaldn» (a feliileten kivil) és a v
mentén egyszer kortilhaladunk, akkor a felulet
masik oldalara 'jutunk « nélkiil, hogy F-et cil-
metszendk. (97. abra, hol a négyszog egyoldali
feliilletiink egy darabja.) Forditva is, teriink két-
oldali volta miatt ez csak egypartu kormetszetre,
tehat csak egyoldalu feliiletre kovetkezhetik be.
Eppen tgy 4ll tehdt a dolog, mint (hogy egy 1-gyel
alacsonyabb dimensids példara hivatkozzunk) a hogy egy egy-
oldalua feliileten, egy egyparti kormetszete mentén egyszer koril-
haladva, ennek egyik partjarél masik partjara jutunk.

Ha most még azt is feltessziik, hogy F' zart, akkor ered-

97. abra.

1 Gombbel hommomorph feliilet esetében Brouwer adott e tételre —
és magasabb’ dimensiészamra val6 altalinositdsira — szigori bizonyitéss
(Mathematische Annalen, 71. k., 1911, 314 L).
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ményiink ellentmond a Jorpax-féle tétel fentemlitett altaldno-
sitasdnak. Tehat valéban:

II1. Zirt egyoldali felilet teriinkben iobbszmos pontok
fellépése nélkiil nem valdsithato meg. *

2. Egyoldalt feliilet elhelyezkedése tertinkben.

Teriink egyoldalt I feliiletére most nyert eredményiink
ugy is kimondhaté, hogy /" két oldala egyméashoz csatlakozk,
ugyanugy, a hogy egyméshoz csatlakozik egy egypartd kormetszet
két partja. Az «oldal» fogalma teljes analogonja a «part» fo-
galmanak, Az «egyoldalu (felilet)» elnevezés is ennek az analogid-
nak koszoni eredetét. A két oldalnak egymashoz valé csatlako-
zasa tertinkben gyakran szerepel az egyoldalu felillet definitidja-
képpen is és e definitiét — feltéve, hogy a metrikusan jellem-
zett feliiletnek minden pontjaban van folytonosan valtozé érintd
sikja — tugy is szokas fogalmazni, hogy egyoldali az olyan
feliillet, melynek valamely zart vonala mentén a normélisa
megfordul. Hidnya e definitionak, hogy a feliiletek egy- és két-
oldalisiagat nem mint a felillet absolut (bels) tulajdonsagét
allapitja meg? és nem vildgos « priori az, hogy egyméis kozb

1 Algebrai felilletekre vonatkozélag 1. DarBoux, Théorie des surfaces,
I. k., 2. kiadés, 418. 1. Altalanos feliillet osetére Boy kizol kéb bizonyithst
méar tobbszor emlitett dissertatijinak 34. és 43. lapjin. POINCARE, tetszés
szerinti dimensiészamra altalénositva a tételt, kimondotta, hogy az n-méretii
tér minden n—1-méreti «feliileter kétoldali (Journal de I'Eeole Poly-
technique (2), 1. k, 1895. 29. 1). Ekkor természetesen ki van kotve, hogy
tobbszorés pont nines; e megjogyzéssel oszlathaté el BRuNEL ellenvetése
(Procds-Verbaux de la Société des Sciences de Bordeaux, 1895/6, 26. 1.)
POINCARE o tételével szemben, nem pedig, a mint BRUNEL teszi, a  «zért»
sz6 kétféle értelmével. L

* KLEIN méar 1876-ban hangstlyozta, hogy az analysis situsban szi-
gortan elvilasztandok egymastél az alakzatok absolut (belsé) és relativ
tulajdonsagai - (Math. Ann., 9. k., 478. 1) és specidlisan az egyoldali-
shggal kapesolathan erre eldszér Dyok figyelmeztetett (L e., 474. 1, jegy-
zet). L. tovabbé StEINIiTZ, Sitzungsber. der Berliner Math.-Ges., 7. k.,
99. 1. és Tirrzr, Jahresber. der deutschen Math.-Ver., 19. k., 155. 1 pyex
nyomén tobb német szerz6 az «egy- és kétoldalin elnevezdst csupin e
relativ (a folilet kérnyezetére vonatkoztatott) tulajdonsig jelolésére hasz-
nélja és az absolut. tulajdonsigra a «Flichen mit umkehrbarer Indicatrix»
beszédmabdot alkalmazza.
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homceomorph feliiletek e definitio szerint is egyidejileg egyoldaliak
vagy kétoldaliak. Egy egyszerii analégia megvilagitja e megjegy-
zést. A Momrus-féle szalagnak (ez jatszsza most teriink szerepét)
kozépvonala egyparti, valamely mas zart vonala kétpartu s a két
zart vonal mégis hommomorph. Mi bebizonyitottuk, hogy ennek
analogonja teriink feliileteire nem kovetkezhetik be s a bizonyités
teriinknek, mint haromméretii alakzatnak, kétoldalusagan alapult.

Teriinkben helyet foglalo feliiletek oldalairol még szemlé-
letesebb képet is alkothatunk magunknak, ha a felilet egy
elemi feliletdarabjanak egy-egy oldalat egy-egy (eredeti hely-
zetéhez kissé eltolt) elemi feliilettel abrazoljuk (ugy, a hogy
egy felillet vonaldarabjanak két partja egy-egy vonaldarabbal
abrazolhato). Kzt a feliilet mentén végig folytonosan folytatva,
a felilet Leltos felilletchez jutunk, mely tehat, eredményeink
szerint agsszefiigqd, ha felilletinl: egyoldalic és nem dssze-
fitggd, ha feliletiink létoldali. Ezt népszertibben mar Moerus
ugy fejezte ki, hogy, ha egy egyoldalu feldletet befestiink és
folytonosan mindaddig haladunk a festéssel a feliileten, a mig
mar nines a befestetthez szomszédos még befestetlen feliilet-
darab, akkor a feliilet mindkét oldalat befestettiik. A festék-
réteg tekintheté akkor a kettés feliillet modeljének E fel-
fogas alapjan nevezte KumiNn az egyoldalu feliletet Doppel-
fldche-nek.

Egyoldalu feliilet kettés feliilete kétoldald. Ez most mar a
kettés felilletnek teriinkhoz elfoglalt helyzetébél kovetkeztet-
het6 ; valoban: két oldala egymastol teljesen el van vilasztva,
az egyik az ‘egyoldali felilet felé fekszik s ez nem csatlakoz-
hatik a masik oldalhoz. Belathato tovabbd, de erre itt nem
tériink ki, hogy a kettds feliiletnek mindig kétszer annyi hatar-
gorbéje van, mint az eredeti feliiletnek és hogy az /A alapszdémmal
bir6 egyoldalu feliilet kettds felilletének alapszama: 24— 2.
Példaul a Mosrus-féle szalag, a projektiv sik, illetéleg a Knmin-
félefeliilet kettds feliilete rendre: a hengerpalast, a gémb, az
egyszeri gytrifelilet. E tanulsagos példak részletes vizsgalatat
az olvasora bizzuk.

Teriinkben helyet foglalé minden testnek a feliilete is ter-
mészetesen kétoldali: a test (belseje) felé esé oldala e feliilet-
nek nem csatlakozhatik a masikhoz. Ha tehat feliileten csupan
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testel: haldrdt és ennek részeit értenck, ' akkor egyoldalu felii-
let mem is volna feliilet. Ez is egyik aka lehet annak, hogy az
egyoldalu felillet csak oly nehezen tud teljes polgarjogot nyerni
a geometridban.

3. Egyoldali zdrt feliilletek lehetdleg egyszerii megvalésitdsa.

Az e § elején felvetett kérdésre I., II. és IIL tételiink tel-
jes feleletet ad: esupan az egyoldalu zart felillefek nem valo-
sithatok meg teriinkben onathatoldas nélkiil. Felmeriil tehat az a
kérdés, hogy — még mindig csupan végesben fekvé pontokra
szoritkozva, de onathatolast (t6bbszoros pontokat) megengedve —
miképpen valésithatok meg terinkben lehetéleg egyszeriien az
egyoldalu zart feliiletek. Az 5. § XVIIL tételére hivatkozva,
ezt el6szor az 1 és 2 nemszamra (a projecliv sikra, illetéleg a
Kurin-féle feliiletre) akarjuk megallapitani. A mi az utébbit
illeti, lattuk, hogy ez mint teriink oly felilete valésithato meg,
melynek egyetlen kettés zart vonala van és egyébként pontjai
nem esnek Ossze; és pedig e kettés vonal nem metszi onmagat.
Nem olyan egyszeri a projectiv siknak végesben valé dbrazo-
lasa; ezt a legegyszertibben Boy oldotta meg. ® Sikerilt t. i
teriinkben oly, a projectiv sikhoz hommomorph feliiletet el6-
allitania, melynek szintén egyetien kettos zart vonala van (egyéb-
ként pontjai nem esnek ossze), de e kettés vonalnak van egy
héromszoros pontja (egyébként pontjai nem esnek Gssze). E Boy-
féle eldallitis csak elég hosszadalmasan ismertetheté és igy
megelégsziink itt azzal, hogy Boy emlitett dolgozataira hivatkoz-
zunk. 98. dbrank mutatja a Boyv-féle feliiletet; a 99. dbrdban
pedig e feliilet egy jellegzetes része lathaté, t. i. a kettds vonal
felilleti kornyezetének a «felen.

Latnival6, hogy pontozisok és cséalkalmazasok barmely

1 Mint test hatdrdt értelmezte a folilletet (3z:wdvetz) EUKLIDES; 1.
«Elemeir XI. kényvének mésodik definiti6jat. Kmuine Grundlagen der
Geometrie-jében (Paderborn, 1898, II., 194. 1) szintén igy vezeti he a
foliilet fogalmédt.

2 Ueber die Curvatura integra w. d. Topologie der IFlichen, Diss.,
Gottingen, 1901.; Math. Ann., 57. k., 151. 1. és Gottinger Nachrichten,
1901., 20. 1. {
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felilletnél wjabb onathatoldsok nélkiil végezheték teriinkben ;
az 5. § XVIIL tétele a.lapjé,n tehat a kovetkez6 eredményre
jutottunk : .

98. 4bra. ; 99. 4bra.

IV. Minden egyoldalii zdrt felillet terimkben oly médon
valdsithato megq, hogy t6bbszirds pontjai eqyetlen zdrt vonalat
alkossanal:. Es pedig ez az dbrdzolds gy torténhetik, hogy,
ha a. felillet nemszdma pdros, e zdrt vonalnalk nincs t6bbszords
pontja; ha pedig pdratlan, eqyetlen hdromszoros pontja van és
e vonal pontjai eqyeébként nem esnel: dssze.

Ha végtelenbeli pontokat megengediink, akkor termeszete-
sen a paratlan nemszamu egyoldalu feliiletek onathatolds nél-
kiil dbrazolhaték teriinkben. Elég ehhez a projectiv sikot, mint
ilyet, felvenni és ezen végezni a pontozasokat és cséalkalma-
zasokat.

A projectiv siknak a Bov-félénél latszolag egyszeriibb rep-
reesentdnsat ismertiik fel a 3. §-ban leirt (egy kettés vonaida-
rabbal biré) Srriner-féle felilletben. Bizonyos alkalmazisok
szempontjabdl lényeges azonban, hogy a projectiv sik teriink
véges részében singuldris pont néllkiil is-megvalosithato és ezt
a feladatot csak Bov oldotta meg elészor. Itt a reguldric és
gingularis pontok kovetkezéképpen kiilonboztetnek meg, meg-
jegyezvén mindjart, hogy e tulajdonsigok a feliiletet nem ab-
solute jellemzik, hanem a feliiletnek teriinkhoz relative elfog-
lalt helyzetét. Egy teriinkben elhelyezked6 felillet valamely belsd
P pontjat (mely lehet tébbszorés pont is) requldrisnak nevez-
ziik, ha van a feliiletnek véges-szamu oly K, F,,.... E, elemi
feliilet-alaku része, hogy 1.) a P minden F;-nek belsé pontja,
2.) egy Ei;-nek sines t6bbszorés pontja és 3.) eltavolitvan a felii-
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letb6] minden K;-t, P teljesen megsziinik pontja lenni a felii-
letnek. E definitiot fogadva el,' konnyt belatni, hogy & Boy-
féle feliiletnek minden pontja (a héromszoros pontja is) regu-
laris, ellenben a Stemwer-féle feliiletnek két pontja singuléris,
t. i. a kettés vonaldarab két végpontja.

Mint altalanos eredményt kimondhatjuk most méar azt is,
“hogy minden felilletnel: van lerimkben singuldris pont nélliili
repreesentdnsa és a IV. tétel érvényes marad akkor is, ha csak
singularitdas-nélkiili megvalésitasokat engediink meg.

Az analysis situs bizonyos alkalmazésainal az ondthatolas
vagy singuldris pont elkeriilése nem a fészempont feliileteknek
teriinkben valé megvaldsitasanal. Az u. n. Riemaxx-féle feliile--
tek pl. tobbszoros és singuldris pontokkal biré kétoldala felii-
letek. A feliiletek ilyen alakban val6 felvételének elénye, hogy
pontjainak a gombfelillet pontjaihoz valo bizonyos (tobbértelm)
vonatkoztatdsa szemlélhetévé valik. Ha a gombfeliiletet mint a
complex szamok osszességének képét tekintjiik, akkor ily modon
a Rizmann-féle feliiletek fontos és szemléletes segédeszkozt szol-
galtatnak a complex valtozo tobbértékid fiiggvényeinek elméle-
tében. Mi e Rimmanx-féle feliiletekkel itt nem foglalkozunk, de
meg kell emliteniink, hogy torténetileg fiiggvénytani alkalmaz-
hat6saguknak koszonhet6 elsésorban (Riemann-tél kezdve, a felii-
letek- analysis situsdnak kifejlesztése.

4. Feliiletek eequivalentidjdnak fogalma.

A feliilleteknek teriinkhoz relativ tulajdonsdgaira vonatko-
zolag csak néhany oly vizsgalatrol volt itt sz6, melyek a felii-
letek absolut elméletével szorosan dsszefiiggnek, kiilonosen annyi-
ban, hogy ezt az eredetileg teljesen abstract elméletet szem-
lélheté képekhez fiizik. Pedig e téren szdmos mas érdekes
és mindezideig nagyrészt elintézetlen probléma is felmeril. A f6-
probléma a kivetkezd: wquivalensnek nevezve teriink két alak-
zatdt, A-t és B-t, ha teriinket tgy lehet dnmagira folytonosan

4 Boy valészintileg egy evvel wquivalens definitiora gondol, béar
nem mondja meg, hogy mit ért a «singularititenfrei» elnevezésen. Az:
Encyklop@dia-czikk minden énithatolist singularitésnak nevez.
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leképezni, hogy e kozben A a B-be menjen at, az a kérdés,
hogy mi a sziikséges és elegendd feltétele amnak, hogy teriml:
két felirlete cequivalens legyen? A két felilet homoomorphis-

100. é&bra.

musa ebhhez sziikséges, de nem elegendd : szemléletileg plausi-
bilis, hogy a 100. abraban lathaté két kétoldalu feliillet homao-
morph, a nélkiil, hogy mquivalensek volndnak. Ks ugyanez all

a 101, dbraban lithatéo két egyoldalu feliiletre (Morrus-féle sza-
lagra). Kérdésiink természetesen kapcsolatos a vonalakra vonat-
kozo megfelel6 kérdéssel : mikor wquivalens terink kél zdrt vo-
na'a? Mindkét kérdéscsoportra nézve altalanos eredmények
eddig nem ismeretesek.
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