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PRAEFATIO EDITOROM,

Cum infra scripti, quibus renuntiante JULIO KŐNIG, Academia Scien-

tiarum Hungarica Tomiim II. Tentaminis edendum mandavít, eum in

publicum prodimus, facere non possumus, quin mserentes in memóriám

revocemus luctum, quo Academia nostra anno post editum Tomiim I.

mortuo HENRICO FINÁLY DE KEND, eruditissimo doctissimoque viro et

sodali, afflicta est. Amissi viri, peritissimi Latinítatis classicae antistitis,

cuius opera etiam conatus nostri prospere promovebantur, vicéin supplere

filius defuncti, GÁBRIEL FINALY DE KEND summo studio enisus est. Quod

grato animo accepimus.

Omnibus, quse ad arithmeticam spectant, in Tomo I. editis, in secnndo

continentur ea, quae ad geometriám pertinent, ita etiam «Appendix»

IOANNIS BOLYAI. Huic Tomo insernimus etiam paginam «Recensio per

auctorem ipsum facta» inscriptam, de qua in Prsefatione Editionis II.

Tomi I. mentio facta est. Paginas ad Tomuin I. Editionis I. alligatas,
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qua; inscribuntur «Egy kis toldalék a deák I. kötethez» («Additamenta

quxdam ad Tomuin I. Latimim • — hoc est non ad opus Hungaricum

ARITHMETICA ELEJE = Initia Arithmeticse, quod anno 1830 editum

esti huic quoque Tomo subiecimus. Quia autem res, quae in üs tractantur,

potissimum linguas Hungaricae peritorum legére interest, integras eas in

Latinum convertere alienum putavimus, argumenta tamen in Adnotationi-

bus huius Tomi breviter exposuimus.

Ratíones, in edendo Tomo I. constitutas, in secundo edendo síné

11 lla mutatione conservavimus. Signa insolita in hoc Tomo neque ipse

WOLFGANGUS BOLYAI adhibuit, sed signa diversarum aequalitatum et

diversorum parallelismorum re ipsa adhibenda fuerunt: quae, ut prorsus

signa omnía auctorum retinuimus, excepto signo perpendicularitatis Bo-

lyaiano L, in cuius locuin signo solito _L usi sumus.

At figuráé haud leviter immutata; sünt. Ex íiguris stereometricis WOLF-
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GANGi BOLYAI charta plicata coinpositis eas solum retinuimus, quse ad

«Conspectum generalem geometrise» pertinent: his enim ad discendum

utiliter illustrantur, qua: iis illustranda sünt. Pro ceteris figuris charta for-

inatis figurás qua; dicuntur axonometricas adhiberi, cum intuentibus ad

perspiciendum, tum praecipue typographis ad persequenduin melius puta-

vimus. Nonnullas etiam ex reliquis figuris correximus. Sed naturam figu-

rarum ad geometriám absolutam pertinentiuin sine ulla mutatione réti-

nendam esse censuimus. Quod nonnullas figurás, exempli gratia 14-tam

Appendicis, ex integro coniposuimus sectione conica absoluta Cayleyana

adhibita, earum naturam minimé adulteratam esse putavimus, quia hoc

modo imago rectse lineae aeque recta est ac in figuris Bolyaianis.

De mutationibus, qute in contextu operis evitari non potuerunt, ratio

redditur in adnotationibus, quo etiam animadversiones nonnullas ad rem

spectantes reiecimus.
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Opere tandem perfiincti libenti animo commemorare debemus muni-

ficientiam Academiae Scientiarum Hungarica;, quod ad diem natalem cen-

tesiinum IOANNIS BOLYAI concelebrandum Appendicem eius seternitate

dignaiu in usum eorum, qui se studiis literarum dedidere, separatim edi-

derat.

Cum díligentissinie enisi essenms, ut opus quani eniendatissinnnn prod-

íret, menda typographica, quse in contextu nihilominus invenientur, no-

bis lector benevolus tgnoscet.

Budapestini 1904

Ktirschák, Héthy, TőtÖssy.



HOC TOMO CONTINENTUR:

Pag.
Praefatio E d i t o r u m . . . „ _ _ _ _. __ _ _ _ „ v
S i g n a a W o l f g a n g o B o l y a i i n v e n t a _ _ _ . . „ . _ _ _ . _ _ . „ x
A r b n r A r i t h m e t i c s e G e o m e t r i s e q u e . . „ __.. _. „ . . . _ . . _ XI
I n d e x r e r m n in t o m o p r i m o e d . I. c o n t e n t a r u m _ _ _. __ . x x i
I n d e x r e r u m in t o m o s e c u n d o ed. I. c o n t e n t a r u m _ . . . . _ . _ _ _ X L H I
S i m u l a c r u m t í t u l i e d i t i o n i p r i m x pnef ix i _ . „ _ - _ _ _ - . - . . . _ L V
Praefatio ips ius A u c t o r i s _ . . _ . _ ^ ... „ . - . _ . _ _ - . _ . „ _ . „ - _ _ . L V I I
S u b d i v i s i o n e s g e o m e t r i a . . - . . . . _ _ . _ _ „ „ . . . . _ _ _ _ Lix
Sectit> I. C o n s p e c t u s G e o m e t r i s g e n e r á l i s .„ ... _ _ _ _ _ ... _ _ i
S e c t i o I I . P l a n i m e t r i í t ; p a r s p r í m a „ ^ _ _ „ _ . . _ . „. ... 57
S e c t i o I I I . P l a n i m e t r i — p a r s s e c u n d a _ . ... _. „. _. „ „ . 148
Sectio IV. Reditus e piano in abyssum spatii „ . _ „ _ 2 1 9
A p p e n d i x t r i p l e x „ _. .„ _ _ „ . . . _ _ _ _ _ _ _ _ 3 0 8

I . D e p e r s p e c t i v a _ . . „ _ _ _ . ... .... „ . „ _ ™ _ „ 3 0 8
I I . D e g n o m o n i c a _ . . _ _ _ _ . _ „ _ _ „ _ _ _ _ 3 1 4

I I I . D e c h r o n o l o g i a _ _ „ __ „ _ _ _ _ _ . _ « 6
R e c e n s i o p e r a u c t o r e m i p s u m f a c t a _. _ . _ , . _ _ _ _ . _ _ „ _ _ 3 5 7
S i m u l a c r u m t i t u l i e d i t i o n i p r i m a e A p p e o d i c i s p r í e f i x i . „ _ „ . _ _ _ _ 3 5 9
I o a n n i s B o l y a i A p p e n d i x s c i e n t i a m s p a t i i a b s o l u t e v e r a m e x h i b e o s . . _ .... 3 6 1
W o l f g a n g i B o l y a i A d d i t a m e n t u m a d A p p e n d i c e m . _ _ „ . „ _ _ _ _ 3 9 5
E g y k i s t o l d a l é k a ' d e á k e l s ő k ö t e t h e z _ ~ „ _ _ _ _ _ , , „ „ 4 0 1
M e g í g é r t j e l e n t é s _ _ _ _ _ _ _ . _ __ _. .... „ _ _ _ „ _ 4 1 6
A d n o t a t i o n e s E d i t o r u m .... _ - _ _ . . _ . „ . _ _ „ _ _ _ _ _ __ . _ 4 1 7
K r r a t a _ _. _ „ _ . _ „ _ — _ _ — _ — _ _ _ _ _ _ _ _ 4 3 9

, Tent—non. 11.



SIGNA

A BOLYAI INVENTA, OUAE IN TOMO PRIMO NON REPERIUNTUR

IPSIS AUCTORIS VERBIS EXPLICATA.

ab denotatur linea ab utrinque infinita.
ab « ex a incipiendo infinita in plaga illa, in qua b est.
<5b « e b incipiendo in plaga illa, in qua a est, íníinita.
P • P (ex.gr. planum) totuni infinitum liuxta definitionempag. 8).



ARBOR

ARITHMETICAE GEOMETRIAEOUE

corradtcata corontsque confiuentibus.

E reprsesentationibus externis internisque, via abstractionis perveni-
tur ad loca primaria omnium, quae ín mundo externo sünt, et quse in
externo internoque fiunt: SPATIUM et TEMPUS ; quae partim seor-
sim, partim coniunctim considerantur: abstrahendo nimirum e mundo
externo corpus omne, e loco, quem occupare videtur, et quserendo quid
reliquum, quidve ultra sít, oritur intuitus spatii puri, atque ex eodem
in diversis locis, vei diversis in eodem loco, aut diversis repraesenta-
tionibus in eodem repraesentante, nascítur intuitus temporis. (Tom. II.
pag. 2.)

Ex A et tali Non A quod ex A est, fit conceptus partis; et con~
tinui, si quid partes commune habeant. A comparando cum B oritur
aequalitas (absoluta et respectivaj. Ex sequalitate et parte quantitas
(absoluta et respectivaj. iToin. I. pagg. 22-—25.\

Quantitas cum quantitate parit homogeneitatem et maioritatem
minoritatemque. Et hinc reflectendo ad tempus atque spatium iquum
in prioré quantitatis maioris excessus illico pateat, in spatio verő saspe
aliter se res habeat], de omnibus quantitatihus ad formám simplicetn
prioris reducendis cogitatur. (Tom. I. pag. 27.1
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Atque talis quanfitas, nempe ad

formám TEMPORIS reductu,

OBIECTUM ARITHMETI-

CAE est. iTom. I. pag. 27.1

I. Quantitas citm qualitaic inempe

certti detenninatione\ parit posi-

tivum et negatívum mio.x imagi-

naria quoquei. (pagg. 28, 121.1

II. (Jüantitatum P et O certa cum

determinatione positarum resulta-

tum certa sub conditiune accep-

tum parit summám S; et ex S

et P queerendo soct'um ipsius P,

oritur differentia ipsius P ab S.

Ipag. 30 31.I

I I I . Differentia eadem ipsius S ab

5", atque porro ipsius S' ab .V" et

ita porro, parit S, S'. S", S'". . .

seriem arithmeticam. (pag. 32.

et 152.)

Atque si series eiusmodi U a

o incipiat, et differentia cuiusvis

termini a sequente sit = w, ori-

tur numerus quoad u; et serié

tali V item a o incipicnte, cuius

termini cuiusvis a sequente diffe-

His praeinissis SPATIUM pu-

rum OBIECTUM GEOME-

TRIÁÉ est, applicatis, ubi necesse

est, veritatibus in Arithmetica tie-

ductis : ut arbor utraque fraterna

corradicata, altéra alteri opem

ferente, coronis inter lucicias Spa-

tii Tetnporisque connubii asterni

orbitas in abysso Cftlormn con-

fluat. (Tnin. II. pag, í j

I. E spatia fiuro: nascitur prius .v«-

per/icics, fitiea, punctum, formtt,

et scctio. ipag. 2.'

II . Reditu in mundum externum,

cum reHexione ad corpus idein

in diversis locis: oritur Axióma

coitgruentiae, et constructio ma-

bilis geometrici) motusque geo-

metricus (coniunctio, in idea non

in concreto, spatíi et temporisi.

III. Reditus in spatium purum

cum mobili geometrico. Motus

sitté quiete (Operatio motus

prima J; Motus cum quiete; cum

quiete unius puncti \ Operatio mo-

tus secunda); cum quiete duorum

pnnctorum {Operatio motus ter-

tia\. ipagg. 5, 6, 7.1
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rentia = v sit, si o ipsius I ' cuin
o ipsius U simul ponatur, ac qui-
libet terminus sive in U sive in
\' sequens simul ponatur cum eo,
qui in altéra sequitur : orítur «o-
tnen numericum idem termino-
rum simultaneorum, in U quoad
M, in V quoad v. ípag. 32.1

IV. Quaestiones hinc variae exortae:
ex. gr. praster alias, num H nu-
merus sit quoad A ? si non; num
tale u detur, quoad quod tani
A quam B numeri sint? et si de-
tur, cuiusnam nominis numerus
sit A, et cuius sit Hl Hinc men-
suratio ipsius H per At ubí A
mensura, et B mensutn ipsius A
dicitur; atque hic oritur etiam
idea incommensurabilitatis lad-
hucduin subiective tantum possi-
bilisi; atque hinc 21 semper íni-
nus cogitando, limitis idea. Ve-
nientibus talibus a et h autem,
ut ad quEestionem, qualenam men-
sum sit b ipsius a, eadem respon-
sio sit, quam ad eam, qualenam
mensum sít B ipsius A ; ori-
tur proportio. Tum mensurando
quoad A non solum />' sed C
quoque, oritur fractto; atque
hinc passus fit omnes quantitates
homogeneas quoad idem A men-
surare ; A unitatem appellando ;

IV. Spatii filia
est, dein sphaera quasi média
inter duo extrema íinextensum et
quaquaversum infinitumi. Spheeree
per operationem tertiam fiHa cir-
culus est; et ex his, adhibitis re-
Hquis operationibus quoque, ge-
neratur rectn, atque e recta et
circulo ptanum. ípagg. 8, 13, 261
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qua minus fractio vera dicitur,
et numerus quoad A integer au-
dit. (pagg. 33—37, 41-*

V. Hinc reflectendo ad IV, si ibi-
dem A unitas sit, quaerere b ex
a et B, dicitur multiplicare a
per /?, et b factum quoad uni-
iatem A e factoribus a et B au-
dit. ipag. 40.)

Hinc ex h tanquam facto sup-
posito, et uno e factoribus a et
B, quaerere factorem socium eíus,
dicitur diridére b per tllum, cu-
ius socius quaeritur, et hic gtto-
íus audit. ipag. 41.1

Atque prouti unitas (in IV.) ^h
vei »—« accipitur; oriuntur reália
quoad H-i, et reália quoad — 1.
(pag. 42. t

V. Rectis ex eodem puncto p ad
omnia puncta cuiuspiam F,

1. Omnibus per idem isivé 1
sive aliud, dummodo non o sit)
multiplicatis: complexus extre-
mitatum parit similitut/itietn, et
homologa ; atque caiitrarie ae-
qualia, et conceptum generalem
aequalitatis geometriaié, 'pagg-
10 t<]

2. Rectarum dictarum ipsarum
autem complexus fit isensu gene-
ráli) pyramis ; et forma ad p api-
cata parit conceptum anguli ge-
neralem. (pagg. io, 15.)

3. Hinc forma excluso anguio
fit fluens; et hsec exclusis recta
planoque fit curva% admissis verő
recta planoque parit conceptum
generalem tangentis, et perpen-
dicularitatis. pagg. 16, 17.1

4. Remoto (in V) p in infinitum,
oritur ttngulus o, vei prima non
sectio; et e rectarum dictarum^
si finitíe et Eequales reddantur,
complexu fit prisma isensu gene-
ráli, et tum adhuc generaliorei.
Et si F recta sit, et rectas dictie
a;quales ad ungulum a^qualem po-
nantur in piano; exinde oritur
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VI. Si factores aequales esse con-
tigerit, multiplicatio cum di-
visione parit potentiam, radi-
cem, logarithmum, (elementn-
resj. ipag. 50.)

Atque guantitas itera cum
certa determinatione tuti in I.),
realitate eius, inultiplicationi quo-
ad —1 innixa, parit imaginan'um,
et conceptum multiplicatíonis la-
tiorem. ipag. 121.)

Imo potentia logarithinusque
(elementaresj per binomii ele-
vationem ad tales series dedu-
cunt, qua; conceptum potentiae
hgarithmi altiorem pariunt, ubi
et imaginaria in expón entem
ascendunt. (pagg. 192—193.J

parallelismi conceptus generális.

ipagg- 17—20-i
VI. Afotus geometn'cus simplex, id

est ut in quovis tempore una tan-
tum trium operationum in III
dictarum, el quaevis numero certo,
etsi non eodem, eveniat: recta
planoque heic iam ex IV suppo-
sitis. fpagg. 20, 21.)

Cum duabus príoribus opera-
tioni bus, et semper certo prEe-
terea rectarum numero adhibito,
descendendo in planutn omnibus
eo restrictisi fit Planimetria : ubi
prius de lineis neglecta area:,
earumque scctione o aut aliquai;
tum de areis agitur. Constrnc-
tionis geometriaié sensu strictv
ambitus.

Admissa operatione térti a quo-
que, nec restringendo ad planuin,
redeundo in spatium universum
fit Solidometria, constructione
geometrica sensu lato accepta.
ipag. 22.1

Notandum autem, in inotu dicto
simplici operationem quamvis se-
orsim peragi, nec ulla alia lege
restringi, nisi quod mobile e dato
loco in dátum perveniat. Unde
duEE priores operationes, sola re-
strictione ad planum accedente,
reducuntur: Primo ad motum



XVI ARBOR ARÍTHMETIC/E GEOMETRI^QUE.

VII . Ex omnibus his quasi in oce-
anum confl uentibus, oritur, per
quarumvis quanritatutn quíbusvís
operationibus affectarum qualetn-
vis compositionem, conceptus ita
dictse FUNCTTONIS. Ubi item
(ut in IV variae oriuntur quaes-
tiones: e quibus CORONA arboris
Arithmeticac exsiirgit. -pag. 204.1
Nempe

31' Pro certít /unctionis condi-
tione ('qualitateve J', certa functio-
nem constituentia quae, quatita,
qualiave sínt, quaerere.

puncti a rectam ab secum feren-
tist usquequo <X in p perveniat.
Secundo ad rectae ab motum
circa a in piano, donec in cer-
tam rectam datam, cuius una
extremitas a est, perveniat.

VII. MOTUS GEOMETRICUS
COMPOSITUS : nempe ubi plu-
res operationes trium dictarum
primitivarum coniunguntur' in
eodem tempore ; lege quoque, qua
durante motu vias simultanea; per
singulas operationes factae a se
invicem dependeant, data ; e quo
CORONA arboris Geometriáé ex-
crescit. Suntque has operationes
coniuncta?. ipagg. 22 Í?f>

3li Aut numero finito ; et qui-
dem :

1. Aut duae tantum ; ex.gr. si
recta ab in piano P circa a inota,
interea punctum p ita moveatur
in ab, ut via y eius sit =/(u)
(denotante u viam puncti b\ et
qu£eratur via puncti p. ipag. 23.1

Aut ab quiescat, et p in ab
motum perpendicularem B ad
ab secum ferat, atque interea ita
moveatur punctum p' in B, ut
via y eius sit = F\x\ tdenotante
x viam puncti pj; et qu&ratur
via puncti p'. Prodeunt hoc modo
talia quoque, quorum etsi non
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23) Pro certa certorum func-
ttonem constituentium conditione
(qualitateve) quaeri qualitas func-
tionis valoresque possunt; lirao
etiam simul certa functionis con-
ditio poni potest).

orane, quodvis punctum tamen
(nempe pro dato quovis x simul-
taneum y\ geometrice sensu stri-
cto) construi potest.

2. Aut tribus coniunctis: ex.
gr. si punctum p describat Ín plani
P recta ab viam x, secum fe-
rendo planum p perpendiculare
a d / " e recta B perpendiculari
ad ab, atque interea p' in B mo-
tum rectam C ex p ad B per
pendicularem, in / secum ferat;
et punctum p" in C viam z de-
scribat ; sitque puncti p in B via
y = «(j:), et z^=zb\y)\ et quaera-
tur via puncti p' in spatio.

Aut planum P circa retítam
fixám A plani P moveatur, via
certi eius puncti u dicta; atque
interea p describat in A viam x,
secum ferens in P perpendicula-
rem B ad A, atque simul descri-
bat p' in B viam y; sitque
x = A(u), et y = n\x)} et quasra-
tur via puncti p', 'pag. 231.

Ita plures quoque operationes
(numero certo) coniungi possunt.

3) Aut innumerabiles eius-
modi operationes coniunguntur:
ex. gr. si recta A in piano .Psit,
et recta B perpendiculare ad A,
atque planum Q secet planum P
in B, et rectam A in b ; ac ino-

BOLYAI, Tentainen. II.
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Ex. gr. Ex 21) Si conditio ea
sit, ut functionis valor o sit: quseri
valor variabilium potest fpro-
blema aequationumj, aut valor
coefficientium; potest etiam con-
ditio esse, ut functionis valor ma-
xt'mus vei minimus sit, et pro
hoc variábilis quaeri. ipagg. 205,

345, 372-
Ita alias conditiones esse pos-

sunt; imo variábilis vicém genus
certarum functionum subire po-
test, ut in calculo variationum
dictoi. pagg. 206, 360.1

Potest verő conditio ea quoque
esse, ut quantitates certae, qua-
rum genus dicatur x, nulla alia
operát ioné affectas, nonnisi sub
certa conditione ordinentur: et re-
sultata quaerantur. fAnalysiscom-
binatoria/. ipagg. 159, 205, 556.1

In 2?i quoque varise conditio-
nes esse possunt: ex. gr. ut va-
riabili nonnisi integer substitua-
tur; iino ut etiam functio certa
qualitate gaudeat ut in theoria
numerorum\ ipag. 206, ubi tamen
sive functionem constituentia, aive
functionis qualitas quantitasve
quceri possunt.

Si ipsi x substituatur x -4- /,
oritur Probléma Tayhrianum.
(pag. 208, 321.)

veatur b in Ar planum Q secum
ferens; atque interea certa lege,
a via puncti b dependente, mo-
veantur certa puncta generaliter
p dicta únnumerabilia quoque,
prouti per legein determinantur 1
in perpendicularibus ad rectam
B in Q erectis: et quseratur
complexus ipsorum p in omnibus
temporis punctis expertibus usque
ad motus finem. pagg. 24, 25.;
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Si vero ipsi x substituatur mx
(pro x denotante x-\ atque ipsi
m substituantur integri ab i in-
cipiendo; et valores functionis
exorti post se invicem ponantur:
oriuntur series (ipso x imo ipso
« quoque sive i sive aliud deno-
tante I; estque pro certo valore
ipsius x <ex. gr. x ==• 11, aut n
quoque constans, et ipsi m nu-
meri omnes ab i incipiendo etiara
ultra // substituuntur; aut n
'vquamvis semper finitum deter-
ininatum, sed post quamvis se-
riem productam nóvum valorem
accipiens) -^ oo, atque ipsi m
semper numeri ab i usque ad n
substituuntur. (pagg. 208 £5*, 472).

Si in casu posteriore terminus
quilibet cum sequente compare-
tur : proditseries incrementorum)
et si duarum functionum f et f
eiusdem x, unius F valor notus
sit; atque termini generales T
et /, serierum incrementorum ex
utraque functione deductarura
aequipolleant (id est y * . i , si
n *—* 00) : prodit et alterius func-
tionis/ valor. Reperire/(in forma
simplicissima) docet caículus diffe-
reníia/i.t, et ex t functionem f
quaerit caículus integrális, (pagg.
209, £f\ 301 &, 371.I
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(£i Denique quaslibet horum sub qualivis conditione componi: et sub

aliqua comliiione resultatum, aut pro resultato illa, per quae iá fieri queat,

quwri possunt. Et de //tupla via sub eodem tempore, conceptuin «-tupla

caussit fonnando; oritur Mechanica púra.
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cum commensurabilibus, incommensurabilibus, cum fractionibus, potentiis,
logarithmisque stiscipiantur ; quo etiam operatio elevationis (ex. gr. bi-
nomü) pertinet ; unde poientiae logarithmique sublimioris conceptus ori
tur. Continentur híec in (§. 35, a pag. 43 usque pag. 178). I 51—203

CORONAM arboris constituunt quaestiones, quae e conceptu FUNCTIONIS,

ex omnibus praecedentibus confluentibus, prodeunte oriuntur (a pag.
178 usque 442). I 204—478

II. Ita RADICEM arboris Geometriáé efficiunt: specialior spatii intu-
itus, et conceptuum primariorum genesis, atque sphaerae, rectae^ pla-
nique generatio ; horumque combinationes primaris (a pag. 442 usque
ad finem tömi). n 1—c6

TRUNCUM faciunt e motu simplici oriunda: FHanimetria et Soliao-
metria.

CORONAM efficit MOTUS COMPOSITUS.

III. Demum (coronis iam antea confluentibus) actione spatii cum
tempore unione, de n-tupla via sub eodem tempore n-tuplae caussae con-
ceptum formando ; oritur Mechanica púra.

Notandum autem est:
I. quod dum tale aliquod, quod in omni tempore est, dicitur possi-

bile; ex. gr. dum dicitur quartam proportionalem, aut potentiam expo-
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nentis q, aut formám aliquam in spatio, possibilia esse: ea reipsa dari
intelligendum sit. Aliud est, si de eventu, qui in aliquo tantiim tempore
est, dicatur: e complexu enim omnium, quse sunt, unicum in quovis
temporis puncto experte resultatum est. At si ex. a, 6, . . . reipsa exi-
stentibus, (certo modo tali suppositis, ut abstrahendo a reliquis, nulla
contradictio sit), eveniat B ; tum B respective quoad a, A, . . . possibile
dici potest ; etsi u complexu omnium, quse sunt (ita uti sunt), nunquam
prodeat. Absolute possibile, id est si a, b, . . . complexum omnium quae
sünt, eo modo quo sunt, denotet ; reipsa etiam fit aliquando.

2. Dmn (pag. 62) pnssibÜitas mensuratíonis per A ipsius R asseritur: I -ji
demonstratur uuidcm (ibidem) dari talia. «, u', .. . et «, «',. . ., m, m', ., .;

ut pro = « , , = u' &, trt «'=:2«, »":^2»' & (nempe « ' = - - ,
u' n " . . . . . . 2

K" = —df); in casn commensurabilitatis (substituendo ipsi « integros ab
I se invicem excipientes) prodeat aliquando tale n, ut 4̂ = ««, B^mu
sit; secus autem pro dictis «, » ' , . . . sit .4=:»«, B = mu-l-co((u<iit), et
A=n'u', i?:=»*V-t-í'/(o/<C«') 6°. . .; at si reipsa exhibenda a, a ' , . . . et
numeranda in /? fuerint; supponi divisio ipsius A per quemvis integrum
n debet; quod, si A quantítas ad rectam reducta sit, Geometria sine ten-
tatione praístat, uti et quartam proportionalem exacte exhibet, postea.-
quam Arithmetica pro quantitatibus, etsi nonnisi in concreto expositaí
essent, dari haec demonstret, quamvis non semper exhibere valeat. Aliud
est, si quantitates iam mensuratas supponantur, atque ita expressae pro-
ponantur: et aliud, si nonnisi in concreto datis lineis, ex. gr. linea b per
lineam a dividenda esset (pag. 33), et quasratur B tale mensum unitatis, I 40
quale mensum b ipsius a est; aut b dividendum per lineam B esset, quae-
rendo a, nempe cuius tale mensum est b, quam B est datse unitatis ;
Arithmetica dari in hoc quoque casu resultatum probat, sed illuii non-
nisi peracta antea mensuratione exhibere potest, exacte in casu cotnmen-
surabilitatis, secus verő cum errore dato quovis minőre.

SPECIALITER verő continentur in tomo primo sequentia.

IN INTRODUCTIONE.

1. Prospectus ognitionum humanarum. ProposittOy eiusque farmae, de-
Jimtio, theorema, axióma, demonstratív, vncabula et veritates ultimae, sci-
entía, systema.
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Ffistnria, philosophia, mathesis, physica (externa, hitertia), psyckotogia

(púra, empyrka), aesthetica, scientia morális (púra, applicata), Ofjicium,

ius, iura, Theohgia (a pag. i usque 6). I 5—10

Axiomata (pagg. b et 7, ubi ex IV deducitur modus apogogice conclu- 11—12

dendt). Logica ad mathesim requtsita: nempe pneter prius dicta, gentts,

species, subdivisionesque (pagg. 8 et 9); aliquod fundamentale (pag. 10, $. C); 13—14,14

tum propositiones, quae ex una sequuntur (pag. 11, i-mo) ; dein concep- 15, 1.

tus aequivalentes quid et quando sínt (pag. 11, 2-do); atque ípagg. íz, 13) 16, 2. ; 16—18

e duabus propositiombus quando et qualis fiat conclusio ? (relatis omnibus

casibus possibilibus, et (pagg. 14, 15) per axiomata demonstratis); sorites 18—20

(Pag- '5); conclusio de n ad n -h l (pag. 16, §. F), fundamentum Hmitis 2Of 21

(pag. 15, §. E). 20

IN CONSPECTU ARITHMETICAE GENERÁLÉ.

I. RADIX e fundamento communi.

Complexus, pars, totum, pars indrvellibilis, nempe si complexus omnis

eius, quod prseterea est, in concreto sisti nequeat, nisi ea quoque adsit;

portio (pag. 17). 22
* Indivellibile partís, indivellibile totius est. Pars partis indive Ili bilis,

indivellibih toiius est. Púrtio portíonis, portio totius est. Si p portio ipsius

T sit: et reliquum ipsius Tportio ipsius T est. (pagg. 18, 19). 23, 24

Nihilum mathematicum, et expers, punctum temporis, continuum (pag.19) 24

Aequalitas (absoluta, respectiva); quantitas fabsoluta, respectíva)

aequalítas respectiva quoad contentum {pagg. 20, 21). 25,26
Quantitas cum quantitate : unde maius. mintes, demtio ; hinc reductio

ad formám temporis (pag. 21). Notio Arithmeticae (pag. 22). Hinc 26—28

Quantitas cum qualitate parit i-f-i, 1—•, et -h, — (pag. 22—24). Hinc 28—30

Additio (quantitas complexa); ex additione subtractio (pag. 25). Hinc 31

Series arithmetica, numerus \ variae quaestiones (pag. 27, 28). Hinc 33.34

Mensuratio, incommensurabilitas (pag. 28) limes; quantitas variabi- 34

lis (pag. 29). Hinc 35

Fractio (pag. 29), tum Unitas (pag. 30). Annotatio de multipiica- 36

tione linearum (ibiilem), fractio vera, numerus integer; distinctio inter 37

> et !>, et quíedam hoc concernentia (pag. 31). Ex his 37

Multipiicationis, ex hac divisionis conceptus (pag. 33), (extensus 40—41

pag. 106). -•- • 123

Et praportionis geometricae conceptus (pag. 34, aut pag. 65). 41, 75
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In multiplicatione signa HJ-I, I—i, pariter in proportione (pag. 34). I 42
Signa -h, — in multiplicatione et divisione (pag. 35). 43
Specialia multiplicationis schemata (pag. 36, . . .); ubi (pagg. 37 et 38) 43 eV, 45—46

, 0 1
de — et - prjevia annotatio est.

o 00 r

An semper detur factum, quotus f et aliae quaestiones (pag. 39). 46—47
Quid si factores permutentur prius homogenei, tum heterogénéi;

conceptus celeritatis, et expositio conceptus quantitatum analogarum (pagg.
39. • • • . 4 0 - • 47—49

Duo divisionis schemata (pag. 42). 40

Per plures factores aequales, multiplicationis cum divisione, Jiliae: po-
tentia, radix, logarithmus (sensu elernentari) (pagg. 42, 43). 50,51

II. T R U N C U M arboris constituit §. 35, pag. 43 incipiens, usque ad -51

pag. 178, §. 36. 203

E resultatis asqualibus ad eorum aequalitatem, unde prodierunt, non
concluditur (pag. 43). 51

Reductío quantitatum ad formám temporis, rectaeve ; (imo quarun-
dem ad circulum). * Quantttas finita (absolute, respective) (pag. 44). 52

Constat, continetur (pag. 45). 52

* Addita, etsi •—i—•, 1—1 adfuerint quocunque ordine, summám eandem

praebent (ibidem usque ad pag. 47). 53» 54
Datur limes (ibidem VI). 55
* Tempus quodvis continuum gaudet dimidio (pag. 48) et si di- 55

midii semper dimidium accipiatur, dabili quovis tempore minus prodit

(pag. 49). 56
* Si u multiplicetur per factum e factoribus numero », quorum qui-

vis =2: factum numerus quoad » érit (pag. 49. IX). 57
* Temporis continui Q, quod inter 2 puncta est, quaevisparik certo

numero accepta, superat ipsum Q (pag. 50). 57

+ Tempus tale (ut prius) per quemvis integrum dividipotest (pag. 50); 58

omniaque dicta ad rectam applicari possunt (pag. 51). . 59
Pro « integro, et a, fi positivis, est n(a-\-fi)=na-hn{i (pag. 51). 59

Ita ^tE- = ^ - + - £ - • applícatio ad a — (i (pag. 52). 59, 60
n n n r c

* Si e tempore T (vei recta) possit « numero « accipi, ita ut «J = O

vei O supersít: ex eodem T(tt-hi)u accipi nequeunt (pag. 52). bo

* Quaevis quantitas ad unicum reduci potest (pag. 53). • .-6o

* Si A=z=B, est etiam A — B, id est A'~B' (per A\ B' reducta

A t t B intelligendo); et conversa (pag. 53^ . v . 61
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* Si A constet ex a, b, . . .: est A'=a''-M'H-*** (etsi interminata
sit reductio) (pagg. 54, 55). I 62,63

Resultatum additionis subtractionisque quantitatum reductarum, ««*-
cum- Imo etsi C = Q et « = c uti sünt considerentur, undevis dematur
a ex C et c ex Q: residua erunt =c-lia (pag. 55J. 63

* Quantitatibus item ita ut sünt, sine reductione consideratis, et
=-l i tate terminata intellecta:

1. Si A^=B^=C: est etiam A=>=C, (pag. 56). 64
2. Si P = = ö , et p==q; ac / (portio ipsius P) ex /*, et y (portio

ipsius Q) ex Q, undevis dematur: erunt illa, quae ex P et Q remanent,
sequalitate terminata aequalia (pagg. 57 usque 59). 64—67

Ut resultatum multiplicationis divisionisque unicum esse probetur:
prius de fractionibus (mensuratione supposita expressis); et prius pro
casu commensurabilitatis (a pag. 59 usque 62) : nempe 67—70

1. fractío, forma quoti exprimi potest (pag. 59). 67
2. Si per integrum multiplicetur numerator, valor toties augetur, si

denominator, valor toties minuitnr ; si uterque (per eundetnj multiplice-
tur, valor manet.

3. Regula hinc ad denominaíorem eundem reducendi (vide etíam
pag. 396); (nóta, unde quae fractionum sit maior dignosci queat). 429

4. MulHplicatio fractionum ; unde fractio fractionis, et modus quo
fractio, unius rei in fractionem rei alius mutari queat.

5. Divisio fractionum.
6. Fractio et pro casu terminorum non integrorum quotus est.
7. Reductio ad dátum numeratorem vei denominatorem.
8. Etsi per fractionem eandem multiplicentur termini fractionis, va-

lor idem manet.
Posstbilitas mensurationts (pag. 62, XXI). - 71
Datur quarta proportionalis (pag. 64. XXII). . 72
Proportionis alia definitio (pag. 65). In proportione duo priora, et 75

duo posteriora sünt simul commemurabilia vei simul incommensurabilia
(pag. 66). 75

Proportionalis quarta unica est (pag. 66). 75
Definitio proportionis JSuclidea, eiusque cum dictis aequivalentia (pag. 11 16

et pag. 67). 77
Quaedam de limitibus praevie necessaria (a pag. 08 usque 70). 79—82
1. Si (o—o: et ka*—o; imo e quotvis factoribus, quorum aliquis

—.o, factum — o . Quantitas omni dabili minor non existit (pag. 69). 80
2. Si a», X —.0: et to ± * í ' ^ o (nisi 0 * ^ ^ = 0 sit).

BOLYAI, Teniameii. II. <*
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3. Si x—a, et y—b: tum * + y "—a -+- b\ et summa quotvis uuan-
titatum ad limitem tendentium tendit ad summám limitum.

4. Si x—y—. o, et *-—• a, y — b: tunc a = ö.
5. Si / > * > ? , et p — q'—- o: tum etiam p~x -~- o, et x — q—~- o.
L c- L «-hl T l
0. ai « — 00: tum—^=— — 1. Itan

n

8. Si a constans sit, et J -^OO, atque a > x > : tum
* . O.

De resultato multiplicatirmis fatque certo scnsu divisionis) unico (a
pag. 70 usque 75). I 82—87

9. Ordo facturum (etsi omnes incommensurabiles fuerint, utcunque
discerpta facturum imagine) non mutat factum.

10. Factor b cumnullo factore a-\-c {pro c non o) factum il/i, quod
cum a efficit, aequale prodticit.

11. Si x—a, et y—b: tum xy'^ab; et limes facti e quotvis eins-
ntodi factoribus est factum limitum.

A
12. A divisum per B dat quotunt utiicum q ; et —- = B, atque

A = Bq, et -=- B=A, item ~=A - - .
B q q

13. Si mu = vei --• B, et nu=A, atque mv= vel--~Z>, etnv=C:
tum A: B = C: D, adeoque firapr/rtio ita designari potest. Atque si
B:A=Q sít: i? per AQ, et Z> per CQ exprimi poterit. Conversim
quoque, si A : B = C: D, aut B = AQ et D^CQ: proportio est (pagg.
75. 76). 87

14. Si #—a , y -—-b , et nec _y nec ö = o: tum quodvis ipsorum
x x a a f . o

• '' 1 1 1 " . " (P^E- 77)- o")

y o y 0
* In praec. o e valoribus divisoris excludebatur: quidsi divisor " ^ o ?

(pag- 79)- 91
* Quidsi tam dividendus quam divisor — o ? quíedam de quoto simul

variatorum praevie (a pag. 80 usque 82). 92—94

I. Si — — í: tum pro utvis magnó iV datur « — u'<C\--^-.

c- u . u'
t. hl — r-— i : tum etiam -—1.

3. Si tó' pro dato quovis N potest <^ . - fieri, ac —,- -*- 1: tunc

etiam ;- 1.

u
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4. imo eüam — , — i - — . 1 , et - . — 1 , sí x < ~ Ár fien potest.

5-

6.

7-

n
y

Si

Si

SÍ

u

u

u
u

u
uotus

T ^ 1 !

- -—^ I

7" ̂ ~* >

formás

ac

ac

ac

Vv
V

v'

V

afr...
abc .. .

U-+-V
etiam ,-- , --* I.

u'~\-v'
uv

etiam
uv
u

•"— i : etiam — l.
v

utcunque discerpi valore incolumi potest

(pagg. 82, 83). I 94—96
De potentiis ct nperattonibus eamm primariis (a pag. 84 usque 94); 96—109

addi t is (pagg. 105 . . . 107, - 121—124,

e t 128, 129). 147—149

Ouod potentia possibilis sit, sive commensurabilis sit exponens q sive

non, et sive I-JH sive 1—1 fuerit:
1. Si q integer ^ et > l sit.
2. Si q=l.

3. Si q=0.
4. Si q integer 1—1; deínde non integer, prius I-JH, tum 1—<, sed quan-

titas cnmmensurabilis fuerit (pagg. 84, 85). 96—98
5. Sed quaritur (ad praec.) num detur tale A, ut aa = AAA ?

(pag. 85). 98
6. Maius ad idem elevatum, et idem ad maius elevatum fit maius

(pagg. 86, 87); et pro exponenlis valore eodem, potentia eadem est; unde 99, íoo
potentiae ad exponentes denominatoris commuuis reduci possunt (pag. 87). 100

7. Si q incommemurabilis, et prius tani q quam a <-JH fuerit (pag. 87). 101
Casus, si rt=i; si a < i (pag. 88). Si q 1—1 fuerit (pagg. 88 et 89); unde 101, 102
potentia e divisore in dividendum pont, expanente in oppositum mutató po-
test (pag. 89). 102

8. Quodvis N sive > sive < i fuerit: \N*—*i, si m ' ^ 0 0
(pag. 89). IO2

9. ai aQ = a9+Q (pag. 89). Et ai: aQ^ai~Q (pag. 90). 103, 104
10. Si att = Bm: non solum a>*=B, sed etiam B~» =a=Bq (pro

q = ). Et si — — q, et aq^=B, est etiam B'n =<í, atque si B7~a,
m m 3f~ J-

est etiam a9 = B; et sive y B, sive Bi scribatur, perinde est (pag. 90). .104,105
11. (YBT—V£"i e t

/ b y w
l 2 \ c ) = •<-•?• ( » 90- 165
[3. (a"/=aM (pagg. 91 et 92J. 106,107

d*
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Hinc V
14.

(pagg-
Si

15

16.

Si ,
92

a

J
Si

&=
a < 1

et 93)

= ? .

n
m

aT (pag. 92).
, aut exponens

•

et a"=bP: est ««

f=*.*.*». Et

— q, consideratur

uterque (aut

= í ; et si aP

{fabcTr.^y,
potentia pro

unus tantum)

=b,
~ */
a. y

a

est <!"=#

J.Vc...
positivo et

'—' fuerit;

1 (pag- 93)-

negativo,

Ed. 11.
Tom

I
pag.

107

107, 108

I07, 108

prouti m par aut impar accipitur. Origó imaginarü (pag. 94). 108,109
De compendiis aperationum per logarithmos (pagg. 95, 96). IQQ—m
De expressionis vahre, mutata unitate, et de expressionibus quoad

diversas unitates factis, ad eandem reducendis; (quum omnia dicta huc-
usque certae determinate unitati positivie innixa sint) (pagg. 96 üsque 105). 111—121
Exempla aequationis sectionum conicarum (pagg. 101 usque 103) ; ubi no- 116—118
mina printaria sectiones conicas concementia (pagg. 101, 102) definiuntur. n6,117
Ouantitas concreta et abstracta (pag. 97). m

De imaginarüs, atque (kis admissis 1 calculo radicatíum, (a pag. 105 121—136
usque 118: cui addendum pagg. 128, 129, 9. 10. 11. et 12.). 147—149

Hucusque Unitas positiva ponebatur: sed prouti superius quantitas
cum quantitate (nempe certa cum determinatione) produxit positivum et
negatívum; ita si quantitatem a, ut radicem e quovis B spectare libeat:
oriuntur pure imaginaria, quorum realitás multíplicatíoni quoad —1

innixa est (pag. 105). 121
Reguláé admissis imaginarüs, atque conceptus mulHplicationis exten-

sus (pag. 106). 122—123
Expressionum aequalitas varia (pag. 107). 133—124
Porro significatio signi } / ; tum

1. / ^ 4 = ^ 4 / — 1 ; atque /a tf"b=^ab (pag. 108). X>4

2. Radix pure imaginaria exprimitur (pro P positivo) per

__ V— p= yp y—i;
atque y — 1 (pro a, bt realibus quoad -+-1) potest per a + A y — 1 ex-
primi (a pag. 108 usque 110, prima tantum Trigonometria elementa re- 125—127
quirens). Nempe pag. 109 radices »-ti gradus tam ipsius -h l quam ipsius 125,126
—i exhibentur omnes, numero ». Et (pag. 110) exemplis illustratur. 126,127

Hinc (item pag. 110) si }fp sít / , érit "^—P=p (a+b V ^ - Ó ; 126,127

y— PQ (pagg- m . Hí)- 128,129
Y }f B y~C... - }fABC (etsi imaginaria adfuerint).
At si id tantum constet, quod M e= yP, et y e= yQ > e x e o

i=i yPQ tantum bequitur.
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3. Sí ya = x: est x f= sed non 1=) y « " atque sí * = y a , est

x=y yan= fan; et hinc f —1 = / f—1 = ) / _ i , atque (—1)^ =

sed non (=) (—i)T (pagg. 112, 113). I 130

* De elevatione imaginariorum (a pag. 113 usque 118). 130—136

4. Quaestio ad \—1 redit. Est verő 2», aut potentia ipsius 2 in-

tegra, aut factum e tali, et numero impari; y — l nonnisi ad « 2 f ele-
vatum (pro m integro) dat reale, et quidem -f-i pro m pari, et —1 pro
m impari (pag. 113). 130, 131

5. Etiamsi p<C <?<C r < . . . potentiae integrse ipsius 2 fuerint:

nullum reale dat (pag. 114). 131,132
6. Radices exponentis 2" ipsius — 1 , e&dem sed via a pag. 108 di- 125

versa,item sub formám a-\-by —^ venientes, exhibentur (pagg. 115,..., 118). 132—135
7. Piire imaginaria a realibus nonnisi determinatione (utí *-!-« et 1—1)

differunt\ nec scientia, quae praecisinne evidentiaque gloriatur, meris ima-
ginibus nulla nriginali gaudentibns cnntenta esse pntest (pag. 118). Et 135, 136
aeque visibiles süni, etsi imaginartum in expnnentem ascendat (pag. ib8). 193
Exemplum, quo in Geometria visibilia fiunt imaginaria, exhibetur (pag.

177, 7.). • M i
De regulis additionis, subtractíonis\ multiplicationis, divisionisque quan-

titatum cnmplexarum (etsi imaginaria adfuerint) (a pag. 118 usque 130). 136—150
[1.—3.] Regula additionis tradittir (pag. 118.) Quod hoc pacto summa 136

quasita prodeat, demonstratur prius de realibus (pag. 119.) tum etsi ima- 136—138
ginaria adfuerint (pagg. 120, 121.) 138—140

[4.] Subtractin demonstratur pag. 122. Quod oppositum subtrahendi íta 140
dicto minuendo addendum sít, demonstratum est (pag. 26), 31

[5.] Multiplicatio demonstratur (pagg. 122 . . . 126). 140—146
[ó.] Divisio demonstratur (pag. 126). 146
Exempla quaedam.

7. (a -*- 6) (a 4- b) et {a — ő)(a — l>); dein

(a-t-/?) (a-/b=a>-F't (/*-+-V~&) (Y*- / í ) = a-b ;
•_ c'] [c*- (a - i ) 9 ] ^

(a-\-b—c) (a->rc — b)(b + c — a)

(pag. 127). Et ibidem 146, 147
8. demonstratur summám qualiumvis realium et pure imaginariorum,

per qualemvis eiusmodi summám divisam, dare quotum. _ • .
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t V^\ fi I "I3

9- [— T " * " ~ 2 }' S C Ű l~2~*~^2a\ f p a g - I 2 8 ) ' u b i a radicem I 147-M
ex — 3 denotat sensu (pag. 108). I a ^

10. Si a \ P" H j ^ ^ - multtplicandum sit per 6 VQ* J— •
*FÖ" a YP" '

érit factum

(pag. 128). Unde etiam regula üquet: nempe 148

a {ÍP- .
11. Modus factorem signo 1 praepositum introducendi, aut illum, qui

signo subest, educcndi (pag. 129).

iá. A{T':B f <T = 4 yf1^, (ibidem).
13. Divisio ipsius .v"—1 per x—i, et
14. ipsius I per 1 — x. Et
15. hinc summa seriéi geumetricae^ et casus, ubi formula summse fit

- ; tum limes sunimae, si exponens < 1 sit, nec non complementum
o

quoti Ín exemplo pusteriore (pagg. \%\ et 132)- 151,152
16. Seriéi Aritkmeticae terminus generális et summa. Ex. gr. nume-

rnruni inipariuin summa u<quc ad »-tum inclusive, est n1 (pag. 132). 152,153
[17. Series Arithmctica ordinis «-ti ípag. 133).] 153,154
18. SÍ (a-hó) per se niultiplicatiim item per a-hb niultíplicetur,

atquc hoc continuetur, donec (n-l-A)" fiat: quíeritur productum (pag. 134). 154

( b \"i -f- rt". Et simili modo tolhtur

quh'is fad'ir e qunvis terminu binnmii ad expnnentem elevati (pag- 134)- i$5
Demottstratio binomii pru n integru fiositivi (pagg. 135 . . . 137)* Atia 156—158

demtMStrati<> (qua ctiam numerus combinatimum exhibettír) (pagg'
1 3 7 . . . 140). 15»—161

Démonttrntio /nrmuiae binomiális pro expnntnte qualwis (adhucdum
exclut', imaginarir,'), (a pag. 141 usquc 150). Frius [1.—2.] k-x, qua tcr- 161—172
tniníinini signa pni -\-x et * cum H-e ct -e cnnibinatis prodcunt,
cxponitiir; tum [,i.- -5.] exponente coefficientis ab exp*m*nte seriéi diatincto,
demonstratur seriem eitistnodi, pro JT<^I, ad limitem tendere, attjue limi-
tem c»be ( H - * ) ' .

6. Si < > i , tűin (i-hx)' iu exprimi nequit (pagg. 151 ct 15a). Prn 173—174
x—±1 videatur (p*gg. 303 ct 304). 333i 335
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7. Aliquid de seriebus injinitis, qiiarum incrementa tcrminorum ten-

dunt ad o, cum exemplis quibüsdam (pagg. 152, 153). I 175—177

8. Si — - — q ; de {a~\-b)t quoquc valet formula binomiális. 178—181
tn

9. Etsi binomium imaginarium contineat, valet (pag. 156)- 181

10. Si exponens binomii vera fractío sit, formula coefficientis
r K-I-!/

fi-ú (pag. 157). 181

De Ingarithmi expressione per seriem, el potentíae logarithmique con-

ceptu suölimiore, atque quantitatis ímaginarise ascensu -in exponentem (a

pa-g- 157 usque 178). 183—203

+ Si in (i-t-Ar)" nonatur # — — , atque «-—00: tum I • -1 -•— o. At
v ' l m M \«+i /

1. si etiam m —1=0, et ab « certo modo dependeat; ex. gr. sit
m=n ; tum 1 -h gaudet certo limité, in posterum e dicto, basi lo-

\ n ! 1 j Y
garithmoruin, uui naturalcs vocantur. Etsi \\-\ 1 ad q elevetur, se-
ries, quee prodit, — e q (pagg. 158, 159). 183

2. Etiam e quantitate reperitur logarithmus (pagg. 159..., 162). 183—187

3. Modulus systematis logarithmici reperitur (pag. 162). 187

Si verő duae bases fuerint B et C, et log. N quoad B sit ö, ac log. N
, s* • b log- C

quoad C sit c ; est — = -r-2—ír •
c log. B

I,og. o — — 0 0 (pag. 163). r88

* Porro in serié ipsuni ecb (per praec.) exprimente substituatur a-h/?

aut a — (9, aut a(l, vei -„-, prius pro «, /9 vealibus (pag. 103); tum etsi 188, 189

imaginaria contineant (pagg. 164... 167): animadvertitur, has series ana- 189—192

logis subesse operationibus, ac si exponentes ipsius e reales essent; ge-

neraturque cunceptus pníentiae logarithmique fsensu sublimiare) (pagg.

I67T 168). 193.193

Logarithmus reális hoc sensu quantitati negativae haud competit
(pag. 169), aed elementáris competit (pag. 170). 194, 195

Datur pro quibusvis realibus A, B tale *. ut # = l o g . (A-t-B\/—1)
(pagg. 170... 173). I9S—I98

Ubi etiam series sinum et cosinum arcus «-tupli exprimens cxhibetur.
E t s i A ' ( C Ü S . « H - 1 / " — i . s i n . « ) = ^ - h ő K — 1 — Í * 4 " * ' ^ (pro A, B, K, k,

et a realibus): tum fi^2'^A1~\-Bí (pagg. 172 et 173). 197,198
Ijigarithmi imaginarii qitantitatis negativae innumerabiles (pag. 173), 198
Pro quovis K positivo datur tale £, ut e" = K (pag. 174). 199
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Bxempla.
1. Logarithmi ipsius I innumerabíles, inter quos solum zero est

reális.
2. tf** " • = — i , et nV—i est unus logarithmorum naturalium ip-

sius —i.
3. Valor ipsius e*~'.

4. Y=i = eaV~\ et a V~* = log. nat. V^i.

5. Valor ipsius (/—i)*^"1 (pag. 176). I 201

6. Quid per cos. a=. — , et s m . a = -7= 201,202
2 2 V —1

intelligatur (pagg. 176, 177, 456). n 14
* 7. Applicatio certa imaginariorum ad Geometriám (pag. 177)- I 202

2 2
8. Log. (—z) — log. (—3) certo sensu = log. = log. —

—3 3
(ibidem).

III. CORONA arboris Arithmeticae incipit a §. 36, pag. 178, et de-
sinit pag. 442. 204—478

Functio, variábilis, cottstans (pag. 178). Rami, in quos corona divi- 204
ditur (pagg. 179, 180). 205,206

Dein
1. Functionis divisio (pagg. 180, 181) in algebraicam^ íranscendentem, 206

absolutam ;
2. designatio functionum (pagg. 181 . . . 183), 307,108
3. Sí in A (x) substituatur x~\-i, et quseratur valor functionis

A{x~\rt) (Probl. Taylorianum); et porro comparetur augmentum func-
tionis cum augmento simultaneo ipsius x; pervenitur ad ratíonem ultí-
mam augmentorum evanescentium iuxta NEWTONUM, nempe sí

dum i ' ^ o (adeoque priusquam = 0 fieret), Insignis limes iste est, e
quo et calculus differenttalis deduci potest (pag 183). Sed 208

4. Évidentius simpliciusque fit, si (pag. 184) ipsi x substituatur
x

prius o, dein *, íd est — , tum 2x, 3* 6 \ atque valoribus prodeuntibus
post se invicem positis, quilibet cum sequente comparetur (quoad incre-
mentum); et incrementa ista novam seriem forment: seriéi Jiuius summa
in aperto érit; atque si

5. Alia series occurrat, e qua eodem modo pro iisdem x et n de-
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ductae simili modo seriéi, temiini telT eidem mx (pro quovis eodem m)

respondentea, ant sínt squales, aut y-~- I, pro « — o o : facíle patet,

summám utriusque esse aqualem, ct si unius functionuni valor notus

ait, et valorem alterius innotescerc (pagg. 184. . . 186). I 209—212
6. Etsi serierum e iluabus fiinctionibns derivatarum termini, cerUe

parti ipsius x (seil qu;e — o) respondentes non aequipoüeant (pagg. 187— 213,
188, et 269); valet in prsec. dictuiu. 214,301

7. Datur pro utvis magnó N integer « ülem pro omnibus m, ut

« (mx) - a ( « * ) < a ^ (pagg. 188, I8Q). • 214. « 5

•s. [9-] Integrálé, differentiale (pagg. 180 et 209). Limites integrális, 215,301
differentiale vcrum seu elemenhim, functio summatrix, differentiale strictius,
vei strictum, per (I prapositum denotatum, ut coeff. differentialis seu de-
rivata per W (pagg. 190, 191). 216,217

10. Si functio absoluta, cuius valor quíeritur, non in concreto, sed
nonnisi per functionis limitem detur: hunc dari deinonstrandum est (ut
fit pag. 230); utcunque sit. saepe differentiale functionis A (x) quaeritur, 261
per duas functiones tales C7,(x) et Wt(x) ut

Utimx) — £/.((«— l)x)<iA(mx)—A((m—i)x)<:^(mx)~C/7((m—l)x),

et
Uyjmx) -U,({m—\)x)

" 1 '
si iám

U(mx)—U((m—i)x)
B(mx)—B((m—\)x)

quoque -—I, et simul
u(mx)

U(MÍy-I/iJm^T)*)
' — i ,

atque n (mx) gaudeat forma differentialis strícti: habebitur differentiale
ipsorum A (x) et B (x) commune (pag. 191). 217,218

II. Differentialia aequipollentia functíonibus íequalibus, et functiones
aequales differentialibus sequipollentibus gaudent. Idem de derivatis; atque
nec integralia differentialium aequípollentium prater constantem differre
possunt (pagg-191, 192). 218,219

* 12. Variabiles plures *, y, 2, . . .; et pro variabili absoluta * deno-
tationes y (mx), z (mx), j , z (pagg. 192, 193); differentíale. derivata fun- 219,220
ctionis plurium variabilium (pag. 194). 220,221

13. Ditferentialia et derivatse quoad variabiles diversas accepta
(pag- 194)- . 221

BOLVAJ, Tenlamen, II. £
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14. Differentiale purum, derivata púra ; fz a (z) seu J a (2) (quoad z)
est functio illa primitiva, cuius derivata quoad z est ~a(z) 6°. (pagg.
194, 195). I 221,222

15, [ió.] Differentiale et derivata partialis. Dtrivata »-ta, differentiale
K-tum (pag. 195). 222

17. Quotvis fuerint variabiles «, v, ab eadem absoluta x (saltem si-
multanea positione) dependentes, quarum differentialia sint ö{x), c(x):
quoad quasvis variabilium «, v, . . . accipiantur differentialia bt(x) ipsius
«, Ci(x) ipsius 7', & seriei inerementnrum summa eadeni prodit. Ita
b (x), c (x) et b,(x), d(x). ]3ro terminis generalibus accepta summám
eandem dánt; pariter b (x) -+-c (x), et b,(x) -+- ct(x). Unde etiam differen-
tiale seriei convergentis B (x) -\-C(x) •+• . . . est summa differentialiuni
fünctionum singularum. Derivataque summs seriei quoad eandem varia-
bilem accepta est summa derivatarum singularum, item quoad eandem
variabilem acceptarum (pagg, 195, 196). 222—224

In quovis termino generáli seriei incrementorum dictEe, cuivis quan-
titati substitui ei aequipollens potest, si nonnisi summa spectetur. Atque
hinc pro reperiendo integrált, licebit differentiali aliud 33quipollens diffe-
rentiale purum, quod integrari queat, substitui. Idem de derivata (pag. 197)- 224

18. Exempla faciliora pro Tyronibus (primis elementis imbutis) ap-
plicatianis theoriae ad Geometriám et Meckanicam (a pag. 197 usque
242); ubi §. 37 pro exemplis supposita deinonstrantur, et quíedam inde 224—273
deducuntur, imo guoad curvas etiam primaria exponuntur.

[VI.] I. (usque 5). Supponuntur (5. 37) demonstrata, exponunturque a)—d)
certarum fünctionum absolutarum simpliciorum differentialia derivatfe-
que, adeoque et horuni integralia (prseter constantem) (pag. 198). 225,226

5. Si duse series incrementorum (eiusmodi ut dictum est) fuerint, ej

et unius summa A, terminus generális a (mx), alterius sumina B, termi-

nus generális fi (mx) fuerit; atque —^—J-'-^B: tum A = -Q- (pag. 198). 226,227

6. Ex 0 log. u = — , est u Ó log. u = ti == Ó u; per quod functio, f)

etsi variábilis in exponente sit, differentiari potest; atque hinc

J a"'
aax= a log. a

7. pag. 199. Si derivata fuerit summa terminorum numero certo, ad g)
exponentem positivum integrum, adeoque potentia hsec constet e certo 227—228
numero terminorum, qui singulí integrari possint: érit summa integra-
lium terminis singulis respondentium, integrálé derivatée datse. Si verő
derivata fuerit series convergens infinita formae Ax* -+- Bx11 -+~ • • • expo-
nente ab aliquo incipiendo unitatem superante et semper crescente:
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summa integralium termi norum singulorum, integrálé tutíus derivaUe, et
pariter series convergens érit.

Literié puncto insignitíe, eadem sine puncto signo 0 prseposito, imo
et quodvis aliud, qiioail quamvis variabiliuin expressum, d ;equipollens,
siibstitui potest; quo pacto derivaUe sjepe purae (salvn integrált) reddi
possunt (pag. aoo), nenipc si £-s-r/i, est J / (quoad z) = \ pv (quoad «). I 228,229

Eaiictn pag. 200 [ V I I ] , derivata areae in piano, derivata lineae in 229

plann, snliditatis per revolutionem lineae dicUe generatie, referimtur. Deri-
vata line;e Ín genere est {pag. 268). 300

Pag. 2O[. Derivata distantiae centri gravitatis a certo piano quoad 229

abseissam x; atque pag. eadeni, et 21Ó... (etiani pag. 22b) referuntur 230,247,258
difíerentialia mututii rectilineum concernentia, denotationibus pag. 193 220

adhibitis.

Pag. 203. VIII. 1. jv sívé J 1 (quoad v) =v. 232, a)

2. Casus differentialis negativi, atque ubí valor ipsius A (x) pláne b)

pro JT=O quaeritur.

3. De casu, ubi ̂ (0)^=00. c)

4. De casu, ubi differentiale (nempe terminus seriéi generális) pro d)

x=a, id est terminus seriéi /i-tus, o vei 00 fit (puncta disereta infe-
rius pagg. 269, . . .). ( 3° ' . - - -

Pag. 205. IX. 1. Si ordinata y=axf; area = \y (quoad * ) : = - - 235, a)

(nisi / = —1).

2. Area inter hyperbolam aequilateram et q (pag. 103), atque ordi- b) 118

natam r et asymptotam. Soliditas per revolutionem circa asymptotam
(»rta --^JT. Exeinplum pro diversis íunctionibus summatrícibus eidem diflfe-
rentiali res pondén ti bus, qux tamen cum constantibus concernentibus
eadeni integralia pnebent (pagg. 205 et 206). 235—^237

* Pag. 207 usque 209. Areae dicta; hyperbolicae sünt logarithmi na- 237—239

turales abscissarum e centro acceptarum: ubi (pag. 207, 4) demonstra- 238, d)

tur, derivatam (quoad z) ipsius log. nat. z esse — , (imo pag. 210, etsi 241

z non ipsa variábilis absoluta, sed qualisvis eius functio fuerit). Modus
constantem in simili casu quierendi. DK logarithmis abscissarum negati-
varum (pagg. 209 et 210). 240,241

Pag. 2 i i , 5. Soliditas paraboloidis, ellipsoidis, hyperboloidis. 2 4 2 , ^

6. Si « et v dertvatae quoad eandem variabilem sint, et - =i, est f)

\u-=k\v. Applicatio.

Pag. 212. 7. E derivata arcus circuli quoad tangentem (pag. 309 de- 243,^,338
ducta) series Leibnitiana peripheriam exprimens (vide etiam pag. 303). 334
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Pag. 213. [8.] Longitudo arcus circuli per integrationem formuláé I 2 4 4 ^
(pag. 200). 229

Pag. 214. [9.] Catenaria, eiusque rectificatio. 245 i)
Pag. 214. Exemplum integrationis derivatee superficiei per revolu- 246 kJ

tionem lineas circa axem ortae.
[X.] Bxempla Mechanica (a pag. 215 usque 242). 246—273
Pagg. 215 et 216. Conceptus vis momentaneae et constanter agentis. 246, 247
Pagg. 217 usque 219. Demonstrantur differentialia (pag. 201). 248—250,230
Pagg. 219, - .., 223. Exclusa prius medií resistentia, et vis w prius ab 250—255

s tum a t dependens. Motus dtfformiter accehratus ex. gr. per gravi-
tatem.

Pag. 221. Formula prasc. velocitatem etiam ultra centrum exhibet. 252,253
Pag. 22z. Altitudo competens celeritati minimae, qua glóbus de su- 254

perficiei terras verticaliter explodendus esset, ut nunquam redeat, radio
terrse aequatur.

Pagg. 222 et 223. Si vis w functío temporis fuerit. 254,255
Pagg. 223 usque 229. Si vis w functio velocítatis v fuerit. f*risma 256—260

resistentiae, exponens resistentiae. Tempus, celeritas, spatium in medio
uniformiter denso. Applicatio ad corpora Iabentia.

Pagg. 229 usque 234. [XI.] Conceptus centri gravitatis geometrici. 261—266
Functionemque (ut dictum pag. 191 est) per limitem datam valore abso- 217
luto gaudere, et eius difFerentiale (pag. 201) esse demonstratur. 229

Pagg- 234 usque 237. Exempla: centrum grav. segmenti paraboláé, 266—268
paraboloidis, sphaerae, arcus circuli, segmenti circuli, superficiei sphaericae
pro certa abscissa.

Pag. 237. Superficies per revolutíonem circa axem generata = lineae, 268, 269
cuius revolutionc generata est, per distantiam centri grav. ab axe el per
27T multiphcatae. Snliditas =- areae, per peripkeriam centro grav. areae
descriptam multiplicatae.

* Pagg. 238 uaque 241. [XII.] Centrum osctllationis, ct centrum per- 269—273
cussionis.

Pagg. 242 usque 268. [5 37.1—IV.] Demonstrantur formuláé differen- 274—300
tiales (pag. 197 supposifce, praeter ea, quse pagg. 207, . . . 217,.. . 229, . . . 225, 238, 248,
demonstrantur). 261

I. Si u — A (x), est d(«*) quoad u^=kuk~lú, &. Datur verő pro quo-
vis N tale « idem pro omnibus, ut requiritur (pagg. 244,. . . ) . 276,...

II. Óuv = uÓv^rvdu, pro u=A(x) et e> = .ö(jc); (M—•) autem = 281,282
vöu — uw

• - & .v*



INDKX RKRUM I. XXXVII

Ed. II.
Tom pag.

ü l . SÍ arcus x circuli sit variábilis absoluta: differentialia sinus, co-
sinus, tangentis (pagg. 250 usque 253; quoad sinum versum vide I 282—286
pag- 337)- 357

Derivata functionis trigonometricae unius quoad aliam (pag. 253), 286
Ibidem ct pag. 254 differentiale arcus quoad functioncs trigonometrícas 286,287
deducitur.

IV. Pagg. 254 usque 260. Si pro abscissa x, arcus ipsi x respondena st 287—292

et chorda c sit: fit - -—1, si M - ^ O O . Curva (concava, convexa), tan-

gens, subtangens, normális, subnormalis. Curva gaudet tangente in quovis
puncto; tangens cum ordinata non coincidens secat ordinatas omnes &.

Pagg. 260 usque 264. Limes summae chordarum {qui per longitudinem 292—296
arcus íntelligitur), utcunque sumantur chordaey idem est. Differentiale et
derivata arcus.

Pag. 204. Differentiale areae, et pag. 26; differentiale soliditatis per 296, 297
revolutionem generatarum, item differentiale superficiei talis pro curva
concava, et (pag. 266) pro convexa &r. 298

Pag. 268. Lineae cuiusvis (etsi non in planum cadat) differentiale et 300
derivata.

269. [V.] Dum expressio differentialis pro certo mx (pag. 205) fit 301, 235

oautoovel —: puncta certa discreta, singularia ob certas qualitates dicta.

Pag. 272 usque 283. [VI.] Exemplis haec Ülustrantur. Expressio tan- 301—315
gentis, subtangentis, normális, subnormalis, punctum flextts, cuspis primi,
secundi generis, punctum multiplnm, izolatum. Asymptota (pagg. 283 us-
que 286). 3I5—3I8

Pag. 286. VII. De °- et ^ ° . 318

Pag. 288. [VIII.] De ordinatis ex uno puncto tanquam centro (vei 319
polo) enntibus: spirális Archimedea et logarithmica (abscissa u in peri-
pheria accepta).

Pag. 289. [IX.] Theorema Taylorianum: I. de casu, quo ope theo- 321
rematis binomiális demonstrari potest, 2. generaliter iuxta Lagrange (a
pag. 291 usque 294); additis cotnplemenU finibus, intra quos contineri 323—326
debet, apud quemlihet terminum subsistere libuerit. Prius pro una varia- 341
bili (pag. 311 pro pluribus).

Pagg. 294 usque 311 applicationes varia: Complementum generálé far- 326—341
mulae binomiális (pag. 295). Ibidem 4. de facto e/actoribus, quorum nu- 326,327
tnerus -̂ —00 (ut in formula binomiali).

5. Applicatio ad (i-+-*)', pro * = ^ - i et exponente negativo et £>i
(pag. 299). ' 330
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6. Formuláé ipsitis ( H - i ) ' pro e<Ji, complementum ^ o (301)- 1 332
7. (pag. 302) si c fuerit negatívum et | > l , complem. •—00; a t — o 332

semper, excepto si c negatívum et non <^i sit (pag. 303); nimirum 333

8. sí * — — r, series millius valoris est.
9. Hinc (ex pag. 2 [2) illustratío seriéi Leibnitianae ex ( i -M)" 1 pro 244

a r ^ l deduetse.

10. Pro (1 — \y valet (pag. 304 usque 307). Pag. 307 animadvertitur, 335—337

(l—1)~'" exhibere seriem arithmeticam ordinis {m—l)-ti (pag. 133). 153

11. Ailhuc unum exeinplum pro facto e factoribus innumerabilíbus.

12. Demonstratív eriterii convergentiae Olivieriani.

14. jtagg. ;,u usquc 314. Taylorianum ad plures variabiles appli- 34'—344

catnm.
Pag. 31;. X. Applicatio Tayloríani ad maximum ntinimumve. Exem- 345

pia (pagg. 31b usqiit; 318). 346—348
Pag. 319. XI. usque 329. Applicatio Tayloriani ad rádium curva* 348—360

turae; e qtio concuptus cvolntae cvohentisque nasettur. Linea l lineatn L

tactus ordine fi-to tangere quando dicitur ? (pag. 319). Applicatio ad re- 34?

ctam, circulnm &. JRadius osculi ; excmpla (pagg. 325 usque 327) radii 355-—357
osculi, sectinnis com'caet cyefaidis. Evoluta cyeloidis cyeloidi evnlvcnti aequa-

lis est (pag. 32S). Cur filum in tangente cyeloidis tensum Hugenius appli- 359

cavit (pag. ,129). 360
Pag. 329. XII. usque 342. Principia ct applicatio calculi variationum. 360—371

Theoria duplici modo (pagg. 330 usque 333, et 340). Exempla : longitudn 301—363,309

minima datam aream clatidens (pag. 333); Brachystwhrona (pag. 337). 303,36b

Pag. 342. §. 38. Ranmrum coronH; arboris unum constituunt aequa- 372
tiones (determinatíc, indeterniinatse). Radix aequationis unde dicitur ?

(pag. 342). Xon quaevis petito satisfacere debet (pag. 343). Ordinatio 372,37+

asquationis, et reductio ad formám rationalem (pagg. 344, 145). Resolutío ^74—-376
generális aequationis urdinatne, gradus primi, secundi, tertii, quarti, (pagg.

346 usque 350). 377—383
Pag. 351. Quomodo resolutio aequationix x'7—~ 1 = 0 cum constructíone 384

geometrica polygoni reguláris IJ laterum ahaereat?

Exempla (pagg. 351 usque 359), plerumque seitu necessaria. 384—392
Kxemplum etiani pro coniunctione impossibili (pag. ^ 7 ) . 391

- 359- i 39- Transformationes aequationum. 393

3 b I «í'quti 3f*3- $' aequatio n gradus una radice (etsi imagi- 395—397
naria) gaudeat. radicibus numero n fnec pluribus) gaudet. Idem modo com-

muni (pag. 363). 3 9 7

3fa4 u t 365- K ]>rsecedente /Í-A: coefficientium in aequatione. 398—400



INDEX KERUM I. XXXIX

Ed. II.
Tom. pag.

Pag. ybb. Si radix aequatwnis (ordinatae et ad coefficientes integros I 400
reductse) commensurabihs sit: numerus integer est; unile modus inqui-
rendi, num radix talis detur, et qttae sit.

^aK8- ,*b7 nsqui; 373. .SY radices omnes reales sitit: tot signorum mu- 401—407
tationes sünt, quot radices positivae, et tot successiottcs signorum aequalium,
quot negativac.

Pagg- 374 usque 379- Modus radices aequatianum altiorum reales, 407—412
fsi denlnr), etsi incommensurabihs sitit, per approximationcm quaercndi
(methnd'i Xewtoniana aut Lagrangciana ) .

f*agg- 379 usque 381. Si plures fuerint incognitae, et totidcm ícqua- 413,415
tiones gradus primi.

Pagg. 3*41 usque 392. Denionstratio reguláé ingeniosíe a Besaut ab 415—424
inductione datiE.

Pag. 3^2 et pagg. 410 usque 421. Aequatio indeterminata gradus 424,...

primi, per fractirmcs continuas. • 451—457

SÍ A et A' inter se primi fuerint: tum ~-TJ minimis terminis expri-

mitur; atque si -j, --= —7- et Ak=a: tum et A'k:=a' et k integer est

(pag. 393). Si N^ab . . ., et a, b, . . . singuli per se primi sínt: tum 426
N a Ha factorum imagine exprimi nequii (pag. 394). Hinc si pritnorum 426, 427
a, b qttilibet seorsim metitur numerum N: eundem N et prnductum e qui-
buslibet earundem primőr 11 m metitur; et ennversim integrum X integer P
nonnisi ita metitur, si P factnribus primis ita exprimi queat, itt imagi-
nis, qua -V factoribus primis exprimitur, partém emstítuat (pag. 395)- 427,428
Quivis numerus primus sub fonnám hn+T venit, seil non quivis nume-
rus huius forniíe primus est. E dictis divisnr communis maxivtus quotvis
integrorum ; neenon minimus eorum, qnem datorum quivis metitur ; pos-
terius ad denominatorem communem minimum quaerendum applicatur
(pag. 396); prius alia metkodo etiani fieri potest (pag. 397). 429,430

Pag. 398. Fractio continua vulgáris. Approximantium expressio. Dif- 431
ferentiae approximantis cuiusvis a sequente (pag. 400). 432

Pagg. 401 usque 404. Differentiae approximantium a primitiva sem- 434—437
per decrescunt, et quaevU approximans terminis minimis expressa est &.

Pagg. 405 usque 407. Fractio continua formae generalioris; atque hu- 438—442
ius evolutio in seriem. Series Brounkeri cum Leibnitiana conveniens.

Pagg. 408 usque 411. Applicatio fractínnum continuarum ad resolu- 442—446
tionem aequationis quadraticac. Regula fractionem approxtmantem quam-
vis pro valore radicis quantovis propius exprimendi. Exempla (pagg. 411 446,

et 412). 447
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Pagg. 412 usque 414. Resolutio aequationis quadraticae per . I 447—449

r ny—m —'—

ayaya. , .*^am ' . 449~45<>
Pagg. 416 usque 421. Resolutio aeguationis indeterminatae per prtora: 451—457

adilitis aliquot exemplis, inter qiiae est, quod si peripheria per quemvis
primorum a, b, . . . dividi fconstructione geometrica) possit: etiam per
fachtm c quibusvis eorum dividi potest, si nullus eorum, praeter 2, pluries
quam semel occurrat,

Si numerus gradiis aequationis impar fuerit, aut pro numero gradus
pari terminus u/íimus negativus fuerit: aequatio radice saliem una reali
gaudet (pagg. 422 usque 424). 457—460

Pagg. 425 usque 436. Demonstratio GA USSiana, dari radicem aequa- I 46 r—472
tionis.

Pagg. 437 usque 441. Primaria de seriebus; de coefficientibus pro 472—478
functionis valore =0, et modus functionem fractatn in alias formae re-
quisitae discerpendi.

GENERÁLIS CONSPECTUS GEOMETRIÁÉ a pag. 442 ad finem II 1—56
tömi primi.

Spatii conceptus e mundo externo per abstractionem (pag. 442): 1
punctum spatiale, punctum temporis (pag. 19). Ubivis in spatio datur I 24
punctum spatiale, et omnia puncta spatialia sünt aequalia. Superficies,
linea, forma, sectio (pag. 443). II 2

Pag. 444. Reditus in mundunt externum, corpus idem considerando in 3
diversis locis: constructio mobilis geometrici; atque cutn hoc reditus in
spatium purum ; axióma congruentiae. Motus geometricus.

Pagg. 445 et 446. Conceptus motum ^eometricum rescipientes. Variae 4, 5
tum quaestiones: atque hinc (a pag.446 usque448) trés operationesprimitivae. 5—7

Pag. 448. Nova quaestione exorta, fit conceptus per vA unicum ipsius 7
B* denotatus; exemplis illustratur.

Pag. 449. Passu ad omne orítur conceptus rectae, planique; additis 8
analogis quibusdam definitionibus.

Pag. 451. Suppositis prius recta planoque : e pluribus rectís ex eodem 10
puncto, oritur pyramis (sensu lato); et accedente mulHplicationey conceptus
similium et komologorum. Ibide'm voces plaga, regio, internum explicantur.

Pag. 452. Aliae definitiones similium. E priina definitione contrarie 10—11
aequalia, geometricc aequalia; Exempla (a pag. 452 usque 455). rí —13

^agf?' 455 usque 457. E, pluribus rectís punctum idem p commune 13—16
habentibus, via unius circa p donec redeat; aut in piano facta, aut non:
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si prius, orítur circulus, et cougcptus concernentes (defim'tiorus functio-
num trigon.J, E posteríore oritur forma apicata, et hinc conceptus ge-
nerális anguliy qui certo respectu quantitas fit.

Pagg. 458 et 459. Fonna sine angulo dicitur fluens, et si hac etiam II iö—17
quantitas (nempe absoluta) sitt dicitur uniformis. Fluens sine recta pla-
nove, dictus curva. Fluens cum recta planove parit tangentem, et tuec
perpendicularitatem.

Pagg. 459 usque 40.2 Rectarumpyramidem generantiumpunctn communi 17—2O
remoto in oo, oriturprisma (sensu lato). Atque hinc aequifiuens, lineae pri-
mario aeouesitae, et conceptus generális parallelismi (directi et inversi).

Pag. 462. Descensus in planum: figura ; rectilineae species quaedam, 20
quo pertinet (pag. 9). yuid per geometrica constructione perficere, intelli- I 14
gatur (pag. 403) sensu tacito Euclidis. II 21

Pag. 403. Constructio geometrica, sensu stricto et lato: nempe infe- 21
rius demonstrando, inter qusevis Juo puocta esse rectam, sí quid, sine
cöniunctione operationum primitivarum, certo numero duarum priorum
(omnibus ad planum restrictis) perficiatur, geometrice (sensu stricto) con-
strui dicitur; si verő non restringatur ad plauum (admissa operatione
tertia quoque), geometrice (sensu lato) construi dicitur (pag. 464). 21

Pag. 464. In piano quae tractantur ? (Annotatio de trigonometria 22
sphasrica, pag. 465). az

Pag. 465. Reditu in abyssum spatii, quae tractantur prius?
Ibidem §. 12 usque 46S. Coniunctio operationum. 2.2—25
Pag. 468. Formae quomodo fi unt quantitates respectwae et reductae. 25

Ibidem usque 476. Generatio certae lineae, quam rectam esse (pag. 478) 2b—32, 34
demonstrátor.

Pagg. 47b usque 479. Inter quaevis duo puncta spatii datur linea 32—35
eiusmodi; exit continuata e quavis sphaera ; congruentibus 3 punctis ne-
cessario congruunt (et continuataej; neque a puncto ad punctum una
recta plures dantur. Est quoque recta quantitas absoluta, et potest in se
porra moveri.

Pagg. 479 usque 4.82. jp/ani generatio. Si recta duo puncta in piano 35—38
habeat, tota incidit. Per qutevis tria puncta datur planum, nec plura dan-
tur (si tria illa puncta non in recta sínt). Planum per quamvis rectam
in ea situm in duas plagas aequales dividitur.

Pag. 482. Formae angulares duarum rectarum congruunt, si arcus 38
e verticibus radiis aequalibus descripti aequales sint; et summa aogulo-
rum e puncto rectse (in eadem plani plaga) est dimídíse peripheriae (id
est duobus rectis) sequalís; et conversim, duas recto sünt in eadem, si

BOLYAI, Tenlunen, II. f
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summa angulorutn e puncto utrique communi in eadem plani plaga sit
— 2 rectis; sünt quoque hinc omnes formse anguli recti aequales. De-
scripto (apice angulorum pro centro accepto) circulo, in omnibus dictis,
nisi ita esset, pars = toti fieret.

Pag. 482. Planum est quantitas (nempe absoluta). II 38
Ibidem usque 486. Sectíones rectarum planorumque inter se, atque 38—42

planorum cum sphaera. Recta cum recta (aut piano) nonnisi punctum,
planum verő cum piano aut nihil, aut rectam commune habét. Recta
per planum transit in spatii plagam alteram. Si planum P cum piano
Q punctum commune habeat: sectio recta est; transitque P per Q in
plagam alteram. Ad rectam planumvc datur e quovis puncto eorum ad
ea perpendicularis; et e quovis puncto etiam extra illa datur ad ea per-
pendicularis. Si recta ad duas plani rectas perpendicularis fuerit, érit ad
omnes in eodem piano per punctum sectionis ductas, adeoque ad planum
ipsum perpendicularis (pag. 483). 39

Planum p est perpendiculare ad planum P, si perpendicularis ad P
in p cadat (pag. 484). Anguli verticales tam rectarum, quam planorum 40
aequales sünt (ibidem); idem tamen et modo communi evidens est, si
formarum angularium aequalitas pro arcubus iequalibus demonstretur (482). 38

Pag. 485. Circulus maximus in sphaera ; angulus circulorum maxi- 41
tnorum fit quantitas respectiva. Arcus circulorum maximorum, ad arcúm
áb circuli maximi perpendiculares, in extremitate quadrantum (polo dictaj
concurrunt.

SÍ plana P et Q se invicem ad angulum rectum secent in recta ab:
e quovis puncto p ipsius P ad ab demissa perpendicularis, est perpendi-
cularis ad Q; atque e quovis puncto ipsius ab erecta ad Q perpendicularis,
in P cadit.

Pag. 486. Si duo plana P et p se invicem secantia, sint ad tertium Q 42
perpendicularia : sectio priorum est perpcndicalaris ad Q.

Angulus rectae cum, piano fit quantitas respectiva (pag. 480); atque
est minimus omm'um (nisi rectus sit), quos recta eadem cum recta qua-
cunque plani per punctum sectionis ducta facit.

Ibidem usque ad finem, de planis rectisque se invicem non secantt-
bus. Axióma Euclideum tria complectitur, quorum quodvis sufficit (pagg.
487 et 488). 43—44

Pagg. 488 usque 490. Brevis disquisiHo de tkeoria parallelarutn : et 44—46
Appendicis idea.

Pag. 490 usque ad finem tentamina eam demonstrandi olim facta. 46—56
APPENDIX, Geometriám ab ea independentem absolutam exhibens. 359—394



INDEX
RERUM IN TOMO SECUNDO ED. I. CONTENTARUM.

Ed. II.
Tom. pBg.

Explicatio signorum. Modus suÓdrvisionis in genere ; et in specie
quoad Elementa Geometria; usque ad pag. 8. II LIX—LXII

Sectio nulla duarum rectarum, aut duorum circulorum, et circuli 57,59
atque rectje (pagg. 9, 11, 19, 232). 66,275

Anguli duarum rectarum quantitas, et aequalium congruentia (pag. 9). 57
•Summa anguiorum, ad eundem apicem in piano, omnium, aut super
recta; anguli verticales (pag. 10). 58

Trés rectae: Angulus externus maior est quovis intemorum opposi-
torum, et si duse rectae secent se invicem, summa duorum internorum
est < 2 i ? (pag. ii)- 58»59

Perpendicularis acuto angulo obiecta cadit. Orígo et species trian-
guli, atque aequalitatis duorum conditiones generales (pagg. 12, 13), et 60,61
translatio anguli (íbidem).

Constructio triangulorum geometrica (pagg. 14, 15, 17). 61—63,65
Trianguli crura !equalia ponunt anguiorum ad basim sequalitatem, et

horum aequalitas ponit crurum sequalitatem. In triangulo rectangulo hy-
potenusa > catheto, et hypotenusae crescunt (pag. r6). Hinc Eequalitas 64
triangulorum rectangulorum, per catheti hypotenusaeque aequalitatem;
et hinc summa duorum laterum trianguli cuiusvis tertio maior (pag. 17). 64, 65

* In triangulo rectilineo dependentia laterum angulorumque opposito-
rum mutua (pagg. 18, 28 et 74). 66,76,434

Si 4 rectarum nullum par fuerit parallelum, oritur trapeeoides: si
duo pária sínt parallela, parallelogrammum ; quod per rectam quamvis,
per sectionem diagonalium ductam, bifariam díviditur, simul cum recta
ipsa. Constructio rectanguli, rhomboidis, rhombi, quadrati. Angulus hinc
in semicirculo est rectus (pag. 20). 68

Si unum par parallelum per alterum non parallelum secetur: pneter
trapezium oritur similitudo triangulorum ; similitudinis triangulorum con-
ditiones, et cetera similitudinem eorum concernentia (pagg. 21 usque ad 68—74
26). Ex. gr. quomodo mílliare pollici exprimi queat.

/ *
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Proportionalis média (pag. 27) ; et conversim rectam, quas hypote- I I 75
nusam ita dívidit, ad hanc perpendicularem esse patet. Theorema Pytha-
goricum (ibidem). E lateribus dignoscere angulum, num obtusus vei acu- 76
tus aut rectus s i t ; et conversa Pythagorici. Multiplicatio lineae per lineam,
et divisio (pagg. 28 et 50 . . .). Similia plurium laterum (pagg. 29, . . .). 77, 99, 78

Rectae cum circulo sectío minima punctum, maxima duorum punctorum
est. Chnrdae arcusque meditullia et centrum sünt in perpendiculari e
centro ad ckordam. Hinc arcus cuiusvis, uti circuli per data tria puncta
non in recta sita, centrum reperitur. Chorda intra circulum cadit. Recta
ad rádium perpendicularis est tangens, et tangens est ad rádium perpen-
dicularis, nec ulla recta inter tangentem et arcúm datur (pagg. 31, 33). 80,81

Recta circulum in J punctis secare nequit. Quomodo tangens ex p duca-
tur e Fig. 42* patet (per pag. 20). Fig. 79+, 68

Plures rectae secantes circulum : prius dua;. Anguli tangentis cum
chorda quantitas (pagg. 33). Angulus ad peripheriam: angulus in sémi- 82
circulo ; ubi ex eadem Fig. 45. conversa patet, nempe angulus interior Fig. 82
est ;>• exteriőr < R, itaque si rectus fuerit, in semictrculo est. Chordae
parallel» absecant arcus sequales. Chordge ex eodem peripherias puncto,
a diametro porro decrescunt, et arcúi maiori maior chorda, maiorique
chordse maíor arcus respondet

Duarum rectarum, se invicem intra peripheriam secantium, facta seg-
mentorum sünt aequalia ; quantítas angutí. Plures rectae ex eodem puncto
intra peripheriam (pagg. 34, 35) ab imo crescunt a diametro usque ad 83, 84

eandem.
Duarum rectarum e puncto extra peripheriam anguli quantitas. Plu-

res e puncto extra peripheriam a diametro decrescunt, partes exteriores
crescunt, usque ad tangentem (pag. 35)- 84, 85

Hinc si anguli unius crura cruribus alterius aequalia fuerint: lateri
subtendenti maiori opponitur angulus maior; patet vertice in centrum
posito, et uno latere unius cum latere alterius coincidente.

Rectilineorum inscriptio circulo et circumscriptio (pagg. 36, 37). Pb- 85—87
lygonum reg. e circulo, et conversim apices polygoni reg. in peripheriam
cadunt. Latus hexagoni. Angulus polygoni, et productis lateribus summa
omnium externorum (pag. 38). 88

Duo circuli se invicem in tribuspunctis non secant; possunt tangere se
invicem, extus, intus ; et centra cum tactus puncto in recta sünt (pag. 39I. 89

Formae per seclianes trium (tum plurium) circulorum triangula
ex arcubus, eius species, angulorum quantitas ; aequatítas triangulorum 90—95,
eiusmodi (pagg. 40 usque ad 46, et 65, t>b). 114, 115
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Sectiones sine angulo: lineae sine angulo * rectis et arcubus circula-
ribus, aut solum ex arcubus. Figuráé e rectis et arcubus, aut tantum
ex arcubus: trés eiusmodi lineae talem haud praebent; ex una recta et
duobus arcubtts, ita e tribus arcubus, nec non e duobus rectis et uno arcú
fieri patest cum uno angulo ; at quatuor arcus, ita duae rectae et duo ar-
cus figurám sine angulo praebent. E tribus rectis et uno arcú talis non
datur (pagg. 40 usque 4q). II 95—98

DE ARKIS. Quo sensu aequatur rectangulum facto la terűm} (pag. 50). 99
Parallelogramma aeque alta et basium aequalium sünt aequ. term. xqualia.
De triangulis idem (pag. 53). Hinc parallelogrammum = facto e basj 101
in altitudinein, et trianguhis est huius dimidium. Altitudo triangult e la-
teribus (pag. 54). Trapesni, quadrilateri cm'usvis, figuráé rectilineae arca. 102
Circuit area (pagg. $*> usque 59) Annulus (pag. öo). ' 104—107, 108

Transmutatio figurarum quoad areas, et reductio ad rectam (Tom. I.
pag. 22). Complementa parallelogrammorum, quae ad diagonalem sünt, I 27
aequ. term. aequalia sünt. Quadratum hypot. exstruitur e quadratis eathe-
torum. Quotvis quadrata in unum commutantur. Area data in figurám
certae spéciéi transmutatur (pagg. 60 usque 03). II 108—111

Comparatio similium quoad areas. Areae triangulorum sünt uti facta
laterum angulum aequalem intercipientium. Areae triangulorum similium
sünt uti quadrata linearum homologarum. Idem de quibusvis figuris. Hinc
hypotenusae superscripta figura = summae similium cathetís superscripta-
rum, Lunula Hypocratis (pagg. 63, usque 65). ni—114

Additio, subtractio, ditnsio figurarum (sub certa condítione). Ex. gr.
ut divisio e certo puncto fiat, aut recta partém ratione data exhibens
certíe parallela sit (pagg. 67, 68). 116—118

Summa circuiorum trtangulo aequilatero impositorum et summae limes.
Idem de quadrilatero rectangulo (pagg. 69 usque 72). 119—122

Quorundam constructío geom. (quorum antea nonnisi possibilitas
innotuit). Rectam extrema et média ratione secare: hinc decagonum. Pe-
ripkeriae divisio (pag. 73). 123,124

Trigonometria plana (pag. 74). Functiones trigonometricae. Cosinus 124
ex sinu (et conversim). Pro quadrante postüvo qt ~\-4mt/-\-a et -h«
sinu cosinuque eodem gaudent; et a et — a cosinum eundem habent,
sed sinus oppositi sünt. Si f complementum ipsius a sit, tum sin.^-=cos.a;
si verő a-+-/9=2£, tum a et /? sinu eodem gaudent, sed cos. a=—cos. (í

(pagg- 75 "sque 77). 125—127

Functionum trigonometricarum mutationes, crescente arcú a o (pagg.

77 usque 79). £ signo functionis trig. condusio ad arcúm. Exhibitío tan- 127—129
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gentis secantisque geometrica (quoad sinum, cosinum, et sin. vers. e de-
finitione patet. Tom. I. pag. 456). II 14

St radius muteíur ex 1 in r, functiones trig. per r multiplicantur
(pag. 80). 130

Sin. (Ű + (Í) (quantumvis fuerit sive o sive (?, et sive positivum sive
negatívum), et cos.(a±@) quomodo per sinus et cosinus arcuum a et
(i exprimitur (pagg. 81 usque 85), ' 130—135

Expressio sinus arcus — per sinum arcus c et cos. — per cos. c. Si-

nus et cosinus arcus multipli (pag. 85). 135, 136

Dependentia laterutn angulorumque trianguli recttlinei mutua (pag. 86). 136
Eduobus lateribus et angulo intercepto reliqui anguli (unde totum triangu-
lum innotescit per praec), imo immediate latus tertium. E tribus lateri-
bus anguli {pagg. 87, 88). Trianguli rectanguH resolutio specialior: e 137,138
duobus lateribus tertium ; e cathetis et angulo alterutri opposito, quae-
cunque bina dentur, tertium innotescit; demum e hypotenusa, catheto
et angulo huic opposito, qusecunque bina dentur, tertium reperitur
(pag. 88). 139

Expressionum pro radio 1 reductio ad rádium r (pagg. 89 usque 93). 140—143
Formularum quarundam transmutatio, applicationí logarithmicEe ma,-

gis idonea (pagg. 92, 93). 143,144
E latere cum angulis adiacentibus area, E duobus lateribus et an-

gufo intercepto area. Data summa duorum laterum cum basi altitudi-
neque, anguli reperiuntur (pagg. 93, 94). 144—146

E numero laterum polygoni et radio latus, aut e quibusvis binis
tertium (pag. 95). 146,147

Quomodo sinus computati sint (pagg. 95, 96). • • 147

MOTUS COMPOSITUS.

Linearum nrdines 1,2,.,.; aequationes earum (pagg. 97,. . .) j aequa- 148
tt'u lineae secundi ordinis; trés eius species, formaeque ex aequatione
(pagg. 101 usque 105). Ibideni vahires imaginarii considerantur, 152—156

Axis maior in ellipsi et hyperboía (rectius primarius). Directrix.
Aha definitin linearum harum (quas pag. 222 conicas esse patet) (pagg. 265
105 . . . 107). Axis minor rectius secundus dicitur. 156—158

Sectiones coni insignes in ccelis et terra partes agunt (pagg. 107
usque 110). Lampas, fornax. 158—160
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Comparatio sectionum conicarum inter se (pagg. i fo usque 115).
Asymptotus hyperbolíe (ibidem).

Mutatio initii abscissarum, ellipseos Ayfierbolaeque in centrum (pag. 115).
Distantia fncalis in sectionibus conicis (pagg. 115 usque 119).
Radii vectores Ín iis (pagg. 119 usque 122).
Ex his constructio punctorum geometrica (pagg. 122 usque 126):

constnictiones mechanieae (pagg' 12b usque 128).
Tangens per quodvis sectionis conicae punctum; itcm c quovis

puncto extus cadente (prreter centrum hyperbote) ; atque hínc subtan-
gens, normális, subnormalis (pagg. 128 usque 134).

Diametri sectionum conicarum. Centrum iineae, diameter íscnsu
stricto). Axis paraboláé est quaevis revta axi paral/e/a, atque quaevis
recta per centrum clliftseos ct hyperbülae (praeter asymptotos) diameter
est; nec ulla alia diameter, nec pro iisdem chordis parallelis alia e»t

(pagg. 134 usqu« '52)-
Num linea quaedam centro gaudeat? (pagg. 152 • • .)• Linea secundi

ordínis sectio conica est (pagg. 154 . . . 222 . . .). Ad verticem. etiam si
punctum sit, per yz=cx* datur.

Constructio certarum aequatíonum per linearum intersectioneni (pagg.
157 usque 160).

Linese quarum non omnta, sed inter quaevis duo quotvis, geometrice
construi possunt (pagg. 161 usque 163).

De lineis cuiusvis ordinis scitu magis necessaría. Numerus termino-
rum *quationum earum. Mutató abscissarum initio, niutata abscissarum
linea, mutatoque angulo cuordinatarum, transformatio asquationis. Ordo
lineae idem manet. Linea n-ti ordinis a recta Ín non pluribus quatn n
punctis secari potest. Linea w-ti ordinis per [(n-t-i) (»-f-2) : 2~\ — 1 puncta
determínatur. Linea ordinis m, lineani ordinis n, in non pluribus quatn
nm punctis secare potest (pagg. 163 usque 169).

Ed
Tom.

II

. II
pag

160—165

[65, 166
166—170

J /V 1 / J

173—«77
177—179

179—185

185—203
203

205, Z65

2O8—211

211—213

213—218

REDITUS E PLANO IN SPATIUM.

Sectio rectae cum piano, plani cum piano ; transitus tam rectae quam
plani in alteram plagam. Piana parallela. Recta ad duas rectas plani
perpendicularÍ5 ad hoc perpendicularis est; daturque perpendicularis
(eaque unica) ad planum e quovis puncto eius, imo e quovis puncto
extra planum. Recta ad planorum parallelorum P et Q aliquod perpen-
dicularis, est ad alterum quoque perpendicularis; et quaevis duas
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rccUc imcr />et Q sünt ;cuuales cl parallel*; atque hinc quxvis dua;
recfce eideiu tertia.- parallulw sünt inter se parallellé (pagg. 170, 171). II 219-J3i

Anguhis dutirum plammim. Datur e quovis 'puncto plani P planum

ptjrpendiculare ad P.
Ouodvis planuin Ö- i n Muutl perpendicularis ad plaimm /* cadit, est

perpendicularu ad P\ et si aeclio planoruin P et Q sit ab, perpendicu-
laris ad P e quovis puncto ructie ab in Ö cadit; item quíevis perpen-
dicularis ad ab in Q cadens, est perpendicularis ad P.

Si jilana Q t:t q ail P perpcndicularia secent se invicem: sectio
planoruni Q L-[ y érit ructa ad P perpendicularis.

Angult verticales planoruni quoquc sequalus sünt (pag. 172). 222
Angulm sulidus: mimerus lateruin minimus est 3 ; ct sununa quu-

rum\'is binoruiu est > tertiu (quod etiani ad trianguli sphferici latéra
applicatur). Detenninatur per tria latéra, et hinc pariter triangulum spha;-
ricuni (pagg. 172 usqiic 175). 322—234

Planum R f>lmia parallelu P, Q secans angulus alternos et exter-
num internu uppositum aequales atque summám duorum internoruni
duobus rectis itqualem iacit.

Sectiones platiorum R, S (se mutuo secantium), c 11111 planis ])aral-
ellis P, Q facta;, iiun soluni sibi invicem parallelas sünt, sed etiam an-
gulos asqualt;^ faciunt (]iag. 175). 22"

Cum planis parallelis P, Q non soluiu tertium secans, sed et recta
cutn altertttrn ipsorum Pt Q aliquid commune habens, in neutrum inci-
dens, angttfas alternos aequales, pariterque externum interno oppositu
lequalem, et summám duorum internoruni duobus rectis tequalem facit.

Anguli, quus rects parallelae cum ])lano P faciunt, sünt íequales ;
et recta e punctis sectionum, ad puncta plani P illa, in quze per-
pendiculares e recüs dictis parallelis ad P demissa; cadunt, sünt paral-
lehe.

SÍ in piano Q sit 2Í33 || 2l'S', et 31Í || Jl 'C, atque supra Q sint talia
puncta a et a', ut 2Ia cum 2ÍÖ, ita 71'a' cum 3T23' faciant angulum v,
et 21a cum 2Í<£ ita U'a' cum 2l'C faciant angulum q\ érit %<x || 2lV.

Si plana parallela P et Q per rectas parallelas pq, p'q' secentnr, et
p, p' in P, atque q, q' in Q fuerint: érit pq—p'q',

Si plana parallela P, Q per planum J? secentur, et sectio planoruin
P, /? sit pt, planoruni Q, R sit qr ; quodcunque planum / ponatur per
p ad Q parallelé: sectio planoruni p, R eadem cum pi érit (pagg. 17b
usque 179). 22Ö—22fí

Constructío prtsmatís rectilinei. Prismatis conceptus generalior. Rec-
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tilinei latéra parallelogramma totidem, quot latéra baseos; fiitntquc duac
bases «quales et parallelje.

Prisma per quodvis planum basi parallelum in duo prismata basiiun
icqualium dividitur.

Puncta basium sibi in vice ni respondentia ; si b portio baseos fuerit,
cotnplexus rectarum ex omnibus ipsius b punctis ad iis e basi altéra
respondentia, prisma, et pars prioris est. Et prismata figuris / - ' e t / a b -
solute aequalibus et directe parallelis (Tom. I. pag. 462) iuxta rectani 11 19

eandem 21a exstructa congruere possunt.

At dantur prismata, quorum retia absolute aequalia sünt, ipsa tamen

congruere nequcunt, nisi atterutrius rete invertatur; generatur vem et in-

vers» réti corpus aequale (pagg. 179 usque 185). 228—232

Hinc prisma baseos triangtilaris aequatur parallelepipedo ; et ita so-

lum dispescitur etiam parallelepipedum ubliquum in duo prismata triangtt'

laria aequalia (pag. 18b). 233, 234

Parallelepipeda super basi eadem, inter plana parallela eadem sünt
aequ. term. xqualia (pagg. 186 . . .). 234—236

Hinc qualevis parallelepipedum in rectum transmutatur; et soliditas
est facto e basi in altitudinem aequalis (pagg. 189 • . .). 236—238

Prismatis soliditas (pag. 191). 238

jyramidis conceptus. Si triangularis per planum basi parallelum
secetur, sectio érit triangulum simile basi (pag. 192). • 238,339

Pyramidis rectilineae soliditas. At pyramidem triangularem aequali-

tate term. ad prisma reduci posse vei non posse, adhucdum hauil liquet
(pagg. 192 usque 195). 239—241

Superficies pyramidis. Rete pyramidis triangularis: data perpendicu-
laris ex apice, quantitate situque, atque basi. quíeruntur latéra ; aut da-
tis basi 21SÍ et latere lineari 21p (pro apice p), cum angulo solido ad
71, altitudo et latéra qusertintur.

Superficies prismatis: qusestiones prioribus anaíoga: (pagg. 197, . . .). 243, 244

Motus figurarum circa axem.

Cylinder rectus: huius soliditas, superficies (rete).

Conus rechis: soliditas, superficies, rete. E dato angulo ad apicem, "
arcu 111 sectoris (perimetrum baseos prabentis), et ex hoc illum rejierire 244—248
(pagg. 198 usque 203). Ketia cylindri et coni obliqui (paqg. 203 usque 206). 248^250

Corporum similium soliditates uti cubi htiearum homologarum (pagg.

206, . . .). 250,251

Revolutio seniicirculi circa diametrum : sphaerae soliditas, saperficies

. 307 uaque 211). 251—254

BOLYAI, Tentamrn. II. g
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Rete sphaerse (pagg. 211 usque 213). H 255,256
Multiplicatio linearum practica (pagg. 213 usque 216). 256—259
Prismata sünt, uti facta e basi in altitudinem ; in aequalibus sünt

altitudines inverse uti bases &*. Idem de pyramide (pag. 216). 259
Transniutatur corpus in aliud (pag. 217). 259
Sectiones plani cum. cono, cylindro, sphaera.

Soliditas (superficiesque) cytindri recti truncatí; coni truncati. Pyra-

rmdis truncatae soliditas. Si basis figura reg. et pyramis recta fuerit, su-
perficies ; prismatis autem qualisvis superficies (pagg. 217 usque 220). 260—263

De doliorum dimensione (pag. 220). 263
Superficies zonae cuiusvis itt sphaera (pagg. 220 usque 222). 263—265
Quaevis lineae secundi ordinis sectio coni est (pagg. 222 usque 227). 265—269

SÍ et conus verticalis secetur per filattum, sectio et in eo, priori aequa-

fí$ érit (pagg. 227). 269, 270

Quilibet conus nbliquus circu/o inst'stens, e cono recto ellipsi insistente

absecari potest. Pariter cylinder obliqutts. Coni cylindriqtie circu/o oblique

insistentium, sectiones per planutn factae (pagg. 227 usque 231). 270—274

Sphaerae sectio cum piano aut punctum, aut circulus est; et perpen-

diculares e centris duorum eiusmodi circulorum se invicem in centro

sphaerae secant (231, . . .). 274,275

Sphserae cum sphéera sectio (pag. 232). 275
Planum per centrum circulum maximum praebet. Quilibet duo cir-

culi maximi in duobus punctis secani, bisecantque se invicem.

Dwi circuli maximi ad tertium c perpendiculares in fine quadran-

tum communi (polo dicto) secant se invicem ; et extremitas quadrantis ad

c perpendicularis, pólus ipsius c est.

Si pa, pb quadrantes fuerint, anguli apb quantitas arcus ab est. Et si q
tant ab a quavt a b quadrante distet: p pólus circuli max. per ab ducii est.

E quovis puncto superficiei sphaerae datur ad quemvis circulum max.

Perpendicularis (pagg. 233 usque 234). 276, 277

Triangula varia in sphaera, et strictius triangulum sphaer. Summae
laterum huius trianguli limites sünt o et 4J?, summae angulorum limites
autem sünt íR et 6/?.

Trés circuli maximi dividunt sphaeram in octo triangula (pagg.
234 usque 239). 377—281

Corpora regularia: apices corporis reguláris in superfictem sphaerae

cadunt. Angulu» u laterum planorum corporis reguláris repentur ; atque
ex hoc et latere lineari, radius sphaerse circumacriptoe. Soliditas corporum
rcgularium (pagg. 239 usque 245). »8i—«87
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Corpora regularta sensu latiore, ordinis primi, secundi 6", nempe
divtsio superficiei sphffirae (adeoque spatíi e centro) in partes absolute
aequales, aut tantura sequales, aut in partes numero « et partes numero m
aequales &• (pagg. 245 usque 248). II 288—290

Trigonometria sphaerica.
Triangulum sphaericum determinantia ; et formuláé prímariae e de-

pendentia laterum et angulorum üs oppositorum mutua promanant.es:
e quibus etiam ceteri qusesitorum casus sequuntur.

Dependentia dicta (tanquam fundamentum) (pagg. 248 usque 250). 290—292
Trtangult rectanguli resolutio ad casus speciales (pagg. 251 usque 254). 293—296
Cuiusvis trianguli resolutio e duobus lateribus cum angulo inter-

cepto. E tribus lateribus anguli, e tribus angulis latéra (pagg. 254 us-
que 256). 296—300

Trianguli sphaerici area (pag. 256). 300,301
Exempla formularum antea dictarum usui logarithmico adaptarum

(pagg- 257 et 258). 301.302
Applicationes quaedam Trigonometriáé sphaericae. Conceptus quidam

primarii. Longitudo diei e declinatione solis et poli altitudine ; Gnomo-
nica ad unum probléma reductum. Constructio horologii in quovis piano,
cui axis terrse non est parallelus (pagg. 259 usque 264). 303—307

APPENDIX [TRIPLEX].

L I N E Í E PERSPECTIV.fi, GNOMONIOE ET CHR0N0L0GI*.

In PERSPECTIVA, e dato oculi tabulaeque et obiecti situ quseritur
imago; et pariter e trium horum duobus quibusvis tertíum quaeri potest.
Quomodo et Gnomonica huc reducitur (pag. 265). 308

Casus simplicissimus: tabula plana, horizontalis aut verticalis; remoto
oculo in oo, trés Perspectivas species, imaginumque in iis consideratio
(pagg. 266 et 267). 309.310

Distantia oculi, obiecti, planum fundamentale, punctum oculi, obiecti,
altitudo obiecti, linea oculi, linea punctorum, linea distantiarum, lirtea
altitudinis. Imaginis in tabula determinatio (pagg. 268 usque 270). 310—313

Situs oculi ex obiecto et imagine ; nec non ex oculo et imagine ob-
iectum (pagg. 270 et 271). 313, 314
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KLEM. GNOMONICAK. Species horologiorum solariuni (pag. 272). II 314

Cnnstructin horologii in piano quitvis, cui axis térne parallelus est,

(pagg. 273 usque 277J ; (in piano alio dictnm pag. 262 est). 315—318,306

Indicem axi térne parallelum esse oportet (pag. 277} ; hic autem 318

non ipse solum, setl et punctuni quodvis eius index esse i>otest. Sectí-

onem conicam per viam umbrae puncti huius, pro data solis declina-

tione, construere (pagg. 278 usque 280). Analemma signiferum (pagg. 280). 319, 320

Sol verus, sol fictus sive medius : iinaginum eorundem ad xquatorem

reductarum congruentia ; iemfius solare verum, médium, sidereum (pag.

281). 321

Applicatio dictorum ad horologia specialia: meridionale (et pro

casu si declinet) ; horimntale declinans ; imo reciinans utrumque (pagg.

282 et 283). 32'—323

Horizontális (usui maximé idonei) constructio vulgáris intuitiva

(pag. 284). 323, 324

Aequinoctiale, horizontale, universalia. Lunare (pag. 285). Annuli 324

portatiles (pag. 286). Methodus practica (pag. 287). 325, 326

CHRONOLOGIA. Alveus rotundus fluentis temporis: punctum in eo

fixum (ex. gr. duni Nicaes prima Januarii anno C. 325 incipit). Locus

abselutus, relativus in circulo dicto ; nempe (pag. 288) nP-\-s et s 326

differunt, quamvis simul terminentur.

Anni, menscs, septímaníe ; huius dierum nomina ethnica, christiana.

Festa fixa, mobilia a Pasckate dependent. Literié dierum anni, litera

dominicalis anni.

Regula principális subdivisionis temporis in vita civili.

Fundamentum supputationis Paschatis (pagg. 288 usque 291). 326—329

Annus Romiileus, Numaeus, luliantts. Gregoriánus (pagg. 292 et 293). 329—331

Aequatifi Solis ilicta ; formula cius, qua síiltts vetíts ad nóvum redu-

eitnr (pag. 294). 331

IJteram dici m-tx mensis cuiusvis (etquis septimanae dies anno certo

fuerit), rcperirc.

Litera dominicalis anno cominuni una, bissextili duabus recedit. Lit.

Dom. Juliana niutata per Gregorium est.

CycJus solis /ulianus est 28 annoruni, Gregoriánus 8 seculorum

(pagg. 295 usque 298). 332- 335

LiUrae dom. Iultanae formula pro anno »-to (p. 299). 335

írregoriana: formula (pag. 300). 337

Regük (in Paschatis supputatione) determinandi plem'lum'um, Iuli-
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anum prius, tűni Gregnrianum. Cyclus lunaris, numerus aureus, epactae.
lulianarum computatio ; formuláé numeri aurei, epactae I. (pagg.
?oi usque 307). II 338—343

Epactae Iulianae per Gregoriánt correctae; formula aequationis lunae
(ita dictae) ; formula epactae Gregoriattete (pagg. 307 usque.311). 343—346

Formula Paschatis luliani (ut functio numeri «) {pag. 311). 346
Formula Paschatis Gregoriani generális; et applicata ad seculum.

Kxempla (pagg. 313 usque 315). 348—351
Cyclus Paschatum Gregorianorum 57000,
Cyclus Paschatum Iulianorum est 28.19.
Cyclus Paschatis utriusque.

Paschata post quod seculum coincidere nequeunt ? et quando per
totum seculum coincident ? (pagg. 318 usque 322). 353—-356

ADDITAMENTA.
Tom. I. concernentia.

Quaedam e theoria cambinationum.
Numerus omnium combinationtim ex « rebus.
Variatio, permutatio ; illius leges varúe (pag. 323). I 556
Permutationuni constructio per numeros (pag. 324). 557
Constructio et numerus »i-ionum ex n rebus, admissa permtttatione

et variatione, ita ut eadem litera numero quovis ipsum m haud superante
occurere possit. Applicatio ad voces et syllogismos (pagg. 324 usque 326). 558, 559

Numerus »i-borum sine permutatione\ sed admissa variatione lege
certa per exponentes variationis (ita dictos). (pag. 327). 560

Üuotfactores factutn per factores primos expressum habét ? (pag. 328). 560, 561
Constructio combinationum (pag. 329). 561,562
Combinationes ex n rebus, admissa variatione sine permutatione; item

pro n = 2, quoil (pag. 98) citattir ; (pagg. 330 usque 334J. Seriéi arith- II 149

meticae ordinis m-ü, (seriéi r, 2, 3, . . . superstructíe) terminus «-tus I 562—567

fpafíS- 334 usque 336). • 567, 5Ó8
APPLICATIONes quaedam logarithmorum.
Problemata vulgaria (pagg. 33b usque 338). 512—51b
Logarithmo in tabula haud exstanti numerus, numeroque logaritkmus

conveniens, quomodo et qttn fundamentn reperitur'i (pagg. 339 usque 341). 516—519
Log. quoad basim 10 nunnisi numeri 1 cum certo cifrarum numero,

commensurabilis est.
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OPERATIONES decadicae: quatuor species, in genere (pag. 343). II 496
Additio in specic (pagg. 344 usquc 346). Subtractio (ita etiam ut 497—4.99

semper minor nóta c maiore dematur) (pagg. 347 usque 349). 500—502
Multiplicatio (alia methodo quoque) (pagg. 349 et 350). Divisiö 502,503

(pag. 350). Compendium, si divisor cifris terminetur (pag. 351) ; si nume- 503, 504
rus minor tant dividendum quam divisarem metiatur; notas quibus
dignosci queat, num 2, 3, 5, 9, i i numerum aliquem metiatur (pagg.

351 et 352). 5Q4.5O5
Approximatio quoti, per notas decimales, et reductio fractionis com-

munis ad decimalem (pag. 352). 5°6
Próba novenarinrum in singulis (pag. 352). Operationes dyadicae 506

353)- 506
Extractio radicis m gradus ; et approximatio per notas decimales

353^356)- 5°7—5"
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LECTÖRI SALUTEM!

Quum tam prior tomus quum hic, vita variis distracta, sine otio, et
inter difficultates impressionis insuperabiles (quapropter nec antea rera
aggredi aninms fűit) editus, erroribus scateat: neque opus, spe quoque
exstincta, vei expensas unquam refusum iri, ut par erat, extendi potuerit:
defectus saltem (in quantum fieri potuit) suppleturus; non solum errata
tömi primi, quos postea aniniadverti, sed et conceptus quosdam in tomo
primo traditos, pro Tyronibus meis dilucidandos, et eosdem quidem sed
simplicius preecisiusque exprimendos esse docendo expertus, id ad finem
tömi huius adieci.* Quo prseter alia qusedam, et proportionis potentiasque
generalior conceptus, atque imaginaria etiamsi in exponentem ascendant,
pertinent.

Quum autem meris imaginibus nonnisi proprio nutu sensum dare ten-
taverim: verebar, ne derisui forem; donec summi Viri Göttingae ímea
laude longe maioris) primae lineae imaginariorum (in Göti. Gel. Anz.),
simul cum querela de eorum pertractatione, iam olim edita, mihi innotuis-
sent. Magnó hoc mihi solatio fűit; et nonnisi eousque, donec theoria illa
prodierit, meam (quas iáin qualem concipere poteram impressa erat) pro
discipulis meis dilucidare debui: si verő illa prodierit; persuasus eam
operibus ceteris, quae solidum penetransque (et fere infallibile) ingenium,
sigillo veri simplici distínguunt, parein főre; contentus ero idem saltem
cum tanto genio voluisse.

Denique etiamsi opus hoc utcunque imperfectum íiierit: főre tales
Lectores Benevolos spero, qui ut Magnus Leibnitzius^ se in quovis Hbro

* In hac Editione vide Sectionem quartam Tomi I.

BOLYAI, Teniamen. II. '
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aliquid reperire confessus est, nec in hoc oinne reiicient: et quum hoc

soliiin, nec alibi quidquam arrogaverim, neque pollicitus magna sim: be-

nignam errorum emendationein veniamque exoro; eo magis, quod fera

inortale cor fata fregerint.
Verum quis adeo demens sít, ut ante extremum halitum, beatum se

dicere ansit? Omnis fortuna huinana, ut bulla inanis, dum variis spei iri-
dibus ridet, in luridam guttam collabitur. Serius ocius quisque in sua
cruce exspirat: quge tamen arbor vitás fit; dum immeritorum vulnerum
rubore ad noctis terrestris oras, aurora brevibus lacrymis aeterno soli re-
nidentibus oritur.



ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

SUBDIVISIONES GEOMETRIÁÉ.

Capitum aliarumve subdivisionnm, imagines e numeris sive e literis
ínodo sequente compositse (quibus et plantee aliaque exprimi possenti
vicém subire queunt: ex. gr. 'dgb vei "472 denotet secundam in prima
subdivisione illius, qute septisima est in prima subdivisione quartae in
omnium prima subdivisione; nempe plura in eodem subdivisionis gradu
per primam, secundam & distingui possunt; et numerus priinus ad lsevam
denotat numerum subdivisionis, quota sit in gradu primo, et quivis nu-
merus n (si > 9 fuerit, parenthesi clausus) denotet w-tam in gradu primo
subdivisionis numeri ad lasvam prsecedentis. Possunt quidem eiusmodi
subdivisiones vocabulis exprimi; ex. gr, usque ad sextum subdivisionis gra-
dum, liber, pars} caput, sectio, articulus, paragrapkus inservire possunt;
possuntque ubique plura concernentia numeris Romanis Arabicisque aliisve
signis adiungí. Atque si necessaria adhuc defuerínt, ubi imago quaepiam
numerica superius dicta advenit; liceat siinulac requisita cursus advexerit,
filuni titulo supplementi numeri dicti interrumpere postmodum conti-
nuandum.

Imaginibus eiusmodi numericis sequentibus exprimentur Geometriáé

subdivisiones.

1. E primario SPATII intuitu superficies, linea, punctum, forma sphaera, trés
primitivi motus simplices ; recta, planum, circulus ; aliique ex his ori-
undi conceptus, veritatesque primarÍBe fundamentales : (pagg. 1—56.
contenta). SphaerEe limes certo sensu planum est.

•2. DESCENSUS IN PLANUM ; planimetria.
'21. Numero rectarum, duarumque primitivarum motus operationttm finito:

constructio geometrica sensu stricto.

h*
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211. Formae, per scctionem aliquam aut nullám, resultatoruni constructionis
dictíe magis obviorum, oriundae.

•2111. Non considerata area.
"21III. Sectio nulla formarum dictarum.

•21IIII. Duarum rectarum ; '211112 plurium ; '211113 rectae et circuli, '211114
duorum circulorum.

•21112. Sectio aliqua formarum dictarum.
•211121. Sectio cum angulo.

•2111211. Nonnisi rectarum aut e rectis compositorum.
'2III2IH. Duarum rectarum: angulus rectus, obtusus, acutus.
'2III2II2. Trium rectarum: quarum aut

•211121121. Nonnisi unum par est, se mutuo (continuatione sufficiente) non secan-
tium, aut

•211121122. Nullum tale par est: unde trianguli rectilinei species variíe.
'21H211221. Triangulorum rectilineorum aequalitatis condi'tiones, ac certae proprietates

primaria;.
-2111211222. Laterum angulorumque oppositomm dependentia mutua: unde in supple-

mento numeri huius, e datis triangulum rectilineum determinantibus,
sive angulum quemvis, sive latus quooVis ignotum ope calculi reperire
docet Trigonometria píana.

•21112113. Quatuor rectarum: quarum aut
•211121131. Nullum par est, se invicem (continuatione sufficiente) non secantium; aut
•211121132. Datur par se mutuo non secantium ; atque tum aut

•2111211321. Alterum par quoque tale est, adeoque quum sectio detur, hoc par ab
altero pari secatur, oriturque parallelogrammum ; aut

•2111211322. Nonnisi unum par tale est, adeoque hoc ab altero pari secatur; funda-
mentum similitudinis triangulorum, eiusque conditiones; et multiplicatio
divisioque ac radicis extractio.

21112114. Plurium rectarum numero quovis ; unde
•211121141. Linea simplex e rectis composita; quae parit

•2111211411. Cum linea alia per duarum rectarum parallelismum com\>oú\&,parallelis-
mum gencralem.

'2111211412. Figurás rectilineas.
'211121142. Rectse ex eodem puncto ad apices anguloruni omnes lineas rectiíine» ; unde

'2111211421. Figurce lectilineEe subdivisio in triangula.
2111211422. Cuiusvis rectae, ex eodem puncto communi dimidium, vei duas tertias &•

accipiendo, oritur similitudinis concefi/us generális.
'2111212. Rectae cum circulis.

"2iii2rzi. Recfce cum circulo sectio minima punctum est, maxima e dnobiis punctis
coiihtat.

•JMJ2J22. I'lurus ructae circuluin setantcs.



SUBDIVISIONES GEOMETRIÁÉ. I.XÍ

"211131221. Se invicem quoque secantes.
•2III2122H. In eodem puncto; -2i112122111 ín peripheria,-2ii 12122112 intra periphe-

riam, 21112122113 extra eam.
•2111212212. Rectae se mutuo non in eodem puncto secantes, sed lineam simplicem

redeuntem formantes.
•21112122121. Si quaevis earuni, uti est ab initio ad finem usque, chorda sít: subdivi-

siones iuxta numerum earum sünt ; horumque subdivisiones novae sünt,
prouti rectse asquales aut inaequales fuerint.

•21112122122. Si quasvis rectarum tangens sit: subdivisiones sünt eaedem, quse numeri
praecedentis.

•211121222. Rectse circulum secantes, nec productx secantes se invicem.
•2111213. Circuli se invicem secantes: minima sectio unum punctum est, maxima

e duobus punctis constat.
'211122. Sectío sine angulo: cuius subdivisiones sünt Hnese e rectis et arcubus,

aut nonnisi ex arcubns, vei ex arcubus et rectis compositae.
•2112. Areae figurarum generatarum : quae subdividuntur in rectilineas, circulum,

figurás ex arcubus, aut ex arcubus et rectis compositas.
•212. Forma;, quarum in prima subdivisione nonnisi possibilitas innotescere

saltem in quaestionem venire potuit, num geometrice construi possint,
quaeritur.

•22. Rectae operationesve duae primitivx priores innumerae; motus compositus
duplex, applicata Arithmetica.

•222. Ea, quorum non omnia sed quodvis punctum construi geometrice sensu
stricto potest.

•223. Ea quorum nec quodvis punctum geometrice construi potest.
•3. REDITUS E PLANO IN ABVSSUM SPATII.

•31. Numero rectarum operationumque trium primitivarum finito (constructio
geometrica sensu lato) ; nimirum duabus accedit tertia, nempe motus
circa axem.

•311. Motus circa axem linearum planorumque, absque figurarum respectu.
•3111. Linearum motus circa axem, figurás haud efficientium.

'31111. Rectilineorum figurás haud constituentium motus circa axem.
•311111. Unus motus circa axem.

•3111111. Complexus duarum rectarum se mutuo in piano Psecantium motus circa
unam earundem: parit si angulus rectus fuerit, pianum, secus autem
conos verticales.

•3111112. E punctis b, c, . . . rectse A ín piano P sint perpendiculares B, C, . . .,
mnveaturque schema circa A; viae rectarum B, C, . . . erunt plana pa~
rallela.

•311112. Ptures motus circa axem ; sint in piano P ad rectas A, B se mutuo in
p secantes, rectíe a, /9, ex p perpendiculares ; vertaturque a circa A,
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et (i circa B ; via prioris secare viam posterioris debet, atque ibidem
est perpendicularis ad P.

'3112. Motus planorum circa axem.
•31121. Motus unus: planum, circa rectam quamvis in eo sitam motum, producit

angulum duorum planorura.
•31122. Plures motus plani circa axem.

'311221. Cuiusvis motus axi punctum idem p commune: nempe intelligantur omnia
in eadem spatü e piano P plaga (ex. gr. superiore), sitque motus plani
cuiusvis angulus <2Í?, denotante R rectum ; moveaturque sub hac con-
ditione planum P circa rectam ipa in eo sitam ; atque e quovis loco
unde libuerit, moveatur item circa aliquam rectam ipsiusdem per p
euntem, continuando donec libuerit; orietur angulus solidus rectilineus.
Poterit ea quoque determinatio accedere, ut P semper versus faciem
illám moveatur, quae inferior erat.

•311222. Plures motus circa axem, absque puncto axium communi ;
•3112221. Nonnisi planorum.

•31122211. Moto planorum (in •3111112) parallelorum P, Qt uno circa quamvis rectam
in eo sitam, donec ad alterum perveniat: novo hoc plani loco, & dicto,
anguli ab R cum P et Q facti alterni comparantur.

•31122212. Moto R circa rectam quamvis a per P et Q euntem ; novo plani loco,
S dicto, quaeruntur sectiones cum P et Q formíe ex R et S conatantis.

•31J 22213. Moto S quoqut: circa quamvis rectam (i per P et Q euntem : novo plani
loco T dicto, quasruntur sectiones cum P et Q formx ex i?, S, T
compositíe ; tani pro casu si a || (9, quam si non.

3112222. Planorum cum rectis.
•31122221. Rect;e, quéc c quovis plani P puncto est ad quodvis punctum plani Q ad

P paralleli, anguli alterni &, quos cum P et Q facit, comparantur.
'3II22222. Si in piano P fuerit figura rectilinea 2133C . . •, et quodvis punctum a

fuerit supra planum (omnibus supra planum acceptis); vertatur Pcirca
2IS donec recta 2ta incidat, fiatque 33b || et ~ 21a, et tum vertatur pla-
num item prius P circa S C donec recta 23b incidat, fiatque (£c || et
— Sí»: atque hoc continuetur usque ad ultimum latus ; ac demum mo-
veatur planum ab2í33 circa ab, donec c incidat: nascetur farallelepi-
pedum, si 2123O) parallelogrammum fuerit, in genere verő pristna recti-
lineum.

•3 n 22223. Si (in prsecedentibus) e cuiusvis anguli vertice ad quodvis punctum a
ibidem dictum recta cogitetur ; vertaturque planum P circa latus quod-
vis, donec a incidat: nascitur pyramis rectilinea.

•312. Motus figurarum circa axem.
•31121. Quadrilateri rectanguli revolutio circa latus parit cylindrum rectangu-

larem.
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.3122. Trianguli rectanguli revolutio circa cathetum parit conum rectangularem.
•312,3. Revolutio semícirculi circa diametrum parit sphaeram.
•3124. Sectionum coni ciim piano statim sequentium revohitiones pariunt pa-

raboloident, ellipsoidem et hyperboloidem.

•313. Motus plani circa axem, punctuin aliquod forma cuiuspiam earum quze
prodierunt, complectentem.

•3131. Si coni verticales fuerint, oriuntur sectiones conicae.
'3132. Forma secta etiam Cylinder aut
'3l33- Pyramis vei
•3134. Prisma esse potest.

•31135. Si forma hxc sphaera fuerit, et
'5l35i- Plana per centrum eant: oritur in superficie sphxrje triangulum sphae-

ricum; qxxm a datis sufticientibus computare docet Trigonometria
sphaerica.

•31352. Si planum quodvis tangat sphaeram, aut aliter sccet, atque plana omnia
simul efficiant superficiem simplicem portionem spatii claudentem:
ínter hsec oriuntur etiam corpora aut perfecU aut certo respectu re-
gularta.

•32. Formae quas rectarum operationumque primitívarum numero certo gene-
rari nequeunt: ex. gr. si figuráé, quas ita generari nequit, omnibus pun-
ctis rectae ad idem punctum, vei ad eandem rectam parallelse, cogiten-
tur ; et tanto magis si sectio formíe cuius])iam cum complexu rectarum
dictarum quaeratur, quod etiam Perspectivae probléma est, si figura:
vicém qualisvis forma subeat. Verbo omnes formás, quss motu e tribus
aut pluribus composito, sive modo in arbore exposito per trés rectas
perpendiculares, sive motu in quavis forma certa lege facto, generantur,
una cum omnibus iisf quae e compositione horum oriuntur, huc per-
tinent.
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SECTIO I.

CONSPECTUS GEOMETRIÁÉ GENERÁLIS.

E mundo externo, abstrahendo pervenitur ad conceptum spatii puri:
nempe corpus experientia externa omnino simul cum loco eius dátum
cogitatione tollendo, manet locus, quem occupasse videtur, finisque intra
quos erat; atque tum quserendo quid ultra fines illos sit, tollendo totum
mundum experientia dátum, et semper porro quaerendo pervenitur ad
noctem sanctam, quse myriadibus lucernarum accensis Maiestatis Summae
praesentiam annunciat. In hac volvuntur innumeri orbes, expansis erga se
invicem fraternis brachüs, et suspiriis undique tam gratorum, quam affli-
ctorum pectorum, Patrem communem quasrentibus — in hac fért mater
tellus sub florido sinu dormientes gnatos ad auroram seternitatis — et
in hac servatur omnis matéria, nascunturque e germínibus mundi, vi mi-
rifica vitali producti, crescunt, vivuntque, motum avitum nisi alio pellan-
tur sequentes; atque intereunt, ut meteora fragoribus tempestatum in
oceanum recidentes, novis initium daturi. At interno Geometrse oculo
intuente, omnis quse apparet inundi discordia, cuius magnum probléma
in concordiam resolvere mortis aequatto est, bellumque omnium quod
videtur in omnes, cum stridore omní clamoreque orbium disparet, — ac
iactatum e minacibus procellarum fluctibus, pacatus excipit noctis tran-

portus, luce Veritatis alma collustratus,

BOLYAI, Tentwneo. II.
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§. I.

Primus intuítus ostendit sequentia; spatium est quantitas, est conti-
nuum, infinitum quaquaversum, aeternum, praesentibus semper par-
tibus omnibus, prasterea unum solum est, et immutabite, tam in se
quam quoad quamvis partém, EÍSÍ quod alia in eo permutare partes eius
nempe loca possint. Tempus quoque quantüas, continuum et unum solum,
atque infinitum, sed nonnisi utrinque e quavis parte, quae nonnisi expers
adest, atque semper alia atque alia venit.

§•2.

Intuitus ostendit porro sequentia : Spatii portionis cuiusvis finis tale
continuum est, cuius dantur eiusmodi duo portiones, ut id, quod utri-
usque finíbus commune est, continuum sit, et quidem tale, ut huius item
dentur eiusmodi duo portiones, quarum finibus commune expers est.

Hinc
1. Pars eiusmodi expers spatii vocatur punctum spatiale, distinctum

omnino a puncto temporis.
In quavis spatii parte dari punctum, et omnia spatii puncta aequalia

esse item intuitu patet.
2. E continui prius orti portioné et tum e continui posterius orti por-

tioné construuntur conceptus sequentes, combinatis eiusmodi portionibus :
I. Si continuum ex A, B,. . .} F constet, et quodvis horum portio

finis alicuius portionis spatií sit, dicitur superficies.
II. Si verő continuum ex a, b, . . . , k constet, et quodvis horum

portio finis alicuius superficiei sit, dicitur linea.
III. Atque si continuum ex a, /?, . . . , l constet, et borúm quodvis

aut superficies aut linea sit, dicitur forma sensu proprio.
IV. Si verő continua qualiavis P et Q fuerint e spatio, atque aliquid

commune habuerint, tum si / complexus omnis eius, quod utrique com-
mune est, pars utriusque indivellibilis sit (Tom. I. pag. 23), dicitur / scctio
ipsorum P et Q se mutuo secantium.
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3. Interim superficies etiam eiusraodi continua pars indivelübilis spatii
dici potest, cuius nulla portio linea est. Imo statim definito stabilitoque
motu geometrico, linea etiam via puncti dici potest, et linese via quoque
superficies est, sed non qusevis superficies via linese est.

§• 3 .

Redeundo e spatio in mundum externura unde segregatum erat, cor-
pus idem in alio quoque loco videnti qusestio succurrit, nutn loca eius-
dem diversa aequalia sintf Intuitus ostendit eequalia esse.

I. Hinc quum in quavis spatii portioné cogitari corpus queat, con-
struiíur sine ulla virium consideratione pro quavis portioné spatii »20-
bile tale, quod cum ea coincidens ab ea diversum cogitatione quaqua-
versum libuerit in spatio ferri queat, nihil aliud e corporis externi qua-
litate retinens, nisi quod idem sub eodem tempore diversa loca occupare
nequeat.

II. Cum ita constructo mobili iterum reditur in spatium, formaturque
axióma congruentiae, Nempe si posito mobili tali, idem diversis tem-
poribus posset cum A et £ coincidere, tum A = B esse intuitus
ostendit.

At non cum quibusvis A et B geometrice aequalibus (de quo inferius)
mobile idem coincidere potest: Ex. gr. sí A et B cochlese una ad dex-
tram altéra ad lsevam, etsi alioquin asquales, sint; et innumeros casus
tales dari patebit. At per Tom. I. pag. 12. Ax. V. certa cum determina-
tione talia A et a generabuntur, ut mobile idem diversis temporibus cum
a et B coincidere queat.

Quando quidvis P moveri dicetur, semper tale mobile continuum
intelUgi debet, in quod incidit totum P} etiamsi complexus punctorum sit.

Si verő scribatur

A* B*C*. . . = = Ű * £ # C * . . .,

intelligatur mobile in quod cadunt A, B, Q . . . ita poni posse, ut A
cum at B cum b, C cum c, . , . simul coincidant.

1 *
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Vivit magis, facilior evídentiorque fit Geometria motu dicto admisso,
usique eo sünt Archimedes Graecus et Britannus ; atque simulac trian-
gulum unum superimponitur alteri, uti in Euclide, idem ubique admit-
tendum sensu dicto est; reipsa enim spatii pars nulla locum sed rem
eam tantum, quam sub certo temporis puncto capit, mutare potest. Pro-
lixius tamen eadem sine motu quoque tradi possunt.

§.4-

Interim post dicta ultro subvenít in determinationem conceptuum mo-
tum respicientium inquirere.

1. Locus ipsius A dicitur ín spatio complexus omnis eius, cum quo
aliquid ex A sub eodem puncto temporis coincidit.

2. Quod sub quovís puncto temporis Test, dicitur semper esse sub T.
3. Prodeunte quasi formula, quod M habeat locum L sub Tt aut

sub T locus L est ipsius M, succurrít quserere, quidnam sit, si per om-
nes combinationes transeundo substituatur ipsi M aliquid ex M, omne
ex My non omne ex M, nullum ex M, aut aliquid exclusive; ipsi T
verő substituatur aliqua puncta temporis, omnia, nulla vei aliqua ex-
clusive; atque ipsi L substituatur idem, non idem. Item quaevis horum
variis determinationibus afficiantur, atque casus constructi vario modo
corabínentur; at brevitatis gratia quaedam tantum magis necessaria refe-
renda sünt; notando ad sensum combinationum attendendum esse. Ex,
gr. omni locus non idem, et non oinni locus idem, haud éequivalent;
nempe prius denotare potest, quod omni sit non idem locus, id est nulli
sit locus idem.

4. Omni ex M, id est omni quod ex M est, locus idem in spatio
semper sub tempore continuo T, quies ipsius M sub T dicitur.

5. Alicuius ex M locus non idem sub aliquibus punctis ipsius T, est
motus ipsius M.

6. Motus sub quavis portioné ipsius T eveniens, est motus sub T.
7. Alicuius autem exclusive locus idem semper, est vei motus in

loco, ex. gr. sphserae, si aliquod illud ipsum M sit, vei compositio qut-
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etis et moius, nempe si aliquid quiescat moto M\ imo sphsera in loco
sui moveri potest, quiescente centro tantum vei etíam diametro.

8. Si quid Q ex M moto hoc quiescat, dicitur M circa Q moveri.
9. Porro aliqua puncta ipsius T possunt certo modo determinata duo

puncta quoque denotare.
aj Omni ex M locus idem duntaxat sub primo et ultimo puncto

temporis alicuius, est reditus perfectus.
b) Ipsi M locus non idem sub certis punctis a et b ipsius T, parit

conceptum sequentem: Si locus non idem sit, aut habét prior cum pos-
teriore commune aut non; si nec quidquam aut utriusque indivellibile
sit commune, dicitur M totaliter emotum.

c) Si pro quovis puncto a ipsius T sit talis pars continua eius ipsum
a complectens, ut sub nullis duobus punctis huius sit locus idem ipsius
My aut portionis ullius eius, tum M porro moveri dicitur.

i 5-

Príma operatio motus intuitíva.

Varias hinc exoriuntur qusestiones:
I. Potestne punctum p undevis moveri usquequo in quodvis dátum

spatii punctum M perveniat, et quidem ita, ut quidvis in quod cadit
secum ferat? et p qualem viam describit ?

Intuitus ostendit p, quidvis in quod cadit secum férendő, via qua-
cunque p cum M connectente, (imo innumerabilibus viis) moveri posse
usque in M, et viam quamvis eius esse lineam.

Et hgec est príma operatio motus intuitiva.
Linea si e nullo eius puncto duabus plures puncti vise in ea dentur,

dicitur simplex; et superjícies, cuius nullarum trium portionum qua-
rumvis binarum sectio eadem linea simplex datur, dicitur simplex.

Linea simplex dicitur in se rediens, si punctum in ea motum in
locum primum ita redire queat, ut antea in nullo loco iam habito
fuerit.
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Operatío secunda motas intaitlva.

II. Quaestio fit: num tnoto mobili aliquid ex eo quiescere possit?
Num possit unum punctum quiescere, et duntaxat unum? num duo aut
plura? et tum complexus omnis sub motu quiescentis qualisnam sít ?
qualis esse nequeat?

Quoad primum intuitus ostendit quodvis M, in quod p cadit, innu-
merabilibus víis posse circa p moveri, ita etiam, ut quodvis punctum a
in M cadens (a p diversum) redeat.

Hinc passus ad omne parit superficiem sphserge, nempe complexum
omnis eiusmodi puncti b, ut p»a==p#b.

Intuitus ostendit:
1. Complexum hunc esse superficiem, per quam spatium in duas por-

tiones dispescitur, unam cum puncto p interno undique clausam, et alte-
ram circumcirca in infinitum exclusam, ipsam verő esse finem utriusque
communem.

2. Nullum punctum posse ex una portioné in aliam venire, nisi per
finem communem transeat: quod deinde extenditur ad quasvis duas
portiones continui alicuius finem communem /zabentibus, si punctum
in eodem continuo moveri oporteat.

Potest sphaera dicta dici sphaera puncti a, centro p ; atque puncta
superficiei a centro aequaliter distantia dici possunt, distantia puncti
p ab a per a * p expressa (sensu pag. 3.)

Complexum punctorum omnium a centro sequaliter distantium super-
ficiem esse, si non ipsum pro axiomate adsumatur, probari quoque po-
test: nempe si quid portionis spatii complectatur, id circumcirca adesse
debet, et quidem sine ulla prominentia, quum id item ubique circum-
circa fieri deberet; itaque duas superficies essent exteriőr interiorque,
centrum undique punctis omnibus aequidistantibus claudentes ; quas diver-
sas esse non posse item intuitu patet.
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Operatio tertia motus intuitiva.

III. Sed sphseram consideranti ostendit porro intuítus, quod si puncta
a, b, p in M cadant, atque ipsius b via detur circumcirca quoad ű*p
aequaliter determinata: tum M ita moveri circa a * p potest, ut viam
dictam describat.

IV. At verő quaestio oritur:
1. Quomodo punctum eiusmodi b ostendi possit, cuius círcumcirca

d«p via detur?
2. Num id quoque fieri possit, ut pro b nonnisi unum tale 5 detur

ut a*p*b = ct#p*ö? et
3. Quidsi id quoque fieri possit, ut nullum tale b detur, ut

a*p»b =?=a»p*b?
Atque fainc ipsi a * p quidvis A substituendo, conceptus sequens

oritur. Si non detur tale C diversum a ^ , ut A * B = A * C, et quidem ut
quovis puncto ipsius A in loco primo manente, C in locum non eundem
cum B cadat, dicitur B unicum ipsius A. Si verő nec ullum punctum
ipsius B alíorsum cadere queat, dicitur B ipsius A prorsus unicum.

Facile animadvertitur A secum coincidere posse, etsi puncta non
omnia loco prioré maneant; ex. gr. si pro p centro spheerae et a pun-
cto superficiei, denotetur a#p per A, érit etiamsi p in a et a in p
cadat, sphíera duplex unica ipsius A ; et nomen speciale huic casui quo-
que dari potest.

Interim quaestio etiam oritur, num a»p==p*a? Intuitu ita esse patet.
Exempla.
Si a, b, c vertices trianguli sint, quidvis e spatio ipsius a*b*c pror-

sus unicum est; superficies quae revolutione linese cuiusdam circa duo
puncta fit, horum unica, sed non prorsus unica est.

Si verő ab = ac, tum poterit a*b*c secum etiam ita coincidere, ut
a in se, b in c et c in b cadant, et si plani in quo triangulum est, una
plaga a altéra fi dicatur, facies trianguli quae ipsi « obversa erat, ipsi
fi obvertetur, et ipsi « quae ipsi fi obvertebatur; atque si punctum p in
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plagam a cadat, et triangulum circa perpendicularem ex a ad be simul
cum a verti concipiatur, dum a in fi cadet, p quoque Ín /? érit, et si
in p' cadat, érit a » b * c » p = = a * c * b * p ' . Idem patet etsi p in planum
idem extra perpendicularem dictam cadat; atque in omni casu unum ad-
huc dabitur punctum p' tale ut dictum est, nisi p in perpendicularem
dictam cadat: tum verő érit etiam a * b * c * p = = a * c * b * p .

§. 6.

Hinc passus ad omne fit: nempe complexum omnis puncti quod uni-
cum punctorum a, b est, nempe rectam; quod item latius extensum,
parit conceptum sequentem.

Illud e spatio, quod quorumvis duorum punctorum sui quodvis uni-
cum punctum spatiale complectitur: dicitur recta si linea sit, planum si
superficies sit; patebitque esse spatiutn quaquaversum infinitum, si por-
tionem spatii complectatur; imo et recta planumque per hanc definiti-
onem infinita exhibentur; at verő num dentur talia, quaestio fit. Inferius
ostendetur, rectam per quaevis duo puncta, planum per qusevis tria pun-
cta dari.

Cum definitio ista simul affinitatem plani cum recta exprimat, plures
exactas quidem supprimere licet; aliqua tamen huius generis adferre
fas est.

Forma certorum duorum punctorum unica, cuius pro omnibus pun-
ctis datur tale idem punctum p, ut pro quibusvis duobus punctis a et
b formae dictee sit p # a = p*b, est si linea sit circulus, si superficies sit
sphaera.

Linea simplex certorum duorum punctorum unica est, si rediens sit,
circulus, si non, recta.

Forma alicuius puncti unica est sphaera.
Elegáns est plani definitio, quam Ioannes Bolyai Auctor Appendi-

cis dedit, complexum omnis eiusmodi puncti p, ut pro certis duobus
punctis a et b, iisdem pro omnibus p, s i tp»a==p»b, dícendo planum,
sectionem duorum planorum verő rectam.
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§• 7-

Prodeunte piano, in quod cadit a quovis puncto ad quodvis eius-
dem ducta recta, campus simplicior clariorque aperitur, circumcirca ex-
pansus in infinitum, spatium in duo dimidia aequalia dividens, quair.vis (ut
inferius ostendetur) congruere manentibus omnibus dividentis punctis in
suis locis nequeant. Huc ídcirco mens e spatio quaquaversum infinito
descensura, antea tamen in rectas planique combinationes generaliter
disquirit.

Queevis A et B, quorum quodvis aut rectam aut planum denotet,
aut secant se, aut non : quseritur, num possint secare, et possint non
secare? et sí possint, quando id fiat? et sectio qualis sit?

Demonstrabitur pro dato quovis piano P et puncto p dari tam pla-
num quam rectam ípsum p complectentia, ipsum P non secantía, etsi
singula simul infinita accipiantur; ita pro data recta A et quovis puncto
P dari rectam B patebit ipsum p complectentem, quse ipsam A non
secet, etsi utraque infinita concipiatur; et quidem tam in illő piano, in
quo A et p sünt, quam extra illud. Patebit porro per idem punctum
innumera plana dari, et quorumvis planorum Pet Q infinitorum punctum
commune habentium sectionem rectam utrinque infinítam esse; ita per
quodvis punctum rectas innumeras dari, et quarumvis duarum rectarum
aliquid commune habentium sectionem unum punctum esse.

At queestio subvenit, num per p unum solum aut plura quoque plana
diversa dentur planum P non secantia ? Si nonnisi unum sit, tum et
sectio plani illius solius P' atque plani P} per planum tertium Q (per
rectam ex aliquo puncto ipsius P ad aliquod ipsius P ductam positum)
facta, eiusmodi par rectarum producet, quse in planum Q cadentes se
invicem non secant, sed quasvis alia per punctum p in eodem piano Q
posita secat rectam ipsis P et Q communem; nam si non secaret, facile
demonstratur et planum per rectam illám ex p positum dari, quod pla-
num P non secaret. Atque tum Axióma XI. Euclidis constaret: sed de
hoc plura inferius.

BOLYAI, TenumeD. 11. *
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§. 8.

Hic prius plures rectas ex eodem puncto euntes corabinando orítur

conceptus sequens.
I. Si rectae e puncto eodem p exeuntes in forma quadam / (sive

pars plani sit sive non) desínant: complexus rectarum omníum, quse a
p ad puncta formae f sünt, dicitur pyramis sensu lato basi f insistens ;
quo etiam triangulum pertinet, si forma f recta sit.

Hínc porro, rectarum istarum quidem cuiusvis sua magnitúdó deter-
minata est: at rectis his quasi ex p acceptis, et complexu extremitatum
earum pro obiecto considerationis posito, facile succurit quaerere, quidsi
omnes ex. gr. bis vei ter £ff longiores brevíoresve essent? verbo ut quse-
vis fiat -^--ta prioris ? Atque hinc oritur conceptus sequens: notando
quod per plagam k ipsius A intelligatur illa portio a continui A por-
tionibus a et /? constantis, in qua k est, posset si de a, excluso c quod
ipsi «, fi commune est, sermo sit, regio k ex c dicí. Per internum
continui verő intelligitur id quod ex eo est, nihil cum fine illius com-
mune habens.

i. Si quidvis Q fuerit e spatio, cuius punctum quodvis generalíter
Q dicatur, et sit pro omnibus Q idein punctum p et eadem quantitas fí,
atque accipiatur in omni quavis recta, a p per aliquod Q eunte, recta
pq = p . p(Qt omni quovis q in ea rectae pQ plaga Ín qua (Q est accepto;
tum complexus P omnis q dicitur simile ipsi Q; atque complexus quo-
rumvis q complexui ipsorum Q UH q respondentium homologum audit.
Hoc sensu igitur dari quoque similia patet.

Possunt etiam P et Q similia dici, si cuivis puncto cuiusvis ipso-
rum P et Q respondeat certum alterius punctum, et cuivis alii aliud,
atque detur quantitas fi eadem pro omnibus talis, ut qusevis puncta 21,
3 fuerint ipsius Pt üsque respondeant a, b ex Q, sit 2 í 3 = />.ab. Dari
talia, si Axióma XI. Euclidis constiterit, per triangula ad p verticalía
patet.

Aut: si quaevis tria puncta 2Í, 23, (L accipiantur in P} üsque ut
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dictum est respondeant a, b, c ex J2t.atque anguli fde quibus inferius)
2l&$. = abct 332lC = bac, et í 3 O = bca; tum pariter P et Q similia
dici possunt, posito Axiomate XI. Euclidis.

Elegáns est conceptus similium, quem Ioannes Bolyai Appendicts
Auctor dedit. Si e puncto eodem quocunque p concipiantur rectae ad
omne punctum ipsius Q: complexum extimarum omnium ex omnibus
illis rectis, quae a p ad punctum aliquod ipsius Q sünt, in infinitum pro-
ductarum, formám relativam ipsius Q appellando, similia dixit P et
Q, si cuivis formEe relativse ipsius P detur forma aliqua relativa ipsius
Q sequalis.

Quodvis autem horum per quodvis eorundem poní demonstrari po-
test, si Axióma XI. Euclidis constiterit.

2. Sed e prima definitione facile quaestio oritur; quídsi omnia q in
altéra plaga (non ubi respondens <£ est} accipiantur ? Hoc pacto quoque
formás certo respectu similes prodire patet, si conceptum ita extendere
libuerit; at etiam pro / í = i formae tales verticales prodeunt, quse alio-
quin certo respectu statim dicendo aequales, nunquam tamen congruere
queunt, atque etiam compraesentes discerni praster locum quoque pos-
sunt. Ex. gr. Sít Q manus dextra; generabitur in plaga altéra post p
forma manui sinistrse congruens; si nimirum forma generata ita inver-
tatur, ut quod supra erat infrorsum, et quod infra erat sursum veniat,
prodibit imago quasi in speculo 5 per p posito facta, versioné dicta circa
perpendicularem ex p ad speculum 5 usque ad duos rectos facta. Intel-
ligitur autem hic per imaginem ipsius Q complexus punctorum omnium,
quse perpendiculares ex omnibus punctis ipsius Q ad planum S missas,
in altéra spatii plaga sequaliter continuatas terminant. Facile patet, ver-
sioné dicta perpendiculares e punctis respondentibus quibusvis 21 et a
ad S missas antea sequales, nunc in puncto eodem ipsius S terminari.
Sit nempe (Fig. i.) in piano speculi recta ad planum tabulse perpendi-
cularis ex p, sitque ipsius í)213<£ punctum D supra tabulam, 2J23C in
piano tabulse, fiantque ap = 21p, bp = Bp, cp = Cp, et bp = Dp: érit
manifesto Í> infra tabulam, et propter triangula verticalia sequalia erunt
perpendiculares e literis nominis eiusdem ad planum speculi missze asqua-

z*
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les: atque si schema literarum minorum circa Pp perpendicularem ad
pf per duorum rectorum intervallum vertatur, cadet m in Víi fcf, et &
quoque supra tabulam e regioné ipsi D érit.

Rera adbuc illustrat, sí duarum cochlearum alioquin Eequalium, una
dextrorsum altéra sinistrorsum torta sit, atque illa ad latus speculi, haec
coram teneatur ; sinistrae imago érit cochlea dextra, quse üli quse ad
latus tenetur, congruere poterit; ita imago manus dextrse manui sinistrae
congruere poterit; sed manicse manui dextrse congruentis superficies
interior extrorsum vertenda est, ut sinistrse congruat.

3. Unde etiam conceptus sequens oritur. Si A non omnia puncta in
eodem piano habeat, neque complexus sit eiusmodi partium a et b, ut
a et imago ipsius b comprassentes nonnisi per locum discerni queant:
tum A et quodvis tale £, ut B et imago ipsíus A comprassentes non-
nisi per locum discerni queant, dicuntur formae contrarie aequales.
Nempe hse sünt, quse congruere nequeunt; quamvis per perpendicula-
res ex eiusdem plani iisdem punctis in utraque plaga sequales, resultata
fper Ax. V. pag. 12, Tom. I.) operationum aequalium sint, praeterquam
quod unum in una, alterum in altéra plaga generetur.

4. Unde ítem novus conceptus nascitur : nempe geometrice aequalia
dici possunt A et B, si aliquod C possit cuivis aut ipsi aut imagini eius
congruere.

5. Notandum autem est, et ad facies, quibus congruibilia congruere
queunt, attendendum esse. Ex. gr. trianguli non sequicruri imago cum
ipso nonnisi faciebus e regioné stantibus, aut faciebus aversis tegentibus
se invicem congruere possunt. Dicantur ob conceptum faciliorem facies
obversíe eiusdem coloris ex. gr. albi, aversas nigri; facies álba albam,
aut nigra nigram tegat necesse est, ut congruant: si verő parallelo-
grammi una facies álba altéra nigra sit, tum triangula per diagonalem
facta generaliter nonnisi ita congruunt, ut facies álba trianguli unius
nigram alterius tegat. Circuli verő aut trianguli aequicruri imago, circa
rectam bifariam dividentem ad duorum rectorum intervallum mota,
nigram facíem albae obvertens quoque congruere poterit.

Sed príus dicta illustrantur adhuc per sequentia. Si e trianguli puncto
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quovis fiant ad planum trianguli perpendiculares in utraque plaga asqua-
les: tum formae ipsius F dantur partes tales ut supra dictum est, nempe
forma e triangulo et perpendiculari quse in una plaga est constans, item
forma ex eodem triangulo et perpendiculari altéra constans tales sünt,
ut complexus earum F sit, et una imagini alterius absolute aequalis sit;
atque F cum imagine sua congruere quoque potest.

At si in una tantum plaga sit perpendicularis, nisi e perpendiculari
triangulum jequicrurum bifariam dividente erecta sit, haec forma talibus
duabus partibus ut dictum est, non gaudet; neque potest cum imagine
sua congruere.

Sit item (Fig. 2.) ianua 213CD ; ad U, V sint cardines, €$<&£} s i t

sera prominens, quae cum prominentia ipsius <£ ianuam claudit; sit imago
huius abcb, et facies e regioné stantes sint alb£e, manifesto sera et imago
eius prominens erga se invicem porrecta sünt, atque faciebus albis et
2JÍ3 ac ab congruentibus, sera et imago eius in plagas contrarias cadent;
sed si ad ^<£ et (Sí} (supra et infra) omnia sequalia essent, adeoque da-
rentur duse partes ut dictum est: tum verso ipso abcb circa iE usque ad
duos rectos, ut facies nigra imaginis faciei albae obiecti obvertatur, pro-
dibit fccbű, cuius (simul cum sera, iuxta schema) facies nigra congruit
albse faciei ipsius 2133<EZ). At si ad <£ sit aliquid ut supra, quod ad f}
non est, congruentia impossibilis est.

Cuiusvis animalis forma externa, in qua montrositas nulla est, ita a
natura comparata est, ut gaudeat duabus eiusmodi partibus, ut supra
dictum est; imo talibus ut una imago alterius esse possit, quasi ex uno
piano in utraque plaga modo supra dicto Eequaiiter generata, geometrice
sensu dicto aequalia essent.

Notandum autem est, inter omnes superficíes solum planum esse,
cuius quaelibet facies alteri obversa hanc tegere queat; atque in syste-
mate Euclideo planum solum cum sphsera in eo convenire, quod utrum-
que circa quodvis sui punctum in se moveri queat (inferius, '31351, §. 8)
et solum discrimen esse, quod sphaerae quodvis punctum ab eodem certo
aequidistet

II. Rectis porro pluribus, imo innumerabilibus, punctum p commune
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habentibus, in sectione prsecedente ob oculos habitis, facile cogitatur
rectam p p circa p moveri, et formám vise eius considerare : inter vias
eius possibiles occurit etiam via rectse pp circa p porro ita motae ut
redeat. Via talis aut erit in piano eodem tota, aut non.

i. Si prius: tum via cuiusvis puncti prseter p vocatur ct'rcuius, et
pars quaevis continua eius, perimetrum intelligendo, dicitur arcus, recta
verő quae a p usque ad punctum est, de cuius via sermo est, radius,
p centrum, et recta ab uno perimetri puncto ad aliud chorda, et si haec
per centrum eat diameter, pars plani inter arcúm et chordam eius com-
prehensa segmentum, illa verő quse inter arcúm et radios per extremi-
tates arcus ductos est, sector dicuntur.

Si verő (Fig. 3.) punctum ab a incipiendo in peripheria semper porro
moveatur usque ad quodvis punctum f, et via v eius accipiatur positiva,
si via supra diametrum ab (quaa primaria dícatur) incipiat, et negativa,
si via infra ab incipiat; atque partes diametri dictee e centro versus a
positive versus b negative, et perpendiculares ad ab supra ab positive
infra ab negative accipiantur : dicitur distantia fm puncti P ab ab (id est
perpendicularis ex E ad diametrum primariam) sinus viae díctae v ab a
usque ad f, sive positive sive negative facta fuerit via, imo etsi punctum
dictum semper porro motum quotiesvis iterum in a pervenerit, dummodo
demum in ! subsistat. Distantia cm centri verő a sinu vocatur cosinus ipsius v,
distantia am inítii a autem ab eodem sinu sinusversus ipsius v audit;

'% autem pro radio = 1 dicitur tangens ipsius v, et c o * t v secans
audit. Complementum ipsius v dicitur talis arcus a, ut a~hv= quadranti q,
si ex. gr. v = 2>9i e r ^ a = •—' zg. Insignitur autem sin. a t tang. a,
sin. vers. a, sec. « nomine eodem relato ad v, nonnisi syllaba co praeposita,
nempe dicitur cosinus v, cotangens v, cosinus versus v ÉS*, quasi dice-
retur complementi sinus &*; ut facile patebit et cosinus definitionem pri-
orem cum hac convenire, uti et sinum versum dici potuisse 1 —cos.;
atque suo loco omnes has functiones trigonometricas dictas geometrice
exhiberi. Nomen sinus inde exortum est, quod semissis chordse arcus
dupli per s. ins. (idest semissis inscriptae) scribebatur.

2. Si non sit via rectae prius dicta in eodem piano: tum facile cogi-
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tatur, rectain motam saltem in plaga a piano certo per p posito eadem
semper manere, donec porro mota redeat; dicatur via eiusmodi V forma
ad p apt'cata, quum forma eiusmodi manifesto singularitate aliqua ad p
gaudeat, quod vulgo sub nomine apicis venít.

3. Tum facile succurit lineam aliquam simplicem considerare, cuius
nonnisi punctum unum, et quidem internum, in V et pláne in p cadit,
omnia alia puncta verő in plagam spatii ex y ab ea in qua planum est
diversam cadant; et lineam illám in superficie aliqua, et demum in piano
sitam considerare, et hinc conceptum sequentem generaliorem con-
struere.

4. Si k aut punctum internum líneae talis /, quse portio formse T^est,
aut linea talis sit, cuius punctum quodvis jnternum p, internum etiam
est linese alicuius L in piano sitas, et simul non in illő piano sítas por-
tioni alicui formae F communis; atque in casu prioré linea / puncto k
in p cadente, in posteriore verő linea L puncto / in p cadente, in pla-
gam respectu formse alicuius ad p apicatse interiorem cadat: tum dici-
tur F ad k angulum hadere, nempe forma illa, qua F ex k incipit,
angulus vocatur.

Facile videtur, angulos esse posse in lineis, in superficiebus, necnon
in continuo e linea et superficie composito.

5. QuEestio autem fit: num recta A e puncto interno í rectae B
ducta angulos faciat ? et quot angulos efficiat recta A continuata per i ?
num aliqui eorum sint sequales, et qui sint ii? Facile patebit verticales
dictos esse semper sequales; si verő singuli quatuor qui efficientur sint
inter se sequales, aut recta A per /' non continuata efficiat duos angu-
los aequales, vocatur quilibet eorum rectus. Fit verő angulus per duas
rectas factus, rectilineus dictus, quantitas respectiva (Tom. I. pag. 25)
divisione arcus, ex anguli apice tanquam centro, radio quovis ab una
duarum rectarum usque ad alteram ducti, per peripheriam totam radii
eiusdem ; si quoti hi sint pro duobus angulis sequales, et formás angu-
lares congruentes incipere demonstrabitur; si verő quotus q sit pro an-
gulo a, et Q pro angulo /í, atque q = /*(), tum a dicitur angulus ^u-tu-
plus anguli /í (Tom. I, pag. 48). Duorum planorum angulus autem fit
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quantitas respectiva, arcú illő per suam peripheriam diviso, qui uno
eorum circa sectionem usque in alterum moto per quodvis punctum
describitur; eundem quotum prodire patebit.

Angulus rectae ab cum piano verő fit quantitas respectiva dividendo
arcúm illum per suam peripheriam, quo in superficie sphaerse centri a,
in quo sectio est, et radii db, ex b usque ad planum, cum radio ab
nullus minor datur. Denotatur angulus per /\.

6. Passus hinc est cogitare, quid si forma aliqua ad nullum sui pun-
ctum angulo gaudeat? dicatur forma eiusmodi fiuens ; quae item facile
cum quantitate combinatur; oriturque conceptus formae, quae et fluens
et quantitas est; et dici forma eiusmodi uniformis potest. Ex. gr. recta,
circulus, helix, planum, superficies sphaeras, cylindrí.

7. Ita facile conceptus formse fluentis etiam cum exclusione rectse
planique componitur: oriturque forma fluens, cuius nulla portío recta
aut planum est, et dicitur forma eiusraodi curva.

8. Porro ad compositionem curvae cum recta planove itur, quíerendo
num continuum e forma curva et recta planove forma fluens esse queat?
oriturque conceptus tangentis.

Nempe formám curvam F in puncto p tangere dicitur tam una
recta eiusmodi, quam complexus omnium talium rectarum, ut cuiusvis
earum detur tale punctum internum p in F cadens, ut aliqua portio ex
p incipiens cum linea aliqua in F sita ex p incipiente forma fluens sit.
Complexus omnium talium rectarum, sive una tantum sive plures sint,
dicitur tangens totális.

Ex. gr. Sphaeram potest tangere recta, sed tangens totális planum
est, uti circuli recta.

Hinc facile in discrimen tangentium totalium in diversis formae eius-
dem F punctis quaeritur: atque si tale k detur in F, ut tangentium
totalium, quse ad omnia puncta ipsius k sünt, complexus ipsa tangens
totális ad p sit, tum tangens eadem dicitur formám F non in p solum,
sed etiam in k tangere. Ex. gr. planum idem tangere cylindrum in recta
et quovis puncto huius potest.

Imo hinc extenditur conceptus, dicendo etiam formás fiuentes quas-
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vis F et f tangere se in vicém in k, si in quovís puncto ipsius k tan-
gente totali tam F quam / eadem gaudeant.
, Hinc etiam oriuntur conceptus supra (Tóin. I. pag. 290) dicti.

9. Porro conceptus tangentis totális facile cum conceptu anguli recti
paulo antea dicti combinatur, oriturque conceptus generális perpendi-
cularitatis.

Nempe si T tangens totális formae F in puncto p sit, atque recta r
in p terminata, cum quavis recta in T sita ac in p terminata, angulum
rectum faciat: dicitur r etiam utvis continuata tam ad T quam ad F
in vei ex p perpendicularis^ si recta eiusmodi utrinque infinita, in quam
talis r cadit, sola tantum sit etiam pro tali superficie formám F com-
plectente, cuius tangens totális ad p planum est. Denotatur autem per-
pendicularis A ad B per A J_ B.

Extenditur idein generalius quoque ad k, sive punctum sive linea
sit: nempe si e quovis puncto ipsius k detur eiusmodi perpendicularis
ut dictum est, complexus omnium eiusmodi perpendicularium ad F ex
omnibus punctis ipsius k, dicitur perpendicularis ad F in vei ex k,

III . Demum rectis ex eodem puncto p ad omnia puncta formae cu-
iuspiam f consideratis, facile succurrit unius earum plagam in qua p est
continuare in infinitum, atque punctum p semper porro movere, apice
pyramidis abeunte in infinitum ; atque tum queerere, num angulus ad
apicem rectEe alicuius decrescat? et si decrescant omnes, num omnes
tendant ad o? Patebit ita esse, darique pro quavís rectarum dictarum
rectam Ín qua, recta cuius una extremitas p altéra q in f est circa q
per rectam dictam porro mota, hanc prima vice deserat; imo omnes
eas rectas punctum p commune habentes eo modo rectam eandem om-
nes simul prima vice deserere posse, fierique omnes simul inünitas.

1. Tum ultro venit omnes finitas magnitudinis eiusdem reddere, et
complexui earum nomen dare. Dici potest hoc prisma sensu generáli,
Complexu extrém itat umf in quibus rectae asquales initium in f habentes
terminantur, F dicto : patet cuivis puncto cuiusvis ipsorum F et f alte-
rius certum punctum, nempe extremitatem rectae alteram, respondere ;
et cuivis alii aliud.

BOLTAI, Tentamen. II.



l 8 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

Ex. gr. Si forma f recta r sít, orietur figura in piano sita (ut infra
patebit) duabus rectis extimis, recta r, et complexu c punctorum, in
quibus terminantur rectae ex omnibus punctis ipsius r rectam dictam
eandem prima vice non secantes, clausa: at quseritur, c qualenam sit?
et anguli, quos rectse dictae aequales cum r versus eandem plagam faciunt,
sintne aequales?

Unde item passus est cogitare, quid si sequales essent? et patet, quod
si recta r moveatur in se rectam extiinam in eodem piano secum férendő,
donec initium ipsius r in finem perveniat, extremitatis rectas extimse via
gaudebit qualitate, quae de F dicta est, praeterquam quod non constet
rectas dictas omnes se invicem modo prioré prima vice non secantes
esse. Atque hinc conceptus sequens oritur: si formarum F et / cuius-
vis, puncto cuivis respondeat certum punctum alterius, et cuivis alii
respondeat aliud, atque rectae inter puncta correspondentia aequales, et
quaevis binae in eodem piano sint, neque etsi infinitas sint secent se
invicem: dicitur complexus rectarum illarum omnium prisma gene-
ralius.

2. Interim via extremitatis lineae extimae pláne dictae nóvum con-
ceptum parit: nempe pro angulo quem ea cum r facit, facile rectus
ponitur; et manifesto si (Fig. 4.) be _L áb, et ac = eb, sive ad dextram
sive ad lsevam moveatur öcab, recta ab in se et be in eodem piano ma-
nente, ob generationes utrinque et undevis aequales (Tom. I. pag. 12. V)
deseribet b lineam uniforméra, angulos utrinque et ubique aequales cum
bc facientem ; (angulum esse infra patebit). Dicatur via hsec ipsius &,
sive continuata sit in infinitum, sive pars qusevis continua eius accipiatur,
aequifliiens ipsius db ad distantiam eb. Est verő linea haec recta, si
Axióma XI. Euclidis constet, et constat hoc, si illa recta sit; de quo
infra.

3. Hinc facile cogitatur rectam ab alicubi terminari, ibique aliam
incipere, sive in eodem piano prioré, sive in alio ; et ubi hsec termina-
tur, item aliam incipere, atque cuique harum sequifluentem ad distantiam
eandem eb dare, continuando idem donec libuerit. Denotentur reotae
dietse per literas maiores, et earum aequifluentes per minores nominis
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eiusdem; nempe sít linea 2J23CD . . . e rectis 218, 8<£, CD, . . . compo-
sita, et ab, be sint rectarum 213, 23£ aequifluentes in b secantes se
invicem W.

Qusestio oritur num 23 et b in plagam plani W5ab respectu reetse
7X<X eandem cadant? atque si generaliter ponatur, quod si quaevis litera
magna í) et parva \\ fuerit, f)3 et 3* m plagam plani £j3ty respectu
rectae £)!} eandem cadant; dicuntur linea 2J23O) . . . e rectis composita,
et linea obcb . . ., lineae primario aequesitae.

4. Unde iterum generalior conceptus oritur: nempe quaecunque lineas
simplices L et / dicuntur generaliter aequesitae, si pro utvis parva
recta k dentur linese U et / ' primario sequesitse tales, ut cuiusvis ipsa-
rum L et U punctum quodvis aut in alteram cadat, aut detur ab illő
ad aliquod punctum lineas alterius recta <Ck; ita cuiusvis linearum / et
/' punctum quodvis aut in alteram cadat, aut detur ab illő ad punctum
aliquod lineEe alterius recta <ck.

5. Atque hinc demum oritur generális conceptus parallelismi for-
marum F et f\ si e cuiusvis formarum F et f ex. gr. ipsius F quovis
puncto P ductis in F quibusvis et quotvis lineis simplícibus nihil prse-
ter P commune habentibus, e certo puncto p ipsius f iis aequesitse repe-
riantur eodem ordine se invicem exeipientes, nihil praeter p cominune
habentes.

Aut brevius: si cuivis lineae simplici in quamvis ipsorum F et/"ca-
denti detur aequesita in altero, dicuntur F et f parallela.

Sensu latissimo dicitur etiam queevis pars continua ipsius f parallela
ipsi Fy si f et F parallela fuerint. Denotatur parallelismus ipsorum F
e t / p e r F\\f.

Num verő recta alteram primo non secans (pag. 17) huic parallela
sít, aut num detur recta rectae parallela, a decisione Axiomatis Euclidei
undecimí pendet; de quo inferius.

Notandum autem etiam alium parallelismum distingui posse: si
nempe in definitione sequesitorum, pro qusevis litera magna f} et parva
tj, recta f}3 e t eius aequifluens in diversas plani dicti plagas cadant, quo
Ín casu lineae 21Í3CT) . . . et abcb . . . inverse aequesitae^ atque inde
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parallelae inversae dici possunt, prioribus directis dictis; et tum con-
ceptus aequesitorum quam parallelorum extendi generalius potest, si
aequesita dicantur, duin quaevis £}3 e t f?i a u t simul Ín eandem plagam
plani dicti aut quaevis simul in diversas eiusdem plagas cadant.

(Fig. 5.) exhibet exemplum simplicissimum, unde conceptus nascitur
pro linea 2I3CD . . . in piano sita, ita (Fig. 6.) parallelismi inversi;
patet etiam formás parallelas tales dari, quse se invicem secant.

§• 9.

Post hsec, cum disquisitiones istse, quse menteni in planum descen-
dentem retinebant, ipsEe indigitent plura adhuc subsidia desiderari, ut pe-
nitius intelligantur : ea in simplícioribus quserens descendit Ín planum. Ubi

1. Obviam venit, puncti vias in campo infinito innumerabiles dari,
occurritque preeter rectam aliaque, etiam linea simplex in se rediens;
quae in quacunque superficie simplici fuerit, figura dicitur; et in piano
quoque curva varii generis, quo pertinet etiam circulus per operationem
motus intuitivam secundam via ad planum restricta, aut mere e rectis
composita aut mixta esse potest. Sí e tribus rectis componatur, triangu-
lum, si e quatuor rectis constet in piano, quadrilaterum audit; ita si ex
n rectis composita sit, n latéra figura rectilinea plana dicitur; si verő
latéra aequalia sint, aequilatera, si anguli aequales aequiangula ; si et
latéra et anguli aequalia sint, reguláris dicitur, et figura quatuor late-
rum dicitur quadratutn, si plura fuerint latéra, polygonum regulare tot
laterum dicitur quot latéra habét.

2. At verő etsi constaret inter qusevis duo puncta dari rectam, eam-
que totam in idem planum cadere, atque e quovis puncto plani radio
quovís dari circulum in planum idem cadentem totum ; quee tamen et
ipsa adhuc inferius demonstranda erunt: qusestio ultro suboritur, num
dentur in prEecedentibus dicta? et num rectarum circulorumque certo nu-
mero ea adesse demonstrari queat?

Id quod certo rectarum circulorumque numero determinatur, dicitur
geometrice construi posse.
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Per geometrica constructione perficere aliquid, quod in ita dicto
Problémaié enunciatur, intelligi sólet: id numerabilibus eiusmodí opera-
tionibus peragere, quarum qusevis est rectam ducere aut círculum de-
scribere; quod oranino tain rectam ducendo, quam circulum describendo,
motum sápit, in ipso Euclide quoque ; quamvis exemplar constructionis
geometricse exhibeat, absque eo, ut eam ullibi definiat lut Hnguam vivam
bene loquentes regulás Grammaticse subticent); at tanto magis comraen-
tator eius statim apud secundam propositionem (ubi puncto p et recta
r positione datis, recta Ín eodem piano ex p ipsi r sequalis determi-
nanda est) constructionis geometricas ideám dare debet, ut genius Eu-
clidis percipiatur. Requiritur nempe ad hoc perficiendum numerus 7.
Omnibus immotis fit hoc, et quamvis facile possit extremitas ipsius r
ipsam r in piano secum férendő (per operationem motus primam intui-
tivam ad planum restrictam) usque in p moveri, aliquid valde pulchri
habét propter fidelem idese constructionis geometricas, quam sibi Eucli-
des proposuit, executionem.

Interim in numerum finitum dictum admitti etiam dicta operatio
motus príma potest; ut si quid suppositis rectis, quas inter quaevis duo
puncta adesse demonstrabitur inferius, fiat numero finito operationum,
quarum qusevis aut prima aut secunda operatio motus íntuitiva est, via
et generatis ad planum restrictis, nec plures operationes coniungantur,
id est in M moto interea aliud quid haud moveatur: id geometrice con-
strui dicatur, et quidem sensu stricto; si verő non restringatur ad pla-
num, admissa operatione tertia quoque, constructio geometrica sensu lato
dicatur.

3. Quamquam autem et veritates aequa dignitate polleant (ut in na-
tura sol, orbium dies, et noctilucse exigua luminis in vasta nocte sphaera,
eadem sapientia infinita radiant): Geometria quse elementáris dicitur,
sensu lato in iis, quse sensu lato geometrice construi possunt, et sensu
stricto in üs, quae sensu stricto geometrice construi possunt, terminari
potest iis, qu£e nonnisi operationibus coniunctis fieri possunt, ditioni, quas
Geometria sublimior dici sólet, assignatis; uti inferius pluribus exemplis
ostendetur.
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§. IO.

Post descensum e spatio quaquaversum infinito in campum circum-
circa in piano infinitum apertum : disquiritur ibidem in qualitates forma-
rum, prius quarum omnia puncta, tum earum quarum non omnia qui-
dem sed quodvis geometrice sensu strícto construi possunt, et demum
illarum, quarum quodvis punctum ope formarum priorum construi pot-
est. Considerantur autem prius omnimodae combinationes rectarum et
circulorum, prouti arbor inferius ostendet. Denique applicata Arithme-
tica e datis quantitates ignotse quzeruntur, quo etiam Trigonometria
plana pertinet, docens e quibusvis triangulum rectilineum determinanti-
bus quantitates per idem triangulum determinatas ope calculi computare.

Datur quidem (in paragrapho sequente] etiam Trigonometria sphae-
rica : nempe triangula quse in superficie sphseras per tria plana per cen-
trum posita generantur, suo loco etiam computantur. Estque planum
quasi limes geometricus, cuius idea facile determinatur, superficiei sphas-
ricse, centro remoto in infinitum, posita Axiomatis XI. Euclidis veritate;
secus autem alía quEedam superficies uniformis circumcirca infinita est
limes geometricus dictus, in qua Axióma XI. Euclidis, simul cum tota
Planimetria Euclidea, demonstratur in Appendice; Trigonometria sphse-
rica autem a veritate Axiomatis XI. Euclidis independenter absolute vera
stabilita ibidem est.

§. II.

Dein reditur in abyssum spatii, unde in planum descensum erat:
atque íbi formarum omnium quse in piano prodierunt, combinationes
iuxta arborem exponendam omnimodae considerantur, construunturque
ea, quse sensu lato geometrice construi possunt, atque applicata Arith-
metica computantur.

i 12.

Denique coniunctio operationum, cuius superius mentio facta est,
sequitur coronam arboris constituens; omniaque spatü puncta, et quo-
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rumvis complexus hoc pacto ad unum aliquod certum spatii punctum
fixum revocantur. *

Ex. gr.
1. Moveatur recta A circa punctum suum aliquod a in piano Psem-

per porro, ita ut punctum b ipsius A percurrat peripheriam radii ab
toties quoties libuerit; dicaturque nomine generáli u longitudo viae
puncti b : interea autem moveatur punctum aliquod c e certo puncto
ipsius A in ipsa eadem recta mota A certa lege, ut nempe y dicta via
puncti c in A,út y—ftu); quaeritur dato f{u) via ipsius c in piano?

2. Ita si recta pa moveatur in recta eadem continuata, circulum cen-
tri p radii pa secum férendő in eodem piano, ita ut interea punctum
certum peripheriae in ipsa peripheria certa lege moveatur, ut sil nimi-
rum via eius —/'"(x) pro x denotante viam puncti p in recta dicta. Ex.
gr. si F{x) = x) describi cyclois (ut Tom. I. pag. 356) poterit, si punctum
motum b fuerit.

3. Ita potest p, centrum circuli Q in peripheria circuli alicuius mo-
veri, circulum C circa centrum interea certa lege motum in eodem
piano secum férendő; et via puncti certi peripheriae ipsius C quseri.
Imo etiam circulus, in cuius peripheria p est, interea lege certa moveri
potest.

4. Aut si planum P circa rectam certam A in P cadentem move-
atur semper porro : vias, quam certum aliquod punctum p ipsius P de-
scribit, longitudine generaliter u dicta; et moveatur interea certa lege
punctum b ipsius A in A, perpendicularem B ad A in P secum ferens,
distantia ipsius b a certo puncto determinato a in A 1 eodem pro omni-
bus b) generaliter x dicta; atque moveatur interea punctum c ipsius B
certa lege in B, recta eb (quocunque perveniat c) generaliter y dicta;
nempe ut sít

x = a{u) et y = b{x);

quseritur via puncti c in spatio?
Manifesto per u, x, y quodvis spatii punctum / determinari potest:

detnissa eniin ex/ ad A perpendiculan, hsec érit y aut Ín a aut in plagain
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inde aliquam cadens, et verso circa A piano P doneo ad / perveniat,
eousqtíe p certam viam u describere potest.

5. Ita si certum punctum a rectae A in P immobilé cadentis fixum
sit; atque e certo puncto b ipsius A sit B perpendicularis ad A in
eodem piano P, et e certo puncto c ipsius B sit C perpendicularis ad
planum P; atque dum punctum b movetur porro in A, perpendicula-
rem B ad A in piano P secum ferens, interea moveatur certa lege
punctum c in B, rectam C ad planum Psemper perpendicularem secum
ferens; atque interea in hac ipsa C quoque moveatur punctum ö lege
certa : quaeritur pro datis huius compositionis motus (non virium) legi-
bus, via puncti b Ín spatio? Si ex. gr. ab generaliter x, be generaliter^,
et cí> generaliter z dicantur, atque x, y, z semper ut coordinatas simul-
taneas intelligendo y sit =a(x), et z = ft(y)- manifesto quodvis spatii
punctum / per x, y, z determinatur; nempe ex p ad P missa perpen-
dicularis z dici potest, et e puncto illő ipsius P, in quod perpendicula-
ris dicta cadit, ad A missa perpendicularis y, et recta inde usque ad a
dici x potest. Possuntque praeterea tam x quam y et z et positive et
negative accipi; nempe x ab a incipiendo in una plaga reetse A posi-
tive, in altéra negative, ita ordinatee y ex A incipiendo in una plani P
plaga positive et negative ín altéra, atque ordinatae z ad planum P per-
pendiculares e P incipiendo in una spatii plaga positive et negative in
altéra accipi possunt. Nimirum ex tomo 1. pag. 28 determinationes, qui-
bus reetse in recta aliqua (pro certo puncto eius fixo, atque certa con-
ditione C accipiendi resultati) positivse a negativis distinguuntur, patent:
ita perpendiculares ad rectam A fiunt positivae alise, aliae negativae, si
pro extremo ibidem dicto rectae cuiusvis ad A perpendicularis, accipi-
atur parallela per id ad A in P ducta, atque in hanc ponatur initium
priorem exeipientis; et pro resultato accipiatur distantia ab A extremi
rectae ad A perpendicularis postremo positae. Ita perpendiculares ad P
aliae positivae aliae negativas fiunt, si per cuiusvis extremum ad P super-
ficies parallela (pag. 19) ducatur, in qua recta priorem exeipiens incipiat,
et pro resultato distantia a P extremi rectae ad P perpendicularis
postremo positae accipiatur.
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6. Potest etiam punctum b in recta A motum planum aliquod Q ad
A perpendiculare secum ferre, ita ut interea in Q motus sequens con-
cipiatur; sit j sectio plani 0 cum certo piano fixo P, in quod recta A
cadit, et moveantur certa puncta in certis perpendicularibus ad s in Q
cadentibus, prouti omnia per x, nempe distantiam a puncto fixo a ipsius
A puncti b in recta A moti, lege certa determinantur: atque data hac
lege, complexus locorum, in quibus puncta in perpendicularibus dictis
mota ab initio motus sub punctis temporis expertibus oinnibus sünt,
qualisnam sit, quseri potest. Patet hoc pacto non lineam tantum, sed
superficiem quoqne prodire, quum hsec complexus sectionum plani moti
Q cum ea esse queat.

Imo possunt motus plures quoque vario modo componi, atque cam-
pus disquisitionum protendi.

§• 13-

Notandum autem est, formás omnes, quaiesvis prodierint lineae aut
superficies, dum arithmetice considerantur, in quantitates respectivas et
quidem ad formám temporis reductas (Tom. I. pag 27I mutandas esse
modo sequente.

Pro quavis linea simplici L, cuius nulla pars recta est, intelligatur
recta r; si quavis linea simplici e rectis composita, cuius extrema in
extrema ipsius Lt et puncta qusevis ad quse angulum habét, in L ca-
dunt, / dicta: quzevis / sit <r, sed pro quovis 01 detur tale /, ut
r — /<ÍM sit.

Ita pro quavis superficie simplici S, cuius nulla pars planum est,
intelligatur illud rectangulum (Tom. I. pag. 288), quod limes talis super-
ficiei simplicis e planis rectilineis, ex. gr. triangulis, compositae est, api-
cem cuiusvis anguli in S habentis : ut superficiei eiusmodi ut dictum est,
limes alius eo maior non detur.

Hoc pacto omnes lineEe ad fonnám rectas, ita omnes superficies ad
formám rectanguli altitudinis eiusdem reductte (Tom. I. pag. 27) compa-
rari arithmetice poterunt.

BOLVAI, Toniamen. II. 4
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§• 14-

Recta cura omnibus eius proprietatibus primariis simul cum piano
axiomatice supponi solent; at quaeritur, num ea pro axiomatibus adsumi
possint? Conceptus temporis quidem ad spatium translatus rectam pepe-
risse videri potest; attamen tropicam istam rei tam diversee translatio-
nem, externam adiuvisse experientiam indigitant tam definitiones, qualis
Platonis est a lumine petita, rectam dicentis lineam cuius punctum
primum reliqua obumbrat, quam quse a puncto e certo loco alium pe-
tente est, observato tempore fatigioque minimo : nihil tamen magis ad
rectam perduxit, quam reflexió ad omne id, quod e corpore quiescentí-
bus duobus punctis eiusdem moto quiescit. Si quid pro axiomate adsumi
nequeat, illud e quo deduci potest, id implicite continere debet. Adsu-
mere itaque ea, ut fieri sólet, aut sequente modo deducere, ius fasque
cuique est. Spatii quaquaversum infiniti filia prhnogenita est punctum,
dein sphaera, média quasi inter duo extrema. Sphaerse autem linea pri-
inogenita circulus est, dein recta; atque demum circulus cum recta
parit planum.

1. Pro fundamento lineas uniformis simplicis in se redeuntis, quam
circulum esse patebit, positum est (pag. 7}; pro rectse construendae
fundamento ponitur sequens. Si M portio spatii circa duo sui puncta
revolvatur (pag. 7}: idem M circa eadem duo puncta undevis sequaliter
moveri, atque uno solo quoad víam cuiusvis sui puncti modo revolvi
potest.

2. Hinc quiescentibus punctis a, b, oinnia talia puncta ipsius M,
quorum quodvis circa a*b inoveri (iuxta pag. 71 potest, movebuntur
etiam simul circa a*bt si quod eorum moveatur : et quidem omnia viis
iisdem movebuntur porro usque ad reditum, quas singula percurrerent.

Atque hinc etiam nullum punctum ipsius M ex ullo loco p duabus
viis, una qua ex p moveri incipit, altéra qua redit, plures habét, quibus
motum circa a*b incipere potest. Nam sint ex eodem puncto trés rami
a, /?, 7, in quorum quovis punctum ex p moveri quiescente a * b possit,
inoveuturque in uno casu punctum ex p in ramo a incipiendo et per fi
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redeundo: ramus y tum haud potuit percurri, nam incipiendo per « aut
redeundo per # punctum idein simul lineam qua ramus 7 ex p incipit
describere nequit; nec antea percurri y potuit, nam tum punctum porro
motum iam antea rediisset. Cogitetur iam schema totum ita poni, ut
punctum quod antea in p erat, extra lineam simplicem redeuntem pri-
orem in y cadat, simul a in a et b in b cadentibus : manifesto motus
idem circa o*b locum haberet (per 1), sed idem punctum annulum a
prioré diversum describeret (contra 1).

3. Sit iam (Fig. 7.) sphsera S centro £ cum puncto c, dicaturque
superficies eius 6", et fiat sphsera J e centro c cum puncto C, huius
superficie s' dicta : facile patet, nec totam sphseram s in S, nec totam
5 in Í cadere j nam si ex. gr. tota S in s caderet, centrum £ in super-
ficie s' nudum haud inclusum maneret. Habét igitur tam s' aliquid extra
5, quam S' aliquid extra s. Hinc autem necessario ipsis S' et 5' aliquid
commune est; nam punctum e quovis puncto eius quod ex s extra S
cadit, usque in £ veniens per S' transire debet (pag. 6). Ita si pun-
ctum e quovis puncto ipsius S' extra s cadente in ipso S' usque in c
veniat, nisi c circumcirca in S' ininterrupte cingatur, punctum dictum
e loco extra sphseram 5 ad centrum eius absque transitu per s' venire
posset.

Exit igitur $' ex S' circumcirca c, idque manifesto generatione cir-
cumcirca aequali: adeo ut (pag. 7) quodvis exitus punctum p, sphsera
5 circa c * £ mota, viam simplicem in se redeuntem uniformem descri-
bere possit.

Idem de quavis sphsera centri eiusdem c tali, quse priori interior est,
patet; etsi cogitentur sphserse omnes interiores usque ad centrum com-
mune c, et annuli in S' se invicem semper interius usque ad c eundo
excipiant. Dicantur eiusmodi lineae uniformes simplices in se redeuntes,
quos circulos esse nondum constat, annuti, et nomen eorum generálé sit A.

Imo idem de quavis sphsera centri eiusdem c cum puncto quovis t
intra superficiem S' cadente facta patet. Nam tum superficies S' tota in
sphseram novam cadere nequit; namque i intra S' cadens in superficie
sphserae novse esse non posset. Unde reliqua fluunt.

4*
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4. Atque hinc manifesto punctuin e cuiusvis A puncto quovis E> intra
annulum eundem A usque ín c in superficie S' ita moveri cogitari po-
test, ut semper in superficiem sphsericam centri c interiorem veniat, et
in nulla uno plura puncta babeat, atque mota sphaera circa c»£, annu-
lis descriptis linea dicta / circa C in S' porro moveatur, donec redeat.
Nempe punctum dictum in quovis loco ubi sphasra centri c, sive ipsa j
sive interior, ex S' exit, annulo circa C*<£ gaudet per prsecedentia ;
adeoque orunia quoque simul moveri quiescente c * £ possunt.

5. Atque hinc, propter generatíonem superficiei sphsericse circum-
circa asqualem, e quovis puncto f ipsius S' datur linea / ' priori / sequa-
lis; atque / ' circa f in S' moveri potest donec redeat, annulos concen-
tricos prioribus aequales describendo.

Imo quum de sphaeris S et 5 demonstrata de quavis alia quoque
valeant: pro cuiusvis sphserse superficie datur linea, quae circa quodvis
punctum superficiei dictae ín ea moveri potest, donec redeat, annulos
concentricos undevis sequaliter describendo.

6. Dari dimidia annuli eiusmodi ut dictum est, linese simplicis in se
redeuntis, duo puncta communia habentia, uti cuiusvis partis continuae
eius duo dimidia punctum commune habentia dari patet sic. Concipian-
tur ex annuli puncto quovis duo puncta moveri in eo porro usque ad
reditum, temporibus quibusvis aequalibus vias sequales describendo, easque
ex eodem puncto diversas sed simul incipiendo : utrumque per alterum
transire debet; atque ubi hoc fit, viae utriusque sequales erunt; ita ex
arcus cuiusvis extremitatibus sequaliter motis punctis, priusquam quod-
vis in alteram extremitatem perveniat, occurret puncto alteri, et ibi
dimidium arcus érit (Tom. I. pag. 12. V. et Tom. II. pag. 61.

7. Accipiatur iáin ex 4. (Fig. 7.) punctum quodvis f in primo annulo
A (Fig. 8.i punctum c cingente pro centro; et linea prior / = Fc, cuius
una extremitas in c altéra in F sít, moveatur circa f in S' donec redeat:
manifesto pars viae cuiusvis puncti ipsius / cadet ab annulo in unam
ipsius S' plagam, altéra in alterain; nam ut centrum f claudatur ab
annulo per punctuin quodvis 0 descripto, necesse est punctum eius aliquod
p extra segmentum ipsius 6" illud, in quo C est, cadere; atque hinc via



SECTIO PRÍMA. 29

usque in 0 per A transire debet, et quidem in duobus saltem punctis
a f ad extremitates arcuum utrinque aeqnalium; nam annulus dictus cum
annulo A unum solum punctum commune habere nequít; nam tum ex
hoc puncto usque ad f aut linea simplex esset, aut non ; et in neutro
casu esset annulus dictus linea simplex rediens. Erunt igitur annulí hu-
ius transitus per annulum A ipsi f proximi duo supra dícti.

Accipiantur porro quorumvis arcuum ab A in plagam non c (id est
illám in quam non cadit c), meditullia (per 6j; atque tum fiat idem cen-
tro in meditullium arcus illius posito, qui ab annulo (centro f per ex-
tremitatem linese te in S' deseripto) e duobus punctis ipsius A ipsi f
proximis in plagam non c ipsius S' cadit; atque idem continuetur in
infinitum ; nempe casus idem redit semper, nisí quod centrum in primo
A ubivis eligere liceat, postea verő in quovis novissimo A arcus extimi
meditullium pro centro accipiatur, et idem repetatur in infinitum.

Complexus omnium eiusmodi meditulliorum continuum, imo linea
simplex est, ut statim patebit. Insistit autem linea hsec primo annulo
utrinque aequaliter; atque e quovis puncto annuü eiusdem, lineae eius-
modi per generationes asquales circumcirca et utrinque sequaliter deter-
minatse promanant. Unde etiam patet, quod si e quibusvis duobus pun-
ctis annuli primí promanantes eiusmodi linese secent se invicem, erura
semet secantia, ob generationes utrinque sequales, sequalia erunt. Patet
etiam partém quovis novo A generatam parti sequente A generatae,
item ob generationes sequales, Eequalem esse.

Complexum punctorum dictum continuum esse vei ita patet. Acci-
piatur complexus a punctorum innumerabilium, quse per quodvis aliquod
A, centro in eo posito, generantur usque ad arcúm aliquem k inclu-
sive, et inde complexus /? punctorum item innuinerabilíum usque ad
arcúm extimum generatorum : puncta ipsius [i in arcus post k se invi-
cem continuo exeipientes cadunt, qui simul sine k cogitari nequeunt,
uti complexus priorum ipsum a constituentium; itaque et fi gaudet pun-
cto in arcú k, quod quum solum sit, tam ipsi a quam ipsi /? com-
mune est.

Sed prasterea quoque e cuiusvis A arcus superíoris meditullio pun-
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ctum per omnes arcus concentricos superiores, id est supra prsecedens
A cadentes, usque in centrum moveri potest; et quidem ita ut per cu-
iusvis arcuum illorum punctum quodvis dátum transeat: intuitu patet,
idem simplicissime per meditullia arcuum fieri posse.

Est etiam linea simplex: nam e nullius arcus meditullio tertius ra-
mus dari potest; quia is per arcus praecedentes aut sequentes Íré deberet,
in quorum quovis nonnisi unum punctum ramis duobus commune datur.

8. Dicantur L linese eiusmodi, quee ex omnibus punctis annuli primi
utrinque Eequaliter insistentes, et semper porro utrinque sequaliter, atque
omnes circumcirca quoque per generationes Eequales sequaliter deter-
minatee sünt.

Aut dantur duae tales Z, quae punctum commune habeant, aut nullse
duse dantur, quae punctum commune habeant. Posterius fieri nequit:
nam tum portio illa ipsius S\ quse supra quodvis A usque ad arcúm
superiorem növi A est, imo totum A, innumerabilibus vicibus repetere-
tur in ipso S'; adeoque S' non esset quantitas finita (Tom. I. pag. 35),
de quo plura inferius.

Nempe tum (per pag. 26) sphaera S' circa c * C mota, movetur tota
Z., omnibus punctis annulos se invicem excípientes describentibus.
Quod annulus puncti cuiusvis in linea L ulterius generati ulterius
situs sit, patet inde, quod si ab aliquo annulo sequentes aliquamdiu
regrederentur, id aut statim post annulum centri alicuius A iuxta gene-
rationem dictam fieret, aut post meditullium arcus alicuius supra A ge-
nerati ; prius fieri nequit, nam tum punctum aliquod ipsius L ob gene-
rationes utrinque sequales intra, non extra prascedens A caderet; nec
posterius fieri quit, tunc enim e centro prius dicto sphserica superficies
exteriőr cum aliqua interiore aliquid commune haberet.

Atque per hoc adhuc simplicius patet superficiem sphaericam, si
nullse lineee L secarent se invícem, quantitatem finitam non esse. Potest
enim e centro cuiusvis A in S' describi talis annulus interior ipso A,
qui (íuxta Fig. 9.) nec cum ibidem praecedente nec cum sequente quid-
quam commune babeat. Quod cum per generationes Eequales semper
porro locum habeat: annulus dictus innumerabilibus vicibus repetetur.
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Si igitur superficies sphasrica quantitas finita sit: necesse est duas
lineas L se invicem secantes dari. At si duse dentur, omnes se invicem
in eodem puncto secabunt. Nam sit (Fig. 10.) ab arcus is primi annuli,
e cuius extrémitatibus promanantes lineae L concurrunt; linea L e me-
ditullio q arcus ab erecta quoque per p transibit: nam sit bq = br, adeo-
que ab = qr, et br = rt, adeoque bt = bat fposito ab esse dimidio primi
annuli minus, quum si ab dimidium annuli sit, res pariter facile pateat);
lineae L ex r et q, ita ex b et t erectee concurrent, eruntque singülae
aequales propter generationes sequales. Hinc autem linea L ex t erecta
necessario in p cadit; atque ut lineas L ex r et q erectae occurrere
possint, aut prior vei posterior transibit per bp, aut prior per pt, vei L
ex q erecta per ap transibit: quodvis honim fiet, si punctum transitus
p sit; sed inter p et t, aut inter p et a transitus fieri nequit; nam si
ex. gr. L ex r erecta inter p et t transiret, idem transitus punctum
etiam ipsi bp commune esset; si verő L ex r per bp inter b et p trans-
iret, punctum idem et lineas ex q erectae commune esset: et lineae L
ex r et q erectae usque ad punctum concursus essent ipsa bp minores.
Necessario igitur in eodem p concurrent.

Atque hinc colligitur, bisecando arcus in infinitum, atque circura-
circa transferendo : ex omnibus annuli primi punctis omni dabÜi pro-
pioribus erectas lineas Z omnes in eodem p concurrere.

Unde si sphaera S moveatur circa c* <L, puncto in annulo primo porro
moto, simul cum totó Hnearum L. e punctis bisectionum erectarum sche-
mate : nullum tempus érit, quo punctum p viam describat; nam ab initio
motus quodvis temporis punctum cogitetur, iam antea punctum in an-
nulo motum per innumera puncta transiit, pro quibus schema linearum
L dictum in p fűit.

Consequenter sphaera S circa c*£ ita moveri potest, ut p quiescat.
Alque hinc (per pag. 26), si S circa c*<£ moveatur, p quiescere debet.

Omnia dicta autem ad quemvis annulum superficiei cuiusvis appli-
cari manifestum est, si puncto quovis eius pro centro accepto, cum
linea quadam interna annuli fiant annuli concentrici tales, quales e quo-
vis sphserae illius superficiei puncto aequaliter dari dictum est.
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9. Atque hinc superius fpag. 27) segmentis omnium s' in 5 cadenti-
bus generaliter s" dictis, cogitetur in omni s" punctum illud, in quo
lineae L, ex annulo ipsi S' et illi s' communi, in illő s" generatas con-
currunt: complexus omnium eiusmodi punctorum simul cum c et C
lineam simplicem esse ut supra (pag 29) patet. Sed manifesto etiam
sphsera S circa c*£ mota, cuiusvis s" punctum quodvis praeter punctum
dictum in ea (pag. 7) movebitur; atque hinc omnia s" (pag. 26) move-
buntur, et tota linea dicta quiesceL mota sphaera S circa c*£.

io.-At verő in S quoque ex annulo egressus extimo antea genera-
tum p quiescebat mota 5 circa c * £ ; atque sí pro centro p eadem fiant,
quae ab altéra parte centro c facta sünt, prodibit linea c£p quiescens
mota sphaera ciTca c*£.

Imo qusevis alia duo puncta linese dictae accipiantur, motus dictus
sphaeras S quiescentibus iis peragebatur: itaque (pag. 26) circa quasvis
duo puncta dicta motus idem est.

Sed nec ullum punctum sphserae S extra lineam dictam cadens qui-
escit: nam illud aut intra segmenta extima ex C et p generata, aut inter
illa cadit; atque tale circumcirca sequaliter determinatum gaudet annulo
(per pag. 7). Si verő in aliquo motu circa duo puncta annulo gaudeat,
circa eadem duo puncta (per pag. 26) semper eundem annulum de-
scribet.

11. Patet porro inter quasvis duo spatii puncta dari lineam eiusmodi:
nempe accipiatur unum pro centro, fiatque sphaera cum puncto altero;
atque applicentur de sphasris S et s dicta. Atque hinc etiam patet rec-
tam e quavis portioné spatii finita egredi e quovis puncto eius, quum
possit generari sphaera ex eo puncto, totam portionem includens.

12. At quaeritur, nura e centris sphaerarum quarumvis inaequalium
generatse, centris coincidentibus, congruere possint usque ad superficiem
sphaerae minoris ? Omnino ; nam (Fig. 11.J feratur minor in alteram cen-
tro in centrum £ maioris posito; sitque linea 2í£K' in sphsera maiori
hac circa K*K' mota quiescens; transeat haec per superficiem minoris
in c*c'. Mota sphaera maiore circa K * £ , omne praeter lineam KK' mo-
vebitur, perageturque motus quiescentibus c, £ ; itaque tum et sphsera
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interior circa c*£ movebitur; adeoque (per pag. 26) idem inter c et £
quiescet quod antea.

13. Hinc etiam linea talis continuari e quavis sphaera in aliam quamvis
maiorem utrinque potest; neque intra ullius sphaerae superficiem detinetur.

14. Si porro cuiusvis lineae eiusmodi unius extrema Cl, b et alterius
a', b' sint, atque a in a' et b Ín b' simul cadere queant; congruentibus
extremis et lineae ipsse coincidunt.

Nam feratur ad £ linea ab simul cum sphaera illa, in qua generata
est, sive in centrum eius cadat a aut b sive non, atque ponatur a in £ ;
fi atque sphaera centro £ sphaeram allatam includens, et eodem centro
a fiat sphaera puncti b. Manifesto linea eiusmodi ut dictum est, quae
dicatur ?., in sphsera reliquas duas includente e centro £ generata, per
superficiem sphaerae puncti b e centro eodem £ generatae transit in ali-
quo puncto f; moveatur k circa £ simul cum sphaera maiore, donec f
in b cadat; atque tum moveatur sphaera eadem maior quiescentibus punc-
tis b, a; movebitur etiam sphsera allata indusa, quiescentibus iisdem
b, a; adeoque inter b et a linea eadem quiescet, quae motu solius
sphaerae allata? quiescentibus iisdem punctis quíesceret. Itaque linea allata
ab coincidit cum linea sphaerae maioris inter a et b quiescente. Pariter
adferri linea a' b' simul cum sphaera illa, in qua generata est, potest a'
in £ posito : atque manifesto et a'b' eidem congruet, cui ab congruebat.

15. Hinc etiam patet lineam eiusmodi redire non posse ; nam tum
puncto uno, unde duo puncta diversis viis profecta porro moverentur,
et altero, ubi prima vice sibi mutuo occurrerent, communibus, uterque
ramus inter eadem duo puncta coincideret.

16. Sed linearum priorum (in 14) continuationes quoque, nempe con-
tinuatio e centro sphaerse allata? et continuatio e centro £, coincidunt.
Nam si prioris punctum p extra lineam ex £ prodeuntem utrinque in
infinitum contínuatam caderet, sphsera puncti p e centro £ habeat punc-
tum p' cum linea posteriore commune: fiatque sphaera tam sphaeram
hanc quam allatam includens; mota hac quiescentibus a, b, et p' quies-
cet, p autem movebilur; quod fieri non posset, si p in continuationem
prímám caderet; tunc enim quiescentibus a, b, et p quiesceret.

BOLYAI, Teniamea. II. 5
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17. Denique linea dicta (per pag. 8) recta est. Nam (Fig. 12.t 13.)
qusevis duo puncta q et r fuerint illius (utrinque continuatae in infinitum),
omnia spatii puncta eorundem unica complectetur. Etenim quodvis punc-
tum lineas dictae ipsius q • r unicum est, nec ullum aliud spatii punctum
eiusdem q*r unicum est.

Namque sit quodvis punctum p lineae dictse : nullum punctum f a p
diversum tale datur, ut

Esset enim f aut in linea ipsa aut extra eam : neutrum fieri potest. Nam
si f in lineam cadat, aut in aliquod ipsonim q et r caderet, aut inter
ea, aut extra ea: atque etiam p pariter cadere potest.

Si p in r (aut q) cadat, patet nullum f a p (aut q} diversum dari:
ítaque tantum casus alii considerantur. Sit prius p inter q et r; tum t
aut etiam inter q et r in f aut f", aut extus cadet, ex. gr. in F". Si in
f caderet, tum ut

q*r*p==q*r* f
sit,

q f = q P

esset ipars toti); pariter si f in f' caderet, tum

qf'=qp

esset. Si verő t in f" caderet, tum

qf = qp

esset (pariter pars toti). Nempe per dicta e quovis puncto linea talis
aequaliter incipiens asqualiter quoque continuatur.

Si verő p extra qr, ex. gr. in p', cadat (Fig. 13.]: tum f aut in f
aut in f" aut in V" aut in f" cadere deberet, quum manifesto in ipso-
rum p', q, r nullum cadere queat. In f cadere nequit, quia tum

esset; neque in f", quia tum
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qp=qt"
esset; nec in f" cadit, quia

rf'"=rp'
(pars sequalis toti) esset; neque in f"" cadit, quia tum esset

rf""=tp'=rq-hqp',
et

qp'=qE""=rq-i-rr"",

et hunc valorem substituendo ipsi qp' in Eequatione prioré, esset

rr=rq-+-rqn-rr.

Sed neque extra lineam dictam datur tale f, ut

Nam fiat e centro sphaerae, in qua linea dicta generari coepit, sphsera
punctum P includens; quiescentibus r, q, p mota sphsera hac, movebitur
f {pag. 32); si verő q in q et r in r cadentibus p in f cadet, p cum f
circa r*q moveri poterit, quod antea quievit (contra pag. 26).

Sed nec ullum spatii punctum f extra lineam dictam cadens ipsius
q • r unicum est; quum sphaera pláne dicta circa q * r mota, et illud
moveatux, adeoque in alia aeque posita puncta veniat.

Est igítur linea dicta pláne complexus omnis puncti, quod quoruni-
vis duorum punctorum eius unicum est.

Sí non recta e rectis aut aliis lineis constet, facile patet non quo-
rumvís duorum punctorum adesse quodvis punctum unicum.

18. Recta etiam quantitas est. Nam qusevis partes continuae eius
accipiantur; et ponatur una extremitas unius in unam alterius; fiantque
sphaerse centro in eam posito cum extremitatibus alteris : prodibunt duse
partes in sphserse interioris, nisi utraque eadem sit, superficie terminatEe,
quarum extrema, adeoque et ipsae, congruere possunt.

19. Recta potest in se porro moveri. Nam e quovis puncto p( per
dicta, aequalíter continuatur in infinitum.

20. Planum quoque hinc facile construitur modo sequente. Patet
generatione circumcirca sequali, per quodvis punctum circa duo puncta

5*
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usque ad redittnn porro motuni, describi lineam simplicem in se redeun-
tem talem, quse et ipsa, ut recta et superficies sphserica erat, quantitas
est, atque etiam e quovis puncto sive antrorsum sive retrorsum eequa-
liter determinatur.

Accipiatur quasvís talium annulorum (Fig. 14.); sitque (per pag. 28)
in punctis a, b bifariam divisus, et dimidietas abb sít in b bifariam divisa;
atque sit rectae ab meditullium in c: érit, ob generationes utrinque eequa-
les, forma e rectis eb et ca composita formae e rectis eb et eb compo-
sitas eequalis, adeoque recta be est perpendicularis ad ab in c (pag. 15);
et quodvis rectEe eb punctum extra rectam ab utrinque infinitam cadit.
Fiat sphaera e centro c totum schema includens, et moveatur circa ű*f>
sive rectam ab utrinque infinitam : quodvis punctum rectae eb deseribet
annulum, qui propter generationes utrinque aequales utraque facie sibi
congruere potest, (quod de antea dictis nondum constatl. Cogitetur iam
recta eb in quovis loco suse vise continuata per b in infinitum ; érit com-
plexus oranium earum superficies circumcirca infinita et circumcirca et
utrinque sequaliter generata, ut circa c in se moveri, facieque utraque
sibi congruere queat, atque spatium in duas plagas sequales dividat.

Est autem superficies ista planum. Nam quaevis duo puncta 21 et 23
sint eius, quodvis punctum £ ipsius 21*23 unicum in rectam 2Í23 utrin-
que in infinitum continuatam cadit. Recta 2123 verő necessario in su-
perficiem dictam cadit: cogitetur enim in generatione huius, recta
eb versus b infinita, ex 21 versus 23 usque in 23 per annulum pláne
dictum mota ; nisi per 21S transeat, aut cadet ab una aut ab altéra
parte ; neutrum verő fieri potest; nam si quod fieret, et alterum fieri
deberet. Et idem de continuata 2123 patet: accipiatur nempe spbaera e
centro c radii maioris quam recta qusevis, quas a c ad 213 est; exibit
ex hac sphsera utrinque tam recta 2123 quam cv versus b infinita; unde
reliqua patent. Posset etiam brevius dici, quod si ex uno puncto super-
ficíei ad aliud ducta recta in unam plagam caderet, in altéra quoque
esset, et inter duo puncta duae rectae fierent.

22. Unde etiam patet rectam 2123 etiam utrinque infinitam in planum
cadere, si puncta 21, 3 in eo sint.
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23. Sed quEeritur, mim per quaevis tiia fiuncta 21, V>, t£, cisi 1/011
tn recta sínt, planum detur f Omnino : nam 21 * 23 ex Fig. 15. in pla-
num dictum poni potest, 2\ in c Fig. 14.1 posito, acceptaque ex c ver-
sus b recta rectae 2123 a;quali. Si iam i£ non in eo piano esset : fiat e
centro 1 emu puncto £ sphíera, sitque ex. gr. recta

c£ = eb = ca;

manifesto sphíera radii c<£ e centro c, per planum in nnum dimidium
superius alterum iniertus dividetur; atque mota sphaera circa ah, quod-
vis superficiei sphíericae punctum prseter a et b, dimidium annuluin su-
perius et alterum inferíus deseribet; atque ubi punctum »£ transit, ha-
betur petitum.

24. Imo etiam per eadem tria puncta 2(, 3, <Z non in recta sita
nullum aliud planum poni potest. Nam in praecedentibus 21 in c et i3 in
b positis atque i£ in planum ibidem generatum cadente, ponatur quod-
vis aliud planum imo eiusdem plani pars alia* per 3í*i^*(£; nulluin
punctum p (Fig. 15.) unius extra alíud cadere poterit. Nam rectas 21V>,
y*£ et ÍIC, extremitatibus earum in utrumque cadentibus, et ipsee in
utrumque cadent totas. Sit iáin p in uno eorum, cadet aut supra lineam
compositam ex 2[<Z, <£.V> et contínuationibus recta? 2123 ex 21 ad laevam
et ex 23 ad dextram, aut infra eam. Si supra eam cadat, tum recta pq
transit per lineam compositam dictam ; si per continuationem alterutram
reetse 213 iret, tum et transitus et q, adeoque et p, in 2123 infinitam
caderet; si per 2l£ vei £23 eat, fiat id in f; tűin recta fq utrique piano
communis, et continuata punctum p complectens in utramque incidet.
Si verő infra cadat in p' vei p", recta e quovis horum usque ad p, iam
utrique commune, transit per lineam compositam dictam ex una plaga
in alteram ; et item duo puncta, adeoque recta per ea, utrique piano
communia erunt.

25. Manifesto etiam 1 ín Fig. 14.1 &c ex c continuata in planuin (pag. 361
primo generatum cadit; atque planum, ob generationes utrinque aequa-
les, in duas plagas aequales dividit: atque quum qusevis plani P recta
in eb simul cum piano P ita poni possit, ut P cum piano primo
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generato coincidat: planum quodvis per quamvis rectam in ea sitam
in duas plagas, inter se omnes prioribus sequales, dividi patet. Imo evi-
dens est, quovis plani puncto in idem dictum c posito, et congruentibus
planis, circulos quosvis radiorum aequalium sequales esse ; atque etiain
punctum in piano motum, ipsum planum in eodem piano secum ferre
posse.

26. Ita formás duarum rectaTum angulares congruere, si arcus e ver-
ticibus radiis cequalibus inter crura descripti asquales sint, circulo facto
patet; necnon oinnes rectorum angiilorum formás Eequales esse; ita ex
uno puncto rectae in piano unam solum perpendicularem dari; et sum-
mám angulorum in una plaga ad rectam circa punctum c positorum
esse = 2R• atque conversim duas rectas, c commune habentes, in una
recta esse, si summa angulorum in una plaga sit = 2R} per R rectúm
intelligendo.

27. Patet etiain planum quantitatem esse: nam qusecunque duse por-
tiones eius accipiantur, ponatur utriusque punctum aliquod internum in
dictum c, ita ut portiones ipsae in planum primo generatum incidant:
círculi, recta illa qua e c usque ad perimetrum nulla minor est pro
radio accepta, congruent; et (Tom. I. pag. 25) locum habét.

§. 15.

1. Si recta cum recta aut piano aliquid commune habeat, id nonnisi
punctum est: nam si duo puncta communia sint, recta in alteram con-
tinuatam in infinitum, et pariter in planum incidit.

2. Planum verő cum piano, si utraque infinita concipiantur, aut
nihil commune, aut rectam inftnitam communem habent: et tam recta
quam planum, sive rectam sive planum secantia, transeunt in pla-
gam alteram. Nam (Fig. 16.) secet recta ab rectam f>q; nisi transeat
in plani per ab(\ determinati plagam alteram, necessario aliquorsum in
bt cadet; cum qp enim nullum punctum prseter b commune habét, quia
tum tota incideret. Itaque abt recta esset; atque tam /? quam
dimidía peripheria radii bt esset,
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Hinc ab per phmuin etiam transit, si b cum eo (nec quidquam aliudi
commune habeat: si enim in eadem plaga maneat, manifesto pro quo-
vis puncto q plani in b secti casus praecedens érit.

Hinc etiam si duo plana P et / punctum b commune habeant: fiat
e quovis puncto a ipsius / tali, quod ipsi P commune non est, recta
ab; transibit ista per P per prEecedentia; fiat tum semicirculus in piano
/ radio ba centro b ; transibit is per P\ atque recta per punctum hoc
et punctum b tam in P quam in p incidet; nec ullum punctum prse-
terea commune utrique est, nam tum utraque coinciderent. Patet simul
planum / quoque transire in alteram plagam.

3. Ad rectam e quovis eius puncto perpendicuiarem dari patet (ex
Fig. 14. pag. 36); uti etiam e quovis plani puncto dari rectam ad
planum perpendicuiarem ; quum quodvis planum, puncto quovis in C
posito, primo ibidem generato congruere queat.

Sed quamvis e quovis puncto tam ad rectam quam ad planum dari
perpendicuiarem, inferius demonstretur: duas ex eodem puncto perpen-
diculares ad eandem rectam, aut idem planum, diversas non dari facile
patet; nam tum duae illae rectae cuin recta duo illa puncta in quse per-
pendiculares caderent connectente, tale triangulum efficerent, cuius ad
basim uterque angulus rectus esset. Hoc autem fieri nequit; quia si
duae rectae in eodem piano ad eandem rectam in eadem plaga concur-
rerent, idem ob generationes utrinque sequales et in altéra fieret; ade-
oque recta utraque propter duo puncta communia coincideret.

4. Interim si recta ad be et te {Fig. IJ-J duas plani rectas perpen-
dicularis fuerit, érit ad omnes adeoque ad planum per teb determi-
natum ipsum P perpendicularis. Nam sit cp _L ct, et cq _L eb ; moveatur
fcp circa te porro donec redeat, ita bcq circa be; via ipsius cp érit (per
pag. 36) planum K complectens omnes perpendiculares, quse ex c ad te
fieri possunt; ita via ipsius cq érit planum Q complectens omnes per-
pendiculares ex c ad be. Datur autem ex c perpendicularis ad planum P\
atque ea tam ad te quam ad be est perpendicularis. Sed eiusmodi recta,
quse ad te et be simul perpendicularis sit, nonnisi una datur, nempe
sectio planorum K et Q; adesse enim perpendicularis ex c ad te in A",
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et perpendicularis ex c ad be in Q debet; adeoque illa quas tam ad te
quam ad be perpendicularis est, tam in K quam in Q adesse, id est
utrique communis esse debet. Consequenter recta ad te et be simul per-
pendicularis, est ipsa ad P perpendicularis.

5. Est etiam planum quodvis p, in quod perpendicularis ad P
cadit, ad P perpendiculare. Nempe angulus duorum planorum genera-
tur modo sequente : sínt (Fig. 18.) ad rectam ab perpendiculares sequa-
les be, fe in eodem piano P, atque ae = bt; et moveatur plaga plani
superior circa a*b porro donec redeat; deseribent puncta b, f simulta-
neos arcus aequales circulorum radii sequalis, propter generationes omnino
asquales. Ita si gtj J_ gb, atque accipiatur pg = eq, erunt moto schemate
circa p»q viae punctorum f? et f simultaneae asquales, ob generationes
aequales: sed f eodem modo movetur, sive a*b sive p*q quiescant,
quum omnia simul quiescere debeant. Consequenter omnium perpendí-
cularium sequalium extremitates arcus simultaneos sequales deseribent.
Est autem (pag. 15) quantitas anguli planorum via eiusmodi; quae si
quadrans sit, érit (pag. 17) planum ad P perpendiculare. Patet hinc
quantitatem anguli planorum esse quantitati anguli perpendicularium e
quovis puncto sectionis eorum aequalem.

6. Oritur autem anguli cuiusvis tam duarum rectarum, quam duo-
rum planorum, per transítum cuiusvis in alteram plagam suus verticalis :
quos pro lineis rectis aequales esse vei ita patet. Sint anguli hi vertica-
les u et v (Fig. 19.): si hi, moto (i circa c donec extremitas arcúm S
deseribat, non sint asquales, érit unus ex. gr. « > altero v, nempe y>S
pro radiis a et /5 aequalibus. Fiat z = S; érit per generationes asquales,
si a moveatur fin eodem piano intelligendo) circa c, donec arcúm z = S
deseribat; érit z quoque <C arcú quem extremitas ipsius (i interea de-
seripsit. Est verő manifesto arcus hic <d, propter transitum rectae per
rectas (1, e in plagam alteram. Consequenter esset z, quod =S est,
minor arcú ipso ó minőre. Pariter patet, si v > u esset; et pariter de
altero verticalium pari.

Atque rectis productis, quorum angulus respectu quantitatis angulo plano-
rum aequalis est: manifesto etiam anguli planorum verticales sequales sünt.



' SECTIO PRÍMA. 4 1

7. P1ani per centrum sphasras positi sectionem cum superficie sphae-
rica circulum radii radio sphasras aequalis, circulum maximum dictum,
esse (ex pag. 36) patet; qusevis duo plana autem per centrum c posita
se invicem in recta e centro eunte secare, cuius punctum p in super-
ficiem sphserse cadens circulis maximis e centro in utroque piano de-
scriptis commune est; et patet rectam eandem, utriusque plani secti-
onem, continuatam alterum quoque eorundem circulorum punctum
commune preebere.

8. Angulus verő circulorum maximorum sphserae quantitas respectiva
fit per arcúm, quo quantitas angulí planorum, in quíe circuli illi cadunt,
exprimitur. Si igitur (Fig. 20.) a puncto p supra tabulam sito in duobus
circulis maximis quadrantes accipiantur, pa in uno et pb Ín altero: cir-
culi maximi arcus ab exprimet angulum eorum; nam pc sectio plani
pca cum piano pcb est, et propter quadrantes pa, pb anguli pea, pcb
recti sünt.

9. Hinc etiam arcus circuli maximi ad arcúm ab perpendiculares
in extremitate quadrantum concurrent, in ita dicto polo circuli cuius
ab arcus est. Nam pc est ad ac et be simul perpendicularis; adeoque
ad totum planum abc perpendicularis est; itaque (pag. 40I et plana acp,
bep sünt ad planum abc perpendicularia, adeoque angulus quadrantis
utriusque cum arcú ab rectus est. Consequenter arcus ex Cl et b ad ab
perpendiculares in p concurrunt. Patet autem schemate circa pc moto
arcúm quemvis per a deseribi posse, et perpendicularem circulum e
quovis arcus ab puncto unum solum generari.

10. Si verő plana P et Q se invicem ad angulum rectum secent
in recta ab: e quovis puncto p ipsius P ad ab demissa perpendicula-
ris est perpendicularis ad Q, atque e quovis puncto ipsius ab erecta
ad Q perpendicularis in P cadet. Nam sit pb _1_ ab; ducatur in piano
Q ad ab perpendicularis bf; érit angulus pb? rectus, quia P± Q; adeo-
que pb ad duas plani Q rectas nempe ab et bf perpendicularis, con-
sequenter etiam ad Q perpendicularis est.

Quaecunque perpendicularis autem fuerit ex a ad planum Q, illa in
planum P cadit; nam si extus caderet, ex eodem puncto a duee essent,

BOLYAI, Temimen. H. 6



42 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

quia per prascedentia perpendicularis ex a ad ab in P cadens est ad Q
perpendicularis.

11. Denique si duo plana P et p secent se invicem, et utrumque
perpendiculare sit ad planum Q, seciio priorum ad Q est perpendi-
cularis. Nam si P± Q et simul / _L O, sit A sectio planorum P et Q,
et a sectio planorum / et Q; secabunt A et a in Q cadentes se invi-
cem ; quia nisi secarent, nec plana ex A et a ad Q perpendicularia
secare se invicem facile patet. Sit sectio rectarum A et a in a, perpen-
dicularis ex a ad Q cadit per praecedentia tam in P quam in / , adeo-
que in sectionem solam planorum P et p, cui a commune est.

12. Quoad angulum quem recta ac facit cum piano P, in quo centro
C sit descriptus circulus radio be, supposito (sed inferius demonstrando)
hypotenusam esse catheto maiorem, et rectis crescenLibus e quovis
puncto eodem extra peripheriam ad eam ductis, angulum ad centrum
crescere : facile patet, nisi ac _L -Psit, esse angulum acb minimum (pag. 16).
Nempe sit b punctum, in quod perpendicularis ex a ad P cadit;
érit cathetus be <C hypotenusa ac; tum radio be deseripto in P cir-
culo, érit quívis angulus bca>bca; nam concipiatur a omnino supra
planum bbc; érit in triangulo rectilineo abb angulus ad b rectus, quia
abl.P; atque hinc hypotenusa a b > a b . Concipiantur iam duo trian-
gula nempe abc et abc, et ponatur c in c et a in a, atque vertatur tri-
angulum utrumque (Fig. 21.) in eandem a recta ca plagam in P; patet-
que per supposíta, esse angulum acb<Cacb.

§. 16.

Sed dicendum etiam (pag. 9) de planis et rectis se invicem, etiamsi
in infinitum producta sínt, non secantibus est. Si (Fig. 22.) reetse ac et
bb ad rectam ab, sive in eodem piano sive non, perpendiculares fuerint,
nullum punctum commune habent (pag. 39); pariter si cabb circa ab
usque ad reditum inoveatur, plana per rectas ac el bb, etsi infinitse con-
cipiantur, deserípta nullum punctum commune habent; nam ibi aliqua
recta ac et aliqua bb productae secarent se invicem.
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Patet etiam, quod si duo haec plana per tertium secentur, rectae
illse, in quibus hoc priora secat, in idem planum tertium cadant, nec se
ínvicem secent; quia tum duo priora punctum illud, in quo hse se invi-
cem secarent, commune haberent.

I. At quEeritur, num per punctum a solum planum prius detur, quod
planum inferius nempe viam rectae bö antea dictam haud secet ? Atque
haec quaestio eo redit, num per a sola recta át detur in eodem piano
rectam bo non secans?

Aut solam rectam solumque planum in aliquo casu, aut innumera in
omni casu dari patebit.

II. Moveatur ab (efficiens cum recta bt> angulum v, qui sit ex. gr.
— B, denotante /? rectum) circa a (Fig. 22.) per quadrantera usque in
ac; aliquamdiu secabit ab tam quadrantem quara rectam bb semper
porro, in ac perveniendo autem non secat; dari igitur punctum aliquod
ultimum p quadrantis debet (per Tom. I. pag. 20), per quod recta ex a ducta
talis est, ut quaevis alia interior secet rectam bö ; illa autem ipsatn non
secat, quia id in puncto aliquo rectae bü esset, et recta bö e recta se-
cante in plagam superiorem transiens, innumera puncta haberet, in qui-
bus a recta circa a ulterius mota secari posset; adeoque recta ap non
esset ultima earum, intra quas quasvis secat rectam bb. Itaque ap est
primo non secans. Sed quasritur quantítas anguli M, nempe arcus bp?

Axiomatis Euclidei undecimi sensus est, quod si ad quantaevis
rectae ab extrema, in eandein plagain, rectae ac et bb ponantur, quan-
tavis fuerit summa angulorum internorum u et v duobus rectis minor,
et utvis partita : rectae at et bb se mutuo secant.

Tria igitur hoc continet, quorum quodvis solum ad reliqua duo de-
monstranda ex asse sufficeret; nempe

1. si pro uno solo ab non sit « < / ? , pro quantovis ab summa duo-
rum internorum u et v pro quibusvis rectis se invicem primo non secan-
tibus érit = 2R.

2. Si constaret summám internorum u et v dictorum omni dabili mi-
norem fieri non posse, etsi recta, ad cuius extrema in eandem plagam
posíti sünt, quovis dabili maior fiat, tum quoque certum esset in omni
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casu esse « + î  = 2/í. Si nempe pro angulo utvis parvo u (Fig, 23.1
posset ap ita removeri, ut recta ex a ad angulum u posita primo non
secans ipsius bb sit, ultra bb quoque ad distantiain a'b, ab asqualem,
angulo u posito, érit rectarum ex a et a' se invicem (ut facile patet)
primo non secantium angulus uterque = « , et summa internorum = 2«,
quod ^ - o . Eritque (ut patebit) aut semper quodvis u = R, aut K-—O,
si áb-^— 00.

3. Si constaret, quod si pro certis u et v e finibus certae rectae
secent rectas se invicem, etíam ad angulos u-hz et v — z ad fines rectae
eiusdem positoe secent se invicem (nempe pro eadem internorum summa
utvis partitaj: tum quoque facillime constarent omnia.

Vix concipi posset tantum Geometram tale axióma ponere potuisse :
at in manuscriptis antiquis inter postulata positum repertum est. Nimi-
rum tota Geometria Euclidis quasi una propositio considerari potest,
si dicatur, Posito A poni G, (per A axióma XI, per G geometriám
intelligendo). At pláne hoc, quod poni debeat, atque et contrarium aeque
poni possit; nempe quum omnia reliqua axiomata, tam cum eo si (Fig. 22.)
u rectus sit, quam cum eo si eo minor sit (imo quantusvis sit ab R
inclusive usque ad o exclusive}, aeque subsistant: duo systemata oriun-
tur, prouti u = vei < R ponítur, utraque vera, unum sub conditione
quod si u = R sit, alterum posito u<R: quamvis contraria respectu
eorum prodeant, quas a quantitate dicta ipsius u dependent. Imo prouti
quantitas ipsius u<C.R pro certa recta ab supponitur, eo respectu innu-
mera systemata oriuntur; quse tamen certo respectu consentiunt, et
omnia sub systemate generáli, quod suppositioni u<cR innititur, con-
tinentur ; ex. gr. (Fig. 23.) summa internorum pro rectis se invicem primo
non secantibus in omnibus ^ . o, si distantia -^- 00 ; ita summa angulo-
rum trianguli rectilinei ' ^ o , dum latus quodvis ---00 y .

Si igitur utrumque systema elaboratum sit, etsi per reliqua axiomata
indecisum maneat, quodnam reipsa locum habeat: dabitur Geometria eo
sensu, quod non solum quodvis dictorum systematum suppositive, sed
etiam inconditionate verum sit, duorum aliquod reipsa esse; ea tamen
cum restrictione, quod etsi constaret systema pro u<R reipsa locum
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habere, eorum quantitas, quEe pláne a quantitate ipsius « recto minoris
determinata dependent, eatenus indecisa raaneret.

Aliud est, si res non a priori, sed quoad praxim consideretur; et
(Fig. 22.) pro data ab, rectee ac, donec adhuc secet rectam bb, angulus
a posteriori mensuretur ; nempe tum saltem a posteriori constabit « a
recto, pro tantis lineis quas nobis tentare licet, haud multum differre.
Sed quidsi ab usque ad Sirium protenderetur, aut ulterius? Utcunque
sit; tempus ab seterno connata spatii soror, ei auxilio venit; et quum
motus corporum coelestium calculis u = R posito intiixis conveniant,
pro omni mensurationum nostrarum sphsera in praxi eidem suppositioni
tuto conquiescere monet.

III . Omnia systemata nobis, si praeter axiomata reliqua nullum po-
natur, subiective possibilia, id est e quíbus unum tantum est, sed quod-
nam absolute verum sit, decidere haud valemus, generaliter comprehen-
dens, Appendicis Auctor rem acumine singulari aggressus Geometriám
pro omni casu absolute veram posuit; quamvis e magna mole tantum
summe necessaria in Appendice huius tömi exhibuerit, multis, ut tetraé-
dri resolutione generáli pluribusque aliis disquisitionibus elegantibus, bre-
vitatis studio omissis.

Pro data quavis recta ab angulum u (Fig. 22.) geometrice construere
docetur in Appendice dicta : de quantitate ipsius u tamen, quamvis in
concreto quasi ante oculos stet, a priori decidi nihil potest, nisi quod
non o et non > R sit.

Ibidem porro in spatii scientia distinguuntur ea, quse a quantitate
dicta ipsius u non dependent; id est seque vera sünt, sive u = R, sive
quaevis alia quantitas eius inter o et R ponatur: atque Trigonometria
sphserica, et qusedam alia, ut talia, demonstrantur.

Illa verő quae absolute a quantitate dicta ipsius u dependent, per
eiusmodi functiones determinatas ipsius w exprimuntur, quse pro quavis
valore ipsius w, id est quicunque valor ipsius u reipsa fuerit, eo in. ex-
pressione substituto ipsi u, quantitatem qusesitam exhibent. Si ex. gr.
quantitas certa x=/(u) in spatio absolute a quantitate ipsius u depen-
deat, et sit f[u) talis expressio, quae nonnisi ipsum u et quantitates da-



4 ° ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

tas complectitur: concipiatur abscissa a o usque ad 7? crescens, omnes
valores cogitabiles ipsius u (a o exclusive usque ad rectum inclusive)
exhibens; et erigatur a fine cuiusvis abscissae, ordinata /(«) pro illő va-
lore ipsius u, atque pro u = R fiat ordinata valori illi aaqualis, quem
expressio pro u = /? capit.

Quum autem omnes istas expressiones quantitatum, in totó spatio a
quantitate ipsius u dependentium, cum reliquis axiomatibus seque sub-
sistant, quicunque innumerabilium valorum dictorum substituantur ipsi u :
ex iisdem axiomatibus quantitas ipsius u determinarí nequit.

IV. Nihilominus tamen qusestio suboritur: quidsi nóvum axióma de-
tur, per quod determinetur u ? tentamina idcirco quae olim feceram, bre-
viter exponenda veniunt, ne saltem alius quis operám eandem perdat.

Distinxeram ea, e quibus Axióma undecimum Euclidis demonstrari,
adeoque theoria parallelarum Euclidea stabiliri posset, in axiomata situs,
in quantitativa, et intervalli., atque similitudinis.

I. Axiomata situs.

1. Summa duorum internorum, quas rectse in plani eiusdem plaga
eadem ad rectam positze faciunt, utcunque haec crescat, nequit continuo
decrescendo omní dabili minor fieri, nisi eae se invicem secent.

2. Si (Fig. 24.) a z non capitur y, neque a z-hv capitur y •+- v. Haec
est axiomatis Euclidei tertia pars, nempe eadem summa ad fines eiusdem
rectas aliter partita.

3. (Fig. 23.) Si C ante finem temporis / dabílem quamvis portionem
spatii universi utvis infinitam (dummodo nullum punctum rectas quae post
a ad dextram est incidat) complectatur, et ad finem temporis t fiat C
ipsum spatium universum : id, quod e spatio praeter C est, ante finem
temporis t, semper illi C, quod tunc est, absolute sequale complecli ne-
quit. Duo spatia hoc pacto quaquaversum infinita, nullo puncto praster
dimidiam rectam excluso, prodire videntur; nisi XI axióma Euclidis ve-
rum sit (ut infra videbiturj.
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n . Quantitativa.

1. Si A habeat dimidía absolute asqualia: innumerabilia dimidia a se
invicem prorsus distincta, prioribus absolute aequalia habere nequít.

2. Nullum A habét partes innumerabiles a se invicem prorsus dístinc-
tas, quarum qusevis ipsi A absolute sequalis sit.

3. Nullum A tale est, ut (pro «-—00) •£ queal ipsum A (uti est)
continere, nonnisi •£• deficiente.

Ül. Intervalli.

Si duarum linearum simplicium uniformium utrinque infinitarum, in
piano se invicem secantium, apertura (id est angulus ad punctum sectio-
nis) maneat utrinque constante quodam earundem linearum angulo sem-
per maior ante temporis t finem : in puncto experte temporis ipsum /
terminante una alteram transiliisse nequit.

IV. Similitudlnte.

Sphasra nulla per ullam qualitatem, prgeter magnitudinem locumque
ab ulla alia discerni potest.

Aut idem de quibusvis duobus punctis in spatio dici potest.

Quovis horum posito, XI axióma omnino cum rigore demonstratur:
et aut aliquod horum vei alicui aequivalens adsumendum est, aut nulla
alia Geometria absoluta datur, nisi quse in Appendice stabilita est; et
quse in omnem casum absolute vera, magni imo eo maioris pretÜ est,
quod nullum axiomatum propositorum simplicitate ceterorum Geometriáé
axiomatum gaudeat. Si igitur nullum propositorum inter axiomata refe-
ratur, dabitur quidem Geometria, sed quantitas ipsius u semper indecisa
manebit: fons purus veritatis in seternitate est, eoque nos per noctem sepul-
crorum in lucem allicit; quum mortalibus labiis inde haurire haud liceat.

Interim quantitativum aliquod axióma in Geometria adsumere ne-
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cesse est: nempe quod sub iis axiomatibus, quibus relatio totius ad par-
tes exprimi sólet, latét (Tom. I. pag. 52), Et hoc est sequens:

Quaevis portio spatii undique terminata, tam ipsa quantitas finita
est quam superficies eius, si quantitas sit. Inde sequitur etiam quan-
titates respectivas eiusmodi finitas esse.

Hoc quasi introitum aperire videtur alicui axiomatum quantitativo-
rum : utcunque sít; quomodo ope cuiusvis dictorum demonstretur « = ./?
esse, breviter referre, paucis primariis ab hoc independentibus suppositis
liceat.

a) Ex (Ax. 1, 2) facile sequeretur raodo sequente : (Fig. 24.) si nempe
«•+- v <C 2R, ad punctum b deinceps positis, residuum dicatur y; ducta-
que e quovis puncto f cruris anguli y recta ad c, angulus quem te cum'
eb facit, dicatur z; ponaturque ad C supra z angulus v. Manifesto y a z
non capitur, adeoque (per Ax.) neque y-\-v capitur a z-\~v. Consequen-
ter pro internis u et v-hz sectio est; idque tanto fortius, si pro v-k-z
angulus minor v ponatur.

b) Quoad reliqua : consideretur (Fig. 25.) via extremitatis rectas Jla
perpendicularis ad JlS in eodein piano ; accipianturque inde ab a inci-
piendo sive ad dextram sive ad lárvám partes huius viee, quse L dicatur,
se invicem exeipientes ab, be, eb fe? omnes inter se sequales; ducantur-
que rectíe ab, be, eb £íf. Angulos omnes x propter generationes eequa-
Jes patet eequales esse. At quum puncta a, b, c, b, . . . in recta esse
neutiquam constet, quaeritur num x rectus vei obtusus aut acutus sit?

1. Si x rectus esset: tum (Fig. 26.) punctum linese L e meditullio £
ipsius 2123 generatum quoque in rectae ab meditullium c cadit. Nam
recta meditutlia <£, c connectens per generationes utrinque aequales tam
ad £ quam ad c angulos utrinque Eequales adeoque rectos facit. Si iam
punctum lineae L per perpendicularem ipsi a asqualem ex £ erectam
in p aut q caderet: in casu primo fieret a = b-\-k-\-h, adeoque a>R,
quia x^=k-\-h~R erat; at idem a<R esset, quia p = R externus
interno a maior est, uti suo loco independenter demonstratur; in altero
casu autem fieret i=b, adeoque i<R, quamvis externus i sit > / = R-
Unde etiam a21 = £c esset.
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Atque eodem modo punctum linese L e meditullio rectse 2IC pari-
ter in meditullium rectae ac caderet; atque boc per dimidiationes cuius-
vis dimidii in infinitum continuari patet. Tum verő nulla pars continua
lineae L ex a supra aut infra rectam ab cadere poterit; nam inter a2l
et perpendicularem e puncto quovis lineaa dictse ex a incipientis (et
omne punctum praeter a extra rectam ab habentis) ad 2123 demissam
innumera lineae eiusdem puncta per dimidiationem dictam generata dan-
tur in rectam ab cadentia. Essetque hoc pacto linea L eadem cum recta
obcb . . . (Fig. 25.); unde per inferiora omnía facile patent.

2. Si verő x acutus vei obtusus esset: tum abcí) . . . talis linea e re-
ctis composita esset, cuius latéra ab, bct eb, . . . utrinque in infinitum
essent sequalia, et anguli quoque lateris cuiusvis cum prascedente latere
et sequente in eadem plaga asquales essent. Si x<C.R, tum angulus re-
ctarum ab et be inferior est <2R\ sí x> R esset, tum ubique superior
esset < 2R; potest quidem demonstrari x > R non esse ; quia tum per
diagonalem <\& duo triangula fierent, quorum summa angulorum ;> 4/?,
adeoque triangulum daretur, cuius angulorum summa > 2R, (quia >*4
in duas partes dispesci ita nequit, ne aliqua > 2 sit); hoc autem fieri
non posse, item independenter pluribus modis demonstrari potest. Sed
sufficit nunc linea dicta abcb . . ., cuius per quemvis angulum duobus
rectis minor intelligatur: dicatur hsec linea X.

3. Manifesto verő lineas A nullum latus ex. gr. eb ad dextram con-
tinuatum, partém ipsius X per perpendiculares ad 21Í3 a puncto (£ ad
laevam cadentes generatam, ita nec ullam perpendicularium porro ad
laevam cadentium secare potest: nam tam omnes perpendiculares dictas,
quam omnia quee inter tales perpendiculares sünt, in plagam plani illám
cadunt, quíe a £c ad Isevam est; itaque ut sectio dicta fiat, recta CO
per rectam Cc alicubi prseter c transire deberet, et tum eb in c£ ca-
deret.

4. Ita perpendicularis quaevis Cc per verticem anguli ipsius A ex c
ad 2 í3 missa, angulum ipsum omnino bisecans, nullum praeter c punctum
cum Á (aut cum L) commune habét: nam si quod punctum p ipsius X
adhuc cum £c commune esset, hoc p in perpendicularem e puncto

, Tenlamao. II.
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rectae 2ÍB a £ diverso erectam caderet; et si p etiam in <tc caderet,
duas rectae ad eandem rectam perpendiculares concurrerent.

5- iFig. 27.) Rectae ab, ac, ab tf ex eodem a ad extrema laterum
lineae /. ductae vocentur Q, Q\ Q\ . . . et nomine generáli dicantur Q;
atque sit Q angulumjinese l quae ad a est bifariam secans, adeoque
perpendicularis ad 3123 per a: angulus abc est = bcb = c&e tf; sed quie-
ritur, quo cadat respectu alicuius Q latus sequens lineje A? Primo sta-
tim be infra ab cadit, quia (pag. 49) angulus duobus rectis minor acci-
pitur; porro eb infra Q cadit; secus enim aut in Q aut supra Q cade-
ret. In Q non cadit; quia id aut intra c, aut ultra c ex. gr. in E esset;
et in casu posteriore angulus bcf>2.A? esset, in altero verő per c5
secaretur pars ipsius X ante generata (contra pag. 49). Idem fieret, si eb
supra Q caderet, fieri enim hoc inter Q' et eb deberet; nam si extra
eb caderet, angulus >2R esset.

Demonstratione eadem semper ulterius applicata, patet quodvis latus
sequens infra rectam ex a ad initium eius ductam cadere.

6. Hinc si Q circa a moveatur per bebe . . ., usquequo in 21a per-
veniat: omníno semper in ulterius punctum lineae X veniet, adeoque
eam secabit aliquamdiu, ipsum ZLa verő nullum latus linese l secabit
(pag. 49); itaque ut supra (pag. 43) datur alíqua recta Q' lineam k primo
non secans, intra quam quodvis Q angulum utvis parvum z cum Q'
efficiens secat lineam L

Sed tum etiam nullum latus linese l (ex. gr. cS) ad dextram utvis
continuatum secat rectam Q' ullibi (ex. gr. in í). Nam perpendicularis
e quovis puncto ulteriore (ad dextram) lateris cuiusvis utvis continuati
quoque semper ulterius cadit: namque e a perpendiculari Db ad dex-
tram cadit; ita continuatio rectae be per perpendicularem e<£ transit ad
dextram, et perpendicularis e quovis puncto rectae huius, quse ab e<£ ad
dextram cadit, pariter ad dextram cadit; uti etiam perpendicularis e
quovis puncto rectae, quas per novam perpendicularem ad dextram

transit.
Itaque si sectio i fieret: tota bef . . . excepto puncto b intra triangu-

lum abi, adeoque inter perpendiculares a21 et i3 contineretur quodvis



sECTro PRÍMA. 5 1

punctum, et quaevis perpendicularis generans ex eo ad 213 missa, et
ultra 3 nulla perpendicularis generans daretur. Idem valet quocunque
cadat i, atque etiam si abcbcf . . . versus 2IB convexa esset (quod ut
dictum est, fieri non posse facile ostendí potest).

7. Manifesto autem hinc pro z utvis parvo, ex. gr. z<~-n P r o n "*"
tegro utvis magnó, crura alicuius anguli constantis q, producta in infini-
tum etiam, inter crura anguli z continentur. Atque hinc si q e vertice
in n partes sequales dividatur, inter cuiusvis eiusmodi «-t£e partis crura
quoque continebitur unum q cum cruribus infinitis, et omnes hi anguli
q a se invicem prorsus distincti erunt, si in quovis -^- ita accipiatur
z <C -J-, ut crura ipsius z e vertice anguli q intra crura anguli -*-
cadant.

Unde cum axiomate (II, 2) proposito, anguli u (pag. 43) quantitas >
aut <iR consistere nequit. Consequenter u rectus est.

8. Hinc (Fig. 28.) si (ex Fig. 25.) a2J = bB, et anguli ad 21, a, 3 , b
recti sint, erunt anguli a-hy et a'-hy ac /?, /3* {alterni dicti) sequales,
uti externus ex. gr. (T interno opposito $ sequalis, et qusecunque recta
<xS secet ipsam 213 et ab, summa internorum est duobus rectis sequalis.
Nam triangula rectangula 2Xa3 et b&a propter hypotenusam commu-
nein et cathetum a2í catheto bB sequalem sünt (per inferiora ab his
independenter) eequalia; adeoque

« = «' et /9 = 0 ' ;

et hinc quia /? = /?" nempe suo verticali, est etiam ftf = fí. Atque hinc,
quum

f?'-hy-i-a = 2R,
érit etiam

fí + y -+- a = 2JR.

9. Hinc item quodvis triangulum fuerit, (Fig. 29.) per verticem tali
linea ut in praecedentibus generata, érit

y = y', et / ? = ^ ;
adeoque

a -+• /? -h y = a -+• /3' -h / = 2R.
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10. Atque binc

S -+- y = fi -í- a -+- y = 2 R ;
et

nempe producto latere quovis trianguli, angulus externus est summee
internorum oppositorum sequalis.

i i . Et hinc iam facile sequitur, quod si (Fig. 30.} summa internorum
<.2Ü} tum rectse secent se invicem. Nam si

u -\~p -t- a H- q = 2R,

et 236 ipsam 213 primo non secans sit, érit tum recta e quovis puncto
a ipsius 213 ad 23 ducta, angulus ad a trianguli 2laS (per 9) sequalis

27? — u — / = u -\-p -+-o)-hq> — u —p = a -+- q,

essetque semper ~>q\ quod falsum esse patet (ex Fig. 31.): nam si
a ' = «, ita p'= /?, et ita porro cuivis novo lateri ex b ducto, e fine eius
in 213 asquale accipiatur: orientur triangula aequicrura se in infinitum
excipientia; in quibus

t t n a
m 1 > * • *

itaque angulis z, z\ z" . . . generaliter z dictis, z-^o. Nempe trianguli
aequicruxi angulos ad basim esse aequales infra ab hoc independenter de-
monstrabitur.

12. Superius generatam L (per definitionem pag. 19) parallelam ad
2123 esse patet; et iam hic posito axiomate dicto, manifesto recta ab
non secat rectam $13, qusevis alia per a ducta autem, quum ab aliqua
parte summa internorum <Z.2R fiat, secat rectam 213; et manifesto da-
tur eodem modo parallela ad rectam quamvis per punctuin quodvis,
eaque una sola est.

13. Atque hinc (Fig. 32.) si rectse A, B secent se invicem in p, ubí-
cunque sit A' ad A parallela, etiam A' secatur a B. Sit enim ex p
recta ad quodvis aliquod punctum q rectae A'] érit



SECTIO PRÍMA. 5 3

itaque
v + K < ;

consequenter B ultra p, et A' ultra q contínuatae concurrent.
14. Pariter patet, quocunque moveatur B sibi parallelé fex. gr. in B'),

rectas A' et B quoque secare se invicem, et angulos z et k in sectione
príma esse angulis z et k sectionis posterioris sequales.

15. E superius dictis autem sequitur etiam inter crura anguli utvís
parvi v continuata in infinitum, angulum quatuor rectis quantovis mino-
rem, simul cum cruribus continuatis in infinitum, imponi posse, nisi
u = R sit Ipag. 43).

Nempe inter crura anguli utvis parvi v (pag. 51) angulus certus
b = — , pro 7? rectum et n integrum denotante, imponi potest, adeo-

T T

que etsi v = — b fuerit; fiat id ad distantiam d a vertice anguli v = —- b.
Atque hinc fiat (Fig. 33.) linea polygonalis abcb . . ., cuius latus quodvis
= d, et angulus quivis (duobus rectis minorem intelligendo) sit

Dicaturque a continuatio lateris ab efficiens angulum — b cum í>c, et
fiat ex b recta bb', ex c recta cc', ex & recta bb' &, singulas angulum
\ b cum lateribus e punctis b, c, b, . . . incipientibus efficientes, ut inter

1 - i i

crura cuiusvis — b ad distantiam d sít — b -\-— b = b positum ; qusevis
litera grseca autem fuerit ad initium lateris alicuius, efficiens cum eo in
plaga dextra angulum aliquem p : recta ad finem lateris eius, cum conti-
nuatione eiusdem efficiens angulum externum = / , insigniatur litera
grseca sequente; ex. gr. /? efficiet cum continuatione lateris be angulum
— b, ita y efficiet cum continuatione lateris eb angulum 2 . — b, ita S
cum continuatione lateris be angulum 3 . — b et ita porro, donec litera
grEeca prodeat, quse cum continuatione lateris praecedentis efficiat an-
gulum (4«—1) . -r- b, adeoque cum latere sequente faciat angulum

An±b = 2R.
Manifesto fi in piano supra őt, et y supra fi, ac 0 supra y y, ac quae-
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vis sequens supra omnes praecedentes cadit : imo si omnium rectarum
literis graecis denotatarum tantum pars a linea bcbi . . . in plagam dex-
trarn cadens consideretur : qucevis supra omnes prsecedentes cadet; nec
illa, quae cum latere sequente 2R facit, adeoque in recta érit, secat
ipsam «. Erit ígitur tota haec recta utrinque infinita inter crura ipsius
v = -y b ; nempe bb' est intra aa"', cc' intra b£', öS' intra c£* &.

Unde etiam (Fig. 34.) ad rectarum A, B angulum utvis parvum v
efficientium, latus quodvis A potest talis perpendicularis poni, quae utvis
producta latus alterum B utvis productum secare nequeat. Sit enim C
recta talis, quas per praecedentia etiam utrinque Ínfinita inter cruraanguli v
ab ea parte in infinitum producta maneat: demittaturque e quovis puncto
p ipsius C perpendicularis pq ad A ; cadet hsec ín plagam eandem cum
C, quia si in alteram caderet, fieret triangulum cuius unus anguius rectus
esset, altér autem obtusus, nempe ipsi v acuto deinceps positus; conti-
nuatio ipsius pq verő transit per C in alteram plagam, quae pariter tota
inter crura anguli v continetur.

Atque hinc (Fig. 35.) inter crura anguli 2v (quod - ^ o si v-^o) non
solum totam perpendicularem fc', sed a'c = ac facta, etiam angulum b'a'F
aequalem 4^?—v simul cum cruribus infinitis imponi posse patet.

Si igitur ba circa a moveatur versus ac usquequo in ac perveniat,
atque priusquam ab in ac perveniat, accipiatur semper tale a', et tale a'b'
ad angulum ei quem ab cum ac facit aequalem, ut a'b' et ab se invicem
haud secent; atque cogitetur semper spatium quod, si schema circa aa'
revolveretur, maneret a via ipsius ab ad lsevam, et id quod a via ipsius
a'b' ad dextram esset. Hoc pacto quaevis spatii portio £ nihil cum recta
aa (saltem praster punctum a) commune habens, manifesto alicui spatio
ad lsevam generato includetur pro v minőre, quam anguius quivis,
quem recta ex a ad aliquod punctum ipsius s ducta cum aa' facit;
atque a' sufficienter remoto, ad angulum v alteri v sequalem, aderit alte-
rum s quoque cum prioré nihil commune babens. Unde applicatio Axío-
matis propositi (I, 3) patet; non tainen duo spatia prodibunt, nam dum
ab in ac pervenit, nascitur quidein totum spatium, sed a' in infinito dis-
parens nullibi amplius in temporis puncto experte ultimo reperitur; et
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antea quideni quodvis punctum in spatium ad laevam inclusum est, sed
omne nunquam ante finem.

16. Ita facile demonstrantur sequentia:
1. Lineam uniformem L (pag. 50) nisi recta sit, extra lineam ábcb . . .

fluere, cum hac (Fig. 27.) nonnisi puncta abcb . . . communia habentem :
atque hinc applicatio (Ax. III.) patet; nempe angulus quem continuatio
inferior ipsorum Q cum L extus facit, infrorsum '-.a, superius ad 2R—a,
(si per R' intelligatur angulus quem continuatio rectse a2J cum L facit),
et uterque est semper > a ; inferior ereseit continuo, superior decrescit,
et manifesto sünt anguli ad utramque continuationem cuiusvis Q sequales.

2. 21B circa 2Í sursum motum illico secat lineam L, uti etiam quse-
vis perpendicularis ad aZl inter a et 71; et statim post 21, ad dextram
laevamque secat ipsum L ad angulos utrinque tequales, a limité dicto a
decrescentes, et dato constante aliquamdiu semper maiores.

3. Manente a et remoto ~2X in <OX semper porro deorsum in infinitum
simul cum perpendicularí 2IB, ac generatis super quavís 2íS cum per-
pendiculari áZl lineis L, et angulo, quem recta ipsam L primo non secans
cum a2I facit, generaliter u dicto, atque etiam quovís centro 21 radio
aV. deseriptis circulis: angulus u-^-o; alioquin recta pro certo angulo
perpendicularem utvis remotam secaret (contra pag. 54); porro linece
L solum punctum a commune habebunt, et descendent; circuli verő
idem punctum a solum commune habebunt, sed ascendent continuo,
gaudebuntque limité geometrico certo eodem: quem existere, uti et super-
ficiem per revolutionem huius lineae circa a.21, atque utramque formám
uniformem esse constat; estque si XI Axióma Euclidis verum sit, linea
dicta recta, et superficies planum ; in omni tamen casu tam linea hsec,
quam superficies, sola determinatur in spatio.

Descríbi verő linea dicta motu puncti continuo potest modo sequente.
Sit prius (Fig. 36.) u = H, et moveatur áb circa a usque in ac; simulac
b in arcú a viam aliquam deseribet, illico dabitur aliquod c, unde erecta
perpendicularis primo non secans rectae ab est, et pro ca '= ca érit a'S'
primo non secans ipsius ab. Puncto b in arcú a porro moto verő pun-
ctum c ab a incipiendo semper porro movetur: nam pro quovis puncto
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interiore ipsius a datur c, et quidem semper ulterius; nec ulluro punc-
tum ultra quodvis c ab a incipiendo est, cui aliquod punctum ipsius a
non respondeat, et cuivis ulteriori puncto interius punctum ipsius a re-
spondet. Nam si ab primo non secans ipsius cp sit, interius ducta recta
secabit ipsam cp, adeoque illa perpendicularis, quam non secat, ulterius
esse debet; si verő aliquod c esset, cui non responderet punctum ali-
quod interius ipsius «, tum perpendicularis ex a esset primo non secans
ipsius cp : atque tum pro recta ac verum esset Axióma X I ; et tum de
omnibus facile demonstraretur. Potest igitur c ex a incipiendo ita mo-
veri porro, ut mota ab circa a, adeoque mota b in a, donec u (prius
= /?) fiat = 0 , cp semper tale sit, ut ab primo non secans illius sit:
atque hinc eadem ad a' applicando, poterit a' ex a ita porro moveri,
ut ab et a'b' quaevis alterius primo non secans sit.

Atque iam moveatur (Fig. 37.) ab circa a versus a2l in eodem piano,
donec u íprius = R) fiat = o, atque interea in ab moveatur punctum b'
semper porro, ita ut b' in moto ab semper in loco dicto ipsi u respon-
dente sit: érit via ipsius b' per motum hunc compositum linea dicta.
Reliqua autera ultro patent; uti et ea quse reliquorum axiomatum pro-
positorum quovis posito, rem deciderent: nec operae pretium est plura
referre; quum res tota ex altiori contemplationis puncto, in ima pene-
tranti oculo tractetur in Appendice, a quovis fideli veritatis purse alumno
digna légi.
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SECTIO II.

PLANIMETRIAE PARS PRÍMA.

•2IIHI.

Sectio nulla est duarum rectarum, si recta ab uno puncto unius ad
aliquod punctum alterius ducta, summa internorum in plaga eadem sit
duobus rectis sequalis.

Sectio nulla rectae et circuli est, si perpendicularis e centro ad
rectam radio sit maior.

Sectio nulla duorum circulorum est, si recta a centro ad centrum
summa radiorum maior sit.*

Sed de his heic ordinis gratia allatis, sub '21112121 ipag. 58) et in
supplemento post '2111211222 (pag. 66) dicetur; atque nunc sequitur:

' 2 I I I 2 I I .

Si duae rectae punctum commune habeant, formám angularem oriri
e Conspectu Geometriáé generáli facile patet. Dictum etíam ibidem
est angulum esse quantitatem respectivam quoad arcúm a circuli e
puncto sectionis radio certo r (eodem pro omnibus) descripti inter
crura comprehensum; scilicet si peripheria tota sit p, anguli quan-
titas dicitur -?-, ut nempe angulus rectus, ut quantitas, sit = - T - '

Patet verő pro duabus formis angularibus, quse congruere queunt,
arcúm etiam congruentem describi, adeoque quotum eundem prodire.

* Quoad sectionem nullám aut quamvis duorum circulorum víde Fig. 240. (Ex Erratis Ed. I
Tom. II, pag. 375)-

, Tenlamen. II. 8
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Ita conversim si arcus db = pq (Fig. 38.'! centro radioque eodem, formse
angulares acb, pcq congruent. Nernpe si forma pcq superimponatur ipsi
acb, ita ut c in se maneat, et p in a cadat, atque arcus in eandem pla-
gam cadant: arcus pq ob generationes sequales simul cura arcú Ctb incipít
continuaturque, nec prius aut serius desinere potest, quia tum pars sequalís
toti esset, quum circulus linea simplex sit. Consequenter c in c, p in a
et q in b cadentibus, et rectae ac, be cum pc, qc congruunt. Patet etiam
pariter q in a poni potuisse, quum circuli generatio ad lsevam dextram-
que prorsus eequalis sit.

Est etiam manifesto (Fig. 39.) omnium angulorum u, v, zt p} q, quot-
vis fuerint, summa = i, nempe arcuum omnium summa est peripheria,
quae per se divisa quotum 1 dat. Ita quotvis u, v, z fuerint supra rectam
db, summa est ~-; pariter infra ab. Si e meditulliis dimidiarum periphe-
riarum supra et infra ab ad c reetse ducantur, angulorum tam superius
quam inferius aequalis summa prodibit; adeoque et quatuor rectorum
summa est = 1, et duorum rectorum summa = —, Consequenter summa
prior etiam quatuor rectis, et posterior duobus rectis sequalis dici potest.

Hinc anguli verticales sünt sequales; nempe (Fig. 40.) u = v et z=p ;
nam u~hp = 2R = v-+-p, et hinc « = v; ita z-hv = v-{-p. Nempe
(Fig. 41.1 etiam recta ^c per rectam ab in alteram plagam transit: nam
Ín ab nullum aliud punctum praeter c habét; itaque nisi transiret, in
eandem plagam e qua venit redire deberet; tum verő esset tam k->t-u-*-v
quam u = —, adeoque pars peripherise dimidiae esset ipsi peripheriae
dimidise aequalis.

•2IH2I2I.

De tribus rectis, quarum nonnisi unum par est se tnutuo fconti-
nuatione sufjiciente) non secantium.

§. 1.
Si angulus externus u aequalis sit interno opposito vt sive altérni

u, v fuerint aequa/es, sive v-\-z — 2Rt quorurn quodvis manifesto po-
nit relíqua duo: tum rectae űÉ" et "iW> se invicem non stcant ^Fig. 42.).
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Si eniin D23 et bb secarent se mutuo, idem et in plaga altéra fieret;

nam form£e bbDB et D21ba congruunt recta b£ ita posita, ut b formae

prioris in D posterioris et D prioris in b posterioris cadat, atque verta-

tur forma prior, donec in plagam plani laevam cadat; namque tum bb

propter alternos z aequales in D21, et D23 in bő" cadet. Tunc verő punc-
tum ipsis Dí? et bb commune érit etiam ipsis bS et D2J commune.
Consequenter ab et 2123 duo puncta haberent communia.

Hinc si /\abD = 32)b construatur {pag. 61J, ab ipsi 2ÍÍ3 per 5 fiet
parallela.

(Fig. 43.). Etsi externus minor, nempe v = u>u fiat: &? ipsam 21B
secare nequit. Nam per ab prius transire deberet alicubi prseter b, atque
item duo puncta haberent ab et b? communia.

Hinc si duae rectae bb et DÍ3 secent se mutuo: oportet externutn
maiorem interno opposito v esse; nam si externus sequalis aut minor
esset, nulla sectio daretur (per §. i et 2). Pariter patet {Fig. 44.) externi
u verticalem eadem ratione esse altero / duorum internorum opposito-
rum maiorem ; nempe si aequales essent, tum (Eb et 7V6> non secarent
se invicem £s\

Itaque trianguli latere quovis producto, externus quovis internorum

oppositorum est maior.

§•4-

Unde etíam summa quorumvis duorum angulorum trianguli

est <2R.
Nam (Fig. 44.)

u -+• z = 2R;
sed
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consequenter
V-\-Z<2R.

Conversa buius, nempe quod rectse se invicem secent, si summa duo-
rum internorum duobus rectis minor fuerit, Axióma XI Euclidis est;
de quo iam in sectione prima actum est, atque in sequentibus ubique
supponetur.

§.5- -

Hinc perpendicularis acuto angulo obiecta cadtt; secus enim trian-
gulum fieret, cuius unus angulus rectus et altér obtusus esset. Atque
hinc etiam patet ex eodem puncto duas perpendiculares ad rectam ean-
dem non dari; nam triangulum fieret cum angulis rectis duobus.

•211121122.

Si trium rectarum nullutn par sit se mutuo (continuatione suffi-
ciente) non secantium : oritur triangulum, quod si angulo recto gau-
deat, rectangulum, si obtuso obtusangulum, secus acutangulum audit;
et quodvis horum, si duobus lateribus aequalibus gaudeat, aequicrurum,
atque triangulum cuius omnia latéra aequalia sünt, aequilaterum audit.
Trianguli rectílinei latéra angulum rectum intercipientia cathett, latus
angulo recto oppositum verő hypotenusa dicuntur. Quomodo geo-
metrice construi queant, mox dicerur.

'2III2II22Í.

Aequaiitatem duorum triangulorum, et quidem ita ut lateribus aequa-
libus anguli aequales, et angulis aequalibus latéra sequalia respondeant,
generáliter ponit quodvis sequentium :

1. duo latéra cum angulo intercefito,
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2. unum latus et duo anguli, si unus adiacens adiacenti, et altér
aut adiacens adiacenti aut non adiacens non adiacenti aequalis sit,

3. tria latéra tribus aequalia.
Casus 1. (Fig. 45.). Si 2J£=ac, atque 2l23=ab et simul /\€2í&=cab:

superimponatur triangulum cab ipsi £2123, ita ut a in 21 et b in 23 cadat,
et vertatur in eandem plagam ; <XC nec supra nec infra 2í£ cadet, quia
anguli ad a et 21 sünt asquales; cadetque etiam c in £ propter 2Z£ = ac.
Consequenter etiam recta he congruet cum 3£ , quum duo extrema
congruant.

Casus 2. (Fig. 46.). Si 2123 = ab, atque anguli ad 21, 23 angulis ad a, b
sequales sint: superimponatur triangulum abc ipsi 2Í23£, ita ut a in 21
et b in 3 cadat, vertaturque in eandem plagam; cadet ac in 2l£ et
bt in 23£ propter angulos dictos sequales. Consequenter c extra £
cadere nequit, secus enim duae rectae duo puncta haberent communia.

Ita (Fig. 47.) si 2123 = ab, atque A u a d a = A « a d 2l(
 e t A acb = A 2íCS;

superimposito triangulo abc ipsi 2Í3C, ita ut a in 21, b in 2$, et at~ in
2IC cadat; c nonnisi in C cadere potest; nam r>z>t (pag. 59).

GJJ«J 3. (Fig. 48.). Si ab = 2Í23, ac = SIC, be = 23£: superimponatur
triangulum abc ipsi 2Í23C, ita ut a in 2Z, et b in 3 cadat, vertaturque
in eandem plagam ; et deseribantur centro a radio ac et centro b radio
bc circuli: nisi c in £ cadat, aderunt circulorum dictorum Ín plaga
superiorí duo puncta communia; itaque manifesto iisdem peripheriis et
inferius duo puncta communia parient sectionem peripheriarum duarum
ad minimum quatuor punctorum; quod fieri nequit, quum maximam
earum sectionem nonnisi duorum punctorum esse iuxta ordinem in
'21112121 (pag. 81) demonstretur, quod hic quoque statim periegere licet.

Hinc si (Fig. 38.) e q radio bű secetur arcus qp in p, fiet angulo qcp
angulus bca aequalis.

i 2.

Triangula dicta, nempe aequicrurum, aequila terűm, rectangulum,
obtusangulum, acutangulunt construi geometrice possunt; nempe :

1. Si (Fig. 49.) centro a et radio r dimidium reetse ab excedente, ac
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centro b item radio r fiant circuli, hi secabunt se alicubi; nam sít
ac = cb, et r = a\ = be = be'; érit c punctnm peripheriae centri b, et f
punctum peripherias centri a; atque e punctum internura peripheriae
centri a, quia <je < af; dum igitur centro b radio be scribitur circulus,
punctum e ut in c' venire queat, e circulo prioré egredi debet, nam e'
extra illum cadit, quia cie';>r. Transitus iste autem in recta ab fieri
nequit, quia partes ex a et b nonnisi in c aequales radii esse possunt.
Si igitur & sit sectionis punctum, patet a£> = bb=r esse.

Ita si r = ab accipiatur, latéra omnia manifesto aequalia sünt. Et si
r><\b accipiatur quoque, manifesto sectio fit, et triangulum aequicru-
rum Ín omni casu.

2. Rectangulum triangulum construi posse patet, si perpendicularis
construatur. Hoc verő fit sive e puncto c quopiam rectas erigendo,
sive e puncto & extra eam demittendo perpendicularem.

Prius fit (Fig. 50.), si centro c radio quovis sit circulus, et ca = cb;
atque radiis eidem r cequalibus (ut antea) centris a, b fiat circulorum
sectio in b : érit enim triangulum abc^bbc, quia ac = bct bc = bc et
áb = bb = r; consequenter angulus ac& = bc&.

Alterum verő fit (Fig. 51.J, si ex & puncto supra 2Í33 fiat recta ad
quodvis punctum p infra 2IB situm, fiatque circulus centro & radio E)p;
manifesto transibit p per rectam 2 í 3 tam ad laevam quam ad dextram
eundo usque in p' pro bp = £)p'. Fiat hoc in a et b ; fiatque centris a
et b radio eodem r (ut antea) intersectio sive in e sive in f: recta per
& et intersectionem érit perpendicularis ad 2U3. Nam ae = be, a& = bö,
eb = eb; itaque triangulum abe = bbe, et quidem ita, ut b in se et e in
se manentibus, triangulum aöe verti possit, usquequo a in b cadat; tum
verő et quodvis aliud punctum rectse be adeoque et q loco suo prioré
manet; consequenter b in b, q in q, et a in b cadentibus, anguli ad q
manifesto aequales sünt. Pariter sünt triangula abf et bbf aequalia, et
manentibus b et f (adeoque et q) superimponendo, b in b, q in q, et a
in b cadere potest. Rectam be" per ab transire inde patet, quod recta e
figuráé cuiusvis puncto interno utrinque egredi, duoque ad minimum
puncta communta cum figura habere debeat. Etenim si centro f radio
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quamvis rectarum, quae a F ad punctum aliquod figurse est, excedente
circulus fiat, recta ex F dicta in aliquam diametrorum cadet, quae utrin-
que e circulo exit; adeoque radius e puncto figuráé interno F ad punc-
tum extra figurám situm transit alicubi; pariter radius altér diametri
eiusdem ; in eodem figuráé puncto verő radius uterque transíre nequit,
quia tum recta rediret. Itaque et recta e puncto interno trianguli abb
transit in duobus punctis; sed unmn b est, alterum verő nec in ba nec
in bb esse potest, quia tum duse rectse duo puncta haberent com-
raunia.

Patet etiam per fcf angulum abb, uti per ef rectam ab bisecari.
3. E quovis puncto E {Fig. 52.) sít recta tb: triangulum fáb obtusan-

gulum est; nam z>R (pag. 59).
Acutangulum autem praebet etiam aequilaterum, quuin statim probe-

tur etiam angulos esse eequales, adeoque quemvis recto minorero. Sed
inferius etiam nóta rectarum e quibus triangulum construi potest relata,
mox etiam nóta e quibus dignosci queat, num triangulum rectangulum,
obtusangulum vei acutangulum sít, cxponetur.

§• 3-.

Trianguli Eequicruri et rectanguli primaríae qusedam proprietates refe-
rendae veniunt.

1. Trianguli aequicruri anguli ad basim sünt aeoua/es, et si anguli
ad basim fuerint aequales, crura sünt aequalia, ac recta e vertice ad
meditullium baseos ad hanc perpendicularis est.

Prius patet (Fig. 53.): nam si ac = be, congruet triangulum bca tri-
angulo acb ad leevam, propter ac = be, eb = ca, atque tertium latus tertio
aequale fpag. 6i). Consequenter c in c, b in a, a in b cadente, u con-
gruet cum u.

Alterum quoque patet (Fig. 54.) triangulo bba ipsi acb ita superirapo-
sito, ut b in a et a in b cadat; cadet enim propter adiacentes Eequales
(pag. 61) b in c, adeoque £>b in ca. Sed eodem modo potest triangulum
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ipsi acb superponi, íta ut a in a et b in b cadat; atque tum érit
<xfc = ac. Consequenter ac = bb = ab.

Tertium quoque ex (Fig. 55.) patet; natn si aí> = bb, ac = bc, et bc—bc,
est triangulum tfbc = bbc.

2. In triangulo rectanguio kypotenusa ac est maior catketo; tmo
et hypotenusa quaevis ulterior est maior (Fig. 56.).

Est enimvero C extra circulum centro a radio ab scriptum, ita t>
extra circulum centro a radio ac factum cadit. Nam si c non extus cade-
ret, esset aut ín peripheria puncti b, aut intra eam; prius fieri nequit,
nam tum pro bc'= be, et c' in peripheriam eandem caderet, in qua ad-
huc duo puncta nempe b, c sünt (contra pag. 81); sed neque intra peri-
pheriam cadere c potest, nam tum (pag. 62) e circulo in duobus saltem
locis egrederetur, adeoque recta be prseter b adhuc haberet punctum
commune, atque punctum rectae be ad eandem distantiam ad laevam
pariter in peripheria radii ab esset, et recta circulum item in pluribus
quam duobus punctis secaret.

Pariter patet b extra circulum centro a radio ac factum cadere: quum
secus rectas be praeter punctum c adhuc aliquod punctum rectee CD
supra ac, et ad laevam tertium ad distantiam a b eandem commune
cum peripheria puncti c esset.

Hinc item triangulorum rectdngulorum aequalitas per cathett hy-
potenusaeque aequalitatem ponitur. Si enim cathetus ipsi ab et hypo-
tenusa ipsi ac aequales fuerint, superimponendo patet ex a hypotenu-
sam in c cadere; omnes alíae enim maiores minoresve sünt.

i 4.

Hinc summa laterum trianguli quorumvis duorum a et b est ma-
ior tertío.

Nam aut anguli ad latus tertium ambo acuti erunt, aut alteruter
rectus vei obtusus est. Si ambo acuti fuerint (Fig. 57.), perpendicularis
d ad latus tertium e vertice opposito inter a et b cadit; atque tum
a~>c et £><;' (per prsecedentia); itaque a-¥-b>c->rc\
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Si verő (Fig. 58.) a'Xc, tum b solum quoque est ->c-i-c'; tanto for-
tius a'-\-b >c~\-c'.

Item pro z obtuso « acutus est, cui perpendicularis e vertice ob-
iecta cadit; adeoque b solum etiam maius latere tertio c' est, quia b>c-hc;
et tanto fortius est a -+- b > c.

Unde manifesto triangulum nonnisi e talibus rectis construi potest,
quarum binarum quarumvis summa tertia recta maior est: atque ex
omnibus talibus tz, b, c construi potest, si ex una extremitate ipsius a
radio bt et ex altéra extremitate radio c circuli fiant; fiet enim (iuxta
pag. 62) intersectio, e qua ad extreraa ipsius a ductis rectis, triangulum
petitum fáctum érit.

Sed patet etiam (Fig. 59.) e puncto trianguli ínterno rectis ad extrema
baseos B ductis, laterum extimorum summám esse summa interno-
rum maiorem.

Nam

et

adeoque

unde

At £ / > «, V> v ; adeoque U~\- V> u-hv.

Sí hic (pag. 51) dictum legatur, érit in posterum semper summa om-
níum angulorum trianguli cuiusvis duobus rectis sequalis; atque pro-
ducto latere quovís angulus externus summái internorum oppositorum
sequalis.

BOLYAI, Tentaraen, II.
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•2III2II222.

Laterum nngulorumque oppositorum t dependentia mutua primario
illa se offert, quod lateri maiori angulus maior, et angulo maiori
latus maius opponatur.

Duorum laterum alterutrum aut recto vei obtuso opponitur, aut non.
Quoad casum primum, sí (Fig. 60.} latéra sint hypotenusa a et cathe-
tus c : est Í Í > C , estque angulus ipsi a oppositus rectus H, adeoque ma-
ior quovis alio. Si obtusus sit, uti z : est quovis reliquorum maior, atque
etiam £ > « ' , et b~>c-\-c adeoque b>c.

Quoad casum secundum autem demittatur e sectione duorum illorum
laterum perpendicularis p ad tertíum ; cadet hsec utrique acuto u et v
obiecta; sit h > 0, cadet pro recta ad dextram ipsi c ad laevam eequali,
b ulterius ad dextram; nam a = a, et hypotenusarum ad dextram non-
nisi ultra a' cadens ea maior est. Itaque fit u~> v, nempe externus ma-
ior interno; sed huic u asqualis est altér ad laevam; adeoque uti b>a,
est etiam u > v.

Conversa quoque patet: nam qualiavis fuerint u et v, si u>v} ne-
cessario et b>a; quia secus esset aut b — a aut a>b, atque in casu
prioré esset u = v, in posteriore v>u.

Qusestio hinc suboritur, num duplo lateri duplus angulus obiiciatur &:
facile patet dependentiam non talem quidem esse; sed ultro subvenit
quEerere, qualiter tamen angulus latusque oppositum a se mutuo depen-
deant; atque ista disquisitio originem Trigonometriáé planse dedit.

Supplementum numeri 211111.

Recta cum circulo nil commune habét, si perpendicularis e centro
ad eam radio maior sit: nam qusevis alia recta ad dictam e centro ducta
est hypotenusa catheto maior (pag. 64).

Nec circulus cum circulo quidquam commune habét, si centrorum
C, c distantia summám radiorum excedat: nam si punctum p commune
esset, hoc aut in recta Cc, aut extra eam esset; prius fieri nequit, nam
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£ c > se ipso esset; nec posterius fieri potest, quia in triangulo £pc
£ p - h p c > £ c (contra hypothesim).

•21112113.

Sequuntur quatuor rectae: quarum si nullum par sit parallelum,
quadrilaterum trapezoides dictum oritur.

Si duo pária parallela fuerint, quum sectio supposita sit, aliqua recta
a paris unius secabit aliquam /? paris alterius; atque tum parallela ad
a quoque secabit tam ipsam /?, quam eam quae || ft est; secus enim
facile patet, rectam utrinque infinitam duarum rectarum se mutuo secan-
tium utrique parallelam esse, atque tum summám internorum in paralle-
lismo dari rainorem duobus rectis. Oritur autem hoc pacto parallelo-
grammám, cuius species referuntur (in Tomo I. pag. 14).

Quodvis parallelogrammám per diagonalem in duo triangula
aequalia dispescitur.

Nam (Fig. 61.) diagonalis latus commune est, et propter alternos v,
v et u, u sequales, anguli adiacentes in uno triangulo adiacentibus in
altero zequales sünt.

§• 2 .

Utcunque fuerint ductae ae, bb (Fig. 62.), si centro c radio ca abse-
centur ca, eb, CC, eb aequalia : ab& esi rectangulum.

Nam quodvis par triangulorum verticalium est sequale per angulum
inter latéra sequalia interceptum verticalem; hinc aö || be, ab || be, nam
alterni sünt sequales; itaque 4a H- 4v = 4^?, quia quadrilateri omnium
angulorum summa est summa angulorum omnium triangulorum, in quse
per diagonalem dispescitur, nerape = 2.2^?. Itaque MH-Z> = -/?, et omnes
anguli a, b, e, ö sünt aequales. Si angulus acb = R tum v -+- v = 7?(

v = — R = u, hinc ab = ab, nam triangulum báb sequicrurum fit; est
igitur ab& quadratum.
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Patet autem, punctum a ubivis in dimidia peripheria radü ac fuerit,
ductis rectis prioribus ace, aí> &, esse «H-# ad a item rectum; adeoque
angulus in semkirculo, ut dici sólet, nempe cuius vertex in peripheria
est et crura per extremitates diametri eunt, rectus est.

Si verő acb rectus fuerit, atque cb~cb, et ca quoque = « , sed ac
non = CÍ>, tum oritur rhombus; si acb non sit rectus, tum sub condi-
tione dicta fiet rhomboides. Quadrati rhombique alia constructio e
(Fig. 91a, b, c, d) patet.

§•3.

Si ab || et = cb, etiam (Fig. 61.) ac || et = bt.
Nam triangulum abc = bcb, per duo latéra cum angulo intercepto

aequalia; itaque et alterni v et v sünt Eequales, et ac\\ et = b ö .

§.4.

Intersectio c duarum diagonalium (Fig. 63,) quamvis rectam per c
ductam bisecat.

Nam triangulum fct) = gcb; nam anguli ad ö et b sünt alterni, ita
ad f et g; cö verő = eb, quia triangulum bet = bca. Est etiam mani-
festo afgb = egffc>.

•2111211322.

Si unum par parallelum per alterum non parallelum secetur, prse-
ter trapezium fiunt sequentia.

§. I.

Sit (Fig. 64.) par parallelum c et C, par non parallelum A et B;
posteriores se invicem secabunt, et formabuntur duo triangula abc et
ABC sibi invicem aequiangula ; nam angulus unus communis est, et an-
gulus ac externus interno angulo A C opponitur, ita angulus be ipsi an-
gulo B C. Sit pro «, m integris, a = nu et A = mu -h w pro w = o vei <. u,
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atque fiat a vertice incipiendo usque ad finem m-ü u, ab extremi-
tate cuiusvis a, una parallela ad B et altéra ad C. Facile patet ad a
numero «, ad A numero m oriri hoc pacto triangula, quse inter se
sequalia sünt: nam unum latus u est in quovis, atque anguli adiacentes
sünt sequales, nempe Ín quovis triangulo unus est internus externo oppo-
situs, et altér externus interno oppositus. Patet quoque, quod si trian-
guli ad verticem latus ad dextram sit v et basis sít v\ esse a = nu,
b = nvt c = nv, et A = mu pro w = o, atque B=mv, C=mv, per
parallelogrammorum ibidem exortorum latéra opposita sequalia.

Quum verő

crescenteque n in infinitum, manifesto w^-o, A-^^o, w'^^o; sed etiam
jf-^o, quia e fine ipsius x ducta ad 4̂ parallela patet v secari, adeoque
x<v. Consequenter typum proportionis applicari patet, essetque

f. 2.

Hinc sí í« duobus triangulis duo anguli sint duobus angulis
aequales, latéra prouti aequalibus angulis opponuntur süni propor-
tionalia. Id est per aequalitatem angulorum ponitur laterum proportio,
uti conversim per laterum proportionem ponitur aequiangulitas trian-
gulorum. Sed ponitur prseterea generaliter in triangulis laterum propor-
tio simul cum angulorum illis oppositorum sequalitate, quod per sitni-
litudinem exprimi sólet, per duo latéra in iis duobus proportionalia
cum angulo intercepto aequali; et pariter si latéra unius sint 0, b, c,
et alterius At B, C, ac singula utrinque in infinitum producta concipi-
antur, atque sive a \\ A, b \\ B, c \\ C, sive a ad A, b ad B, c ad Cper-
pendicularia sint, erunt

f\ab = f\AB, f\ac = f\AC, et f\bc = ^BC;

adeoque triangula similia. Quinque igitur hae conditiones similitudi-
nis triangulorutn, nempe quarum quasvis sufficit, exponendae veniunt.
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I. Nam quoad primum, sit (Fig. 65.)

= /\ab, /\AC=Aac;

tum etiam tertius asqualis tertio.
Sit a<A; nam si a = A, patet, secus autem alterutrum est minus

altero. Ponatur a super At et angulus ab super angulum AB, sit y
in fine ipsius a parallelum ad C; orietur Aaxy = Aaöc; nam angulus
ad finem ipsius a érit externus interno angulo AC oppositus, qui est
~l\ac per hypothesim ; adeoque latus a cum duobus adiacentibus an-
gulis in utroque triangulo sünt asqualia.

Itaque cum trianguli axy latéra sínt proportionalia lateribus maioris
trianguli, sünt etiam trianguli abc latéra iísdem proportionalia.

II. Altéra similitudinis triangulorum conditio generális, nempe con-
versa prioris est, sí

A:a = B:b — C:c.

Fiet enim, parallela ad C ex fine ipsius a ducta,

A:a = B;x = C:y;
adeoque

aB
x^=

A
uti b; et

aC

uti c; itaque x = bt et y = c, atque A axy = A abc; est ergo et hoc uti
illud eidem triangulo ABC sequiangulum.

III. Tertia conditio similitudinis generális est, si (Fig. 65.)

A:a = B;b, ac f\AB = f\ab.

Ponatur nempe triangulum abc ita super ABC, ut a in A et angu-
lus ab super angulum AB cadat, sitque y \\ C; érit A:a = B:x.

Consequenter et hic ut in prsecedentibus érit x = b; adeoque



SECTIO SECUND A. 7 1

Aaxy=Aabc; et hoc quoque Eequíangulum ipsi triangulo ABC, uti
triangulo axy est.

Hinc autem modus oritur —-tum rectae cuiu.wis C geometrice ex-
hibendi, adeoque C per —- geometrice multipücandi, aut per — divi-
dendi. Sit ex. gr. (Fig. 64:) « = 2, m = $\ ponatur ad initium ipsius C
ad quemlibet angulum recta indefinita; itein ab initio ipsius C ponantur
in rectam dictam rectíe u qualesvis aequales se invicem excipientes nu-
mero wz( atque inde, ubi desinunt, ponantur retrorsum numero « ; érit
parallela ad C e fine w-tae partis, usque ad rectam e fine wi-tse partis
(antrorsum) per extremitatem alteram ipsius C ductam, recta qusesita.
Ex. gr. si A = mu, et a = nu, érit et C—mv, et c = nv, adeoque c

recta quaesita est. Patet autem parallelam pro n~>tn infra C cadere,
C

et pro n = 1 esse c = -j£ •

IV. Quarta conditio generális similitudinis triangulorum. Sit (Fig. 67.)
Cc ipsi C parallela; erunt anguli partim ob verticalitatem partim ob pa-
rallelismum illi, qui adscripti sünt; et érit in illő puncto sectionis recta-
rum commune germen quasi omnium triangulorum, quorum latus unum
ipsi A, alterum ipsi B, tertium ipsi C parallelum est.

Nam Cc motu parallelo in quamvis rectam ipsi C parallelam perve-
nire potest, adeoque in c quoque; 3 b in quamvis ipsi B parallelam,
adeoque in b quoque; 2ía in quamvis ipsi A parallelam, adeoque in a
quoque. Si duse rectce sínt duabus parallelbe, illarum angulus est aequa-
lis angulo harum (pag. 53); itaque

et {\bc =

Sed A cum B facit angulum z et alterum deinceps K + V ; A cum
C facit u et alterum v-i-z; B cum C facit v et alterum z-hu. Dica-
tur Z deinceps ipsius z, et V deinceps ipsius v, ac U deinceps ipsius u ;
certum est in triangulo abc esse angulum ab aut = z aut = Z, ita an-
gulum ac esse aut u aut U, et angulum be esse aut v aut V\ itaque
sünt sex literéé, trés minusculse trés maiusculse nominis eiusdem
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Z, Z = « + »
v, V=zz-\-u
u, [7=z -+-V.

In triangulo duo deinceps esse nequeunt, adeoque litera parva et
magna simul non accipiuntur: erunt itaque combinationes sequentes,
z, v, u\ Z, V, U\ z, v, U; z, u, V; v, u, Z; Z, V, u ; Z, U, v;
V, C/, z; quaruin preeter primara et illas, in quibus una tantum maior
litera est, qusevis summára angulorum trium dat duobus rectis maiorem ;
nam in triangulo ABC est u-\-v-\-z = 2jR, et substituto valore cuius-
vis literse maioris ex. gr. Z + F 4 - « = K + D + 2 + a + « patet excedi
u-t-v-k-z, adeoque duos rectos; sed si una tantum maior litera sit, ex.
gr. Z~\-u -Í-ZÍ = M-hz/-h«-hzJ = 2K -í-2^, hoc potest esse =2^?, si
u •+• v = R = z, adeoque z et Z duo deinceps aequales.

Itaque in triangulo abc angulus ab nonnisi = z , angulus ac nonnisi
= u, et angulus be nonnisi = v esse potest.

V. Quinta conditio similitudinis triangulorum sequitur. (Fig. 68.). Sit

ab = a, bc~b, ca = c.

Quum in triangulo dentur duo acuti, sit u ad b acutus; fiatque e
lateris eb puncto f interno perpendicularis flj ad ab, fiatque e puncto
huius interno 21 perpendicularis 211 ad ac, et 2Ir _L eb; atque productis
2lr, 211, eb, fb, moveatur perpendicularis 2lr super bt. In triangulo ffjb
est angulus q<R} gaudetque suo verticali g, adeoque propter summám
internorum <L 2R fit triangulum e3f( in quo est u-\- q = R, at in tri-
angulo ffyb quoque est q •+• u = R; itaque u'= u.

Est porro v'-t-x = 2R, sed in quadrilatero Iat^2í est ZÍ-+-X = 2 ^ ? ;

adeoque v'-\- x = v -+- x, et hinc v'-= v. Est igitur ZÍ'H- « ' < 2R, quia
v-\-u<L2R est. Consequenter fit triangulum 2íí3<£, et in hoc tertius
angulus z'= tertio nempe z in triangulo abc.

Consideratis autem trianguli 213C et abc lateribus angulisque dictis,
patet cuivis angulo unius ex. gr. a lateribus A, B facto esse illum alté-
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rius trianguli aequalem, qui a talibus lateribus a, b efficitur, ut a JL A,
et b±B sit pro 203 = ^ , #<Z = B.

Applicetur iam praecedens: est (Fig. 69.) 2Jr || 23£, quia e figura
praecedente sünt 2ír et £e ad idem be perpendiculares; unde per angu-
los alternos verticalesque patet germen trianguli cuiusvis a'b'c, cuius
latus a || A, b' \\ B, c || C, esse ad 21, ut antea; adeoque omnia ibi dicta
locum habere, quum quodvis A, quod perpendiculare ad a=ab est, pa-
rallelum ad 211? sit, et quodvis B, quod perpendiculare ad b = Í>C est,
parallelum ad 21a sit, ac quodvis C, quod perpendiculare ad c=-C& est,
parallelum ad £21 sit.

A:a=B:b
autem (in §. 1. pag. 69) sequitur etiam

a :A—a = b :B—b;

nempe segmenta crurum per rectam basi parallelam facta in pro-
portione esse.

Conversa quoque huius valet: nempe si segmenta sint in propor-
tione, recta secans parallela fit.

Nam (Fig. 66.) si
a \ a—b' :by

nec tamen c \\ Q fiat parallela alia k supra vei infra c, et sit pro k ex.
gr. segmentum x; érit

a': a = b'-h to : x,
et hinc

*=•!{* '-*-");

sed ex
a': 0 = b': b

est

unde x > b, nempe pars > totó. Pariter patet, si parallela infra c cadat.
Estque manifesto (Fig. 70.) ubivis accipiantur f, i, quum « : a = /?:/9 sit,
cm recta per c ad ab parallela.

BoLi-iii, Teotameu, II. IO



74 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

§• 4-

(Fig. 66.). Si A :a = C:c, et una extremitas rectae c ad C paral-
lelae sit in A ad extremitatem ipsius a : altéra in B erit.

Nam parallela c producta secat rectam B; fiat c ± « ex c; erit

A : a = C: c±<.>, atque hinc c±w = ——; sed etiam c~~z- (Per

A:a = C\c suppositum). Est ergo C + W = Í, adeoque co = o.

§• 5-
Si A : a = B : b, est etiam A : B = a : ö; adeoque si A = nu atque

B = »ÍK pro n, m integris : est etiam a = nv et b — mv. Hinc si A con-
tineat n milliaria, atque B contineat m milliaria: et a continet n milli-
aria minuta, atque b continet m milliaria minuta, si nempe pars w-ta
ipsius a dicatur milliare minutum.

Atque etiam si in triangulis ABQ abc, A = n milliaribus, B = m
milliaribus, et C=/n milliaribus, atque a = n pollicibus, b = m pollici-
bus, c = j« pollicibus: patet esse

A : B = a : b f e t A : C~ a : c ;
adeoque

A : a — B: b, et A : a = C: c;

consequenter tria latéra tribus esse proportionalia ; atque triangula ABC,
abc esse similia.

Imo etiam si in triangulis ABC, abc fuerit

A :a = u;v,

(seu brevius unum latus uni proportionale, nempe uti u ad v), et angu-
lus ipsi B oppositus aequalis erit angulo ipsi b opposito, atque angulus
ipsi C oppositus Eequalis angulo ipsi c opposito : tum etiam

B:b = u:v e t C: c = u :v.
Nam tum est

Ata = B:b = C:c,
adeoque quia

A : a = u : v,
est etiam
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§.6.

Si (Fig. 71.) e vertice trianguli rectanguli demittatur ad hypotenu-
sam perpendicularis, oríentur duo triangula «, ft toti triangulo, adeoque
sibi invicem similia; atque hinc perpendicularis dicta estproportionalis
média inter segmenta hypotenusae} atque cathetus quivis est propor-
tionalis média inter hypotenusam et segmentum adiacens.

Namque in totó triangulo et in triangulo a est u angulus communis,
et R = v'~\-u\ itaque tertius sequalis tertio, nempe » ' = » ; pariter in ft
et totó triangulo est v communis, atque R=zv'-k-u\ adeoque et u = u.
In triangulis a, /? et totó ergo sünt in quovis anguli R, u, v • adeoque
in quibusvis binis triangulis latéra sünt, prouti angulis Eequalibus oppo-
nuntur, proportionalia.

Nempe adsumantur prius anguli v, u in «, item z>, U in /9, rum v,
/? in a, et v, R in totó; fiet e prioré

atque e posteriore fit
i:K=K:k;

un de
y = il et K*= iht

consequenter
y = tfií et K= }fih.

Si igitur ex. gr. i unitas rectarum ponatur, et iungatur / in directum;
atque e meditullio ipsius i-hl radio l semicirculus fiat, et e puncto
rectarum i et / communi erigatur perpendicularis usque ad peripheriam :
érit ductis inde ad diametri extremitates rectis angulus in semicirculo
rectus fpag. 68), atque perpendicularis erecta radix quadrata ex /. Pari-
ter patet, et si non z '=i, sed radix e facto ex i et / extrahenda fuerit,
eam — _y esse. Idem etiam per cathetum fieri posse patet.

Unde etiam quum
K*=kit
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et
k*= hl = h{h — i) = A'— ki,

fit addendo
i

atque hinc kt=.h1—Klí, et

adeoque quaecunque bina e cathetis hypotenusaque data fuerint, ter-
tium innotescit.

De secundis potentiis adhuc tantum sermo est, de areis quadratorum
inferius dicetur.

Si verő (Fig. 72.) u obtusus fuerit, demissa perpendiculari d, erit

sed ki=d2-i-x1; adeoque

Atque si u acutus fuerit: tum aut et v acutus erit, aut v rectus vei
obtusus erit; si v acutus sit (Fig. 73.), tum perpendicularis y Íntus cadet,
fietque

item
?=

atque hinc
adeoque

h

Si verő v obtusus esset: tum per prgecedentia esset (Fig. 74.)
k*=h*+Kz+2Kz, adeoque h2=k*— K*—2Kz. Pro v recto fit: = a

E quo manifestum est:
aj quod si /1*= kz-\- K"1, angulum ipsi h oppositum nec obtusum

nec acutum, sed rectum esse.
b) e lateribus dignosci, num triangulum rectangulum, acutangulum

vei obtusangulum fuerit, et cuivis lateri qualis angulus opponatur.
c) (Fig. 73.). Ex k%=h*—K*+2Kx prodit

2K
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ubi k et K intercipiunt angulum «, h verő ei opponitur, atque recta ab
extremitate ipsius x ad apicem est perpendicularis ad K.

§• 7-

Sed etiam si A—i fuerit, {Fig. 75.) eiusque extremitas cum extremi-
tate factoris dati B, in alterum crus positi, recta iungatur; atque huic
rectae per finem factoris alterius quoque dati a, in crus ubi A est, ab
apice positi, parallela fiat: érit b factum e factoribus £ et a; quia

A : a = B : b , s e u A : B — a : b .

Si verő facto dato b et alterutro factore B, huius socius quasratur:
unitatis A et factoris dati B extremitatibus recta iunctis, ab extremitate
ipsius by ex apice ad crus in quo B est translati, huíc rectae parallela
fiat: érit recta in crure, in quo A est, ab apice usque ad parallelam
factor socius, nempe quotus a ex b diviso per B.

Patet autem tani in multiplicatione quam in divisione angulum recta-
rum A, B arbitrarium esse.

Idem pluribus quoque modis fieri posse e dictis liquet.

•21112114.

Piures rectae numero quovis.

De parallelismo generáli praster in pag. 19 dicta plura referre, uti
et subdivisioni figurge rectilinese in triangula immorari brevitas necessaria
vetat: quamvis non solum partém plani a figura quavis rectilinea, sed
etiam a duabus figuris rectilineis, ex. gr. a duobus polygonis, clausam
in triangula dispesci posse demonstrari debeat, possitque.

•2111211422.

Si quaevis figura rectilinea 2IÍ$£ . . . {Fig. 76.) fuerit in triangula sub-

divisa; atque e puncto f extra eam sito, quamvis proprie ubivis in spatio
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accipi queat, ad omnes angulorum apices rectae cogitentur; et quavis
harum per quantitatem eandem a multiplicata, factum in eadem recta e
puncto f iocipiendo accipiatur ; nempe «. f2l = fa in f21, a. f 3 = íb in
f 3 Es1; atque fiant rectse ábt be . . .; imo si a litera magna ad aliam
fuerit recta in 213C . . ., fiat et inter literas minores nominis eiusdem:
érit abc . . . figura ipsi 2I3<£ . . . similis per definitionem (pag. io)t uti
singula triangula sibi invicem respondentia; et simul latéra duarum figu-
rarum, utí se invicem exeipiunt, in eadem proportione, angulique late-
rum correspondentium aequales erunt; imo quaevis puncta p , Q fuerint,
recta pq — a. p Q érit.

Et conversim figura quaevis abc . . ., cuius latéra, uti se invicem ex-
eipiunt, proportionalia Iateribus ipsius 2I3<£ . . . , angulique aequales eo
ordine sünt, hoc pacto generari potest; imo si ab = a.213 t quaevis

figura, cuius latéra modo dicto proportionalia angulique aequales
sünt, dictae abc congruit.

Nam
I. Etsi ad omnia puncta figuráé iuxta definitionem rectae concipian-

tur, idem prodibit. Quodvis punctum P enim concipiatur ex. gr. in recta
2123, punctum ílli homologum p prodibit in recta ab; est enim tum

itaque

sünt igitur erura fa, fb, fp ipsi VX, Wt fp proportionalia cum angulis
interceptis communibus; est ergo et ab ipsi 213, ita ap ipsi 21p pro-
portionale; adeoque ab || 213 et a p | | 2 I p ; per a autem ipsi 213 unica
parallela datur; itaque p punctum rectae ab est.

II . Quodvis latus 2I*£ ipsi ae homologum in eadem proportione est
uti 213 ad ab: nam

est verő angulus inter erura f21, f<£ eruribus fa, fi proportionalia com-
inuois; quapropter et 2I£ ipsi ae proportionale est
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Sed anguli etiam homologi sequales sünt: nempe ex. gr. quivis an-

guli 2J(£D et aeő considerentur, concipiantur triangula JíUtE et ábe; est

itaque et anguli respondentes aequales (pag. 70), adeoque

atque si angulus convexus sit, et convexus convexo aequalis est. Pariter
de angulis 21BC et abc patet.

III . Sínt etiam quibusvis punctis P et Q homologa p et q; érit
recta P Q ipsi pq homologa, eique proportíonalis. Nam

atque quodvis punctum rectae p Q fuerit, üli homologum, ut antea, in
pq cadit.

IV. Qusevis figura rectilinea abc . . . fuerit talis, ut latéra, uti se invi-
cem excipiunt, proportionalia angulique aequales sint: illa modo dicto
generari potest. Sit ením ab = «.2í23 fe?; talem prodire patet. Et quae-
vis alia a' b' c ' . . . fuerit, cuius latéra ad latéra literis maioribus deno-
tata sint uti a ad 1, angulique inter crura proportionalia sequales: figuráé
dictse congruere potest. Nam posito a' b' in ab, ita ut a' in a et b' in b
cadat, vertendo in eandem plagam, propter angulos ad a' et a ac b' et
b aequales et latéra Eequalia y . . ., manifesto congruent.

Patet verő superius a etiam negative accipi posse, ut omnia facta
ultra f Ín altéra plaga accipiantur.

Scholion. Notandum autera est, hic iam ut theorema demonstrari
posse elegantem Wolfii observationem, quam pro definitione rectas ha-
beri voluit: quod nempe omnium formarum sola recta utrinque finita
sit, cui qusevis pars continua similis sít; sed huic quoque brevitas ne-
cessaria supersedere iubet.
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21II2I2.

Rectae cum circulo minima sectio punctum est, maxima e duobus
punctis constat.

§. i-

(Fig. 77.). Sit ab recta inter duo puncta peripherke, et m sit médium
arcus ab, ac c sit centrum ; superponatur forma ex arcú am et rectis ac,
cm composita ipsi mcb; patet rectas mc quodvis punctum in suo loco
manere, et dictas formás congruere, adeoque oa super ok cadente, an-
gulos ad 0 esse asquales, adeoque rectos.

Hinc perpendicularís e medio chordae per centrum transit, atque
médium arcus médium chordae et centrum sünt in recta eadem ad
ckordam e centro perpendiculari.

S- 2. •

(Fig. 78.). Modus hinc se offert, datis quibusvis tribus punctis a, b, ö
oon in recta sitis, ceotrum C reperire, e quo radio ca scripti circuli peri-
pheria per a, b, í> eat. Nempe si ab, bb modo (pag. 63) bisecentur, per-
pendicularis e ineditullio f rectae ab perpendicularem e meditullio i
rectse bb secabit: nara recta fi cum quavis perpendicutarium dictarum
efficiet angulum <.Ry adeoque summa internorum est <2R. Sit c sectio
perpendicularíum; érit

A ofc = bfc, adeoque ac = be,
ita

A btc = Mc, adeoque be = ÖC;
consequenter

oc = be = cí>.

Unde etiam pari modo arcus cuiusvis, quuin in eo tria puncta qusevis
accipere liceat, neque in recta sínt, centrum reperire licet. Nempe
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§- 3-

Recta circulum in tribus punctis secare nequit. Nara tum duae
chordae essent eiusdem rectse partes, et centrum circulí esset in perpen-
diculari ex utriusque medio erecta; adeoque dua? perpendiculares de
eadem recta secarent se.

§•4-

(Fig. 77.). Patet etiam chordam totam preeter extrema intra circulum
cadere. Nam pars arcus nequit intra cadere, pars extra; quia tum habe-
ret recta ab cum circulo adhuc punctum commune, ubi ex a motum in
peripheria punctum ex una plaga in alteram transiret eundo usque ad b;
neque in eandem plagam cadere queunt duo arcus ; nam tum esset cf=Cd
(contra pag. 64).

§• 5-

(Fig. 79.). Sectio minima rectae cum circulo est punctum. Nam si bf
faciat cum radio be rectum, b érit punctum contactus rectse et circuli
centro C scripti, nec ullum aliud punctum recta bt quamvis infinita in
eodem circulo habét. Nam si haberet ad dextram, item ad ltevam esset;
itaque duobus punctis fieret sectio maior. Vocatur bt tangens.

Est verő etiain conversim tangens ad rádium perpendicularis; nam
nisi íd sit, sit bb alia tangens, haec faciet ab aliqua parte angulum acu-
tum cum radío; perpendicularis co ex c ad bt* acuto angulo obiecta
cadit, adeoque hypotenusa be semper decrescit usque ad 0; itaque
quaevis recta inter b et 0 ad c ducta est radio minor; adeoque bo intra
peripheriam cadit, et quum continuata egrediatur, tangens non est.

Quamvis autem e quovis puncto arcus bb possit ad tangentem bf
demitti perpendicularis, nulla tamen recta ex b inter arcúm bb et tan-
gentem bt duci potest. Nam qusevis recta bt) ducatur inter be et bf,
angulus rectus illico decrescet, et demonstratione praecedente applicata,
patet punctum ex b in recta illa viam infra peripheriam incipere, ut per
arcúm obiectum transeat.

BOLVAI, Tentunb». II. I l
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"21112122.

Plures rectae circulum secantes;

•2III2I22I.

Se invicem quoque secantes ;

• 2 I I I 2 2 I I .

In eodem puncto;

• 2 1 I I 2 I 2 2 I I I .

In peripheria.

I. Considerentur prius duae tantum.

Sí prius alterutra duarum tangens circuli sit: est anguli v, quem
tangens cutn chorda facit, quantitas dimidio arcus a ckorda subtensi
aequalis.

Nam (Fig. 80.) si chorda per centrum transit, tum v est rectus, et
arcus tunc subtensi diinidium est quadrans. Alioquin autem fiat per
centrum chorda parallela; perpendicularis e medio chordae datae per
centrum transit: eritque u-hv ad centrum = R; sed altérni u et u
sünt sequales, atque u-\-v angulus tangentis cum radio est = R; itaque
angulus v ad centrum =z> üli, quem tangens cum chorda facit; prioris
v quantitas = dimidio arcus subtensi; adeoque etiam posterioris v quan-
titas eadem est.

Idem patet de angulo deinceps « + ^?; nempe v + u-\-R est totius
circuli dimidium; itaque subtracto v, et dimidio arcus a chorda sub-
tensi, raanebit u-hR= arcus a cborda ab altéra parte subtensi dimidio.

Hinc si duae chordae a, b se invicem in peripberise puncto f secent
(Fig. 81.), orietur u angulus ad peripheriam. Fiat tangens ad punctuin t.
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Est « - h » H - z = totius perípheriae dimidio, v-¥-z = dimidÍEe summae
arcuum subtensorum; manet itaque pro u dimidium arcus illius cui
insistit

Et hinc patet (uti pag. 68) angulum v (Fig. 82.} in semicirculo esse
rectum ; et quadrilateri ábcb circulo inscripti angulos oppositos simul
duos rectos efficere; nempe p-^-q, ita v-±~x= diraidio peripherise
totius.

Sünt etiain arcus a, jf? per chordas parallelas absecti aequales propter
alternos u et «, simul angulos ad peripheriam, sequales. Ita si tangens
chordse parallela fuerit, sünt alterni z et z sequales ; quorum unius quan-
titas -*- est, altér autem (pag. 82) — — est.

II. Si plures rectse secuerint se Ínvicem in eodem peripherise puncto
(Fig. 83.): est

id est diameter est chordarum maxima. Porro

a-*-V>r et r = a-t-a',
atque hinc «

b>a\
sed

a'-4- b > c;
itaque

Decrescente igitur arcú infra semicirculum, chorda quoque decre-
scit, ac maiort arcúi chorda maior, maiorique chordae arcus maior
respondet.

'2III2I22II2.

De sectione intra peripheriam in eodem puncto.

I. Prius duarum rectarum (Fig. 84.).
I. Quantitas anguli u aequalis est ~[a-\-{i).
Nam ducta parallela, fit w'= u; est verő

« ' = —• (ot'-f- jff), a t q u e a = a.
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Coosequenter
« = -!-(„+/?).

2. Triangula ibidem verticalia sünt similia, quia anguli ad periphe-
riam iisdem arcubus insistunt. Hinc a : b — ö':a', atque

aa'=bb';

nempe facta segmentorutn sünt aequalia.

II. Si duabus rectis p/ures secuerint se invicem intra peripheriam
(Fig. 85.), sitque sectio extra centrum c: rectarum inde usque ad peri-
pheriam minima / , maxima s-\-r est; atque rectae dictae a p crescunt
semper porro usque ad s-hr.

Nam
s-\~a>k + k' et

hinc
a>p.

Porro

sed

hinc

itaque in b-hk'>a substituendo b' ipsi k', fiet

Item

•21112122113.

De sectione extra peripheriam.

I. Duarum rectarum {Fig. 86.).

1. Esi, parallel a ducta, externus u' = « interno opposito; adeoque

etiam anguli quantitas eadem est, nempe - - y ^ ; sed a = a' (pag. 83);
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itaque

2. Est

S—a
U = 2

A:B=b:a.

Nam x-\-y = 2/?, sed y-\-v quoque =2/?, nam sünt duo anguli ad
peripheriara, ambo toti insistentes círculo: adeoque x = v; u verő est
comraunis duobus triangulis; itaque proportione instituta patet esse
etiam

Aa — Bb.

II. Si duabus plures secuerint se invicem (Fig. 87.): ag minima, af
maxima est; illa ereseit usque ad tangentem ab, h?ec decrescit eousque.

Nam

hinc
fe>fb;

sed
&!-hfa>oa,

itaque

Idem pro tangente, si f pro E et f> pro ö ponatur, applicari patet.
Demum

at| -h \\i < ai -h ic
(pag. 65), sed

te = íjc;
itaque

aí} < ai.
Ita

adeoque

2111212212.

In '21H212212 usque ad '211121222 (numerum posteriorem, ipsum
iam pag. 82 relatum, excludendo) figuree rectilinese continentur, quarum
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aut apices omnes in peripheria sünt, aut latéra omnia eam tangunt. In
casu prioré rectilineum circulo inscriptum, circulus autem rectilineo
circumscriptus; in posteriore autem circulus rectilineo inscriptus, et
rectilineum circulo circumscriptum dicuntur.

De quovis rectilineo P itaque quatuor quaestiones oriuntur:
1) circa F circulum scribere,
2) circulo ipsi P zequiangulum inscribere,
3) ipsi P circulum inscribere,
4) circulo ipsi P sequiangulum circumscribere.

Sit prius exemplo triangulum. Circa triangulum quodvis seribi cir-
culus (pag. 80) potest; atque si radii per apices producantur, quivis cir-
culus centri eiusdem in tribus punctis secabitur, quse si rectis iungantur,
orietur triangulum priori Eequiangulum; sünt enim latéra lateribus paral-
lela, quia erura e centro sünt ut radius ad rádium.

Si trianguli abc íFig. 88.) anguli u, v bifariam divisi sint: patet sum-
mám internorum u'~\-v sectionem parere, e qua ad latéra missae per-
pendiculares sünt sequales. Formantur enim triangula « = a', $-=$' per
latus unum commune. et angulos u et R in « et a, ac v et H in fi
et /?'. Si circulus centro p radio pq fiat: érit quodvis latus tangens;
atque triangulo dato circulus inseriptus.

Si verő perpendiculares producantur: per puncta peripherias cuius-
vis, cuius centrum p est, in quibus perpendiculares priores eam secant,
tangentes duetse efformabunt A 2Í23<£ ipsi abc aequiangulum (pag. 711;
atque hoc pacto dato circulo triangulum dato triangulo aequiangulum
circumscriptum érit.

§. 2.

Si arcus a sit = -£ , denotante p peripheriam, n integrum; atque
ducatur chorda cuiusvis arcus «, uti se invicem in / exeipiunt: oritur
bolygonum regulare n laterum; erunt nempe latéra chordse arcuum
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sequalium, et anguli quoque sequales, utpote quivis est angulus ad peri-
pheriam arcúi p — 2a insistens.

Sünt etiam manifesto sequalia quaevis triangula per radios ad cuius-
vis lateris extrema ductos generata, per tria latéra tribus Eequalia; sunt-
que triangula eiusmodi tot, quot latéra, et quum duo latéra sínt in quo-
vis sequalia, quodvis aequicrurum est, et angulus quilibet ad basim est
dimidio anguli polygoni sequalis.

' §• 3-

Conversim quoque si figuráé rectilineae ábcfa latéra aequalia) an~
gulique aequales fuerint: apices omnes in eadem peripheria sünt.

Nam (Fig. 89.) perpendiculares e meditulliis f, g laterum db et be
secant se invicem, quia ad rectam fg summa internprum est <C2R\ fiat
in p. Erunt triangula afp et bfp Eequalia, propter duo latéra cum recto
intercepto Eequalia; adeoque in triangulo apb anguli u ad basim sünt
sequales. Est quoque Apfb = píjb, propter hypotenusam cathetosque
sequalia (pag. 64}; adeoque et angulus pb$;=K = dimidio anguli poly-
goni ; A pbg verő = pcg, ita uti A afp = bfp erat. Erit igitur angulus
pcö = w; demissaque perpendiculari plj, est Apgc = pcrj, per pc com-
mune et angulos sequales; atque hinc

est igitur A pctj = pÖÍ̂ , per pfj commune, c\\ = \\b, et rectum intercep-
tum. Quod continuando patet esse

ap — bp = cp = bp y .

§•4-

Sünt etiam e prsecedentibus perpendiculares pf, pg, . . . sequales;
adeoque centro p radio pf circulus polygono inscriptus érit, uti prior
circumscriptus.

Si verő ut supra de triangulo dictum est, tam perpendiculares quam
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radii ad apices producantur: quivis circulus centri p fuerit, ubi a per-
pendicularibus secabitur peripheria, tangentibus ductis, polygonum regu-
lare totidem íaterum circumscriptum érit; et si radiorum sectiones iun-
gantur, circulo inscriptum érit; nempe qusevis duse rectas duabus
parallelas angulos sequales facient, omniaque circumcirca sequaliter ge-
nerantur.

i 5-

Si arcus lateris sexta pars peripherias sít, cborda erít = radio, nam

tum angulus ad centrum est —f— = 6o°, adeoque duo anguli ad basim

trianguli aequicruri sünt i8o°—6o°= 1200, adeoque unus = 6o°, et tri-

angulum aequilaterum est.

§. 6.

Angulus polygoni n laterum aequalis est -——^-
Nam e centro ductis ad apices angulorum rectis triangula numero

« prodibunl, quorum omnium angulorum summa = znR; unde sub-
tracta summa angulorum ad centrum, residuum est (2«—4)-^, quod cum
« anguli sint, dividi per n debet.

Patet etiam quemvis externum, latere in eandem plagam respectu
antecedentis producto, esse eidem q asqualem, Itaque quum hoc pacto
q numero n prodeat, et quodvis q sit =2R— angulo polygoni

= (2«-4)^

erít

•211121222.

De rectis circulum secantibus parallelis dictum (pag. 83) est.

•2111213.

De circulis se invicem secantibus.

I. 1. Prius de sectione duorum circuhrum : sectio mini ma est punc-
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tum, maxima duo punctorum est. Duos circulos in tribus punctis secare
se invicera non posse vei inde patet, quod tum duse chordse essent
utrique circulo communes, e quarum mediis erectas perpendiculares
centrum utriusque idem determinarent; adeoque aut toti coinciderent,
aut nullum punctum haberent peripherÍEe utrique comraune.

2. Sí circuli unum tantum punctum habeant commune, dicuntur tan-
gere se invicem, et quidem is intus tangere, qui preeter punctum tactus
totus intra alterum est, et circulus alterum tangens, qui non intra hunc
cadit, extus tangere dicitur; adeoque duo circuli possunt se invicem
extus aut intus tangere : nempe

Centris £, c, d in perpendiculari ad űb (Fig. 90.) acceptis, radiorum
extremitate altéra a scriptos circulos se ita tangere patet: quia si praster
punctum a adhuc haberent commune, ex. gr. ad kevam respectu <£c, id
etiam ad dextram fieret; adeoque duo circuli duobus punctis plura ha-
berent communia.

3. Sünt verő centra circulorum se contingentíum et punctum tactus
in recta eadem.

Nam si circulus ab altero intus tangatur: eadem in puncto a utri-
usque tangens érit. Nam sit ab tangens interioris; nisi eadem esset
etiam exteriőrig, sit ap; hsec secabit interiorem adeoque tum etiam
exteriőrein: itaque langens huius esse nequit. Si verő ab tangens
communis est, tum perpendicularis ex a per c et c' transiens unica est.

Si duo circuli se invicem extus tangant (Fig. 90.), tum nisi a, £, C
in recta sint, sit cö(£ recta: érit <£a-hca>cö£; nempe summa duorum
radiorum addita aliqua recta esset summa duorum radiorum minor.
Unde patet, a duobus ad trés, inde ad quatuor & progrediendo, omnium
quotquot fuerint, se invicem in eodem puncto (sive extus sive intus) con-
tingentes : centra cum puncto tactus in recta eadem esse.

4. Forma per sectionem minímam generata est duplex, prouti intus
aut extus se tangunt: sed (Fig. 91.) forma per maximam sectionem gene-
rata constat e duabus lunulis et intermedia fenestra, ad quarum commu-
nem chordam e meditullio huius erecta perpendicularis per centra am-
borum circulorum transit.

BOLYAI, Tentamen. II-
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Aequalitatem per unum angulum in qualibet duorum circulorum sec-
tione determinatam esse patet. Nam tunc ex utroque congruit portio, et
tria puncta determinant circulum.

II. Sí circulus A duos circulos B et C secet: ant tanget utmmque,
aut unum B solum tanget, aut neutrum.

In casu primo (Fig. 92., 93., 94., . . .) aut intus aut extus cadet uter-
que ab A tactus; aut unus extus altér intus. In quolibet horum casuum
aut habebunt hi duo aliquid commune, aut non : si ita, id aut punctum
érit, aut duo; si punctum solum fuerit, hoc aut in A cadet, quo pacto
sectio omnibus commune punctum érit, aut non in A cadet. Si B extus,
C intus cadat, tum casus unus tantum est, ut C et B aliquid commune
habeant, nempe sectio unius puncti. In casu secundo ubi A nonnisi
ipsum B tangít, habét tamen cuin C aliquid commune, secabit ipsum C
in duobus punctis ; tum verő B et C aut habebunt aliquid comraune,
aut non; si ita, érit id aut punctum, aut duo.

In casu tertio A neutrum ipsorum B, C tangens habere cum quovis
ipsorum B et C communia duo puncta debet; et B et C aut habebunt
aliquid commune aut non ; si ita, id érit aut unum aut duo puncta; et
haec aut ambo erunt eadem cum iis, quse A cum B et C habét com-
munia, aut unum tantum, aut neutrum.

Facile patet omnes hos casus, quorum aliquot conincidunt, pervesti-
gando, sectionem esse minímam 1 puncti, 6 punctorum maximam, et
dari sectiones 1, 2, 3, 4, 5, 6 punctorum, atque formás varias, et angulos
infra in duas species distinguendos generari.

Ob facilitatem immorarí cum necesse non sít, exempli caussa casum
unum casus primi attulisse sufficiat; nempe casum sectionis trium punc-
torum, in quo quüibet bini ipsorum A} B, C tangent se invicem, at
non in eodem puncto.

Fieri hoc nonnisi B et C utroque extus aut utroque intus A cadente
patet.
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§• I .

Si C et B extus cadant (Fig. 93.1, sit a radius ipsius A, et in conti-
nuatíone eius accipíatur punctum illud, ubi (quantavis fuerint b, c) rectae
a •+-b et b-\-c circa extrema recta? a-he raotae occurrunt; quod fieri
patet, cum quorumvis duorum laterum summa excedat tertium.

Tum si e tribus verticibus triangu.i tanquam centris circuli fiant
radíis a, b, c} nempe radiis circulorum A, B, C: patet e quantislibet
Ű, bt c triangulum tale generari, quale oritur in schemate e tribus arcu-
bus, cuius vertices sünt puncta tactus externi.

§. 2.

Si B et C intus cadant (Fig, 94.), sit a centrum ipsius A, et b
centrum ipsius B, et c centrum ipsius C. Sit r radius ipsius C, ac radius
ipsius A sit r-i-u; et radius ipsius B sit /?; pro quovis /í, dummodo
<C.u sit, reperietur b ibi, ubi r~\-(i circa c, et u-i-r — ft circa a mota
occurrent.

Si occurrant, res patet. Nam tum

quia
a\ — r -+• u et ba =

itaque i est punctum tactus ipsorum B et A, quia i in recta per ambo-
rum centra est; ita recta (3~i-r ex b ad c transit per c et tactum ipso-
rum B et C.

Datur verő b pro quoübet fi quod < « .
Nam tum latéra fi-\~r et u ac u-\-r — (i talia sünt, ut quorumlibet

binorum summa tertio maior sit; de reliquis patet pro quovis (i; at
postremorum summa prioré tunc tantum est maior, si /9<C« sit. Nam
summa heec est 2«-+-?- — /?, quod debet esse >(i-\-r\ subtracto utrin-
que r, manet zu — fi>fi\ adeoque pro / i ^ a ^ w , est

2u — («j±| a») = 2« — fi = u tfí w ;

et manifesto «>—ia est -<«̂ í-«<y, et u 1-t1 w >• a •—• «.

12*
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(Fig. 95.J. Sit quantusvis angulus bac, et ba = OC; et sít chordse be
meditullium ^ fiantque centro b radio bí» = b4, centro C radio e^ et
centro a radio CM~ab circuli; fiet triangulum ú\}b, ubi arcus o.b, utvis
inutetur angulus a, manet = Mj; nimirum in triangulo sequicruro abc
sünt ad basim.

Porro arcus 0>— /?, si A<**^o; et 0,&*^o, sí A a — i R \ arcúi
*££> verő -^R in casu primo, et in altero — 2 R . Radius ga a ütem in
casu primo — ba, b ipsi f quam proxime eunte; ia altero verő g a ^ o ,
b ipsi ), et & ipsi a quam proxime euntibus.

Plurium circuloruin sectionibus pnetermissis unum tantum attigiue
sufficiat (Fig, 96.).

Si be sit latus figurás reguláris, cuius vertices sünt in peripheria radii
ab: patet per dicta generari e verticibus tanquam centris, dimidio latere
pro radio accepto, circulos asquales coronam claudentes, quorum quivis
quemlibet inter quos est tangit, uti in schemate.

De formis etiam in cnsibus dictis notasse sufficiat:
1. Figurás ibidem oriri, quse duobus lateribus concavis, aut duobus

lateribus convexis spatium claudunt.
2. Oriri triangula circularia, de quibus statim dicetur.
3. Angulum, sub quo occurrere arcus arcúi potest, in duas species

distingui posse: nempe in convexum, scilicet cuius erura possunt circa
verticem in talem situm moveri, ut recta quaedam per verticem ducta
sit chorda utriusque, arcubus in diversas plagas cadentibus: alioquin an-
gulus concavus vocetur. Ex.gr. (Fig. 95.) ögrj, et (Fig. 97.) (jalj convexi
sünt, gaf concavus est.

4. Triangulum eiusmodi combinari posse e tribus convexis angulis,
e 2 concavis et 1 convexo; at non posse e 3 concavis, aut ex 1 con-
cavo et 2 convexis, patet.
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i 5-

Quantitas anguli esse eadem potest, quse anguli est, quem tangentes
crurum ad verticem faciunt; at illa tangentis dimidietas intelligatur, cum
qua arcus non formám fluentem facit Ipag. 16). Hoc pacto w = o = v (

(Fig. 92.), et (Fig. 95.) trianguli göb angulorum summa = 0 ; at (Fig. 98.)
trianguli abbfcta summa angulorum =12/? ; maior summa trium angulo-
rum esse nequit.

Nempe (Fig. 99.) sit abc triangulum aequilaterűm, et q, r, f meditullia
laterum, angulique u aequales, atque e punctis a, b, c erectis ad crura
ipsorum u perpendicularibus, intersectiones p, tot i fiant centra radüs
pa, ib, wc asqualibus: patet angulum bae convexum accipi, et dabili
quovis minus sumi posse.

Datur triangulum, cuius angulorum summa dabili quovis rainor esse
potest.

Sint nempe (Fig. 97.) duo arcus afí> et al?& ad angulos convexos a
et b se invicem secantes, (et angulus concavus dato quovis minor fieri
potest); et sint tangentes in a rectae ab et af; moveatur arcus afo
circa a per arcúm abi>, tangentem suam ab se cum ferens; poterit ab ire
quam proxime ipsi af; itaque angulus ad a fiet omni dabili minor;
sed is solus érit summa trium angulorum trianguli, qui e meditullio 0
chordse a £ radio og ad chordam perpendiculari scripto semicircuto g^m
clauditur.

Interim haud sufficit quantitas duorum angulorum dicta ad angulo-
rum sequalitatem geometricam: necesse est et anguli species easdem,
radiosque unius radüs alterius asquales esse; poterit autem inferius, ubi
de areis tractabitur, angulus quivis eiusmodi etiam per areas certo modo
determinatas exprimi.

i 6.

Aequalitas triangulorum circularium determinatur modo sequente :
1. Duo latéra cum angulo intercepto non sufficiunt\ nam latus ter-

tium esse potest radiorum variorum.
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2. At írta latéra sufficiunt., nisi sit aliquod convexutn et UH res-
pondens concavum.

3. Ita duo anguli et unum latus adiacens.
4. Imo trés anguli quoque ponunt triangulorum korúm aequali-

tatetn, sed duo non.
Cum casus reliqui sint faciliores, ultimum tantum referre libet.
At sequens prius demonstrandum est (Fig. ioo.i. Peripheria centri a

radü pű dicatur a, peripheria centri ÍJ radii íja verő A, peripheria radii
bp autem dicatur //.

Utcunque secet a ipsum H ad angulum z, omne punctutn peri-
pheriae A tale est, ut circulus ex eo tanquam centro scriptus cum
radio ap, pláne ad angulum z secet ipsum H\ nullum verő extra
peripheriam A tale punctum q datur, ut arcus radii ap peripheriam
H ad angulum z secet.

Prius (Tom. I. pag. 12. V.) patet; sed nec ullum tale punctum q est
Nam sive intra A sive extra sit, recta qb transit per A; fiat in c,

et sit q extra A\ radius pro centro utroque c et q sit = a p , terininabi-
tnr uterque in bq in duobus diversis punctis m et r.

Fiant centro c radio cm et centro q radio qr circuli; neuter horum
potest tangere ipsum //, quia si unus tanget (extus aut intus), ex. gr.
ex tus, et altér extus tangeret, si ex q et c descripti circuli circulum H
ad angulum ipsi z aequalem secarent; tum verő quia tactus punctum in
fjq esse debet, radii inaequales fierent sequales.

Itaque secaret ipsum H uterque in duobus punctis, unus in fi, altér
in vi; et quidem ita ut si f ultra v cadat, et I pláne ita ultra i cadere,
et si f in V cadit, I in i cadere debeat.

Neutrum verő fieri potest. Nam quum hoc pacto esset angulus
mfo = roo, et per angulum unum ponatur aequalitas figuráé e duobus
arcubus compositse fpag. 90), esset fmopf = »roo; adeoque f et I non
possunt non in D et i cadere: at neque in D et i possunt, quia túra m
cum r coíncideret, quia per angulum f = P non posset in e peripberia
pri egredi.

Si q intus A cadat demonstratío eadein est. Itaque assertum patet.
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Liquet hinc quamvis tríangulorum circularium speciem per trés angu-
los determinari, ponique sequalitatem per trés angulos aequales íFig. ioi.i.

Nam sít unus arcus trianguli circularis e perípheria H cuius centrum
li, altér e peripheria / cuius centrum i, tértius ex K cuius centrum q
est; adeoque sit triangulum abc.

Tum manente angulo c, omne centrum, e quo angulus = a cum H
produci potest, est in peripberia A, et omne centrum, e quo cum /an-
gulus = b produci potest, est in peripheria B per prsecedentia; descri-
bitur verő arcus ab latus angulo c oppositum, ex uno centro; adeoque
centrum hoc adsumi debet, ubi A et B se invicem secant; adeoque ad
summum duo puncta esse possunt uti p et q, nimirum plura puncta
A et B communia habere nequeunt, unde angulus = a cum H, et an-
gulus = b cum / produci possit; scilicet z = a, et v = b.

At z patet (cadentibus p et q in diversas plagas) vertere convexam
partém ipsi c, sí a concavam ostendít, ita ut z semper aliter sit versus
C versus quam a.

Itaque unicum adhuc triangulum construi potest, ut e = f sit, b = v,
et z = a; hsec verő sünt sequalia. Ita Aacn = ztm; sed z est concavus,
et illius deinceps positus est convexus, ita Ín altero triangulo. Nerape
triangulo zvX considerato, si z = a angulus concavus sit, angulus deinceps
positus dicti anguli convexus est.

'2III22.

De sectione stne angulo, quae itaque formám jluentem parit.

I. Recta cum recta : si circa punctum sectionis moveantur, donec
fiat angulus = 2R, íd est nullus angulus sit, forma fluens evadet.

Recta cum ctrculo :
1. Cum »»0; tangens dimidia cum dimidia altéra peripheria forma

fluens est. Ex. gr. öaf (Fig. 102.).
2. Cum duobus circulis dupliciter fieri potest; scilicet tangente recta

Ott duos circulos in duobus sui extrém is, aut in eadem plaga aut in
diversa; uti est ponr et ponm.
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3. Cum tribus circulis fieri nequit; quia si ad finem rectae ponatur
tertius : is cum prioré circulo faciet angulum, si ita ponatur, ut cum
recta non faciat; in puncto intermedio quovis verő angulum fieri da-
rum est.

II . Circulus cum circulo :
1. Cum uno; nempe duo arcus qualiumvis radiorum eadem tangente

gaudentes, in plagas respectu rectae centrorum diversas, et aut in eandem
respectu tangentis plagam aut diversas cadentes, sine angulo secant se
invicem : talis forma fiuens est Ifs. (Fig. 103.).

2. Circulus cum duobus circulis : si arcus cuiuspiam ambo extrema
modo pláne dicto cum aliquo arcú iungantur, uti abcb aut fmnp aut
fmnl. (Fig. 104.).

§. 1.

Formae fluentes sünt quasi rivi, quibus naturae viventis véna fluít,
rarius iter frangens, ut in dulciorem cursum refluat, demum in mortis
regni angulatis terminis hserens.

Lineamenta quasvis describi quam proxime possent, ad cuiusvis arcus
finem, certi radii arcú certae quantitatis in eandem aut alteram respectu
tangentis plagam posito.

Figurám duo arcus non eiusdem circuli, sine duobus angulis claudere
nequeunt. Trés arcus requirunt ad minimum unura angulum; quatuor
possunt sine angulo figurám claudere.

Prius manifestum est. Alterum quoque (pro Fig. 105.) patet. Nam sint
trés illi arcus A, B, C, centra a, b, c ; punctum tactus ipsorum A et B
sit 21, punctum tactus ipsorum B et C sit bt et punctum tactus ipsorum
A et C sít p ; patet p, a, c in recta, atque etiam t», b, c in recta esse
debere, itaque C eo cadere oportere, ubi rectse pa et bb se intersecant:
nam p et í» in arcú ex uno centro c scripto esse oportet; ibí verő ore-
retur triangulum abc, essetque radius cp = cö; porro quia
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í>í) = ab •+- a2l = ab -h ap,
atque

ac -+- ap = cö = eb -+• bí>,
esset

ac H- ap = eb -+- ap -+• ab;
atque hinc esset

ac = eb •+- ab;

quamvis duo trianguli latéra nequeant asqualia esse tertio.
Idem facüe patet pro casu, si trium arcuum aliquis contrarie nexus sit.

At nec e tribus lineis, quarum quselibet recta aut circulus est, figura
sine angulo claudi potest. Natn si quaevis sit recta, aut duse rectae et
unus arcus, patet.

Si verő una sit recta et alise duse arcus sínt, patet modo sequente.
(Fig. 106.)

Sit vm tangens arcus mq ; tum ut tertia linea figurám claudens arcus
sit, necesse est dari tale p, ut pr ad vm perpendicularis sit = pq, rectae
per arcus mq centrum c ductEe, quia tunc tantum petitum prasstari per
arcúm a q usque ad V centro p radio pr seriptum posset.

At

nam
mc = t>o = cqf

porro
po<pc,

ergo
oo-hpo<pc-hcq.

*
i 4-

Fieri posse cum uno angulo figurám e tribus arcubus patet: si
(Fig. 107.) centrum f arcus acb in recta per eius extremum a et centrum
c ipsius afö ducta accipiatur, et centro t radio öi = bi semicirculus de-
seribatur: generabitur hoc pacto figura afbgbea, nonnisi ad b angulo
gaudens.

I, Tenlemeo, II. 1}
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Ita ex una recta et duobus arcubus datur figura cum uno angulo
(Fig. 108.).

Nain arcus mo, cuius tangens est mn, centrum in c habét; itaque
facile patet in OC producta posse centrum t arcus on accipi, et ad n
angulum generari.

£ duobus rectis et uno arcú quoque datur figura cum uno angulo.
Nempe si abeb quadratum sit (Fig. io8.#), et centro a radio ab fiat
arcus bee.

*• 5 .

Figurám quatuor arcus possunt sine ullo angulo claudere; et 4 est
minimus numerus, cum e paucioribus fieri non posse dictum sit.

Nimirum ab extremitatibus a et b arcus afb (Fig. 109.) ducantur rectae
per eius centrum £ ; et acceptis ca ex a et bf ex b aequalibus, seriban-
tur radiis ca et fb centris c et f arcus aequales be et af, ducanturque
rectae fe, cf; et fiat ex intersectione f radio f'e arcus ef. Figurám fbefa
quaesitam esse e prsemissis íacile patet. Talem etiam esse 21bbe23fgf}21
patet (Figg. no . et n i . ) , centris in apicibus quadrilateri aequilateri ifet
acceptis, radiisque üi=ib=Cí=cf e centris i, c, et radiis frí=ff=fb=fe
e centris F, f. Facile ex inspectione patet id quoque, quod si u-"^Rt

limes ipsius f?2lb et z&\ semicirculus, et limes ipsius bbe ita ipsius
reetse sint, quamvis ipsa (Fig. 112.) nunquam attingatur. Si verő
tum b2Jt|-^o (in Fig. 110.), in Fig. m . autem bJlrf peripberiae toti quam
proxima venit, et fyf semper minus distantia puncti f ab ic esse debet,
tf? verő ^^ -i- ic.

Potest e duabus rectis, et duobus arcubus quoque figura sine angulo
fieri; talem esse patet befgab (Fig. 112.); ita ex una recta et tribus arcu-
bus, qualis est (Fig. 113.) bemba: ubi arcuum a6, etn centra t, c sünt, et
arcus abm centrum f est, ac remoto t in perpendiculari bf dato quovis
ulterius, limes (Fig. 112.) érit.

E tribus rectis et uno arcú figura talis fieri nequit.
Quum omnia haec aliaque huius generis e prsemissis facile perspici-

antur; brevitatique consulendum sit: pauca hsec, quo ordo ipse induxit,
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attulisse, nec plura adferre concessum sit. Aliquid tamen adhuc addetur
inferius.

'2112.

De areis figurarum planarum rectilinearum circulariumque.

I. De facto e rectis; hinc area rectanguli, area parallelogrammi cuíusvis, area tri-
anguli, area quadrilateri cuius dantur duo latéra parallela, area quadrilateri cuiusvis,
area cuiusvis rectitinei, per summationem triangulorum aut trapeziorum, e quibus con-
stat; ita area polygoni reguláris; hinc area circuli.

II. Transmutatio arearum et reductio ad formám rectae (Tom. I. pag. 27), nempe ad
rectangulum datse altitudinis ; et mutatio plurium quadratorum in unum.

III. Comparatio arearum figurarum similium aliarumque. Inde lunula Hippocratis
et id genus alia.

IV. Additio, subtractío, divisio figurarum sub certis conditionibus.
V. Si alicui figura alúe sub certa conditione imponantur, impositarum summa

Hmesque huius quaeritur.

t

§. I.

Factum e quotvis rectis, recta est (pag. 77); at si rectarum uni-
tas sit a; et pro planorum unitate accipiatur tale quadratum, cuius
latus a est; ita pro unitate omnium spatiiportionum sit cubus, cuius
latus a; tum si /, /', /" rectae sint: 1. recta l.V mensurata per uni-
tatem a pláne eos numeros dat, quos area rectanguli ex l et V com-
positi mensurata per arearum unitatem, nempe quadratum a; ita ut
si ex. gr. recta l.l\ nempe factum lineare, sit ^-tum ipsius a, et
area rectanguli didi sit — -ta quadrati a. 2. Ita factum l.l'.l" si
-j^f-tum ipsius a sit, etiam parallelepipedum (de quo infra) ex /, /' et
l" est -J~Í-tum unitatis solidorum, nempe cubi cuius latus a est.

Namheictantum de areis loquendo (Fig. 114.) sit/unitatis -^--ta, T verő
r "

— t a ; est
s

r "

qs qs qs qsqs
ÍJ*
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Dividatur « = i in qs partes sequales, continebit / partét eiutmodi
numero ps, V verő numero rq% (patet "- et - ad eandem denomina-
tionem reductis>. Ductis verő parallelis e fine cuíusvis - , orientur in
strato inferiore quadrata, quorum cuiusvis latus est , numero rq; et

qs
qiunn / strata eiusmodi numero ps producat, erunt ciusmodi omnia
quadrata numero psrq; itaque totum rectangulum ex / et /', érit
-* - " -tum quadrati a; namque stratum inferius continet eiusmodi qua-
drata numero qs, et cum strata quoque numero qs dentur, constat
quadratum a ex eiusmodi quadratis numero qsqs.

Patet itaque, uti factuin lineare superius -*-- ? -tum unitatis lineáris
est, ita rectangulum, ex eiusmodi factoribus compositum, esse -'—^— -tum
unitatis arearum.

Si verő L et / sint incommensurabiles, tum id ex /, quod < ~~ est
et remanet, sit A, et id ex L, quod < —, remanet, sit w; utrumque
—.0, quia qs omni dabili maius accipere licet.

Sit rectangulum ex L et / sequale /*, atque rectangulum ex L et /'
sequale P; érit P— P= rectangulo ex L et/., et rectangulo ex /' et«; Aet a
aut sünt aequalia, aut alterutrum est maius altero, sit A>« ; érit /*—/*<
rectangulo ex (/. + /) et A; sed hoc quoque •—o; quia basis L~\-l ma-
net, et A omni dabili minus fieri potest; adeoque non datur tam parva
assignabilis recta k, ut quadrato eius non fiat rectangulum dictum minus;
nam dividatur L-hl in tot partes «, ut una sit < £ , deinde fiat A tam
parvum, ut sit <-^-, et si superstruantur rectangula p sibi invicem, «A
non adasquet altitudinem k\ patet oriri rectangulum, cuius tam basis
quam altitudo est <Lk] adeoque P—P' esse dato quadrato ipsius k
minus ; potest verő cuivis assignabili figuráé circulus, et huic quadratum
includi; itaque P' quod = £J. /' (id est L'. l'-Xo quadrati unitatis), nulla
assignabili quantitate differt a P, et tendit ad limitem P; sed V-'^L
et / W , adeoque (Tom. I. pag. 85) LJ'^L.l, et cum L'I'=P, P a b
L. l nulla assignabili quantitate difiért.

Hinc rectanguli, cuius basis L altitudo /, area =L.J.
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f 2.

Parallelogramma {et triangula), basibus aequalibus et altitudi-
nibus aequalibus gaudentia, sünt aequalitate quoad portiones termi-
nata aequalia ; per altítudinem intelligendo in parallelogrammo distan-
tiam baseos a latere opposito parallelo, in triangulo autem perpendicu-
larem e vertice ad basim.

Vide Tom. I. pag. 66. Fig. 17. c. ubi trianguli A latus lsevum ad
latéra parallelo gramm i a'e'€3 (nempe €e', 3a'i, et latus dextrum ad pa-
rallelogrammi t£Í$ae latéra €ef 3 a translata sünt, donec aut nihil aut
aliquid supersit: atque rectas, in quovis parallelogrammorum dictorum
fines quotarumvis partium connectentes, basi parallelas esse, imo Ín
utroque rectas tales, uti parallelas per 9 et \ in eadem recta esse patet;
nempe ad quotsevis partis finem subsistere libeat, ex. gr. ad g et tf;
triangulum fc€£ desinens ad partium primarum fines érit triangulo gf|(£
simíle, ob angulum interceptum communem et latéra intercipientía pro-
portionalia; adeoque latus tertium tertio parallelum est. Et manifesto si
supra g residuum manet, idem supra I] fieri debet; secus enim parallela
ea infra e'a' caderet, si adhuc una pars daretur supra rf, et supra e'a' ca-
deret, si in I7 adeoque in e' ultima pars terminaretur.

Est demum hinc
A F=f+f,

per unum latus tanquam distantiam parallelarum eandem, et angulos
externos internos oppositos ; atque etiam trapezia £'-h£t et e-\~e' sequalia
esse patet.

In casu (Fig. 115.) autem est manifesto A = C> et £ = B.

§• 3 .

Quum igitur parallelogrammum quodvis, rectangulo baseos aequalis
et altitudinis aequalis, sit asquale : érit parallelogrammum quodvis sequale
facto ex altitudine in basim; triangulum autem utpote dimidium paralle-
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logrammi, baseos aequalis et altitudinis aequalis, est manifesto íequale
basi per altitudinem dimidiam multiplicatíe.

§ • 4 .

Quaevis autem figuráé F et / fuerint inter duas parallelas p et q: si
pro quacunque recta utrinque infinita inter p et q ipsis parallela, eo
quod hasc cum F commune habét C dicto, et eo quod eadem cum /
commune habét c dicto, pro quibuslibet C, c simultaneis sit C=ac-
(e Tom. T. pag. 210 y) liquet esse F= af, areas intelligendo, etsi aequalitas
interminata esset.

Hinc si unius parallelogrammi basis b altitudo a sit, alterius basis
B altitudo A sit: érit area prioris = ab, et area posterioris = AB;
itaque, si ab = AB, est a;A = B;b, nempe altitudines parallelogram-
morum arese asqualis sünt in ratione inversa basium. Quum verő triangula
stnt dimidia parallelogrammorum altitudinis baseosque zequalis, idem de
triangulis arese aequalis valet. Si verő a = At arece sünt uti bases.

§. 6.

ig* 73-*)- Altitudo y trianguli solis lateribus datis innotescit; nempe

aed erat (pag. 76)

* = Vb '
atque hinc

» 1— 2a2c*+2b*c*-l-2a1b*—a*—b*—c*a-x- ^ ;

et hoc (ex Tom. I. pag. 146)

_ [a-+-b-\-c) {a+b—c) {c-\-a—b) [c—a+b)
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e quo radix qu ad ráta per -y b multiplicata fit

j —c) (C-HI—*) (c—

trianguli Í 50/ts lateribus computatse.

§• 7.

Trapezium (Fig. 116.) constat e parallelogrammo ex d et 0, et tri-
angulis ö'o, Ba; estque

, ö'a-hB'a 2ba-*c-b'a-±-Ba b-hb-hb'+B1

= b a \ = a • — = a2b a \ a a
2 2 2 2

Notandum b esse <.B. Hinc si e medio ipsius / sit (i \\ B, patet esse

adeoque
-=-i-i ' et B"=\B\

esse per a multiplicandum. Et idem generaliter de quadrilatero patet,
si duobus lateribus parallelis gaudeat.

§. 8.

Quadrilateri cuiusvis abcö area est aequalis duplo parallelo-
gratnmi a'b'db', quod oritur (Fig. 117.) latus quodvis bisecando.

Nam

atque in triangulis aa'b' et abb angulus a communis est, hinc a'b' || bb;
ita b'c' || bb, adeoque a'b' || b'c', atque ita a'b' || b'c'. Sünt verő triangula
similia, uti secundae potentíse laterum homologorum (vide pag. 111); itaque

'b'=±abbt et Ab'cc'=-|bcb;
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adeoque triangulorum aa'b' et b'cc' summa = 4- abcö. Sed eodem modo
est triangulorum a'bb' et fc'be' summa = -^ űbcö. Consequenter triangu-
lorum aa'V, a'bb', b'cc', c'öb' summa = -̂  abcb, et

atque a'b'c'b' parallelogrammám est.

§•9.

Si verő quadrilaterum (Fig. 118.) in duo triangula dispescatur, et basis
communis sit B> altitudoque unius sit A, alterius a; érit area

BA . Ba

§. 10.

Porro area cuiusvis figuráé recttlineae reperitur per suinmam are-
arum omnium triangulorum, e quibus illa constat; et polygonum regulare
n laterum e totidem triangulis sequalibus constat, quorum quodvís sequale
est lateri multiplicato per dimidium perpendicularis e centro ad illud de-
missae ; patetque factum hoc pro tota polygoni area w-ies sumendum esse.
Adeoque si summa laterum / et altitudo r fuerit, érit area = -*~- •

§. n .

Sit p summa laterum polygoni internig areaque eius sit a, area
circuli sit C, et summa rectangulorum circumcirca (Fig. 119.) sit
X — zpi est

2
eritque

a-\-k>C>a.

Duplicato semper n numero laterum polygoni, A-^o, nerape
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z-=r—r'-^-o, atque p limité gaudet: prius inde patet, quod e radio potest
quam proxime ad punctum contactus eundo perpendicularis usque ad
arcúm erigi, quo arcú datur mínor talis, qui in peripheria n. 2OT-ies
contineatur; sed etíam p habét limitem; semper enim ereseit, sed r
quoque ereseit, atque etsi r non cresceret, si / in quantumvis magnuin
exerescere posset, a supra C cresceret. Sit limes P ipsius / ; tum

pr' , Pr
2 "*"* 2

At verő tum etiam C = Nam a-4-Aerat > C > a , et

3, et r'-^r íTom. l. pag. 85).
> tum etiam C

itaque C—a-^o, id est

Consequenter
pr p pr' Pr

adeoque

2 '

estque area circuli areae trtanguli, cuius bast's P et radtus r est,
aequalis.

Sit a = —-, quod -*~— erat; nempe si latus / polygoni prioris «
laterum dátum sit, (ex. gr. latus hexagoni sequatur radio); r' prodibit

quo subtracto ex r, manebit z, cathetus trianguli rectanguli, cuius altér
cathetus = y / est; e quibus prodit hypotenusa, nempe latus polygoni
2» laterum ; quod continuari posse donec libuerit, manifestum est; uti
et x crescere crescente a, quum r constans maneat.

Sitque ÖH-A = ^ - ; et hoc est

BOLYAI, Tenttman. II. - 14
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adeoque

si igitur computando (pro <B<I et £ < i , atque integris fi} v) prodierit

^ = r et x = r,
r fit fi

constabit P certo continere v eiusmodi partes, quales radius r numero
fi continet, sed numero ?/-M non continere. Ex. gr. pro diametro i fit

3» i 5 > / > 3 » Mi
pariter

3» I 5 > * > 3 . Mi

adeoque P constat pro diametro 1, usque ad secundam notam decima-
lem inclusive rite prodíisse. Valor verus ipsius P pro diametro 1 dici-
tur 71.

Computatum est n in prope 300 notis decimalibus, ita ut ubique
abrumpatur, n parte ad laevam maior est, sed minor fit, si nóta ultima
ad dextram uno augeatur.

Si quis igitur talem ipsius n valorera se reperisse iactaverit, qui in
fractionem decimalem conversus in aliqua a dictis nóta aberrat, oleum
operamque perdidit. Si aream proposuerit, ea per -j- nempe dimidium
rádium divisa dabit factorem alterum cum fractione dicta decimali con-
ferendum.

Ope fractionum continuarum fractionibus approximantibus valor ipsius
n alternatim maior minorque terminis minimis exprimitur: talis expressio
est -=-, quam Arcbimedes reperit a hexagono incipiendo, duplicandoque
la terűm nuraerum usque 96; estque -=->n quidem, sed ad vulgarem
praxim sufficit.

J_ 12 333 355_...
1 7 106 113

sünt hae approximantes, quarum príma < n> secunda > n, tertia < n,
quarta > n ty, ultima tamen tam exacta est, ut in aequatoris peripheria
quoque parum aberret.
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§. 12.

Paucis exceptis, qui desperatam hanc caussam aggredi ausi sünt,
Dec id quod qusererent, satis intellexerunt; multique similes his miran-
tur mathematicos rem tam absurdam desiderare, nempe circulum quadra-
tum; aut per polygona circulum consequi velle, cum nulla pars peri-
pherise sit recta. Natura curvse pláne in eo consistit, ut nulla pars eius
recta sit, plura spatia curvilinea taraen exacte quadrata sünt; nec quid-
quam aliud in problemate quadrationis circuli quaeritur, nisi construc-
tione geometrica sensu stricto (saltem sensu lato) exhibendum punctum
illud, in quo P (pag. 105) terminari (Tom. I. pag. 20) tanquam limes
ipsius p debet; atque punctum istud, uti inde et circulo cuivis quadratum
sequalítate saltem interminata sequale, (pagg. 105, 109) certo datur: nemo
verő adhucdum demonstravit huius impossibiÜtatem possibilitatemve; uti
diametnim cum peripheria esse commensurabilem incommensurabilemve,
aut circulum ulli quadrato esse sequalitate terminata asqualem. Qusevis
interim expressio terminorum numero finito, quo simplicíor, eo magis
laudanda érit. Series aliseque expressiones infinitae dato quovis propius
euntes permultse sünt (uti Tom. I. pag. 442).

i 13-

Si unius circuli sit diameter = 1 alteriusque diameter =2r, atque
construatur ex. gr. hexagonum in utroque, semperque simul duplicentur
laté rum mimen in utroque : erunt manifesto semper triangula per rectas
e centris ad laterum extremitates ductas generata, in utroque similia,
atque polygonum circulo diametri 1 inscriptum, érit ad polygonum cir-
culo diametri 2r inscriptum, uti radius ad rádium. Hinc etiam limes
polygoni prioris ad limitem posterioris ita érit, uti -„- : r seu 1 : 2r.
Quurn igitur pro diametro 1 sit peripheria 71, érit pro diametro 2r pe-
ripheria 2rn. Eritque area

_r_
2

14'
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unde iterum ex area a reperitur radiusj nempe si a=r*n, est r=/
' n

Si verő peripheria P data sit, reperietur ex P=2rn radius r= —

Annulus 4̂ quoque {Fig. 120.) hinc facile prodit e maioris circuli
radio ./? et minoris radio r; nempe

A — J?7i — r*n = {R1— r*) n.

Ita sector prodit pro arcú fi in circulo radii r; nempe sectoris area
érit ad totius circuli aream, uti arcus ad peripheriam, seu (i ad 2rn,
Data chorda radioque etiam segmentum innotescit, si sectoris area nóta
fuerit, subtracto triangulo a chorda et duobus radiis facto, e sectore;
nimirum area trianguli e tribus lateribus prodit (pag. 103}.

II.

Transmutatio figurarum quoad areas; et hinc reductto earutn ad
formám rectae (Tom. I, pag. 27).

(Fig. 121.}. Si a.A = b.£, et angulus aA= angulo bB\ tumparal-

lelogrammum ex a et A parallelogramma ex b et B quoad contentum

aequalitate terminata aequale est.

Nam si e fine 2TI ipsius B, (quod in parallelogrammi G5£€5 lateris

(££ prolongationem ponatur), ZÍTJ || et = < 5 £ fiat, 3*£ secabit ipsam

, quia ZT13 || ^ € ; pariter ducta per D parallela ad €211 secat ipsam

. Oriuntur autem hoc pacto triangula £f)D et 3 ^ * ^ similia propter

BfÜ\\Bt 2H3l | í )£ ; itaque prodit tale x, ut sit a:x = B:A, adeoque

aA—xB; atque hinc manifesto x=ö, quum per hypothesim sit aA—bB.

Est etiam (53 in recta eadem cum <B& atque ipsi 2TI€ parallela

estj nam © 5 || 2H€, atque 2T13 II et
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Estque 2tlCf)K parallelogrammum ex b et B cum angulo bB = zf

uti <J3£<£^ ex a et A cum angulo aA — z. Hsec duo parallelogramma
autem aequalitate terminata esse sequalia patet: si ad latéra posteriorís
ipsi A aequalia transferatur b, donec fieri potest, et ad latéra prioris
ipsi B eequalia transferatur a, donec fieri potest; nam parallelogramma
orta sünt sequalia, uti I = I, ita si plura quotquot essent: porro A i = A £ ;
si a in B exacte certo numero adesset, patet tum (i non remanere,
neque a adesse, et A etiam certo numero continere b, quia a:B=b:A,
atque tum pro k quoque parallelogrammum reliquis sequale adesset. At
si adsint a et # tunc si in latere ipsi B opposito inferiore, ex ultimo a
dematur /?, et sit ab extremitate eius parallela ad A ; érit haec = a, et
tertium latus = y; ita si ex ultimo b in € ^ dematur a, et fiat ab extre-
mitate eius parallela ad B\ érit hsec =/?, et triangula a/?/ omnia erunt
sequalia, per unum latus in quibusvis duobus aequale, et angulos per
latéra parallela aequales.

Hinc etiam quinquelaterum fisaab = alteri ftsaab ; nam latéra et
anguli ordine quo semet excipiunt sünt asqualia; nam s remanet utrinque
e diagonalibus sequalibus subtracto y; patet etiam ex a-t-/3 demto /9
remanere a, uti ex b -+• a demto a remanere b. Itaque parallelogram-
mum Aa =•= parallelogrammo Bb eequalitate terminata est.

§. 2.

Hinc patet, quod cum cuique parallelogrammo detur aliud Eequale
angulo z gaudens, nempe inter parallelas easdem rectis ad angulum z
ductis ab extremitatibus baseos parallelis: dari hoc modo cuivis paral-
lelogrammo aliud ad dátum latus et angulum sequale; ita cuivis tri-
angulo, quia hoc parallelogrammo altitudinis «qualis baseos dimidiíe =>= est.

Ita etiam plura quotvis parallelogramma-summari possunt, omnia ad
angulum z et latus dátum reducendo ; adeo ut, quum z etiam rectus
esse possit, qusevis area, quse ad summám triangulorum reduci potest,
in rectangulum eiusdem altitudinis summari, adeoque ad formám rectce
reduci queat. (Tom. I. pag. 27).



110 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

I. 3-
Si in praecedentibus aA = B2, (uti pag. 75), prodit b = B; atque qua-

dratum ipsi b superstructum rectangulo ex a et A asqualitate terminata
= érit.

Hinc si (Fig. 122.J «, /? catheti fuerint, et demissa e vertice anguli
recti ad hypotenusam 7 perpendiculari, quadratum hypotenusas in
rectangula p et q dividatur: érit (pag. 75) a2 —ay ( et (? = by. Conse-
quenter e quadrato ipsius a exstrui modo in §. i relato poterit rectan-
gulum p, uti rectangulum q e quadrato /?; adeoque quadratum hypo-
tenusae exstntetur e quadratis cathetorum.

Unde duo quadrata in unum commutari possunt, si priorum latéra
ad angulum rectum iungantur, et ducatur hypotenusa: huius quadratum
enim summa priorum érit. Pari modo tertium quadratum, et tum quar-
tum et ita porro in unum mutantur.

§•4.
Si verő figurse cuiusdam area a in figurám certae spéciéi per x de-

terminatam mutanda sit, sitque haec =/(x)t tum x ex a=/(x) eruitur.
Ex. gr. si f[x) circulum, cuius radius x est, denotet: érit

f(x) = x2n = ai

et hinc

n

Ita si f[x) hexagonum circulo radii x inscriptum denotet: érit area
eius perimetro per perpendiculans y e centro ad latus raissae dimidium
multiplicatse aequalis, adeoque

6x 6x

2 4
nam latus hexagoni sequatur radio, et
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Unde aream dictam hexagoni, pro radio x, ipsi a sequalem ponendo,
prodit x.

Ita si f[x) annulum circa circulum radii r per circulum radii x
factum denotet, érit

/ (* ) = (*• —r») 71 = * ;
unde

E quibus ad alia applicatio patet.

III.

Comparatio figurarum similium quoad areas.

Si in duobus triangulis latéra a, b et latéra A, B angulos aequa-
les intercipiant, uti {Fig. 123.)

area trianguli abc est ad aream trianguH ABC uti ab ad AB.
Nam sínt pro basibus b et B altitudines p et P; erunt triangula

apq et APQ similia, itaque pro a = np érit A = nP. Est a u te ni

et
2atque

Idem de parallelogrammis patet, quurn qusevis parallelogramma uno
angulo sequali gaudentia eiusmodi triangulorum dupla sínt.

§. 2.

Sünt porro areae triangulorum similium cbh et CBH (Fig. 124.),
uti quadrata linearum hotnologarum.
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Sint enim latéra qusevis homologa b et B pro basibus accepta, sint-
que altitudines a et A : erunt propter angulos v et R triangula cqa et
CQA similia; itaque si per hypothesim sit

B\b-=C\ c et B — nb,
adeoque

érit etiam
A = na,

propter
C:c = A:a.

Est verő area trianguli cbh
ab

et area trianguli CBH

Consequenter

AB
2

ab A

2

nanb
2

§• 3-

Hinc etiam quarumvis figurarum rectilinearum similium areae
sünt in ratione duplicata linearum homologarum.

Nam sit unius figuráé latus quodvis ad latus illi ex altéra figura ho
mologum, uti i ad n: érit area trianguli cuiusvis ad homologum, uti
i ad «2, adeoque et summa triangulorum figurge prioris ad summám
triangulorum figurse allerius ita érit, uti i ad »2, areaque ad aream uti
a1 ad A*j si a latus prioris, et latus posterioris ípsi a homologum
A = na sit.

§. 4-

Unde etiam patet areas circulorum esse uti quadrata dtame-
trorum.

Nam si diameter unius sit d} alteríus D, inscriptis polygonis utrique
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totidem laterum, érit area polygoni prioris ad aream posterioris, (quum
manifesto sint polygona per triangula e centro propter angulos sequales
similia), uti radiorum quadrata, nempe uti — ad , seu uti (F ad D\

Erit verő ratio eadem semper, etsi numerus laterum simul duplicetur in
infinitum, quo pacto id, quod in uno alterove supererit, -^.o. Dicatur
area polygoni prioris / , et posterioris P, area circuli prioris autem sít c,
posterioris sit C, sítque c=p-+-w et C = / 3 + A ; érit

adeoque et
p -i-(o d*
P-i-X ~~ Z>"

quia w-^-o, et A^^o (Tom. I. pag. 89).*
Idem ad alias figurás quoque extendi potest.

Hinc si (Fig. 125.) lateribus a, b, c trianguli rectanguli figurse similes
A, Bt C superstruantur : érit C, hypotenusae c superstructa, summae
cathetis superstructarum aequalis; nempe

posito a, ö, c latéra figurarum A, B} C homologa esse.
Namque tum

A:B = a1:bi
) atque hinc A : a' — B: b*\

itaque si
A = na1,

érit
B — nb\

Porro
A:C=a*:c*, et hinc ^ : « a = C : c a

)
adeoque

C = nc\
* \. 4. brevtus tequitur ex pag. 107 | . 13. Erit enim pro diunetru D et & area priorit — D*n; 4,

pofteríorjtqua érit d^jf.4. (Errata Ed. I. Tom. II. pag. 386).

BOLYAI. Tentaiaan, II. IS
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Sed

Consequenter
«ca = na* -t- nb*,

seu
C=A-hB.

§. 6.

Hinc (Fig. 126.) lunula Hippocratis aequatur triangulo rectilineo; nempe
«'=/, si a — b\ atque a'-\-(í=:t-\-t'.

Nam

nempe summa dimidiorum circulorum super cathetis a, b tanquam dia-
metris constructorum est semicirculo diametri c asqualis. Subducto igi-
tur utrinque a - h # manet

si verő a = b, est a — f? et / = *'.
Quomodo Hippocrates ope suae lunulas quadraturam circuli tentaverit,

referre haud operse pretium est.

i 7-
(Fig. 127.). Superius (pag.93) mentio facta erat quantitatis anguli arcuum

circularium per areas exprimendas : si circuli A et B se invicem extus
aut íntus contingant, et B<A, saltem non > A fuerit, atque B cum
tangente angulum u, A verő angulum v faciat; quantitas anguli circuli
A cum B exprimi per £7-h V potest, si U aream denotet, quse est
inter dimidiam peripheriam ipsius B et quadrantem peripberiae centro c
diametro ipsius B tanquam radio descriptae; atque ita V aream inter
dimidiam peripheriam ipsius A et quadrantem peripherias centro c dia-
metro ipsius A tanquam radio descriptae denotet; atque si U et V in
diversas respectu tangentis plagas cadant, U positive, si verő in eandem
plagam cadant, negative addatur positivo V. Quoad congruentiam tamen
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geometricam, et seorsim angulorum asqualitas requiritur: idem etiam, si
operae pretium esset, ad angulos (pag. 93) circulares alios quoque appli-
cari posset, qui ex angulo tangentium, et angulis arcuum cum suís tan-
gentibus componuntur.

Pauca adbuc notasse sufficiat.
l.Si(Fig. 127.) circuli A diameter = 1 sit: érit area eius — (pag. 107),

area circuli verő, cuius radius est diametro ipsius A sequalis, est =71;
area igitur quadrantis circuli posterioris est = — , et area dimidii A
est = - Ö " , quod si ex —- subtrahatur, manet

0 A

TT 2n TI n

Est ítaque V= dimidio A, atque quadrantein cpqt̂  dimidia peripheria
city ut diagonalis bifariam dividit.

2. Si verő diameter ipsius B sit d\ érit

adeoque
1 n_

et quadrantis radio ac descripti area

~ 4 '
adeoque

Unde

atque si A — B, area trianguli a> = — = A.
Plura huius generis Tyrones ipsi reperire possunt.

15*
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IV.

Additio, subtractio, divisioque figurarum sub certis conditionibus.

§. I.
Si (Fig. 128.} fiat ípag. 71)

a:ff=n : m,

atque e vertice trianguli AB ducatur recta ad fittem ipsius a, tri-
angulum in ratione eadem divisum érit; nam altitudo utriusque est
eadem, adeoque arese sünt uti bases (pag. 102).

Quodvis punctum p in A sit, area trianguli ax est ad aream tri-
anguli AB, uti a.x ad A.B (pag. 111); itaque area prior érit ad poste-
riorem, uti n ad m, si fuerit

a.x : A.B — n : m,
adeoque

n.A.B
x = ;

ma '
et tum triangulum AB per punctum dátum p in dicta ratione divi-
sum érit.

§ • 3 -

Area figurarum similíum sünt uti quadrata linearum homologarum.
Hinc (Fig. 129.) si b\\Bt est

adeoque si
A2: x2 = n : m ;

érit
A AB: &xb = n:m,

et per parallelam hoc pacto triangulum in dicta ratione dividetur.
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§.4-

Si verő (Fig. eadem) fuerit trapezium Bb, e quo data area ipsí t
sequalis sit subtrahenda, per z || B (inferius aut superius) absecta: con-
cipiatur lateribus trapezii non parallelis productis expleri triangulum;
érit

adeoque
ab

x~ B—b '
et

aB
~ B—b '

atque a nempe area trianguli, quod supra b est, érit

nam

et hinc

adeoque

* " ~ 2 Ö

Si iam / sit subtrahendum, et sit

a-\-t:
érit

A*: (x -(->)*= » '
adeoque

w^42 = «x1 -+- ny
et

-f- a:2 = o;

unde cum x iam cognitum sít, prodit y, Patet quoque, si inferius sit t
subtrahendum, etiam tum dátum esse ít et tantum y esse reperiendum.

Si trapezium t' trapezio / addi debeat, reperto x dátum érit x
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fietque

unde etiam A reperietur.

*• 5 -

Hinc quaevis figura rectilinea per lineas parallelas in data ratione
dividi poterit. Nam si triangulum aut trapezium nimis magnum fuerit,
potest ex eo trapezium subtrahi; si nimis parvum, e sequente trapezio
subtrahi debet, addique parti priori, quod ita ad finem usque continuare
licet.

§. 6.

Possunt etiam areas per triangula addita, et ita posita, ut etsi linea;
dividentes parallelas non sint, nec tamen ab una parte nimis lata, ab
altéra nimis angusta portio sit, quod tamen magis praxim spectat, in
ratione data dividi: nempe portio exhibenda in duas partes a et a
(Fig. 130.) dividi potest; eritque

, b 2a'a = x— et a = - 7 - ;
2 b '

itaque e fine perpendicularis x ducta ad b parallela, triangulum a effi-
ciet cum a formám quaesitam ; quod item continuare licet, ut prodeat
portio altéra /?H-/?' ££.

Scholion : Omnia fazec verő etiam geometrice perfici possunt, cum
nonnisi additionem linearum, subtractionem, multiplicationem, divisio-
nemve earundem, ad summum extractionem radicis quadratas requírant.
In praxi tamen, ne error multiplicibus constructionibus multiplicetur,
satius est calculo repertas lineas ope scalse accipere: quamvis omnia
geometrice possint in rectangulum summari, et hoc in data ratione dividi,
atque portioni cuivis e figura data Eequalis exhiberi. Ex. gr. sit rectan-
guli illíus altitudo a, potest « in rectangulum altitudinis a transmutari,
et si e portioné exhibenda remaneat rectangulum a\ hoc potest in tri-
angulum baseos b transmutari £íf; quibus amplius inhaerere superva-
cuum est.
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V.

Exempla quaedam ad certarum figurarum, cuipiam figuráé sub
certa conditione impositarutn, summám^ huiusque limitem.

Sit triangulum asquüaterum (Fig. 131.) circulo radii r inscriptum, sitque
c lateris ab meditullium; est tum ab = ac = r latus hexagoni; et ce est
perpendicularis ad ab, ac triangula acz at aeö sünt aequalia, quia ac=abi

et a$ = ae; hinc

estque radius circuli inscripti; nam si f} sit alterius lateris meditullium,
triangula ca§ et cae sünt sequalia, quia aíj = ae, et C(X = ca, angulus ad
íj meditullium chordae verő est rectus. Hinc cf etiam

et

ae verő

4 2
et

ab = r /3.

Area A trianguli ag,b est latus trianguli multiplicatum per dimidíam
altitudinem ; itaque est

4

area ^4' circuli inscripti autem est

et si trianguli sequilateri latus sit »-ies minus, est area a circuli huic
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triangulo inscripti

quia radius quoque per similitudinem est «-ies minor, nempe —•
9

§• 2.

Si vero (Fig. 132.) trianguli aequilateri latéra omnia per n dividantur
et agantur e quovis divisionis puncto lateris cuiusvis ad duo reliqua
latéra parallelae, atque inscribatur cuivis minorum triangulorum aequila-
terorum hoc pacto ortorum circulus, imo etiam ponatur eiusmodi cir-
culus quocunque, ubi is in triangulo aequilatero iuxta Figurám eandem
locum babere potest; dicatur summa arearum omnium borúm circu-
lorum A'.

Patet heic triangula sequilatera oriri in strato inferiore numero
»H-« — i = 2 n — 1 , qui est numerus H-tus impar; ita in strato sequente
est triangulorum numerus («— i)-tus impar, et ita porro; ut summa
omnium sít n\ Itaque etiam numerus circulorum inscriptorum est «*. Sed
si per vertices horum triangulorum ducantur rectae, nempe quorum ba-
ses aut coincidunt, aut sünt parallelae : erunt hse ad bases perpendicu-
lares, et centrum circuli inscripti est in intersectione talium perpendi-
cularium; remanet vero ultra peripheriam circuli inscripti, usque ad ver-
ticem recta sequalis radio inscripti; itaque eodem radio potest circulus
centro in vertice sex triangulorum communi sumto descríbi, sex circulos
triangulis inscriptos tangens; inscriptus circulus vero ad summum a
tribus inscriptis, sed potest ab uno quoque aut duobus tangi; tangere se
bos circulos patet, quum centra cum puncto communi in rectam cadant.

Hinc novorum circulorum centris stellulatis gaudentiuin a sex cir-
culis tactorum numerus inter duo strata inferiora est n — 2 ; tum « — 3,
dein n — 4 . . . usque ad 1.

Itaque, ut A" prodeat, circulis prioribus, qui numero «' erant, additis
novLs, fiet
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A"=~(n> + n-2-hn-3~i hí)

— [ fji I > ' ' _j

4«* \ 2

2.4 4«a 2.4«

2 . 4 4«* 2 . 4 «

Quaeratur valor summEe duorum posteriorum, {cum terminus primus
sit pro quovis n idem), num crescat crescente «, aut decrescat. Est

e quo, si

et tantum

ra7i

4«a

«-í-i

3?-27r 2r*7i-
2.4» 2.

substituatur ipsi »

^71 [2
2.4

2-3« «,

- 3?"a7IH

4«a

, fiet

— 3Í»H

O r. _

2.

Hí)] .

u
4

— 3«)

consideranda veniunt; reducta ad denominationem eandem, erunt

— n2 — 3«3

ubi in prioré plus negativi est; nam 2 + n.— $nz nonnisi pro n = 1 est
= 0, pro maiore n verő fit negativum; — n2 — 3»3 autem quod manet,
est idem negativum quam — n z — $ n z . Crescente igitur n in infinitum,
decrescit quidem A — A", nempe summa vacuitatum a circulis in tri-
angulo relictarum : at datur limes ad quem tendít ista differentia, ita ut
aliquanta pars trianguli hoc modo expleri haud unquam queat.

Est nempe

2.4 4B1 2.4«/'

quod ^- --— • (2 1̂ 3 — 71); quia summa posteriorum fit crescente » in2.4

BOLYAI, Tontamen. II. 16
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infinitum omni dabili minorj adeoque si summa vacuitatum dicatur v'
et limes huius sit v; decrescet v' infra -̂ f-. sed non decrescet usaue

A A I O ^ V

-ff í nam -f- est
—n) _ 3/3

2 . 4 • 2 . 4

est autem / 3 = I » 7 3 2 • • -í adeoque 2 / 3 = 3,46 . . .; n verő pro dia-
metro 1 est = 3,141 . . .; itaque 2 / 3 — n est 0,32 . . . quod per n
multiplicatum est 3,52 . . ., adeoque excedit 3,46 . . ., sed decies ac-
ceptum infra hoc manet.

§•3-

Si pro », m integris rectanguli basis sit — tnu, alti tudó = nu ; atque
ducantur e fine cuiusvis u in basi ad altitudinem, in altitudine ad basim
parallelas: oriuntur quadrata lateris u numero nm} et totidem circuli
radii —, si cuivis quadrato circuli inscríbantur; eritque cuiusvis circuli

U'TI , -. . u'narea = , adeoque summa ent omnium = nm
4 4

Dividatur quodvis u in partes numero /u; ductis ut prius parallelis,
orientur quadrata lateris — numero «JW/Í*, et totidem circuli his inscripti,
quorum cuiusvis radius = ——, adeoque = — j , eritque summa omnium

W 4 '

ut prius. Manet igitur summa vacuitatum semper eadem, nempe

nmu'n ntnu* (4 — 71)

4 4

Quaestiombus tamen huius generis pluribus vacare non licet.
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'212.

De guorundam, quorum e prioribus possibilitas innotuit, construc-
tione geometrica.

Recta a extrema et média ratione secatur, ut olim dicebatur; si
construatur triangulum rectangulum, cuius altér cathetus est — a: érit
(Fig. 133.) x id quod quaeritur; nempe

a :x = xxa— x .
Nam (pag. 76)

(—a -h x V = — a' •+• ax -+- x* = — a1 H- aa.
V2 / 4 4

Hinc
öa — ax = *a = a (a — * ) ;

un de
a:x = x:a — x .

§. 2.

Hinc construitur decagonum in circulo radii r: nempe si r modo
praecedente secetur, érit x latus decagoni [Fig. 134-).

Nam r:x = x:r — x; itaque trianguta acf> et &flb sünt similia; quia
angulus u est communis, et latéra intercipientia r et x, atque x et r—x
sünt proportionalia ; itaque anguli lateribus proportionalibus oppositi sünt
aequales.

Nempe lateribus

r = bc, x = ab, x = ab> r — ;c = &b
opponuntur

y-hv, z, / , v,
adeoque

v=p et z = v;
sed _y + v = «, quia ^ ^ dC, adeoque / = «, hinc ^^x, et inde z~y=v ;
adeoque

= 2.sr et
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et
2/? 4/?

5 10

Patet e decagono pentagonum quoque dátum esse.
Peripheriae divisio per constructionem geometricam sensu stricto in

2> 3J 5» 3 • 5> atque 2", 3.2" et 3.5.2" pro fi integro iam Euclidis tem-
poribus nóta fűit; omnesque Geometrse tanquam certum pronunciaverant
per nullum alium integrum id fieri posse : quid summus recentioris <evi
Geometra hac in re quoque praestiterit, vide Tom. I. pag. 384; de quo
tamen amplius dicere locus beic non est; et pluribus aliis quoque bre-
vitas necessaria supersedere iubet.

Supplementum numeri '2111211222;
in quo

Origó ideaque Trigonometriáé

exponitur: in triangulo angulorum laterumque íllis oppositorum mutuam
a se in vicém dependentiam, atque huius ope modum e datis ignota
computandi quserére, ea quoque necessitas impulit, quod pro magnis
dístantiis quzesita constructio exbibere nequeat.

5- 1.

Hic prius omníno de triangulis rectilineis in piano agetur; de sphse-
ricis suo Ioco dicetur: nempe sphaera, eiusque (crescente radio in in6-
nítumi límes geometricus, qui sub conditione pag. 55 exposita planum
est, certo sensu infinite differentia, alio conveniunt, et in utroque e quo-
vis puncto quaquaversuin omnia sequaliter determinantur; atque in
utroque lineae figurazque consideranda: sünt, ímo veritates unius plures
certa mutat ioné et alteri conveniunt. Ex. gr. fundamentale utriusque
Trigonometriáé tam planae quam sphaericae est, depcndentia angu-
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lorum laterumque oppositorum mutua: in plana sünt sinus angulo-
rum, uti latéra opposita, in sphaerica uti sinus laterum oppositorum,
nerape ibi et latéra trianguli sünt arcus sinu gaudentes. Quid sinus,
cosinusque, et aliae líneae auxilíares, nempe sinus versus, tangens, secans,
cosinus versus, cotangens, cosecans, significent, dictum (pag. 14) est;
quorum tamen proprie omnia reliqua e sinu promanare e loco citato
liquet, quum cosinus e sinuprodeat per theorema Pythagoricum (Fig. 135.)
e triangulo rectangulo, cuius hypotenusa radius et unus cathetus sinus
anguli u, altér verő cosinus est; nempe

cos.3 u = r2 — sintu,
unde

quod pro radio ] fit cos. u — yV1 — sin! u 't
= Y1 — sin? «.

Atque hinc omnes reliquas functiones trigonometricas, loco citato no-
minatas, per sinum solum exprimi pro radio 1 posse manifestum est;
at ssepius expressio brevior clariorque et concinnior per nomina func-
tíonum trigonometricarum reliqua fit.

§• 2.

Sed priusquam dependentise angulorum et laterum mutua demonstra-
retur, quod nempe sinus sínt uti latéra opposita, atque inde omnes tri-
anguli rectilinei resolutiones deducerentur: dependentia sinus ipsius
cosinusque et reliquarum functionum trigonometricarum ab angulo seu
arcú anguli quantitatem exprimentis consideratur; sinus nempe uti
reliquas functiones trigonometricEe tam angulo quam arcúi illius quanti-
tatem exprimenti seque tribuuntur.

I. Pro integro m positivo, et q quadrantem positivum denotante,
quantusvis sit arcus «, sive HH sive >—<; =F vei ± 4 ^ 7 + « et ± a sinu
eodem gaudent; id est si arcus ± a ita mutetur, ut ei addatur sive qmq
sive —4mqf nec sinus nec cosinus mutatur: nempe quotiescunque de-
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curratur peripheria sive positive sive negative arcus ± a ibi terminatur
ubi ± vei + 4 » ^ ± a . Ita si «H-y = :t4*wy fuerit, a e t - y sinu cosi-
nuque iisdem gaudent: nam —y = + 4mq -+• a.

II. Si a rautetur in —a, sin. a et sin. (—a) sünt oppositi, alioquin
sequales; cos. a et cos. (—a} autem est idem. Nam aliquod ipsorum a
et —a terminabitur supra diametrum primariam, nisi pláne in ipsa ter-
íninetur, et tum alterum infra terminabitur; atque tum manifesto extre-
mitates arcuum a et —« a principio *, sequalibus arcubus distabunt,
chordaque extremitates has connectens per diametrum primariam per-
pendiculariter bisecabitur: unde reliqua patent; quum distantia extremi-
tatis unius sit positiva, altéra negativa, alioquin tequales; distantia centri
verő sít eadem. Si verő in diametro terminetur, fiet id aut in principio
aut in fine: si prius, tum sinus est o = =ho, cosinus verő = i, pro
radío i; si posterius, sinus item = o = ± o ; cosinus autem = — i , nempe
distantia centri eat —i (pag. 14).

III. Si a mutetur in tale y, ut sit

«+7=?;

adeoque y complementum ad q ipsius a sit, tum

sin. y = cos. a et sin. a = cos. y.
Si verő

a-hl3=2q,
tunc

in. a = sin. fí, et cos.a = — cos.y3.sin

Nempe si tabula sequens, valores ipsius a, complementaque ipsius
ad q, tum complementa ipsius a ad 2q} et demum complementorum
istorum ad 2q complementa ad q exhibens, percurratur, facile patet:
sit k arcus positivus <.qf aut sit o.
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Valores ipsius a Compl. ad q Compl. ad 20 Compl. comple-
r r í c i mentorum ad 29

k q — k 2q — k — q-\-k
' *" fc q ~~~ tv

— q — k — k
$q-t-& — 2q — k — q — k 2q-h k

— k q-\-k 2q-\-k — q — k
•— q — k 2q ~\-k 2q •+- k — 2q — k

O q 2q — q

E quo casibus singulís percursis patet, quum in columna príma quo-
tiesvis 4q addi valoribus positivis, et quotiesvis —4q addi valoribus ne-
gativis possit, atque eatenus reliquse columnEe mutari salva re (per I)
possint.

IV. Si « a o crescat positive usque ad q} sinus a o crescet usque
ad rádium r, qui sinus totus vei maximus audit, quum nullus eo maior
sit; crescente verő arcú porro ultra q decrescit, usque o pro arcú
= 2q ; crescenteque porro arcú ultra 2qt ereseit sinus negative a o infra
diametrum, donec pro arcú 29 fiat — r í et ultra 29 crescentis arcus
sinus decrescit negative usquequo = o fiat pro arcú =4q.

Cosinus autem arcus o aut ±4?»y est = y , nempe cos. o = sin.y;
quia q~]-o=q, et sin. q pro radio r est r; et postea decrescit usque-
quo cos. q = o fiat, decrescente nempe crescentis arcus complementő ;
at ultra q crescentis arcus cosinus, eousque ab r ad o decrescens, abinde
negative ereseit, donec pro arcú 2q fiat = — r; atque dein porro cre-
scente arcú 2q, item negative decrescit cosinus usquequo pro 3y fiat
= o, et abinde denuo ereseit positive usquequo pro 4q fiat = r.

Sinus versus ipsius a verő, omnia hic pro radio r intelligendo, ex-
primi per r—cos. a potest: nam si sinus inter princípium • arcus atque
centrum c cadat, tum cos.« est positivus, et manifesto sin. vers. a est
= r — cos. a ; atque si sinus ultra centrum cadat, tum ut distantia principii
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• a sinu prodeat, radio recta illa, quae ultra centrum usque ad sinum
est, positive addenda est; quod per r — cos.a exprimitur, quia pláne
rectse illius addendae oppositum est = cos. a. Patet verő sinum versum
crescere a o usquequo pro arcú iq fiat = diametro, et dein decrescere
donec pro qq fiat item = o.

Tangens ipsius a autem dicitur ——'-— pro radio i, aut pro radio r
generaliter -——'-—•; crescitque a o positive, usquequo pro q fiat oo;
deinde decrescit negative usque ad o pro arcú — 2q ; et tum item po-
sitive ereseit, donec pro $q fiat oo, atque demum negative decrescit,
donec pro 4q fiat = o . Nempe pro arcú crescente a o usque q, tam
sinus quam cosinus positivus est, crescitque sinus a o usque ad rádium,
cosinus autem a radio decrescit usque o; abinde usque ad 2q sinus ma-
net positivus, sed divisor negativus est, adeoque quotus fit negativus,
atque dividendus a radio usque ad o decrescit, divisor autem a o ereseit
negative usque ad rádium ; postea verő usque ad $q tam sinus quam
cosinus negativus est, adeoque quotus fit positivus; ereseit verő sinus
a o usque ad rádium positive, cosinus autem item positive decrescit
usque ad o; et tum sinus decrescit usque ad o positive, cosinus autem
ereseit negative, usque ad rádium; postea verő sinus ereseit negative,
et cosinus decrescit negative; atque demum usque ad 4y sinus decre-
scit negative usque ad o, cosinus autem positive ereseit a o usque ad
rádium.

Secans ipsius a dicitur pro radio i, generaliter pro radio r

(et cohinu a pro radio i accepto) autem secans ipsius a pro ra~
v r r ' cos. a r r

dio r dicitur; crescitque crescente arcú a o usque ad q} positive a radio
in oo, et inde usque ad 2q decrescit ex oo-to negative, donec pro 2q fiat
= radio; et tum item ereseit negative, donec pro $q item fiat = oo,
atque abinde decrescit positive, donec pro 4q item fiat = radio. Nempe
(ut statim patebit) pro radio r cosinus ipsius a fiet rcos.a, (sin. a, cos. a ö?
semper, nisi aliud monitum fuerit, pro radio i intelligendo): adeoque
secans pro radio r fiet = - — — : fietque hoc pacto secans in

* rcos.a cos.a ' ^ r

primo et ultimo quadrante *i* propter cosinum positivum, et *—• in
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secundo et tertio, propter cosinum negatívum; quamvis tangens per sin-
gulos quadrantes signum mutet, atque eadem linea secans geometrice
statim exhibenda fiat pro quadrante ultimo positiva, et negativa pro
secundo.

Cosinus versus, cotangens, cosecans quomodo crescente arcú a o
usque ad $q mutentur, quum pari modo facile pateat, praeterire licet.
Sufficiat heic prius commemorare, quomodo e signo functionis trigono-
metricae ad arcúm eius concludatur, tum tangentem, secantemque geo-
metrice exhibere.

Quod prius attinet: manifesto sinu positivo (et non o) nonnisi arcus
^mq-\-p, aut —^mq— 2q—p respondere, pro p positivo et < 2 y , po-
test; ita sinus positivus radio minor respondet tam angulo acuto, quam
obtuso eum ad duos rectos complenti; atque ex aliis datis eruendum
est, utrinam appertineat. Cosinus negativus et non = 0 angulo obtuso
respondet, positivus acuto; cosinus = o, uti sinus = radio, angulum
rectum indicat: arcus autem cosinui negativo et non o, respondet quivis
sub formulám qmq -h q - h / , aut — ̂ mq — q —p, pro / positivo et <C2q.
Reliquis, quum pari modo e dictis facile pateant, immorari superva-
Cuum est.

Quoad alterum videatur (Fig. 135.): sinus arcus áb est bt, et tangens
est ae, secans ec, sinus versus cú, arcus a<$ item arcus abfbg tangens est
aí ,̂ secans ctj; atque per similitudinem triangulorum bd et cca atque
gtc et tyac proportiones sequentes valent, si a dicatur arcus ab et r

radius ac; nempe
ic:ib=ac:ac,

id est (heic cosinu, sinu et tangente pro radio praesenti r acceptis)

cos. a : sin. a = r : tang. a;
ita . .

ic : be = ac: cc,
seu

cos. a:r = r : sec. a,
adeoque * •

, T«ni«m«n. II. l7
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sec. a = cos. a '

si cos. a pro radio r accipiatur. Pariter infra diametrum, et de relíquis,
uti de functionibus trigonometricis complementorum omnia facüe patent.

V. Sí verő radius mutetur, ex. gr. ex i in r, functiones trigono-
metricae omnes, quee pro radio i cuipiam arcúi competunt, per r mul-
tiplicari debent, ut eidem arcúi pro radio i valeant; uti íllae, quas pro
radio r valent, per r dividendee sünt ut pro radio i valeant. Nam sinus
arcuum totidem graduum, atque pariter etiam cosinus ita sünt, uti radii,
unde reliqua ultro sequuntur: nempe (Fig. 136.)

ei: bb = ec: be,

quia eí et bb sünt ad ac perpendiculares; ita

ic : be = ec: be;

nempe sinus ad sinum, et cosinus ad cosinum, uti radius ad rádium.
Atque hinc, si ponatur ec= 1 et bc = r, sinus pro radio 1 per r

multiplicari debet, ut sinus pro radio r prodeat, et pariter cosinus pro
radio 1 per r multiplicatus dabit cosinum pro radio r. Sinus versus
autem erat differentia cosinus a radio, adeoque pro radio r est r—rco%.a}

pro radio 1 verő est 1 — cos. a, adeoque posterior per r multiplicari de-
bet ut prior prodeat. Tangens pro radio r est '-—, pro radio 1 verő

est S i n ' a - , adeoque posterior per r multiplicatus producit priorem. Se-
COS. űí „ j

cans pariter pro radio r est , pro radio 1 autem est — - — , et

pariter posterius per r multiplicandum est, ut prius prodeat. Unde etiam

ad functiones complementorum reliquas conclusio ultro patet.

Notandum autem est, e simüitudine triangulorum dictorum, — ^—,
etsi sin. a, cos. a non pro radio 1, ut dictum est, sed pro radio quovis

r intelligantur, semper tangentem pro radio 1 esse.

VI. Si verő a in a ± / ? , adeoque sin.« in sin. (a ±/3), et cos. a in
cos. (a ±/3) mutetur, fiet
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sin. (a ± /9) = sin. a cos. /? ± cos. a sin. #
et

cos. {a ± # = cos. a cos. /? =F sin. a sin. /?;

quantumcunque arcúm, et sive positivum sive negatívum, denotent sive
a sive /í.

Ad hoc perspiciendum denotent a et b arcus quadrante q mino-
res positivos; manifesto « pro «, m integris positivis poterit per
mq -h a aut — mq — a, ita /? per nq-hb aut — «y — b exprimi; atque
hinc orientur quatuor combinationes pro a-\-fi et totidem pro a — ft,
nempe quodvis posteriorum duorum cuivis duorum priorum addi, aut
ex eo subtrahi potest.

Dicatur A terminus in a, qui certo quadrantum numero additur, et
dicatur B terminus in /i, qui quadrantum numero additur; atque omit-
tatur tam ex a quam ex /?, et tam ex a-hfl quam ex a — /?, quotiesvis
adfuerit H=4y, cum quoad sinum cosinumve nil mutet; manifesto a H-/3
sub formám ± M# -*- [A -+- B\ et « — /? sub formám -±.fiq-\-{A — B)
veniet, ubi fi nonnisi o aut i vei 2 aut 3 érit. Ex. gr. sit

a = — 7q — a = — 7q -+• A,

nempe tum est A = — a, sitque

^ = — loq — ó = — ioq->rB\

pro a poni potest —^q-k-A^ et —2q-hBiprofí} atque —iq-h{A-t-B)
pro « + #== —17? — a — b, et -$q-h{A — B) sive — 1 q-+-{A — B) pro
a — /3; nempe sive ex —jq subtrahatur —ioq} sive e —$q subtraha-
tur — 2q, sinu cosinuque — q et 3y eodem gaudent, quum propter
q-\-$q = 4q extremitas arcuum eadem sit. Sit mmirum in a quadrantum
numerus 4^ -4-/', et in yí sit 4^ + ^', sive positivum sive negatívum de-
notet sive / sive k, at p'} k' ipso 4 minora sínt; dabit 4^ -t-p'-h ^k -+- i '
sinum cosinumque eundem, quem p'-+- k\ ita sinum cosinumque eundem
dabit 4/H-/ '—(4^H-£') = 4^ — 4^+/ '—i ' , quam/'— £' (per pag. 125).

Patet porro A-4- B et 4̂ — .# semper ipso 2y minora esse; nempe
etsi A et B aut ^ et — B simul positiva aut simul negativa sínt, non-

17*
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nisi Ű + b vei — a — b (pro a<^.q et b<q) prodire potest, in alio casu
semper <Cq prodit.

Sit ipsorum A, Bt {A-+-J3), {A — B) nomen generálé C, ita ut quod-
vis dictorum, ípsi C in quavis linea horizontali tabelláé sequentis, ubique
simul substituere liceat: fiet

Arcuutn

±3?-hC
oo-hC

sinus
± cos. C
— sin. C
-Pcos. C

sin. C

cosinus
+ sin.C
— cos. C
± sin. C

cos.C

Percurrendo casus singulos, circulumque considerando, veritas tabellse
patebit: qu£e pro quavis combinalionum superius dictarum sinum cosi-
numque tani ipsius a per sinum cosinumve ipsius At quam sinum cosi-
numve ipsius /? exhibebit per sinum cosinumve ipsius B; et pariter
ipsorum a-\-fi et a — /? sinum cosinumve exhibebit, prioris per sinum
cosinumve ipsius A -h B, posterioris per sinum cosinumve ipsius A—B.

Quum verő statim demonstretur esse

sin. {A ± B) = sin. A cos. B ± cos. A sin. B,
et _

cos. (A^zB)=- cos. A cos. B -+- sin. ^4 sin. ̂ ;

et si omnes combinationes superius díctíe inductione completa percen-
seantur: atque sinu cosinuque ipsorum a, /?, {a-hfi)t (a — $ e tabella
dicta acceptis, reperiatur semper

sin. [a ± /3) = sin. a cos. /3 ± cos. a sin. /?,
et _

cos. (a ± /9) = cos. ct cos. /?-f- sin. a sin. /3:

patebit omnino formuláé veritas generaliter. Possent quidem casus plures
etiam colligi, ne singuli pláne percensendi sint; sed prolixioris operae
pretium non esset.

Exemplo illustrare dicta necesse est, Sit
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a = — iq — a = — 3? -h A,
ft = — 2 q — b = — 2q -+• B;

sin. (a -h fi) = sin. (— 1 q — a — A) = sin. (— 1 q •+- (A -\~ B)),

quod e tabella est

= — cos. [A -+- B) = — cos. A cos. B -+- sin. A sin. B

per formulára ác A-^-B statim démon strand am; sed hoc est

= sin. a cos. fi -+- cos. a sin. /?;
nam e tabella est

sin. a = sin. f— $q -h A) = cos. A,
cos. /? = cos. (— 2q-hB) = — cos. B;
cos. a = — sin. A, sin./9= — sin. /?;

substituendo fit

sin. a cos. /9H- cos. a sin. /?= — cos. A cos. 5 -h sin. A sin. 5 .

Quum omnia reliqua eodem modo prodeant, nonnisi de A et B de-
monstranda formula est; quod fit modo sequente.'Valores ipsius A
sünt -+- a vei — a, ita valores ipsius B sünt -+- b vei — b; adeoque
quemlibet valorum ipsius A cum quovis valorum ipsius B combinando,
fient casus sequentes: n + í, a — b, — a-hb, —a — b; a~+-(—b),
— a -h (— b); ubi ut supra tam a quam b positivum et <C q est. Consi-
deretur prius sin. fa -h d), et sin. [a — b), atque cos. {a -+- dj et cos. (a — A).
In (Fig. 137.) a-hb sive <Cq sive ^ y , sive > y fuerit, semper infra 2q
manet; at verő érit a aut = b, aut <C b, aut > é. Sit prius a non < d,
adeoque a = b vei ö > d . Transferatur b ex fine ipsius « retrorsum,
atque ducta chorda a fine növi b ad finem prioris, ducatur radius e
centro c ad finem ipsius a • bisecabit hic manifesto chordam dictam
perpendiculariter. Demittantur e finibus arcuum a, a-\~b et a—b, (nisi
a — b = o fuerit), perpendiculares ad diametruin, ut prodeant Ib = sin. a,
me = sin (a •+• b), nf^sin.(ű — b)\ fiantque e chordse meditullio perpen-
diculares / et h. Facile patet triangula dimidiis chordae insistentia sequalia,
et p = k ac k = i esse ; atque hinc esse

sin. (Ö -±_ b) = / ± i,
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et
cos. (a ± b) = H^k.

Valores ipsorum /, t\ Ht h verő reperiuntur e proportionibus sequenti-
tibus pro radio i

I : sin. a = cos. b : /
i : cos. a = sin. b : i
i : cos. a = cos. b : H
I : sin. « = s i n . b :h.

Nam patet triangulum cuius latus unum est radius c b = i ( alterum
tó = sin. a, tertium cl = cos.<z, esse simile triangulo, cuius latéra sünt
cg = cos. b, J et H\ ita triangulum prius esse simile triangulo, cuius
latéra ge = sin. &} kt z\ {per pagg. 71, 72).

Hinc valoribus ipsorum /, t, Hy k substitutis, est

sin. {a + b) = sin. a cos. b ± cos. a sin. b,
et _

cos. [a ± b) = cos. a cos. b •+- sin. a sin. Ó.

1. Atque hinc etiamsi a<b sit, valet formula. Nam si tum scribatur
b ± a, formul a valet per praecedentia ; sed sin. (b-ha) = sin. (a -h d) et
reipsa et iuxta formulám ; pariter cos. [b-i-a) = cos. (a -+• b) et reipsa et
iuxta formulám; sin.(b — a) autem est

= sin. (— (a — b))= — sin. (a — 6),
sed

sin. (b — a) = sin. b cos. a — cos. b sin. a,

cuius oppositum est
sin. a cos. b — cos. a sin. 5,

quod igitur est =sin.(a — b) pro casu etiam, si a<b fuerit, et quidem
formulas convenienter.

Pariter

cos. (a — b) = cos. (— [b — á)) = cos. (b — a) = cos. b cos. a •+- sin. b sin. a,

pláne ita ut dum a>b erat.
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Ita
sin. (— a -+- b) = sin. — {a — b) = — sin. (a — ó)

= — (sin. a cos. A — cos. a sin. £)
= sin. {— a) cos. A -+- cos. (— a) sin. b.

Pariter
sin. (— a — b) = sin — {a-\-b) = — sin. (a •+• A)

= — (sin. a cos. £ -4- cos. a sin. A)
= sin. (— a) cos. A — cos. (— a) sin. b
= sin. (— a) cos. {— b) •+• cos. {— a) sin. (— £).

2. Hinc si b = a ponatur,

sin. 2a = 2 sin. a cos. a,

qui érit sinus arcus dupli.
Porro

cos. 2Ű = cos? a — sin? a,

et substituendo ipsi sin*, a valorem i—cos? a, fit

cos. 2a = 2 cos? a — I;
seu si 2a vocetur c, est

COS.C= 2COS?— 1,

et substituendo ipsi cos? valorem i — sin?, est

• * ci— 2 sin. — = cos.c;
hinc

i w i—cos.csin. — c =
2

et
_ . 1-f-COS.C

cos. -— c =

3. Sit hinc porro sin. a ~p et cos. a = kt eleveturque per theorema
binomiale {k-*-p) ad «; uti prodeunt termini, summa terminorum, quorum
numerus loci par est, exprímit sin. na ; terminorum Ímparium verő summa
est cos. na; si in utraque expressione signum termini primi ponatur -+-,
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et sequentis —, semperque mutetur alternando. Nam si verum est de w,
verum de n -t-i quoque est. Atqui e formulis facile prodit, verum de
» = 2, 3, 4 . . . esse . . .; itaque verum de quovis numero érit. Maior
probatur sic. (Tom. I. pag. 157).

Sit
sin. na = /ÁTlp — 7IIJfr3ps -+- Vk-*p* H- -
cos. na = k'1 — llkr-y -h IVkn~*p* — -

sin. (na -\-a) = sin, na, cos. a -+• cos. na sin. a =
= k

quod prseter signa in {k-^pf*1 íequale est summse terminorum numero
locorum pari gaudentium.

Pariter de cos.(wa4-a) liquet.

VII . Sequitur iára laterum angulorumque illis oppositorum in tri-
angulo rectilineo mutua dependentia, quod nempe latéra sint uti sinus
angulorum illis oppositorum ; e quo resolutiones trianguli omnes ultro
sequuntur ; hoc autem facile patet, si circa triangulum ABC (Fig. 138.)
circulus scribatur (per pag. 80); erunt nempe At B, C chordse, et a, ö, c
anguli ad peripheriam, quorum quantitates exprimentur per arcus a, ö', c,
nempe dimidia arcuum, quibus insistunt, per radios e centro per medi-
tullia chordarum ductos divisorum; adeoque est

et

—- A = sin. 0 '= sin. a,

—B = sin. b'= sin. b,
2

ac
1 :. = sin. c = sin. c.
2

Unde quia

est
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A :B = &in.a :sin.d;
ita

A : C=sin.a : sin.c,
atque

B: C=sin.b : sin.c.

Ex hac proportione fundamentali autein reperiuntur e duobus lateri-
bus et angulo alicui eorum opposito latus tertium, et anguli reliqui;
ita e duobus angulis et latere uni eorum opposito latéra reliqua; nec-
non e duobus lateribus et angulo intercepto latus tertium et anguli reli-
qui, et pariter e tribus lateribus angulus cuivis eorum oppositus.

i. E fundamentali propositione, nempe

A : B = sin. a : sin. bt
sequitur

A sin. b = B sin. a ;

unde ex zequatione inter quatuor has quantitates, quaecunque trés earum
datae fuerint, prodit quarta; nempe

- Bún. a . A sin. b
A = — i — Í — , sin. a =sin. b ' B

2. Ex A, B et c, (Fig. 139.} reperitur a modo sequente: sit

a-\-b a —b j

binc (per Tom. I. pag. 414)

a = s~hd, A = J — d\

atque tantum d reperiatur, nempe semidifferentia, a illico datur, nam
semisumma per subtractionem ipsius c ex 1800 prodit.

Est verő
A:B = sin.a :sin.b — sin.(s-+-d):sin.(s — d)

= sin. s cos. d-h cos. s sin. d: sin. s cos. d — cos. Í sin d ;

et dividendo terminum proportionis tertium et quartuin per cos. s cos.d,
atque substituendo valori tangentera, érit

BOLYAI, Tentamen. II. 18
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A: B — tang.s-htang.d: tang.s — tang.d;
hinc

A tang. s — A tang. d=B tang. $ -t- B tang. rf,
adeoque

(A — B) tang. s = [A-+-B) tang. Í/ ;

unde tangens semidifferentiae, adeoque e tabulis ipsa semidifferentia,
nempe arcus tangenti semidifferentias respondens, prodit.

Scholion. Sed tang. a etiam immediate reperitur: nempe

á = i8o°— {a-he),
adeoque

sin.£ = sin. (c-ha);
atque hinc

r, , . , . / sin. c. cos. a cos. c sin. a \ sin.
B:A = sin. (c + «): sin. 0 = cos. a cos. a 1 cos. a

= (sin. c •+• cos. c tang. a): tang. a ;
binc

B tang. a = A cos c. tang. a~\-A sin. c ;
unde

A sin c
tang. a = -^ ^

6 B — A cos. c
Unde per fundamentale etiam latus tertium innotescit.

3. (Fig. 140.). E tribus lateribus prodeunt anguli: (pag. 76) dictum est

__ fl1 + Ö1 — Ca

pOITO

hinc

unde
, ü.1 H

r>r»o /•

adeoque angulus c ex lateribus reperitur.
Scholion. Hinc etiam e duobus lateribus et angulo intercepto prodit

latus tertium
c = /a ' -h b% — 2ab. cos. c'.

2b

x:a = cos. c

a*-

, a1 -hé
f »— .

20

% __

1

— c*
J



SECTIO SECUNDA. 139

Imo quia
c: a = sin.c':sin.a'}

est etiam
a sin. c

sin. a = — 2ab cos. c'

4. Quamvis omnia dicta de oranibus, adeoque et de rectangulis tri-
angulis valeant, qusedam tamen de bis specialiter notanda sünt, quum si
quaevis duo prseter angulum rectum data fuerint, reliqua innotescant.

I*. Si aut duo catbeti, aut unus cathetus et hypotenusa data fuerint:
e duobus cathetis bypotenusa, atque e hypotenusa et uno catbeto
altér prodit, per Tbeorema Pythagoricum (pag. 76}.

2«. (Fig. 141.)
B:A = sin. b : sin. a ;

et quia b complementum ipsius a est, fit

sin. b = cos. a ;
itaque

B :A=: cos. a : sin. a,
atque hinc

r>. A cos, a . sin. a
cos. a ' cos. Ö '

seu
B: A = 1: tang. a

nempe quoad rádium 1. Consequenter

B tang. a = A ;

unde quaecunque duo data fuerint e cathetis et angulo alicui eorum
opposito, tertium innotescit.

3*-

H:A = \'.ún.a,

omnino pro radio I intelligendo; unde

H sin. a = A = / /cos. b,
(quia sin. a = cos. b); atque et hic tria sünt, hypotenusa, cathetus et
angulus ei oppositus; e quorum quibusvis duobus prodit tertium.

18*
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Scholion i. Omnia haec autem ope logarithmorum (per Tom. I. pag. 109)
facilius absolvi possunt. Ex. gr. (ex 2*) est

adeoque
log. tang. a = log. A — log. B.

At notandum est hoc pro radio r esse, et pro radio r esse

rAtang. a = -g-,
adeoque

log. tang. a = log. r •+• log. A — log, i? = 1 o -+- log. A — log. By

si pro r radius tabularis (nempe 1 cum 10 cifris) accipiatur.
Scholion 2. Quaevis expressio E fuerit, in qua functiones trigono-

metricze pro radio 1 {non pro radio tabuiari r) acceptse sünt, atque sit
E = Q-, denotante Q sive functionem aliquam trigonometricam item pro
radio 1, sive latus, aut quidvis aliud; omnia modo sequente ita mutari
poterunt, ut quaevis functio trigonometrica pro radio tabuiari r accipi
tractarique possit. Sit prius casus simplicior, dum in nullo ipsius £"ter-
mino dividendus aut divisor quantitas complexa est, nec functio trigono-
metrica signo radicali subest. Distinguatur quaevis functio trigono-
metrica pro radio 1 ab eadem per r multiplicata per id, quod prior
litera minuscula, posterior maiore incipiat, ita ut cos. a sit pro radio ],
Cos. a verő sit = r c o s . a, adeoque cosinus tabuiaris ipsius a.

In quovis termino ipsius E quselibet functio trigonometrica multi-
plicetur per illám potentiam ipsius r, ad quam ipsa ibidem elevata est,
ex. gr. e cos? a fiat r2 cosí a = Cos! a ; et quicunque terminus hoc pacto
per r~m esset multiplicatus pro m positivo et non 0, is per rm multi-
plicetur; atque si tum in nullo ipsius E termino r" ut factor accesserit
pro « positivo et non o, tota expressio multiplicetur per r, ut fiat eius
valor =rQ. Si verő in termino ipsius E aliquo r" prodierit pro fi po-
sitivo et non o, nec in ullo termino fuerit exponens ipsius r maior :
quilibet terminus, in quo r" est, pro v sive o sive positivo et non o,
multiplicetur per r'"v) ut fiat expressio =zr»Q.
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Atque tum exprimantur functiones trigonometricae ubíque quoad r;
ex. gr. ubi r1 cos? a est, scribatur Cos? a &.

Si igitur Q functionem trigonometrícam pro radio i denotet, érit in
casu prioré r Q functio eiusdem nominis pro radio r ; in posteriore autem
r"Q per r^1 divisum dabit functionem pro radio r. Si verő tantum
ipsum Q quieratur, in casu primo rQ per r, in posteriore r*Q per t*
dividendum érit.

Nempe si e termino quopiam -£- per operationem primam fiat

érit k—p aut = 0 , aut positivum aut negatívum; si k—p = 0, tum

si positivum fuerit k—/, érit hsec aut summa potentia ipsius r expo-
nentis ju in terminis omnibus ita tractatis, aut si k—p dicatur vy ter-
mino per r*~y multiplicato, prior per i* multiplicabitur. Unde reliqua
facile patent.

Exempla.

Sít
, b sin? a n

C COS. fi ** '

fiet post operattonem primam
br' sin! a

a-\- •«"cos:,
atque hinc

rb Sin! a
ra-\--

Sit porro
b sin! a

a-i r-rj

c cos? fi

fiet post operationem primam
brz sin! a
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dein per operátionem secundam fiet

b sin?« , b sin? a
g r t ^ u a ^

rb Sin?«
quod simul est

Atque hinc per operationem tertiam, quum Ín ^ytang.w sit ju = l et v
ubique sit o, ubique rv per r'1"*' multiplicando, ex

0 rab sin! a
^+^^f^ t̂ang.«

fiet
rb siní a t ?-aA Sin?«

Idem ad eum casum etiam facile applicatur, ubi sive numerator N
sive denomínator D, sive uterque quantitas complexa fuerit: nempe tam
cum numeratore quam denominatore peractis seorsim prius quse dicta
sünt, si ex N fiat rkN, et rp. D ex Df eodem modo érit -Mr- • rk'p per
rp"k multiplicandum ut supra, et singulis terminis ita tractatis, reliqua
ita ut antea peraguntur.

Ex. gr. Sit

ex a-t-dsin?a fiet ar* •+• br* sin? a, í/-t-ccos./S autem fiet dr + cr cos. /3,

adeoque ex
a-hésintor fi y'(a + i sin?«).
d-i-ccos.ft

et
a + í sin? a

atque idem simul

Quid faciendum sit, si quid in expressione signo radicali subfuerit,
exemplum sequens ostendere potest, Sit
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a-hö fc — cos!« = Q;

si modo dicto tractetur id, quod signo radicali subest, fiet r%c —
quod sit = A ; érit

frA = frlc — r3 cosí a = rfrc — cos! a
atque

et idem
ra -+- ?•£ fc — cos? a =

ra-\-b fr3c — r Cos? a = rQ.
Scholion 3. Pro tribus lateribus anguli prodeunt adhuc alia formula,

calculo logarithmico aptiore.
Erat (pag. 135}

item

í • Ccos. c = i — 2 Isin. -—

COS. C'= 2 I COS. 1 — I.
2

Eratque (pag. 138)
cos. c'=

atque hinc

et
isin. —

2

1 c H- a — b c — a -+- b
ab 2 ~2

;-f- a -+- b 7\ I c -h a •+• b

et si ponatur

est

Hinc
loe sin — c'= Xog' (P~ g) + lQg' (p~b)- l pg-a ~ lQg-b
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Item

ergo
a* -há1 — c1 -+• 2ÖÓ

3 -+- d* — c2 / c' \ '
r = 2 cos.- - — r ;2ab \ 2 / '

( C'Y= cos. — :
\ 2 I '

et
(a + i f - c 1 / c'\a a-^b-¥c a-^rb — c I i D / D .

J —r = COS. = —j-=— r P[P— C).
2,2ab \ 2 ! 2 2 ab ab K '

Scholion 4. E latere b cum angulis adiacentibus a', c (Fig. 142.) repe-
ritur area sic: est

x:y=i\ cot. c;
hínc

y = x cot. c\ b —y — x cot. a;
adeoque

b = x cot. c'~\- x cot. a ;
atque

cot.c'-Hcot. a' '
et area

_ b2

2 {cot. a''-¥• cot. c)

Scholion 5. (Fig. 142.). E duobus lateribus a, b et intercepto c'repe-
ritur area sic :

a\x=-\\ sin. c'\
hinc . "' ' i

a; = asin.c';
et area

= — ÖA sin. c'.
2

Scholion 6. (Fig. 143.). Data summa a duorum laterum x ety, atque

altitudine A et basi c, reperitur angulus A sic:

x : 6 = 1: sin. A ;
hinc

sin. A '
et
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Porro
z : 6 = I: tang. A ;

binc

z tang. A
atque

et substitutione facta, est

£ « ^ , + 4 ^ c
sin.^íá sin.-(4

atque substituendo valorem cotangentis, et terminis omnibus membri
dextri ad denominatorem siní.̂ 4 reductis, fiet

a% sin? A -f- £"— 2aó sin. 4̂ — c2 sin? A — b* cos! ̂ 4 H- 2CA sin. A cos. ̂ 4 ,4
—-—— . -2 -T- — o ;

sin! A '
et multiplicando utrinque per siní^, érit membro dextro subtracto,

o = aisin2.A — 2aösin.A — fsinlA-h 2cbs\n.Acos.A ;
nam

b' — ib1 cos! A H-Aa sin? ̂ 4) = o,
quia

sin! -+- cos? = i;

hinc utrinque per sin.-̂ 4 dividendo, est

a3 sin. A — 2ab — c2 sin. A -+• icb cos. A = o;

et hinc 2#5 addendo, ac per 2cb utrinque dividendo, érit

sin. ̂ 4 4- cos. ̂ 4 — — :

e quo, quum cos. A per sin. A exprimi queat, A reperitur.
• Scholion 7. Occasio tamen per hoc se offert artem sequentem in

casibus similibus expedientem ostendendi. Ponatur

a* — ca

- = ttng.fi

BOLVAJ, Taniunen, II. 19
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, n} t1

scihcet quaeratur in rubrica tangentium quantitas r , cm respondens
arcus sit q ; érit

a sin. 0 sin. A A sin. q sin. A -h cos. q cos. A
= z h COS. A = ' *c cos.y cos. q

_ cos. [A — g) .
cos. q '

hinc

— COS. q = cos. (A — q),

et A est arcus ipsi y-cos. q tanquam cosinui respondens addito arcú q;
nempe arcus q quaeratur cosinus, et multiplicetur per c , ac quseratur
in rubrica cosinuum arcus huic tanquam cosinui respondens, arcus is
érit = A — q ; itaque, ut A prodeat, ei addatur q.

Scholion 8. (Fig. 144.). Sit polvgoni laterum numerus n, basis b, ra-
dius Ű, altitudo c: est

hinc

et perimeter

porro

hinc

adeoque area
^ 4 i „6 * - nb'

et simul

»' 2 "

hinc ex A et « etiam, quia túra datur v, reperitur b.
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Est c etiam
= a cos. — v,

et

adeoque
~2bC= 2"**

= a sin. y z i . a cos. —- v = a3 sin. — v cos. — v.

VIII . Sinus autem computati sünt, dum methodus facilior adhuc
ignota esset, modo sequente:

1. Aliquot sinus noti erant, nempe sinus 300, sinus 18°, sin.450: quum
latus hexagoni sit = radio, adeoque — r = sin. 300, ita latus decagoni
et quadrati circulo inscripti data fuerunt.

2. E sinibus duorum arcuum a et b sin. [a ± b), et hinc arcus dimidii
duplique sinus reperiebatur (pagg. 134 &\.

3. Hinc etiam ad sinum arcus non quidem unius minuti sed eo mi-
noris deventum est, in arcubus exiguis verő minutum haud excedenti-
bus animadvertebant, quod demonstrari potest debetque, sinus esse uti
arcus ; scilicet pro denominatore, qui sumitur = 1 cum 10 cifris, error
una eiusmodi parte minor est. Imo etiamsi {Fig. 145.) arcus a incremen-
tum unius minuti dicatur «' et item eiusdem a incrementum «•<«' sit;
incrementa sinuum, nempe i' et i, sünt ut incrementa arcuum, quasi
esset in triangulis similibus i:i'=a:a, arcubus tam exiguis a chordis
eorundem pro tanto denominatore sensu dicto haud differentibus.

4. Tum reperto sin. 1' per formulám sinus [a-\~b) poterat sinus cu-
iusvis arcus (A-hl') reperiri, si s in.^ datus erat; ita per formulas
sin. (a -hb) et sin. (a — b) omnimode applicatas computati sünt omnes; et
una via reperti inserviebant certítudini calculi comprobandas, si valori-
bus alia via prodeuntibus aequales reperiebantur.

5. De his tamen, uti et de applicatíone calculi per logarithmos alle-
viati {Tom. I. pag. 109), necnon de constructione tabularum logarithmi-
cariim, tabularumque trigonometricarum speciali, additum est aliquid in
Tom. I. pagg. 512—520, 569—581.

19*
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SECTIO III-

PLANIMETRIAE PARS SECUNDA.

*22.

Sequitur MOTUS GEOMETRICUS COMPOSITUS : nempe duse priores ope-
rationes primitivge (uti pag. 23 atque in Arbore dictum est) coniun-
guntur. Tractatur autem prius casus simplicior: nempe punctum e rectae
A certo puncto determináló • moveatur in A semper porro versus dex-
tram, et alterum ex eodem puncto * ad lsevam in infinitum, dicatur-
que abscissa (literarum postremarum aliqua ex. gr. x designata gene-
raliter) via quaevis puncti sive ad dextram sive ad lsevam, eo cum
discrimine, ut vías ex. gr. ad dextram positivas accipiantur, et negativíe
ad laevam ; atque simul punctum motum rectam B, quocunque angulo
secuerít hsec rectam A in *, secum ferat, ita ut pars ima eius sit punc-
tum motum, et ipsa ad dextram angulum semper priori gequalem faciat,
ac si angulus BA moveretur in piano, ita ut A semper in A moveatur
porro ; et simul punctum p moveatur in B e certo loco certa lege ge-
neráli, per quam puncti p in B moti locus ad finem cuiusvis x deter-
minetur; atque dicatur pro quovis x recta, quae a fine ipsius x in B
usque ad locum dictum puncti P est, ordinata ipsius x; denotenturque
ordinatae generaliter item per Uterarum.postremarum aliquam, ex. gr. y\
abscissa autem quaevís eiusque ordinata coordinaíae nominentur, et qui-
dem rectangulares, si angulus AB rectus sit. Praetereaque si lex dicta
út /{x)—-yt valores ipsius f\x) omnes, si qui positivi fuerint, in plaga
superiore, et negativi (si fuerint) in inferiore accipiantur; valor 0 autem
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ipsius /ix\, sí esset pro certo valore o aut alio ipsius x, omnino in fine
illius x accipiatur, quum ibidem y — o sit. Dicitur punctum * princípium
abscissarum, et A linea abscissarum vei axis.

"221.

De iis, quorum quodvis punctum geometrice sensu stricto construi
potest

Scholion. Si a{x,y) = (i[x,y) adeoque a{x,y) —j-i(xfy)=^o fuerit, atque
a[x, y) — jMxj y) nullo termino gaudeat, qui non sub formám axPy? cadat, a
quantitatem constantem sive o sive alíam, ipsorum p, q autem quovis
sive o sive alium exponentem integrum positivum denotantibus : dicitur
complexus omnium extremitatum ipsorum y per aequationem dictam de-
terminatarum linea ordinis ws-ti, si p-hq in aliquo termino, in quo
factor constans haud — o est, sit =m, neque in ullo sit maior. Interim
etiamsi p, q incommensurabilia fuerint, complexus dictus considerari
potest.

Si omnes terinini adfuerint, qui salvo ordinis numero m adesse pos-
sunt: aequatio plena ordinis m audit. Ex. gr. pro literis alphabeti pri-
oribus constantes, inter quas etiam o esse potest, denotantibus, aequatio
ordinis i est:

a •+• bx •+• cy = o,
ordinis 2 est:

a H- bx H- cy -+• dx% •+- ey2 -\~fxy = o,
ordinis 3 est:

a •+• bx -h cy •+- dx* H- ey3 -\-fxy -h gxi H- hx*y •+- ixy2 •+- ky* = o,

In genere autem asquationem plenam ordinis «-ti e termiuis numero
2r"4" constare e theoria combinationum facile patet.

• 2 2 1 1 .

Sed hic prius nonnisi de lineis ordinis secundi agetur, quae omnes
iTom. I. pag, 116} pro coordinatis rectangulis sub formám
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y=V * - x

id est

venire possunt; omnesque, ut infra patebit, sünt plani cum cono factae
sectiones; uti conversim omnes plani sectiones cum cono sub formám
dictam cadunt; atque etiam manifestum est,

y = y x~^~
pro quovis dato x geometrice (sensu stricto) construi posse ; quum data
vei posita unitate prodeat xx, pariter ^ - - (pag. 77), et subtracto hoc
ex x, radix quadrata e residuo ípag. 75) extrahi pro unitate prioré queat.

Primariis autem, quas sectiones conicas sive lineas secundi ordinis
concernunt, tradítis, quasdam magis necessaria e theoria linearum cu-
iusvis ordinis generáli referentur.

Scholion 1. NEWTON lineas secundi ordinis, adeoque sectiones conicas
lineas ordinis primi dixit, rectam, quae ordinis primi est, quasi ordinis o-ti
et lineas sequentis ordinis curvas primi ordinis consíderando : at prouti
libuerit, ita accipi posse manifestum est. Quod verő recta quaevís pro
data abscissarum linea, principioque abscissarum posito, sub formám

a 4- bx •+• cy = o
veniat, hinc patet.

Erit recta exprimenda <£D (Fig. 146.) respectu linege abscissarum
2123 et principio # abscissarum aut |] 2123, aut secabit hanc alicubi ex.
gr. in c. Ex sequatione primi ordinis

a -+• bx -h cy = o
sequitur

= — — — — x

quod venit (pro p, q constantibus: sub formám

y = / •+• qx.
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Si CD || 2JÖ, tum ponatur b = o in

a •+• bx 4- cy = o,

. £ . 5* , . — a bx ,
et net aequale o in • —- =<y l adeoque

— a

ubi —^-=p poni potest.
Si verő (£D secet lineam abscissarum in c, demissis perpendiculari-

bus /3, y, y', per triangulorum similitu dinem érit

adeoque

quod sub formám jy = / H- y» venit, si —^L- quantitas omnino constans

/ dícatur, ita —^— per q denotetur. Pariter pro x' (nempe negativo *)

est

atque hinc

nempe si *' ad lsevam negative accipiatur, érit k negatívum et =»—w'+y,
atque ita prodibit

„y= + ;
et hic quoque

? 3— í et
r

f í eta-i-y r a-+-y
est, ut prius erat.

Pariter (Fig. 147.), ubi

«— y:ft=x — y;y,

ita si pláne in * fiet sectio, patet.
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Scholion 2. Lineae secundi ordinis autem tractabuntur ordine sequente;
trés sünt, nempe parabola, ellipsis et hyperbola (Tom. I t pagg. 116 fef, ubi
et primaria eas concernentia definita sünt).

I. Prius formae ipsse, quatenus e lege fluunt, atque axes in singulis, et simul aliquid
de insignibus, quas sectiones conicae in coelis et terris partes agunt.

II. Linearum hamm, tam spéciéi eiusdem quoad parametros diversas, quam diversae
spéciéi, comparatio.

III. Mutatio initii abscissarum pro ellipsi et hyperbola in centrum.
IV. Focus nempe distantia eius a vertice, ita excentricitas, id est distantia foci a

centro, in singulis.
V. Radii vectoris quantitas pro singulis tribus.

VI. Atque hinc modus singulas construendi: prius quodvis punctum, quamvis omne
nunquam, geometrice sensu stricto, tum mechanice moiu continuo.

VII. Tangens subtangensque, normális subnormalisque in singulis, nempe pro data
quavis abscissa.

VIII. Hinc applicatirmum quarundam explicatio.
IX. Diametri omnes nempe linese, quse omnes chordas certae eidem rectae paralle-

las bisecant, in singulis: ubi notandum, proprie sic dicta diametro nonnisi lineam secundi
ordinis gaudere.

X. Intersectiones linearum secundi ordinis, atque inde resolutio certarum aequa-
tionum.

XI. Arese per lineas istas et coordinatas clausse, et longitudo arcuum.

I.

Determinantur modo sequente formae linearum, quarum pro coor-
dinatis rectangulis (abscissa x et ordinata y) asquatio est

ubi (iuxta Tom. I. pag. 116) unitas ad extractionem radicis requisita pa-
raméter dicitur; nempe x*: a manet idem; pro quoto enim hic linea
accipitur, et sive ex. gr. pro x : a = 2 : 3 fit x*: a = 2X : 3 ; sive, sí x* = a
pro « = i t fiet xx = na pro {u:n) = i; adeoque si ex.gr. a: a = 2, érit
H « : Ö = 2», et prius quoad « = r, posterius quoad ( « : » ) = i accipienda.

Sit x~ka pro a constante positivo, k verő aut = o aut positivo aut
negativo, atque aut < i aut = 1 aut > i .
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i. Pro a = oo fiet x --— - = x pro quovis finito # ; nam -3— -̂~--o
pro quovis finito x, si a*--oo; itaque (Tom. I. pag. 46) -_~— pro quovis
finito xt si « = 00, fit = 0 . Tum verő y=tfx ánt parabolám, ob ratio-
nem paulo inferius tradendam ita dictam; cuius formás ductus ex a3qua-
tione ipsa modo sequente intelligitur.

Sit k positivum aut negatívum, ab ipso o incipiendo crescens ín 00,
et sit x^=ka, atque sit príus x positivum, adeoque *±>x; erit pro ^ ^ o
etiam x = ka—o, adeoque et y = tflc = Q. Si k positive crescat inde
a o in oo,

crescet inde a o in oo, semperque duos valores habebit oppositos, alio-
quin sequales. Si k negative crescat inde a o in 00, ordinatse omnes ima-
ginarise erunt, quia tum x = ka negatívum, adeoque y = Vx radix
quadrata e negativo erit.

2. Pro a finito et positivo

dat ellipsim\ et quidem ordinatam o pro ^ = 0 adeoque ka ^ ~ = o i
pariter y = o pro k = i adeoque x-=a, quia tum

k3a*
ka =^ka — k2a

a
fit =a — a, Si verő k positive crescat inde a o usque ad r, erit
adeoque k > k3, consequenter ka — k*a semper positivum erit, crescetque

k*)a

inde a o, donec k — k2 maximum fiat, (quod fit pro k-=-— adeoque
x = — a), et abinde decrescet usque ad o; prodibuntque semper duse
ordinatse oppositae, alioquin sequales,

Si verő k positivum et > i fuerit, fiet semper kzm>k, adeoque
\k — fc)a erit negatívum, atque ordinata, nempe radix e negativo, ima-

20
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ginaria fiet. Pariter pro k negativo; nam k* seraper positivuin est, adeo-
que {k — k*)a negatívum érit.

Sünt etiam a ineditullio ipsíus a, adeoque centro, ad candem distan-
tiam u ad dextram Uevamque ordinatae aequales: nam pro

fit
. — a* — au •+• u*

x* I 4 a u%

a 3

a 2

et idem prodit pro

Quod autem y— quantovis parvo <o prodire queat, sic patet: ex

M = tflia —k*a

fit quadrando, aequatio quadratica

et

ubi quia tum k positivum < i esse debet, oportet -^ > — esse, ut ra-
dix reális addatur ipsi -J-, aut ex \ subtrahatur; fiet autem pro & utvis
parvo et quantovis, dummodo ~ <! -r sít; patetque pro eodem « duos
ipsius k valores prodire, prouti radix positiva vei negativa accipitur; et
quidem ^^^o vei i, dum - ^ " ^ o , atque

adeoque
1 4 f I «*
2 f 4 a

ita

a
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Patet etiam ordinatas a centro ad dextram laevamque decrescere
usque ad o : erat enim pro distantia u a centro

quod si u crescat, adeoque distantia a veréice, nempe ubi x = o, decre-
scat, manifesto decrescit.

3. Pro —a, item finito, dat

4 í x'
v —«

hyperbolatn ; fitque y = o pro * = o ; at pro x positive crescente in
infinitum gaudet y semper duobus valoribus oppositis, alioquin aequali-
bus, crescentibus in infinitum. Si verő * negatívum sít =ka pro a po-
sitivo et k negativo, fiet y imaginarium, donec k-=—1 évadat; nam
tum

Aah~- =

atque k negatívum et < i f adeoque k^>k' est, itaque k-k-k* negatívum
adeoque radix e negativo imaginaria est. Pro k=—i autem, fit negatí-
vum x = — a, atque

y = }fa — a = o;

at pro k negativo et £>i fiet £a£>>£, itaque k-\-k% érit positivum, adeo-
que valores ipsius y erunt item bini oppositi quidem, sed alioquin sequa-
les, crescente x cum k in infinitum, crescentes in infinitum. Itaque exo-
rietur linea quatuor brachiorum e duobus verticibus, recta a (quse re-
spectu verticis primarii negativa est) distantibus, in infinitum extensorum.

Suntque duee partes hyperbolEe, interruptEe quidem, sequales; quia
ordinatas ab utroque vertice dicto íequidistantes aequales esse patet, si
e meditullio rectae x = — a, nempe centro axeos hyperbolae, omnino
negativi, consideretur quantitas ordínatarum ad distantiam u tam ad
dextram quam ad laevam: est nempe ad dextram

2Q*
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itaque

x1 ax~i = u
a 2

x=u

W2

„1
T

a
2 '

— au-h

a

a*
4 __

a
a
4 J

atque idem ad lsevam prodit ad distantiam u; nempe ibi x negatívum
inde a vertice primario est = — — a — u, itaque

a* ,i

4 h au~
a

h a 2

a
a
4

x' a
X~\ - = U

a 2

4. Si verő (iuxta Tom. I. pag. 121) valores imaginarii accipiantur,
quum hi sequo realitatis iure quoad —1 gaudeant, uti alíse quoad 4-1:
asquatio parabola pláne talem parabolám, aequatio ellipseos ellipsim
quoad -hí quidem exhibebit, et simul hyperbolam quoad —1 realem;
et sequatio hyperbolse simul ellipsim; asquatio hyperbolas sequilaterae
autem, ubi nempe a = i, valoribus ordinatse imaginariis exhibebit cir-
culutn, uti circuli aequatio hyperbolam aequilateram ; attamen quoad
-hl, —1 reália diversis coloribus aut alio quopiam modo distinguere
necesse est (ut Tom. I. pag. 202 dictum est).

5. Axis maior est x = ± a; in parabola est 00, in ellipsi autem est
x = *í*a; in hyperbola verő x = t—Hű; centro igitur parabola nullo gau-
det, nempe rectse a vertice in infinitum abeuntis non datur punctum,
eam in duas partes asquales dividens; in ellipsi et hyperbola verő da-
tur meditullium ; si et Ű = I = parametro, ellipsis fit circulus diametri I,
et hyperbola dicitur aequilatera. Parabola autem dici potest tam ellip-
sis quam hyperbola axi maiore infinito; nempe s i a ^ - o o , expressio

Axis minor est duplum ordinatae, quae est e meditullio axeos maio-
ris: in parabola igitur nullus axis minor est. In ellipsi verő est

--J- Pro * = •§'
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adeoque est

In hyperbola autem est

2 1 / x-i pro x = ,
f a r 2 '

nempe
2 i/rz^rz=f=i

\ 2 4a r '
itaque axis minor hyperbolae est imaginarius. In círculo axis minor
= axi maiori = I, nempe 1/1 = i; in hyperbola aequüatera est axis mi-
nor = y — i.

6. Nomina parabola, ellipsis et hyperbola autem inde exorta sünt,
quod, si pro parametro singulis eadem vertex communis, lineaque ab-
scissarum eadem fuerit, et ad dextram sít focus f paraboláé, atque distantia
ipsius f a vertice ad laevam transferatur in linea abscissarum, et e fine
huius erígatur perpendicularis D, a veteribus directrix dicta: cuiusvis
puncti b' paraboláé distantiae ab f et D aequales erunt, cuiusvjs puncti
ellipseos autem distantia ab f minor est quain a D, et cuiusvis puncti
hyperbolas distantia ab f maior quam a D est. Nempe (Fig. 148.) sit
b'b ordinata parabola? ; érit pro eodem x et parametro eadem, ordinata
ellipseos minor ^____

et ordinata hyperbolae fiet maior

estque
t>V=bc = b'd=b"c";

sed

fb<fb'<fb".
7. Potuissent quidem linese dictee etiam sic definiri: si a et b aut
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puncta denotent, sive diversa sive in unum coincidentia, aut si non
utrumque punctum denotet, duntaxat a sit punctum et b rectam denotef
fueritque in piano talis linea Z, cuius si puncti cuiuslibet p distantia ab
a dicatur a\ et distantia a b dicatur b'\ aut quodvis a'-\-b' aut quodvis
a— b' eidem constanti c, quse etiam = 0 esse potest, aequalis sit: érit
L parabola, recta, ellipsis aut ci'rculus, vei hyperbola, uti inferius pa-
tebit; quo pacto et parabola, recta, circulus, hyperbolaque eodem per-
tínent; nempe in singulis est a — b'-= c, in circulo et ellipsi autem est
a'-f- b'= c. Recta excludi, aut cuiusvis certa revolutione circa axem ge-
nerata includi possunt; et distinctio specialior facilis est.

Scholion. Sectiones conicse insignes in coelis et terra partes agunt:
corpora coelestia cursum earum sequuntur; nempe (Fig. 149.) quum attrac-
tio universalis sit in ratione composita ex inversa duplicata distanti-
arum et directa massarum trahentium: si in c ponatur vís attractiva, et
concipiatur corpus ex a vi illa attractiva ipsius c, quee ad a est, con-
stanter eadem manente, motu uniforraiter accelerato usque ad c deci-
dere, fiatque ad c velocitas finalis v ; atque iam relicta vi centripeta uti
est, si corpus in a vi momentanea velocitatis ab proiiciatur: describetur,
si ab = v, parabo/a, si <xb<Cv, tum ellipsis, et hyperbola, si ab>v.
Est autem c focus sectionis conicse, quem corpus proiectum ad ideraque
punctum retractum prius crescente celerítate petit, postea segnior sem-
per fit usque quo revertitur, in parabola hyperbolaque nunquam rever-
sum, in aliorum solium abyssum mergitur. Similem cursum plurímíe
summám illusionem producentes vires attractivae terrestres tenent.

Proiectorum ad terram via ad sensum parabola est, si directio
proiectionis verticalis non sit.

Focus quoque locus insignis est; nam prseter iam dicta, in parabola
radii omnes lucis, caloris, soni, e foco ad paraboláin vei paraboloidem
ide qua statimi cadentes, axi paralleli, et hi in focum reflectuntur; nam an-
gulus, quem radius vector cum tangente facit, est Eequalis ibidem illi, cuius
verticalis est is, quem recta axi parallela item cum tangente eadem ad
ídem punctum facit. Hínc si fornix domus parabohis esset, lampas in

ardens, (cuius fumus ope canaliculi superius facti in caminum eve-



SECTIO TERTIA. 159

heretur), lumine deiecto doinum totam illuminaret, quamvis decrescente
versus marginem lucis gradu, quod taraen ín domo quavis etíam ope
coni truncati aliquatenus obtineri potest; ut et aéris rivus facile regatur,
et vaporibus noxiis evectis, lumen almum clarius tranquillumque pluribus
studentibus inserviat. Notandum autem est:

1. Lychnii oleique quantitatem qualitatemque debitam requiri.
2. Conum ex álba subtili papyro velin dícta conficiendum esse ; ne

nimis opaca umbram proüciat; duo enim quoad lucem vitanda sünt ocu-
lorum aciem servaturo ; gradus nimius lucis sive in excessu sive in de-
fectu, et gradus nimis differentes sive simul sive subito post se invicem.

3. In aliquo canaliculi loco diametrum eius vicissitudinibus tempe-
statis attemperare et facile et necesse est; rivus ae"ris enim adeo varius
est, ut fornaciÓus pro hieme exstructis, infirmiores vére autumnoque
(calorem quidem leniorem extrinsecus deposcentes), aut algere cogantur,
aut oculis pulmonibusque laborent. Sit igitur, etsi non huius loci sit,
fornacem qua utor trium mutatwnum suadere, qua ad nutum quasi
fumus diversas longiores brevioresve vias capit, quarum omnino posteri-
ores veri autumnoque conveniunt.

4. Potest etiam cono truncato minori tubus item papyraceus agglu-
tinari, et simul cum candelabro portatilis fieri, idemque et ad unam can-
delám sebaceam applicari; dummodo candelabrum quam minimum um-
brse proiiciat, lumenque eandem retineat altitudinem; quod facile ob-
tinetur, quum hoc ipsum in tali scribatur lumine. Tubus lampadum Ar-
gando debetur.

Redeundo ad paraboloidem: lucerna noctu in focum eius posita,
riteque obversa index horaque remota cerni possunt.

Vicissim radii e sole axi paralleli venientes urunt in foco : sed quo
remotior focus, eo maior locus ustionis érit, et eo latiorem paraboloidem
esse oportét.

Ita remotum susurrum auris in foco maioris paraboloidis percipiet;
et vox e foco pronunciata remotius exaudíetur; ita si duse paraboloides
sint e regioné ad axem eundem positse, ex unius foco missa vox lenis,
nullibi in medio, sed in foco alterius quamvis remoto auditur: quod
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etiam loquentibus, qui, priusquam ad focum per secula remotum per-
ventum fuerit, a nemine intelliguntur, evenit.

Fornaces quoque exstrui possunt, ut ignis Ín foco parabotoidis ardeat;
eritque in foco alterius paraboloidis e regioné positee insignis sine igne
calor; latiusque in hypocausto diffundetur.

Ita radii omnes e foco uno ellípseos in alterum reflectuntur; radii
illi verő, qui quacunque causa ita venientes, ut (Fig. 150.) in dimidiae
byperbolas foco ^ conveniant, a hyperboloidis H facie interiore excepti,
in huius foco f convenient; et vicissim si hinc nempe ex f procedant,
ita reflectuntur, ut retrorsum continuati in § secarent se invicem, adeo-
que disperguntur y.

Comparatio sectionum conicarum, prius spéciéi etusdem quoad pa-
rametros diversas, tum earutn inter se pro parametro eadem.

r—x7

r. Sit y=\/ x± =r pro « = i t atque pro U=\=ku (deno-
tante k quantitatem abstractam invariabilem Tom. I. pag. 111) sit =R',
érit (Tom. I. pag. 114)

R = r.F et r = ~*
Itaque

id est ordinatse pro abscissa quavis eadem erunt uti radices quadratse
párametrorum quoad unitatem eandem acceptas.

2. Si duae abscissae X et xt atque ordinatas earum Y et y conside-
rentur, érit Y2= X in parabola, et y1 = x ; itaque y est proportionalis
média inter 1 (nempe parametrum) et abscissam; atque

Y':y* = X:x,

nempe quadrata ordinatarutn sünt uti abscissae.
Ita pro ellipsi et kyperbola

X(a^X)
a a a '
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et pariter
xia=Fx)

a
itaque

V : y1 = Xki H= X): x \a =F xl.

3. Si e puncto quopiam eodem p per oinnia puncta sive paraboláé
sive ellipseos sive hyperbolai rectis conceptis, generetur liuxta pag. 10)
siinile, pro quavis recta, qua; a p ad punctum linese quodpiam f est,
accipiendo i£.pf, denotante k quantitatem ut in 1.: recta inter qusevis duo
puncta linese novae £-ies tanta érit, quam recta inter puncta lineae prio-
ris illis homologa (pag. 791; adeoque si abscissa quEevis prioris x dicatur,
et ordinata jy, axis maior ± a, paraméter u, et X, Y, ± A, U abscissam,
ordinatam, axem maiorem et parametrum prioribus homologa denotent:

érit
X=kx, Y=ky} U=ku\

atque hinc e parabola, in qua y* = x erat, prodit nova, in qua

[Y2] =kX et r=[\fX]„ .
L J»=I L ' J t/=Í

Nam

Et hinc non solum linea nova parabola est, sed quum ipsum k, adeo-
que parametrum U utvis accipere liceat, sünt omnes paraboláé inter se
similes. Non idem de ellipsi hyperbolaque valet: neinpe harum sequa-
tiones et altéra constans a ingreditur ; estque pro his, si similes fuerint,
paraméter lineae generatas ad parametrum priraitivse, uti axis maior
generatas ad axem maiorem primitivEe, id est

u:U=a;A.

In ellipsi pro quovis Y est

A

UuLYAI, TtlltaiMCII. I I .
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Nani

V=ky, y* = x— *a ,

adeoque

= kX—^-=k\X-~a ka \ A
et

Ita si radix ex X— > quoad z/ = i dicatur r, et R dicatur radix

quoad ku = i accepta: érit ut ibidem

x2

et quum radix ex x quoad « = i accepta y sít, est

r =y /Á",
nam

A ka \ a I
Est igitur

Pariter de hyperbola patet.
4. Si inter se comparentur, praesertim parabola cum hyperbola, verba

KEPLERI intelliguntur: parabola non ut hyperbola extendit brachia, sed
quasi contrahit a complexu infiniti} semper plus quidem complectens,
sed eo minus appetens; cum hyperbola quo plus actu inter brachia
complectitur, hoc plus etiam appetat.

Considerentur prius incrementa ordinatarum pro incrementis abscis-
sarum sequalibus : in parabola sünt increinenta ipsius y1 asqualia, non
ita in ellipsi et hyperbola ; nempe sit abscissx increinentuin r', et w
incrementum ordinatae, érit

(y -h w)1 —y% = x -f-1 — x = 1

pro quavis abscissa x. In byperbola autein est

1* -f-11' ax •+- ff/ -+-**-*- 2xt -+- / '
J - a a
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e quo subtracto

y — a
manet

a

quod dum # ^ . 0 0 , manifesto ^-oo.

Fiat iam (Fig. 151.1 e vertice a hyperbolae (qui sít simul paraboláé

vertex) perpendicularis ipsi ^-~ asqualis; atque ducatur per extremitatem

huius e centro c hyperbolae recta: in hyperbola z—y-^o, in parabola

verő ^-.00.

Nempe si distantia verticis a centro positive accipiatur, (quamvís axis

maior — a et axis minor hyperbolse f—a sit), érit

a V a a
2 2 2 '

unde duos priores terminos per —— - dividendo est

fa : 1 = -— -hx:z,

atque

est verő

itaque z1— y* seu
— -h ax •+- x1 — ax — x2

, \ 1 \ 4 ő

tg+y] (*-$=-* a = T ;

consequenter

quod manifesto nunquam fit o, sed ^ - o ; adeoque A asymptota est
(Tom. I. pag. 315).

•31*
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In parabola verő z — y isi y' ordinatam paraboláé denotet) maius
quovis /i, quod ~> . ö est, fieri potest. Nempe

, •*•+•

pro constantibus /, S poni

= y -+- őx — yx =y-+- tü»* — w

potest, quod -^-oo, si w-—-oo; nempe

Sro* — 0) = (•> (ófo — I!
e t

. ——__ I

nam
OÍfií I ŐO) — I — S(O I

Oú) Ófű öúi

At praeterea etiam posito

i -\~ X

2

est

atque hinc

et quadrando fit

+x fia\a 2i3x / a -i-
4

et hinc
0 — x1 — 2,ix / a - H a + <Pa — ,to \fa,

4
atque hinc

ubi pro /A? | / « > -1 , idest pro ,;/> y f l radix reális, et si / í> M , pro
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parabola positivi duo valores ipsius x dantur. Ex. gr. Sit a = 1, et sít
etiam / ? = i ; érit

3C= I ± — „ - t

et

atque

érit, quia

_ 3

V

±/3
2

l/ 2± V

-V'- ± /3 _J
2

III.

Mutatio initii absctssarum in centrum ellipseos hyperbolseque, ut
qusedam expeditius tradantur..

Aequatio facile prodibit, substituendo ipsi x summám dimidii axis
maiorís et rectse, quae a centro usque ad finem ipsius x est; axis est
+ a in ellipsi, — a in hyperbola, posterius autem dicatur u. Singulis ca-
sibus percursis iFig. 152.) patet esse ,x = M-h^ in ellipsi, et x~u— a-
in hyperbola; dummodo prouti x accipitur positive vei negative, ita et
u accipiatur ; ex. gr. si x ad dextram positive, et negative ad lsevam
accipiatur, et u e centro ad dextram positive, et negative ad lsevam
accipiatur.

Eritque hoc pacto pro ellipsi •'• "•••

= x =
a
a u3 au az a= u -h =2 a a 4a 4
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Pro hyperbola verő est

x2 a , v
a 2 a

au a* _ «^ _ a
a 4a ~~ a 4

IV.

Distantia focalis, id est distantia foci a vertice, nempe extremitatis
illius abscissae, cuius ordinatte duplum = 1, prodit, si pro y ponatur
- - , adeoque -.- pro y2. Itaque in parabola ex ^- = * patet dístantiam
focalem esse quartam partém parametri, et unitatem pro y=)fx esse
quadruplam distantiae focalis : positis itaque vertice a et foco f quo-
cunque libuerit, y = Yx (radice quoad 4 a f = i acceptal determinabit pa-
rabolám, cuius paraméter = 4 ű f j et vicissim pro data parametro 4af = 1
dabit _y= Yx parabolám, cuius distantia focalis af érit.

In ellipsi, si in

pro u ponatur distantia foci a centro. eccentricitas dicta, per E deno
tata: fiet

4 a 4 '
et

^ " _ a-i
a 4 '

et hinc

- 1 "
atque

- = l/g» — a

/K hyperbola distantia foci a centro, pariter eccentricitas dicta, de-
signetur item per E\ érit
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I
4

Ex

a

F —

E2

a

i H-

4

a'H-
4

. V a* -

a
4 '

• a
t

a

h a

167

et hinc

adeoque

et

Unde etiam tam in ellipsi quam in hyperbola duas focos a centro
aequidistantes esse patet, nempe pro « = ± i ; f i t jyJ = -í-.

Ex E et Ö distantia foci a vertice quoque prodit, ^ — £* in ellipsi,
et E— ~ in hyperbola.

Sed paraméter etiam, nempe unitas ad extractionem radicis requi-
sita, ut

prodeat, innotescit: nam pro ellipsi erat

4 4
adeoque

1

a a
in hyperbola verő erat

4 a 4
adeoque

^ 3 E>— a'4
a

Atque manifesto a et E, aut 0 et unítatem, sívé E et unítatem
utcunque ponere Iicet, duramodo pro ellipsi — > E et pro hyperbola

*& -. • í r • Ö—4-fi . . , ,
sít; secus emm pro ellipsi ~—- et pro hyperbola
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(nempe unitasi positiva non érit: ex. gr. si pro ellipsi poneretur

, érit 4É"S>4 ' 1, adeoque >a\

Si a et unitas ponatur : prodit Ín ellipsi

radice quoad unitatem positain accepta. Ita si E et unitas posita fuerint,
prodit a] nam ^E* = a2 — a, et ex asquatione quadratica

a1 — a — 4E2 — o,
fit

«=- - 4

ubi signum superius accipi debet, nam

est, nec aliud asseritur, nisi quod expressionis valor aliquis =a sit
(Tom. I. pag. 1231.

In parabola, si (Fig. 153.) f in peripheria centri p radii pf ipsi f
omni dabili propius veniat, unitas (pag. 1661 -^-o ; adeoque

y = \fx -"-. o

pro quovis dato x, et limes geometricus paraboláé recta fP est, donec
libuerit per p continuata.

In ellipsi, si E-—-O, tum

— _^2 — 4 ^ 1
a '

et ex

/

" " x2

pro &^=o fit
y = \Tx~-~X*,

íequatio circuli pro diametro 1. Ita si ponatur
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fiet a1 — AE* = a', et hinc 4 i í ! = o, adeoque E = o.

Est porro in ellipsi E < ^ , at si

a r-

tum

nam

et
= 4 (— at.) + fj") = a1 — Aao) •+• 4wa,

quod —.a2. Si igitur aut manente E decrescat a, aut raanente a cres-
cat £", dummodo w - ^ o : fiet jy tanquam radix quoad unitatem omni da-
bili minorem, pro quovis x Inempe quovis puncto ipsius a) dabili quovis
minor, adeoque limes geometricus érit recta ipsa a; nempe tum

'et limes o est pro quovis y.

In hyperbola est E>~} et si E — -f-̂ — ô, sit

érit
4E2 = ax-h AUÍO -\- 4«*,

quod -^a», adeoque

Si igitur manente E crescat a, vei manente a decrescat E, dummodo
w ^ . 0 : fiet y tanquam radix quoad i - ^ o omni dabili minor, nempe

BOLYAI, Tentamon 11.
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X •+-

a

et limes geometricus recta érit in línea abscissarum ab £ ad lsevam et

ab f ad dextram. (Fig. 152.)

Si verő ponatur

I a
érit

atque hinc

et pro posito a érit

pro ^" posito autem érit

a%

ű1 1Patet etiam E* = = -- (pro a = i) dare
2 2 r '

Notandum autem est: quod tam in ellipsi summa radiorum vectonim
e duobus focis ad idem punctum ductorum, quam in hyperbola diffe-
rentia minoris a maiore sit = a; etiam dum limes geometricus recta est,
inter ^ et f in ellipsi, et in hyperbola recta infinita per $ et f, excepta
parte f̂. De quo statim,

V.

Radii vectores.

In parabola (Fig. 154.) e triangulo rectangulo, cuius catheti sünt y
e t ~A — x v e l X~Á-> e s t radius vector/' hypotenusa



SECTIO TURTIA. 1JÍ

nempe si quarta pars parametri addatur abscissae, prodit radius vec-
tor in parabola.

In ellipsi et hyperbola [Fig. 152.) radii vectores Rt r ad idem punc-
tum p e duobus focis £ f sünt hypotenusse triangulorum rectangulorum,
quorum v ordinata puncti p cathetus communis, et alterutrius cathetus
altér E—u vei u — E, alterius u-\-E est; patet hoc casibus percursis
ordinata ipsius p sive intra focos, sive in aliquem, sive ad latus alter-
utrum ceciderit, dummodo E hic semper positive intelligatur, imo u
quoque etsi negative situm fuerit, positive accipiatur; quod fieri potest,
quum u príeterea heic nonnisi in y\ et quidem in potentia secunda,
adeoque positive occurrat.

Itaque alteruter ipsorum R et r, tam in ellipsi quam in hyperbola, est

nam (u — EY — {E—uf; altér autem est

Unde substituendo in ellipsi - U- ipsi y2, et ^~^~ ipsi E2, atque

in hyperbola — ipsi y2, et - ipsi E% prodit uterque radius
a 4 4

vector in utraque.
Nempe in ellipsi

r =

= '

í/ -a-
V 4

H-
a

«2

— _t

-HM2

fl .
- 2

- " ^

~2uE-+-

— 2uE,

T- 2 « - ^
1 a '

E*

a2 —a

4

quod est

nam hoc per se multiplicatum fit
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Ita

quod

a2

4

eodem

a3

modo prodit

a2 ,
4 ^

, 4»1a" *
r 4«*~ "

l«7a
4«2

ubi in utroque casu signum superius accipi debet; nam si inferius signum
• • * • ' * . 2UE s T- ^ ,

accipiatur pro ipso r, — h- — negatívum esset, quia 2 c. < Ű , adeo-

que - <C«, u verő non > est. Pro -ff item signa superiora accipi

debent, nempe
~ ~2~ H Ö ~ !

quia — " — " ^ ^ pariter negatívum est, radii vectores autem positive
accipiuntur.

Est igitur

2 a 2 a
Pro hyperbola pariter

2 Ö '

et

a 2 '
atque

nam ibi pro r signum inferius accipiendum est, nempe e duabus radici-

bus, quum una certo valeat, reiecta quse non valet, altéra retinenda ;
• • a 2 " E •* 1 . 1 • r-

nimiruin 2 — a esse nequit; qma tum in tnangulo, cuius basis 2E
est et reliqua latéra R et r sünt, esset R + r = a, et summa duorum

laterum esset tertio 2E minor, nam 2E in hyperbola est >a.
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Corollarium. Hinc etiam in ellipsí radius vector ad extremitatem
axeos minoris est = - , efficit enim cum altero radio vectore dimidium
axis maioris, suntque hi radii vectores eequales, propter duo triangula
rectangula, quorum axis minor cathetus communis, et altér cathetus E
ad dextram lgevamque est.

Hinc ab extremitate axeos minoris, tanquam centro, radio ipsi J*-
aequali foci in axe maiore determinantur.

VI.

Ex his sequitur constructio sectionum conicarum : prius constructto
geometrica sensu stricto puncti cuiusvis \omnium nunquam) \ tum con-
structio mechanica motu continuo.

i. Nempe prseterquam quod quodvis punctum lineae per

determinatae a directrice et foco sequaliter distet; ac quodvis punctum
p lineee per

y =

determinatse tale sít, ut ^pH-fp = a sit; necnon quodvis punctum p
linese per

y =

determinatae tale sit, ut $p — fp = a sit, $ et f focos denotantibus, et foco,
qui in eandem respectu perpendicularis e centro c ad axem positae pla-
gam cum p cadit, in hyperbola f dicto: nec ullum aliud punctum tale
est. Nempe quodvis punctum q extra parabolám directrici propius quam
foco est, et quodvis intra parabolám a directrice remotius quam a foco
est; et quodvis punctum q extra ellipsim tale est, ut ^q -h fq > a sit,
ac quodvis q' intra ellipsim tale est, ut $<\'-hfy'<.a sit; atque quodvis
punctum i\ extra hyperbolam tale est, ut ^q — fa<# sit, et quodvis q'
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intra hyperbolam tale est, ut §c\'—fc\'>a sit, si q, q' cum f (ut supra
de p dictum est) in eandem plagam cadant, si verő q in perpendicularem
e centro cadat, tum Jq — fq" = o.

a) Nam quoad parabolám [Fig. 155.] sit qb perpendicularis ad axem;
cadet b aut ab a ad dextram aut ad lsevam ; si prius, tum in perpendi-
culari illa aliquod punctum F paraboláé érit; atque manifesto distantia
ipsius q a directrice est

bt
Si verő q in q" vei q"' merít, distantia ipsius q" a directrice est

b"ö<af<í>"f<q"í;

ita si q in q'" cadat, distantia ipsius q'" a directrice est

b'"í'<b"/f<q'"f.

Si veTO q' intra parabolám fuerit, in perpendiculari b'% gaudet parabola
puncto f, et distantia ipsius q' a directrice est

b) Quoad ellipsim iFig. 156.1: si q extus cadat, est

R

Si verő q' intus cadat, tum

adeoque

a Quoad hyperbolam (Fig* 157.;: Si q extus sit, recta ex q ad f
secat hyperbolam in p ; adeoque

Fiant centris q, p, radiis qf, pf circuli; cadet peripheria radii qf extra
alteram ; adeoque
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est vero

quod igitur < « est. Si vero q' intus cadat, gaudebit hyperbola in recta
fq" puncto p ; describantur centris p, q', radiis pf, q'f circuli; cadet mani-
festo peripheria centri p infra alteram; eritque

est vero

quod ergo >a est.
2. Sed etiam quodvis punctum p a certa recta D et certo puncto f

aequaliter distans punctum parabolas est, per directrícem D et focum f
determinatíe ; et quodvis tale punctum pro punctis $, f, ut sit p^H-pí==ű)
nisi p, ,£ f in recta sint, punctum ellipseos est per focos $, f et axem
maiorem a determinatas ; atque quodvis tale punctum p pro punctis ^,
f, ut sit 5 P ~ fp = « , punctum hyperbolae est, per focos $, f et axem
maiorem a determinatas.

Nam quoad parabolám : sint (Fig. 158.) p'p, fb perpendiculares ad D,
et pp'=pf; fiat fű = ab, atque parabola per asquationem y = (/^(radice
quoad 4fa = i = 2fö accepta).

Quoad ellipsim hyperbolamque autem, datis punctis ^, f ut focis
consideratis, ex a et *'' =E (per pag. 167) reperitur unitas, quoad quam
pro abscissis u e meditullio ipsius ^f acceptis

dabit cllipsim, et

a
kyperbolam.

3. Ex his prseter iára dicta constructiones sequentes Íntelliguntur. Sit
(Fig. 158.) ad axem paraboláé ad distantiam -*- ad iaevam a vertice a
perpendicularis, directrix dicta; et erigatur e fine cuiusvis x ad axem
perpendicularis P\ si ísta perpendicularis centro in foco f, ad distantiam
|- e vertice ad dextram accepto, radio x-h \ (utpote distantia perpen-



I76 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

dicülaris / J a directricei secetur : érit p punctum sectionis punctum pa-
rabolas, et omnia puncta ita generata eiusdem paraboláé erunt (per i.J.
Patet Fig. 153.', centro p radio pf scripto circulo, tangentem in quovis
puncto f talem directricein praebere, a qua p tantum quam ab f distet;
sed si f ipsi f dabili quovis propius venit, perpendicularis ex f ad tan-
gentem per f ductam, adeoque et unitas meinpe duplum perpendicularis
dictaei -— o; atque in tali parabola _y= V x íradice quoad dictam unitatem
acceptai fiet pro quovis certo x dato quovis mínor.

Ita pro ellipsi iFig. 159.1 sit a£ —f&» et inoveatur punctum p ex ^
usque in f, dicaturque R recta ab a usque in p, et r dicatur recta a p
usque in b ; érit ap-4-pb = rf; atque arcus centro ^ radio R scriptus
secabit arcúm centro f radio r scriptum ; ac punctum sectionis punctum
ellipseos érit, et omnia ita generata eiusdem ellipseos erunt Ipag. 174).

Pro hyperbola autem Fig. i6cu sí ^d —fb fuerit, et moveatur pun-
ctum P ex $ ad laevam, et p ad dextram ex f, utrumque in axe, tem-
poribus aequaiibus vías sequales describendo ; dicaturque R recta aQ, et
r recta ap, puncta f>, p simultanea intelligendo : érit

itaque arcus e centro ,f radio af> scriptus secabitur per arcúm centro
f radio ap factum ; eritque punctum sectionis, ubi /- — R = a, punctum
hyperbolae, et omnia ita generata eiusdem hyperbolse erunt ipag. 174.

4. Ex ipag. 163) adhuc alia constructio geometrica quotvis punctorum
hyperbolíe 'Fig. 161.1 ex uno sequitur.

Nempe inter asymptotas per punctum hyperbolse utcunque ducatur
recta érit « = «"; et quodvis punctum nóvum item novuin praebet.
Ratio est sequens.

a : ^ = « + «': y

a -ha : (1 = a \y.
Hinc

aa-haa" : aa"-h«'«"= (ifi1: yy';
sed ipag. 163)
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ubí y ipsius z —y et; y ipsius z -hy vicém subit; itaque

aa-i-aa"~ aa"-+- a a";
adeoque

et hinc

Imo (Fig. 162.) aha hinc constructio punctorum quorumvis hyperbolse
sequitur, abscissis in asymptota e centro sumtis, et ordínatis asymptotse
alteri parallelis, cui etiam q ex vertice parallela est, quod potentia hy-
perbolae vocari sólet.

Per triangula aequicrura et parallelas est

3 D =: 2)<£ et 0 = — <£€ = — C 3 .y 2 2

Sit porro e vertice ipsius y parallela áb ad x; érit

et

£': , ' = W5 : 2ID id est /?': x'= - ^ : q ;

hinc (quia propter angulos / sequales x = ab = Í:') est

et quia /?/?'= ~ (pag. 163), est

x> = ya, atque y — -J-;

adeoque si alia abscissa fuerit ^ eiusque ordinata sit y; est

idest ordínatse sünt inverse uti abscissee.
5. Ex kis ingeniosae sectionutn conicarum constructiones mecha-

ntcae.

BOLVM, Tentamen. ll. S 3
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Parabola dimidía describetur: si (Fig. 163.J norma 213&. feratur iuxta
directricem, atque plumbago intra filum af-hd2l utramque partém ad
extremitates f et 21 fixám tendens normás durante motu semper appressa
sit. Erit a vertex paraboláé, nam ab f et a directrice sequaliter distat;
atque et postea tantum accedet distantise priori plumbaginis a directrice,
quantum e latere normse denudabitur, et tantum etiam ipsi af accedet.

Quodcunque fili punctum p fuerit ultra a, sit pa = A; érit filum ex p
usque f tensum = j - -h l; eritque hsec eadem pars lateris normae nuda;
et quum radius vector ab f ad extremitatem ordinatas cuivis x respon-
dentis sit - } + » : manifesto x—l inde a zero crescente, norma iuxta direc-
tricem promovetur. Pariter et alterum paraboláé dimidium describitur.

Ellipsis describitur (Fig. 164.). Sit filum recta §\ longius, extremita-
tibus in (f> f fixum, et sumrnas rectarum a$ et af sequale, dicaturque
summa ista a ; describetur ellipsis plumbagine prius in a posita, si dein
ad omnia fili puncta p sequentia feratur, filumque e quovis loco ad
puncta fixa §, f tendatur, uti p^-f-pf = tf est. Quasvis recta enim, quse
non <.a§ nec >af, omnino in filo accipi, atque filum ex illő puncto
p ad puncta fixa § et f tensum, praebet p^-+~pf = # ; itaque punctum
ellipseos est, et quodvis ellipseos punctum per dicta tale p est, nec ullum
aliud datur.

Quoad hyperbolam sit filum (Fig. 165.) £ a + &a = k + 7* extremitate
una in $ fixum, et altéra in puncto b regulse öf in f fixse, et ponatur
plumbago ad punctum a fili ex a ad puncta $ et fc ita tensi, ut partes
ba, $<X reguláé adiaceant; atque tum moveatur regula circa f, et interea
plumbago reguláé appressa filum e quovis eiusdem puncto ad puncta b
et ^ tendat: describet plumbago quadrantem hyperbolse, in quantum
regula omni dabili longior concipi potesi; atque eadem constructione et
quadrans inferior, et regula in ^ fixa, filique extremitate in f fixa, altéra
hyperbolse pars quoque prodit. Est nempe distantiae puncti a ab £
differentia a distantia puncti f ab eodem a

quod sit a; postea verő mota regula circa f, si plumbago sit in p, atque
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sít = £ — af érit

5p y et pf =
consequenter

Itaque p punctum hyperbolse érit. Datur autem pro quovis w talis an-
gulus reguláé circa \ motse, ut p prodeat: nam y-f-w datur, regulám
filumque enim utvis magna accipere licet, adeoque e filo ipsi y adhuc
co addi potest; tum vero reguláé pars k longitudine eadem (nempe to)
denudabitur, adeoque fiet ^p — y-hv, fp vero = /í-w,>; atque basis
constans /7 + y et nova duo latéra y + w et j?+w talia sünt, ut trian-
gulum constituant, quum summa binorum quorumvis tertio maior sit.
Facile etiam patet, crescente ot crescere angulum reguláé ad f.

VII.

Tangens, suÓtangens, normalisque et subnormalis in singulis.
Ad quodvis punctum p sectionis conicaa cuiusvis, quam ad quodvis

eius punctum curvam esse demonstrari potest, (qualis est parabola, elli-
psis, hyperbola et circulus), non autem sectionis plani per apicem euntis,
tangens datur (Tom, I. pag. 290); eaque est recta bisecans angulum radi-
orum vectorum; notando, quod in parabola altér radius vector, quasi e
foco in axe in infinitum abeunte ad p ductus, adeoque axi parallelus
concipiatur, in ellipsi autem alteruter radiorum vectorum continuetur
extra ellipsim ultra punctum eius, ad quod e focis uterque ducitur, atque
angulus, quem continuatío ista cum altero radio vectore non continuato
facit, bisectus tangentem in eo puncto prabeat. Atque et parabola ut
ellipsis foci in axe in infinitum remoti consideretur.

Si vero tangens ad sectionem conicam ex aliquo puncto P mittenda
sít, tum circulus centro p , radio usque ad focum proximum extenso,
secetur ex altero foco radio a in ellipsi et hyperbola, in parabola vero
directrix, tanquam arcus radíi vectoris infiniti, secetur per arcúm prio-
rem, atque tum e foco prioré ducta ad punctum sectionis recta bisece-
tur: érit perpendicularis e puncto bisectionis erecta tangens quaesita,

a3*
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Quoad parabolám (Fig. 166.) sít tangens ad punctum p ducenda:
radius vector pro foco f est fp, et altér axi parallelus est pp', ac fp = pp't
Si iam angulus fpp' bisecetur, fiatque p'pf = fpf = z/; érit pf±fp', et
ff = fp'; ac quodvis punctum rectse pf (ex. gr. q) a punctis p' et f asqui-
distat. Itaque qq' perpendicularis ad directricem est <qp '=qf ) qU 0.
cunque cadat q: unde quodvis tale punctum q extra parabolám cadif
nam si in lineam ipsam caderet, tum qq'=qf esset; si verő intus cade-
ret, tum q f < q q ' esset fpag. 174}.

Si verő (Fig. 167.) ex p puncto extra parabolám sít tangens ad eam
mittenda: p p ' perpendicularis ad directricem est < p f , (pag. 174); itaque
e centro p radio Pf directrix certo secabitur in duobus punctis a et a'
a perpendiculari PP'utrinque asqualiter distantibus ; fiat recta fa (vei fa');
recta per meditullium f huius et punctum dátum p ducta tangens érit.
Nam $a = pf, itaque fp est perpendicularis ad fa; consequenter quod-
vis punctum ipsius fp a punctis a et f asqualiter distat; et si perpendi-
cularis ex a ad directricem erecta secuerit alicubi in p rectam fp, p punc-
tum parabolas érit, quia a directrice et foco sequaliter distabit. Secari
autem rectam fp per perpendicularem ad directricem ex a erectam ne-
cesse est : nam perpendicularis e puncto f rectee af erecta infinita quam-
vis rectam per punctum a rectae af ductam infinitam, praeter eam, quse ad
af perpendicularis est, secat, itaque et eam, quze ex a ad a p ' perpendi-
cularis est, quia eadem ad af perpendicularis non est.

Fiet igitur sectío, et punctum illud paraboláé érit; reliqua verő extra
parabolám cadent.

Si p pláne in f cadat, tum ex f ad af perpendicularis erigitur, quod
etiam de ellipsi et hyperbola notandum est: uti id, quod inter tangen-
tem et lineam tactam nulla recta e puncto tactus duci queat (per Tom. I.
Pag- 349)» itaque ad nullum punctum angulo gaudeat {pagg. 15 fcf), adeoque
curva sit.

Subtangens s est = f g — fm (Fig. 166.); sed

quia A ffg. = A fp'p; nam ff = fp' et propter pp' |j f& anguli alterni ad
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p' et f et ad p et g sünt asquales. Consequenter (pag. 170)

ftt= radio vectori = J M
4

Est autem

ítaque

Si ordinata pm ultra focum caderet: tum

et
= fg H- fm = JC -f- ~ •+- # — - j - = 2x.

Unde ín parabola ad p tangens pg ducetur, si ad axem demittatur
perpendiculans pm, et ag = am = * fiat.

Normális Nt id est pn nempe perpendiculans ex p ad tangenteno,
si secuerit axem in n, dicitur nm seu v subnormalis; p£j autem pro tan-
centis quantitate accípitur; quod etiam cum quantitate taugentis arcus
circularis trigonometrica convenire facile patet, si secans eb pro linea
abseissarum e centro c accipiatur (Fig. 168.); et quidem quasi prius in f
fuisset abseissarum origó, et inde ad centrum translata fuisset: érit ex-
tremitati arcus Fa respondens ordinata y = ab, et subtangens puncto a
respondens érit bb, atque tangens át eadem, quae sensu trigonometrico
arcúi a f = f a respondet; et facile patet, quod si f pro f ponatur, y' 6at
db', et subtangens b'í)', atque tangens ab' negativa, ut in trigonometria.

Est verő (Fig. 166.) triangulum pgn ad p rectangulum, atque pm=<y
est perpendiculans ad gn; unde

adeoque

consequenter subnormalis in parabola est dimidiae parametro aequalis.

y x
S 2X 2 '
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Ex iisdem tnangulis rectangulis prodit tangens normalisque: ex. gr.
tangens (ad punctum p et axem af) nempe recta pg

= 1/ 4* ( j -ha),

id est tangens in parabola est radix quadrata e quadrupla abscüsa
per rádium vectorem multiplicata.

In ellipsi {Fig. 169.} érit fq ad punctum p tangens, si alteruter radi-
orum vectorum ex. gr. fp continuetur, atque Eq angulum ap§ bisecet.
Sit enim pa = p^, adeoque

sitque f meditullium rectae a$; érit recta pE angulum ap$ bisecans
perpendicularis ad a$; adeoque quodvis punctum q ipsius pf a punctis
a et ^ sequaliter distat. Hinc autem propter

aq = q£ et
est

itaque quodvis q extra ellipsim est ípag. 174).
Si (Fig. 170.} e puncto q sit tangens mittenda: sit arcus centro 4 radio

q^ (pro q^ non > qf), et hic secetur in b per arcúm centro f radio a,
fiatque in E meditullium rectas £$; érit qE tangens, et punctum tactus
érit, ubi £>f secat ipsam qf; nam

pb = p5 et

est igitur p punctum ellipseos (pag. 174); quodvis aliud punctum autem
rectae qE extra ellipsim cadit, ut antea. Sectionem fieri autem statim, ubi
ad hyperbolam tangens mittetur, demonstrabitur.

Subnormalis {Fig. 169.) pn reperitur ita: rectas §t et normális pn
sünt ad tangentem Eq perpendiculares j itaque trianguli fa^ crura fa, f̂
secantur per pn parallelam ad trianguli basim a^; atque hinc
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f^:fa = fn:fp, id est 2Íí: a = fn : .#

denotante E eccentricitatem et R rádium vectorem ex f. Erat (pag. 172)

•r» a

2

atque

atque hinc

' a a9 a

Est porro subnormalis

Si ab altéra parte sit ordinata p p ultra centrum in plaga positiva, tum

pro f ubique altér focus accipiatur.
Subtangens ip autem hinc e triangulo ipn ad p rectangulo et ordi-

nata p p perpendiculari ad in facile reperitur, quum si subnormalis v et
subtangens J dicatur, sit

s:y=y:v,
adeoque

y* (a «a\ u a*
v \4 a I a 4«

Unde etiam tangens normalisque facile prodeunt.

In hyperbola (Fig. 171.) recta pf angulum fp^ bisecans tangens ad

p érit. Nam
ÍP-ÍP = áP-Pö=fl

et pro y\ í>pf = fpf est pf_Lbf, ac quodvis punctum q rectae fp a punctis
b et f «equaliter distat, atque manifesto 5q — f q < ö est: nam centro q
radio qf=q& scripto arcú fbe, érit

quia si 5* = vei > 0 esset, tum in triangulo ^&q esset a -h &q = vei <
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latere tertio $ ) . Consequenter quodvis q extus cadit (pag. 174); nec
ullum q ex. gr. q' in eurvam venit, nain in triangulo ^q'b foret ^q'— q'b
vei q'b— ^q'=í2, adeoque

a 4- q'b = {fq' vei a -h $<)'= q'b,
nempe ffl = a.

Porro et hic crura trianguli $ m secantur per basi pn parallelam 5ff
quia pn, ff sünt perpendiculares ad fq ; unde ut antea prodit

j = (4« a — ax): áfU.

Si verő e puncto q extra hyperbolam (et centrum) cadente tangens
mittenda sit: fiat (Fig. 172.) centro q radio q̂ J circulus, pro distantia
ipsius q a foco § haud maiore quam ab altero f; seceturque is in b per
alterum centro f radio a factum ; et sit f meditullium rectse b£ secet-

que fb ipsam qf in p ; érit p punctum hyperbolse, et qf tangens ad p érit.

Enimvero sectiones dictse tam pro ellipsi (pag. 182), quam pro hy-

perbola evenient: nempe circuli dicti secabunt se invicem in duobus

punctis, atque fb et qf secabuat se in ellipsi inter b et f, (Fig. 174-), in

hyperbola aut in plaga eadem, in qua b est, ultra b fiet sectio p (Fig. 175.),

aut in altéra plaga (Fig. 175*}.

Qitoad prirnum: Si (Fig. 173.) circulus centro q radio q^ dicatur C,

et centro f radio a scriptus c dicatur, ac recta fq continuetur, sintque

g, i extremitates diametri circuli C: tum si ft<<z et a < f g , extreraitas

radii a e centro f in rectam ia, intra C cadet, adeoque c ex C in duobus

punctis egredietur.

In ellipsi verő est fq — ^q = if <a, nam i f < ^ f (pag. 85), et $<a;
imo si ^ in t? caderet quoque, est if<Ct?f. Est porro g f > a , nam
gf = q^-Hqf, quod in ellipsi pro q extus cadente est >a (pag. 174).
In hyperbola pro q extus cadente est fq — ^ q < # (PaS- J74^ n e m P e

t f < « ; atque in triangulo ^qf est ^ q - 4 - q f > í f > « ( adeoque g f > ^ ' Si
verő q ab § et f asqualiter distet, sectionem unam superius, alteram
inferius fierí patet.

Quoad alterum: In ellipsi (Fig. 174.) in triangulo fb^ est # > f &
adeoque u < v; si igitur ftj circa ^ moveatur donec in p,f veniens an-
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gulum cum $b ipsi u aequalem faciat: pf _L ffl érit. In hyperbola (Fig. 175.)
íz<f(f, adeoque u>v\ est autem u aut obtusus aut acutus, quia rectus
esse nequit; esset enim angulus fö,5 in semicirculo, adeoque q in centro
esset, et qf || fb esset, nec ullum p nec tangens e centro datur. Si verő
u obtusus est, tum z acutus est, adeoque p supra ÖF cadet. Si u acutus
fuerit (Fig. 175*), moveatur $ circa ,f deorsum, donec p ^ cum $t> an-
gulum = « faciat, nempe v < u ; eritque ,f p = öp, et Fp X fc£

Est autem (Fig. 174.)

pb = P Í et
In (Fig. 175.) est

fp-pb

quia p& = pí. In (Fig. 175»)

VIII .

Quoad explicationem (pagg. 158 &) dictorum patet angulos v ad tan-
gentem verticalesque aequales esse. Plura referre instituti ratio vetat.

IX.

LHametri sectionutn conicarum.

Centrum lineas L in piano dicitur c, si quodcunque punctum p
ipsius L fuerit, recta pc lineam L adhuc in uno tali puncto q secet, ut
pc = qc sit.

Quaecunque recta autem bisecans omnes ipsius L chordas rectas
cuipiam r parallelas tales, ut nulla pars continua ipsius L sit, in qua
chordarum dictarum aliqua haud terminetur: diatneter lineae L dicitur
sensu iaiiore; semperque, nisi aliud monitum fuerit, talis diameter intelli-
gatur; diameter quippe etiam alio sensu venit.

At sensu stricto diametro gaudere dicitur Z, si ut pro circulo et

BOLYAI, Tentunen. II *4
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ellipsi, recta R circa centrum ubivis in eodem piano mota donec redeat
semper pro dicta r accipi queat, saltem nonnisi certus sít rectarum nu-
merus, in quas ./? tales pervenit, quas pro r sumeré non liceat; ex. gr.
pro parabola nonnisi una recta (nempe axi parallela) excluditur, pro hy-
perbola asymptotis parallelae itaque duae excluduntur, nempe tam in pa-
rabola quam hyperbola limites tangentium ad puncta dabili quovis remo-
tiora.

Centro gaudere linea potest absque eo, ut diametro sensu stricto gau-
deat (uti Fig. no.); et conversim parabola diametro sensu stricto pollens
centro caret. Lineae plures ordinis binario altioris quoque certo diametri
numero gaudent, imo plures centrum habent.

In ellipsi et hyperbola, si recta e puncto quovis p lineae per c, me-
ditullium axeos maioris, producatur usque in b, ut CÍ> = ep fiat: per
sequationem e centro patet E> quoque punctum lineae esse.

In parabola autem e quovis certo puncto p paraboláé ad punctum in
axe dabili quovis remotius ducta recta eo tendit, ut axi parallela fiat;
si igítur hoc sensu accipiatur parabolse centrum in axe omni dabili remo-
tius, et pro recta per centrum eius ducta qusevis axi parallela intelliga-
tur : generaliter dici poterit, in quavis sectione conica L quamvis rectam
per centrum ductam, praeter asymptotos, diametrum esse ; et pro quavis
diametro S chordas per eam bísectas, si S ipsam L secet, esse tangenti
ad illud punctum, in quo S ipsam L secat, ductae parallelas; aut S tan-
genti alicui parallelam esse, chordasque rectae e centro per punctum
tactus ducta: esse parallelas.

Est autem pro abscissis x in diametro aequatio ellipseos e centro

y 4 & '

aequatio hyperboUe verő, si linea abscissarum secet hyperbolam, est

aut pro abscissa y item e centro et ordioata se est
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quod e prioré sequitur; diciturque in duobus prioribus D diameter pri-
tnaria respectu alterius, et d eius coniugata, in postremo autem d
dicitur primarta, et D coniugata.

Ex. gr. abscissse nunc x dictas easdem sünt, quse superius per u de-
notabuntur; atque ibi, pro abscissis a e centro in a acceptis, erat in
ellipsi

y ~ 4 a '
boc autem est . .

_ ü _ üfL"
- 4 *• '

quia i = )fa. • '
Est autem in ellipsi D aequalis linese abscissarum utrinque in ellipsi

tenninatae, et d aequalis rectze per centrum ad tangentem in puncto, ubi
D ellipsim secat, parallelse et utrinque in ellipsi terminatae. Quoad hy-
perbolam quoque diametri utriusque, meditullio in centrum posito, pri-
maria in lineam abscissarum continuetur, et coniugata ordinatis parallela
sit; interim ipsorum D, d illud (ex. gr. /)), quod per centrum eundo
secat byperbolam (ex. gr. in a}, secabit eam in alio puncto b quoque,
atque tum pro D in calculo recta ab intelligatur, pro d autem tangens
hyperbolae ad punctum a (vei b) ab una asymptoto usque ad aliam ; et
eandem quantitatem retineat d in calculo, etsi ipsa fiat linea abscissa-
rum, et D sit eius coniugata.

Notandum etiam est, quod proportionalís tertia ad diametrum et eius
coniugatam paraméter diametri prioris dici soleat. Nempe paraméter
ipsius a seu paraméter principális / prodit ex

seu quia b = )fa erat, est

Ita paraméter P ipsius b, cuius coniugata a est, pfödit ex

24*
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a1

i a1

ubi i-=P. Atque eodem modo expnmitur per parametrum et diamet-

rum ordinatse quadratum, abscissis e vertice acceptis. Ex. gr.

y = úx tÉ. et V1 = u' = PX r - 1

si X abscissam in b e vertice denotet; nempe pro abscissis x in a e
vertice acceptis erat

* a a a* '

quia b = )/~a et ía = a, adeoque — = 1 = parametro principali. Sed

itaque
¥ t a , \ ¥ (a

et hoc propter y = X est

atque hinc u* seu

Quod et ad reliquas diametros applicari patet.

§. i.

In parabola quamvis rectam L axi parallelam diametrum esse,
si ordinatse tangenti ad illud punctum, ubi L parabolám secat, parallel*
accipiantur, neque aliam dari, nec hanc pro aliis ordinatis diametrum
esse patet sic (Fig. 176.J.
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Sit abscissa / axi parallela, et tangens sit T, ac subtangens í = 2cc,
ordinata superior u, inferior «'; nempe et inferius secari parabolám sta-r
tim patebit.

Per latéra trianguli 321C parallela lateribus reliquorum (in Fig. 176. y)
triangulorum ponatur in omnibus casibus, prius tangens ad subtangen-
tem (nempe T ad 2a), tum tangens ad ordinatam, (nempe T ad Y~a).

Terminatur u aut ínfra axem, aut in axe, aut supra axem ; et quidem
in casu prostremo aut a perpendiculari ex C ad t erecta ad dextram, aut
ad lsevam. Est (Fig. 176.}

7 : 2or = « : k et T: \ra—u :y-h V^*t
itaque _

2au , u Y<*— T}fa [u—7*) Va^ - et ;y = — v -— T —í—=-* jM

Est autem

x = / — A-ha et y* = x;

itaque substituendo valores ipsius k in x, et ipsius y in y\ érit

. u*a — 2w Ta •+• T*a.

et

consequenter

id est Wa — iT1, adeoque

u' =
a

Ita si u sit continuatio ipsius u usque ad parabolám; est

/ = K - / 5 et Y* = X=t-+-k'+ a;
atque

T:2a = u':k' et
et hinc

£ et K=.
consequenter
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u fla -+• 2u Ta - h a T2

T% _

, . 2au' .

adeoque

uti » erat, et si duorum valorum ipsius u = 1/ altér negative ac

cipiatur, u' quoque exhibebitur.

Ita (Fig. 177.) est

Ti 2a = y :k et T
et hinc

, 2aq 2a (u — T)

(quia y = M — 7̂ ), et _

Est porro

et

atque hinc

Ita

Nam

V*

y —

x~t— «-

pariter

• 2UTaH- 7'a

Taiu-T)
T

•

T
-a — k

tT* — 2auT+aT2

tT*
a
tT*
a

T:2a = u':t et T: V^^u': / = «': {Y— \Ta);

est vero ^ = / + / + « ; atque Yt = X; et valoribus ipsorum í et Y, ut
antea, substitutis prodit.

In (Fig. 178.) est

T:2a = q : k, et T: }/lx — q :y,
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et hinc

(quia <j = T

h

'— «); estque

y =

2rtq _

T =

2a (T— «i
T '

i7"— u\tfa
T

Est verő
x = t H- // — « et ^ 1 — x ;

itaque substituendo est

, , 2«(T—tt)

T*ct— 2 7aa + í

u*a ^=t7x

«'2

í

af" 4/2 ——

tT2

T2

tT
a

unde

Ita

Nam

et ex
T: 2a = «': z et T\ \fa = u': l=u; fK— ̂

atque

prodit ut supra

M a-f-y «H- 2« «7 /7 -+• 2«« J -h al

Unde

a

Erat verő T2 = qxr, íper r rádium vectorem mtelligendo); sí ígitur pro
x ponatur a, ent -J- = 4/-, atque

ubi 4r paraméter huius diametri dici sólet.
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Quod autem nulla alia diameter sit, nec hsec sit pro aliis ordinatis
patet sic.

Quaevis recta, praeter axem et ei parallelam, secat praeter axem etíam
parabolám in duobus punctis ; nam (Fig. 179.) quseratur valor talis ipsius x
ut y sit ordinata communis rectae axem secantis et simul parabolse: érit

ö:k = x:y,
adeoque

k

si -r- dicatur /?; ordinata paraboláé autem est y1a-hx; eruntque sequa-

les, si

adeoque

4?

Qusecunque igitur alia diameter esset, illa per ftj ÍFig. 180.) reprsesen-
tari potest, atque ordinatae quoque aut axi parallelae essent, aut secarent
axem. Si parallelas axi essent, superiores finitae, inferiores infinitae essent.
Si verő axem secent, consideretur ordinata e puncto c; érit hsec aut
perpendicularis ad 2li axem primarium, aut supra vei infra perpendicu-
larem cadet. Si prius, ordinatae sequentes^ eidem abscissas appertínentes,
insequales erunt. Si ordinata te fuerit, érit ec>cb, quia triangula ecg et
bem similia sünt et C9>bm. Pariter si ordinata pc fuerit, érit pc<cq;
quia per triangula similia pen, qci atque pn<C|í est pc<Ci}.

Pro eadem diametro pariter ordinatas in quavis coni sectione ab
ordinatis príoribus diversas insequales esse inferius facile patebit.

§• 2 .

Quoad ellipsim (Fig. 181.) sit p q = > et p f = A ; 2ÍC est = ^ y . Erat
(pag. 183)

4« 4 « . .
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atque e triangulorum 2I<5£, a%c similitudine est

/ : * = - £ : £ / et s:k = U:K',

atque singulos terminos quadrando, fit

j j •> " . 7-7-1 J\. St et u=nr<
unde prius U3 reperitur, et tiim t\

Est nempe

4« M 4 ö i
= fg* —4«*)a a ' - 4 ^ 7 2 4a _ (g' — 4«')(a1 — 4^7').

4-4Ma 4a a1 — 4«* 4.4«*" '
et hinc

a* — 4aa £T— 4a1»14-4.4«* í / 2 = 4. 4M* í/2,
seu

a* — 4a*u = 4a*U*;
et hinc

7̂-= ^! _ u\
4

Atque hinc ff quod erat := -rrp, est

_ ífl' ~~ 4"*)* _^!. «' ~ 4"* _ _«* Tl4!'1 d%

~~ 4-4»1" 4 ' 4 ~~4~.4«""' '.

Assumantur porro duo pária triangulorum similium, nempe /s£, pfq
et ATAI', JÍc(5, atque valores vt X, i\ h quaerantur. Erit

t:k=:y:v} iis—y.A, — ',x = x:t, —;x=u:n,
2 2

atque hinc
é i 2ux

Est autem V=i—vl et simul

BOLYAI. Tentamen. II. ' 5
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V* = JL _ (»-*-*)' __ _̂ _ _ (*-*-*)*
4 a 4 a '

quia « -l- # — ̂  -4- pf.
Substitutis in

seu

valonbus i, v, h, A

/;
u

et fainc
y* ( Lt
i

nht tArmimic nnmi

h f c

I2kx

fiet

csalin

a1

4

/2K* ( J

: f\ tAt-tliK

«V-
/ l í

4 '

^ ——

'a* x'a*a*y'a* x'a*a*

seu

ír ~ 4*
consequenter

Quod autem termi ni primi, secundi et tertii valores dicti sínt, patet
sic. In termino primo est

> ... fa 4«)rf_ 4-4«y
1 Z1 J ' 4-4«' (a1 —4«')^*

atque
a*1-+-5»= g< —4"' ^. (a'-4«<j l _ a'(fl' —4«')

4 4-4«' 4-4*1

Consequenter
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In termino secundo neaipe ^ {us — ak1) est

0
4« 4

AX*

Tertius terminus est I Í - W A ' + K1); est autem

,z , . a 1 — AH2 , ? a a

4 4

, . .. AX1 a1 x*a2

adeoque terminus tertius = -j=p- • •— = -jy--
Prodibit autem pariter et y = p r = v , si pro v, /-, v, et ordinata

V=i—v et abscissa /. H-/f ponatur y\ >.', v\ ordinata F " = Í H - Z / et
abscíssa /.'—h ; quod, uti si y in fine axis vei infra eum terminetur, exer-
citio Tyronum relinquitur.

i 3-

Sit D recta per centrum c hyperbolse (Fig. 182.J ducta, utrinque in
ea tenninata, sitque tangens t-^-t' ad punctum p, in quo hyperbolam
secat Í5; tum si ordinata e fine q ipsius x, abscissas e centro in recta
D continuat# acceptee, ad tangentem parallela y dicatur, érit

_ d'x* d l

y - D- 4 "

Nam f=t\ quia hyperbola inter asymptotos e recta utrinque tequa-
les partes resecat fpag. 176); et si recta taugenti parallelé moveatur
usquequo in punctum tactus veniat, partium resectiirum euusque semper
aequaiium limites quoque nempe t et t' íequales erunt.

Hinc si y || t, et a, -/ ad axem primarium perpendicularia sint : érit

nam cq = x ; est verő hinc



El.EMENTA GEOMETRIAI:.

, y , D dx D dx
r ' 2 2 2 D '

nam t-=t't et t-ht' tanquain coniugata ipsius D dicitur d.
Est porro (per parallelas)

atque

nempe y=y\ nam in triangulo, cuius vertex c est, (^H-_y') est parallela
[t-hfi, atque / = / ' , adeoque y'-h{i'=y + pt sed /S = /?', (pag. 176) ita-
que y*=y'-

E proximis duabus proportionibus autem fit

sed fpag. 163)

itaque

Erat autem superius/ín-jy = - ^ - - Consequenter

/ \ dx

atque hinc

et hinc

At verő et qusevis alia recta 2íK per centrum ducta (praeter asym-
ptotum) diameter est.

Accipiantur nempe pro abscissis X ordinatae Y parallelse ad rectam
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centro per tactum tangentis ipsi 2JK parallelse: érit abscissa y, et x
dinata. atnneordinata, atque

Scholion 1.

Quaevis recta per centrum sectionis conicae (praeter asymptotum)
dtameter est) nec ulla alia est, nec eadem pro chordis rectae aliaepa~
rallelis diameter est, et cuivis rectae praeter asymptotos (et axi pa-
rallelam in parabola) dantur chordae parallelae diametro unica gau-
dentes.

Dicatur v angulus, quem tangens cum subtangente s facit; in trian-
gulo rectangulo, cuius catheti Í et y sünt, est (pag. 139)

est etiam lTom. I. pag. 306)
tang. v = ily.

In parabola est
y=tfx et J = 2X

(pag. 181), adeoque
y

tang. v = -*— —

et pro quovis v datur #t nempe
2 Yx = ———- et x —tang. v 4 tang! v '

pro v = tecto fit tangens infinita, et * = o; pro ^ ^ - 0 0 fit tang. 7' — o.
Patet etiam pro quovis ulterius ad dextram terminato x subtangentem
quoque crescere ad lavam, angulum v autem decrescere, quum ere-
scente x quotus --W = tang.v decrescat.

n 2VX
In ellipsi est

s V 4a 4«
* " r = tang. v;
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et hinc
4«« = ur(ii« -4«') tang? p,

atque hinc
ua (4 -+• 4a tang* z/J = a3 tangí z>,

et

• - /
a* tang1. v

4 H- 40 tang! z/ '

itaque quum tam numerator quam denominator adeoque et quotus po-
sitivus sit, pro quovis v dalur u ; fit autem pro a = o angulus v = o, et
pro a = ~ fit v rectus, nempe valor tang. v pro u = o fit — , pro u = ~
autem fit 00 = ̂  (Tom. I. pag. 46). Decrescit verő subtangens ex infi-

anito usque ad o crescente u usque ad —, crescitque v a o usque ad
rectum, ita ut pro quovis maiore u subtangens intra priorem terminetur,
et v maior fiat. Nempe -^- — u-=s fit crescente a minus; fiat enim U~\-Ú)

ex w, érit subtangens

$ = — 7 — ; — Í — (« ~h a) <C u:

quia 4(a + w)>4«, adeoque e quoto (propter divisorem maiorem} mi-
nőre maius subtrahitnr, pro subtangente abscissae maiori respondente. Ita
tang. v fit maior ; nempe

2 (U -+• o)) 2U

K « I - 4 ( » + w)2 y ö }Jaz— 4a2

quia numerator prior est maior, denominator autem minor est, nam ex
a* maius subtrahitur.

In hyperbola tangens anguli a, quem asynrptotus cum axe facit, est
1

nam

~ :-^-=i:tang.a.

Crescente u, prima ordinata est o pro a = -y, et tum tang.» est infinita,
adeoque v est rectus, et subtangens o; postmodum crescente u in infinitum,
ereseit subtangens usque ad limitem =~-\-x, semper ulterius versus
centrum terminata, et decrescit v usque ad a, ita ut centrum per sub-
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tangentem et a per decrescentem v haud attingatur; estque pro quovis
maiore u ultra verticem subtangens propior centro, et v minor.

Nam
1. Subtangens 4» — # p r o u — JL fit = o e t

AfU 2

2«

tang. v —

fit —— = 00 (Tom. I. pag. 46).

2. Si ex u fiat u-i-fő {pro w positivo), subtangens $ pro « est
a2 , a1 , .

a 7—, et J pro u-hfo est « + 0 ;—r—r; et subtrahendo pno-
4« r 4(« + w) ' rrem e posteriore manet

a(K-+-w^ — a'u
Ol

4« 4 (« H- w) 4« (« •+- wl '

atque ut extremitas subtangentis J' versus centrum prodeat, adhuc a

subtracto quoque positivum manebit, nempe ——.—
i3. Esi autem v pro u + w minus quam pro u; nam tang. v pro

u -h ÜI est
2{u-\- (0)

a /4(«-b<u)a— a»'
pro M est 2«

quorum utrumnam sít maius, nonnisi

adeoque

comparanda veniunt. Reducendo ad denominationem eandom, erunt nu-
meratores

4«a(wH-<y) J — a*(u-k-ta)' et 4«'(w + w)2 — ÍJ'M1,
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quorum priorem subtrabendo e posteriore manet

a1 {u -+- fj)'— axu* — az [(«•+- w)a— ux],

quod manifesto positivum est.
4. Nunquain verő v = a fieri potest, sed v *^ a. Nam pro v = a fieret

I 2U

adeoque 4« í =:4a I — a3, et 0 = — a1. Pro quovis positivo a autem da-
tur tale u, ut tang. v sit =-7=^-+-fi), at pro nullo positivo w datur tale r/,
ut tang. v = -P=- — w sit.

In casu primo enim esset

tang. v = j^— = —,— , = ^ 1

* Ya ya V4it* — a1

et hinc
(i-h» Va 4J"1^

quod dicatur ^. Erit
4«* = 4«*^ — a*ky

et hinc

quod, quia pro w positivo fit i > i , reale est.
Pro —(o verő érit

k = 1 —2w / a -H fjaő ;

sed ut tang. » = -7=*• — w sit, manifesto hic W < T - esse debet, ut tan-
r a j v a

gens positiva sit; si igitur f»= ..-- ponatur (pro /3 positivo et > i ) :
pVCt fe _

e n t , sí nunc 1 — 2 W 1 / Ű + W'ÍÍ d icatur -é, radix ex -T -• ímaginana, quia
tum k positivum et < i érit; nam

/ • . 1 2 /?— 2/?1

- 2w V a -H w9rt = -gr — -5- = & >
P P P

quod (pro /í positivo et > i ) negatívum est.
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5. In hyperbola asymptoto nulla chorda parallela est. Sit enim
(Fig. 183.) prius parallela ad distantiam w a centro, tum sit ad distantiam
a

Erit

2 ' 2
est verő

adeoque si F = j / esse possit, érit

h x — co = ax •+- x ,

et hinc o = —-t-w 2 —aa — aax, atque hinc

a2 o) a
2.4« 2 2 '

quod si A> = — ponatur (pro n > 2} valorem positivum ipsius x sed uni-
cum dat.

Ita pro casu altero est (Fig. 184.)

quod si =y esse queat, érit

(x — i)*= a*-h *',
et hinc ÖA: -+• 2Ía; = 51, et

b1

a-\-2b '

valor ipsius x pariter unicus, pro quo hyperbola infra axem secatur. Nam
(x — by=(b~xf\ atque si

a-\-2b
ponatur, érit

a -h 2b a-h2b}

BOLYAI, Témámén. II, ™
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quod negatívum est. Asymptoto eadem inferius continuata, idem pro

parte hyperbolae ad laevam patet.
6. Cuivis alti rectae autem per centrum ductae fin eodem piano)

respondent chordae parallelae^ et his diameter per centrum transiens.
Fiat enim e c centro hyperbolae semicirculus supra axem, et sit cf

perpendicularis ad axem; concipiaturque cuivis tangentium (ad hyperbo-
Iám supra axem ad dextram a rf) parallela per c, dicaturque / hsec pa-
rallela, et recta e C per punctum tactus dicatur Z, atque / et L sibi
respondere dicantur. Quicunque angulus fuerit ab « (angulo asymptoti
cum axel incipiendo usque ad rectum ipsum et o (solum a excludendo):
manifestum e dictis est, quemvis rádium in quadrante dicto (praeter
asymptotum) esse ipsarum L et / aliquam, et cuivis hyperbolae puncto
aliam /, et cuivis / aliam L respondere, et quamvis ipsarum L et / ab
asymptoto diversam esse. Idem nempe ad laevam patet.

Erat autem quaevis Z diameter pro chordis ipsi / parallelis, et quae-
vis / diameter pro chordis ipsi Z parallelis. Quaevis recta igitur (praeter
asymptotos) per centrum hyperbolae ducta diameter est. Asymptotus
autem diameter non est; quia recta per c illa, ad quam parallelae
chordae per asymptotum bisecarentur, aut asymptotus altéra aut aliqua
ipsarum L et / esset; asymptoto nulla chorda parallela est, et cuivis
ipsarum L et / fuerint chordae parallelae, illi ipsarum altéra respondet
tanquam diameter, et quaevis Z aut / diversa ab asymptoto est, nec me-
ditullia chordarum earundem in rectis diversis iacere queunt.

ín ellipsi pariter tangenti cuivis parallela per centrum ducta /, et
recta e centro per punctum tactus ducta Z, atque / et Z sibi invicem
respondere dici possunt; angulus v autem heic a o usque ad rectum,
a centro ad dextram laevamque eundo, quantusvis esse potest, et cuivis
puncto diinidise ellipseos supra axem alia /, et cuivis alii / alia L res-
pondet ; unde reliqua fluunt.

Consequenter quaevis recta per centrum sectionis conicae (praeter
asymptotos; diameter est; et asymptotis atque axe paraboláé exceptis,
chordarum ad quamvis rectam parallelarum meditullia in recta per cen-
trum eunte íacent.
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Quod verő nulla alia diameter sít, nec ulla pro aliis chordis sit, pa-
tet sic: pro parabola demonstratum (pag. 192) est; in ellipsi et hyper-
bola autem qua;cunque alia diameter esset, chordas per eam bisectee
alicui ipsarum /, et / parallelae essent; his autem certa diameter, nec
aha recta ab liac diversa per meditullia chordarum earundem duci po-
test. Si verő eadem diameter et chordas alii ipsarum Z et / parallelas
bisecaret: et his chordis respondet certa diameter, et quidem alia a
prioré diversa; nempe cuivis L alia / respondet (pag. 202).

Scholion 2.

Centro et plures lineae ordinis altioris gaudent; et num linea quse-
dam centro gaudeat, modo sequente inquirítur. (Fig. 185.)

Sit linea abscissarum 213, et origó in 21, sitque J*(x) —y; feratur
linea abscissarum in rectam priori per c parallelam, et ponatur origó
abscissarum in c. Dicantur abscissas novze /, et ordinatae u ; facile patet,
darí tales constantes a, /3, ut sit » = / + « , et }> = « + /?, adeoque
P{t-+- a) = u -+- (1 (pro angulo coordinatarum eodem, qui prius erat, ab-
scissis / et ordinatis «). Si igitur c centrum fuerit, et accipiantur ab-
scissse e centro ad dextram l^vamque asquales, érit ordinata positiva
negativas sequalis; adeoque t et u sive simul positiva sive simul nega-
tiva ponantur, Eequatio ^*(/H-«) — ÍMH-/Í) = O pro quovis t manet.

Hinc autem sequitur, quod si Eequatio ista ordinis n fuerit, nec ordine
inferiore exprimi queat ide quo inferiusi: termini cuiusvis, in quo varia-
bilium /, u numerus sub formám K - 2 W Í + I venit ípro m integro et
non o), coefficiens o esse debet, siquidem linea centro gaudeat; atque
si dentur talia «, /í, ut quivis dictorum coefficientium = 0 sit, linea
centro gaudebit, secus autem illő carebit.

Nam K aut par aut impar érit. Si « par fuerit, quilibet terminorum
dictorum numerum variabilium imparem habebit. Si itaque summa ter-
minorum, in quibus numerus variabilium par est, 5 dicatur, et summa
terminorum, in quibus variabilium numerus impar est, $ dicatur; atque

=:O sit; S non mutabitur etsi pro --t-1 et *±*u simul ponatur 1—< t

26*
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e t J_-H u, at s in —s mutabitur; itaque nisi J = O sit, S-i~s et 5 — $
utrumque = o esse nequit. Si verő s = o sit, linea centro gaudet; ad-
eoque si singulis coefficientibus dictis = o positis, valores ipsorum a, /?
reperiantur, petito satisfiet. At si s non fuerit = o, centrum deerit.

Nempe tam 5 = 0 quam s^=o esse debet; hoc autem fieri nequit, nisi
singuli coefficientes dicti in í fuerint = o. Nam radices numero n asqua-
tionis S=o manifesto a t dependent; exprimantur per f(t)\ substituto
quovis _/(/} ipsi « in s, oportet s = o fieri; alioquin 5 H - J = O non esset.
Sed hoc pacto s = o omnes valores ipsius u exhiberet, quos S — s = o
prsebet, neque s = o plures radices habere potest, qnura ad summum
aequatio ordinis («—ii-ti sit; itaque aequatio dicta gradu minőre expri-
meretur (contra hypothesin).

Sí K impar sit, quilibet terminorum dictorum numero variabühim
pari gaudet; atque 5 nec pro hoc casu mutatur, etsi pro t} u positivis
negatíva accipiantur; et 5 pariter = 0 esse oportet; nam s-i-S=o—— s+S
esse aliter nequit, nisi tam S quam s = o sit; si enim tantum S—a esset,
s = — J esse nequit, nisi J = O sit; si verő tantum s = o esset, S+s
non esset ^ o , nisi et S=o sit. Reliqua modo antea dicto patent.

Ex. gr. Sit jy2—px-=o {aequatio parabolse pro parametro p)\ ponatur
t~ha pro x, et «-(-/? pro y; fiet («-4-/3)1—/(/-ha)=o=MI-t-2/i«H-/?2—pt—pa;
et si ponantur coefficientes superius dicti singuli = o , fiet 2 ^ = 0 , p = ot

adeoque /?=o, p-=o, et parabola centro caret; quia pro / = o esset
quodvis y = o.

At parabolám ordinis (2M •+- i)-ti, cuius aequatio est ^w>+' =px, fnempe
ytí=px parabola ordinis ^-ti dicitur), centro gaudere vei inde patet,
quod et abscissis manentibus, ac pro a = ,-i = o mutatis tam x quam y
e positivis in negativa, asquatio mánet. At parabola ordinis a»-tit nempe
cuius aequatio est y2n—px = ot centro carere modo antea dicto patet,
ponendo í«-h/?)*"— / (t~\-á\ = o, et singulos coefficientes d i c t o s = o p o -
nendo; nimirum non solum /í = o prodibit, sed etiam p (nempe coeffi-
ciens ipsius t) = 0 érit, adeoque manebit u2n = ot iá est K = O.
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Sckolton 3.

Linea secundi ordinis est aut parabola aut ellipsis, quo etiam cir-
culus pro eccentricitate = o pertinet, aut /typerbola, [praeter y*= cx2

y

quo sectio plánt cum cono per verticem exprimitur; si una recta fueril
sectio, pro abscissis in hac sumtis, sít c = 0; si verő duae rectse efficiant
sectionem, tum abscissae in recta angulos verticales bisecante e vertice
accipiantur utrinque; et si sectio solum punctum ad verticem fuerit,
c negativum accipi potest).

Nam lineam secundi ordinis prius diametro gaudere demonstratur;
et tum pTo abscissis in diametro acceptis, res patebit. (Fig. 186.)

Est aequatio generális lineas secundi ordinis

a/-}- (bx -+• c)y -h [dx*-h ex -4-/)jy°= o ;

ubi a non est = o, quia y habét duos valores pro abscissa per punctum
internum chordse ducta.

Dividatur sequatio per a; et pro x = 21p dicatur coefficiens poste-
rior /í, et prior a ; érit yz~h ay -+• fi ~ o ; adeoque fit

Itaque

et si £ huius meditullium sit, érit

bx
2a 2a

atque pro quovis x et chordae priori parallelae medio, illi x respondente,

idem prodit; nempe ordinata e fine ipsius x usque ad chordae meditul-

lium est = — c~ — -—- 5 quae manifesto asquatio rectas est.
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Itaque quum quarumvis trium chordarum parallelarum respectu ita
duci possit abscissarum linea, ut ehordse illse totse in eandem plagam
cadant: patet quarumvis trium chordarum parallelarum meditullia et
consequenter omnia meditullia in eadem recta esse.

Si iam abscissae in recta hac accipiantur, qusevis eequatio lineae
secundi ordinis ad formám y2= a •+- bx •+- ex* reducetur. Nam in expres-
sione prioré coefficiens primus ipsius y evanescit, quia summa radicum
binarum Bequalium sed sibi invicem oppositarum est = o (Tom. I. pag.399).

Tum verő aut c = o est, aut non: in casu primo fit/=«4.^,
aequatio paraboláé pro parametro b; mutetur nempe abscissarum / ini-
tium, ut sit x — t j - , fiet

y=a-h

Si c non = o , mutetur abscissarum t initium, ut sit
b 2C

adeoque x — t — ; fiet

t—)
2C I \ 2C

2C 4C

quod (pro A, B constantibus) sub formám _y'= A -+- Bf venit; ubi tam
A quam B simul negativa esse nequeunt, quia tum valores ipsius y
omnes imaginarii essent. Casus itaque sequentes sünt: 4* A et •—< Bt

t—t A et ^ B, »-ÍH A^ B.
Pro casu primo, dura yí=^b'At-~tBt2, ponatur

d
= — et ,1 14 D

adeoque d=2^A et D = 2 / ( — A : B) = 2 \f— (A : B)} ubi propter
A positivum et B negatívum, — [A : B) et —B positiva sünt, eritque
A->rBt id est
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aquatio ellipseos e centro pro diametro D et eius coniugata d. Ponatur
ex. gr. ipsorum D et d maius pro axe maiore, et alterum pro minőre;
si D = d, circulus est.

Casus secundus, dum _y*= >—< A *h Bf ; ponatur

T et

et érit A-\~Bt id est

sequatio hyperboke e centro pro diametro Z>=2 -\f {—A : B), et coniu-
gata eius d=2]/ — A, ubi — A pro A negativo positivum est.

Casus tertius, si tam A quam B positivum sit, sitque y1-=A-\-Bf.
In hyperbola pro abscissis x e centro in diametro D per punctum tactus
eunte coniugataque d et ordinata y erat (pag. 196)

, d2x- d1

y~D1 4 '

atque hinc, si abscissas item e centro in d, quas antea coniugata erat,
accipiantur, et D fiat coniugata ipsius d, atque ordinatas prioribus ab-
scissis parallelae sequalesque sint, adeoque x ordínatse, y abscissse vicém
subeant: erat

Sí igitur = A adeoque B=2/A ponatur, et ~-p- = B itaque

^ - , et in y2= A •+- Bf ordinata y dicatur x, atque abscissa t

dicatur y, sequatio proxima hyperbolas e centro pro abscissis in dia-

metro d tangenti parallela, et coniugata eius per punctum tactus eunte

prodibit.
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X.
Jntersectiones linearum secundi ordinis, atque inde certarum aequa-

tionum resolutio,
Si duarura linearum Z et / ordinatse fuerint K = F{x) et y =/(*) ,

pro iísdem abscissis x {in eadem abscissarum linea ex eodem puncto
incipientibus) et eodem ordinatarum angulo; atque pro quapiam abscissa
*' fiant ordinatae V ipsius L, et / ípsius / aequales : érit Y'-~ y'~o seu
F(x)—/(#') = o, et linese L et / in extremitate communi ordinatarum
Y* et y' se invicem secabunt; atque ubi se invicem secabunt L et /,
pro abscissa puncto üli respondente érit Y—y seu F(x)—f(x) = o,

Si igitur F{x)—/{*) ad formám

H h xx° = o

reduci queat, sitque íequatio resolvenda

xf* -H Ax^1 -h BxP-* H f- K= o,

(denotantibus A, B,... constantes cognitas, /n numerum integrum, a, /í,..
verő constantes indeterminatas); atque in duabus bis sequationibus coeffi-
cientes eiusdem potentíae sequentur : orientur aequationes a=A, fí=B,...
x = K; e quibus si constantes a, 6, c} . . . ad linearum L et / construc-
tionem (pro eadem abscissarum linea eodemque initio, et eodem coor-
dinatarum angulo) requisitae reperiantur, atque L et / construantur:
ubicunque secuerint hae se invicem, abscissa respondens radix jequati-
onis érit.

Vocatur autem modus iste radices aequationis reperiendi constructio
aequatíonum.

Notandum tamen est: ex eo, quod pro certo valore ipsius x sequatio
Y—jy^o fiat, intersectionem haud sequi; potest enim tam Y quam y
imaginarium esse, sectio autem reales ordinatas requirit; fierique potest,
ut sequatio nulla radice reali gaudeat.

Exempla. Pro aequatione gradus tertii: Sit paraboláé B (Fig. 187.)
ordinata u pro abscissa /, et u2=ót, adeoque t=-%-; et ordinata pro
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quovis puncto p ipsius B ad abscissam x ex eodem abscissarum initio
Sí reducta dicatur V; érit * = «, et Y—í, adeoque Y= | 2 .Sitquepa-
rabolse A pro abscissa x et initio eodem 2J ordinata y, et y'=ax;
ponaturque Y—y=ot id est f' — Vax — O; érit Í = Ű I X ; atque binc
.v — aő=o, et # = f aó2. Et hoc pacto radix cubica exhiberi poterit,
sed minimé constructione geometrica sensu stricto, quum paraboláé
quodvis punctum, sed non omnia puncta ita construi queant. Potest
b2=i poni, et quaevis quantitas Q pro a accipi, ut sit x=fQ; ex. gr.
si Q = 2 sit, érit x = ^2, adeoque # 3 = 2, et

nempe erunt duae proportionales medise x et a:2 inter 1 et 2; eritque
(per inferiora) simul x latus dupli cubi illius, cuius latus 1 est; quod
pro Apollinis ara geometrice construendum frustra postulaverat Ora-
culum pesté Athenis furente interrogatum: nempe ex Y—y = o sive
dua3 rectas, sive recta et circulus, sívé duo circuli fuerint generalitate
summa expressas, Eequatio formEe x3— Q = o haud prodibit • uti calculo
inito patet.

Pro aequatione ^JH- Ax*-i- Bx -+• C = o construenda autem mutetur
(Fig. 188.) caput abscissarum in p, et abscissae accipiantur in recta, in
qua x est: érit

si (í •+• xY=Py'; hinc verő est

b*-i- 2bx •+- x*— ap
y= -f

 =

quia b*= ap. Si verő / = 1 ponatur, et y = -, - -h -j-, fiet sequatio pa-
rabolae ad formám Y=ax + xx reducta; nempe dicatur ordinata eius Y,
et ordinata circuli radio r et centro c (Fig. 189.) scripti, pro eodem *
et eodem abscissarum principio p, dicatur y. Erit circuli ordinata

atque si ponatur
37
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210 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

Y— y=o~ ax-±-x%— c— /***—(* —
érit

(«íH-r— 2c) — *(a* 4- 2ac) + ex—

et si e2— r*4- c '= o sit, reducetur eequatio ad formám

#4-+- #í3-h y*2-h J * = o ;

e quo per x dividendo fit

x -h /Sjca-f- y * -+• S = o ;

hinc si aequatio cubica construenda fuerit

ÍC3+ ^4*'-+- ̂ x 4- C— o,

eruantur constantes requisitae ex aequationibus

(substituendo literis grsecis valores superiores); et tum r ex e*—r*-i- c2=o
prodit.

Pariter aequatio biquadratica

construetur (positis supra dictis) ex Eequatione prioré

x*-h /Ív34- yx*-h Sx-hx = 0}

si (ez— rz~+- c2) breviter y. dicatur.

Scholion. Altioris gradus sequatio Y—y = o pro duabus sectionibus
conicis haud prodit. At linese cuiusvis, cuius ordinata

y =• a4-px•+*yx*-h •••-\-x",

(literis graecis constantes denotantibus), sequatio ordinis «-ti est; atque
quodvis punctum eius construi geometrice sensu stricto potest, quum
nonnisi multiplicationis additionisque certus numerus requiratur.

Si autem linea eiusmodi constructa sit: ubicunque fuerit y = o, ab-
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scissa x radix requationis

xn •+• xxn~l H f fix •+- a = o

érit, secabiturque linea abscissarum in tot punctis, quot radices reales
aequatio habét, quarum numerus integrum n superare nequit (Tora. I.
Pag- 3971J fieri autem potest, ut omnes imaginarise sint, nec ullibi sece-
tur linea abscissarum a linea dicta. Itaque pro resolvenda quavis aequa-
tione nonnisi construenda linea eiusmodi esset; quod tamen innumera-
biles operationes propter puncta Ínnumerabilia requirit.

XI.

Quoad areas ceteraque numerum hunc concernentia instituti ratio ad
ea, quse (Tom. I. pagg. 229 tf) dicta sünt, relegare iubet.

•222.

Linearum, quarum non omnia puncta qut'dem, sed aut quodvts,
aut inter quaevis duo quotvis intermedia geometrice sensu stricto
construere licet.

Exemplo sint sequentia.

: 1. Linese cuiusvis, cuius aequatio est

a ax"-\- bxl-¥- cx'~i

quodvis punctum construi geometrice potest: certies requirens multipli-
cationem, additionein, divisionem et radicem quadraticam. Potest autem
constantium a, b, . . ., A, B, . . . qusevis 0 esse, dummodo aliquis coeffici-
ens, potentia: alicuius non o ipsius x, haud o sit. Si / sit, tum y érit
radix e membro ad dextram, et chordse per lineam abscissarum bise-
cantur. Talis est etiam Cissois Dioctis, linea ordinis tertii, cuius sequa-
tio est

27*
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Ayl— xy1— x3= o seu y2= . ,

pro quo est « = 3, m = i, et quilibet coefficientium est 0, prEeter A=A

et £•=1 atque / / = — 1.
2. Si quivis circulus fuerit, (Fig. 190.) et qusevis puncta 21, 23 fuerint,

dicaturque quodvis peripheriae punctum generaliter p, atque ducatur ex
21 ad quodvis p recta, et accipiatur in quavis recta 21p ex p utrinque
recta aequalis rectse p23, dicaturque cuiusvis rectae ex p acceptse extre-
mitas a p diversa q : complexus omnium q lineas variíe formEe producet;
qualem (Fig. 191.) pro 23 in peripheria, 21 extra peripheriam, et 213
per c centrum circuli eunte acceptís exhibet.

3. Si (Fig. 192.) peripheria A volvatur extus per peripheriam B, ita
ut arcus bt ipsius A sít sequalis arcúi ab ipsius B; aut intus volvatur
circulus C, ut arcus bt' sit sequalis arcúi ab : via puncti a ipsius A, epi-
cyclois in casu primo, in postremo hypocyclois dicta, (si motus conti-
nuetur donec libuerit), talis érit, ut punctum quodvis eius construi geo-
metrice possit, si radius circuli A vei C sit r, et radius R circuli B sit
nr pro n integro. Nam si radiis R et r describantur circuli concentrici
(Fig. 193.), pro quovis arcú ab reperitur bb et bb', si e puncto a' arcus
a'b' w-ies accipiatur.

Si motus extus fiat et « = 1 sit, tum linea redibit in a; et pro » =
alii numero, ex. gr. 5, totidem arcus describentur aequales in peripheria
B terminati.

Si motus intus fiat et r = -^r> érit via diameter deorsum pro prima
circumvolutione, tum eadem sursum érit, et idem semper repetetur.
Nam (Fig. 192*.} sit bb'=ba, érit b' in diametro aP; nam anguli b& (tan-
quam anguli ad peripheriam in circulo minőre) quantitas est dimidium
arcus bb'i et simul (ut anguli ad centrum in B) est arcus ba, qui item
est = bö' arcúi duplo quoad gradus, quum radius bís minor sit.

4. Si via puncti p, in peripheria centri c ex a incipiendo semper
porro moti, u dicatur, sitque certa recta «, ac cuiusvis u fine q dicto,
in quavis recta ipsi « per q parallela, accipiatur y ex q incipiendo, ita
ut quEevis duo y in plaga eadem ex. gr. superius terminentur; aut in



SECTIO TERTIA. 213

quavis recta e centro c per q ducta accipiatur y' vei y" ex c incipiendo;
atque sit y=/(u), et y'—F(u), ex. gr. sit y = au, et y'=a:u vei au ;
aut y = / í M y . . . irt rectam denotante): extremitatum omnium y} uti
extremitatum omnium / , sive omnium y", complexus linea certa érit.

Pro singulis, si unitas arcú peripheriae dictae exhibeatur (ponaturve),
extremitas cuiusvis ordinatae y vei y aut y" geometrice exhiberi pro
quovis u= poterit, si m, n integros denotent; nempe m

n ~ m ~ ,
et arcus = i per 2W dividi geometrice, atque partes eiusmodi numero m
accipi possunt, et pro y et y rectas a potest —t--tum accipi, ita pro y"
quoque potest a ad m elevari, et inde radix 2*-ti gradus geometrice ex-
hiberi. Sed si u nequeat per fractionem numeratoris integri, nec per de-
nominatorem arcus geometrice dividi queat, (si ex. gr. u — y-)t nullum
ipsorum y, y\ y" exhiberi geometrice poterit; nempe pro y et y nullo
modo constabit, quodnam u sit = y , pro y" autem radix 7 gradus ex
a geometrice extrahenda esset. Si verő recta ponatur pro unitate, y" non-
nisi pro « = 0 et a°=i geometrice exhibebitur, nullum aliud u enim
per rectam, tanto minus firactione formae dictse, exprimi poterit.

Plura quoque huius generis Tyrones ipsi cogitare possunt.

•223.

De lineis ordinis cuiusvis in genere quaedam scitu magis neces-
saria (pag. 149).

r. Si abscissarum initium in eadem abscissarum linea mutetur ex 21
in a vei in a' (Fig. 194.), et abscissse dicantur x pro 21, et t pro a, atque
/' pro a'; sitque y = / ( * ) : érit x=t-ha= t'—a ; consequenter y=f{t-\-a]
=/\/—a) érit asquatio lineae pro abscissis novis, nempe prior pro /,
posterior pro /'.

2. Si linea abscissarum mutetur in 2H3' priori 2J23 parallelam, (Fig.
195.) et 21' fiat novarum abscissarum origó, nempe ubi nova abscissa-
rum linea per rectam ex 21 prioré abscissarum origine ductam ad ordi-
natas priores parallelam secatur: érit (manente angulo coordinatarum)
ordinata nova Y^y + fr itaque Y=f{x) -¥• (1; si 2\"& supra 2W dúca-
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tur, fi negatívum érit; aut si positive sumatur, subtrahendum ex/(*)
érit; itaque in casu isto érit y = Y— fi, in altero autem y = K-t- fi.

3. Si verő, manente angulo coordinatarum, tam origó abscissarum
mutetur in 2U3, quam linea abscissarum mutetur in 2í'íV, ut fiat ex. gr.
t-Jr-a ex x> Y-\-fi ex y : fiet pro novis abscissis / in 2í'B' e novo ab-
scissarum initio et novis ordinatis K aequatio Y~hfi=/{t-h a), substi-
tuendo nempe Y~h fi ipsi y, et t-h a ipsi x. Si Y— fi ex y, aut t'—a
ex x factum fuerit, id substituendum esse patet. Neque verő hac mu-
tatione sequationis ordo mutatur, quum cuivis x, etsi pluries ut factor
occurrat, £ pláne toties substituatur ; idemque de y patet. In genere si
aequatio linese sit F{x, y)^=o pro coordinatis x, y : érit lineae eiusdem
pro eodem coordinatarum angulo, sed abscissis t et ordinatis w, sequatío
F{a{t\ i(«)) = o, si x = a[t) et y=.b\u).

4. Si angulus coordinatarum mutetur, sive obliquus q in rectum sive
rectus in obliquum q, prodibit aequatio lineae modo sequente.

Sit prius q in rectum mutandus: fiat (Fig. 196.) ex 21 origine ab-
scissarum ad ordinatas perpendicularis, sitque abscissa nova z} et ordi-
nata eius sit «, nempe ordinata y abscissae prioris x usquequo novam
abscissarum lineam secat. Erit

x : z = 1: sin. q et k:z=i: tang. q ;
atque hinc

x = —: et k = ;
sin. q tang.y ' . .

ac

quibus valoribus in asquatione lineas ipsis x et y substitutis, prodibit
«quatio lineae eiusdem quaesita; nec ordo linese ob rationem antea
dictam mutabitur.

Rectangularium coordinatarum x, y angulus rectus in obliquum q
pariter mutabitur modo sequente : sit (Fig. 197.) abscissa t priori parallela
et ordinata u; érit

y -H h : u = sin. q ; 1 et u : k =- : cos. q ;
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y = u sin. q — b et k = u cos.
hinc

cstque t — x — a^rk, adeoque
x-=t-\-a — k\

quibus valoríbus substitutis in asquatione lineae pro coordinatis x, yt pro-
dibit Eequatio qusesita pariter ordinis eiusdem.

5. Si abscissis x (Fig. 198.) in 213 ex 2J acceptis respondeant ordi-
natse perpendiculares y, atque origó abscissarum in "2X ponatur, et ab-
scissae t in 2í'K accipientur (rectam 2T23' lineae abscissarum priori pa-
rallelam ad angulum q secantej: Eequatio lineEe pro abscissis t et ordi-
natis u reperitur modo sequente. Sit ex ~2X ad lineam abscissarum pri-
oréra perpendicularis ö, atque ex í?' fiant perpendiculares S'Xi et 3'K
ad u et 2í'K.

Erit propter triangula rectangula verticalia angulus ad 2TI angulo q
ad 21' aequalis; et 21'»'= x-ha, k^=7XB'.

Estque
x-i-a:t-hk=-i: cos. q,

et hinc

est porro

unde

est etiam

et hinc

porro

unde

atque hinc

et

et hinc

et

x~\~a:l= i :sin. q,

S'K = /=(x + a)sin.q ;

(y -+• b): k = i : sin. q,

XI&— k = [y •+• b) -sin. q ;

(y -+- i ) : (M — /) = I : COS. q}

TXiXi — u — / = [ y •+• b) cos. q;

^ = 2Í 'K — >& = (* -+• a) cos . y — f y •+• i ) sin. 5

isin. Ű1 -h(y-hi)cos.

/H-A
cos.<7

cos. q
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Unde valores in aquatione ipsis x et y substituendi sic reperiuntur:
Si brevitatis caussa sin. q dicatur q\ et cos. q dicatur q", érit

t-h(v+b)<?' _ u — {y-\-b)q\
x + a = y ~ tf '

et hinc
q (y •+• *) ? ' 2 = « ? " - ( j -•- *) 9";

atque hinc

et {quia omnia pro radio 1 computata sünt, adeoque q'-y-q"=i), érit
= "̂w — ^ 7 ; consequenter

y
Eodem modo prodit

x=-q'u-\~q"t — a ;
quibus valoribus in squatione Hneae ipsis x et y substitutis, prodit
sequatio linese quaesita.

Quod verő omnibus his substitutionibus ordo lineae maneat, sic pa-
tet: si pro coordinatis x et y linea w-ti ordinis fuerit, numerus variabi-
lium x, y tanquam factorum in aliquo termino pláne n est, et in nullo
ipsum « superat. Consideretur terminus quivis, in quo x ut factor m-ies,
y verő {«— »)-ies occurrit; substituantur valores növi ipsis x et y ;
neglectis factoribus constantibus, quse ad lineee ordinem nihil conferunt,
mutabitur terminus in [(«+/)—a]m[(u — t) — ö]n~m, ubi item quoad or-
dinem linese nonnisi variabiles respiciendo, [{u-1rt)m-\~{u-\-t)m~I-\—-]
per [{u~t)n~m-\-{u — t)n~m~'-\ ] multiplicatum considerandum venit.

In binomio ad /u elevato summa exponentium in quovis termino idem
jU est; si igitur terminus quicunque ipsius (« + /)* per terminum quem-
cunque ipsius (w — t)n~m multiplicetur, summa literarum variabilium (ut
factorum) in facto érit w H-« — m = n; in facto autem e quolibet ter-
mino item ipsius {u + t)m per quemlibet terminum ipsius (u — t)n~m~\
numerus variabilium érit » Í H - « — m — 1 = « — 1; et patet in nullo facto,
nisi quod ex («•+- t)m (« — t)n~m oritur, numerum variabilium ad n ex-
surgere; quodvis enim ex (u + t)m-m' per (u — t)n~m-n> multiplicato ori-
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tur, (denotantibus m\ «' integros positivos, et m'<m, n'<n — m); fiet
igitur summa literarum variabilium

tn — m '•+• n — m — «'— « — m'— « '= « — {tn'-hn')

quod < « est; est nempe WI 'H-« '<M, quia n=n—m-hmf et « ' < « — /«
atque m'<.m.

Consequenter utcunque mutetur abscissarum linea et origó abscis-
sarum angulusque ordinatarum, ordo lineae manet.

Notandum autem per multiplicationem terminorum dictorum omnium
prodire omnes terminos, tam qui nonnisi aliquam variabilium t et u con-
tinent, quam qui quocunque numero ;/ ipsum « haud superante continet
quamvis aliquam ipsarum t et u, et alteram v'-íes continet (pro v -+-v
haud > « ) ; nempe ut (Tom. I. pag. 562) dictum est, omnes uniones,
bmiones & prodire ex / et u, usque ad «iones linclusive) admissa repe-
titione literae eiusdem, haud numeraía diversa earundem literarum
pertnutatione. Facile hoc patet, quum ex {t-\-u)r prodeat omnis possi-
bilis y-io, uti ex (/—uf omnis possibilis y'-io, adeoque ex {t-\~uf{t—uY
omnis possibilis (v -h y')-io.

6. Linea ordinis «-ti a nulla recta in pluribus quam n punctis
secari potest.

Nam etsi recta quaevis pro Hnea abscissarum accipiatur, gradus íequa-
tionis haud augetur. Erit autem ubicunque secuerit linea rectam ab-
scissarum t, ordinata w = o ; adeoque pro w = o omnes terminí aequati-
onis ipsam u ut factorem continentes disparent, et pars reliqua Eequati-
onis, quae nonnisi variabilem t nec eam ad ipso n altiorem gradum ele-
vatam continet, érit = o pro u = o; quamobrem plures quam numero
« valores illi ipsius /, pro quibus « = o, darí nequeunt.

7. Linea «-ti ordinis per - ^ 1 puncta determtnatur,
et quidem ita, ut quanquam non ad quamvis tot puncta requirantur, per
tot puncta nulla linea ordinis «-ti aha duci possit; et per quaevis data
(»-J-J)(«-H2) —r p U n c t a linea aliqua ordinis «-ti duci possit, dummodo
eorum plura quam « puncta in recta haud sint, quia Hnea ordinis «-ti
in pluribus quam « punctis rectam non secat.

BOLYAI, Tentamen. II 2 "
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In sequatione generáli linese ordinis «-ti sünt (pag. 149) termini numero
j l ^ qU O r u m primus constans sine ulla variabili est.

Sint (Fig. 199.) puncta data 21, 23, £, . . .; ducatur linea abscissarum
queecunque Kfj, et sit * origó abscissarum, demittantur ex 2í, 23, C , . . .
perpendiculares A, B, C, . . . tanquam ordinatae respondentes abscissis
a, b,c, . . .', substituatur prius in asquatione generáli ubicunque a ab-
scissse t et A ordinatee u, dein in eadem prioré sequatione generáli
substituatur ubique b abscissse t et B ordinatse u, tum substituatur item
in asquatione generáli c abscissge t et C ordinatse u, et ita porro; donec
tot aequationes gradus primi prodeant, quot puncta data et quot con-
stantes quaerendse sünt; itaque constantes ex iís determinantur; et linea
pro constantibus repertis in sequationem positis, érit gradus «-ti per data
puncta transiens,

Potest etiam constans variabili destituta = 1 poni, et reliquse con-
stantes quoad eam exprimi.

Neque autem ulla alia linea «-ti ordinis per eadem puncta transit.
Nam si alia linea L esset per eadem puncta transiens: reducta ad lineam
abscissarum priorem et idem abscissarum initium, quod prius erat, modo
dicto sequatio generális easdem Eequationes pro constantibus reperiendis,
easdemque constantes, adeoque eandem lineae L aequationem prasbebit.

8. Si lineae «-ti ordinis sequatio sit Ir(x,y) = o pro abscissa x et ordi-
nata y, atque pro iisdem abscissis et ordinata u sit lineas m-ti ordinis
aequatio/(*, a) = o: pro omni casu, ubi lineas hae se invicem secant,
u=y esse oportet; adeoque pro illő x debet F(xyy) = 0—/(x,u) esse.

Probari autem potest, eliminato y sequationem nonnisi ad gradum
»2« assurgere; adeoque haud dari posse plures eiusmodi valores ipsius x,
pro quibus u~y fiat, adeoque linese dictas se invicem secent; quanquam
non dicatur in tot punctis secare posse. Sed instituti ratio transire ad
numerum '3 iubet.
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SECTIO IV.

REDITUS E PLANO IN ABYSSUM SPATII.

Ambitus constructionis geometricae senstt lato; numero rectarum
operationumque trium primitivarum finito, nempe praeter duas, quse in
constructione geometrica sensu stricto adhibebantur, etiam tertia admit-
titur, exclusa tamen hic quoque operationum coniuuctione.

Ordo (in calce) prsescriptus plura satís deciarat, et primaria quoque
(pagg. 38 y) dicta repetere supervacuum est: ex. gr. quod recta cum
piano aut ptinctum, aut totam se, aut nihil commune habeat; planum
cum piano aut rectam, aut nihil commune habeat; porro quod recta per
planum, pariter planum per planum in alteram plagam transeat; 1$.
Nempe

•3. KEDITUS E PLANO IN ABYSSUM SFATII.

•31. Numero rectarum operationumque trium primitivarum finito (constructio
geometrica seDsu lato) : nimirum duabus accedit tertia, nempe motus circa
axem.

•~\n. Motus circa axem linearum planorumque, absque figurarum respectu.
•31 ír. Linearum motus circa axem, figurás haud efficientium.

•31 III- Rectilineorum figurás haud constituentium motus circa axem.
•31(111. Unus motus circa axem.

Complexus diiarum rectarum se mutuo in piano Psecantium motus circa
unam earundem : parit, si angulus rectus fuerit, planum, sucus autem conos
verticales.

28*
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•31III12.

Plana parallelét, describuntur (pag. 43).

'311112.

Recta e puncto extra planum P, ad duas rectas in P sitas perpen-
dicularis, est ad planum P perpendicularis (pag. 39); patetque planum
per « descriptum (in 311112) et planum per /í descriptum punctum p
commune babere, et se invicem in recta secare ; darique igitur e quovis
plani P puncto p perpendicularem ad P; esseque unicam ex p ad P

(pag- 39)-
Patet etiam quamvis rectam, quae ad planorum parallelontm P

et Q (in 3111112) aliquod perpendicularis est, esse ad alterum eorun-
dem quoque perpendicularem ; atque quasvis duas eiusmodi rectas esse
aequales et parallelas ; et hinc etiam quasvis duas rectas eidem ter-
tiae parallelas inter se quoque parallelas esse.

1. Nempe quoad primum (Fig. 200.): si bb'— cc', érit bcc'b' rectangulum,
atque Ín motu circa be deseribent b' et c' circulos radiis asqualibus bb'
et cc' (in planis P et Q); atque tangentes circulorum horum in plana
P et Q cadent, et recta b'c' ad tangentem in b' circuli radio bb' in P
seripti, et pariter ad tangentem in c' radio cc' in Q seripti perpendicu-
laris est: nam bcc'b' sive antrorsum sive retrorsum moveatur circa be,
generationes asquales sünt (Tom. I. pag. 12); est igitur b'c' tam in P
quara in Q ad duas rectas perpendicularis, consequenter tam ad .Pquam
ad Q perpendicularis.

•3111113. E punctis 6, c, . . . rectas^ in piano aliquo sint peipendiculares B, C,.-.,
moveaturque schema circa A j viae rectarum B, C, . . . erunt plana pa-
rallela P, Q, . . .

•311112. Plures motus circa axem: sint in piano P ad rectas A, B, se mutuo in
p secantes, reetse a, {i, ex p perpendiculares ; vertaturque a circa A, et (9
circa B; via prioris secare viam posterioris debet, atque ibidem est per-
pendicularis ad P.
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Potest vero qua?vis recta ad planum P vei Q perpendicularis per
bc aut b'c' reprajsentari: nam quodvis punctum alterutrius (ex. gr. plani P)
aliquod punctum rectíe bb' est, itaque per b' reprsesentari potest; ex b'
autem ad P nonnisi unica perpendicularis a d P d a t u r ; eratque hsec b'c',
atque eadem ad planum Q perpendicularis est.

2. Quoad secundum. Si duae eiusmodi rect* b'c' et b"c" in planis pa-
rallelis P et Q terminatse ad utrumque perpendiculares fuerint: érit
(pro b' et b" in P, et c' et c" in Q sitis) tam recta b'c* quam b"c" per-
pendicularis tam ad rectam bb" quam ad rectam c'c"; consequenter quad-
rilaterum rectilineum b'b"c"c' érit rectangulum, adeoque b'c'|| et ^b"c".

3. Unde etiam sequitur, quod si iFig. 201.) rectíe E, F eidem rectae
A parallelae fuerint, inter se quoque parallelas erunt. Nam sint e punctis
b, C ipsius A ad rectas E, F perpendiculares bb', cc' et bb", cc"; érit
b'c'— bc = b"c"; moveatur circa A schema ut prius : manifesto erunt rectae
b'c\ b'c" ad plana parallela per rectas bb', cc' descripta perpendiculares;
adeoque (per prascedentiai erunt E et F parallelse.

Atque hinc etiam patet e quovis puncto p extra planum P sito dari
rectam ad P perpendicularem. Nam sít iFig. 202.) e quovis puncto a
plani P recta a ad P perpendicularis, sitque pf ad a e puncto f ipsius
a perpendicularis, atque in piano alp, quod propter punctum a commune
secat planum P in recta ab, accipiatur in hac sectione utriusque plani
recta ab = fp; et concipiatur moveri pfab circa af: fient duo plana pa-
rallela, et recta pb perpendicularis ad P.

•31121.

De angulo duorum planorum quoque dictum (pag. 40) est: unde
etíam ibidem patet dari e quavis recta imo e quovis puncto plani P pla-
num perpendiculare ad P.

•3112. Motus planorum circa axem.
•31121. Motus unus: planum, circa rectam quamvis in eo sitam motum produ-

cit angulum duorum planorum.
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Sed demonstrantur ibidem sequentia: Quodvis planum Q, in quod
recta perpendicularis ad planum P cadit, est perpendiculare ad P;
et si sectio planornm P et Q sit ab, perpendicularis ad P e quolibet
puncto rectae ab in Q cadit; item quaevis perpendicularis ad ab in
Q cadens est perpendicularis ad planum P (pagg. 40 &).

Si verő praeter planum Q etiam planum q sit perpendiculare ad
P, atque Q et q secent se invicem, sectio planorum Q et q érit recta
ad planum P perpendicularis (pag. 42).

Quod anguli planorum se invicem secantium verticales aequales
sint y , vide (pagg. 40 &?).

'311221.

Sit (Fig. 203.) c punctum commune, concipiaturque facies piani abebe
superior álba, inferior nigra; moveaturque prius planum bcbe circa be,
ita ut facies álba ipsius ebbe faciei albae ipsius acb obvertatur, et tmn
moveatur planum ebe circa eb, ita ut si prius álba facies albse obverte-
batur, et nunc álba ipsius ebe facies albae ipsius c^b faciei obvertatur:
si per planum altéra vice motum secetur abc (cadente ex. gr. ce in Cd),
orietur angulus solidus rectilineus per tria latéra nempe sectores acb,
ebb, ebe ad apicem communem clausus, quorum summa manifesto est
minor quatuor rectis.

Patet etiam cfe circa cf moveri, motumque quoties libuerit conti-
nuari posse : ut angulus solidus numero laterum quolibet claudatur. Po-
terit conditio esse, ut facies nigra nigrae obviam semper eat, aut haec
conditio tolli.

•31122. Plures motus piani circa axem.
•311221. Cuiusvis motus axi punctum idem p commune : nempe intelligantur omnia

in eadem spatii e piano P plaga (ex. gr. superiore), sitque motus piani cu-
iusvis angulus < zR, denotante R rectum ; moveaturque sub hac condi-
tione planum P circa rectam ipa in eo sitam ; atque e quovis loco, unde
libuerit, moveatur item circa aliquam rectam ipsiusdem per p euntem, con-
tinuando donec libuerit; orietur angulus solidus rectilineus. Poterit ea quo-
que determinatio accedere, ut P semper versus faciem illám moveatur, quae
inferior erat.
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Notandum autem est numerum laterum anguli solidi rectilinei
ad apicem communem clausi minimum esse zres, et latéra talia esse,
ut summa quorumvis binorum (ut in trianguloi maior tertio sit.
Nam si (Fig. 204.1 arcus ba~ba' et fca'=be: moveatur abc circa be,
donec Ca in ca! cadat, et moveatur Öce circa eb, donec ez in ca' cadat;
atque tum moveatur retrorsum abc circa eb, et bee circa eb; deseribent
puncta a et e circulos in superficie sphaerse; sit ením a2í J_cb, et mani-
festo deseribet in motu dicto 2Ia planum et a circulum, qui omnino in
superficie sphserse érit, manente nempe centro c et radio ca. Duo hi circuli
autem si praeter punctum a adhuc aliquid commune haberent supra planum
cbbt fieret id etiam inferius; adeoque duo circuli se invicem in pluribus
quam duobus punctis secarent. Hoc autem fieri nequit, etsi circuli non
in idem planum cadant: sint enim puncta p, a, q círculo utrique C et c
communia; ea non in recta sünt, adeoque planum idem circuli utriusque
determinant; ibi verő duo circuli tria puncta communia habere nequeunt.

Atque manifesto si summa arcuum ab et be sit arcú bb mínor, ex. gr.
sit arcus ab = ba' et arcus be = be', et sint ex e ad ci>} et ex a ad eb
perpendiculares e<£ et á2L- circuli centrorum Ti et (£ radiis 2la et €e

secare se invicem prorsus nequeunt. Nam si circuli priores se invicem

nonnisi in a' secabant, circulus centri <E radii e£ nihil cum circulo centri

21 radii 2la' commune habebit; namque circulus in superficie sphseras

circa centrum b per punctum e seriptus, totus intra circulum centri eius-

dem per punctum a' seriptum inanet.

Quod nempe via talis in superficie sphserse circulus sit, patet e prius

dictis, ubi a21 perpendicularis ad eb mota planum, et a circulum piano

sphseríeque communem generat.

Sünt igitur in angulo solido rectilineo trilatero quasvis bina latéra

simul sumta tertio maiora. Atque hinc patet etiam, quodvis triangulum

sphaericum, nempe figurám in superficie sphaerse e tribus arcubus cir-

culi maximi compositam, tahin esse, ut summa quorumvis binorum
laterum tertio maior sit: secus enim anguli solidi dicti bina qusedam

latéra tertio maiora non essent. Unde et via minima inter duo puncta

superficiei sphaericae in circulo maximo est.
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Est quoque angulus solidus rectilineus dictus per tria latéra forma
absolute determinata, uti triangulum rectilineum per tria latéra; et idem
de triangulo sphaerico patet. Nam si (Fig. 205.) c in centrum sphaeras
ponatur, et c in c manente, e in a cadat, trianguli apex b cadet aut su-
pra aut infra planum acb, neque verő ullum aliud tale punctum b' in
eadem plaga (ex. gr. supra planum} datur; quia tum duo circuli extremi-
tate b perpendicularium ex ö ad ac et be missaruin, circa has motarum,
descripti se invicem supra planum in duobus, adeoque et infra illud in
duobus secarent.

Manifesto quoque forma determinata generatur, etiamsi novus angu-
lus solidus rectilineus trium laterum, ad eundem apicem, priori ita iun-
gatur, ut nonnisi unum latus (nempe unus sector) utrique communesit;
idemque compositione plurium eiusmodi angulorum continuari posse pa-
tet, eodemque ordine íuxta se invicem positis eiusmodi angulis, formám
determinatam, eidem semper aequalem, generari.

•31122211.

Planum JR, plana parallela P, Q secans, alternos angulos et exter-
ttutn interno oppositurn aequales, atque summám duorum internorum
duobus rectis aequalem facit iFig. 206.).

Fiat enim e puncto quopiam p plani P perpendicularis pp' ad pla-
num R, perpendicularis pq ad planum Q, atque ponatur per pqp' pla-

•311222. Plures motus circa axem, absque puncto axium communi;
•3112221. Nonnisi planorum.

•31122211. Moto planorum (in -3111112) parallelorum P, Qt uno circa quamvis rectam
Ín eo sitam, donec ad alterum perveniat: novo hoc plani loco R dicto,
anguli ab R cum P et Q facti alterni comparantur.

•31122212. Moto R circa rectam quamvis « per P et Q euntem: novo plani loco
S dicto, quKruntur sectiones cum P et Q forma: ex R et S constantis.

•31122213. Moto S quoque circa quamvis rectam /9 per P et Q euntem: novo plani
loco T dicto, qujeruntur sectiones cum P et Q formás ex J?} S, T compo-
positae; tam pro casu sí a || /9, quam si non.

•3:12222. Planorum cum rectis.
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num A ; érit A tam ad P quam ad Q imo et ad R perpendiculare;
nam pq est tain ad P quam ad Q perpendicularis, adeoque planum per
pq positum est perpendiculare ad P et Q ípag. 2221, ita planum per pp'
positum est perpendiculare ad R.

Sint porro sectiones plani A cum planis P, Q, R rectae pi', qr/, ip'r;
erunt anguli i'pq et r'qp recti, atque parallelse pi', qr' iin quibus secat
planum A plana parallela Pt Q\ cum recta per p' planis A et R com-
muni in eodem piano A suat. Est autem summa internorum, quos rectse'
p'i et pt' ad pp' faciunt, ita summa internorum, quos rectae p'r et qr
ad rectam p'q faciunt, duobus rectis minor. Consequenter pt' et qr1

per ir secantur; fiat hoc in i" et r". Unde assertum patet, quum angu-
lorum, qui planorum parallelorum P et Q per tertium facta sectione
generantur, quantitates esedem sint, quEe rectarum pt' qr' parallelarum
per tertiam sectarum. Idem verő eodem modo patet, si p' supra vei infra
plana P et Q cadat.

•31122212.

Sectiones planorum R et S cum planis parallelis P et Q non solum
sibi invicem parallelae sünt, sed etiam angulos aequales faciunt.
(Fig. 207.1. Sint enim planorum R et 5 cum P sectiones ab, ac adeoque
sit A bac, et cum piano 0 sectiones 2123, 2lt£ adeoque sit A 2ÍÍ3*£;
fiantque ab, ac, 213, 2l£ sequales; erunt ab || 213, ac \\ 2l<£, atque 2íab3
et 2íacC parallelogramma (pag. 681; itaque c£ et b3 , eidem a2í parallelt
et aequales, erunt inter se quoque parallelse et sequales.'Consequenter
c b 3 £ érit parallelogrammán ipag. 68); adeoque cb = &&; et per con-
sequens Acab = A O 3 íper tria laterai; itaque et /\cab —/\€ZlBt et
anguíi ad basim eb angulis ad basim £ 3 sequales sünt.

Atque hoc continuari posse patet, si ut in numero

'31122213

etiam planum T, imo plura quotvis accedant. Si verő ibidem a\\(i fuerit,
sectío in P sectioni in Q aequalis érit; nempe non solum anguli sibi invicem

2Q
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respondentes «quales, (quod etiamsi « non || (1, semper est/, sed et latéra
sibi invicem respondentia sequalia erunt: considerentur enimvero diias
«nusmodi parallelse uti « et ,•} sünt; sit a extremitas in P cadens ipsius
«, et extremitas in O sit a', extremitas in P ipsius fi sit b, et b' in Q;
erit recta ab in piano P recta; ű'b' in 0 parallela; quia in planum pa-
rallelarum a et tf cadunt, et sectiones per hoc factae planorum paralle-
loruin P et 0 sünt; itaque latéra sibi invicem respondentia quoque
nempe latéra opposita parallelogrammi sünt sequalia.

•3 ii 22221.

Cum plnnis parallelis P, O non solum planum tertium secans,
sed et recta cum alterutro ipsontm P, 0 aliquid commune habens, in
neutrum incidens, angulos alternos aequales, panterque externum
interno opposito aequalem, et summám duorum internorum duobus
rectis aequalem facit.

Si enim (Fig. 208.1 ex puncto p ipsius P ad quodvis punctum q vei
q' recta concipiatur, íiant e punctis p, q (vei q') perpendiculares
(vei q'(Q) ad O; erunt híe etiam ad P perpendiculares, atque
rectangulum erit; unde propter summám duorum internorum, (quos ad
p p faciunt p Q et pq, vei p(Q et q'p productai, duobus rectis minorem,
secabitur recta pCQ, adeoque planum 0; transibitque recta pq ivei pq']
per utraque plana parallela P et O.

Fiant hi transitus in p et f (Fig. 209.], fiatque e puncto & rectae fj5
perpendicularis be ad Q; erit hsec perpendicularis ad planum P quoque,
necnon ad sectiones ip, ef planorum parallelorum P, O per planum be?
factas ; suntque ip, ef parallela; per öf sectse, atque anguli ipb, efí) pláne
anguli rectae &f, quos cum planis P et 0 efficit.

Sckolion 1. Sünt autem etiam anguli, quos rectae parallelae dC, bf
per planum P sectae (in a, b) cum piano eodem faciunt^ aequales.

•31122221. Rectas, quae e quovis plani P puncto est ad quodvis punctum plani Q ad
P paralleli, anguli alterni y , quos cum P et Q facit, comparantur.
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Sínt enim (Fig. 210.) rectas parallelse ac et bf in piano tabuid, quod
dicatur 0 : érit recta ab planis P et O communis, utcunque vertatur P
circa ab. Erigantur ex a, b perpendiculares ac', bf' ad ab in O, et ex
iisdem punctis a, b ad eandem rectam ab perpendiculares aa', bb' in /*
et perpendiculares aa", bb" ad P. Angulus rectíe ac cum piano P est
is, quem ac cum sectione plani illius / facit, in quod ac et perpendicu-
laris ex c ad planum P cadunt; atque hoc planum idem cum eo est,
in quod ac cum perpendiculari ex a ad planum P erecta cadit; nam
dua; hae perpendiculares ad idem planum P, sünt parallelae, in quarum
alteram cadit a, et c in alteram.

Si 0 circa ab moveatur, donec /\c'aa' (consequenter etiam Fbb'l
rectus sit, ac' cum aa'\ et bf cum bb" coincidet; secat autem planum
per aa" et ac, cum piano P punctum a commune habens, ipsum P in
recta quapiam aa"' per a eunte; atque angulus, quem recta ista ad ver-
ticem a cum recta ac facit, est quantitas anguli rectae ac cum piano P.

Evidens autem est, totum schema in se moveri posse, recta ab in se,
P in se, Q in se manentibus, donec a in b veniat; atque tmn ac' in
bt', ac in bf venire ; et propter generationes iequales angulum rectx bf
cum piano P ítqualem priori produci.

Scholion 2. Manifesto quoque aa'" cum ab in piano P anguluni «
illi sequalem facit, quem bb'" cum recta ab ultra b contimiata facit: con-
sequenter aa'" || bb'"; nempe rectae ex a, b, in qutbus parallelae ac, bf
planum P secnnt, ad puncta, in qttae perpendiculares ad P ex c et T
cadunt, ductae sünt parallelae.

Scholion 3. Si iFig. 211.1 in piano 0 sit t\V> \\ 2l'#' et 2IC || 2i'C,
atque supra O sínt talia puticta a et a\ ut 21a cum 311* ita 2í'a" cum
2l'í3' faciant angulum v, et 1\a cum 3l£ ita 3('a' cum 3I'<T faciant
angulum q Iquovis seorsim intellectoi: érit tttm 31a ipsi 21'a' paralle/tt.

Nam orientur hoc pacto anguli solidi ad apices 31 et 31' triangulares,
qui 31' in 31, et 31'C in 3l£ atque 3I'ZV in 311* cailentibus super O con-
gruunt, angulo C'21'a' in £3la, et angulo iV3l'a' in **3la cadentibus. De-
missis igitur ex a et a' ad planum fj, in quod bases 3U*£, 2 I W an-
gulontm cadunt, perpendicularibus aK, a'K': manifesto eriint iinjculi O K



228 ELEMENTA GEOMETRIÁÉ.

et £'2l'K', atque d2íK et a'2l'K' asquales ; adeoque propter 21X1| 2l'£'

érit quoque 2HÍ || 2J'K'.
Plana 2laK et 2I'a'K' (perpendiculares ad planum 0 complectentía)

autem sünt ad O perpendicularia, et praeterea de parallelis 2HÍ, 2í'K'
erecta; adeoque parallela sünt, secanturque per plana O (nempe K2I2Í'K'I

et a2!2l' se invicem in 2I2Í secantia : et erunt sectiones angulares a^qua-
les, nempe sectio per planum a2l2l' in piano a'2l'K' facta cum 2l'K' an-
gulum ipsi d2íK sequalem efficit, sectio autem alia praster 2l'a' esse ne-
quit. Consequenter 2Ia et 2l'a' in idem planum cadunt, suntque sectiones
eiusdem cum duobus planis parallelis, adeoque parallelje.

Scholion 4. (Fig. 212.). Si plana parallela P et 0 per rectas páral-
lelas pq, p'q' secentur, et p, p' in P atque q, q' in O fuerint: érit
pq = p'q\ Nam ex p, p'fiant pb, p'b'perpendiculares ad Q, orientur misi
pq adeoque p'q' perpendiculares sinti triangula pqb et p'q'b' aequalia;
quia pb = p'b', anguli pqb, p'q'b' sünt rectarum pq, p'q'anguli cum piano
Q, adeoque sequales, atque et rectus sequalis recto. Manifesto etiam fit
pqq'p' parallelogrammum, quum pq || et =p'q ' .

Scholion 5. Si plana parallela P et 0 per planum R secentur, et
sectio planorum P et R sit recta pi, planorum O et R autem sectio
sit qr: quodcunque planum p ponatur per p ad 0 parallelé, sectio
planorum p et R eadem cum pi érit. Nam per p nonnisi unum planum
ad Q parallelum datur; sed inde quoque patet, quod si sectio pf plano-
rum p et R diversa a pi esset, in piano R per punctum p ad rectam
qr duae diversae parallelae darentur.

•31122222.

Hoc numero in calce expositse constructionis resultatum, ibidem
przsma rectilineum dicitur; quod si pro 2123C . . . nonnisi 2I23C fueril,

•31122222. Si in piano P fuerit figura rectilinea 2ÍBC . . ., et quodvis punctum a
íuerit supra planum (omnibus supra planum acceptis) ; veitatur P circa 21B
donec recta. Ma incidat, fiatque 33b || et = Ha, et tum vertatur planum item
prius P circa 3 Í donec recta 33b incidat, fiatque <£c || et — 336: atque hoc
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trtangulare, si 2 I 3 O parallelogrammum sit, parallelepipedum tf audit.
Dicitur verő prisma rectum, si Ha ad basim 213C . . . perpendicularis
sit, secus obliquum audit.

Scholion. Datur autem ipag. 17 y i conceptus prismatis generalior; et
si ex omnibus punctis cuiusvis continuae portionis plani rectee concipi-
antur (in eadem plaga) eidem cuipiam rectas parallelt et íequales: com-
plexus omnium illarum rectarum prisma est. Interim hic de prismate
tali, quod geometrice isensu latoi construi potest et sub numerum
•31122222 cadit, prius sermo est, inferius sub numero "3121 cylinder
pariter (sensu lato) geometrice constructum prisma érit.

1. In constructione prismatis rectilineí, cuius portio plani a figura rec-
tilinea 2I23C . . . clausa basis dicitur, oriuntur prseter 2Í23£ . . . et a b c . .
tot latéra, quot latéra ipsius 2IÖC . . . sünt: nempe ex. gr. ipsius 2li?tID2í
latéra 2IÖ, 23£, CD, T>ZL producent parallelogramma 2lBba, 23<Zcb, £Döc,

>. Praeterea verő abc . . . érit in piano per a ad planum, in quo
. . . est, parallelo, eritque ipsi 21Í3& . . . congruenter sequalis.

2. Si planum q ex Q ipsi 0 parallelé moveatur in illa plaga, in qua
prisma est, ubicunque sectio eius cum prismate ipsi 2U?£ . . . congruen-
ter sequalis érit, et prisma prius in duo prismata dividit.

3. Si punctum quodvis p ipsius 2Í3S(£ . . . ísive in perimetrum sive
intus cadat) et punctum p, in quo planum abc . . . per parallelam ex p
ad 2ía erectam secatur, sibi invicem respondentia dicantur : erunt hsec
pláne ea, quae 21 in a, 23 in b, £ in c ^ cadentibus congruent, et quse-
cunque portio continua b plani perimetro 3 iy£ . . . clausi fuerit, com-
plexus rectarum ex omnibus portionis illius punctis usque ad puncta illis
respondentia prisma basi b insistens érit, atque in prius cadet; et qua:-

continuetur usque ad ultimum latus ; ac demiim moveatur planum
circa ab, donec c incidat: nascetur parallelepipedum, si 2133CD parallelo-
grammum fuerit, in genere veru prisma rectilimum.
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cunque figuráé planse 213C . . . et 2T3'<£'. . . fuerint in piano tales, ut
recta 2123 sit || 21'£*', et puncto 21' in recta 2Í2T usque in 21 moto, rectam
31'23' ad 213 parallelé férendő isimül cum figura 21'23'lC. . .], 21' in 21
veniente congruant: prismata per complexum rectarum ex omnibus figuráé
21B£ . . ., item ex omnibus figuráé 21'ÍVíI'. . . punctis eidem rectse 21a
parallelarum et sequalium, generata congruibilia sünt. Generálé hoc tamen,
hic ad figurás rectilineas restringitur.

I. Quod primum attinet: ponatur per a planum p ad planum O, in
quo 213<£ . . . est, parallelum, seceturque hoc per planum ab&2í in recta
ab'; érit b' et b idem. Nam áb\\ et =2123, quia 21a || et = &b; itaque
ab' et ab coincidunt, quia per a ipsi 2123 nonnisi una parallela datur. Est
verő abB2l parallelogrammum, quod pariter de bc£í3, et porro de omni-
bus patet; sed quum de b idem quod de a dictum est valeat, cadet
etiam be in planum p ; atque eadem ad c, ö, . . . applicando, abc . . . in
planum p per punctum a ad planum 0 parallelum cadet.

II. Quod alterum attinet: sit plani q cum piano 2123ba sectio a'b',
ita b'c' sectio item plani q cum 23<Ecb, et ita porro; dari has sectiones
patet, si q per rectam 21a feratur; secabit enim quamvis ipsi 21a paral-
lelam; eritque a'b' || et = 2 1 ^ , b'c* || et = B C &f, item Aa'b'c'= A213C,
Ab'c*ö'= 23CP y ipag. 225]. Itaque figura a'b'c'. . . congruere ipsi 21B(£...
poterit

III. Tertium sic patet: quodcunque punctum Ö' fuerit (Fig. 213.),
sive in perimetro ipsius 213C . . . sive intus, üli respondens IV pláne
illud érit, in quod caderet fj' congruentibus 2123<£ . . . et abc . . ., caden-
tibus 21 in a, et 23 in b, atque <£ in c y . Nam etsi non in perimetrum
adeoque intus caderet fj', poterit recta 2lfj' duci et continuari, donec pe-
rimeter in f)" secetur; sit Vf' in perimetri latere í)3, accipiatur in peri-
metri abc . . . latere bt recta fib"=f}fy. Erit ftjib parallelogrammum,
adeoque et Sffilfb ; quia tum SfEf1 \\ et = bb". Eritque íj"b" et 2la eidem
^ b = et | | ; itaque f)"b'= e t II 21a; atque hinc 21ah"fYl parallelogram-
mum est, atque aty' \\ et = 21Í}". Consequenter si in ab" accipiatur
fj"tj'= ^"fj', érit f)"ÍVb/b" parallelogrammum, atque et í}'b' ipsi 2la pa-
rallela ; quae sola ex If ad 21a est, nempe e puncto illő ipsius abc . . .,
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quod in £f cadit, congruentibus 2I3C . . . et abc..., cadentibusque 21
in a, et Í3 in b, C in c y .

Si igitur sive totó 2UK . . ., sive e quavis figura inunc rectilineai
KÍ211 . . . in 21Í3<£ . . . existente, concipiantur reet* e quovis puncto ad
punctum ei respondens, complexus earum érit prisma inter eadem plana
parallela, basi KfZH . . . iuxta rectam 2la superstructum ; et quidem
si Kí i l t . . . idem cum 213£ . . . fuerit, fiet idem cum prismate prioré,
secus verő pars huius érit. Nam si puncta ipsis K, £, 2TI, . . . respon-
dentia f, 1, in, . . . dicantur : érit Kf || et = 21a, et fi || et = 2la y , atque
3íflf, Éltnin y parallelogramma erunt, et antea dicta applicari poterunt.

Evidens etiam est, prisma basi 21Í3C . . . iuxta rectam 2Ia super-
structum rectarum e quovis puncto ipsius 2I23£ . . . ad 2ía parallelarum
et sequaliuin complexum esse: nam recta e quovis puncto ipsius 2123£...
ad 2la parallela et eidem sequalis in dictum prisma cadit, nec ullum in
dicto prismate punctum f est, quod non Ín parallelam ad 21a ex aliquo
ipsius 2l£5£ puncto in eadem cum reliquis plaga cadat; quia si planuro
per f ipsí 2Í33C parallelum ponatur, sectio plani positi cum prismate
érit congruenter asqualis ipsi 2IBC . . ., et f in hac sectione érit, quia
in prisma cadit; atque paulo antea dictis applicatis, patet rectam per f
ad 21a parallelam tam per 2U3<£ . . . quam per abc . . . ire.

Quod autem congruentiam prismatuin super basibus 2UVE . . . et
2T23'<£'. . . congruenter aequalibus (in eodem piano sitis) sub conditione
ípag. 230) dicta iuxta eandem rectam 2lct in eadem plaga exstructis attinet:
sint ambo prismata in plaga superiore, et facies ipsius 2I23C . . . lac pa-
riter facies ipsius 2T3'£'. . .) superior dicatur álba, inferior nigra; facies
nigra ipsius 21 '3 'C - . faciei albee in omni casu supenmponi poterit, et
tum 2l'a' cum 21a, 23'b' cum 23b, & coincident, lextremitates parallela-
rum ex 21', 23'. . . ad 21a ductarum literis accento insignitis denotandol;
nam 21'a', facie nigra ipsius 2WC faciei álba; ipsius 2 l^£ . . . super-
imposita, in plagam eandem cum 2la cadit, neque aliorsum cadere po-
test: quia 21a || 21'a', adeoque cum piano eodem angulos «equales faciunt;
atque idem de S'b' et reliquis patet. Et facile perspici potest, et inferius
prisma super eadem basi iuxta eandem rectam 21a generatum priori
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congruere, si basis inferior sursum moveatur sibi parallelé, donec ipsí
. . . congruat.

i 2.

At verő superficies prismatis basi 2Z3C . . . superstructi, rete e pa-
rallelogrammis supra dictis, (quorum unum latus in omnibus sequale est,
alterura verő in primo est 213, in secundo verő 3 £ Í51, atque anguli
pro dato angulo rectae 21a cum piano 2J3£ computari possuntf, adiectis
duabus basibus, compositum ultro prasbet; e quo si facies superior álba
sit in plaga superiore, nonnisi una eadem forma compingi potest; atque
idem rete, prouti facies álba aut nigra extrorsum vertetur, formás dare
potest, quee congruere nequeunt, alioquin sequales.

Nimirum si latéra anguli solídi sint A, B, . . ., ordine eorum eodem,
forma unico modo determinatur, atque idem e fine lateris cuiusvis ulte-
rius progrediendo patet; nec maius vei minus prodire potest, si rete
invertatur, ut facies nigra claudatur, et álba extrorsum versa sit; quum
nullum aliud duarum generationum per se resultato unico gaudentium
discrimen sit, nisi quod altéra in altéra plaga faciem baseos nigram re-
spiciente suscepta sit.

Possunt tamen hoc pacto forma? tales prodire, quse congruere ne-
queunt. Ex. gr. sit (Fig. 2i 4.1 prismatis basis 2J3£ in piano 0, et sit e
D meditullio rectee 2J3 ad 2IC parallela Z)Z>', atque £D' sit || 213, con-
cipiaturque prisma iuxta rectam 2U (ut in praecedentibus) piano tabulse
superius ínsistens; nec sit 2la, adeoque 3 b perpendicularis ad 213£,
sed sit ex. gr. 3 b ad lsevam versus Öt) inclinata; evidens post dicta est,
quod si prisma rectum esset, atque A D<£3 cum prismate super eo ex-
structo superponeretur triangulo D'€C, (€ in se, V in D' et 3 in £ ca-
dentibus): oreretur parallelepipedum rectum super basi 2ICXVP exstruc-
tum; at si 3 b inclinet (ex. gr. ad lasvam, ut dictum est), et superim-
ponatur A D 3 € triangulo X)'C£ (nempe si superior facies álba dicatur,
inferior nigra), facies trianguli D<£3 nigra faciei albse trianguli XV<£<£ su-
perponetur; et recta 3 b in prismate basi &EZV superposito, ad dextram
versus CB' inclinata érit; concipiatur nimirum Z>3 sursum sibi parallelé
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moveri (triangulum D € 3 ante se férendői donec D in C, et 23 in D've-
tt iat; cadet recta D£S in CD', sed D in C, et y in D', atque € supra
CD' érit; at si vertatur Dtf e hoc loco circa meditullium, donec extre-
mitas dimidium circulmn describat: cadet # in £, P in D', € in <£, sed
23b ad dextram, nempe ad CD' inclinabitur; adeoque si triangula dicta
nonnisi ista superimpositione congruere queant, prismata super iis tan-
quain basibus iuxta eandem rectam 2la exstructa congruere non poterunt.
At verő si rete invertatur, adeoque generetur prisma super basi CD'€
in. pl aga inferiore, ut facies álba baseos C€D' extus maneat superius;
sitque recta Cc' sectio parallelogrammoruin rectis <Z,D', C<£ in plaga
inferiore insistentium: érit prisma dictum in plaga inferiore, ad basim
C<£D' iuxta rectam Cc' exstructum, atque Cc' cum CD' angulum sequalem
illi faciet, quem 23b cum 23D faciebat, et angulus ipsius <£c' cum C<£
etiam fit sequalis angulo, quem 23b cum 23£ faciebat; atque si conti-
nuatio rectse $Lc' in plaga superiore <Zc" sít, faciet fcc" cum <£K angulum
aequalem illi, quem 3 b cum 23D faciebat, et eadem recta <Z.c" faciet cum
CX> angulum asqualem ei, quem 23b cum Ö<£ faciebat; atque hinc (per
pag. 227 jfiet Cc" || 23b et per consequentiam &.c" parallela Ila est.

Poterit igitur prisinatis inferioris basis inferior iuxta rectam c'C sur-
sum sibi parallelé moveri, usquequo in basim superiorem perveniat:
atque tum manifesto prisma totum super piano 0 érit, triangulo <£.&.!)'
iuxta rectam 2la superstructum; atque hoc, simul cum prismate basi
trapezio 2íD€C superstructo, efficiet parallelepipedum basi 21DD'C iuxta
rectam 2la superstructum.

Unde quum rete etiamsi invertatur, corpora sequalia letsi non sem-
per congruentia) producantur : quodvis prisma triangulare érit parallel-
epipedo tali eequale, cuius altitudo fneinpe perpendicularis e basi supe-
riore ad planum baseos inferioris superiori parallelum) est eadem, ba-
sis verő est parallelogrammum, in quod basis triangularis modo dicto
mutata est; inferius patebit idem valere, etsi triangulum in aliud paralle-
logrammum mutetur.

Scholion. Eodem tantum modo per retis inversionem fiunt et duo
illa prismata triangularia sequalia, in quse parallelepipedum obliquum

30
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dispescitur, si basi per diagonalem in duas partes asquales divisa in altéra
basi diagonalis respondens accipiatur. Erunt nempe duae diagonales in
piano; et pláne Un Fig. 214.1 tale parallelogrammum if^CD' cura diago-
nali £<£ exhibetur, si A I>í£i3 ad ductuin reclse 3 C feratur, donec £
in <£, et 3 in t£, atque 3D in <£$ veniat; quo pacto, si fiat super basi
£^<£D' prisina iuxta rectam prius dictam 2la, e dictis patet prisma ipsius

prismati ipsius <£!)'<£ nonnisi per retis inversionem congruere posse.

i 3-

Parallelepipeda super hasi eadem (£3<£T> fin piano Q sita) in
plaga eadem exsíructa basibus superiorihus in piano q ad 0 parallelo
íerminata, si parallelogramma t£3ae et i£3aV tanquam latéra pris-
matum ipsi i£3 insistentium in eodetn piano fuerint: aequalitate ter-
minata aequalia erunt.

Si enim iin Tom. I. Fig. 170 prius concipiatur schema circa € 8
elevatum piano tabulse insistens, item in tabulae piano concipiatur
CJ) || et = £ 3 , ut fiat pro basi parallelogrammum (E23DC; atque claudantur
prismata: erunt manifesto et parallelogramma ipsi CD insistentia in eodein
piano, atque al terű in alteri congruenter aequale respondebit. Evidens
etiam est, etiam parallelogramma £ 1 W et £23aV pro basibus prismatum
eorundem iuxta rectam *£C exstructorum accipi posse; concipiantur
idcirco novse hse eorundem prismatum bases €23ac, *£3aY, ita uti in
tabula sünt; cadent prismata et basis prior £<ID3 in plagam inferiorem ;
atque si ípag. 230) lineis, quae partes parallelogramirtorum a;qualitate ter-
minata íequales distinguunt, in basibus novis inferioribus respondentes
accipiantur, orientur totidem prismata sibi invicem respondentia sequalia;
nempe ut prismatum horuin partialium bases congruant, quaevis solo
motu rectarum (tanquam laterumi sine versioné pervenire potest.

Scholion. Atque hinc etiam sequitur: 1. quodvis parallelepipedum
obliquum etiam, si latere inempe parallelogrammoi ad basím perpendi-
culari gaudeat, recto «quale esse terminata aequalitate, adeoque etiam
tali, cuius basis rectangulum est; nam prisma rectum ad quainvis basim,
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priori basi aequalitate terminata ajqualem, reduci posse patet. 2. Atque
etiam (Fig. 121.1 applicari posse in aperto est; nempe si parallelepipedum
quodpiam ad rectum reductum sit, adeoque angulus z rectus sit, repe-
rietur parallelogrammum asqualitate terminata aequale inter eadera plana
parallela ; nempe reperitur x pro datis A, a, B.

§ •4 -

Parallelepipeda P et p super basi 21BCD in piano Q sita, supe-
riortbus basibus in piano q ad O parallelo terminata, etsi nulli pa-
rallelogrammi 21BCD lateri insistentia ipsorum P etp latéra (nempe
parallelogramma) in eodem piano fuerint: sünt aequalitate terminata
aequalia.

Dicantur enimvero iFig. 215.1 -^ et A plana laterum ipsius P paral-
lelorum, lateribus baseos parallelis 213, (££ insistentium, et dicantur a
et a plana laterum ipsius / parallelorum ipsis 21T>, 23<£ insistentium;
sítque in A latus ipsius P parallelogrammum 2!23ba, in A' verő sit <£i>fcc,
latus ipsius p autem sit ZtQb'a' in a, et in a' sit Í3<£e'f>'.

Plana parallela A et A' manifesto secantur per plana a et a, nam
a cum A punctum 2í et cura A' punctum ? commune habét, ita a' cum
A punctum B et cum A' punctum (I commune habét. Sint ha; sectiones
iá piano O usque ad planum q\ 21a", Bb'\ €c", W; orietur hoc pacto
super eadem basi tertium parallelepipedum, quod dicatur k; nempe 2la"
est || et = P5", quia sectiones planorum parallelorum A, A' per planum
a factas inter plana parallela sünt ipagg. 225, 228), ita XW || et = l£c";
atque etiam 21a" || et = 3b", quia planorum parallelorum sectiones per
A inter plana parallela O et q sünt.

Evidens quoque est parallelepipeda p, k inter plana parallela a et a',
atque P et k inter plana parailela A et Á contineri. Consequenter tam
P quam / eidem k iper prsecedentiai, atque adeo (Tom. I. pag. 64) et
P ipsi / aequalitate terminata asqualia sünt.

Scholion. (Fig. 216.). Itaque qualevis parallelepipedum in rectum aequa-
litate terminata exstrui potest, et basis in rectangulum, atque hoc in
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quadratum mutari, imo et quotvis et qualiavis parallelepipeda ad bases
quadratas reduci, et hsec in unum quadratum suminari (pagg. 109,1 io), atque
(pag. 108) dicta applicari possunt. Sint nimirum parallelepipedi iam ad
rectum reductí dimensiones A, B, Q nempe pro basi rectangula laterum
A et B sit altitudo C; mutetur basis ha;c in rectangulum, cuius latus
« sit, prodeat latus alterum /f, et fiat e prismate prioré nóvum huic
rectangulo altitudine C insistens; érit idem parallelepipedum rectum
etiam pro basi rectangula laterum C et fi, et altitudine a; mutata iáin
ista basi in rectangulum, cuius latus a sit, prodeat alterum = 7 , redu-
caturque parallelepipedum ad hanc basim ; jtnanebit omnino altitudo a,
et baseos latus unum érit pariter a; consequenter latus unum parallel-
epipedi quadratum lateris a, altitudo verő y érit.

§•5-

Parallelepipedi P soliditas est, sensu statim dicendo, basi per alti-
tudinem multiplicatae aequalis : per altitudinem in omnibus prismatibus
(etsi non rectilinea fuerinti distantiam duarum basium, nempe perpendi-
cularem e qualibet ad alteram, intelligendo.

Sint enim baseos rectanguke latéra A et B, atque altitudo sit C
:Fig. 217.1; sintque prius A, B, C commensurabilia; ac pro unitate de-
terminata, et mf a, b, c numeros integros denotantibus, sit

A = ^ , B=b-} C= c • l

m m ' m m

Fiant ab extremitatibus ipsorum u in A parallelae ad B, et ab extremi-
tatibus ipsorum « in B parallelae ad A ; eriganturque ex omnibus his
rectis rectangula altitudinis C ad basim perpendicularia, atque ab extre-
mitatibus ipsorum u in C fiant plana ad basim parallela: fient manifesto
Ín strato inferiore tot cubi, quot quadrata in basi generata sünt, nempe
numero ab tales cubi, quorum latus lineare u= est; itaque in totó
parallelepipedo erunt abc tales cubi. Est verő rectarum A, B, Cfactum
nempe ABC
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a b c , 1
= aoc.m m m ' m3 '

atque cubus quadrato, cuius latus •_= i est, insistens, qui pro unitate soli-
dorum ponitur, continet numero m* cubum quadrato, cuius latus u ~ l

• . . r m

est, insistentem : ítaque factum hneare ABC est unitatis lineáris abc/ms-
tum, uti parallelepipedum unitatis solidoruin. ítaque hoc sensu exprimet
basis nempe AB ipag. 99) multiplicata per altiiudinem C soliditatem
p ara He lep ipedi.

Si verő aliquod ipsorum A, B, C} aut certa duof vei singula cum
unitate incommensurabilia fuerint: sít-

6),A a h 6), o) C ,

id est A contineat ö-ies ipsum «, et supersit o)<u, sitque

m '

m ' m '

(si quod ipsorum w, x, ?, non < « sed = 0 esset, ibi = 0 pro < - ^
seribi debet).

Erit
ja-j-i) {b-hi} (c-Hij_^ p^ abc_ .

dicatur trium harum quantitatum prior P\ et posterior / ; fiet P'~p*^o,
si nt'^oo, adeoque P~ a^—o, (quum P—p<P'—p siti; conse-
quenter aöf -^P, nempe limes ipsius a~ est ipsi Pa^qualis; limes iste
autem ABC érit (Tom. I. pag. 86); nam ~ *^A, — — B et -^ — C

f P, nempe limes p a~ p
BC i (T I 8 6 ) ~ *^A, —

Id igitur tantum demonstrandum venit, quod P'—p — o; quod facile
sic patet.

Est

b
m - • —1

m

a
h m m

a
h ~m

b
m m*
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et hoc est
^ BC , AC AB , A+B+C

m m m m* ms

atque hoc quoque ^ o (Tóin. I. pag. 80).

§•6.

Est autem qualevis paralhlepipedum a aequale tali parallelepi-
pedo recto t1, cnius altitudo altitudini prioris, et basis rectangula basi
prioris (qualevis parallelogrammum fueritj aequalis est. Neinpe
quaevis parallelepipeda « et y, quorum altitudines aequales sünt, si bases
congruenter aequales sint, ita poni possunt, ut basibus congruentibus,
bases oppositse in eodem piano ad basim priorem parallelo sint; atque
tum (pag. 2341 dicta valent, etsi y prisma rectum fuerit; tum verő basi
ipsius y in rectangulum mutata, y in ti mutari poterit.

Atque hinc manifesto soliditas non solum parallelepipedi cuiusvis -
sed et prismatis cuiusvis, adhucdum saltem rectilinei, basi per alti-
tudinem multiplicata firodit. Quodvis prisma triangulare enim aequatur
ípag. 2331 parallelepipedo, cuius altitudo altitudini illius, et basis basi
illius meinpe parallelogrammum trianguloi sequales sünt; atque quodvis
prisma rectilineum, basi rectilinea in triangula divisa, in totidem pris-
mata triangularia dispescitur, adeoque totum eequatur summae triangu-
lorura, in quee basis divisa est, per altitudinem eandem multiplicata.

•31122223.

Forma sub hoc numero (in calce'l generata cum complexu rectarum
ex omnibus figura: planze rectilinese punctis ad idem punctum a ducta-
rum manifesto coincidit: forma pyramidalis (sensu generaliore) exponi-
tur pag. io, quo etiam conus ide quo plura inferius) aliaque pertinent.

•31122223. SÍ in 31122222 e cuiusvis anguli vertice ad quodvis punctum a ibidem
dictum recta cogitetur ; vertaturque planum P circa latus quodvis, donec a
incidat: nascitur pyramis rectilinea.
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Si pyramis triangularis iFig. 218.1, nempe triangulo 2Í3C super-
structa, piano ad basiin 218<£ per a parallelo secta fuerit, latus 2IfC
secabitur in ŰC j | 2[<£, latus J(f23 secabitur in ab || 2123, atque latus ter-
tium nempe í£f23 secabitur in eb 'I (£23 ; fientque anguli ad apices trian-
gulorum abc, 2123C litera noininis eiusdem designatos zequales; conse-
quenter triangula dicta erunt similia; quod et inde patet, quod propter
ac || 21<L et ab || 2123, atque be || 23t£, triangula ak et 2Ir£, atb et 3
bfc et Í5FC similia sínt, adeoque

unde triangula per latéra proportionalia similia sünt.

i 2.

Pyramidis rectilineae soliditas est aequalis basi multiplicatae per
tertiam partém altitudinis (id est rectas perpendicularis ex apice a ad
planum baseos demissse).

Nam si pyrainidis triangularis 1 nempe cuius basis triangulum esti so-
liditas basi per tertiam partém altitudinis multiplicatse aequalis sít, quaevis
pyramis rectiünea, si basis in triangula dispescatur, érit summa; horum
trianguloruin inempe basi totius pyramidisi per altitudinis totius mempe
perpendicularis ex eodem apice a ad idein planum demissíei tertiam par-
tém multiplicata; a;qualis.

Quamobrem id tantum demonstrandum est, quod pyramidis triangu-

laris soliditas sit tertia pars facti e basi in altitudinem, adeoque parallel-

epipedi, cuius basis basi pyramidis, altitudo altitudini sequalis est: quod

fit modo sequente. (Fig. 219.;
Basis 2JíS£ dicatur B\ altitudo A, sintque latéra linearia ad verti-

cem A, B, Q sintque
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atque fiant per puncta divisionis rectarum A, B, C plana : erunt ha; iper
prEecedential ad basán B' parallela ; fientque tria strata, quoruin infimum
cum medio triangulum abc, uti médium cura supremo triangulum a'b'c'
coniinune habebit. Ducantur ex apicibus a, b trianguli abc, (quod strato
infimo medioque commune esti, parallela; ab", ac" ex a ad B et C, et
ex b ad A et C parallelae ba", be"'; orientur Ín strato infimo quatuor cor-
pora, nempe prisma super basi c"c'"<£. iuxta rectam £c = c exstructum,
pyramis e basi 2lb"c" ad apicem a, et pyramis e basi V>a"c'" ad apicera b,
et corpus quinque laterum, quorum retia (Fig. 219*, 1, 2, 3, 4) exhibent;
nimirum basis 2IÖC dispescitur in triangula 2íb"c", &a"c'", trapezium
b"a"c'"c", et triangulum c"c'" £ basim prismatis.

Pyramides dicta; sünt singula; pyramidi, quse stratum supremum con-
stituit, aequales, uti rete (Fig. 219*, 5) demonstrat, nempe in triangulo

est

itaque si ^ £ = 3«, érit 2íc"=a; ita 2lb"=y = 3a", et sí S £ = 3/í, est
öc" '= / í ; adeoque dum c" baseos cum c" lateris 2ÍPC coincidit, c"b" fit
= /?, etiain b" in se manente y . Prismatis dicti autem soliditas est

= - — — : nam basis est27 '

quia arese similium sünt, uti quadrata laterum homologorum» ab verő
-i~tum ipsius 5123 est; altitudo autem prismatis dicti est =^f-> quia sí
perpendicularis demittatur ex f ad 2J23C, érit haec et ad abc perpendi-
cularis, sít hoc in punctis p et p : erunt triangula fp2í et fpű similia,
adeoque

fp:fp = !a:Rl.
Stratum médium verő érit pyramis truncata, cuius si uti tota pyramis

compacta est, in planis laterum aa'c'c et bb'c'c ad rectam cc' ex a et b
reetse parallelt a?qualesque ducantur: orietur manifesto prisma, com-
pleta pyramide truncata dicta per corpus quinque laterum, cuius rete
est pláne illud, quod (Fig. 219», 4) in strato inferiore exponitur; quamvis
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inverti dobeat, ut complementum dictum prodeat; erit nempe superius
trapezium, cuius latus unum a'b'=y et ei parallelum 27 est, latus ex a'
est --« et latus ex b'est --/* (per parallelogrammorum latéra opposita);
secundum latus corporis huius, pyramidem dictam truncatam ad prisma
complentis, est parallelogrammum ex ab = 2y et c, tertium est trapezium
a'b'bű, quartum et quintum sünt ad A et B triangula laterum a} c, a
et laterum ö, c, jj.

Tota pyramis igitur est = —— h 3 / (si pyramis stratum superius
constituens / dicatur), nempe duo strata inferiora simul duo prismata

TV

sequalia et d u o / efficiunt. Est autem ipsius p basis = — fpag. n i ) , alti-

tudo ~ ; et si cum / eadem operatio suscipiatur, dicaturque / ' pyramis
3 B A' D'

stratum superius constituens : erit p — ; - -+- 3p', quum pro A' nunc
A' H 27 o SA'B1

—- et —-• pro B' sit; adeoque 3/ erit — * , H 32p'', atque si
eodern modo tractetur quodvis p'} et quaevis pyramis stratum superius
efficíens uno accento plures nanciscatur: manifesto prisma totum erit

, 3 , 3 a _,_ 3 3 _ _ , L _ 3 " :
27 27* 273 27+ 27"

B' . A'
~t- 3W eiusmodi pyramidibus, quamm basis ——, altitudo —— est.

Est autem summa s harum pyramidum minor, quam si pro eadem basi et
altitudine in prismata mutarentur; esset verő prismatum horum summa

zy A' A'B'

3«.^B _ , adeoque s<C—^~, consequenter 5 — 0 si M ^ O O .
Summa S progressionis geometricse intra parenthesim {quum exponens

- 2 - < i sit) autem l— : (1 — -£-•) — -^- J quod per BA'B1 multipli-

27 27 \ 27 / ^4

catum — ^=-. Consequenter 5 - -—, et si tota pyramis P dicatur,

S semper <.P manet, sed P— S = S'^o; itaque S*^P; et per con-
sequentiam ./*=——-•

Scholion 1. Pyramidem triangularem quamvis in genere aequali-

tate terminata ad prisma reduci posse vei non posse (adhucdum J haud

liquet.BOLYAI, Tornámén. II.
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Scholion 2. Potest etiam quodvis corpus planis rectilineis clausum in
pyramides rectilineas (uti figura rectilinea in triangula) dispesci; et summa
pyramidum érit soliditas totius.

Scholion 3. Superficies pyramidis rectiíinese manifesto est summa
triangulorum latéra pyramidis constítuentium, basi addita.

Sed quasstiones oriuntur:
1. quomodo perpendicularis ex apice demissa? quantitate locoque

atque basi 2J23C pyramidis triangularis, cuius apex p est, datis, latéra
innotescant, ut etiam rete construi queat.

2. Si nonnisi basis 213C, recta 2íp et angulus solidus ad 21 detur;
inde altitudinem et latéra reperire.

I. Quoad priinum : sit (Fig. 220.) p apex pyramidis, cuíus basis 2I3<£
est, et perpendicularis ex p ad planum baseos sit pP ; érit pP perpendicu-
laris ad p2I, p 3 , ptE; atque in triangulis rectangulis 2Jpp, £pp, 3pp
e cathetis hypotenusae innotescunt, nempe ex 2íp, Pp prodit hypotenusa
31p, ex 23p et pp prodit 23p, et ex Cp et pp prodit (Ep. E trianguli
2JP<£ lateribus autem innotescit y, atque e triangulo 2ipq ad q rectan-
gulo prodit pq, et in triangulo ppq ad p rectangulo prodit etiam an-
gulus, quem pq cum qP, id est planum p2J<£ cum piano 21ÖC, facit.

II. Quoad secundum (Fig. 220.) si prseter basim 2J3£ nonnisi 21p et
angulus solidus ad 21 detur, nempe /\p2l£ = z>, et /\£2123 sit /?, atque
/\232íp sit a: dicatur u angulus, quem planum 2Ip£ cum basi facit.
Concipiatur angulus solidus ad 21 in centrum sphasrae poni; per angulos
v, /9, «, ad verticem 21 datos, latéra trianguli sphasrici omnia data erunt,
unde prodit u (per inferius dicenda).

Demissa tum ex p in piano 2l£p perpendiculari pq ad 2í£, in triangulo
2Jpq ad q rectangulo ex 2íp et v prodit pq (imo etiam 2lq); atque hinc in
triangulo ad P rectangulo pqP, ex pq et angulo « planorum 2íp£ et 2í23í£,
prodit cathetus nempe perpendicularis quaesita pp, et prodit etiam Pq.

Latus pö trianguli 2lp53 autem prodit ita: ex 2íq et pq, quse antea
prodierant, in triangulo rectangulo 2íqp prodit y et 2lp; atque in tri-
angulo p2123 ex angulo y-\-fi et lateribus 2lp et 213 prodit p 3 ; atque
hinc in triangulo ad p rectangulo ppB e cathetis pp, p23 prodit p3.
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Scholton 4. Superficies prismatis rectilinei est summa parallelogram-
inorum lateribus baseos insistentium, additis duabus basibus íequalibus.
Hic quoque prisma triangulare considerare sufficit. Latéra linearia hic
omnia sünt lequalia ; nempe si (pagg. 228 fcfj basis sit 213C, et latéra pris-
matis sínt parallelogramma 2IJ3ba, 2l<Zcat 3 £ c b : érit prisma iuxta rectam
2la constructum, et 21a = 3 b = (Le, atque 2lat 3b, Cc latéra linearia
dici possunt.

Qusestiones heic prioribus analogae exoriuntur.

1. Data basi 2Í3C, (Fig. 221.) et puncto a', quo perpendicularís ex a
ad planuin baseos demissa cadit, si latus lineare 2la detur, e triangulo
rectangulo aa'21 innotescit cathetus aa' ex hypotenusa Tla et catheto a'2í.
Si verő prseter punctum a' et prismatis altitudo aa' data fuerit, inno-
tescit latus lineare 2íat ex eodem triangulo ad a' rectangulo, e cathetis
aa' et 2la'.

Ex 2l<x', 2í(L, a'GL verő innotescit angulus y; atque ex 2ía' et y pro-
dit a'q perpendicularis ad 2ÍCt et prodit etiam 2íq ; atque e triangulo
rectangulo aa'q, ex aa' et a'q prodit angulus plani 2la£ cum piano
baseos.

2. Si verő prseter basim 2tB(£ et latus lineare 2la nonnisi angulus
solidus ad 21, ex zí = a2IC, /3=C2íB et a = a2í3, detur: tum (ut antea
in pyramíde, e triangulo sphasrico) prodibunt anguli «, «', quos prismatis
latéra 2lac$.t TlabB cum basi faciunt. E triangulo ad q rectangulo aa2l
verő ex 2ía et v prodibunt aq et 2íq; atque hinc e triangulo ad a' rect-
angulo aa'q, ex aq et angulo lateris a2IC cum basi prodit altitudo aa'.

Atque etiam lateris ipsi B<£ insistentis angulus b£5<£ parallelogrammi
B€cb innotescit modo sequente: b S est = o2l, et si ex & parallela
Sb' ducatur ipsi 2la', eidem aequalis, érit bb' perpendicularis ex b ad
basim; et ex b' perpendiculari b'q' ad 3 C missa exhibebitur 3q', eritque
bq' perpendicularis ad öq'; adeoque in triangulo ad q' rectangulo 3q'b
innotescit angulus ad 3 parallelogrammi ipsi 3<£ insistentis. Aut pona-
tur anguli solidi ad 3 apex in centrum sphaerse ; érit in triangulo sphas-
rico latus unum per parallelogrammi 2lab& angulum 2I3b=2^? — a dá-
tum (nempe summa duorum internorum = 2 ^ ) , alterum quoque datur,
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quum sít =/\2I3<£, et angulus u antea innotuerat. Unde latus tertium
prodit, parallelogrammi lateris ÖC insistentis angulum ad 33 exprimens *
adeoque latéra prismatis singula innotescunt. Si parallelepipedum sit, tum
parallelogrammis, quse ipsis 2í£ et 2U3- insistunt, opposita sequalia sünt.

'312.

Motus figurarum circa axem.

'3121.

Quadrilaterum rectangulum circa latus aüquod revolutum parit
cylindrum rectum circulo tanquam basi insistentem, e cuius centro
erecta ad basim perpendicularis axis cylindri audit. Estque manifesto
cylinder prisma rectum, quum recta axi parallela, donec redeat, ubique
eadem et tam ad tangentem circuli quam ad rádium perpendicularis,
adeoque ad planum ipsum perpendicularis sit.

Est verő, sive circulus sive qusevis figura in piano fsive curva, sive
e curva et recta utcunque mixta) pro basi accipiatur, iuxta quamvis
rectam, piano sive perpendiculariter sive oblique insistentem, constructum
fuerit prisma: soliditas eius, basi per altitudinem multiplicatae aequalis.

Nam consideretur prius cylinder (sive rectus sive obliquus) circulo
ínsistens: erat {ex pag. 104) polygoni inscripti area a, atque a-\~k>C>a,
Si igitur cylindri altitudo A sit, et concipiantur ad eandem altitudinem
A prismata rectilinea basibus a-hX et a insistentia, dicaturque prius Q,
posterius q, atque cylinder dicatur C: érit manifesto Q>C>q (nempe
(aH-A) A>C>aA)', atque Q — q*-^o. Consequenter C—y-^-o, adeo-

que q-"-*C Sed y—- , (si radius r sit, et -p-^P); itaque C aequa-
lis est arese circuli per altitudinem multiplicatae.

•312. Motus figurarum circa axem.
•3121. Quadrilateri rectanguli revolutio circa latus parit cylindrum rectangularem.
•3122. Trianguli rectanguli revolutio circa cathetum parit conum rectangularem.
•3123. Revolutio semicirculi circa diametrum parit sphaeram.
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Potest autem qusevis basis, (sive una linea curva claudatur, sive pe-
rimetn tantum pars una vei plures curvae sint), ita dividi, ut summa
prismatum his baseos partibus insistentium prismati toti asqualis sit;
possuntque pro quavis a harum baseos partium, cuius perimeter parte
curva gaudet, talia rectilinea Z, l generari, ut £ > « > / , atque L—l—o,
adeoque a — l'^o, et consequenter aA~Al^o, atque Al~^aA, id
est aA sit ipsius Al limes, aequalis prismati basi a altitudine A insi-
stenti.

•3122.

Trianguli rectanguli revolutio' circa cathetum parit conum rectum, et

cathetus dictus axis, kypotenusa verő coni latus audit. Patet autem iuxta
(pag. 10) pyramidem sensu latiore esse non hunc conum solum, sed et
obliquum, nempe complexum omnium rectarum, quae e circulo ad idem
aliquod tale punctum p sünt, etsi recta ex p ad centrum circuli non sit
perpendicularis ad planum circuli; imo et complexum rectarum e cu-
iusvis figuráé planse punctis omnibus ad idem punclum p extra planum
situm; atque etiam iis, quse (in praecedentibus) de cylindro dicta sünt,
applicatis, cuiusvis coni soliditatem esse basi per tertiam partéin altitu-
dinis multiplicatse sequalem.

Superficies cylindri recti (praeter bases) est AnD, si A altitudine m
cylindri, D diametrum baseos circularis, et u quantitatem peripheriae
pro diametro i denotet. Si nimirum basi inferiori inscribatur polygonum,
et in basi superiore puncta inferioribus respondentia accipiantur, atque
parallelogramma, per latéra parallela polygonorum in basibus parallelis
sibi invicem respondentia efformata, concipiantur : limes summa; horum
parallelogrammorum est summse laterum polygoni limes per constantem
A multiplicatus; atque per superficiem cylindri, dum cum piano com-
paratur, hoc intellígitur; fit nempe tum quantitas respectiva, quamvis
et per se etiam quantitas sit, et quaevis eius portiones quidem inter se
(quoad maioritatem minoritatemve} comparari queant; interim et duie
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superficies cylindricse, si circulis radiorum insequalium insistant, respectu
dicto nonnisi ut quantitates respectivae comparantur.

Idem ad conum, aliasque quasvis superficies curvas applicatur; de-
monstrari nempe potest triangulis se invicem excipientibus inscriptis, ut
nempe apices omnes eorum in superficiem curvam cadant: summám
eorum ad limitem certum tendere, si cuiusvis eorum singuli trés apices
sibi ínvicem dato quovís propius veniant; limitemque eum, utcunque
inscribantur triangula, eundem esse.

In cono recto circulo insistente patet, triangulorum ex apice ad latéra

polygoni basi inscripti generatorum summám ad nDa tendere, si D

diametrum baseos et a dimidium lateris coni denotet.

Scholion. Atque hinc rete cylindri recti érit (praeter bases) rectan-

gulum altitudinis eiusdem, qu£e cylindri est, rectae perimetrum baseos

cylindri exaequanti superstructum; basis autem si circulus fuerit, sive

recta dicta computatur e diametro, sive si e recta data quaeratur diame-

ter, facile construitur. Si verő alia linea sit perimeter baseos, eius lon-
gitudo computanda est, ut rectanguli basis prodeat.

Rete coni recti autem sector est, cuius centrum apicem, latus rádium,
et arcus perimetrum baseos circularis prsebet. Sünt enim, si basis circu-
lus et recta e centro ad apicem ducta ad basim perpendicularis fuerit,
latéra coni omnia Eequalia, quum sint hypotenusae triangulorum rectan-
gulorum sequalium : quod ex. gr. si pro circulo ellipsis esset centro
eodem gaudens, minimé locum haberet. Basis circularis ex arcus longi-
tudine, quas e ratione arcus ad peripheriam atque radio innotescit, pro-
dit; longitudo arcus enim per n divisa diametrum baseos prsebet. Est
verő angulus ad apicem eo acutior, quo minor angulus sectoris ad cen-
trum est, et eo magis obtusus, quo propius ad quatuor rectos angulus
dictus accedit.

Potest quoque e dato angulo ad apicem arcus sectoris, uti ex arcú
sectoris angulus ad apicem reperiri. Sit nempe (Fig. 222.) latus coni /,
axis a, et radius baseos sit r; dato angulo u et axe a, reperitur tam /
quam r; eritque perimeter baseos 2rn arcúi sectoris radio / scripti
asqualis; tota peripheria esset 2/71; sit x quantitas qusesita talis, ut
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sít; érit
* •*
ix-r et x-T

Si verő / et x data fuerint, érit r = /x, atque ex / et r prodit «,
Potest etiam rete pro cylindro basi qualivis datae ad quemvis angu-

lum insistente, saltem per puncta utvis propinqua constnii; et idem de
cono valet; neque proprie sensu geometrico praecisum sensum sive
recta in curvam, sive planum in superficiem curvam fíexa habent, nisi
id per motum circa puncta illius, vei rectas huius ad intervalla fiat, atque
resultatomm limites geometricí accipiantur.

Ex. gr. Sit basi circulari superstruendus cylinder aut conus talis, ut
cum basi inferiore, in cylindro recta basium centra iungens, et in cono
recta e centro baseos ad apicem, faciant certum angulum dátum; aut
in utroque sit basis ellipsis, cuius centrum c sit, atque angulus, quem in
cylindro recta per centra baseos, in cono recta ex apice ad centrum,
cum basi facít, dato angulo aequalis sit.

Potest cuivis curvas, (qualiscunque fuerit), linea polygonalis inscribi,
atque sive prisma sive pyramis fuerit, potest in triangularia dividi, quo-
rum bases latéra linese polygonalis dictas sint; atque applicatis iis,
quse 'pag. 242) dicta sünt, rete quantolibet exactius construi; imo etiam
Hmes geometricus baseos in piano quaeri, tam in prismate, si paral-
lelogramma laterum basi insistentium aequalium, uti se invicem exci-
piunt, iungantur, quam in pyramide triangula, uti se invicem apice com-
muni excipiunt, iungantur. Parallelepipedi recti rete (exclusis basibus)
constabit e quatuor reetangulis eidem rectee insistentibus; quia latéra
parallelogrammorum coincidentia cum basibus angulos rectos adeoque
tales angulos deinceps positos efficiunt, qui simul duos rectos exaequant.
Ubi verő hoc neque per limitem locum habét, parallelogramma in pris-
mate, triangula in pyramide ita poni debent, uti se invicem exeipiendo
prodeunt; et ubi locum habét, limes geometricus quaerendus est.

Est quoque, ut inferius patebit, cylinder obliquus circulo insistens
nonnisi cylinder rectus ellipsi insistens, ad certum angulum oblique sectus;
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et pariter conus circulo oblique insistens nonnísi conus rectus ellipsi
insistens oblique sectus est: unde retia tani cylindri quam coni obliqui,
sive circulo sive ellipsi ad dátum angulum insistentium, reperiuntur.

Nempe cylindri recti circulo, imo et ellipsi insistentis rete construitur
(pag. 245). Coni recti ellipsi insistentis quoque rete construi potest. Nam
(Fig. 223.) sit ellipseos centrum c, sitque eb dimídium axis minoris, et
2Ic dimidium axis maioris; sitque cc'lHc, et c'apex coni; moveatur c5
usque in 2k, fiet ubique triangulum ad c rectangulum, cuius cathetus e
c usque ad ellipsin crescet usque ad 2lc, et ubique determinari poterit,
altér cathetus verő cc' érit; unde hypotenusa, nempe latus coni in illő
loco, reperitur; adeoque etiam triangula se invicem exeipientia, quorum
bases chordse et latéra hypotenusee dictee sünt, adeoque rete cum errore
quantovis minőre construi poterit.

Si verő conus (vei cylinder) rectus constructus fuerit: sit (Fig. 224.)
basis 21ö£Z)<£ in piano tabulse, atque 2í£)' sit tangens ad punctum 21,
circa quam planum e basi elevetur ad certum angulum w, atque planum
baseos sit P, et planum elevatum dicatur p.

Quamvis res summa generalitate exponi posset, simpliciora proferre

sufficiat

Sit prius cylinder vei conus rectus ellipsi insistens, cuius axis minor

215 = 5, et axis maior (£<£, centrum f, et perpendicularis ad basim ex

f usque ad basim cylindri superiorera (aut apicem coni) sitpf; secetque

planum p perpendicularem dictam fp in f. Innotescet ff in tríangulo ad

f rectangulo 2íff ex angulo u et catheto 2Ü.

Sit iam e fine 23 arcus 2Í23 ad P erecta perpendicularis usque ad p;

cadet hsec manifesto in superficiem cylindri; sit f)' punctum eius cum p

commune.

Patet quod si cylindri rete rectangulare sit (Fig. 225.), cuius basis

2VÖ2 = perimetro baseos, atque pro arcú 2123 = rectae 21'3' construatur

ad 2T23' perpendicularis 23'b"=23b'; et quum hoc cum punctis perimetri

baseos quam proximis suscipi queat: rete cum errore quantovis minőre
construi possit, si ex 2í' incipiendo usque ad Q reetse ducantur ab 21'
ad b" et a b" ad c" &, atque pars infra hanc lineam cadens resecetur.
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Itaque quasstio eo redit, ut (in prscedentibus) 23b' determinetur, quod
modo sequente fieri potest: perpendicularis ex 23 ad 21&' demíssa cadat
in 23", érit

itaque triangula rectangula b'23"23 et rjff erunt similia; adeoque érit

2If:fr=23"23:23b' seu 23b'= «. 2323",
. ff

sí ~ , dicatur «. Est autem

si y infra <££ negative et superius positive accipiatur.

Si verő cylinder circulo insistat, adeoque b diameter sit: manifesto
23"23 sinus versus arcus 2123 érit; adeoque si polygonum regulare inscri-
batur, et 2Z23 sit arcus chordae primas ex 21 incipientis, dicaturque /?(

erunt in rete transferendae perpendiculares sequentes: a sin. vers./?,
a sin. vers. 2{Jt a sin. vers. 3/? Ss1, nempe ad distantias /?, 2/?, 3/? y ex 31'
acceptas.

Sit iam conus rectus basi eidem superimpositus; in réti coni punctum
piano p superficiei conicae commune, reperto 3b', facile innotescit:
(Fig. 226.Í pf et b ' 3 ad planum P perpendiculares in piano sünt, at in
hoc idem cadit coni latus p23t et in idein cadit recta t'b\ (quia puncta
p, f, b', S in idem cadunt, adeoque et recta inter qusevis bina eorum);
manifesto autem secatur pB per fb't et sectio ista in p est, quia puncta
T, b' in p sünt, adeoque quodvis punctum recUe fb' in / est, Sit sectio
ista q; recta Öq in rete ad latus pB' ex & transferenda facile prodit,
(sive per constructionem, sive calculum), quuin A fpB ad f rectangulum,
simul cum FF et 23b' data sint.

Si verő (Fig. 227.) planum P circa Tl'Bf ipsi llfy parallelam elevetur,
et planum elevatum in loco novo dicatur / : tum nonnisi /3 subtrahen-
dum ex 238" érit, ut remaneat B23'"; et si perpendicularis ex D usque
ad planum / erecta k dicatur, haec ex y et angulo u ipsis p cum P
innotescit; et si perpendicularis ex 3 ad P sit 23b"', érit

BOLYAI, Tenlamtu. II,
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et huic 3b'" sequalis érit pro hoc casu in réti perpendicularis ad basim
ad distantiam ab 21* ipsi 2123 sequalem pro puncto Í3 construenda.

In cono recto autem (Fig, 227.), si fp per p non secetur, adeoque pla-
num secans p ad P planum baseos perpendiculare sit, érit w = R, nempe
angulus planorum / et P se invicem (Fig. 228.} in p Q secantium rectus
érit; prodibitque pro puncto Zll recta IXlm' e latere p2TÍ ex 211 incipi-
endo in réti resecanda modo sequente : fiat e centro f recta ad 2TI, se-
cetque hsec rectam p Q in c'; secabunt se invicem plana fXTlp et /, ad
P perpendicularia et punctum c1 commune habentia, in recta aliqua per
c' eunte ; érit igitur hsec perpendicularis ad P adeoque ad fíH, secabit-
que heec rectam pZH; fiat id in m'; erunt triangula rectangula pCJIl et
m'c'ITl simüia; consequenter

i 2.

Corporum similium soliditates süné, ut cubi linearum homologa-
rum, superficies autem sünt, ut quadrata linearum homologarum.

Etenim quodvis corpus C, cuius superficies sit S, in pyramides tri-
angulares (saltem e puncto interno uno aut pluribus) dispesci potest; et
aut summa basium superficies corporis érit, aut apicibus basium trian-
gularium dato quovis propius acceptis summa pyramidum —. C, summa
basium verő "- .S.

Sint corpora simüia A et B; applicatis iis, quas (pagg. 77—78, 111
et 239) dicta sünt: qusevis Hnea in A érit eidem homologae in B per
constantem a (eandem pro omnibus) multiplicatse aequalis; et si bases
triangulares in utroque semper simultaneo homologEe accipiantur, érit
in A quodvis triangulum t ei in B homologo t' per a2 multiplicato
sequale; pyramidis p autem basi t insistentis altitudo érit altitudini py-
ramidis p' basi /' insistentis homologa, adeoque si altitudo ipsius / sit
a = aa', érit
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3 3 P~~ 3 '
contequenter

*.*'— ***** ?<*'
/ > / = " T - : T = a : i '

sive uti tertise potentise linearura homologarum.
Hinc etiam, si summa omnium pyramidum p-^P, et summa omnium

pyramidum /'—. P\ érit
P:P'=a>:i.

Ita si summa omnium triangulorum t-^s, et summa omnium trian-
gulorum f*^s't érit

Scholion. In pyramidibus similibus, quae rectiüneis insistunt, divisio
in pyramides triangulares ex apice in utraque fieri potest. In sphasra fit
e centro via limitis: atque hinc, íquum spbaerae similes sínt', soliditates
sünt uti tertiae, superficies autem uti secundse potentíae radiorum. S
sphaerse, cuius radius i est, superficies /í, soliditas y dicatur: érit sphaerae,
cuius radius n est, superficies «J/3, soliditas M3y.

Prismata verő quaevis, etsi modo dícto per divisionem e puncto
interno in pyramides triangulares tractari queant: quum tamen factis ex
altitudine in basim sequalia sint: si similia fuerint, sufficit bases altitudi-
nesque quoad soliditatem considerare; nempe si alterutrius altitudo a
sit, et basis b, alterius autem altitudo sit na: érit huius basis n% et
soliditas n*bna = nsabí prioris autem est ab.

'3123-

Revolutio semicirculi circa diametrum parit sphaeram: cuius soli-
ditas et superficies quaerendas veniunt. (Fig. 229.)

Sit quadratum 2lBdD, et diagonalis Q&, ac quadrans 3X& centro &
radio 233Í, atque parallela qua;vis öc ad 2123: érit manifesto v fubicunque
scriptum est) = — -/?, adeoque trianguli WB crura fc et cB sequalia erunt.
Dividatur porro £ £ per n, et sit ex 3 incipiendo versus C recta fc

32*
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pars eiusmodi; fiatque per f parallela ef ad 2133, atque erigatur ex f per-
pendicularis |t ad be, et demittatur e puncto r, in quo ef quadrantem
secat, perpendicularis r<j ad ef, atque fiant perpendiculares í̂ i et fi. Re-
volvatur schema totum circa 3 C ; deseribet quadrans 2í£ hemisphaerium,
quadratum 2Í3CD cylindrum, et ADBC ad £ rectangulum deseribet
conum, eritque tam coni quam cylindri basis circulus, cuius radius íequalis
radio r hemisphasrii est, altitudo verő radius; per rectangula ebef, tjef, rgef et
tjtcf, Ifcf autem deseribentur cylindri, quorum altitudo cf = —, bases verő
sünt circuli radiorum r, fc, gc, te, fc. ARCHIMEDES movendo planum e
circulo per 213 descripto huic parallelé, donec in D<£ perveniat, sectíones
simultaneas in cylindro, hemisphaerio, conoque comparat, et reperiendo,
quod (quasvis sectiones simultaneas intelligendo) sectio Cin cylindro facta
sit sequalis summEe sectionis c in cono factae et sectionis s in hemisphaerio
faetze: concludit (omnes sectiones simultaneas accipiendo) cylindrum esse
summas coni et hemisphasrii Eequalem. Et hoc rite intelligendo, ut (Tom. I.
pagg. 209 ö1) dictum est, germen calculi sublimioris contínet.

Explicatio sequens est.
Soliditas cylindri dicatur A, soliditas sphaerae sit B, et soliditas coni

sit K\ dicaturque cylinder qui per ebef deseribitur a, per tfcf deseriptus
sit s', per egef seriptus sit s", et per r̂ ief seriptus sit c", ac per Ifcf serip-
tus dicatur c; atque per rfcf seriptum (per rf arcúm intelligendo) sit b,
et per fyfcf seriptum sit k.

In triangulo rectangulo fc3 est

quia fc = c 3 . Atque hinc circulus radio Í3f seriptus est summae circu-
iorum radiis fc, fc seriptorum sequalis, id est (quia f 3 = c&) érit C~s + c;

et hinc a = s'-\-c'.
Dicatur B' summa omnium s\ et summa omnium s" sit B"\ atque

summa omnium c' sit K', et summa omnium c" sit K"; summa pro quo-
vis n omnium a est A, omnium b est B, omnium k est K; atque quum
tam cylindri a, quam cylindri s' et c numero eodem prodeant, et pro
quibusvis simultaneis sit a = s'-t-c\ manifesto érit A = B'~i-K'.
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Sed
B'+ K"> B -h K> B"+ A":

quia

s'>t»s" et c">k>c'

adeoque, quum hoc de omnibus simultaneis valeat, est

B'>B>B" et K">K>K\

Atque si «-^oo, fit

. s' e
quia yr-^* I, et T - ^ I ; adeoque et

id est

s' c'Sed et B-^B, et K'^K\ nam ex -R- et -T-^i, et s'>ö>s", atque
s' c s c

c'>k>c> fit etiam -r-"-*ii e t X ' ' ^ 1 (^om í* PagS- 93 e t 2O9 ^)*
sequenter

AEst autem K-= — ; nempe conus et cylinder eidem circulo maximo

insistunt, et altitudo utriusque radius est: consequenter

atque tota sphsera diametri d fit = - g ^ ; nempe area circuli maximi

est ——, et hemisph£erium est

3" 4 " 2 ~ 3-4 *
et huíus duplum est

dj!L — 4 ? " 7 Í

'6 " 3

Hinc item ARCHIMEDES reperit superficiem S sphaerac quadruph

areae circuli maximi aequalem.
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Accipiantur nempe tria puncta in 5, et iungantur rectis, ut fiat trian-
gulum, et quodvis latus fiat trianguli növi basís cum apice novo in S
atque hoc semper porro continuetur, ita ut per triangula omnia demum
superficies simplex e planis composita apicibus angulorum solidorum in
S cadentibus exsurgat. Dicatur summa horum triangulorum S't fiantque
hae pyramidum apice communi in centro gaudentium bases, sitque pyra-
midum istarum summa / . Si cuiusvis harum pyramidum latéra triangu-
laria producantur, poterunt hagc per planum priori basi parallelum et
ipsum S tangens tale secari, ut pyramis baseos novse prioré maior sít,
et si pro quavis priorum pyramidum eiusmodi pyramis fiat, dicatur om-
nium novarum pyramidum summa P. Facile patet, quod P—p-^-o, si
cuiusvis trianguli apices dato quovis propius accipiantur; est verő (sphaera
B dicta},

adeoque B—/^-.o; consequenter p-^B. Sed radio r dicto, poni
potest

, r—
' 3 '

nam quamvis S' summa diversorum triangulorum esse possit, altitudo
semper est radio minor; atque ex. gr.

a (r — X) -+• (${r — x) = (a H-y9) [r — o)

poni potest, quia inde valor ipsius w prodit.
Patet autem, quod w-^o, adeoque si tum S'-^S", ipsum p*—,S"-^ ;

atque hinc, quum soliditas sphserse antea fuerit = -̂ —g—, érit

3 ~ 3 1

et hinc

id est Iper superficiem sphaerEe limitem Iaterum planorum corporis inscripti
intelligendo) érit superficies sphserse quadruplo arese circuli maximi asqua-
lis. Aliquid tamen hanc eandem matériám concernens paulo inferius addetur.
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Scholton 1. Hete sphaerae quidem e planis neutiquam construi po-
test, ut statim patebit; sed exhiberi quam proxime potest: nempe con-
cipiatur (Fig. 230.) quadrans arq in partes numero m dividi; sit centrum
C, et revolvatur arq circa qc; describet a circulum maximum, basim
coni recti apicem in polo q habente ; r verő describet circulum priori
parallelum, basim coni recti apicem in eodem q habente; atque vía
chordae av conus truncatus érit. Si iam tam huius coni truncati rete,
quam uti se invicem chordas w-tarum partium quadrantis usque ad po-
lum excipiunt, retia conorum truncatorum per vias chordarum dictarum
descriptorum construantur, atque ita uti se invicem excipiunt compin-
gantur, manifesto quo maius m accipitur, eo minőre errore sphasra ex-
hibebitur.

Coni truncati per chordam at descripti rete prodit modo sequente :
secet continuatio rectas at continuationem rectae cq in p ; fiatque centro
p radio pa arcus ab=2?-7r, et eodem centro p radio pr fiat arcus vb=2r'n:
érit rabi) rete coni truncati; nempe notandum est, quod basis coni, cuius
apex q et latus qa erat, et basis coni, cuius apex p et latus pa est, con-
gruant, quum utrumque circulus sit, peripheria longítudinis eiusdem
gaudens.

Innotescit autem tam ap quam /, sive per constructionem, sive per
calculum, quum ,

f n rr = sinqr

sit, et anguli, quos latéra polygoni ex a incipientis cum perpendiculari-
bus ad qc missis faciunt, facile computentur. Idem verő de quovis latere
ad sequens continuari posse patet: ex. gr. conus truncatus lateris rt ge-
neratur per arcúm = 27r.it', centro p' radio p't scriptum, et arcúm
= 2n. rr' centro p' radio p'r scriptum. Constructi autem hi coni truncati,
uti se invicem excipiunt, conglutinari et omnia intra bases quadamtenus
expleri quoad praxim possunt.

Aut circulus maximus dividitur in quo plures partes aequales, et seg-
menta a quavis parte ad polos exstruuntur aequalia; si plana per axem
et puncta divisionis ponantur: manifesto conorum truncatorum bases
omnes in totidem partes divisse, segmenta appropinquantia praebebunt.
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Plures huius módos ad praxim magis pertinentes vulgaresque referre non
huius loci est.

Quod reipsa autem e piano segmentum tale construi nequeat, sic
patet: sit recta a'q' in quadrantem ac\ flexa, ita ut q' in polum q et a'
in a cadat; planum q'be quoque simul incurvabitur; atque etiam be per
se circa coni latus qa incurvari posset, ut in circulum maximum C, cuius
pólus q est, cadat; pariter seorsim quivis arcus fg posset in arcúm cir-
culi paralleli per ei respondens r euntis incurvari; at si hoc simul fieri
debeat, in motu flexus a, t, q simul quiescere deberent, quamvis non
in recta sint.

Pariter patet, si prius be incurvetur, ut in C cadat; fiet enim tum
figura plana q'be pars superficiei cylindricas aut conicse ; atque tum no-
vam incurvationem, ut a'q' in aq cadat, fieri non posse pariter patet;
quia primus motus circa be fiet, et nulla portio plani ex be incipientis
manente arcú be moveri poterit, quum be non sit recta, adeoque axis
motus esse nequeat.

Generaliter nulla Öexio superficiei esse potest, nisi reetse se invicem
continuo exeipiant, atque motus circa illas fiat, uti se invicem continuo
exeipiunt.

Scholíon 2. Sólet in praxi hexapeda in 6 pedes, pes ín 12 pollices,
pollex in 12 lineas primas, linea /x-ta in 12 lineas ^-hi-tas dividi; ita
ut 250 5' 7" denotet 25 hexapedas 5 pedes 7 pollices; at eandem sub-
divisionem tam in areís quam in soliditatibus retinere (ob numeros mi-
nores) visum est: nempe ubi de areis serrno est, pes quadratus signifi-
cat sextam partém quadrati, cuius latus hexapeda est, et huius pars duo-
decima dicitur pollex quadratus &, ita ut pes quadratus sit rectangulum,
cuius altitudo unus pes est, pollex rectangulum altitudinis unius polli-
cis y sit, semper hexapedam pro basi accipiendo ; ita cubi, cuius latus
hexapeda est, sexta pars pes cubicus, et huius duodecima pars pollex
cubicus & audit; adeoque pes cubicus est parallelepipedum, cuius alti-
tudo pes, et pollex cubicus parallelepipedum, cuius altitudo pollex &
est, pro basi semper quadratum, cuius latus hexapeda est, intelligendo.
. Variae hinc tam areas quam soliditates computandi methodi sünt,
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quibus computata sensu dicto exhibeantur. Simplicissima videtur se-
quens.

Sit unitas duobus hexapedis aequalis, pertica dicta; erunt in pertica
pedes 12, in pede pollices 12 et ita porro ; atque quum computatio area;
per factum e duobus factoribus, soliditas verő e tribus prodeat, res ad
multiplicationem redit: quse si pro 10 et 11 signa darentur, numeratzone
duodecadica facile peragi, et factum ad linguam communem dictam trans-
ferri posset, modo sequente. Scribantur factores ita, ut numerus hexa-
pedarum numero perticarum exprimatur; ex. gr. pro ioi r ' 5' 10" scribatur
50, 11' ro"; nempe absque eo, ut pro 10 et n signa pecularia poneren-
tur, possunt pedes, pollices Es1 imo et perticae, intervallis distincta, de-
cadice designari, ut in exenrplo allato 50 unitates, 11 duodecimíe, et
unius duodecimze 10 duodecimee denotentur; imo factum quodvis par-
tiale e termino in terminum decadice quseri scribique potest.

Ita scriptis binis arese factoribus, multiplicatio in numeratione duo-
decadice peragenda est, ita ut in decadica, dummodo heic 12 ipsius 10
vicém subeat; notando, quod in productorum partíalium postea adden-
dorum linea suprema prius tot loca. notarum duodecimalium signanda
sint, quot notse duodecimales in factore utroque simul sünt, atque his
anteponendum comma sit, ante quod ad Uevam numerus unitatum sequt-
tur ; atque numeri duodecadum additio ad lsevam nonnisi usque ad locum
commate insignitum fiat continueturve. Deinum verő factum post comma
per 2, ante comma autem per 4 multiplicetur, ea cum restrictione, ut a
dextra incipiendo usque ad terminum, qui post comma est, translatio
duodecadum fiat, in termino post comma ad dextram autem numerus
senariorum addatur termino, qui e multiplicatione per 4 termini ante
comma prodit. Si verő soliditas quseratur: factum, quod e duobus facto-
ribus prodit, ante multiplicationem per 4 ante comma et post comma
per 2, per tertium factorem eodem modo ut dictum est, (iuxta systema
duodecadicumi multiplicetur; et factum pláne ut antea tractetur, eo tan-
tum discrimine, quod termini post comma per 4, et terminus ante comma
per 8 multiplicentur.

Nempe una pertica quadrata continet 4 hexapedes quadratas, et una

BOLVAI, Teniamen. II.
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pertica cubica 8 hexapedas cubicas continet: atque hinc pars duodecima
perticse quadratae est sequalis tertiae parti hexapedas quadratse, adeoque
2 pedibus sensu dicto; ita duodecimse duodecima 2 pollices facit, quod
porro continuari patet; quivis igitur terminus facti e duobus factoribus
prodeuntis post comma per 2 ante comma per 4 multipHcandus est;
at quum 6 pedes sensu dicto hexapedam quadratam faciant, numerus
senariorum termino ante comma per 4 multiplicato additur. Duodecima
scilicet perticse quadratse

^ 4° = i° = 6' = ,
12 3 "3 '

et huius duodecima

2 t <
12 12

Et perticse cubicse duodecima

_ 8C _ 40 _ i°
~'íi — 6 ~~4 ' 6 "

Exemplis tamen sequentibus etiam illustrare haud supervacuum érit;
notando, quod non solum ut dictuin est, termini singuli, etsi novenarium
excedant, decadice scribantur, et termini quivis decadice multiplicentur,
sed etiam divisio per 12 decadice peragatur; quod omnino facile fit, quum
duplum, triplum,... usque ad nontuplum ipsius 12 memória facile retineatur.

Sint arese alicuius dimensiones per se invicem multiplicandse 6" 2 7"
et 8° 1' 8'', et sint soliditatis dimensiones 6° 2', 8° 5' et 40 2'; fiet

o,
12,

13.
4

53°

2

3
IO

3

i7"

3.
4.
i

2

4
8

' 4 "

2
I

8
7

3

7*

7
8
8'

8
2

4'7"
2,

27.
30,
8

12,

13.
2,

3
11

3

3
4
3
8

11

2

11

8
7

. 2

!„5
10

10

8

8
4

2420 2 6"
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Sit etiam exemplum pro divisione per 12, nonnisi usque ad locuin
cominatis extendenda. Sit unfl dimensio 3030 5', altéra f 4'

I , ÍO

126, 7 2
151, ií
278, 6 2

4. ?_
n 140 0' 4"

Scholion 3. Si duo prismata P et /> fuerint, et prioris altitudo A ba-
sis B, posterioris altitudo n basis h fuerit: érit

P^AB et p=.ab\
adeoque

P:p = AB:aó,
atque si /J=p) érit

A:a=b:B}
et si ^í = tí, érit

/ • : / = .£:$,
et si B = by érit

Eritque, si A~ a et bases similes atque L et I linese homologae sint,

P-.p=L1:l1.

Idem ad pyramidem applicari evidens est.
Scholion 4. Transmutari quoque corpus quodpiam in aliud potest;

si ex. gr. sphaera diametri d in pyramidem altitudinis a baseos x mu-

tanda sit: érit
dsn __ xa
6" " 3 '

atque hinc

Atque basis x computata, item sive in circulum sive in aliain figu
rám converti potest. Nec his amplius immorari necesse est; quum per
spectis iis, quffi dicta sünt, Tyrones ipsi omissa reperire queant.

33*
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'3124-

De hoc in Torao primo dicta sufficiant.

•313. .

Si planum cum superficíerum relatarum aliqua punctum commune
habeat: oriuntur sectiones coni, cylindri, sphaetae £s\

Si planum quamvis infinitum apicem solum cum superficie coni com-
mune habeat, sectio punctum est; si adhuc unum commune habeat,
sectionem aut duae rectae se invicem in apice coni secantes efficient,
aut sectio latus coni érit. Si planum secans basi parallelum fuerit, érit
sectio figura basi similis, orieturque conus truncatus rectus circularis,
si conus rectus et basis circulus fuerit: quse omnia facile patent.

Si (Fig. 231.1 cylinder rectus basi B parallelé secetur, sectio b = B
érit; atque si per planum ad angulum u secetur, érit F= G (tam quoad
superficiem quain quoad soliditatemi; adeoque etiam E-\~F innotescit,
quum F sit = - ^ > adeoque

£+f= Ba + B $ = ;
2 2 2 '

•3124. Sectionum coni ciiin piano statim sequentium revolutiones pariunt para-
boloidetn, ellipsoidem et hyperboloidem.

•313. Motus plani circa axem, punctum aliquod forma; cuiuspiam earum, qua
prodierunt, complectentem.

•3131. Si coni verticales fuerint, oriuntur sectiones conicae.
•3132. Forma secta etiam Cylinder aut
'3 í 33- Pyramis vei
•3134. Prisma esse potest.
•3r35- & forma hzec sphaera fuerit, et

'31351- Plana per centrum eant: oritur in superficie sphierie triangulum sphaeri-
cum ; quae e datis sufficientibus computare docet Trigonometriai sphaerica.
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ubi si de soliditate sermo fuerit, area ipsius B, si superíicies quaratur,
pcripheria accipienda est.

fa.
Coni truncati, nempe partis coni recti inter basim et planum basi

parallelum, superjicies exclusis basibus est lateri per peripheriam illant
multiplicatat íequalis, quae cum perpendiculari e medio lateris ad
axem missa tanquam radio describitur. Sit nempe (Fig. 232.J rete coni
truncati abe&, et coni totius sit pöe, atque latus coni truncati sit ab, et
eius médium c ; érit radiis r et r' descriptis circulis, area annuli (pag. 108)

= [r-h r') [r — r)n =

\2n.= ir — r 2TT = [r — r).\r-\ —

Est verő r — r latus coni truncati, r'-\ ^ — verő est pc, quod per 271
multiplicatum dat peripheriam radii pc.

Hinc idem de sectore patet; si nempe is «-ta pars totius fuerit, érit
et pars annuli in sectore pars n-ta annuli totius. Unde res in aperto est.

§•3-

Soliditas coni per planum basi parallelum truncati e basibus et alti-
tudine prodit sic. Sit (Fig. 233.) data basis inferior B, superior b; atque a
altitudo coni truncati. Sit coni superius absecti altitudo x. Erit

Hinc autem est

et hinc
, 2abx aö_

* - B=b ~~ E-b
adeoque

x = B^-b ""• V CB^'bf ^ B-b
ab-ha í/'V+bTB^T) _ a[b-+- YBb) _
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Itaque
Ba — ba •+• ab -+• a /Bb a(B~h VBb)

Est verő conus truncatus aequalis residuo coni totius, subtracto supe-
riore, adeoque fit

— ^^~hXi _ b x
 =salB

3 3

Et posterius ad conum obliquum etiam, imo et pyramidem quamvis
etiam obliquam, dummodo sectio per planum basi parallelum fiat, appli-
cari, atque de quavis pyrainide valere evidens est.

Scholion 1. Si verő / latus lineare pyramidis inodo dícto truncatse
(Fig. 234.), atque /í et fi sectiones basium cum piano per apicem factae
data fuerint: reperietur L latus pyramidis completse ex

est enim
fix

et hinc

x - &

adeoque .

quod et de cono valet.
Scholton 2. Notandum etiam est, quod
1. pyramidis truncatse, si basis figura reguláris, et recta per centra

basium ad eas perpendicularis fuerit, superficies (preeter bases) sit summa
trapeziorum aequalium; adeoque unus factor altitudo trapezii, altér autein
sit perimeter sectionis plani ad basim per lateris lineáris meditullium
paralleli.

2. In prismate verő qualecunque fuerit, perimeter sectionis plani ad
latus lineare perpendicularis multiplicatur per latus lineare, ut super-
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ficies -prwter bases prodeat: nam si prisma iuxta rectam lla exstructum
sit, in quovis parallelogrammo latus lineare = 21a pro basi accipi po-
lest, et altitutlo érit sectio parallelngrammi cum piano ad 2la perpendi-
ciilari. Idetn dt: cylindro obliquo etiam valere patet.

Scho/ton 3. Si omnia dolia similia conficerentur, tum nonnisi certa
dimensio dolii certa; quantitatis nóta esse deberet, ut cuiusvis alius dolii
dimensione homologa cum prioré comparata, vasis posterioris quantitas
innotescat: si ex. gr. prioris dolii quantitas q, dimensio certa d, et pos-
terioris quantitas Q, dimensio D esset, fieret

Manifesto auteni et alia dimensio tentanda est, ut eo certius fiat idem
pluribus modis com próba tum.

Quum verő hoc non sit: potest dolium ordinatis e linea per supre-
mum eius punctum horizontali demissis, in conos truncatos quantumvis
proxime dividi; et sive constructione sive calculo, tam plenum quam
usque ad planum certum horizontale repletum, computari; ratione etiam
crassitudinis ligni habita, quse si non eadem ubique sit, errorem aliquem
inducit. iFig. 235.1

Coni truncati, cuius bases segmenta sünt, in casu si doha plena non
fuerint, soliditates per pag. 2611 innotescunt; nempe bases per plana ver-
ticalia liquidum secantia effonnantur; et fiunt pyramides truncatae, e ba-
sibus earuinque distantia eodem modo computandae.

Scholion 4. Sit iFig. 236.1 ab latus polygoni reguláris n laterum
ex q incipientis, radius r quadrantis qac, et 5D sit perpendicularis e
chorda: ab meditullio ad rádium qC, et a21, bB pariter sint ad rádium
q<£ perpendiculares, et ap perpendicularis ad bB. Fient triangula ££>*>
et abp ipag. 69) simiiia ípropter latéra reciproce perpendicularia), adeo-

que u'= u : itaque
M CÍ):í)D=aí>:ap(
et hinc . »

C&. ap = ÖD. ab et 2n<Zb. 213 = 2nbV. ab.

Sed revoluto schemate circa 21C, posterius est superficies coni truncati
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(exclusis basibus), cuius latus ab et altitudo ap = 2l23 est; prius autem
nempe 27i£b.2l33 est superficies cylindri (exclusis basibus), cuius altitudo
213, radius peripherise baseos autem <£b est. Atque pro quovis alio po-
lygoni latere pariter superficies coni truncati, per chordam descripti, érit
superficiei cylindri eius sequalis, cuius altitudo est pars radii q£ inter
perpendiculares ad eum ab extremitatibus lateris missas, basis verő est
asqualis circulo, cuius radius asqualis perpendiculari e centro ad chor-
dam missa, neinpe <£b _L ab, quia b meditullium chordse est. Dicatur hsec
nomine generáli r'; est nempe perpendicularis e centro ad quodvis latus
polygoni reguláris eiusdem asqualis.

Summa superficierum conorum truncatorum dicatur s'. Si n semper
duplicetur, atque uti chordse se invicem a b usque ad a excipiunt, coni trun-
cati per revolutionem schematis generati accipiantur: érit í'=2;w\2l33;
quod manifesto —.27W.2U3, quia r'*^r. Consequenter superficies zonae
aequatur peripheriae circuli maximi per altitudinem zonae multipli-
catae.

Et si hoc ad totum quadrantem extendatur, fiet superficies hemi-
sphaerii peripherise circuli maximi per rádium multiplicatae aequalis: sci-
licet érit ^=2nr.r, et totíus sphserse superficies = 4rI7i (ut antea).

Scholion 5. Per latus ultimum ad <\ quidem non conus truncatus,
sed conus apice ad q gaudens describitur; at coni recti quoque super-
ficies (exclusa basi) sequatur lateri per peripheriam illám multiplicato,
quae per perpendicularem e meditullio lateris ad axem missam descri-
bitur ; sit enim latus coni adeoque radius sectoris rete superficiei prse-
bentis r, et arcus ad imum radii sit a; érit e medio ipsius r arcus

= 4 » ct area sectoris
r a

•= — a = — r.
2 2

Unde patet et segmentum sphserse e q incipiendo esse peripheriee cir-
culi maximi per altitudinem multiplicatee sequale,

Scholion 6. Et superficies coni truncati limes trapeziorum est, quse,
a certo latere coni incipiendo basibus inscribendo polygona regularia
totidem laterum, oriuntur, et quodvis trapeziorum horum in duo trian-
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gula apices in superficie habentia dispesci potest; atque limitem summa
tnanguloruin per superficiem curvam intelligi diclum est, sicubi cum
piano ut quantitas respectiva comparatur (Tom. I. pag. 299}.

Scholion 7. Appendiás Auctor {Geometra acutissimus\ in opusculo
singulari attentione digno (nec ratione voluminis aestimando), non solum
independentem ab axiomate XI Euclideo Geometriám sagacitate summa
docuit priinus, sed ab eodem independenter Trigonometriám sphaericam
stabilivit, imo etiam superficies sphsericas esse ut secundíe diametroruin
potentiae; atque superficiei sphserae quantitatem deduxit.

1.4.

Sectiones coni autem (ut pag. 152 dictum est) lineas secundi ordinis
esse, et quidem si planum secans P lateri coni parallelum fuerit, para-
bolám, si P e situ parallelo versus latus dictum moveatur, ellipsim, si
retrorsum moveatur, hyperbolam in cono verticali utroque, et quidem
e duabus curvis aequalibus fin duobus conis verticalibus) constantem, esse
sic patet. Sit (Fig. 237.) planum tabul&s T planum per axem conorum ver-
ticalium, quorum anguli verticales n sint; sitque planum P prius paral-
lelum coni lateri ?23, et perpendiculare ad planum tabulse, sitque 2Ip
cum hoc sectio ipsius P; fiatque planum / perpendiculare ad axem
per p , sitque sectio 23£ ipsius / cum piano tabulse ; érit sectio ipsius
p cum superficie coni supra planum tabuhe semicirculus, in quo per-
pendicularis ex p ad BC dicatur y, cui correspondens llp dicatur x;
nempe in recta 2íp poterit p ubivis sumi, et dicenda ubique valebunt;
érit manifesto y perpendicularis ad planum tabulse adeoque ad x. Sit
circuli radius r\ Af^C sequicrurum est, adeoque anguli v ad basim sünt
aequales, et

— »
V =

et hinc
1

sin. » = cos.-—».

Porro in triangulo 2JpC est l

34
BOLVAÍ, TenLainen. II.
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x: 2r — z = sin. v: sin. n — cos. — n: sin, n.
2

Et hinc
.vsin.w2Y — Z =

I
COS. «

2

Et si ex 21 ipsi 3 C parallela 2IÍ)' fiat, érit

ic: z = sin, #: sin.« = cos. — n : sin. n :
2 '

adeoque
c sin.

JET =

cos. — n
2

Est autem in semicirculo

consequenter substitutis valoribus ipsorum 2r — z et .z, érit

a x sin, n c sin, n ex sin! n

cos. — n cos. — n cos! — «
2 2 2

Et haec sequatio paraboláé pro parametro

c sin! n
71

cos. — «
2

est; atque parabola cuiusvis parametri q prodit, si

q cos! — n7 2
c = ^

sin! n
accipiatur; nempe is valor ipsius c accipi potest, proditque ex

c sin!«

cos: — «
2

posito.
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Sit (Fig. 237*.} f\m>n, et sit 2i'p nunc abscissa x ex 21' incipiens
(ut prius ex 21 erat). Erit tum

est verő
g + A = J±^*- e t k =

1 i 'cos. — n cos. — n
2 2

nam in triangulo 2íp2T externus

m = n -h m — n,
et in triangulo 2J'ap est

x: k = sin. M : sin. ÍT# — «) = sin. v: sin, (/« — n\

(quia angulus deinceps ipsius « est =zí). Unde

r x$m.[m — n) xsin, (m — n)
sin. v icos. — « "2

Atque hinc substitutis valoribus ipsorum z-\-k et ky érit

, , csin.« — a: sin. (m — «)
« — * + * — «=-•-- •

icos. — n
2

Porro in triangulo 2I'PC est

adeoque

I
2/- — z : x = sin. ffí: sm. v = sin. #/: cos. — «,

x sin.
— Z = cos. — n

2
Atque hinc

csin.«— xsin. iw — «) ssin.w
jy1 = ^ (2r — Z) = j

cos. — « cos. -— «
2 2

A:C sin, n sin. ?« _ x2 sin^J m — «} sin. OT .
cos? — n cos. ---- «

2 2

quse pro axe maiore
54*
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/ 7 —"—•

/* =

C

sin.

csin,

sin. n
( « -

. n sin,
T

cosí —
2

» )

268

et parametro

aequatio ellipseos est.
Nempe ex

J? csin. «sin, CT sin.(ffl — n)sin.m
a a i ~~ z i

a cos. — n cos. — n
2 *

sequitur
c sin. n a sin. (m — «)a := . —, r atque c = ^ —•sin. (w —«) ^ sin.»

Si o'q || fb, et a'b' \\ be, atque a'p sit x, et / n < » sit fFig. 237»*.
supra f), et planum p antea ad T in £3£ perpendiculariter insistens nunc
ipsi T in be insistat perpendiculariter: érit tum

z = h •+• k atque c: h = sin. v: sin.«?
adeoque . •.

csin. n csin.«
k = sin. v 1cos. — n

2

porro in triangulo a'pa, est A Pa>c\ = w — w i *lu*a A c a ̂  ^ 1 " (propter
a'q || fb); atque est

x:k^= sin. z»: sin. (« — >«);
adeoque

Porro in

le hinc

triangulo a'pc

2r

sin. v

est

— Z'.X-

xsin,
sin.

= sin.

, m
V

m

Icos. — n
2

: sin. v,

x sin. m

cos. — n
2

Consequenter (ut antea)
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— m) \ xsin. m
cos.-i-w cos. 4-« / cos. — n» COS.

— c s i n - " sin.m sin.fw — m)sin.m

cos! — n cos! -i- n
* 2

quae aequatio hyperbolae est pro parametro

c sin.« sin, OT

cos? — »
2

et axe primo
c sin.»

sin. (n — m)
Nempe ex

csin. «sin. m
% 1

cos. — n
2

simul coefficientem ipsius x ipsi -2- ponendo sequalem, érit

sin, (w — ni) sin. »g csin.«sin.w

atque hinc

cos. — n a cos. — n
2 2

. , , csín.
in.(» — m) = a

et
«sin.fw — m) . csin.w

c = — -.- -— et a = — -—r-—-—sin.» sm. {« — »Í)

i 5-
Estque sectio in cono verticali facta priori squalis.
Denotentur enim (abhinc usque ad pag. 273) sinus angulorum per

nomina angulorum accento insignita; ex. gr. sin. n denotetur per «', et
[n — m] denotet sinum anguli (» — «), ita v érit =sin.z>:= cos. \ n.
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Si iam (Fig. 238.) in cono superiore sectio per &p( in inferiore autem
continuatio eius per D p fuerit, dicanturque M anguli verticales ad D:

c: C= M': #»'= (« — m)': m\

(nempe M=n — m)\ itaque

C = cm'{n — m)
Est verő (ut in praecedentibus)

y —

quia n>Af, (nempe externus interno opposito maiort. Substituendo au-
tem valores ipsorum C et M, fit

, cm'.n'.{n — m)'x m'(n — m)'x* cnt'n'x m{n — m)'x*
y ~ {n — m)'V2 "•" v'2 ~~ v'x v'1

uti in §. 4.
Scholion 1. Sit iFig. 239. I.) cuiusvis rectse datae D ö meditullium C,

sitque ad angulum quemvis u recto minorem recta CP; ducanturque e
quovis rectje <TÍ puncto P rectse PD, f^; in triangulis Í)CP et 23Cf est
latus F£ = f(£, latus CD = <£23, angulus interceptus u autem est altero

intercepto deinceps posito mínor, quia u Iper hypothesimi acutus est;

itaque PÖ<fD est. Fiat ft£ = PD, et D€ dicatur A ; atque translato

scbemate (in Fig. 239. II.), et tabulae piano C dicto, erigatur ex A pla-

num B ad C perpendiculare, fiatque in B ad axeui A pro pára metró

Q= ,-,- ellipsis; érit recta e raeditullio ipsius A ad P ducta perpen-

dicularis ad Bt et simul axis coni recti per complexiim rectarum ex om-

nibus ellipseos punctis ad apicetn P ductis efformati; erítque sectio huius

coni, per planum P (ex / ) = Z>8) ad C perpendiculare facta, circulus

diametri D\ atque coni ex apice f huic circulo insistentis axis (nempe

recta ex apice P ad C centrum circulii efficiet cum piano circuli tan-

quam basi angulum u • est enim basis heec in piano P, et C planum

tabulae, in quod axis dictus cadit, ad P perpendiculariter positum est,

quia P ad C <per bypothesim) perpendiculare est.
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Nam moveatur planum ex B sursum ipsi A parallelé; quocunque
venerit, ex. gr. in planum b ad C ex be perpendiculare, sectio eius cum
cono érit ellipsis inferiori similis. Ellipseos huius axis (per E>e repraesen-
tatus) dicatur generaliter a, et paraméter eius dicatur q, sitque 33p ab-
scissa x ; et quaeratur y nempe sectio plani P cum ellipsi, in qua pla-
num b conum secat; est y tam ad D quam ad a nempe ad be perpen-
dicularis, quia sectio duorum planorum P et b ad tertium C perpendi-
cularium est.

Eritque A:a=Q:q (pag. 161), adeoque

Estque
cn — xo>'-+- xm

quia et hic (ut pag. 267)

eri—xd . „ xm
z = -,— et a — z = ——.

v vnimirum
p'= cos. — n et «'— lm — «)'.

2
Est igitur

cn'—x&'-t-xm' Q_ e t - _ _
a

et hoc (substituendo valores ipsorum z et q) fiet

cn'—xfo cn'—xfo'-hxm'- Q tcn'—xcúV Q _
= ? v' A \ v ! A

Qcm'n'x Qco'm'x2

(nempe £- = ^-\ Substituendo autem valorem supra dictum ipsius Q, fit

a _ Av'xcm'n'x __ Av'zo>mx = cn
y — ma'Av'1" « Ö ' ^ V " «

nam CB'
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quia in triangulo tDö est ' • • . . ' -
U:c=-n :ta.

Scholion 2. Sit pariter (Fig. 239. III.) in piano C rectangulum 2í£t£Z),
et ducatur recta VS ad quemvis angulum acutum u; fiantque (ut antea)
planum B ex D€, et planum b ex öc, et planum P ex Dö, ad C per-
pendicularia; fiatque in B ad axem a pro parametro q = ~,- ellipsis, et
fiat ad hanc ellipsim tanquam basim cylinder rectus; érit sectio per pla-
num b facta ellipsis basi sequalis, manentque q et a eadem. Eritque
z : x=u: i, adeoque z = xu\ et £);a — i:u'} adeoque a = Du'; atque

(per y sectionem planorum P et b in cylindri superficie terminatain
intelligendo) fit

t az* Dxu [ D r\ \ % ny* = qz *— = -, — - \Du \x*un =

u Du

itaque cylinder superior circulo diametri D ad dátum angulum « in-
sistet.

Sckolton 3. Sit (Fig. 239. IV.) D<£ diameter baseos circularis coni
obliqui, sitque f€ latus brevissimum, adeoque u<v. Ponantur (ut antea)
ad C perpendiculadter planum P ex 25D, et planum b per be ad basim
parallelum; érit sectio coni per b circulus diametri be — S; et

z->rk;c=ri:u\
atque

k'.x=-{m — »)': a '= X': u\
adeoque

, , cn —
z-\-k—«= ——7

et

quia
• pc: pö = m': v\

Atque hinc
, , c , cn'— xX' xtn' cn'm'x Xtrix*

y =Z(S-Z)= u, - - ^ ^ - ^ ^ - r -
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Pro circulo

'/'cntn cn ,«'/
"V - ü - >: et

nempe c : / ; = /.': « \ adeoque w/T—«V esset. Sed hoc fieri nequit:
quia tum esset

;//'; 7 /= a': /',

íitque quum in triangulo pí3e sit

et in tnangulo
/ / : / '= Pp : bp

quia U'=M'}, esset

et triangula i?pc et bpp iper duo latéra cum angulo intercepto asquali
proportionalia! similia fierent, et k = r ac M = m. Sed u lexternus) > / ;
consequenter u ~> v esset, quamvis u <z v sit.

At (Fig. 239. V.i pro /\fK(5 —?;, circulus fit; nam

cm'n'x X'm'x* ^ ,-. cn
J II V UV /.

sed
t t ^ rí - Lfl /rí Cn r-\ *" * ' *

j i j — - 71 iy — • o / r 7í ^ — / / r— / • • ^ ^ - " ^ i/ "'"?—r' —— 1 •

' n UV Á UV

Sckolion 4. Pariter prodit cylindri circulo oblique insistentis sectio

f Fig. 239. VI.): nempe fit
i aio'x (*}' x

y = - - , — • ••—,»

ubi ut a " ' -^/>,(quod =—r)> et -'í = 1 fiat, v'—uí esse deberet; sed

/ í H _ r _ _ 2 ^ hinc 2'H-w<2/?, et Vj <•> non gaudent sinu eodem.

In omnibus his autem pro A' et k positivis fiet

y: z= kx —

sequatio ellipseos érit; nempe ex K= a érit « = ^ . atque

Boi.VAi, Tentamen. II.
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ubi k paraméter et -g- axis maior est. Unde reliqui casus etiam (tam
pro m = n, quam pro m<n) sectionis coni (et pariter cylindri) obliqui
patent; omissisque aliis huius generis, sequitur in numero

•3135.

Sphaerae cum piano sectio aut punctum, aut circulus est, qui si per
centrum transierit, maximus audit, quum onines alii minores sínt; pars
sphaerse per planum absecta segmentum, et pars sphaerse inter duo plana
parallela zóna dicitur.

Nempe quodcunque planum secuerit sphaeram, perpendicularis ecentro
ad illud missa aut in superficiem sphserse cadet, aut intra eam; extus
enim cadere nequit, quia quaevis alia recta e centro ad planuro idem
dicta perpendiculari adeoque et radio maior est; itaque nullum plani
punctum cum sphaera commune esset. Si verő extremitas perpendicularis
dictse in superficiem cadat, nullum aliud punctum érit piano sphseraeque
commune, quia quaevis alia recta e centro ad planum excedit rádium.
Atque si perpendicularis intra sphasram terminetur, érit hsec ad omnes
rectas ex eo puncto in piano secante perpendicularis, qua? singulae exi-
bunt per sphseram, efformabuntque omnia triangula rectangula aequalia;
quia cathetus e centro omnibus communis, et hypotenusa radius est;
atque manifesto sectio érit via catheti alterius, moto triangulo rectangulo
circa catbetum priorem. Neque prseter circulum hunc planum cum
sphaera quidquam commune habét; superficies sphaerse enim via semi-
circuli circa diametrum est, et si in motu trianguli rectanguli pláne dicto
semicirculus moveatur, perpendicularis e quovis semicirculi puncto ad
axem motus aliud planum describet, eruntque quaevis plana parallela,
adeoque nihil commune habentia.
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§.2.

275

Est quoque manifesto centrum sphseras in perpendiculari e centro
circuli in superficie sphaerse siti, ad planum huius erecta; atque duarum
taliutn perpendicularium sectio centrum est.

Et facile de sphasris quoque patet, (uti de circulis in eodem piano,
si sectionis sphasrarum circularis, sectio duorum punctorum in circulis,
vicém subeat), quod si sphserarum S et s centra sint £ et c, radii R
et r, atque distantia centrorum d sit: pro casu si c extra 5 cadat,
sphaeríe nil commune habeant, si d>R-*-r; si verő d=R-i-r, punc-
tum solum commune utrique sit; et si d<R-+-r fuerit, sectio circulus
sit; pro c in superíiciem sphíerae S aut intus cadente autem sectio nulla
sit, si r>R-\-d aut r<cR— d, sectio punctum sit, si r — R^d, et
sectio circulus sit, si r<.R-\-d} et r non = n e c < / ? — d fuerit. Per-
currendo singulos casus Tyrones ipsi e sola (Fig. 240.) inspectione rem
in piano quoad circulos facile perspicere possunt.

Et tum quoad sphseras S et s quoque concludi potest, piano per centra
C et c adeoque rectam £c, in quam diameter utriusque cadit, posito,
atque in hoc tam centro <L radio R quam centro c radio r circulis de-
scriptis. Sint nimirum circuli hi C et c; atque revolvatur schema e cir-
culis C e t c compositum circa £c ; generabuntur manifesto sphaeree S
et s; quae, si C et c nihil commune habuerint, pariter nihil commune
habebunt, si autem C et c tetigerint se invicem, et sphasrae tangent se
invicem, tangenturque a piano per viam rectse ad diametrum e puncto
tactus perpendicularis descriptum; si verő C et c in duobus punctis p
et p secuerint se invicem, orientur duo triangula a:quicrura Cpp et cpp,
adeoque si meditullium rectíe pp sit m, érit tam Cm quam cin perpen-
dicularis ad pp, itaque tti in £e érit, et in motu dicto per rectam P»n
ad Cc perpendicularem describetur planum, et per punctum circulus in
piano eodem sphaerse utrique communis.

35*
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i I.

Si planum P per centrum eat, fit circulus, quem maximum esse
inde patet, quod si e centro huius circuli C dicti, ad planum P-perpen-
dicularis L erigatur, et planum tale ponatur, in quod perpendicularis
dicta incidit: secet hoc sphceram in circulo C ; huius revolutio circa L
eandem sphaeram parit; patetque, quod si radius circuli C" sit r\ circuli
per quodvis aliud peripheria; C punctum descripti radius versus polum
propiorem semper descrescat; nempe circuli cuiusvis in hoc motu de-
scripti radius est sinus arcus a polo usque ad punctum peripheriain de-
scribens. Quicunque autem circulus c in superficie sphaerae sit, alicui per
puncta ipsius C descriptorum aequalis est; nam c in piano est, et si e
centro sphaerae perpendicularis ad planum hoc demittatur, haec in cen-
trum circuli c cadet; unde antea dictis applicatis patet.

§.2.

Quilibet duo circuli maximi secant se invicem in duobus punctis, et
quidem bisecant ipag. 41); atque duo illa sectionis puncta cum centro
in eadem recta sünt.

§•3-

Quomodo autem fiat angulus duorum circulorum maximorum quan-
titas respectiva, quae in comparatione arithmetica semper intelligi debet,
dictum ipag. 4U est: nempe angulus planorum, in quae circuli üli ca-
dunt, intelligitur, atque huius quantitas est arcus circuli maximi inter ex-
tremitates quadrantum e sectione circulorum illorum, de quorum angulo
sermo est, acceptorum.
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Í4.
Demonstratuin etiam est:

1. Circuli maximi a et b ad tertium c perpendiculares in fine qua-
drantum commnni secant se invicem, fine hoc p„h ipsius c dicto. Unde
extremitas quadrantis ad c perpendicularis pólus ipsius c est.

-\ Si pa, pb qtiadrantes fuerint, anguli arcuum pH et pb quantitas
arcus ab est.

i 5-
Patet etiam :
1. e quovis superficiei sphaíra; puncto p ad quemvis circutum maxi-

mum V dari circuluin maximum perpendicularem. Nam tűin p in heini-
spha?rio est, cuius íequator (' e'st, et pólus q sit; adeoque circutus maxi-
inus per q et p secat circulum maximum (\ et arcus ex q usque ud C
quadrans ad (' perpendicularis est.

2. Si p, a, b talia superficiei sphaerse puncta fuerint, ut p tain ab a
quam a b quadrante distet, p pólus arcus ab érit. Sit enim c centrum,
erunt rectse ca, eb perpendiculares ad cp; adeoque cp perpendicularis ad
plaoum acb, et plana pca, pcb perpendicularia ad planum acb sünt.

§.6.

Oriuntur quidem et in sphsera ut in piano triangula plurium gene-
rum, sed inprimis triangula spbaerica tractare necesse est: figura quaevis
in superficie sphsera; tribus eiusmodi arcubus circuloruin maximorum
clausa, ut quivis bini arcus se invicein nonnisi in puncto secent, et diver-
soruin circuloruin maximorum arcus sínt, sensu lato triangulum sphae-
n'cum est; et manifesto ab extremitatibus chordarum radiis ductis, py-
ramis triangularis orietur, cuius basis triangulum e chordis componitur,
et lateris cuiusvis angulus rectilineus ad apicem est duobus rectis minor;
at si latéra plana huius pyramidis imter crura anguloruin rectilineorum
dictorumi producantur, sectio illa, qua: cum superficie sphasrae fiet, dicitur
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strictius triangulum sphaericum ; neinpe etsi pro arcú aliquo trium illo-
rum, in quibus pyramis spheeras superficiem secat, arcus altér eiusdem
circuli maximi earundem extremitatum accipiatur, pariter triangulum
sphgericum manebit sensu lato, sed chorda eadem érit, eademque pyra-
mis generabitur.

§-7-

Summse angulorum latéra pyramidis triangularis constituentium, idest
laterum trianguli sphasrici, limites sünt o et 4-A"; ita summse angulorum,
quos latéra pyramidis dictse faciunt, padeoque angulorum trianguli sphae-
ricij, limites sünt 2R et 6A1, nerape summa est > 2R et <c6R.

Nam quoad latéra: sint A} B, C latéra pyramidis triangularis; est
omnino quodvis < 2R; cadant A et B supra planum C et apex pyra-
midis in centrum spheerae, seceturque sphaera per C in arcú ba, hemi-
sphaerium supra C autem secetur per A, B in be, ca; poterit bc—^R—M
et CSX—2R — /, et ba = 2/? — x poni (Fig. 241.t. Continuetur arcus eb
ultra b, donec ex c incipiendo semicirculus fiat, patet ipsi eb addítum w
infra planum C cadere ; pariter si arcúi Cű addatur l, semicirculus fiet,
cum prioré simul incipiens supra planum C} et simul desinens infra C;
nam duo circuli maximi se in duobus puuctis bisecant, eruntque semi-
circulorum dictorum initium et finis extremitates diametri; atque et infra
C efformabitur nova pyramis et nóvum triangulum sphasricum, cuius
laterum M et /. summa est tertio maior; adeoque ro-\-l — A = C poni
potest, eritque

A-+-B~*-C=2R — W + 2 / Í - AH-Í.ÍH-Á — h = ^R — h.

Quoad anguios : laterum pyramidis triangularis quoque, evidens est,
quemvis trium angulorum duobus rectis minorem, adeoque et summám
sex rectis minorem esse.

Sed summám hanc duobus rectis maiorem, et sex rectis ita minorem
esse, ut dato quovis minus ab utroque limité differre queat, sic patet.
Construatur triangulum modo sequente: (In Fig. 242.) deseriptis in super-
ficie spbeerae ex apicibus trianguli spheerici abc (in quo pyramis trian-
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gularis eam secat), tanquam centris, quadrantis intervallo circulis maxi-
mis, erunt centra dicta poli circulorum descriptorum, et honim quilibet
bini secabunt se invicem in duobus punctis et orietur trilaterum abc,
sectione illa a' accepta pro A iex extremitatibus b, c eius factaj, quse
respectu plani ipsius A in eandem plagam cum a cadit, ita sectione illa
b' accepta pro B, quee respectu plani ipsius B in eandem plagam cum
b cadit, atque sectione illa c' ipsius C accepta, quee respectu plani ipsius
C in eandem plagam cum c cadit; fieri nimirum posse hoc patet, quum
trianguli abc latus quodvis <2R sit, adeoque quadrantes circa extremi-
tates motas se invicem in hemisphserio illő quoque secant, ubi apex
oppositus trianguli est.

Erit verő Aabc et a'b'c' eiusmodi, ut cuiusvis eorura anguli cuiusvis,
latus alterius ei opposilum, complementum ad 2R sit.

Nempe a, í>, c poli arcuum A, B1, C, et a', b', c poli arcuum A,
Bt C sünt; Ín quovís enim duo puncta ab eodem puncto quadrante
distant (pag. 277). Itaque ex. gr.

b — u,
et

2 + M = ^ - I/ + I/, adeoque z — v\
et

+ p + » = 2/? = B'-\- u = B-hő.

Quod pariter de reliquis patet; ideinque applicare ad casus, si quod
ipsorum A, B, C, aut duo eorundem, sive singula qiiadrantem excedant,
Tyronibus relinquítur.

Atque hinc

A -h B~¥ C-¥ a'-h í'-i- c'= 6 ^ = A+ B'-¥ C-+- a -h b -h c ;

itaque tam a'+b'+c quam a + b + c<b/t,et quodvis ipsorum a\ b\ c,

a, b, c, et A\ B\ C est <.2R, nam ex. gr.

A'-\-a est ~

Efficiunt autem etiam A't B
1, C" pyramidem triangularem. Nam ű1, b\ C

non in eodem circulo maximo sünt, quia per b\ C unicus maximus cn-



ELEMENTA (1EOMETR1AE.

cuius datur, cuius polns a est, ita per c', a' et b', a'; adeoque trium eius-
dem circuli maximi arcuum trés diversi poli nempe a, b, c essent. Cadit
igitur c' 'adeoque c'b' et c'a etiami extra planum C, adeoque in hemi-
sphíerium supra vei infra illud cadere debet, suntque A', B\ C et a\ b\ c
singula duobus rectis minora.

Erit itaque et

atque hinc et

nam
a -h b -h c -f- A'-v- B'-h C'= 6R,

et si ex utroque ipso <\R minus subtrahatur, utrinque >2R manebit.
Potest autem A abc tale construi, ut A -\-B-\-C quantovis « minus

a o aut a 4R differat. Sit enim « = 2w, et liánt e puncto superficiei
sphierica; duo arcus circuli maximi ipsi ^ sequales, atque ducatur arcus
circuli maximi per extrema eorum; érit summa priorum = w tertio
latere maior, adeoque summa trium <C 2«.

Ita triangulum cequilaterum in sphsera describi potest pro basi

<C - — ; nempe si basis = — — , arcus in eodem baseos circulo conve-

niunt; sí verő quantovis minor accipiatur basis, in hemisphEerio pariter

intersectio fiet ut in piano.
Atque hinc A -+- B -+- C potest ad limitem o tendere, adeoque

í/'-f- A'n-f'-— £>R\ ita dum A -\-B-\-C^^-4R manens tamen <4-#, mani-

festo d-\-b'-\-c''~ 2R, manens tamen > 2R.
Notandum verő est dari triangulum sphsericum sensu /ato, cuius

Iaterum summa > 4R. Ex. gr. accipiatur in circulo maximo arcus —$R,
et ducantur ex eius polo quadrantes ad extremitates eiusdem arcus, érit
summa Iaterum = $R.

§.8.

Posaet quidem trigonometria sphasrica e pyramidis triangularis analysi
quoque deduci: at quum sphaera planum praecedat, certo tamen respectu
eadein qualitate gaudens, et praeterea quoque trigonometria sphaerica,
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ut ipag. 265) dictum est, ab Axiomate XI Euclideo independenter vera
sit; tam ob dignitatem sphaerae aeque tribuendam, quam ob rationem
posterius dictam, pyramidum theoriam e trigonometria sphaerica, ín quan-
tum a trigonometria dependet, deducere libet.

Manifesto autem in superficie sphaerse quoque plures operationibus
in piano analogae suscipi possunt: ex. gr. triangulum aequicrurum, aequi-
laterum £s" construi, perpendicularis erigi, demitti &? possunt.

i 9-

Circuli maximi A, B, C dividunt iFig. 243.) sphseram in octo trian-
gula, nempe t, a, bt c, a\ b\ c\ et abc sphaeram inferius claudens, ipsi t
sequale ; estque a = dt b = b', c = c'; nimirum bisecent se invicem plana
circulorum B et Q A et Q A et B in diametris 2Ia, V>b, Cc; centrum
f his commune est, et anguli verticales 1\íV> et atb, 2IfC et atc, 23fC
et bfc sequales sünt; et pariter in ceteris ita est; unde (per pag. 224)
patet. Praeterea et pro latere trianguli ex. gr. 2IB£, potest pro latere
quovis ex. gr. 2lpB accipi 2IÍ3, ut sensu Iatiore aliud triangulum pro-
deat; quamvis (ut dictum esti pyramidem per chordas eandem praebeat.

* At priusquam in supplemento numerum hunc respiciente Trigono-
metria sphserica tractaretur, dicendum aliquid est de numero

Corpora regularia numerus hic respicit. Dicuntur autem haec sensu
stricto ea, quse figuris planis regularibus ita clauduntur, ut nullus angu-
lus convexus sit >sive omnes anguli asquales sintl; possentque etiam e
superficie sphserae deduci; nempe operationibus analogis ut in piano,
figuríe regulares, arcus circulorum maximorum pro lateribus accipiendo,
construi tales possunt, ut se invicem excipientes eam exhauriant.

•^1352. Si planuni quodvis tangat s|tha:ram, aul alitcr secet. atqiie plana omnia
simul efficiant superficiem simplicem portionéin spatii claudentem: inter
h:ec oriuntiir etiam corpora aut herfecte aut certn respectu regularia.

j . Tenta i i i tn . II .
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§. I.

Sed satis omnium constat, quoinodo e retibus quinque corpora regu-
laria componantur : nempe e triangulo eequilatero tria prodeunt, e qua-
drato unum, et unum e pentagono. Nec plura prodire posse sic patet.
E tribus triangulis ad apicem anguli solidi fit tetraedron, e quatuor fit
octaedron, et icosaedron ex quinque; at si sex triangula sequilatera com-
ponantur, fiet summa angulorum ad apicem = 360°= 6. 6o°; adeoque in
planum cadent. Trés anguli recti efficiunt cubum, quatuor autem item in
planum deciderent, quum 4.900— 3600. Pentagoni angulus est =io8G,
quoruin trés pariunt dodecaedrum ; sed 4 .1080 transit in plagam alteram.

Si verő polygoni reguláris latermn numerus n sit > 5 : érit angulus
polygoni (pag. 88)

2nR — 4R _ (« — 2) 2R
n n '

adeoque quum ad angulum solidum ad minimum trés anguli requiran-

tur, esset summa eorum 6 ?̂-̂  , quod pro « > 5 excedit quatuor
fi

rectos; nam sit n = $-\-m (pro m integro positivo); érit

n

quod si m = 1 fuerit, = 4R érit; si verő m crescat, érit

~ $ + m~-¥-i~ $-+-tn ' ' •

ad eundem denominatorem reducendo patet.

i 2.

Quod apices corporis reguláris omnes in superficiem sphaer^ cadant,

sic patet. Demittantur (Fig. 244.) e duarum figurarum regularium latere

ineari ab commiini gaudentium centris f et f perpendiculares fq et fq ;

cadent illse manifesto in punctum idem q ; erigantur ex f et f perpen-
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diculares fr et fr' ad plana figurarum regularium dictarum, ducaturque
recta ff; erit summa angulorum, quos perpendiculares fr, f'r1 cuin ff
faciunt, duobus rectis minor, adeoque concurrent; fiat hoc in p. Nempe
e meditulho q lateris communis duarum figurarum regularium íequaliuin
Itanquam chordae duorum circulorum coinmuni) erectze perpendiculares
in planis earundem figurarum, per centra earum ducuntur; et angulus
perpendicularium harum angulus planorum est, atque planum, in quod
has perpendiculares cadunt, est ad utrumque perpendiculare ; perpendi-
culares fr et f'r' autem, ex iis centris ad plana figurarum centris apper-
tinentium erectse, in planum dictum ad utrumque perpendiculare cadunt.

Continuentur dicta a quavis figura regulari ad sequentem : manifesto
concursus omnium in p erit; si enim anguli rectilinei quotvís Eequales
ad angulum solidum convexum compingantur, anguli laterum planorum
omnes jequales, et omnia circumcirca aequaliter determinata erunt.

Erit igitur recta, quíe a centro figurás cuiusvis reguláris usque ad idem
p est, ad planum figuráé perpendicularis, et pro quavis figura eidem rectas
sequalis ; adeoque erit radius sphaeras illius, quee figurás omnes tangit.

SÍ verő in quavis figurarum e centro f ad apicem recta ducatur, ex.
gr. ex f ad apicem a: erit A fpa ad f rectangulum, in quo hypotenusa,
pro quavis figurarum asqualis, radius sphíerae circumscriptae erit.

Si reperiatur u angulus duorum laterum planorum corporis reguláris:
dabitur /\ pqf = — u (p, q, f iuxta prEecedentia intellectis); fq e figura
data notum est, adeoque e triangulo pqf ad f rectangulo innotescit pf;
et hinc in triangulo Ctfp ad f rectangulo ex ílf et pf innotescit radius
sphserse circumscriptíe.

§•4-

Angulus u autem, e data figura regulari et numero angulorum angu-
lum solidum ad apicem constituentimn, prodit sic. In íetraedro trés an-
guli sünt ad apicein, in cubo et dodccaedro pariter ; in octaatro quatuor

36*
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triangulorum ad apicem concurrentium bases efficiunt quadratum, cuius
latus /— lateri triangulorum; unde 'Fig. 245.1 diagonalis d quadrati dícti
innotescit, et effbrmabitur angulus solidus ad apicem priorem e tribus
angulis compositus, quorum duo sünt anguli triangulorum aiquÜaterorum,
tertius est ipsi d oppositus in triangulo, cuius duo latéra = / sünt, et
tertium latus d est. Itaque angulus u per trigonometriám sphíericam in
pyramide triangulari e lateribus datis prodit.

In icosaedro angulus ad apicem pariter ad pyramidem triangularem
reduci potest modo sequente: quinque triangulorum ad apicem posito-
rum bases pentagonum efficiunt, cuius latus / = lateri triangulorum est;
adeoque 'Fig. 246.1 k e latere utroque = /, et angulo intercepto 1080

innotescit. Itaque et hic angulus solidus fiet, cuius duo latéra anguli tri-
anguli aequilateri erunt, et tertium érit angulus ipsi k oppositus in tri-
angulo, cuius duo latéra ipsi / sequalia et tertium latus k est.

Prodeunte hinc «, e triangulo fpq ad X rectangulo prodit etiam alti-
tudo fp, per cuius tertiam partém multiplicanda superficies corporis est,
ut soliditas prodeat.

§• 5-

Qusevis pyramis, cuius basis figura reguláris « laterum est, si qusevis
atera pyramidis linearia eidem b gequalia fuerint, soliditas facile com-
putatur. Nam ex. gr. (Fig. 247.) ex figura ipsa prodit z, distantia centri
baseos ab apice eiusdem quovis; atque in triangulo ad centrum rectan-
gulo, e hypotenusa b et catheto z, prodit pyramidis altitudo _y = catbeto
alteri.

Ita in tetraedro, ubi basis triangulum aequilaterum est, cuius area

—£* V^áípag. 119, ubi radius est =2 : = -^==-), érit£ Váípag. 119, u -^==-),

y b 3 3 '
itaque

adeoque soliditas
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12

Ocíaedrum e duabus eiusmodi pyramidibus constat, quarum bases
sünt quadrata lateris b, quod etiam latus triangulorum lateralium est.
Est autem faic z, quadrati diagonalis dimidium,

-\flL-J-.
adeoque

adeoque soliditas octaedri

= 2 b*
3/2

Si verő radius r sphserae quseratur, cui corpus regulare inscriptum
est: sít x perpendicularis e centro ad latus quodvis corporís demissa;
érit hsec recta e centro sphserae ad centrum lateris; adeoque si n
fuerit laterum numerus, et /? sit area lateris, érit soliditas corporis
= —^— ; atque ex x et z prodit hypotenusa r. Imo et anguli ad cen-
trum in triangulis Eequicruris, quae latéra pyramidum constituunt, inno-
tescunt; quum duo latéra ipsi r sint zequalia, tertium verő b sit.

Potestque etiam arcus w circuli maximi, cuius chorda b est, reperiri:
nempe

b = 2 sin. — a,

adeoque
1 b

sin.-u = - 1

et arcus ipsi -* tanquam sinui respondentis duplum érit arcus circuli
maximi, quo tanquam latere in superficie sphajrae, figurás regulares (con-
cernentes) eam claudentes describi possunt. Potest autem b per r ex-
primi; adeoque etiam sinus pro dato radio r qusen.

Quod si ad tetraedrum applicetur: fiet soliditas
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3 n ' 4
atque hinc

12

Est autera
bi ± i

r ——™ v . -1— o** a*- «w .
- — Jí ^ " *o C l J5 -̂ —

adeoque

r =
3 .

144 ' 3 ~ V 8 •

atque etiam J e x r dato prodit, nempe

Atque si quasratur u arcus chordae b, érit

i i
sm. — K = — r

2 2

Idem ad reliqua applicatur. Dodecaedri et icosaedri soliditates sub-
sidio trigonometriáé prodeunt: nempe pro latere lineari b est dodecaedri
soliditas

et icosaedrum

Unde A: et r Í31 modo dicto reperiuntur, ex. gr. pro icosaedro erat

-7=, et basis cuiusvis
V3 A*I/^ .

fient, est • - ^ ~ I itaque ex

z = -7=, et basis cuiusvis pyramidum, quae heic ad centrum numero 20
V3

12 1J r 3) 3 4 /3

prodit x, et tum
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Quod cubum attinet, pro latere linear. b eius érit area lateris plani
*', et soliditas 4-, , verő érit y\ (Fig. 347.,; atque hinc

un de

2

x.6ó\

Itaque quum

érit

adeoque

sit

b V
2

r'

4

"3

= x*-h z\

-4- ¥ -2

et b-

3l
4 i

2r

V3

Hinc si arcus u chordae b quasratur, érit

sin. — u = • b —
2 2 V 3 '

Jtaque arcus ipsi 7 ^ tanquam sinui respondentis duplum érit arcus quse-

situs u.

Quod ad reliqua etiam applicari evidens est.
Scholion. Notandum autem est, quod si circulus inaximus C per n

dividatur, atque e divisionis punctis ad utruinque polum quadrantes du-
cantur, et e quovis divisionis puncto in quadrantibus inde ductis ubique
aequales arcus v absecentur; atque in quovis heinisphaerio arcuum ab-
sectorum proximorum fines, item eorundem fines in quovis semicirculo
rectis iungantur: oriantur corpora certa e duabus figuris regularibus /1

laterum et n rectangulis, quee quadrata esse possunt; et si ab extrémi-
tatibus arcuum ad divisionis ipsius C puncta rectas ducantur, trapezia
numero 2« aequalia et duo polygona n lateruin sequalia erunt sphíera;
inscripta.
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§. 6.

Erant autem (§. 2) dicta corpora regularia sensu stricto; at dantur
etiam alia, quae figuris regularibus quidem, sed diversae spéciéi claudun-
tur; et dantur prasterea talia, quse per figurás rectilineas non regulares,
sed omnes inter se aequales clauduntur; imo et hoc per figurás diversae
spéciéi quoque fieri potest, quarum quaevis eiusdem spéciéi inter se
aequales sünt, atque certo ordine continuo se invicem excipiunt; imo
possunt etiam figura nonnisi quoad aream aequales esse; possuntque
haec corpora regularia ordinis t>rimi} secundt, y dici.

Recensere autem haec, computareque et retía exhibere, quamvis dis-
quisitionem haud inelegantem prsebeat, longius esset, quam heic locum
habere queat. Aliquid tamen annotare liceat.

Quaeri potest: superficies sphserze in quot qualesve figurás aequales,
quarum latéra arcus circulorum maximorum sint, dividi queat? et qua-
rum sint laterum chordse in piano, quarum non? atque in casu prioré
quales figurás planas praebeant?

Ex. gr. Dividitur superficies sphserae in n triangula pro quovis nu-
mero pari n, si circulus maximus per — dividatur, atque ad puncta divi-
sionis a polis quadrantes ducantur; imo quivis numerus « etiamsi impar
fuerit, circulo maximo per n diviso, semicirculis a polo ad polum per
divisionis puncta ductis, partes aequales numero « prodibunt; at aliter
superficies sphaerae (adeoque spatium per formás pyramidales, apice com-
muni in centro gaudentes) nonnisi per numerum parem dividi potest.
Dividitur autem superficies sphaeras, ope quinque corporum reguiarium,
(iuxta Fig. 248.) modis sequentibus:

1. e cuiusvis lateris plani centro ducantur rectae ad apices figurás;
2. e quovis apice per centrum usque ad perimetrum figuráé;

3. in quovis triangulo aeqnicruro, fin 1.) generato, ducatur e centro

perpendicularis ad basira;

4. e cuiusvis figuráé centro mittatur perpendicularis ad quodvis

figuráé latus;
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5. in cubo pneterea etiam ducatur ad duo tantum latéra quadrati
parallel a ;

atque producantur, usque ad superficiem sphaerse, rectíe omnes e centro
sphaerae per extrema rectilineorum hoc pacto generatorum ; et ponantur
per puncta sectionis arcus circulorum maximorum, lateribus figurarum
rectilinearum respondentes. Manifesto dividetur in quovis casuum dicto-
rum superficies sphserse in figurás Eequales.

Sed et, paucis exceptis, chordas laterum cuiusvis figura; sph^ricie
nóvum corpus regulare sensu latiore praebent. Ex. gr. iFig. 249.) dat trape-
zium, et hoc pacto duodecim trapeziis aequalibus clausum corpus e cubo
prodit. Sed iFig. 250.) nullum dat, quia chordse non sünt in piano. Sit
enim iFig. 249.} quadratum 3lÍ^CI> latus cubi, cuias centrum F sit, sint-
que <£, í» <S, K meditullia rectarum 2ID, #C, 2123, £,f, et sit f" centrum
illius lateris cubi, quod cum 2123CP rectam 71V> communem habét:
erunt 2Í, 8 , C, T> in superficie sphaerae, cuius centrum f et radius f21 est;
atque planum fi£^ secabit sphseram in circulo maximo C, ad quem recta
ff" perpendicularis érit; et pólus p ipsius C in hanc cadet; eruntque
21, € , f, p in piano, uti S, & f, p ; nam 3l€ || 05K || ff". Secent f€, f̂ ,
fK, f(5 productse superficiem sphíeras in e, f, f, ti; efficient e<£fp et f^fp
cum arcubus claudentibus c2ip et föp quadrantes ad C perpendiculares,
quorum partes e21 et \V> íequales sünt. Estque recta of in piano *£f,-f,
et parallela ad &§, atque hac inaior, sed € ^ = et || 2IÖ; itaque et
ef||2U3t adeoque ef2í23 in piano est, et quum ef>€,f = W$ sit, trape-
zium est.

Sed iFig. 250.J si planum c per 21^ ad ff" perpendiculare concipia-
tur, nempe cubi latus illud, cuius centrum F" erat: érit hoc parallelum
ipsi C, et sectio eius cum sphsra circulus parallelus; sit huius sectio q
cum quadrante pf; érit arcus qf=<í2I, et c, 21, q, F' in piano erunt;
sed recta f<5 transit per planum c, adeoque ül ultra q cadit, et arcus
gf>c2I est. Erant autem 2lt qf e, f in piano, itaque 21, 4, 0, f non
sünt in piano; quia si essent, etiam g in eodem piano illő esset, quod
per 21, e, r determinatur; adeoque et 2i, ? caderent in planum per cir-
culi tria 'puncta g, q, f determinatum; quod fieri nequit, quia arcus 2!c

i, 'luniamon. II.
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et gf partes quadrantum diversorum ad C perpendicularium sünt, quo-
rum plana nonnisi rectam per polos communem habent; neque 21 neque
e autem in rectam ff" per polos euntem cadit. Itaque casus posterior
sphasram quidem (spatiumque) dividit, sed corpus regulare nóvum haud
pnebet.

Sed his amplius vacare instituti ratio prohibens, transire úibet ad

Supplementum numeri '31351.

Ut ín Trigonometria plana, et hic rautuam laterum ab angulis oppo-
sitis dependentiam quserere (praeter plura iam dicta et veritatis ipsius
desiderium) plurimae mensuratíones in coelis terraque necessaria? indu-
xerunt; quum inde triangulum sphaericum "quoque e tribus datis illud
determinantibus computare liceat. Determinatur triangulum sphaeri-
cum in eadem sphasra :

1. per duo latéra et angulum interceptum,
2. per duos angulos et latus interceptum,
3. per tria latéra,
4. per trés angulos.
Pagina sequens formulas primarias exhibet, e quibus reliqua fluunt;

ex. gr. ex IV., dato latere B cum angulis adiacentibus at c, reperitur
f\b; nempe

cos. b = cos. B sin. a sín. c — cos. a cos. c;
atque tum ex Bt Ó, a latus A ipsi a oppositum quoque prodit per I.

Dependentia laterum ab angulis oppositis mutua verő a depen-
dentia in triangulo rectüineo in eo differt, quod ibi latéra, hic verő sinus
laterum stnt ut sinus angulorum oppositorum.

Sit nempe triangulum sphsericum (Fig. 251.) abc, et

bc = A, ca — B, ab = Q
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et anguli oppositi sint
at b. c:

est; » 1 1

*• sin. A : sin. B = sin. a : sin. b;

unde e datis ipsorum A, B, a, b tribus prodit quartum ; et ex hoc pro-
manant formuláé pro Trigonometria sphaerica primaria; sequentes.

II. cot a— s m -^C Q t -^ —cos.6cos,(?
sin. b

(e datis A, C et intercepto angulo b angulus a).

III. cos. b = -™h*.rz™^c™*A-

sin.Csin.^4

(e datis tribus lateribus angulus b).
n cos, b-h cos, a cos, c

sin. a svn.c

e datis tribus angulis latus B).
Demonstrantur autem haec in sequentibus; relatis etiam formulis tri-

angula rectangula specialiter concernentibus.

Sinus laterum quorumvis esse ut sinus angulorum illis oppositorum,
prius pro triangulo rectangulo demonstratur ; unde generaliter liquet.

Sit (Fig. 252.) £ centrum sphseree, et A, B sint catheti, atque H
hypotenusa: ent angulus plani A cum piano B rectus, sit a angulus
plani H cum piano B, et b angulus plani H cum piano A ; hypote-
nusíe H rectus, et ipsis A, B opponentur a, b, compactoque triangulo,
b et b' coincident. Demittatur ex b ad €\} perpendicularis bi>; érit hrec
perpendicularis ad planum B, quia planum A X B, et Ch eorum sectio
est (pag. 222», neque alia ex b omnino cum b' (in triangulo sphitrico
compacto) coincidente datur. Sit bt J. €ay et in B sit fi perpendicularis
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ex f ad £a erecta; érit f\ b'fi angulus ipsoruni H et B; eritque £f per-
pendicularis ad planum b'fi, quod dicatur Q; quia £E perpendicularis ad
fb' et fi est; et hinc etiam £ t planis H et B coimnunis, utrumque ad
O perpendiculare reddit, atque sectio planorum B et Q est recta fi.
Hinc autem ex b' (quod cum b coincidens in piano Q ad B perpendi-
culari esti demissa ad B perpendicularis, necessario in fi cadit: quam-
obrem, quum perpendicularem hanc in í1 cadere dictum sit, í1 in fí et
simul in £tj cadit. EfFormatur ítaque triangulum bfí), in quo /\fbb rectus,
adeoque =/\AB >id est angulo ipsorum A et B\, /\tfb verő =
atque latus b'f = sin. H, et latus bt = sin. A.

In triangulo rectilineo bfö verő est

bf : bí> = sin. tot.: sin. a,
iá est

sin. H: sin. A = i: sin. a

ipro radio i computando omnia), atque hinc

Tr SÍn. Asin. H= —. •sin. a
Pariter (e Fig. 252*.) patet, esse

sin. H\ sin. B = 1: sin. b,
atque hinc _

Consequenter

sin. a sin.i '
seu

sin. A : sin. B = sin. a : sin. b.

Hinc in quovis triangulo sphaericoi quaecunque duo latéra A, B
accipiantur, erunt sinus laterum uti sinus angulorum oppositorum.

Nam e vertice trianguli lateri C opposito, arcus circuli maxiim per-
pendicularis D ad C demitti potest (pag. 277); cadetque haec aut intra
fines ipsius Q aut extra C, aut ad finem. In casu primo ;Fig. 253. a.) est

sin. A : sin. D^=i : sin, b

sin.

sin.

H

A

sin.

sin.

*—*b

B
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Sin. B : sin. D—\: sin. (/ ;

neinpe A, B hypotenus* sünt, et D cathetus ; et hinc

sin. I) = sin. A sin. h — sin. B sin. a ;
atque hinc

sin. A : sin. B = sin. a : sin. A.

In casu secundo iFig. 253A.) autem est

sin. A : sin. D = 1 : sin. A
et

sin. i ? : sin. D = 1 : sin. a';
sed

itaque
sin.a'=sin.fl;

adeoque idem quod prius erat, pariter sequitur.
In casu tertio érit triangulum rectangulum, de quo (in praecedenti-

busi demonstratum est.

In triangulo rectangulo prseter angulum rectum duo sünt data: aut duo
latéra^ aut duo anguli, aut unum latus et unus nngulus; duo latéra
sünt aut catheti, aut hypotenusa et cathetus; duo anguli sünt nonnisi
illi, qui hypotenusae adiacent; unum latus et unus angulus autem
sünt angulus hypotenusae adiacens et cathetus aut adiacens anguio,
aut ei oppositus. Omnium horum autem resolutio sequitur te praeceden-
tibus) modo sequente. Fig. 254.!

Trianguli rectanguli 21250 hypotenusa H et catheti A, B isi necesse
fueritj continuentur, donec per circulum maximum ex 23 quadrantis ínter-
vallo in superficie sphaerse descriptura, secentur in h, a, b. Casus plures
dantur: nempe A est aut > aut < aut = R; atque in quolibet casuum
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priorum sectio circuli, ex 3 (tanquam polo) quadrantis intervallo descripti,
cum B continuato aut cadet in / / , aut inter H et A, aut ultra H.

Consideretur prius casus, ubi tam A, B quam H<R (Fig. 254a.):
manifesto ad a angulus rectus est, adeoque £jf>, ab quadrantes (pag. 277),
atque 23, b poli arcuum ab, a£) sünt, adeoque cib = /\<6, £ja = angulo
ad polum b; prseterea patet, A\ B', b', H' complementa ipsorum A,
B, b} H esse. In A bTllj (ubi verticales a sünt sequales), est

I. • 1: sin. a = sin. B': sin. b'— cos. B : cos. b;

et in A ~2X&§ sinus íotus ad sinum anguli, uti cosinus catheti adiacen
tis ad cosinum anguli oppositi'; atque hinc

cos. bsin. a = „

quo valore substituto in proportione, quse in A 2J2SÍÍ est, nerape in

sin. a : sin. b = sin. A : sin. B,
fit

c o s . b • L • A • ZJ,>- : sin. b = sin. A : sin. Bt

et hinc
. , . A cos. b. sin. B , . ,,

sin. b sin. -Í4 = 0 = cos- o tané. if:
cos. B & J

et
r, sin. b sin. vá . ^ ,

tané. ZÍ = — 7 = sin. A tang. 0,
seu

II. 1 : sin. A = tang. b : tang. /?,
id est: sinus totus ad sinum catheti, uti tangens anguli adiacentis ad
tangentem lateris oppositi'; et hinc

sin. A = - / " ^ - j T = c o t- * t a ng-tang. ö ö

et
tang. ^ = sin. A tang. A.

III . In eodem triangulo b2íb est
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seu
cos. B -. cos. H= i: cos. A ;

unde e quibusvis duobus lateribus tertium prodit, et

cos. H— cos. A cos. B.

IV. In eodem triangulo (per II.) est

i : sin. b'= tang. A': tang. //',
seu

i : cos. b — cot. A : cot. //= tang. H: tang. 4̂ ;
quia

cos.A _ cos.H _ sin.-// sin.yí
sin. A ' sin. //̂  "~ cos. H ' cos. 4̂

(per factum extremorum mediorumque =i).
Id est sinus totus ad cosinum anguli, uti tangens hypotenusae ad

tangcntem catheti angulo adiacentis,
V. Item (per II.) in eodem triangulo est

seu

I: sin. H'— tang. a : tang. b\

i : cos. / / = tang. a : cot. b,

id est sinus totus ad cosinum hypotenusae, uti tangens anguli adta-
centis ad cotangentem alterius. '

E quibus resolutiones quaesita; patent. Sequitur etiam ex II., ubi
tang. B = sin. A tang. b erat, quod si cathetus > vei = aut <./?, et an-
gulus ei oppositus > = aut <.R sit; nam sin. A positivus est, itaque
tang. B et tang.á (nisi B~R = b) simul positivse aut simul negativag
esse debent, ut aequalitas locum habeat; tangens eniin anguli obtusi ne-
gativa est, et recti infinita est, sin. A verő finitum est.

Ex III. autem, ubi cos. H= cos. A cos. B, sequitur, quod si H> R,
alteruter cathetorum tantum > R; et si H<Ry tum uterque >vel
<R esf si verő H=R} tum alterutrum sattem cathetorum item rec-
tum esse oportet. Nam cosinus anguli obtusi negativus est, et c o s . , ^ 0 ;
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itaque si H=R, fiet o = cos. A cos. B ; adeoque sive cos. A sive cos. i?
vei utrumque o est, quod, nisi A vei B — R sit, fieri nequit. Ita si cos. H
negativus fuerit, sive cos. A sive cos. B negativus érit; at si cos. H posi-
tiviis fuerit, tam cos. A quam cos. B simul positivus vei simul negativus
esse debet.

Ut tamen dicta generaliter valeant, casus omnes supra dicti percen-
sendi sünt, quos (Fig. 254.J exhibet: demonstratio autem eadem in quo-
vis casu érit, dummodo complementum arcus rite sumatur 'nempe com-
plementum 100 graduum —io° est), et angulorum se invicem ad 2/?
complentium sinus idem accipiatur, atque complementa literis iisdem ac-
cento insigniantur; reflectaturque polum esse in sectione duarum per-
pendicularium, et anguli ad polum quantitatem esse arcúm circuli ma-
ximi ad quadrantis distantiam interceptum. Si A — R, tum etiam ípag. 2951
a = R = A, adeoque B = ó; atque 1 :sin.a =cos . B: cos. b (ex 1.1 fit
1: 1 = 1:1. Casus rehquos singulos percensere Tyronum exercitio relin-
quitur.*

§•4-

Si e vertice quovis trianguli sphsericí ad latus oppositum C perpen-
dicularis D demittatur (pag. 277], trés casus sünt: cadet nempe D aut
intra fines ipsius Q aut ad finem, aut extra fines. Eritque Fig. 253.

I. íe praecedente II. 1

• Applicando (Tom. I. pagg. 531—532) dicta Tyronibus relicta facile aequent. Nempe (Fig. 254, b.
dnm H — R et A <r R, est b pólus arcua A (propter R et R); itaque et

h —• B — R e t ÍJ — /) ;

atque iuxta (pag. 2941 "n

in 11. lit

nempe

in III. lit

in quo casu

et ín V. fit

{Hmta Ed.

ÜK H et

I. Tom.

fí cathetui nllrr

11- P«E- 37').

1:

i:

Rin

fitn

tatiR.

0 :

1:

1 .

o-

. n •

.A

ö -

• - 1 :

haud

0 —

0 -

• ex

»»0:0;

=.00:00,

• tang. B — 0 0 ;

: cos. A,

innotereit: in IV. lit

>: tang. A

> Útig. 11 : 0.
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1: sin M= tang. b : tang. D et i • sin. JV= tang. a • tang. D

atque hinc
sin. M: sin. N — tang. a : tang. b ;

II. (e prsecedente Ill.i

I; cos. M= cos. D : cos. A et i : cos. N= cos. / ) : cos. B

atque hinc
cos. M: cos. J V = cos. A : cos. .#,

Notandum autem : quod si D extus cadatj a obtusus sit, adeoque an-
gulus deinceps positus a acutus erit; adeoque in linea secunda tang. a
negativa sit = — tang.a'; itaque N ín hoc casu negative accipiendum
est, ut proportio valeat |Tom. I. pag. 42); valebit enim hoc pacto; nam
tum sin. N erit negativus, et tang. a quoque negativa, atque D erit <./?,
quum angulus oppositus a'<_R sit, adeoque tang.D positiva erit; itaque
ordo signorum erit *-!-• 1—• 1—i 4-1.*

§-5-

Atque hinc (ex §. 3. IV.) est

1: cos. b = tang. A : tang. M,
adeoque

tang. M— cos. b tang. A.
Estque (e §. 4- I-)

sin. M: sin. W = tang. a : tang. b,

et hinc (quia N=C—M) fit

sin. M: (sin. C cos. M— cos. C sin. M) = tang. a : tang. b;

* Si (Fig. 253. a-c.) hypotenusa A=R fuerit, in singulis tribus casibus M = R (nisi b - R, adeo-
que triangulum ABC rectanguium sit): quia tum (pag. 295) alterutrum cathetorum =R esse oportet,
si verő D esset Jí. tum b quoque R esset, Erit igitur © pólus ipsius D, et m~R. alque D - i in duo-
bus casibus prioribus, Ín tertio verő D íequale deinceps posito ipsius b. Unde formula applicat*
patent.

38
BOLYAI, Tentamen. II,
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et dividendo per cos,M, fit

tang. M\ (sin. C— cos. Ctang. M) = tang. a : tang. b ;
atque hinc

sin. Ctang. a ^ _,
— — • > •.-•- ^rr— = tané. M,

tang. o -+- cos. Ctang. « & '
quod = cos. b. tang. A erat. Atque hinc

sin. Ctang. a = cos. b tang. 4̂ tang. b -+- cos. Ctang. a cos. A tang. ̂ 4 ;

et per tang. a tang. A dividendo, et ipsi tang. b substituendo S-m--A
COS. 0

sin. Ccot. A = sin. b cot. a + cos. b cos. C;

fit

e quo, si latéra A et C cum angulo intercepto b data fuerint, reperitur
angulus a.

Ita (in g. 5) ex
tang. M = cos. b tang. A,

fiet
oo :=cos. b . oo.

Eritque in tríangulo rectangulo, cuius catheti N et D, hypotenusa B est, in casu primo

N = C — M,

in secundo — (C — M), in tertio C + M; adeoque in primo est

sín. N = — cos. C

(pag. 131), in secando et tertio est cos. C; atque angulus adiacens est a in primo et tertio, in secundo
2Ü — a. Atque (pag. 294, II.) in primo est

KB

in tecundo

KU

in tertio

Itaque

sin. AT — tang. a : tang. D

— cos. C =< tang. a : tang. 6,

sin. N — tang. (zJ! — a ) : tang. D

cos. C — — tang. n : tang. A,

sin. tf — tang. a: láng. D

cos. C — tang. a ; — tang. A.

tang. a — —
tang.
cos. C '

atque hinc et pro A—R valet formula (pagg. zgi, 298); nempe ibidem
sin. C. cot. A cos. 6 . coi. C

t

qnsd pro A~R fit
sin. 0

coi. b . cos. C
sin. b
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§• 6.
Erat porro ('§. 4. II.}

cos. M: cos. N= cos. A : cos. B,

et (quia N=C—M\ fit

cos. M\ icos. Ccos. jí/-f- sin. Csin. J/J = cos. 4̂ • cos B •
hmc '

cos^Af . /cos. Ccos. M sin. Csín. J/"\
cos.J/-\ "cos.J/ ' cos.i)/ j^cos.^rcos./ í ' ,

seu
i: icos. C+sin. Ctang. M)~cos.A : COS./Í1;

et 1$. 5.)
cos. i? — cos. Ccos. ̂ 4 . .

= t a ng ^ = cos*
Atque hinc

, cos. B — cos. Ccos. A
cos. b = —.—^ -,— -A

sin. c cos. A tang. -Í4
quod itein

^ ° s j j ^ — cos. Ccos. ̂ 4
sin. C sin. ^4

A sin. ^4
Datis igitur tribus lateribus, reperitur angulus lateri cuivts B

oppositus.

§•7 -

Ex hoc etiam sequitur modus e datis tribus angulis latus cuivis

oppositum reperiendi.

nempe
— - — = cot. a,
tang. a

tapg.fl _ _ cos. C _
cos. C tang. b '

atque hinc _ ,n cos. C. cos. b . , . r ,
cot. a ^—7 seu — cot, b . cos. C).

sin. o

Si et D = R. tunc etiam B^R. et triangulum rectangulum esi; atque tunc

a =— R =-• b, et cot. a = — cot. * cos. C = o.

(Errata Ed. I. Tom. II. pagg. 37J-372)-

38*
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Sit enim iFig. 255.) A abc, et verticibus pro polis acceptis, descrip-
tisque quadrantis intervallo arcubus, orietur triangulum nóvum afty, cu-
ius angulus quivis latus prioris trianguli üli anguío oppositum ad 2/?
complet (pag. 279I.

Erit Iper prascedential
cos. 8 — cos. a cos. y

cos. i.) = Í-Í———— ' - •
sin. a sin. y

Sed arcus se invicem ad 2R complentes sinu eodem gaudent, imo et
cosinus nonnisi in eo differunt, quod arcus quadrante minoris positivus
sit, et eum ad 2R complentis negatívus sit: itaque

cos. 6) = — cos. B, cos./y= — cos. b, cos. a——cos. a,
et

cos. y = — cos. c; sín. u — sin. a, sin. y = sin. c.
Consequenter

„ — cos. b — f— cos. a) (— cos, c)— cos. /? = — -.-•—•-— ' -— — ;
sin. a sin. c '

adeoque
n COS, b -+• COS, a COS. C

~ sin. a sin. c

Unde etiam, quum per angulos a, b, c singula latéra, nempe Ay B, C,
determinentur, atque per trium laterum Eequalitatem in duobus triangu-
lis, in eadem sphaera ponatur aequalitas triangulorum ípag. 224): mani-
festo in eadem sphaera per solam angulorum aequalitatem in duobus tri-
angulis ponitur triangulorum aequaljtas.

Trianguli sphaerici 21Í?C (Fig. 243.) autem area t e radio r et angulis
«, /í, y prodit modo sequente. Erat Ipag. 281) S superficies spha;rse

- 2 C ; sed

nam segmentum hoc a polo 21 ad alterum a toties minor ipso S est.
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quoties ininor /\« ipso 4 ^ est; adeoque fit

Panter est

adeoque

et
2rzn .
^ {«-M-4-y) = 2

et hinc

Scholion 1. FormulEe ad casus quosvis calculo logarithmico adaptatse
reperiuntur in tabellis, tabulis trigonometricis plerumque adnexis.

Ex. gr. In §. 6. (pag. 299) erat

.B — cos. Ccos. A
sin, 6 sin. A

Sed erat (pag. 135) cos.á=i — 2sin! — Ó ; et hinc

. _ 1 , cos.^ — cos.Ccos.-i4
1 — 2sin. — 0 = 1—y, - - - ;

2 sin. Csín.^4

atque hinc

cos. B — cos. Ccos. A — sin. Csín. ̂ 4 — 2 sin^ — h sin. Csin. A,

et
1 cos, .ff — cos. Ccos. A — sin. Csin. A _ cos.(C—A) — cos.

sin! — b = — - ^ ^ • - - - ^T "

Ponatur
C— A^x— y =

e n t

* =
nempe
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s-hd s — d

eritque

cos. S = cos. ix ~hy) = cos. -1± d cos. ±r~d __ gin. S_±J s in _*-d
2 2 2 2

et
cos. rf= cos. (* - j r) = cos. ±±Á cos. - ^ - rf- + sin. s- + d sin -* ~d •

2 2 2 2
f

adeoque

COS.Í/ — COS.J = 2 sin.-- sin. — — ~ =
2

quod item, si — dicatur S, érit
2

Consequenter
. %

Sin.
2

. % i , sin.fí1—^4]sin.(5— C)
S i n . • - O = ; Í—: 7T

2 4 C
et
loe sin l 5= log.sin.(5—^ + log.sin.j^-Cj — log.sin.^ -log.sin.C _

S* * 2 2

Quas formula ab ea, quae 'pag. 143) in trigonometria plana pro angulo
e tribus lateribus relata est, nonnisi in eo differt, quod in raembro asqua-
tionis ad dextram sinus deleatur.

Pariter cos. - - b reperitur; nempe sinus ssepe ambiguum esse potest,
quum acuto obtusoque eum ad 2R complenti sinus idem respondeat;
COSÍDUS autem negative prodiens angulum recto maiorem indicet, uti tan-
gens et cotangens. Est (pag. 135,1 2 cos! £ b—i = cos.é; atque hinc

x I ,
- . — T = Í = ^ = cos. — 0:

2 sin. C. sin. A 2 '
atque si B ponatur d, et C-hA ponatur s, fiet

cos. B — cosi C-h A l = 2 sin. sin.
v 2

et
t i , sin. S sin. {S — B)

cos: b = . i—•*— >,
2 sin. ^4 sin. C
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Schohon 2. Applicationes etiam quasdam trigonometria sphseric*
adferre in Tyronum gratiam supervacuum haud érit.

1. Satis omnium constat, dum sol in asquatore est, ubivis terrarum
aequinoctiuin esse, exceptis polis ipsis: nam sequator et horizon duo cir-
culi maximi bisecant se ubique, nisi coincidant, quod nonnisi pro polis
fit; itaque ubivis prseter polos, semicirculus est supra et infra horizon-
tem ; pro polis autem tunc totus circulus per 24 horas in horizonté per-
curritur; refractio fper se quoque variabilisi nunc haud consideratur.

Dicitur iFig. 256.1 sectio f aequatoris afb cum horizonté ínff, a meri-
diano malip versus orientem, cardo orientis; et si sol supra vei infra
íequatorem sit, describatque apparenter circulum C aequatori parallelum:
arcus horizontis a cardine orientis usque ad sectionem p circuli C cum
horizonté iá meridiano versus orientem) dicitur amplitúdó ortiva; quae
post asquinoctium vernale in hemisphaerium boreale, post aequinoctium
autumnale autem in australe cadit. Itaque arcus fp cadit Eestate supra
asquatorem, hieme infra.

Si a polo nostro p ad alterum ducatur per p lamplitudinis ortivse a
cardine orientis incipiendo fineiríi semicirculus, hic aequatorem secabít,
fiat hoc in ö; secet C meridianum supra horizontem in [1, et a;quator
secet meridianum in a; érit pli arcus solis ab ortu ad meridiem usque
decurrendus, atque Eequatoris arcus öa totidem graduum érit. Est verő
motus terra; circa axem uniformis, et circuli paralleli cum asquatore re-
volutionem tempore 24 horarum simul absolvunt, et fa quadrans a f
usque in meridianum 6 horas habét. Si igitur 6 ultra f sit, arcus fb in
tempus converti, et hoc tempus addi 6 horis debet luti asstate fit); si
verő b inter meridianum et f fuerit (ut hiemei, tum fb in tempus con-
versum e 6 horis subtrahendum est, ut tempus ab ortu ad meridiem
prodeat; cuius duplum, diem totum supra horizontem, et differentia huius
a 24 horis noctem exhibet.

In triangulo sphaarico fpb ad b rectangulo, dato angulo b ad f, qui
1 nempe angulus plani *quatoris cum horizonté) altitudo aequatoris audit,
datoque arcú bp (latere B ipsi b opposito), qui est declinationi solis
*qualis, reperitur arcus fb (id est A) per tpag. 294; i est nempe
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sin. ^4 = t ! & e t l o g - s i n - ^ = l o g - t a n g . - # — log . tang .* ,

pro radio i (pag. 140).
Dicitur nempe declinatio stella? cuiusvis arcus circuli maxiim a Stella

ad Eequatorem perpendicularis; adeoque dum sol in p oritur, eius decli-
natio p& est. Dicitur etiam fö tlifferentia ascensionalis solis: nempe recta
ascensio Stella; est arcus asquatoris ad orientem, e puncto aaquinoctii
vernalis usque ad arcúm declinationis; et ohliqua ascensio stella; dicitur
arcus asquatoris, ab eodem puncto vernali usque ad f cardinem orientis
tanquam punctum íequatoris illud, quod cum stella simul in horizonté
est, adeoque simul oritur; uti hic punctum f Eequatoris et sol in p exi-
stens simul oriuntur. Patet itaque Pb differentiam ascensionalem esse,
eamque, dum sol in asquatore est, = o fieri; nam tum p et f coincidunt.

Si verő quasratur: pro declinatione B solis, quantanam altitudo b
Eequatoris esse debeat, ut dies ex. gr. 22 horarum fiat? Diinidium huius
érit 11, unde subtracto 6, residuum 5 in gradus conversum érit -=A\
atque in triangulo sphserico ad fc rectangulo ex B et A reperietur b
(per pag. 2941, ubi tang.i? = sin..ei tang.£.

Sí quaestio eadem pro 24 horis fuerit: tum e dimidio ipsius 24 sub-
tracto 6, manet 6 ; et hoc in arcúm conversum asquale quadranti érit,
itaque f pólus ipsius B érit; adeoque B = b; nempe declinatio solis
aequalis altitudim eequatoris.

2. Gnomonica etiam, certo sensu ad unicum probléma reductum,
ope trigonometria: sphaerica; facile resolvitur.

Concipiatur nempe terra quasi glóbus transparens vacuus superficie
vitrea, solo axe opaco; et concipiatur sol sive in asquatore, sive ei pa-
rallelé circulum describere, radio ad axem terree perpendiculari, haud
considerato eo motu solis annuo, quo apparenti diurno contrarie movetur
quotidie.

Concípiatur porro planum quodvis / J per centrum f sphasra; (Fig. 257.)

,eam ín circulo maxiino C secans ísed extra polum, de quo inferius dice-

tur}; et perpendicularis ad P e centro f erecta secet superficiem in in,

sintque poli p et p ; érit P loci m planum horizontale, et recta mf
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linea verticalis, atque planum pmf planum meridiánt illius loci est; ac
sí demittatur ex p {polo supra horizontéin) perpendicularis p p ' ad P,
Apfp ' altitudo poli loci m dicitur. Secet recta fp' superficiem sphsera;
in p", ent arcus p p " aequalis altitudini poli; et secet meridianus íequa-
torem in m'.

Dívidatur asquator in partes aequales 24 (aut 2.24, 4.24 W) ab m'
incipiendo, fiantque per divisionis puncta circuli maximi ad poluin : raa-
nifesto centrum et uterque pólus, adeoque axis omnibus communis érit;
dicuntur autem omnes hi circuli horarii, et anguli, quos cum quadrante
pmm' faciunt ad p , anguli horarii dicuntur.

Si iam sol in asquatore aut circulo ei parallelo, e meridiano pmm1

uniformiter motus, describat arcúm quempiam «, érit a quoad gradus
quantitas anguli, quem planum meridiani cum piano/ per axem et solem
posito facit; eruntque anguli verticales planoruin horum a;quales. Mani-
festo autem umbra axeos in planum p, et ad planum P infra axem ca-
dit, (si non in hemisphcerio boreali, fiet in australi); atque nonnisi punc-
tum illud <\ quseritur, in quo peripheria C per planum / secatur; tum
enim recta fq( e centro f ad q, linea horaria in piano P érit; id est si
ex. gr. a — n ' ~° sit versus occidentem, duin umbra axeos tanquam
stili in fq cadet: érit tempus ante meridiem, ab ea n horis distans.

Innotesoit autem fq (Fig. 257*.) per anguluin, quo a Pp" (nempe recta,
in qua planum meridianuin secat planum P) distat, e triangulo sphterico
pp"q ad p " rectangulo ; sí enim detur A altitudo poli = arcúi pp", et
angulus horarius £ ^ A<}PP"; P r o d i t a r c u s ^P"» n e m P e i n triangulo sphie-
rico ad p " rectangulo latus B angulo b oppositum ; scilicet (pag. 294)
tang. B = sin, A tang. b.

Atque ita linese pro quavis hóra in .Pdeterminari poterunt; et quum
sensu physico idem sit, sive per centrum sit P, sive P' ei parallelum
per m ad superficiem terra; positum fuerit, si et stilus imibram proii-
ciens axi terra; parallelé ponatur; id est error sensibus perceptibilis inde,
nec propter refractionem radiorum, nec parailaxim (id est anguluin,
quem recta; e centro et superficie tern* ad solem faciunt) exsurgat:
raonstrabuntur per umbram stili hor*, si in P' e centro m ducatur me-

3'J
BOI-VAI, Tentatiwn II.
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ridiana, id est sectio plani meridiani cum F\ et eo scribatur XII; atque
ad angulos repertos ductis lineis horariis, adscribantur numeri horarum
recedendo a XII per numeros XI, X, . . ., dum sol versus orientem est,
et progrediendo per I, I I , . . . sole ad occasum vergente. Et hoc praebet
loco m horologium horizontale.

Sed eidem piano /^parallelum quocunque ad superficiem terrae latum
simul cum omnibus lineis in eo designatis et axe, ita ut omnes linese locis
prioribus parallelae maneant, ubique idem monstrabunt, nempe horas pro
loco m. Consequenter, si meridiani loci huius 211 differentia a meridiano
loci m in arcú aequatoris data fuerit, hac in tempus conversa, nonnisi
horarum numeros aliter scribere necesse érit; nempe si m ab 211 distet
-~9- versus orientem, ibi XII una hóra citius eveniet, ita reliqua; adeo-
que XII pro I et XI pro XII & scribere oportet.

Quodvis planum P' autem in loco 211 fuerit, illud pro aliquo loco m
horizontale érit; adeoque nonnisi illius loci altitudo poli et distantia
meridianorum locorum m et 211 quaerenda est: quod (quum res tota
praxim respiciat) facüe fit, erigendo e puncto p plani P' perpendicula-
rem L, quae punctum zenith loci m respicit, ponendoque per idem punc-
tum p planum meridiani loci 211, et ex eodem puncto ponendo rectam
(i axi terrae parallelam; angulus enim huius recta; cum piano est aequalis
altitudini poli in m, et angulus, quem planum per fi ad P' perpendicu-
lariter positum cum piano meridiani loci M (in quo /í adest) facit, diffe-
rentia ineridianorum locorum m et 211 est; nimirum si (i tanquam axis
terrae spectetur, omnibus meridianis communis érit. Mensuratis itaque
his duobus angulis, numeris per dicta mutatis, horologium pro 211 inserviet.

Scholion 3. Quum sphaera mt dictum esti sola cum piano id commune
habeat, ut circa quodvis sui punctum in se moveri queat: in hac arcus
circuli maximi rectae vicém subire, imo alii circuli quoque describi, et
motus componí possunt. Ita si per arcúm arcus circuli maximi, per
distantiam pundi p a puncto b autem arcus pb, per distantiam puncti
p ab arcú C arcus pp' ad C perpendicularis intelligatur, et p' locus
puncti p ad C reductus dicatur, definitiones dictas fient breviores: nempe
Stella; distantia ab sequatore est declinatio, ab ecliptica latitudo, a ho-
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nzonte altitudo (uti poli altitudo); distantía a puncto vernali (orientem
versusi stellae ad sequatorem reducíae recta ascensio, tllius sequatoris
puncti, quod sub cardine orientis Stella oriente est, obliqua ascensio, ad
eclipticam reductse longitudo, et distantia a cardine australi stellse ad
horizontéin reductse azimuth dicuntur. Dividit nempe meridianus cum
meridionali item verticali, fsive cum aequatore, quum utrumque ad rae-
ridianum perpendiculare sit) horizontéin in quatuor quadrantes, fiuntque
quatuor cardines, quorum duo meridiani et duo meridionalis poli fiunt,
uti zenith in medio meridiani pólus horizontis est.

•32.

Carapum ampliorem peragrare, huius opusculi (si Deus valetudini
et alioquin benignius faverit) supplemento reservaturus, in Appendice
ea pars Matheseos applícatae sequitur, quae e Matheseos anno ad cursus
physici annum relinqui haud potest: nempe primae lineae Perspectivae,
Gnomonicae, et Chronologiae.

•32. Formae quae rectarum operationumque primitívarum numero certo gene-
rari nequeunt: ex. gr. si figune, quse ita generari nequit, omnibus punctis
rectie ad idem punctum, vei ad eandem rectam parallelas, cogitentur; et
tanto magis sí sectio formás cuiuspiam cum complexu rectarum dictarum
quffiratur, quod etiam Perspectivae probléma est, si figune vicém qualisvis
forma subeat. Verbo omnes formae, quae motu e tribus aut pluribus com-
posito, sive modo in arbore exposito per trés rectas perpendiculares, sive
motu in quavis forma certa lege facto, generantur, una cum oinnibus iis,
quae e compositione horum oriuntur, huc pertinent.
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