











WoLFGANGI BoryAl DE BoLya

- TENTAMEN

IDVENTUTEM STUDIOSAM IN ELEMENTA MATHESEOS PURZE ELEMENTARIS
AC SUBLIMIORI® METHODO INTUITIVA EVIDENTIAQUE HUIC PROPRIA
INTRODUCENDI, CUM APFENDICE TRIPLICL

EDITIO SECUNDA.

TOMUS IL
ELEMENTA GEOMETRLE ET APPENDICES.

MANDATO ACADEMIZE SCIENTIARUM HUNGARICAE 3SUIS ADNOTATIONIBUS ADIECTIS
EDIDERUNT

IOSEPHUS KURSCHAK, MAURITIUS RETHY,
BELA TOTOSSY DE ZEPETHNEK

ACADEMIA SCIENTIARUM HUNGARICH SODALES,

FARS PRIMA. TEXTUS,

BUDAPESTINI.

SUMPTINUS ACADEMISSCIENTIARUM HUNGARIC.AE.
LT
MEMIV.

MIAK4D
B L






PRAEFATIO EDITORUM,

Cum infra scripti, quibus renuntiante JurLio K&wig, Academia Scien-
tiarum Hungarica Tomum II. Tentaminis edendum mandavit, eum in
publicum prodimus, facere non possumus, quin merentes in memoriam
revocemus luctum, quo Academia nostra anno post editum Tomum I
mortuo Henrico FinALy pE Kewp, eruditissimo doctissimoque viro et
sodali, afflicta est. Amissi viri, peritissimi Latinitatis classica antistitis,
cuius opera etiam conatus nostri prospere promovebantur, vicem supplere
filius defuncti, GaBriEL FinALY DE KEND summo studio enisus est. (Juod
grato animo accepimus.

Omnibus, que ad arithmeticam spectant, in Tomo I. editis, in secundo
continentur ea, qua ad geometriam pertinent, ita etiam «Appendix»
Toannis Borval. Huic Tomo inseruimus etiam paginam «Recensio per
auctorem ipsum factas inscriptam, de qua in Prefatione Editionis IIL

Tomi I. mentio facta est. Paginas ad Tomum 1. Editionis I. alligatas,



VI

quz inscribuntur «Egy kis toldalék a deak 1. kétethezs («Additamenta
quedam ad Tomum [. Latinums — hoc est non ad opus Hungaricum
ARITHMETICA ELE]JE = Initia Arithmeticee, quod anno 1830 editum
est) huic quoque Tomo subiecimus. (Juia autem res, quee in iis tractantur,
potissimum linguze Hungarice peritorum legere interest, integras eas in
Latinum convertere alienum putavimus, argumenta tamen in Adnotationi-
bus huius Tomi breviter exposuimus. )

Rationes, in edendo Tomo [. constitutas, in secundo edendo sine
ulla mutatione conservavimus. Signa insolita in hoc Tomo neque ipse
Wovrrcancus Boivar adhibuit, sed signa diversarumm squalitatum et
diversorum parallelismorum re ipsa adhibenda fuerunt: quee, ut prorsus
signa omnia auctorum retinuimus, excepto signo perpendicularitatis Bo-
lvaiano L., in cuius locum signo solite L usi sumus.

At figurae haud leviter immutatae sunt. Ex figuris stereometricis WoLr-



GANGI Boryar charta plicata compositis eas solum retinuimus, quz ad
«Conspectum generalem geometrizes pertinent: his enim ad discendum
utiliter illustrantur, qua iis illustranda sunt. Pro ceteris figuris charta for-
matis figuras qua dicuntur axonometricas adhiberi, cum intuentibus ad
perspiciendum, tum precipue tvpographis ad persequendum melius puta-
vimus. Nonnullas etiam ex reliquis figuris correximus. Sed naturam figu-
rarum ad geometriam absolutam pertinentium sine ulla mutatione reti-
nendam esse censuimus. QQuod nonnullas figuras, exempli gratia 14-tam
Appendicis, ex integro composuimus sectione conica absoluta Cayleyana
adhibita, earum naturam minime adulteratam esse putavimus, quia hoc
modo imago rectz linez wque recta est ac in figuris Bolyaianis.

De mutationibus, quze in contextu operis evitari non potuerunt, ratio
redditur in adnotationibus, quo etiam animadversiones nonnullas ad rem

spectantes reiecimus.



Vil

Opere tandem perfuncti libenti animo commemorare debemus mumi-
ficientiam Academia: Scientiarum Hungarica, quod ad diem natalem cen-
tesimum Jloannis Boivar concelebrandum Appendicem eius aternitate
dignam in usum eorum, qui se studiis literarum dedidere, separatim edi-
derat.

Cum diligentissime enisi essemus, ut opus quam emendatissimum prod-
iret, menda typographica, quee in contextu nihilominus invenientur, no-
bis lector benevolus ignoscet.

Budapestini 1904
Kiirschdk, Réthy, 1dtissy.
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SIGNA

A BOLYAI INVENTA, QUAE IN TOMO PRIMO NON REPERIUNTUR
IPSIS AUCTORIS VERBIS EXPLICATA.

ab denotatur linea ab utrinque infinita.

ab ' ex a incipiendo infinita in plaga illa, in qua b est.

ab ' e b incipiendo in plaga illa, in qua a est, infinita.

P ' P (ex.gr. planum) totum infinitum (juxta definitionem pag. 8).



ARBOR
ARITHMETICAE GEOMETRIAEQUE

corradicata corontsgue conflsentibus,

E reprzsentationibus externis internisque, via abstractionis perveni-
tur ad loca primaria omnium, qua in mundo externo sunt, et gque in
externo internoque fiunt: SPATIUM et TEMPUS; quee partim seor-
sim, partim coniunctim considerantur: abstrahendo nimirum e mundo
externo corpus omne, e loco, quem occupare videtur, et quarendo quid
reliquum, quidve ultra sit, oritur infutfus spafii puri, atque ex eodem
in diversis locis, vel diversis in eodem loco, aut diversis reprasenta-
tionibus in eodem reprasentante, nascitur smfuitus femporis. (Tom. II.
pag. 2.) .

Ex A et tali Non 4 quod ex .A est, fit conceptus partis; et con-
finui, si quid partes commune habeant. .4 comparando cum & oritur
aequalitas (absoluta et respectiva). Ex wmqualitate et parte guanfilas
(absoluta et respectiva). Tom. 1. pagg. 22—25.)

Quantitas cum guantitate parit howmogeneitatem et maoritatem
minoritatemgue. Et hinc reflectendo ad tempus atque spatium quum
in priore quantitatis maioris excessus illico pateat, in spatio vero s®pe
aliter se res habeat), de omnibus gquantifatibus ad formam simplicem
prioris reducendrs cogitatur. (Tom. 1. pag. 27.



X1

Atque talis guantifas, nempe ad
Sormam TEMPORIS reducta,
OBIECTUM ARITHMETI-
CAE est. (Tom. I. pag. 27.

[. Onantitas cwm qualitate inempe
certa determinatione) parit posi-
tivum et negativiim ‘mox imagi-
naria gquoque:, (pagg. 28, 121.

I1. Quantitatum J* et ) certa cum
determinatione positarum resulta-
tum ceria sub conditione accep-
tum parit swmamam S; et ex §
et /7 queerendo socrum ipsius F
oritur diferentia tpsins I? ab 8.

pag. 30 -31.)

I11. {)ifferentia eadem ipsius S ab
&', atque porro ipsius S’ ab S§" et
ita porro, parit S, 8 8", §"...
sertem arithmeficam. (pag. 32.
et 152.)

Atque si series eiusmodi I/ a
o incipiat, et differentia cuiusvis
termini a sequente sit =uwu, ori-
tur numerus quoad u; et serie
tali [” item a o incipiente, cuius
termini cuiusvis a sequente diffe-

ARBOR ARITHMETICH GEOMETRIAQUE.

His preemissis SPATIUM pu-
rum  OBIECTUM GEOME-
TRIAE est, applicatis, ubi necesse
est, veritatibus in Arithmetica de-
ductis : ut arbor utrague fraterna
corradicata, altera alteri opem
ferente, coronis inter lucidas Spa-
tii Temporisque connubii aterni
orbitas in abysso cwelorum con-

fluat. (Tom. II. pag. 1./

. E spatio puro: nascitur privs sy-

perficics, linea, punctum, forma,
et secfio. (pag. 2.

I1. Reditu in mundum externum,

cum reflexione ad corpus idem
in diversis locis: oritur dxroma
congrueniiae, et constructio mo-
bilis geometrici, motusque geo-
meltricus (coniunctio, in idea non
In’ concreto, spatii et temporis),

\pag. 3.I

I11. Reditus in spatium purum

cum mobili geometrico. Motus
sine quiete (Operatio nofus
prima ); Motus cum quiete; cum
quiete unius puncit | Operatio mo-
tus secunda); cum quiete duorum
punctorum |Operatio motus ter-

tial. (pagg. s, 6, 7.



ARHOR ARITHMETIC/A GEOMETRILEQUE. b4 11

rentia = sit, si o ipsius | cum
o ipsius {/simul ponatur, ac qui-
libet terminus sive in {/ sive in
[ sequens simul ponatur cum eo,
qui in altera sequitur: oritur we-
men numericum idem termino-
rum simultaneorum, in I quoad
u, in V guond v. (pag. 32.

IV. Quaestiones hinc variee exortee:
ex. gr. prater alias, num 5 nu-
merus sit quoad .4 ¢ si non; num
tale » detur, quoad quod tam
A quam & numeri sint? et si de-
tur, cuiusnam nominis numerus
sit A, et cuius sit /7? Hinc men-
suratio ipsius & per A, ubi A
mensura, et 5 mensum ipsius A
dicitur ; atque hic oritur etiam
idea fucommensurabitialss ad-
hucdum subiective tantum possi-
bilisi; atque hinc x semper mi-
nus cogitando, /imitrs idea. Ve-
nientibus talibus @ et & autem,
ut ad guastionem, qualenam men-
sum sit 4 ipsius @, eadem respon-
sio sit, quam ad eam, qualenam
mensum sit B ipsius 4 ; ori-
tur proporfio. Tum mensurando
quoad 4 non solum /4 sed C
quoque, oritur fracfio; atque
hinc passus fit omnes quantitates
homogeneas quoad idem 4 men-
surare ; 4 umitatern appellando;

I'V. Spatii filia primogenita puncium

est, dein sphaera quasi media
inter duo extrema (inextensum et
quaquaversum infinitum. Spheerae
per operationem tertiam filia cir-
culus est; et ex his, adhibitis re-
liquis operationibus quoque, ge-
neratur recfa, atque e recta et
circulo planum. (pagg. 8, 13, 26
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qua minus fracfio vera dicitur,
et numerus quoad A infeger au-
dit. (pagg. 33—37, 41.)

V. Hinc reflectendo ad IV, si ibi-
dem A4 unitas sit, quarere b ex
a et B, dicitur multiplicare a
per 5, et b factum guoad wuni-
tatem A ¢ factoribus a et /i au-
dit. ipag. 40.)

Hine ex 4 tanquam facto sup-
posito, et uno e factoribus a et
£, quaerere factorem socium eius,
dicitur dividere b per illum, cu-
ius socius queritur, et hic gwo-
{us aundit. \pag. 41.)

Atque prouti unitas tin IV.) -
vel — accipitur; oriuntur realia
guoad -1, et realia quoad —1.
(pag. 42./

ARROR ARITHMETIC/AE GEOMETRIEQUE.

V. Rectis ex eodem puncto p ad

omnia puncta cutuspiam I,

1. Omnibus per idem isive 1
give alind, dummodo non o sit)
multiplicatis : complexus extre-
mitatum parit semilifudinem, et
homeologa ; atque contrarie ae-
gualia, et conceptum generalem
aequalitalis geometricae. pagg.
10 £7,)

2, Rectarum dictarum ipsarum
autem complexus fit sensu gene-
rali} pyramus; et forma ad p api-
cata parit conceptum anmguli ge-
neralem. (pagg. 10, 15.]

3. Hinc forma excluse angulo
fit fluens; et haec exclusis recta
planague fit curva, admissis vero
recta planogue parit conceptum
generalem fangentis, et perpen-
dicularitatis. pagg. 16, 17

4. Remoto (in V| p in infinitum,
oritur augulns o, vel prima non
sectto ; et e rectarum dictarum,
si finite et =quales reddantur,
complexu fit prisma sensu gene-
rali, et tum adhuc generaliore:.
Et si /" recta sit, et rectee dicte
sequales ad angulum a:qualem po-
nantur in plano; exinde oritur



ARHOR ARITHMETICE GEOMETRIAEQUE. Xy

V1. Si factores acquales esse con-
tigerit, multiplicatio cum di-
visione parit polentiam, radi-
cem, logarithmum, [elementa-
res). pag. 50.
Atque guanfitas item cum
certa determinatione ati in 1),
realitate eius, multiplicationi quo-
ad —1 innixa, parit imaginarinm,
et conceptum multiplicationis la-
tiorem. (pag. 12L.]
Imo potentia logarithmusque
(elementares/ per binomii ele-
vationem ad tales series dedu-
cunt, qua conceptum pofentiae
logarithmi altiorem pariunt, ubi
et fmaginaria in  exponentem
ascendunt. {pagg. 192—193.)

parallelismi conceptus generalis.
(pagg. 17—20.)

V1. Motus geometricus simplex, id

est ut in guovis tempore una tan-
tum trium operationum «in III
dictarum/, et queevis numero certo,
etsi non eodem, eveniat: recta
planoque heic iam ex IV suppo-
sitis. (pagg. 20, 21.)

Cum duabus prioribus opera-
tionibus, et semper certo prz-
terea rectarum numero adhibito,
descendendo in planum omnibus
eo restrictis: fit /¥animetria : ubi
prius e /ltners neglecta area,
earumque secfione ‘0 aut aliqua:;
tum de arers agitur. Construc-
tionis geomelricae sensu striclo
ambiius.

Admissa operatione tertia quo-
que, nec restringendo ad planum,
redeundo in spatium universum
it Solidometria, constructione
geometrica sensu luto accepta.
pag. 22.

Notandum autem, in motu dicto
simplici operationem quamvis se-
orsim peragi, nec ulla alia lege
restringi, nisi quod mobile e dato
loco in datum perveniat. Unde
duz priores operationes, sola re-
strictione ad planum accedente,
reducuntur : Primo ad motum
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VII. Ex omnibus his quasi in oce-
anum confluentibus, oritur, per
quarumvis quantitatum quibusvis
operationibus affectarum qualem-
vis compositionem, conceptus ita
dicta FUNCTIONIS. Ubi item
it in IV varie oriuntur quees-
tiones: e quibus coroxNa arboris
Arithmeticac exsurgit. ‘pag. 204.)
Nempe

A Fro certa functionis condi-
tione ( qualitateve /, certa functio-
nem constituentia guae, guanta,
gualiare sint, querere,

ARBOR ARITHMETICE GEOMETRIEQUE,

puncti a rectam ab secum feren-
tis, usqueguo Q in P perveniat.
Secundo ad recfue ab motum
circa a in plano, donec in cer-
tam rectam datam, cuwius una
extremitas a est, perveniat,

VII. MOTUS GEOMETRICUS

COMPOSITUS : nempe ubi plu-
res operationes trium dictarum
primitivarum coniunguntur: in
eodem tempore ; lege quoque, qua
durante motu vig simultanea: per
singulas operationes fact® a se
invicem dependeant, data; e quo
CORONA arboris Creometriae ex-
crescit, Suntque ha operationes
coniuncte. pagg. 22

Aj Aut numero finito ; et qui-
dem :

I. Aut duz tantum; ex. gr. si
recta ab in plano /circa a mota,
interea punctum P ita moveatur
in ab, ut via y eius sit = f(u)
idenotante # viam puncti bi; et
quaratur via puncti p. ipag. 23.)

Aut ab quiescat, et p in ab
motum perpendicularem £ ad
ab secum ferat, atque interea ita
moveatur punctum p’ in 5, ut
via y eius sit = Fix) (denotante
x viam puncti p); et quaratur
via puncti p’. Prodeunt hoc modo
talia quoque, quorum etsi non



ARBOH ARITHMETIC/E GEOMETRI/EQUE. i

B) Pro cerfa certorum jfune-
tionem constituentium conditione
(‘qualitateve ) queeri qualitas func-
tionis valoresque possunt; (imo
etiam simul certa functionis con-
ditio poni potest).

Bouyal, Tentamen. I,

omne, quodvis puncium tamen
(nempe pro dato quovis x simul-
taneum y: geometrice sensu stri-
cto) construi potest.

2. Aut tribus coniunctis: ex.
gr. si punctum p describat in plani
P recta ab viam x, secum fe-
rendo planum p perpendiculare
ad P e recta & perpendiculari
ad ab, atque interea ' in 5 mo-
tum rectam C ex p ad 5 per:
pendicularem, in p secum ferat;
et punctum p” in C viam z de-
scribat ; sitque puncti p in 5 via
y=aix), et z=51y; et quera-
tur via puncti p’ in spatio.

Aut planum /P circa redtam
fixam A plani / moveatur, via
certi elus puncti ¥ dicta; atque
interea p describat in 4 viam x,
secum ferens in P perpendicula-
rem 5 ad -, atque simul descri-
bat p in 5 wviam y; sitque
x=14k(u), et y=hx); et quaera-
tur via puncti p'. rpag. 23

Ita plures quoque operationes
(numero certo) coniungi possunt.

B) Aut innumerabiles eius-
modi operationes coniunguntur :
ex. gr. si recta 4 in plano P sit,
et recta /¢ perpendiculare ad A4,
atque planumn ( secet planum P
in /&, et rectam 4 in b; ac mo-

€
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Ex. gr. Ex 2} Si conditio ea
sit, ut functionis valor © sit: queeri
valor variabilinum potest [pro-
blema aequationumj, aut valor
coefficientium ; potest etiam con-
ditio esse, ut functionis valor ma-
ximus vel minimus sit, et pro
hoc wariabilis queeri. (pagg. 205,
345, 372.

1ta aliz conditiones esse pos-
sunt ; imo variabilis vicem genus
certarum functionum subire po-
test, «ut in caleulo variationum
dicto:. pagg. 2006, 360.)

Potest vero conditio ea quoque
esse, ut quantitates cert®, qua-
rum genus dicatur x, nulla alia
operatione affectz, nonnisi sub
certa conditione ordinentur: et re-
sultata quaerantur. (Analysis com-
binatoria /. pagg. 159, 205, §56.

In B/ quoque varize conditio-
nes esse possunt: ex. gr. ut va-
riabili nonnisi integer substitua-
tur; uno ut etam functio certa
qualitate gaudeat ‘ut in theoria
numerorum, (pag. 206, ubi tamen
sive functionem constituentia, sive
functionis qualitas quantitasve
queeri possunt.

Si ipsi x substituatur x4
oritur Froblema Taylorianum.
(pag. 208, 321.)

ARBOR ARITHMETICAE GEOMETRI/EQUE,

veatur b in A, planum @ secum
ferens; atque interea certa lege,
a via puncti b dependente, mo-
veantur certa puncta generaliter
p dicta (innumerabilia quogque,
prouti per legem determinantur
in perpendicularibus ad rectam
£ in QO erectis: et gquaratur
complexus ipsorum p in omnibus
temporis punctis expertibus usque
ad motus finem. pagg. 24, 25.)



ARHOR ARITHMETICS GEOMETRLEQUE.

Si vero ipsi x substituatur ms
(pro & denotante *-), atque ipsi
m substituantur integri ab 1 in-
cipiendo; et valores functionis
exortl post se invicem ponantur:
oriuntur series (ipso x imo ipso
n quoque sive I sive aliud deno-
tantei; estque pro certo valore
ipsius x iex, gr. x=1|, aut »
quogue constans, et ipsi s nu-
meri omnes ab I incipiendo etiam
ultra » substituuntur; aut »
\quamvis semper finitum deter-
minatum, sed post quamvis se-
riem productam novum valorem
accipiens) -— oo, atque ipsi m
semper numeri ab 1 usque ad #
substituuntur. (pagg. 208 &, 472,

Si in casu posteriore terminus
quilibet cum sequente compare-
tur : prodit series incrementorum;
et si duarum functionum & et f
eiusdem x, unius F valor notus
sit; atque termini generales ¥
et f, serierum incrementorum ex
utraque functione deductarum
aquipolleant (id est —;.----1, si
n-—oo): prodit et alterius func-
tionis / valor. Reperire ¢ (in forma
simplicissima) docet calculus diffe-
rentialis, et ex ¢ functionem f
querit caleulus integralis. (pagg.

209, &, jo1 U, 371.)

XIx



XX ARHOR ARITHMETICA GEOMETRIEQUE.

€1 Denique queelibet horum sub qualivis conditione componi: et sub
aligua conditione resultatum, aut pro resultato illa, per quee id fieri queat,
queeri possunt, Et de w-tupla via sub eodem tempore, conceptum #z-tuplae
causs: formando ; oritur Mechanica pura.



INDEX
RERUM IN TOMO PRIMO ED. I. CONTENTARUM.

Conspectus arboris utriusque breviler est sequens:

Fundus communis exponitur nsque ad (pag. 22) quo etiam (pag.
442) pertinet.

I. mapicEMm ardoris Arithmeticas constituit conceptuum primari-
orum genesis, prouti quilibet e prioribus orti se invicem excipiunt (pag.
23 usque pag. 43 % 35).

TRUNCUM constituunt gefmearia, que e conceptibus dictis per axi-
omata sequuntur: utpote resultata operationum, quot, qualiave sint, si
cum commensurabilibus, incommensurabilibus, cum fractionibus, potentiis,
logarithmisque suscipiantur ; quo etiam operatio elevationis (ex. gr. bi-
nomii) pertinet ; unde pofentiae logarithmigue sublimiorss conceptus ori
tur. Continentur hac in (§. 35, a pag. 43 usque pag. 178).

CORONAM arborfs constituunt quastiones, qu & conceptu FUNCTIONIS,
ex omnibus precedentibus confluentibus, prodeunte oriuntur (a pag.
178 usque 442).

II. Ita RADICEM ardoris Geomefriae efficiunt: specialior spatii intu-
itus, et conceptuum primariorum genesis, atque sphaerae, rectae, pla-
migue gemeratio; horumque combinationes primariz (a pag. 442 usque
ad finem tomi).

TRUNCUM faciunt e mofw simplici oriunda: Plamimetria et Solide-
melria. '

coronam efficit MOTUS COMPOSITUS.

III. Demum {coronis iam antea confluentibus) actione spatii cum
tempore unione, de m-tupla via sub ecdem tempore m-tuple caussz con-
céptum formando: oritur Mechanica pura.

MNotandum autem est:
1. quod dum tale aliquod, quod in omni tempore est, dicitur posss-
file ; ex. gr. dum dicitur quarfam proporticnalem, aut potentiam expo-

Ed. 1L
Tom. pag
1 27
T 1
I a21—s1
I s1—z03
I 204—478
I 1—s6



XXII INDEX RERUM I.

Ed IL
Tom. pay.
nentis ¢, aut formam aliquam in spatio, possfdiliz esse: ea refpsa dard
intelligenduom sit. Alind est, si de eventu, qui in aliguo tantum tempore
est, dicatur: e complexu enim omnium, quz sunt, unicum in gquovis
temporis puncto experte resultatum est. At si ex &, &, ... reipsa exi-
stentibus, (certo mode tali suppositis, ut abstrahendo a religuis, nulla
contradictio sit), eventat ,E; tuim & rd#.:'dr‘rm qu.m.d &y B sy pogsbile
dici potest ; etsi ¢ complexu omnium, quee sunt (itu uti sunt), nunguam
prodeat. Absofude possrbale, W est si e, & ... complexum omnium goz
sunt, eo modo quo sunt, denotet ; retpsa efram fil aliguandy.
3. Dum (pag. 62) possibilitas mensurationis per A ipsins & asseritur: [ 71
demonstratur quidem (rbrdlem ) dari talia #, o', ... et w5’ .. m o', ...
ut pro o=u, , = w &, et w'=zn a"=w' & (nempe ¥'= -’;,
u":% &); in casu commensurabilitatis (substituendo ipsi » integros ab

I s¢ invicem excipientes) prodeat aliquando tale &, ut d—nw, B=mn
sit; secus autem pro dictis m, &', . . sit d=ne, F=mu—-w (w<"su), ot
A=sn't', B=wm's'd=e' ('="0") & .. .; at si reipsa exhibenda &, &', ... et
numeranda in /& fuerint; supponi divisio ipsius A per quemvis integrum
n debet; quod, si 4 quantitas ad rectam redueta sit, Geometria sine ten-
tatione praestat, uti et quartam proportionalem exacte exhibet, postea-
guam Arithmetica pro quantitatibus, etsi nonnisi in concreto exposite
essent, dari h=c demonstret, quamvis non semper exhibere valeat. Alind
est, si quantitates iam mensuratz supponantur, atque ita expressz pro-
ponantur : et aliud, si nonnisi in concreto datis lineis, ex. gr. linea & per
lineam a dividenda esset (pag. 33}, et queratar 5 fele mensum unitatis, I 40
quale mensum & ipsius @ est; aut & dividendum per lineam 2 esset, qua-
rendo @, nempe cuius tale mensum est & guam 5 est date unitatis ;
Arithmetica dari in hoc quoque casu resultatum probat, sed illud non-
nisi peracta antea mensuratione exhibere potest, exacte in casu commen-
surabilitatis, secus vero cum errore dato guovis minore.

SPECIALITER vero confinenfur fm lomo primo sequentia.

IN INTRODUCTIONE.

1. FProspectus cogmitiomum humanarum. Progositio, eiusque formae, de-
Siwitio, theorema, axiana, demonsirating vocabula el vertiates witimae, sci-
endia, syslema.
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Historia, philosophia, mathesis, physica (externa, interna), psychologia
(pura, empyrica), aesthefica, scienfia moralis (pura, applicata), Offfcium,
fus, fura, Theologra (3 pag. 1 usque &)

Axtomata (pagg. b et 7, ubi ex IV deducitur modus apogogice conclu-
dends). Logrea ad mathesim reguisita: nempe preter prius dicta, gemms,
spectes, subdivisionesgne (pagg. 8 et g); aliquod fundamentale (pag. 10, §. C);
tum propositiones, guae ex uma seguunfur (pag. 11, 1-mo); dein concep-
tus aeguivalentes quid et quando sint (pag. 11, 2-do); atque (pagg. 12, 13)
¢ dualbus propositrontbus guandos et gualis fiat comclusio ! (relatis omnibus
casibus possibilibus, et (pagg. 14, 15) per axiomata demonstratis); sorites
(pag. 15); comclusio de m ad mn--1 (pag. 16, §. FF), fundamentum limitis
(pag. 15, §. &).

IN CONSPECTU ARITHMETICAE GENERALE.

I. RADIX ¢ fundamento communi.

Complexus, pars, fotum, pars indivellibilis, nempe si complexus omnis
eins, quod preeterea est, in concreto sisti negueat, nisi ea guogque adsit;
portio (pag. 17).

* [udivellibile partis, indivellibile fotins est. Pars parfiv sndroellibilis,
indrvellibile fotins est. Fortio porfionss, portio fofius est. 87 p portio fpsins
T sit: et religuum ipsius T portia ipsius T est. (pagg. 18, 19).

Nikilum mathemalicum, et expers, puncivm femporis, confinuem (pag.19)

Aegualitas [ absoduta, respectiva ); ghantitas fﬂﬁmfﬂﬂ, rt#ﬂ‘!:md}
®qualitas respectiva guoad confenfum (pagg. 2o, 21)

Quantitas cum guantitale . unde marus, minus, demiio ; hinc reductio
ad formam temporis (pag. 21). Noto Avrithmeticae (pag. 22). Hinc

Quantitns cum gualilate parit v, —, et =, — (pag. 22—24). Hinc

Additio (guantitas complexa); ex additione subdrachic (pag. 25). Hine

Sertes arithmetica, numerus ; varige guaestiones (pag. 27, 28). Hine

Mensuratio, fncommensurabilitas (pag. 28) fHmes ; gquaniitas variabi-
lis (pag. 29). Hinc

Fractio (pag. 29), tum Cheidas (pag. 30). Annotatio de mwliplica-
tiome limearum (ibidem), fractio wera, numerus fmeger ; distimcto mter
= et =, et quadam hoc concernentia (pag. 31} Ex his

Multiplicationss, ex hac drwssromss conceptus (pag. 33), (extensus
pag. 106). :

Et proporiionis geomebricae conceptus (pag. 14, aut pag. 65)

XX

Ed. 1L
Tom. pag-

I s5—10
11—12

13—14, 14
1%, 1.
16, 2. ; 16—18

18—z20

20, 21
20

22

23, 24
24

25, 26

a2b—a28

28—30
31

33 34

35
36
az
7
40—41
123
41, 75
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Ed. IL
: Tom. pag.
In multiplicatione signa +J+, ~—, pariter in proportione (pag. 34). 1 42
Signa ==, — in multiplicatione et divisione (pag. 35). 43
Specialia multiplicationis schemata (pag. 136, .. .); ubi (pagg. 37 et 38) 43 &, 45—46
de '% et ;ﬂ- pr®via annotatio est.
An semper detur factum, guotus ! et alim quastiones (pag. 39). 4b—y47
Quid si factores permutentur prins homogenei, tum heterogenei ;
comceptus celerstatis, et expositio conceptus quantitatum analogarum (pagg.
A% .oy 41).

. d 47—49
Duo divisionis schemata (pag. 42). 49
Per plures factores mquales, mulifplicationss cum divisione, filiae: po-

tentia, radix, logarithmus (sensu elementari) (pagg. 43, 43). 50, 51
II. TRUNCUM arboris constituit §. 35, pag. 43 incipiens, usgue ad 61

pag. 178, §. 36. 203
E resultatis =qualibus ad eorum mqualitatem, unde prodierunt, nen
concluditur (pag. 42).

Keductio quantitatum ad formam fempords, reciaere ; (imo guarun-

dem ad circulum). * Quanfifas findta (absolufe, respechive) (pag. 44). 52
Constat, continetur (pag. 45). 52
* Addita, etsi v, v adfuerint quocungue ordine, summam eandem

praebent (ibidem usque ad pag. 47). 53, 54
Datur /fmes (ibidem VI). 55
* Tempus quodvis continwum gawde! dimdio (pag. 48) et si di- 5%

midii semper dimidium accipiatur, dabili quovis tempore minus prodit

(pag- 49). _ 56
* 5i # multiplicetur per factum e factoribus numero s, quorum qui- :

vis =2: factum numerus quoad m erit (pag. 49. IX). 57
* Temporis continui (), quod inter 2 puncta est, guaevis porfio certo

numero accepta, superat spsum O (pag. 50). 57
¥ Tempus tale (ut prius) per guemuvis integrum dividi potest (pag. 50); 38

omniaque dicta ad rectam applicari possunt (pag. 51). . 59
Pro n integro, et a, {§ positivis, est n (a-+f§)=na-+nf (pag. 51). 59

]ui‘tﬁ
i

ﬁ%+ =i applicatio ad a— 3 (pag. 52). §9, 6o

¥ Si ¢ tempore T (vel recta) possit » numero m accipi, ita ut w=0
vel <“u supersit: ex eodem T (w--1)w accipi nequeunt (pag. 52).

¥ Quarvis guanfitas ad unicum reduci potest (pag. 53).

*® 8 A==08, est etiam A=28, id est A'=8" (per 4", B reducta
A el & intelligendo); et conversa (pag. 33) . b1

3 8
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* 8i 4 constet ex a, 4, ...: est A"—g'S-H'4=r- (etsi interminata
sit reductic) (pagg. 54, 55).

Resultatum additionis subfractionisgue quantitatum reductarum, wms-
cm. Imo etsi C=0 et a==¢ uti sunt considerentur, undevis dematur
a ex Cetcex O residua erunt ==-lia (pag. 55)

¥ Quantitatibus item ita ut sunt, sine reductione consideratis, et
==-litate terminata intellecta:

I. Si A==B==0C: est etiam A=0C, (pag. 56).

2. 8i P=0Q, et p==g; ac p (portio ipsiuvs P) ex P, et g (portio
ipsius ) ex Q. wnderis dematur: erunt illa, guae ex P et () remanent,
mqualitate terminata aegualia (pagg. 57 usgue 29).

Ut resultatum mulfiplicationis drvisionisgue unicum esse probetur:
prius de fractionibus (mensuratione supposita expressis); et prius pro
casu commensurabilitatis (a pag. 59 usque 62): nempe

1. fractio, forma guoli exprimi polest (pag. 39).

2. Si per infegrum multiplicetur numerator, valor toties augetur, si
Mﬁlﬁr, valor toties minuitur; & tlergue fpu'r aﬂdﬂt} multiplice-
tur, valor manet.

3. Regula hinc @d demominatorem eundem reducendi (vide etiam
pag. 31;.6]., (m:lli, unde guae fraciiomem sif mapr dignosci queat).

4. Mulfiplicafio fractionum ; unde fractio fractioms, et modus quo
fractio, unius rei in fractionem rei alius mutari queat.

5. Divisio fractionum.

6. Fractio et pro casu términorum non integrorum guotus est.

7. Reductiv ad datum mumeratorem vel demominatorem.

8. Etsi per fractionem eandem multiplicentur termini fractionis, va-
lor idem manet.

Prssibilitas mensurationis (pag. 62, XXI).

Datur guarta proportionalis (pag. b4 XXII).

Proportionis alia definitio (pag. 65). fn proforfione dus priora, et
dug postertora sunt simul commensurabilia vel stmul fncommensurabilia
(pag. 66).

Proforttonalts guaria unica est (pag. 66),

Definitio proportionts Euclidea, eiusque cum oichis aeguivalentia (pag. 11
et pag. 7).

Ougedam de limitibus praevie mecessaria (a pag. 68 usque Jo).

1. 51 w-—0: et dw-—0; imo e quotvis factoribus, quorum aliguis
-—o, factum -—o. Quantitas omni dabili minor nom existit (pag. 69).

2. 8i w, 4 —0: et w4 A-—o (nisi w4 A=0 sit).

Bowvas, Tentamsen. 11,

XXv

Ed II
Twim, g,

I 6263

b3

64

b4—67

67—70
67

429

71
12
73

73
75
-]

77
79—82

o
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3 Six-—a et y-—5: tum x4y -—a-5§; et summa quotvis guan-
titatum ad limitem lendentium fenddt ad summam lmifum.

4. 51 x—y-—o, et x-—a, y-—4b: tunc a=4.
5. 81 pmx>g, Bt p—g-—o0: tum etiam f—x-—0, et ¥ — ger—o0.
6. Si m-—oo: tum nﬂ Lewr Ita
7 w0

. 2 ¥==1 ra
8. 5i # constans sit, et 5-— =o, atque - - a_=>x_> -—;-: tum
ra

X—— e,

&

De reswitato multiplicationss [abyue certy sensu drvisfomis) wunico (a
pag. yo usgue 73).

9. Oras factorum (efst omnes ncommensurabiles fuerinl, ufcungue
discerpla factwrum tmagine ) non mutatl factum,

10. Faclwr & cuwm nullo faclore a——c (pro ¢ non o) factum iH5, guod
cum a efficil, aequale productt,

1L Si x-—a, et y-—b: tum xy-— ab; et limes facti ¢ guotvis eius-
modt factoribus est factum lmitum,

12. A divisum per B dal guotum wuwicem g ; et f = 8, atgue
A=By et %5:3‘, item %:A ];‘ .

13. Simu = vel -— B, et nu=—2u, atque mv—= vel -— D, et wo=C:
tum A:B8=0C:D, adeoque pruportio sta designari pofest. Atque si
B:A=0Q sit: B per AQ, et D per CQ exprimi poterit, Conversim
guogue, si A:B=C: D, aut B=AQ et D=CQ: proportio est \pagg.
75, 76).

14. 5i ¥=—g, y-— 4§, et nec y nec d=—o: tum gquodviz ipsorum
¥ x a a
LA L R | (pag. 77)-

¥ In preec. o e valoribus divisoris excludebatur : quidsi divisor -~ o7
(pag. 79)-

* Quidst tam drvidendws guam drvisor <= o} quedam de guofy simnl
variaforun _ﬂrmu (a pag. 8o usque 82).

1. Si p;;-“—d tum pro utvis magno .\ datur u—u-r:::

L

. o
2. 81 —-=1: tum etiam
'

1. 5i o' pro dato quovis N potest < ;:, fieri, ac —E,--- 1: tunc

i
etiam - - =

Ed. IL
Tom. pag.

I Ba—8y

By

89

g1

92—94
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#
4. Imo etiam —-’—-—,--—I. et mlr—-hl-,---qI si 4= ;: fieri potest.
. W v ; v
8. Si - =1, ag ';,‘"‘-l- etiam o e I

6. Si %——-—u, ac %—-—1: etiam %ﬂ-h
. ' . u
7. 8i - " 3¢ ——-—1:etam —-—1.

Quotus forma %-— utcunque discerpi valore incolumi potest

(pagg. 82, 83).

D potentits cf nperalionibus earnwm primariis (a pag. 84 usque g94);
additis (pagg. 10%... 107,
et 128, 129).

Quod polemtia possibilis sit, sfve commensurabilis sit exponens g sive
mom, ef srve W sive — fuerit:

1. Si g mileger v et >1 sit

2. S5ig=1.

1. 8i y=0o0.

4. Si ¢ integer +—; deinde nom fmfeger, prius H, tum +—, sed guan-
ftas commensurabilis fuerit (pagg. 84, 83)

5. Sed queritur (ad preec) swm defwr tale A, ut gg = A.447
(pag. 83).

6. Maius ad ddem elevatum, cf fdeme ad maius elevalum fit maius
(pagg. 86, 87); et pro expomentss valore eodem, polentia cadem est; unde
potenfiae ad exponentes denoninatorss communts reauct possund (pag. 87

7. 8i ¢ fncommensurabilis, et prius tam ¢ quam a = fuerit (pag. §7).
Casus, si a=1; si a<71 (pag. 88). 5i ¢ — fuerit (pagg. &8 et Bg); unde
potentia ¢ divisore in dividendum pont, exponente i oppositum mutato po-
test (pag. Bg). _

8. Queodvis N sive = sive <=1 fuerit: F"N-r-.[, i m —oo
(pag. 89}

g a¥ a@=a?+? (pag. Bg). Et af:aV=av 0 (pag. go).

to. Si a"=B": non solum aw =25, sed etiam B =a=Bq {pro
g = %‘j. Etsi —;—: =g, vt A =48, :st.tr.iam .Eé’:a, atgque si Ei'—_-a,
est etiam a¥=/4: et sive ]?frfl‘1 sive B scribatur, perinde est (pag. go).

11. {FE}':'}#E"; et
dye M
12 ( c_] == (pag. 91).
13. (a9 =a" (pagg. g1 et gz).

I 94—qb
9b—109
121—124,
147—149

g4
99, 100
LoD
101
101, 102

102

102
Tz, 104

. 164, 105

105

1eé, lo7
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Hine .ﬁ=#'!' (pag. 92).
14. Si @ << 1, aut exponens uterque (aut wnus tantum) — fuerit;
(page- o et 93).
Si ?-__q, et @"=»: est a¥=5; et si a-l'—ﬁ est a*=4 (pag. 93).

15- (abe.. Y=a.50.c. Et Yabe..=Va.Vb.Vec..

b, Si :--—-g, consideratur potentia pro a positivo et negativo,
prouti s par aut impar accipitur. Origo imaginarii (pag. g4).

De compendiis operationum per logarithmos (pagg. 95, 96).

De expressiomis valore, mulala wunmilate, et de expressionibus gquoad
diversas unitates factis, ad eandem reducendis; (quum omnia dicta huc-
usque certe determinate unitati positive innixa sint) (pagg. 96 usque 105).
Emgmlpfﬂ degualionts SECHORUM CORICAYIm (pagg. 101 usque 163); ubi mo-
mina primaria seciiones coficas concérnenfia (pagg. Iol, 102) definiuntur.
Quantitas comcreta et absiracta (pag. 97).

De imaginariis, atgue ((kis admissis ) calewlo radicalium, (a pag. 105
usque 118: cui addendum pagg. 128, 129, 9. 10. 1L et 13.).

Hucusque Unitas positiva ponebatur: sed prouti superius quantitas
cum quantitate (nempe certa cum determinatione) produxit positivum et
negativum; ita si quantitatem a, ut radicem e quovis B spectare libeat:
oriuntur pure imagimaria, quorum realitas multiplicationi quoad —1
innixa est (pag. 105). '

Regulae admissis imaginariis, atque comceptus multiplicationss exten-
sus (pag. 1o6).

Expressionum aegualitas varia (pag. 107).

Porro significatio signi *'|r"; tum

I. ﬁ;:ﬁ V= atque ﬁ ﬁ: i"rlﬂ; (pag. 108).

2. Radix pure imaginaria exprimitur (pro P positivo) per

V—P=VPV=
atque ¥ —1 (pro a, b, realibus quoad 1) potest per a-b Y —1 ex-
primi (a pag. 108 usque 110, prima tantum Trigonometriz elementa re-
quirens). Nempe pag. 109 radices m-ti gradus tam ipsius —~1 quam ipsius
=1 exhibentur omnes, numero ». Et (pag. 110) exemplis illustratur.

Hinc (item pag. 110) si J P sit p, erit YV—P=p(a+by —1);

?—P-ﬁl:i.l’ —PQ (pagg. 111, 112).

V4 VB VC... =V ABC (etsi imaginaria adfuerint).

At si id tantum constet, quod s=V¥ P et ;l:V{_}; ex eo
yri= V.F_Q tantum sequitur,

Ed. II.

Tﬂll'l. p“_
I 109

107, 108
Ing, 108

108, 109
10g—111

II1—J21
116—118
116, 117
11
121—136
147T—14%

21

133—I33
133—124

124

135—127
125, 126
126, 127
126, 127

128, 129
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3. 8i Ya==x: est x = sed non = a" atque si x = Y a, est
x=FV;=W; et hinc ."ﬁ:= Vv ‘ir:]'ﬂ —1, atque {-.;}%:
sed non = {—1]% (pagg. 112, 113).

* De elevatione imaginariorum (3 pag. 113 usque 118).

4 Quastio ad 1;"_‘—-_: redit. Est vero am, aut potentia ipsius 2 in-
tegra, aut factum e tali, et numers impari; ?"—_1 nonnisi ad ma2? ele-
vatum (pro m integro) dat reale, et quidem -1 pro s pari, et —1 pro

m impari {pag. 113).
5. Etiamsi p<= ¢< r<Z,.. potentiz integre ipsius 2 fuerint:

nullum reale dat (pag. 114).

6. Radices exponentis 2" ipsius —1, emdem sed via a pag. 108 di-
versa, item sub formam n-HrF'—_l venientes, exhibentur (pagg.115,..., 118).

5. Prure itmaginaria a realibus nomnisi delerminatione (uti J= et —)
differunt; mec screnfia, quae Praedr'.ﬂ'mrr m:’lﬂuﬂ'ﬂ?ﬂe {!ﬂﬂltmr, ErLS trma.
gintbus nullo originali gaudentibus comfenta esse potest (pag. 118). Bt
aegue visibiles sumi, elsi fmaginarium in cxponeniem ascendat (pag. 168).
Exemplum, quo in Geometria visibilia fiunt imaginaria, exhibetur (pag.
177, 7.)

De regulis additionts, subtraciionis, muliiplicalionss, divisionisgus guan-
titatum complexarum (etsi imaginaria adfuerint) (a pag. 118 usque 130).

[1.—3.] Regwia additionss traditur (pag. 118.) Quod hoc pacto summa
quesita prodeat. demonstratur prius de realibus (pag. 119.) tum etsi ima-
ginaria adfoerint (pagg. 120, 121.)

[4.] Swudtractin demuonsiratur pag. 122. Quod oppositum subtrahendi ita
dicte minuendo addendum sit, demonstratum est (pag. 26).

[5.] Muitiplicatio demonsiratur (pagg. 133 ... 126).

[6.] Drvisio demomstratur (pag. 126).

Exempla quaedam.
y :'d-l-#}(a-l-&}tt(w—_&][d-:ﬂ);il-ai.n B
(a+M (a-—H=a—F; (Va+¥8) (Va— Vb =a—3b;

[(a == 8)*—¢*] [*— (& — 8)*]=
=(a4b4ec) (a4b—c) (@adc—b) (b4c—a)
(pag. 127). Et ibidem
8. demonstratur summam gqualiumvis realium et pure imaginariorum,
per qualemvis eiusmodi summam divisam, dare quotum.

AXIX

Ed. 11.
Tom. pag.

130—136

130, 131

131, 132
125

132=135

135, 136
193

136—150
136
136—138
138—140
140
ar
140—146

146

146, 147
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—3 3
9. {—--l-r ].uu[-—-%+%n] (pag. 128), ubi a radicem
ex — 3 denotat sensu (pag. 108).
10. S5i a VP' g multiplicandum sit per & M
| Ve i
erit factum

SV FTT— ey =
=abV PGt — (@by'P3 . QF ;

(pag. 128). Unde etiam regula liquet: nempe
a Vﬁ'ﬁ Vo= =ab 'fr}"; ore.
11. Modus factorem signo ¥ praepositum introducendi, aut illum, gui
signo subest, educendi (pag. 129).

i c B "

12. A f"P":R Vor= g V‘E;;j (ibidem).

13. Divisio ipsius x"—1 per x—i, et

14. ipsius 1 per 1—x. Et

12. hinc summa serfel geomelricae, et casus, ubi formula summa fit
: ; tum limes summa, si exponens = [ sit, nec non complementum
quoti in exemplo posteriore (pagg. 131 et 132).

16, Serter Arithmeticae termimus generalis ef summa. Ex. gr. nume-
rorum imparium summa usgue ad m-tum inclusive, est #° (pag. 132).

[17. Series Arithmetica ordinis m-ti (pag. 133).]

18, Si (a<=4) per se multiplicatum item per & ==& multiplicetur,
atgque hoc continuetur, Jdonec (a--4)" fiat: qu:timr productum {pag. 134).

Transformatio fpsius (a -+ 8)" in {l—l—- : ] a". Et simili modo mffifur
gurvis factvr e guovis terming binomit ad expomentem elevali (pag. 134).

Demenstratio binomii pro n inlegro positive (pagg. 135...137)* Alia
demenstratic  (gqua  ctiam  sumerns  combinationum  exhibetur) (pagg.
137 .. 140).

Demonstrativ firmulae binomialis pro expomente gualivis (adhucdum
exclug, imaginarin), (a pag. 141 usque 150). Prius [l.—:.] lex, yua ter-
minorum signa pro 4-x et - x cum -+ ¢t -— ¢ combinatis prodeunt,
exponitur; tum [1.--5.] exponente coefficientis ab expomente gerter distincto,
demonsiratur seriem eiusmodi, pro x-<1, ad limitem tendere, atgque limi-
tem esse {1==x)",

6. 8i x>1, tum (14=x) ita exprimi nequit (pagg. 151 et 183). Pro
=1 videatur (pagg. 103 et jo4).

Ed, II
Tom. pag.

I 147-—148
124

148

149

151, 152

152, 153
153,154

154

153
156—158

158—161

161—172

173—174
333,335
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7. Aligquid de serishus sufinitis, guarum fncrementa ferminorsm ten-
dunt ad o, cum exemplis quibusdam (pagg. 152, 153).

8. Si -;---1.;-: de (a-+-8)9 guogue valet formula binomialis.

9. Efsi binomium tmaginarium confineat, valed (pag. 150).

1o, 87 exponens binomii vera fractiv ﬁ? st formula coefficientis
p-ti (pag. 157).

De lugarithmi expressione per seriem, el poleniiae logarithmigue con-
ceptu sublimiore, atque guantitatis imaginarie ascemsw i exponeniem (a
pag. 157 usgue I178).

* 5iin (1==x)" ponatur x:%ﬂ_-. atgque sm-—oa: tum (

H
== 0. Al
ﬂ—I—I} 2
I. si etiam m —oo, et ab = certo modo dependeat; ex. gr. sit

m=mn; tum |1+ ;].gau:let certo limite, in pmt:n:m ¢ dicto, bast lo-
garithmorum, gui waderales vocantur. Etsi (I—l——,&-) ad g elevetur, se-
ries, quee prodit, -— &' (pagg. 158, 159).

2. Etiam e yuantitate reperitur logarithmus (pagg. 159..., 162).

3. Modulus systematss logarithmici reperitur (pag. 162).

&7 vero duae bases fuerint B et € et log. ¥V quoad B sit &, ac log. V

_— & _ log.C
guoad © sit ¢ est T R

Log.0 = — oo (pag. 163).

* Porro in serie ipsum e (per priec.) exprimente substituatur a—-§F
aut a— @ aut af, vel ‘g-, priug pro e, 7 realibus (pag. 163); tum etsi
imaginaria contineant (pagg. 164... 167): animadvertitur, has series ana-
logis subesse operationibus, ac 31 exponentes ipsius ¢ reales essent; ge-
neraturgue conceptns potentiae  logarithmigue ((sensu sublimiove ) (pagg.
167, 168).

Logarithmus realis hoc sensu guanlilali negabivae hawd compebit
(pag. 169), sed elemeniaris competit (pag. 170).

Datur pro guibusvis realibus A4, & tale x. ut x=log. (A+BV —1)

(pagg. 170...173).

Ubi etiam series sinum ef cosmum arcus n-tupli exprimens cxhibetur.
Et si A (cus.a =4V —1.sin, @) = A48V -1 =¢t+e¥ - (pro A, B, K, &,
et a realibus): tum K= A'+ B (page. 172 et 173).

Logarithmi imaginarii guantitalis negativae innumerabiles (pag. 173).

Pro guovis K positive datur tale k, wt ¢'=K (pag. 174).
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181

181

182—203

183
183—147

187

188

188, 189

169 —192

192, 193

[94, 195
195—198
197, 198
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Ed IL
Tom. pag.
Exempla.
1. Logarithmi ipsius 1 innumerabiles, inter quos solum zero est
realis.
2. 6"V =i—=_ et ¥ —1 est unus logarithmorum naturalium ip-
ging —I.
3. Valor ipsius ¥~ 1.
4 V—1=&""1 et a¥ —1=log.nat. ¥—1.
5. Valor ipsius (¥ —1)¥ —* (pag. 176). - I 201
6. Quid per cos.a= ok h';" . " et sin.a:"f :l"’i_l 201, 202
intelligatur (pagg. 176, 177, 456). o
* 7. Applicatio certa imaginariorum ad Geomelriam (pag. 177). I 202
8. Log. (—2) —log. (—3) certo sensu == l¢g+—:—; = lng.%
(ibidem).
III. CORONA arboris Arithmeticae incipit a §. 36, pag. 178, et de-
sinit pag. 442. 204—478
Functio, variabilis, constans (pag. 178). Rami, in quos coroma divi- 204
ditur (pagg. 179, 180). 205, 206
Dein
1. Functionis divisio (pagg. 180, 181) in algebraicam, franscendentem, 206
absolutam ;
2. desigmatic functionsm (pagg. 181 ... 183), 307, 308

3. 81 in A(x) substituatur x4, et gqueratur valor functionis
A (x~1) (Probl. Taylorianum); et porro comparetur augmentum func-
tionis cum augmento simultaneo ipsius »; pervenitur ad rafiomem wlti-
mam augmenlortam evansscentium fuxia NEWTONUM, nempe si

A1) —A(x)
;

= A'(x),

dum f-—o (adeoque priusquam —o fieret). Insignis limes iste est, e

quo et calcolus differentialis deduci potest (pag 183). Sed 208
4. Evidentius simpliciusque fit, si (pag. 184) ipsi x substituatur

prius o, dein %, id est %1 tum 2, 3% &, atque valoribus prodeuntibus

post se invicem positis, quilibet cum sequente comparetur (guoad imcre-

mentum); et incrementa istda novam seriem forment: seriei huius summa

in aperto erit; atque si
5. Alia series occurrat, ¢ qua eodem modo pro iisdem x et w de-
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ducte simili modo seriei, termini { et T cidem m# (pro yuovis eodem m)
respondentes, aut sint @quales, aut -i':—.,--- 1, pro m-=—oc: facile patet,
summam utriusgue esse mqualem, et & unius functionum valor notus
sit, et valorem alterius innotescerc (pagg. 184... 186).

6. Etsi seriecrum e duabus functionibus derivatarum termini, certe
parti ipsius x (sed quie -— o) respondentes non aeguipolleant (pagg. 187—
188, et 269): valet in prec. dictum.

7. Datur pro utvis magno A" integer n idem pro omnibus m, ut
u (ms) —a (me)<* 0 (pagg. 188, 180).

8, [9.] fntegrale, differentiale (pagg. 180 et 200). Limites infegralis,
differentiale verum seu elementum, funciic summairix, differentiale strictius,
vel stricium, per  prpositum denotatum, ut coeff. differentialis seu de-
rivala per o (pagg. 190, 191}

1o. Si functio absoluta, cuius valor guaritur, non in concreto, sed
nonnisi per functionis limitem detur: bunc dari demonstrandum est (ut
fit pag. 230); utcunque sit, sepe differentiale functionis A (x) quaeritur,
per duas fonctiones tales CR(x) et ff(x) ut

Ui(ms) — Ui((m—1) £) <A (m) —A (m—1) )< Us(mes) — Ti((m—1) £),
et

Ui(ms) —Ul(m—1))__

O(mi)— Ui (m—1) £) '

U(mt)—Ul(w—1) 2)

B (mi)—8 ((m—1) &)
quogue -=I, et simul

sl iam

% (mi)
Oty O (=1 "
atque # (mef) gaudeat forma differentialis stricti: habebitur differentiale
ipsorum A4 (x) et 5 (x) commune (pag. 191).

11, Differentialia quipollentia functionibus aqualibus, et functiones
wquales differentialibus gquipollentibus gaudent. Idem de derivatis; atque
nec integralia differentialium zquipollentivm prater constantem differre
possunt (pagg. 191, 192).

* 12. Variabiles plures x, », = ...; et pro variabili absoluta x deno-
tationes y (mi), = (mz), #, # (pagg. 192, 193); differentiale, derivata fun-
ctionis plurium variabilium (pag. 194).

13. Differentialia et derivate quoad variabiles diversas accepta
(pag. 194).

Botya, Tentamen, [0
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213,
214 3010

214, 215
215, 301

216, 217

261

217, 218

218, 219

214, 220
230, 221

211
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14. Differentiale purum, derivata pura ; fia (#) sen Jra (#) (quoad £)
est functio illa primitiva, cuivs derivata quoad » est =a(2) &. (pagg.
194, 195).

15, [16.] Differentiale et derivata partialis. Derivata n-ta, differentiale
m-tum (pag. 195). ‘

17, Quotvis fuerint variabiles s, =, ab eadem abzoluta » (saltem si-
multanea positione) dependentes, guarum differentialia sint & (x), ¢ (x):
quoad guasvis variabilium w, », . .. accipiantur differentialia &.(x) ipsius
%, ex) ipsius », & seriei incrementorum summa eadem prodit. Ita
& (x), ¢ (%) et &ix). cix), pro terminiz generalibus accepta summam
eandem dant; pariter & (x) 4 ¢ (%), et &,(x) 4 c(x). Unde etiam differen-
tiale seriei convergentis & (x) 4 C(x) 4 ... est summa differentialium
functionum singularum. Derivatague summz seriei guoad eandem varia-
bilem accepta est summa derivatarum singularum, item gquoad eandem
variabilem acceptarum (pagg. 195, 196).

In quovis termino generali seriei incrementorum dicte, cuivis quan-
titati substitui ei mquipollens potest, si nonnisi summa spectetur. Atque
hinc pro reperiendo integrali, licehit differentiali aliud wequipollens diffe-
rentiale purum, qued integrar queat, substitui. Idem de derivata (pag. 197).

18, Exempla faciliora pro Tyronibus (primis clementis imbutis) ap-
Plicationmis thenriae ad Geomefriam et Mechamicam (3 pag. 197 usque
242); ubi §. 37 pro exemplis supposita demonstrantur, et quedam inde
deducuntur, imo guoad curvas efiam primaria exponuntur.

[VI.] 1. (usque ). Supponuntur (§. 37) demonstrata, exponunturgue
certarom fonctionum  abselutarum simpliciorum differentialia derivatze-
gue, adeoque et horum integralia (preter constantem) (pag. 198).

. 5i dum series incrementorum (eiusmodi ut dictum est) fuerint,
et wnius summa A, terminus gencralis @ (m£). alterius summa 8, termi-

T f: tum A= - (pag. 198).

6. Ex dlog. u = E , est udlog.u=n=du; per guod functio,
etsi wariabilis in exponente sit, differentiari potest; atque hinc

fl‘
s = m .

7. pag. 199. 5i derfvate fuerit s;umma terminotum numero certo, ad
exponentem positivum iufegrum, adeoque potentia hec constet e certo
numero terminorum, gui singuli integrari possint: erit summa integra-
lium terminis singulis respondentium, integrale derivate datz. Si vero
derivata fuerit series convergens infinita forma Ax - Bxb 4. .. expo-
nente ab aliquo incipiendo unitatem superante et semper crescente :

nus generalis & (ms) FuFrit; atque

Ed. II.
Tom. pag.

I 221,232

211

222—324

224

224—1273
a)—d)

218, 236
el

236, 227

b

&/
227—228
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summa integralium terminorum singulorum, integrale totius derivatse, et
pariter series convergens erit.

Literz puncto insignite, cadem sine puncto signo d preposito, imo
et guodvis alind, guoad quamvis variabilium expressum, ei wgquipollens,
substitui potest; quo pacto derivatie sepe purae fsalvo integrali) reddi
possunt (pag. 200), nempe si F="wn, est jp {quoad =) =_[,w (quoad ).

Eadem pag. 200 [VIL]. derfoate areae in plano, derivata finege in
plano, soliditatis per reolutionem linear dicte gencratie, referuntur. Deri-
vata lineie in genere vst (pag. 268).

Pag. zo1. Derfvala distantiae cenfri gravifativ a certo plano quoad
abscissam x; atgue pag. eadem, ct 216... (etiam pag. 22b6) referuntur
differentialia motum rectilinewm concernentia, denotationibus pag. 193
adhibitis.

Pag. z03. VIIL 1. J.fa sive JI] {quoad #) =w.

z. Casus differentialis negativi, atque ubi valor ipsius A (x) plane
pro x=o guaeritur.

3. De casu, ubi A (o)=ee.

4. De casu, ubi differentiale (nempe terminus sériel generalis) pro
x—a, id est terminus seriei p-tus, o vel mo fit (puncta discreta infe-
g;f"

Pag. 205. IX. 1. Si ordinata y—=ax; area =_f;{qumdx] = i
(nisi p=-—1).

2. Area inter hyperbolam ®quilateram et ¢ (pag. 103), atgue ordi-
natam v et asymptotam. Soliditas per revolutionem circa asymptotam
orta =#x. Exemplum pro diversis functionibus summatricibus eidem diffe-
rentiali respondentibuz, que tamen cum constantibus concernentibus
cadem integralia prebent (pagg. 205 et zo6).

* Pag. 207 usque 209. Arewe dictz hyperbolica sunt logarithmi na-
turales abscissarum e centro acceptarum: ubi (pag. 207, 4) demonstra-
tur, derivatam (quoad #) ipsius log. nat. x esse —;—, (imo pag. z10, etsi
£ non ipsa variabilis absoluta, sed qualisvis eius functio fuerit). Modus
constantemn in simili casu querendi. De logarithmis abscissarum negati-
varum (pagg. 209 €L 210).

Pag. 211, 5. Soliditas paraboloidis, ellipsoidis, hyperboloidis.

6. Si w et v derivate quoad eandem variabilem sint, et : =4, est
J'u=ifl-r, Applicatio.

Pag. 212. 7. E derivata arcus circuli quoad tangentem (pag. 309 de-
ducta) series Leibnitiana peripheriam exprimens (vide etiam pag. 303).

1 228, 229
219

100
229

230, 247, 258
220

232, 8/
&)

c)
d)

301, ...
235, a)

5) 118

235—237
237--239
238, a)

241

240, 241
242,¢)

S

243, &/, 338
334
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Ed. IL
Tom. pag.
Pag. 213. [8.] Longitudo arcus circuli per integrationem formule I 2444)
{(pag. 200). ' 229
Pag. 214. [9.] Catenaria, eiusque rectificatio. 245 1)
Pag. 214. Exemplum integrationis derivat® superficiei per revolu- 246 &)
tionem lines circa axem orta.
[X.] Exempla Mechamica (a pag. 215 usque 242). 246—273
Pagg. 215 et 216. Conceptus vis momentaneae el comstanier agenfis. 246, 247
Pagg. 217 usque 210. Demonstrantur differentialia (pag. 201). 248—250, 230

Pagg. 219,..., 223, Exclusa prius medii resistentia, et vis w prius ab 250—253
s tum a ¢ dependens. Motus diformiter acceleratur ex. gr. per gravi-
tatem,

Pag. 221. Formula preec. velocitatem etiam ultra centrum exhibet. 252,353
Pag. 22:. Altitudo competens celeritati minime, qua globus de su- 254
perficiei terra verticaliter explodendus esset, ut nunquam redeat, radio
terra @®quatur.
Pagg. zzz et 223 Si vis w functio temporis fuerit. 254, 25§

Pagg. 223 usque 229. Si vis w funetio velocitatis ¢ fuerit. Prisma 256—zbo
resistentiae, expomens resistentiae. Tempus, celeritas, spatium in medio
uniformiter denso. Applicatio ad corpora labentia.

Pagg. 229 usque 234. [XI] Conceptus cemtri gravitatis geometrici. 261—366
Functionemque (ut dictumn pag. 191 est) per limitem datam valore abso- 217
luto gaudere, et eius differentiale (pag. 201} esse demonstratar. 229

Pagg. 234 usque 237. Bxempla: centrum grav. segmenti parabolae, 2b6—268
parabolordis, sphasrae, arcus civenli, segments civculs, superficier sphaericae
pro certa abscissa,

Pag. 237. Superficies per revoluffonem circa axem gemerata = lineae, 268, 26g
cuius revolutione gemerata est, per distantiam centri grav. ab axe of per
2x mulltiplicatae.  Solidifas = areae, per peripheriam ceniro grav. areae
descriplam mulfiplicatae.

* Pagg. 238 usque 241. [XIL] Centrum oscillationss, ct cembrum per-  269—273
CREFTONTS.

Pagg. 242 usque 268. [§ 37. [—IV.] Demonstrantur formulae differen- 274— 300
tiales (pag. 197 supposite, prater ea, qu® pagg. 207,... 2I7,... 229,... 225, 338, 248,

demonstrantur). 261
L Si u=4A (x}, est d{u*} gquoad #=4#x*"""s, &. Datur vero pro guo-

vis )V tale # idem pro omnibus, ut requiritur (pagg. 244,...). a6, ...
1L dur=rndvvdy, pro u=4A (=) et v=2F8(x); d(i;) autem = 281, 282

Wy —uly
i
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III. Si arcus x circuli sit variabilis absoluta: diferentialia sinus, co-
sinus, ftamgentis (pagg. 250 usque 253; quoad sinum versum vide
pag. 337).

Derfvata functionis irigonomelricae wnivs guoad aliam (pag. 253),
Ibidem ct pag. 254 differentiale arcus quoad functiones trigonometricas
deducitur.

[V. Pagg. 254 usque 260. 5i pro abscissa x, arcus ipsi # respondens s,
et chorda ¢ sit: fit :— =1, 51 W-moo Cuwrea (cowcava, comvexa], fan-
gens, sublangens, normalis, subnormalis. Curva geudel fangenie in guovis
puncts ; tangens cum ordinata non coincidens secat ordinatas omnes &

Pagg. 260 usque 264. Limes summae chordarum (gui per longitudinem
arcus intelligitur), wicungue sumaniur chordae, idem est. Differentiale et
derfvala arcus.

Pag. 204. fiferentiale areae, et pag. 265 differentiale soliditatiz per
revolufionem  generatorum, item differentiale superficier talis pro curva
comcava, et (pag. 266) pro comvexa &,

Pag. 268. Lineae cuiwsviy (etsi non in planum cadat) differentiale et
dertvata,

Pag. 26g. [V.] Dum expressio differentialis pro certo m# (pag. 205) fit
u:ulmwlg : pomcta certa discrefa, singwlaria ob certas qualitates dicta.

Pag. 272 usque 283. [VI.] Exemplis hzc illustrantur. Expressio fan-
gentis, sublangentis, novmalis, subnormalis, punctum flexus, cusprs primi,
secundy generts, punctum multiplum, szolatum. Asympiota (pagg. 283 us-
gque 286).

Pag. 286. VIL De et oo .

Pag. 288. [VIIL] D¢ ordinatis ex wmo punci tanguam centro (vel
polo) ewniibus: spiralis Archimedea et logarithmica (abscissa » in peri-
pheria acceptaj}.

Pag. 28q. [[X.] Theorema Taplorsanum: 1. de casu, quo ope theo-
rematis binomialis demonstrari potest, z. generaliter iuxta Lagrange (a
pag. 291 usque 204); additis complements' finibus, intra quos contineri
debet, apud guemlibet lerminum subsistere Nbuerst. Prius pro una varia-
bili {pag. 311 pro pluribus).

Pagp. 294 usque 311 applicationes variee: Complemenium generale for-
mulae binomialis (pag. 295). Ibidem 4. de fachs e facloribus, guorum nu-
merus ~—oo (ut in formula binomiali).

5. Applicatio ad (1--x)¢, pro x==o-1 et exponente negativo et =1
(pag- 299)-

XXXV
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Tom. pag.

I 282—2a86

i57
286

286, 287

287—292

192—29b

296, 297
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3o1—-315

315—318
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319
321

323—326
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Jab—341
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6. Formulae ipsius (1~4-1) pro e<1, complementum ~o (301).

7. (pag. 3oz) si ¢ fuerit negativum et S>1, complem. —oc; at-—o0
semper, exceplo si ¢ negatioum ef mom <1 sit (pag. 303); nimirum

B. 31 ei=—1, series nullius valoris est

9. Hinc (ex pag. 212) illwstratio seriei Leibnitianae ex (1=4=)"" pro
g=1 deducta.

1o. Pro (1—1) valet (pag. 304 usque 3o07). Pag. 307 animadvertitur,
(1—1)™ exhibere seriem arvithmelicam ordinis {m—1)-ti (pag. 133).

11. Adhuc unum exemplum pro facto ¢ factoribug innumerabilibus,

12. Demonstraito crifersi conwvergentiae Qffuieriant.

14. pagg. 311 usque 313, Japlorianum ad plures variabiles appli-
caran.

Pag. 315. X. Applicatio Tayloriani ad maximum minimumye. Exem-
pla (pagg. 316 usgue 318).

Pag. 319, X1 usque 3z29. Applicativ Tayloriani ad radiem cwrva-
dnrae; © quo concepitus evolndse eonlvenlisgue nascitur. Livea ! lineam L
tactis ording p-fo fangere gquando dicitur? (pag. 219). Applicatio ad re-
clam, circalpm &, Radius csenlf | exempla (pagg. 325 usque 327) radsiy
osculr, seclionis confcae, cveluidis, Erofula cveloidis cyelordi evnlventi aegua-
Iy est (pag. 32%). Cur flum in fangente cyclotdis tensum Hugenins appli-
cavit (pag. 329).

Pag. 329. XIL usque 33z. Frincipia vt applicatio calealy variationum.
Theorda duplics mods (pagg. 330 usque 333, et 340). Exempla: Jomgituds
minima datam aream clawdens (pag. 333); Brachystochrona (pag. 337)

Pag. 342, §. 38. Ramorwm coronw arboris smeem constituunt aegea-
fones (determinatie, indeterminatz). Kadie aeguwationss unde dicitur?
(pag. 342). Nom guaevis peiifo safisfacere debed (pag. 133). Ordinafis
sequationis, et reductio ad formam rattonalem (pagg. 344, 345). Resolutio
generalts aeguationts ordinglae, gradus primi, secundi, tertii, quarti, (pagg.
346 usgue 350).

Fag. 3z1. Quomods resolulin aequationds x'7—) =0 cum constructione
geamelrica polygoni regularis 17 laleram cohacreat !

Fxempla (pagg. 351 usque 359), plerumgue scitn necessaria,

Exemplum etiam pro confunctione impossibili (pag. 137).

Pag. 359. §. 39. Transformationes aeguationum.

Pagg. 301 usque 363 Sf aeguatio n gradus una radice (etsi imagi-
naria) gatedeal : radvicies numero 5 (nec pluribus ) paudet. fdem modn com-
munt (pag. 163)

Pagg. 304 vt 365. E priecedente Jex coefficientium in aeguatione.

I 332
333
44

3353w

341344

345
46— 348
348—3b0

348
335—357

359
36e

abo—371
ib1—363, 369
303, 360
72

372, 374
374—376

377—383
384

384—192
391
393

395—397

197
395—400
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Pag. 166, S/ radix acguationis (ordinate et ad coefficientes integros
reduct) commensurabilis sit: numerns inleger est; unde modus imgui-
rends, num radix lalis defur, et guae sit.

Pagg. b7 usque 373. 57 radices omnes reales sint: ot signorum me-
fationes suni, guol radices posifivae, ef fof Successiones signnrim aegualivm,
gquot negalivae,

Pagg. 374 usque 379. Modws radives aeguationum aliforum reales,
(si ddeninr ), etsi incommensurabiles sint, per approximalionem guacrends
( methody Newtmiana ant Lagrangeiana).

Pagg. 379 usque 381, 57 plures fuering imcogmitme, et totidem wyua-
tiones gradus primi.

Pagg. 300 wsgue 392, Demonstratio regulge ingeniose a Hesont ab
inductione date.

Pag. 352 et pagg. 416 usque 421, Adegualio fmdeferminata gradus
primi, per frachiones conlinwas, . A

Si A et A" inter se primi fuerint: tum —j—, minimis terminis expri-
mitur; atgue si ::1 = -;—,— et oAd=—a: tum et Ak=a" et k imieger =5t
(pag. 393). Si N==ab..., et 4, b, ... singuli per s¢ primi sint: tum
N alia factrwm imagine exprimi nequit (pag. 304). Hinc s primorum
a, & fur'i’f.bft seorsim mefitur yumernm N eundern N ef productum e fml'-
buslibet eorundem primorwm melitur; et conrersim fnlegrum N integer P
wontrtisi ita metitur, 51 P factoribus primis ifa exprimi gueal, ni fmagr-
nis, gua N factoribus primis exprimitur, partem comstituat (pag. 395).
Cuivis numerus primus sub formam ém<-1 venit, sed non yuivis nume-
rus buius formae primus est. E dictis d¥vdsor commumnis maximeus quotvis
INtEEroTum ; NECNON MURMES sorum, guem datorum guivis melitur ; pos-
terius ad demominaforem communes mintmum  quaerendum  applicatur
(pag. 396); prius alia melhogn etiam fieri potest (pag. 357).

Pag. 398, Fractio continua vulgaris. Approximantium expressio. [if-
ferentiae approximantis cwinsvis a sequente (pag. 400).

Pagg. 401 usque 404. [ifferentiae approximantium a primifiva sem-
per decrescunt, et quaevis approximans lerminis mimimis expressa est &,

Pagg. 403 usque 407. Fractio continua formae gemeralioris; atque hu-
ius epolutro in seriem. Series Brounkers cum Leibnitiana conveniens,

Pagg. 408 usque 411. Applicatio fractionum comtinuarum ad resolu-
fromem  deguaiionis guadraficae. Reguwla fraciionem agproximaniem guam-
vis pro valore radicis quantovis propius exprimendi. Exempla (pagg. 411
et 41a).
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Ed. IL
Tom. pag.

Pagg. 412 usque 414. Resolutio aequationts guadraticas por = I 447—449
s=Vat+Varvart...

Pag. 414. l/.a l".a Va...-.—a™". 449—450

Pagg. 416 usque 421. Resolutio aeguationis indeferminaiae per priora: 451—457
additis aliguot exemplis, inter gquee est, quod s peripheria per guemuvis
primorum a, b, ... dividi [constructione geomelrica) possit: etiam per
Sackum ¢ guibusvty eorum dividd pofest, si nnllus eorwm, pracier 2, pluries
guam semed ocenrral.

ST mmmerus grmﬁu.r ﬂcfm!ﬁr;ﬁ r'mpar ﬁmrﬂ‘, ant pro mumero Fﬂdﬁﬂ'
part terminus wifimus negativus fueril: aeguafio radice sallem una realf
gFandef (pagg. 422 usque 424). 457-—460

Pagg. 425 usque 436. Demonstratio GA USSiana, dari radicem aegua- 1 461—472
fionis,

Pagg. 437 usque 441. Primaria de sericbus; de coefficientibus pro 472—478
Sfunctionds valopre —o, ¢t modus functionem fractam in alias formae re-
guistiae disce i,

GENERALIS CONSPECTUS GEOMETRIAE a pag. 442 ad finem II 1—c6
tomi primi,

Spatii comceptus e mundo externo per abstractionem (pag. 442): 1
punctum spatiale, puncfure temporis (pag. 19). Ubiwdr in spatio datur [ 24
punctum spatiale, et omnin puncia spafialia sunt aegualia. Superfictes,

Iinea, forma, sechio (pag. 443). II

Pag. 444. Reditus in mundum externum, corpus tdem considerando i 3
diversis locis: constructio mobilis geometrici; atgque cum hoc redifus tn
spatium purum ; axioma congruenfiae. Motus geometricus.

Pagg. 443 et 446. Comceplus motum geometricum rescipientes. Variae 45
tum guaesiiones: atque Ainc (a pag. 446 usque 448) fres operationes primitivae. 5—7

Pag. 448. Nova quastione exorta, fif conceptus per oA umicum ipsins 7
& denotatus; exemplis illustratur.

Pag. 449. Passu ad omne oritur conceptus recfue, plamigue; additis ]
analogts guibusdam definitionibus.

Pag. 451. Suppositis prius recia plamogue . e pluribus rectis ex eodem 10

puncto, oritur pyramis (sensu lato); et accedente mulliplicatione, conceptus
stmilium et komologornm. Ibidem voces plaga, regio, internum explicantur.
Pag. 452, Aliae definitiones similium. E prima definitione contrarie 10—11
aequalia, geometrice aegualia ; Exempla (a pag. 452 usque 435). 11—I3
Pagg. 455 usque 457. B, pluribus rectis punctum tdem p commune 13—16
habentibus, via unius circa p donec redeat; aut in plano facta, aut non:
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si prius, oritur circulus, et conceptus concernentes [defimitiones fumcivo-
num irigom.). E posteriore oritur forma apicata, et hinc conceptus ge-
neralis anmguli, qui certo respectu guantitas fit.

Pagg. 458 et 459. Forma sine angulo dicitur flwems, et si haec etiam
guankifas (nempe absoluta) sit, dicitur umiformis. Fluens sine recta pla-
nove, dictus cwrva. Fluens com recta planove parit fangentem, et hac
perpendicularitatem.

Pagg. 459 usque 462, Rectarum pyramidem generantium punces communs
remol in oo, oritur grisma (sensu lato). Atque hine aeguifivens, fincae pri-
mario aeguesiiae, et concepins gemeralis parallelismi (directi et fmvers).

Pag. 462. Descensus in plamum: figura ; rectilinee species quaedam,
yuo pertinet (pag. g). (uid per geomefrica constructione perficere, intelli-
gatur (pag. 453) sensu tacito Euelidis,

Pag. 463. Comstructiv geomefrica, semsu stricto et lafo: nempe infe-
rius demonstrande, inter gquavis duu puncta esse rectam, si quid, sine
coniunctiene operationum primitivarum, cero numero duarum pricrum
(omnibus ad planum restrictis) perficiatur, geometrice (sensw siricio) com-
siruer dicitur; si vero non restringatur ad planum fedmissa operations
deriia guogue ), gpeomelrice [semsw lat) comstrud dicitur (pag. 464).

Pag. 464. In plano que tractantur? (Annotatio de trigonometria
sphaerica, pag. 465).

Pag. 465. Reditu in abyssum spatii, que tractantur prius?

Ibidem §. 12 usque 468, Comiunclio aperationums.

Pag. 468. Formz guomodo fiunt guantitates respeclivae et reductae.
Ibidem usque 476. Gemeratio certar lineae, quam reciam esse (pag. 478)
demonsiraiur.

Fagg. 476 usque 479, fwler guaeris dwe puncia spabii datur linea
eiusmody | exil confinuala ¢ guavis sphaera ; comgpruentibus 2 punclis ne-
cessario comgrumn! (el comftnualae); negue a puncly ad punclum una
recia plures damtwr. Esf quoque recia guanitias absoluta, ef polest in se
porre movert.

Flgg. 479 usgue 482 Plani gFemeralio. 51 reclg duo puncta m planc
habeat, tola 1ncidit, Per guovis tria puncts datur planum, nec plura dan-
fur (si tria illa puncta non in recta sint). Plasum per guamwvis rectam
in ea siturm in duas plagay aequales dividitur,

Pag. 482. Formae anmgulaves duarum rectarum comgruuni, si arcus
e verbictbus radits aegualibus descripli aeguales sinf; et summa apgulo-
rum e puncto rect® (in eadem plani plaga) est dimidiz peripheriz (id
est duobus rectis) mqualis; et conversim, duz recte sunt in eadem, si

Botvai, Tentsman. 11.

Ed. 1.
Tom. pag

II 1o—17

17—20

14
21
21

22—323
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20—32, 34

ja—3:

i
i

38



XLII INDEX RERUM I.

summa angulorum & puncto utrigue communi in eadem plani plaga sit
—32 rectis; sunt guogque hinc omnes formz anguli recti #quales. De-
seripto (apice angulorum pro centro accepto) circulo, in omnibus dictis,
nisi ita esset, pars = toti fieret.

Pag. 482, Planum est guantitas (nempe absoluta).

Ibidem usque 486, Secfiones rectarum planorumgue inter se, atque
planorum cum sphaera. Hecta cum recta (aut plano) noomisi punctum,
planum vero cum plano aut aihil, aut rectam commune habet. Recta
per planum transit in spatii plagam alteram. Si planum /P cum plano
{} punctum commune habeat: sectio recta est; transitque P ger (J in
plagam alteram. Ad rectam planumve datur ¢ guovis puncty eormm  ad
ea perpendicularis,; el ¢ guovis puncto efiam extra illa datur ad ea per-
pendicularis. Si recta ad duas plant recias perpendicularis fueril, erit ad
omines i eodemn plawo per pumcfum sectionts ductas, adeogue ad planum
ipsum perpendicularts (pag. 483).

Planum p est perpendiculare ad planum P, si perpendicularis ad P
in ¢ cadat (pag. 484). Anguli verticales tam rectarum, quam planoram
wquales sunt (ibidem); idem tamen et modo communi evidens est, si
formarum angularium squalitas pro arcubus eqgualibus demonsiretur (48z).

Pag. 485. Circulus maximus in sphaera | anguwlus ciremlorum maxi-
morum fit guantitas respectiva. Arcus circulorum maximorum, ad arcum
ab cirenli maximi perpendiculares, in extremitate guadvantum [ polo dicta )
comcurrunl,

o plana P el Q se invicem ad angulum reclum secent tn recla ab:
e guovis puncty p ipsins P ad ab demissa perpendicularis, est perpendsi-
celaris ad (); atque e guowis puncts (psius ab erecta ad Q perpendicularis,
in P cadit,

Pag. 486. Si dwo plama P et p se invicem secantia, sint ad tertium Q
perpendicularia: sectio priorum est perpendicalaris ad (.

Angulus rectas cum plano fit guantitas respectiva (pag. 480); atque
est minimus ommium (nisi rectus sit), guwos recta eadem cum recta qua-
cungue plani per punctum sectionis ducta facit.

Ibidem usque ad finem, de plamis recfitgue se fnvicem non secants-
bus. Axioma Euclideum tria complectitur, quorum quodvis sufficit (pagg.
487 et 488).

Page. 488 usque 4g90. Brevis disguisitio de theoria parallelarum: et
Appendicis idea.

Pag. 490 usque ad finem lemfaminag eam demonstrandi olin facta.

APPENDIX, Geometriam ab ea independentem absolutam exhibens.

Ed. 1L
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Tom. pag
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E4d. 1L
Tom. pag.

Explicatio sigmorum. Modus swbdrvisionis in genere; et in specie
guoad Elementa Geometrie usque ad pag. 8.

Sectio mwlla duvarum rectarum, aot duorum circulorum, et cireuli
atque rect® (pagg. 9. 11, 19, 232).

Anguli duarum rectarum guaniitas, et aegualivm congruentia (pag. 9).
«Summa angulorum, ad eundem apicem in plano, omnium, aut super
recta ; anguli verticales (pag. 10).

Tres rectae: Angulus externus maior est quovis internorum opposi-
torum, et si duz rect® secent se invicem, summa duoruom internorum
est =Za2K (pag. 11)

Perpendicularis acuto angulo obiecta cadit. Origo et species frian-
guli, atque mqualitatis duorom conditiones generales (pagg. 12, 13), et
translatio anguli (ibidem}.

Constructio triangulorum geometrica (pagg. 14, 15, 17).

Trianguli crura mqualia ponunt angulorum ad basim wqualitatem, et
horum mqualitas ponit crurum zqualitatem. In triangulo rectangulo hy-
potenusa > catheto, et hypotenus® crescunt (pag. 16). Hinc mqualitas
triangulorum rectangulorum, per catheti hypotenuseque mqualitatem ;
et hinc summa doorum laterum trianguli cuiusvis tertio maior (pag. 17).

+ In triangulo rectilineo dependentia laterum angulorumgue opposito-
rum mutua (pagg. 18, 23 et 74).

Si 4 rectarum nullum par fuerit parallelum, oritur frapesoides: si
duo paria sint parallela, parallelogrammum ; quod per rectam gquamvyis,
per sectionem diagonalium ductam, bifariam dividitur, simul com recta
ipsa. Constructio recfamguli, rhombotdis, rhombi, guadrafi. Angulus hinc
in semicirculo est rectus (pag. 2o).

Si unum par parallelum per alterum non parallelum secetur: praeter
frapesium oritur similitudo triangulorum ; simlriudinds triangulorum con-
difiomes, et cetera similitudinem eorum concernentia (pagg. 21 usque ad
26). Ex. gr. quomodo milliare pollici exprimi queat.

11 vx—ixn

57 59
66,275
57

58

58, 59
bo, b1

61—b3, 65

64, 65

b, 76,124

68—174
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Ed. IL
Tom. pag
Proportionalis media (pag. 27) ; et conversim rectam, quz hypote- II 75
nusam ita dividit, ad hanc perpendicularem esse patet. Theorema Pyika-
gortcum (ibidem). E lateribus dignoscere angulum, num obtusus vel acu- 76
tus aut rectus sit ; et comversa Pythagorics. Multiplicatio linez per lineam,
et divisio (pagg. 28 et so...). Similia plurium laterum (pagg. 29, ...). 77,99, 78
Reclae cum circulo ml‘m minima punctum, maxima duorum punctorum
est. Chordae arcusgue meditullia ef cenirum suni in perpendiculary ¢
centro ad chordam. Hine arcus cufssids, uti circuli per data tria puncta
non in recta sita, cemfrreme reperitur, Chorda intra circulum cadit. Recta
ad radiuwm perpendicularis est langens, et langens est ad radium perpen-

dienlaris, nec ulla recta inter tamgentem et arcum datur (pagg. 31, 33) 8o, 81

Recla circulum in 3 punctiy secare meguil. Quomodo tangens ex p doca-

tur e Fig. 42% patet (per pag. 20). Fig. 79*, 68
Plures rectae secantes cirewlum : prius dum. Anguli tangentis cum

chorda guantitar (pagg. 13). Angulfus ad peripheriam: angulus in semi- a2

circulo ; ubi ex eadem Fig. 45. conversa patet, nempe angulus interior Fig. 82

est == exterior = R, itaque sr reclus fuerdd, in semicireuls esf, Chorda
parallel absecant arcus mquales. Chorde ex eodem peripherize puncto,
a diametro porro decrescunt, et arcui maiori maior chorda, maiorique
chorde maior arcus respondet.
Duarum rectarum, se invicers infra peripheriam secanfium, facta seg-
menforum sunt zqualia ; guantitas anguli. Plures recte ex eodem puncto
intra peripheriam (pagg. 34, 35) ab imo crescunt a diametro usque ad 83, 84
eandem.
Duarum reclarum e puncly exira peripheriam anguli quantitas. Plu-
res & puncto extra peripheriam a diametro decrescunt, partes exteriores
crescunt, usque ad tangemtem (pag. 35). g, 8z
Hinc =i anguli unius crura cruribus alterius squalia fuerint: lateri
subtendenti maiori opponitur angulus maior ; patet wvertice in centrum
posito, et uno latere unins cum latere alterius coincidente.
Rectilineorum fnscriptio circulo et oivcumscripiio (pagg. 36, 37). Fo- B5—87
lygomum reg. ¢ circulo, et conversim apices polygomi reg. in peripheriam
cadunl. Latus hexagoni. Angulus polygorn, et productis lateribus summa

omnium externorum (pag. 18). BB
Duo circull se dnvicem tn Iribus punclis non secanl ; possunt tangere se

invicern, extus, intus ; et cemfra cum facius punclo fn recla sunt (pag. 39). gy
Formae per secliones triwm (tum pluriom) cirenlornm triangula

ex arcubus, efus species, angulorum guantitas ; aegualitas triangulorum ge—45,

ciusmodi (pagg. 40 usque ad 46, el b3, bb). 114, 113
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Sectiomes sine angulo: linex sine angulo ¢ recliyr #f arcubuy circula-
ribus, aut solum ex arcubus, Figwrae e rectis et arcubus, aut tantum
ex arcubus: fres eiwsmody fimeae falem hawd pracbemi; ex uma recia of
duodus arcubus, ita ¢ fribus arcwbus, nec non ¢ duobus recils ef umo arcu
_,ﬂn'mr CHE LS an,rm'u + at fu!w arcus, ita duae rectar of duo ar-
cus figuram sine angulo praebent. £ tribus rechis el uno arcu talis mom
datur (pagg. 4b usque 49).

DE ARES. Quo semsu aequatur reclangulum fact laterum? (pag. 5o).
Purallelogramma aeque alfa ef bagium aegualium suni aegu, ferm. wqualia,
De triangulis idem (pag. 53). Hinc parallelogrammum — facto e basi
i altitudinem, et l;ri.'a.n.gu]u; est huius dimidiom. Al feds .I!I"l'd‘lgﬂl' e la-
teribus (pag. s4). Trapewsi, guadrilateri cuiusvis, figurae rectilineae area.
Circuli area (pagg. 5o usque 3q9) Ammwfus (pag. bo).

Transmutatio fipurarum gquoad areas, et reductio ad rectam (Tom. L
pag. 22). Complementa paralielogrammorum, guar ad diagonalem runf,
aequ. term. aequalia sunf, Quadratum hypol. exgtruiiur ¢ guadrairs cathe-
forum, Quotvis quadrata in unum commutantur. Ares dafa fn fruram
certae Specied frangmulatur (pagg. 6o usque b3).

Comparatio similium gquoad areas. Aveae triangulorum sunt wli facta
lalerum angulum acqualem intercipientium, Areae triangulorum similiom
sunt uwli guadrata lincarum homolgarum. [dem de quibusvis figuris. Hinc
Avpotenusae superscripla fipura — summae similium cathetis superscripla-
rum, Lunula Hypocratis (pagg. 63, usque 65).

Additio, subtraciio, divisio figuraram (sub certa conditione). Ex. gr.
ot divisio ¢ certo puncto fiat, aut recta partem ratione data exhibens
certe parallela sit (pagg. 67, 68).

Summa circulorum trianguls aequilalers impositorum ¢f summar limes,
Idem de guadrilatero rectangulo (pagg. 69 usque 72).

Quorundam constructio geom. (gquorum antea nonnisi possibilitas
innotuit). Rectam extrema of media rafione secare: hinc decagomum. Pe-
ripheriae drvisto (pag. 73).

Trigomometria plams (pag. 74). Funchones irigonomeiricae. Cormus
ex simu (et conversim). Pro guadranie poriffivo ¢, 4-4qmy--a et -a
sinu cosinuque eodem gaudent; et @ et —a cosinum eundem habent,
sed sinus oppositi sunt. Si y complementum ipsius & sit, tum sin. r=cos. a;
si vero a-ff=2¢, tum a et § siou eodem gaudent, sed cos, a=— cos. 7
(pagg. 75 usque 77).

Funciionum trigonometricarum mulaliones, crescenie arcu a o (pagg.
77 usque 79). E signo functionis trig. conclusio ad arcom. Exbibitso taw-

XLV

II 95—98
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116—118

[19—122
123, 124
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genlis secantisque geomefrica (quoad sinum, cosinum, et sin. vers. e de-
finitione patet. Tom. I. pag. 456).

St radius mufeter ex 1 in », functiones trig. per » multiplicantur
(pag. 8o).

Sin. (a4 ) (quantumvis fuerit sive a sive §, et sive positivam sive
negativum}, et cos. (e f) quomode per sinus et cosinus arcwum a et
f# exprimitur (pagg. %1 usque 8g).

e, € ; £ ;

Expressio sinus arcus — per mpml arcus ¢ et Cos. — per cos.c. Si-
nus of cosinus arcus multipli (pag. 85)

Dependentia lateram angulorumgue trianguli reclilines mufua (pag. 3s).
E ducbus lateribus et angulo intercepto religud anguli (unde totum triangu-
lum innotescit per prec.), ime immediate latus tertium. E fribus lalers-
bus anguli (pagg. 37. 88). Triamgull reclangull resolutio specialfor: e
duobus lateribus tertium ; e cathetis ¢t angulo alterutri opposito, quze-
cunque bina dentur, tertium innotescit ; demum e hypotenusa, catheto
et angule huic opposito, guacunque bina dentur, tertium reperitur
(pag. 88).

Expressionum pro radio 1 reductio ad radium r (pagg. 89 usque 91).

Formularum quarundam transmutatio, applicationi logarithmice ma-
gis idonea (pagg. 92. 93}

E latere cum angulis adiacentibus area. E ducbus lateribus et an-
gulo intercepto area. Data summa duorum laterum cum basi altitudi-
neque, anguli reperiuntur (pagg. 93, 94

E numerc laterum polygoni et radio latus, aut e quibusvis binis
tertivm (pag. 95}

QOuomodo sinus computati sint (pagg. 95, 96)

MOTUS COMPOSITUS.

Linearum ordines 1, 2,...; aeguations earum (pagg. 97,...) ; aegwa-
do limeae secumdf ordimiy; fres efus species, formaegue ex ageguaiione
(pagg. 101 usque 103). Ibidem wvalores imaginarii considerantur.

Axis maier in ellipsi et hyperbola (rectius primarius). Direciriz.
Alia definittn linearum harum (quas pag. 222 conicas esse patet) (pagg.
10§ . . . 107). Axis minor rectius secundus dicitur.

Sectiones coni insignes in ceelis et terra partes agunt (pagg. 107
usque 110). Lampas, fornax.

Ed. II.
Tom.  pag.

130

130—135

135, 136
136

137, 138

139
140—143

143, 144
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Comparaiin sectiomum confcarum inter se (pagg. 110 usque 115).
Asymptotus hyperbole (ibidem).

Mutatio initii abscissarum, ellipsens Ayperbolaegue in cenfrum (pag. 115).

Distantia focalis in sectionibus conicis (pagg. 115 usque 119).

Radii vectores in iis (pagg. 119 usque 122).

Ex his comsrmcin punctorum geomeirica (pagg. 122 usque 126):
comstruchiones mechanicar (pagg. 136 usque 138).

Tangens per quodvis sectionis comice punctum ; jtem ¢ quovis
puncto extus cadente (preter centrum hyperbole); atque hinc swbtan-
fgens, normalis, subnormalis (pagg. 128 usque 134)

Diametri sectionum comicarnm. Cenfrum fineae, diameter (sensu
stricto). Axes Pd'rﬁ'ﬁa.’w exd fm'f; recla  axr Pg,rﬂ.ﬂ.’efa, algue guwlt
recia per cenlrum clfipsens el Byperbolae (prmter asymptotos) diameler
est; nec ulla alia diameter, nec pro iisdem chordis parallelis alia est
(pagg. 134 usque I152).

Num linra guaedam centro gpaudeat? (pagg. 152 . ..). Linea secundi
ordinis sectio conica est (pagg. 154...222...). Ad verticem, etiam si
punctum sit, per y*=ecs" datur.

Constructio certarum sgquationum per linearum intersectionem (pagg.
157 usque 160).

Lines quarum non omnia, séd inter guavis duo ql}utﬁ&, gqﬂlm:tl‘ll:t
construi possunt (pagg. 161 usque 163).

D lineis cwinswis ordinfg scitu magis necessaria. Numerus termino-
rum quationum earum. Mutato abscissarum initio. mutata abscissarum
linga, mutatogue angule coordinatarum, transformatio ®guationis. Orao
fineae idem manes. Linea m-ti ordinis a recta in non pluribus quam =
punctis secari potest. Linea n-ti ordinis per [(m=+1) (m42):2] —1 puncta
determinatur. Linea ordinis s, lineam ordinis =, in non pluribus quam
mm punctis secare potest (pagg. 163 usque 169).

REDITUS E PLANO IN SPATIUM.

Sectio reciae cum plano, plami cum plano ; fransifus tam rect® quam
plani fn alleram plagam. Flama parallels. Recta ad duas rectas plani
perpendicularis ad hoc perpendicularis est; daturque perpendicularis
(eaque unica) ad planum e quovis puncto eius, imo e quovis puncto
extra planum. Recta ad planorum parallelorum P et @ aliquod perpen-
dicularis, est ad alterum quogue perpendicularis; et quaevis duz tales

XLvu
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Tom. pag
II 160—165

165, 166
1bb—170
170—173

173—177
177179

179—18%

208—211

211—213

213—218



XLvit INDEX RERUM IL

rectie inter £ ¢t @ sunt iequales et parallele ; atyue hine yuievis duwe
recte eidem tertize parallele sunt iter se parallele (pagg. 170, 171).

Angulus duorum planorum, Datur e quovis puncto plani # planum
perpendiculare ad £ .

Quodviz planum @, in quod perpendicularis ad planuin P cadit, est
perpendiculare ad #; et si sectiv planorum P et Q sit ab, perpendicu-
laris ad /¢ quovis puncto rectie ab in @ cadit; item qumvis perpen-
dicularis ad ab in @ cadens, est perpendicularis ad £

Si plana () et ¢ ad P perpendicularia secent se mvicem : sectiv
planorum ) et ¢ erit recta ad P perpendicularis.

Anguly vertivales plaworum guogque equales sunt {pag. 172)

Angulny softdlss : numerus laterum mimimus est 3 et summa guo-
rumviz binorum est > tertic (quod etiam ad trianguli spharici latera
applicatur). Determinatur per tria latera, et hinc pariter triangulum spha-
ricum (pagg. 172 usyue 175}

Planum R plama parallela P, () secans angulor allernos el exier-
mum  fnfernu opposifem  aegualer atgue summam  dvorum  internorum
duobus rectis wqualem facit.

Sectiones planeeum K. 8 (s mutue secantium), cum  planis paral-
ellis P, [ factie, non solum sibi invicem parallele sunt, sed etiam an-
gulos mguales faciunt (pag. 175).

Cum planis parallelis P, () non solum tertium ecans, sed of recta
cum alteruten psorum P, Q aligurd commune habens, i neutrum inci-
dens, anguily alfernns aeguales, pariterque externum  interne opposite
wequalem, et summam duorum internorum ducbus rectis wequalem facit.

Anguli, quos rect parallele cum plano P faciunt, sunt aquales ;
¢t recte ¢ punctis sectionum, ad puncta plani P illa, in quae per-
pendiculares ¢ rectis dictis parallelis ad 7 demissw cadunt, sunt paral-
lele.

Siin plane @ sit UB || A'B, et AC | A'T’, atque supra O sint talia
puncta a et @', ut da cum AB, ita A'a’ cum AD faciant angulum v,
et Aa cum AL ita Wa' cum A'C’ faciant angulum ¢: erit Ua || A'a'.

St plana parallela 2 et ) per rectas parallelas pq, p'q’ secentur, et
PP in P atque q. q' in () fuerint: erit pg—7p'g".

Si plana parallela P, Q per planum R secentur, et sectio planorum
£ R sic pi, planorum (), & sit qr; quodcunque planum p ponatur per
p ad @ parallele: sectio planorum p, & eadem cum pi erit (pagg. 170
usgue 179).

Constructio prismatis rectilines, Prismatis conceptus generalior. Rec-

Ed, 1L
Tom. pag
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tilinei latera parallelogramma totidem, guot latera baseos; fiuntque dus
bases equales ¢t parallelz.

Prisma per quodvis planum basi parallelum in duo prismata basium
wequalium dividitar.

Puncia bastum sibi invicem respondentia ; si & portio baseos fuerit,
complexus rectarum ex omnibus ipsius & punctis ad iis e basi altera
respondentia, prisma, et pars prioris est. Et prismata figuris & et f ab-
solute mqualibus et directe parallelis (Tom. I pag. 462) iuxta rectam
eandem 2a exstructs congruere possunt

At dantur prismata, guorum retia absolule aegualia suni, ipsa tamen
congruere nequcwnl, nisi allerwirius rele inveriatur ; gpemeralur vere el -
versy refi corpus aeguwale (pagg. 179 usgue 185).

Hine prisma basens triangularis acguatur parallelepipeds ; et fa so-
lum dispescitur etiam parallelepipedum obliguum in duo prismata triangu-
faria asgualia (pag. 18c)

Parallelepipeda super basi eadem, inter plana parallela eadem sunt
aegu. ferm, zyualia (pagg. 186 . . .).

Hinc gualevis parallelepipedum in rectum transmutatur ; et soliditas
est facto e basi in altitudinem mqualis (pagg. 189...).

FPrismalss soliditas (pag. 191).

}'j-rm'n'i: conceptus, S tl':iil.'lgullri.r. per planum basi parallelum
secetur, sectio erit triangulum simile basi (pag. 192).

Pyramidis rectilineae soliditas, At pyramidem friangularem aeguali-
fale ferm. ad prisma reduct posse wvel non posse, adhuedum hawd liquet
(pagg. 192 usque 19g).

Superficies pyramidis. Rele pyramidir triangularis : data perpendicu-
laris ex apice. quantitate situgue, atque basi, quaruntur latera ; aut da-
tis basi ABEL et latere lineari Ap (pro apice p), cum angulo solido ad
A, altitudo et latera quaeruntur.

Superficies prismalis: gquestiones prioribus analoge (pagg. 197,...).

Motus figurarum circa axem.

Cylinder vectus: huius solidifas, superficies (rete).

XLIX

Ed. IL
Tom. pag.

1

Comus rectus: goliditas, superficies, refe. B dato angulo ad api,ogm, =

arcum sectoris (perimetrum baseos prabentis), et ex hoc illum reperire
(pagg. 198 usque 203). Retia cylindri et coni obliqui (pagg. 203 usque 206).
Corporum similium soliditales uii cubi linearam homologarum (pagg.
206, . . .).
Revolutio semicirculi circa diametrum : sphaerae solidilas, superficies

(pagg. o7 usque 211).

Botvan, Tentamen. [1

19

228—232

233 234
234—236

236—234
238

238, 239

239—341

243 244

243—248
248—z250

250, 251

251—254
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Rete sphaere (pagg. 211 usque 213).

Multiplicatio linearum practica (pagg. 313 usque 216).

Prismata sunt, uti facta e basi in altitudinem ; in sequalibus sunt
altitudines inverse uti bases &. Idem de pyramide (pag. 216).

Transmutatur corpus in aliud (pag. 217).

e lTornes lp.fmuf cum cans, cylindro, sphaers.

Soliditay (superficiesque ) cylindri recli fruncali | cony fruncati. Pyra-
midis truncatae soliditas. Si basis figura reg. et pyramis recta fuerit, su-
perficies ; prismatis autem qualisvis superficies (pagg. 217 usque 2z0).

De doliorum dimensione (pag. 220).

Superficies sonae cwiusvis i sphaera (pagg. 220 usque 222).

Quasvis lineae secunds ordinds sectio cond egd (pagg. 222 usque 227).

8§ et comues verficaliv secetur per planum, sechio of in 2o, priori asgus-
ks erit (pagg. 227).

Quilibet conus obliguns circulo insistens, ¢ oo rectn ellipsr insistente
absecart potest. Pariter cylinder obliguns. Coni cylindrigue civeulo obligue
fngistenitum, sectiones per planum factar (pagg. 227 usque 231).

Sphaerae sectto cum plano aut punctum, auwl circulus est ; & perpen-
diculares ¢ cenfris duworum einsmods circulorum se invicem o cendro
sphaeras secant (231, ...).

Sphzre cum sphera sectio (pag. 23z).

Planum per centrum cireulum saxrmum priebet. Quilide! duo efr-
crli maximi in dunbus puncly secanl, bisecanlyue se TRvicem,

Dun cirewli maximi ad lertium ¢ perpendiculares in fine guadran-
tum communi ( polo dicto) secant se fmvicem ; ct extremitar guadrantis ad
¢ perpendicularis, polus rpsius c est.

Si pa, pb guadrantes fuering, anguli apb guaniitay arcus ab est. Et siq
fam ab o guam a b guadrante distel: p polus civenli max. per ab ducti est.

£ guovis puncty superficier sphaerae datur ad guemvis circulum max.
Perpendicularts (pagg. 2331 usque 234).

Triangula wvaria in sphara, et strictius triangulum spher. Summe
laterum huius triznguli limites sunt o et 4.&, summae angulorum limites
autem sunt 2. et &R

Tres cirewli maximi dwidunt sphaeram in octo triangula (pagg.
234 usque 239)

Corpora regularia: apices corports regularis in superficiem sphaerae
cadunt. Angulus & laterum planorum corporis regularis reperitur ; atque
ex hoc et latere lineari, radius sphare circumscriptze. Soliditas corporum
regularium (pagg. 239 usque 245).

Ed. 11.
Tom. pag.

I

255, 256
256—259

259
59

2bo—z263
263
263—a265
zbs—264
269, 270

270—274

‘274,275

275

276, 277

a77—3ab1

281—afly
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Corgora regularia semsu latiore, ordinis primi, secundi &, nempe
divisio superficiei sphere (adeoque spatii ¢ centro) in partes absolute
®quales, aut tantum =quales, aut in partes numerc # et partes numerc
®quales & (pagg. 245 usque 2448).

Trigonometria sphaerica,

Triangulum sphaericum delerminantia ; et formule primarie e de-
pendentia laterum et angulorum iis oppositorum mutua promanantes :
e guibus etiam ceteri quasitorum casus sequuntur.

Dependentia dicts (tanquam fundamenium) (pagg. 248 usque 250).

Trianguli reclanguli resoludiv ad casus speciales (pagg. 251 usque 254).

Cuiusvis trianguli resolutic e duobus lateribus cum angulo inter-
cepto. E tribus lateribus anguli, e tribus angulis latera (pagg. 254 us-
que 256).

Trianguli spherici area (pag. 256).

Exempla formularum antea dictarum usui logarithmico adaptarum
(pagg. 257 et 258).

Applicationes guaedam Trigomometriae sphaericae. Concepius guidam
primarit. Longitudo died ¢ declinatione solis et poli altitudine ; Gnomo-
ffca ad unum problema reductum. Constructio horologii in quowvis plano,
cui axis terr® non est parallelus (pagg. 259 usgue 264).

APPENDIX [TRIPLEX).

FRIMAE LINEE PERSPECTIV.E, GNOMONICE ET CHRONOLOGILE.

In pERSPECTIVA, ¢ dato ocwlr fadwlaegue et obiect situ queeritur
fmago ; et pariter e trium horum duchus guibusvis lertium quaeri potest.
Quomodo ¢f Gromontca huc reducitur (pag. 265).

Casus simplicissimus : tabula plana, korizonialis aul veriicalis; remoto
oculo in oo, tres Perspectiver species, imaginumgue in iis consideratio
(pagg. 266 et 267).

Distantia oculi, obiects, planum fundamentale, punctum oculi, obiects,
altituds obiecti, linea oculi, linea punctorum, linea distantiarum, linea
altitudinds. Imaginis in tabula determinatio (pagg. 268 usque z2j0).

Situs oculi ex obiecto et imagine ; nec non ex oculo et imagine ob-
iectum (pagg. 27o et 271).

Ed. II.

Tom. pag.

I

288—z200

200—202

193—296

296—300

oo, 301

jor, 302

303—307

3ol

309, 310

Jre—313

313 314
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KLEM. GNOMONICAK. Species horologiorum solarium (pag. 272).

Constructio horologii in plane quovis, cui axis terre parallelus est,
{pagg. 273 wsque 277); (in plano alio dictum pag. 262 est).

fadicerm axi terre parallelum  esse oportet (pag. 277); hic autem
non ipse solum, sed et punctum guodviz eius index esse potest. Secti-
onem conicam per viam umbrz puncti huius, pro data solis declina-
tione, construere (pagg. 278 usque 280). Analemma signiferum (pagg. 280).

Sol verus, sol fictus sive medius: imaginum eorundem ad ®quatorem
reductarum congruentia ; fempus solare werum, medium, siderewm (pag.
281).

Applicatio dictorum ad horologia specialia: meridfonale (et pro
casu si declinet) ; horigontale declrmans; imo reclinans utrumque (pagg.
282 et 283).

Horizontalis (usui maxime idonei) constructio wvulgaris intuitiva
(pag. 284).

Aequinoctiale, horizontale, wwrversalie. Lunare (pag. 285). Annuli
portatiles (pag. 286). Methodus practica (pag. 287).

cHrONOLOGIA. Alveus rotundus fluentis temporis: punctum in eo
fixum (ex. gr. dum Nicee prima Januvarii anno C. 3235 incipit). Locus
absolutus, relatrvus in circulo dicto; nempe (pag. 288) aP--5 et s
differunt, quamvis simul terminentur.

Anni, menses, septimanz ; hujus dierum nomina ethnica, christiana.

Festa fixa, mobilia a Poaschafe dependent. Litere dierum anni, litera
dominiealis anni.

Regula principalis subdivisionis' temporis in vita civili.

Fundamentum suppuiationis Paschatis (pagg. 288 usque z2g1).

Annus Romulens, Numaeus, Tnlianus, Gregorianus (pagg. 292 et 293).

Aegaaire Sofiv dicta ; formwla cins, qua shilns vefus ad novum redu-
citur (pag. 294).

Literam dici m-tie mensis cuiusvis (et quis septimanz dies anno certo
fuerit), reperire,

Litera dominicalis anno communi una, bissextili duabus recedit. Ll
Dom, fuliana mutata per Gregorium est,

Cyelus solis Tulignus cst 28 annorum, Gregorigaws B seculorum
(pagg. 205 usque 298).

Literae dom. [ulianar formula pro anno s-to (p. 299).

Gregoriana: formula (pag. 300).

Regula (in Paschatis supputatione) determinandi plemilunitem, Juli-

Ed. I
Tom. pag.
IT 114

315—318, 300
318
319, 320

321

321—323
323 324

324
325, 326

326

3a6—329
320—331

ELY

33z- 335
335
N
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Ed. II.
Tom. pag.
anum prius, tum Gregorianum. Cyclus Ilunaris, numerns aureus, gpactae.
Iulianaram  computatio ; formulae numeri awrei, epactae 1. (pagg.
30T usque 307 ). IT 338—343
Epactae Tulianae per Gregoriam correctae ; formula aequationis lunae
(ita dictee) ; formula epactae Gregorianae (pagg. 307 usque. 31t). 343—346
Farmula Paschatis Tultani (ut functio numeri n) (pag. 111). 346
Formula Paschatis Gregoriani gemeralis; et applicata ad seculum.
Exempla (pagg. 313 usque 13). 348—351
Cyelus Paschatum Gregorianorum 57000,
Crelus Paschatum [fuligmorum est 28 19,
Crelus Paschatis wiriusgue.
Paschata post quod seculum coincidere nequeunt? et guando per
totum seculum coincident ? (pagg. 318 usque 322). 353—356
ADDITAMENTA.
Tom. 1. concernentia,
Quaedan e theoria combinafionum,
Numerus ommiem combinafionnm ex n rebuos,
Fariatio, permutatio ; illius leges variee (pag. 123). I 556
Permutationum constructio per numeros (pag. 324). 557

Constructio et numerus se-ionum ex n rebus, admissa permutalions

ef variatione, fta wi eadem litera numero guovis tpoum m hand superante

necurere possif. Applicatio ad woces et spllogismor (pagg. 324 usque 326). 558, 559
Numerus m-borum Stae permulatione, sed admissa variabione lege

ceria per exponentes variationss (ita dictes). (pag. 327) 560
Quotfactores factum per factores primos expressum habet ¥ (pag. 328). 36, 361
Construciio combinationum (pag. 329). 561, 5b2

Combinationes ex n rebus, admissa variatione sine permutalione; item
pro = 2z, quod (pag. 98) citatur; {pagg. 330 usque 334). Serier arith- 11 149
meficae ovrdimis m-ti, (seriei 1, 2, 3.... superstructi) fermmus metus | gha—j567

(pagg. 334 usque 336). 567, 568
APPLICATIONES gquadam logarithmorum,
Problemata vulgaria (pagg. 336 usque 338). £12—516

Logarithmno in tabula kawd exstanti numerns, numerogue logarithmus
conpeniens, guomods ¢f guo fundamentn reperifur? (pagg. 339 usque 341). §16—519
Log. quoad basim 1o nonnisi numeri 1 cum certo cifrarum numero,
commensurabilis est.
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OPERATIONES decadicae: quatuor species, in genere (pag. 343).

Additio in specic (pagg. 344 usque 348). Swbfracho (ita etiam ut
semper minor nota ¢ maiore dematur) (pagg. 347 usque 349).

Multiplicatro (alia methodo quogue) (pagg. 340 et 350). Divd
(pag. 350). Compendinm, st divisor cifris lerminetur (pag. 351); & nume-
rus minor lam dwidendum  guam  divisorem  mefialur ; notz  guibus
dignosci queat, num 2, 3, §, 9, 11 numerom aliguem metiatur (pagg.
351 et 352).

Approximatio quots, per motas decimales, et reductio fractionis com-
munis ad decimalem (pag. 3152).

Proba novemarinrwm in singulis (pag. 332). Operationes dyadicae
(pag. 353).

Extractio radicis m gradus; ef approximatio per nmolas decimales
(pagg- 353—356).

Ed. II
Tom. pag.
II 496
497—499
joo—goz
0z, 503
503, 504

594, 505
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LECTORI SALUTEM!

Quum tam prior tomus quum hic, vita variis distracta, sine otio, et
inter difficultates impressionis insuperabiles (quapropter nec antea rem
aggredi animus fuit) editus, erroribus scateat: neque opus, spe quogue
exstincta, vel expensas unquam refusum iri, ut par erat, extendi potuerit:
defectus saltem (in quantum fieri potuit) suppleturus; non solum errata
tomi primi, quos postea animmadverti, sed et conceptus quosdamn in tomo
primo traditos, pro Tyronibus meis dilucidandos, et ecosdem quidem sed
simplicius praecisiusque exprimendos esse docendo expertus, id ad finem
tomi huius adieci.* QQuo pra:ter alia quadam, el proportionis potentizque
generalior conceptus, atque imaginaria etiamsi in exponentem ascendant,
pertinent.

Quum autem meris imaginibus nonnisi proprio nutu sensum dare ten-
taverim: verebar, ne derisui forem; donec swmmi Viri Gittingae (mea
laude longe maioris| primae lineae imaginariorum (in Gitt. Gel. Anz.),
simul cum querela de eorum pertractatione, iam olim edita, mihi innotuis-
sent. Magno hoc mihi solatio fuit; et nonnisi eousque, donec theoria illa
prodierit, meam (qua iam qualem concipere poteram impressa erat) pro
discipulis meis dilucidare debui: si vero illa prodierit; persuasus eam
operibus ceteris, que solidum penetransque (et fere infallibile} ingenium,
sigillo veri simplici distinguunt, parem fore; contentus ero idem saltemn
cum tanto genio voluisse.

Denique etiamsi opus hoc utcungue imperfectum fuerit: fore tales
Lectores Benevolos spero, qui ut Magnus Leibnitzius, se in quovis libro

* In hac Editione vide Sectionem quartam Tomi L

Bapyal, Testamen. IL A
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aliquid reperire confessus est, nec in hoc omne reiicient: et quum hoc
solum, nec alibi quidquam arrogaverim, neque pollicitus magna sim: be-
nignam errorum emendationem veniamque exoro; eo magis, quod fera

mortale cor fata fregerint.
Verum quis adeo demens sit, ut ante extremum halitum, beatum se

dicere ausit? Omnis fortuna humana, ut bulla inanis, dum variis spei iri-
dibus ridet, in luridam guttam collabitur. Serius ocius quisque in sua
cruce exspirat: que tamen arbor vite fit; dum immeritorum vulnerum
rubore ad noctis terrestris oras, aurora brevibus lacrymis @terno soli re-
nidentibus oritur.



ELEMENTA GEOMETRIAE.

SUBDIVISIONES GEOMETRIAE.

Capitum aliarumve subdivisionim, imagines e numeris sive e literis
modo sequente compositz (quibus et plantze aliaque exprimi possent)
vicem subire queuni: ex. gr. ‘dgb vel "472 denotet secundam in prima
subdivisione illius, qua septisima est in prima subdivisione quarte in
omnium prima subdivisione; nempe plura in eodem subdivisionis gradu
per primam, secundam £ distingui possunt; et numerus primus ad leevam
denotat numerum subdivisionis, quota sit in gradu primo, et quivis nu-
merus # (si =g fuerit, parenthesi clausus) denotet n-tam in gradu primo
subdivisionis numeri ad lavam preéecedentis. Possunt quidem eiusmodi
subdivisiones vocabulis exprimi; ex. gr. usque ad sextum subdivisionis gra-
dum, liber, pars, caput, sectio, articulus, paragraphus inservire possunt;
possuntque ubique plura concernentia numeris Romanis Arabicisque aliisve
signis adiungi. Atque si necessaria adhuc defuerint, ubi imago queepiam
numerica superius dicta advenit; liceat simulac requisita cursus advexerit,
filum titulo supplementi numeri dicti interrumpere postmodum conti-
nuandum.

Imaginibus eiusmodi numericis sequentibus exprimentur Geomefriae
subdivisiones.

‘1. E primario seatn smfustu superficies, linea, punctum, forma sphara, tres
primitivi motus simplices ; recta, planum, circulus ; aliique ex his ori-
undi conceptus, veritatesque primariz fundamentales: (pagg. 1--56.
contenta). Sphere limes certo sensu planum est.

‘2, DESCENSUS IN PLANUM ; planimeiria.

‘a1, Numero rectarum, dwarumgue primitivarum motus operationum finito:
constructio geometrica sensu stricto.

_#i
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21112113
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‘21112114
BITT2T141.
2111211411,

2T11211412.

211120142,
ZIIT2IN4210.
"ZITIZTI422.

21011212
21112121

‘21112122,

ELEMENTA GEOMETRIAE.

Forma, per sectionem aliguam aut nullam, resultatorum constructionis
dicte magis obviorum, criunde,

Non considerata ares.

Sectio nulla formaram dictarum.

Duarum rectarum ; “zitolz plurivm ; "2111013 recte et circuli, "2r11114
ducrum circulorum.

Sectio aligua formarum dictarum,

Sectio cum angulo.

Nonuntsi rectarum aut e rectis compositorum,

Dyarum rectarum : angulus rectus, obtusus, acutus,

Trium reclarum : quaruom aot

Nonnisi unum par est, se mutuo (continuatione sufficiente) non secan-
tium, aut

Nullum tale par est: unde friangult rectilinei species variz,

Triangulorum rectilineorum segualitatis comdiffones, ac certie proprietates
primarize,

Laterum angulorumgue oppositorum dependentia mutua : unde in supple-
mento numeri huius, ¢ datis triangulum rectilineum determinantibus,
sive angulum guemvis, sive latus quedvis ignotum ope caleuli reperire
docet Triponometria plana,

Quatuor reclaram : quarum aut

Nullum par est, se invicem (continuatione sufficiente) non secantium; aut

Datur par se mutuo non secantium ; atque tum aut

Alterum par quogue tale est, adeoque gquum sectio detur, hoc par ab
altero pari secatur, oriturque parallelogrammum ; aut

Nonnisi unum par tale est, adeoque hoc ab altero pari secatur ; funda-
mentum similitudinis triangulorum, eiusque conditiones; et multiplicatio
divisiogque ac radicis extractio.

Flurfum recfarem numero gquovis ; unde

Linea simplex e rectis composita ; qua parit

Cum linea alia per duarum rectarum parallelismum composita, parallelis-
miime sencralem.

Figuras rectilineas.

Recte ex eodem puncto ad apices angulorum omnes linex rectilines ; unde

Figuraz rectilinese subdivisio in triangula.

Cuiusvis rectz, ex eodem puneto communi dimidiom, vel duas tertias &
accipiendo, oritur similitudind comcepius gemeralss.

Rect® cum circulis '

Rectie cum circulo sectio sfmima punctum est, masima ¢ duobus punctis
constat,

Plures recte circulum secantes,
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SURDMVISIONES GEOMETRIAE. IL.XI

Se invicem quogue secantes,

In eodem puncto; “21112122111 in peripheria, *21112122112 intra periphe-
riam, ‘21112132113 extra eam.

Recte se¢ mutuo non in eodem puncto secantes, sed lineam simplicem
redeuntem formantes.

5i quavis earum, uti est ab initio ad finem usque, chorda sit: subdivi-
siones iuxta numerum earum sunt ; horumgue subdivisiones novae sunt,
prouti rect®z ®mquales aut inequales fuerint.

5i guavis rectarum tangens sit: subdivisiones sunt emdem, qua numeri
precedentis.

Recte circulum secantes, nec product® secantes se invicem.

Cireuli se invicem secantes: minima sectio unum punctum est, maxima
e duobus punctis constat.

Sectin sine anmgulo: cuivs subdivisiones sunt line= e rectis et arcubus,
aut monnisi ex arcubus, vel ex arcubus et rectis composite.

Areae figurarum generatarum: guse subdividuntur in rectilineas, circulum,
figuraz ex arcabus, aut ex arcubus et rectis compositas.

Forma, quarum in prima subdivisione nonnisi possibilitas innotescere
saltem in quastionem venire potuit, num geometrice constroi possint,
quaritur,

Rectas operafionesve duz primitive priores fanumerae ; molus composiius
duplex, applicata Arithmetica.

Ea, quorum non omnia sed quodvis punctum construi geometrice sensu

stricto potest.

Ea yuorum nec quodvis punctum geometrice construi potest.

REDITUS E PLANO IN ABVSSUM SPATIL

Numero rectarum operationumgue frium primitivarum finifo (constructio
geometrica sensu Jato) ; nimirum duabus accedit tertia, nempe mofus
civca axem,

Motus circa axem linearum plancrumgque, absque figurarum respectu.

Linearum molus circa axem, figuras haud efficientiom.

Rectilineorum figuras baud constituentium motus circa axem.

Ulnus motus circa axem.

Complexus duarum rectarum se mutuo in plano P secantium motus circa
unam earundem: parit si angulus rectus fuerit, planwm, secus autem
conns veriicales.

E punctis b, ¢, ...
moveaturque schema circa A; vie rectarum 8, C, ..
rallels.

Plures motus civca axem ; sint in plano P ad rectas 4, B se mutuo in
p secantes, rectz a, ff, ex p perpendiculares ; vertaturque a circa A,

recte A in plano /P sint perpendiculares B, C, ...,
. erunt plarna pa-



EIRED
‘JII21.

*31122.
311221,

‘311222,
*qI12221.
31122211,

‘11122213,

‘3rrzzIng.

"3112222.

"3rrzzazl.

‘3TizIazz.

"31122223.

"312.
31121,

ELEMENTA GEOMETRIAE.

et & circa B; wvia prioris secare viam posterioris debet, atque ibidem
est perpendicularis ad P~

Motus planorum civea azem.

Motus wnus: planum, circa rectam guamvis in eo sitam motum, producit
angulum deorum planorum.

Plures molus plani circa axem,

Cuiusvis motus axi punctum idem p eommune: nempe intelligantur omnia
in ¢adem spatii & plano P plaga (ex. gr. superiore), sitqgue motus plani
cuiusvis angulus <2/, denotante & rectum ; moveaturgue sub hac con-
ditione planum P ecirca rectam pa in eo sitam; atque e guovis loco
unde libuerit, moveatur item cirea aliquam rectam ipsiusdem per p
euntem, continuando donec libuerit ; orietur amgulus sofidus rectifinens,
Paoterit gquoque determinatio accedere, ut / semper versus faciem
illam mowveatur, qua inferior erat

Plures motus circa axem, absque puncto axium communi ;

Nonnisi planorum.

Moto planorum (in *3111112) parallelorum & (), uno circa quamvis rectam
in eo sitam, donec ad alterum perveniat: novo hoc plani loco, & dicto,
anguli ab K cum P et () facti alferni comparantur,

Moto & circa rectam guamvis a per P et () euntem ; novo plani loce,
& dicto, guaruntur sectiones cum P et  formz ex X et 5 constantis.

Moto § quogue circa guamvis rectam § per P et @ euntem : nove plani
loce T dicto, gqueeruntur sectiones cum P et ) forma ex R, § T
composite ; tam pro casu si «|| 8, quam si non.

Planorum cum rectis,

Recte, quae ¢ quovis plani 2 puncto est ad quodvis punctum plani () ad
P paralleli, anguli alterni &, quos cum P et  facit, comparantur.
Si in plann P fuerit figura rectilinea ABL . . ., et quodvis punctum a
fuerit supra planum (omnibus supra planum acceptis); vertatur P circa
AB donec recta Aa incidat, fiatque Bb || et = Aa, et tum vertatur pla-
num item privs P circa BC donec recta Bb incidat, fiatque ¢l et
= Bb: atque hoc continuetur usque ad ultimum latus ; ac demum mo-
veatur planum abdB circa ab, donec ¢ incidat: nascetur parailsleps-
pedum, si ABED parallelogrammum fuerit, in genere vero prisma recti-

finesm,

Si (in pracedentibus) e cuiusvis anguli vertice ad quodvis punctum a
ibidem dictum recta Oﬂg'il.'f:l‘.ur; vertaturgue P]-illﬂl’ll Prirca latus quod-
vis, donec a incidat: nascitur pyramis rectifinea.

Motus figurarum civca axem,

Quadrilateri rectangueli revolutio circa latus parit eylindrum reclangu-
larem,
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-3122. Trianguli rectanguli revolutio circa cathetum parit comum rectangularem.

"3123. Revolutio semicirculi circa diametrum parit sphaeram.

"3124. Sectionum coni cum plano statim sequentium revolutiones pariunt pa-
rabolvidem, ellipsoidem et hyperboloidem.

*313. Motus plani circa axem, punctum aliguod forma cuiuspiam earum que
prodierunt, complectentem.

*3131. Si coni verticales fuerint, oriuntur secfiones comicae.

*3132. Forma secta etiam Cylinder aut

'3133. Pyramis vel

'3134. Prisma esse potest.

31135, Si forma haec sphaera luerit, et

*31351. Plana per centrum eant: oritur in superficie sphere friamgulum sphae-
ricum; gu® ¢ dJatis sufficientibus computare docet Trigomometria
sphaerica.

*31352. 5i planum guodvis tangat spheram, aut aliter sccet, atque plana omnia
simul efficiant superficiem simplicem portionem spatii claudentem :
inter ha&c oriuntur etiam corpora aut perfects aut cerfd respectu re-
gularia.

'32. Forma qus rectarum operationumgue primitivarum numero certo gene-
rari nequeunt: ex. gr. si figurae, quae ita generari nequit, omnibus pun-
ctis rectz ad idem punctum, vel ad eandem rectam parallelz, cogiten-
tur ; et tanto magis si sectio formx cuiuspiam cum complexu rectarum
dictarum quéeratur, quod etiam Ferspeclivae problema est, si figure
vicem gualisvis forma subeat. Verbo omnes forma, qua motu ¢ tribus
aut pluribus composito, sive modo in arbore exposito per tres rectas
perpendiculares, sive motu in guavis forma certa lege facto, generantur,
una cum omnibus iis, quse e compositione horum oriuntur, huc per-
tinent.
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SECTIO I.

CONSPECTUS GEOMETRIAE GENERALIS.

E mundo externo, abstrahendo pervenitur ad conceptum spafit purs:
nempe corpus experientia externa omnino simul cum loco eius datum
cogitatione tollendo, manet locus, quem occupasse videtur, finisque intra
quos erat; atque tum querendo gquid ultra fines illos sit, tollendo totum
mundum experientia datum, et semper porro queerendo pervenitur ad
noctem sanctam, que myriadibus lucernarum accensis Maiestatis Summee
preesentiam annunciat. In hac volvuntur innumeri orbes, expansis erga se
invicem fraternis brachiis, et suspiriis undique tam gratorum, quam affii-
ctorum pectorum, Patrem communem querentibus — in bac fert mater
tellus sub florido sinu dormientes gnatos ad auroram @ternitatis — et
in hac servatur omnis materia, nascunturque e germinibus mundi, vi mi-
rifica vitali producti, crescunt, vivuntque, motum avitum nisi alio pellan-
tur sequentes; atque intereunt, ut meteora fragoribus tempestatum in
oceanum recidentes, novis initium daturi. At interno Geometrz oculo
intuente, omnis quee apparet mundi discordia, cuius magnum problema
in concordiam resolvere mortis aeguatio est, bellumque omnium quod
videtur in omnes, cum stridore omni clamoreque orbium disparet, — ac
iactatum e minacibus procellarum fluctibus, pacatus excipit noctis tran-
quille portus, luce Veritatis alma collustratus,

Bobvas, Tentames. L1
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§. 1.

Primus intuitus ostendit sequentia: spatium est guwanfifas, est conti-
nuunt, infinitum gquaguaversum, aeternum, praeseniibus semper par-
ftbus omnibus, preeterea unum solum est, et immutabile, tam in se
quam quoad quamvis partem, nisi quod alia in eo permutare partes eius
nempe loca possint. Tempus quoque guantitas, confinuum et unum solum,
atque snfinitum, sed nonnisi ufringue e quavis parte, quze nonnisi expers
adest, atque semper alia atque alia wvenit,

§ 2.

Intuitus ostendit porro sequentia: Spatii portionis cuiusvis finis tale
continuum est, cuius dantur eiusmodi duo portiones, ut id, quod utri-
usque finibus commune est, continuum sit, et quidem tale, ut huius item
dentur eiusmodi duo portiones, quarum finibus commune expers est.

Hinc

1. Pars eiusmodi expers spatii vocatur punctum spatiale, distinctum
omnino a puncto lemporis.

In quavis spatii parte dari punctum, et omnia spatii puncta sequalia
esse item intuitu patet.

2. E continui prius orti portione et tum e continui posterius orti por-
tione construuntur conceptus sequentes, combinatis eiusmodi portionibus :

I. Si continuum ex 4, B,..., F constet, et quodvis horum portio
finis alicuius portionis spatii sit, dicitur superficies.

II. Si vero continuum ex a, &, ..., # constet, et quodvis horum
portio finis alicuius superficiei sit, dicitur /inea.

I11. Atque si continuum ex «, 3, ..., A constet, et horum quodvis
aut superficies aut linea sit, dicitur forma sensu proprio.

IV. Si vero continua qualiavis /° et Q fuerint e spatio, atque aliquid
commune habuerint, tum si 7 complexus omnis eius, quod utrique com-
mune est, pars utriusque indivellibilis sit (Tom. I. pag. 23), dicitur 7 sectio
ipsorum P et O se mutuo secantium.
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3. Interim superficies etiam eiusmodi continua pars indivellibilis spatii
dici potest, cuius nulla portio linea est. Imo statim definito stabilitoque
motu geometrico, linea etiam via puncti dici potest, et linez via quogue
superficies est, sed non queevis superficies via linese est.

§. 3.

Redeundo e spatio in mundum externum unde segregatum erat, cor-
pus idem in alio quoque loco videnti queestio succurrit, num loca efus-
dem diversa aegualia sint? Intuitus ostendit squalia esse.

I. Hinc quum in quavis spatii portione cogitari corpus queat, com-
struitur sine ulla virium consideratione pro quavis portione spatii mio-
bile tale, quod cum ea coincidens ab ea diversum cogitatione gquaqua-
versum libuerit in spatio ferri queat, nihil aliud e corporis externi qua-
litate retinens, nisi quod idem sub eodem tempore diversa loca occupare
nequeat.

II. Cum ita constructo mobili iterum reditur in spatium, formaturque
axioma congruentiae, Nempe si posito mobili tali, idem diversis tem-
poribus posset cum 4 et B coincidere, tum A=7F esse intuitus
ostendit.

At non cum quibusvis 4 et B geometrice aequalibus (de quo inferius)
mobile idem coincidere potest: Ex. gr.si 4 et 5 cochlez una ad dex-
tram altera ad lsvam, etsi alioguin =quales, sint; et innumeros casus
tales dari patebit, At per Tom. I. pag. 12. Ax, V. certa cum determina-
tione talia 4 et a generabuntur, ut mobile idem diversis temporibus cum
a et £ coincidere queat.

Quando quidvis / moveri dicetur, semper tale mobile continuum
intelligi debet, in quod incidit totum P, etiamsi complexus punctorum sit.

Si vero scribatur

AeBeCe.,.=awbece,,

mtelligatur mobile in quod cadunt 4, B, C, ... ita poni posse, ut A4
cum &, B cum &b, C cum ¢, ... simul coincidant.

h
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Vivit magis, facilior evidentiorque fit Geometria motu dicto admisso,
usique eo sunt Archimedes Graecus et Britannus; atque simulac trian-
gulum unum superimponitor alteri, uti in Euclide, idem ubique admit-
tendum sensu dicto est; reipsa enim spatii pars nulla locum sed rem
eam tantum, quam sub certo temporis puncto capit, mutare potest, Pro-
lixius tamen eadem sine motu quoque tradi possunt.

§. 4.

Interim post dicta ultro subvenit in determinationem conceptuum mo-
tum respicientium inquirere.

1. Locus ipsius A dicitur in spatio complexus omnis eins, cum quo
aliquid ex 4 sub eodem puncto temporis coincidit.

2. Quod sub quovis puncto temporis 7" est, dicitur semper esse sub T

3. Prodeunte quasi formula, quod M habeat locum L sub T, aut
sub T locus L est ipsius M, succurrit querere, quidnam sit, si per om-
nes combinationes transeundo substituatur ipsi M aliguid ex M, omne
ex M, non omne ex M, nullum ex M, aut aliguid exclusive; ipsi T
vero substitvatur aligua puncta temporis, omnia, nulla vel aligua ex-
clusive ; atque ipsi L substituatur idem, nomn idem. Item quavis horum
variis determinationibus afficiantur, atque casus constructi vario modo
combinentur ; at brevitatis gratia quaedam tantum magis necessaria refe-
renda sunt; notando ad sensum combinationum attendendum esse. Ex,
gr. omni locus non idem, et non omni locus idem, haud =quivalent;
nempe prius denotare potest, quod omni sit non idem locus, id est nulli
sit locus idem.

4. Omni ex M, id est omni quod ex M est, Jocus idem in spatio
semper sub tempore continuo 7, guies ipsius M sub I dicitur.

5. Alicuius ex M locus non idem sub aliquibus punctis ipsius 7, est
moltus psius M.

6. Motus sub quavis portione ipsius 7" eveniens, est mofus sub T.

7. Alicuius autem exclusive locus idem semper, est vel mofus in
loco, ex. gr. spheers, si aliquod illud ipsum M sit, vel compositio gui-
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elts el motus, nempe si aliquid quiescat moto M; imo sphara in loco
sui moveri potest, quiescente centro tantum vel etiam diametro,

B. Si quid @ ex M moto hoc quiescat, dicitur M circa Q movert.

9. Porro aliqua puncta ipsius 7" possunt certo modo determinata duo
puncta quoque denotare.

a/ Omni ex M locus idem duntaxat sub primo et ultimo puncto
temporis alicuius, est redifus perfectus.

&) Ipsi M locus non idem sub certis punctis @ et & ipsius 7, parit
conceptum sequentem: Si locus non idem sit, aut habet prior cum pos-
teriore commune aut non; si nec quidqguam aut utriusque indivellibile
sit commune, dicitur M folaliter emotum.

¢/ Si pro quovis puncto ¢ ipsius 7 sit talis pars continua eius ipsum
a complectens, ut sub nullis duobus punctis huius sit locus idem ipsius
M, aut portionis ullius eius, tum M porro mover:s dicitur,

§. 5.
Prima operatio motus intuitiva.

Variee hinc exoriuntur queestiones :

I. Potestne punctum p undevis moveri usquequo in quodvis datum
spatii punctum M perveniat, et quidem ita, ut gquidvis in quod cadit
secum ferat? et p qualem viam describit?

Intuitus ostendit p, quidvis in quod cadit secum ferendo, via qua-
cungue p cum M connectente, (imo innumerabilibus viis) moveri posse
usque in M, et viam quamvis eius esse lineam.

Et haec est prima operatio mofus intuiltva.

Linea si e nullo eius puncto duabus plures puncti viz in ea dentur,
dicitur simplex; et superficies, cuius nullarum trium portionum qua-
rumvis binarum sectio eadem linea simplex datur, dicitur simplex.

Linea simplex dicitur f# se rediems, si punctum in ea motum in
locum primum ita redire queat, ut antea in nullo loco iam habito

fuerit,
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Operatio secunda motus intuitiva.

II. Queastio fit: num moto mobili aliquid ex eo quiescere possit?
Num possit unum punctum quiescere, et duntaxat unum? num duo aut
plurai et tum complexus omnis sub motu quiescentis qualisnam sit?
qualis esse nequeat?

Quoad primum intuitus ostendit quodvis M, in quod p cadit, innu-
merabilibus viis posse circa p moveri, ita etiam, ut quodvis punctum a
in M cadens (a p diversum) redeat.

Hinc passus ad omne parit superficiem spheerz, nempe complexum
omnis eiusmodi puncti b, ut psa=peh.

Intuitus ostendit :

1. Complexum hunc esse superficiem, per quam spatium in duas por-
tiones dispescitur, unam cum puncto p interno undique clausam, et alte-
ram circumecirca in infinitum exclusam, ipsam vero esse finem utriusque
communem,.

2. Nullum punctum posse ex una portione in aliam venire, nisi per
finem communem transeat: quod deinde exfenditur ad quasvis duas
portiones continui alicuius finem communem habentibus, si punctum
in ecodem continuo mover: oporieal.

Potest sphera dicta dici sphaera puncit a, centro p; atque puncta
superficiei a centro aegualifer distantia dici possunt, distantia puncti
p ab a per asp expressa (sensu pag. 3.)

Complexum punctorum omnium a centro sequaliter distantium super-
ficiem esse, si non ipsum pro axiomate adsumatur, probari quoque po-
test: nempe si quid portionis spatii complectatur, id circumcirca adesse
debet, et quidem sine ulla prominentia, quum id item ubique circum-
circa fieri deberet; itaque duz superficies essent exterior interiorque,
centrum undique punctis omnibus zquidistantibus claudentes ; guas diver-
sas esse non posse item intuitu patet,
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Operatio tertia motus intuitiva.

I1I. Sed spharam consideranti ostendit porro intuitus, qued si puncta
a, b, p in M cadant, atque ipsius b via detur circumcirca quoad asp
equaliter determinata: tum M ita moveri circa asp potest, ut viam
dictam describat.

IV. At vero gquastio oritur:

1. Quomodo punctum emsmodi b ostendi possit, cuius circumcirca
asp via detur?

2. Num id quoque fieri possit, ut pro b nonnisi unum tale d detur
ut aspsb=aepsd? et

3. Quidsi id quogue fieri possit, ut nullum tale d detur, ut
Qepeb=qaepsd?

Atque hinc ipsi asp quidvis A substituendo, conceptus sequens
oritur. Si non detur tale C diversum a B, ut 4 « B == A+ C, et quidem ut
quovis puncto ipsius 4 in loco primo manente, C' in locum non eundem
cum B cadat, dicitur B unmicum ipsius 4. Si vero nec ullum punctum
ipsius & aliorsum cadere queat, dicitur B ipsius 4 prorsus unicum.

Facile animadvertitur 4 secum coincidere posse, etsi puncta non
omnia loco priore maneant; ex. gr. si pro p centro sphazrz et a pun-
cto superficiei, denotetur asp per A4, erit etiamsi p in a et a in p
cadat, spheera duplex unica ipsins 4; et nomen speciale huic casui quo-
que dari potest.

Interim queestio etiam oritur, num asp==pe«a’ Intuitu ita esse patet.

Exempla.

Si a, b, ¢ vertices trianguli sint, quidvis e spatio ipsius asbsc pror-
sus unicum est; superficies quee revolutione linez cuiusdam circa duo
puncta fit, horum unica, sed non prorsus unica est.

Si vero ab=ac, tum poterit asbs¢ secum etiam ita coincidere, ut
ain se, bin ¢ et ¢ in b cadant, et si plani in quo triangulum est, una
plaga « altera ¢ dicatur, facies trianguli quee ipsi « obversa erat, ipsi
{ obvertetur, et ipsi « qua ipsi ; obvertebatur; atque si punctum p in
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plagam « cadat, et triangulum circa perpendicularem ex a ad bc simul
cum « verti concipiatur, dum « in 4 cadet, p quoque in 3 erit, et si
in p' cadat, erit asbscep=ascebsp. Idem patet etsi p in planum
idem extra perpendicularem dictam cadat; atque in omni casu unum ad-
buc dabitur punctum p' tale ut dictum est, nisi p in perpendicularem
dictam cadat: tum vero erit etiam asbescep=—ascsbsp.

§. 6.

Hinc passus ad omne fit: nempe complexum omnis puncti quod uni-
cum punctorum a, b est, nempe rectam; quod item latius extensum,
parit conceptum sequentem,

Illud e spatio, quod quorumvis duorum punctorum sui quodvis uni-
cum punctum spatiale complectitur: dicitur recfa si linea sit, planum si
superficies sit; patebitque esse spafiwm quaguaversum infinitum, si por-
tionem spatit complectatur; imo et recta planumque per hanc definiti-
onem infinita exhibentur; at vero num dentur talia, quaestio fit. Inferius
ostendetur, rectam per queevis duo puncta, planum per queevis tria pun-
cta dari.

Cum definitic ista simul affinitatem plani cum recta exprimat, plures
exactas quidem supprimere licet; aliqua tamen huins generis adferre
fas est.

Forma certorum duorum punctorum unica, cuius pro omnibus pun-
ctis datur tale idem punctum p, ut pro quibusvis duobus punctis a et
b forme dictee sit psa==peb, est si linea sit circulus, si superficies sit
sphaera.

Linea simplex certorum duorum punctorum unica est, si rediens sit,
circulus, si non, recta.

Forma alicuius puncti unica est sphaera.

Elegans est plani definitio, quam Joannes Bolyai Auctor Appendi-
cis dedit, complexum omnis eiusmodi puncti p, ut pro certis duobus
punctis a et b, iisdem pro omnibus p, sit pea==peb, dicendo planum,
sectionem duorum planorum vero rectam,
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§. 7.

Prodeunte plano, in quod cadit a quovis puncto ad quodvis eius-
dem ducta recta, campus simplicior clariorque aperitur, circumcirca ex-
pansus in infinitum, spatium in duo dimidia sequalia dividens, quamvis (ut
inferius ostendetur) congruere manentibus omnibus dividentis punctis in
suis locis nequeant, Huc idcirco mens e spatio quaquaversum infinito
descensura, antea tamen in rectz planique combinationes generaliter
disquirit.

Queevis 4 et B, quorum quodvis aut rectam aut planum denotet,
aut secant se, aut non: queritur, num possint secare, et possint non
secare! et si possint, quando id fiat? et sectio qualis sit?

Demonstrabitur pro dato quovis plano / et puncto p dari tam pla-
num guam rectam ipsum p complectentia, ipsum / non secantia, etsi
singula simul infinita accipiantur; ita pro data recta A et quovis puncto
p dari rectam 5 patebit ipsum p complectentem, quz ipsam .4 non
secet, etsi utraque infinita concipiatur; et gquidem tam in illo plano, in
quo A et p sunt, quam extra illud. Patebit porro per idem punctum
innumera plana dari, et quorumvis planorum /et Q infinitorum punctum
commune habentium sectionem rectam utrinque infinitam esse; ita per
quodvis punctum rectas innumeras dari, et quarumvis duarum rectarum
aliquid commune habentium sectionem unum punctum esse.

At queestio subvenit, num per p unum solum aut plura quoque plana
diversa dentur planum / non secantia? Si nonnisi unum sit, tum et
sectio plani illius solius P’ atque plani P, per planum tertium ( (per
rectam ex aliquo puncto ipsius J/ ad aliqued ipsius /' ductam positum)
facta, eiusmodi par rectarum producet, qua in planum  cadentes se
invicem non secant, sed queevis alia per punctum p in eodem plano 0
posita secat rectam ipsis / et () communem; nam si non secaret, facile
demonstratur et planum per rectam illam ex p positum dari, quod pla-
num / non secaret. Atque tum Axioma XI. Euclidis constaret: sed de
hoc plura inferius.

Bowvar, Tensasen. Il F ]
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§ 8.

Hic prius plures rectas ex eodem puncto euntes combinande oritur
conceptus sequens.

I. Si recte e puncto eodem p exeuntes in forma quadam f (sive
pars plani sit sive non} desinant: complexus rectarum omnpium, que a
p ad puncta formee f sunt, dicitur pyramis sensu lato basi [ insistens;
quo etiam triangulum pertinet, si forma f recta sit.

Hinc porro, rectarum istarum quidem cuiusvis sua magnitudo deter-
minata est: at rectis his quasi ex P acceptis, et complexu extremitatum
earum pro obiecto considerationis posito, facile succurit quserere, quidsi
omnes ex. gr. bis vel ter £ longiores brevioresve essent? verbo ut que-
vis fiat %-ta prioris? Atque hinc oritur conceptus sequens: notando
quod per plagam k ipsins A intelligatur illa portio « continui 4 por-
tionibus « et [ constantis, in qua £ est, posset si de «, excluso ¢ quod
ipsi @, § commune est, sermo sit, regio £ ex ¢ dici. Per infernum
continui verc intelligitur id quod ex eo est, nihil cum fine illius com-
mune habens.

1. Si quidvis O fuerit e spatio, cuius punctum quodvis generaliter
@ dicatur, et sit pro omnibus @ idem punctum p et eadem quantitas /3,
atque accipiatur in omni quavis recta, a p per aliquod @ eunte, recta
pq=p.p®, omni quovis q in ea recte p(@) plaga in qua @ est accepto;
tum complexus P omnis q dicitur simzle ipsi O; atque complexus quo-
rumvis ¢ complexui ipsorum @ illi q respondentium Aomologum audit.
Hoc sensu igitur dari quoque similia patet.

Possunt etiam P et O similia dici, si cuivis puncto cuiusvis ipso-
rum /et 0 respondeat certum alterius punctum, et cuivis alii aliud,
atque detur quantitas J eadem pro omnibus talis, ut queevis puncta 2l
B fuerint ipsius F, iisque respondeant a, b ex 0O, sit AB =y, ab. Dari
talia, si Axioma XI. Euclidis constiterit, per triangula ad p verticalia

patet.
Aut: si queevis tria puncta 2, B, € accipiantur in P iisque ut
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dictum est respondeant a, b, ¢ ex (, atque anguli (de quibus inferius)
ABL =abc, BUC =bac, et BLA=">bca; tum pariter et Q similia
dici possunt, posito Axiomate XI. Euclidis.

Elegans est conceptus similium, quem loannes Bolyai Appendicis
Auctor dedit. Si e puncto eodem quocunque p concipiantur recte ad
omne punctum ipsius : complexum extimarum omnium ex omnibus
illis rectis, quee a p ad punctum aliguod ipsius O sunt, in infinitum pro-
ductarum, formam relativam ipsius O appellando, similia dixit P et
(, si cuivis forme relativee ipsius /7 detur forma aliqua relativa ipsius
Q) =qualis.

Quodvis autem horum per quodvis eorundem poni demonstrari po-
test, si Axioma XI. Euclidis constiterit.

2. Sed e prima definitione facile quaestio oritur: quidsi omnia q in
altera plaga (non ubi respondens () est) accipiantur? Hoc pacto quoque
formas certo respectn similes prodire patet, si conceptum ita extendere
libuerit; at etiam pro 7=1 forme tales verticales prodeunt, quee alio-
quin certo respectu statim dicendo =mquales, nunquam tamen congruere
queunt, atque etiam comprasentes discerni prater locum gquoque pos-
sunt. Ex. gr. Sit O manus dextra; generabitur in plaga altera post p
forma manui sinistree congruens; si nimirum forma generata ita inver-
tatur, ut quod supra erat infrorsum, et quod infra erat sursum veniat,
prodibit imago quasi in speculo § per p posito facta, versione dicta circa
perpendicularem ex p ad speculum S usque ad duos rectos facta. Intel-
ligitur autem hic per imaginem ipsius ) complexus punctorum omnium,
quee perpendiculares ex omnibus punctis ipsius @ ad planum S missas,
in altera spatii plaga squaliter continuatas terminant. Facile patet, ver-
sione dicta perpendiculares e punctis respondentibus quibusvis 2l et a
ad S missas antea mquales, nunc in puncto eodem ipsius S terminari
Sit nempe (Fig. 1.) in plano speculi recta ad planum tabule perpendi-
cularis ex p, sitque ipsius DAUBE punctum D supra tabulam, ABE in
plano tabulz, fiantque ap=2Up, bp=2p, cp==Cp, et dp=Dp: erit
manifesto O infra tabulam, et propter triangula verticalia sequalia erunt
perpendiculares e literis nominis eiusdem ad planum speculi missz qua-

ak
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les: atque si schema literarum minorum circa Pp perpendicularem ad
pt per duorum rectorum intervallum vertatur, cadet m in 1T &, et d
quoque supra tabulam e regione ipsi D erit.

Rem adhuc illustrat, si duarum cochlearum alioquin @qualium, una
dextrorsum altera sinistrorsum torta sit, atque illa ad latus speculi, hzc
coram teneatur ; sinistr& imago erit cochlea dextra, que illi que ad
latus tenetur, congruere poterit; ita imago manus dextrze manui sinistree
congruere poterit; sed manicze manui dextre congruentis superficies
interior extrorsum wvertenda est, ut sinistr congruat.

3. Unde etiam conceptus sequens oritur. Si /4 non omnia puncta in
eodem plano habeat, neque complexus sit eiusmodi partium a et &, ut
a et imago ipsius & comprzsentes nonnisi per locum discerni queant:
tum A et quodvis tale B, ut 5 et imago ipsius 4 comprasentes non-
nisi per locum discerni queant, dicuntur formae contrarie aequales.
Nempe he sunt, quee congruere nequeunt; quamvis per perpendicula-
res ex eiusdem plani iisdem punctis in utraque plaga =quales, resultata
(per Ax. V. pag. 12, Tom. I.) operationum zqualium sint, praterquam
quod unum in una, alterum in altera plaga generetur.

4. Unde item novus conceptus nascitur: nempe geometrice aequalia
dici possunt A et B, si aliquod C possit cuivis aut ipsi aut imagini eins
congruere.

5. Notandum autem est, et ad facies, quibus congruibilia congruere
queunt, attendendum esse. Ex. gr. trianguli non zquicruri imago cum
ipso nonnisi faciebus e regione stantibus, aut faciebus aversis tegentibus
se invicem congruere possunt. Dicantur ob conceptum faciliorem facies
obvers® eiusdem coloris ex. gr. albi, aversz nigri; facies alba albam,
aut nigra nigram tegat necesse est, ut congruant: si vero parallelo-
grammi una facies alba altera nigra sit, tum triangula per diagonalem
facta generaliter nonnisi ita congruunt, ut facies alba trianguli unius
nigram alterius tegat. Circuli vero aut trianguli sequicruri imago, circa
rectam bifariam dividentem ad duorum rectorum intervallum mota,
nigram faciem alba obvertens quoque congruere poterit.

Sed prius dicta illustrantur adhuc per sequentia. Si e trianguli puncto
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quovis fiant ad planum trianguli perpendiculares in utraque plaga mqua-
les: tum formee ipsius 7 dantur partes tales ut supra dictum est, nempe
forma e triangulo et perpendiculari quae in una plaga est constans, item
forma ex eodem triangulo et perpendiculari altera constans tales sunt,
ut complexus earum / sit, et una imagini alterius absolute mqualis sit;
atque / cum imagine sua congruere quogue potest.

At si in una tantum plaga sit perpendicularis, nisi e perpendiculari
triangulum eequicrurum bifariam dividente erecta sit, haec forma talibus
duabus partibus ut dictum est, non gaudet; neque potest cum imagine
sua comgruere,

Sit item (Fig. 2.) ianua ABED; ad U, D sint cardines, ESBH sit
sera prominens, quz cum prominentia ipsius € ianuam claudit ; sit imago
huius abcd, et facies e regione stantes sint albae, manifesto sera et imago
eius prominens erga se invicem porrecta sunt, atque faciebus albis et
AB ac ab congruentibus, sera et imago eius in plagas contrarias cadent ;
sed si ad §E et BE (supra et infra) omnia mqualia essent, adeoque da-
rentur duze partes ut dictum est: tum verso ipso abcd circa if usque ad
duos rectos, ut facies nigra imaginis faciei albse obiecti obvertatur, pro-
dibit dcba, cuius (simul cum sera, iuxta schema) facies nigra congruit
albz faciei ipsius ABED. At si ad € sit aliquid ut supra, quod ad §
non est, congruentia impossibilis est.

Cuiusvis animalis forma externa, in qua montrositas nulla est, ita a
natura comparata est, ut gaudeat duabus eiusmodi partibus, ut supra
dictum est; imo talibus ut una imago alterius esse possit, quasi ex uno
plano in utraque plaga modo supra dicto squaliter generata, geometrice
sensu dicto zqualia essent.

Notandum autem est, inter omnes superficies solum planum esse,
cuius quelibet facies alteri obversa hanc tegere queat; atque in syste-
mate Euclideo planum solum cum spheera in eo convenire, quod utrum-
que circa quodvis sui punctum in se moveri queat (inferius, '31351, §. 8)
et solum discrimen esse, quod sphzre quodvis punctum ab eodem certo
®quidistet.

II. Rectis porro pluribus, imo innumerabilibus, punctum p commune
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habentibus, in sectione preecedente ob oculos habitis, facile cogitatur
rectam pP circa p moveri, et formam vie eius considerare: inter vias
eius possibiles occurit etiam via rectz pP circa p porro ita motz ut
redeat, Via talis aut erit in plano eodem tota, aut non.

I. Si prius: tum via cuiusvis puncti praeter p vocatur circulus, et
pars queevis continua eius, perimetrum intelligendo, dicitur arcus, recta
vero quz a p usque ad punctum est, de cuius via sermo est, radius,
p centrum, et recta ab uno perimetri puncto ad aliud chorda, et si hec
per centrum eat dramefer, pars plani inter arcum et chordam eius com-
prehensa segmentum, illa vero que inter arcum et radios per extremi-
tates arcus ductos est, secfor dicuntur.

Si vero (Fig. 3.) punctum ab a incipiendo in peripheria semper porro
moveatur usque ad quodvis punctum E et via v eius accipiatur positiva,
si via supra diametrum ab (quee primaria dicatur) incipiat, et negativa,
si via infra ab incipiat; atque partes diametri dictze e centro versus a
positive versus b negative, et perpendiculares ad ab supra ab positive
infra ab negative accipiantur : dicitur distantia fm puncti f ab ab (id est
perpendicularis ex [ ad diametrum primariam) sinus vige dicfae v ab a
usque ad P, sive positive sive negative facta fuerit via, imo etsi punctum
dictum semper porro motum quotiesvis iterum in a pervenerit, dummodo
demum in f subsistat. Distantia crit centri veroa sinu vocatur costnus ipsius v,

distantia am initii a autem ab eodem sinu sinusversus gpsius v audit;

5. I
Cos. v Cos. ¥

audit. Complementum ipsius v dicitur talis arcus «, ut a-~v= quadranti g,
si ex. gr. v = 3¢, erit « = 2¢. Insignitur autem sin. «, tang. «
sin. vers. a, sec. « nomine eodem relato ad », nonnisi syllaba co praeposita,

autem pro radio =1 dicitur fangens ipsius v, et secans

nempe dicitur cosinus v, colangens v, cosinus versus v &, quasi dice-
retur complements sinus &; ut facile patebit et cosinus definitionem pri-
orem cum hac convenire, uti el sinum versum dici potuisse I— cos.;
atque suo loco omnes has functiones trigonmometricas dictas geometrice
exhiberi. Nomen sinus inde exortum est, quod semissis chorde arcus
dupli per s. ins. (idest semissis inscriptae) scribebatur.

2. Si non sit via recte prius dicta in eodem plano: tum facile cogi-
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tatur, rectan motam saltem in plaga a plano certo per p posito eadem
semper manere, donec porro mota redeat; dicatur via eiusmodi \/ forma
ad p apicata, quum forma eiusmodi manifesto singularitate aliqua ad p
gaudeat, quod vulgo sub nomine agpices venit.

3. Tum facile succurit lineam aliquam simplicem considerare, cuius
nonnisi punctum unum, et quidem internum, in Y/ et plane in p cadit,
omnia alia puncta vero in plagam spatii ex \/ ab ea in qua planum est
diversam cadant; et lineam illam in superficie aliqua, et demum in plano
sitam considerare, et hinc conceptum sequentem generaliorem con-
struere.

4. Si # aut punctum internum lines talis /, quee portio formes F est,
aut linea talis sit, cuius punctum quodvis internum p, internum etiam
est linez alicuius L in plano site, et simul non in illo plano sita por-
tioni alicui forma / communis; atque in casu priore linea / puncto £
in p cadente, in posteriore vero linea L puncto p in p cadente, in pla-
gam respectu formee alicuius ad p apicatz interiorem cadat: tum dici-
tur / ad & angulum habere, nempe forma illa, qua / ex & incipit,
angulus vocatur,

Facile videtur, angulos esse posse in lineis, in superficiebus, necnon
in continuo e linea et superficie composito.

5. Queestio autem fit: num recta 4 e puncto interno f recte K
ducta angulos faciat? et quot angulos efficiat recta .4 continuata per ¢ 7
num aliqui eorum sint sequales, et qui sint ii? Facile patebit verticales
dictos esse semper @mquales; si vero singuli quatuor qui efficientur sint
inter se squales, aut recta 4 per ¢/ non continuata efficiat duos angu-
los mquales, vocatur quilibet eorum recfus. Fit vero angulus per duas
rectas factus, rectilineus dictus, guantitas respectiva (Tom. 1. pag. 25)
divisione arcus, ex anguli apice tanquam centro, radio quovis ab una
duarum rectarum usque ad alteram ducti, per peripheriam totam radii
eiusdem ; si quoti hi sint pro duobus angulis squales, et formas angu-
lares congruentes incipere demonstrabitur; si vero quotus ¢ sit pro an-
gulo a, et O pro angulo f, atque ¢=u{, tum « dicitur angulus gu-tu-
plus anguli 3 (Tom. I, pag. 48). Duorum planorum angulus autem fit
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quantitas respectiva, arcu illo per suam peripheriam diviso, qui uno
eorum circa sectionem usque in alterum moto per quodvis punctum
describitur ; eundem quotum prodire patebit.

Angulus rectze ab cum plano vero fit quantitas respectiva dividendo
arcum illum per suam peripheriam, quo in superficie spheere centri g,
in quo sectio est, et radii ab, ex b usque ad planum, cum radio ab
nullus minor datur, Denotatur angulus per A.

6. Passus hinc est cogitare, quid si forma aliqua ad nullum sui pun-
ctum angulo gaudeat? dicatur forma eiusmodi fuens; qua item facile
cum quantitate combinatur; oriturque conceptus forme, que et fluens
et quantitas est; et dici forma eiusmodi uniformis potest. Ex. gr. recta,
circulus, helix, planum, superficies spheere, cylindri.

7. Ita facile conceptus formeze fluentis etiam cum exclusione rectse
planique componitur: oriturque forma fluens, cuius nulla portio recta
aut planum est, et dicitur forma eiusmodi curva.

8, Porro ad compositionem c#rvae cum recta planove itur, queerendo
num continuum e forma curva et recta planove forma fluens esse queat?
oriturque conceptus fangentis.

Nempe formam curvam F in punclo p ftangere dicitur tam una
recta eiusmodi, quam complexus omnium talium rectarum, ut cuiusvis
earum detur tale punctum internum p in F cadens, ut aliqua portio ex
p incipiens cum linea aliqua in & sita ex p incipiente forma fluens sit.
Complexus ompium talium rectarum, sive una tantum sive plures sint,
dicitur fangens tolalis.

Ex. gr. Spheeram potest tangere recta, sed tangens totalis planum
est, uti circuli recta.

Hinc facile in discrimen tangentium totalium in diversis forme eius-
dem / punctis queeritur: atque si tale & detur in &, ut tangentium
totalium, qua ad omnia puncta ipsius £ sunt, complexus ipsa tangens
totalis ad p sit, tum tangens eadem dicitur formam & non in p solum,
sed etiam iz & fangere. Ex. gr. planum idem tangere cylindrum in recta
et quovis puncto huius potest.

Imo hinc extenditur conceptus, dicendo etiam formas fluentes quas-
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vis I et f tangere se invicem in £, si in quovis puncto ipsius # tan-
gente totali tam & quam f eadem gaudeant.
., Hinc etiam oriuntur conceptus supra (Tom. 1. pag. 290) dicti.

9. Porro conceptus tangentis totalis facile cum conceptu anguli recti
paulo antea dicti combinatur, oriturque comceptus generalis perpend-
cularitatis, '

Nempe si 7 tangens totalis forms F in puncto p sit, atque recta »
In p terminata, cum quavis recta in 7 sita ac in p terminata, angulum
rectum faciat: dicitur » etiam utvis continuata tam ad 7 quam ad F
in vel ex p perpendicularis, si recta eiusmodi utrinque infinita, in quam
talis » cadit, sola tantum sit etiam pro tali superficie formam F com-
plectente, cuius tangens totalis ad p planum est. Denotatur autem per-
pendicularis 4 ad 5 per 4 L 5.

Extenditur idem generalius quoque ad #, sive punctum sive linea
sit: nempe si € quovis puncto ipsius £ detur eiusmodi perpendicularis
ut dictum est, complexus omnium ejusmodi perpendicularium ad & ex
omnibus punctis ipsius &, dicitur perpendicularis ad F in vel ex k.

III. Demum rectis ex eodem puncto p ad omnia puncta forme cu-
iuspiam / consideratis, facile succurrit unius earum plagam in gua p est
continuare in infinitum, atque punctum p semper porro movere, apice
pyramidis abeunte in inhnitom ; atque tum queerere, num angulus ad
apicem rectz alicuius decrescat?! et si decrescant omnes, num omnes
tendant ad o? Patebit ita esse, darique pro quavis rectarum dictarum
rectam in qua, recta cuius una extremitas p altera q in f est circa q
per rectam dictam porro mota, hanc prima vice deserat; imo omnes
eas rectas punctum p commune habentes eo modo rectam eandem om-
nes simul prima vice deserere posse, fierique omnes simul infinitas.

1. Tum ultro venit omnes finitas magnitudinis eiusdem reddere, et
complexui earum nomen dare, Dici potest hoc prisma sensu generali
Complexu extremitatum, in quibus rectz squales initium in f habentes
terminantur, & dicto: patet cuivis puncto cuiusvis ipsorum / et f alte-
rius certum punctum, nempe extremitatem rectz alteram, respondere ;
et cuivis alii aliud.

Boivas, Tentamen. [ i 3



18 ELEMENTA GEOMETRIAE,

Ex. gr. Si forma f recta » sit, orietur figura in plano sita (ut infra
patebit) duabus rectis extimis, recta », et complexu ¢ punctorum, in
quibus terminantur rectz ex omnibus punctis ipsius » rectam dictam
eandem prima vice non secantes, clausa: at queeritur, ¢ gqualenam sit?
et anguli, quos recte dicta squales cum » versus eandem plagam faciunt,
sintne sequales?

Unde item passus est cogitare, quid si squales essent? et patet, quod
si recta ¥ moveatur in se rectam extimam in eodem plano secum ferendo,
donec initium ipsius » in finem perveniat, extremitatis rects extimz via
gaudebit qualitate, queze de / dicta est, preeterquam quod non constet
rectas dictas omnes se invicem modo priore prima vice non secantes
esse. Atque hinc conceptus sequens oritur: si formarum J/ et f cuius-
vis, puncto cuivis respondeat certum punctum alterius, et cuivis alii
respondeat aliud, atque rects inter puncta correspondentia mquales, et
queevis bine in eodem plano sint, neque etsi infnitee sint secent se
invicem : dicitur complexus rectarum illarum omnium prisma gene-
ralius.

2. Interim via extremitatis linez extims plane dictee novum con-
ceptum parit: nempe pro angulo quem ea cum 7 facit, facile rectus
ponitur; et manifesto si (Fig. 4.) dc Lab, et ac=cb, sive ad dextram
sive ad lsvam moveatur dcab, recta ab in se et 0¢ in eodem plano ma-
nente, ob generationes utrinque et undevis zquales {Tom. I. pag. 12. V)
describet ® lineam uniformem, angulos utrinque et ubique mquales cum
d¢ facientem ; (angulum esse infra patebit). Dicatur via heec ipsius D,
sive continuata sit in infinitum, sive pars qusvis continua elus accipiatur,
aequifluens ipsius ab ad distantiam cd. Est vero linea heec recta, si
Axioma XI. Euclidis constet, et constat hoc, si illa recta sit; de que
infra.

3. Hinc facile cogitatur rectam ab alicubi terminari, ibique aliam
incipere, sive in eodem plano priore, sive in alio; et ubi hec termina-
tur, item aliam incipere, atque cuique harum sequifluentem ad distantiam
eandem c¢d dare, continuando idem donec libuerit. Denotentur recte
dicte per literas maiores, et earum mquifluentes per minores nominis
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eiusdem ; nempe sit linea ABLD ... e rectis AB, BL, €D, ... compo-
sita, et ab, bc sint rectarum AB, BE =quifluentes in b secantes se
invicem £,

Queestio oritur num B et b in plagam plani ABab respectu rectse
2a eandem cadant? atque si generaliter ponatur, quod si queevis litera
magna B et parva b fuerit, B3 et 3i in plagam plani H3hi respectu
rectee Bl eandem cadant; dicuntur linea 2ABED . .. e rectis composita,
et linea abcd .. ., lineae primario aequesitae.

4. Unde iterum generalior conceptus oritur : nempe quacunque lines
simplices L et / dicuntur generaliter aequesifae, si pro utvis parva
recta £ dentur linese L' et /' primario mquesitee tales, ut cuiusvis ipsa-
rum L et L' punctum quodvis aut in alteram cadat, aut detur ab illo
ad aliquod punctum linese alterius recta <Z4; ita cuiusvis linearum / et
& punctum quodvis aut in alteram cadat, aut detur ab illo ad punctum
aliquod lines alterius recta << &,

5. Atque hinc demum oritur generalis conceptus parallelismi for-
marum £ et f; si e cuiusvis formarum 5 et f ex. gr. ipsius & quovis
puncto P ductis in F quibusvis et quotvis lineis simplicibus nihil pre-
ter P commune habentibus, e certo puncto p ipsius f iis quesite repe-
riantur eodem ordine se invicem excipientes, nihil preter p commune
habentes.

Aut brevius: si cuivis linez simplici in quamvis ipsorum / et fca-
denti detur zquesita in altero, dicuntur & et f paraliela.

Sensu latissimo dicitur etiam queevis pars continua ipsius f parallela
ipsi £, si f et F parallela fuerint. Denotatur parallelismus ipsorum #
et f per F| f.

Num vero recta alteram primo non secans (pag. 17} huic parallela
sit, aut num detur recta rectee parallela, a decisione Axiomatis Euclidei
undecimi pendet; de quo inferius,

Notandum autem etiam alium parallelismum distingui posse: si
nempe in definitione sequesitorum, pro queevis litera magna B et parva
h, recta B} et eius @quifluens in diversas plani dicti plagas cadant, quo
in casu linee ABLD ... et abed ... inverse aeguesitae, atque inde

>
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parallelae inversae dici possunt, prioribus directis dictis; et tum con-
ceptus aeguesiforum quam parallelorum extendi generalius potest, si
squesita dicantur, dum quevis §3 et bi aut simul in eandem plagam
plani dicti aut queevis simul in diversas eiusdem plagas cadant.

(Fig. 5.) exhibet exemplum simplicissimum, unde conceptus nascitur
pro linea 2UBED . .. in plano sita, ita (Fig. 6.) parallelismi inversi;
patet etiam formas parallelas tales dari, quee se invicem secant.

§. g

Post hac, cum disquisitiones istzs, quee mentem in planum descen-
dentem retinebant, ipse indigitent plura adhuc subsidia desiderari, ut pe-
nitius intelligantur : ea in simplicioribus queerens descendit in planum. Ubi

1. Obviam venit, puncti vias in campo infinito innumerabiles dari,
occurritque preter rectam aliaque, etiam linea simplex in se rediens;
quz in quacunque superficie simplici fuerit, figura dicitur; et in plano
quoque curva varii generis, quo pertinet etiam circulus per operationem
motus intuitivam secundam via ad planum restricta, aut mere e rectis
composita aut mixta esse potest. Si e tribus rectis componatur, friangu-
lum, si e quatuor rectis constet in plano, guadrilaterum audit; ita si ex
n Tectis composita sit, # lafera figura rectilinea plana dicitur; si vero
latera aqualia sint, aequilatera, si anguli mquales gequiangula; si et
latera et anguli @qualia sint, regularis dicitur, et figura quatuor late-
rum dicitur guadrafum, si plura fuerint latera, polygonum regulare tot
laterum dicitur quot latera habet.

2, At vero etsi constaret inter queevis duo puncta dari rectam, eam-
que totam in idem planum cadere, atque e quovis puncto plani radio
quovis dari circulum in planum idem cadentem totum ; qua tamen et
ipsa adhuc inferius demonstranda erunt: queestio ultro suboritur, num
dentur in precedentibus dicta? et num rectarum circulorumque certo nu-
mero ea adesse demonstrari queat?

Id quoed certo rectarum circulorumque numero determinatur, dicitur
Feomelrice construt posse.
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Per geometrica constructione perficere aliguid, quod in ita dicto
problemate enunciatur, intelligi solet: id numerabilibus eiusmodi opera-
tionibus peragere, quarum quavis est rectam ducere aut circulum de-
scribere; guod omnino tam rectam ducendo, quam circulum describendo,
motum sapit, in ipso Euclide quoque; guamvis exemplar constructionis
geometricee exhibeat, absque eo, ut eam ullibi definiat (ut linguam vivam
bene loquentes regulas Grammaticze subticent!; at tanto magis commen-
tator eius statim apud secundam propositionem (ubi puncto p et recta
r positione datis, recta in eodem plano ex P ipsi » mqualis determi-
nanda est) constructionis geometricee ideam dare debet, ut genius Eu-
clidis percipiatur. Requiritur nempe ad hoc perficiendum numerus 7.
Omnibus immotis fit hoc, et quamvis facile possit extremitas ipsius »
ipsam » in plano secum ferendo (per operationem motus primam intui-
tivam ad planum restrictam) usque in p moveri, aliquid valde pulchri
habet propter fidelem ide= constructionis geometrice, quam sibi Eucli-
des proposuit, executionem,.

Interim in numerum finitum dictum admitti etiam dicta operatio
motus prima potest; ut si quid suppositis rectis, quas inter quzvis duo
puncta adesse demonstrabitur inferius, fiat numero finito operationum,
quarum queevis aut prima aut secunda operatio motus intuitiva est, via
et generatis ad planum restrictis, nec plures operationes coniungantur,
id est in M moto interea aliud quid haud moveatur: id geometrice con-
strur dicatur, et quidem semsu sfricto; si vero non restringatur ad pla-
num, admissa operatione tertia quoque, consfructio geometrica sensu lato
dicatur.

3. Quamquam autem et veritates sequa dignitate polleant (ut in na-
tura sol, orbium dies, et noctilucze exigua luminis in vasta nocte spheera,
eadem sapientia infinita radiant): Geomefria quae elementaris dicitur,
sensu lato in iis, que sensu lato geometrice construi possunt, et sensu
séricfo in 1is, quae sensu stricto geometrice construl possunt, terminari
potest iis, qu® nonnisi operationibus coniunctis fieri possunt, ditioni, quze
Geometria sublimior dici solet, assignatis; uti inferius pluribus exemplis
ostendetur,
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§. 10.

Post descensum e spatio quaquaversum infinito in campum circum-
circa in plano infinitum apertum : disquiritur ibidem in qualitates forma-
rum, prius quarum omnia puncta, fum earum guarum non omnia qui-
dem sed quodvis geometrice sensu stricto construi possunt, et demum
illarum, quarum quodvis punctum ope formarum priorum construi pot-
est. Considerantur autem prius omnimods combinationes rectarum et
circulorum, prouti arbor inferius ostendet. Denique applicata Arithme-
tica e datis quantitates ignotz queeruntur, quo etiam 7Trigonometria
plana pertinet, docens e quibusvis triangulum rectilineum determinanti-
bus quantitates per idem triangulum determinatas ope calculi computare.

Datur quidem (in paragrapho sequente) etiam Trigomometria sphae-
rica: nempe triangula quee in superficie sphaeree per tria plana per cen-
trum posita generantur, suo loco etiam computantur. Estque planum
quasi limes geometricus, cuius idea facile determinartur, superficiei sphae-
ricee, centro remoto in infinitum, posita Axiomatis XI. Euclidis veritate;
secus autem alia queedam superficies uniformis circumcirca infinita est
limes geometricus dictus, in qua Axioma XI. Euclidis, simul cum tota
Planimetria Euclidea, demonstratur in Appendice ; Trigonometria sphee-
rica autem a veritate Axiomatis XI. Euclidis independenter absolute vera
stabilita ibidem est.

§. 11.

Dein reditur in abyssum spatii, unde in planum descensum erat:
atque ibi formarum omnium quee in plano prodierunt, combinationes
iuxta arborem exponendam omnimodz considerantur, construunturque
ea, que sensu lato geometrice construi possunt, atque applicata Arith-
metica computantur.

& 12.

Denique coniunctio operationum, cuius superius mentio facta est,
sequitur coronam arboris constituens; omniaque spatii puncla, et quo-
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rumvis complexus hoc pacto ad unum aliquod certum spatii punctum
fixum revocantur, '

Ex. gr.

1. Moveatur recta 4 circa punctum suum aliquod a in plano P sem-
per porro, ita ut punctum b ipsius A4 percurrat peripheriam radii ab
toties quoties libuerit; dicaturque nomine generali # longitudo vise
puncti b: interea autem moveatur punctum aliquod ¢ e certo puncto
ipsius .4 in ipsa eadem recta mota A certa lege, ut nempe y dicta via
puncti ¢ in A, sit y=fix); queeritur dato f(x) via ipsius ¢ in plano?

2. [ta si recta pa moveatur in recta eadem continuata, circulum cen-
tri p radii pa secum ferendo in eodem plano, ita ut interea punctum
certum peripherie in ipsa peripheria certa lege moveatur, ut sit nimi-
rum via eius = F(x) pro x denotante viam puncti p in recta dicta. Ex.
gr. si f(x)=ux, describi cyclois (ut Tom. I. pag. 3561 poterit, si punctum
motum b fuerit,

3. Ita potest p, centrum circuli €, in peripheria circuli alicuius mo-
veri, circulum € circa centrum interea certa lege motum in eodem
plano secum ferendo; et via puncti certi peripheriz ipsius C queeri.
Imo etiam circulus, in cuivs peripheria p est, interea lege certa moveri
potest.

4. Aut si planum P circa rectam certam 4 in / cadentem move-

atur semper porro: vie, quam certum aliquod punctum p ipsius P de-
scribit, longitudine generaliter » dicta; et moveatur interea certa lege

punctum b ipsius 4 in 4, perpendicularem & ad 4 in P secum ferens,
distantia ipsius b a certo puncto determinato a in 4 (eodem pro omni-
bus b) generaliter x dicta; atque moveatur interea punctum ¢ ipsius &
certa lege in 5, recta ¢b (quocunque perveniat ¢) generaliter y dicta;
nempe ut sit

x=alu et y=0b(x);

queeritur via puncti ¢ in Spatio?
Manifesto per =, x, y quodvis spatii punctum p determinari potest:
demissa enim ex p ad A perpendiculari, hac erit y aut in a aut in plagam
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inde aliquam cadens, et verso circa .4 plano P donec ad p perveniat,
eousque p certam viam u describere potest.

5. Ita si certum punctum a rectze 4 in P immobile cadentis fixum
sit; atque e certo puncto b ipsius 4 sit B perpendicularis ad 4 in
eodem plano P, et e certo puncto ¢ ipsius & sit C perpendicularis ad
planum #P; atque dum punctum b movetur porre in .4, perpendicula-
rem B ad A4 in plano P secum ferens, interea moveatur certa lege
punctum ¢ in B, rectam C ad planum /7 semper perpendicularem secum
ferens; atque interea in hac ipsa € quoque moveatur punctum d lege
certa: queritur pro datis huius compositionis motus (non virium| legi-
bus, via puncti D in spatio? Si ex. gr. ab generaliter x, bc generaliter y,
et cd generaliter z dicantur, atque x, y, z semper ut coordinatas simul-
taneas intelligendo y sit =« (x), et z=/2(y); manifesto quodvis spatii
punctum p per x, ¥, z£ determinatur; nempe ex p ad P missa perpen-
dicularis z dici potest, et e puncto illo ipsius F, in quod perpendicula-
ris dicta cadit, ad 4 missa perpendicularis y, et recta inde usque ad a
dici x potest. Possuntque preeterea tam x quam y et z et positive et
negative accipi; nempe x ab a incipiendo in una plaga recte A4 posi-
tive, in altera negative, ita ordinate y ex A incipiendo in una plani P
plaga positive et negative in altera, atque ordinatze z ad planum P per-
pendiculares e /° incipiendo in una spatii plaga positive et negative in
altera accipi possunt. Nimirum ex tomo |. pag. 28 determinationes, qui-
bus recte in recta aliqua (pro certo puncto eius fixo, atque certa con-
ditione C accipiendi resultati) positivee a negativis distinguuntur, patent :
ita perpendiculares ad rectam A fiunt positivee aliee, ali negative, si
pro extremo ibidem dicto rectze cuiusvis ad A perpendicularis, accipi-
atur parallela per id ad 4 in # ducta, atque in hanc ponatur initium
priorem excipientis; et pro resultato accipiatur distantia ab .4 extremi
rect ad 4 perpendicularis postremo positze. Ita perpendiculares ad P
alizz positivee aliz negative fiunt, si per cuiusvis extremum ad /”super-
ficies parallela (pag. 19) ducatur,in qua recta priorem excipiens incipiat,
et pro resultato distantia a /P extremi recte ad F perpendicularis
postremo posite accipiatur.
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6. Potest etiam punctum b in recta .4 motum planum aliqued Q ad
A perpendiculare secum ferre, ita ut interea in () motus sequens con-
cipiatur; sit 5 sectio plani O cum certo plano fixe P, in quod recta A
cadit, et moveantur certa puncta in certis perpendicularibus ad s in
cadentibus, prouti omnia per x, nempe distantiam a puncto fixo a ipsius
A puncti b in recta .4 moti, lege certa determinantur: atque data hac
lege, complexus locorum, in quibus puncta in perpendicularibus dictis
mota ab initio motus sub punctis temporis expertibus omnibus sunt,
qualisnam sit, queeri potest. Patet hoc pacto non lineam tantum, sed
superficiem quogue prodire, quum hsc complexus sectionum plani moti
() cum ea esse queat.

Imo possunt motus plures quoque vario modo componi, atque cam-
pus disquisitionum protendi.

§ 113.

Notandum autem est, formas omnes, qualesvis prodierint linez aut
superficies, dum arithmetice considerantur, in quantitates respectivas et
quidem ad formam temporis reductas (Tom. I. pag 27) mutandas esse
modo sequente.

Pro quavis linea simplici Z, cuius nulla pars recta est, intelligatur
recta r; si quavis linea simplici e rectis composita, cuius extrema in
extrema ipsius L, et puncta qusevis ad que angulum habet, in L ca-
dunt, / dicta: queevis / sit <r, sed pro quovis w detur tale /, ut
r— /< sit.

Ita pro quavis superficie simplici S, cuius nulla pars planum est,
intelligatur illud rectangulum (Tom. I. pag. 288), quod limes talis super-
ficiei simplicis e planis rectilineis, ex. gr. triangulis, composite est, api-
cem cuiusvis anguli in 8 habentis: ut superficiei eiusmodi ut dictum est,
limes alius eo maior non detur.

Hoc pacto omnes linez ad formam recte, ita omnes superficies ad
formam rectanguli altitudinis eiusdem reductee (Tom. I. pag. 27) compa-
rari arithmetice poterunt.

Boivai, Tentasmen, 11, 4+
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5 14.

Recta cum omnibus eius proprietatibus primariis simul cum plano
axiomatice supponi solent; at queeritur, num ea pro axiomatibus adsumi
possint? Conceptus temporis quidem ad spatium translatus rectam pepe-
risse videri potest; attamen tropicam istam rei tam diversz translatio-
nem, externam adiuvisse experientiam indigitant tam definitiones, qualis
Platonis est a lumine petita, recfam dicentis lineam cuius punctum
primum reliqua obumbrat, quam quz a puncto e certo loco alium pe-
tente est, observato tempore fatigioque minimo : nihil tamen magis ad
rectam perduxit, quam reflexio ad omne id, quod e corpore quiescenti-
bus duobus punctis eiusdem moto quiescit. Si quid pro axiomate adsumi
nequeat, illud e quo deduci potest, id implicite continere debet. Adsu-
mere itaque ea, ut fieri solet, aut sequente modo deducere, ius fasque
cuique est. Spatii quaquaversum infiniti filia primogenita est puncfum,
dein sphaera, media quasi inter duo extrema. Spheerz autem linea pri-
mogenita circulus est, dein recta; atque demum circulus cum recta
parit planum.

1. Pro fundamento linez uniformis simplicis in se redeuntis, quam
circulum esse patebit, positum est (pag. 7); pro recte construende
fundamento ponitur sequens. Si Af portio spatii circa duo sui puncta
revolvatur (pag. 7): idem M circa eadem duo puncta undevis qualiter
moveri, atque uno solo quoad viam cuiusvis sui puncti modo revolvi
potest.

2. Hinc quiescentibus punctis a, b, omnia talia puncta ipsius M,
quorum quodvis circa asb moveri (juxta pag. 7) potest, movebuntur
etiam simul circa asb, si quod eorum moveatur: et quidem omnia viis
iisdem movebuntur porro usque ad reditum, quas singula percurrerent.

Atque hinc etiam nullum punctum ipsius M ex ullo loco p duabus
viis, una qua ex p moveri incipit, altera qua redit, plures habet, quibus
motum circa asb incipere potest. Nam sint ex eodem puncto tres rami
«, 4, 7, in quorum quovis punctum ex p moveri quiescente a«b possit,
moveaturque in uno casu punctum ex P in ramo « incipiendo et per 3
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redeundo: ramus y tum haud potuit percurri, nam incipiendo per « aut
redeundo per 3, punctum idem simul lineam qua ramus y ex p incipit
describere nequit; nec antea percurri  potuit, nam tum punctum porro
motum iam antea rediisset. Cogitetur iam schema totum ita poni, ut
punctum quod antea in p erat, extra lineam simplicem redeuntem pri-
orem in y cadat, simul a in a et b in b cadentibus: manifesto motus
idem circa asb locum haberet (per 1), sed idem punctum annulum a
priore diversum describeret (contra 1).

3. Sit iam (Fig. 7.) spheera S centro € cum puncto ¢, dicaturque
superficies eius S, et fiat spheera s e centro ¢ cum puncto &, huius
superficie s' dicta: facile patet, nec totam sphzram s in S, nec totam
8 in s cadere; nam si ex. gr. tota S in s caderet, centrum € in super-
ficie s nudum haud inclusum maneret. Habet igitur tam s* aliquid extra
S, quam S’ aliquid extra s. Hinc autem necessario ipsis S et s’ aliquid
commune est; nam punctum e quovis puncto eius quod ex s extra §
cadit, usque in € wveniens per S’ transire debet (pag. 6). Ita si pun-
ctum e quovis puncto ipsius §' extra s cadente in ipso S’ usque in ¢
veniat, nisi ¢ circumcirca in S’ ininterrupte ciogatur, punctum dictum
e loco extra spheeram s ad centrum eius absque transitu per s venire
posset.

Exit igitur s" ex S’ circumcirca ¢, idque manifesto generatione cir-
cumcirca wquali: adeo ut (pag. 7) quodvis exitus punctum p, spheera
S circa ¢+ & mota, viam simplicem in se redeuntem uniformem descri-
bere possit.

Idem de quavis spheera centri eiusdem ¢ tali, quee priori interior est,
patet; etsi cogitentur sphezere omnes interiores usque ad centrum com-
mune ¢, et annuli in S’ se invicem semper interius usque ad ¢ eundo
excipiant. Dicantur eiusmodi lines uniformes simplices in se redeuntes,
quos circulos esse nondum constat, annu/f, et nomen eorum generale sit A.

Imo idem de quavis spheera centri eiusdem ¢ cum puncto quovis i
intra superficiem S’ cadente facta patet. Nam tum superficies S’ tota in
sphzeram novam cadere nequit; namque i intra S’ cadens in superficie
spheera nove esse non posset. Unde reliqua fuunt.

1_*
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4. Atque hinc manifesto punctum e cuiusvis 4 puncto quovis D intra
annulum eundem A4 usque in ¢ in superficie S’ ita moveri cogitari po-
test, ut semper in superficiem spheericam centri ¢ interiorem veniat, et
in nulla uno plura puncta bhabeat, atque mota sphera circa ¢» &, annu-
lis descriptis linea dicta / circa ¢ in S’ porro moveatur, donec redeat.
Nempe punctum dictum in quovis loco ubi spheaera centri ¢, sive ipsa s
sive interior, ex S’ exit, annulo circa ¢+ & gaudet per przcedentia;
adeoque omnia quoque simul moveri quiescente ¢ » € possunt.

5. Atque hinc, propter generationem superficiei spheericee circum-
circa zqualem, e quovis puncto P ipsius ' datur linea /' priori / 2qua-
lis; atque /' circa f in ' moveri potest donec redeat, annulos concen-
tricos prioribus @quales describendo.

Imo quum de spharis § et s demonstrata de quavis alia quoque
valeant: pro cuiusvis spheeree superficie datur linea, quee circa quodvis
punctum superficiei dicta in ea moveri potest, donec redeat, annulos
concentricos undevis squaliter describendo.

6. Dari dimidia annuli eiusmodi ut dictum est, linez simplicis in se
redeuntis, duo puncta communia habentia, uti cuiusvis partis continuz
eius dun dimidia punctum commune habentia dari patet sic. Concipian-
tur ex annuli puncto quovis duo puncta moveri in eo porro usque ad
reditum, temporibus quibusvis squalibus vias zquales describendo, easque
ex eodem puncto diversas sed simul incipiendo: utrumque per alterum
transire debet; atque ubi hoc fit, viee utriusque @quales erunt; ita ex
arcus cuiusvis extremitatibus squaliter motis punctis, priusquam quod-
vis in alteram extremitatem perveniat, occurret puncto alteri, et ibi
dimidium arcus erit (Tom. I. pag. 12. V. et Tom. II. pag. 6.

7. Accipiatur iam ex 4. (Fig. 7.) punctum quodvis F in primo annulo
A (Fig. 8., punctum ¢ cingente pro centro; et linea prior /=fc, cuius
una extremitas in ¢ altera in I sit, moveatur circa I in §' donec redeat:
manifesto pars vie cuiusvis puncti ipsius / cadet ab annulo in unam
ipsius S’ plagam, altera in alteram; nam ut centrum [P claudatur ab
annulo per punctum quodvis 0 descripto, necesse est punctum eius aliquod
p extra segmentum ipsius 8’ illud, in quo ¢ est, cadere ; atque hinc via
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usque in 0 per A transire debet, et quidem in duobus saltem punctis
a I ad extremitates arcuum utrinque squalium ; nam annulus dictus cum
annulo .4 unum solum punctum commune habere nequit; nam tum ex
hoc puncto usque ad P aut linea simplex esset, aut non; et in neutro
casu esset annulus dictus linea simplex rediens. Erunt igitur annuli hu-
ius transitus per annulum A ipsi I proximi duo supra dicti.

Accipiantur porro quorumvis arcuum ab A in plagam non ¢ (id est
illam in quam non cadit ¢), meditullia (per 6); atque tum fiat idem cen-
tro in meditullium arcus illius posito, qui ab annulo {centro I per ex-
tremitatem linez fc in S' descripto) e duobus punctis ipsius A ipsi f
proximis in plagam non ¢ ipsius S’ cadit; atque idem continuetur in
infinitum ; nempe casus idem redit semper, nisi quod centrum in primo
A ubivis eligere liceat, postea vero in quovis novissimo 4 arcus extimi
meditullium pro centro accipiatur, et idem repetatur in infinitum.

Complexus omnium eiusmodi meditulliorum continuum, imo linea
simplex est, ut statim patebit. Insistit autem linea haec primo annulo
utrinque qualiter; atque e quovis puncto annuli eiusdem, line® eius-
modi per generationes zquales circumcirca et utrinque squaliter deter-
minatze promanant. Unde etiam patet, quod si e quibusvis duobus pun-
ctis annuli primi promanantes eiusmodi linese secent se invicem, crura
semet secantia, ob generationes utringue fequales, zqualia erunt. Patet
etiam partem quovis novo .4 generatam parti sequente .4 generatz,
item ob generationes squales, squalem esse.

Complexum punctorum dictum continuum esse vel ita patet. Acci-
piatur complexus e punctorum innumerabilium, que per quodvis aliquod
A, centro in eo posito, generantur usque ad arcum aliquem £ inclu-
sive, et inde complexus # punctorum item innumerabilium usque ad
arcum extimum generatorum: puncta ipsius /4 in arcus post £ se invi-
cem continuo excipientes cadunt, qui simul sine £ cogitari nequeunt,
uti complexus priorum ipsum e constituentium; itaque et [ gaudet pun-
¢to in arcu £, quod quum solum sit, tam ipsi « quam ipsi 2 com-
mune est.

Sed preaterea quoque e cuiusvis 4 arcus superioris meditullio pun-
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ctum per omnes arcus concentricos superiores, id est supra pracedens
A cadentes, usque in centrum moveri potest; et quidem ita ut per cu-
iusvis arcuum illorum punctum quodvis datum transeat: intuitu patet,
idem simplicissime per meditullia arcuum fieri posse.

Est etiam linea simplex: nam e nullius arcus meditullio tertius ra-
mus dari potest; quia is per arcus pracedentes aul sequentes ire deberet,
in quorum quovis nonnisi unum punctum ramis duobus commune datur,

8. Dicantur L lines eiusmodi, que ex omnibus punctis annuli primi
utrinque zqualiter insistentes, et semper porro utrinque ®qualiter, atque
omnes circumcirca quoque per generationes eequales wqualiter deter-
minataz sunt.

Aut dantur duse tales [, quae punctum commune habeant, aut nulle
dusz dantur, quz punctum commune habeant. Posterius fieri nequit:
nam tum portio illa ipsius 8, quae supra quodvis .4 usque ad arcum
superiorem novi A est, imo totum .4, innumerabilibus vicibus repetere-
tur in ipso S'; adeoque S5’ non esset quantitas finita (Tom. I. pag. 35),
de quo plura inferius.

Nempe tum (per pag. 26) sphesera S’ circa ¢« mota, movetur tota
L, omnibus punctis annulos se invicem excipientes describentibus.
Quod annulus puncti cuiusvis in linea [ ulterius generati ulterius
situs sit, patet inde, quod si ab aliquo annulo sequentes aliquamdiu
regrederentur, id aut statim post annulum centri alicuius 4 iuxta gene-
rationem dictam fieret, aut post meditullium arcus alicuius supra 4 ge-
nerati ; prius fieri nequit, nam tum punctum aliquod ipsius L ob gene-
rationes utrinque zquales intra, non extra precedens 4 caderet; nec
posterius fieri quit, tunc enim e centro prius dicto spharica superficies
exterior cum aliqua interiore aliquid commune haberet.

Atque per hoc adhuc simplicius patet superficiem spheericam, si
nullze linem L secarent se invicem, quantitatem finitam non esse. Potest
enim e centro cuiusvis A in S’ describi talis annulus interior ipso 4,
qui (iuxta Fig. 9.) nec cum ibidem pracedente nec cum sequente quid-
quam commune habeat. Quod cum per generationes squales semper
porro locum habeat: annulus dictus innumerabilibus vicibus repetetur.



SECTIO PRIMA. 31

Si igitur superficies spherica quantitas finita sit: necesse est duas
lineas L se invicem secantes dari. At si duse dentur, omnes se invicem
in eodem puncto secabunt. Nam sit (Fig. 10.) ab arcus is primi annuli,
e cuius extremitatibus promanantes lineze [ concurrunt; linea L e me-
ditullio q arcus ab erecta quoque per p transibit: nam sit bq = br, adeo-
que ab=qr, et br=rt, adeoque bt=ba, (posito ab esse dimidio primi
annuli minus, quum si ab dimidium annuli sit, res pariter facile pateat);
linese L ex r et q, ita ex b et t erectz concurrent, eruntque singulee
=quales propter generationes mquales, Hinc autem linea L ex t erecta
necessario in p cadit; atque ut linee L ex r et q erecte occurrere
possint, aut prior vel posterior transibit per bp, aut prior per pt, vel L
ex q erecta per ap transibit: quodvis horum fiet, si punctum transitus
p sit; sed inter p et f, ant inter p et a transitus fieri nequit; nam si
ex. gr. L ex r erecta inter p et t transiret, idem transitus punctum
etiam ipsi bp commune esset; si vero L ex r per bp inter b et p trans-
iret, punctum idem et linex ex q erectz commune esset: et linee L
ex r et q erectz usque ad punctum concursus essent ipsa bp minores.
Necessario igitur in eodem p concurrent.

Atque hinc colligitur, bisecando arcus in infinitum, atque circum-
circa transferendo: ex omnibus annuli primi punctis omni dabili pro-
pioribus erectas lineas L omnes in eodem p concurrere.

Unde si sphaera S moveatur circa ¢+ & puncto in annulo prime porro
moto, simul cum toto linearum L e punctis bisectionum erectarum sche-
mate : nullum tempus erit, quo punctum P viam describat; nam ab initio
motus quodvis temporis punctum cogitetur, iam antea punctum in an-
nulo motum per innumera puncta transiit, pro quibus schema linearum
L dictum in p fuit.

Consequenter spheera § circa ¢+ & ita moveri potest, ut p quiescat.
Atque hinc (per pag. 26), si S circa ¢+ & moveatur, p quiescere debet.

Omnia dicta autem ad quemvis annulum superficiei cuiusvis appli-
cari manifestum est, si puncto quovis eius pro centro accepto, cum
linea quadam interna annuli fiant annuli concentrici tales, quales e quo-
vis spheera illius superficiei puncto mqualiter dari dictum est.
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9. Atque hinc superius (pag. 27) segmentis omnium s' in S cadenti-
bus generaliter s dictis, cogitetur in omni s punctum illud, in quo
lineze Z, ex annulo ipsi S’ et illi 5’ communi, in illo s" generatz con-
currunt : complexus omnium eiusmodi punctorum simul cuom ¢ et
lineam simplicem esse ut supra (pag 29) patet. Sed manifesto etiam
spheera § circa ¢+ & mota, cuiusvis 5" punctumn quodvis praeter punctum
dictum in ea (pag. 7) movebitur; atque hinc omnia s" (pag. 26) move-
buntur, et tota linea dicta quiescel mota spheaera S circa cs €.

10. At vero in § quoque ex annulo egressus extimo antea genera-
tum p quiescebat mota § circa ¢#&; atque si pro centro p eadem fiant,
quz ab altera parte centro ¢ facta sunt, prodibit linea ¢Cp quiescens
mota spheera circa ¢+ L.

Imo queevis alia duo puncta lines dicte accipiantur, motus dictus
spheera S quiescentibus iis peragebatur: itaque (pag. 26) circa queevis
duo puncta dicta motus idem est.

Sed nec ullum punctumn spheerse S extra lineam dictam cadens qui-
escit: nam illud aut intra segmenta extima ex ¢ et P generata, aut inter
illa cadit; atque tale circumcirca @qualiter determinatum gaudet annulo
(per pag. 7). Si vero in aliquo motu circa duo puncta annulo gaudeat,
circa eadem duo puncta (per pag. 26) semper eundem annulum de-
scribet.

11. Patet porro inter quaevis duo spatii puncta dari lineam einsmodi:
nempe accipiatur unum pro centro, fiatque spheera cum puncto altero;
atque applicentur de spheeris § et s dicta. Atque hinc etiam patet rec-
tam e quavis portione spatii finita egredi e quovis puncto eius, quum
possit generari spheera ex eo puncto, totam portionem includens.

12. At queeritur, num e centris sphzrarum quarumvis inzqualium
generatz, centris coincidentibus, congruere possint usque ad superficiem
spheerz minoris ? Omnino; nam (Fig.11.) feratur minor in alteram cen-
tro in centrum € maioris posito; sitque linea HELK' in spheera maiori
hac circa H+ X' mota quiescens; transeat heec per superficiem minoris
in cec. Mota spheera maiore circa  « €, omne preeter lineam KXK' mo-
vebitur, perageturque motus quiescentibus ¢, €; itaque tum et sphera
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interior circa ¢ € movebitur; adeoque (per pag. 26) idem inter ¢ et €
quiescet quod antea.

13. Hinc etiam linea talis continuari e quavis spheera in aliam quamvis
maiorem utrinque potest ; neque intra ullius sphaerze superficiem detinetur.

14. Si porro cuiusvis linese eiusmodi unius extrema a, b et alterius
a, b’ sint, atque a in @' et b in b’ simul cadere queant; congruentibus
extremis et lineze ipsee coincidunt.

Nam feratur ad € linea ab simul cum spheera. illa, in qua generata
est, sive in centrum eius cadat a aut b sive non, atque ponatur ain €;
fiatque sphezra centro € sphzram allatam includens, et eodem centro
a fiat spheera puncti b. Manifesto linea eiusmodi ut dictum est, que
dicatur 2, in spheera reliquas duas includente e centro € generata, per
superficiem spheerz puncti b e centro eodem € generats transit in ali-
quo puncto [; moveatur A circa € simul cum sphera maiore, donec [
in b cadat; atque tum moveatur sphara eadem maior quiescentibus punc-
tis b, a; movebitur etiam spheera allata inclusa, quiescentibus iisdem
b, a; adeoque inter b et a linea eadem quiescet, qua motu solius
sphzree allate quiescentibus iisdem punctis quiesceret. Itaque linea allata
ab coincidit cum linea spheerse maioris inter a et b quiescente. Pariter
adferri linea a' b’ simul cum spheera illa, in qua generata est, potest a'
in & posito: atque manifesto et a'b’ eidem congruet, cui ab congruebat.

15. Hinc etiam patet lineam eiusmodi redire non posse: nam tum
puncto uno, unde duo puncta diversis viis profecta porro moverentur,
et altero, ubi prima vice sibi mutuo occurrerent, communibus, uterque
ramus inter eadem duo puncta coincideret.

16. Sed linearum priorum (in 14) continuationes quogue, nempe con-
tinuatio e centro spharee allatee et continuatio e centro &, coincidunt.
Nam si prioris punctum p extra lineam ex € prodeuntem utrinque in
infinitum continuatam caderet, spheera puncti p e centro & habeat punc-
tum P’ cum linea posteriore commune: fiatque spheera tam sphzram
hanc quam allatam includens; mota hac quiescentibus a, b, et p' quies-
cet, p autem movebilur; quod fieri non posset, si p in continuationem
primam caderet; tunc enim quiescentibus a, b, et p quiesceret.

Bowuvas, Teatamen, IL 3
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17. Denique /inea dicta (per pag. 8) recta est. Nam (Fig. 12., 13
queevis duo puncta q et v fuerint illius (utrinque continuatz in infinitum),
omnia spatii puncta eorundem unica complectetur. Etenim quodvis punc-
tum lineze dictze ipsius qer unicum est, nec ullum aliud spatii punctum
eiusdem q=r unicum est.

Namgque sit quodvis punctum p lineze dictee: nullum punctum fa p
diversum tale datur, ut

qersp=qsrsk

Esset enim [ aut in linea ipsa aut extra eam: neutrum fieri potest. Nam
si [ in lineam cadat, aut in aliquod ipsorum q et r caderet, aut inter
ea, aut extra ea: atque etiam P pariter cadere potest.

Si pin r (aut q) cadat, patet nullum f a p (aut q) diversum dari:
itaque tantum casus alii- considerantur. Sit prius p inter q et r; tum £
aut etiam inter q et r in ¥ aut I, aut extus cadet, ex. gr. in I, Si in
' caderet, tum ut

an-p#q stel

qF=qp

esset ipars toti); pariter si f in ! caderet, tum

sit,

qt'=qp
esset. Si vero [ in " caderet, tum
qt"=qp

esset (pariter pars toti. Nempe per dicta e quovis puncto linea talis
sequaliter incipiens squaliter quoque continuatur.

Si vero p extra qr, ex. gr. in P, cadat (Fig. 13): tum ¥ aut in ¥
aut in P aut in P aut in P cadere deberet, quum manifesto in ipso-
rum P, q, r nullum cadere queat. In I' cadere nequit, quia tum

qp'=qf

esset; neque in ', quia tum
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qp'=qt”

esset; nec in " cadit, quia
'=rp’

(pars zqualis toti) esset; neque in " cadit, quia tum esset

"=rp'=rq+qp,
et
qP";— q:rm= rq +rr.m'

et hunc valorem substituendo ipsi qp’ in eequatione priore, esset
"= rq -+ rq -+ ™.
Sed neque extra lineam dictam datur tale f, ut
qersp==qersk

Nam fiat e centro spheerz, in qua linea dicta generari ceepit, spheera
punctum [ includens; quiescentibus r, q, p mota spheera hac, movebitur
I (pag. 32); si vero q in q et r in r cadentibus p in P cadet, p cum
circa r=q moveri poterit, quod antea quievit (contra pag. 26).

Sed nec ullum spatii punctum P extra lineam dictam cadens ipsius
qer unicum est; quum sphzra plane dicta circa qer mota, et illud
moveatur, adeoque in alia sque posita puncta veniat.

Est igitur linea dicta plane complexus omnis puncti, quod quorum-
vis duorum punctorum eius unicum est,

Si non recta e rectis aut aliis lineis constet, facile patet non quo-
rumvis duorum punctorum adesse quodvis punctum unicum.

18. Recta etiam guantitas est. Nam queevis partes continuse eius
accipiantur ; et ponatur una extremitas unius in unam alterius; fiantque
spheerz centro in eam posito cum extremitatibus alteris : prodibunt duse
partes in sphera interioris, nisi utraque eadem sit, superficie terminatz,
quarum extrema, adeoque et ips, congruere possunt.

19. Recta pofest in se porro moveri. Nam e quovis puncto p, per
dicta, squaliter continuatur in infinitum.

20. Planum quoque hinc facile construitur modo sequente. Patet
generatione circumcirca quali, per quodvis punctum circa duo puncta

L
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usque ad redituin porro motum, describi lineam simplicem in se redeun-
tem talem, qua et ipsa, ut recta et superficies spherica erat, quantitas
est, atque etiam e quovis puncto sive antrorsum sive retrorsum zqua-
liter determinatur.

Accipiatur gueevis talium annulorum (Fig. 14.); sitque (per pag. 28)
in punctis a, b bifariam divisus, et dimidietas abb sit in O bifariam divisa ;
atque sit rectze ab meditullium in ¢: erit, ob generationes utrinque =qua-
les, forma e rectis c¢d et ca composita forme e rectis cd et cb compo-
sitee zequalis, adeoque recta Dc est perpendicularis ad ab in ¢ (pag. 15);
et quodvis rect® cd punctum extra rectam ab utrinque infinitam cadit.
Fiat sphara e centro ¢ totum schema includens, et moveatur circa a«b
sive rectam ab utrinque infinitam : quodvis punctum rectze cd describet
annulum, qui propter generationes utrinque =quales utraque facie sibi
congruere potest, (quod de antea dictis nondum constatl, Cogitetur iam
recta ¢ in quovis loco su@ vie continuata per d in infinitum ; erit com-
plexus omnium earum superficies circumcirca infinita et circumcirca et
utrinque zequaliter generata, ut circa ¢ in se moveri, facieque utraque
sibi congruere queat, atque spatium in duas plagas wmquales dividat.

Est autem superficies ista p/anum. Nam queevis duo puncta 2l et B
sint eins, quodvis punctum & ipsius 2[# 23 unicum in rectam AUV utrin-
que in infinitum continuatam cadit. Recta A8 vero necessario in su-
perficiem dictam cadit: cogitetur enim in generatione huius, recta
cd versus D infinita, ex 2[ versus B usque in B per annulum plane
dictum mota; nisi per 203 transeat, aut cadet ab una aut ab altera
parte ; neutrum vero fieri potest; nam si quod fieret, et alterum fieri
deberet. Et idem de continuata 23 patet: accipiatur nempe spheera e
centro ¢ radii maioris quam recta queaevis, qua a ¢ ad UV est; exibit
ex hac sphera utrinque tam recta A2 quam ¢d versus D infinita; unde
reliqua patent. Posset etiam brevius dici, quod si ex uno puncto super-
ficiei ad aliud ducta recta in unam plagam caderet, in altera quoque
esset, et inter duo puncta duse rectz fierent.

22. Unde etiam patet rectam 203 etiam utrinque infinitam in planum
cadere, si puncta 2, B in eo sint.
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23. Sed queritur, num per guaevis tria puncta A, B, &, etsi non
in recla sind, planum detur 2 Omnino: nam 2« 2B ex Fig. 15. in pla-
num dictum poni potest, 2l in ¢ Fig. 14. posito, acceptague ex ¢ ver-
sus b recta recte AV aquali. Si iam & non in eo plano esset: fat e
centro ¢ cum puncto & spheera, sitque ex. gr. recta

E=chb=ca;

manifesto spheera radii ¢€ e centro ¢, per planum in unum dimidium
superius alterum inferius dividetur; atque mota sphera circa ab, quod-
vis superficiei spheericze punctum prater a et b, dimidium annulum su-
perius et alterum inferius describet; atque ubi punctum & transit, ha-
betur petitum.

24. Imo etiam per eadem tria puncta 2, B, € non in recta sita
nullum aliud planum poni potest. Nam in praecedentibus 2l in ¢ et 23 in
b positis atque & in planum ibidem generatum cadente, ponatur quod-
vis aliud planum imo eiusdem plani pars alia, per s 23+ &; nullum
punctum P (Fig. 15.) unius extra aliud cadere poterit. Nam rectee (23,
BE et AL, extremitatibus earum in utrumque cadentibus, et ipsae in
utrumque cadent totze. Sit iam p in uno eorum, cadet aut supra lineam
compositam ex AL, €23 et continuationibus rectz AV ex 2 ad levam
et ex 23 ad dextram, aut infra eam. Si supra eam cadat, tum recta P
transit per lineam compositam dictam ; si per continuationem alterutram
rectee 223 iret, tum et transitus et o, adeoque et p, in U2} infinitam
caderet ; si per AL vel €23 eat, fiat id in f; tum recta fq utrique plano
communis, et continuata punctum p complectens in utramque incidet.
Si vero infra cadat in p’ vel p", recta e quovis horum usque ad p, iam
utrique commune, transit per lineam compositam dictam ex una plaga
in alteram ; et item duo puncta, adeoque recta per ea, utrigue plano
communia erunt.

25. Manifesto etiam (in Fig. 14.) {¢ ex ¢ continuata in planum (pag. 36/
primo generatum cadit; atque planum, ob generationes utrinque squa-
les, in duas plagas mquales dividit: atque quum quzvis plani /? recta
in ¢d simul cum plano P ita poni possit, ut / cum plano primo
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generato coincidat: planum quodvis per quamvis rectam in ea sitam
in duas plagas, inter se omnes prioribus mquales, dividi patet. Imo evi-
dens est, quovis plani puncto in idem dictum ¢ posito, et congruentibus
planis, circulos quosvis radiorum zqualium wquales esse; atque etiam
punctum in plano motum, ipsum planum in eodem plano secum ferre
posse.

26. Ita formas duarum rectarum angulares congruere, si arcus e ver-
ticibus radiis mqualibus inter crura descripti ®quales sint, circulo facto
patet ; necnon omnes rectorum angulorum formas sequales esse; ita ex
uno puncto recte in plano unam solum perpendicularem dari; et sum-
mam angulorum in una plaga ad rectam circa punctum ¢ positorum
esse = 2./ ; atque conversim duas rectas, ¢ commune habentes, in una
recta esse, si summa angulorum in una plaga sit =2R, per R rectum
intelligendo.

27. Patet etiam planum quantitatem esse: nam quacunque duz por-
tiones eius accipiantur, ponatur utriusque punctum aliquod internum in
dictum ¢, ita ut portiones ips® in planum primo generatum incidant:
circuli, recta illa qua e ¢ usque ad perimetrum nulla minor est pro
radio accepta, congruent; et (Tom. I. pag. 25} locum habet.

§. 15

1. 8t recta cum recta aut plano aliguid commune habeat, id nonnisi
punctum est: pamn si duo puncta communia sint, recta in alteram con-
tinuatam in infinitum, et pariter in planum incidit.

2, Planum wvero cum plano, si utraque infinita concipiantur, auf
nthil commune, aut reclam infinttam communem habent: et tam recta
guam planum, stve rectam sive planum secantia, transeunt in pla-
gam alteram. Nam (Fig, 16,) secet recta ab rectam bq; nisi transeat
in plani per abq determinati plagam alteram, necessario aliquorsum in
bE cadet; cum qp enim nullum punctum preeter b commune habet, quia
tum tota incideret. Itaque abf recta esset; atque tam 4 quam e-+g-y
dimidia peripheria radii bf esset,
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Hinc ab per planum etiam transit, si b cum eo (nec quidquam aliud!
commune habeat: si enim in eadem plaga maneat, manifesto pro quo-
vis puncto q plani in b secti casus praecedens erit.

Hinc etiam si duo plana P et # punctum b commune habeant: fiat
€ quovis puncto a ipsius p tali, quod ipsi # commune non est, recta
ab; transibit ista per / per pracedentia; fiat tum semicirculus in plano
2 radio ba centro b; transibit is per /°; atque recta per punctum hoc
et punctum b tam in / quam in p incidet; nec ullum punctum pree-
terea commune utrique est, nam tum utraque coinciderent. Patet simul
planum p quoque transire in alteram plagam.

3. Ad rectam e gquovis eius puncto perpendicularem dari patet (ex
Fig. 14. pag. 36); uti etiam e guovis plant puncto dari rectam ad
planum perpendicularem ; quum quodvis planum, puncto quovis in ¢
posito, primo ibidem generato congruere queat.

Sed quamvis e quovis puncto tam ad rectam quam ad planum dari
perpendicularem, inferius demonstretur: duas ex eodem puncto perpen-
diculares ad eandem rectam, aut idem planum, diversas non dari facile
patet; nam tum dus ille rectz cumn recta duo illa puncta in quee per-
pendiculares caderent connectente, tale triangulum efficerent, cuius ad
basim uterque angulus rectus esset. Hoc autem fieri nequit; quia si
duz rectz in eodem plano ad eandem rectam in eadem plaga concur-
rerent, idem ob generationes utrinque @quales et in altera fieret; ade-
oque recta utraque propter duo puncta communia coincideret.

4. Interim si recta ad Vc et V¢ [ Fig. 17.) duas plani rectas perpen-
dicularis fuerit, erit ad omnes adeogque ad planum per WO determi-
natum ipsum P perpendicularis. Nam sit c¢p L cl, et ¢q L cd; moveatur
fcp circa fc porro donec redeat, ita Dcq circa Oc; via ipsius cp erit (per
pag. 36) planum K complectens omnes perpendiculares, qua ex ¢ ad fc
fieri possunt; ita via ipsius ¢q erit planum  complectens omnes per-
pendiculares ex ¢ ad dc. Datur autem ex ¢ perpendicularis ad planum P;
atque ea tam ad fc quam ad dc¢ est perpendicularis. Sed eiusmodi recta,
quee ad Pc et D¢ simul perpendicularis sit, nonnisi una datur, nempe
sectio planorum K et {; adesse enim perpendicularis ex ¢ ad Icin X,
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et perpendicularis ex ¢ ad 0c in O debet; adeoque illa quee tam ad fc
quam ad dc perpendicularis est, tam in A quam in  adesse, id est
utrique communis esse debet. Consequenter recta ad fc et 8¢ simul per-
pendicularis, est ipsa ad P perpendicularis.

5. Est etiam planum guodvis p, in gquod perpendicularis ad P
cadit, ad P perpendiculare. Nempe angulus duorum planorum genera-
tur modo sequente: sint (Fig. 18.) ad rectam ab perpendiculares =qua-
les bc, fe in eodem plano P, atque ac=Dbe; et moveatur plaga plani
superior circa asb porro donec redeat; describent puncta d, f simulta-
neos arcus squales circulorum radii zqualis, propter generationes omnino
aquales. Ita si gh L ab, atque accipiatur pa=-eq, erunt moto schemate
circa p+q viz punctorum h et f simultanez =quales, ob generationes
equales: sed { eodem modo movetur, sive asb sive psq quiescant,
quum omnia simul quiescere debeant. Consequenter omnium perpendi-
cularium =qualium extremitates arcus simultaneos squales describent.
Est autem (pag. 15} quantitas anguli planorum via eiusmodi; quae si
quadrans sit, erit (pag. 17} planum ad /P perpendiculare. Patet hinc
quantitatem anguli planorum esse quantitati anguli perpendicularium e
quovis puncto sectionis eorum squalem.

6. Oritur autem anguli cuiusvis tam dvarum rectarum, quam duo-
rum planorum, per transitum cuiusvis in alteram plagam swus verficalis :
quos pro lineis rectis squales esse vel ita patet. Sint anguli hi vertica-
les # et v (Fig. 19.): si hi, moto @ circa ¢ donec extremitas arcum d
describat, non sint squales, erit unus ex. gr. # = altero », nempe y =>4
pro radiis « et 5 ®qualibus. Fiat z=d; erit per generationes =quales,
si « moveatur (in eodem plano intelligendo) circa ¢, donec arcum z=4
describat ; erit z quoque <C arcu quem extremitas ipsius [ interea de-
scripsit. Est vero manifesto arcus hic < d, propter transitum recta per
rectas 4, ¢ in plagam alteram. Consequenter esset z, quod =gd est,
minor arcu ipso d minore, Pariter patet, si v>>u esset; et pariter de
altero verticalium pari.

Atque rectis productis, quorum angulusrespectu quantitatis angulo plano-
ruin equalis est : manifesto etiam anguli planorum verticales zquales sunt.
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7. Plani per centrum spherae positi sectionem cum superficie sphee-
rica circulum radii radio spheerae mqualis, cirenfum maximum dictum,
esse (ex pag. 36) patet; queevis duo plana autem per centrum ¢ posita
se invicem in recta e centro eunte secare, cuius punctum p in super-
ficiem spheerze cadens circulis maximis e centro in utroque plano de-
scriptis commune est; et patet rectam eandem, utriusque plani secti-
onem, continuatam alterum quoque eorundem circulorum punctum
commune prabere.

8. Angulus vero circulorum maximorum spheera quantitas respectiva
fit per arcum, quo quantitas anguli planorum, in quz circuli illi cadunt,
exprimitur. Si igitur (Fig. 20.) a puncto p supra tabulam sito in duobus
circulis maximis quadrantes accipiantur, pa in uno et pb in altero: cir-
culi maximi arcus ab exprimet angulum eorum; nam pc sectio plani
pca cum plano pchb est, et propter quadrantes pa, pb anguli pca, pcb
recti sunt.

9. Hinc etiam arcus circuli maximi ad arcum ab perpendiculares
tn extremitate quadrantum concurrent, in ita dicto polo circult cuius
ab arcus est. Nam pc est ad ac et bc simul perpendicularis; adeoque
ad totum planum abc perpendicularis est; itaque (pag. 40! et plana acp,
bep sunt ad planum abc perpendicularia, adeoque angulus quadrantis
utriusque cum arcu ab rectus est. Consequenter arcus ex a et b ad ab
perpendiculares in p concurrunt. Patet autem schemate circa pc moto
arcum quemvis per a describi posse, et perpendicularem circulum e
quovis arcus ab puncto unum solum generari.

1o, St vero plana P et () se invicem ad angulum rectum secent
tn recta ab: e quovis puncto p ipsius P ad ab demissa perpendicula-
ris est perpendicularis ad O, atque e quovis punclo ipsius ab erecta
ad () perpendicularis in P cadet. Nam sit pb L ab; ducatur in plano
QO ad ab perpendicularis bf; erit angulus pbf rectus, quia P L ; adeo-
que pb ad duas plani O rectas nempe ab et bf perpendicularis, con-
sequenter etiam ad () perpendicularis est.

Quacunque perpendicularis autem fuerit ex a ad planum (, illa in
planum /P cadit; nam si extus caderet, ex eodem puncto a dus essent,

Bouval, Tentaman, 11, &
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quia per prazcedentia perpendicularis ex a ad ab in P cadens est ad 0
perpendicularis.

11. Denique st duo plana P et p secent se tnvicem, et utrumgue
perpendiculare sit ad planum Q, sectio priorum ad Q est perpendi-
cularis. Nam si P L O et simul p L O, sit A sectio planorum 2 et Q,
et a sectio planorum p et Q; secabunt 4 et a in () cadentes se invi-
cem; quia nisi secarent, nec plana ex .4 et 2 ad O perpendicularia
secare se invicem facile patet. Sit sectio rectarum 4 et @ in a, perpen-
dicularis ex a ad Q cadit per pracedentia tam in 2 quam in p, adeo-
que in sectionem solam planorum P et p, cui a commune est.

12. Quoad angulum quem recta ac facit cum plano /7, in quo centro
¢ sit descriptus circulus radio bc, supposito (sed inferius demonstrando)
bypotenusam esse catheto maiorem, et rectis crescenlibus e quovis
puncto eodem extra peripheriam ad eam ductis, angulum ad centrum
crescere : facile patet, nisi ac L P sit, esse angulum ach minimum (pag. 16).
Nempe sit b punctum, in quod perpendicularis ex a ad # cadit;
erit cathetus bc<< hypotenusa ac; tum radio bc descripto in P cir-
culo, erit quivis angulus dca>bca; nam concipiatur a omnino supra
planum dbc; erit in triangulo rectilineo abd angulus ad b rectus, quia
ab L P; atque hinc hypotenusa ad > ab. Concipiantur iam duo trian-
gula nempe abc et adc, et ponatur ¢ in ¢ et a in @, atque vertatur tri-
angulum utrumque (Fig. 21.) in eandem a recta ca plagam in P; patet-
que per supposita, esse angulum ach<acd.

§. 16.

Sed dicendum etiam (pag. 9) de planis et rectis se invicem, etiamsi
in infinitum producta sint, non secantibus est. Si (Fig. 22.) rectse ac et
bd ad rectam ab, sive in eodem plano sive non, perpendiculares fuerint,
nullum punctum commune habent (pag. 39); pariter si cabd circa ab
usque ad reditum moveatur, plana per rectas ac et bd, etsi infinitee con-
cipiantur, descripta nullum punctum commune habent; nam ibi aliqua
recta ac et aliqua bd productz secarent se invicem.
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Patet etiam, quod si duo hzc plana per tertium secentur, recte
illee, in quibus hoc priora secat, in idem planum tertium cadant, nec se
invicem secent; quia tum duo priora punctum illud, in quo he se invi-
cem secarent, commune haberent.

I. At queritur, num per punctum a solum planum prius detur, quod
planum inferius nempe viam rectze b0 antea dictam haud secet? Atque
heec queestio eo redit, num per a sola recta a detur in eodem plano
rectam DD non secans?

Aut solam rectam solumque planum in aliquo casu, aut innumera in
omni casu dari patebit.

II. Moveatur ab (efficiens cum recta bd angulum v, qui sit ex. gr.
= R, denotante R rectum) circa a (Fig. 22.) per quadrantem usque in
ac; aliquamdiu secabit ab tam quadrantem quam rectam bd semper
porro,-in ac perveniende autem non secat; dari igitur punctum aliquod
ultimum p quadrantis debet (per Tom. I. pag. 20}, per quod recta ex a ducta
talis est, ut quaevis alia interior secet rectam bd; illa autem ipsam non
secat, quia id in puncto aliquo recte bd esset, et recta bd e recta se-
cante in plagam superiorem transiens, innumera puncta haberet, in qui-
bus a recta circa a ulterius mota secari posset; adeoque recta af non
esset ultima earum, intra quas queevis secat rectam bd. Itaque af est
primo non secans. Sed queritur quantitas anguli ¥, nempe arcus bp?

Axiomatis Euclidei undecimi sensus est, quod si ad gwanfaevis
rectae ab extrema, in eandem plagam, rectz af et bd ponantur, guan-
tavis fuerit summa angulorum internorum u et v duobus rectis minor,
et utvis parfita: rect af et bd se mutuo secant,

Tria igitur hoc continet, quorum quodvis solum ad reliqua duo de-
monstranda ex asse sufficeret; nempe

1. si pro uno solo ab non sit << R, pro quantovis ab summa duo-
rum internorum # et ¥ pro quibusvis rectis se invicem primo non secan-
tibus ent = 2.4,

2, Si constaret summam internorum # et v dictorum omni dabili mi-
norem fieri non posse, etsi recta, ad cuius extrema in eandem plagam
positi sunt, quovis dabili maior fat, tum quoque certum esset in omni

[
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casu esse w+wv=2/K. Si nempe pro angulo utvis parvo » (Fig. 23.)
posset ap ita removeri, ut recta ex a ad angulum « posita primo non
secans ipsius bd sit, ultra bd quoque ad distantiam a'b, ab mqualem,
angulo # posito, erit rectarum ex a et a' se invicem (ut facile patet)
primo non secantium angulus uterque =uw, et summa internorum = 2x,
quod -—o. Eritque (ut patebit) ant semper quodvis =R, aut u-—o,
si ab-— oco.

3. Si constaret, quod si pro certis u# et v e finibus certze recte
secent recta se invicem, etiam ad angulos u—+2 et v — 2z ad fines rectz
eiusdem posite secent se invicem (nempe pro eadem internorum summa
utvis partita): tum quoque facillime constarent omnia.

Vix concipi posset tantum Geometram tale axioma ponere potuisse :
at in manuscriptis antiquis inter postulata positum repertum est. Nimi-
rum tota Geometria Euclidis quasi una propositio considerari potest,
si dicatur, Fosifo A poni G, (per A axioma XI, per G geometriam
intelligendo). At plane hoc, quod poni debeat, atque et contrarium zque
poni possit; nempe quum omnia reliqua axiomata, tam cum eo si {Fig. 22.)
u rectus sit, quam cum eo si eo minor sit (imo quantusvis sit ab R
inclusive usque ad o exclusive), 2zque subsistant: duo systemata oriun-
tur, prouti #== vel << R ponitur, utraque vera, unum sub conditione
quod si #= R sit, alterum posito #</: quamvis contraria respectu
eorum prodeant, quae a quantitate dicta ipsius » dependent. Imo prouti
quantitas ipsius # << R pro certa recta ab supponitur, eo respectu innu-
mera systemata oriuntur; qu# tamen certo respectu consentiunt, et
omnia sub systemate generali, quod suppositioni # << /& innititur, con-
tinentur ; ex. gr. (Fig. 23.) summa internorum pro rectis se invicem primo
non secantibus in omnibus -— o, si distantia -—co; ita summa angulo-
rum trianguli rectilinei -— o, dum latus quodvis -— oo £,

Si igitur utrumgque systema elaboratum sit, etsi per reliqua axiomata
indecisum maneat, quodnam reipsa locum habeat: dabitur Geometria eo
sensu, quod non solum quodvis dictorum systematum suppositive, sed
etiam inconditionate verum sit, duorum aliquod reipsa esse; ea tamen
cum restrictione, quod etsi constaret systema pro w <</ reipsa locum
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habere, eorum quantitas, quee plane a quantitate ipsius # recto minoris
determinata dependent, eatenus indecisa maneret,

Aliud est, si res non a priori, sed quoad praxim consideretur; et
(Fig. 22.) pro data ab, rectee ac, donec adhuc secet rectam bd, angulus
a posteriori mensuretur ; nempe tum saltem a posteriori constabit u a
recto, pro tantis lineis quas nobis tentare licet, haud multum differre.
Sed quidsi ab usque ad Sirium protenderetur, aut ulterius? Utcungue
sit; tempus ab seterno connata spatii soror, ei auxilio venit; et quum
motus corporum ccelestium calculis ¥ = /& posito innixis conveniant,
pro omni mensurationum nostrarum spheera in praxi eidem suppositioni
tuto conquiescere monet.

ITI. Omnia systemata nobis, si prester axiomata reliqua nullum po-
natur, subiective possibilia, id est e quibus unum tantum est, sed quod-
nam absolute verum sit, decidere haud valemus, generaliter comprehen-
dens, Appendicis Auctor rem acumine singulari aggressus Geometriam
pro omni casu absolute veram posuit; quamvis e magna mole tantum
summe necessaria in Appendice bhuius tomi exhibuerit, multis, ut tetrag-
dri resolutione generali pluribusque aliis disquisitionibus elegantibus, bre-
vitatis studio omissis.

Pro data quavis recta ab angulum # (Fig. 22.) geometrice construere
docetur in Appendice dicta: de quantitate ipsius x tamen, quamvis in
concreto quasi ante oculos stet, a priori decidi nihil potest, nisi quod
non © et non => R sit.

Ibidem porro in spatii scientia distingnuntur ea, quee a quantitate
dicta ipsius # non dependent; id est mque vera sunt, sive u = R, sive
quevis alia quantitas eius inter 0 et & ponatur: atque Trigonometria
spheerica, et quaedam alia, ut talia, demonstrantur.

Illa vero qua absolute a quantitate dicta ipsius # dependent, per
eiusmodi functiones determinatas ipsius # exprimuntur, que pro quovis
valore ipsius #, id est quicunque valor ipsius # reipsa fuerit, eo in. ex-
pressione substituto ipsi », quantitatem queesitam exhibent. Si ex. gr.
quantitas certa x=/f(u) in spatio absolute a quantitate ipsius » depen-
deat, et sit f(u) talis expressio, quee nonnisi ipsum # et quantitates da-
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tas complectitur : concipiatur abscissa a o usque ad R crescens, omnes
valores cogitabiles ipsius # (a o exclusive usque ad Tectum inclusive)
exhibens; et erigatur a fine cuiusvis abscissee, ordinata f{x) pro illo va-
lore ipsius u, atque pro #= R fiat ordinata valori illi ®qualis, quem
expressio pro u =/ capit.

Quum autem omnes ista expressiones quantitatum, in toto spatio a
quantitate ipsius # dependentium, cum reliquis axiomatibus zque sub-
sistant, quicunque innumerabilium valorum dictorum substituantur ipsi u :
ex lisdem axiomatibus quantitas ipsius # determinari nequit.

IV. Nihilominus tamen queestio suboritur : quidsi novum axioma de-
tur, per quod determinetur # ! tentamina idcirco quae olim feceram, bre-
viter exponenda veniunt, ne saltem alius quis operam eandem perdat,

Distinxeram ea, e quibus Axioma undecimum Euclidis demonstrari,
adeoque theoria parallelarum Euclidea stabiliri posset, in axiomata sifus,
in guantitativa, et intervalli, atque similitudinis.

I. Axiomata situs.

1. Summa duorum internorum, quas rectz in plani eiusdem plaga
eadem ad rectam positee faciunt, utcunque hec crescat, nequit continuo
decrescendo omni dabili minor fieri, nisi e se invicem secent.

2. Si (Fig. 24.) a z non capitur y, neque a z— v capitur y -+ 7. Hazc
est axiomatis Euclidei tertia pars, nempe eadem summa ad fines eiusdem
recta aliter partita.

3. (Fig. 23.) Si C ante finem temporis / dabilem quamvis portionem
spatii universi utvis infinitam (dummodo nullum punctum rects quee post
a ad dextram est incidat) complectatur, et ad finem temporis ¢ fiat C
ipsum spatium universum: id, quod e spatio preter C est, ante finem
temporis ¢ semper illi C, quod tunc est, absolute squale complecii ne-
quit. Duo spatia hoc pacto quaquaversum infinita, nullo puncto preeter
dimidiam rectam excluso, prodire videntur ; nisi XI axioma Euclidis ve-
rum sit {ut infra videbitur).
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I0. Quantitativa.

1. Si 4 habeat dimidia absolute @qualia: innumerabilia dimidia a se
invicem prorsus distincta, prioribus absolute squalia habere nequit.

2. Nullum A habet partes innumerabiles a se invicem prorsus distinc-
tas, quarum queevis ipsi 4 absolute aqualis sit.

3. Nullum A tale est, ut (pro #-—oc) —;—f queat ipsum .4 (uti est)
continere, nonnisi —‘?;i deficiente.

IIL Intervalli.

Si duarum linearum simplicium uniformium utrinque infinitarum, in
plano se invicem secantium, apertura (id est angulus ad punctum sectio-
nis) maneat utrinque constante quodam earundem linearum angulo sem-
per maior ante temporis / finem: in puncto experte temporis ipsum {
terminante una alteram transiliisse nequit.

IV. Similitudinis.

Spheera nulla per ullam gualitatem, preeter magnitudinem locumgue
ab ulla alia discerni potest.
Aut idem de guibusvis ducbus punctis in spatio dici potest.

Quovis horum posito, XI axioma omnino cum rigore demonstratur :
et aut aliquod horum wvel alicui ®quivalens adsumendum est, aut nulla
alia Geometria absoluta datur, nisi que in Appendice stabilita est; et
quee in omnem casum absolute vera, magni imo eo maioris pretii est,
guod nullum axiomatum propositorum simplicitate ceterorum Geometrize
axiomatum gaudeat. Si igitur nullum propositorum inter axiomata refe-
ratur, dabitur quidem Geometria, sed quantitas ipsius ¥ semper indecisa
manebit: fons purus veritatis in sternitate est, eoque nos per noctem sepul-
crorum in lucem allicit; quum mortalibus labiis inde haurire haud liceat.

Interim quantitativum aliqguod axioma in Geometria adsumere ne-
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cesse est: nempe quod sub iis axiomatibus, quibus relatio totius ad par-
tes exprimi solet, latet (Tom. I. pag. 52). Et hoc est sequens:

Quaevis portio spatii undigue terminata, tam ipsa quantitas finita
est quam superficies eius, si quantitas sit. Inde sequitur etiam guan-
titates respectivas eitusmodi finitas esse.

Hoc quasi introitum aperire videtur alicui axiomatum quantitativo-
rum : utcunque sit; quomodo ope cuiusvis dictorum demonstretur ¥ = R
esse, breviter referre, paucis primariis ab hoc independentibus suppositis
liceat.

a) Ex (Ax. 1, 2) facile sequeretur modo sequente : (Fig. 24.) si nempe
#+v << 2K, ad punctum O deinceps positis, residuum dicatur y; ducta-
que e quovis puncto f cruris anguli y recta ad ¢, angulus quem fc cum’
¢d facit, dicatur z; ponaturque ad ¢ supra z angulus ». Manifesto ya sz
non capitur, adeoque [per Ax.) neque y +v capitur a z+ v. Consequen-
ter pro internis ¥ et v -z sectio est; idque tanto fortius, si pro vz
angulus minor ¢ ponatur.

s) ‘Quoad reliqua : consideretur (Fig. 25, via extremitatis rectz 2a
perpendicularis ad A3 in eodem plano; accipianturque inde ab a inci-
piendo sive ad dextram sive ad leevam partes huius vie, quse L dicatur,
se invicem excipientes ab, bc, ¢ &' omnes inter se squales; ducantur-
que rectze ab, bc, cd €. Angulos omnes x propter generationes mqua-
les patet eequales esse. At quum puncta a, b, ¢, 0, . . . in recta esse
neutiquam constet, queeritur num x rectus vel obtusus aut acutus sit?

1. Si x rectus esset: tum (Fig. 26.) punctum linese L e meditullio &
ipsius Y generatum quoque in rectze ab meditullium ¢ cadit. Nam
recta meditullia &, ¢ connectens per generationes utrinque equales tam
ad € quam ad c angulos utrinque mquales adeoque rectos facit. Si iam
punctum lineze L per perpendicularem ipsi « squalem ex & erectam
in p aut q caderet: in casu primo fieret @ =&+ £+ /, adeoque a> R,
quia x=4#4-+/A=R erat; at idem a <R esset, quia p=R externus
interno @ maior est, uti suo loco independenter demonstratur; in altero
casu autem fieret =4, adeoque ¢ << R, quamvis externus 7 sit > =R,
Unde etiam a2l =&c esset.
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Atque eodem modo punctum linez L e meditullio rectee AL pari-
ter in meditullium rectee ac caderet; atque hoc per dimidiationes cuius-
vis dimidii in infinitum continuari patet. Tum vero nulla pars continua
line L ex a supra aut infra rectam ab cadere poterit; nam inter a2l
et perpendicularem e puncto quovis linez dictze ex a incipientis (et
omne punctum preeter a extra rectam ab habentis) ad 2B demissam
innumera linez eiusdem puncta per dimidiationem dictam generata dan-
tur in rectam ab cadentia. Essetque hoc pacto linea L eadem cum recta
abcd . . . (Fig. 25.); unde per inferiora omnia facile patent.

2. Si vero x acutus vel obtusus esset: tum abcd . .. talis linea e re-
ctis composita esset, cuius latera ab, bc, ¢, ... utrinque in infinitum
essent eequalia, et anguli quoque lateris cuiusvis cum pracedente latere
et sequente in eadem plaga squales essent. Si x << R, tum angulus re-
ctarum ab et bc inferior est <<2/; si x> R esset, tum ubigque superior
esset <= 2/0; potest quidem demonstrari x> & non esse; quia tum per
diagonalem a¥ duo triangula fierent, quorum summa angulorum = 4K,
adeoque triangulum daretur, cuius angulorum summa = 2R, (quia =4
in duas partes dispesci ita nequit, ne aliqua = 2 sit); hoc autem fieri
non posse, item independenter pluribus modis demonstrari potest. Sed
sufficit nunc linea dicta abch ... cuius per quemvis angulum duobus
rectis minor intelligatur : dicatur heec linea A

3. Manifesto vero linee A nullum latus ex. gr. ¢d ad dextram con-
tinuatum, partem ipsius A per perpendiculares ad 3B a puncto € ad
levam cadentes generatam, ita nec ullam perpendicularium porro ad
leevam cadentium secare potest: nam tam omnes perpendiculares dicte,
quam omnia qu# inter tales perpendiculares sunt, in plagam plani illam
cadunt, quee a € ad leevam est; itaque ut sectio dicta fiat, recta cd
per rectam &c alicubi preeter ¢ transire deberet, et tum cd in ¢€ ca-
deret.

4. Ita perpendicularis queevis & per verticem anguli ipsius 4 ex ¢
ad AB missa, angulum ipsum omnino bisecans, nullum preeter ¢ punctum
cum A (aut cum L) commune habet: nam si quod punctum p ipsius 4
adhuc cum €¢ commune esset, hoc p in perpendicularem e puncto

Botval, Testemes, [1. 7
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recte AB a € diverso erectam caderet; et si p etiam in @c caderet,
duee rectz ad eandem rectam perpendiculares concurrerent.

. S I_Fig. 27.) Rectze ab, ac, ad & ex eodem a ad extrema laterum
linez * ductz vocentur O, O, 0", ... et nomine generali dicantur Q;
atque sit @ angulum lineze /. quae ad a est bifariam secans, adeoque
p-f:l']:lﬂndlﬁl.llat‘is ad U2 per a: angulus abc est = bed = cde §9; sed quee-
ritur, quo cadat respectu alicuius Q latus sequens line= i? Primo sta-
tim bc infra ab cadit, quia (pag. 49) angulus duobus rectis minor acci-
pitur ; porro ¢d infra O’ cadit; secus enim aut in Q' aut supra Q' cade-
ret. In O non cadit; quia id aut intra ¢, aut ultra ¢ ex. gr. in [ esset;
et in casu posteriore angulus bcf>2R esset, in altero vero per cd
secaretur pars ipsius A ante generata (contra pag. 49). Idem fieret, si cd
supra ()’ caderet, fieri enim hoc inter Q' et c¢b deberet; nam si extra
cb caderet, angulus > 2R esset.

Demonstratione eadem semper ulterius applicata, patet quodvis latus
sequens infra rectam ex a ad initium eius ductam cadere.

6. Hinc si O circa a moveatur per bcde. . ., usquequo in Ua per-
veniat: omnino semper in ulterius punctum linese A veniet, adeoque
eam secabit aliquamdiu, ipsum 2a vero nullum latus linew /. secabit
(pag. 49); itaque ut supra (pag. 43) datur aliqua recta @' lineam A primo
non secans, intra quam quodvis @ angulum utvis parvum z cum @'
efficiens secat lineam A.

Sed tum etiam nullum latus lineze A (ex. gr. cd) ad dextram utvis
continuatum secat rectam (@ ullibi (ex. gr. in i}. Nam perpendicularis
e quovis puncto ulteriore (ad dextram) lateris cuiusvis utvis continuati
quoque semper ulterius cadit: namque ¢ a perpendiculari DD ad dex-
tram cadit; ita continuatio rectz de per perpendicularem ¢E transit ad
dextram, et perpendicularis e quovis puncto rectz huius, que ab o€ ad
dextram cadit, pariter ad dextram cadit; uti etiam perpendicularis e
quovis puncto rect®, qus per novam perpendicularem ad dextram
transit.

Itaque si sectio i fieret: tota def ... excepto puncto D intra triangu-
lum adi, adeoque inter perpendiculares a2l et i} contineretur quodvis
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punctum, et queevis perpendicularis generans ex eo ad 2[7} missa, et
ultra 3 nulla perpendicularis generans daretur. Idem valet quocunque
cadat i, atque etiam si abcdef... versus AB convexa esset (quod ut
dictum est, fieri non posse facile ostendi potest.

7. Manifesto autem hinc pro z utvis parvo, ex. gr. #-c:-%— pro # in-
tegro utvis magno, crura alicuius anguli constantis ¢, producta in infini-
tum etiam, inter crura anguli z continentur, Atque hinc si ¢ e vertice
in # partes squales dividatur, inter cuiusvis eiusmodi n-tee partis crura
quoque continebitur unum ¢ cum cruribus infinitis, et omnes hi anguli
¢ a se invicem prorsus distincti erunt, si in quovis E— ita accipiatur
z -:::—E:—, ut crura ipsius z e vertice anguli ¢ intra crura anguli -;f—
cadant,

Unde cum axiomate (II, 2) proposito, anguli » (pag. 43) quantitas >
aut << R consistere nequit. Consequenter % rectus est.

8. Hinc (Fig. 28.) si (ex Fig. 25.) a=Db2, et anguli ad 2[, a, B, b
recti sint, erunt anguli ey et o'+ ac 3, F (alterni dicti) quales,
uti externus ex. gr. (' interno opposito ;' mqualis, et qucunque recta
a8 secet ipsam AB et ab, summa internorum est duobus rectis qualis.
Nam triangula rectangula 2[a3 et bXa propter hypotenusam commu-
nem et cathetum a2l catheto bB zqualem sunt (per inferiora ab his
independenter) zqualia; adeoque

a=a et B=pf";

et hinc quia 3= /" nempe suo verticali, est etiam "= . Atque hinc,

quum

B'+y+a=2R,
erit etiam

A +y+a=2R.

9. Hinc item quodvis triangulum fuerit, (Fig. 29.) per verticem tali
linea ut in preecedentibus generata, erit

y=y, et B=§;

adeoque
a+f4+y=a+fF+y=2R
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10. Atque hinc

: d+y=f+a+y=2R;
e

d=a=+§;

nempe producto latere quovis trianguli, angulus externus est summe
internorum oppositorum sequalis.

11. Et hinc jam facile sequitur, quod si (Fig. 30.) summa internorum
<< 2R, tum recte secent se invicem. Nam si

u-+p+o+g=2R,

et Bb ipsam 2d primo non secans sit, erit tum recta e quovis puncto
a ipsius 2(d ad B ducta, angulus ad a trianguli UaB (per g) =qualis

2R—u—p=utptotg—u—p=o-+g,

essetque semper =>g¢; quod falsum esse patet (ex Fig. 31.): nam si
«=a, ita p=J, et ita porro cuivis novo lateri ex b ducto, e fine eius
in 2Ad@ =quale accipiatur: orientur triangula sequicrura se in infinitum
excipientia; in quibus

g==gy, F=3" ...

itaque angulis z, 2, 2" . . . generaliter z dictis, z-—o0. Nempe trianguli
@quicruri angulos ad basim esse sequales infra ab hoc independenter de-
monstrabitur.

12. Superius genmeratam Z (per definitionem pag. 1g) parallelam ad
223 esse patet; et iam hic posito axiomate dicto, manifesto recta ab
non secat rectam 3B, quevis alia per a ducta autem, quum ab aliqua
parte summa internorum <<2XK fiat, secat rectam ﬁﬁ; et manifesto da-
tur eodem modo parallela ad rectam quamvis per punctum quodvis,
eaque una sola est.

13. Atque hinc (Fig. 32.) si rectze 4, B secent se invicem in p, ubi-
cunque sit 4" ad A4 parallela, etiam A’ secatur a 5. Sit enim ex P
recta ad quodvis aliquod punctum q recte A’'; erit
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1 z+v4+u=2R;
SRR v+u<2R;
consequenter /5 ultra p, et A" ultra q continuate concurrent.

14. Pariter patet, quocunque moveatur 5 sibi parallele (ex. gr. in &),
rectas A’ et B quoque secare se invicem, et angulos z et £ in sectione
prima esse angulis # et £ sectionis posterioris quales.

15. E superius dictis autem sequitur etiam inter crura anguli utvis
parvi ¢ continuata in infinitum, angulum quatuor rectis quantovis mino-
rem, simul cum cruribus continuatis in infinitum, imponi posse, nisi
u=R sit ipag. 43).

Nempe inter crura anguli utvis parvi » (pag. 51) angulus certus
b= ﬂ, pro R rectum et = integrum denotante, imponi potest, adeo-
que etsi v=— .-5 fuerit; fiat id ad distantiam & a vertice anguli v = I b.
Atque hinc ﬁat (Fig. 33.) linea polygonalis abcd . . ., cuius latus quodﬂs
=d, et angulus quivis (duobus rectis minorem inttlligendu} sit

=2R——;—b.

Dicaturque « continuatio lateris ab efficiens angulum - & cum be, et
fiat ex b recta bb, ex ¢ recta ¢, ex D recta D' €2, singule angulum
I & cum latﬁnbus e punctis b, ¢, d, ... incipientibus efficientes, ut inter
crura cuiusvis - 95 ad distantiam 4 sit - !l -+ % b = b positum; queevis
litera greeca autem fuerit ad initium lateris alicuius, efficiens cum eo in
plaga dextra angulum aliquem p : recta ad finem lateris eius, cum conti-
nuatione eiusdem efficiens angulum externum =gp, insigniatur litera
greeca sequente; ex. gr. § efficiet cum continuatione lateris bc angulum
‘ &, ita y efficiet cum continuatione ]atens ¢® angulum 2. ; b, ita &
cum continuatione lateris d¢ angulum 3. b et ita porro, donec litera
greeca prodeat, quz cum continuatione Iatlms preecedentis efficiat an-
gu]um (4n —1) . % b, adeoque cum latere sequente faciat angulum
4n . —&—21?

Hamfcsm g in plano supra & et 7 supra g, ac @ supra 7 &, ac quse-
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vis sequens supra omnes precedentes cadit: imo si omnium rectarum
literis greecis denotatarum tantum pars a linea bede. .. in plagam dex-
tram cadens consideretur : queevis supra omnes preecedentes cadet; nec
illa, quee cum latere sequente 2/ facit, adeoque in recta erit, secat
ipsam @. Erit igitur tota hsec recta utrinque infinita inter crura ipsius
p = -;— b; nempe bb' est intra a@, ¢€ intra bF, Y intra & &.

Unde etiam (Fig. 34.) ad rectarum A, /& angulum utvis parvum o
efficientium, latus quodvis A potest talis perpendicularis poni, quz utvis
producta latus alterum 5 utvis productum secare nequeat. Sit enim
recta talis, que per precedentia etiam utrinque infinita inter crura anguli »
ab ea parte in infinitum producta maneat: demittaturque e quovis puncto
p ipsius C perpendicularis pq ad A ; cadet hec in plagam eandem cum
C, quia si in alteram caderet, fieret triangulum cuius unus angulus rectus
esset, alter autem obtusus, nempe ipsi » acuto deinceps positus; conti-
nuatio ipsius pq vero transit per C in alteram plagam, que pariter tota
inter crura anguli v continetur.

Atque hinc (Fig. 35.) inter crura anguli 2¢ (quod -——o si v-—0) non
solum totam perpendicularem &', sed a'c =ac facta, etiam angulum b'a'?
zqualem 4K — v simul cum cruribus infinitis imponi posse patet.

Si igitur ba circa a moveatur versus ac usquequo in ac perveniat,
atque priusquam ab in ac perveniat, accipiatur semper tale a, et tale a'b'
ad angulum ei quem ab cum ac facit =qualem, ut a'h’ et ab se invicem
haud secent; atque cogitetur semper spatium quod, si schema circa aa’
revolveretur, maneret a via ipsius ab ad leevam, et id quod a via ipsius
a'l’ ad dextram esset. Hoc pacto queevis spatii portio s nihil cum recta
ad' (saltem preeter punctum a) commune habens, manifesto alicui spatio
ad levam generato includetur pro v minore, quam angulus quivis,
quem recta ex a ad aliquod punctum ipsius s ducta cum aa’ facit;
atque a' sufficienter remoto, ad angulum v alteri v sequalem, aderit alte-
rum § quoque cum priore nihil commune habens. Unde applicatio Axio-
matis propositi (I, 3) patet; non tamen duo spatia prodibunt, nam dum
ab in ac pervenit, nascitur quidem totum spatium, sed a' in infinito dis-
parens nullibi amplius in temporis puncto experte ultimo reperitur; et



SECTIO PRIMA. 55

antea quidem quodvis punctum in spatium ad lavam inclusum est, sed
omne nunquam ante finem.

16. Ita facile demonstrantur sequentia:

1. Lineam uniformem Z (pag. 5o} nisi recta sit, extra lineam abcd. ..
fluere, cum hac (Fig. 27.) nonnisi puncta abcd ... communia habentem :
atque hinc applicatio (Ax. IIL) patet; nempe angulus quem continuatio
inferior ipsorum  cum L extus facit, infrorsum -—a, superius ad 2K'—a,
(si per R intelligatur angulus quem continuatio rectz a2l cum L facit),
et uterque est semper = ; inferior crescit continuo, superior decrescit,
et manifesto sunt anguli ad utramque continuationem cuiusvis () ®quales.

2. AB circa 2 sursum motum illico secat lineam Z, uti etiam quee-
vis perpendicularis ad a2l inter a et 2[; et statim post 2, ad dextram
leevamque secat ipsum L ad angulos utrinque zquales, a limite dicto a
decrescentes, et dato constante aliguamdiu semper maiores.

3. Manente a et remoto 2 in a2l semper porro deorsum in infinitum
simul cum perpendiculari AB, ac generatis super quavis AB cum per-
pendiculari a2l lineis L, et angulo, quem recta ipsam [ primo non secans
cum a2l facit, generaliter # dicto, atque etiam quovis centro 2 radio
a2l descriptis circulis: angulus #-—o0; alioguin recta pro certo angulo
perpendicularem utvis remotam secaret (contra pag. 54); porro lines
L solum punctum a commune habebunt, et descendent; circuli vero
idem punctum a solum commune habebunt, sed ascendent continuo,
gaudebuntque limite geometrico certo eodem: quem existere, uti et super-
ficiem per revolutionem huius lines circa a2l, atque utramque formam
uniformem esse constat; estque si XI Axioma Euclidis verum sit, linea
dicta recta, et superficies planusm ; in omni tamen casu tam linea hzec,
quam superficies, so/a determinatur in spafio.

Describi vero linea dicta motu puncti continuo potest modo sequente.
Sit prius (Fig. 36.) # = R, et moveatur ab circa a usque in ac; simulac
b in arcu « viam aliquam describet, illico dabitur aliquod ¢, unde erecta
perpendicularis primo non secans rectee ab est, et pro ca'=ca erit af’
primo non secans ipsius ab. Puncto b in arcu « porro moto vero pun-
ctum ¢ ab a incipjendu semper porro movetur: nam pro qur_wis puncto
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interiore ipsius « datur ¢, et quidem semper ulterius; nec ullum punec-
tum ultra quodvis ¢ ab a incipiendo est, cui aliquod punctum ipsius e«
non respondeat, et cuivis ulteriori puncto interius punctum ipsius a re-
spondet. Nam si ab primo non secans ipsius cf sit, interius ducta recta
secabit ipsam cf, adeoque illa perpendicularis, quam non secat, ulterius
esse debet; si vero aliquod ¢ esset, cui non responderet punctum ali-
quod interius ipsius «, tum perpendicularis ex a esset primo non secans
ipsius ¢P: atque tum pro recta ac verum esset Axioma XI; et tum de
omnibus facile demonstraretur. Potest igitur ¢ ex a incipiendo ita mo-
veri porro, ut mota ab circa a, adeoque mota b in «, donec u (prius
= K) fiat =0, cp semper tale sit, ut ab primo non secans illius sit:
atque hinc eadem ad a' applicando, poterit a' ex a ita porro moveri,
ut ab et ab’ queevis alterius primo non secans sit.

Atque iam moveatur (Fig. 37.) ab circa a versus a2l in eodem plano,
donec u (prius = &) fiat =o, atque interea in ab moveatur punctum b
semper porro, ita ut b’ in moto ab semper in loco dicto ipsi # respon-
dente sit: erit via ipsius b’ per motum hunc compositum /inea dicta.
Reliqua autem ultro patent; uti et ea que reliquorum axiomatum pro-
positorum quovis posito, rem deciderent: nec operz pretium est plura
referre ; quum res tota ex altiori contemplationis puncto, in ima pene-
tranti oculo tractetur in Appendice, a quovis fideli veritatis pura alumno
digna legi.
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SECTIO II.

PLANIMETRIAE PARS PRIMA.

*‘2ITI1I.

Sectio nulla est duarum rectarum, sirecta ab uno puncto unius ad
aliguod punctum alterius ducta, summa internorum in plaga eadem sit
duobus rectis =qualis.

Sectio nulla rectae ef circuli est, si perpendicularis e centro ad
rectam radio sit maior.

Sectio nulla dworum circulorum est, si recta a centro ad centrum
summa radiorum maior sit.¥

Sed de his heic ordinis gratia allatis, sub "21112121 (pag. 58) et in
supplemento post ‘2111211222 (pag. 66) dicetur; atque nunc sequitur:

2111211,

Si duse rectz punctum commune habeant, formam angularem oriri
e Conspectu Geometriae gemerali facile patet. Dictum etiam ibidem
est angulum esse quantitatem respectivam quoad arcum e« circuli e
puncto sectionis radio certo 7 (eodem pro omnibus) descripti inter
crura comprehensum; scilicet si peripheria tota sit p, anguli quan-
titas dicitur %, ut nempe angulus rectus, ut quantitas, sit = 4L

Patet vero pro duabus formis angularibus, qus congruere queunt,
arcum etiam congruentem describi, adeoque gquotum eundem prodire.

* (jucad sectionem nullam aut quamvis duorum circulorum vide Fig. 240, (Ex Erratis Ed. 1
Tom. 11, pag. 375)

Bocvar, Tentamen., I1, 8
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Ita conversim si arcus ab=ypq (Fig. 38.! centro radioque eodem, formz
angulares ach, pcq congruent. Nempe si forma pcq superimlpunatur ipsi
ach, ita ut ¢ in se maneat, et p in a cadat, atque arcus in eandem pla-
gam cadant : arcus pq ob generationes squales simul cum arcu ab incipit
continuaturque, nec prius aut serius desinere potest, quia tum pars zqualis
toti esset, quum circulus linea simplex sit. Consequenter ¢ in ¢, p in a
et q in b cadentibus, et rectze ac, bc cum pc, qc congruunt. Patet etiam
pariter q in a poni potuisse, quum circuli generatio ad leevam dextram-
que prorsus squalis sit.

Est etiam manifesto (Fig. 39.) omnium angulorum w, 2, 2, 2, g, quot-
vis fuerint, summa = I, nempe arcuum omninm summa est peripheria,
quee per se divisa quotum 1 dat. Ita quotvis %, », z fuerinl supra rectam
ab, summa est -:I!—; pariter infra ab.Si e meditulliis dimidiarum periphe-
riarum supra et infra ab ad ¢ recte ducantur, angulorum tam superius
quam inferius @qualis summa prodibit; adeoque et quatuor rectorum
summa est = I, et duorum rectorum summa =%. Consequenter summa
prior etiam guatuor rectis, et posterior duobus rectis sequalis dici potest.

Hinc anguli verticales sunt quales; nempe (Fig. 40.) u=7v et 2=p;
nam #—+p=2R=v+p, et hinc u=v,; ita z+v=v-+p. Nempe
(Fig. 41.) etiam recta 0T per rectam ab in alteram plagam transit: nam
in ab nullum aliud punctum -preeter ¢ habet; itaque nisi transiret, in -
eandem plagam e qua venit redire deberet; tum vero esset tam £A+u—+v
quam u=-;—, adeoque pars peripherie dimidize esset ipsi peripherie
dimidize zqualis. ’

21112121,

De tribus rectis, quarum nonnisi unum par est se mutuo (conti-
nuatione sufficiente) non secantium.

. g 1.
St angulus externus u aequalis sit intermo opposito v, sive allerni
u, v fuerint aequales, sive v+ 2z = 2R, quorum quodvis manifesto po-
nit reliqua duo: fum rectue ab et AB se invicem non secant Fig. 43.).
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Si enim DB et db secarent se mutuo, idem et in plaga altera fieret;
nam formae dbDZ et DAda congruunt recta DD ita posita, ut d formee
prioris in D posterioris et D prioris in d posterioris cadat, atque verta-
tur forma prior, donec in plagam plani leevam cadat; namque tum b
propter alternos z mquales in D[, et DB in da cadet, Tunc vero punc-
tum ipsis DB et b commune erit etiam ipsis dd et DA commune.
Consequenter ab et AB duo puncta haberent communia.

Hinc si A adD=2BD0 construatur (pag. 61), ab ipsi AB per d fiet
parallela.

§ 2

(Fig. 43.). Etsi externus minor, nempe v =u =« fiat: d¢ ipsam AB
secare nequit. Nam per ab prius transire deberet alicubi preter 9, atque
item duo puncta haberent ab et d¢ communia.

§ 3.

Hinc si duae rectae db et DB secent se mutuo: oportet externum
matorem inlerno opposifo v esse; nam si externus zqualis aut minor
esset, nulla sectio daretur (per §. 1 et 2). Pariter patet (Fig. 44.) externi
u verticalem eadem ratione esse altero p duorum internorum opposito-
rum maiorem; nempe si mquales essent, tum &) et AB non secarent
se invicem &,

Itaque trianguli lafere quovis producto, externus guovis internorum
oppositorum est maior.

§. 4.

Unde etiam swmma gquorumuvis duorum angulorum trianguli
est <2R.

ease [P e ut+z=2R;

sed
V="K,
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consequenter
v+z-<2KR.

Conversa huius, nempe quod rectz se invicem secent, si summa duo-
rum internorum duobus rectis minor fuerit, Axioma XI Euclidis est;
de quo iam in sectione prima actum est, atque in sequentibus ubique
supponetur.

§. 5.

Hinc perpendicularis acuto angulo obiecta cadit; secus enim trian-
gulum fieret, cuius unus angulus rectus et alter obtusus esset. Atque
hinc etiam patet ex eodem puncto duas perpendiculares ad rectam ean-
dem non dari; nam triangulum fieret cum angulis rectis duobus.

211121122,

Si trium rectarum nullum par sit se mutuo (continuatione suffi-
ciente) non secantium : oritur friangulum, quod si angulo recto gau-
deat, rectangulum, si obtuso obfusangulum, secus acutangulum audit;
et quodvis horum, si duobus lateribus qualibus gaudeat, aeguicrurum,
atque triangulum cuius omnia latera @qualia sunt, aeguilaterum audit.
Trianguli rectilinei latera angulum rectum intercipientia cafhefi, latus
angulo recto oppositum vero #Aypotenusa dicuntur. Quomodo geo-
metrice construi queant, mox dicetur.

2111211221,

§. 1.

Aequalitatem duorum triangulorum, et quidem ita ut lateribus zqua-
libus anguli zquales, et angulis =qualibus latera squalia respondeant,
generaliter ponsf quodvis sequentium :

1. duo latera cum angulo interceplo,
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2. unum latus et duo anguli, si unus adiacens adiacenti, et alter
aul adiacens adiacenti aut non adiacens non adiacentt aegualis sit,

3. fria latera tribus aegualia.

Casus 1. (Fig. 45.). Si A&L=ac, atque AB=ab et simul )\ EAB=cab:
superimponatur triangulum cab ipsi €AY, ita ut a in 2 et b in B cadat,
et vertatur in eandem plagam; ac nec supra nec infra A€ cadet, quia
anguli ad a et 2| sunt =quales; cadetque etiam ¢ in € propter AC = ac.
Consequenter etiam recta bc congruet cum B, quum duo extrema
congruant.

Casus 2. (Fig. 46.). Si 2183 = ab, atque anguli ad 2[, B angulis ad a, b
mquales sint: superimponatur triangulum abc ipsi ABE, ita ut a in A
et b in B cadat, vertaturque in eandem plagam; cadet at in AT et
bt in BE propter angulos dictos wmquales. Consequenter ¢ extra €
cadere nequit, secus enim duze recte duo puncta haberent communia.

Ita (Fig. 47.) si AB =ab,atque \wada=Awad 2, et \ach=AALCB;
superimposito triangulo abc ipsi ABE, ita ut a in 2, b in B, et af in
A€ cadat; ¢ nonnisi in € cadere potest; nam r >z >/ (pag. 59).

Casus 3. (Fig. 48.). Si ab=23, ac=2CL, bc = BL: superimponatur
triangulum abc ipsi ABE, ita ut a in 2, et b in B cadat, vertaturque
in eandem plagam; et describantur centro a radio ac et centro b radio
be circuli: nisi ¢ in € cadat, aderunt circulorum dictorum in plaga
superiori duo puncta communia; itaque manifesto lisdem peripheriis et
inferius duo puncta communia parient sectionem peripheriarum duarum
ad minimum quatuor punctorum; quod fieri nequit, quum maximam
earum sectionem nonnisi duorum punctorum esse iuxta ordinem in
*21112121 (pag. 81) demonstretur, quod hic quoque statim perlegere licet.

Hinc s¢ (Fig. 38.) ¢ q radio ba secetur arcus qp in p, fiet angulo qcp
angulus bea aegqualis.

§ 2.

Triangula dicta, nempe aeguicrurum, aeguilaterum, rectangulum,
obtusangulum, aculangulum construi geomelrice possunt; nempe:
1. Si (Fig. 49.) centro a et radio » dimidium recte ab excedente, ac
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centro b item radio » fiant circuli, hi secabunt se alicubi; nam sit
ac=ch, et r=af=Dbe=D>b¢'; erit ¢ punctum peripherie centri b, et f
punctum peripherize centri a; atque ¢ punctum internum peripherize
centri a4, quia a2 <<af; dum igitur centro b radio be scribitur circulus,
punctum ¢ ut in ¢ venire queat, e circulo priore egredi debet, nam ¢
extra illum cadit, quia a¢'>r. Transitus iste autem in recta ab fieri
nequit, quia partes ex a et b nonnisi in ¢ eequales radii esse possunt.
Si igitur O sit sectionis punctum, patet ad=db=r esse.

Ita si »=ab accipiatur, latera omnia manifesto @qualia sunt. Et si
r > ab accipiatur quoque, manifesto sectio fit, et triangulum aequicru-
rum in omni casu,

2. Rectangulum triangulum construi posse patet, si perpendicularis
construatur. Hoc wvero ft sive e puncto ¢ quopiam recte erigendo,
sive e puncto 0 extra eam demittendo perpendicularem.

Prius fit (Fig. 50.), si centro ¢ radio quovis sit circulus, et ca=chb;
atque radiis eidem » =qualibus (ut antea) centris a, b fiat circulorum
sectio in D: erit enim triangulum adc="bdc, quia ac=bc, dc=0c et
ad = 0b=r; consequenter angulus acd=bcd.

Alterum vero fit (Fig. 51.), si ex D puncto supra 2B fiat recta ad
quodvis punctum p infra AB situm, fiatque circulus centro d radio dp;
manifesto transibit p per rectam UV tam ad levam quam ad dextram
eundo usque in P’ pro dp=>0p". Fiat hoc in a et b; fiatque centris a
et b radio eodem » (ut antea) intersectio sive in ¢ sive in f: recta per
O et intersectionem erit perpendicularis ad AB. Nam ae=be, ad=D5d,
ed=ed; itaque triangulum ade=Dbde, et quidem ita, ut d in se et ¢ in
se manentibus, triangulum ade verti possit, usquequo a in b cadat; tum
vero et quodvis aliud punctum rectz D¢ adeoque et q loco suo priore
manet ; consequenter D in d, q in g, et a in b cadentibus, anguli ad q
manifesto @®quales sunt. Pariter sunt triangula adf et bdf equalia, et
manentibus d et | (adeoque et q} superimponendo, d in D, q in q, et a
in b cadere potest. Rectam 0% per ab transire inde patet, quod recta e
Jigurae cuiusvis puncto inlerno utringue egredi, duogue ad minimum
puncta communia cum figura habere debeat. Etenim si centro [ radio
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quamvis rectarum, quee a F ad punctum aliquod figuree est, excedente
circulus fiat, recta ex [ dicta in aliquam diametrorum cadet, qua utrin-
que e circulo exit; adeoque radius e puncto figuree interno F ad punc-
tum extra figuram situm transit alicubi; pariter radius alter diametri
eiusdem ; in eodem figuree puncto vero radius uterque transire nequit,
quia tum recta rediret. Itaque et recta e puncto interno trianguli abd
transit in duobus punctis; sed unum O est, alterum vero nec in da nec
in 0b esse potest, quia tum due rectz duo puncta haberent com-
munia.

Patet etiam per df angulum adb, uti per of rectam ab bisecari.

3. E quovis puncto B (Fig. 52.) sit recta : triangulum fad obtusan-
gulum est; nam z> R (pag. 59).

Acutangulum autem praebet etiam squilaterum, quum statim probe-
tur etiam angulos esse mquales, adeoque quemvis recto minorem. Sed
inferius etiam nota rectarum e quibus triangulum construi potest relata,
mox etiam nota e quibus dignosci queat, num triangulum rectangulum,
obtusangulum wvel acutangulum sit, exponetur,

§ 3.

Trianguli squicruri et rectanguli primarize quaedam proprietates refe-
rendz veniunt.

1. Trianguli aequicruri anguli ad basim sunt aequales, et si anguli
ad basim fuerint aequales, crura sunt aequalia, ac recta ¢ vertice ad
meditullium baseos ad hanc perpendicularis est.

Prius patet (Fig. 53.): nam si ac=Dbc, congruet triangulum bca tri-
angulo ach ad levam, propter ac=b¢, ch=ca, atque tertium latus tertio
sequale (pag. 61). Consequenter ¢ in ¢, b in a, a in b cadente, ' con-
gruet cum w.

Alterum quoque patet (Fig. 54.) triangulo bda ipsi ach ita superimpo-
sito, ut b in a et a in b cadat; cadet enim propter adiacentes zquales
(pag. 61) d in ¢, adeoque db in ca. Sed eodem modo potest triangulum
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abb ipsi ach superponi, ita ut a in a et b in b cadat; atque tum erit
ad = ac. Consequenter ac=Dbd=ad.

Tertium quoque ex (Fig. 55.) patet ; nam si ad =2bdb, ac=bc, et de=dc,
est triangulum adc = bdc.

2, In triangulo reclangulo hypolenusa ac est maior cathefo; imo
et hypotenusa quaevis ullerior est maior (Fig. 56.).

Est enimvero ¢ extra circulum centro a radio ab scriptum, ita b
extra circulum centro a radio ac factum cadit. Nam si ¢ non extus cade-
ret, esset aut in peripheria puncti b, aut intra eam; prius fieri nequit,
nam tum pro bc'=Dbc, et ¢’ in peripheriam eandem caderet, in qua ad-
huc duo puncta nempe b, ¢ sunt (contra pag. 81); sed neque intra peri-
pheriam cadere ¢ potest, nam tum (pag. 62) e circulo in duobus saltem
locis egrederetur, adeoque recta bé preter b adhuc haberet punctum
commune, atque punctum rectz bc ad eandem distantiam ad levam
pariter in peripheria radii ab esset, et recta circulum item in pluribus
quam duobus punctis secaret,

Pariter patet 0 extra circulum centro a radio ac factum cadere: quum
secus rectee bc prter punctum ¢ adbuc aliquod punctum recte cd
supra ac, et ad levam tertium ad distantiam a b eandem commune
cum peripheria puncti ¢ esset.

Hinc item friangulorum rectangulorum aequalitas per catheti hy-
potenusaeque aequalitatem ponitur. Si enim cathetus ipsi ab et hypo-
tenusa ipsi ac equales fuerint, superimponendo patet ex a hypotenu-
sam in ¢ cadere; omnes aliz enim maiores minoresve sunt.

§ 4

Hinc summa laterum trianguli quorumuvis duorum a ef b est ma-
1or lertio,

Nam aut anguli ad latus tertium ambo acuti erunt, aut alteruter
rectus vel obtusus est. Si ambo acuti fuerint (Fig. 57.), perpendicularis
d ad latus tertium e vertice opposito inter a et b cadit; atque tum
a>c et b>¢ (per precedentia); itaque a+b>c—+c,
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Si vero (Fig. 58.) a'Le¢, tum 4 solum quoque est >¢—¢'; tanto for-
tius a'+b=>c+¢. .

Item pro z obtuso # acutus est, cui perpendicularis e vertice ob-
iecta cadit; adeoque 4 solum etiam maius latere tertio ¢’ est, quia d>c-¢';
et tanto fortius est a + &6 >¢'.

Unde manifesto friangulum nonnisi ¢ talibus rectis construi polest,
quarum binarum quarumvis summa tertia recta maior est: atque ex
omnibus talibus a, 4, ¢ construi potest, si ex una extremitate ipsius a
radio &, et ex altera extremitate radio ¢ circuli fiant; fiet enim (iuxta
pag. 62) intersectio, e qua ad extrema ipsius @ ductis rectis, triangulum
petitum factum erit.

Sed patet etiam (Fig. 59.) e puncto trianguli interno rectis ad extrema
baseos B ductis, Jaferwm extimorum summam esse summa inferno-
rum maiorem,

Nam
a+d>=b+g
et
c+e>f;
adeoque
a+d+cte=b+c+f;
unde
a+dite=b+f

At U=>u, V>v; adeoque U+V>u-+u.

§. 5.

Si hic (pag. 51) dictum legatur, erit in postérum semper summa om-
nium angulorum trianguli cuiusvis duobus rectis squalis; atque pro-
ducto latere quovis angulus externus summe internorum oppositorum
sequalis.

Bowyal, Tentsmen, 11, 9
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2111211222

Laterum angulorumgue oppositorum dependentia mufua primario
illa se offert, quod /lateri madori angulus maior, et angulo maiori
latus maius opponatur,

Duorum laterum alterutrum aut recto vel obtuso opponitur, aut non.
Quoad casum primum, si (Fig. 60.) latera sint hypotenusa a et cathe-
tus ¢: est @ =, estque angulus ipsi @ oppositus rectus /&, adeogue ma-
ior quovis alio. Si obtusus sit, uti z: est quovis reliquorum maior, atque
etiam &> a', et d=>c-+¢ adeoque &>

Quoad casum secundum autem demittatur e sectione duorum illorum
laterum perpendicularis # ad tertium; cadet hec utrique acuto u et v
obiecta ; sit 5> a, cadet pro recta ad dextram ipsi ¢ ad levam =quali,
b ulterius ad dextram; nam a'=a, et hypotenusarum ad dextram non-
nisi ultra @' cadens ea maior est. Itaque fit # > v, nempe externus ma-
jor interno; sed huic » sequalis est alter ad levam; adeoque uti §>>a,
est etiam u > 7.

Conversa quoque patet: nam qualiavis fuerint » et v, si u >w, ne-
cessario et 8 >a; quia secus esset aut f=ga aut @a>>5, atque in casu
priore esset ¥ =y, in posteriore v >>u.

‘Qustio hinc suboritur, num duplo lateri duplus angulus obiiciatur €
facile patet dependentiam non talem quidem esse; sed ultro subvenit
queerere, qualiter tamen angulus latusque oppositum a se mutuo depen-
deant; atque ista disquisitio originem Trigonomelriae planz dedit.

Supplementum numeri 211111,

Recta cum circulo nil commune habet, si perpendicularis e centro
ad eam radio maior sit: nam quzvis alia recta ad dictam e centro ducta
est hypotenusa catheto maior (pag. 64).

Nec circulus cum circulo quidquam commune habet, si centrorum
&, ¢ distantia summam radiorum excedat: nam si punctum p commune
esset, hoc aut in recta &, aut extra eam esset; prius fieri nequit, nam
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€c> se ipso esset; mec posterius fieri potest, quia in triangulo Epc
Cp+pc> & (contra hypothesim).

21112113,

Sequuntur guafuor rectae: quarum si nullum par sit parallelum,
quadrilaterum f#rapezoides dictum oritur.

Si duo paria parallela fuerint, quum sectio supposita sit, aliqua recta
« paris unius secabit aliquam @ paris alterius; atque tum parallela ad
@ gquoque secabit tam ipsam f, quam eam quee ||/ est; secus emim
facile patet, rectam utrinque infinitam duarum rectarum se mutuo secan-
tium utrique parallelam esse, atque tum summam internorum in paralle-
lismo dari minorem duobus rectis. Oritur antem hoc pacto parallelo-
grammum, cuius species referuntur (in Tomo I. pag. 14).

§ 1.

Quodvis parallelogrammum per diagonalem in duo triangula
aequalia dispescitur.

Nam (Fig. 61.) diagonalis latus commune est, et propter alternos v,
v et m, # sequales, anguli adiacentes in uno triangulo adiacentibus in
altero squales sunt.

§ 2.

Utcungue fuerint ductae ae, bd (Fig. 62.), si centro ¢ radio ca abse-
centur ca, cd, ce, cb aequalia: abed est rectangulum.

Nam quodvis par triangulorum verticalium est @quale per angulum
inter latera mqualia interceptum verticalem; hinc ab || be, ab || de, nam
alterni sunt =equales; itaque 4u +4v=4R, quia quadrilateri omnium
angulorum summa est summa angulorum omnium triangulorum, in qu
per diagonalem dispescitur, nempe = 2.2R. Itaque » +7 =R, et omnes
anguli a, b, ¢, d sunt mquales. Si angulus acd = R tum v + v = R,
v=-= R=u, hinc ad=ab, nam triangulum bad =quicrurum fit; est
igitur abed guadratum.
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Patet autem, punctum a ubivis in dimidia peripheria radii ac fuerit,
ductis rectis prioribus ace, ad &, esse w4+ v ad a item rectum; adeoque
angulus in semicirculo, ut dici solet, nempe cuius vertex in peripheria
est et crura per extremitates diametri eunt, recfus est.

Si vero acd rectus fuerit, atque cd=cb, et ca quoque =c¢, sed ac
non =0, tum oritur rhembus; si acd non sit rectus, tum sub condi-
tione dicta fiet rhomboides. Quadrati rhombique alia constructio e
(Fig. 91a, 4, ¢, d) patet.

§ 3

St ab || ez =cb, etiam (Fig. 61.) ac|| e/ =Dbd.
Nam triangulum abc=0ch, per duo latera cum angulo intercepto
@qualia ; itaque et alterni v et v sunt =quales, et ac|| et =bd.

§ 4.

Intersectio ¢ duarum diagonalium (Fig. 63.) quamuvis rectam per c
ductam bisecat.

Nam triangulum fcd=gch; nam anguli ad d et b sunt alterni, ita
ad f et g; ¢d vero =cb, quia triangulum dce=Dbca. Est etiam mani-

festo afgh=-eafd.

TAITIZITR22.

St unum par parallelum per alterum non parallelum secetur, pre-
ter frapezium fiunt sequentia.

§. I.

Sit (Fig. 64.) par parallelum ¢ et C, par non parallelum 4 et B;
posteriores se invicem secabunt, et formabuntur duo triangula adc et
ARBC sibi invicem sequiangula; nam angulus unus communis est, et an-
gulus ac externus interno angulo 4 C opponitur, ita angulus ¢ ipsi an-
gulo BC. Sit pro n, m integris, a = nu et 4= mu +w pro w=o0 vel <u,
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atque fiat a vertice incipiendo usque ad finem m-ti w, ab extremi-
tate cuiusvis u, una parallela ad B et altera ad C. Facile patet ad a
numero s, ad A numero m oriri hoc pacto triangula, quee inter se
®qualia sunt: nam unum latus » est in guovis, atque anguli adiacentes
sunt @quales, nempe in quovis triangulo unus est internus externo oppo-
situs, et alter externus interno oppositus. Patet quoque, quod si trian-
guli ad verticem latus ad dextram sit v et basis sit ¢, esse a=nu,
b=nv, c=nv', et A=mu pro w=o0, atque 5=mv, C=mv', per
parallelogrammorum ibidem exortorum latera opposita mqualia.

Quum vero
b

m:‘;%. A< ac w'=%;

crescenteque # in infinitum, manifesto w-—o0, A-—o, v~—0; sed etiam
#-—0, quia e fine ipsius » ducta ad A parallela patet v’ secari, adeoque
#<<7. Consequenter typum proportionis applicari patet, essetque

Aca=B:d=C:c¢.

§. 2.

Hinc si in duobus triangulis duo anguli sint duobus angulis
aegquales, latera prouti aegualibus angulis opponuntur suni propor-
tionalia. 1d est per aequalitatem angulorum ponitur laterum proporiio,
uti conversim per lalerum proportionem ponitur aequiangulitas trian-
gulorum. Sed ponitur preeterea generaliter in triangulis laterum propor-
tio simul cum angulorum illis oppositorum equalitate, quod per simi-
litudinem exprimi solet, per duo latera in iis ducbus proportionalia
cum angulo inferceplo aequali; et pariter si latera unius sint a, &, ¢,
et alterins A, B, C, ac singula utrinque in infinitum producta concipi-
antur, atque sive a || 4, &|| B, ¢|| C, sive a ad 4, & ad 5, ¢ ad C per-
pendicularia sint, erunt

Nab=\ AB, Nac=/\ AC, et Nbc=)\BC;

adeoque triangula similia. Quingue igitur hae conditiones similitudi-
nis triangulorum, nempe quarum queevis sufficit, exponendee veniunt,
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I. Nam quoad primum, sit (Fig. 65.)
NAB=MNab, NAC=\ac;

tum etiam tertius squalis tertio.

Sit @ <A ; nam si a=., patet, secus autem alterutrum est minus
altero. Ponatur @ super 4, et angulus ab super angulum AZB, sit y
in fine ipsivs a parallelum ad C; orietur Aaxy= Aadc; nam angulus
ad finem ipsius @ erit externus interno angulo 4 oppositus, qui est
= M\ac per hypothesim ; adeoque latus @ cum duobus adiacentibus an-
gulis in utroque triangulo sunt squalia.

Itaque cum trianguli axy latera sint proportionalia lateribus maioris
trianguli, sunt etiam trianguli adc latera iisdem proportionalia.

II. Altera similitudinis triangulorum conditio generalis, nempe con-
versa prioris est, si

A:a=8:=C:c.

Fiet enim, parallela ad C ex fine ipsius a ducta,

adeoque
-

uti &; et
=BG
=4

uti ¢; itaque x=25, et y=c, atque Aaxy=~Aabc; est ergo et hoc uti
illud eidem triangulo 4.8 C mquiangulum.
111. Tertia conditio similitudinis generalis est, si (Fig. 65.)
A:a=8:5 ac NAB=Aab.

Ponatur nempe triangulum aédc ita super ABC, ut a in 4 et angu-
lus ab super angulum AF cadat, sitque y || C; erit A:a=F5:x.
Consequenter et hic ut in precedentibus erit x=4; adeoque
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Haxy=~»Aabc; et hoc quogue squiangulum ipsi triangulo ABC, uti
triangulo axy est.

Hinc autem modus oritur %-tum rectae cutusvis C geomelrice ex-
hibendi, adeoque C per ’ifi geomelrice multiplicandi, aut per ’:Ti divi-
dendt., Sit ex. gr. (Fig. 647) n=2, m =75; ponatur ad initium ipsius C
ad quemlibet angulum recta indefinita; item ab initio ipsius C ponantur
in rectam dictam rectee # qualesvis mquales se invicem excipientes nu-
mero m, atque inde, ubi desinunt, ponantur retrorsum numero n; erit
parallela ad C e fine n-tee partis, usque ad rectam e fine m-tee partis
(antrorsum) per extremitatem alteram ipsius C ductam, recta qussita,
Ex. gr. si A=mu, et a=nu, erit et C=mv, et c¢=nv, adeoque ¢
recta queesita est. Patet autem parallelam pro n» = infra C' cadere,

= =C.
et pro #==1 esse ¢ ==

1V. Quarta conditio generalis similitudinis triangulorum. Sit (Fig. 67.)
&c ipsi C parallela; erunt anguli partim ob verticalitatem partim ob pa-
rallelismum illi, qui adscripti sunt; et erit in illo puncto sectionis recta-
rum commune germen quasi omnium triangulorum, quorum latus unum
ipsi A, alterum ipsi B, tertium ipsi C parallelum est.

Nam €¢ motu parallelo in quamvis rectam ipsi C parallelam perve-
nire potest, adeoque in ¢ quoque; Bb in quamvis ipsi A parallelam,
adeoque in b quoque; da in quamvis ipsi A parallelam, adeoque in a
quoque. Si duze rectee sint duabus parallelee, illarum angulus est =qua-
lis angulo harum (pag. 53); itaque

Nab=NAB, Nac=N\AC, et Nbe=A\BC.

Sed 4 cum B facit angulum z et alterum deinceps #~+v; 4 cum
C facit » et alterum v=+2z; 5B cum C facit » et alterum z -+ u. Dica-
tur Z deinceps ipsius 2, et I deinceps ipsius », ac L7 deinceps ipsius u;
certum est in triangulo abc esse angulum gb aut =z aut =2, ita an-
gulum ac esse aut u aut I/, et angulum &c¢ esse aut v aut V' itaque
sunt sex literz, tres minusculz tres maiusculz nominis eiusdem
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z, £=8+70
v, V=z4u
u, U=z-+v.

In triangulo duo deinceps esse nequeunt, adeoque litera parva et
magna simul non accipiuntur: erunt itaque combinationes sequentes,
zavyu; ZV,U; 2,0, Uy 5,0, Vi v, 0, Z; ZV, u; 2 U, v;
V, U, z; quarum prater primam et illas, in quibus una tantum maior
litera est, queaevis summam angulorum trium dat duobus rectis maiorem ;
nam in triangulo 45 C est u+v—+2=2R, et substituto valore cuius-
vis literee maioris ex. gr. Z-+V+u=u+v-+z-+u-u patet excedi
u + v+ 2, adeoque duos rectos; sed si una tantum maior litera sit, ex.
gr. £+ u+v=wu-+v+u-+v=2u-+2v, hoc potest esse =2R, si
u+v=/R=z adeoque z et £ duo deinceps =quales.

Itaque in triangulo abc angulus @b nonnisi =z, angulus a¢ nonnisi
= u, et angulus ¢ nonnisi = v esse potest.

V. Quinta conditio similitudinis triangulorum sequitur. (Fig. 68.). Sit
ab=ga, bc=b, ca=c.

Quum in triangulo dentur duo acuti, sit # ad b acutus; fiatque e
lateris cb puncto f interno perpendicularis th ad ab, fiatque e puncto
huius interno 2l perpendicularis Ul ad ac, et Ar Lch; atque productis
Ar, 2Al, cb, th, moveatur perpendicularis 2r super b&, In triangulo Bhb
est angulus ¢ << R, gaudetque suo verticali ¢, adeoque propter summam
internorum << 2R fit triangulum eBf, in quo est w'+¢=R, at in tri-
angulo Bhb quoque est ¢ -+u=R; itaque «'=u.

Est porro v'+~x=2R, sed in quadrilatero lah est v4+-x=2R;
adeoque v'+x=wv-+x, et hinc =9 Est igitur ¢'+u'<2R, quia
v+u<<2R est. Consequenter fit triangulum AUBEL, et in hoc tertius
angulus z'= tertio nempe z in triangulo abc.

Consideratis autem trianguli ABE et abc lateribus angulisque dictis,
patet cuivis angulo unius ex. gr. a lateribus 4, B facto esse illum alte-
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rius trianguli qualem, qui a talibus lateribus a, & efficitur, ut a 1 A4,
et 5.L.5 sit pro AV =4, BL=B.

Applicetur iam preecedens: est (Fig. 69.) r|| BE, quia e figura
preecedente sunt Ar et Ce ad idem be perpendiculares; unde per angu-
los alternos verticalesque patet germen trianguli cuiusvis a'd'c’, cuius
latus &' || 4, &'|| B, ¢'|| C, esse ad 2[, ut antea; adeoque omnia ibi dicta
locum habere, quum quodvis A4, quod perpendiculare ad a =ab est, pa-
rallelum ad AV sit, et quodvis 7, quod perpendiculare ad &=Dbc est,
parallelum ad 2a sit, ac quodvis C, quod perpendiculare ad ¢=c¢a est,
parallelum ad €2 sit.

§. 3.
A:a=H8:5
autem (in §. 1. pag. 69) sequitur etiam
a:A—a=5b:B—b;
nempe segmenta crurum per rectam basi parallelam facta in pro-
portione esse,
Conversa quoque huius valet: nempe si segmentfa sint in propor-

tione, recta secans parallela fit.
Nam (Fig. 66.) si

Ex

a:a=¥8:5,

nec tamen ¢ || C, fiat parallela alia £ supra vel infra ¢, et sit pro £ ex.

gr. segmentum x; erit
ad:a=b+w:ax,

et hinc
x= %{b’+ @) ;
sed ex
a:a=¥b:5
est
b'—"?t:i "E",

unde x> b, nempe pars = toto. Pariter patet, si parallela infra ¢ cadat.
Estque manifesto (Fig. 70.) ubivis accipiantur [, i, quum «:a=g: 2 sit,
¢m recta per ¢ ad ab paraliela.

Borva:, Teotamen. I1. ]
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§. 4.

(Fig. 66.). St A:a=C:¢c, ef una extremitas rectac ¢ ad C paral-
lelae sit in A ad extrvemilatem ipsius a: altera in B eril.

Nam parallela ¢ producta secat rectam 5; fiat ctw ex c; erit

A:a=C:¢=4w, atque hinc c::[:m:-ﬁf ; sed etiam c=%;z (per
A:a=C:c suppositum). Est ergo ¢+ w=¢, adeoque w=o.

§ 5

Si A:a=U2B:b, est etiam A:B5=a:b; adeoque si 4=nu atque
B =gmu pro n, m integris: est etiam @ =nv et d=wmwv. Hinc si 4 con-
tineat # milliaria, atque B contineat m milliaria: et a continet # milli-
aria minuta, atque & continet m milliaria minuta, si nempe pars n-ta
ipsins @ dicatur milliare minutum.

Atque etiam si in triangulis A8 C, abe, A=n milliaribus, B=gm
milliaribus, et C'=u milliaribus, atque a=m=n pollicibus, & =m pollici-
bus, ¢=u pollicibus : patet esse

A:B=a:b et A:C=a:c;
adeoque

A:a=8:8 et A:a=C:¢;
consequenter tria latera tribus esse proportionalia; atque triangula 45C,
abc esse similia.

Imo etiam si in triangulis A5 C, abe fuerit

Aia=u:v,
(seu brevius unum latus uni proportionale, nempe uti # ad ), et angu-
lus ipsi B oppositus sequalis erit angulo ipsi & opposito, atque angulus
ipsi C oppositus zqualis angulo ipsi ¢ opposito: tum etiam

B:b=u:v et C:c=u:v

Ad:a=FB:6=C:¢

Nam tum est

adeoque guia
A:a=u:v,
est etiam

B:b=u:v=C:c
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§. 6.

Si (Fig. 71.) e vertice trianguli rectanguli demittatur ad hypotenu-
sam perpendicularis, orientur duo triangula «, 3 toti triangulo, adeoque
sibi invicem similia; atque hinc perpendicularis dicta est proportionalis
media inter segmenta hypolenusae, atque cathetus guivis est propor-
fionalis media inter hypotenusam el segmentum adiacens.

Namque in toto triangulo et in triangulo « est # angulus communis,
et K=v'4«', itaque tertius =qualis tertio, nempe v'=w ; pariter in g
et toto triangulo est # communis, atque R ="+ #', adeoque et #'=u,
In triangulis «, 4 et toto ergo sunt in quovis anguli &, u, v; adeoque
in quibusvis binis triangulis latera sunt, prouti angulis qualibus oppo-
nuntur, proportionalia.

Nempe adsumantur prius anguli », # in «, item », » in 8, tum v,
R in «, et v, R in toto; fiet e priore

t:y=y:l
atque e posteriore fit :
K=Kk -
unde
y=i ot K'=ik
consequenter

y= Vil et K=k

Si igitur ex. gr. 7 unitas rectarum ponatur, et iungatur / in directum ;
atque e meditullio ipsius £+ / radio :—:J‘ semicirculus fiat, et e puncto
rectarum ¢ et / communi erigatur perpendicularis usque ad peripheriam :
erit ductis inde ad diametri extremitates rectis angulus in semicirculo
rectus (pag. 68), atque perpendicularis erecta radix quadrata ex /. Pari-
ter patet, et si non {=1, sed radix e facto ex 7 et / extrahenda fuerit,
eam =y esse, Idem etiam per cathetum fieri posse patet.

Unde etiam quum

K=k,

Io*
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et
F=hl=hh—1=hb—H,
fit addendo
K'+k=hr;
atque hinc &'=A'— K", et
k= Vh—K*;

adeoque quaecungue bina e cathelis hypotenusague data fuerint, ter-
tum innofescit.

De secundis potentiis adhuc tantum sermo est, de areis quadratorum
inferius dicetur.

Si vero (Fig. 72.) » obtusus fuerit, demissa perpendiculari 4, erit

=d4 (K4 2)=d'+ K+ 2Kx 4+ x*;
sed £'=d'+ x"; adeoque
= F+ K'+ 2Kx.

Atque si u acufus fuerit: tum aut et » acutus erit, aut v rectus vel
obtusus erit; si ¢ acutus sit (Fig. 73.), tum perpendicularis y intus cadet,
fietque

. y'=~F—x
item
. y=~F—(K—x,
atque hinc
F=h"— K"+ 2Kx,
adeoque

FP=AF+K'—2K%.

Si vero v obtusus esset: tum per precedentia esset (Fig. 74.)
H=k+ K*+ 2Kz, adeoque A'=4#—K'—2Kz. Pro v recto fit z=o.

E quo manifestum est:

a) quod si B'=k+ K, angulum ipsi h oppositum nec oblusum
nec acutum, sed rectum esse.

&/ e lateribus dignosci, num triangulum rectangulum, acutangulum
vel obtusangulum fuerit, et cuivis lateri qualis angulus opponatur.

¢/ (Fig. 73.). Ex F=#"— K"+ 2Kx prodit

B K=k
x__—hzf "
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ubi £ et X intercipiunt angulum %, # vero ei opponitur, atque recta ab
extremitate ipsius x ad apicem est perpendicularis ad X.

§ 7.

Sed etiam si A =1 fuerit, (Fig. 75.) eiusque extremitas cum extremi-
tate factoris dati /3, in alterum crus positi, recta iungatur; atque huic
rectz per finem factoris alterius quoque dati @, in crus ubi 4 est, ab
apice positi, parallela fiat: erit & factum e factoribus B et a; quia

A:a=FB:5 sen A:B=a:b.

Si vero facto dato & et alterutro factore £, huius socius queeratur:
unitatis A et factoris dati 5 extremitatibus recta iunctis, ab extremitate
ipsius &, ex apice ad crus in quo & est translati, huic recta parallela
fiat : erit recta in crure, in quo A est, ab apice usque ad parallelam
factor socius, nempe guofus a ex b diviso per 5.

Patet autem tam in multiplicatione quam in divisione angulum recta-
rum A, 5 arbitrarium esse.

Idem pluribus quoque modis fieri posse e dictis liquet.

‘21112114,
Plures rectae numero guovis.

De parallelismo generali preeter in pag. 19 dicta plura referre, uti
et subdivisioni figur® rectilines in triangula immorari brevitas necessaria
vetat : quamvis non solum partem plani a figura quavis rectilinea, sed
etiam a duabus figuris rectilineis, ex. gr. a duobus polygonis, clausam
in triangula dispesci posse demonstrari debeat, possitque.

2111211422,

Si guaevis figura rectilinea 2BCE . . . (Fig. 76.) fuerit in triangula sub-
divisa; atque e puncto [ extra eam sito, quamvis proprie ubivis in spatio
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accipi queat, ad omnes angulorum apices recta cogitentur; et quavis
harum per quantitatem eandem &« multiplicata, factum in eadem recta e
puncto P incipiendo accipiatur; nempe «.fA=ta in B2, «.!B=1b in
18 atque fiant rectze ab, bc...; imo si a litera magna ad aliam
fuerit recta in ABL. . ., fiat et inter literas minores nominis eiusdem:
erit abc ... figura ipsi ABE . .. similis per definitionem (pag. 10), uti
singula triangula sibi invicem respondentia; et simul latera duarum figu-
rarum, uti se invicem excipiunt, in eadem proportione, angulique late-
rum correspondentium zquales erunt; imo queevis puncta P, @ fuerint,
recta pq=c.P® erit.

Et conversim figura queevis abc . . ., cuius latera, uti se invicem ex-
cipiunt, proportionalia lateribus ipsius UBCL ..., angulique squales eo
ordine sunt, hoc pacto generari potest; imo si ab=a.AB, guaevis
figura, cutus latera modo dicto proportionalia angulique aequales
sunt, dictae abc congruil.

Nam

I. Etsi ad omnia puncta figuree fuxta definitionem rectz concipian-
tur, idem prodibit. Quodvis punctum § enim concipiatur ex. gr. in recta
AB, punctum illi homologum p prodibit in recta ab; est enim tum

ﬂ.mzfﬂ,r n.fB:fb, ufp=l';?.

itaque
BRA:la=1:a=18B:tb=1P:1tp;

sunt igitur crura fa, tb, fp ipsi 12, I8, I proportionalia cum angulis
interceptis communibus; est ergo et ab ipsi AB, ita ap ipsi AP pro-
portionale ; adeoque ab || AB et ap || AP ; per a autem ipsi UB unica
parallela datur; itaque p punctum rectz ab est.

II. Quodvis latus AE ipsi a¢ homologum in eadem proportione est

uti AB ad ab: nam
ME:te=1:a=RI:1a;

est vero angulus inter crura [RI, I€ cruribus fa, f¢ proportionalia com-
munis ; quapropter et A€ ipsi a¢ proportionale est.
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Sed anguli etiam homologi sequales sunt: mempe ex. gr. quivis an-
guli AED et aed considerentur, concipiantur triangula ADE et ade; est

AD: ad=AE: ae=DE: de;
itaque et anguli respondentes squales (pag. 70}, adeoque
A AED = aed,

atque si angulus convexus sit, et convexus convexo @qualis est, Pariter
de angulis ABEL et abc patet.

I1l. Sint etiam quibusvis punctis P et @) homologa p et q; erit
recta P@ ipsi pq homologa, eique proportionalis. Nam

B :tp=080:8q=22:ab,

atque quodvis punctum rectee P fuerit, illi homologum, ut antea, in
pq cadit.

IV. Queevis figura rectilinea abc . .. fuerit talis, ut latera, uti se invi-
cem excipiunt, proportionalia angulique @quales sint: illa modo dicto
generari potest. Sit enim ab=¢.AB &'; talem prodire patet. Et quee-
vis alia o' b’ ¢'... foerit, cuius latera ad latera literis maioribus deno-
tata sint uti & ad 1, angulique inter crura proportionalia squales : figuree
dictze congruere potest. Nam posito a' b’ in ab, ita ut ' in a et b'in b
cadat, vertendo in eandem plagam, propter angulos ad a' et a ac b’ et
b @quales et latera squalia £ ..., manifesto congruent.

Patet vero superius « etiam negative accipi posse, ut omnia facta
ultra [ in altera plaga accipiantur.

Scholion. Notandum auntem est, hic iam ut theorema demonstrari
posse elegantem Wolfii observationem, quam pro definitione rectz ha-
beri voluit: quod nempe omnium formarum sola recta utringque finita
sit, cui quevis pars continua similis sit; sed huic quoque brevitas ne-
cessaria supersedere iubet.
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2111212,

Rectae cum cirvculo minima sectio puncium est, maxima e duobus
punclts constal.

|

(Fig. 77.). Sit ab recta inter duo puncta peripherize, et m sit medium
arcus ab, ac ¢ sit centrum ; superponatur forma ex arcu am et rectis ac,
cm composita ipsi mch; patet recte mc quodvis punctum in suo loco
manere, et dictas formas congruere, adeoque oa super ob cadente, an-
gulos ad ¢ esse mquales, adeoque rectos.

Hinc perpendicularis ¢ medio chordae per centrum transit, atque
medium arcus medium chordae et centrum sunt in recla eadem ad
chordam e centro perpendiculari.

§ 2. °

(Fig. 78.. Modus hinc se offert, datis quibusvis tribus punctis a, b, d
non in recta sitis, centrum ¢ reperire, e quo radio ca scripti circuli peri-
pheria per a, b, d eat. Nempe si ab, bd modo (pag. 63) bisecentur, per-
pendicularis e meditullio f rectee ab perpendicularem e meditullio i
rectz bD secabit: nam recta fi cum quavis perpendicularium dictarum
efficiet angulum < R, adeoque summa internorum est << 2.R. Sit ¢ sectio
perpendicularium ; erit

Aalc=Dblc, adeoque ac=Lbx,
A bic="0dic, adeoque bc=0dc;

ac = bc=cd.

ita

consequenter

Unde etiam pari modo arcus cuiusvis, quum in o tria puncta queevis
accipere liceat, neque in recta sint, centrum reperire licet. Nempe
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§. 3.

Recta circulum in tribus punctis secare negquit. Nam tum duse
chordee essent eiusdem rectz partes, et centrum circuli esset in perpen-
diculari ex utriusque medio erecta; adeoque dus perpendiculares de
eadem recta secarent se.

§ 4.

(Fig. 77.). Patet etiam chordam totam preeter extrema intra circulum
cadere. Nam pars arcus nequit intra cadere, pars extra; quia tum habe-
ret recta ab cum circulo adhuc punctum commune, ubi ex @ motum in
peripheria punctum ex una plaga in alteram transiret eundo usque ad b;
neque in eandem plagam cadere queunt due arcus; nam tum esset cf=ca
(contra pag. 64).

§ 5.

(Fig. 79.). Sectio minima rectae cum circulo est punctum. Nam si bE
faciat cum radio bc rectum, b erit punctum contactus rectz et circuli
centro ¢ scripti, nec ullum aliud punctum recta bf quamvis infinita in
eodem circulo habet. Nam si haberet ad dextram, item ad le2vam esset;
itaque duobus punctis fieret sectio maior. Vocatur bf tangens.

Est vero etiam conversim tangens ad radium perpendicularis; nam
nisi id sit, sit bd alia tangens, heec faciet ab aliqua parte angulum acu-
tum cum radio; perpendicularis ¢0 ex ¢ ad bd acuto angulo obiecta
cadit, adeoque hypotenusa bc semper decrescit usque ad o; itaque
queevis recta inter b et 0 ad ¢ ducta est radio minor ; adeoque bo intra
peripheriam cadit, et quum continuata egrediatur, tangens non est.

Quamvis autem e quovis puncto arcus bd possit ad tangentem bE
demitti perpendicularis, nulla tamen recta ex b inter arcum bd et tan-
gentem bP duci potest. Nam queavis recta bd ducatur inter b et b,
angulus rectus illico decrescet, et demonstratione pracedente applicata,
patet punctum ex b in recta illa viam infra peripheriam incipere, ut per
arcum obiectum transeat.

Bowvay, Tentamua. [ 11
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"ZITIZIZZ.
Plures rectae circulum secantes;

211121221,
Se invicem gquogue secantes ;

21112211,
In eodem punclo;

2ITN2122111.
In peripheria.

I. Considerentur prins duae fantum.
& I.

Si prius alterutra duarum fangens circuli sit: est angult v, quem
tangens cum chorda facit, guantitas dimidio arcus a chorda subtensi
aequalis.

Nam (Fig. 80.) si chorda per centrum transit, tum » est rectus, et
arcus tunc subtensi dimidium est quadrans. Alioguin autem fiat per
centrum chorda parallela; perpendicularis e medio chorde date per
centrum transit: eritque -+ ad centrum = /; sed alterni u et u
sunt zquales, atque » +v angulus tangentis cum radio est = R; itaque
angulus # ad centrum =v illi, quem tangens cum chorda facit; prioris
v quantitas = dimidio arcus subtensi; adeoque etiam posterioris v quan-
titas eadem est.

Idem patet de angulo deinceps ¥+ KR ; nempe v+ wn -+ R est totius
circuli dimidium; itaque subtracto v, et dimidio arcus a chorda sub-
tensi, manebit ¥ + R = arcus a chorda ab altera parte subtensi dimidio.

§ 2

Hinc si duage chordae a, b se invicem in peripherise puncto ! secent
(Fig. 81.), orietur » angulus ad peripheriam. Fiat tangens ad punctum L.
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Est u+9+ 2= totius peripheriee dimidio, v +z= dimidizz summe
arcuum subtensorum ; manet itaque pro wu dimidium arcus illius cui
insistit.

Et hinc patet (uti pag. 68) angulum » (Fig. 82.) in semicirculo esse
rectum ; et quadrilateri abcd circulo inscripti angulos oppositos simul
duos rectos efficere; nempe p-+g¢, ita v-+x= dimidio peripherize
totius.

Sunt etiam arcus «, B per chordas parallelas absecti 2quales propter
alternos # et w, simul angulos ad peripheriam, equales. Ita si tangens
chorde parallela fuerit, sunt alterni z et = @quales; quorum unius quan-
titas —g est, alter autem (pag. 82) = est.

I1. Si plures rectze secuerint se invicem in eodem peripheriz puncto

(Fig. 83.): est
r+r>6-+65,

id est diameter est chordarum maxima. Porro

a4+-b'">r et r=a+a,

atque hinc .
- d>a';

sed

) a+b>c;

itaque
= 4+b=c.

Decrescente igitur arcu infra semicivculum, chorda quogue decre-
scit, ac maiori arcui chorda mator, maiorigue chordae arcus maior
respondet,

21112122112,

De sectione intra peripheriam in eodem puncto.
I. Prius duarum rectarum (Fig. 84.).

1. Quantitas anguli u aequalis est % (e 2).
Nam ducta parallela, fit #'=u; est vero

u'= _,ff («'+ B3], atque =24
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Consequenter
u=-1(a+p).

2. Triangula ibidem verticalia sunt similia, quia anguli ad periphe-
riam usdem arcubus insistunt. Hinc a:4=74"4', atque

aa'=bb';

nempe facta segmentorum sunt aequalia,

I1. 8¢ duabus rectis plures secuerint se tnvicem intra peripheriam
(Fig. 8s.), sitque sectio extra centrum ¢: rectarum inde usque ad peri-
pheriam minima p, maxima s r est; atque rectz dictz a p crescunt
semper porro usque ad s—+r.

Nam
sta=k+Fk et h-b=s4p;
hinc
a=p.
Porro
b+k>a;

sed

. b+bk=>r, r=k+Fk;
hinc

O'=Fk;
itaque in &~ #'>a substituendo &' ipsi &, fiet
b+b>a.

Item
S4r>=0-45.

21112122113,

De sectione extra peripheriam.

1. Duarum rectarum (Fig. 86.).
1. Est, parallela ducta, externus &=« interno opposito; adeoque

A=E : sed a=d' (pag. 83);

etiam anguli quantitas eadem est, nempe -~
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itaque
_ f—e

=
: 2

2, Est
A: B=b:a.

Nam x+y=2R, sed y+v quoque = 2R, nam sunt duo anguli ad
peripheriam, ambo toti insistentes circulo: adeoque x=wv; u vero est
communis duobus triangulis; itaque proportione instituta patet esse
etiam

Aa= Bb.

I1. Si duabus plures secuerint se invicem (Fig. 87.): ag minima, af
maxima est; illa crescit usque ad tangentem ab, heec decrescit eousque.

Nam
ac—+ce=af>ae;
cf+le>ce=cl+ B,
hinc
te>10;
sed
_ OF < fa = ba,
itaque
el +Pa>Dda.
Idem pro tangente, si I' pro I et b pro D ponatur, applicari patet.
Demum )
ah+hec<ai+ic
(pag. 65), sed ,
ic=he;
itaque .
ah < ai.
Ita
ag—+ gc << ah -+ ke,
adeoque
ag <<ah.

ZIIr1212212.

In *2111212212 usque ad *211121222 (numerum posteriorem, ipsum
iam pag. 82 relatum, excludendo) figurz rectiline continentur, quarum
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aut apices omnes in peripheria sunt, aut latera ommia eam tangunt. In

casu priore reclilineum circulo nscriptum, circulus autem rectilineo
civeumscriptus ; in posteriore autem civculus rectilineo inscriptus, et
rectilineum circulo circumscriptum dicuntur,

De quovis rectilineo P itaque quatuor quastiones oriuntur :

1) circa JF circulum scribere,

2) circulo ipsi P sequiangulum inscribere,

3) ipsi P circulum inscribere,

4) circulo ipsi 2 eequiangulum circumscribere.

§ 1.

Sit prius exemplo triangulum. Circa triangulum quodvis scribi cir-
culus (pag. 8o) potest; atque si radii per apices producantur, quivis cir-
culus centri eiusdem in tribus punctis secabitur, quz si rectis iungantur,
orietur triangulum priori quiangulum ; sunt enim latera lateribus paral-
lela, quia crura e centro sunt ut radius ad radium.

Si trianguli abc (Fig. 88.) anguli », v bifariam divisi sint: patet sum-
mam internorum '~ 7' sectionem parere, e qua ad latera misse per-
pendiculares sunt squales. Formantur enim triangula a =«, g=g" per
latus unum commune, et angulos #' et K in « et &, ac ¢’ et K in g
et 3. Si circulus centro p radio pq fat: erit quodvis latus tangens;
atque friangulo dato circulus inscriptus.

S1 vero perpendiculares producantur: per puncta peripherie cuius-
vis, culus centrum p est, in quibus perpendiculares priores eam secant,
tangentes ductz efformabunt A ABE ipsi abc mquiangulum (pag. 71);
atque hoc pacto dato circulo triangulum dato triangulo aeguiangulum
circumscriplum erit,

§. 2.

Si arcus a sit = J: , denotante p peripheriam, » integrum; atque
ducatur chorda cuiusvis arcus «, uti se invicem in p excipiunt: oritur
polygonum regulare n laterum; erunt nempe latera chordz arcuum
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eequalium, et anguli quoque @quales, utpote quivis est angulus ad peri-
pheriam arcui p — 2« insistens.

Sunt etiam manifesto ®qualia queevis triangula per radios ad cuius-
vis lateris extrema ductos generata, per tria latera tribus squalia; sunt-
que triangula eiusmodi tot, quot latera, et quum duo latera sint in quo-
vis @qualia, quodvis =quicrurum est, et angulus quilibet ad basim est
dimidio anguli polygoni eequalis.

§. 3.

Conversim quoque s¢ figurae rectilineae abcde latera aequalia, an-
guligue aequales fuerint: apices omnes in eadem peripheria sunt.

Nam (Fig. 89.] perpendiculares e meditulliis f, g laterum ab et be
secant se invicem, quia ad rectam {g summa internorum est <<2/R; fiat
in p. Erunt triangula afp et bfp =qualia, propter duo latera cum recto
intercepto squalia; adeoque in triangulo apb anguli # ad basim sunt
quales. Est quoque Apfb=ypgb, propter hypotenusam cathetosque
@qualia (pag. 64); adeoque et angulus pba=w = dimidio anguli poly-
goni; A pba vero =pcg, ita uti A afp=D>bfp erat. Erit igitur angulus
pcd =u; demissaque perpendiculari ph, est A pac=pch, per pc com-
mune et angulos squales; atque hinc

ch=cg=hd;

est igitur A pch = pbh, per ph commune, ch=hd, et rectum intercep-
tum. Quod continuando patet esse

ap=bp=cp=0p ©.

§ 4.
Sunt etiam e pracedentibus perpendiculares pf, pa, . . . =quales;
adeoque centro p radio pf circulus polygono inscriptus erit, uti prior

circumscriptus.
Si vero ut supra de triangulo dictum est, tam perpendiculares quam
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radii ad apices producantur: quivis circulus centri p fuerit, ubi a per-
pendicularibus secabitur peripheria, tangentibus ductis, polygonum regu-
lare totidem laterum circumscriptum erit; et si radiorum sectiones iun-
gantur, circulo inscriptum erit; nempe queevis dus rectz duabus
parallelee angulos sequales facient, omniaque circumcirca =:qualiter ge-
nerantur.

§. 5.

Si arcus lateris sexta pars penphena: sit, chorda erit = radio, nam
tum angulus ad centrum est —3—6— = 60°, adeoque duo anguli ad basim

trianguli sequicruri sunt 180°— 60°= 120°, adeoque unus =60", et tri-
angulum squilaterum est.

§. 6.

Angulus polygoni n laterum aequalis est W'

Nam e centro ductis ad apices angulorum rectis triangula numero
n prodibunt, quorum omnium angulorum summa =2n/K; unde sub-
tracta summa angulorum ad centrum, residuum est (22—4) %, quod cum
n anguli sint, dividi per # debet.

Patet etiam quemvis externum, latere in eandem plagam respectu
antecedentis producto, esse eidem g sequalem. Itaque quum hoc pacto
g numero » prodeat, et quodvis ¢ sit = 2/ — angulo polygoni

—aR— (2n—q) R
) ¥

ng = mR-——”—{M—ﬂ_&}—&:: 2nR—ammR+4R=4R.

*2I1121222,

De rectis circulum secantibus parallelis dictum (pag. 83) est.

2111213,
De circulis se invicem secantibus.

I. 1. Prius de sectione duorum circulorum : sectio minima est punc-
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tum, maxima duo punctorum est. Duos circulos in tribus punctis secare
se invicem non posse vel inde patet, quod tum dum chorde essent
utrique circulo communes, e quarum mediis erecte perpendiculares
centrum utrivsque idem determinarent; adeoque aut toti coinciderent,
aut nullum punctum haberent peripherize utrique commune.

2. 8 circuli unum tantum punctum habeant commune, dicuntur fan-
gere se invicem, et quidem is fnfws fangere, qui preeter punctum tactus
totus intra alterum est, et circulus alterum tangens, qui non intra hunc
cadit, extus fangere dicitur; adeoque duo circuli possunt se invicem
extus aut infus fangere: nempe

Centris €, ¢, ¢ in perpendiculari ad ab (Fig. 90.) acceptis, radiorum
extremitate altera a scriptos circulos se ita tangere patet: quia si preaeter
punctum a adhuc haberent commune, ex. gr. ad levam respectu &, id
etiam ad dextram fieret; adeoque duo circuli duobus punctis plura ha-
berent communia.

3. Sunt vero centra circulorum se conlingentium ef punctum tactus
in recta eadem.

Nam si circulus ab altero intus tangatur: eadem in puncto @ utri-
usque tangens erit. Nam sit ab tangens interioris; nisi eadem esset
etiam exterioris, sit ap; hsec secabit intefiorem adeoque tum etiam
exteriorem : itaque langens huius esse nequit. Si vero ab tangens
communis est, tum perpendicularis ex a per ¢ et ¢ transiens unica est.

Si duo circuli se invicem extus tangant (Fig. 9o.), tum nisi a, €, ¢
in recta sint, sit ¢d& recta: erit La+ca>cdL; nempe summa duorum
radiorum addita aliqua recta esset summa duorum radiorum minor.
Unde patet, a duobus ad tres, inde ad quatvor £ progrediendo, omnium
quotquot fuerint, se invicem in eodem puncto (sive extus sive intus) con-
tingentes : centra cum puncto tactus in recta eadem esse.

4. Forma per sectionem minimam generata est duplex, prouti intus
aut extus se tangunt: sed (Fig. g1.) forma per maximam sectionem gene-
rata constat e duabus lunulis et intermedia fenestra, ad quarum commu-
nem chordam e meditullio huius erecta perpendicularis per centra am-
borum circulorum transit.

Boiyai, Tentamen. [l 12
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Aequalitatem per unum angulum in qualibet duorum circulorum sec-
tione determinatam esse patet. Nam tunc ex utroque congruit portio, et
tria puncta determinant circulum,

I1. 8¢ cireuius A duos circulos B ef C secef: ant tanget utrumgque,
aut unum £ solum tanget, aut neutrum.

In casu primo (Fig. 92., 93, 94., . . .) aut intus aut extus cadet uter-
que ab A tactus; aut unus extus alter intus. In quolibet horum casuum
aut habebunt hi duo aliquid commune, aut non: si ita, id aut punctum
erit, aut duo; si punctum solum fuerit, hoc aut in 4 cadet, quo pacto
sectio omnibus commune punctum erit, aut non in A cadet. 51 5 extus,
C intus cadat, tum casus unus tantum est, ut C et 5 aliquid commune
habeant, nempe sectio unius puncti. In casu secundo ubi A4 nonnisi
ipsum B tangit, habet tamen cum C aliquid commune, secabit ipsum C
in duobus punctis; tum vero & et C aut habebunt aliquid commune,
aut non; si ita, erit id aut punctum, aut duo.

In casu tertio .4 neutrum ipsorum A, C tangens habere cum quovis
ipsorum B et C communia duo puncta debet; et 5 et C aut habebunt
aliquid commune aut non; si ita, id erit aut unum aut duo puncta; et
hac aut ambo erunt eadem cum iis, quee 4 cum B et C habet com-
munia, aut unum tantum, aut neutrum.

Facile patet omnes hos casus, quorum aliquot conincidunt, pervesti-
gando, sectionem esse minimam I puncti, 6 punctorum maximam, et
dari sectiones 1, 2, 3, 4, §, 6 punctorum, atque formas varias, et angulos
infra in duas species distinguendos generari.

Ob facilitatem immorari cum necesse non sit, exempli caussa casum
unum casus primi attulisse sufficiat; nempe casum sectionis trium punc-
torum, in quo quilibet bini ipsorum 4, B, C tangent se invicem, at
non in eodem puncto.

Fieri hoc nonnisi B et C utroque extus aut utroque intus A4 cadente
patet.
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§. 1.

Si C et B extus cadant (Fig. 93.), sit ¢ radius ipsius 4, et in conti-
nuatione eius accipiatur punctum illud, ubi (quantavis fuerint &, ¢) rectee
a-+b et b--c circa extrema rect® a-+c¢ motz occurrunt; quod fieri
patet, cum quorumvis duorum laterum summa excedat tertium.

Tum si e tribus verticibus triangu.i tanquam centris circuli fiant
radiis a, b, ¢, nempe radiis circulorum A4, B, C: patet e quantislibet
a, b, ¢ triangulum tale generari, quale oritur in schemate e tribus arcu-
bus, cuius vertices sunt puncta tactus externi.

. 2

Si B et C intus cadant (Fig. 94.), sit a centrum ipsius A4, et b
centrum ipsius &, et ¢ centrum ipsius C. Sit » radius ipsius C, ac radius
ipsius A sit »~-u; et radius ipsius 5 sit 3; pro quovis f4, dummodo
<<u sit, reperietur b ibi, ubi r<4 3 circa ¢, et ¥ +»— 8 circa a mota
occurrent.

Si occurrant, res patet. Nam tum

_ bi=/,
qua :
ai=r+u et ba=u+r—p;
itaque i est punctum tactus ipsorum 5 et A4, quia i in recta per ambo-
rum centra est; ita recta F-+# ex b ad c transit per ¢ et tactum ipso-
rum 5 et C.

Datur vero b pro quolibet 3 quod < .

Nam tum latera -7 et # ac w—+»— /2 talia sunt, ut quorumlibet
binorum summa tertio maior sit; de reliquis patet pro quowvis (J; at
postremorum summa priore tunc tantum est maior, si F<<wu sit. Nam
summa hazc est 2u-+r— 3, quod debet esse >3-+ »; subtracto utrin-
que », manet 2u — 3> 3; adeoque pro f=utw, est

2u—(urkw) =2u—fF=uFw;
et manifesto ur—w est <uha, et o >u — o,
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§ 3

(Fig. 95.). Sit quantusvis angulus bac, et ba=ac; et sit chorde bc
meditullium b, fiantque centro b radio bd=by, centro ¢ radio ¢d, et
centro a radio aa=al circuli; fiet triangulum ghd, ubi arcus gd, utvis
mutetur angulus a, manet = dh; nimirum in triangulo sequicrure abc
sunt ad basim.

Porro arcus gd-— R, si Aa-—o; et gd-—o, si Aa-—2R; arcus
E€d vero -— K in casu primo, et in altero -— 2/. Radius ga autem in
casu primo -—ba, b ipsi ! quam proxime eunte; in altero vero ga-—o,
b ips: f, et O ipsi @ quam proxime euntibus.

§ 4

Plurium circulorum sectionibus preetermissis unum tantum attigisse
sufficiat (Fig. g96.).

Si be sit latus figuree regularis, cuius vertices sunt in peripheria radii
ab: patet per dicta generari e verticibus tanquam centris, dimidio latere
pro radio accepto, circulos mquales coronam claudentes, quorum quivis
quemlibet inter quos est tangit, uti in schemate.

De formis etiam in casibus dictis notasse sufficiat :

1. Figuras ibidem oriri, quee duobus lateribus concavis, aut duobus
lateribus convexis spatium claudunt.

2. Oriri triangula circularia, de quibus statim dicetur.

3. Angulum, sub quo occurrere arcus arcui potest, in duas species
distingui posse: nempe in comvexusm, scilicet cuius crura possunt circa
verticem in talem situm moveri, ut recta quedam per verticem ducta
sit chorda utriusque, arcubus in diversas plagas cadentibus: alioquin an-
gulus concavus vocetur. Ex. gr. (Fig. ¢5.) dah, et (Fig. 97.) aah convexi
sunt, gaf concavus est.

4. Triangulum eiusmodi combinari posse e tribus convexis angulis,
e 2 concavis et I convexo; at non posse € 3 concavis, aut ex I com-
cavo et 2 convexis, patet.
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§ 5.

Quantitas anguli esse eadem potest, qua anguli est, quem tangentes
crurum ad verticem faciunt; at illa tangentis dimidietas intelligatur, cum
qua arcus non formam fluentem facit (pag. 16). Hoc pacto u=o=v,
(Fig. 92.), et (Fig. 95.) trianguli adh angulorum summa =o; at (Fig. 98.)
trianguli adbfcea summa angulorum =12/ ; maior summa trium angulo-
rum esse nequit.

Nempe (Fig. 99.) sit abc triangulum zquilaterum, et q, r, | meditullia
laterum, angulique # wquales, atque e punctis a, b, ¢ erectis ad crura
ipsorum # perpendicularibus, intersectiones p, mw, 1 fant centra radiis
pa, ib, wc mqualibus: patet angulum dae convexum accipi, et dabili
quovis minus sumi posse.

Datur triangulum, cuius angulorum summa dabili quovis minor esse
potest.

Sint nempe (Fig. 97.) duo arcus afd et ahd ad angulos convexos a
et D se invicem secantes, (et angulus concavus dato quovis minor fieri
potest); et sint tangentes in a rectz ab et af; moveatur arcus afd
circa a per arcum ahd, tangentem suam ab secum ferens; poterit ab ire
quam proxime ipsi af; itaque angulus ad a fiet omni dabili minor;
sed is solus erit summa trium angulorum trianguli, qui e meditullio o
chorde aE radio og ad chordam perpendiculari scripto semicirculo ghm
clauditur.

Interim haud sufficit quantitas duorum angulorum dicta ad angulo-
rum wqualitatem geometricam: necesse est et anguli species easdem,
radiosque unius radiis alterius =quales esse; poterit autem inferius, ubi
de areis tractabitur, angulus quivis eiusmodi etiam per areas certo modo
determinatas exprimi.

§. 6.

Aegualitas triangulorum circularium deferminatur modo sequente :
1. Duo latera cum angulo intercepto non sufficiunt; nam latus ter-
tium esse potest radiorum variorum.
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2. At tria latera sufficiunt, nisi sit aliguod convexum et tlli res-
pondens concavum.

3. fta duo anguli ef unum latus adiacens.

4. dmo tres anguli quoque ponunt triangulorum horum aequali-
tatem, sed dua non.

Cum casus reliqui sint faciliores, ultimum tantum referre libet.

At sequens prius demonstrandum est (Fig. 100.). Peripheria centri a
radii pa dicatur a, peripheria centri b radii ha vero .4, peripheria radii
bp autem dicatur A.

Utcungque secet a ipsum H ad angulum z, omne punctum peri-
pheriae A tale est, ut circulus ex eo lanquam centro scriptus cum
radio ap, plane ad angulum z secet ipsum H; nullum vero extra
peripheriam A tale punctum q datur, ut arcus radit ap peripheriam
H ad angulum z secet.

Prius (Tom. I. pag. 12. V.) patet; sed nec ullum tale punctum q est.

Nam sive intra 4 sive extra sit, recta qb transit per 4; fiat in
et sit q extra A4 ; radius pro centro utroque ¢ et q sit =ap, terminabi-
tor uterque in hq in duobus diversis punctis m et r.

Fiant centro ¢ radio cm et centro q radio qr circuli; neuter horum
potest tangere ipsum /7, quia si unus tanget (extus aut intus), ex. gr.
extus, et alter extus tangeret, si ex q et ¢ descripti circuli circulum &
ad angulum ipsi z =qualem secarent; tum vero quia tactus punctum in
hq esse debet, radii inzquales fierent @quales.

Itaque secaret ipsum ff uterque in duobus punctis, unus in fi, alter
in pi; et quidem ita ut si P ultra v cadat, et | plane ita ultra i cadere,
et si I in p cadit, | in i cadere debeat.

Neutrum vero fieri potest. Nam quum hoc pacto esset angulus
mfo=rvo, et per angulum unum ponatur wmqualitas figuree e duobus
arcubus composita: (pag. go), esset fnool=orov; adeoque ! et | non
possunt non in » et i cadere: at meque in D et i possunt, quia tum m
cum r coincideret, quia per angulum f=p non posset m e peripheria
pri egredi.

Si q intus A4 cadat demonstratio eadem est. Itaque assertum patet.
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Liquet hinc quamvis triangulorum circularium speciem per tres angu-
los determinari, ponique qualitatem per tres angulos =quales (Fig. 101.).

Nam sit unus arcus trianguli circularis e peripheria /& cuius centrum
h, alter e periphﬂia { cuius centrum i, tertius ex A* cuius centrum q
est; adeoque sit triangulum abc.

Tum manente angulo ¢, omne centrum, e quo angulus =a cum &
produci potest, est in peripheria 4, et omne centrum, e quo cum / an-
gulus =b produci potest, est in peripheria 5 per pracedentia; descri-
bitur vero arcus ab latus angulo ¢ oppositum, ex uno centro; adeogue
centrum hoc adsumi debet, ubi 4 et B se invicem secant; adeoque ad
summum duo puncta esse possunt uti p et q, nimirum plura puncta
A et B communia habere nequeunt, unde angulus =a cum /| et an-
gulus =b cum J produci possit; scilicet z=aq, et 2=Db.

At z patet (cadentibus p et q in diversas plagas) vertere convexam
partem ipsi ¢, si @ concavam ostendit, ita ut z semper aliter sit versus
€ versus quam Q.

Itaque unicum adhuc triangulum construi potest, ut c="=F sit, b=v,
et z=a,; hazc vero sunt mqualia. Ita Aacn=zIm; sed z est concavus,
et illius deinceps positus est convexus, ita in altero triangulo. Nempe
iriangulo zof considerato, si z=a angulus concavus sit, angulus deinceps
positus dicti anguli convexus est.

2111232,

De sectione sine angulo, quae itague formam fluentem parit.

1. Recta cum recta: si circa punctum sectionis moveantur, donec
fiat angulus = 2R, id est nullus angulus sit, forma fluens evadet.

Recta cum circulo :

1. Cum #no; tangens dimidia cum dimidia altera peripheria forma
fluens est. Ex. gr. dat (Fig. 102.).

2. Cum duobus circults dupliciter fier potest; scilicet tangente recta
on duos circulos in duobus sui eXtremis, aut in eadem plaga aut in
diversa; uti est ponr et ponm.
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3. Cum tribus circulis fieri nequit; quia si ad finem rect ponatur
tertius: is cum priore circulo faciet angulum, si ita ponatur, ut cum
recta non faciat; in puncto intermedio quovis vero angulum fieri cla-
rum est.

11. Circulus cum circulo :

1. Cum wuno; nempe duo arcus qualiumvis radiorum eadem tangente
gaudentes, in plagas respectu rectz centrorum diversas, et aut in eandem
respectu tangentis plagam aut diversas cadentes, sine angulo secant se
invicem : talis forma fluens est Ifs. (Fig. 103.).

2. Circulus cum duobus circulis: si arcus cuiuspiam ambo extrema
modo plane dicto cum aliquo arcu iungantur, uti abcd ant fmno aut
fmnl. (Fig. 104.).

§. 1.

Formz fluentes sunt quasi rivi, quibus naturz viventis vena fluit,
rarius iter frangens, ut in dulciorem cursum refluat, demum in mortis
regni angulatis terminis hzrens.

Lineamenta quavis describi quam proxime possent, ad cuiusvis arcus
finem, certi radii arcu certz quantitatis in eandem aut alteram respectu
tangentis plagam posito.

§. 2.

Figuram duo arcus non eiusdem circuli, sine duobus angulis claudere
nequeunt. Tres arcus requirunt ad minimum unum angulum; quatuor
possunt sine angulo figuram claudere.

Prius manifestum est. Alterum quoque (pro Fig. 105.) patet. Nam sint
tres illi arcus 4, B, C, centra a, b, ¢; punctum tactus ipsorum A et B
sit 20, punctum tactus ipsorum B et C sit J, et punctum tactus ipsorum
A et Csit p; patet p, @, ¢ in recta, atque etiam d, b, ¢ in recta esse
debere, itaque ¢ eo cadere oportere, ubi rectze pa et db se intersecant:
nam p et O in arcu ex uno centro ¢ scripto esse oportet; ibi vero ore-
retur triangulum abc, essetque radius cp=cd; porro quia
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bd =ab -+ a2l = ab + ap,
atque

esset

ac-+ap =cd=chb+ b,

ac+ap=chb-+ap-+ab;
atque hinc esset
ac=cb-+ab;

quamvis duo trianguli latera nequeant sequalia esse tertio.
Idem facile patet pro casu, si trium arcuum aliquis contrarie flexus sit.

§ 3

At nec e tribus lineis, quarum quzlibet recta aut circulus est, figura
sine angulo claudi potest. Nam si queevis sit recta, aut dus recte et
unus arcus, patet.

Si vero una sit recta et alie duse arcus sint, patet modo sequente.
(Fig. 106.)

Sit pw tangens arcus mq; tum ut tertia linea figuram claudens arcus
sit, necesse est dari tale p, ut pr ad om perpendicularis sit = pqg, rectee
per arcus mq centrum ¢ ducta, quia tunc tantum petitum praestari per
arcum a ¢ usque ad v centro p radio pp scriptum posset.

At

Dp<pq;

nam
me = po =<y,

porro

po<pc,
ergo

DO -+ PO << pc-+<Cq.
§. 4.

Fieri posse cum uno angulo figuram e tribus arcubus patet: si
(Fig. 107.) centrum P arcus aeb in recta per eius extremum a et centrum
¢ ipsius afd ducta accipiatur, et centro i radio di=>0i semicirculus de-
scribatur : generabitur hoc pacto figura afdgbea, nonnisi ad b angulo
gaudens.

BoLva, Tentaman, [T, 15
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Ita ex una recta et duobus arcubus datur figura cum uno angulo
(Fig. 108.). _

Nam arcus mo, cuius tangens est mn, centrum in ¢ habet; itaque
facile patet in oc¢ producta posse centrum [ arcus on accipi, et ad n
angulum generari,

E duobus rectis et uno arcu quoque datur figura cum uno angulo.
Nempe si abcd quadratum sit (Fig. 108.%), et centro a radio ab fiat
arcus bec.

. 5.

Figuram quatuor arcus possunt sine ullo angulo claudere; et 4 est
minimus numerus, cum e paucioribus fieri non posse dictum sit.

Nimirum ab extremitatibus a et b arcus afb (Fig. 109.) ducantur rectse
per eius centrum & ; et acceptis ca ex a et bf ex b aqualibus, scriban-
tur radiis ca et b centris ¢ et P arcus aquales be et af, ducanturque
rectze Pe, cf; et fiat ex intersectione I radio Fe arcus ef. Figuram jbefa
queesitam esse e pramissis facile patet. Talem etiam esse 2UbdeXfahU
patet (Figg. 110. et 111.), centris in apicibus quadrilateri sequilateri ifct’
acceptis, radiisque ih=ib=ce=cf e centris i, ¢, et radiis Ph=Ff=tb=te
e centris [, I. Facile ex inspectione patet id quoque, quod si ¥-— R,
limes ipsius hUb et eBf semicirculus, et limes ipsius bbe ita ipsius haf
recta sint, quamvis ipsa (Fig. 112.) nunquam attingatur. Si vero u-—o,
tum bAh-—o (in Fig. 110.), in Fig. 111. autem b2k peripherize toti quam
proxima venit, et hP’ semper minus distantia puncti F' ab ic esse debet,
ih vero -ﬁ—%ic.

Potest e duabus rectis et duobus arcubus quoque figura sine angulo
fieri; talem esse patet defaab (Fig. 112.); ita ex una recta et tribus arcu-
bus, qualis est (Fig. 113.) demba: ubi arcuum ad, em centra i, ¢ sunt, et
arcus abm centrum P est, ac remoto P in perpendiculari bf dato quovis
ulterius, limes (Fig. 112.} erit.

E tribus rectis et uno arcu figura talis fieri nequit.

Quum omnia hesec aliaque huius generis e preemissis facile perspici-
antur ; brevitatique consulendum sit: pauca heec, quo ordo ipse induxit,
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attulisse, nec plura adferre concessum sit. Aliquid tamen adhuc addetur
inferius.

2112,

De areis figurarum planarum rectilinearum circulariumque.

I. De facto e rechir ; hinc area rectanguli, area pavalleloprammi cuiusvis, area fri-
anguli, area guadrilaferi cuius dantur duo latera parallela, area guadrilaters cususvis,
area cufusvrs rectilines, per summationem triangulorum aut trapeziorum, e quibus con-
stat; ita area golygomi regularis | hinc area crreuly,

II. Transmutatio arearum of reductio ad formam rectae (Tom. 1. pag. 27), nempe ad
rectangulum date altitudinis ; et mutatio plurium quadratorum in woum.

III. Comparatio arearwm figurarum similium aliarumque. Inde lunula Hippocratis
et id genus alia.

IV. Additio, subtractio, divisie figurarum sub certis conditionibus.

V. Si alicui figuree alie sub certa conditione impomantur, impositarum summa
limesque huius quzeritur,

I
§ 1.

Factum e guotvis rectis, recta est (pag. 77); at si rectarum wuni-
tas sit a; et pro planorum wunitate accipiatur tale quadratum, cutus
latus a est; ita pro unitate omnium spatii portionum sit cubus, cuius
latus a; tum si I, I', 1" rectae sint: 1. recta [.]' mensurata per uni-
tatem « plane eos numeros dat, quos area rectanguli ex Il et ' com-
positi mensurata per arearum untfatem, nempe guadmrum a; tta ut
si ex. gr. veclta 1.1, mmpa Jactum lineare, sit —-:um ipsius a, el
anm rectanguly dtcfa sar—mm quadrali a. 2. ﬂa factum I.0I.1" si

—mm 1psius a s, afmm parallelepipedum (de quo infra) ex I, I" et
.”" ﬂsi-—r-##m unitatis solidorum, nempe cubi cuius latus a est.

Nam heic tantum de areis loquendo (Fig. 114.) sit / unitatis —‘;—ta. I vero
T'-ba; est

LY LAy B LA L
~gs g5 gs  gsgs
bE o
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Dividatur a=1 in gs partes mquales, continebit / partes eiuamodi
numero ps, /' vero numero rg, (patet g et : ad eandem denomina-
tionem reductis. Ductis vero parallelis e fine cuiusvis 3; , orientur in
strato inferiore quadrata, quorum cuiusvis latus est n; ’ Eumcm rg; et
quum / strata eiusmodi numero ps producat, erunt eiusmodi omnia
quadrata numero psrg; itaque totum rectangulum ex [ et /| erit
g’ :;:f -tum quadrati «; namque stratum inferius continet eiusmodi qua-
cﬁ'ata numero ¢s, et cum strata gquoque numero ¢f dentur, constat
quadratum « ex eiusmodi quadratis numero g¢sgs.

Patet itaque, uti factum lineare superius f:g: -tum unitatis linearis
est, ita rectangulum, ex eiusmodi factoribus compositum, esse UL LA

gsgs
unitatis arearum,

Si vero L et / sint incommensurabiles, tum id ex /, quod {-;’ est
et remanet, sit i, et id ex L, quod -r::—;. remanet, sit «; utrumque
-0, quia ¢s omni dabili maius accipere licet.

Sit rectangulum ex L et / mquale P, atque rectangulum ex L' et /'
squale /7; erit P— F'= rectangulo ex L eti, etrectanguloex /' et w; Aetw
aut sunt squalia, aut alterutrum est maius altero, sit i>w ; erit P~FP'<
rectangulo ex (L-/) et 4; sed hoc quoque ~—o0; quia basis L/ ma-
net, et A omni dabili minus fieri potest; adeoque non datur tam parva
assignabilis recta £, ut quadrato eius non fiat rectangulum dictum minus ;
nam dividatur L/ in tot partes », ut una sit << £, deinde fiat i tam
parvum, ut sit <Z--, et si superstruantur rectangula p sibi invicem, nd
non adeequet altitudinem £; patet oriri rectangulum, cuius tam basis
quam altitudo est <4; adeoque P— P' esse dato quadrato ipsius #
minus ; potest vero cuivis assignabili figuree circulus, et huic quadratum
includi; itaque P’ quod = L./ (id est L' /-to quadrati unitatis), nulla
assignabili quantitate differt a P, et tendit ad limitem P; sed L-—L
et /'~ /, adeoque (Tom. I. pag. 85) L./ L./, et cum L'/'=F', Pab
L.! nulla assignabili quantitate differt.

Hinc rectanguli, cuius basis L altitudo /, area = L./
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§. 2.

Parallelogramma (et triangula), basibus aequalibus ef altitudi-
nibus aequalibus gaudentia, sunt aegualitate guoad portiones termi-
nata aequalia; per altitudinem intelligendo in parallelogrammo distan-
tiam baseos a latere opposito parallelo, in triangulo autem perpendicu-
larem e vertice ad basim.

Vide Tom. I. pag. 66. Fig. 17. c. ubi trianguli A4 latus levum ad
latera parallelogrammi a'¢'€23 (nempe &, Ba'), et latus dextrum ad pa-
rallelogrammi €3ae latera ®e, Ba translata sunt, donec aut nihil aut
aliquid supersit: atque rectas, in quovis parallelogrammorum dictorum
fines quotarumvis partium connectentes, basi parallelas esse, imo in
utroque rectas tales, uti parallelas per g et Er, in eadem recta esse patet;
nempe ad quotevis partis finem subsistere libeat, ex. gr. ad g et h;
triangulum dEL desinens ad partium primarum fines erit triangulo gh®
simile, ob angulum interceptum communem et latera intercipientia pro-
portionalia; adeoque latus tertium tertio parallelum est. Et manifesto si
supra g residuum manet, idem supra b fieri debet; secus enim parallela
ea infra ¢'a’ caderet, si adhuc una pars daretur supra lj, et supra ¢'a’ ca-
deret, si in f) adeoque in ¢ ultima pars terminaretur.

Est demum hinc

A F=f'+f,
per unum latus tanquam distantiam parallelarum eandem, et angulos
externos internos oppositos; atque etiam trapezia E'+-E, et e-+¢ ®qualia
esse patet.

In casu (Fig. 115.) autem est manifesto 4A=C, et B=.5.

§ 3

Quum igitur parallelogrammum quodvis, rectangulo baseos qualis
et altitudinis sequalis, sit squale : erit parallelogrammum quodvis squale
facto ex altitudine in basim; triangulum autem utpote dimidium paralle-



102 ELEMENTA GEOMETRIAE.

logrammi, baseos @qualis et altitudinis eequalis, est manifesto quale
basi per altitudinem dimidiam multiplicatee.

§ 4.

Queevis autem figuree F et f fuerint inter duas parallelas # et ¢: si
pro quacunque recta utrinque infinita inter p et ¢ ipsis parallela, eo
quod hzc cum 5 commune habet C dicto, et eo quod eadem cum f
commune habet ¢ dicto, pro quibuslibet C, ¢ simultaneis sit C= ac;
(e Tom. I. pag. 210 &) liquet esse /= af, areas intelligendo, etsi qualitas
interminata esset.

§ s.

Hinc si umius parallelogrammi basis & altitudo « sit, alterius basis
£ altitudo A sit: erit area prioris =ad, et area posterioris = AR
itaque, si ab=AKE, est a: A= F:5, nempe altitudines parallelogram-
morum arez squalis sunt in ratione inversa basivm. Quum vero triangula
sint dimidia parallelogrammorum altitudinis baseosque @®qualis, idem de
triangulis arex qualis valet. Si vero a=.4, arez sunt uti bases.

§. 6.
(Fig. 73.°%). Altitudo y trianguli solis /ateribus datis innotescit: nempe
y= I,.r at— X

a*+ b*— ¢
= = -

sed erat (pag. 76)

atque hinc

at—xi= m’v‘+=b'c'+$:&=-—a*—a-_£ ;

et hoc (ex Tom. I. pag. 146)

_ (a-+bc) (a-+bd—c) ;c+a—&} (c—a-+b) .
4 3 !



SECTIO SECUNDA. 103

e quo radix quadrata per %.ﬁ multiplicata fit

% V{a+b+cl (a+b—c) c+a—>) (c—a-+b)

= areae trianguli ¢ solis lateribus computatee.

§ 7.

Trapezium (Fig. 116,) constat e parallelogrammo ex & et g, et tri-
angulis ¥'a, B'a; estque
bda+Ba _ 2ba+ba+FBa bbb+ B b+B

=de+—F = 2 = 2 2

Notandum & esse << 5. Hinc si e medio ipsius / sit || 5, patet esse

[ T 1

adeoque

5+B’=ﬂ

2

b+

esse per @ multiplicandum. Et idem generaliter de quadrilatero patet,
si duobus lateribus parallelis gaudeat.

§. 8.

Quadrilateri cutusvis abcd area est aegqualis duplo parallelo-
grammi ab'cV, quod oritur (Fig. 117.) latus quodvis bisecando.

Nam
' aa’= - ab, ad'= ad,

atque in triangulis aa'd’ et abd angulus a communis est, hinc a'd'| bd;
ita b'c’ || bd, adeoque a®d' || b'¢', atque ita a'b’||d'¢. Sunt vero triangula
similia, uti secundz potentiz laterum homologorum (vide pag. 111); itaque

Aaa't'= T;* abd, et Abcc'= % bed;
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adeoque triangulorum aa’d et bec' summa = - abed. Sed eodem modo

est triangulorum a’bb’ et d0¢’ summa = —a]':u.% Consequenter triangu-
lorum aa?d’, abp’, bec', OV summa = - ah:b et
abed'= 1 abed;

atque a’b'c’d’ parallelogrammum est.

§ 9.

Si vero quadrilaterum (Fig. 118.) in duo triangula dispescatur, et basis
communis sit B, altitudoque unius sit .4, alterius a; erit area

_ B4 Ba _ ,, A+a
=—2 *t .
§. 10.

Porro area cuiusvis figurae rectilineae reperitur per summam are-
arum omnium triangulorum, e quibus illa constat; et polygonum regulare
n laterum e totidem triangulis qualibus constat, quorum quodvis quale
est lateri multiplicato per dimidium perpendicularis e centro ad illud de-
missz ; patetque factum hoc pro tota polygoni area n-ies sumendum esse.

Adeoque si summa laterum p et altitudo +' fuerit, erit area = 2;

§ 11,

Sit p summa laterum polygoni interni, areaque eius sit a, area
circuli sit C, et summa recltangulorum circumcirca (Fig. 119.) sif
A=2zp; est )

a+i= —’:;’l +2p;
erifgue
a+Ai>C>a.

Duplicato semper » numero laterum polygoni, 4--o0, nempe
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z=r—r-—0, atque p limite gaudet: prius inde patet, quod e radio potest
quam proxime ad punctum contactus eundo perpendicularis usque ad
arcum erigi, quo arcu datur minor talis, qui in peripheria z.2%-ies
contineatur ; sed etiam # habet limitem; semper enim crescit, sed #
quoque crescit, atque etsi # non cresceret, si  in quantumvis magonum
excrescere posset, a supra C cresceret. Sit limes / ipsius p; tum

b s o
2 2 !

quia p-— P, et ¥'~—r (Tom. 1. pag. 8s).
At vero tum etiam C:T' Nam a-+4 erat > C>a, et (a-+A)—a-—0;
taque C'—a-—o, id est

i 'ﬂTr-'-.Cl.
Consequenter _
P 2
2
adeoque
C=iX,
=53

estque area circult areae trianguli, cuius basis P et radius r est,
aegualis.

Sit a-——, quod -& erat; nempe si latus / polygoni prioris »
laterum datum sit, (ex. g'r latus hexagoni sequatur radio); »' prodibit

Y S )

=yr—1a

quo subtracto ex r, manebit z, cathetus trianguli rectanguli, cuius alter
cathetus = —L—I est; e quibus prodit hypotenusa, nempe latus polygoni
2n laterum ; quod continuari posse donec libuerit, manifestum est; uti

et x crescere crescente @, quum » constans maneat.
Sltqua a-A= -L et hoc est

_ B xr .
}G—'—;' }-E'-,

Botral, Teniamen, 11, 14
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adeoque
2> P>x;

si_igitur computando (pro @ <1 et £<1, atque integris u, ») prodierit

p=2r, e x= F:* .7,

constabit J certo continere » eiusmodi partes, quales radius » numero
gt continet, sed numero »~+1 non continere. Ex. gr. pro diametro 1 fit

3, 15> >3, 14,
3, [§>x>3, 14;

pariter

adeoque /P constat pro diametro 1, usque ad secundam notam decima-
lem inclusive rite prodiisse. Valor verus ipsius /° pro diametro 1 dici-
tur .

Computatum est z in prope 300 notis decimalibus, ita ut ubique
abrumpatur, 7 parte ad leevam maior est, sed minor fit, si nota ultima
ad dextram uno augeatur. '

Si quis igitur talem ipsius m valorem se reperisse iactaverit, qui in
fractionem decimalem conversus in aliqua a dictis nota aberrat, oleum
operamque perdidit. Si aream proposuerit, ea per —;— nempe dimidium
radium divisa dabit factorem alterum cum fractione dicta decimali con-
ferendum.

Ope fractionum continuarum fractionibus approximantibus valor ipsius
7 alternatim maior minorque terminis minimis exprimitur : talis expressio
est 5‘? , quam Archimedes reperit a hexagono incipiendo, duplicandoque
laterum numerum usque g6; estque —?-}H quidem, sed ad vulgarem
praxim sufficit.

22
23 -

sunt he approximantes, quarum prima << m, secunda > m, tertia < m,
quarta > 7 £, ultima tamen tam exacta est, ut in sequatoris peripheria
quoque parum aberret.
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§. 12.

Paucis exceptis, qui desperatam hanc caussam aggredi ausi sunt,
nec id quod queererent, satis intellexerunt; multique similes his miran-
tur mathematicos rem tam absurdam desiderare, nempe circulum quadra-
tum; aut per polygona circulum consequi velle, cum nulla pars peri-
pheriee sit recta. Natura curvee plane in eo consistit, ut nulla pars eius
recta sit, plura spatia curvilinea tamen exacte quadrata sunt; nec quid-
quam aliud in problemate quadrationis circuli queeritur, nisi construc-
tione geometrica sensu stricto (saltem sensu lato) exhibendum punctum
illud, in quo / (pag. 105) terminari (Tom. I. pag. 20) tanquam limes
ipsius # debet; atque punctum istud, uti inde et circulo cuivis quadratum
eequalitate saltem interminata zequale, (pagg. 105, 109) certo datur: nemo
vero adhucdum demonstravit huius impossibilitatem possibilitatemve ; uti
diametrum cum peripheria esse commensurabilem incommensurabilemve,
aut circulum ulli quadrato esse qualitate terminata zqualem. Quevis
interim expressio terminorum numero finito, quo simplicior, eo magis
laudanda erit. Series alimque expressiones infinitee dato quovis propius
euntes permultz sunt (uti Tom. I. pag. 442).

§ 13,

Si unius circuli sit diameter =1 alteriusque diameter = 2, atque
construatur ex. gr. hexagonum in utroque, semperque simul duplicentur
laterum numeri in utroque : erunt manifesto semper triangula per rectas
e centris ad laterum extremitates ductas generata, in utroque similia,
atque polygonum circulo diametri 1 inscriptum, erit ad polygonum cir-
culo diametri 2r inscriptum, uti radius ad radium. Hinc etiam limes
polygoni prioris ad limitem posterioris ita erit, uti Lo:r sen 1:a2r
Quum igitur pro diametro 1 sit peripheria m, erit pr::l diametro 2r pe-
ripheria 27, Eritque area

— r ] L]
=2rn—- =r'a;
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unde iterum ex area « reperitur radius; nempe si a=#n, est r=J =.
|

Si vero peripheria P data sit, reperietur ex P=2rn radius r = ;ff _
T

§. 14.

Annulus 4 quoque (Fig. 120) hinc facile prodit e maioris cireuli
radio & et minoris radio »; nempe

A=Rn—ra=(R'—r)n

Ita sector prodit pro arcu @ in circulo radii »; nempe sectoris area
erit ad totius circuli aream, uti arcus ad peﬂpheriam, seu @ ad 2rm,
Data chorda radioque etiam segmentum innotescit, si sectoris area nota
fuerit, subtracto triangulo a chorda et duobus radiis facto, e sectore:
nimirum area trianguli e tribus lateribus prodit (pag. 103).

IL.

Transmutatio figurarum gquoad areas; et hinc reductio earum ad
Jormam rectae (Tom. 1. pag. 27).

§ I

(Fig. 121.). S @. A=25.5, et angulus ad= angulo bB: tum paral-
lelogrammum ex a et A parallelogrammo ex b et B quoad contentum
aequalitate terminata aegquale est.

Nam si ¢ fine N1 ipsius B, (quod in parallelogrammi GEES lateris
€L prolongationem ponatur), M3 || et =®L fiat, JE secabit ipsam
SE€, quia 13 || §E; pariter ducta per D parallela ad €1 secat ipsam
3301, Oriuntur autem hoc pacto triangula €HD et INTC similia propter
ED | B, 3 || HE; itaque prodit tale x, ut sit a:x=.5:.4, adeoque
aA=xPB; atque hinc manifesto x==4, quum per hypothesim sit aA=055.

Est etiam B3 in recta eadem cum B, atque ipsi U1€ parallela
est; nam Bf || W&, atque ATJ || et =BL.
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Estque MMEHK parallelogrammum ex & et B cum angulo 88 =z,
uti BEES ex a et 4 cum angulo ed =2 Hzc duo parallelogramma
autem qualitate terminata esse squalia patet: si ad latera posterioris
ipsi 4 eequalia transferatur &, donec fieri potest, et ad latera prioris
ipsi B @qualia transferatur @, donec fieri potest; nam parallelogramma
orta sunt sequalia, uti 1=1, ita si plura quotquot essent: porro Ak=A#;
si @ in 5 exacte certo numero adesset, patet tum [ non remanere,
neque « adesse, et 4 etiam certo numero continere &, quia a: 5=4:4,
atque tum pro # quoque parallelogrammum reliquis squale adesset. At
si adsint « et 3, tunc si in latere ipsi 5 opposito inferiore, ex ultimo a
dematur 3, et sit ab extremitate eius parallela ad A ; erit hec =a, et
tertium latus =y ; ita si ex ultimo & in €§ dematur «, et fiat ab extre-
mitate eins parallela ad B erit heec =/, et triangula «fy omnia erunt
zqualia, per unum latus in quibusvis duobus =quale, et angulos per
latera parallela squales.

Hinc etiam quinquelaterum Fsaad = alteri fFswad; nam latera et
anguli ordine quo semet excipiunt sunt zqualia; nam s remanet utrinque
e diagonalibus equalibus subtracto y; patet etiam ex a2 demto 2
remanere 4, uti ex -+« demto « remanere 5. Itaque parallelogram-
mum Aa = parallelogrammo B) wmqualitate terminata est.

§. 2.

Hinc patet, quod cum cuique parallelogrammo detur aliud =quale
angulo z gaudens, nempe inter parallelas easdem rectis ad angulum z
ductis ab extremitatibus baseos parallelis: dari hoc modo cuivis paral-
lelogrammo aliud ad datum latus et angulum @quale; ita cuivis tri-
angulo, quia hoc parallelogrammo altitudinis equalis baseos dimidiz = est.

Ita etiam plura quotvis parallelogramma -summari possunt, omnia ad
angulum z et latus datum reducendo; adeo ut, quum z etiam rectus
esse possit, queevis area, que ad summam triangulorum reduci potest,
in rectangulum eiusdem altitudinis summari, adeoque ad formam recte
reduci queat. (Tom. I. pag. 27).
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§ 3

Si in preecedentibus a4 = 5", (uti pag. 75), prodit 6= & atque qua-
dratum ipsi & superstructum rectangulo ex a et A4 =mqualitate terminata
= erit.

Hinc si (Fig. 122.) «, § catheti fuerint, et demissa e vertice anguli
recti ad hypotenusam » perpendiculari, quadratum hypotenusz in
rectangula # et ¢ dividatur: erit (pag. 75) a*=ay, et = by. Conse-
quenter e quadrato ipsius « exstrui modo in §. 1 relato poterit rectan-
gulum p, uti rectangulum ¢ e quadrato @; adeoque gquadratum hypo-
tenusae exstruelur e quadratis cathelorum.

Unde duo guadrata in unum commutari possunt, si priorum latera
ad angulum rectum iungantur, et ducatur hypotenusa: huius quadratum
enim summa priorum erit. Pari modo tertium quadratum, et tum quar-
tum et ita porro in unum mutantur.

§. 4.
Si vero figuree cuiusdam area a in figuram certz speciel per x de-
terminatam mutanda sit, sitque hsec = f(x), tum x ex a=/f(x) eruitur.
Ex. gr. si f(x) circulum, cuius radius x est, denotet: erit

fix)=xn=a,

Vs
x=1 —
i

Ita si f(x) hexagonum circulo radii » inscriptum denotet: erit area
eius perimetro per perpendicularis y e centro ad latus missz dimidium
multiplicatee zqualis, adeoque

ﬁx-%:ﬁx-:—ﬁ=—ﬂlx’ ﬁ;

et hinc

nam latus hexagoni zquatur radio, et

= e e
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Unde aream dictam hexagoni, pro radio x, ipsi @ ®qualem ponendo,

prodit x.
Ita si f(x) annulum circa circulum radii » per circulum radii x
factum denotet, erit

_— flx)=(x*—r)n=a;

x=l/f- -+ 72,
Fi 8

E quibus ad alia applicatio patet.

III.

Comparatio figurarum similium guoad areas.

§ I
Si in duobus triangulis latera a, b et latera A, Ban{ﬂfas aequa-
les interciptant, uti (Fig. 123.)
Nab=NAB=uv,

area irianguli abc est ad aream trianguli ABC uti ab ad AB.
Nam sint pro basibus & et 5 altitudines p et /°; erunt triangula
apg et APQ similia, itaque pro a=mnp erit 4=nP. Est autem

e b PB
LA - N— e
= =npb:nPB=ab: 4B,

Idem de parallelogrammis patet, quum queevis parallelogramma uno

angulo zquali gaudentia eiusmodi triangulorum dupla sint.

§ 2

Sunt porro areae triangulorum similium cbh e CBH (Fig. 124.),
uli quadrata linearum homologarum.
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Sint enim latera queevis homologa & et B pro basibus accepta, sint-
que altitudines @ et 4: erunt propter angulos » et R triangula cga et
CQ0A similia ; itaque si per hypothesim sit

B:b=C:c et B=nb,

adeoque
C=nc;
erit etiam
A=na,
propter
Cic=4:a.
Est vero area trianguli cbk
_ ab
_ o2
et area trianguli CEH
__AEB _ nanb
-2 . 2
Consequenter
A chh _;_*,CBH=_'%‘5L : %ﬁ.——hab:dﬂz ab:nanb=

== :nb=b: 5"

§ 3.

Hinc etiam guarumuvis figurarum rectilinearum similium areae
sunt in ratione duplicata linearum homologarum.

Nam sit unius figuree latus quodvis ad latus illi ex altera figura ho-
mologum, uti 1 ad #: erit area trianguli cuiusvis ad homologum, uti
1 ad #°, adeoque et summa triangulorum figure prioris ad summam
triangulorum figurse alterius ita erit, uti 1 ad »* areaque ad aream uti
a* ad A°, si a latus prioris, et latus posterioris ipsi & homologum
A=na sit.

§ 4.
Unde etiam patet areas circulorum esse uli quadrata diame-

trorvum.
Nam si diameter unius sit &, alterius JJ, inscriptis polygonis utrique
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totidem laterum, erit area polygoni prioris ad aream posterioris, (quum
manifesto sint polygona per triangula e centro ng:fr angulos sequales
similia), uti radiorum quadrata, nempe uti %ﬂ ad < seu uti &* ad I,
Erit vero ratio eadem semper, etsi numerus laterum simul duplicetur in
infinitum, quo pacto id, quod in uno alterove supererit, ~—o. Dicatur
area polygoni prioris p, et posterioris /5 area circuli prioris autem sit ¢,
posterioris sit C, sitque c=p+w et =P 4; erit

ﬁ:P:d':_ﬂ’,

adeoque et
+w _ d’
+4 D

quia @-—0, et i-—o (Tom. I pag. 8g).*
Idem ad alias figuras quoque extendi potest.

§. 5.

Hinc si (Fig. 125.) lateribus a, &, ¢ trianguli rectanguli figuree similes
A, B, C superstruantur : erit C, Aypofenusae ¢ supersirucia, summae
cathetis superstructarum aegualis; nempe

C=4A+R8;

posito a, &, c latera figurarum 4, &, C homologa esse.
Namgque tum

A:B=a":5, atque hinc A:a'=F5:5;

itaque si
- A=na’,
erit
B=nb"
Porro
A:C=a:¢", et hine A:a'=C:¢,
adeoque

C=nc,

* § 4 brevius sequitur ex pag. to7 §. 13. Erit enim pro diametris D ot d area pricris = Dix: 4,
posteriorisque erit d¥s: 4. [Errata Ed. L. Tom. 1L pag. 386).

Botvai, Tentaman, 11, 15
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Sed
c=a'- b
Consequenter
ne* = na* <+ nb’,
seu
C=A+B.
§. 6.

Hinc (Fig. 126.) lunula Hippocratis &equatur triangulo rectilineo; nempe
e=1 si a=b; atque o'+ F=¢+1.
Nam
a+t+t+fA=a+a+ 747,

nempe summa dimidiorum circulorum super cathetis @, & tanquam dia-
metris constructorum est semicirculo diametri ¢ squalis. Subducto igi-
tur utrinque «-+ 4, manet
a4+ F=t+1;
si vero a=2b, est o'=4# et {=/.
Quomodo Hippocrates ope sue lunulz quadraturam circuli tentaverit,
referre haud operz pretium est.

§. 7.

(Fig. 127.). Superius (pag. 93) mentio facta erat quantitatis anguli arcuum
circularium per areas exprimende : si circuli 4 et B se invicem extus
aut intus contingant, et B <., saltem non >.4 fuerit, atque 5 cum
tangente angulum %, A vero angulum » faciat; quantitas anguli circuli
A cum B exprimi per <V potest, si U aream denotet, qua est
inter dimidiam peripheriam ipsius 5 et quadrantem peripherize centro ¢
diametro ipsius /& tanquam radio descripte; atque ita [” aream inter
dimidiam peripheriam ipsius 4 et quadrantem peripherize centro ¢ dia-
metro ipsius 4 tanquam radio descripte denotet; atque si I/ et I in
diversas respectu tangentis plagas cadant, {J positive, si vero in eandem
plagam cadant, negative addatur positivo /. Quoad congruentiam tamen
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geometricam, et seorsim angulorum zqualitas requiritur: idem etiam, si
opera pretium esset, ad angulos (pag. 93) circulares alios quoque appli-
cari posset, qui ex angulo tangentium, et angulis arcuum cum suis tan-
gentibus componuntur.

Pauca adhuc notasse sufficiat.

1. Si (Fig. 127.) circuli A diameter =1 sit: erit area eius %{pag. 107),
area circuli vero, cuius radius est diametro ipsius 4 =qualis, est =m;
area igitur quadrantis circuli posterioris est =%, et area dimidii A
est :331" quod si ex —:— subtrahatur, manet

T .
=3 =%

Est itaque "= dimidio 4, atque quadrantem cpgh dimidia peripheria
cih ut diagonalis bifariam dividit.

2, Si vero diameter ipsius 5 sit 4: erit

; B= % m,
& Bﬂq'llﬂ
2~ B
et quadrantis radio ac descripti area
_dn

adeoq $

ue

' _d=n

=g

Unde

U'-E-V:—g—{a“-!r-l},

atque si A =0, area trianguli w = %=A‘.
Plura huius generis Tyrones ipsi reperire possunt.

Is*
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IV.

Additio, subtractio, divisiogue figurarum sub certis conditionibus,

St (Fig. 128.) flat (pag. 71)
a:ff=mn:m,
alque ¢ verlice (rianguli AB ducatur recta ad finem ipsius w, tri-

angulum in ratione eadem divisum erif; nam altitudo utriusque est
eadem, adeoque areee sunt uti bases (pag. 102).

§ 2.

Quodvis punctum p in A sit, area trianguli ax est ad aream tri-
anguli 45, uti a.x ad 4.5 (pag. 111); itaque area prior erit ad poste-
riorem, uti # ad e, si fuerit

a.x. A B=n:m,

_ndA.B

ma !

adeoque

et tum triangulum AFB per punctum datum p in dicta ratione divi-
sum erit.

§ 3
Area figurarum similium sunt uti quadrata linearum homologarum.
Hinc (Fig. 129.) si & B, est

A rxr=AAE: A xb,
adeoque si
A :xv=n:m;
erit
AAB: Axb=n:m,

et per parallelam hoc pacto triangulum in dicta ratione dividetur.
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§ 4

Si vero (Fig. eadem) fuerit trapezium B5, e quo data area ipsi £
@qualis sit subtrahenda, per 2 || B (inferius aut superius| absecta: con-
cipiatur lateribus trapezii non parallelis productis expleri triangulum ;
erit

a+x:x=8B:b;
adeoque

et

atque « nempe area trianguli, quod supra & est, erit

==

nam
ap=x:q,
et hinc
e BN B
=2 = B=%"
adeoque

=ity

Si iam £ sit subtrahendum, et sit

a+tiati+tf=m:n;

erit
A :(x4yf=n-m;
adeoque
mA' = nx* < ny -+ anxy ;
et .
yaxy+x'— !ﬂf =0;

unde cum x iam cognitum sit, prodit y. Patet quoque, si inferius sit ¢
subtrahendum, etiam tum datum esse / et tantum y esse reperiendum.
Si trapezium /' trapezio ¢ addi debeat, reperto x datum erit x-y,
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fietque
(x+y): A=a-+t:a+t4+1];

unde etiam 4 reperietur.
§. 5.

Hinc quevis figura rectilinea per lineas parallelas in data ratione
dividi poterit. Nam si triangulum aut trapezium nimis magnum fuerit,
potest ex eo trapezium subtrahi; si nimis parvum, e sequente trapezio
subtrahi debet, addique parti priori, quod ita ad finem usque continuare
licet.

§. 6.

Possunt etiam arese per triangula addita, et ita posita, ut etsi linem
dividentes parallelee non sint, nec tamen ab una parte nimis lata, ab
altera nimis angusta portio sit, quod tamen magis praxim spectat, in
ratione data dividi: nempe portio exhibenda in duas partes « et o
(Fig. 130.) dividi potest; eritque

2a’

b
o = —
a=x et x=—5;

itaque e fine perpendicularis x ducta ad & parallela, triangulum « effi-
ciet cum e formam queesitam; quod item continuare licet, ut prodeat
portio altera §-+ 3 &,

Scholion : Omnia hsec vero etiam geometrice perfici possunt, cum
nonnisi additionem linearum, subtractionem, multiplicationem, divisio-
nemve earundem, ad summum extractionem radicis quadratz requirant.
In praxi tamen, ne error multiplicibus constructionibus multiplicetur,
satius est calculo repertas lineas ope scale accipere: quamvis omma
geometrice possint in rectangulum summari, et hoc in data ratione dividi,
atque portioni cuivis e figura data squalis exhiberi. Ex. gr. sit rectan-
guli illius altitudo @, potest « in rectangulum altitudinis @ transmutari,
et si e portione exhibenda remaneat rectangulum e, hoc potest in tri-
angulum baseos & transmutari &'; quibus amplius inheerere superva-
cuum est.
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V.

Exempla quaedam ad certarum figurarum, cuipiam figurae sub
certa conditione impositarum, summam, huiusque limitem.

-

§ 1.

Sit triangulum zequilaterum (Fig. 131.) circulo radii » inscriptum, sitque
e lateris ab meditullium; est tum ad=ac=7~ latus hexagoni; et c¢ est
perpendicularis ad ab, ac triangula ace at aed sunt aqualia, quia ac=ad,
et ag=ae; hinc

I
R=—r,

estque radius circuli inscripti; nam si  sit alterius lateris meditullium,
triangula cal) et cae sunt mqualia, quia ah=uae, et ca=ca, angulus ad
b meditullium chordee vero est rectus. Hinc cf etiam

e
= :r_fgﬂ
et
= 3.
ae R
ae¢ vero
_IH N -
— F ?— 2 fﬁ,
et )
ab=r 3.

Area A trianguli agb est latus trianguli multiplicatum per dimidiam
altitudinem ; itaque est

=37 ¥/3;
4
area .4’ circuli inscripti autem est

{_I_ }'R_r i I
2 .
et si trianguli zequilateri latus sit »-ies minus, est area « circuli huic
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triangulo inscripti

iz 4
4#1 !
quia radius quoque per similitudinem est x-ies minor, nempe %

#®

§ 2.

Si vero (Fig. 132.) trianguli sequilateri latera omnia per n dividantur
et agantur e quovis divisionis puncto lateris cuiusvis ad duo reliqua
latera parallele, atque inscribatur cuivis minorum triangulorum zquila-
terorum hoc pacto ortorum circulus, imo etiam ponatur eiusmodi cir-
culus quocunque, ubi is in triangulo @equilatero iuxta Figuram eandem
locum habere potest; dicatur summa arearum omnium horum circu-
lorum A"

Patet heic triangula =quilatera oriri in strato inferiore numero
#n+n—1=2n—1I, qui est numerus p-tus impar; ita in strato sequente
est triangulorum numerus (n —i1)-tus impar, et ita porro; ut summa
omnium sit #°. Itaque etiam numerus circulorum inscriptorum est n*. Sed
si per vertices horum triangnlorum ducantur rectz, nempe quorum ba-
ses aut coincidunt, aut sunt parallele: erunt he ad bases perpendicu-
lares, et centrum circuli inscripti est in intersectione talium perpendi-
cularium; remanet vero ultra peripheriam circuli inscripti, usque ad ver-
ticem recta zqualis radio inscripti; itaque eodem radio potest circulus
centro in vertice sex triangulorum communi sumto describi, sex circulos
triangulis inscriptos tangens; inscriptus circulus vero ad summum a
tribus inscriptis, sed potest ab uno quoque aut duobus tangi; tangere se
hos circulos patet, quum centra cum puncto communi in rectam cadant.

Hinc novorum circulorum centris stellulatis gaudentium a sex cir-
culis tactorum numerus inter duo strata inferiora est # —2; tum n— 3,
dein » —4 . . . usque ad 1.

Itaque, ut 4" prodeat, circulis prioribus, qui numero »* erant, additis
novis, fiet
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w__ n % . ves
A_4n, (' n—24n—F4e1)

_raf . . (m—1l(n—2)

T 4m [ﬂ + 2 ]

e i riu -+ rm ____3.?‘?1

2 T 24 T 2.am

=3f‘x+£.?%__ rm |
1.4 @ 4n 2.4

Queeratur valor summs duorum posteriorum, (cum terminus primus
sit pro quovis n idem), num crescat crescente s, aut decrescat. Est

rn ' arn—3r'nn _ ra (2—3n)
O o AT R—JFuk JEw 308

4n? 2.4n 2.4n° 2.4 nt
e quo, si #-+1 substituatur ipsi =, fiet

r'n [2—3n<1)] |
2.4 (m+1f '

€t tantum
3—38 33— (m-41)
e n=1
consideranda veniunt; reducta ad denominationem eandem, erunt

24-n—4n"— 3n? —Rp*— IR

n(n—41)° = ntn—+1) "

ubi in priore plus negativi est; nam 2-#— 3n* nonnisi pro # =1 est
=0, pro maiore # vero fit negativum; — #*~— 3n° autem quod manet,
est idem negativam quam — m*— 3n'. Crescente igitur » in infinitum,
decrescit quidem 4 — 4", nempe summa vacuitatum a circulis in tri-
angulo relictarum: at datur limes ad quem tendit ista differentia, ita ut
aliquanta pars trianguli hoc modo expleri haud ungquam queat.

Est nempe

A—d"'= ii'. V3— [..3*‘5. L re 3r'n)’

2.4 ' 4w 2.4n

quod n—-—f%-{: ¥'3—n); quia summa posteriorum fit crescente # in

Bowyal, Tentamen. 11, 1]
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infinitum omni dabili minor; adeoque si summa vacuitatum dicatur v,

et limes huius sit »; decrescet ¢’ infra —[‘g—, sed non decrescet usque
A . nam —ﬁ— est

_2.37V3 3r@aV3i—=n) __ 2V3 .

2.4 - 2.4 2¢Y3—m’
est autem ¥3=1,732 . . .; adeoque 2¥3=3,46 . . .; 7 vero pro dia-
metro 1 est = 3,141 . . .; itaque ﬂll'rg—n est 0,32 ... quod per 11

multiplicatum est 3,52 . . ., adeoque excedit 3,46 . .. sed decies ac-
ceptum infra hoc manet.

§ 3.

Si pro m, m integris rectanguli basis sit = mu, altitudo = nu ; atque
ducantur e fine cuinsvis # in basi ad altitudinem, in altitudine ad basim
parallelze : oriuntur quadrata lateris & numero nm, et totidem circuli
radii %, si cuivis quadrato circuli inscribantur; eritque cuoiusvis circuli

u'n ; . U
, adeoque summa erit omnium = #m —— -

Dividatur quodvis # in partes numero u; ductis ut prius parallelis,
orientur quadrata lateris -— numero nm’, et totidem circuli his inscripti,

& & " u ﬂ ﬂ-' L] L3
quorum cuusvis radius = O adeoque = ' eritque summa omninm

area =

W' _ nmun
= 4

= nmp -

ut prius. Manet igitur summa vacuitatum semper eadem, nempe

_nmutn _ nmu (4 —a)

Rmu 1 3

Quezestionibus tamen huius generis pluribus vacare non licet.
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‘212,

De quorundam, quorum e prioribus possibilitas innotuit, construc-
tione geometrica.

§ 1.

Recta a extrema et media ratione secafur, ut olim dicebatur; si
construatur triangulum rectangulum, cuius alter cathetus est %a: erit
(Fig. 133.) x id quod queeritur; nempe

g:Xx=—X.d4—x.

Nam (pag. 76)
I '—-__!_ a __-_I_ ] 1
{?a—!—x)— 4a+dx+x' 3 a'—a*.
Hinc
a'-—-ﬂ#:f:ﬂ{ﬂ——.ﬂ;
unde

Fix=Xx.4d—Xx.

§ 2.

Hinc construitur decagonum in circulo radii : nempe si » modo
preecedente secetur, erit x latus decagoni (Fig. 134.).

Nam #:x=x:7—x; itaque triangula ach et dab sunt similia; quia
angulus # est communis, et latera intercipientia » et x, atque x et r—x
sunt proportionalia; itaque anguli lateribus proportionalibus oppositi sunt
sequales.

Nempe lateribus

r=D"bc, x=ab, x=ab, r —x=0b
opponuntur
y + z"i xl ﬁl i:i|I
adeoque
y+ov=p et z=w;

sed y+v=u, quia r =ac, adeoque p =u, hinc £=x, et inde z2=y=v,;

adeoque
y+v=2z et z+y+ov-+u=j52=1R,

i*
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Patet ¢ decagono pentagonum quoque datum esse.

Peripheria divisio per constructionem geometricam sensu stricto in
2, 3, 5, 3.5, atque 2*, 3.2* et 3.5.2* pro u integro iam Euclidis tem-
poribus nota fuit; omnesque Geometrae tanquam certum pronunciaverant
per nullum alium integrum id fieri posse: quid summus recentioris mvi
Geometra hac in re quoque prestiterit, vide Tom. 1. pag. 384; de quo
tamen amplius dicere locus heic non est; et pluribus aliis quoque bre-
vitas necessaria supersedere iubet.

Supplementum numeri *2111211222;
in quo
Origo ideaque Trigomomelriae

exponitur : in triangulo angulorum laterumque illis oppositorum mutuam
a se invicem dependentiam, atque huius ope modum e datis ignota
computandi quarere, ea quoque necessitas impulit, quod pro magnis
distantiis quesita constructio exhibere nequeat.

§ I.

Hic prius omnino de triangulis rectilineis in plano agetur; de sphee-
ricis suo loco dicetur: nempe sphaera, eiusque (crescente radio in infi-
nitum) limes geometricus, qui sub conditione pag. §5 exposita planum
est, certo sensu infinite differentia, alio conveniunt, et in utroque e quo-
vis puncto guaquaversum omnia gqualiter determinantur; atque in
utroque linex figureeque consideranda: sunt, imo veritates univs plures
certa mutatione et alteri conveniunt. Ex. gr. fundamentale utriusgue
Trigonomelriae tam planae quam sphaericae est, dependentia angu-
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lorum laterumque oppositorum mutua: in plana sunt sinus angulo-
rum, uti latera opposita, in sphaerica uti sinus laterum oppositorum,
nempe ibi et latera trianguli sunt arcus sinu gaudentes. Quid simws,
costnusque, et alie lineze auxiliares, nempe sinus versus, fangens, secans,
cosinus versus, cofangens, cosecans, significent, dictum (pag. 14) est;
quorum tamen proprie omnia reliqua e sinu promanare e loco citato
liquet, quum cosinus e sinu prodeat per theorema Pythagoricum (Fig. 135.)
e triangulo rectangulo, cuivs hypotenusa radius et unus cathetus sinus
anguli #, alter vero cosinus est; nempe

cos*u =" —sinlu,
unde

COS8. N = fm H

=9V 1—sin} u.

Atque hinc omnes reliquas functiones trigonometricas, loco citato no-
minatas, per sinum solum exprimi pro radio 1 posse manifestum est;
at s®pius expressio brevior clariorque et concinnior per nemina func-
tionum trigonometricarum reliqua fit.

quod pro radio 1 fit

§. 2.

Sed priuvsquam dependentize angulorum et laterum mutua demonstra-
retur, quod nempe sinus sint uti latera opposita, atque inde omnes tri-
anguli rectilinei resolutiones deducerentur: dependentia sinus ipsius
cosinusque et reliquarum functionum trigonometricarum ab angulo seu
arcé anguli guantitatem exprimentis consideratur; sinus nempe uti
reliquee functiones trigonometricee tam angulo quam arcui illius quanti-
tatem exprimenti sque tribuuntur.

I. Pro integro m positivo, et ¢ quadrantem positivum denotante,
quantusvis sit arcus &, sive b sive —; F vel 4= 4mg +=«a et = « sinu
eodem gaudent; id est si arcus - « ita mutetur, ut ei addatur sive 4mg
sive — 4mg, nec sinus nec cosinus mutatur: nempe quotiescunque de-
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curratur peripheria sive positive sive megative arcus ==« ibi terminatur,
ubi 4 vel F4mg +a Ita si a=+y=44mg fuerit, « et — 3 sinu cosi-
nuque iisdem gaudent: nam —y == 4mg + a.

II. Si a mutetur in — e, sin. e et sin. (—e) sunt oppositi, alioquin
sequales; cos. « et cos. (—«) autem est idem. Nam aliquod ipsorum «
et — & terminabitur supra diametrum primariam, nisi plane in ipsa ter-
minetur, et tum alterum infra terminabitur; atque tuin manifesto extre-
mitates arcuum « et —e a principio s, sequalibus arcubus distabunt,
chordaque extremitates has connectens per diametrum primariam per-
pendiculariter bisecabitur: unde reliqua patent; quum distantia extremi-
tatis unius sit positiva, altera negativa, aliogquin ®quales; distantia centri
vero sit eadem. Si vero in diametro terminetur, fiet id aut in principio
aut in fine: si prius, tum sinus est o= 40, cosinus vero =1, pro
radio I; si posterius, sinus item =o0=+-0; cosinus autem =—1I, nempe
distantia centri est —1 (pag. I4).

IIL. Si « mutetur in tale ¥, ut sit
at+y=gq;
adeoque y complementum ad ¢ ipsius « sit, tum

sin.y=cos.« et sin.a=cos.y.
Si vero
o+ 3= 2q,
tunc
sin.g=sin./?, et cos.a=—cos. 3

Nempe si tabula sequens, valores ipsius «, complementaque ipsius
ad g, tum complementa ipsins « ad 2¢, et demum complementorum
istorum ad 2¢ complementa ad ¢ exhibens, percurratur, facile patet:
sit £ arcus positivus <<¢, aut sit o,
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WValores ipsius a Compl. ad ¢ Compl. ad 29 mm:ﬂ

k g—£k 29—k — g+4
g+ & —k g—k + £
2+k —g—£k —k gk
3g+& —29—k —g—k 2¢+£

—k g+ 2g + £ — g—#
—g—k 2¢+ 4 g+ £ —20—#&
—2g—k g+ & 4q + £ —3g—&
— 37—k 4g + £ 50+ 4 —4g—&

e g ag == I

E quo casibus singulis percursis patet, quum in columna prima quo-
tiesvis 4¢ addi valoribus positivis, et quotiesvis — 4¢ addi valoribus ne-
gativis possit, atque eatenus reliquee columnz mutari salva re (per I)
possint.

IV. Si « a o crescat positive usque ad ¢, sinus a O crescet usque
ad radium r, qui sinus fofus vel maximus audit, quum nullus eo maior
sit; crescente vero arcu porro ultra g decrescit, usque o pro arcu
= 2¢ ; crescenteque porro arcu ultra 2¢, crescit sinus negative a o infra
diametrum, donec pro arcu 3¢ fiat —»; et ultra 3¢ crescentis arcus
sinus decrescit negative usquequo =0 fiat pro arcu = 4q.

Cosinus autem arcus O aut - 4mg est =y, nempe cos.o=sin.g;
quia ¢ +o0=g, et sin, ¢ pro radio » est r; et postea decrescit usque-
quo cos.g =o fiat, decrescente nempe crescentis arcus complemento ;
at ultra ¢ crescentis arcus cosinus, eousque ab r ad o decrescens, abinde
negative crescit, donec pro arcu 2¢ fiat = —r; atque dein porro cre-
scente arcu 2g, item negative decrescit cosinus usquequo pro 3¢ fiat
=0, et abinde denuo crescit positive usquequo pro 4¢ fiat =,

Stnus versus ipsius « vero, omnia hic pro radio r intelligendo, ex-
primi per r —cos.« potest: nam si sinus inter principium « arcus atque
centrum ¢ cadat, tum cos. « est positivus, et manifesto sin.vers.a est
= r —cos.a; atque si sinus ultra centrum cadat, tum ut distantia principii



128 ELEMENTA GEOMETRIAE,

» a sinu prodeat, radio recta illa, que ultra centrum usque ad sinum
est, positive addenda est; quod per » —cos.« exprimitur, quia plane
rectze illius addend= oppositum est =cos.a. Patet vero sinum versum
crescere a O usquequo pro arcu 2¢ fiat = diametro, et dein decrescere
donec pro 4¢ fhat item =o. .

Tangens ipsius « autem dicitur %’:%‘_% pro radio 1, aut pro radio »
generaliter %; crescitque a O positive, usquequo pro ¢ fiat oo;
deinde decrescit negative usque ad O pro arcu =2¢; et tum item po-
sitive crescit, donec pro 3¢ fiat oo, atque demum negative decrescit,
donec pro 4g fiat =o. Nempe pro arcu crescente a O usque g, tam
sinus gquam cosinus positivus est, crescitque sinus a o usque ad radium,
cosinus autem a radio decrescit usque o; abinde usque ad 2¢ sinus ma-
net positivus, sed divisor negativus est, adeoque quotus fit negativus,
atque dividendus a radio usque ad o decrescit, divisor autem a o crescit
negative usque ad radium; postea vero usque ad 3¢ tam sinus quam
cosinus negativus est, adeoque quotus fit positivus; crescit vero sinus
a o usque ad radium positive, cosinus autem Iitem positive decrescit
usque ad o; et tum sinus decrescit usque ad o positive, cosinus autem
crescit negative, usque ad radium; postea vero sinus crescit negative,
et cosinus decrescit negative; atque demum usque ad 4¢ sinus decre-
scit negative usque ad ©, cosinus autem positive crescit a o usque ad
radium.
nn;.a pro fad:hrl, generaliter pro radio r
(et cosinu « pro radio I accepto) autem g

dio r dicitur ; crescitque crescente arcu a o usque ad ¢, positive a radio
in oo, et inde usque ad 2¢ decrescit ex co-to negative, donec pro 2¢ fiat
= radio; et tum item crescit negative, donec pro 3¢ item fiat = o0,
atque abinde decrescit positive, donec pro 4¢ item fiat = radio. Nempe
(ut statim patebit) pro radio » cosinus ipsius « fiet  cos. &, (sin.«,cos.a &
semper, nisi aliud monitum fuerit, pro radio r infelligendo): adeoque
secans pro radio » fiet rc:;,a = m;a
primo et ultimo quadrante -~ propter cosinum positivum, et — in

Secans ipsius o dicitur

secans ipsius a pro ra-

; fietque hoc pacto secans in
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secundo et tertio, propter cosinum negativum; quamvis tangens per sin-
gulos quadrantes signum mutet, atque eadem linea secans geometrice
statim exhibenda fiat pro quadrante ultimo positiva, et negativa pro
secundo,

Costnus wversus, cotangens, cosecans quomodo crescente arcu a o
usque ad 4¢ mutentur, quum pari modo facile pateat, preterire licet.
Sufficiat heic prius commemorare, quomodo e signo functionis trigono-
metric ad arcum eius concludatur, tum tangentem, secantemque geo-
metrice exhibere.

Quod prius attinet: manifesto sinu positivo (et non o) nonnisi arcus
4mgq -+ p, aut — 4mg — 2g — p respondere, pro p positivo et <<2¢, po-
test; ita sinus positivus radio minor respondet tam angulo acuto, quam
obtuso eum ad duos rectos complenti; atque ex aliis datis eruendum
est, utrinam appertineat. Cosinus negativus et non =o angulo obtuso
respondet, positivus acuto; cosinus =o, uti sinus = radio, angulum
rectum indicat: arcus autem cosinui negativo et nmon o, respondet quivis
sub formulam 4mg + ¢ +p, ant —4mg — g — p, pro p positivo et <<2¢.
Reliquis, quum pari modo e dictis facile pateant, immorari superva-
c¢unm est.

Quoad alterum videatur (Fig. 135.): sinus arcus ad est i, et tangens
est ae, secans ec, sinus versus ai, arcus ag item arcus adfbg tangens est
ah, secans cf; atque per similitudinem triangulorum dci et eca atque
gic et hac proportiones sequentes valent, si « dicatur arcus ad et »
radius ac; nempe

ic:td=ac: ae,
id est (heic cosinu, sinu et tangente pro radio prasenti r acceptis)

COS.q: sinag=r:tang. a;

ita
ic:dc=ac L ec,
seu
COS, @ : ¥=1r ! S&C. o,
adeoque

Bouvar, Tenmmea. [1. Ly
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rd

sec. o=
cos, e '

si cos.« pro radio » accipiatur. Pariter infra diametrum, et de reliquis,
uti de functionibus trigonometricis complementorum omnia facile patent,

V. Si vero radius mutetur, ex. gr. ex I in », functiones trigono-
metrice omnes, quéa pro radio 1 cuipiam arcui competunt, per » mul-
tiplicari debent, ut eidem arcui pro radio 1 valeant; uti illee, qua pro
radio » valent, per » dividendze sunt ut pro radio 1 valeant. Nam sinus
arcuum totidem graduum, atque pariter etiam cosinus ita sunt, uti radij,
unde reliqua ultro sequuntur: nempe (Fig. 136.)

ei: bd=ec: b,
quia ei et bd sunt ad ac perpendiculares; ita
ic:dc=ec:bc;

nempe sinus ad sinum, et cosinus ad cosinum, uti radius ad radium.
Atque hinc, si ponatur ec=1 et bc=r, sinus pro radio 1 per r
multiplicari debet, ut sinus pro radio » prodeat, et pariter cosimus pro
radio 1 per » multiplicatus dabit cosinum pro radio ». Sinus versus
autem erat differentia cosinus a radio, adeoque pro radio r est r—rcos. «,
pro radio 1 vero est 1—cos.«, adeoque posterior per » multiplicari de-

¥ 510,
bet ut prior prodeat. Zangens pro radio r est cis =
est 2;’;‘ = adeogue posterior per » multiplicatus pr-::-duc:it priorem, Se-

i 5 1
cans pariter pro radio r est i

pariter posterius per r multiplicandum est, ut prius prodeat. Unde etiam

, pro radio 1 vero

, pro radio 1 autem est ———

ad functiones complementorum reliquas conclusio ultro patet.

sin. a
Notandum autem est, e similitudine triangulorum dictorum, ——

COs. tI
etsi sin. @, cos.a« non pro radio 1, ut dictum est, sed pro radio quovis

r intelligantur, semper tangentem pro radio 1 esse.

V1. Si vero « in a4 3, adeoque sin.« in sin.(e=4g), et cos.a in
cos. (« =+ ) mutetur, fiet
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gin. (a o ) = sin. a cos. # <+ cos. aesin. 3,
et
cos. (& 4= ) = cos. & cos. 3 F sin, aesin. F;

quantumcunque arcum, et sive positivam sive negativum, denotent sive
a sive .

Ad hoc perspiciendum denotent a et & arcus quadrante ¢ mino-
res positivos; manifesto « pro m, m integris positivis poterit per
mq~+a aut —mg —a, ita @ per ng+ & aut —ng—2>4 exprimi; atque
hinc orientur quatuor combinationes pro a- 3 et totidem pro «—j,
nempe quodvis posteriorum duorum cuivis duorum priorum addi, aut
ex eo subtrahi potest.

Dicatur 4 terminus in «, qui certo quadrantum numero additur, et
dicatur 5 terminus in /5, qui quadrantum numero additur; atque omit-
tatur tam ex « quam ex [, et tam ex a-/ quam ex «— 3, quotiesvis
adfuerit + 4¢, cum quoad sinum cosinumve nil mutet; manifesto o+ 3
sub formam + ug-+(4-+ B), et a—f sub formam o ug+(4d— B)
veniet, ubi u nonnisi o aut 1 vel 2 aut 3 erit. Ex. gr. sit

a=—?g—ﬂ=—?§'+d,
nempe tum est 4= —a, sitque
f=—10¢ —b=—10¢+ B;

pro « poni potest — 3¢ + .4, et —2¢+ B pro 3, atque —1¢+ (4 + B)
pro a+jg=—17g—a—¥b, et 3g+(A— B) sive —1¢+(4— B) pro
«—f1; nempe sive ex — 7¢ subtrahatur —10g, sive € — 3¢ subtraha-
tur —2¢, sinu cosinuque —g¢ et 3¢ eodem gaudent, quum propter
¢ -+ 3¢ = 4¢ extremitas arcuum eadem sit. Sit nimirum in « quadrantum
numerus 4p -2, et in g sit 48+ £, sive positivum sive negativum de-
notet sive p sive £, at p, # ipso 4 minora sint; dabit 4 4+ p'+ 45+ &'
sinum cosinumque eundem, quem p'- £, ita sinum cosinumgque eundem
dabit 4p +p'— (4k+ K)=4p — 4k 4 p'— ¥, quam p'— &' (per pag. 125).

Patet porro 4+ 5 et 44— .5 semper ipso 2¢ minora esse; nemp&
etsi A et B aut 4 et — .5 simul positiva aut simul negativa sint, non-

L
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nisi a+ & vel —a— & (pro a<_¢ et b<g) prodire potest, in alio casu
semper <<g prodit.

Sit ipsorum A4, B, (4 -+ B), (4 — B) nomen generale C, ita ut quod-
vis dictorum, ipsi C in quavis linea horizontali tabelle sequentis, ubique
simul substituere liceat: fiet

Arcuum SINus cOSTnUS
+1¢g+C +cos.C' F sin.C
+2¢+C —sin.C —cos.C
+3g+C Fcos. O =+ sin. C

og+C sin. C cos.C

Percurrendo casus singulos, circulumque considerando, veritas tabelle
patebit: quz pro quavis combinalionum superius dictarum sinum cosi-
numgue tam ipsius « per sinum cosinumve ipsius 4, quam sinum cosi-
numve ipsius @ exhibebit per sinum cosinumve ipsius B; et pariter
ipsorum « -+ 3 et «— @ sinum cosinumve exhibebit, prioris per sinum
cosinumve ipsius .4+ B, posterioris per sinum cosinumve ipsius .4— 5.

Quum vero statim demonstretur esse

sin. (A + B)=sin. A4 cos. B 4 cos. .4 sin. B,
et

cos. (A + 5)=cos. A cos. 5T sin. A sin. 5
et si omnes combinationes superius dicte inductione completa percen-
seantur : atque sinu cosinuque ipsorum &, £, (a-+8), (a — ) e tabella
dicta acceptis, reperiatur semper

sin. (e 4= ) = sin. &« cos. # + cos. asin. g,
et
¢08. (& =+ ) = cos. & cos, §7F sin. e sin. §:
patebit omnino formulee veritas generaliter. Possent quidem casus plures
etiam colligi, ne singuli plane percensendi sint; sed prolixioris operse
pretium non esset.
Exemplo illustrare dicta necesse est. Sit
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a=—3g—a=—3¢+ 4,
f=—2g—b=—2¢+8;
sin. (& + #)=sin.(—1g — a — &) =sin.(—1g + (4 + B)),
quod e tabella est
= —¢os. (A + B) = — cos. 4 cos. B + sin. Asin. B

per formulam de A4+ B statim demonstrandam ; sed hoc est

= sin. & cos. 3+ cos. a sin. 7';
nam e tabella est
sin, e = sin. (— 3¢ + A) = cos. .4,

cos. #=co0s.(— 2¢ + B)= —cos. B;
cos.a=—sin.A4, sin.f=—smn.5;
substituendo fit
sin. & cos. 3 -+ cos. a sin. f = — cos. A cos. B+ sin, A sin, 5.

Quum omnia reliqua eodem modo prodeant, nonnisi de A ef B de-
monstranda formula est; quod fit modo sequente.-Valores ipsius A4
sunt +a vel —a, ita valores ipsius 5 sunt +& vel —&; adeoque
quemlibet valorum ipsius 4 cum quovis valorum ipsius B combinando,
fient casus sequentes: a+b, a—b, —a-+b —a—b; a+(—8)
—a-+(—4&); ubi ut supra tam a quam & positivum et' <<g¢ est. Consi-
deretur prius sin.(a -+ &), et sin.(a— &), atque cos, (@ —+ &) et cos.la — b).
In (Fig. 137.) a—+ & sive <<g¢ sive =g, sive > ¢ fuerit, semper infra 2¢g
manet ; at vero erit @ aut =§, aut << 4, aut = 4. Sit prius @ non <<,
adeoque a—¥& vel a= 4. Transferatur & ex fine ipsius @ retrorsum,
atque ducta chorda a fine novi & ad finem prioris, ducatur radius e
centro ¢ ad finem ipsius @; bisecabit hic manifesto chordam dictam
perpendiculariter. Demittantur e finibus arcuum a, a+ & et a — &, (nisi
a — b =o fuerit), perpendiculares ad diametrum, ut prodeant [d= sin. a,
me = sin (@ + &), nf=sin, (a — &); fantque e chord®e meditullio perpen-
diculares J et 4. Facile patet triangula dimidiis chordz insistentia qualia,
et p=nh ac k=1 esse; atque hinc esse

sin. (@ = 8) =1+,
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et

cos.(a4b8)=HFh

Valores ipsorum 7, ¢, A, & vero reperiuntur ¢ proportionibus sequenti-
tibus pro radio 1

:gin.a=cos. b:J

rcos.a=sin. b:¢

:cos.a=cos.b: H

:sin. a=sin. 4: A.

L T B

Nam patet triangulum cuius latos unum est radius ¢d=1, alterum
[b=sin.a, tertium cl=cos.a, esse simile triangulo, cuius latera sunt
cq=cos.b, / et A; ita triangulum prius esse simile triangulo, cuius
latera ge=sin. b, &, ¢, (per pagg. 71, 72).

Hinc wvaloribus ipsorum J, 7, f, & substitutis, est

sin. (@ 4= &) =sin. a cos. b 4= cos. a sin. &,
et
cos. (@ + &) = cos. @ cos. & F sin. a sin. &,
Corollaria.

1. Atque hinc etiamsi @ <& sit, valet formula. Nam si tum scribatur
b 4+ a, formula valet per pracedentia; sed sin.(d -+ a)=sin.(a+5) et
reipsa et iuxta formulam ; pariter cos.(b—+ a)=cos.(a+ &) et reipsa et
iuxta formulam ; sin.(b—a) autem est
=sin.(— (@ — b)) = —sin. (a — &),

sed
sin, (b — a) = sin. b cos. @ — cos. b sin. g,

cuius oppositum est _ _
gin, @ cos. & — cos. a sin. &,

quod igitur est =sin.(a — &) pro casu etiam, si @ << fuerit, et quidem
formulze convenienter.
Pariter

cos. (@ — b) = cos.(— (b — a)) = cos. (b — a) = cos. b cos. a + sin. b sin. a,

plane ita ut dum a> & erat.
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Ita
8in, (— a <+ b) =sin, — (@ — &) = — sin. (@ — &)
= — (sin. g cos, b — cos, g sin. b)
= sin. (— @) cos, b + cos. (— a) sin. &.
Pariter

sin, (—a — b} ==sin — (@ 4+ b) = —sin. (a + &)
= — (sin. @ cos. & + cos. a sin. &)
= sin. (— a) cos. b — cos. (— a) sin, &
= sin. (— a) cos, (— &) +- cos. (— a) sin, (— &).
2. Hinc si =a ponatur,
sin. 24 = 2 sin. @ cos. @,
qui erit sinus arcus dupli.

Porro
CO0S. 24 = COS. & — 5in: &,

et substituendo ipsi sinla valorem 1— cosla, fit

COs. 2@ =2c0s.a —1I;
seu sl 2a vocetur ¢, est
[
r.:ns.c::cusi'?—r,

et substituendo ipsi cos! valorem 1— sinl, est

¢
I—-nsm!-=|:m.c:;
hinc
a3 ___]f I— COS.¢
2
et

1 .I { I-+C08.¢ I+4-CO05.¢
2

3. Sit hinc porro sin.a=p et cos.a=4#, eleveturque per theorema
binomiale (£-+p) ad #; uti prodeunt termini, summa terminorum, quorum
numerus loci par est, exprimit sin.#a; terminorum imparium vero summa
est cos.ma; si in utraque expressione signum termini primi ponatur —+,
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et sequentis —, semperque mutetur alternando. Nam si verum est de #,
verum de n +1 guoque est. Atqui e formulis facile prodit, verum de
n=2, 3 4 ...es8e .. .; itaque verum de quovis numero erit. Maior
probatur sic. (Tom. 1. pag. 157).
= sin. na = TR"'p — JTITR'p* + VE 9% 4o
cos.na=k"— IIE"7p* 4+ TVE p* — .-
sin. (na + a) =sin. na . cos.a + cos. nasin.a=
= k(TP — TTTEp o) 4 p (R — LIRp ) =
=(I"p — TTIR ') 4 (B'p — TR 4 ) =
= (1) £"p — (1] + JIT) "+ e

quod preter signa in (£ p)"' squale est summez terminorum numero
locorum pari gaudentium.
Pariter de cos.(na 4+ a) liquet.

VII. Sequitur iam laterum angulorumque illis oppositorum in tri-
angulo rectilineo mutua dependentia, quod nempe Jlafera sinf wli sinus
angulovum tllis oppositorum ; e quo resolutiones tnanguli omnes ultro
sequuntur ; hoc autem facile patet, si circa triangulum A458C (Fig. 138,
circulus scribatur (per pag. 8o); erunt nempe 4, 5, C chorde, et a, &, ¢
anguli ad peripheriam, quorum quantitates exprimentur per arcus a4, &', ¢,
nempe dimidia arcuum, quibus insistunt, per radios e centro per medi-
tullia chordarum ductos divisorum ; adeoque est

I = Il -
?d=sm.a=sm.a.

et

.}3: sin, 4'= sin. &,
ac

: ;_ C=sin.c'=sin.c.
Unde quia

I I
TA‘? B=4 :.E.
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A: B=sin.a:sinb;
ita

atque

A: C=sin,a:sin,¢,
B C=sin. & : sin. .

Ex hac proportione fundamentali autem reperiuntur e duobus lateri-
bus et angulo alicui eorum opposito latus tertium, et anguli reliqui;
ita ¢ duobus angulis et latere uni eorum opposito latera reliqua; nec-
non ¢ duobus lateribus et angulo intercepto latus tertium et anguli reli-
qui, et pariter e tribus lateribus angulus cuivis eorum oppositus.

1. E fundamentali propositione, nempe

A : B=sin.a :sin. b,

sequitur
Asin. b= Hsin.a;

unde ex =quatione inter quatuor has quantitates, quacunque tres earum
date fuerint, prodit quarta; nempe

B sin. a . Asin b

A=_5'1ﬂ_’ ﬂn.ﬂ—T

2. Ex 4, B et ¢, (Fig. 139.) reperitur ¢ modo sequente : sit

a-+b a—b
—y =5 —-—5—:'.&';

hinc (per Tom. I. pag. 414)
a=s+d, b=s—d;

atque tantum & reperiatur, nempe semidifferentia, a illico datur, nam
semisumma per subtractionem ipsius ¢ ex 180" prodit.
Est vero .
A: B=sin.a:sin. § =sin. (s + d):sin. (s — &)
= sin. § cos. & -+ co0s. § 5in, & : sin, $ cos. d — cos.ssind ;

et dividendo terminum proportionis tertium et quartum per cos.s cos.d,
atque substituendo wvalori e

tangentem, erit

Bovyas, Tentamen. I 15
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A:B=tang.s+tang. 4 : tang.s —tang. d;
hine

Atang. s — Atang. d = Btang.s + Btang.d,
adeoque
{4 — Bjtang.s =(A4 + B)tang.d;

unde tangens semidifferentias, adeoque e tabulis ipsa semidifferentia,
nempe arcus tangenti semidifferentize respondens, prodit.
Scholion. Sed tang.a etiam immediate reperitur: nempe

b=180"— (a +¢),

adeoque
sin, & ==sin. (c 4+ a);
atque hinc
L g e o (8iD.€.CO8.a cas.csiu.a)_sin.a
E.A—_sm.{ﬁ+a}1sm.a—{ R e e

== (sin. ¢ + c08. ¢ tang. a): tang. a ;
hinc
Btang.a = Acosc.tang.a + Asin.c;
unde
Asine

ang- =B dcos.c

Unde per fundamentale etiam latus tertinm innotescit.
3. (Fig. 140.). E tribus lateribus prodeunt anguli: (pag. 76) dictum est

S ar+b—e |
=

x:a=cos.¢':1;
hinc :
X=acos.c= _&_I—g{'_—_::' :

unde
Cos.c'= _r—ﬂ' +: =& H

adeoque angulus ¢ ex lateribus reperitur.
Scholion. Hinc etiam e duobus lateribus et angulo intercepto prodit
latus tertium

¢ =V a'+ b*'— 2ab.cos.c.
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Imo quia

) ¢:a=sin,¢": sin. a,
ast etiam
a sin, ¢’

Y@ + b — 2ab cos. ¢

sin, a'=

4. Quamvis omnia dicta de omnibus, adeoque et de rectangulis tri-
angulis valeant, quzedam tamen de his specialiter notanda sunt, quum si
queevis duo prater angulum rectum data fuerint, reliqua innotescant.

I». Si aut duo catheti, aut unus cathetus et hypotenusa data fuerint:
e duobus cathetis hypotenusa, atque e hypotenusa et uno catheto
alter prodit, per Theorema Pythagoricum (pag. 76).

2e. (Fig. 141.)

B:A=nsin b:sin.a;
et quia & complementum ipsius a est, fit

sin, & =cos. a;

itaque
B : A= cos. a:sina,
atque hinc
B:d=S94a. sin.a_:
COS.a  COS.a
seu

B:A=1:tang.a
nempe quoad radium 1. Consequenter
Btang.a=.4;

unde quacunque duo data fuerint e cathetis et angulo alicui eorum
opposito, tertium innotescit.

qs,
H:A=1:sin.a,

omnino pro radio I intelligendo; unde
H sin. a= A= H cos. §,

(quia sin,a@=rcos.d); atque et hic tria sunt, hypotenusa, cathetus et
angulus ei oppositus; e quorum quibusvis duobus prodit tertium.
18+
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Scholion 1. Omnia heaec autem ope logarithmorum (per Tom. 1. pag, 10g)
facilius absolvi possunt. Ex. gr. (ex 2+) est

A
tang. a= F '
adeoque
log. tang. a = log. 4 — log. B.

At notandum est hoc pro radio 1 esse, et pro radio » esse

tang. a = —%‘1,
adeoque
log. tang. a =log. r +log. 4 —log. B=10-+log. 4 —log. B,

si pro r radius tabularis (nempe 1 cum Io cifris) accipiatur.

Scholion 2. Quevis expressio K fuerit, in qua functiones trigono-
metricee pro radio 1 (non pro radio tabulari #) accepts sunt, atque sit
E= (@, denotante 0 sive functionem aliquam trigonometricam item pro
radio 1, sive latus, aut quidvis aliud; omnia modo sequente ita mutari
poterunt, ut quaevis functio trigonometrica pro radio tabulari » accipi
tractarique possit, Sit prius casus simplicior, dum in nullo ipsius £ ter-
mino dividendus aut divisor quantitas complexa est, nec functio trigono-
metrica signo radicali subest. Distinguatur quaevis functio trigono-
melrica pro radio r ab eadem per v mulliplicata per id, quod prior
litera minuscula, posterior maiore incipiat, ita ut cos. « sit pro radio 1,
Cos. & vero sit =7 cos. a, adeoque cosinus tabularis ipsius a.

In quovis termino ipsius £ quelibet functio trigonometrica multi-
plicetur per illam potentiam ipsius », ad quam ipsa ibidem elevata est,
ex. gr. € cos: « fiat #* cosl a=Cos! «; et quicunque terminus hoc pacto
per -~ esset multiplicatus pro m positivo et non o, is per 7~ multi-
plicetur ; atque si tum in nullo ipsius £ termino 7" ut factor accesserit
pro n positivo et non o, tota expressio multiplicetur per », ut fiat eius
valor =7 (. Si vero in termino ipsius £ aliquo #* prodient pro u po-
sitivo et non o, nec in ullo termino fuerit exponens ipsius # maior :
quilibet terminus, in quo #” est, pro ¥ sive © sive positivo et non o,
multiplicetur per »*-*; ut fiat expressio =" Q.
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Atque tum exprimantur functiones trigonometrice ubique quoad r;

ex. gr. ubi #° cos! « est, scribatur Cos! ¢ €,

Si igitur Q functionem trigonometricam pro radio 1 denotet, erit in
casu priore () functio eiusdem nominis pro radio » ; in posteriore autem
r*(} per r*' divisum dabit functionem pro radio r. Si vero tantum
ipsum O queeratur, in casu primo r{) per 7, in posteriore »*( per r*

dividendum erit.

HE-IIIPE si e termino quopiam —g— per operationem primam fiat

R

erit £#—p aut =o, aut positivum aut negativum ; si £ —p =0, tum

=

si positivum fuerit £—p, erit hsec aut summa potentia
nentis g in terminis omnibus ita tractatis, aut si £—p

mino per #*~* multiplicato, prior per #* multiplicabitur,

facile patent.

Exempla.
Sit ]
bsinfa _ 0;
ccos g <!
fiet post operationem primam
- brisin’ a
“ericosif !
atque hinc .
rbSinl e __
Sit porro s
sIn; & e
a+—r oy — ftang.u = Q;

fiet post operationem primam
by sin’ a

@+ Cyicos g

— grtang. u,

ipsius » expo-
dicatur », ter-
Unde reliqua
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dein per operationem secundam fiet
e . Deint e . b sin? &
a = 31, pa-a, m —grtang.u =a-+ m—grtang.u,
quod simul est
b Sin’

=a-+4—

¢Cost — g Tang. u.

Atque hinc per operationem tertiam, quum in grtang. # sit u=1 et »
ubique sit o, ubique »* per #*~* multiplicando, ex
o Fhsinl e

ar +——gx—— ang. ¥
¢ cos: 3 sYng

fiet
rb sin’ @ #1b Sin e

ar+m—grtang.u=af+ m#gTang+u=fQ.

Idem ad eum casum etiam facile applicatur, ubi sive numerator N
sive denominator [J), sive uterque quantitas complexa fuerit: nempe tam
cum numeratore quam denominatore peractis seorsim prius que dicta
sunt, si ex N fiat N, et #'..D ex D, eodem modo erit %—-r'* per
pt—k muitip]icaudum ut supra, et singulis terminis ita tractatis, reliqua
ita ut antea peraguntur.

Ex. gr. Sit
a -+ bsin’ a

dccos.f T tumgr=90;

ex a- bsin}e fiet ar® -+ br'sinla, d--ccos.@ autem fiet dr—+crcos. 3,
adeoque ex i

a—+ bsinl a Bt #(a+bsinla)

d-+ccos. 3 r(d+ccos.fd)’
et

a -+ bsin; « _
| f'm+?’tﬂﬂg’.}'—fg+

atque idem simul -

__ ar’*+bSinla _

— dr+c¢Cos.f3 ~+Tang.y=rQ. _

Quid faciendum sit, si quid in expressione signo radicali subfuerit,
exemplum sequens ostendere potest. Sit
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a+bfc—cosia=Q;

si modo dicto tractetur id, quod signo radicali subest, fiet »'c — 7 cos’
quod sit =.4; erit

Vrd={rc—r'cosa=r§¢c— cos a

ra+rb¥ec—cosia=r0,
ra+bVrc—rCos a=r0.

atque

et idem

Scholion 3. Pro tribus lateribus anguli prodeunt adhuc alia formula,
calculo logarithmico aptiore.

Erat (pag. 135)
COS. ::"=I-—2(si|:|.—'E::}'I
2
item
cas.c':s(ms.—':- — 1.
Eratque (pag. 138)
cos, &= i_.-l;_i&___;_
atque hinc
a'+b—c —I——ﬂ(s' i)‘
2a o ey L
et
[sin.i ‘_C—a' b= S—(a—b)
2 4ab qab
_ 1 ¢+a—b c—a+b
— ab 2 2 )
_ 1 {c+a+bdb c+a=+b .
T ab [ 2 ﬁ) ( 2 "_#) :
et si ponatur :
+b+
Pz"_n.__",
est
(sin. %) = —x (P—a)(P—b).
Hinc

log. sin RS log. (P— a)+ log.(P—bé)—log.a — log. &
- L] 2 pr— 2 =
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Item 2 p
a'+8 —c .
2a = (mﬁ‘dﬂ‘) e
ergo
a4+ —c' + 2ab _'( mi)‘_
aab a7 L
et
(@ +d)—c _ €V _a+b+4c a+b—c 1 _ 1
2, 2ab _[CQS' 2)_ 2 2 H"E‘P{P—'F]-

Scholion 4. E latere & cum angulis adiacentibus a', ¢' (Fig. 142.) repe-

ritur area sic: est
x:y=I:cot¢;

hine
y=xcot.¢, b—y=xcota];
adeoque
b=uxcot.c'+xcot.a’;
atgue
q e 5 .
~ cot.c'-+cot.a ’
et area
bl

— 2(cot.a—+cot.c)

Scholion 5. (Fig. 142.). E duobus lateribus @, & et intercepto ¢ repe-

ritur area sic:
arx=1:sin.¢’;
hinc L
x=asin.c';
et area

1 c 2
= — ab sin. ¢\
2

Scholion 6. (Fig. 143.). Data summa @ duorum laterum x et y, atque
altitudine & et basi ¢, reperitur angulus 4 sic:

x:b=1:51n.4;
hinc
N b
— sin..A’
et
b
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Porro

z:b=1:tang. 4 ;
hinc

R - g

z'_tang. =bcot. 4;
atque

et substitutione facta, est
a__ 1 2ab A .
b'=a Sl i =V el ~+ 2¢h cot.. A — & cot’ A;

atque substituendo valorem cotangentis, et terminis omnibus membri
dextri ad denominatorem sini.d reductis, fiet

a’sint A + &'— 2absin. A — ¢*sin! A — b cos’ A + 2chsin. Acos. A __ B
sin; A s

et multiplicando utrinque per sinl.d, erit membro dextro subtracto,
o=a"sin. A — 2adsin. A — ¢*sin’ 4 + 2¢bsin. A cos. A ;

b — (b cosi A+ &'sinl d)=0,

nam

quia )
sin® - cosi =1;

hinc utrinque per sin..4 dividendo, est
a*sin. 4 — 2ab — ¢*sin. A + 2cbcos. A =0
et hinc 2ab addendo, ac per 2¢b utrinque dividendo, erit

ﬂ"

—_c’ .
o5 Sin.A-+cos.d=—;

o|n

e quo, quum cos..d per sin, 4 exprimi queat, 4 reperitur,
« Scholton 7. Occasio tamen per hoc se offert artem sequentem in
casibus similibus expedientem ostendendi. Ponatur
a'—¢

2ch = la08.¢;

Bobval, Temnamen, [0 e
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-y . 3 E # 1‘_ -
scilicet queeratur in rubrica tangentium quantitas aﬂ;‘, cul respondens

arcus sit g; erit

@ __ sin g sin. 4 ot e = gin, ¢ sin. A -+ cos. ¢ cos. 4

¢ cos.g COS. ¢
_ cos.(d—g)
~  cos.g '

i

hinc
% cos. g = cos. (4 —g),

et A est arcus ipsi % cos.g tanquam cosinui respondens addito arcu g;
nempe arcus ¢ queeratur cosinus, et multiplicetur per . , ac queratur
in rubrica cosinuum arcus huic tanquam cosinui respondens, arcus is
erit = 4 — g; itaque, ut A prodeat, ei addatur g¢.
Scholion 8. (Fig. 144.). Sit polygoni laterum numerus #, basis b, ra-
dius a, altitudo c¢: est
.-:::--%ﬁ:[:&imlzr;

2
hinc
| T,
?&_asm.zﬂ,
et perimeter
=iﬂ39in.%w;
porro
c--l—br::-tang Ly
.2 L] .2.
hinc 5
T —
2tang. ¢
adeoque area
o b _ nh?

A=nb -5 =nb. = :
4tang. v 4tang. - v

et simul

bnasin, L v

1 ¥
2tang. —2“'!.'

hinc ex 4 et n etiam, quia tum datur », reperitur .
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Est ¢ etiam
= acos.; v,
et
I
Eéﬂ: ;_élacOSt '-IE‘F
adeoque

=asin.% v.a cos;—é— v = a*sin. % ¥ COS. %zr.

VIII. Sinus autem computati sunt, dum methodus facilior adhuc
ignota esset, modo sequente:

1. Aliquot sinus noti erant, nempe sinus 30° sinus 18° sin. 45°: quum
latus hexagoni sit = radio, adeoque ;r‘:s.in. 30° ita latus decagoni
et quadrati circulo inscripti data fuerunt.

2. E sinibus duorum arcuum a et & sin.(a == &), et hinc arcus dimidii
duplique sinus reperiebatur (pagg. 134 &,

3. Hinc etiam ad sinum arcus non quidem unius minuti sed eo mi-
noris deventum est, in arcubus exiguis vero minutum haud excedenti-
bus animadvertebant, quod demonstrari potest debetque, sinus esse uti
arcus ; scilicet pro denominatore, qui sumitur =1 cum 10 cifris, error
upna eiusmodi parte minor est. Imo etiamsi (Fig. 145.) arcus « incremen-
tum unius minuti dicatur « et item eiusdem e incrementum a < e sit;
incrementa sinuum, nempe i et 7, sunt ut incrementa arcuum, quasi
esset in triangulis similibus ¢:¢/'=a:a’, arcubus tam exiguis a chordis
eorundem pro tanto denominatore sensu dicto haud differentibus.

4. Tum reperto sin.1’ per formulam sinus {a-+ ) poterat sinus cu-
iusvis arcus (A -1') reperiri, si sin.4 datus erat; ita per formulas
sin. (@ =+ &) et sin.(@ — &) omnimode applicatas computati sunt omnes; et
una via reperti inserviebant certitudini calculi comprobande, si valori-
bus alia via prodeuntibus quales reperiebantur,

5. De his tamen, uti et de applicatione calculi per logarithmos alle-
viati (Tom. I. pag. 109), necnon de constructione tabularum logarithmi-
cartim, tabularumque trigonometricarum speciali, additum est aliquid in

Tom. I. pagg. 512—520, 560—581.
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SECTIO IIL

PLANIMETRIAE PARS SECUNDA.

*23.

Sequitur MoTus GeomeTrIcUs CoMPOSITUS : nempe duse priores ope-
rationes primitivae (uti pag. 23 atque in Arbore dictum est) coniun-
guntur. Tractatur autem prius casus simplicior : nempe punctum e rectz
A certo puncto determinato « moveatur in 4 semper porro versus dex-
tram, et alterum ex eodem puncto » ad levam in infinitum, dicatur-
que abscissa (literarum postremarum aliqua ex. gr. x designata gene-
raliter) via queevis puncti sive ad dextram sive ad levam, eo cum
discrimine, ut vie ex. gr. ad dextram positivee accipiantur, et negativae
ad levam; atque simul punctum motum rectam J5, quocungue angulo
secuerit haec rectam 4 in », secum ferat, ita ut pars ima eius sit punc-
tum motum, et ipsa ad dextram angulum semper priori squalem faciat,
ac si angulus BA moveretur in plano, ita ut 4 semper in 4 moveatur
porro; et simul punctum p moveatur in & e certo loco certa lege ge-
nerali, per quam puncti p in & moti locus ad finem cuiusvis x deter-
minetur ; atque dicatur pro quovis x recta, que a fine ipsius x in B
usque ad locum dictum puncti p est, ordinata ipsius x; denotenturque
ordinatae generaliter item per literarum.postremarum aliquam, ex. gr. y;
abscissa autem queevis eiusque ordinata coordimatae nominentur, et qui-
dem recfangulares, si angulus A5 rectus sit. Preetereaque si lex dicta
sit f(x) =y, valores ipsius fix) omnes, si qui positivi fuerint, in plaga
superiore, et negativi (si fuerint) in inferiore accipiantur; valor o autem
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ipsius fix), si esset pro certo valore o aut alio ipsius x, omnino in fine
illius » accipiatur, quum ibidem y =o sit. Dicitur punctum » principium
abscissarum, et A linea abscissarum vel axis,

‘221,

LDe 1is, quorum guodvis puncium geometrice sensu striclo construi
polest.

Scholion. S1 & lx, y)= Jix, y) adeoque «(x, yi — J(x, y) = o fuerit, atque
e (%, ¥) — (%, y) nullo termino gaudeat, qui non sub formam axfy¢ cadat, a
quantitatem constantem sive © sive aliam, ipsorum p, ¢ autem quovis
sive o sive alium exponentem integrum positivam denotantibus: dicitur
complexus omnium extremitatum ipsorum y per mquationem dictam de-
terminatarum /imea ordinis m-ti, si p=+¢ in aliguo termino, in quo
factor constans baud =o est, sit =, neque in ullo sit maior. Interim
etiamsi p, ¢ incommensurabilia fuerint, complexus dictus considerari
potest.

Si omnes termini adfuerint, qui salvo ordinis numero m adesse pos-
sunt: aequatio plema ordinis m audit. Ex. gr. pro literis alphabeti pri-
oribus constantes, inter quas etiam © esse potest, denotantibus, squatio
ordinis 1 est:

a—+bx—cy =0,
ordinis 2 est:

o a + bx + ¢y + dx* -+ ey* + fxy =0,
ordinis 3 est:

a -+ bx =+ ¢y -+ dx* + ey* =+ fxy + gx* + hx'y +~ixy* + £y* = o,
In genere autem squationem plenam ordinis n-ti e terminis numero
{‘-'?_"_[—li{”_'_z] constare e theoria combinationum facile patet.

‘2all.

Sed hic prius nonnisi de /ineis ordinis secundi agetur, quee omnes
(Tom. 1. pag. 116} pro coordinatis rectangulis sub formam
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e i
y o

id est
y= x— +a

venire possunt; omnesque, ut infra patebit, sunt plani cum cono facte
sectiones; uti conversim omnes plani sectiones cum cono sub formam
dictam cadunt; atque etiam manifestum est,

—
Y =|/ T *a

pro quovis dato x geometrice (sensu stricto) construi posse; quum data
vel posita unitate prodeat x*, pariter _:'I:;T:l_ (pag. 77), et subtracto hoc
ex x, radix quadrata e residuo |pag. 75) extrahi pro unitate priore queat.
Primariis autem, qua sectiones conicas sive lineas secundi ordinis

concernunt, traditis, queedam magis necessaria e theoria linearum cu-

iusvis ordinis generali referentur.

Scholion 1. NEwToN lineas secundi ordinis, adeogue sectiones conicas
lineas ordinis primi dixit, rectam, que ordinis primi est, quasi ordinis o-ti
et lineas sequentis ordinis curvas primi ordinis considerando: at prouti
libuerit, ita accipi posse manifestum est. Quod vero recta quavis pro
data abscissarum linea, principioque abscissarum posito, sub formam

) ) a-+bx-+cy=o
veniat, hinc pateL.

Erit recta exprimenda &D (Fig. 146.] respectu lines abscissarum
B et principio = abscissarum aut || 2B, aut secabit hanc alicubi ex.
gr. in ¢. Ex equatione primi ordinis

) a-+bx+cy=o0
Sﬂqlﬂtﬂl’

quod venit (pro p, ¢ constantibus) sub formam

y=p-+gx
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Si €D || AB, tum ponatur b=o in
a+bx+cy=po,

bx . —a bx
et fiet — = eequale o in — == adeoque

—_ 3 _
2 o

v — =
Si vero €D secet lineam abscissarum in ¢, demissis perpendiculari-
bus 3, y, ¥, per triangulorum similitudinem erit

at+y:f=y+x:9,

_frx)B __y8 | xB
a+y a4ty a+y’

adeoque

y

quod sub formam y=p - ¢x venit, si % quantitas omnino constans
# dicatur, ita a—fi—y per ¢ denotetur. Pariter pro x'(nempe negativo x)

est
u+r:,!:'|'=x'+}':j-'l;

g X+y By g
y=8 u+;r_a+y+a+}-"

atque hinc

nempe si ¥ ad levam negative accipiatur, erit # negativum et =—x'-+y,
atque ita prodibit

e B A=) |
:"_-a‘+;-' =~ ety '

_ﬁLz'ﬂ- et _é__

o~y .-.r+;:»'=Er

et hic quoque
est, ut prius erat.
Pariter (Fig. 147.), ubi
a—yifi=x—y:y,

ita si plane in » fiet sectio, patet.
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Scholion 2. Linese secundi ordinis autem tractabuntur ordine sequente ;
tres sunt, nempe parabola, ellipsis et hyperbola (Tom. 1, pagg. 116 &9, ubi
et primaria eas concernentia definita sunt).

I. Prius forma ipse, quatenus e lege fluunt, atque axes in singulis, et simul aligusd
de frsignibus, quas secfiomes confcaes in coelis et terris parfes agunt.
II. Linearum harum, tam speciei eiusdem guoad parametros diversas, quam diversz
speciei, comparatio.
III. Mutatio initii abscissarum pro ellipsi et hyperbela in centrum.
-IV. Foews nempe distantia eius a vertice, ita exceniricitas, 1d est distanfia fooi a
cemiro, in singulis.

V. Radfi vectoris quantitas pro singulis tribus.

VI. Atque hinc modus singulas consfruendd: prius quodvis punctum, guamwis smme
munguam, geometrice sensu stricto, tum mechanice mofu continug,

VIIL. Tangens subtangensque, normalis subnormalisgue in singulis, nempe pro data
guavis abscissa.

VIIL. Hinc applicationum guarundam explicativ.

IX. Dsametrs omnes nempe line®, quz omnes chordas certe eidem rects paralle-
las bisecant, in singulis: ubi notandum, proprie sic dicta diametro nonnisi lineam secundi
ordinis gaudere.

X. Intersectiones limearum secundi ordings, atque inde resolutio certarum mqua-
tionum,
XI. Arex per lineas istas et coordinatas clausw, et longitudo arcuum.

I.

Determinantur modo sequente formae [inearwm, quarum pro coor-
dinatis rectangulis (abscissa x et ordinata y) mquatio est

_I/"__”_‘*’;
.T_ :ta:l

ubi (iuxta Tom. L. pag. 116) unitas ad extractionem radicis requisita pa-
rameler dicitur; nempe x*:a manet idem; pro quoto enim hic linea
accipitur, et sive ex. gr. pro x:a=2:3 fit x*:a=2x:3; sive,six* =g«
pro #=I, fiet x*=na pro (u:n)=1; adeoque si ex. gr. a:a =2, erit
ne:a=2n, et prius quoad u =1, posterius quoad (#:s)=1 accipienda.

Sit x=+/a pro a constante positivo, # vero aut =0 aut positivo aut
negativo, atque aut <I aut =71 aut >1.
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I A
. Pro a=oco fiet x—-* . —x pro quovis finito x ; nam —:-Ea -—0

pm quovis finito x, si a-— i,altaque (Tom. I. pag. 46 :tﬂ pro quovis
finito x, si a=oco, it =o. Tum vero y = ¥/x dat parabolam, ob ratio-
nem paulo inferius tradendam ita dictam; cuius formz ductus ex ®qua-
tione ipsa modo sequente intelligitur.

Sit # positivum aut negativum, ab ipso o incipiendo crescens in oo,
et sit x = £a, atque sit prius x positivum, adeoque +Fx; erit pro £=o
etiam x=4ka =0, adeoque et y= ¢ x=o0. Si £ positive crescat inde
a oin oo,

. y=Vx=Vka

crescet inde a © in co, semperque duos valores habebit oppesitos, alio-
quin sequales. Si £ negative crescat inde a o in oo, ordinate omnes ima-
ginariz= erunt, quia tum x =4#4a negativum, adeoque y=1{'x radix
quadrata e negativo erit.

. Pro a finito et positivo

— _x
‘?_I/I a
Bt

dat ellipsim ; et quidem ordinatam o pro #=o0 adeoque #ﬂ—T =0,
pariter y=o0 pro £=1 adeoque x=a, guia tum

An—¥=¢a—ﬂ:

fit —=a—a. Si vero # positive crescat inde a o usque ad 1, erit £<1,
adeoque %= #, consequenter #a — &*a semper positivum erit, crescetque

y="Vk—Fa

inde a o, donec #—4#* maximum fiat, (quc-d fit pro i‘::% adeoque
x=% a), et abinde decrescet usque ad o; prodibuntque semper due
ordinatz opposita, alioquin =quales,

Si vero # positivum et =1 fuerit, fiet semper #*>4£, adeoque

(k— k*)a erit negativum, atque ordinata, nempe radix e negativo, ima-

Bawyal, Tentamen. [L 0
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ginaria fiet. Pariter pro 4 negativo; nam & semper positivumn est, adeo-
que (#— 4&*)a negativum erit,

Sunt etiam a meditullio ipsius @, adeoque centro, ad eandem distan-
tiam » ad dextram levamque ordinatz squales: nam pro

et idem prodit pro
= % a == .

Quod autem y = quantovis parvo @ prodire queat, sic patet: ex

W= I"#‘ﬂ —ka

fit quadrando, squatio quadratica

L] ﬁ'I‘—
et
=1 X
b= 2 + 4 a'

ubi quia tum # positivum <1 esse debet, oportet % > %’l esse, ut ra-
dix realis addatur ipsi %, aut ex —;— subtrabatur; fiet autem pro @ utvis
parvo et quantovis, dummodo -E;f {-‘;— sit; patetque pro eodem @ duos

ipsius # valores prodire, prouti radix positiva vel negativa accipitur; et
* &
quidem £-—o vel 1, dum 2--—o, atque

I w* I _ 1
Vi—e~Vi==%

adeoque
-LHVL E—'f-‘ o
2 4 a
ita
1 I [T
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Patet etiam ordinatas a centro ad dextram lmvamque decrescere
usque ad o: erat enim pro distantia ¥ a centro
4/ @ u*
b 3 a !
quod si # crescat, adeoque distantia a werfice, nempe ubi x=0, decre-
scat, manifesto decrescit.
3. Pro —a, item fnito, dat

- L x
j."—l/x--— e 7= —‘/#-I-?

hyperbolam ; fitque y =0 pro x=o0; at pro x positive crescente in
infinitum gaudet y semper duobus wvaloribus oppositis, alioquin squali-
bus, crescentibus in infinitum. Si vero x negativum sit = 4a pro a po-

sitivo et # negativo, fiet y imaginarium, donec #= —1 evadat; nam
tum
X Bat
x+?—.ﬁa+ - =alk-+ &),

atque # negativum et <1, adeoque £}>#* est, itaque - #* negativum
adeoque radix e negativo imaginaria est. Pro #= —1 autem, fit negati-
vum x= —g, atque

y=VYa—a=o0;

at pro # negativo et >1 fiet &> &, itaque £ &* erit positivum, adeo-
que valores ipsius y erunt item bini oppositi quidem, sed alioquin zqua-
les, crescente x cum £ in infinitum, crescentes in infinitum. Itaque exo-
rietur linea quatuor brachiorum e duobus verticibus, recta a (quea re-
spectu verticis primarii negativa est| distantibus, in infinitum extensorum,

Suntque duse partes hyperbola, interrupte quidem, zquales; quia
ordinatas ab utroque vertice dicto mquidistantes mquales esse patet, si
e meditullio recte x=-—a, nempe cenfro axeos Ayperbolae, omnino
negativi, consideretur quantitas ordinatarum ad distantiam # tam ad
dextram quam ad levam: est nempe ad dextram
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a
x=n—-§—,
itaque
&
W — G —f —
x—'—...'—"——.—..—'—. --:_._—-E_ a
a ) a a 4’

atque idem ad leevam prodit ad distantiam #; nempe ibi x negativam
inde a verfice primario est :_-;-ra —u, itaque

&
— ~ @ -+ u?
x* a u* a
* TR 2
+n 3 "=+

— e —

a a 4

4. 8i vero (iuxta Tom. 1. pag. 121) valores imaginarii accipiantur,
quum hi sequo realitatis iure quoad —1 gaudeant, uti alie quoad —+1:
gequatio parabole plane talem parabolam, @quatio ellipseos ellipsim
quoad +1 quidem exhibebit, et simul hyperbolam quoad —1 realem;
et quatio hyperbol® simul ellipsim; mquatio hyperbole wquilaterz
autem, ubi nempe a =1, valoribus ordinate imaginariis exhibebit cir-
culum, uti circuli acquatio hyperbolam aequilateram ; attamen quoad
-+1, —I realia diversis coloribus aut alio quopiam modo distinguere
necesse est (ut Tom. 1. pag. 202 dictum est).

5. Axis maior est x=+a; in parabola est oo, in ellipsi autem est
x=vka; in hyperbola vero x =+—a; centro igitur parabola nulle gau-
def, nempe rectz a vertice in infinitum abeuntis non datur punctum,
eam in duas partes sequales dividens; in ellipsi et hyperbola vero da-
tur meditullium ; si et a=1= parametro, ellipsis fit circulus diametri 1,
et /yperbola dicitur aeguilatera. Parabola autem dici potest tam ellip-
sis quam Ayperbola axi maiore infinito; nempe si a-— oo, expressio
~ V.

Axis minor est duplum ordinate, quee est e meditullio axeos maio-
ris: in parabola igitur nullus axis minor est. In ellipsi vero est

= .
’I/ —F P =g
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adeoque est

- a ar __ a—a __ E_ =
=Y $-a =V = =0

In kyperbola autem est

X1
2 — = e —
I.r‘ X+-—- pro x =

a a* —
2'/—?—1— 32 = f-ﬂ,
itaque axis minor hyperboiae est imaginarius. In circulo axis minor
— axi maiori =1, nempe 1=1; in hyperbola mquilatera est axis mi-
nor — ¥ —1.

6. Nomina parabola, ellipsis et hyperbola autem inde exorta sunt,
quod, si pro parametro singulis eadem vertex communis, lineaque ab-
scissarum eadem fuerit, et ad dextram sit focus | parabole, atque distantia
ipsius f a vertice ad leevam transferatur in linea abscissarum, et e fine
buius erigatur perpendicularis ), a wveteribus directrix dicta: cuiusvis
puncti b’ parabole distantie ab f et [ aequales erunt, cuiusvis puncti

nempe

ellipseos autem distantia ab [ minor est quam a [, et cuiusvis puncti
hyperbole distantia ab | mador quam a D est. Nempe (Fig. 148.) sit
b'd ordinata parabolee ; erit pro eodem x et parametro eadem, ordinata

=|/ T
o

et ordinata hyperbole fiet maior

ellipseos minor

=1/ x4+ =b" :
a
estque
sed

D= be=bc="b"¢";
fb<<fb'< fb".

7. Potuissent quidem lines dictze etiam sic definiri: si @ et & aut
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puncta denotent, sive diversa sive in unum coincidentia, aut si non
utrumque punctum denotet, duntaxat @ sit punctum et & rectam denotet;
fueritque in plano talis linea L, cuius si puncti cuiuslibet p distantia ab
a dicatur a', et distantia a & dicatur &': aut quodvis @'+ %' aut quodvis
a'— & eidem constanti ¢, que etiam =0 esse potest, qualis sit: erit
L parabola, recta, ellipsis aut civculus, vel hyperbola, uti inferius pa-
tebit; quo pacto et parabola, recta, circulus, hyperbolaque eodem per-
tinent ; nempe in singulis est a'—&'=¢, in circulo et ellipsi autem est
a'+ &'=c. Recta excludi, aut cuiusvis certa revolutione circa axem ge-
nerata includi possunt; et distinctio specialior facilis est.

Scholion. Sectiones conicee insignes in ccelis et terra partes agunt:
corpora ccelestia cursum earum sequuntur; nempe (Fig. 149.) quum attrac-
tio universalis sit in ratione composita ex inversa duplicata distanti-
arum et directa massarum trahentium: si in ¢ ponatur vis attractiva, et
concipiatur corpus ex a vi illa attractiva ipsius ¢, quee ad a est, con-
stanter eadem manente, motu uniformiter accelerato usque ad ¢ deci-
dere, fiatque ad ¢ velocitas finalis v ; atque iam relicta vi centripeta uti
est, si corpus in a vi momentanea velocitatis ab proiiciatur : describetur,
si ab=u, parabola, si ab<wv, tum ellipsis, et hyperbola, si ab>u.
Est autem ¢ focus sectionis conice, quem corpus proiectum ad idemque
punctum retractum prius crescente celeritate petit, postea segnior sem-
per fit usque quo revertitur, in parabola hyperbolaque nunquam rever-
sum, in aliorum solium abyssum mergitur. Similem cursum plurime
summam illusionem producentes vires attractivee terrestres tenent.

Protectorum ad terram via ad semsum parabola est, si directio
proiectionis verticalis non sit.

Focus quoque locus insignis est; nam praeter iam dicta, in parabola
radii omnes lucis, caloris, soni, e foco ad parabolam vel paraboloidem
ide qua statim) cadentes, axi paralleli, et hi in focum reflectuntur; nam an-
gulus, quem radius vector cum tangente facit, est &qualis ibidem illi, cuius
verticalis est is, quem recta axi parallela item cum tangente eadem ad
idem punctum facit. Hinc si fornix domus parabolods esset, lampas in
foco ardens, (cuius fumus ope canaliculi supersus facti in caminum cve-
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keretur), lumine deiecto domum totam illuminaret, quamvis decrescente
versus marginem lucis gradu, quod tamen in domo quavis etiam ope
coni truncati aliquatenus obtineri potest; ut et aéris rivus facile regatur,
et vaporibus noxiis evectis, lumen almum clarius tranquillumque pluribus
studentibus inserviat. Notandum autem est:

1. Lychnii oleique quantitatem qualitatemque debitam requiri.

2, Conum ex alba subtili papyro ve/in dicta conficiendum esse; ne
nimis opaca umbram proiiciat; duo enim quoad lucem vitanda sunt ocu-
lorum aciem servaturo; gradus nimius lucis sive in excessu sive in de-
fectu, et gradus nimis differentes sive simul sive subito post se invicem.

3. In aliquo canaliculi loco diametrum eius vicissitudinibus tempe-
statis attemperare et facile et necesse est; rivus aéris enim adeo varius
est, ut fornacibus pro hieme exstruclis, infirmiores vere autumnogue
(calorem quidem leniorem extrinsecus deposcentes), aut algere cogantur,
aut oculis pulmonibusque laborent. Sit igitur, etsi non huius loci sit,
fornacem qua utor frium mutationum suadere, qua ad nutum quasi
fumus diversas longiores brevioresve vias capit, quarum omnino posteri-
ores veri autumnoque conveniunt.

4. Potest etiam cono truncato minori tubus item papyraceus agglu-
tinari, et simul cum candelabro portatilis fieri, idemque et ad unam can-
delam sebaceam applicari; dummodo candelabrum quam minimum um-
bre proiiciat, lumenque eandem retineat altitudinem; quod facile ob-
tinetur, quum hoc ipsum in tali scribatur lumine. Tubus lampadum Ar-
gando debetur.

Redeundo ad paraboloidem : lucerna noctu in focum eius posita,
riteque obversa index horaque remota cerni possunt.

Vicissim radii e sole axi paralleli venientes urunt in foco: sed quo
remotior focus, eo maior locus ustionis erit, et eo latiorem paraboloidem
esse oportet.

Ita remotum susurrum auris in foco maioris paraboloidis percipiet;
et vox e foco pronunciata remotius exaudietur; ita si due paraboloides
sint e regione ad axem eundem posite, ex unius foco missa vox lenis,
nullibi in medio, sed in foco alterius quamvis remoto auditur: quod
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etiam loquentibus, qui, priusquam ad focum per secula remotum per-
ventum fuerit, a nemine intelliguntur, evenit,

Fornaces quoque exstrui possunt, ut igms in foco paraboloidis ardeat ;
eritque in foco alterius paraboloidis e regione positz insignis sine igne
calor; latiusque in hypocausto diffundetur.

Ita radii omnes e foco uno ellipseos in alterum reflectuntur; radii
illi vero, qui quacunque causa ita venientes, ut (Fig. 150.] in dimidie
hyperbole foco § conveniant, a hyperboloidis /& facie interiore excepti,
in huius foco { convenient; et vicissim si hinc nempe ex | procedant,
ita reflectuntur, ut retrorsum continuati in § secarent se invicem, adeo-
que disperguntur €.

II.

Comparatio sectionum contcarum, prius speciei eiusdem guoad pa-
rametros diversas, tum earum inler se pro parametro eadem.

1. Sit erl,.«" X+ :’ =y pro w=1, atque pro U'=1=24u (deno-
tante £ quantitatem abstractam invariabilem Tom. I. pag. 111) sit = R;
erit (Tom. 1. pag. 114)

R=r. k" et r=RF",

Itaque ]
R:r=Vk:1,

id est ordinate pro abscissa quavis eadem erunt uti radices quadrate
parametrorum quoad unitatem eandem accepte.

2. Si dum abscissee X et x, atque ordinate earum V et y conside-
rentur, erit ¥°'=X in parabola, et y*=x; itaque y est proportionalis
media tnfer 1 (nempe paramefrum) el abscissam ; atque

Viipe=X:x
nempe q#adrnta ordinalarum sunt wuls abscissae.

Ita pro ellipsi et hyperbola
Vi= X . il 4X$E=:r{a:px1;

a a a




SECTIO TERTIA. 161

et pariter

. XlaFx)
i a

itaque
YViy=XaFX):xiaFx.

3. Si e puncto quopiam eodem p per omnia puncta sive parabole
sive ellipseos sive hyperbola rectis conceptis, generetur (iuxta pag. 10|
simile, pro quavis recta, qua a p ad punctum lineze quodpiam [ est,
accipiendo #.pf, denotante # guantitatem ut in 1.: recta inter queevis duo
puncta linese novae A-ies tanta erit, quam recta inter puncta linez prio-
ris illis homologa (pag. 79); adeoque si abscissa queaevis prioris x dicatur,
et ordinata y, axis maior - a, parameter u, et X, ¥, 4 4, U/ abscissam,
ordinatam, axem maiorem et parametrum prioribus homologa denotent :
erit

X=ikx, V=4y, U=ku;
atque hinc e parabola, in qua y*=x erat, prodit nova, in qua

(V) =4X et VY=[VX], ,_.

(VX],_ =[Vis),_ =y V4

Nam

et

["(;f]y_h__‘=l""‘£ [V X] =ky=V.

Et hinc non solum linea nova parabola est, sed quum ipsum £, adeo-
que parametrum 7 utvis accipere liceat, sunt omnes parabolae inter se
similes. Non idem de ellipsi hyperbolague valet: nempe harum zqua-
tiones et altera constans @ ingreditur; estque pro his, si similes fuerint,
parameler lineae generatz ad parametrum primitivee, uti axis maior
generatze ad axem maiorem primitivee, id est

u:U=a: A4
In ellipsi pro quovis ¥ est

[Py =X~ X, y=[,/}"_"3;'1

el s

Horvay, Tomtsusen, [ H
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Nam
Y=4y, yp=x—7,
adeoque
(v, =ke— 2y X4y AX_ 4 (x_X)
L 2
L e :J:;

Ita si radix ex X— :g quoad # =1 dicatur r, et K dicatur radix
quoad &x=1 accepta: erit ut ibidem
R=r V&

4
et quum radix ex x—% quoad x =1 accepta y sit, est

r=y vk,
nam
X Fat'e X1
X— A =§x—-‘é‘i-=k(2—-T).
Est igitur

R=yvVk Vi=ky=Y.

Pariter de hyperbola patet.

4. Si inter se comparentur, praesertim parabola cum hyperbola, verba
Keerer intelliguntur: parabola non ut hyperbola extendit brachia, sed
guasi contrakit a complexu infinits, semper plus quidem complectens,
sed eo minus appetens; cum hyperbola quo plus actu tinter brachia
complectitur, hoc plus efiam appetal.

Considerentur prius incrementa ordinatarum pro incrementis abscis-
sarum @qualibus: tn parabola sunt incrementa ipsius y* squalia, non
ita in ellipsi et lyperbola; nempe sit abscissa incrementum 7, et w
incrementum ordinata, erit

(yt+wp—y'=x+if—x=1
pro quavis abscissa x. In byperbola autem est

X107 ax-af - x' - 2x0 + ¢

yHof=xrit T p

¥
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e quo subtracto

manet

quod dum x-—co, manifesto ~— co,

Fiat iam (Fig. 151.) e vertice a hyperbole (qui sit simul parabolse
. s Va - .
vertex) perpendicularis ipsi — xqualis ; atque ducatur per extremitatem
huius e centro ¢ hyperbole recta: in hyperbola # —y-—o0, in parabola
YVEerg -— oo,
Nempe si distantia verticis a centro positive accipiatur, (quamvis axis

maior — @ et axis minor hyperbole ¥ —a sit), erit

Va _
2
Va

unde duos priores terminos per —- dividendo est

i
2 -

a
5 Xz

Va: I=-5:—+.r:z,

atque
LI
2
F= = ;
Va
est vero
Xt
j‘" =¥ +Tr

itaque z*—y* sen .

a
—em - @X 4 X' —ax — x*

— 4 oo e R
(5 43) (s —3) = ; =4,
consequenter
_ a
F=Y= 4zt

quod manifesto nunquam fit o, sed ~——o; adeoque A asymplota est
{Tom. I. pag. 315}

%
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In parabola vero z—3' si ' ordinatam parabole denotet] maius

quovis 3, quod > Ff est, fieri potest. Nempe

:+ x B
S—J-TJ= F(E = Frx

pro constantibus y, d poni
=y+dx—Vrx=y+do*—w
potest, quod ~— oo, si w-— o0 ; nempe

Ot — = (de —1)

et
do—1 __ i
Jm 1

nam

do—1 _do—1—dw _ 1

dw ow da ;
At przterea etiam posito
II: -+ X
5"‘_‘}"= _F.—E e ﬁ:ﬁ.
est
% +x—Vax=pVa,

atque hinc

-_ #x:;ﬁi“lﬂ‘rﬂ——:——x;
et quadrando fit
ax = fFa—+ :1- +x'—pdava—2pxVa+ax,
et hinc
o=x'—29% Y a+ :’- + Pa—ja ¥a,
atque hinc

SR ey )

ubi pro gaya> "_;‘ , idest pro 4> F;ﬂ radix realis, et si #= | a, pro
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parabola positivi duo valores ipsius x dantur. Ex. gr. Sit a=1, et sit
etiam F=1; erit

P r’a =: 1*‘:'1
et
F= ;-‘i'x:L:tﬂil'r-
atque
3‘—}?'23 'f ziflﬂl
'm'i:t: qll.i.ﬂ. By e
(_:_:::_y_’g_); I+3:h?~_f3__£;1=£_.
z 4
I11.

Mutatio initii abscissarum in centrum ellipseos hyperbolzque, ut
quadam expeditius tradantur.

Aeguatio facile prodibit, substituendo ipsi ¥ summam dimidii axis
maioris et rectz, que a centro usque ad finem ipsius x est; axis est
~+a in ellipsi —a in hyperbola, posterius autem dicatur #. Singulis ca-
sibus percursis 'Fig. 152.) patet esse x=u-+-i:- in ellipsi, et x——-u—g
in hyperbola; dummodo prouti x accipitur positive vel negative, ita et
u accipiatur; ex. gr. si x ad dextram positive, et negative ad lavam
accipiatur, et # e centro ad dextram positive, et negative ad levam
accipiatur.

Eritque hoc pacto pro eliifist

2 s
o+
L S T
=t B, W o8 T..B ¥
- 2 a a da = 4 a
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Pro hyperbola vero est

(=57
] 2 a » 2
=X - = —— _— — =
y = 2 = i |
u* au a® u* e ]
= —— e — == = e

IV.

Distantia focalis, id est distantia foci a vertice, nempe extremitatis
illius abscisse, cuius ordinatee duplum =1, prodit, si pro y ponatur
;, adeoque -i—— pro y*. Itaque imn parabola ex %=x patet distantiam
focalem esse quartam partem parametri, et wntfafem pro y = x esse
gquadruplam distantiae focalis: positis itaque vertice a et foco | quo-
cunque libuerit, y = ¢ x (radice quoad 4af=1 acceptal determinabit pa-
rabdlam, cuius parameter = 4af; et vicissim pro data parametro 4af =1
dabit y= ¥ x parabolam, cuius distantia focalis af erit.

In ellipsi, si in

pro » ponatur distantia foci a centro, eccentricifas dicta, per E deno
taca : fiet

1 ,.E _a

s a4
et

B

a 4 '
et hinc

E|=ﬂ;‘-’ﬂ’
atque

Em ¥ =3,

- 2

In hyperbola distantia foci a centro, pariter eccemiricitas dicta, de-
signetur item per E; erit
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1_ B' a
i=a T
et hine
E_ 14+a
e b
adeoque
E at—+a
4 '
et
PR

Unde etiam tam in ellipsi quam in hyperbola dwas focos a centro
squidistantes esse patet, nempe pro u == E fit y*=

)
Ex E et a distantia foci a vertice quoque prodit
et £— 2 in hyperbola.

. :-— £ in ellipsi,
Sed parameter etiam, nempe unitas ad extractionem radicis
sita, ut

'1[_—F

prodeat, innotescit: nam pro ellipsi erat

requi-

1 B -
4 4 a’
adeoque
I=ﬂ——4£= ﬂ:_“'E :
a a
in Ayperbola vero erat
LN .|
4 a 4
adeoque
I= -5?- —_— = 4E°—a

Atque manifesto a et E, aut a et unitatem

sive £ et unitatem
utcunque ponere licet, dummodo pro elli 1 - ::"..E- et pro h}rperhula
E'.:!- i

sit ; secus enim pro ellipsi :‘;4 = ﬂ pro hyperbola 4Ea-u..¢=
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(nempe unitas) positiva non erit: ex. gr. si pro ellipsi poneretur
£l
E:::--‘:, erit 45‘}4{:), adeoque = a’,
Si @ et unitas ponatur: prodit in ellipsi

- _I.-"'-a' -
L= 2

radice quoad unitatem positam accepta. Ita si £ et unitas posita fuerint,
prodit @ ; nam 4£°=a*—a, et ex mquatione guadratica

a—a—4E'=o,

I I s
a=- j:l/;-b-q.E .

ubi signum superius accipi debet, nam

A
'/ 4 + 4E° > =
est, nec aliud asseritur, nisi quod expressionis valor aliquis =a sit
{Tom. I. pag. 123
In parabola, si iFig. 153.) I in peripheria centri P radii Pf ipsi §
omni dabili propius veniat, unitas (pag. 1661 -~—o0; adeoque

fit

y= 1.'(:':-"--.9

pro quovis dato x, et limes geometricus parabola recta fP est, donec
libuerit per £ continuata.
In ellipsi, si E-—o, tum

et ex
pro E=o fit

y=Vx—x,

squatio circuli pro diametro 1. Ita si ponatur
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at— 4E% _

ia
a 1

het a*—4E ' =a", et hinc 4E° =0, adeoque E=o.
Est porro in ellipsi /& < ‘;, at si

'—:—E::.JH-.-D,

tum .
(= 24555_3_,__‘5;
nam
E= % — )y
et

]

4E =4 [:— — aw—+ r-.r*) = a® — gqaw -+ 41,

quod -—@&* Si igitur aut manente £ decrescat ¢, aut manente a cres-
cat &, dummodo w-—o: fiet y tanquam radix quoad unitatem omni da-
bili minorem, pro quovis x (nempe quovis puncto ipsius a} dabili quovis
minor, adeoque limes geometricus erit recta ipsa @; nempe tum

x*
x—E—o
i

In hyperbola est E=> %., et si E—%a_o, sit

‘et limes o est pro quovis y.

erit
4E7 = a* + 4aw + 40",

4E'—a

— =,
P o

quod -—as, adeoque

I=

Si igitur manente £ crescat a, vel manente a decrescat £, dummodo
w-—0: fiet ¥y tanquam radix quoad 1-—0 omni dabili minor, nempe

Bowvai, Tentames 11, Fi
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) 2
l/x+ ; =0}

et limes geometricus recta erit in linea abscissarum ab § ad levam et
ab f ad dextram. (Fig. 152.)
Si vero ponatur

E'—a
I= 4 a =4,
erit
4B —at=a’,
atque hinc
45 =2a’,
et pro posito a erit
s @ I I
=-—=— et E= o=
E'=g-=3 Va’

pro £ posito autem erit

a=3E"'=1.
Patet etiam ,.’_:E"=-’:I = - (pro a=1) dare
a —_— ii-

E}?*:

Notandum autem est: quod tam in ellipsi summa radiorum vectorum
e duobus focis ad idem punctum ductorum, quam in Ayperbola diffe-
rentia minoris a maiore sit —a; etiam dum limes geometricus recta est,
inter § et | in ellipsi, et in hyperbola recta infinita per [ et f, excepta
parte §f. De quo statim,

V.
Radii vectores.

In parabola (Fig. 154.) e triangulo rectangulo, cuius catheti sunt y
et —i —x vel x— -I—, est radius vector # hypotenusa

_'l/_’,'f”‘l‘ :t :FJE] '/x+—I-IE-——-2£+x'-_—.

-'_'_JC-_- I I
= 4 A= —
'/ 2 16 x+¢,
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nempe si guarfa pars parametri aa’d’m’ur abscissae, prodit radius vec-
tor tn parabola.

In ellipsi et hyperbola (Fig. 152.) radii vectores R, r ad idem punc-
tum p e duobus focis §, f sunt hypotenuse triangulorum rectangulorum,
quorum y ordinata puncti p cathetus communis, et alterutrius cathetus
alter £—u vel u— E, alterius u + £ est; patet hoc casibus percursis
ordinata ipsius p sive intra focos, sive in aliquem, sive ad latus alter-
utrum ceciderit, dummodo £ hic semper positive intelligatur, imo w
quoque efsi negative situm fuerit, positive accipiatur; quod fieri potest,
quum u preterea heic nonnisi in % et quidem in potentia secunda,
adeoque positive occurrat.

Itaque alteruter ipsorum R et 7, tam in ellipsi quam in hyperbola, est

VFra—E,

nam (u — E) =(F—u)*; alter autem est

Vy w4+ EV.

Unde substituendo in ellipsi :- — —I-‘—!- ipsi y7, et ET_—‘:— ipsi E*, atque

in hyperbola :-‘ — % ipsi %, et a‘il-_a ipsi £° prodit uterque radius
vector in utraque.

Nempe in ellipsi

r—]/ "l+u’-—2ﬂE+E‘
4 a

at—a
= --———+u'—2u.E+~—
4 4
& I

= B B —+ = :IHE,
quod est -
= & o INT,
=+ 3 F 2=,

nam hoc per se multiplicatum fit
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e, @B _ p_o. o gfa
- £l EHE—4 t 4a ul

at u*
—— 2 — —— — &
= =+ u 2ulk

Ita

R= I/: _ -:?-l-w'+ 2ul -+ E*,

quod eodem modo prodit

a K
=y
ubi in utroque casu signum superius accipi debet ; nam si inferius signum
. . 1 2ulk ; :
accipratur pro 1pso ¥, — -‘Tz- b e negativum esset, quia 2 E< a, adeo-

Zgﬂ'

que < W, 4 VETO nnn}g est. Pro & item signa superiora accipi

a
debent, nempe
R=5 2ulk
e a 1
: a 2ul : . w .
quia — - — "-= pariter pegativum est, radii vectores autem positive
accipiuntur.
Est igitur
a wkE  a aukl
R e S e e e =
Pro hyperbola pariter
R="12% 4 k2]
d. r
et
y— 2WE __a
== 2
atque
R—r=a;

nam ibi pro r signum inferius accipiendum est, nempe e duabus radici-
bus, quum una cg“to valeat, reiecta quee non valet, altera retinenda;
- a 2u
nimirum _ —

ruu 2 =
est et reliqua latera K& et r sunt, esset R +r=a, et summa duorum

esse nequit; quia tum in triangulo, cuius basis 25

laterum esset tertio 2/ minor, nam 2.E in hyperbola est > a.
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Corollarium. Hinc etiam in ellipsi radius vector ad extremitatem
AXEOE minoris est = f_—lf , efficit enim cum altero radio vectore dimidium
axis maioris, suntque hi radii vectores mquales, propter duo triangula
rectangula, quorum axis minor cathetus communis, et alter cathetus £
ad dextram levamque est.

Hinc ab extremitate axeos minoris, tanquam centro, radio ipsi
quali foci in axe maiore determinantur,

a
2

VI

Ex his sequitur constructio sectionmum conmicarumi: prius consiruciio
gFeomelrica Sensu stricto punci cuiusvis \omniumi nunguam); tam con-
structio mechanica motu continuo.

1. Nempe preterquam quod quodvis punctum linez per

y=1V=x

determinatze a directrice er foco sequaliter distet; ac quodvis punctum
p linese per
_ x40
Y=Y *—%

determinatee tale sit, ut ;'jp+fp=a sit; necnon quodvis punctum p

linam PEI
— ———
y= Ii" x -+

determinateae tale sit, ut §p — fp=a sit, § et | focos denotantibus, et foco,
qui in eandem respectu perpendicularis e centro ¢ ad axem posite pla-
gam cum p cadit, in hyperbola f dicto: nec ullum aliud punctum tale
est. Nempe quodvis punctum q extra parabolam directrici propius quam
foco est, et quodvis intra parabolam a directrice remotius quam a foco
est; et quodvis punctum q extra ellipsim tale est, ut §q-+fq>a sit,
ac quodvis q' intra ellipsim tale est, ut $q'+fq'<<a sit; atque quodvis
punctum ¢ extra hyperbolam tale est, ut §q—fq<Ca sit, et quodvis ¢’
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intra hyperbolam tale est, ut §q'—fq'>>a sit, si q, ' cum f (ut supra
de p dictum est) in eandem plagam cadant, si vero q in perpendicularem
e centro cadat, tum §q—fq=o.

a) Nam guoad parabolam (Fig. 155.1 sit qb perpendicularis ad axem;
cadet b aut ab a ad dextram aut ad lsvam; si prius, tum in perpendi-
culari illa aliquod punctum [ parabole erit; atque manifesto distantia

ipsius q a directrice est’ 3 }
bd == ff << qf.

Si vero q in q" vel q" fuerit, distantia ipsius q" a directrice est
Y <af <b'f<q'f;
ita si q in q" cadat, distantia ipsius q" a directrice est
b < B"f < q"f.

Si vero q' intra parabolam fuerit, in perpendiculari b’ gaudet parabola
puncto [, et distantia ipsius q a directrice est

bd=Ff=qf.
b\ Ouoad ellipsim Fig. 156.): s1 q extus cadat, est
R+r>R+r=a.
Si vero q intus cadat, tum
R+r>KR+r,
adeoque
a>R+r.

¢1 Quoad hyperbolam (Figs157.:: Si q extus sit, recta ex q ad f
secat hyperbolam in p; adeoque

I.EP - Tp =ada.

Fiant centris g, p, radiis qf, pf circuli; cadet peripheria radii f extra
alteram ; adeoque
St<§m<§n=a;
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est vero

t?t = 54 S fqr

quod igitur <<« est. Si vero ' intus cadat, gaudebit hyperbola in recta
fd puncto p; describantur centris p, q, radiis pf, q'f circuli; cadet mani-
festo peripheria centri p infra alteram; eritque

- H—p=Sm=a<Fa<§i;
§i=§a'—fd,

est vero

quod ergo >a est.

2. Sed etiam quodvis punctum p a certa recta ) et certo puncto f
squaliter distans punctum parabolz est, per directricem D et focum f
determinatee ; et quodvis tale punctum pro punctis §, f, ut sit pF-+pf=a»
nisi p, §, { in recta sint, punctum ellipseos est per focos §, f et axem
maiorem ¢ determinate; atque quodvis tale punctum p pro punctis %,
f, ut sit §p —fp=a, punctum hyperbole est, per focos §, f et axem
maiorem @ determinatz.

Nam guoad parabolam : sint (Fig. 158.) p'p, {0 perpendiculares ad [,
et pp'=pf; fiat fa=ad, atque parabola per mquationem y = y x(radice
quoad 4fa=1=2fd accepta).

Quoad ellipsim hyperbolamgue autem, datis punctis §, f ut focis
consideratis, ex a et "ﬂ = J |per pag. 167) reperitur unitas, quoad quam
pro abscissis # e meditullio ipsius §f acceptis

— ——

. ut

y=V T—a

4 a

V Hl - il
Jr — a o — .-‘-4-—
kyperbolam.,

3. Ex his preter iam dicta constructiones sequentes intelliguntur. Sit
(Fig. 158} ad axem parabole ad distantiam —"1- ad levam a vertice a
perpendicularis, direcfrix dicta; et erigatur e fine cuiusvis x ad axem -
perpendicularis 2; si ista perpendicularis centro in foco f, ad distantiam
}l— e vertice ad dextram accepto, radio x-t-f‘ lutpote distantia perpen-

dabit ellipsim, et
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dicularis /° a directrice) secetur : erit p punctum sectionis punctum pa-
rabolz, et omnia puncta ita generata eiusdem parabolaz erunt (per 1.),
Patet Fig. 153.,, centro P radio Pf scripto circulo, tangentem in quovis
puncto F talem directricem prabere, a qua ) tantum quam ab | distet;
sed si P ipsi f dabili quovis propius venit, perpendicularis ex | ad tan-
gentem per P ductam, adeoque et unitas nempe duplum perpendicularis
dicte| -—o; atque in tali parabola y =} x iradice quoad dictam unitatem
accepta: fiet pro quovis certo x dato quovis minor.

Ita pro ellipsi Fig. 159. sit a§=1|b, et moveatur punctum p ex §
usque in f, dicaturque R recta ab a usque in p, et r dicatur recta a p
usque in b; erit ap+pb=a; atque arcus centro § radio & scriptus
secabit arcum centro | radio » scriptum; ac punctum sectionis punctum
ellipseos erit, et omnia ita generata eiusdem ellipseos erunt (pag. 174).

Pro iyperbola autem Fig. 160, si Ja=:fb fuerit, et moveatur pun-
ctum P ex ¥ ad leevam, et p ad dextram ex |, utrumque in axe, tem-
poribus zqualibus vias zquales describendo; dicaturque & recta af, et
r recta ap, puncta P, p simultanea intelligendo : erit

ﬂp—a.]}=ﬂf—u£=u;

itaque arcus e centro § radio af scriptus secabitur per arcum centro
f radio ap factum ; eritque punctum sectionis, ubi r — &K =a, punctum
hyperbolz, et omnia ita generata eiusdem hyperbole erunt ipag. 174.

4. Ex pag. 163) adhuc alia constructio geometrica quotvis punctorum
hyperbole (Fig. 161.) ex uno sequitur.

Nempe inter asymptotas per punctum hyperbolee utcunque ducatur
recta erit «=u«"; et quodvis punctum novum item novum prabet.
Ratio est sequens.

a:f=a—+a':y

Hinc _ f+a".#,'_f i )

ad (oag. 163 aa—+ax’: aa"+ o'a"= g3 yy;

a

A o s
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ubi y ipsius z —y et y' ipsius z+y vicem subit; itaque
o' +aa"= aa'"+ o'a";
adeoque
_ ao'=a'a";
et hinc

a=a".

Imo (Fig. 162.) alia hinc constructio punctorum quorumvis hyperbolee
sequitur, abscissis in asymptota e centro sumtis, et ordinatis asymptotee
alteri parallelis, cui etiam ¢ ex vertice parallela est, quod potentia hy-
perbolee vocari solet.

Per triangula sequicrura et parallelas est
BD=DL et g=—;- CE =%¢H.

Sit porro e vertice ipsius y parallela ab ad x; erit

ﬁ:y*-'@:fz

A x=AB:UAD id est B':x‘:—’?—:g;
hinc (quia propter angulos g mquales x= ab=x") est

BB xy =210
et quia ﬁﬂ’:% (pag. 163), est
xy=g" atque ¥y= —f- ;

adeoque si alia abscissa fuerit X eiusque ordinata sit ¥, est
y:¥=X:x,

idest ordinate sunt inverse uti abscissa,
5. Ex his ingentosae sectionum comicarum constructiones mecha-
nicae.

Botvas, Tentumen. IL 3
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Parabola dimidia describetur: si (Fig. 163.) norma AB feratur iuxta
directricem, atque plumbago intra filum af + a2l utramque partem ad
extremitates f et 2[ fixam tendens norma durante motu semper appressa
sit. Erit a vertex parabole, nam ab f et a directrice @qualiter distat;
atque et postea tantum accedet distantiee priori plumbaginis a directrice,
quantum e latere norme denudabitur, et tantum etiam ipsi af accedet,

Quodcunque fili punctum p fuerit ultra g, sit pa=A4; erit filum ex p
usque f tensum =- _; + A; eritque hzec eadem pars lateris norme nuda ;
et quum radius vector ab { ad extremitatem ordinate cuivis x respon-
dentis sit _:i -+ x: manifesto x=/ inde a zero crescente, norma iuxta direc-
tricem promovetur. Pariter et alterum parabole dimidium describitur.

Ellipsis describitur (Fig. 164.). Sit filum recta §f longius, extremita-
tibus in %, f fixum, et summe rectarum af et af @quale, dicaturque
summa ista @; describetur e//ipsis plumbagine prius in a posita, si dein
ad omnia fili puncta p sequentia feratur, filumque e quovis loco ad
puncta fixa §, | tendatur, uti p§~+pf=a est. Queevis recta enim, qua
non <<af nec >af, omnino in filo accipi, atque filum ex illo puncto
p ad puncta fixa § et | tensum, preebet p§—+pf=a; itaque punctum
ellipseos est, et quodvis ellipseos punctum per dicta tale p est, nec ullum
aliud datur.

Quoad Ayperbolam sit filum (Fig. 165.) §a-+da=4%-+y, extremitate
una in § fixum, et altera in puncto d regule df in f fixe, et ponatur
plumbago ad punctum a fili ex a ad puncta § et D ita tensi, ut partes
da, §a regule adiaceant; atque tum moveatur regula circa f, et interea
plumbago regule appressa filum e quovis eiusdem puncto ad puncta d
et & tendat: describet plumbago quadrantem hyperbole, in quantum
regula omni dabili longior concipi potest; atque eadem constructione et
quadrans inferior, et regula in § fixa, filique extremitate in f fixa, altera
hyperbolee pars quoque prodit. Est nempe distantie puncti a ab §
differentia a distantia puncti f ab eodem a

ﬂf—ﬁ&=ﬁ—y,

quod sit @; postea vero mota regula circa f, si plumbago sit in p, atque
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p sit =4 —um, erit
Sp=r+e et pf=p+o;

fp—p§=F+0—y—o=f—y=a.

Itaque p punctum hyperbole erit. Datur autem pro quovis w talis an-
gulus regulse circa | motz, ut p prodeat: nam y~+w datur, regulam
filumque enim utvis magna accipere licet, adeoque e filo ipsi y adhuc
@ addi potest; tum vero regule pars % longitudine eadem (nempe w)
denudabitur, adeoque fiet §p=y-+w, fp vero =pf+w; atque basis
constans [#-+y et nova duo latera y-+w et f+w talia sunt, ut trian-
gulum constituant, quum summa binorum quorumvis tertio maior sit.
Facile etiam patet, crescente @ crescere angulum regule ad f.

CD[I.SBquEDlEl‘

VIL

Tangens, subtangens, normalisque et subnormalis in singulis.

Ad quodvis punctum p sectionis conicee cuiusvis, quam ad gquodvis
eius punctum curvam esse demonstrarl potest, (qualis est parabola, elli-
psis, hyperbola et circulus), non autem sectionis plani per apicem euntis,
tangens datur (Tom. I. pag. 290); eaque est recta bisecans angulum radi-
orum vectorum ; notando, quod in parabola alter radius vector, quasi e
foco in axe in infinitum abeunte ad p ductus, adeoque axi parallelus
concipiatur, in ellipsi autem alteruter radiorum vectorum continuetur
extra ellipsim ultra punctum eius, ad quod e focis uterque ducitur, atque
angulus, quem continuatio ista cum altero radio vectore nmon continuato
facit, bisectus tangentem in eo puncto preebeat. Atque et parabola ut
ellipsis foci in axe in infinitum remoti consideretur.

Si vero tangens ad sectionem conicam ex aliquo puncto P mittenda
sit, tum circulus centro P, radio usque ad focum proximum extenso,
secetur ex altero foco radio a in ellipsi et hyperbola, in parabola vero
directrix, tanquam arcus radii vectoris infiniti, secetur per arcum prio-
rem, atque tum e foco priore ducta ad punctum sectionis recta bisece-
tur: erit perpendicularis e puncto bisectionis erecta famgens guaesita.

agk
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Quoad pavabolam (Fig. 166.) sit tangens ad punctum p ducenda:
radius vector pro foco f est fp, et alter axi parallelus est Fp', ac fp = pp',
Si iam angulus fpy’ bisecetur, fiatque PPF=fpl=wv: erit pt Lip, et
fe=1Ip'; ac quodvis punctum rectee Fl' (ex. gr. q) a punctis p’ et f &qui-
distat. Itaque qq perpendicularis ad directricem est < qp'=gqf, quo-
cunque cadat q: unde quodvis tale punctum q extra parabolam cadit:
nam si in lineam ipsam caderet, tum qq'=qf esset; si vero intus cade-
ret, tum qf <<qq esset (pag. 174).

Si vero (Fig. 167.) ex P puncto extra parabolam sit tangens ad eam
mittenda : PP’ perpendicularis ad directricem est -< Pf, (pag. 174); itaque
e centro P radio Pf directrix certo secabitur in duobus punctis a et o
a perpendiculari P utrinque squaliter distantibus; fiat recta fa (vel fa);
recta per meditullium f huius et punctum datum P ducta tangens erit.
Nam Pa=pFf, itaque £ est perpendicularis ad fa; consequenter quod-
vis punctum ipsius P a punctis a et | mqualiter distat; et si perpendi-
cularis ex a ad directricem erecta secuerit alicubi in p rectam P, p punc-
tum parabolz erit, quia a directrice et foco squaliter distabit. Secari
autem rectam :I.'_']:J) per perpendicularem ad directricem ex a erectam ne-
cesse est : nam perpendicularis e puncto [ rectz af erecta infinita quam-
vis rectam per punctum a rectz af ductam infinitam, prater eam, que ad
af perpendicularis est, secat, itaque et eam, qua ex a ad a-])’ perpendi-
cularis est, quia eadem ad af perpendicularis non est.

Fiet igitur sectio, et punctum illud parabole erit; reliqua vero extra
parabolam cadent.

Si P plane in [ cadat, tum ex P ad af perpendicularis erigitur, quod
etiam de ellipsi et hyperbola notandum est: uti id, quod inter tangen-
tem et lineam tactam nulla recta e puncto tactus duci queat (per Tom. L
pag. 349), itaque ad nullum punctum angulo gaudeat (pagg. 15 &), adeoque
curva sit.

Subtangens s est =fa—fm (Fig. 166.); sed

fa =pp'
quia Affa= Afpp; nam ff=~Pp' et propter pp'|| fo anguli alterni ad
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p' et | et ad p et g sunt sequales. Consequenter (pag. 170!

fg= radio vector: =x+}--

4
Est autem
fm= % —x;
itaque
I I
s=x- -47 — {—EHA‘}= 2x.
Si ordinata pm ultra focum caderet: tum
e
fm=x ik
et

s=fa+fm=s+—tx— L =21
4 4

Unde in parabola ad p tangens pg ducetur, si ad axem demittatur
perpendicularis pm, et ag=am=x fat.

Normalis NV, id est pn nempe perpendicularis ex p ad tangentem,
si secuerit axem in m, dicitur mn seu » swbnormalis ; pg autem pro fan-
gentds quantitate accipitur; quod etiam cum quantitate tangentis arcus
circularis trigonometrica convenire facile patet, si secans ¢d pro linea
abscissarum e centro ¢ accipiatur (Fig. 168.); et quidem quasi prius in f
fuisset abscissarum origo, et inde ad centrum translata fuisset: erit ex-
tremitati arcus fa respondens ordinata y =ab, et subtangens puncto a
respondens erit bd, atque tangens ad eadem, quee sensu trigonometrico
arcui af="Fa respondet; et facile patet, quod si [' pro { ponatur, y fiat
ab’, et subtangens b, atque tangens ad’ negativa, ut in trigonometria,

Est vero (Fig. 166.) triangulum pgn ad p rectangulum, atque pm=y
est perpendicularis ad an; unde

m:y=y:s,
adeoque
a
S A
s 2x 2

consequenter subnormalis in parabola est dimidiae parametro aequalss.
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Ex iisdem triangulis rectangulis prodit tangens normalisque : ex. gr.
tangens (ad punctum p et axem a,'l nempe recta pg

=Vy+sa=1ri4 =]/4# (i"*‘")r

id est fangens tn parabola est radix gquadrata ¢ quadrupla abscissa
per radium vectorem muliliplicata.

In ellipsi (Fig. 169.) erit Bq ad punctum p fangens, si alteruter radi-
orum vectorum ex. gr. fp continuetur, atque fq angulum apf bisecet,
Sit enim pa=pF, adeoque

of =a=p§+pf;

sitque [ meditulliom recte af; erit recta pf angulum apf bisecans
perpendicularis ad af; adeoque quodvis punctum q ipsius pf a punctis
a et § =qualiter distat. Hinc autem propter

aq=q§ et aq+gqf>af=a

$a+af>a;

itaque quodvis q extra ellipsim est (pag. 174).

Si (Fig. 170.} e puncto q sit tangens mittenda : sit arcus centro  radio
4§ ipro qF non > qf), et hic secetur in d per arcum centro f radio a,
fiatque in P meditullium rectze d§; erit qf tangens, et punctum tactus
erit, ubi df secat ipsam qf; nam

est

pPo=p§ et po+pf=a=p§-+pf;

est igitﬂr p punctum ellipseos (pag. 174); quodvis aliud punctum autem
rectee qf extra ellipsim cadit, ut antea. Sectionem fieri autem statim, ubi
ad hyperbolam tangens mittetur, demonstrabitur.

Subnormalis (Fig. 169.) Pn reperitur ita: rectee %f et normalis pn
sunt ad tangentem fq perpendiculares; itaque trianguli fa§ crura fa, f§
secantur per pn parallelam ad trianguli basim aj; atque hinc
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f§:fa=fn:fp, id est 2E:a=fn: R
denotante E eccentricitatem et & radium vectorem ex f. Erat ipag.172)

auklE

—_— a
R_ —_— +

atque hinc

. 3ER _ .. 4E'w _ u
m= a —-E'I'-'—#;——E"l"ﬂ—i-

Est porro subnormalis
= '_'- = — = _ —f—- =i-
prn=pPi—im=E+u—fn=E-+u (E+u a) =
Si ab altera parte sit ordinata pP ultra centrum in plaga positiva, tum
pro { ubique alter focus accipiatur.
Subtangens i autem hinc e triangulo ipn ad p rectangulo et ordi-
nata pP perpendiculari ad in facile reperitur, quum si subnormalis » et

subtangens s dicatur, sit

Sry==yip,
adeoque
¥ _(a__uw\ s __ a
=5 _{4 a}'a u =

Unde etiam tangens normalisque facile prodeunt.
In hyperbola (Fig. 171.) recta pf angulum fp§ bisecans tangens ad

p erit. Nam )
Sp—fp=35p—pd=a
et pro A\Opt={pt est pk L df, ac quodvis punctum q rectz fp a punctis
d et | =qualiter distat, atque manifesto §q—fq<<a est: nam centro q
radio qf = qd scripto arcu fde, erit
Se=8§9—fa<a;

quia si §e= vel >a esset, tum in triangulo §0q esset a-+dq= vel <
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latere tertio §q. Consequenter quodvis ( extus cadit (pag. 174); nec
ullum q ex. gr. q' in curvam venit, nam in triangulo 59 foret §9'—qd
vel q0 — §q9'=4a, adeoque

a+qd=%q vel a+§q9'=q",
nempe $d=a.
Porro et hic crura trianguli §pn secantur per basi pn parallelam bf,

quia pn, ff sunt perpendiculares ad Pq; unde ut antea prodit
s=(qu*—a?): 4u.

Si vero e puncto q extra hyperbolam (et centrum) cadente tangens
mittenda sit: fiat (Fig. 172.) centro q radio q§ circulus, pro distantia
ipsius q a foco § haud maiore quam ab altero f; seceturque is in d per
alterum centro f radio ¢ factum; et sit f meditullium rectz d§, secet-
que ﬁ ipsam Fq-tn in p; erit p punctum hyperbole, et Eﬂ tangens ad p erit.

Enimvero sectiones dictee tam pro ellipsi (pag. 182}, quam pro hy-
perbola evenient: nempe circuli dicti secabunt se invicem in duobus
punctis, atque Fb et qf secabunt se in ellipsi inter O et f, (Fig. 174.), in
hyperbola aut in plaga eadem, in qua d est, ultra D fiet sectio p (Fig. 175.),
aut in altera plaga (Fig. 175e).

Quoad primum: Si (Fig. 173.) circulus centro q radio 9§ dicatur C
et centro f radio a scriptus ¢ dicatur, ac recta fg continuetur, sintque
@, i extremitates diametri circuli C: tum si fi<<a et @ <<fa, extremitas
radii @ e centro f in rectam ig intra C cadet, adeoque ¢ ex Cin duobus
punctis egredietur.

In ellips: vero est fq— §q=1f <<a, nam if < §f (pag. 83), et §f<a;
imo si § in b caderet quoque, est if<<hf. Est porro af>a, nam
af =q§ +qf, quod in ellipsi pro q extus cadente est >>a (pag. 174).
In hyperbola pro q extus cadente est fq—§q<<a (pag. 174}, nempe
if<<a; atque in triangulo §qf est §q-qf > §f> 4, adeoque gf>a. Si
vero q ab § et | mqualiter distet, sectionem unam superius, alteram
inferius fieri patet.

Quoad alterum : In ellipsi (Fig. 174.) in triangulo 0§ est a=>{§,
adeoque u <<v; si igitur f§ circa § moveatur donec in p;§ veniens an-
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gulum cum §d ipsi # sequalem faciat: pf L D erit. In hyperbola (Fig. 175.]
a<f%, adeoque u>w; est autem » aut obtusus aut acutus, quia rectus
esse mequit; esset enim angulus f0§ in semicirculo, adeoque ¢ in centro
esset, et qf || {0 esset, nec ullum p nec tangens e centro datur. Si vero
u obtusus est, tum z acutus est, adeoque p supra DI cadet. Si » acutus
fuerit (Fig. 175°), moveatur §f circa § deorsum, donec p§ cum §D an-
gulum =w faciat, nempe v <<w; eritque §p=>0p, et fp LOF.
Est autem (Fig. 174.)

P=p§ et pi+pF=a=0f
fpP—pP=a=fp—p§;
quia pd=p§. In (Fig. 175*)
P —pf=a=p§—pf.

In (Fig. 175.) est

VIIL.

Quoad explicationem (pagg. 158 &) dictorum patet angulos » ad tan-
gentem verticalesque zquales esse. Plura referre instituti ratio vetat.

IX.

Iamelrs seclionum contcarum.

Centrum linee L in plano dicitur ¢, si quodcunque punctum p
ipsius L fuerit, recta pt lineam L adhuc in uno tali puncto q secet, ut
pc=qc sit.

Queecunque recta autem bisecans omnes ipsius L chordas recta
cuipiam r parallelas tales, ut nulla pars continua ipsius L sit, in qua
chordarum dictarum aliqua haud terminetur: diamefer lineae L dicitur
sensu latiore ; semperque, nisi aliud monitum fuerit, talis diameter intelli-
gatur ; diameter quippe etiam alio sensu venit.

At sensu stricto diametro gaudere dicitur L, si ut pro circulo et

Bowvas, Testumes, 11 4
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ellipsi, recta R circa centrum ubivis in eodem plano mota donec redeat,
semper pro dicta » accipi queat, saltem nonnisi certus sit rectarum nu-
merus, in quas & tales pervenit, quas pro » sumere non liceat; ex. gr,
pro parabola nonnisi una recta (nempe axi parallela) excluditur, pro hy-
perbola asymptotis parallelee itaque dueze excluduntur, nempe tam in pa-
rabola quam hyperbola limites tangentium ad puncta dabili quovis remo-
tiora.

Centro gaudere linea potest absque eo, ut diametro sensu stricto gau-
deat (uti Fig. 110.); et conversim parabola diametro sensu stricto pollens
centro caret. Linez plures ordinis binario altioris quoque certo diametri
numero gaudent, imo plures centrum habent.

In ellipsi et hyperbola, si recta e puncto quovis p linez per ¢, me-
ditullium axeos maioris, producatur usque in d, ut d=cp fiat: per
squationem e centro patet d quogue punctum linese esse.

In parabola autem e quovis certo puncto p parabole ad punctum in
axe dabili quovis remotius ducta recta eo tendit, ut axi parallela fiat;
si igitur hoc sensu accipiatur parabolsz centrum in axe omni dabili remo-
tius, et pro recta per centrum eius ducta queevis axi parallela intelliga-
tur : generaliter dici poterit, in quavis sectione conica L quamvis rectam
per centrum ductam, prater asymptotos, diametrum esse; et pro quavis
diametro J chordas per eam bisectas, si d ipsam L secet, esse tangenti
ad illud punctum, in quo J ipsam I secat, ductz parallelas; aut d tan-
genti alicui parallelam esse, chordasque rectz e centro per punctum
tactus ductz esse parallelas.

Est antem pro abscissis ¥ in diametro squatio ellipseos e centro

sequatio hyperbola vero, si linea abscissarum secet hyperbolam, est

d'x d’
.fl""_ IF_4|

aut pro abscissa y item e centro et ordinata x est
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-Z2y
quod e priore sequitur; diciturque in duobus prioribus D diameter pri-
maria respectu alterius, et d eius comsugata, in postremo autem o
dicitur primaria, et D confugata.

Ex. gr. abscissee nunc ¥ dictee esedem sunt, quee superius per x de-
notabuntur; atque ibi, pro abscissis ¥ e centro in 4 acceptis, erat in
ellipsi

r=4—ai
hoc autem est
b'ut
ﬂ' ]

s
e
quia b= Va.

Est autem in ellipsi D aqualis linese abscissarum utrinque in ellipsi
terminatz, et 4 squalis rectz per centrum ad tangentem in puncto, ubi
D ellipsim secat, parallele et utrinque in ellipsi terminatze. Quoad hy-
perbolam quoque diametri utriusque, meditullio in centrum posito, pri-
maria in lineam abscissarum continuetur, et coniugata ordinatis parallela
sit; interim ipsorum 0D, & illud (ex. gr. J), quod per centrum eundo
secat hyperbolam (ex. gr.in a), secabit eam in alio puncto b quoque,
atque tum pro D in calculo recta ab intelligatur, pro 4 autem tangens
hyperbolee ad punctum a (vel b) ab una asymptoto usque ad aliam ; et
eandem quantitatem retineat & in calculo, etsi ipsa fiat linea abscissa-
rum, et [ sit eius comingata.

Notandum etiam est, quod proportionalis tertia ad diametrum et eius
coniugatam parameter diametri prioris dici soleat. Nempe parameter

ipsius a seu parameter principalis p prodit ex

n:ﬁ=&:%.
seu quia 5= Va erat, est
a:f&: l-"'rE:l.
Ita parameter P ipsius b, cuius coniugata a est, prodit ex

H’
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n‘
bra=a: 5

ubi --E-:-=P. Atque eodem modo exprimitur per parametrum et diamet-
rum ordinatee quadratum, abscissis e vertice acceptis. Ex. gr.

si X abscissam in & e vertice denotet; nempe pro abscissis x in g e
vertice acceptis erat

quia &=V a et }*=a, adeoque %:Im parametro principali. Sed

x=2+u,
itague
B R a1
et hoc propter j=§-—x est
=§i—m+r;
atque hinc #* seu
Ve a;}l’ _ a;.;l"* =PX—-—"§£-

Quod et ad reliquas diametros applicari patet.

§ L

In parabola gquamvis rectam L axi parallelam diametrum esse,
si ordinate tangenti ad illud punctum, ubi L parabolam secat, parallele
accipiantur, neque aliam dari, nec hanc pro aliis ordinatis diametrum
esse patet sic (Fig. 176.).
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Sit abscissa / axi parallela, et tangens sit 7, ac subtangens 5= 2e,
ordinata superior w, inferior #'; nempe et inferius secari parabolam sta-
tim patebit.

Per latera trianguli & parallela lateribus religuorum (in Fig. 176. &)
triangulorum ponatur in omnibus casibus, prius tangens ad subtangen-
tem (nempe 7 ad 2a), tum tangens ad ordinatam, (nempe 7 ad ¥«

Terminatur # aut infra axem, aut in axe, aut supra axem ; et quidem
in casu prostremo aut a perpendiculari ex € ad # erecta ad dextram, aut
ad leevam. Est (Fig. 176.)

T:2a=u:% et Tiva=u:9+7Va,

j=_ﬂ_§£ ot ﬂﬁ;?ﬁ= [u—;}ﬁ_

itaque

Est autem
s=i—k+a et y=x;

itaque substituendo valores ipsius £ in x, et ipsius y in y*, erit

_wa—2ulu+ Ta

S 7™
et \
x=t—£§-‘£+a=f? —-2&;"?"-# .T’a;
consequenter

wa—2uloa+ MNa=tT" — 2au T+ Ta,

id est w'a={¢7T", adeoque
¢ T

W= ——

Ita si «' sit continuatio ipsius # usque ad parabolam: est
I=¥V—va e V'=X=(+k4a;
T:2a=u:¥ et T:ya=u':¥V—yu,

H:E;f—' et F:lti-;.ﬂﬁ;

atque

et hinc

consequenter



190 ELEMENTA GEOMETRIAE,

Vi— #'a+2u'Tadal” _

i (4 2au' T4 a1
.11:_—_!+T+ﬂ'= '}q—"— “ -

adeoque
o

—
—_—

i

uti # erat, et si duorum valorum ipsius u:‘.-" 'EE“ alter negative ac
cipiatur, ¥' quoque exhibebitur.
Ita (Fig. 177.) est

Tisa=gq:k et T:Va=g:y;

et hinc
b= _’.‘;_2= 2e(u—1T)
(quia g =u—1T), et
_gVa _ wu=TVa
y=i¥a _ w=D)Va,
Est porro
x=f—a—4&k
et
o ﬂ‘a-—n;{a+?1ﬂ —
x__:_a_:al[ﬂ—.?‘}_ ff‘—:a;;?#a?"_
- . = ;
atque hinc pariter
e B
W= ——
a
Ita .
¢
= .
Nam

T:za=u'":7 et T:Va=u':l=u':(V—Va)

est vero X={-+7-+a; atque ¥'=X; et valoribus ipsorum ¢ et ¥, ut
antea, substitutis prodit.
In (Fig. 178.) est

T:2a=q:h, et T:Va=gq:y,
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et hinc
20q _ 2 I—

.ﬁ=:r. T 4

lquia ¢ =T —w); estque

_gVea _ «T—u\vu
y= E_:,‘_ = LT,

x=t+h—a et y=ux;

Est vero

itaque substituendo est

x=if+

20(F—uw) T+ al*—z2aul _
— g — = 7% =

TMau—2Tua+t'e

J'rz: ’ TI ]
unde
we=tT" et wi= I:-.
Ita
a — _.i-'_:f"_
e
Nam
X=t+i+g
et ex _
T:2a=u:i et T:Va=u':l=u:1¥V—yan
atque

V=X

prodit ut supra

watTa+ 2t'al _ tT+ 20’ T+al”
" o il F

a ¢
6= :

T &

Unde

Erat vero 7= g4xr, 7|’Eer r radium vectorem intelligendo); si igitur pro

X ponatur e, erit = 4, atque

o
i
u=ur=4rt;

ubi 4r parameter huius diametri dici solet.
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Quod autem nulla alia diameter sit, nec heec sit pro aliis ordinatis,
patet sic.

Queevis recta, preeter axem et ei parallelam, secat praeter axem etiam
parabolam in duobus punctis; nam (Fig. 179.) queeratur valor talis ipsius x,
ut ¥ sit ordinata communis rectz axem secantis et simul parabole: erit

bi k=xxy,
adeoque
xk

J= T — #ﬁl
si 4~ dicatur 8; ordinata parabole autem est ¥+ #; eruntque mqua-
les, si

a+x=1"%,
adeoque

e

Quecunque igitur alia diameter esset, illa per Ph (Fig. 180.) repraesen-
tari potest, atque ordinate quoque aut axi parallele essent, aut secarent
axem. Si parallelze axi essent, superiores finite, inferiores infinitee essent.
Si vero axem secent, consideretur ordinata e puncto ¢; erit hec aut
perpendicularis ad i axem primarium, aut supra vel infra perpendicu-
larem cadet. Si prius, ordinata sequentes, eidem absciss® appertinentes,
ineequales erunt. Si ordinata ec fuerit, erit ec>cb, quia triangula ecq et
bem similia sunt et eq>bm. Pariter si ordinata pc fuerit, erit pc<<cq;
quia per triangula similia pen, gci atque pn<<qi est pc<<cq.

Pro eadem diametro pariter ordinatas in quavis coni sectione ab
ordinatis prioribus diversas insquales esse inferius facile patebit.

§ a2

Quoad ellipsim (Fig. 181.) sit pq=y et pl=4i; Uc est =%+ Erat

. 18
(pag. 183) -

a'

a"— e &
= T et A= y
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atque e triangulorum A®GCE, agc similitudine est
oo d .
rs=—1U et s:k=U:K;

atque singulos terminos quadrando, fit

_ sd <3
f—m;— et U —'_P",

unde prius {7* reperitur, et thm #.

Est nempe
. K (a*— 4w\ fa U |a uy_
U= =2 J = )s— %)=
_le—aw) a—4U 4a _ (@—qu)@—4U"),
P 4a  a*— 4w 4. qu :
et hinc
@ —4a* U'— ga'w + 4 4w U= 4. 42 U,
seu
a*— qa'u = 4a* U
et hinc

=1 - “I‘

Atque hinc £, quod erat = ?EUE, est

_l@—qu) d° a—qu' _ a'—aw ,

449 4 4 C4.4ut
Assumantur porro duo paria triangulorum similium, nempe #s#, plq
et xks, Uc®, atque valores v, A, ¢, & queerantur. Erit

=il AL rwesias A
tik=y:v tis=yid Jix=kii, T

atque hinc

[ P L B 2kx §=3N%

.
ﬂ=f"?1'_: FER :=_ﬂ '

Est autem V'=i—v, et simul

Batvai, Tentamen. 11. 23
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8 _ (u+zf a _ (h+A)
V—J"— T —4"_' a ]

quia &+ 3=/hA-+pk.
Substitutis in

T k- A)
V—f:—p}_%__L:_._
al:'—ﬂ]*=—:—l—{&+l}'

valoribus ¢, o, &, A, &, ¢, s, fiet

= g
et hinc
%tdfﬂ'}+—“,§”}{w—a§’}+i‘}‘;@f+w}=%’.;

ubi terminus primus = {Eﬁi, secundus =o, tertius = —1-).— adeoque

re,
r o

sen
x
= 4
consequenter
L d xd
R i

Quod autem termini primi, secundi et tertii valores dicti sint, patet
sic. In termino primo est

. %:=J": (@ —4n)d’ _ _ 4.4u%

4.44°  (@*—qu)d’
atque .
b= S @ @ — )
4 4.4u° 4. 4u"
Consequenter

_;.{di.+3'}=.""£‘:'
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In termino secundo nempe ‘::';: (us — ak’) est

ne—akime BT —IN) @
qu 4

Tertius terminus est :E‘jft-mj"ﬁ-u"}; est autem

- — i 1
ak =2 - i +u*=-§ *

Hi

: s 4% a4t x'q?

T —] o — "

aquue-ti_.‘: minus term:fs Y v
Prodibit autem pariter et y'=pr=yv, si pro v 4 v, et ordinata
V=i-—uv et abscissa A-+/ ponatur ¥, &, ¢/, ordinata I"'=7+1" et

abscissa A'—/; quod, uti si y in fine axis vel infra eum terminetur, exer-
citioc Tvronum relinquitur.

§. 3.

Sit ) recta per centrum ¢ hyperbole (Fig. 182, ducta, utrinque in
ea terminata, sitque tangens /¢ ad punctum p, in quo hyperbolam
secat [); tum si ordinata e fine  ipsius x, abscissz e centro in recta
D continuata acceptz, ad tangentem parallela y dicatur, erit

. dx 4
=5

Nam #=¢; quia hyperbola inter asymptotos e recta utrinque equa-
les partes resecat (pag.176); et si recta tangenti parallele moveatur
usquequo in punctum tactus veniat, partium resectarum eousque semper
aqualium limites quoque nempe / et # mquales erunt.

Hinc si y || ¢ et «, y ad axem primarium perpendicularia sint: erit

'-'?— st=cy+d'=x:y+ 7,

nam ¢ =x; est vero hinc

ag
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i ’ ﬂ s dx , .D __ dﬂ' .
RS s y

nam f=~¢, et /¢ tanquam coniugata ipsius Z) dicitur 4.
Est porro (per parallelas)

ﬁ':y'?f:a::%

P
atque
! g4 2y: —f*u*—-—d—'rr'*

g e = g " F

nempe y =3, nam in triangulo, cuius vertex ¢ est, (y - y') est parallela
(¢4 £), atque £=1{, adeoque y'+F'=y-+pj, sed p=7, (pag. 176] ita-
que y=y"

E proximis duabus proportionibus autem fit

B'(3+2y): ?r':'-%: ad';

sed (pag. 163)
P a ]
¥y =T= oo ;
itaque
d
B B+29)="F=(B+y—3)B+y+)).
Erat autem superius J-+ y:%- Consequenter
d* _jdx _ \(dx
‘ =)D +),
atque hinc
da_ d'x 4
P /A
et hinc
y= d'x —_— E
D

At vero et queevis alia recta AK per centrum ducta (preeter asym-
ptotum) diameter est,
Accipiantur nempe pro abscissis X ordinate V parallele ad rectam
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€ centro per tactum tangentis ipsi AN parallele: erit abscissa y, et x
ordinata, atque ;

1

x‘:%,ﬂ+_4._ﬂ‘.

Scholion 1.

Quacevis recta per centrum sectionis comicae (praeter asymptotum)
diameter est; nec ulla alia est, nec eadem pro chordis rectae aliae pa-
rallelis diameter est, el cutvis rectae praeter asymplotos (et axi pa-
rallelam in parabola) dantur chordae parallelae diametro unica gau-
dentes.

Dicatur v angulus, quem tangens cum subtangente s facit; in trian-
gulo rectangulo, cuius catheti s et y sunt, est (pag. 139)

-::L = tang.v;
est etiam (Tom. I. pag. 306)
tang. v =dy.
In parabola est _
y=V¥x et s=2x
(pag. 181}, adeoque

=—1 — 1
tang. v 5 T’
et pro quovis v datur x, nempe
= I N

pre v = recto fit tangens infinita, et x=o0; pro x-—oco fit tang. v-—o.
Patet etiam pro quovis ulterius ad dextram terminato x subtangentem
quoque crescere ad levam, angulum v autem decrescere, quum cre-
I
us -----==tang.v decrescat.
scente x quotus = I'4
In ellipsi est

j: 3 ‘/ a'—4u

L el
5 4a = 4

au
— -ﬁP’EIT._.:il;F" -—.-‘I:H.I'lg.‘l"i
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et hinc |
qu*=a(a* - qu)tang. v,
atque hinc
u* (4 + 4atang’v) =a’tang. v,
et

a* tan
“TV 4+a tgn—g"?
itaque quum tam numerator quam denominator adeogue ét guotus po-
sitivus 51t, pro quovis v datur #; fit autem pro u=0 angulus v=o, et
pro u= —2- fit v rectus, nempe valnr tang. v pro #=o0 fit ?1::: y pro u = ;5
autem fit m=%—" (Tom. L. pag. 46). Decrescit vero subtangens ex infi-
nito usque ad o crescente # usque ad i:, crescitque # a © usque ad
rectum, ita ut pro quovis maiore x subtangens intra priorem terminetur,
et v maior fiat. Nempe & u=s fit crescente u minus ; fiat enim w+w

u
ex u, erit subtangens

‘ at at
quia 4 (¥ -+w)>4u, adeoque e quoto (propter divisorem maiorem) mi-

nore maius subtrahitur, pro subtangente abscissee maiori respondente. Ita
tang. v fit maior ; nempe

2 (¢ 4 w) 2u

Va Va—4(u+ r:F }i’-& Var— qu*

quia numerator prior est maior, denominator autem minor est, nam ex
a® maius subtrahitur.
In hyperbola tangens anguli @, quem asymptotus cum axe facit, est

=7I;: nam (pag. 163)

a. Va

2 iTg = l:itang.a.
Crescente #, prima ordinata est o pro u"———';-', et tum tang.v est infinita,
adeoque v est rectus, et subtangens o; postm::dum crescente % in infinitum,
crescit subtangens usque ad hmltem __ -+ x, semper ulterius versus

centrum terminata, et decrescit v usque nd @, ita ut centrum per sub-
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tangentem et « per decrescentem z haud attingatur; estque pro quovis
maiore # ultra verticem subtangens propior centro, et ¥ minor,
Nam

1. Subtangens jﬂ—;":'?: pro u= % fit —o, et

tang. v = s
= Ve —a

2w
fit - oo (Tom. 1. pag. 46).
2. Si ex u fiat u<+w (pro @ positivo), subtangens s pro u est
at ' a? .
— et 5" pro ¥ +w est #+H_MTI-T‘-JT' et subtrahendo prio-
rem e posteriore manet
a a at(u+w)—a'u

4—“--1-:..-— 4(u+w e qu(u-+w) '

atque ut extremitas subtangentis s' versus centrum prodeat, adhuc @
@6

subtracto quoque positivum mane:b:lt. nempe T g
3. Est autem v pro %+« minus quam pro x; nam tang. v pro

# - o est
2 (14w

Va V4lu+of—a’

pro u est
an

Va Vaw—a

quorum utrumnam sit maius, nonnisi

T ol ] et u
Vau+w'—a 4u'—a*
adeoque
(1 4+ @) i u?
4(u+n)—a 44— a*

comparanda veniunt. Reducendo ad denominationem eandem, erunt nu-

meratores
(e +of —at(u-+a) et 4u' (4 -+ o) —aw,
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quorum priorem subtrabendo e posteriore manet
a*(u +aw)'—aw =a* |4+ a)'—ut],

quod manifesto positivum est.
4. Nunguam vero » =« fieri potest, sed v-—«. Nam pro v = « fieret

tang. v = == —EH
E Ve T Vavaw —a
adeoque 4u*=4u*—a*, et o=—a*. Pro quovis positivo @ autem da-

tur tale %, ut tang.v sit = ﬁ-{-m, at pro nulle positivo @ datur tale «,
ut tang.v = %-—— @ sit.

In casu primo enim esset
_1+eva _ 2u
RSV T Vavae—a
(1+mﬁ}l=;ﬁ_ﬂ:—w.=1+zm 1{";1'+m‘d,

quod dicatur £. Erit

et hinc

4 = 4urk — a*Rk,

et hinc
v=21 2
T 2 —

quod, quia pro w positivo fit £>>1, reale est.

Pro —w vero erit
b=1—20Va+wa;

= —® sit, manifesto hic <= esse debet, ut tan-
gens positiva sit; si igitur m=—;,a— ponatur (pro 3 positivo et =>1):
erit, si nunc 1— 20 V@~ dicatur 4 radix ex 4—— imaginaria, quia

tum £ positivum et <CI erit; nam
: 1 2 A—ap’
-—mv’a-r-m'u——:?—ﬁ-: ﬂﬂ-

quod (pro 8 positivo et >1) negativum est.

sed ut tang. o=
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5. In hyperbola asymptoto nulla chorda parallela est. Sit enim
(Fig. 183.) prius parallela ad distantiam « a centro, tum sit ad distantiam

[+
f-{-&:
Erit a
VTR g g TN
2" 2 2 T e !
est vero

x¥
1.!=Vx+.ﬂ_;

adeoque si ¥'=y esse possit, erit
a 7 *
(?-i-x—m‘] = ax -+,

3
et hinc n=—:—+m'—m—-£mx, atque hinc

a’ W

a
2. 4@ oy T
quod si r.r=—:- ponatur (pro m>2) valorem positivum ipsius x sed uni-
cum dat.
Ita pro casu altero est (Fig. 184.)

— O T8 -_u“x-_..__&-
Va:i1=x—5:F¥, ¥= 7"

=

quod si =y esse queat, erit

(#—bf'=ax-+x',
et hinc ax + 2bx=10", et >
"=
valor ipsius x pariter unicus, pro quo hyperbola infra axem secatur. Nam
(# — &)= (b —x)"; atque si
=b+w

a-+2b
ponatur, erit

Bovval, Teatamen. 11 26
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quod negativum est. Asymptoto eadem inferius continuata, idem pro
parte hyperbolz ad levam patet.

6. Cutvis alii rectae autem per centrum ductae (in eodem plano)
respondent chordae parallelae, et his diameter per cemirum fransiens.

Fiat enim e ¢ centro hyperbolee semicirculus supra axem, et sit cf
perpendicularis ad axem ; concipiaturque cuivis tangentium (ad hyperbo-
lam supra axem ad dextram a cf) parallela per ¢, dicaturque / hec pa-
rallela, et recta e ¢ per punctum tactus dicatur L, atque / et L sibi
respondere dicantur. Quicunque angulus fuerit ab « (angulo asymptoti
cum axel incipiendo usque ad rectum ipsum et o (solum « excludendo):
manifestum e dictis est, quemvis radium in quadrante dicto (preeter
asymptotum) esse ipsarum L et / aliquam, et cuivis hyperbole puncto
aliam /, et cuivis / aliam L respondere, et quamvis ipsarum L et / ab
asymptoto diversam esse. Idem nempe ad levam patet.

Erat autem queevis L diameter pro chordis ipsi / parallelis, et que-
vis / diameter pro chordis ipsi L parallelis. Queevis recta igitur (prater
asymptotos) per centrum hyperbole ducta diameter est. Asymplotus
autem diameter nmon est; quia recta per ¢ illa, ad quam parallele
chorde per asymptotum bisecarentur, aut asymptotus altera aut aliqua
ipsarum Z et / esset; asymptoto nulla chorda parallela est, et cuivis
ipsarum Z et / fuerint chorde parallele, illi ipsarum altera respondet
tanquam diameter, et queevis L aut / diversa ab asymptoto est, nec me-
ditullia chordarum earundem in rectis diversis iacere queunt.

In ellipsi pariter tangenti cuivis parallela per centrum ducta /, et
recta e centro per punctum tactus ducta L, atque / et L sibi invicem
respondere dici possunt; angulus » autem heic a © usque ad rectum,
a centro ad dextram levamque eundo, quantusvis esse potest, et cuivis
puncto dimidize ellipseos supra axem alia /, et cuivis alii / alia L res-
pondet ; unde reliqua fluunt.

Consequenter quaevis recta per cemtrum sectionis comicae \praeter
asymptotos) diameter est; et asymptotis atque axe parabole exceptis,
chordarum ad quamvis rectam parallelarum meditullia in recta per cen-
trum eunte iacent.
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Quod vero nulla alia diameter sit, nec ulla pro aliis chordis sit, pa-
tet sic: pro parabola demonstratum (pag. 192) est; in ellipsi et hyper-
bola autem quacunque alia diameter esset, chorda per eam bisectz
alicui ipsarum Z et / parallelee essent; his autem certa diameter, nec
alia recta ab hac diversa per meditullia chordarum earundem duci po-
test. Si vero eadem diameter et chordas alii ipsarum Z et / parallelas
bisecaret: et his chordis respondet certa diameter, et quidem alia a
priore diversa; nempe cuivis L alia / respondet (pag. 202).

Sekolton 2.

Centro ef plures lineae ordinis altioris gaudent; et num linea que-
dam centro gaudeat, modo sequente inguiritur. (Fig. 185,

Sit linea abscissarum 2, et origo in 2, sitque F(x)=y; feratur
linea abscissarum in rectam priori per ¢ parallelam, et ponatur origo
abscissarum in ¢. Dicantur abscissee novee {, et ordinatae u; facile patet,
dari tales constantes «, 4, ut sit x=/¢-4a, et y=wu-f, adeoque
Flt+a)=wu-+ (pro angulo coordinatarum eodem, qui prius erat, ab-
scissis # et ordinatis ). Si igitur ¢ centrum fuerit, et accipiantur ab-
scissee ¢ centro ad dextram lzvamque squales, erit ordinata positiva
negativee sequalis; adeoque ¢ et u sive simul positiva sive simul nega-
tiva ponantur, quatio F(f~a)— (u - #)=0 pro quovis { manet.

Hinc autem sequitur, quod si @quatio ista ordinis » fuerit, nec ordine
inferiore exprimi queat (de quo inferiusi: termini cuiusvis, in quo varia-
bilium £, # numerus sub formam #— 2m-+1 venit (pro m integro et
non o), coefficiens o esse debet, siquidem linea centro gaudeat; atque
si dentur talia e 3, ut quivis dictorum coefficientium =o sit, linea
centro gaudebit, secus autem illo carebit.

Nam #» aut par aut impar erit. Si # par fuerit, quilibet terminorum
dictorum numerum variabilium imparem habebit. Si itague summa ter-
minorum, in quibus numerus variabilium par est, S dicatur, et summa
terminorum, in quibus variabilium numerus impar est, s dicatur; atque
S<-s=0 sit: S non mutabitur etsi pro +¢ et = u simul ponatur ~—¢

afhk
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et —u, at § in —s mutabitur; itaque nisi s=o0 sit, S+s5 et S—3
utrumque =0 esse nequit. Si vero s=o sit, linea centro gaudet; ad-
eoque si singulis coefficientibus dictis = o positis, valores ipsorum «, g
reperiantur, petito satisfiet. At si s non fuerit =o, centrum deerit.

Nempe tam S=0 quam s=o0 esse debet; hoc autem fieri nequit, nisi
singuli coefficientes dicti in 5 fuerint =o. Nam radices numero n ®qua-
tionis S=o0 manifesto a ¢ dependent; exprimantur per f(f); substituto
quovis f1£) ipsi u in s, oportet s=o fieri; alioquin S+ s=0 non esset.
Sed hoc pacto s=o omnes valores ipsius u exhiberet, quos §—s=0o
przbet, neque s=o0 plures radices habere potest, quum ad summum
sequatio ordinis (# —1-ti sit; itaque @quatio dicta gradu minore expri-
meretur (contra hypothesin).

Si # impar sit, quilibet terminorum dictorum numero variabilium
pari gaudet; atque S nec pro hoc casu mutatur, etsi pro # u positivis
negativa accipiantur; et s pariter =—o esse oportet; nam s+S=o=—s+3§
esse aliter nequit, nisi tam § quam s=o sit; si enim tantum S=o esset,
§=-—3 esse nequit, nisi s=o0 sit; sl vero tantum s=0 esset, S+s
non esset =0o, nisi et S=o sit. Reliqua modo antea dicto patent.

Ex. gr. Sit y'—px=o0 (®equatio parabolz pro parametro p); ponatur
f+a pro x, et u+7 pro y; fiet (u~+f)'—p (t+a)=0=u'-+20u+F"—pt—pa;
et si ponantur coeficientes superius dicti singuli =o, fiet 28=0, p=oq,
adeoque #=o, p=o, et parabola centro caret; quia pro p=o esset
quodvis ¥y =o.

At parabolam ordinis (22 4 1)-ti, cuius sequatio est y>*+1= px, (nempe
y“=px parabola ordinis wu-ti dicitur), centro gaudere vel inde patet,
quod et abscissis manentibus, ac pro a= =0 mutatis tam x quam y
e positivis in negativa, squatio manet. At parabola ordinis 2a-ti, nempe
cuius @quatio est y** — px=o, centro carere modo antea dicto patet,
ponendo (4~ ) —p ({+ a)=o0, et singulos coefficientes dictos = o po-
nendo ; nimirum non solum g=o prodibit, sed etiam p (nempe coeffi-
ciens ipsius #) =o erit, adeoque manebit u* =o, id est n=o0.
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Scholion 3.

Linea secundi ordinis est aut parabola aut ellipsis, quo etiam cir-
culus pro eccentricitate —o pertinet, aut hyperbola, (practer y'= cx’,
quo sectio plani cum cono per verficem exprimitur; si una recta fuerit
sectio, pro abscissis in hac sumtis, sit c=0; si vero duz recte efficiant
sectionem, tum abscisse in recta angulos verticales bisecante e vertice
accipiantur utrinque; et si sectio solum punctum ad verticem fuerit,
¢ negativum accipi potest).

Nam lineam secundi ordinis prius diametro gaudere demonstratur;
et tum pro abscissis in diametro acceptis, res patebit. (Fig. 186.)

Est @quatio generalis line= secundi ordinis

ay'+ (bx+¢)y + ([dx'+ex 4 f)y°=0;

ubi @ non est =o, quia y habet duos valores pro abscissa per punctum
internum chordee ducta.

Dividatur sequatio per a; et pro x=2Up dicatur coefficiens poste-
rior /3, et prior «; erit y'+4-ay-+ f=o0; adeoque fit

pam— a5
PM=— Ty ¢+ —F

Itaque

PU— PUM =M =iz |/ :;, —8:

et si £ huius meditullium sit, erit

M=+ = —5

o _— i -
PE=PM+ M= — o =— == == — 35

atque pro quovis x et chorde priori parallele medio, illi x respondente,
idem prodit; nempe ordinata e fine ipsius x usque ad chorde meditul-

: e O MR manifesto squatio rect® est.
lium est =— > — 5 i qQu® if &q
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Itaque quum gquarumvis trium chordarum parallelarum respectu ita
duci possit abscissarum linea, ut chordee ille totee in eandem plagam
cadant: patet quarumvis trium chordarum parallelarum meditullia et
consequenter omnia meditullia in eadem recta esse,

Si iam abscissee in recta hac accipiantur, queevis aquatio lines
secundi ordinis ad formam y'=a -+ bx -+ cx" reducetur. Nam in expres-
sione priore coefficiens primus ipsius y evanescit, quia summa radicum
binarum zqualium sed sibi invicem oppositarum est =o (Tom. [. pag. 39g).

Tum vero aut ¢=0 est, aut non: in casu primo fit y’=a4 px,
@quatio parabole pro parametro &; mutetur nempe abscissarum ¢ ini-
tium, ut sit x= f—-g-, fiet

y’=a+&[€—%)=a+&£—-—a=&.‘.‘.

Si ¢ non =o, mutetur abscissarum { initium, ut sit /= .x—r-:—c ,

b 1 ]
adeoque x =1¢— a fiet

ac

=a+&r——i+cr‘— .fﬁ+—&-.
2¢ 4c

y'=a+5x+¢:x‘=a+ﬁ(f— i]_l_c(t“%):

quod (pro 4, B constantibus) sub formam y*=.4+ B venit; ubi tam
A quam B simul negativa esse nequeunt, quia tum valores ipsius y
omnes imaginarii essent. Casus itaque sequentes sunt: .4 et — B,
—A et v B, 43 B

Pro casu primo, dum y'=+} 4+ BF, ponatur

d* _ d .
F et —H= D

adeoque d=2VA et D=2y{—A4:B)=2V—(d: 25, ubi propter
A positivum et B negativum, — (4 : B) et -~ B positiva sunt, eritque
A+ Bf id est v A— B¢

_a _dar

-

A=
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equatio ellipseos e centro pro diametro D et eius coniugata 4. Ponatur
ex. gr. ipsorum [ et d maius pro axe maiore, et alterum pro minore;
si D=d, circulus est.

Casus secundus, dum y'=+—.4 v BF; ponatur

et erit 4 -+ B¢ id est — A BF
dr 4

@quatio hyperbole e centro pro diametro D= 2/(— .4 : B), et coniu-
gata eius d=21—4, ubi — A4 pro A negativo positivum est.

Casus tertius, si tam 4 quam 2B positivum sit, sitque y'=.4 + B¢,
In hyperbola pro abscissis x e centro in diametro /) per punctum tactus
eunte coniugataque & et ordinata y erat (pag. 196}

o A% _ 4
J'—_Dr 41

atque hine, si abscissz item e centro in E quz antea coniugata erat,

accipiantur, et [ fiat coniugata ipsius d, atque ordinate prioribus ab-

scissis parallelee sequalesque sint, adeogue x ordinate, y abscisse vicem
subeant : erat

e Y | T

d’ 4

Si igitur Ly adeoque D=2V A4 ponatur, et -#:— = B itaque

d=2 Vﬁ—, et in y'=.A -+ Bf ordinata y dicar x, atque abscissa ¢

dicatur y, smquatio proxima hyperbole e centro pro abscissis in dia-

metro o tangenti parallela, et coniugata eius per punctum tactus eunte

prodibit.
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X.

Intersectiones linearum secundi ordinis, atque inde certarum aequa-
tionum: resolutio.

Si duarum linearum Z et / ordinate fuerint ¥'= F(x) et y =/f(x),
pro iisdem abscissis x (in eadem abscissarum linea ex eodem puncto
incipientibus) et eodem ordinatarum angulo; atque pro quapiam abscissa
%' fiant ordinate ¥ ipsius L, et ' ipsius / squales: erit }'—y'=0 senu
Flx)—f(x')=o0, et lineee L et / in extremitate communi ordinatarum
¥’ et ' se invicem secabunt; atque ubi se invicem secabunt [ et /,
pro abscissa puncto illi respondente erit ¥ —y seu F(x)—f(x)=o.

Si igitur F(x) — f(x) ad formam

XH e BT e B X =0
reduci queat, sitque squatio resolvenda
xH - Ax#=t 4 BxFtep .- K=o,

(denotantibus 4, B,... constantes cognitas, & numerum integrum, e, /..
vero constantes indeterminatas); atque in duabus his squationibus coeffi-
cientes eiusdem potentiz squentur : orientur mquationes a=., 3=275,...
x=K; e quibus si constantes a, &, ¢, ... ad linearum L et / construc-
tionem (pro eadem abscissarum linea eodemque initio, et eodem coor-
dinatarum angulo) requisite reperiantur, atque L et / construantur:
ubicunque secuerint hze se invicem, abscissa respondens radix squati-
onis erit.

Vocatur autem modus iste radices sequationis reperiendi conséructio
aequalionum.

Notandum tamen est: ex eo, quod pro certo valore ipsius x aquatio
¥—y=o fiat, intersectionem haud sequi; potest enim tam ¥ quam y
imaginarium esse, sectio autem reales ordinatas requirit; fierique potest,
ut zquatio nulla radice reali gaudeat.

Exempla. Pro aequatione gradus tertit: Sit parabole B (Fig. 187.)
ordinata u pro abscissa #, et «'= ¢, adeoque r=—§'—; et ordinata pro
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quovis puncto p ipsius /3 ad abscissam x ex eodem abscissarum initio
A reducta dicatur V; erit x=u, et Y=1¢ adeoque V= xJ.Sitque pa-
rabol® A pro abscissa x et initio eodem 2 ordinata y, et y'=ax;
ponaturque }V-—-y=o0, id est i — Vax=o0; erit é‘: —ax; atque hinc
x'—ab’=o0, et x = ¢ ab’. Et hoc pacto radix cubica exhiberi poterit,
sed minime constructione geometrica sensu stricto, quum parabole
quodvis punctum, sed non omnia puncta ita construi queant. Potest
&'=1 poni, et queevis quantitas Q pro a accipi, ut sit x=§ Q; ex. gr.
si O=2 sit, erit x= ¢z, adeoque x'=2, et

Iix=x:x"=x"2;

nempe erunt duze proportionales medie x et x” inter 1 et 2; eritque
(per inferiora) simul x latus dupli cubi illius, cuius latus 1 est; quod
pro Apollinis ara geometrice construendum frustra postulaverat Ora-
culum peste Athenis furente interrogatum: nempe ex V—y=o0 sive
duze recte, sive recta et circulus, sive duo circuli fuerint generalitate
summa expresse, mquatio forme x'— (=0 haud prodibit; uti calculo
inito patet.

Pro =mquatione x'+ Ax'+ Bx-+ (=0 construenda autem mutetur
{Fig. 188,) caput abscissarum in p, et abscissee accipiantur in recta, in

qua x est: erit
. (b= x)*
y=y—a=-"5——a

si (b= x)'=py’; hinc vero est

_ b 2bxx'—ap _ 20x+x
- P P

quia #*=ap. Si vero p=1 ponatur, et J,:?;".". + jf—t, fiet quatio pa-

rabole ad formam V= ax-+ x* reducta; nempe dicatur ordinata eius ¥,
et ordinata circuli radio r et centro ¢ (Fig. 189.) scripti, pro eodem x
et eodem abscissarum principio p, dicatur y. Erit circuli ordinata

y=c+Vr—(x—ef;
atque si ponatur

Boyyar, Tentamen. II,
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_ Vey=o=ax+x'—c—Vr—(x—e,
erit
X 20+ & (o +1— 2¢) — x (26 + 20) + &' — '+ '=0;

et si ¢'— '+ ¢'=o0 sit, reducetur ®quatio ad formam

x4 By’ dx =0;
e quo per x dividendo fit

X 4+ fx'yx+d=0;
hinc si squatio cubica construenda fuerit

x4 Ax'4+ Bx+C=o,
eruantur constantes requisite ex aquationibus

A=p, B=y C=d,
(substituendo literis greecis valores superiores); et tum » ex ¢'— ' 4-¢c'=0
prodit.

Pariter aequatio biguadratica
¥ A’ B+ Cx+ K =0
construetur (positis supra dictis) ex squatione priore
x' B ' dx +x =0,

si (¢'— r*4-¢*) breviter » dicatur.
Scholion. Altioris gradus quatio ¥ —y=o0 pro duabus sectionibus
conicis hand prodit. At lineze cuiusvis, cuius ordinata

Y=o+ fIx =yt

literis greecis constantes denotantibus), zquatio ordinis »-ti est; atque
quodvis punctum eius construi geometrice sensu stricto potest, quum
nonnisi multiplicationis additionisque certus numerus requiratur.

Si autem linea eiusmodi constructa sit: ubicunque fuerit y =o, ab-
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scissa x radix sequationis
XM X"l e B0 =0

erit, secabiturque linea abscissarum in tot punctis, quot radices reales
@quatio habet, quarum numerus integrum » superare nequit (Tom. L.
Pag. 397); fieri autem potest, ut omnes imaginarize sint, nec ullibi sece-
tur linea abscissarum a linea dicta. Itaque pro resolvenda quavis @qua-
tione nonnisi construenda linea eiusmodi esset; quod tamen innumera-
biles operationes propter puncta innumerabilia requirit,

XI.

Quoad areas ceteraque numerum hunc concernentia instituti ratio ad
ea, quee (Tom. I. pagg. 229 &) dicta sunt, relegare iubet.

‘222,

Linearum, quarum non omnia puncta quidem, sed aut guodvis,
aut inter guaevis dwuo gquotvis infermedia geomefrice sensu stricto
construere licet.

Exemplo sint sequentia.

1. Lines cuiusvis, cuius squatio est

= ax®—+ bx'—4 cx’ 4 =
Y VY = A B Ot ot Ham!

guodvis punctum construi geometrice potest: certies requirens multipli-
cationem, additionem, divisionem et radicem quadraticam. Potest autem
constantium a, &, . .., 4, B, ... quevis o esse, dummodo aliquis coeffici-
ens, potentie alicuius non o ipsius x, haud o sit. Si y* sit, tum y erit
radix e membro ad dextram, et chorde per lineam abscissarum bise-
cantur. Talis est etiam Cissois Dioclis, linea ordinis tertii, cuius sequa-
tio est

agh
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& H ¥ F x"'
Ay'—xy'—x'=0 seu y=——,

pro quo est #=3, m=1, et quilibet coefficientium est o, preeter 4=4
et g=1 atque A=—1. '

2. Si quivis circulus fuerit, (Fig. 190.) et quavis puncta 2l, 3 fuerint,
dicaturque quodvis peripherize punctum generaliter p, _atque ducatur ex
2 ad quodvis p recta, et accipiatur in quavis recta 2p ex p utrinque
recta sequalis rectee p23, dicaturque cuiusvis recte ex p accepte extre-
mitas a p diversa q: complexus omnium q lineas variz forma producet;
qualem (Fig. 191.) pro B in peripheria, 2 extra peripheriam, et A3
per ¢ centrum circuli eunte acceptis exhibet.

3. Si (Fig. 192.) peripheria .4 volvatur extus per peripheriam 25, ita
ut arcus bd ipsius A sit sequalis arcui ab ipsius &; aut intus volvatur
circulus C, ut arcus bd' sit sequalis arcui ab: via puncti a ipsius 4, epr-
eyclots in casu primo, in postremo Aypocyclois dicta, (si motus conti-
nuetur donec libuerit), talis erit, ut punctum quodvis eius construi geo-
metrice possit, si radius circuli 4 vel C sit », et radius R circuli & sit
nr pro n integro. Nam si radiis /& et » describantur circuli concentrici
(Fig. 193.), pro quovis arcu ab reperitur bd et bV, si e puncto a' arcus
a’b’ n-ies accipiatur.

Si motus extus fiat et #=1 sit, tum linea redibit in a; et pro n=
alii numero, ex. gr. 5, totidem arcus describentur mquales in peripheria
B terminati.

Si motus intus fiat et r=§, erit via diameter deorsum pro prima
circumvolutione, tum eadem sursum erit, et idem semper repetetur.
Nam (Fig. 192%.) sit bY=ba, erit ¥’ in diametro af; nam anguli bed' itan-
quam anguli ad peripheriam in circulo minore} quantitas est dimidium
arcus bl', et simul (ut anguli ad centrum in JA&) est arcus ba, qui item
est = bY’ arcui duplo quoad gradus, quum radius bis minor sit.

4. Si via puncti p, in peripheria centri ¢ ex a incipiendo semper
porro moti, # dicatur, sitque certa recta &, ac cuiusvis # fine q dicto,
in quavis recta ipsi « per q parallela, accipiatur y ex q incipiendo, ita
ut queevis duo y in plaga eadem ex. gr. superius terminentur; aut in
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quavis recta e centro ¢ per q ducta accipiatur y' vel y” ex ¢ incipiendo;
atque sit y=f(u), et y'=Fiu), ex. gr. sit y=auw, et y=a:u vel au;
aut y"=a* & ... \a rectam denotante): extremitatum omnium y, uti
extremitatum omnium ', sive omnium 3", complexus linea certa erit.

Pro singulis, si unitas arcu peripheriz dict exhibeatur (ponaturve),
extremitas cuiusvis ordinate y vel 3 aut 3" geometrice exhiberi pro
quovis = :: poterit, si s, » integros denotent; nempe iﬁ =m—,
et arcus =1 per 2" dividi geometrice, atque partes eiusmodi numero m
accipi possunt, et pro y et y' recte a potest ‘g—-tum accipi, ita pro y"
quoque potest « ad m elevari, et inde radix 2"-ti gradus geometrice ex-
hiberi. Sed si # nequeat per fractionem numeratoris integri, nec per de-
nominatorem arcus geometrice dividi queat, (si ex. gr. u=—:£—}, nullum
ipsorum y, y', ¥" exhiberi geometrice poterit; nempe pro y et y' nullo
modo constabit, quodnam # sit =-%-, pro y" autem radix 7 gradus ex
a geometrice extrahenda esset. Si vero recta ponatur pro unitate, y" non-
nisi pro ¥ =0 et &°=1 geometrice exhibebitur, nullum aliud # enim
per rectam, tanto minus fractione forma dictz, exprimi poterit.

Plura quoque huius generis Tyrones ipsi cogitare possunt.

*223.

De linets ordints cutusvis in genere gquaedam scilu magis neces-
saria (pag. 149).

1. Si abscissarum initium in eadem abscissarum linea mutetur ex 2[
in a vel in a' (Fig. 194.), et abscisse dicantur x pro 2, et # pro q, atque
¢ pro a'; sitque y = f(x): erit x=/+a={—«a; consequenter y=f({+a
= f|f—a) erit squatio linee pro abscissis novis, nempe prior pro {,
posterior pro £.

2. Si linea abscissarum mutetur in A'B’ priori UL parallelam, {Fig.
195.) et A’ fiat novarum abscissarum origo, nempe ubi nova abscissa-
rum linea per rectam ex 2l priore abscissarum origine ductam ad ordi-
natas priores parallelam secatur: erit /manente angulo coordinatarum)
ordinata nova ¥=y-#, itaque V=F(x)+ ;=i A'B supra 2AB duca-
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tur, (4 negativam erit; aut si positive sumatur, subtrahendum ex f(x)
erit; itaque in casu isto erit y =Y —p, in altero autem y=V¥4g.

3. Si vero, manente angulo coordinatarum, tam origo abscissarum
mutetur in AB, quam linea abscissarum mutetur in A’V ut fiat ex. gr.
f<+a ex %, Y+ ex y: fiet pro novis abscissis £ in A'B" e novo ab-
scissarum initio et novis ordinatis ¥ squatio V4 fg= f({+ «), substi-
tuendo nempe ¥=+ 2 ipsi y, et f-+« ipsi x. Si V—g ex y, aut f—q
ex x factum fuerit, id substituendum esse patet. Neque vero hac mu-
tatione sequationis ordo mutatur, quum cuivis x, etsi pluries ut factor
occurrat, ¢ plane toties substituatur; idemque de y patet. In genere si
®quatio linez sit F(x, y)=o0 pro coordinatis x, y: erit lineze eiusdem
pro eodem coordinatarum angulo, sed abscissis ¢ et ordinatis #, squatio
F(a(s), biu))=o0, si x=alf) et y="b(ul.

4. Si angulus coordinatarum mutetur, sive obliquus ¢ in rectum sive
rectus in obliquum ¢, prodibit quatio lineze modo sequente.

Sit prius ¢ in rectum mutandus: fiat (Fig. 196.) ex 2l origine ab-
scissarum ad ordinatas perpendicularis, sitque abscissa nova z, et ordi-
nata eius sit #, nempe ordinata y abscisse prioris x usquequo novam
abscissarum lineam secat. Erit

x:z=1:8ing et A:z=1:tang. ¢;

atque hinc
—_5 .
e e sin. g o E= tang.g ’
=4 —R=y — o = — .
y=u—k=u g " zcot.g;

quibus valoribus in zquatione linese ipsis x et y substitutis, prodibit
®quatio line= eiusdem queesita; nec ordo line ob rationem antea
dictam mutabitur,

Rectangularium coordinatarum x, y angulus rectus in obliquum q

pariter mutabitur modo sequente : sit (Fig. 197.) abscissa # priori parallela
et ordinata u; erit

y+b:iu=sing:1 et u:k=1r:cosq;
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hinc
y=usin.g—4 et k=ucos.g,
estque /= x —a - £, adeoque
x={(4+a—k;

quibus valoribus substitutis in ®quatione line pro coordinatis x, y, pro-
dibit eequatio queesita pariter ordinis eiusdem.

5. Si abscissis x (Fig. 198.) in A8 ex 2 acceptis respondeant ordi-
natz perpendiculares y, atque origo abscissarum in 2[' ponatur, et ab-
sciss ¢ in A'H accipientur (rectam 'Y’ linez abscissarum priori pa-
rallelam ad angulum ¢ secante): @quatio line pro abscissis / et ordi-
natis # reperitur modo sequente. Sit ex 2’ ad lineam abscissarum pri-
orem perpendicularis 4, atque ex ¥’ fiant perpendiculares BT et B'H
ad # et AK.

Erit propter triangula rectangula verticalia angulus ad 2T angulo ¢
ad A’ =qualis; et AB'=x+a, A=0B.

Estque

x+a:i-+£=1:cos g,

et hinc

'1{ t HB=x+4-a= i+ k .
AKX =¢t+k=(x+a)cos.g e =x a_ms.? :

est porro .
x=+a:f=1:8mn.¢q,

unde
BK=I/=(x+a)sing;

est etiam _
(y+b):k=1:s5in.9,

et hinc .
NB=4k=|y+b)sin.q;

o

i (y~+8):(u—7I)=1:cos. g,

unde
M =u—I=(y—+bjcos.q;

atque hinc _

“ =K — k= (x+alcos.g —y-+b)sin. g

t

¢ = M 4+ =(x+a)sin. g +(y -+ b)cos. g,

et hinc

u—(y=+bjcos.q _ £+ (y =+ b)sin. ¢
sin. ¢ COS. §

X{a=



216 ELEMENTA GEOMETRIAE,

Unde valores in mquatione ipsis x et y substituendi sic reperiuntur:
Si brevitatis caussa sin. ¢ dicatur ¢', et cos.g dicatur ¢, erit

_ i+ (y+b)g _ w—(y-- blg" .
X+a= ?,, q i

et hinc P s
tg+(y+b)g'=ug"—(y+8l¢";
ﬂque hinc i HE i r
(y+b)g +¢")=q%—q%

et (quiz omnia pro radio 1 computata sunt, adeoque ¢"~-g¢"'=1), erit_
y =+ b=¢"u —g¢'t; consequenter

y= q‘"ﬂ‘- ""-Ij"'.l‘-'—' b,
Eodem modo prodit

x=gu+qg't—a;
quibus valoribus in zquatione lines ipsis x et y substitutis, prodit
sequatio linez gqueesita.

Quod vero omnibus his substitutionibus ordo linez maneat, sic pa-
tet: si pro coordinatis » et y linea n-ti ordinis fuerit, numerus variabi-
lium %, y tanguam factorum in aliquo termino plane » est, et in nullo
ipsum n superat. Consideretur terminus quivis, in quo x ut factor m-ies,
y wero (m—m)-ies occurrit; substituantur valores novi ipsis x et y;
neglectis factoribus constantibus, quee ad linez ordinem nihil conferunt,
mutabitur terminus in [{# ¢ —a]" [(u — ¢ —&]""", ubi item quoad or-
dinem linese nonnisi variabiles respiciendo, [(u < #)"(2—+#"" "+ .-]
per [(u—&" ™4 (u—#"™ '+---] multiplicatum considerandum venit.

In binomio ad u elevato summa exponentium in quovis termino idem
4 est; si igitur terminus quicunque ipsius (¥~ #™ per terminum quem-
cunque ipsius (u — #" ™ multiplicetur, summa literarum variabilium (ut
factorum| in facto erit m-+~n—m=n; in facto autem e guolibet ter-
mino item ipsius (#+#" per quemlibet terminum ipsius (u— """,
numerus variabilium erit m—+#n—m—1=n —1; et patet in nullo facto,
nisi quod ex (u+#" (¥ — #"™ oritur, numerum variabilium ad » ex-
surgere ; quodvis enim ex (u~~£""™ per (¥ —#""" multiplicato ori-
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tur, (denotantibus m', n' integros positivos, et m'< m, n'<<n—m); fiet
1gitur summa literarum variabilium

M—ttn—m—n'=n—m'—n'=n—(m'+n

quod <<n est; est nempe m-n'<<n, quia n=n—m-m, et n'<n—m
atque m'<<m.

Consequenter wicunque mutetur abscissarum linea et origo abscis-
sarum angulusque ordinatarum, ordo lineae manet.

Notandum autem per multiplicationem terminorum dictorum omnium
prodire omnes terminos, tam qui nonnisi aliquam variabilium £ et  con-
tinent, quam qui quocunque numero » ipsum » haud superante continet
quamvis aliquam jpsarum # et u, et alteram »™-ies continet (pro » -+’
baud ==#); nempe ut (Tom. I. pag. 562) dictum est, omnes uniones,
biniones & prodire ex ¢ et u, usque ad m-iones (inclusive) admissa repe-
titione literae eiusdem, haud numerata diversa earundem literarum
permutatione. Facile hoc patet, quum ex (/- u)" prodeat omnis possi-
bilis »-io, uti ex ({—u)” omnis possibilis »-io, adeoque ex (f-u)" (f—u)”
omnis possibilis (» =+ »)-10.

6. Linea ordinis n-ti a nulla recta in pluribus gquam n punctis
secari porest.

Nam etsi recta queevis pro linea abscissarum accipiatur, gradus squa-
tionis haud augetur. Erit autem ubicunque secuerit linea rectam ab-
scissarum /, ordinata ¥ =o0; adeoque pro w =0 omnes termini zequati-
onis ipsam  ut factorem continentes disparent, et pars reliqua =quati-
onis, que nonnisi variabilem ¢ nec eam ad ipso » altiorem gradum ele-
vatam continet, erit =0 pro ¥ =0; quamobrem plures quam numero
n wvalores illi ipsius #, pro quibus #=o0, dari nequeunt.

7. Linea n-ti ordinis per bl ﬂj-jiﬂ—_‘—_-z—}- — 1 puncta delerminalur,
et quidem ita, ut quanquam non ad quamvis tot puncta requirantur, per
tot puncta nulla linea ordinis »-ti alia duci possit; et per quevis data
E’.'_"_'%”_";El_x puncta linea aliqua ordinis »-ti duci possit, dummodo
eorum plura quam # puncta in recta haud sint, quia linea ordinis n-ti
in pluribus quam = punctis rectam non secat.

Borvai, Tentamen. 1 28
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In sequatione generali lines ordinis n-ti sunt (pag. 149) termini numero

__f!iﬂzi??‘ﬂ.‘zll guorum primus constans sine ulla variabili est.
Sint (Fig. 199.) puncta data 2, 3, &, .. .; ducatur linea abscissarum
quacunque HE, et sit » origo abscissarum, demittantur ex e | i - . e
perpendiculares 4, B, C,... tanquam ordinat respondentes abscissis
a, b, ¢, . ..; substituatur prius in sequatione generali ubicunque a ab-
scisse ¢ et 4 ordinate u, dein in eadem priore quatione generali
substituatur ubique 5 abscisse 7 et B ordinate x, tum substituatur item
in sequatione generali ¢ abscissz ¢ et ' ordinate u, et ita porro; donec
tot squationes gradus primi prodeant, quot puncta data et quot con-
stantes queerendze sunt; itaque constantes ex iis determinantur; et linea
pro constantibus repertis in squationem positis, erit gradus »-ti per data
puncta transiens.

Potest etiam constans variabili destituta =1 poni, et reliquse con-
stantes quoad eam exprimi.

Neque autem ulla alia linea n-ti ordinis per eadem puncta transit.
Nam si alia linea L esset per eadem puncta transiens : reducta ad lineam
abscissarum priorem et idem abscissarum initium, quod prius erat, modo
dicto squatio generalis easdem @quationes pro constantibus reperiendis,
easdemque constantes, adeoque eandem linese L sequationem prabebit.

8. Si line= n-ti ordinis sequatio sit #(x, y)=o0 pro abscissa x et ordi-
nata y, atque pro iisdem abscissis et ordinata  sit line= m-ti ordinis
equatio f(x, #)=0: pro omni casu, ubi linee ha se invicem secant,
u =y esse oportet; adeoque pro illo x debet & (x, y)=0=/F(x, u) esse.

Probari autem potest, eliminato y @quationem nonnisi ad gradum
mn assurgere; adeoque haud dari posse plures eiusmodi valores ipsius x,
pro quibus =y fiat, adeoque linez dicte se invicem secent; quanguam
non dicatur in tot punctis secare posse. Sed instituti ratio transire ad
numerum ‘3 iubet,
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SECTIO IV,

REDITUS E PLANO IN ABYSSUM SPATIL

‘3,

Ambitus constructionis geometricae sensy lato; numero rectarum
operationumque trium primitivarum finito, nempe preter duas, quez in
constructione geometrica sensu stricto adhibebantur, etiam tertia admit-
titur, exclusa tamen hic quoque operationum coniunctione.

Ordo (in calce) prascriptus plura satis declarat, et primaria quoque
(pagg. 38 &) dicta repetere supervacuum est: ex. gr. quod recfa cum
plano aut punctum, aut totam se, aut nihil commune habeat; planum
cum plano aut rectam, aut nihil commune habeat; porro quod recta per
planum, pariter planum per planum in alteram plagam transeat; &.

Nempe

3,
“31.

“3IL
"3I11.
"311I1.
‘3] 1I11.
"RLITIII.

REDITUS E PLAND IN ABYSSUM SPATIL

Numero rectirum operationumgue triom primitivarum fimdfe (constructio
geometrica sensu lato): nimirum duabus accedit tertia, nempe mofus circa
axems.

Motas circa axem linearum planorumque, absque figurarum respectu.

Linearum wmotus circa axem, figuras haud efficientium,

Rectilineorum figuras haud constituentium motus circa axem.

Dlnus molus Circa axem.

Complexus duarum rectarum se mutuo in plano / secantium motus circa
unam earundem : parit, si angulus rectus fuerit, plamum, sccus autem comos

wr.l‘:'m les.

2B*
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‘3111112,

Plana parallela describuntur (pag. 43).

'SEIIIE.

Recta e puncto extra planum F, ad duas rectas in P sitas perpen-
dicularis, est ad planum P perpendicularis (pag. 39|; patetque planum
per « descriptum (in -3rriiz) et planum per J descriptum punctum p
commune habere, et se invicem in recta secare ; darigue igitur e guovis
plani P punclo p perpendicularem ad F; esseque unicam ex p ad P
(pag. 39).

Patet etiam guamuvis rectam, quae ad planovum parallelorum P
et O (in atunz) aliguod perpendicularis est, esse ad alterum eorun-
dem guogue perpendicularem ) atque guasvis duas etusmodi rectas esse
aequales et parallelas; et hinc etiam guasvis duas rectas eidem ter-
tiae parallelas inter se quogue parallelas esse.

1. Nempe quoad primum (Fig. 200.): si bb'=cc’, erit bec'P’ rectangulum,
atque in motu circa bc describent b’ et ¢’ circulos radiis zqualibus bb'
et ¢¢' (in planis P et J); atque tangentes circulorum horum in plana
P et O cadent, et recta b'c’ ad tangentem in b circuli radio bb in P
scripti, et pariter ad tangentem in ¢ radio ¢’ in ( scripti perpendicu-
laris est: nam bcc'h’ sive antrorsum sive retrorsum moveatur circa b,
generationes equales sunt (Tom. I. pag. 12); est igitur b'¢’ tam in P
quam in O ad duas rectas perpendicularis, consequenter tam ad /° quam
ad O perpendicularis.

‘jrrrrrz. E punctis b, ¢, .. . rectz A in plano aliquo sint perpendiculares &8, C,. . ,
moveaturque schema circa 4; vie rectarum B, C,... erunt plama pa-
rallela B, Q, ...

3111z, Plures motus circa axem: sint in plano P ad rectas 4, B, se mutuo in
p secantes, recte a, §, ex p perpendiculares ; vertaturque a circa A, et §
circa B; via prioris secare viam posterioris debet, atque ibidem est per-
pendicularis ad P.
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Potest vero quavis recta ad planum 2 vel Q perpendicularis per
be aut b'c’ repreesentari : nam quodvis punctum alterutrius (ex. gr. plani )
aliquod punctum recta bb' est, itaque per b’ reprasentari potest; ex b
autem ad /* nonnisi unica perpendicularis ad /> datur; eratque heec bc',
atque eadem ad planum Q perpendicularis est.

2. Quoad secundum. Si duee eiusmodi rect= bc’ et b'¢” in planis pa-
rallelis /2 et O terminatee ad utrumque perpendiculares fuerint: erit
(pro b’ et b" in P, et ¢ et ¢" in Q sitis) tam recta b’ quam b"c" per-
pendicularis tam ad rectam b'b" quam ad rectam ¢'¢"; consequenter quad-
rilaterum rectilineum bB'c"¢’ erit rectangulum, adeoque b'c’|| et =b"c".

3. Unde etiam sequitur, quod si (Fig. 201.) recte &, F eidem rect=
A parallele fuerint, inter se quoque parallele erunt. Nam sint e punctis
b, ¢ ipsius A ad rectas £, F perpendiculares bb, cc' et bb", cc”; erit
b'c=Dbc=D1"c"; moveatur circa 4 schema ut prius: manifesto erunt rectz
bc, b'c" ad plana parallela per rectas bb, cc' descripta perpendiculares;
adeoque (per przcedentia) erunt £ et / parallele.

Atque hinc etiam patet ¢ quovis puncto p extra planum P sito dari
rectam ad P perpendicularem. Nam sit (Fig. 202.) e quovis puncto a
plani P recta « ad /P perpendicularis, sitque pf ad « e puncto P ipsius
« perpendicularis, atque in plano alp, quod propter punctum a commune
secat planum / in recta ab, accipiatur in hac sectione utriusque plani
recta ab=1p; et concipiatur moveri pfab circa af: fient duo plana pa-
rallela, et recta pb perpendicularis ad £,

31121,

De angulo duorum planorum quoque dictum (pag. 40) est: unde
etiam ibidem patet dari e quavis recta imo e quovis puncto plani # pla-
num perpendiculare ad F.

‘3112, Motus planorum civca axem.
-31121.  Motus unus: planum, circa rectam quamyis in eo sitam motum produ-
cit angulum duorum planorum.
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Sed demonstrantur ibidem sequentia: Queduvis planum Q, in guod
recta perpendicularis ad planum P cadit, est perpendiculare ad P;
et si sectio planorum P et O sit a‘_ﬁ. perpendicularis ad P e quolibet
puncto rvectae ab in Q cadit; item quaevis perpendicularis ad ab in
O cadens est perpendicularis ad planum P (pagg. 40 ©).

Si vero praeter planum Q etiam planum g sit perpendiculare ad
P, atque Q ef g secent se invicem, sectio planorum ( et g erit recta
ad planum P perpendicularis (pag. 42).

Quod anguli planorum se invicem secantium verficales aequales
sint &, vide (pagg. 40 &)

‘Jriazl.

Sit (Fig. 203.) ¢ punctum commune, concipiaturque facies plani abcbe
superior alba, inferior nigra; moveaturque prius planum bede circa be,
ita ut facies alba ipsius cbde faciei albz ipsius ach obvertatur, et tum
moveatur planum cde circa ¢, ita ut si prius alba facies albee obverte-
batur, et nunc alba ipsius cbe facies albae ipsius cdb faciei obvertatur:
si per planum altera vice motum secetur abc (cadente ex. gr. ce in ca),
orietur angulus solidus rectilineus per tria latera nempe sectores ach,
cbd, cde ad apicem communem clausus, quorum summa manifesto est
minor quatuor rectis.

Patet etiam cfe circa ¢f moveri, motumque quoties libuerit conti-
nuari posse : ut angulus solidus numero laterum quolibet claudatur. Po-
terit conditio esse, ut facies nigra nigrze obviam semper eat, aut hec
conditio tolli.

‘31122, Plures mofus plani circa axem.

"gtr2z1.  Cuivsvis motus axi punctum idem p commune : nempe intelligantur omnia
in eadem spatii e plano /P plaga (ex. gr. superiore), sitque motus plani cu-
iusvis angulus < 2R, denotante ® rectum ; moveaturque sub hac condi-
tione planum /P circa rectam pa in eo sitam; atque e guovis loco, unde
liboerit, moveatur item circa aliguam rectam ipsiusdem per p euntem, con-
tinuando donec libuerit ; orietur angulus solidus reciilinens. Poterit ea quo-
que determinatio accedere, ut / semper versus faciem illam moveatur, qua
inferior erat.
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Notandum autem est numerum laterum anguli solidi rectiline:
ad apicem communem clausi minimum esse tres, et latera talia esse,
ut summa gquorumvis binorum (ut in triangulo) marsor tertio sit.
Nam si (Fig. 204.1 arcus ba=ba' et da'=0¢: moveatur abc circa be,
donec ca in ca’ cadat, et moveatur dce circa ¢d, donec ce in ca' cadat;
atque tum moveatur retrorsum abc circa cb, et dce circa ¢d; describent
puncta a et ¢ circulos in superficie spheera ; sit enim a2l L cb, et mani-
festo describet in motu dicto 2la planum et a circulum, qui omnino in
superficie spharrae erit, manente nempe centro ¢ et radio ca. Duo hi circuli
autem si prater punctum a adhuc aliquid commune haberent supra planum
cbd, fieret id etiam inferius; adeoque duo circuli se invicem in pluribus
quam duobus punctis secarent. Hoc autem fieri nequit, etsi circuli non
in idem planum cadant: sint enim puncta p, g, q circulo utrique C et ¢
communia; ea non in recta sunt, adeoque planum idem circuli utriusque
determinant; ibi vero duo circuli tria puncta communia habere nequeunt.

Atque manifesto si summa arcuum ab et de sit arcu bd minor, ex. gr.
sit arcus ab=Dba' et arcus de=0¢, et sint ex e ad cd, et ex a ad ¢b
perpendiculares ¢€ et a2l: circuli centrorum 2I et € radiis Aa et Ee
secare se invicem prorsus nequeunt. Nam si circuli priores se invicem
nonnisi in a' secabant, circulus centri € radii ¢€ nihil cum circulo centri
A radii 2Aa’ commune habebit; namque circulus in superficie spheeree
circa centrum O per punctum ¢ scriptus, totus intra circulum centri eius-
dem per punctum a scriptum manet.

Quod nempe via talis in superficie spheeree circulus sit, palet e prius
dictis, ubi a2l perpendicularis ad ¢b mota planum, et a circulum plano
spheereque communem generat.

Sunt igitur in angulo solido rectilineo trilatero quavis bina latera
simul sumta tertio maiora. Atque hinc patet etiam, guodvis friangulum
sphaericum, nempe figuram in superficie spheerz e tribus arcubus cir-
culi maximi compositam, falem esse, ut summa guorumuvis binorum
laterum fertio mator sit: secus enim anguli solidi dicti bina quadam
latera tertio maiora non essent. Unde et via minima inter due puncta

superficiei spharicee in circulo maximo est.
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Est quoque angulus solidus rectilineus dictus per fria latera forma
absolute deferminata, uti triangulum rectilineum per tria latera; et idem
de triangulo sphaerico patet. Nam si (Fig. 205.) ¢ in centrum spheerz
ponatur, et ¢ in ¢ manente, ¢ in a cadat, trianguli apex d cadet aut su-
~pra aut infra planum ach, neque vero ullum aliud tale punctum ¥’ in

eadem plaga (ex. gr. supra planum) datur; quia tum duo circuli extremi-
tate d perpendicularium ex d ad ac et bc missarum, circa has motarum,
descripti se invicem supra planum in duobus, adeoque et infra illud in
duobus secarent.

Manifesto quoque forma determinata generatur, etiamsi novus angu-
lus solidus rectilineus trium laterum, ad eundem apicem, priori ita iun-
gatur, ut nonnisi unum latus (nempe unus sector) utrique commune sit;
idemque compositione plurium eiusmodi angulorum continuari posse pa-
tet, eodemque ordine iuxta se invicem positis eiusmodi angulis, formam
determinatam, eidem semper squalem, generari

'3112221 I.

Planum R, plana parallela P, O secans, alternos angulos ef exter-
num interno oppositum aeguales, algue summam duorum infernorum
duobus rectis aequalem facit \Fig. 206.).

Fiat enim e puncto quopiam p plani / perpendicularis pp’ ad pla-
num R, perpendicularis pq ad planum O, atque ponatur per pqp’ pla-

311222.  Plures motus circa axem, absque puncto axium communi ;
3112221, Nonnisi planorum.

"j1122211.  Moto planorum (in *3111112) parallelorum 2, @, uno circa quamvis rectam
in eo sitam, donec ad alterum perveniat: novo hoc plani loco R dicto,
anguli ab & cum P et Q facti alferns comparantur.

‘31122212, Moto R circa rectam quamvis « per P et Q euntem: novo plani loco
& dicto, queeruntur sectiones cum 2 et ) form= ex & et § constantis.

'31122213.  Moto § quoque circa quamvis rectam § per P et Q euntem: novo plani
loco T dicto, queruntur sectiones cum P et (Q formz ex R, S, T compo-
posite ; tam pro casu si a | §, quam si non.

'3it2222,  Planorum cum rectis,
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num A; erit 4 tam ad P quam ad Q imo et ad R perpenditulare ;
nam pq est tam ad 7 quam ad @ perpendicularis, adeoque planum per
Pq positum est perpendiculare ad P et Q (pag. 222, ita planum per pp'
positum est perpendiculare ad /.

Sint porro sectiones plani 4 cum planis 2, O, R rectz pi, q, ipr;
erunt anguli ipq et riqp recti, atque parallele pi, qr (in quibus secat
planum A4 plana parallela P, Q) cum recta per p planis 4 et K com-
muni in eéodem plano A4 sunt. Est autem summa internorum, quos rectz’
pi et pi’ ad pp’ faciunt, ita summa internorum, quos rectz pT et qr
ad rectam p’q faciunt, duobus rectis minor. Consequenter pi' et qr’
per ir secantur; fiat hoc in i" et r". Unde assertum patet, quum angu-
lorum, qui planorum parallelorum P et O per tertium facta sectione
generantur, quantitates emdem sint, qua rectarum pi' qr parallelarum
per tertiam sectarum. Idem vero eodem modo patet, si p’ supra vel infra

plana P et O cadat.

‘JI122212.

Sectiones planorum R el S cum planis parallelis Pet () non solum
sibi tnvicem parallelae sunt, sed etiam angulos aequales faciunt,
(Fig. 207.). Sint enim planorum & et § cum P sectiones ab, ac adeoque
sit A bac, et cum plano O sectiones AB, AC adeoque sit A ABL;
fiantque ab, ac, AB, AC mquales; erunt ab || AB, ac || AE, atque AabB
et AacC parallelogramma (pag. 68); itaque ¢@ et b3, eidem a2l parallela
et =quales, erunt inter se quoque parallele et mquales. Consequenter
cbBC erit parallelogrammum (pag. 68); adeoque ¢cb=EC23; et per con-
sequens A cab=ACAB (per tria lateral; itaque et Nheab= A CAB, et
anguli ad basim cb angulis ad basim €3 wmquales sunt.

Atque hoc continuari posse patet, si ut in numero

31122213

etiam planum 7} imo plura quotvis accedant. Si vero ibidem ||/ fuerit,
sectio in /2 sectioni in () qualis erit ; nempe non solum anguli sibi invicem

Bovval, Tenamen, I 0
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respondentes a:quales, (quod etiamsi « non || f, semper est), sed et latera
sihi invicem respondentia =qualia erunt: considerentur enimvero duse
ejusmodi parallelee uti « et ¢ sunt; sit a extremitas in /” cadens ipsius
, et extremitas in () sit a, extremitas in /7 ipsius # sit b, et b’ in O;
erit recta ab in plano P recta a'b’ in () parallela; quia in planum pa-
rallelarum « et ¢ cadunt, et sectiones per hoc facta planorum paralle-
lorum P et () sunt; itagque latera sibi invicem respondentia quoque
nempe latera opposita parallelogrammi sunt sequalia.

‘31122221,

Cum plants parallelis P, O non solum planum tertium secans,
sed et recta cum alterutro ipsorum F, O aliguid commune habens, in
newtrum incidens, angulos alfernos aeguales, pariterque externum
tnterno opposito aegualem, et swmmam dworum internorum duobus
rectis aequalem facil,

Si enim (Fig. 208.) ex puncto p ipsius / ad quodvis punctum q vel
q' recta concipiatur, fiant e punctis p, q (vel q') perpendiculares pf, 9@
(vel Q) ad Q; erunt hwe etiam ad /P perpendiculares, atque pP®r
rectangulum erit; unde propter summam duorum internorum, (quos ad
pP faciunt PO et pa, vel PO et q'p productal, duobus rectis minorem,
secabitur recta PQ), adeoque planum O ; transibitque recta pq (vel pq’
per utraque plana parallela P et Q.

Fiant hi transitus in p et [ (Fig. 209.), fiatque e puncto d recte If
perpendicularis d¢ ad (; erit heec perpendicularis ad planum P quoque,
necnon ad sectiones ip, ¢f planorum parallelorum P, () per planum bef
factas ; suntque ip, ef parallele per O secte, atque anguli ipd, efd plane
anguli rectze df, quos cum planis P et ( efficit.

Scholion 1. Sunt autem etiam anguli, guos rectae parallelae ac, bE
per planum P sectae (in a, b) cum plano eodem faciunt, aequales.

‘at1z2221.  Recte, que e quovis plani /P puncto est ad quodvis punctum plani () ad
P paralleli, anguli alterni £¢', quos cum P et  facit, comparantur.
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Sint enim (Fig. 210.) recte parallele ac et bt in plano tabule, quod
dicatur O: erit recta ab planis 2 et () communis, utcunque vertatur P
circa ab. Erigantur ex a, b perpendiculares ac’, b¥ ad ab in (), et ex
lisdem punctis a, b ad eandem rectam ab perpendiculares aa, bb' in P,
et perpendiculares aa”, bb" ad /. Angulus rectz ac cum plano P est
is, quem ac cum sectione plani illius p facit, in quod ac et perpendicn-
laris ex ¢ ad planum 2 cadunt; atque hoc planum idem cum eo est,
in quod ac cum perpendiculari ex a ad planum / erecta cadit; nam
duz hz perpendiculares ad idem planum 2, sunt parallele, in quarum
alteram cadit a, et ¢ in alteram.

Si Q@ circa ab moveatur, donec \c'aqa’ (consequenter etiam Fbb')
rectus sit, ac’ cum aa’, et bY' cum bb" coincidet; secat autem planum
per aa” et ac, cum plano 2 punctum a commune habens, ipsum 2 in
recta quapiam aa” per a eunte; atque angulus, quem recta ista ad ver-
ticem @ cum recta ac facit, est quantitas anguli recte ac cum plano P

Evidens autem est, totum schema in se moveri posse, recta ab in se,
P in se, () in se manentibus, donec a in b veniat; atque tum ac’ in
bF, ac in bf venire; et propter generationes smequales angulum rectw bt
cum plano P mqualem priori produci.

Scholion 2. Manifesto quoque aa™ cum ab in plano 7 angulum «
illi wqualem facit, quem bb" cum recta ab ultra b continuata facit : con-
sequenter aa” || bb”; nempe rectae ex a, b, in quibus parallelae ac, bt
planum P secant, ad puncta, in quae perpendiculares ad P ex ¢ et ¥
cadunt, ductae sunt parallelae.

Scholion 3. S¢ \Fig. 2110 dn plano O sit AV || AW et AL | AT,
atque supra () sint talia puncta a et @, ut 2Aa cum AV ita A'a cum
AB faciant angulum v, et Aa cum AL sta A'a’ cum AL faciant
angulum g (quovis seorsim intellecto) : erit tum Ua ipsi A'a’ parallela.

Nam orientur hoc pacto anguli solidi ad apices 2 et 2 triangulares,
qui A in 2[, et AT in AL atque AW in A cadentibus super () con-
gruunt, angulo €A'a’ in C2a, et angulo B2Aa" in Wa “:“d"""‘hm"n""
missis igitur ex a et a’ ad planum (J, in quod bases ABL, EI'BF_'I' ar
gulorum cadunt, perpendicularibus aK, a'K": manifesto erunt anguli QUK

s
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et LAY, atque aAK et aA'H =quales; adeoque propter AL || A'T
erit quoque AN || UK.

Plana 2laK et A'a’K' (perpendiculares ad planum (J complectentia
autem sunt ad () perpendicularia, et praterea de parallelis AK, AKX
erecta; adeoque parallela sunt, secanturque per plana ¢ (nempe HIR'K'
et a2l2l se invicem in 22l secantia: et erunt sectiones angulares ®qua-
les, nempe sectio per planum a2l2l’' in plano a AW’ facta cum AKX an-
gulum ipsi aAX mqualem efficit, sectio autem alia preeter 2l'a’ esse ne-
quit. Consequenter 2a et 2l'a’ in idem planum cadunt, suntque sectiones
eiusdem cum duobus planis parallelis, adeoque parallele.

Scholion 4. \Fig. 212... 87 plana parallela P et O per rectas paral-
lelas pq, p'qQ secentur, et p, ' in P atque q, ' tn O fuerint: erit
pa=yp'q. Nam ex p, p’ fiant pb, p'b’ perpendiculares ad O, orientur inisi
pq adeoque p'q’ perpendiculares sinti triangula pgb et p'q’h’ =qualia;
quia pb=p'b, anguli pgb, p'q’b’ sunt rectarum pa, p'q’ anguli cum plano
0, adeoque @mquales, atque et rectus mqualis recto. Manifesto etiam fit
paq’p’ parallelogrammum, quum pq || et =p'q.

Scholion 5. Si plana paraliela P et () per planum R secenlur, et
sectio planorum P et R sit recta pi, planorum () et R autem sectio
st qr: guodcungue planum p ponatur per p ad () parallele, sectio
planorum p et R eadem cum pi erit. Nam per p nonnisi unum planum
ad O parallelum datur; sed inde quoque patet, quod si sectio pf plano-
rum p et R diversa a pi esset, in plano & per punctum p ad rectam
gt dus diverse parallele darentur.

‘31122223,

Hoc numero in calce exposit® constructionis resultatum, ibidem
prisma rectilinewm dicitur; quod si pro ABLE ... nonnisi ABE fueriy,

jifz22222.  Si in planc P fuerit figura rectilinea UBE ..., et quodvis punctum a
fuerit supra planum (omnibus supra planum acceptis) ; vertatur J/* circa AB
donec recta da incidat, fiatque Bb || et = Aa, et tum vertatur planum item
prius 2 circa BE denec recta Bb incidat, fiatque €c || et == Bb: atque hoc
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triangulare, si UBED parallelogrammum sit, parallelepipedum & audit.
Dicitur vero prisma rectum, si Ua ad basim 2ABC . .. perpendicularis
sit, secus obliguum audit.

Scholion. Datur autem (pag. 17 £ conceptus prismatis generalior; et
sl ex omnibus punctis cuiusvis continuz portionis plani rectz concipi-
antur (in eadem plaga) eidem cuipiam recte parallela et eequales: com-
plexus omnium illarum rectarum prisma est. Interim hic de prismate
tali quod geometrice isensu lato) construi potest et sub numerum
'31122222 cadit, prius sermo est, inferius sub numero ‘3121 cylinder
pariter (sensu lato) geometrice constructum prisma erit.

§. 1.

1. In constructione prismatis rectilinei, cuius portio plani a figura rec-
tilinea ABE . .. clausa basis dicitur, oriuntur preeter UBL . ., etabe...
tot latera, quot latera ipsius 23 . . . sunt: nempe ex. gr. ipsius ABEDA
latera A3, B, €D, DA producent parallelogramma ABba, BLch, Db,
DUad. Przterea vero abc... erit in plano per a ad planum, in quo
ABE . .. est, parallelo, eritque ipsi ABL . .. congruenter mqualis.

2. Si planum ¢ ex @ ipsi O parallele moveatur in illa plaga, in qua

prisma est, ubicunque sectio eius cum prismate ipsi 2ABL ... congruen-
ter mqualis erit, et prisma prius in duo prismata dividit.
3. Si punctum quodvis P ipsius ABL ... (sive in perimetrum sive

intus cadat) et punctum P, in quo planum abc ... per parallelam ex P
ad 2la erectam secatur, st r'ﬂw'ﬂem respondentia dicantur; erunt heec
plane ea, quee 2[ in a, B in b, € in ¢ & cadentibus congruent, et que-
cunque pnruo continua & plani perimetro AVE ... clausi fuerit, com-
plexus rectarum ex omnibus portionis illius punctis usque ad puncta illis
respondent:a prisma basi & insistens erit, atque in prius cadet; et qua-

continuetur usgue ad ultimum latus ; ac demum moveatur planum abiB
circa ab, donec ¢ incidat: nascetur parallelepipedum, si ABLD parallelo-
grammum fuerit, in genere vero prisma rectilineum,
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cunque figure planze 2ABL ... et AVB'C. .. fuerint in plano tales, ut
recta AB sit || A'W, et puncto 2’ in recta 2AA’ usque in 2A moto, rectam
AV ad AB parallele ferendo (simul cum figura AB'E. . ), A in Y
veniente congruant : prismata per complexum rectarum ex omnibus figura
ABL . . ., item ex omnibus figure A'W'T. .. punctis eidem recte a
parallelarum et mqualium, generata congruibilia sunt. (zenerale hoc tamen,
hic ad figuras rectilineas restringitur.

I. Quod primum attinet: ponatur per a planum p ad planum @, in
quo 2ABL ... est, parallelum, seceturque hoc per planum ab232l in recta
ab’; erit b et b idem. Nam ab|| et =223, quia 2da|| et =3b; itaque
ab’ et ab coincidunt, quia per a ipsi A3 nonnisi una parallela datur, Est
vero abB2 parallelogrammum, quod pariter de bc€23, et porro de omni-
bus patet; sed quum de b idem quod de a dictum est valeat, cadet
etiam bc in planum p; atque eadem ad ¢, D, ... applicando, abc ... in
planum p per punctum a ad planum () parallelum cadet.

I1. Quod alterum attinet: sit plani ¢ cum plano 28ba sectio a'b),
ita b'c’ sectio item plani ¢ cum B&ch, et ita porro; dari has sectiones
patet, si ¢ per rectam 2la feratur; secabit enim quamvis ipsi a paral-
lelam ; eritque a'b' || et =2AB, b'c'||et =BEL &, item Aa'b'c'=AUBE,
AbCY=BED & pag. 225). Itaque figura a’b’c’. . . congruere ipsi UBL...
poterit.

ITI. Tertium sic patet: quodcunque punctum §' fuerit (Fig. 213.),
sive in perimetro ipsius ABL... sive intus, illi respondens k' plane
illud erit, in quod caderet K congruentibus ABL ... et abc. .., caden-
tibus 2[ in a, et B in b, atque € in ¢ &, Nam etsi non in perimetrum
adeoque intus caderet B, poterit recta 2[E duci et continuari, donec pe-
rimeter in B" secetur; sit )" in perimetri latere ), accipiatur in peri-
metri abc ... latere hi recta hh"=5HH". Erit H}ibh parallelogrammum,
adeoque et HH'W'h; quia tum BH" || et = hh". Eritque §"h" et 2a eidem
Hh= et || ; itaque §"h"= et || 2Aa; atque hinc Aah"H" parallelogram-
mum est, atque ah”|| et = AH". Consequenter si in ah” accipiatur
h'h=§"F, erit H'H'h" parallelogrammum, atque et H'h' ipsi 2a pa-
rallela; quee sola ex ) ad 2a est, nempe e puncto illo ipsius abc. . .,
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quod in I cadit, congruentibus ABC . .. et abc. . ., cadentibusque 2I
ing et Binb Cinc &

Si igitur sive toto ABL ..., sive e quavis fignra (nunc rectilinea)
KEM ... in ABL. .. existente, concipiantur rectz e quovis puncto ad
punctum ei respondens, complexus earum erit prisma infer cadem plana
parallela, basi K€U . . . iuxta rectam Aa superstructum; et quidem
si HET. .. idem cum 2ABL... fuerit, fiet idem cum prismate priore,
secus vero pars huius erit. Nam si puncta ipsis X, €, 21, ... respon-
dentia f, [, m, ... dicantur: erit KE| et =2laq, et €1 || et =2a &, atque
KIE, €lml & parallelogramma erunt, et antea dicta applicari poterunt.

Evidens etiam est, prisma basi ABL ... iuxta rectam 2la super-
structum rectarum e quovis puncto ipsius ABE . .. ad 2la parallelarum
et squalinm complexum esse: nam recta e quovis puncto ipsius ABE...
ad a parallela et eidem @qualis in dictum prisma cadit, nec ullum in
dicto prismate punctum f{ est, quod non in parallelam ad 2la ex aliquo
ipsius ABL puncto in eadem cum reliquis plaga cadat; quia si planum
per | ipsi ABL parallelum ponatur, sectio plani positi cum prismate
erit congruenter zqualis ipsi ABL .. ., et | in hac sectione erit, quia
in prisma cadit; atque paulo antea dictis applicatis, patet rectam per
ad 2la parallelam tam per ABL ... quam per abe ... ire.

Quod autem congruentiam prismatum super basibus 2A23E ... et
ABC. .. congruenter zequalibus (in eodem plano sitis) sub conditione
(pag. 230) dicta iuxta eandem rectam 2la in eadem plaga exstructis attinet:
sint ambo prismata in plaga superiore, et facies ipsius ABL ... tac pa-
riter facies ipsius A'BC. . .| superior dicatur a/ba, inferior nigra ; facies
nigra ipsius A'B'C. .. faciei albse in omni casu superunponi poterit, et
tum 2A'a’ cum Aa, B cum b, i coincident, iextremitates parallela-
rum ex 2, ... ad a ductarum literis accento insignitis denotando) ;
nam 2l'a, facie nigra ipsius AB'EC faciei alba ipsius ABL . . . super-
imposita, in plagam eandem cum 2a cadit, neque aliorsum ‘:“dﬂ'f: po-
test: quia 2la || A'a’, adeoque cum plano eodem ﬂng?ullﬂﬁ @quales 'r_“““"‘“i
atque idem de B'b et reliquis patet. Et facile perspici potest, et '"fe‘:m*}
prisma super eadem basi iuxta eandem rectam Aa generatum priori
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congruere, si basis inferior sursum moveatur sibi parallele, donec jpsi

ABL . .. congruat.
§. 2.

At vero superficies prismatis basi ABE ... superstructi, rete e pa-
rallelogrammis supra dictis, (quorum unum latus in omnibus equale est,
alterum vero in primo est 2023, in secundo vero BEL &, atque anguli
pro dato angulo rectz 2Ua cum plano ABEL computari possunt|, adiectis
duabus basibus, compositumn ultro preebet; e quo si facies superior alba
sit in plaga superiore, nonnisi una eadem forma compingi potest; atque
idem rete, prouti facies alba aut nigra extrorsum vertetur, formas dare
potest, qua congruere nequeunt, alioquin aquales.

Nimirum si latera anguli solidi sint 4, 5, .. ., ordine eorum eodem,
forma unico modo determinatur, atque idem e fine lateris cuiusvis ulte-
rius progrediendo patet; nec maius vel minus prodire potest, si rete
invertatur, ut facies nigra claudatur, et alba extrorsum versa sit; quum
nullum aliud duarum generationum per se resultato unico gaudentinm
discrimen sit, nisi quod altera in altera plaga faciem baseos nigram re-
spiciente suscepta sit.

Possunt tamen hoc pacto formz tales prodire, que congruere ne-
queunt. Ex. gr. sit (Fig. 214, prismatis basis ABL in plano O, et sit e
D meditullio rectzz 203 ad AL parallela DT, atque &I’ sit || AB, con-
cipiaturque prisma iuxta rectam 21 |ut in przcedentibusi plano tabule
superius insistens; nec sit 2la, adeoque 3b perpendicularis ad 2ABCE,
sed sit ex. gr. Bb ad leevam versus 3D inclinata; evidens post dicta est,
quod si prisma rectum esset, atque A DEY cum prismate super eo ex-
structo superponeretur triangulo D'EL, (€ in se, D in D' et B in € ca-
dentibus) : oreretur parallelepipedum rectum super basi AEDD exstruc-
tum; at si Bb inclinet (ex. gr. ad levam, ut dictum est), et superim-
ponatur A DBE triangulo D'EE (nempe si superior facies alba dicatur,
inferior nigral, facies trianguli DEX nigra faciei alba trianguli €L su-
perponetur ; et recta Bb in prismate basi L&D superposito, ad dextram
versus D' inclinata erit; concipiatur nimirum D2 sursum sibi parallele
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moveri triangulum DEY ante se ferendo) donec D in €, et 3 in D' ve-
niat; cadet recta D3 in €D, sed D in €, et 23 in D, atque € supra
€D’ erit; at si vertatur D23 e hoc loco circa meditullium, donec extre-
mitas dimidium circulum describat: cadet 33 in CDin I, € in E, sed
8b ad dextram, nempe ad €D’ inclinabitur; adeoque si triangula dicta
nonnisi ista superimpositione congruere queant, prismata super iis tan-
quam basibus iuxta eandem rectam 2la exstructa congruere non poterunt.
At vero si rete invertatur, adeoque generetur prisma super basi CD'E
in,_ plaga inferiore, ut facies alba baseos CEID extus maneat superius;
sitque recta &' sectio parallelogrammorum rectis €D, €& in plaga
inferiore insistentium : erit prisma dictum in plaga inferiore, ad basim
LED iuxta rectam & exstructum, atque &' cum €D angulum =qualem
illi faciet, quem b cum BD faciebat, et angulus ipsius €' cum CE
etiam fit cequalis angulo, quem Bb cum BE faciebat; atque si conti-
nuatio rectee €c' in plaga superiore &c” sit, faciet €¢” cum €K angulum
®qualem illi, quem Bb cum BD faciebat, et cadem recta " faciet cum
€CH angulum aqualem ei, quem b cum BE faciebat; atque hinc (per
pag. 227 ifiet £c” || 33b et per consequentiam ¢ parallela 2la est.

Poterit igitur prismatis inferioris basis inferior iuxta rectam ¢'C sur-
sum sibi parallele moveri, usquequo in basim superiorem perveniat:
atque tum manifesto prisma totum super plano () erit, triangulo CED’
juxta rectam 2la superstructum; atque hoc, simul cum prismate basi
trapezio ADEL superstructo, efficiet parallelepipedum basi ADD'C iuxta
rectam 2la superstructum.

Unde quum rete etiamsi invertatur, corpora aqualia ietsi non sem-
per congruentia) producantur : quodvis prisma triangulare erit parallel-
epipedo tali aquale, cuius alfitudo inempe perpendicularis ¢ bass supe-
riore ad planum baseos inferioris superiori parallelum) est eadem, ba-
sis vero est parallelogrammum, in quod basis triangularis modo dicto
mutata est: inferius patebit idem valere, etsi triangulum in aliud paralle-
logrammum mutetur.

Scholion. Eodem tantum modo per retis inversionem fiunt et duo
illa prismata triangularia ®qualia, in que parallelepipedum obliquum

»®

BoLyas, Tentamen. 11,
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dispescitur, si basi per diagonalem in duas partes a2quales divisa in altera
basi diagonalis respondens accipiatur. Erunt nempe duz diagonales in
plano; et plane (in Fig. 214. tale parallelogrammum ESED' cum diago-
nali €& exhibetur, si ADEW ad ductum recte BE feratur, donec €
in €, et B in & atque 3D in €F veniat; quo pacto, si fiat super basi
ESFCD' prisma iuxta rectam prius dictam 2a, e dictis patet prisma ipsius
ESC prismati ipsius €D'C nonnisi per retis inversionem congruere posse,

& 3.

Farallelepipeda super basi eadem CBLD (in plans O sita) in
plaga eadem exstructa basibus superioribus in plano g ad Q parallelo
terminata, si parallelogramma €Bae ef €BAY tanguam latera pris-
matum tpsi B insistentium in eodem plano fuerint: aequalitate ter-
minata aequalia erunt.

Si enim iun Tom. I. Fig. 17¢1 prius concipiatur schema circa EB
elevatum plano tabule insistens, item in tabulee plano concipiatur
ED || et =E23, ut fiat pro basi parallelogrammum EBDE; atque claudantur
prismata: erunt manifesto et parallelogramma ipsi £D insistentia in eodem
plano, atque alterum alteri congruenter mquale respondebit. Evidens
etiam est, etiam parallelogramma €3¢ et €Ba'e’ pro basibus prismatum
eorundem iuxta rectam &Q& exstructorum accipi posse; concipiantur
idcirco novee h® eorundem prismatum bases €Bae, EVBa'e', ita uti in
tabula sunt; cadent prismata et basis prior EED23 in plagam inferiorem ;
atque si (pag. 230 lineis, qua partes parallelogrammorum a:qualitate ter-
minata ®quales distinguunt, in basibus novis inferioribus respondentes
accipiantur, orientur totidem prismata sibi invicem respondentia aqualia;
nempe ut prismatum horum partialium bases congruant, quavis solo
motu rectarum (tanquam laterum) sine versione pervenire potest.

Scholion. Atque hinc etiam sequitur: 1. quodvis parallelepipedum
obliquum etiam, si latere (nempe parallelogrammo: ad basim perpendi-
culari gaudeat, recto ®quale esse terminata mqualitate, adeoque etiam
tali, cuius basis rectangulum est; nam prisma rectum ad quamvis basim,
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priori basi mqualitate terminata @qualem, reduci posse patet. 2. Atque
etiam (Fig. 121.) applicari posse in aperto est; nempe si parallelepipedum
quodpiam ad rectum reductum sit, adeoque angulus z rectus sit, repe-
rietur parallelogrammum zqualitate terminata ®zquale inter eadem plana
parallela; nempe reperitur x pro datis 4, a, 5.

8. 4.
Farallelepipeda P et p super basi ABLD in plano Q sita, supe-

rioribus basibus in plano ¢ ad O pavallelo terminata, etsi nulli pa-
rallelogrammi ABLD lateri insistentia ipsorum Pet p latera (nempe
parallelogramma) in eodem plane fuerint: sunt aequalitate terminata
aequalia.

Dicantur enimvero (Fig. 215.1 4 et A plana laterum ipsius 2 paral-
lelorum, lateribus baseos parallelis 2[23, LD insistentium, et dicantur a
et @' plana laterum ipsius # parallelorum ipsis 2D, B insistentium ;
sitque in A latus ipsius £ parallelogrammum 2[23ba, in A4' vero sit EDi,
latus ipsius p autem sit ADV'a’ in a, et in &' sit VLD

Plana parallela 4 et A4’ manifesto secantur per plana 2 et @, nam
a cum A punctum 2[ et cum A’ punctum D commune habet, ita @’ cum
A punctum 23 et cum A’ punctum € commune habet. Sint ha sectiones
1a plano  usque ad planum ¢ a", Bb", &, DY"; orietur hoc pacto
super eadem basi tertium parallelepipedum, quod dicatur £ ; nempe 2la”
est || et =DV", quia sectiones planorum parallelorum A, A per planum
a fact inter plana parallela sunt (pagg. 225, 228), ita 2b"|| et =&
atque etiam 2la" || et = Bb", quia planorum parallelorum sectiones per
A inter plana parallela (J et ¢ sunt.

Evidens quoque est parallelepipeda p, & inter plana parallela a et a',
atque P et # inter plana parailela 4 et A contineri. Consequenter tam
P quam p eidem # (per pracedential, atque adeo (Tom. I.pag. 64) et
P ipsi p mqualitate terminata mqualia sunt.

Scholion. (Fig. 216.). Itaque qualevis parallelepipedum in rectum xqua-
litate terminata exstrui potest, et basis in rectangulum, atque hoc in

"
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quadratum mutari, imo et quotvis et qualiavis parallelepipeda ad bases
glladratas. reduci, et hac in unum quadratum sumnari (pagg. 109, | 10, atque
\pag. 108) dicta applicari possunt. Sint nimirum parallelepipedi jam ad
rectum reducti dimensiones 4, 5, C, nempe pro basi rectangula laterum
A et B sit altitudo €; mutetur basis hazc in rectangulum, cuius latus
« sit, prodeat latus alterum 4, et fiat e prismate priore novum hujc
rectangulo altitudine C insistens; erit idem parallelepipedum rectum
etiam pro basi rectangula laterum C et J, et altitudine «; mutata iam
ista basi in rectangulum, cuius latus « sit, prodeat alterum ==, redu-
caturque parallelepipedum ad hanc basim; manebit omnino altitudo «,
et baseos latus unum erit pariter «; consequenter latus unum parallel-
epipedi quadratum lateris «, altitudo vero y erit,

§. 5.

Parallelepipedi P soliditas est, sensu statim dicendo, basi per alti-
tudinem multiplicatae aequalis: per altitudinem in omnibus prismatibus
(etsi mon rectilinea fuerint) distantiam duarum basium, nempe perpendi-
cularem e qualibet ad alteram, intelligendo.

Sint enim baseos rectangula latera 4 et 5, atque altitudo sit C
Fig. 217.1; sintque prius 4, B, (' commensurabilia; ac pro unitate de-
terminata, et a1, a, &, ¢ numeros integros denotantibus, sit

[ = I
— - et —
C m - m

H B=&_!
i

A=12

m

Fiant ab extremitatibus ipsorum # in A parallele ad 5, et ab extremi-
tatibus ipsorum # in A parallele ad A ; eriganturque ex omnibus his
rectis rectangula altitudinis ' ad basim perpendicularia, atque ab extre-
mitatibus ipsorum # in C fiant plana ad basim parallela: fient manifesto
in strato inferiore tot cubi, quot quadrata in basi generata sunt, nempe
numero ab tales cubi, quorum latus lineare = ’L est; itaque in toto
parallelepipedo erunt abc tales cubi. Est vero rectarum 4, B, C factum

nempe ABC
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_.::_ﬁ ¢
moom om

=abc. —

atque cubus quadrato, cuius latus = 1 est, insistens, qui pro unitate soli-
dorum ponitur, continet numero s cubum quadrato, cuius latus u = .
est, insistentem : itaque factum lineare 4B C est unitatis linearis abe/m?-
tum, uti parallelepipedum unitatis solidorum. Itaque /foc sensu exprimet

basis nempe AZB |pag. 99) multiplicata per altitudinem C soliditatem
parallelepipedi.

Si vero aliquod ipsorum 4, B, C, aut certa duo, vel singula cum
unitate incommensurabilia fuerint: sit

I 1
d:aTﬂ-ﬂ—m, (4] {?,

id est 4 contineat g-ies ipsum u, et supersit w <w, sitque
b I

= TH <o

— i
T om +4 A< m'’
(si quod ipsorum @, ¥, . non <<w sed =o esset, ibi =0 pro ﬁi;ﬂ
scribi debet),
Erit

{@a=41) (641} (c4=1] abc
B ridai fals _L,Hl_.,. ! e T P ]
dicatur trium harum quantitatum prior P', et posterior p; fiet '— p-—o,

si m -— oo, adeoque FP— ‘:f,—t -—o0, (quum P—p<"F'—p sit]; conse-
quenter "’Lsf -— P, nempe limes ipsius -am—f est ipsi P &qualis; limes iste
autem A5 C erit {Tom. I. pag. 86); nam ;:1 ~d4, - ~Bet —;-' -~C.

Id igitur tantum demonstrandum venit, quod F'—p-—o; quod facile

sic patet.

Est

bet-ac+c+ab+b4a-+1
— = 5;_1

g g @ 8 . 8 0 ﬂ#ﬂ-l—.r_).,, :
(?ﬁ'iﬂ+m'm+mm+ nt !

P—p

—
—1
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et hoc est
BC  AC  AB | A+B+C 1
{ + + - .-_I_ 2 —— 3

atque hoc quoque -—o (Tom. L. pag. 80).

§. 6.

Est autem gqualevis parvallelepipedum « aequale tali parallelepi-
pedo reclo 3, cuius aliitudo altitudint prioris, et basis rectangula basi
prioris  (qualevis parallelogrammum fuerit) aequalis est. Nempe
quavis parallelepipeda « et y, quorum altitudines =quales sunt, si bases
congruenter aquales sint, ita poni possunt, ut basibus congruentibus,
bases oppositz in eodem plano ad basim priorem parallelo sint; atque
tum (pag. 234! dicta valent, etsi y prisma rectum fuerit; tum vero basi
ipsius » in rectangulum mutata, y in @ mutari poterit.

Atque hinc manifesto solidifas non solum parallelepipedi cuiusvis -
sed et prismatis cwiusves, adhucdum saltem rectiliner, basi per alti-
tudinem multiplicata prodif. Quodvis prisma triangulare enim squatur
(pag. 2331 parallelepipedo, cuius altitudo altitudini illius, et basis basi
illius inempe parallelogrammum triangulo/ squales sunt; atque quodvis
prisma rectilineum, basi rectilinea in triangula divisa, in totidem pris-
mata triangularia dispescitur, adeoque totum squatur summae triangu-
lorum, in qua basis divisa est, per altitudinem eandem multiplicata.

*31122223.

Forma sub hoc numero (in calcel generata cum complexu rectarum
ex omnibus figura planz rectilineze punctis ad idem punctum a ducta-
rum manifesto coincidit: forma pyramidalis (sensu generaliore) exponi-
tur pag. 10, quo etiam conus (de quo plura inferius) aliaque pertinent.

‘31122223, Si in 31122222 e cuiusvis anguli vertice ad quodvis punctum a ibidem
dictum recta cogitetur ; vertaturque planum P circa latus quodvis, donec a
incidat : mascitur gyramis rectilines.
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§ 1.

St pyramis triangularis (Fig, 218,), nempe triangulo ABEL super-
structa, plano ad basim ABE per a parallelo secta fuerit, latus 2L
secabitur in ac || AL, latus A3 secabitur in ab | AV, atque latus ter-
tium nempe IB secabitur in ¢b'I €B; fientque anguli ad apices trian-
gulorum abe, ABEL litera nominis eiusdem designatos aquales; conse-
quenter triangula dicta erunt similia; quod et inde patet, quod propter
ac || UC et ab || AV, atque be || BE, triangula abc et AL, atb et ALB,
bic et BIL similia sint, adeoque

ac: UL ="fa: U =ab: AV =1b: 1B =bc: BL;

unde triangula per latera proportionalia similia sunt.

& 2.

Pyramidis rectilineae soliditas est aequalis bast multiplicatae per
tertiam partem altitudinis (id est rectz perpendicularis ex apice a ad
planum baseos demissz).

Nam si pyramidis triangularis inempe cuius basis triangulum est) so-
liditas basi per tertiam partem altitudinis multiplicate: squalis sit, quaevis
pyramis rectilinea, si basis in triangula dispescatur, erit summz horum
triangulorum (nempe basi totius pyramidisi per altitudimis totius inempe
perpendicularis ex eodem apice a ad idem planum demissz) tertiam par-
tem multiplicate ®qualis.

Quamobrem id tantum demonstrandum est, quod pyramidis triangu-
laris soliditas sit tertia pars facti e basi in altitudinem, adeoque parallel-
epipedi, cuius basis basi pyramidis, altitudo altitudini sequalis est: quod
fit modo sequente. (Fig. 219.)

Basis ABE dicatur &, altitudo A, sintque latera linearia ad verti-
cem A, B, C, sintque
C
3

_é-:u" E:ﬁ.
3

3

T
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atque fiant per puncta divisionis rectarum A, 5, C plana: erunt ha iper
preecedentia) ad basim 5" parallela; fientque tria strata, quorum infimum
cum medio triangulum abc, uti medium cum supremo triangulum a'b'c’
commune habebit. Ducantur ex apicibus a, b trianguli abc, (quod strato
infimo mediogue commune est), parallela: ab”, ac” ex a ad & et C et
ex b ad 4 et C parallele ba", bc"; orientur in strato infimo quatuor cor-
pora, nempe prisma super basi ¢'¢"C iuxta rectam CTc=¢ exstructum,
pyramis e basi 2b"c" ad apicem a, et pyramis e basi Ba"c" ad apicem b,
et corpus quinque laterum, quorum retia (Fig. 219+, 1, 2, 3, 41 exhibent;
nimirum basis 2[B3& dispescitur in triangula 2Ab"c”, Ba"c", trapezium
b"a"c"c”, et triangulum ¢"¢” € basim prismatis.

Pyramides dictz sunt singule pyramidi, que stratum supremum con-
stituit, zequales, uti rete (Fig. 219+, 5) demonstrat, nempe in triangulo
ALE est

2Ic”:211£=2,[n:2,[f;
itaque si AC=3a, erit Ac"=a; ita AP =y =Ba", et si BL =137, est
Bc"=p1; adeoque dum c¢" baseos cum ¢" lateris AEL coincidit, ¢"b" fit
=/, etiam b" in se manente £, Prismatis dicti autem soliditas est

=-"—"_.: nam basis est

27 "
aege=abe=(2) 8,

quia aree similium sunt, uti quadrata laterum homologorum, ab vero
4-tum ipsius AV est; altitudo autem prismatis dicti est =L§:, quia si
perpendicularis demittatur ex f ad ABE, erit hec et ad abc perpendi-
cularis, sit hoc in punctis et p: erunt triangula EP2I et Ppa similia,
adeoque ‘
fp:iP=ta: R

Stratum medium vero erit pyramis truncata, cuius si uti tota pyramis
compacta est, in planis laterum aa'c’c et bb'c'c ad rectam cc’' ex a et b
rectze parallelee mqualesque ducantur: orietur manifesto prisma, com-
pleta pyramide truncata dicta per corpus quinque laterum, cuins rete
est plane illud, quod (Fig. 219s, 4) in strato inferiore exponitur; quamvis
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inverti debeat, ut complementum dictum prodeat; erit nempe superius
trapezium, cuius latus unum o'b'=y et ei parallelum 2y est, latus ex a'
est =« et latus ex b’ est - (per parallelogrammorum latera opposita) ;
secundum latus corporis huius, pyramidem dictam truncatam ad prisma
complentis, est parallelogrammum ex ab==2y et ¢, tertium est trapezium
wb'ba, quartum et quintum sunt ad 4 et B triangula laterum g4, ¢, «
et laterum &, ¢, 4
8A'B

Tota pyramis igitur est = —27 = 3p (si pyramis stratum superius

constituens p dicatur), nempe duo strata inferiora simul duo prismata
@qualia et duo p efficiunt. Est autem ipsius # basis = 4 (pag. r11), alti-

tudo i et si cum p eadem operatio sus::-i;iatur, dicaturque p' pyramis

stratum superius constituens: erit p = ——_— -+ 3", quum pro .4’ nunc
A B - ' 3.3.4*53 il ;
—-3- et —9 pro B sit; adeoque 3p erit =2—?’ <+ 3*p'; atque si

eodem modo tractetur quodvis p', et quaevis pyramis stratum superius

efficiens uno accento plures nanciscatur: manifesto prisma totum erit

—sepl i 3 3 P .
._BAE(” +Z S L 2?,]4—

+ 3" eiusmodi pyramidibus, quarum basis g, altitudo

ol

"i est.

Est autem summa s harum pyramidum minor, quam si pro eadem basi et
altitudine in prismata mutarentur; esset vero prismatum horum summa
P L]

3'-?;1?, adeoque s-c::%, consequenter §-—o0 si #-— oo,

Summa S progressionis geometricz intra parenthesim (quum exponens
3 ; PENE T N 5 P 84" Itipli-
.F{I sit) autem 27 .(1 2?), 24 quod per £ multipli
catum -— . Consequenter S-— , et si tota pyramis / dicatur,

S semper < P manet, sed P—S=s--0; itaque S~ F; et per con-

sequentiam FP="——-

Scholion 1. Pyramidem triangularem gquamvis in genere aequali-
tate terminata ad prisma reduci posse vel non posse (adhucdum ) haud
liguel.

i
Bovya, Tentamen. 1L 3
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Scholion 2. Potest etiam quodvis corpus planis rectilineis clausum in
pyramides rectilineas (uti figura rectilinea in triangula) dispesci; et summaq
pyramidum erit soliditas totius.

Scholion 3. Superficies pyramidis rectilinee manifesto est summa
triangulorum latera pyramidis constituentium, basi addita.

Sed queestiones oriuntur :

1. quomodo perpendicularis ex apice demissee quantitate locoque
atque basi ABE pyramidis triangularis, cuius apex p est, datis, latera
innotescant, ut etiam rete construi queat.

2. Si nonnisi basis ABE, recta Up et angulus solidus ad A detur:
inde altitudinem et latera reperire.

I. Quoad primum : sit (Fig. 220.) p apex pyramidis, cuius basis ABE
est, et perpendicularis ex p ad planum baseos sit pp ; erit pP perpendicu-
laris ad P2, PB, PL; atque in triangulis rectangulis APp, CPp, BPy
e cathetis hypotenusae innotescunt, nempe ex 2P, Pp prodit hypotenusa
Ap, ex BP et Pp prodit Bp, et ex CP et Pp prodit Ep. E trianguli
APEC lateribus autem innotescit y, atque e triangulo APq ad q rectan-
gulo prodit Pq, et in triangulo pPq ad P rectangulo prodit etiam an-
gulus, quem pq cum ¢, id est planum pAC cum plano ABL, facit.

I1. Quoad secundum (Fig. 220.) si preeter basim ABE& nonnisi Ap et
angulus solidus ad 2[ detur, nempe ApAL=1op, et A\LAB sit 3, atque
ABUp sit «: dicatur u angulus, quem planum 2Ap& cum basi facit.
Concipiatur angulus solidus ad 2l in centrum spheerz poni; per angulos
v, 3, «, ad verticem 2[ datos, latera trianguli spheerici omnia data erunt,
unde prodit = (per inferius dicenda).

Demissa tum ex p in plano A&y perpendiculari pq ad AL, in triangulo
Apq ad q rectangulo ex AUp et v prodit pq (imo etiam 2Uq); atque hinc in
triangulo ad P rectangulo pqP, ex pq et angulo # planorum 2Ap& et ABE,
prodit cathetus nempe perpendicularis queesita pP, et prodit etiam Pq.

Latus pB trianguli ApB autem prodit ita: ex 2q et Pq, quee antea
prodierant, in triangulo rectangulo AqP prodit ¢ et AP ; atque in tri-
angulo PAUB ex angulo y+7 et lateribus AP et AB prodit PB; atque
hinc in triangulo ad P rectangulo PpB e cathetis Pp, PB prodit pB.
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Scholion 4. Superficies prismatis rectilinei est summa parallelogram-
morum lateribus baseos insistentium, additis duabus basibus qualibus,
Hic quoque prisma triangulare considerare sufficit. Zatera linearia hic
omnia sunt wqualia; nempe si (pagg. 228 &) basis sit 2B, et latera pris-
matis sint parallelogramma A¥ba, ACca, BCch: erit prisma iuxta rectam
2la constructum, et Aa=2Bb={Lc, atque 2Aa, Bb, &c latera linearia
dici possunt.

Queestiones heic prioribus analogee exoriuntur.

1. Data basi ABE, (Fig. 221.) et puncto &, quo perpendicularis ex a
ad planum baseos demissa cadit, si latus lineare 2a detur, e triangulo
rectangulo aa innotescit cathetus aa' ex hypotenusa 2la et catheto a'2l.
Si vero prazter punctum a' et prismatis altitudo aa’ data fuerit, inno-
tescit latus lineare 2a, ex eodem triangulo ad a' rectangulo, e cathetis
aa’ et 2d’.

Ex a, AL, a'C vero innotescit angulus y; atque ex 2a’ et y pro-
dit a'q perpendicularis ad 2, et prodit etiam 2q; atque e triangulo
rectangulo aa'q, ex aa’ et a'q prodit angulus plani Aal cum plano
baseos.

2. Si vero prater basim A& et latus lineare 2Aa nonnisi angulus
solidus ad 2, ex v=alf, #=CAUB et « =aAB, detur: tum (ut antea
in pyramide, e triangulo spheerico) prodibunt anguli %, #', quos prismatis
latera 2lacC, AabB cum basi faciunt. E triangulo ad q rectangulo aql
vero ex 2la et v prodibunt aq et 2Iq; atque hinc e triangulo ad a' rect-
angulo ad’q, ex aq et angulo lateris a2[& cum basi prodit altitudo aa’.

Atque etiam lateris ipsi B& insistentis angulus bBL parallelogrammi
BEch innotescit modo sequente: bB est =a2l, et si ex B parallela
B ducatur ipsi 2d, eidem equalis, erit bb' perpendicularis ex b ad
basim ; et ex b perpendiculari b'q'ad BE missa exhibebitur Bq', eritque
bq' perpendicularis ad Bq’; adeoque in triangulo ad q’ rectangulo Bq'b
innotescit angulus ad B parallelogrammi ipsi 2L insistentis. Aut pona-
tur anguli solidi ad 2 apex in centrum sphera ; erit in triangulo sphee-
rico latus unum per parallelogrammi 2ab2 angulum ABb=2R —« da-
tum (nempe summa duorum internorum = 2.X), alterum quoque datur,

T
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quum sit = AABCE, et angulus »' antea innotuerat. Unde latus tertium
prodit, parallelogrammi lateris & insistentis angulum ad B exprimens;
adeoque latera prismatis singula innotescunt. Si parallelepipedum sit, tum
parallelogrammis, quee ipsis 2 et AV insistunt, opposita ®qualia sunt,

*312.
Motus figurarum civca axem.

*3121.

Quadrilaterum rectangulum circa latus aliquod revolutum parit
cylindrum rectum circulo tanquam basi insistentem, e cuius centro
erecta ad basim perpendicularis axis cylindri audit. Estque manifesto
cylinder prisma rectum, quum recta axi parallela, donec redeat, ubique
eadem et tam ad tangentem circuli quam ad radium perpendicularis,
adeoque ad planum ipsum perpendicularis sit.

Est vero, sive circulus sive queevis figura in plano (sive curva, sive
e curva et recta utcunque mixta) pro basi accipiatur, iuxta quamvis
rectam, plano sive perpendiculariter sive oblique insistentem, constructum
fuerit prisma: soliditas eius, bast per altitudinem multiplicatae aequalis.

Nam consideretur prius cylinder (sive rectus sive obliquus) circulo
insistens: erat {ex pag. 104) polygoni inscripti area 4, atque a +41=>C> a.
Si igitur cylindri altitudo A sit, et concipiantur ad eandem altitudinem
A prismata rectilinea basibus @+ 1 et a insistentia, dicaturque prius 0,
posterius ¢, atque cylinder dicatur C': erit manifesto 0= C"> g (nempe
(a4 A>C">ad); atque J— g-—o. Consequenter C'— ¢ ~~0, adeo-
que g..-..(,", Sed fﬂ—#, (si radius r sit, et p = P}; itaque C' sequa-
lis est arese circuli per altitudinem multiplicatze.

312, Motus figurarum circa axem.
*3121.  Quadrilateri rectanguli revolutio circa latus parit cylindrum reclangularem.
‘3123, Trianguli rectanguli revolutio circa cathetum parit comum rectangularem.
‘3123, Revolutio semicirculi circa diametrum parit sphaeram.
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Potest autem quevis basis, (sive una linea curva claudatur, sive pe-
rimetri tantum pars una vel plures curvae sint), ita dividi, ut summa
prismatum his baseos partibus insistentium prismati toti =mqualis sit;
possuntque pro quavis &« barum baseos partium, cuius perimeter parte
curva gaudet, talia rectilinea L, / generari, ut L>a>/, atque L—/-—0,
adeoque «—/-—o0, et consequenter ad — A/-—o, atque A/-—ead, id
est ad sit ipsius A/ limes, ®qualis prismati basi « altitudine 4 insi-
stent1.

‘3122,

Trianguli rectanguli revolutio’ circa cathetum parit conum rectum, et
cathetus dictus axis, hypotenusa vero coni latus audit. Patet autem iuxta
(pag. 1o) pyramidem sensu latiore esse non hunc conum solum, sed et
obliquum, nempe complexum omnium rectarum, que e circulo ad idem
aliquod tale punctum p sunt, etsi recta ex p ad centrum circuli non sit
perpendicularis ad planum circuli; imo et complexum rectarum e cu-
iusvis figure plane punctis omnibus ad idem punclum p extra planum
situm; atque etiam iis, quee (in preecedentibus) de cylindro dicta sunt,
applicatis, cuiusvis coni soliditatem esse basi per tertiam partem altitu-
dinis multiplicatze squalem.

§. 1.

Superficies cylindri recti (praeter bases) est AnD, si A altitudinem
cylindri, D diametrum baseos circularis, et u quantitatem peripheriae
pro diametro 1 denotet. Si nimirum basi inferiori inscrihat‘ur polygonum,
et in basi superiore puncta inferioribus respondentia acclPinntur, atque
parallelogramma, per latera parallela polygonorum in basibus parallelis
sibi invicem respondentia efformata, concipiantur : limes summa horum
parallelogrammorum est summz laterum polygoni limes per constantem
A multiplicatus ; atque per superficiem cylindri, dum cum plano com-
paratur, hoc intelligitur ; fit nempe tum quantitas respectiva, quamvis
et per se etiam quantitas sit, et quaevis eius ]?nmanus q.ml:let:ﬂ inter se
(quoad maioritatem minoritatemve) comparari queant; interim et dum
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superficies cylindricee, si circulis radiorum inzqualium insistant, respectu
dicto nonnisi ut quantitates respectivee comparantur.

Idem ad conum, aliasque quasvis superficies cuorvas applicatur ; de-
monstrari nempe potest triangulis se invicem excipientibus inscriptis, ut
nempe apices omnes eorum in superficiem curvam cadant: summam
eorum ad limitem certum tendere, si cuiusvis eorum singuli tres apices
sibi invicem dato quovis propius veniant; limitemque eum, utcunque
inscribantur triangula, eundem esse.

In cono recto circulo insistente patet, triangulorum ex apice ad latera
polygoni basi inscripti generatorum summam ad nDea tendere, si D
diametrum baseos et « dimidium lateris coni denotet.

Scholion. Atque hinc refe cylindri recti erit (preeter bases) rectan-
gulum altitudinis eiusdem, quee cylindri est, rectze perimetrum baseos
cylindri exaquanti superstructum; basis autem si circulus fuerit, sive
recta dicta computatur e diametro, sive si e recta data queeratur diame-
ter, facile construitur. Si vero alia linea sit perimeter baseos, eius lon-
gitudo computanda est, ut rectanguli basis prodeat.

Rete cont recti autem sector est, cuius centrum apicem, latus radium,
et arcus perimetrum baseos circularis preebet. Sunt enim, si basis circu-
lus et recta e centro ad apicem ducta ad basim perpendicularis fuerit,
latera coni omnia :qualia, quum sint hypotenusze triangulorum rectan-
gulorum zqualium: quod ex. gr. si pro circulo ellipsis esset centro
eodem gaudens, minime locum haberet. Basis circularis ex arcus longi-
tudine, qua e ratione arcus ad peripheriam atque radio innotescit, pro-
dit; longitudo arcus enim per n divisa diametrum baseos prabet. Est
vero angulus ad apicem eo acutior, quo minor angulus sectoris ad cen-
trum est, et eo magis obtusus, quo propins ad quatuor rectos angulus
dictus accedit.

Potest quoque e dato angulo ad apicem arcus sectoris, uti ex arcu
sectoris angulus ad apicem reperiri. Sit nempe (Fig. 222.) latus coni /,
axis a, et radius baseos sit »; dato angulo % et axe a, reperitur tam /
quam 7; eritque perimeter baseos 2rm arcui sectoris radio / scripti
aqualis ; tota peripheria esset 2/7; sit x quantitas queesita talis, ut
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) . 2lnx=z2rn
sit; ert

Ix=r et ==—;-

Si vero / et x data fuerint, erit »= /x, atque ex / et » prodit .

Potest etiam rete pro cylindro basi qualivis date ad quemvis angu-
lum insistente, saltem per puncta utvis propinqua construi; et idem de
cono valet; neque proprie sensu geometrico pracisum sensum sive
recta in curvam, sive planum in superficiem curvam flexa habent, nisi
id per motum circa puncta illius, vel rectas huius ad intervalla fiat, atque
resultatorum limites geometrici accipiantur.

Ex. gr. Sit basi circulari superstruendus cylinder aut conus talis, ut
cum basi inferiore, in cylindro recta basium centra iungens, et in cono
recta e centro baseos ad apicem, faciant certum angulum datum; aut
in utroque sit basis ellipsis, cuius centrum c¢ sit, atque angulus, quem in
cylindro recta per centra baseos, in cono recta ex apice ad centrum,
cum basi facit, dato angulo =qualis sit.

Potest cuivis curve, (qualiscunque fuerit), linea polygonalis inscribi,
atque sive prisma sive pyramis fuerit, potest in triangularia dividi, quo-
rum bases latera linee polygonalis dictze sint; atque applicatis iis,
quée (pag. 242) dicta sunt, rete quantolibet exactius construi; imo etiam
limes geometricus baseos in plano queeri, tam in prismate, si paral-
lelogramma laterum basi insisientium qualium, uti se invicem exci-
piunt, iungantur, quam in pyramide triangula, uti se invicem apice com-
muni excipiunt, iungantur. Parallelepipedi recti rete (exclusis basibus)
constabit e quatuor rectangulis eidem recte insistentibus; quia latera
parallelogrammorum coincidentia cum basibus angulos rectos adeoque
tales angulos deinceps positos efficiunt, qui simul duos rectos exsquant.
Ubi vero hoc neque per limitem locum habet, parallelogramma in pris-
mate, triangula in pyramide ita poni debent, uti se invicem excipiendo
prodeunt; et ubi locum habet, limes geometricus qu“"’fﬂ’?d“ﬁ ‘35':'- _

Est quoque, ut inferius patebit, cylinder obliquus mrcullo insistens
nonnisi cylinder rectus ellipsi insistens, ad certum angulum oblique sectus;
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et pariter conus circulo oblique insistens nonnisi conus rectus ellipsi
insistens oblique sectus est: unde retia tam cylindri quam coni obliqui,
sive circulo sive ellipsi ad datum angulum insistentium, reperiuntur,

Nempe cylindri recti circulo, imo et ellipsi insistentis rete construitur
(pag. 245). Coni recti ellipsi insistentis quoque rete construi potest. Nam
(Fig. 223.) sit ellipseos centrum ¢, sitque cd dimidium axis minoris, et
Ac dimidium axis maioris; sitque cc’ L 2c, et ¢ apex coni; moveatur ¢d
usque in ¢, fiet ubique triangulum ad ¢ rectangulum, cuius cathetus e
¢ usque ad ellipsin crescet usque ad c, et ubique determinari poterit,
alter cathetus vero ¢¢’ erit; unde hypotenusa, nempe latus coni in illo
loco, reperitur ; adeoque etiam triangula se invicem excipientia, quorum
bases chordee et latera hypotenusze dictz sunt, adeoque rete cum errore
quantovis minore construi poterit.

Si vero conus (vel cylinder) rectus constructus fuerit: sit (Fig, 224.)
basis ABEDE in plano tabule, atque AH' sit tangens ad punctum 2,
circa quam planum e basi elevetur ad certum angulum w, atque planum
baseos sit F, et planum elevatum dicatur p.

Quamvis res summa generalitate exponi posset, simpliciora proferre
sufficiat.

-Sit prius cylinder vel conus rectus ellipsi insistens, cuius axis minor
AD =4, et axis maior EL, centrum f, et perpendicularis ad basim ex
P usque ad basim cylindri superiorem (aut apicem coni) sit pf; secetque
planum p perpendicularem dictam fp in [. Innotescet I’ in triangulo ad
P rectangulo UfF' ex angulo # et catheto 2L

Sit iam e fine 2 arcus 2B ad P erecta perpendicularis usque ad p;
cadet hac manifesto in superficiem cylindri; sit b’ punctum eius cum p
commune.

Patet quod si cylindri rete rectangulare sit (Fig. 225.), cuius basis
2A'®Q = perimetro baseos, atque pro arcu AV = rectz A’V construatur
ad 20’8’ perpendicularis 8'b"=8b'; et quum hoc cum punctis perimetri
baseos quam proximis suscipi queat: rete cum errore quantovis minore
construi possit, si ex 2’ incipiendo usque ad @ recte ducantur ab 2l
ad b’ et a b” ad ¢" &, atque pars infra banc lineam cadens resecetur.
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Itaque questio eo redit, ut (in precedentibus) 8b' determinetur, quod

modo sequente fieri potest: perpendicularis ex 3 ad AR demissa cadat
in 33", erit
ADBB=A\PUt = u;

itaque triangula rectangula b'3"3 et PUP erunt similia ; adeoque erit
AL: W=2"8: 80 seu Bb'=a.88",
si 31y dicatur a. Est autem
BB=24,,

si y infra €€ negative et superius positive accipiatur.

Si vero cylinder circulo insistat, adeoque & diameter sit: manifesto
8" sinus versus arcus 2B erit; adeoque si polygonum regulare inscri-
batur, et 23 sit arcus chorde prima ex 2l incipientis, dicaturque j,
erunt in rete transferende perpendiculares sequentes: asin. vers. [,
a sin. vers. 2, «sin. vers. 37 &, nempe ad distantias 5, 28, 37 & ex A’
acceptas.

Sit iam conus rectus basi eidem superimpositus; in reti coni punctum
plano p superficiei conicee commune, reperto Bb, facile innotescit:
(Fig. 226.) pf et BB ad planum £ perpendiculares in plano sunt, at in
hoc idem cadit coni latus p23, et in idem cadit recta FF, (quia puncta
p, ¥, b, B in idem cadunt, adeoque et recta inter queevis bina eorum);
manifesto autem secatur p2B per I'D, et sectio ista in p est, quia puncta
P, b’ in # sunt, adeoque quodvis punctum recte Fb" in p est. Sit sectio
ista q; recta 3q in rete ad latus pB' ex B transferenda facile prodit,
(sive per constructionem, sive calculum), quum A fpB ad P rectangulum,
simul cum ff' et Bb' data sint.

Si vero (Fig. 227.) planum P circa A'f" ipsi 2§’ parallelam elevetur,
et planum elevatum in loco nove dicatur f: tum nonnisi [ subtrahen-
dum ex BB" erit, ut remaneat B3"; et si perpendicularis ex D usque
ad planum p erecta # dicatur, hec ex y et angulo “ ipsis p cum P
innotescit ; et si perpendicularis ex B ad £ sit Bb", erit

I
Bouvar, Tentamen 1.
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y: k= B8": Bb";

et huic Bb" =qualis erit pro hoc casu in reti perpendicularis ad basim
ad distantiam ab 2l' ipsi 23 =qualem pro puncto B construenda.

In cono recto autem (Fig. 227.), si [p per p non secetur, adeoque pla-
num secans p ad 7 planum baseos perpendiculare sit, erit ¥ = &, nempe
angulus planorum p et P se invicem (Fig. 228.) in P secantium rectus
erit; prodibitque pro puncto 1 recta Tm'e latere P11 ex 201 incipi-
endo in reti resecanda modo sequente: fiat e centro F recta ad 11, se-
cetque heec rectam P®) in ¢'; secabunt se invicem plana fp et , ad
£ perpendicularia et punctum ¢ commune habentia, in recta aliqua per
¢’ eunte; erit igitur hzc perpendicularis ad / adeoque ad P, secabit-
que hzec rectam plIl; fiat id in m'; erunt triangula rectangula piNl et
m'c 2T similia; consequenter

PO pUT =21 : Mim',

§ 2.

Corporum similium soliditales sunt, ut cubi linearum homologa-
rum, superficies autem sunt, ut quadrata linearum homologarum.

Etenim quodvis corpus C, cuius superficies sit .5, in pyramides tri-
angulares (saltem e puncto interno uno aut pluribus) dispesci potest; et
aut summa basium superficies corporis erit, aut apicibus basium trian-
gularium dato quovis propius acceptis summa pyramidum -— C, summa
basium vero -— 5.

Sint corpora similia 4 et B; applicatis iis, quee (pagg. 77—78, 111
et 239) dicta sunt: queevis linea in A erit eidem homologe in B per
constantem « (eandem pro omnibus) multiplicatee squalis; et si bases
triangulares in utroque semper simultaneo homologz accipiantur, erit
in A4 quodvis triangulum ¢ ei in B homologo ¢ per &' multiplicato
sequale ; pyramidis # autem basi # insistentis altitudo erit altitudini py-
ramidis p' basi 7 insistentis homologa, adeoque si altitudo ipsius p sit

=aq, erit
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p= % = a'f';a t pl= _""‘EFI
consequenter 3
pip= —"'—;"—';%‘f =1,

sive uti tertiee potentize linearum homologarum,
Hinc etiam, si summa omnium pyramidum p-— 2 et summa omnium

pyramidum g~ P, erit
P PP=g:1.

Ita si summa omnium triangulorum #-—s, et summa omnium trian-
gulorum 7-—', erit
s:f=#:l=a":1.

Scholton. In pyramidibus similibus, quee rectilineis insistunt, divisio
in pyramides triangulares ex apice in utraque fieri potest. In spheera fit
e centro via limitis: atque hine, (quum spheerz similes sint), soliditates
sunt uti tertiee, superficies autem uti secunds potentiz radiorum. S
spheere, cuius radius 1 est, superficies j, soliditas y dicatur: erit spheerz,
cuius radius n est, superficies n*3, soliditas sy,

Prismata vero queevis, etsi modo dicto per divisionem e puncto
interno in pyramides triangulares tractari queant: quum tamen factis ex
altitudine in basim =qualia sint: si similia fuerint, sufficit bases altitudi-
nesque quoad soliditatem considerare; nempe si alterutrius altitudo a
sit, et basis &, alterius autem altitudo sit na: erit huius basis »%, et
soliditas #*hna = n'ab, prioris autem est ad.

*3123.

Revolutio semicirenlt civca diametrum parit sphaeram: cuius soli-
ditas et superficies queerendz veniunt. (Fig. 229.)

Sit quadratum 2ABED, et diagonalis DB, ac quadrans AL centro B
radio B2, atque parallela queevis d¢ ad UB: erit manifesto v (ubicunque
scriptum est) = - R adeoque trianguli f¢23 crura fc et ¢23 @qualia erunt.
Dividatur porro “8¢ per n, et sit ex 2 incipiendo versus € recta fc

3z
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pars eiusmodi; fiatque per f parallela ef ad U, atque erigatur ex { per-
pendicularis t ad Oc, et demittatur e puncto r, in quo ¢f quadrantem
secat, perpendicularis rq ad ef, atque fiant perpendiculares hi et P, Re-
volvatur schema totum circa B&; describet quadrans A€ hemispheerium,
quadratum AUBLED cylindrum, et ADBEL ad € rectangulum describet
conum, eritque tam coni quam cylindri basis circulus, cuius radius equalis
radio » hemispheerii est, altitudo vero radius; per rectangula edcf, tfcf, racf et
hicf, [fcf autem describentur cylindri, quorum altitudo cf = %, bases vero
sunt circuli radiorum », fc, g¢, ic, fc. ArcCHIMEDES movendo planum e
circulo per 2B descripto huic parallele, donec in DE perveniat, sectiones
simultaneas in cylindro, hemispheerio, conoque comparat, et reperiendo,
quod (guasvis sectiones simultancas intelligendo) sectio € in cylindro facta
sit zequalis summee sectionis ¢ in cono factee et sectionis s in hemisphzrio
factee: concludit (omnes sectiones simultaneas accipiendo) cylindrum esse
summz coni et hemisphzerii zequalem. Et hoc rite intelligendo, ut (Tom. L
pagg. 209 %) dictum est, germen calculi sublimioris continet.

Explicatio sequens est.

Soliditas cylindri dicatur 4, soliditas sphaerze sit /5, et soliditas coni
sit K; dicaturque cylinder qui per edcf describitur a, per tjcf descriptus
sit &', per racf scriptus sit s", et per hicf scriptus sit ¢, ac per Ifcf scrip-
tus dicatur ¢; atque per rfcf scriptum (per rf arcum intelligendo) sit 5,
et per hicf scriptum sit £.

In triangulo rectangulo fcB est

[B'=fje+ B =fc+cl,

quia fc=cB. Atque hinc circulus radio 25 scriptus est summe circu-
lorum radiis fc, B¢ scriptorum qualis, id est (quia {8 =D} erit C=s+¢;
et hinc a=s'+¢.

Dicatur & summa omnium s', et summa omnium s” sit 5"; atque
summa omnium ¢ sit K", et summa omnium ¢" sit X™; summa pro quo-
vis # omnium @ est 4, omnium 5 est 5, omnium # est A'; atque quum
tam cylindri 2, quam cylindri &' et ¢ numero eodem prodeant, et pro
quibusvis simultaneis sit @ =s'+ ¢/, manifesto erit 4= 5+ K.
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Sed
_ B+K">B+K>8+K";
quia
§>0>5" et I=k>c
adeoque, quum hoc de omnibus simultaneis valeat, est
B>B>PB" et K'>K>K'.
Atque si n-—oo, fit

B+ K'—(B'+ K')—o,
quia -'En"’--» I, et —E;m I; adeoque et
B+ K —(8+K')~—0,

B+ K'~B+ K,

id est

Sed et 5= B, et K'~K; nam ex g.-.r et Ew-t, et 5> b>s", atque
o r) " ¥ c
¢'=k=¢, fit etiam T b et o=l (Tom I. pagg. 93 et 209 &), Con-

sequenter
B4+ K--B+ K=A.

Est autem K= i; nempe conus et cylinder eidem circulo maximo
insistunt, et altitudo utriusque radius est: consequenter

E=A—K=;m

: : d’ A . o
atque tota sphara diametri d fit = _6£; nempe area circuli maximi
F

est —45, et hemispheerium est

2dnd __dn
3 4 2 3.4’
et huius duplum est
.-f"-:rg_ _ Ar'u
& =3

Hinc item ARCHIMEDES reperit superficiem S sphacrae quadruplo
areae circuli maximi aequalem.
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Accipiantur nempe tria puncta in S, et iungantur rectis, ut fiat trian-
gulum, et quodvis latus fiat trianguli novi basis cum apice novo in §,
atque hoc semper porro continuetur, ita ut per triangula omnia demum
superficies simplex e planis composita apicibus angulorum solidorum in
S cadentibus exsurgat. Dicatur summa horum triangulorum &', fiantque
hee pyramidum apice communi in centro gaudentium bases, sitque pyra-
midum istarum summa p. Si cuiusvis harum pyramidum latera triangu-
laria producantur, poterunt haec per planum priori basi parallelum et
ipsum S tangens tale secari, ut pyramis baseos novz priore maior sit,
et si pro quavis priorum pyramidum eiusmodi pyramis fiat, dicatur om-
nium novarum pyramidum summa /. Facile patet, quod P—p-—o, si
cuiusvis trianguli apices dato quovis propius accipiantur; est vero (spheera
B dicta),

P>RB>p,
adeoque B —p-—o0; consequenter p-— 5. Sed radio » dicto, poni

potest
F—i

p=s 3 !

nam gquamvis S’ summa diversorum triangulorum esse possit, altitudoe
semper est radio minor; atque ex. gr.

alr — A+ p(r —x)=(a+pB) (r —w)

poni potest, quia inde valor ipsius @ prodit.

Patet autem, quod @-—o0, adeoque si tum S$'-— S”, ipsum p-—S" %
q q P

: - 1 (2r)'n F 37
atque hinc, quum soliditas spheere antea fuerit =-——, erit
4rn _ gu ¥,
. 3 '
et hinc
S"=4r'n;

id est (per superficiem spheerz limitem laterum planorum corporis inscripti
intelligendo) erit superficies spheerae quadruplo arez circuli maximi &qua-
lis. Aliquid tamen hanc eandem materiam concernens paulo inferius addetur.
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Scholion 1. Rete sphaerae quidem e planis neutiquam construi po-
test, ut statum patebit; sed exhiberi quam proxime potest: nempe con-
cipiatur (Fig. 230.) quadrans arq in partes numero m dividi; sit centrum
¢, et revolvatur arq circa qc; describet a circulum maximum, basim
coni recti apicem in polo q habente; r vero describet circulum priori
parallelum, basim coni recti apicem in eodem q habente; atque via
chordee ar conus truncatus erit. Si iam tam huius coni truncati rete,
quam uti se invicem chords m-tarum partium quadrantis usque ad po-
lum excipiunt, retia conorum truncatorum per vias chordarum dictarum
descriptorum construantur, atque ita uti se invicem excipiunt compin-
gantur, manifesto quo maius  accipitur, eo minore errore sphera ex-
hibebitur.

Coni truncati per chordam ar descripti rete prodit modo sequente :
secet continuatio recta ar continuationem rectz c¢q in p; fiatque centro
p radio pa arcus ab=2rn, et eodem centro p radio pr fiat arcus rd=2¢"n:
erit rabd rete coni truncati; nempe notandum est, quod basis coni, cuius
apex q et latus qa erat, et basis coni, cuius apex p et latus pa est, con-
gruant, quum utrumgque circulus sit, peripheria longitudinis eiusdem
gaudens,

Innotescit autem tam ap quam #', sive per constructionem, sive per
onloniie; g rr’=sin, qr = cos. ar
sit, et anguli, quos latera polygoni ex a incipientis cum perpendiculari-
bus ad qc missis faciunt, facile computentur. Idem vero de quovis latere
ad sequens continuari posse patet: ex. gr. conus truncatus lateris tt ge-
neratur per arcum = 2.t centro p' radio p't scriptum, et arcum
— 27.tv centro P radio p't scriptum. Constructi autem hi coni truncati,
uti se invicem excipiunt, conglutinari et omnia intra bases quadamtenus
expleri quoad praxim possunt.

Aut circulus maximus dividitur in quo plures partes sequales, et seg-
menta a quavis parte ad polos exstruuntur eequalia; si plana per axem
et puncta divisionis ponantur: manifesto conorum truncatorum bases

omnes in totidem partes divise, segmenta appropinguantia preebebunt,
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Plures huius modos ad praxim magis pertinentes vulgaresque referre non
huius loci est.

Quod reipsa autem e plano segmentum tale construi nequeat, sic
patet: sit recta a'q’ in quadrantem aq flexa, ita ut q' in polum q et o
in a cadat; planum q¢ quoque simul incurvabitur; atque etiam de per
se circa coni latus qa incurvari posset, ut in circulum maximum C, cuius
polus q est, cadat; pariter seorsim quivis arcus f@ posset in arcum cir-
culi paralleli per ei respondens r euntis incurvari; at si hoc simul fieri
debeat, in motu flexus a, r, q simul quiescere deberent, quamvis non
in recta sint. .

Pariter patet, si prius de incurvetur, ut in C cadat; fiet enim tum
figura plana q'de pars superficiei cylindrica aut conice; atque tum no-
vam incurvationem, ut a'q’ in aq cadat, fieri non posse pariter patet;
quia primus motus circa de fiet, et nulla portio plani ex De incipientis
manente arcu D¢ moveri poterit, quum de non sit recta, adeoque axis
motus esse nequeat.

Generaliter nulla flexio superficiei esse potest, nisi rectz se invicem
continuo excipiant, atque motus circa illas fiat, uti se invicem continuo
excipiunt. .

Scholion 2. Solet in praxi hexapeda in 6 pedes, pes in 12 pollices,
pollex in 12 lineas primas, linea x-ta in 12 lineas y—-1-tas dividi; ita
ut 25° 5 7" denotet 25 hexapedas 5 pedes 7 pollices; at eandem sub-
divisionem tam in areis quam in soliditatibus retinere (ob numeros mi-
nores) visum est: nempe ubi de areis sermo est, pes guadratus signifi-
cat sextam partem quadrati, cuius latus hexapeda est, et huius pars duo-
decima dicitur pollex guadratus %9, ita ut pes quadratus sit rectangulum,
cuius altitudo unus pes est, pollex rectangulum altitudinis unius polli-
cis & sit, semper hexapedam pro basi accipiendo; ita cubi, cuius latus
hexapeda est, sexta pars pes cwbicus, et huius duodecima pars pollex
cubicus % audit; adeoque pes cubicus est parallelepipedum, cuius alti-
tudo pes, et pollex cubicus parallelepipedum, cuius altitudo pollex &
est, pro basi semper quadratum, cuius latus hexapeda est, intelligendo.

Varie hinc tam areas quam soliditates computandi methodi sunt,
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quibus computata sensu dicto exhibeantur, Simplicissima videtur se-
quens.

Sit unitas duobus hexapedis mqualis, pertica dicta; erunt in pertica
pedes 12, in pede pollices 12 et ita porro; atque quuin computatio areae
per factum e duobus factoribus, soliditas vero e tribus prodeat, res ad
multiplicationem redit: quee si pro 10 et 11 signa darentur, rumeratione
duodecadica facile peragi, et factum ad linguam communem dictam trans-
ferri posset, modo sequente, Scribantur factores ita, ut numerus hexa-
pedarum numero perticarum exprimatur; ex. gr. pro 101° §' 10" scribatur
50, 11" 10”; nempe absque eo, ut pro 10 et I1 signa pecularia poneren-
tur, possunt pedes, pollices & imo et pertice, intervallis distincta, de-
cadice designari, ut in exemplo allato 5o unitates, 11 duodecime, et
unius duodecimz 10 duodecimz denotentur; imo factum quodvis par-
tiale ¢ termino in terminum decadice quaeri scribique potest.

Ita scriptis binis areze factoribus, multiplicatio in numeratione duo-
decadice peragenda est, ita ut in decadica, dummodo heic 12 ipsius 10
vicem subeat ; notando, quod in productorum partialium postea adden-
dorum linea suprema prius tot loca. notarum duodecimalinm signanda
sint, quot nota: duodecimales in factore utroque simul sunt, atque his
anteponendum comma sit, ante quod ad levam numerus unitatum sequi-
tur ; atque numeri duodecadum additio ad lzevam nonnisi usque ad locum
commate insignitum fiat continueturve. Demum vero factum post comma
per 2, ante comma autem per 4 multiplicetur, ea cum restrictione, ut a
dextra incipiendo usque ad terminum, qui post comma est, translatio
duodecadum fiat, in termino post comma ad dextram autem numerus
senariorum addatur termino, qui ¢ multiplicatione per 4 termini ante
comma prodit. Si vero soliditas quaeratur: factum, quod e duobus facto-
ribus prodit, ante multiplicationem per 4 ante comma et post comma
per 2, per tertium factorem eodem modo ut dictum est, (iuxta systema
duodecadicum: multiplicetur ; et factum plane ut antea tractetur, eo tan-
tum discrimine, quod termini post comma per 4, et terminus ante comma
per 8 multiplicentur.

Nempe una pertica quadrata continet 4 hexapedes quadratas, et una

Bowuval, Tentamen. 1L 3
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pertica cubica 8 hexapedas cubicas continet: atque hinc pars duodecima
perticee quadratz est wqualis terti parti hexaped® quadrate, adeoque
2 pedibus sensu dicto; ita duodecime duodecima 2 pollices facit, quod
porro continuari patet; quivis igitur terminus facti e duobus factoribus
prodeuntis post comma per 2 ante comma per 4 multiplicandus est;
at quum 6 pedes sensu dicto hexapedam quadratam faciant, numerus
senariorum termino ante comma per 4 multiplicato additur. Duodecima
scilicet perticee quadratee

-] a ¥
— 4 — l == -6 22'.
) IR 3 3
et huius duodecima , .,
_ 2 2.2 e
= e = 2" B,
Et perticee cubice duodecima
. EE 4& ID

— I.i..‘ — 6 =4.: &

Exemplis tamen sequentibus etiam illustrare haud supervacuum erit ;
notando, quod non solum ut dictum est, termini singuli, etsi novenarium
excedant, decadice scribantur, et termini quivis decadice multiplicentur,
sed etiam divisio per 12 decadice peragatur; quod omnino facile fit, quum
duplum, triplum, ... usque ad nontuplum ipsius 12 memoria facile retineatur.
Sint arez alicuius dimensiones per se invicem multiplicandee 6" 2'7"

et 8° 1' 8", et sint soliditatis dimensiones 6° 2, 8" §' et 4° 2'; fiet

3 27 3 2

41 8 4 5

o 2 1 8§ 8 1, 3 1o
0 3 2 7 12, 8

12, 10 4§ 13,11 10
13, 3 8 3 8 2, 2

4 2 2, 311 8

53 U 474" 27,11 _8

30 3 7 8

8 4

242" 2 6" 8"
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Sit etiam exemplum pro divisione per 12, nonnisi usque ad locum
commatis extendenda. Sit und dimensio 303" 5, altera 3° 4

151, It

1 [ #]

126, 7 2
151, 11

278, & 2

4 2

114" o 4
Scholion 3. Si duo prismata /” et p fuerint, et prioris altitudo .4 ba-
sis B, posterioris altitudo « basis 4 fuerit: erit
P=AB et p=ab;

adeoque
P:p=AB: ab,
atque si P=p, erit
A:a=8:8,
et si A =a, erit
FP:p=8:5,
et si B=24, erit
P:p=4d:a.

Eritque, si 4 =a et bases similes atque L et / lineze homologe sint,
P:p=L"F,

Idem ad pyramidem applicari evidens est.
Scholion 4. Transmutari quogue corpus gquodpiam in alind potest;
si ex. gr. sphera diametri 4 in pyramidem altitudinis @ baseos x mu-

tanda sit: erit

d'n _ xa
6 — 3
atque hinc
i
=

Atque basis x computata, item sive in circulum sive in aliam figu-
ram converti potest. Nec his amplius immorari necesse est; quum per-
spectis iis, quse dicta sunt, Tyrones ipsi omissa reperire queant.

»
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"3124.

De hoc in Tomo primo dicta sufficiant.

"313.

Si planum cum superficierum relatarum aliqua punctum commune
habeat : oriuntur secfrones cont, cylindri, sphaerae &,

§. 1.

Si planum quamvis infinitum apicem solum cum superficie coni com-
mune habeat, sectio punctum est; si adbuc unum commune habeat,
sectionem aut dua rects se invicem in apice coni secantes efficient,
aut sectio latus coni erit. 51 planum secans basi parallelum fuerit, erit
sectio figura basi similis, orieturque conus truncatus rectus circularis,
si conus rectus et basis circulus fuerit: quse omnia facile patent.

Si (Fig. 231, cylinder rectus basi £ parallele secetur, sectio =28
erit; atque si per planum ad angulum w secetur, erit #=G (tam quoad
superficiem quam quoad soliditatem;; adeoque etiam £ F innotescit,
quum £ sit = £ ';-E, adeoque

® - J _!i — ol £ s =,
E+F=FBa+ 5 == B ;

3124  Sectionum coni cum plane statim sequentium revolutiones pariunt para-
Bodoidem, ellipsoidem et Ayperboloidem.
*313.  Motus plani circa axem, punctum aliquod forma cuiuspiam earum, qua
prodierunt, complectentem.
‘3131, Si comi verticales fuerint, oriuntur secfiomes comicae.
'3132. Forma secta etiam Cylinder aut
3133, Pyramis vel
*3134. Prisma esse potest.
3135, Si forma hac sphaera fuerit, et
‘31351,  Plana per centrum eant: oritur in superficie sphare friamgulum sphaeri-
cum ; qua e datis sufficientibus computare docet Trigomomeirica sphaerica.
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ubi si de soliditate sermo fuerit, area ipsius A, si superficies queeratur,
peripheria accipienda est.

§. 2.

Coni truncati, nempe partis coni recti inter basim et planum basi
parallelum, superficies exclusis basibus est lateri per peripheriam illam
multiplicatae ewqualis, quae cum perpendiculari ¢ medio lateris ad
axem missa tanquam radio describitur. Sit nempe (Fig. 232.) rete coni
truncati abed, et coni totius sit pde, atque latus coni truncati sit ad, et
eius medium ¢ ; erit radiis » et »" descriptis circulis, area annuli (pag. 108i

=r—ria=\r+rir—r)n=

=(r — r']( f‘:rilﬂn=[r—r’i.(r'+ L :rﬁjzn.

I . u 1 —

Est vero » —#' latus coni truncati, r+-’—;—
multiplicatum dat peripheriam radii pc.

Hinc idem de sectore patet; si nempe is n-ta pars totius fuerit, erit

et pars annuli in sectore pars n-ta annuli totius. Unde res in aperto est.

vero est pc, quod per 2

§ 3.

Soliditas coni per planum basi parallelum frumcati e basibus et alti-
tudine prodit sic. Sit (Fig. 233.) data basis inferior B, superior b; atque a
altitudo coni truncati. Sit coni superius absecti altitudo x. Erit

Bib=1ua+xl:x

i st
Hinc autem € Bt = bla+3),

et hinc .
2abx " g —
=P~ Bt °
adeoque o i

eV e

ab+a V¥ +bB— —b) _ a(b+VBb
=7 B-—=b B—=b
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Itaque

Ba—ba+ab+ayYBb _ a(B+yBb
i == B=b

Est vero conus truncatus sequalis residuo coni totius, subtracto supe-
riore, adeoque fit

Bla+x _ bx _alB+VBY)B—ab+VBbb_

— T3 3 - 3(B=3
_ a(B'—b'+VBb(B—b) _ a(B+b+yYBb
— 3.!'.5'—15 3

Et posterius ad conum obliquum etiam, imo et pyramidem quamvis
etiam obliquam, dummodo sectio per planum basi parallelum fiat, appli-
cari, atque de guavis pyramide valere evidens est.

Scholion 1. Si vero / latus lineare pyramidis modo dicto truncata
(Fig. 234.), atque 3 et ' sectiones basium cum plano per apicem factz
data fuerint: reperietur /. latus pyramidis completze ex

gig'=Il4+x:x;
est enim
gx =g+ 1,
et hinc
ET
==
adeoque

quod et de cono valet.

Scholion 2. Notandum etiam est, quod

1. pyramidis truncatz, si basis figura regularis, et recta per centra
basium ad eas perpendicularis fuerit, superficies (preeter bases) sit summa
trapeziorum =qualium; adeoque unus factor altitudo trapezii, alter autem
sit perimeter sectionis plani ad basim per lateris linearis meditullium
paralleli.

2. In prismate vero qualecunque fuerit, perimeter sectionis plani ad
latus lineare perpendicularis multiplicatur per latus lineare, ut super-
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ficies \practer bases prodeat: nam si prisma iuxta rectam 2la exstructum
sit, in quovis parallelogrammo latus lineare = 2la pro basi accipi po-
test, et altitude erit sectio parallelogrammi cum plano ad 2la perpendi-
culari. Idem de cylindro obliquo etiam valere patet.

Scholion 3. Si omnia dolia similia conficerentur, tum nonnisi certa
dimensio dolii certa: guantitatis nota esse deberet. ut cuiusvis alius dolii
fiimcnsinne homologa cum priore comparata, vasis posterioris quantitas
Innotescat : si ex. gr. prioris dolii quantitas ¢, dimensio certa d, et pos-
terioris quantitas O, dimensio /) esset, fieret

d:D=g:Q.

Manifesto autem et alia dimensio tentanda est, ut eo certius fiat idem
pluribus modis comprobatum.,

Quum vero hoc non sit: potest dolium ordinatis e linea per supre-
mum eius punctum horizontali demissis, in conos truncatos quantumvis
proxime dividi; et sive constructione sive calculo, tam plenum quam
usque ad planum certum horizontale repletum, computari; ratione etiam
crassitudinis ligni habita, qus si non eadem ubique sit, errorem aliquem
inducit. 1Fig. 235.1

Coni truncati, cuius bases segmenta sunt, in casu si dolia plena non
fuerint, soliditates per pag. 261) innotescunt ; nempe bases per plana ver-
ticalia liquidum secantia efformantur; et fiunt pyramides truncate, e ba-
sibus earumque distantia eodem modo computandz.

Scholion 4. Sit (Fig. 236, ab latus polygoni regularis » laterum
ex § incipientis, radius » quadrantis qac, et dD sit perpendicularis e
chorde ab meditullio ad radium q&, et a2l, b3 pariter sint ad radium
q€ perpendiculares, et ap perpendicularis ad b2. Fient triangula €Dd
et abp (pag. 69) similia /propter latera reciproce perpendicularia), adeo-

e
que u ¥ ltaque @:bnjﬂb:up‘

’
G @d.ap=0D.ab et 21Ed.AB=21dD.ab.

Sed revoluto schemate circa 2I€, posterius est superficies coni truncati
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(exclusis basibus), cuius latus ab et altitudo ap=2UB est; prius autem
nempe 2n@d.2AB est superficies cylindri (exclusis basibus), cuius altitudo
AB, radius peripheriee baseos autem @D est. Atque pro quovis alio po-
lygoni latere pariter superficies coni truncati, per chordam descripti, erit
superficiei cylindri eius squalis, cuius altitudo est pars radii q inter
perpendiculares ad eum ab extremitatibus lateris missas, basis vero est
#qualis circulo, cuius radius =qualis perpendiculari e centro ad chor-
dam missa, nempe &b 1 ab, quia O meditullivm chorde est. Dicatur hac
nomine generali ’; est nempe perpendicularis ¢ centro ad quodvis latus
polygoni regularis eiusdem sequalis.

Summa superficierum conorum truncatorum dicatur s'. Si # semper
duplicetur, atque uti chordz se invicem a b usque ad a excipiunt, coni trun-
cati per revolutionem schematis generati accipiantur: erit s'=2:". 23,
quod manifesto -— 2nr . AB, quia »'~—r. Consequenter superficies zonae
aequatur peripheriae civculi maximi per altitudinem zonae multipli-
catae.

Et si hoc ad totum quadrantem extendatur, fiet superficies hemi-
spheerii peripherize circuli maximi per radium multiplicatee squalis: sci-
licet erit = 2nr.#, et totius spheerse superficies = 47*x (ut antea).

Scholion 5. Per latus ultimum ad q quidem non conus truncatus,
sed conus apice ad q gaudens describitur; at coni recti quoque super-
ficies {exclusa basi) mquatur lateri per peripheriam illam multiplicato,
quee per perpendicularem e meditullio lateris ad axem missam descri-
bitur; sit enim latus coni adeoque radius sectoris rete superficiei pre-
bentis 7, et arcus ad imum radii sit a; erit e medio ipsius » arcus

[

=, et area sectoris

r &
= e— ] = — ¥,
2 2 LS

Unde patet et segmentum spheerse e q incipiendo esse peripherize cir-
culi maximi per altitudinem multiplicatee squale.

Scholion 6. Et superficies coni truncati limes trapeziorum est, que,
a certo latere coni incipiendo basibus inscribendo polygona regularia
totidem laterum, oriuntur, et quodvis trapeziorum horum in duo trian-
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E‘-fh apices in superficie habentia dispesci potest; atque limitem summsz
triangulorum per superficiem curvam intelligi dictum est, sicubi cum
plano ut guantitas respectiva comparatur (Tom. I. pag. 299).

Scholion 7. Appendicis Auctor | Geometra acutissimus), in opusculo
singulari attentione digno (nec ratione voluminis zstimando), non solum
independentem ab axiomate XI Euclideo Geometriam sagacitate summa
docuit primus, sed ab eodem independenter Trigonometriam spheericam
stabilivit, imo etiam superficies spheericas esse ut secunde diametrorum
potentiz ; atque superficiei sphaere quantitatem deduxit.

§ 4.

Sectiones coni autem (ut pag. 152 dictum est| Jineas secundi ordinis
esse, et quidem si planum secans J/° lateri coni parallelum fuerit, para-
bolam, si PP e situ parallelo versus latus dictum moveatur, ellipsim, si
retrorsum moveatur, Ayperbolam in cono werticali utrogue, et quidem
e duabus curvis qualibus (in duobus conis verticalibus) constantemn, esse
sic patet. Sit (Fig. 237.) planum tabulee ¥ planum per axem conorum ver-
ticalium, quorum anguli verticales = sint; sitque planum /° prius paral-
lelum coni lateri I3, et perpendiculare ad planum tabule, sitque AP
cum hoc sectio ipsius P; fiatque planum p perpendiculare ad axem
per P, sitque sectio B ipsius p cum plano tabulee; erit sectio ipsius
# cum superficie coni supra planum tabule semicirculus, in quo per-
pendicularis ex P ad BE dicatur y, cui correspondens AP dicatur x;
nempe in recta 2 poterit P ubivis sumi, et dicenda ubique valebunt;
erit manifesto y perpendicularis ad planum tabule adeoque ad x. Sit
circuli radius »; AIBE =quicrurum est, adeoque anguli » ad basim sunt

®quales, et
aR—» _ R-1L
2 2

= n,

et hinc !
sin. o = cos. - #.

Porro in triangulo APE est

Bouyal, Tenlanen, L
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. . I .
EIE?’—'E=SIH.F:EIH.H=CQS.? SN, H.

Et hinc

Xsin. #
W = et

I
COs, —mn
2

Et si ex 20 ipsi 3@ parallela b fiat, erit

s . I .
E:$=Sln.ﬂ:ﬂﬂ.}!=ﬂ05.—ﬂ' ISl 7

adeoque
csin, n

—_— e s

I
COS. —
2
Est autem in semicirculo

yi=(2r—2z)z;

consequenter substitutis valoribus ipsorum 2r —z et z, erit

I

xsin.#  csinm __ cxsinin

—_— s :

I I %
CO8. — # COS8. — R CO8. —#
2 2 2

Et hzc =quatio parabole pro parametro
¢ sin:

I
cos. — #
2

est; atque parabola cuiusvis parametrl ¢ prodit, si

q cos. ; n

= —7—1T
sin. n

accipiatur ; nempe is valor ipsius ¢ accipi potest, proditque ex
__ csinln
_cos' Loa
"2

posito.
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Sit (Fig. 237¢.) Am>n, et sit A'P nunc abscissa x ex A’ incipiens
fut prius ex 2 erat, Erit tum

t=z-+k—k;

g4 k=LC50n §=,_{5in-[ﬂi—ﬂ}_;

COS8, —mn COS. —n
2 2

est vero

nam in triangulo AP2A' externus

. m=n-+m—n,
et in triangulo A'ap est

¥:k=sin, % :sin.(m — n) = sin, v: sin. (m — n),

(quia angulus deinceps ipsius # est =#). Unde

p— XSiD(m—n) _ xsin(m—an)

sin. ¥

1
CO5. —n
2

Atque hinc substitutis valoribus ipsorum z+ £ et &, erit
= g b pm o CSID 2 X SINL (12— 1)

1
COs. —n
2

Porro in triangulo A'PE est
. . s 1
2r — z:x = sin. m:sin. v =sin. m : Cos. -

adeoque .
x sin. m
g =—

cos. — n
"2

Atque hinc
csin, s — x sin, (m—#) xsin.m
1

I
-— CO8. — N
CO8. 2 i 2

_y‘#g{ﬂr—z}=

xesin, msin.m  x*sin.im —n)sinm

1 1 In I
— 5. - N
COS. 2 " Co 2

que pro axe maiore
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__ ¢sinm
 sm.(m—n)
et parametro
g= €sin, # sin, m

cos, —n
aequatio ellipseos est.
Nempe ex
B __ csinmsin.m _ sin. (m— n)sin.m
a a cos'— n B m’in
a "2
sequitur
¢ sin. n asin, (m —n)
g=—-——— 3ailgue <= q .
sin, (m— n) q sin. n

Si aq|Ith, et ab | bc, atque a’p sit x, et m<<n sit (Fig. 237es,
supra ), et planum p antea ad 7 in BE perpendiculariter insistens nunc
ipsi 7 in bc insistat perpendiculariter: erit tum

z=h-+% atque c:h=sin.v:sin.n,
adeoque _ _
_ csin.m __ csinmo
H o !
sin. ¥ .%n

porro in triangulo a'pq est Apa'q=n—m, quia Acaq=n (propter
a’q || tb); atque est _

x:k=sin.v:sin.(m —m);
adeoque

4 — _Xsin.(n — m) __ xsin(n—m)
sin, v ms._;_#

Porro in triangulo a’pc est

2r —z : x=sin.m : 8iN. 7,

atque hinc . .
AF — = "‘:.u“.'.'_.".‘_ = S0 W ¥
sin. v . I? -

Consequenter (ut antea)
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y=z(2r—zi=h+4(2r—2)
. ( csin n - xsin. (n — m]‘) xsin. m
[

I I I
05, — 1 C0s§, — —
2 2 n COs, 2 by o
¢ 8in. # sin. m sin. (7 — m) si
= SRR s | ﬁ:}lsm,m .
cos: —n A=
2 COSs. 2 n

quee aeguatio hyperbolae est pro parametro

__€sin, #sin. m
- cost La
) 2
et axe primo
__ csinn
_
sin. (n — )
Nempe ex

__ €sin. nsin. m
— =,
cosl —n
2

simul coefficientem ipsius x ipsi 4} ponendo equalem, erit

sin.(m —m)sin.m __ csin.asin.m
. I = a I .
cos: —# acosl —n
atque hinc )
. csin. n
sin. (m'—m) = ——,
a
et . .
o SER(R—m) 0  cSilw
sin, # sin. (n — m)
§ 5

Estque sectio in cono verticali facta priori wqualis.

Denotentur enim (abhinc usque ad pag. 273) sipus angulorum per
nomina angulorum accento insignita; ex. gr. sin, # denotetur per ny et
(m — m) denotet sinum anguli (n — m), ita o' erit =sin.v=cos. -2-- A
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Si iam (Fig. 238.) in cono superiore sectio per dp, in inferiore autem
continuatio eius per DP fuerit, dicanturque A anguli verticales ad D:
it
s c:C=M:m'=(n—m):m,

(nempe M —=n—m); itaque
— m‘ -
~ (n—m)
Est vero (ut in preecedentibus)

_ Cn'M'x<(n— M) M'x
y= e '

quia # > M, (nempe externus interno opposito maior). Substituendo au-
tem valores ipsorum C et M, fit

2+ Cm'.n'.(n— m) " — '’ "(n — m)

y= m{ﬂn_{:ﬁ'#‘?}x L " (n u“m}'x* — cﬂ::x +m (m ﬂﬂm} :’j
uti in § 4.

Scholion 1. Sit \Fig. 239. I.) cuiusvis recte datz DB meditulliom &
sitque ad angulum quemvis # recto minorem recta &P; ducanturque e
quovis rectee £ puncto f recte tD, £8; in triangulis DEE et BLE est
latus }E =1L, latus €D =&V, angulus interceptus u autem est altero
intercepto deinceps posito minor, quia # (per hypothesim) acutus est;
itaque B <ID est. Fiat FE=ID, et DE dicatur 4; atque translato
schemate (in Fig. 239. IL), et tabule plano C dicto, erigatur ex A4 pla-
num & ad C perpendiculare, fiatque in 5 ad axem 4 pro parametro
0= A7 cllipsis; erit recta e meditullio ipsius 4 ad ! ducta perpen-
dicularis ad &, et simul axis coni recti per complexum rectarum ex om-
nibus ellipseos punctis ad apicem f ductis efformati; eritque sectio huius
coni, per planum P (ex D=D8) ad C perpendiculare facta, circulus
diametri [); atque coni ex apice P huic circulo insistentis axis (nempe
recta ex apice ! ad € centrum circulii efficiet cum plano circuli tan-
quam basi angulum #; est enim basis heec in plano /| et C planum
tabule, in quod axis dictus cadit, ad / perpendiculariter positum est,
yuia P ad C iper hypothesim) perpendiculare est.
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Nam moveatur planum ex B sursum ipsi A4 parallele ; quocunque
venerit, ex. gr. in planum & ad € ex de perpendiculare, sectio eius cum
cono erit ellipsis inferiori similis. Ellipseos huius axis (per de repreesen-
tatus) dicatur generaliter a, et parameter eius dicatur g, sitque Bp ab-
scissa x; et quamratur y nempe sectio plani A cum ellipsi, in qua pla-
num & conum secat; est y tam ad 2 quam ad a nempe ad De perpen-
dicularis, quia sectio duorum planorum 7 et 4 ad tertium C perpendi-
cularium est.

Eritque A:a= Q:¢ (pag. 161}, adeoque

_aQ
§= i
Estque
en'— xw'—+ xm'
a=Z4+a—e= - ;
quia et hic (ut pag. 267)
on'— xe S xm'
nimirum
7'= cos. % n et w=(m—n.
Est igitur !

cn—xm+.xm 0 " gz,
— e ¢ = et =gz —
F A_ J'F ’5’ a L]

et hoc (substituendo valores ipsorum z et ¢) fiet

cn'— xe'  en'— xw'+ xm' . _Q Lcn — xw) ﬂ
A " S

v v
Qem'n'x _ Qu'mx’
="dv A
(nempe -g— = -f—}. Substituendo autem valorem supra dictum ipsius 0, fit
i
‘em'n' Avio'm's® _ o' | s et __n
oo ALY o et oDt =D
nam ¥
B': 'ﬂ*

i
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quia in triangulo fDB est
Dic=n"a.

Scholion 2. Sit pariter (Fig. 239.111.) in plano C rectangulum ACED,
et ducatur recta DB ad quemvis angulum acutum «; fiantque (ut antea)
planum B ex DE, et planum & ex D¢, et planum P ex DB, ad C per-
pendicularia ; fiatque in & ad axem @ pro parametro g=——$ ellipsis, et
fiat ad hanc ellipsim tanquam basim cylinder rectus; erit sectio per pla-
num & facta ellipsis basi wqualis, manentque ¢ et a eadem. Eritque
z:x=u":1, adeoque z=uxu', et D:a=1:u, adeoque a= Du'; atque
(per y sectionem planorum P et & in cylindri superficie terminatam
intelligendo) fit

pmpr— 2 B (2. -

a u

= Dx— DU Dx— 5= x(D—2);

itaque cylinder superior circulo diametri /) ad datum angulum = in-
sistet.

Scholion 3. Sit (Fig. 239. IV.) DE diameter baseos circularis coni
obliqui, sitque PE latus brevissimum, adeoque x <<». Ponantur (ut antea)
ad C perpendiculariter planum P ex 8D, et planum & per de ad basim
parallelum ; erit sectio coni per 4 circulus diametri de=4d; et

z4-k:c=n"u,

atque
k:ix=(m—nl:u'=4:d,
adﬁﬂ‘quﬁ ¥ ]
srb—b=
et .
osm
quia
pe:pB=m':v
Atque hinc

yms@—s)= P vy R
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Pro circulo

cn'm’ en' i
H'-!" =) = iy et ”_?! =1,

‘mempe ¢:L)=i":n", adeoque m'A:=1't' esset. Sed hoc fieri nequit :
quia tum esset
miv=u':k,
atque quum in triangulo pBe sit
miv'=pe: pB
et in triangulo Dpd o
#ih=Dp:dp

pe:pB=Dp:dp,

et triangula Bpe et dpD iper duo latera cum angulo intercepto wquali
proportionalia: similia fierent, et A =12 ac w=m. Sed u lexternus) >i;
consequenter x> esset, quamvis n <7 sit,

At (Fig. 239. V. pro ATK® =, circulus fit; nam

quia #'=w'), esset

B T ¥
carnx AMX cH
= — T — P_¥ et I}—_l- L |
e v

sed

r r L ;'FmF
I = i‘f =f_}, e = ],

‘= = —_—y—= -
m=v, N=2R—v—n=/4, o = 5 P

Scholion 4. Pariter prodit cylindri circulo oblique insistentis sectio
iFig. 239. VL.): nempe fit

g X

L2
w'x,
' !

ubi ut aw’ =t (quﬂd = E’—) et ;’J‘_} —1 fiat, #’'=w' esse deberet; sed

i+ v == 2R, hinc v+w<2R, et v, v non gaudent sinu eodem.
In omnibus his autem pro K et £ positivis fiet

_}I" = kx — Kx',
. i s &
quze mquatio ellipseos erit; nempe ex K= . erit a=p, atque

) Ao
y =Rx — &-x.

£L
Boawar, Tentamen. 11
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ubi # parameter et —;-— axis maior est. Unde reliqui casus etiam (tam
pro m =m, quam pro  <#) sectionis coni (et pariter cylindri) obliqui
patent; omissisque aliis huius generis, sequitur in numero

3135
§. 1.

Sphaerae cum plano sectio aut punctum, aut circulus est, qui si per
centrum transierit, smaximus audit, quum ommes alii minores sint; pars
spheere per planum absecta segmenfum, et pars sphare inter duo plana
parallela zoma dicitur.

Nempe quodcunque planum secuerit sphzeram, perpendicularis e centro
ad illud missa aut in superficiem spheerz cadet, aut intra eam; extus
enim cadere nequit, quia queevis alia recta e centro ad planum idem
dicta perpendiculari adeoque et radio maior est; itaque nullum plani
punctum cum sphzra commune esset. Si vero extremitas perpendicularis
dictze in superficiem cadat, nullum alind punctum erit plano spharzque
commune, quia quevis alia recta e centro ad planum excedit radivm.
Atque si perpendicularis intra spheeram terminetur, erit hac ad omnes
rectas ex eo puncto in plano secante perpendicularis, quee singule exi-
bunt per spheeram, efformabuntque omnia triangula rectangula zqualia;
quia cathetus e centro omnibus communis, et hypotenusa radius est;
atque manifesto sectio erit via catheti alterius, moto triangulo rectangulo
circa cathetum priorem. Neque preeter circulom hunc planum cum
spheera quidquam commune habet; superficies sphere enim via semi-
circuli circa diametrum est, et si in motu trianguli rectanguli plane dicto
semicirculus moveatur, perpendicularis e quovis semicirculi puncto ad
axem motus aliud planum describet, eruntque queevis plana parallela,
adeoque nihil commune habentia.
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§. 2.

Est quoque manifesto centrum spherz in perpendiculari e centro
circuli in superficie spheree siti, ad planum huius erecta; atque dwarum
talium perpendicularium sectio centrum est.

§ 3.

Et facile de spheeris quoque patet, (uti de circulis in eodem plano,
si sectionis spheerarum circularis, sectio duorum punctorum in circulis,
vicem subeat), quod si spherarum S et s centra sint € et ¢, radii &
et r, atque distantia centrorum d sit: pro casu si ¢ extra .S cadat,
spheeree nil commune habeant, si > R~-r; si vero d= R+, punc-
tum solum commune utrique sit; et si &< R+~ fuerit, sectio circulus
sit; pro ¢ in superficiem spheerze S aut intus cadente autem sectio nulla
sit, si ¥ > R+d aut » <R —d, sectio punctum sit, si »r= K +-d, et
sectio circulus sit, si »r<< KR —+d, et » non = nec <K —d fuerit. Per-
currendo singulos casus Tyrones ipsi e sola (Fig. 240.) inspectione rem
in plano quoad circulos facile perspicere possunt.

Et tum quoad spharas S et s quogue concludi potest, plano per centra
€ et ¢ adeoque rectam &e, in quam diameter utriusque cadit, posito,
atque in hoc tam centro & radio & quam centro ¢ radio » circulis de-
scriptis. Sint nimirum circuli hi C et ¢; atque revolvatur schema e cir-
culis C et ¢ compositum circa Cc; generabuntur manifesto spheere §
et 5; qua, si C et ¢ nibil commune habuerint, pariter nihil commune
habebunt, si autem C et ¢ tetigerint se invicem, et sphere tangent se
invicem, tangenturque a plano per viam recte ad diametrum e puncto
tactus perpendicularis descriptum; si vero C et ¢ in duobus punctis P
et p secuerint se invicem, orientur duo triangula axquicrura £Pp et cPp,
adeoque si meditullium recte Pp sit m, erit tam lEl.n quam ¢ perpen-
dicularis ad Pp, itaque m in & erit, et in motu dicto per rectam Pm
ad @¢ perpendicularem describetur planum, et per punctum circulus in
plano eodem spherz utrigue communis.

as*
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*3I1351.
§ 1.

Si planum P per centrum eat, fit circulus, guem maximum esse
inde patet, quod si e centro huius circuli C dicti, ad planum 2 perpen-
dicularis L erigatur, et planum tale ponatur, in quod perpendicularis
dicta incidit : secet hoc spheeram in circulo C'; huivs revolutio circa L
eandem sphaeram parit; patetque, quod si radius circuli €' sit , circuli
per quodvis aliud peripherizz " punctum descripti radius versus polum
propiorem semper descrescat; nempe circuli cuiusvis in hoc motu de-
scripti radius est sinus arcus a polo usque ad punctum peripheriam de-
scribens. Quicunque autem circulus ¢ in superficie sphaerz sit, alicui per
puncta ipsius C’ descriptorum sequalis est; nam ¢ in plano est, et si e
centro spheera perpendicularis ad planum hoc demittatur, hec in cen-
trum circuli ¢ cadet; unde antea dictis applicatis patet. '

§. 2.

Quilibet duo circuli maximi secant se invicem in duobus punctis, et
quidem bisecant ipag. 41); atque duo illa sectionis puncta cum centro
in eadem recta sunt.

§ 3.

Quomodo autem fiat angulus duorum circulorum maximorum quan-
titas respectiva, qua in comparatione arithmetica semper intelligi debet,
dictum ipag. 4t) est: nempe angulus planorum, in quee circuli illi ca-
dunt, intelligitur, atque huius quantitas est arcus circuli maximi inter ex-
tremitates quadrantum e sectione circulorum illorum, de quorum angulo
sermo est, acceptorum.
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§. 4.
Demonstratum etiam est :
1. Circuli maximi « et 4 ad tertium ¢ perpendiculares in fine gua-
drantum communi secant se invicem, fine hoc poda ipsius ¢ dicto, Unde
extremitas quadrantis ad ¢ perpendicularis polus ipsius ¢ est.

2. Si pa, pb quadrantes fuerint, anguli arcuum pa et pb guantitas
arcus ab est.

§. 5.

Patet etiam :

1. ¢ quovis superficiei sphara: puncto p ad quemvis circulum maxi-
mum (" dari circulum maximum perpendicularem. Nam tum p in hemi-
spheerio est, cuius wquator (" ést, et polus g sit; adeoque circulus maxi-
mus per g et p secat circulum maximum ( et arcus ex g usque ad ('
quadrans ad (" perpendicularis est.

2. Si p, a, b talia superficiei spheerae puncta fuerint, ut p tam ab a
quam a b quadrante distet, p polus arcus ab erit. Sit enim ¢ centrum,
erunt rectz ca, cb perpendiculares ad c¢p; adeoque cp perpendicularis ad
planum ach, et plana pca, pcb perpendicularia ad planum ach sunt.

§. 6.

Oriuntur quidem et in spbara ut in plano triangula plurium gene-
rum, sed inprimis triangula spheerica tractare necesse est: figura quevis
in superficie sphera tribus eiusmodi arcubus circulorumn maximorum
clausa, ut quivis bini arcus se invicem nonnisi in puncto secent, et diver-
sorum circulorum maximorum arcus sint, sensu lato friangulum sphae-
ricum est; et manifesto ab extremitatibus chordarum radiis ductis, py-
ramis triangularis orietur, cuius basis triangulum e chordis componitur,
et lateris cuiusvis angulus rectilineus ad apicem est duobus rectis minor;
at si latera plana huius pyramidis (inter crura angulorum rectilineorum
dictorum: producantur, sectio illa, quee cum superficie spheerze fiet, dicitur
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strictius friangulum sphaericum ; nempe etsi pro arcu aliquo trium illo-
rum, in quibus pyramis sphaeree superficiem secat, arcus alter ejusdem
circuli maximi earundem extremitatum accipiatur, pariter triangulum
sphaericum manebit sensu lato, sed chorda eadem erit, eademque pyra-
mis generabitur.

§ 7.

Summea angulorum latera pyramidis triangularis constituentium, idest
laterum trianguli spheerici, limites sunt o et 4/; ita summe angulorum,
quos latera pyramidis dictz faciunt, 'adeoque angulorum trianguli sphe-
ricij, limites sunt 2/ et 6/, nempe summa est > 2R et <6R.

Nam guoad latera: sint 4, B, C latera pyramidis triangularis; est
omnino quodvis <<2R; cadant A et 5 supra planum C et apex pyra-
midis in centrum spheerz, seceturque spheera per C in arcu ba, hemi-
spheerium supra C autem secetur per .4, /3 in b, ca; poterit be=2R—u
et ca= 2R —J, et ba= 2R —x poni (Fig. 241... Continuetur arcus cb
ultra b, donec ex ¢ incipiendo semicirculus fiat, patet ipsi cb additum o
infra planum C cadere; pariter si arcui ¢a addatur A, semicirculus fiet,
cum priore simul incipiens supra planum C, et simul desinens infra C;
nam duo circuli maximi se in duobus punctis bisecant, eruntque semi-
circulorum dictorum initium et finis extremitates diametri; atque et infra
C efformabitur nova pyramis et novum triangulum spheericum, cuius
laterum « et i summa est tertio maior; adeoque w-+A—A=C poni
potest, eritque

A+ FB+C=2R

w2 —A+w+i—h=9qR—h

Quoad angulos: laterum pyramidis triangularis quoque, evidens est,
quemvis trium angulorum duobus rectis minorem, adeogue et summam
sex rectis minorem esse.

Sed summam hanc duobus rectis maiorem, et sex rectis ita minorem
esse, ut dato quovis minus ab utroque limite differre queat, sic patet.
Construatur triangulum modo sequente: (In Fig. 242.) descriptis in super-
ficie spheeree ex apicibus trianguli spheerici abc (in quo pyramis trian-
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gularis eam secat), tanquam centris, quadrantis intervallo circulis maxi-
mis, erunt centra dicta poli circulorum descriptorum, et horum quilibet
bini secabunt se invicem in duobus punctis et orietur trilaterum a'bc,
sectione illa a' accepta pro A iex extremitatibus b, ¢ eius facta), qua
respectu plani ipsius 4 in eandem plagam cum a cadit, ita sectione illa
b accepta pro B, qua respectu plani ipsius & in eandem plagam cum
b cadit, atque sectione illa ¢’ ipsius C accepta, qua respectu plani ipsius
C in eandem plagam cum ¢ cadit; fieri nimirum posse hoc patet, quum
trianguli abc latus quodvis < 2R sit, adeoque quadrantes circa extremi-
tates mote se invicem in hemispherio illo quoque secant, ubi apex
oppositus trianguli est.

Erit vero Aabc et a'b’c’ eiusmodi, ut cuiusvis eorum anguli cuiusvis,
latus alterius ei oppositum, complementum ad 2K sit.

Nempe a, b, ¢ poli arcuum 4, &, C', et a, b, ¢’ poli arcuum 4,
B, C sunt; in quovis enim duo puncta ab eodem puncto gquadrante
distant (pag. 277). Itaque ex. gr.

b=u,
et ;
z+u=R=u+v, adeogque  z=1;

et -
g u=2R=FB—+u=H+b

Quod pariter de reliquis patet; idemque applicare ad casus, si quod
ipsorum A, B, C, aut duo eorundem, sive singula guadrantem excedant,
Tyronibus relinquitur.

Atque hinc

Ae B+C+a+b+e=6R=A4+ B+C+a+b+c;
itague tam a'4- &'=4c quam 2+ b+ bR, et quodvis ipsorum a, &, ¢,
a, b, ¢ et A, B, C' est <2R, nam ex. gr.
A'a est =2k,

Efficiunt autem etiam 4, &, (" pyramidem triangularem. Nam a, b’, ¢
non in eodem circulo maximo sunt, quia per b, ¢’ unicus maximus cir-
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culus datur, cuius polus a est, ita per ¢, a’ et b, a’; adeoque trium eius-
dem circuli maximi arcuum tres diversi poli nempe q, b, ¢ essent. Cadit
igitur ¢ iadeoque ¢'b’ et ¢'a’ etiam) extra planum C, adeoque in hemi-
sphacrium supra vel infra illud cadere debet, suntque 4, B, C' et o', &, ¢
singula duobus rectis minora.

Erit itaque et
A4 B4y R
atque hinc et
a+b+e>2K;
nam

d+d+c4+ A4+ B4+ C=61R,

et si ex utrogue ipso 4K minus subtrahatur, utrinque = 2R manebit.

Potest autem A abc tale construi, ut 4+ B+ C quantovis « minus
a 0 aut a 4/ differat. Sit enim «= 2w, et fiant e puncto superficiei
spheericae duo arcus circuli maximi ipsi r; ®quales, atque ducatur arcus
circuli maximi per extrema eorum; erit summa priorum = tertio
latere maior, adeoque summa trium << 2ew.

Ita triangulum equilaterum in spheera describi potest pro basi
< 45 ; nempe si basis :4—, arcus in eodem baseos circulo conve-
niunf; si vero quantovis mingr accipiatur basis, in hemispheerio pariter
intersectio fiet ut in plano.

Atque hinc A -+ B - C potest ad limitem © tendere, adeoque
a4+ H+4c-—6K; ita dum A4 4+ B+ C-— 4K manens tamen << 4K, mani-
festo a'+ #'+ ¢'-— 2R, manens tamen = 2.R.

Notandum vero est dari triangulum sphericum semsw /Jafo, cuius
laterum summa > 4/%. Ex. gr. accipiatur in circulo maximo arcus = 3£,
et ducantur ex eius polo quadrantes ad extremitates eiusdem arcus, erit

summa laterum = 5.
§. 8.

Posset quidem trigonometria spherica e pyramidis triangularis analysi
quoque deduci: at quum spheera planum pracedat, certo tamen respectu
eadem qualitate gandens, et praterea quoyue trigonometria spheerica,
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ut (pag. 265 dictum est, ab Axiomate XI Euclideo independenter vera
sit; tam ob dignitatem sphzre mque tribuendam, quam ob rationem
posterius dictam, pyramidum theoriam e trigonometria spheerica, in quan-
tum a trigonometria dependet, deducere )ibet,

Manifesto autem in superficie spheere quoque plures operationibus
in plano analoge suscipi possunt: ex. gr. triangulum eequicrurum, zqui-
laterum & construi, perpendicularis erigi, demitti & possunt.

§. 9.

Circuli maximi 4, B, C dividunt (Fig. 243.) spheeram in octo trian-
gula, nempe 4, a, &, ¢, a', &, ¢, et abc spheeram inferius claudens, ipsi ¢
@®quale; estque @ =4, $=124', c=¢'; nimirum bisecent se invicem plana
circulorum B et C, 4 et C, 4 et B in diametris 2la, 8b, €¢; centrum
P his commune est, et anguli verticales 2(f23 et afb, 2APE et afe, BEC
et bfc ®quales sunt; et pariter in ceteris ita est; unde (per pag. 224)
patet. Praterea et pro latere trianguli ex. gr. 2B, potest pro latere
quovis ex. gr. 2pB accipi AiB, ut sensu latiore aliud triangulum pro-
deat; quamvis (ut dictum est! pyramidem per chordas eandem przbeat.

" At priusquam in supplemento numerum hunc respiciente Trigono-
metria spheerica tractaretur, dicendum aliquid est de numero

'31352.

Corpora regularia numerus hic respicit. Dicuntur autem haec semsw
stricto ea, quee figuris planis regularibus ita clauduntur, ut nullus angu-
lus convexus sit sive omnes anguli @quales sint); possentque etiam e
superficie spharz deduci; nempe operationibus analogis ut in plano,
figurze regulares, arcus circulorum maximorum pro lateribus accipiendo,
construi tales possunt, ut se invicem excipientes eam exhauriant.

51 planum guoedvis tangat spharam, aut aliter secet, atque plana omnia
simul efficiant superficiem simplicem portionem spatii claudentem : inter
hec orjuntur etiam corpora aut derfécle aut certn respecin regularia,

At

"a1352.

Hama,wis, Tentansen 11
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§ 1.

Sed satis omnium constat, quomodo e retibus quinque corpora regu-
laria componantur: nempe e triangulo zquilatero tria prodeunt, e qua-
drato unum, et unum e pentagono. Nec plura prodire posse sic patet,
E tribus triangulis ad apicem anguli solidi fit tetraedron, e quatuor fit
octaedron, et tcosaedron ex quingue; at si sex triangula equilatera com-
ponantur, fiet summa angulorum ad apicem = 360"=6.60"; adeoque in
planum cadent. Tres anguli recti efficiunt cubum, quatuor autem item in
planum deciderent, quum 4.90°= 360°. Pentagoni angulus est =108,
quorum tres pariunt dodecaedrum ; sed 4.108% transit in plagam alteram,

Si vero polygoni regularis laterum numerus # sit = 5: erit angulus

polygoni (pag. 88)
= MR—4R _ (n—2)2K

adeoque quum ad angulum solidum ad minimum tres anguli requiran-
tur, esset summa eorum 6K {—ﬂ:—m—, quod pro n>5 excedit quatuor

rectos; nam sit # = 5-+m (pro m integro positivo); erit

6R(mn—2) _ 6R(m—=+3)
7 = s4+m '

quod si m =1 fuerit, = 4. erit; si vero m crescat, erit
6im—+1)+18 b+ 18
S+m-+1 §+m '

ad eundem denominatorem reducendo patet.

& 2,

Quod apices corporis regularis omnes in superficiem sphera cadant,
sic patet. Demittantur (Fig. 244.) e duarum figurarum regularium [atere
ineari ab communi gaudentium centris f et I perpendiculares fqg et Bq;
cadent illz manifesto in punctum idem q; erigantur ex F et F' perpen-
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diculares fr et Ft' ad plana figurarum regularium dictarum, ducaturque
recta fl; erit summa angulorum, quos perpendiculares Pr, Fr' cum B
faciunt, duobus rectis minor, adeoque concurrent ; fiat hoc in p. Nempe
e meditullio q lateris communis duarum figurarum regularium sequalium
(tanquam chorde duorum circulorum communi) erecte perpendiculares
in planis earundem ﬁgumrum. per centra earum ducuntur; et angulus
perpendicularium harum angulus planorum est, atque planum, in quod
hz perpendiculares cadunt, est ad utrumgque perpendiculare; perpendi-
culares fr et Pt’ autem, ex iis centris ad plana figurarum centris apper-
tinentium erectz, in planum dictum ad utrumque perpendiculare cadunt.

Continuentur dicta a quavis figura regulari ad sequentem : manifesto
concursus omnium in p erit; si enim anguli rectilinei quotvis aquales
ad angulum solidum convexum compingantur, anguli laterum planorum
omnes sequales, et omnia circumcirca qualiter determinata erunt.

Erit igitur recta, quee a centro figur cuiusvis regularis usque ad idem
p est, ad planum figuree perpendicularis, et pro quavis figura eidem rectz
equalis; adeoque erit radius spharaz illius, quee figuras omnes tangit.

Si vero in quavis figurarum e centro f ad apicem recta ducatur, ex.
gr. ex F ad apicem a: erit A fpa ad I rectangulum, in quo hypotenusa,
pro quavis figurarum =qualis, radius spheerae circumscripte erit.

§. 3.

Si reperiatur » angulus duorum laterum planorum corporis regularis:
dabitur hqu=—;- # (p, q, I iuxta preecedentia intellectis); Iq e figura
data notum est, adeoque e triangulo pqf ad P rectangulo innotescit pF;
et hinc in triangulo afp ad P rectangulo ex af et pf innotescit radius

spheere circumscriptz.
§ 4

Angulus » autem, e data figura regulari et numero angulorum angu-
lum solidum ad apicem constituentium, prodit sic. In fefraedro tres an-
guli sunt ad apicem, ‘n cubo et dodecaedro pariter ; in welaedro quatuor

g
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triangulorum ad apicem concurrentium bases efficiunt quadratum, cuius
latus /= lateri triangulorum ; unde Fig. 245.) diagonalis 4 quadrati dicti
innotescit, et efformabitur angulus solidus ad apicem priorem e tribus
angulis compositus, quorum duo sunt anguli triangulorum aquilaterorum,
tertius est ipsi 4 oppositus in triangulo, cuius duo latera =/ sunt, et
tertium latus & est. Ttaque angulus « per trigonometriam spheericam in
pyramide triangulari e lateribus datis prodit.

In scosaedro angulus ad apicem pariter ad pyramidem triangularem
reduci potest modo sequente: quinque triangulorum ad apicem posito-
rum bases pentagonum efficiunt, cuius latus /= lateri triangulorum est;
adeoque Fig. 246, £ e latere utroque =/, et angulo Intercepto 108°
innotescit. Itaque et hic angulus solidus fiet, cuius duo latera anguli tri-
anguli =quilateri erunt, et tertium erit angulus ipsi # oppositus in tri-
angulo, cuius duo latera ipsi / @qualia et tertium latus £ est.

Prodeunte hinc u, e triangulo fpq ad [ rectangulo prodit etiam alti-
tudo fp, per cuius tertiam partem multiplicanda superficies corporis est,
ut soliditas prodeat.

§. 5.

Queevis pyramis, cuius basis figura regularis » laterum est, si quavis
atera pyramidis linearia eidem & =qualia fuerint, soliditas facile com-
putatur. Nam ex. gr. (Fig. 247.) ex figura ipsa prodit z, distantia centri
baseos ab apice eiusdem quovis; atque in triangulo ad centrum rectan-
gulo, e hypotenusa & et catheto z, prodit pyramidis altitudo y = catheto
alteri.

Ita in fefraedro, ubi basis triangulum mquﬂaterum est, cuius area

_?é*ﬁ(p«ag 119, ubi radmsm—z_r,_] erit
, &1_ i:b-:

itaque

adeoque soliditas
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T b 2 -ﬁ'llr'rﬂ
=—5 - - —_—=
VsV 5=

Octaedrum e duabus eiusmodi pyramidibus constat, quarum bases

sunt quadrata lateris 4, quod etiam latus triangulorum lateralium est.
Est autem hic 2z, quadrati diagonalis dimidium,

A 2
2 ¥z
adeoque
— z L i .&'_ é
y=vi=w =/ L=l

adeoque soliditas octaedri
b 2 ¥yz2
32 3V2 3
Si vero radius r sphzre queratur, cui corpus regulare inscriptum
est: sit x perpendicularis e centro ad latus quodvis corporis demissa;

erit hec recta e centro sphere ad centrum lateris; adeoque si =
fuerit laterum numerus, et § sit area lateris, emt soliditas corporis

=z, 5,

= ilHi.‘. atque ex x et z prodit hypotenusa ». Imo et anguli ad cen-
trum in triangulis sequicruris, qua latera pyramidum constituunt, inno-
tescunt; quum duo latera ipsi » sint sequalia, tertium vero & sit.
Potestque etiam arcus # circuli maximi, cuius chorda & est, reperiri:
nempe
b=zsin. u,
adeoque
sin. %H:E,
et arcus ipsi ‘2 tanquam sinui respondentis duplum erit arcus circuli
maximi, quo tanquam latere in superficie sphare, figure regulares (con-
cernentes) eam claudentes describi possunt. Potest autem b per r ex-
primi; adeoque etiam sinus pro dato radio » queeri.
Quod si ad fefraedrum applicetur: fiet soliditas
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x & x 5. HYa

g Yi=t =2 V2

34 4 V3 V'3 rz '
atque hinc )

g B LE
Iz

Est autem

r=x'4+z" et z__l%-,
adeoque

SV B

atque etiam & ex » dato prodit, nempe

ﬁ=f:lg5-=f'/t§__.

Atque si queeratur » arcus chordee &, erit

o Lumis/E
s1n. = M= 2 r ?*

Idem ad reliqua applicatur. Dodecaedri et icosaedri soliditates sub-
sidio trigonometrize prodeunt: nempe pro latere lineari b est dodecaedri

soliditas .
= % (1547 ¥'5),

et icosaedrum

=—f§t3+ Vs).

Unde x et £ modo dicto reperiuntur, ex. gr. pro icosaedro erat

b

2= —=, et basis cuiusvis pyramidum, qua heic ad centrum numero 20

V3’
fient, est E’—F}— ; itaque ex

x J."ﬁ

5—‘5 (34 ¥'5)=20. g

prodit ¥, et tum 7.

r’s
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u i . : "
Quod cubum attinet, pro latere lineari & eius erit area [ateris p]ani

&', et solidi . i i i
L olhditas &', z vero erit 75 (Fig. 247.); atque hinc
B X.68°
3 1
unde
1]
X o=
2

Itaque quum sit

erit
r'_i e ': — -‘3:-”".
adeoque
F= &:3 et 5—--;%.
Hinc si arcus # chorde 4 queratur, erit
sin, ; i :-i b :,-i}fj.;

itague arcus ipsi IT% tanquam sinui respondentis duplum erit arcus quse-
situs u.

Quod ad reliqua etiam applicari evidens est.

Scholion. Notandum autem est, quod si circulus maximus C per »
dividatur, atque e divisionis punctis ad utrumque polum quadrantes du-
cantur, et e quovis divisionis puncto in quadrantibus inde ductis ubique
wquales arcus v absecentur; atque in quovis hemispherio arcuum ab-
sectorum proximorum fines, item eorundem fines in quovis semicirculo
rectis jungantur : oriantur corpora certa e duabus figuris regularibus
laterum et » rectangulis, qua quadrata esse possunt; et si ab extremi-
tatibus arcuum ad divisionis ipsius C puncta rectz ducantur, trapezia
numero 2n ®qualia et duo polygona 2 laterum ®qualia erunt spheera

inscripta.
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§. 6.

Erant autem (§. 2) dicta corpora regularia sensu stricto; at dantur
etiam alia, quee figuris regularibus quidem, sed diversa speciei claudun-
tur; et dantur praterea talia, qua per figuras rectilineas non regulares,
sed omnes inter se squales clauduntur; imo et hoc per figuras diversa
speciei quoque fieri potest, quarum quaevis eiusdem speciei inter se
@quales sunt, atque certo ordine continuo se invicem excipiunt; imo
possunt etiam figurze nonnisi quoad aream wquales esse; possuntque
heec corpora regularia ordinis trimi, secundi, & dici.

Recensere antem hgc, computareque et retia exhibere, quamvis dis-
quisitionem haud inelegantem prezebeat, longius esset, quam heic locum
habere queat. Aliquid tamen annotare liceat.

Queri potest : superficies spheerse in quot qualesve figuras @quales,
quarum latera arcus circulorum maximorum sint, dividi queat? et qua-
rum sint laterum chordz in plano, quarum non? atque in casu priore
quales figuras planas praebeant?

Ex. gr. Dividitur superficies spherz in » triangula pro quovis nu-
mero pari #, si circulus maximus per '?‘ dividatur, atque ad puncta divi-
sionis a polis quadrantes ducantur ; imo quivis numerus » etiamsi impar
fuerit, circulo maximo per n diviso, semicirculis a polo ad polum per
divisionis puncta ductis, partes @quales numero #» prodibunt; at aliter
superficies sphaere (adeoque spatium per formas pyramidales, apice com-
muni in centro gaudentes) nonnisi per numerum parem dividi potest.
Dividitur autem superficies sphara, ope quinque corporum regularium,
(iluxta Fig. 248.) modis sequentibus :

1. e cuiusvis lateris plani centro ducantur rect ad apices figure;

2. e quovis apice per centrum usque ad perimetrum figure ;

3. in quovis triangulo equicruro, (in 1.) generato, ducatur e centro
perpendicularis ad basim ;

4 e cuiusvis figuree centro mittatur perpendicularis ad quodvis
figure latus;
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5. in cubo preeterea etiam ducatur ad duo tantum latera quadrati
parallela ;

atque producantur, usque ad superficiem spheerz, rectee omnes e centro
spheere per extrema rectilineornm hoc pacto generatorum ; et ponantur
per puncta sectionis arcus circulorum maximorum, lateribus figurarum
rectilinearum respondentes. Manifesto dividetur in quovis casuum dicto-
rum superficies spheerae in figuras quales.

Sed et, paucis exceptis, chorde laterum cuiusvis figuree spheerice
novum corpus regulare sensu latiore praebent. Ex. gr. (Fig. 249} dat trape-
zium, et hoc pacto duodecim trapeziis qualibus clausum corpus e cubo
prodit. Sed (Fig. 250.) nullum dat, quia chorde non sunt in plano. Sit
enim (Fig. 249.) quadratum ABED latus cubi, cuius centrum F sit, sint-
que &, §, G, K meditullia rectarum AD, BE, AB, S, et sit I centrum
illius lateris cubi, quod cum AUBED rectam AU communem habet:
erunt 2, B, € D in superficie spheaerz, cuius centrum F et radius F2[ est;
atque planum PES secabit spheeram in circulo maximo C, ad quem recta
I perpendicularis erit; et polus p ipsius C in hanc cadet; eruntque
A, € L pin plano, uti B, §, L p; nam 2AE || GX || i1". Secent IE, 15,
IK, t® productz superficiem spheerae in ¢ f, F, a; efficient eEfp et f5ip
cum arcubus claudentibus ¢2lp et f8p quadrantes ad C perpendiculares,
quorum partes ¢ et f8 mquales sunt. Estque recta ¢f in plano ER§,
et parallela ad €F, atque hac maior, sed €§= et || AB; itaque et
of || AB, adeoque ¢f2AB in plano est, et quum ¢f > EF =AUV sit, trape-
zium est.

Sed (Fig. 250.) si planum ¢ per A2} ad If" perpendiculare concipia-
tur, nempe cubi latus illud, cuius centrum [ erat: erit hoc parallelum
ipsi C, et sectio eius cum sphara circulus parallelus; sit huius sectio q
cum quadrante pf; erit arcus qf=e2l, et ¢, 2, q, ¥ in plano erunt;
sed recta I transit per planum ¢, adeoque @ ultra g cadit, et arcus
af>e2l est. Erant autem 2, g, ¢, ¥ in plano, itaque .H’ g, ¢ ' non
sunt in plano; quia si essent, etiam g in eodem plano illo esset, qllu.}d
per U, ¢, T determinatur; adeoque et 2, ¢ caderent in le.um per cir-
erminatum ; quod fieri nequit, quia arcus e

culi tria puncta g, q, [' det

A7
Bolyal, Tonmmen, 11
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et gf' partes quadrantum diversorum ad C perpendicularium sunt, quo-
rum plana nonnisi rectam per polos communem habent ; neque 2 neque
¢ autem in rectam fF per polos euntem cadit. Itaque casus posterior
spheeram quidem (spatiumque) dividit, sed corpus regulare novum haud

preebet,
Sed his amplius vacare instituti ratio prohibens, transire iubet ad

Supplementum numert "31351.

Ut in Trigonometria plana, et hic mutuam laterum ab angulis oppo-
sitis dependentiam queerere (preaeter plura iam dicta et veritatis ipsius
desiderium) plurimz mensurationes in ceelis terraque necessariee indu-
xerunt; quum inde triangulum sphzricum ‘quoque e tribus datis illud
determinantibus computare liceat. Determinatur triangulum sphaeri-
cum in eadem sphaera:

1. per duo latera et angulum interceptum,

2. per duos angulos et latus inlerceptum,

3. per fria latera,

4. per tres angulos.

Pagina sequens formulas primarias exhibet, e quibus reliqua fluunt;
ex. gr. ex IV, dato latere B cum angulis adiacentibus g, ¢, reperitur
N\&; nempe

cos. & = cos. 5'sin. a sin. ¢ — €0S. @ €C0S.¢ ;

atque tum ex B, b, a latus A ipsi a oppositum quoque prodit per L

§. 1.

Dependentia laterum ab angulis oppositis mutua vero a depen-
dentia in triangulo rectilineo in eo differt, quod #b¢ latera, hic vero sinus
laterum sint ut sinus angulorum oppositorum.

Sit nempe triangulum sphericum (Fig. 251.) abe, et

bc=4, ca= B, ab=C,
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et anguli oppositi sint

iy a, b, c;

1. sin. .4 : sin, #=sin.a : sin. b;

unde e datis ipsorum 4, B, g,  tribus prodit quartum; et ex hoc pro-
manant formule pro Trigonometria spherica primarize sequentes.

11 cot, g — Sin-Ccot. 4 — cos. b cos. C
sin. &

(e datis 4, C et intercepto angulo & angulus a).

I11. cos. § = _CO5: B—cos.C cos. A

- sin,C'sin, 4
(e datis tribus lateribus angulus &),

c08. b + cos.a cos.c

IV. cos. A= . :
5IM. & SIN. €

e datis tribus angulis latus 5.
Demonstrantur autem haec in sequentibus; relatis etiam formulis tri-

angula rectangula specialiter concernentibus,

§. 2.

Sinus laterum quorumvis esse ut sinus angulorum illis oppositorum,
prius pro triangulo rectangulo demonstratur; unde generaliter liquet.

Sit (Fig. 252.) € centrum spheara, et A, B sint catheti, atque /&
hypotenusa : erit angulus plani 4 cum plano % rectus, sit @ angulus
plani & cum plano B, et 4 angulus plani // cum plano A; hypote-
nuse /& rectus, et ipsis 4, B opponentur a, &, compactoque triangulo,
b et b coincident. Demittatur ex b ad €h perpendicularis bd; erit heec
perpendicularis ad planum 5, quia planum ALK, et € eorum ser..tiu
est (pag. 222), neque alia ex b omnino cum b’ (in trifmgulnu spfha:nc.u
compacto/ coincidente datur. Sit bT.L €a, et in B sit B perpendicularis

F
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ex [ ad &a erecta; erit ADTi angulus ipsorum & et B; eritque €F per-
pendicularis ad planum b'fi, quod dicatur (J; quia & perpendicularis ad
b et Mi est; et hinc etiam CF planis & et B communis, utrumque ad
() perpendiculare reddit, atque sectio planorum 5 et Q est recta B
Hinc autem ex b’ (quod cum b coincidens in plano O ad B perpendi-
culari esti demissa ad /& perpendicularis, necessario in fi cadit : quam-
obrem, quum perpendicularem hanc in d cadere dictum sit, d in i et
simul in &h cadit. Efformatur itaque triangulum bfd, in quo ARD rectus,
adeoque = A\ A5 'id est angulo ipsorum A et B, AMb vero =\ HB=a,
atque latus b'E= sin. A, et latus bd =sin. 4.
In triangulo rectilineo bfd vero est

bl : bd = sin. tot. : sin. g,
id est
sin. & :sin. 4 =1:5in.a

\pro radio 1 computando emnia), atque hinc

. __sin.A
SID.H— m d

Pariter (e Fig. 252*.) patet, esse

sin, A : gin, B=1: sin. §,

atque hinc
sin, A = M .
sin. &
Consequenter
sin. 4 __ sin. B
sin.a __ sinb '
seu

gin. A : sin. & = sin. g : sin. b.

Hinc in guovis triangulo sphaerico, quaecunque duo latera A, B
accipiantur, evunt sinus laterum uti sinus angulorum opposilorum.

Nam e vertice trianguli lateri C opposito, arcus circuli maximi per-
pendicularis 2 ad C demitti potest (pag. 277); cadetque hezc aut intra
fines ipsius C, aut extra C, aut ad finem. In casu primo (Fig. 253.4.) est

gin. .4 : sin. D=1 :sin. &
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et
sm. &'z sin. D=1:sin.a ;
nempe A, 5 hypotenusa: sunt, et ) cathetus; et hinc
sin. /) =sin. A4 sin. = sin, & sin.a ;
atque hinc

sin. A : sin. & =sin. 2 : sin, 4.

In casu secundo (Fig. 2535.) autem est

sin.. A :sin, D=1:sin. &

et
sin. B : sin. D=1 :sin.a’;
sed
a+a'=12R,
itaque

sin. @'=sin.a ;

adeogue idem quod prius erat, pariter sequitur.
In casu tertio erit triangulum rectangulum, de quo (in preecedenti-
busi demonstratum est.

§ 3

In triangulo rectangulo preeter angulum rectum duo sunt data: aut due
latera, aut duo anguli, aut wnum latus ef wnus angulus; duo latera
sunt aut cathets, aut hypolenusa el cathetus; duo anguli sunt nonnisi
illi, qui /Aypotennsae adiacent; wnum lalus ef unus anguius autem
sunt angulus Aypotenusae adiacens et cathefus aut adiacens angulo,
aut ei oppositus. Omnium horum autem resolutio sequitur (e preeceden-
tibus) modo sequente. Fig. 254.

Trianguli rectanguli ABEH hypotenusa /7 et catheti A, 5 Isi necesse
fuerit) continuentur, donec per circulum maximum ex B quadrantis inter-
vallo in superficie spheeree descriptum, secentur in b, a, b. Casus plures
dantur: nempe .« est aut > aut < aut = K; atque in quolibet casuum
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priorum sectio circuli, ex 3 (tanquam polo) quadrantis intervallo descripti,
cum B continuato aut cadet in A, aut inter A et A, aut ultra A,

Consideretur prius casus, ubi tam A4, B quam A < R (Fig. 254a.):
manifesto ad o angulus rectus est, adeoque Bb, ab quadrantes (pag. 277),
atque 23, b poli arcuum ah, af sunt, adeoque ah= A4, Ha= angulo
ad polum b; preterea patet, 4', 5, ¥, H' complementa ipsorum A,
B, b, H esse. In A bAUL (ubi verticales @ sunt aquales), est

I. 1:sin,a=sin, B'; sin. §'=cos. B : cos. b

et in AUBE sinus totus ad sinum anguli, uti cosinus catheti adiacen
tis ad cosimum anguli opposity; atque hinc

cos. b

ina= —
o cos. B '

quo valore substituto in proportione, quz in A ABH est, nempe in

sin. a :sin. & =sin. A : sin. 5,

fit
ci-:%— : sin. b =sin, A : sin. B,
et hinc —_
. ., cos.b.sinB )
gin. fsin, 4 = == =cos.btang. B ;
et i 3 sin.
sim. & 510, .
tang. B = ——_ === =sin. 4 tang. b,
seu
II1. [ :sin..4 =tang. b : tang. 5,

id est: sinus totus ad sinum cathels, uli tangens anguli adiacentis ad
tangentem lateris oppositi; et hinc

t@];lg._ﬁ

T cot. b tang. 55,

sin, A4 = -

et
tang. /5 = sin. 4 tang. b,

I11. In eodem triangulo b2Ih est
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sin, /¥'; sin, H'=1: sin. A",
111 ]
cos. &: cos. A= 1:cos. 4;

unde ¢ guibusvis duobus lateribus tertium prodit, et
cos. A = cos, 4 cos. 5.
IV. In eodem triangulo (per II.) est

I:sin.d'=tang. 4": tang. A",
seu
' 1:cos,b=cot.4: cot. =tang. A : tang. 4 ;
quia
cos.d cos. A _ sin A sin.A
sinnd " sin. A — cos. H " cos. A

|per factum extremorum mediorumque =1,

Id est sinus totus ad cosinum anguli, uti tangens hypotenusae ad
tangentem catheti angulo adiacentis.

V. Item (per IL) in eodem triangulo est

1:sin, A'=tang. a : tang. b,

seu
I:cos, A =tang.a: cot. §,

id est sinus fotus ad cosinum hypotenusae, uli langens anguli adia-
centis ad colangenfem allerius. °

E quibus resolutiones queesite patent. Sequitur etiam ex IL., ubi
tang. B =sin. A4 tang. b erat, quod si cathetus > vel = aut <R, et an-
gulus ei oppositus > = aut << & sit; nam sin.4 positivus est, itaque
tang. B et tang.b (nisi B= R =45 simul positive aut simul negative
esse debent, ut ®qualitas locum babeat; tangens enim anguli obtusi ne-
gativa est, et recti infinita est, sin. 4 vero finitum est.

Ex I1I. autem, ubi cos. & = cos. 4 cos. 5, sequitur, quod si &> R,
alteruter cathetorum tantum =R ; et si A< R, tum uterque = vel
< K est; si vero A=K, tum alterutrum saltem cathetorum item rec-
tum esse oportet. Nam cosinus anguli obtusi negativus est, et cos. R=o;
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itaque si A= R, fiet 0 =rcos. 4 cos. B; adeoque sive cos.. 4 sive cos. B
vel utrumque o est, quod, nisi 4 vel B= R sit, fieri nequit. Tta si cos, /7
negativus fuerit, sive cos. 4 sive cos. B negativus erit; at si cos. & posi-
tivus fuerit, tam cos.4 quam cos. B simul positivus vel simul negativus
esse debet.

Ut tamen dicta generaliter valeant, casus omnes supra dicti percen-
sendi sunt, quos (Fig. 254.) exhibet: demonstratio autem eadem in quo-
vis casu erit, dummodo complementum arcus rite sumatur nempe com-
plementum 100 graduum —10" est), et angulorum se invicem ad 2R
complentium sinus idem accipiatur, atque complementa literis iisdem ac-
cento insigmantur ; reflectaturque polum esse in sectione duarum per-
pendicularium, et anguli ad polum quantitatem esse arcum circuli ma-
ximi ad quadrantis distantiam interceptum. Si .4 = &, tum etiam (pag. 295
a=R=.4, adeoque B =254; atque 1:sin.a=cos. H:cos.b (ex L} fit
1:1=1:1. Casus reliquos singulos percensere Tyronum exercitio relin-
quitur. *

5 4.

Si e vertice quovis trianguli spheerici ad latus oppositum C perpen-
dicularis /) demittatur (pag. 277, tres casus sunt: cadet nempe [ aut
intra fines ipsius C, aut ad finem, aut extra fines. Eritque ‘Fig. 253.

1. ie prcedente ILi

* Applicando (Tom. 1. pagg. 531—332) dicta Tyronibus relicta facile sequant. Nempe (Fig. asq. b
dam M =R et A < R, est b polos arcus A (propter R et R); itaque et
b Be=R ot am=d;

atque iuxta (pag. 2o4) in 1 At . - a——

. B )
in 11 fn 10min, A oo,
2 tang. b = tang. B = oo
in LI1. fit

oioe=1:c08 A,

in quo casu ex H et B cathetus alier A hauvd innotescit; in IV. fit
10— 0o tang. 4

e ¥ 100 == g 0.

{Erraia Ed. |. Tom. 1l. pag. s71).
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I:sin M=tang.b:tang. D et 1:sin N=tang.a: tang. D

atque hinc
sin. M : sin. N=tang.a : tang. 5 ;

IL. je pra:cedente III.)
1:co8. M =cos. ) :cos, A et 1: cos. N=cos. D :cos. B

atque hinc
cos. M : cos. N=cos,. .4 : cos. 5.

Notandum autem: quod si £ extus cadat, @ obtusus sit, adeoque an-
gulus deinceps positus &' acutus erit; adeoque in linea secunda tang.a
negativa sit = —tang.4’; itaque N in hoc casu negative accipiendum
est, ut proportio valeat (Tom. I. pag. 42); valebit enim hoc pacto; nam
tumn sin. V erit negativus, et tang.a quoque negativa, atque D erit < &,
quum angulus oppositus a'<< R sit, adeoque tang. [) positiva erit; itaque
ordo signorum erit v} — r— ¥

§. 5.
Atque hinc (ex § 3. IV.) est

1:cos. b =tang. A4 : tang. M,

adeoque
tang. M = cos. b tang. 4.

Estque (e § 4. L)
sin, M : sin. N'=tang. @ : tang. &,
et hinc (quia N=C—M) fit
sin. M : (sin. C cos. M — cos. C'sin. M) = tang. a : tang, b;

* §i (Fig. 253 n—«.) hypotenusa A — R [uerit, in singulis tribus casibus A=K (nisi &= K, ades-
que triapgulum ABC rectangulum sit) : quia tum (pag. 295) =-Il:_arul.rum cathetorum == R esse oporbet,
si vero D esset K, tum & quoque R esset. Erit igftor B polus :Iphill- I?, el m =R, atque D=5 J.n_duo—
bus casibus prioribus, in tertio wero 7 mquale deinceps posito ipsius b Unde formule applicate

patent.

#

Botvar, Tensamen, [1,
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et dividendo per cos. M, fit

tang. M: (sin. C— cos. C tang, M) =tang.a :tang. & ;
atque hinc

sin. C'tang. a
“tang. & + cus.%ﬁng. g — g X,

quod =cos. b.tang. 4 erat. Atque hinc

sin, C'tang, @ = cos. & tang. A tang. b + cos. Ctang. a cos. b tang. 4 ;

sim. &

et per tang.atang.d dividendo, et ipsi tang. 4 substituendo %, fit

sin. C'cot. A = sin, & cot. @ + cos. bcos. C;

e quo, si latera A et C cum angulo intercepto b data fuerint, reperitur
angulus a.

Ita (in §. 5) ex

tang. M = cos. b tang. A,
et B- B-

o = 08, b .o
Eritque in triangulo reclanguls, cuius catheti N et D, hypotenusa B est, in casa primo
N=0(C— M,
in secunde — [C— &), in tertio C+ M ; adeoque in primo est
gin, N = —gos, C

ipag- 131), in secundo et tertio est cos. O; atque angulus adiacens est o in primo et tertio, in secundo
2R —a. Atque (pag. 204, 11.) in primo est
1:#in. N =tang. a: tang. D

el
1:—cos Ce==tang a: b,
in sscunds -
1:8in N == tang. (2R —a): tang. D
scil
1 cos, Cwe — tang. a : tang. &,
in bertio
1:ein. N ==tang. a:tang. D
| o]
1:co8. C = tang. a ; — tang. &.
ltaque .
tang. &
ANE. O - — Wl

atque hinc et pro A4 = R valet formuls (pagg. 291, 208); nempe ibidem

sin.C.cot. 4 - cos b.con C

L W e sin. & .

FCFEJ-REI cos b cos O

= T a.bt
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. b,
Erat porro (§. 4. IL.) )

cos. M : cos. N=cos. 4 : cos. B,

et (quia N=C— M) fit

cos. M:1cos. Ccos. M -+ sin, Csin, M) = cos. A : cos. /3 ;

hinc
cos. M ( cos.Ccos. M sin.Csin M
cos. M '(_ cos. M T cos, }=ms'A L
seu
1:1cos. O+ sin. Ctang, M) =cos. 4 : cos, K ;
et (§. 5.
cos. B — cos. Ccos. A
= dn Coos A = tang. M = cos. b tang. 4.
Atque hinc
__ cos. 8 —cos.Ccos. A
o - sin. C'cos. A tang. 4
quod item

— $0s. B —cos.Ccos. 4
sin, Csin. A .
. __ sin..A
quia tang. 4 = T
Datis igitur tribus lateribus, reperitur angulus lateri cuivis B

oppositus.

§ 7.

Ex hoc etiam sequitur modus e datis tribus angulis latus cuivis
oppositum reperiendi.

nempe ;
Haga  DEA
P N L
e tang. & *
atque hine
cos. O, eos. b
PEPPRI L o ol il = cot, b . cos C).
cof. @ ﬂn:—b E‘lﬂu ol :

Si et ==K, tunc etiam B= R, &l triangulom rectangulum éil; atque tunc
Py -t et cob. i == — gat, boos, C =0,

(Errata Ed. I. Tom. IL pagg- 371—373).
36



300 ELEMENTA GEOMETRIAE,

Sit enim (Fig. 255.) Aabc, et verticibus pro polis acceptis, descrip-
tisque quadrantis intervallo arcubus, orietur triangulum povum afly, cu-
s angulus quivis latus prioris trianguli illi angulo oppositum ad 2R
complet ipag. 279.

Erit (per prazcedentia)

c0s. # — €OS. & CO8. ¥
] 2o :

CO8. ) = ; g Sl
sin, & sin. y

Sed arcus se invicem ad 2R complentes sinu eodem gaudent, imo et
cosinus nonnisi in eo differunt, quod arcus quadrante minoris positivus
sit, et eum ad 2/ complentis negativus sit: itague

cos. = —co0s. B, cos.f=—co0s.b cos.a=—cosa,
et
COS.y = —C08.¢; Sin.u=sin.a, sin,y=sin.c.
Consequenter
— c05. 6 — (— cos. a) (—cos, ¢
— COS. B —_— . W —— ..__{.-. -_,._l{ — -—-._]_ :
sin. a sin. ¢
adeoque
CO0S. & + COS. & CO5.¢
cos. 5= —— .

51N, 2 5in. ¢

Unde etiam, quum per angulos a, b, ¢ singula latera, nempe 4, B, C,
determinentur, atque per trium laterum squalitatem in duobus triangu-
lis, in eadem sphaera ponatur equalitas triangulorum (pag. 224): mani-
festo in eadem spheera per solam angulorum sequalitatem in duobus tri-
angulis ponitor triangulorum squalitas.

§. 8.

Trianguli spharici ABE (Fig. 243.) autem area / e radio r et angulis
«, (3, y prodit modo sequente, Erat (pag. 281) S superficies spherz
= 2f~+ 2a -+ 20 -+ 2¢; sed

r‘l
f+#=_RnE|

nam segmentum hoc a polo 2 ad alterum a toties minor ipso S est.
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quoties minor A« ipso 4/ est; adeoque fit

R:a=4r'n:t+a.

Pariter est
frb= "0 ruy
= J"E fpc= r '3 v
adeoque _
ttat+t+b+t4ec= ’;; la—+pg—y1;

et

2rti '

g letpp) = 2{tar b b tc) = 20+ 2a-+ 20420+ 4t = S+4¢ ;
et hine

__ar'n Ry

t="p% m+ff+;r|—-4- = :ﬁn (a-tpy)—1'n = LT ["*'.“"F’%jf_i'."‘r’l .

2
Scholion 1. Formule ad casus quosvis calculo logarithmico adaptate
reperiuntur in tabellis, tabulis trigonometricis plerumque adnexis.

Ex. gr. In §. 6. (pag. 299) erat

cos. 5 — cos. Ccos. A )

cos. b= sin. Csin. A~

Sed erat (pag. 135) cos.b=1 —zsinf%ﬁ; et hinc

SEPRTEY cos. B —cos.Ccos.A
[ . — —_— T Ty w

2 sin. C'sin, A '
atque hinc

cos. B8 — cos. C'cos. A = sin. Csin, 4 — 2sin’ lﬂbsiﬂ.ﬂ'simﬁ,

et
o cos. B —cos.Ccos. 4 —sin. Csin.4 _ cos.(C—A|—cos. B
Bl = —2sin, Csin. A == 2sin. C'sin, A
Ponatur
C—Ad=x—y=4d, B=x+y=3;
o B4+C—4 _B—-C+4
X=— =

nempe
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BoE s—d
+ 7 =% =Y
eritque
COS, § = COS. (X -+ ¥) = cos. -‘3-'; 2 cou. 2 Ed — gin, 22 g, £
. 2
et ?
+ﬂ' . —
cos. @ = cos.(x — y) = cos —— =5 - sin -$+Jam 3 _a"'
2
adeoque
s+d 5s—d

cos.d — cos. 5 = 2 sin, "T_s ===

= c08.(C— A — cos. B = 2sin.

A+B+4+C
2

H"‘E__A sin. "!E‘}'_.g"‘_“! ;

quod item, si dicatur S, erit

= 2in. 18 — A)sin. (§—O).

Consequenter
: g I, sin(S— ..ri'lsm!l C'}
b - e sin. .4 sin.
et
log. sin. %& __:EE.5in.{3—d}+lug.sin.{$:ﬂ')—lug.sin..'i —log.sin.C

Que formula ab ea, qua (pag. 143) in trigonometria plana pro angulo
e tribus lateribus relata est, nonnisi in eo differt, quod in membro =qua-
tionis ad dextram sinus deleatur.

Pariter cos. :[z b reperitur ; nempe sinus szpe ambiguum esse potest,
quum acuto obtusoque eum ad 2R complenti sinus idem respondeat;
cosinus autem negative prodiens angulum recto maiorem indicet, uti tan-

gens et cotangens. Est (pag. 135) 2cos! -I & —1=rcos.b; atque hinc

COS. .E——i:ﬂ's-fﬂ+.-'!j
2 sin. (. s1n, A4 == :

atque si 5 ponatur o, et C+.4 ponatur s, fiet

cos, B —cos(C+ .A) = 2sin, i+_;3’+6' sin. _Q_Z'T-f{_ﬁ

et
o 1 b__gin_..‘_i‘sin.{.ﬁ'_—ﬂ] _
= & == sin, A sin. C
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Scholion 2. Applicationes etiam quasdam trigonometrize spheerice
adferre in Tyronum gratiam supervacuum haud erit.

1. Satis omnium constat, dum sol in @mquatore est, ubivis terrarum
gquinoctium esse, exceptis polis ipsis: nam aquator et horizon duo cir-
culi maximi bisecant se ubique, nisi coincidant, quod nonnisi pro polis
fit; itaque ubivis preeter polos, semicirculus est supra et infra horizon-
tem; pro polis autem tunc totus circulus per 24 horas in horizonte per-
curritur ; refractio (per se quoque variabilisi nunc haud consideratur.

Dicitur 1Fig. 256.) sectio F aquatoris ald cum horizonte mfj, a meri-
diano mahf? versus orieatem, cardo orientis; et si sol supra vel infra
@quatorem sit, describatque apparenter circulum C aquatori parallelum :
arcus horizontis a cardine orientis usque ad sectionem p circuli C cum
horizonte (a meridiano versus orientem) dicitur amplitudo ortiva; que
post zquinoctium vernale in hemispharium boreale, post @quinoctium
autumnale autem in australe cadit. Itaque arcus fp cadit eestate supra
sequatorem, hieme infra.

Si a polo nostro P ad alterum ducatur per p |amplitudinis ortivee a
cardine orientis incipiendo finem: semicirculus, hic aquatorem secabit,
fiat hoc in d; secet (' meridianum supra horizontem in b, et aquator
secet meridianum in a; erit ph arcus solis ab ortu ad meridiem usque
decurrendus, atque quatoris arcus da totidem graduum ent. Est vero
motus terra circa axem uniformis, et circuli paralleli cum =quatore re-
volutionem tempore 24 horarum simul absolvunt, et Pa quadrans a I
usque in meridianum 6 horas habet. Si igitur D ultra T sit, arcus ¥ in
tempus converti, et hoc tempus addi 6 horis debet (uti mstate fit); si
vero O inter meridianum et P fuerit (ut hieme), tum I in tempus con-
versum e 6 horis subtrahendum est, ut tempus ab ortu ad meridiem
prodeat ; cuius duplum, diem totum supra horizontem, et differentia huius
a 24 horis noctem exhibet.

In triangulo sphzrico fpd ad D rectangulo, dato angulo & ad E, q:ui
inempe angulus plani aquatoris cum horizonte) ‘Fﬂ_ﬁ“du aagi{d!ﬂrlis ‘“mil‘t!
datoque arcu dp (latere B ipsi & opposito), qui est declination: solis
mqualis, reperitur arcus [ (id est 4) per (pag. 294); est nempe
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__ tang, B

sin. 4 = tang. &

et log.sin. 4 =log.tang. B —log. tang, 3,

pro radio 1 (pag. 140

Dicitur nempe decl/inatio stelle cuiusvis arcus circuli maximi a stella
ad zquatorem perpendicularis; adeoque dum sol in p oritur, eius decli-
natio pd est. Dicitur etiam B differentia ascensionalis solis: nempe recta
ascensio stelle est arcus aquatoris ad orientem, e puncto =quinoctii
vernalis usque ad arcum declinationis; et obligua ascensio stelle dicitur
arcus zquatoris, ab eodem puncto vernali usque ad P cardinem orientis,
tanquam punctum aquatoris illud, quod cum stella simul in horizonte
est, adeoque simul oritur; uti hic punctum ¥ =quatoris et sol in p exi-
stens simul oriuntur. Patet itaque B differentiam ascensionalem esse,
eamque, dum sol in @quatore est, = o fieri; nam tum p et I coincidunt.

Si vero queratur: pro declinatione & solis, quantanam altitudo
aquatoris esse debeat, ut dies ex. gr. 22 horarum fiat? Dimidium huius
erit 11, unde subtracto 6, residuum § in gradus conversum erit =4 ;
atque in triangulo spheerico ad 0 rectangulo ex 5 et A reperietur &
(per pag. 294, ubi tang, B =sin. 4 tang. .

Si questio eadem pro 24 horis fuerit: tum e dimidio ipsius 24 sub-
tracto 6, manet 6; et hoc in arcum conversum mquale quadranti erit,
itaque P polus ipsius & erit; adeoque B =25; nempe declinatio solis
aqualis altitudim =quatoris.

2, Gnomonica etiam, certo sensu ad umicum problema reductum,
‘ope trigonometriz spheerica facile resolvitur.

Concipiatur nempe terra quasi globus transparens vacuus superficie
vitrea, solo axe opaco; et concipiatur sol sive in mquatore, sive ei pa-
rallele circulum describere, radio ad axem terra perpendiculari, haud
considerato eo motu solis annuo, quo apparenti diurno contrarie movetur
quotidie.

Concipiatur porro planum quodvis /° per centrum [ spheerz (Fig. 257.)
.eam in circulo maximo C secans (sed extra polum, de quo inferius dice-
‘tur); et perpendicularis ad /° e centro [ erecta secet superficiem in m,
sintque. poli P et p; erit 2 loci m plunum horizontale, et recta m
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ﬁ:nm verticalis, atque planum Pmt planum meridians illius loci est; ac
si demittatur ex P (polo supra horizontem) perpendicularis PP’ ad P,
APEY altitudo poli loci n dicitur. Secet recta B superficiem spheerze
in P, erit arcus PP” aqualis altitudini poli; et secet meridianus ®qua-
torem in m',

Dividatur w®quator in partes mquales 24 (aut 2.24, 4.24 &) abm'
incipiendo, fiantque per divisionis puncta circuli maximi ad polum : ma-
nifesto centrum et uterque polus, adeoque axis omnibus communis erit;
dicuntur autem omnes hi civeult horarii, et anguli, quos cum quadrante
Pmm’ faciunt ad P, anguli horarii dicuntur,

Si iam sol in @quatore aut circulo ei parallelo, e meridiano Pmm'
uniformiter motus, describat arcum gquempiam e, erit « quoad gradus
quantitas anguli, quem planum meridiani cum plano # per axem et solem
posito facit; eruntque anguli verticales planorum horum @quales. Mani-
festo autem umbra axeos in planum p, et ad planum P infra axem ca-
dit, {si non in hemispherio boreali, fiet in australi); atque nonnisi punc-
tum illud q queritur, in quo peripheria C' per planum # secatur; tum
enim recta fq, e centro I ad g, linea horaria in plano /7 erit; id est si
ex. gr. a:% sit versus occidentem, dum umbra axeos tanguam
stili in fq cadet: erit tempus ante meridiem, ab ea » horis distans.

Innotescit autem fq (Fig. 257*.) per angulum, quo a fP" (nempe recta,
in qua planum meridianum secat planum P\ distat, e triangulo spharico
PPq ad P rectangulo; si enim detur A altitudo poli = arcui Py, et
angulus horarius & = A\ qP": prodit arcus 9", nempe in triangulo sphee-
rico ad P" rectangulo latus /& angulo & oppositum ; scilicet (pag. 294)
tang. & = sin. A tang. .

Atque ita line® pro quavis hora in P determinari poterunt ; et quumn

sensu physico idem sit, sive per centrum sit /5 sive £ ei parallelum

per m ad superficiem terra positum fuerit, si et stilus umbram proii-

ciens axi terrz parallele ponatur; id est error sensibus perceptibilis inde,

nec propter refractionem radiorum, nec parallaxim (id est angulum,

o e centro et superficie terrm ad solem faciunt) exsurgat:

quem rect
e centro m ducatur me-

e e &
monstrabuntur per umbram stili hora, si in i

u
Boywan, Tentsmen [
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ridiana, id est sectio plani meridiani cum 7, et eo scribatur XII; atque
ad angulos repertos ductis lineis horariis, adscribantur numeri horarum,
recedendo a XII per numeros XI, X, ..., dum sol versus orientem est,
et progrediendo per I, II,... sole ad occasum vergente. Et hoc prabet
loco m Aorologium horizontale.

Sed eidem plano /7 parallelum quocunque ad superficiem terra latum,
simul cum omnibus lineis in eo designatis et axe, ita ut omnes linez locis
prioribus parallele maneant, ubique idem monstrabunt, nempe horas pro
loco m. Consequenter, si meridiani loci huius 211 differentia a meridiano
loci m in arcu =quatoris data fuerit, hac in tempus conversa, nonnisi
horarum numeros aliter scribere necesse erit; nempe si m ab 1 distet
360" yersus orientem, ibi XII una hora citius eveniet, ita reliqua; adeo-
que XII pro I et XI pro XII & scribere oportet.

Quodvis planum /~° autem in loco 11 fuerit, illud pro aliquo loco m
horizontale erit; adeoque nonnisi illius loci altitude poli et distantia
meridianorum locorum m et 211 queerenda est: quod (quum res tota
praxim respiciat) facile fit, erigendo e puncto p plani P perpendicula-
rem L, quz punctum zemsth loci m respicit, ponendoque per idem punc-
tum p planum meridiani loci 211, et ex eodem puncto ponendo rectam
4 axi terrz parallelam; angulus enim huius recta cum plano est @qualis
altitudini poli in m, et angulus, quem planum per # ad J°' perpendicu-
lariter positum cum plano meridiani loci M (in quo 3 adest| facit, diffe-
rentia meridianorum locorum m et X1 est; nimirum si ;7 tanquam axis
terrz spectetur, omnibus meridianis communis erit. Mensuratis itaque
his duobus angulis, numeris per dicta mutatis, horologium pro 11 inserviet.

Scholion 3. Quum spheera it dictum est) sola cum plano id commune
habeat, ut circa quodvis sui punctum in se moveri queat: in hac arcus
circuli maximi rectz vicem subire, imo alii circuli quoque describi, et
motus componi possunt. Ita si per arcum arcus circuli maximi, per
distantiam puncli p a puncto b autem arcus pb, per distantiam puncti
p ab arcu C arcus pp’ ad C perpendicularis intelligatur, et p' locus
puncti p ad C reductus dicatur, definitiones dictee fient breviores: nempe
stell distantia ab squatore est dec/inatio, ab ecliptica /afitudo, a ho-
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rizonte altftudo (uti poli altitudo): distantia a puncto vernali (orientem
versusi stelle ad mquatorem reducta recfa ascemsio, illius mquatoris
puncti, quod sub cardine orientis stella oriente est, obligua ascensio, ad
eclipticam reducte longitudo, et distantia a cardine australi stelle ad
horizontem reducte azimuth dicuntur. Dividit nempe meridianus cum
meridionali item verticali, (sive cum &quatore, quum utrumgque ad me-
ridianum perpendiculare sit) horizontem in quatuor quadrantes, fiuntque
quatuor cardines, quorum duo meridiani et duo meridionalis po/i fiunt,
uti zemzth in medio meridiani polws horizontis est.

‘32,

Campum ampliorem peragrare, huius opusculi (si Deus valetudini
et alioguin benignius faveritl supplemento reservaturus, in Appendice
ea pars Matheseos applicatze sequitur, qua e Matheseos anno ad cursus
physici annum relinqui haud potest: nempe primae lineae Ferspectivae,
Gnomonicae, et Chronologiae.

‘32, Forma qua rectarum operationumque primitivarum numero certo gene-
rari nequeunt: ex. gr. si figur®, que ita generari nequit, omnibus punctis
rect# ad idem punctum, vel ad eandem rectam parallele, cogitentur; et
tanto magis si sectio forme cuiuspiam cum complexu rectarum dictarum
quaratur, quod etiam FPerspectivae problema est, si figure vicem qualisvis
forma subeat. Verbo omnes forma, que motu e tribus aut pluribus com-
posito, sive modo in arbore exposito per tres rectas perpendiculares, sive
motu in guavis forma certa lege facto, generantur, una cum omnibus iis,
que e compositione horum oriuntur, huc pertinent.





