
CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

SECTIO 111.

PRIMAE LINEAE THEORIAE AEQUATIONUM.

§. 38.
Ramorura in quos arbor (pag. 205) dividitur, is etiam quadamtenus

explicandus est, ubi pro dato valore a functionis valor variábilis in ea
quis sit, quaeritur; vocatur haec theoria aequationum.

Si ex. gr. quasratur, quodnam a sit ipsi x substituendum, ut sit

1. Si m integer positivus sit, et in quovis termino sequenti expo-
nens ipsius x unitate decrescat, usque ad x° = i, atque / , q, . . . constan-
tes sint, dicitur asquatio gradus tn-ti; atque si f{x) ad formám

reductum sitt aequatio ordinata vocatur; a verő dicitur radix aequa-
tionis. Nempe coefficientium p, g,... possunt esse quilibet, imo omnes
= 0; adeoque pro

érit

et pro

érit
x—V-t]
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atque nomen radicis ad alios casus quoque hinc extendítur, quamvis
proprie pro his tantum casibus reipsa locum habeat.

2. Dicitur etiam aequatio superior determinata; quum mox pateat,
ipsius x, si coefficientium nullus sit signo radicali affectus, aut cuiusvis
unus certus valor accipiatur, valores pláne numero m dari, ínter quos
tamen certi, imo etiam omnes aequales esse possunt, qui functionem = o
reddant, quilibet eorum substituatur ipsi x. Imo si etiam plures aequa-
tiones totidemque variabÜes, incognitae dictse et literis pariter alpha-
beti ultimis designatse fuerint, determinata aequatio dicitur; nempe
cuilibet incognitae valores duntaxat numero certo substitui possunt, qui
sequationibus satisfaciant.

Si verő pauciores sint aequationes, quam incognitae, aequatio inde-
terminata dicitur. Ex. gr, pro

est

et innumeri valores ipsi x substitui possunt, qui functionem ad o redi-
gant. Possunt tamen etiam in sequationibus indeterminatis, ut infra pa-
tebit, valores incognitas certis conditionibus ita restringi, ut valores aut
certo tantum numero dentur aut nullus pláne sít.

Potest etiam zequatio plus quam determinata dicta dari, si nempe
plures aequationes quam incognitas sint; et tum proprie conditioni impos-
sibili satisfieri nequit. Nempe hic, si dicatur aequationes numero n dari,
tales intelligantur, quarum nulla per reliquas ponitur; ex. gr. hoc sensu

ab — x, et -^- = £

non duae sequationes sünt, sed unica est; duse tantum sünt identicae

dictae. Ex. gr. si detur
x — a = o,

et

quidcunque sit a praeter o aut b praeter if conditio impossibilis est.
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3. Notandum verő est, asquationem aut aliunde dari, ut resolvatur,
id est radix eius reperiatur, aut certa tantum data exhiberi, e quibus
sagacitas aequationem condat; cuius reguláé non dantur, nisi quod per-
spiciatur, quid sit quaerendum, et incognitarum numerus ad minimum
redigatur, atque illse literis ultimis denominentur, et asquatio e datis
statuta ordinetur; ac tum per regulás dicendas radix eius quaeratur.

4. Notandum etiam est, non quamvis aequationis radicem petito satis-
facere. Nempe ex. gr. si puella dixerit, eius aetatem talem x esse, quse
per matris, quae illám 40-mo aetatis suae anno peperit, astatem raultiplicata,
Methusalemi setatem exaequet; minimé dixit, eetatem suam cuilibet x
aequalem esse, quod tale est, ut #(40-+- x) = <)6i); nempe sequationis
huius etiam —57 radix est; sed aetas puellse est talis, ut alicui radicum
huius sequationis sit sequalis (pag. 107); tunc tantum est incognita quae-
sita cuilibet radici sequationis certo aequalis, quum unica tantum radix
datur, uti in aequatione gradus primí.

5. Quod ordinationem asquationis attinet, si x nullo signo radicali
subsit, prius per quemvis divisorem, in quo x adest, sequatio multipli-
cetur, id est tam functio ipsius x, quam o ad dextram ; et tum colli-
gantur e tota functione ipsius x, quee ^ o ponitur, omnes termini, Ín
quibus x ad eundem exponentem elevatum est, et summa coefficientium
lanquam coefficiens potentias illius ipsi prasfigatur; atque si potentia
summa ipsius x coefficiente gaudeat, per hunc dividatur Eequatio. Et
manifesto reducetur asquatio ad formám superiorem ; atque si huic aequa-
tioni 5atisfiat per x = a, idein a et functionem priorem ad o rediget.
(pag. 12J.

Si verő x signo radicali subsit, casus simpliciores sünt sequentes.
Si exponens aliquis aut plures fracti sint, reducantur potentias om-

nes ipsius x ad denominatorem communem, sit is n ; et fiet pro potentia
prioré ipsius x in quovis termino, x" elevatum ad exponentem numera-
tori exponentis növi sequalem.

Ex. gr.
-l-\i

)
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i_

pro x6 =y est
y p y g

et si valor a reperiatur, quo ipsí y substituto functio posteríor ad o
redigatur, érit propter

y = \fx,
adeoque

y* = x,

valor a6 Ín functione prioré ipsi x substituendus, ut functio ad o rediga-
tur; nam

et ita de reliquis terminis patet.
At si potentia ipsius x per constantem multiplicata et addita quan-

titati alicui sit simul signo radicali subiecta, casus tantum simplicioris
exempla ostendere sufficiat.

Si tantum in uno termíno sit hoc et reliquum dicatur X, adeoque
functio sit ex. gr.

Z + f a-i-bx%
érit

et

si » impar sit, et
X"= a -+- bx\

si « par sit; ex. gr.

(
at

Aut potest poni

Sit
Ya-\- bx3 -4- V c -+- x — tfd-¥ ex';

hoc brevius ad formám
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reduci potest, et elevando ad 3 fit

a /a -t- 3a /£ -h 3/3 Ya -h £ Y& = A,
idest

quod per yV a-^-SY^ exprimendo fit

A*=y*a •+- ^ / í -h 2-/S V ^ ,
quod ad formám

B = 2yS V a/í
reducendo fit

et valoribus substitutis functio a signo radícali libera prodibit, seu ut
dici sólet, rationalis reddetur, atque modo supra dicto ordinari poterit.

multíplicetur aequatio, supponendo functionis valorem = 0 esse, per
ytfi~\-xf; patet Eequationem formae sequentis inde emanare,

Ya-h Y]Í=YY+ Y'S,
unde

et hinc aequatio formae sequentis prodit

A = YB-hY~C;
unde

A*=£ + C-t-2Y~#C,
et

ÍA -n-C? = 4BC.

Calculo saepe operoso e functione primo obtutu simplici asquationem
ex ingenti literarum numero deinum ordinari, perspici potest.

6. Si verő aequatio e datis constructa et ordinata fuerit, tum si
aequationis gradus eiusdem resolutio generális detur, nonnisi in formula
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generáli ipsius x functionem ad o redigentis substituenda substitui de-
bent. Nempe

est forma aequationis gradus prtmi, et qusecunque aequatio reducatur
ad hanc formám, érit

x = — a,
quum

sit, Ita qusecunque sequatio reducatur ad formám

x» -+• a = o,
érit

x= f—a,
quum

sit. Dicitur eiusmodi sequatio gradus w-ti púra, si verő adhuc in aliquo
termino potentia ipsius x exponentis altioris quam o adsit, affecta audit.

7. Quadraticae aequationis formula est

quae si / non 0, affecta est; quum modus puram resolvendi in aperto
sit, ultro succurrit de modo, quo affecta púra reddatur, cogitare; et
quum tale quseratur, quod ipsi x substituendo totam functionem = o
reddat, via aperitur quserendi, quidnam ipsi x substitui posset, quod ter-
minum ipsi px respondentem = 0 efficeret? Sit id =y-i-k; érit

xz ~\-px •+• q = {y •+• k)1 -\-p [y-hk)-hq
=y2 -+- 2ky -+- k* -i-py -¥pk 4- q

-\-pk -+- q ;

ubi illico patet, k ita accipi posse, ut

2k +p = O,
adeoque

BOLYAI, Teniamen. I. '
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sit, et aequatio púra reddatur, e qua prodeunti y addito k prodeat x.
Est nempe

et
— i — k'—pk — ,

adeoque

Itaque sicubi functio ad formám x*-i-px-+-e? reducta fuerit, differen-
tia dimidii coefficientis primiy id est coefficientis ipsius xt a radice
quadrata e differentia coefficientis secundi, per quem x° multíplicatur,
a quadrato dimidii coefficientis primi, est talis quantitas, quse si ipsi
x substituatur, aequationem ad o rediget; uti et id ipsum per sequatio-
nem generalem Tyrones tentare quoque possunt.

Sünt autem manifesto duo valores ipsius x, nec plures; nam signum
V^~duos valores sibi invicem oppositos, alioquin aequales, parit, reliquse
operationes autem unici resultati sünt, posito nempe cuiusvis coefficientis
unicum valorem es.se ; nam si in x -+- a per a denotetur 1̂ 4» érit X=YA-

Est verő ssepe valor uterque imaginarius; adeoque si reális qnseratur,
petito satisfieri non posse in tali casu patet. Ex. gr. si quantitas x quse-
ratur, cuius quadratum sit =x — 2, érit

et

quod satisfacit quidem aequationi, sed imaginarium est, quia
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Videatur id etiam quod fpag. 133) de \a-\-^b dictum est.

8. Facile interim patet, modum, quo terminus sequationis ordinatse se-
cundus dispareat, ad quemvis gradum m applicari posse; si nempe

x—y-h k,

et ut in sequatione gradus secundi erat

fiat

Nam

qym~*

ubi summa coéfficientium ipsius ym l est mk -\-p; adeoque si

tn

accipiatur, sequationis novae eiusdem gradus m terminus secundus dis-
parebit.

Pariter disparebit tertius, si pro coéfficientium ipsius ym~2 summa,
nempe

valor ipsius k quseratur, sed ad terminum tertium resolutio sequationis
secundi gradus requiritur, uti facile patet resolutionem sequationis («•—i)-ti
gradus requiri, ut terminus «-tus dispareat; quum in serié superiore
exponentes ipsius k in quovis termino ulteriore unitate crescant, verti-
caliter eorsum versus decrescant. Interim non sequitur valores ipsius

4«
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k e duabus Eequationibus prodeuntes sequales esse, ut simul plures ter-
mini dispareant.

9. Notandum autem est, substitutionein dictam novte incognítas viam
ad transformationes Eequationum alias quoque aperuisse, de quibus
inferius.

Sublato tamen termino secundo via ad resolutionem asquationis cu-
bicse patefit. Nempe asquatio generális tertii gradus

-+- qx -h r = o,

sublato termino secundo sub formára

venit, pro x = X-h£ et k = — ^ - ; pro qua sequatione si X=fi, érit

/?3H- a/?-h b — o,
et érit

Itaque X quEeritur.
Sit

X=y + z;
quo valore substituto érit

Xi •+• aX-h b =y> -+- jy'js H- 3^^* -{-z>-t-ay-*-az-h b = o,
idest

yi -4- zs -h (syz -+- a) {y-\- z) •+• b = o.

Si iáin ipsorum _y et z tales valores reperiantur, ut

yl ~h zi-+• b = o,
et simul

sit; tum et

érit, adeoque
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érit, et summa illorum y et z ipsi X substituta, functionem

reddet.
Pro $yz-ha = o autem est

et hoc valore in yi-\-zi-\-b substituto, fit

nempe datur tale z quod functionem ístam sequalem o reddat; raultipli
cando eniwi per z3, fit si .zJ = w ponatur,

Z6 + ÓZ3 — ~ — U* H- bu — ~ =O

e qua Eequatione quadratica reperitur

cuius z radix cubica est.
Dato z verő et y reperitur; substituto eniin valore ipsius z in

= o, érit
y ==. )f — 2:3 _

atque

et demum x prodit, addendo — í - vaiori huic ipsius X, qui functionem

X*-\-aX-\-b zero eequalem reddit; et pro X—-í- = x functio proposita
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fit.
Notandum tamen est regulám istam CARDANI, quamvis semper satis-

faciat algebraice, pro casu ubi — negatívum et f > — est, radices reales
forma imagínarii exhibere; demonstrari eniin facile potest, sequationis
cubicae semper unam radicem realem esse; atque si hsec c sít, asqua-
tionem esse productum ex X—c et Eequatione quadratica, et huius pláne
pro dicto casu radicem utramque realem esse.

10. Ex hoc resolutio asquationis gradus quarti modo sequente de-
ducitur. Potest hsec sublato termino secundo, ad formám

x* -h Ax1

reduci, quod ostendi potest, esse

= x*-+~[ö-t-c — a2} xz + (ac — ab) x -f- be.

Nam valores ipsorum a, b, c prodeunt ex

— az = A, ac — ab = B, bc = C
positis; neinpe

b

unde Eequationem posteriorem addendo priori, fit

2C = A ~h a2-h-— ;

subtrahendo

atque hínc

et

verő postenus e

2b

A-i-a1

C ~ 2

b~

pnore,

= A +

^ 2a -

Aa +

est

rt*
a

Aa-]

a*—B

;

2a
-B



SECTIO TERTIA. 383

atque

be = C =
2a 2a

__ a6-i-2Aa*-h A'a1 — B1

4a1 '

et hinc si « = a1 ponatur, erít

*u — B1 „

et
a1 H- 2.4«* •+- A'u — B1 — 4 C« = o,

idest
a3 -4- 2^«3 -+• {A' — 4 C) u — 5 1 = o ;

quae cum aequatio cubica sit, reperitur u, adeoque et Í Z = / M et tum
dato a ex

b-*-c— a1 —A,
érit

quo valore substituto ipsí b in

ac — ab = B,
érit

ac — aA — a3-i-ac =
et

B-i-aA-ha3

c

quo item in valore ipsius b substituto ipsi c, repertis a, b, c resolvi po-
terunt Eequationes quadraticee x2-\-ax-hb et x1 — ax + c, e quarum facto
conflata functio x* + Ax1 -+• Cx •+• C est; atque tum qusevis radix cuius-
vis illarum aequationum quadraticarum erít radix Eequationis posterioris ;

nam
(x* -+- ax •+• A) (a:1 —

érit, si * tale sit in uno factore, quod eum o reddat; quia factum
quoque ex hoc et factore altero o érit.

Manifesto autem et hoc priori operosius difficultati eidem obnoxium
est; ad alia igitur média, quibus radix sequationis gradus cuiusvis repe-
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ritur aut saltem approximatur, confugiendum est. Eo magis quod quam-
vis innumerse sequationes altiores resolubiles dentur, formula generális
per coefficientes p, g, . . . determinata, neinpe functio algebraica (pag. 206),
ut in secundi tertii et quarti gradus sequationibus, dari nequeat, quod
iam in opere (pag. 2o6j citato monitum erat; quamvis in eodem pluri-
bus aequationibus altioribus ita resolutis, ut radix operationum faddi-
tionis, multiplicationis et extractionis radicis quadratae) certo numero,
exhibeatur (prorsus mira summi ingenii sagacitate, et profundissimo acu-
mine;, talia praestita sint, quae antea Geometris per annorum millia impos-
sibilia videbantur, utí peripheriae divisio per n, constructione geo-
metrica perficitur, si quidem n numerus primus formae 2"'-hí, aut
productum fuerit e primis huius formás, ita ut nullus, excepto 2, pluries
quam semel ut factor occurrat; et quidem cum illa restrictione, ut id
per nullum alium integrum n fieTÍ queat. Nimirum etsi opus primo
aspectu heterogeneum sit, ex fpag. 125; nexus intelligi potest; nam si

ex. gr. aequatio
x17 —1 = 0

numero certo operationum dictarum resolvatur, cosinus 17-mas partis peri-
pherise, adeoque polygonum regulare 17 laterum geometrice construitur,
quum 17 requisita qualitate gaudeat; et pláne stupendum est, opus istud
giganteum ab adolescente 17 annos vix excedente perfectum fuisse.

Exempla.
a] E datis aetatis puellae (pag. 374) est

adeoque
x1 •+• 40X — 969 = o,

quod sub formám x%-\-px-sr-q cadit; itaque

- 1 / -P q = — 20H- /400 •+• 969,

cuius valores sünt
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— 2 0 - h 3 7 = 1 7 , et —20 —37 = — 5 7 ;

quorum duorum valorum uni, nempe ipsi 17, est puellae setas asqualis.

b) Notum est gravitates specificas esse uti pondéra absoluta divisa
per volumina, adeoque uti pondéra absoluta, si volumina fuerint
aequalia ; notum etiam est, corpus fluido totum ímmersum e pondere suo
tantum amittere, quantum pondus fluidi illius est, cuius locum occupat;
hinc si corporis dicti pondus P, gravitas specifica G sit, et fluidum sit
aqua, cuius, pro certa temperatura sub altitudine certa barometri gra-
vitas specifica sit 1; érit si pondus amissum p sit, hoc p pondus aquae
sub volumine corporis volumini aequali. Itaque érit

adeoque

G = — et /> = —
p ' G'

Hinc problematis Arcbimedei resolutio. Sit corona ponderis P, summa
auri x et argenti P—x, denotante x quoque pondus; atque volumen
miscelse sit sequale sumime mixtorum, quamvis ex. gr. spiritus vini vo-
luminis v et aqua voluminis v commixta volumen minus quam 2v nan-
ciscantur. Sit auri gravitas specifica G, et argenti sit g; atque P amittat
in aqua pondus A ; érit

x P—x _ ..
G g *

nempe pondus absolutum divisum per gravitatem specificam dat pondus
amissum, id est pondus voluminis aquse eiusdem; et summa ponderis
amissi partis aureEe et argentese ponitur Eequalis ponderi amisso coronae.

Hinc ordinando fit

-^--^+-^-.4 = 0
G g g

seu

adeoque
1, Tentamen, ], 49
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quod sub formám x~i-a = o venit, adeoque x== — a, seu pro casu
hoc est

g Ar\G g)- g -• G~g =

_ _ lP-Ag)G __ (P-Ag)G
~ - g-G - G-g'--

c) Si quaeratur, quanti ponderis x suber sit ferro ponderis P adden-
dus, ut in aqua quocunque immersum quiescat: sit G gravitas specifica

P xferri, g suberis ; érit pondus aquse depulsse -^-H , prius ferro, poste-
ö

rius suberi respondens; atque

P x

<* g

Tunc enim requiescet, quum summa ponderum tantum premit deorsum,
quantum aqua sustinet. Itaque

adeoque

G\g-t) '

d) Si quEeratur quantasnam diametri x quoad pedem expressae sit
sphsera, cuius involucri, cuius modo crassities negligatur, pes quadratus
ponderet q ; ut in aere cuius pedis cubici pondus sit a, requiescat, si ipsa
tali aere repleatur, cuius pedis cubici pondus/í est: érit sphserse volumen
^J1, superficies autem x*/i} atque pondus sphserae cum involucro érit

x **' -+-x*/iq, quod ponderi aéris externi eiusdem voluminis aequale esse

debet; itaque
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adeoque dividendo per xVi, et ordinando, fit

atque
r — _ _ _ 6 ? __ dg

/?—a a—/S1'

«} Si pondus pedis cubici ferri sit q, et quseratur, quantanam sit dia-
meter x globi tormentarii ponderis Pt quoad pedem expressa? Erit

adeoque

et

atque

-V TF

_/) Si quseratur ferrum ponderis /* quantumnam pedis cubici sit ? Sit

x, et sit pondus pedis cubici aquse «, et gravitas specifica ferri sit y,

sitque — = y ; érit jc = --2-t nempe quo maior gravitas specifica, volumen

pro eodem pondere eo minus érit; itaque

P

g) Motus soni, ut lucis, sequabilis est; percurrat sonus in certo aére
certas temperaturae sub 1" id est minuto secundo spatium s\ quseritur
certus obex, rupes aut murus exstruendus, ad quam distantiam minimam
esse debeat, ut certum hexametrum reddat? Distantia h»c manifesto
tanta x est, ut si ad versum pronunciandum n" requirantur, prima syl-

49*
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lába pronunciatione finita redeat, adeoque haec viam ns percurrat;
quum dupla sit distantise obicis érit # = -?r-

h) Si lapis in puteum demittatur, et effluxerint n minuta secunda a
dimissione lapidis usquequo sonus eius aquam attingentis in aurem per-
veniat; quaeritur, quanta sit profunditas usque ad aquas superficiem?

Sit ea x; temporis effluxi pars prior ad descensum lapidis require-
íix x

batur, quae = 1/ —r, et altéra ad ascensum soni, quas est —. Itaque

adeoque

g
et quadrando est

j 2HX X1 2X

unde

j
et

x1 H- x (— 2ns — ~r) -+- n's1 = o,

quod sub formán x*->rpx-\-q = o veniens resolvitur (pag. 378).

i) In thermometro est ad punctum regelationis glaciei aqua; o Reau-
mur, atque Fahrenheit 32 gradíbus suis inferíus posuit zero; ad punc-
tum ebullitionis aquse, sub altitudine barometri normali &, sünt 8oA* et
212F) itaque

et

et

Si igitur quseratur, nR quot F facit, sit xF} et n positivum; érit
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ita

nam e numero graduum Fahrenheitianorum, quos Reaumuriani infra oR
efficerent, 32 sünt Fahrenheitio positivi; consequenter

9»x = ~—h32.

si « generaliter numerum graduum R sive positivorum sive negativo-
rum denotet. Unde si quaeratur xF quot R facit, érit

» = - | - ( * —33)-

£) Si quaeratur, index minutarius quando assequetur horarium, si
hic ad XII et is ad XI sit? Sit unitas temporis hóra, et unitas spatii ^ - t a pars
peripheriíe, Ín qua tanquam puncta dírectione eadem circulari moveri
indices concipiantur; unitates hae arbitrarie ponuntur, sed celeritatís uni-
tas tum determinata, nempe illa est, qua mobile tempore horae —-tam
peripherise describit. Erit igitur 1 celeritas horarii, et 12 minutarii, et
720 celeritas secundarii, qui nempe sub bora 60-ies percurrit periphe-
riam, quse = 12. Dicatur x teinpus ad cuius finem horarius minutarius-
que in coniunctionem veniant Spatium est in motu aequabili asquale celeri-
tati per tempus multiplicatae, et via a minutario percurrenda est maior
via horarii, illi nempe id quoque quo retro est, decurrendum est, sit hoc
a; érit igitur

unde 11* — a=o, et x = -^t

quod pro casu dicto est =-y-tae unius horae, nam si minutarius ad XI

sit, a = 1 est. Si verő a=o sit, tum per — nonnisi id exprimitur, quod
abinde usque ad coniunctionem nullum tempus sit; sed proxima sequens
coniunctio ita exhibetur, si a ponatur =12, nempe statim post illud tem-
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poris punctuin, quantumvis exiguum tempus sít, spatium minutarii 12-ies
maius érit, adeoque simul esse non poterunt, priusquain minutarius totum
circulum percurrendo eodem perveniat, ubi in coniunctione erat, et prae-
terea etiam spatium horarii sub eo tempore percursum et postea usque
ad coniunctionem percurrendum exasquet; est autem, tempore a con-
iunctione prioré ad proximam usque x dicto, spatium horarii x, minu-
tarii autem i2x, itaque

I2X=12-i-X
esse debet; unde

X = J~=I horse -h-—-tae unius horse.

Ita si secundarius ab horario distantia b retro sit; érit tempore, quod
usque ad coniunctionem est, y dicto,

et

T 2
et si b = o, ut antea, érit y — , quod a coniunctione secundani cum

horario usque ad proximam est.

/i Si autem queeratur, quandonam minutarius secundariusque cum
horario simul in coniunctionem veniant; si tam a quam b sit o, tum
manifesto tam x quam y numero certo effluxisse oportet, ut trés indices
simul sint; nam si trés simul sint, tum et minutarius et secundarius in
coniunctione cum horario est; itaque nx=myi pro ntm integris, esse
debet; adeoque

n .12 m .12
11 719 '

seu
iim

n = 719'

cuius quum II non metiatur numerum 719, valor minimus integer est
/» = 719, et tum w = u érit; id est H-ies evenire novam minutarii



SECTIO TERTIA. 391

cum horario coniunctionem oportet, sive 719-ies coníunctionem secun-
darii cum horario; idest coniunctio trium proxima fiet ad finem 12 hora-
rium. Ita si plures sint, cuiusvis coniunctio cum tardissima prius quae-
renda est.

tn) Notandum verő est, posse hos indices quoque íta locari, ut nun-

quam in coniunctionem venire queant. Sit ex. gr. secundarius cum

horario in coniunctione, et distantia minutarii. qua retro est, sit a = .
' f M ' 2.719 1

nempe contra structuram horologii ponatur ita, immotis ceteris. Erit tem-

pus, quod usque ad proximam minutarii cum horario coniunctionem

requiritur =-— ; atque, pro n,m íntegris, deberet esse

-+- nx = my,
2.719

ut tam minutarius quani secundarius cum horario in coniunctione sint;
itaque

I2tn 12«
2.719 719 11 '

et hinc reducendo ad denominatorem eundem, et utrinque per 11.719
multiplicando

— =12.11?« — 719.12»;

quod absurdum est, nam membrum ad dextram numerus integer est, ad
lasvam autem est

n) Attentionem meretur etiam acuta Zenonis obiectio, in qua ger-
men primum progressionis geometricee, et seriéi infinitae convergentis
limitisque, motus retardati, imo etiam dependentiae unius variábilis ab
alia, atque problematis proximi resolutio reperitur.

Sit sub i-mo t> 2-do /, 3-tio i, . . . (m — i)-to t, tn-Xo t
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via testudinis i, — — J __
n n2 ' nm~2 ' n1

• Achillis o, i, — 1 L
n

m~

netnpe si ea ponatur conditio, ut celeritas Achillis sít celeritate testu-
dims w-ies maior semper post primum í; dependebit Achillis celeritas
in quovis t a celeritate testudinis, qua sub illő / ire libuerit; si itaque
sub quovis sequente / testudo celeritate w-ies minori moveatur, Achil-
les sub quovis t quidem w-ies maiorem viam describet, sed via testudi-
nis érit usque ad finem cuiusvis m-X\ t summa terminorum seriéi supe-
rioris usque ad m_t inclusive, via Achillis autem est summa seriéi
inferioris eousque; patet verő, ab i incipiendo, quemvis terminum //-tum
unius f.i-X.0 alterius sequalem esse, sed terminum sub (m — i)-to t supe-
rioris, ?«-to inferioris esse Eequalem ; adeoque ad finem m-ú t vise tes-
tudinis excessum supra viam Achillis esse semper cequalem termino »z-to
superioris. Itaque pro temporibus t a^qualibus, dependentia ista celeritatis
Achülis posita, testudinem nunquam assequetur, at excessus iste nempe
—\ ^o; et si tantum ad distantiam i ab Achille, motum incipere
testudo ponatur, limes vite testudinis érit limes summse seriéi, cuius ex-
ponens \<\ est> nempe

j _ . / LW_L • n —l— l

n '\ ni n ' n n—V
et si testudo, sublata conditione prioré, aequabiliter repat, et celeritas
eius sit i, érit celeritas Achillis «, ac si tempus quo eam assequetur, x
dicatur, érit

unde
ix= w—i

qua limes viae testudinis erat, nempe S=CT(pag. 48) fit = 7 * pro C— 1.
Pluribus exemplis brevitas necessaria supersedere iubet. Tyrones ipsi

ad cubicam quoque problemata condere possunt.
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§• 39-

Ex (pag. 380) ad plures aequationis transformandae módos via aperi-
tur, nempe:

1. Ipsi x substituendo y-^-a (ex, gr. pro a = \ érit y-hi, et y—i
pro a = — 1 ) ; ubi sequationis novas radici addendum a est, ut radix prio-
ris aequationis prodeat; nam x=

2. Si ponatur my = x, substituendo prodibit

cuius aequationis, quae dividendo per mn ordinatur, radix per m multi-
plicari debet, ut aequationis primitivae radix prodeat; nam x =

3- Si ponatur y = mx; substituendo -^- ipsi x ubique, fiet sequatio
primitiva

yn f>yn~* QVn~~2 sy

tn m m tn

ubi radix huius aequationis, quae per tn71 multiplicata ordinatur, per m
dividi debet, ut radix primitivae prodeat; nam x = --̂ -. Si verő tn=—i
sít, y nempe radix novae aequationis per — i divisa, sive multiplicata,
fit radix asquationis primitivae ; id est radices novae priorum oppositae
sünt.

4. Si x = -~- ponatur, atque -y substituendo ipsi x, aequatio ordine-
tur; per radicem aequationis novse unitas dividenda érit, ut x nempe
radix aequationis primitivae prodeat; eritque maxima radix, ex. gr. posi-
tiva, sequationis novae minimaprioris; nam quo maius^, eo minus -y- est.

5. Atque (ex 1.) si per theorema binomiale evolvantur termini aeqna-
tionis novse, in quani prior, nempe f{x) = o, mutata est; érit, «-+~y po-
nendo pro x,

BÓLVAI, Teniamen. 1. 5°
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Quorum omnium summa, collectis coefficientibus potentiarum earun-
dem ipsius y e columnis verticalibus, érit aequatio nova, coefficientibus
A,B, .. . dictis

ubi id, per quod potentia o ipsius y multiplicata est, pro ultimo accipi
potest, et ab f{x) nonnisi in eo differt, quod a sit pro x ; unde hoc,
substituendo ubique a ipsi x in f[x) illico prodit; adeoque, si a = i sit,
érit i + / + y + . . . + / , et si a = —i ponatur, érit

quod mox, dum radix aequationis altioris quaretur, usui érit.

6. In (pag. 393, 3.) si sequatio per m" multiplicetur; fiet

y" H- mpyn~' 4- m2qy7"2 -+•. -+• tn"~*sy -+- ;H'V = o ;

et manifesto, si quis coefficiens fractus sit, denominatore w praditus, is
a denominatore liberabitur, cum quilibet terminus per potentiam integram
ipsius m multiplicetur. Itaque si minimus talis numerus eligatur, quem
coefficientis cuiusvis, etiam ipsius y°, ad terminos minimos reducti deno-
minator metitur, atque pro m is sumatur, quivis coefficiens, si antea quan-
titas reális et commensurabilis fuerit, numerus integer evadet; atque
postmodum nonnisi de tali casu sermo érit.

Notandum tamen est, uti e deductione patet, heic nullám potentiam

ipsius y negligendam esse, etsi coefficiens alicuius o fuerit.
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7. Posito, quod vix credibile esset a Geometris pluribus celebribus
per se evidens visum fuisse, aequationem cuiusvis gradus radice aliqua,
si non reali, saltein imaginaria gaudere; facile sequitur aequationem
gradus n radices numero n nec plures paucioresve habere. Nempe quid-
cunque sít a, est

xn = (x — d) (x"'1 -h ax"-2 + a2xn~* -h a^«-4.+.. . . + «""'x0) H- a*

et in genere

nain multiplicando prius per x, tum per —a prodibit

quod =; fix1* est, pro quovis valore ipsius x.
Tyrones, ipsi n possunt ex. gr. 5 substituere, ut clarius perspiciant.
Est verő hinc

H- qxn~2

H- (a3 + a2p -+- aq •+• r) x w " 4 •+- . . .

• + • ( a " — ' • + • a n ~ 2 p - 4 - . . . 4 ) )

Ratio e sequenti exemplo, in quo etiam « ipsi 5 substitui potest, facile
perspicítur.

Sit /(*) = x5 -i-px* •+• qx* -+• rx% 4- sx -+• íx°;
erít

*s — (x — a) (x4 + ax 3 4- a1** H- a 3* 4- «4J -4- a5,
= (x — a) (px* 4- a/x3 H- ö^x H-/fl3) 4-^fl4,

(x — a) (qx% H- Ö^X H- ya*) H- ya3
f

(x — a) (rx H- ra) -H ra», .
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Unde collectis e columnis verticalibus eiusdem potenthe ipsius x
coefficientibus, érit

~h (a* +pa* + qa1 -hra-hs) x°) -+- a' +pa< + qa? 4- ra* + sa -h /.

Dicatur a (x) id, quod intra paranthesim maiorem est, et a id, quod post
parenthesim est, et quod o est, si a radix £equationis/(#) = o est; patet
verő, quod a(x) prjebeat «quationem (« —ij-ti gradus, si f{x) fuerit «-ti.

Pariter érit
a (x) = (x — b\b (x) •+• fi,

et
b(x) = (x—c)c(x)-hy,

et ita porro donec ad tale ex. gr. {x — d}dix)-\-S deveniatur, ut quum
a(x), b(x), c(x), . . . sequationes gradus in quavis sequenti unitate decres-
centes praebeant, deinum aliqua d(x) primi gradus prodeat.

Quid autem per b{x), /í, c(x), y} . . . intelligatur, facile ex ipso a[x) et
n perspicitur; nempe sí primus coefficiens in a{x) dicatur/', secundus
q\ & . . ., érit applicando ad casum proximum,

/3 = b* +p'b* -h q'b* -+- r'b -h *',

per s coefficientem ipsius x° in a (x) intelligendo ; unde reliqua patent.
Itaque pro quibusvis valoribus ipsorum *, a, b, c, . . ., d, est

quod est ,
M ={x — a) (x-b)b(x),
sipro valoreflipsius*sit/í*} = o, et pro valore b ipsius x sit a(x) = o;

e t

Ita porro, si c radix ipsius c (x) = o sit, pro x = c fit r = o, et ita porro

ut demum pro x = d fiat d=o, adeoque quodvis ipsorum a, fi, y, . . ., 3

= o sit; itaque



SECTIO TERTIA. 397

/(*)~(x — a)(x — ö){x —c) . . . (x — d)d(x)
sit; atque

d(x) = (x — e).i-h€

ubi « = ot si primi gradus d[x) fiat = o pro x = e. -•
Atque hinc raanifesto, cuivis ex. gr. ipsorum a, b, c, . . ., d} e ponatur

* aequale, f{x) = o érit, et b radíx eequationis f{x) = o érit; ac si n ex.
gr. 5 fuerit, prodeunte x — a functio a (x) quarti gradus facta est, et hinc
prodeunte x — b prodit b[x) gradus tertii, et hinc prodeunte x — c pro-
diit c (x) gradus secundí, atque hinc prodeunte x — d évadit d[x) gradus
primi, et hinc prodeunte x — e, ipsa a, b, c, d, e pro casu proximo effi-
cient quinque radices, nempe radices numero gradus ipsius f(x) = o.

Consequenter si habuerit f(x) = o aequatio gradus n unam radicem,
radices numero n habere constat, quaruin tamen possunt aliquse, imo
omnes ut patebit, esse aequales; at quaeritur, num plures habere possit ?
Responsio facilis est: nam si illa k nulli dictarum in casu dicto quinque
radicum gequales esset, substituendo k ipsi x, fieret

o =/{£) = (* — a){k — b){k — c){k-d){k-é),

quod fieri nequit, nisi factor aliquis producti o sit, id est k alicui
ipsorum Ö, by c, d} e sequalis sit.

Sólet hoc inde deduci, quod sit

uti peracta divisione (pag. 150) patet; atque hinc evolutis hoc modo
terminis

x — a * x—a '

et denuo multiplicando quotum per x — a, atque addendo utrinque

an -¥pan~l -h qan~2 + . . . + W + /,

prodibit pláne id, quod supra. At pro x = a} fit tam dividendus quatn
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divisor of divisionem verő pláne pro asquationis radice a = x p e r * - a
peragi oportet. Interim (per pag. 319} fit tum

.«—1

nempe dum x-^a, quotus ad hunc limitem tendit, quem coefficienti
priori ipsius x—a, substituendo in eo a ipsi x, aequalem esse facüe
demonstrari potest, quod Tyronibus relinquitur ; exemplo pro /n ~ 5 rem
ülustrare possunt.

Túra item, si b ponendo pro a in nova aequatione valor huius 0 fiat,
et per a — b fiat divisio pro a = b, omnia perinde sequi patet; sed ine-
thodus prior clarior faciliorque est.

Si igitur asquatio gradus n gaudeat una radice a, érit e numero n
factoribus eiusmodi uti x — a, x — b, . . . conflata, et quaevis literarum in
üs ab x diversarum, radix érit, nec ulla alia ab his diversa datur. Ac
conversim quoque si

(x — a){x — b). . . = o

érit, quodcunque ipsorum a, b, . . . ponatur pro x; ex. gr.

(a — a)(a — b). . . = ot

aut
(í_f l)(í-í)... = o, y ;

qurecunque et quotvis quantitates a, b, . . . fuerint, {x — a){x — b\ . . ., si
in eo ipsi x ipsorum a, b, . . . quodvis substituatur, o fiet; poterunt
autem a, b, . . . omnes sequales quoque accipi, uti

(x — a) {x — a) = xz — 2ax -+- a1

gaudet duabus quidem hoc sensu radicibus, sed quae ^quales sünt.
Si itaque squatio productum talium factorum sit, coefficientes ipsius

* a radicibus dependere facile perspicitur; et ultro sequitur in legem,
qua formantur, inquirere.

8. Erat etiam (pag. 15«) q«a*tio de fecto plurium binomiorum,
Multiplicando x-a per x-bt prodit
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x*H-{— a — b)x-hab,

et hoc multiplicando per x — c fiet

(— a — b — e) x3 -+- {ab -+- ac ~h be) x — abc,

et idem porro continuando donec Iibuerit, eousque patet; quod, si lite-
rae ab x diversae eo signo accipiantur, uti in factoribus x — #, x — b,...
sünt, denotantes radicum opposita, coefficiens primus sit summa litera-
rum dictarum, secundus sit summa amborum, tertius summa ternorum,
m-tus summa «s-ionum, quse e líteris dictis accipi possunt, et quidem
ita ut qusevis m-io factum ex iis líteris sit e quibus constat; ex. gr. pro
m = 2f si ambo e literis —a et — 6 sit, accipiatur (—a).(—b) = ab ; ad
finem verő coefficiens ipsius x° sit factum ex omnibus literis dictis, quod
ígitur semel tantum est.

SÍ verő de prodeunte P e numero n factoribus eiusmodi valeat lex;
valet, etiamsi (w-t-i)-tus factor accedat. Nam sít novus factor x — d, et
sit —a=a', —b=b', . . ., —d=d'} atque sit coefficiens »z-tus M asqualis
summse w-ionum, quae ex n literis a\ b\ . . . accipi possunt, et (w-hl)-tus
coefficiens sit ^Veequalis summse (m + i)-ionum, quae ex iisdem a, b\ . . .
(excluso d') accipi possunt. Multiplicato P per terminum priorem ipsius
x — d} augebitur exponens ipsius x unitate in quovis termino, adeoque
et fequatio uno altior prodibit; factor — d scilicet exponentes ipsius x
non mutat. Est autem in P terminus ?«-tus (haud numerato primo, ubi
potentia altissima ipsius x cum coefficiente i est) Mxn~M

t et sequens
est Nxn~m~x; atque multiplicando P per x — d, potentia exponentis
n — m ipsius x nonnisi ex Mxn~m per — d, et 2stxn~m'~l per x multi-
plicato prodire potest; terminus itaque facti, in quo xn~m est, fiet
{N-srd'M)xn~m'; est autem hic terminus (iw-M)-tus in novo facto ab
xn + 1 (excluso hoc) numerando usque ad x"~m ; atque N continet om-
nes (w-Hi)-iones quse ex a, b\ . . . excluso d' accipi possunt, M verő
omnes w-iones ex iisdem, quas singulge per d' multiplicatae exhibent
omnes (m H-i)-iones, ex a', b', . . ., d', quse ipsum d' continent.

Quod ultimum attinet, is dum per d' multiplicatur, prodit á b'. . , d'\
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penultimus autem per d' et ultimus per x ínultipHcatus, dat primam po-
tentiam ipsius x, et sub formula dicta generáli continetur.

9. Si aequatio in talem (per pag. 394) transformata sít, ut quivis coefficien-
tium numerus integer sít; tum si radíx quantitas cum unitate commen-
surabilis sit, numerus integer, et quidem e factoribus termini ultimi est.
Nam factorem termini ultimi esse e (pag. 401) patet; si verő radix non esset
numerus integer, sit -í- pro a et b numeris inter se primü, quos nul-

lus alius integer praeter 1 metitur. Substituto ~- ipsi x, esset

et per b" multiplicando, est

a -\-bpa -*-bzqa z + , , . + i " VŰ + Ő í = o ,
et hinc

n

b

quod absurdum est, nam b non metitur numerum a", quia, ut paulo infe-
rius demonstrabitur, numerus primus b inter factores ipsius aaa . . .
adesse deberet &; membrum Eequationis ad dextram autem manens inte-
ger est. Itaque radix reális, si quantitas commensurabilis sit, numerus

integer est.
Hinc modo sequente investigari potest, num radix sequationis reális

commensurabilis detur; nempe factoribus termini ultimi integris ipsi x
substitutis, videri potest, num valor functionis ad o redigatur. Ceterum
si quis factorum integrorum termini ultimi radix sit, ad finem operatio-
nis sequentis prodire o, ex operatione ipsa patet.

Sit ex. gr.
#3 -\-px2

atque sit a radix; érit

adeoque _r

a* -hpa + q = -5-»
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r
ubi a integer est, dicatur r. Est porro

= — / — q>
et

a »

ubi —-ĵ - pariter integer est, dicatur q'; est demum

a=-q-p, et ~ = -

seu

Ex. gr. Sít
x1 -h x1 — IOA: -+- 8 = o;

érit substituendo 2 ipsi x, quae radix sequationis est, quilibet quotorum
r r'-ho Q'-\-P - 1 •

--, ——-, TT , • • • numerus integer, et ultimus =—1 est, nempe
8 — . 4 — i o _ - — 3 M _ ,
T~4' ^^~~~ : 3 ' ~ 2 ~ '

Nisi quilibet quotorum integer et uítimus = — 1 sít, numerus substitutus
radix esse nequit.

10. Si aequationis ordinatee gradus /1 compleiae, adeoque ex
terminis constantis, per f\x\ = o designatae, coefficientes omnes, abstra-
hendo a signo prseposito, positivi, atque radices omnes reales sint; tot
transitus, ex + in — vei vice versa, eriint, quot radices positivse, et
tot successiones, nempe -h H- aut — —, quot radices negativas. Suc-
cessiones signorum sequalium dicuntur breviter successiones, uti succes-
siones signorum inEequalium transitus dicuntur.

Nam per a, ö, . . . positiva intelligendo, sequatio formse x — a, aut
formae x-^t-b, simplex dicitur, et quidem prior positiva, posterior nega-
tíva ; quuin zequationis e talibus factoribus conflatae prior radicem posi-
tivam a, posterior negativam —b procuret.

Prodibit autem aequatio eadem, quocunque ordine multiplicentur
sequationes simplices, adeoque etsi prius tantum posilivas multiplicentur,

ifc'u.YAi. Tcmamen, I. S1
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et factum F per aliquam asquationem simplicem negativam, et quod
prodit per novam negativam, et hoc item per novam, si adfuerit, multi-
plicentur, donec nulla supersit; aut inverse factum/ e negativis per
positivas simplices modo dicto multiplicetur.

Si iam numerus aequationum simplicium, adeoque radicum, positiva-
rum sít «, et numerus negativarum adeoque numerus radicum negati-
varum sit m : atque demonstretur a) f per aequationem simplicem
positivam multiplicatam unum transitum nóvum acquirere, et quodvis
factum ita prodiens per Eequationem simplicem positivam multiplicatum,
unum transitum nóvum nanciscí; multiplicatione per omnes sequationes
simplices consummata, patebit, in f{x) ad minimum n transitus dari. Ita
si demonstretur b) F per asquatíonem simplicem negativam multi-
plicatum unam successionem acquirere; patebit, in f[x) ad minimum m
successiones adesse. Atque quum numerus omnium successionum, sive
sequalium sive insequalium, in fix) sit n-htn=ju, quum / Í - M termini
sint, plures transitus quam n dari nequeunt; nam tum m nempe numerus
successionum imminueretur, quem dari constat, n transitus verő certo ad-
sunt; ita m successiones adsunt, nec plures esse possunt, quia tum n
numerus transituum imminueretur. Consequenter pláne n transitus, nempe
quot radices positivse, et m successiones erunt, nempe quot radices

negativae.
Itaque nonnisi a) et b) demonstranda veniunt.
puoad a) Sint multiplicandi signa quocunque ordine, et multipli-

cator sit sequatio simplex positiva, ex. gr. x — a, pro a positivo; érit,
si tantum signa coefficientium scribantur et in facto coefficientes poten-
tiee cuiusvis ipsius x addantur, schema sequens; notando, quod coefficiens
termini primi in utroque factore sit i, atque terminus primus facti sit
I . I , coefficiens uno altioris potentiae ipsius x; postea verő signa pláne
multiplicandi in linea facti superiore describantur, quum multiplicatio per
* omnia signa immutata relinquat; multiplicando per - « a u t e m eadem
signa in contraria mutata, sub secundo superioris incipiendo, uno ulterius
terminentur; atque quodvis y-tum seriéi superioris et ^ - i i - t u m inferio-
ris simul coefficientem potentis exponentis //-T--+-2 ipsius * efficiant;
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quum nempe potentiee ipsius x in multiplicando quovis termino ulterius
ad dextram unitate decrescant, adeoque si primus terminus sit x^, in
termino 7'to est potentia ipsius x exponentis /u — V - M ; et idem termi-
nus per priorem multiplicatoris terminum dat xfi~v+z, ac potentia eadem
ipsius x duntaxat e multiplicatione termini \v — ij-ti multiplicandi per
terminum secundum multiplicatoris prodeat.

Quibus praemissis patet in schemate sequente

qualisvis fuerit signorum ordo in multiplicando, quemvis transitum, qui
in multiplicando est, transitum in facto parere, et praeterea unum tran-
situm accedere. Nam si in multiplicando fuerit H aut — -+- fiet e
primo ~ e posteriore l}l ; atque ubi in multiplicando prima vice occur-
rit —, adeoque primus transitus est, fiet in multiplicando -+- — et
~ i n facto, adeoque terminus negativus, qui cum termino primo transi-
tum efficiet; ita postea veniens primus positivus in multiplicando produ-
cet secundum transitum in multiplicando, et secundum in facto, quum
in multiplicando tum — •+- efficiat íj: in facto; et ita porro quivis novus
transitus in multiplicando pariét nóvum in facto; nam si ex. gr. prodeat
in facto ~ , sed antequam prodierit zjr, iam terminus positivus prodiret,
transitus evenit,

Consequenter quivis transitus multiplicandi transitum in facto parit.
Sed praeterea adhuc unus transitus in facto accedit; nam si in facto
alicubi tale H occurrat, post quod nullum j l est, tum in multiplicando
post illud -+• —, per quod ülud H productum est, usque ad ultimum
terminum quemvis negatívum esse oportet; nam secus h producerét
í j : ; si verő in facto tale j : sit post quod nullum ~ est, tum in multi-
plicando abinde termini usque ad ultimum positivi sünt, secus H
producerét :: :, et post :£ e s s e t — contra hypothesin. Itaque quum ter-
minus ultimus seriéi superioris et inferioris e termino eodem, nempe
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ultimo multiplicandi, prodeant, nempe superior per -t-x inferior per -
multiplicando, in utroque casu, sivc ~ sive 4: occurrat in facto ultiina
vice, a termino seriéi superioris ad ultimuin inferioris unus transitus érit,
in casu primo a negativo ad positivmn, in altcro casu a positivo ad ne-
gatívum. Consequenter semper ubi per sequationem siinplicem positivam
multiplicatur, factum ad miniinum unum transitum acquirit.

Quod b) attinet, qualiacunque signa multiplicandi se in vicc m
excipiant, multiplicando per aequationem siinplicem negativam, ex. gr.
* + 2 = o, erunt signa multiplicatoris -+- -*-, adeoque ex. gr. sebema
sequens erít:

Nempe series signorum mulliplicandi ipsa est series facti tam superior
qaam inferior, tenninis huius uno ad dextram protrusis.

Ubi in facto ~ aut l}l est, in casu primo coefficiens negativus, in al-
tero positivus est; ita termini ultiini inferioris, qui solus coefficiens ipsius
xa est, signuin quod ibidem est inanet; ubi aulem ^ aut ± est, a
inagnitudine coefficientium pendet, quodnam signuin terminus is nancis-

catur.
Sed uti Segne/ ingeniose animadvertit, signum in facto raanet id,

quod in serié superiore est, donec post ~ tale ± aut post ;£ tale =f,
aut post =F tale ± aut post ± tale =F sequatur, ut si pro casu primo
in ± , pro secundo in =F, pro tertio in ±, pro quarto in ^ coefficiens
inferior sit inaior superiore, atque pro casu tertio in =F, quod ante ±
est, et pro casu quarto in ± , q u o d a n t e + cst- koefficiens superior sit
inaior inferiore ; manifesto enim in his solis casibus fit Jescensus a signo
seriéi superioris ad sequentem inferioris, uti se he mai a h«c exhibenL

_ \ _ -t-XH- -H^— — X"t-

Patet verő in omnibus his casibos descensum aucceasionem parere,

a - ad - , vei a -t- ad •+• eundo.
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Post signum autetn, ad quod descensuin est, series signorum inferius
pláne illa sequitur, qiue superius post signum, a quo descensum est; ad-
hucdum itaque numerus successionum uno auctus est; inanet verő ín
facto signum seriéi inferioris abinde, donec post H tale ±, aut post
_+_ tale ^F, aut post =F tale ± vei inverse sequatur, nt pro casu primo
in ± ) pro secundo in + , pro tertio in + , pro quarto in T coefficiens
superior maior sit inferiore, etquidem ita ut pro casu tertio in =P, pro
quarto in ± coefficiens inferior sit maior superiore; in his enhn casibus
fiet ascensus a Segnero dictus, nempe a signo seriéi inferioris ad sig-
nuin superioris ascendendum érit; uti schemata híec exhibent:

Ubi item patet in duobus casibus prioribus unam successionem, quae
in inferiore, adeoque in inultiplicando quoque est, destrui; quum in
casu primo pro — — fiat — -h, in secundo pro -h -+- veniat -+- —;
in duobus posterioribus verő transitum mutari Ín successionem.

Itaque si prius accesserit una successio, hic una quse in multipli-
cando adfuit, destrui potest, usque ad signum, ad quod accensum est.

Post ascensum eadem signorum series, qu£e in multiplicando a signo
respondenti est, sequitur; atque dicta denuo repetuntur; patetque quot-
vis descensus fuerint, totidem successiones oriri tales, quae in inultipli-
cando non erant, at verő per quemvis ascensum posse successionem
aliquam, quae in multiplicando adest, destrui.

Interim descensuum numerus in omni casu numerum ascensuum uno
superat; nam aut ascensus nullus est, aut dalur ultimus; si nullus sit,
tum si alius descensus non detur, saltem ab ultimo signo superioris ad
ultimum inferioris illi íequale descendendo una successio nova producitur,
quse in multiplicando non fűit; si detur ascensus, sive unus sive plures
fuerint, érit ultimus, nempe ultra quem alius non datur; atque tum is
aut ad signum ultimum seriéi superioris ascendet, aut ad aliquem ante
ultimum ; in casu posteriore manebunt signa seriéi superioris sequentia
usque ad ultimum, et in utroque casu accedet nova successio, descen-
dendo ab ultimo signo superioris ad ultimum inferioris illi asquale.
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Unde si in multiplicando fuerint successiones numero N> et in facto
descensuum numerus sit ft, ascensuum numerus érit fi—i; atque etsi
quovis ascensu TV uno minor fieret, adeoque ex N fieret N— f/3 —i),
idem per numerum descensuum fieret N— (/? — i)-h/? = JV-hi. Itaque
semper ubi nova radix negativa infertur, multiplicatione per Eequationem
simplicem negatívum factum ad minimum unam successionem acquirit.

Atque hinc per superius dicta assertum patet.
Ex. gr. x3-hx* — ioar-t- 8 unam successionem et duos transitus,

atque duas radices positivas, i et 2, ac unam negativam, —4 habét;
y3— y2 — iqy — 8 verő uno transitu et duabus successionibus gaudens,
unam positivam radicem, 4 et duas negativas, — 1 et —2 habét. Nempe
radices posterioFÍs sünt radicibus prioris pláne oppositae; quum substi-
tuto (pag. 393) — y ipsi x, fiat

et dividendo per —i , ut potentia suprema a signo — liberetur, érit

yl yt— lOy — 8 = 0.

cuius radix y est opposita radici prioris, nempe y= — x. Si exponens
potentise supremse par sit, tum termini ad exponentes pares manifesto
manent, et tantum termini, in quibus exponentes impares sünt, mutantur
in opposita; ubi verő exponens supremus impar est, tantum termini in
quibus exponens par est, haud excepto o, mutantur in opposita, ut
radices novae aequationis priorum oppositae reddantur. Ex. gr.

— $x* —

habét radices 1,2—4,-5, e t radices ipsius

x* _ 6#3 — $xx H- 42^ H- 40

sünt — i f — 2, 4 ac 5« .
Per príecedentia igitur si radices omnes reales sint, quot sínt posi-

tivae et negativa?, dignoscitur; observando interim, quod si quis ter-
minus desit, o tam + quam - accipi possit; et si per hoc numerus
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radicum positivarum et negativarum diverso modo indicaretur, radicem
imaginariam adesse constet.

11. Si radix commensurabilis sit, illáin numerum integrum (per pag.
400), et factorem termini ultimi (per pag. 401) esse constat. Itaque inter
factores termini ultimi quaerendus est, qui functionem f(x) = o reddat,
si is in ea ipsi x ubique substituatur; uti in exemplo proximo, terminus
ultimus est 40, et radices, quum omnes commensurabiles sint, e factori-
bus integris ipsius 40 sünt.

Si taraen terminus ultimus t nimis magnus sít, multisque factoribus
gaudeat, facile poterit íper pag. 394) Eequatio, substituto y~\-a ipsi x in
f{x), in talem transformarí, cuius radici y addendum a est, ut * prodeat;
adeoque e factoribus ipsius t üli tantum tentandi erunt, num radices
ipsius f[x) sint, qui subtracto a factores termini ultimi aequationis novae
sünt. Saepius sufficit, a = -\-i vei —1 accipere; et si asquationum pro
x=y-ha, et x=y'—a transformatarum ultimi dicantur U et u, patet
fáctorem k ipsius t radicem ipsius f\x) nonnisi tunc esse posse, si detur
ipsius U factor talis y et factor talis y ipsius a, ut k=y-t-a-=y'-~a sit.

Ex. gr. Pro
x* — 4O#3 -+- 595** — 390CW H- 9504 = o,

fit substituendo y-hic ipsi x, sequationis novas terminus ultimus = 4 ,
cuius i, 2, —i, —2 factores; atque ioH-i, 10-1-2, 10—1 10 — 2 radices
Eequationis prioris sünt.

12. Si verő radix reális quidem, sed non sit cum 1 commensura-
bilis ; tum qucerantur talia a et b, inter quse radicem cadere oportet;
atque ipsis a et b quanto propius ad se invicem latis, radix inter ea
cadens modo dicendo approximetur. Si fia) positivum et f[b) negatívum
sit, demonstrabitur paulo inferius, f(x) = o radice reali inter a et b
cadenti gaudere; itaque talia a et b a se invicem quo minus differentia
reperienda sünt. Substituendo nempe ipsi x pro radice positiva numeros
o, 1, 2, . . . et pro radice negativa 0, —i, —2, . . . si ex. gr. sit

f(x) = xi — 3 * ' —
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si sub quemque ponatur valor ipsius /(*) substituto illő numero ipsi *
érit

- 4 t - 3 , - 2 , - i , o, i, 2 , 3, 4 , S f

—h 40, 57, 56, 43, 24, 5, - 8 , - 9 , 8,

itaque unam radicem positivam inter 2 et 3, alteram inter 4 et 5, ter-
tiam verő negativam inter —3 et —4 cadere constat.

Est autem etiam, ut substituendo numeros ipsi x decrescat aliquamdiu
f[x\ et tum item crescat manente signo eodem : ex. gr. sit

f(x) = xi — 2xz — 21x4-55;
erunt

numeri . . . —2, — 1 , o, 1, 2, 3, 4, . . .

valores ipsius /{*) . . . 81, 73, $$, 33, 13, 1, 3, . . .

atque radix positiva érit, si quidem reális fuerit, inter 2 et 3, aut inter
3 et 4; tentandum in tali casu est, addendo ± « < J i in hoc casu ipsi 3,
nuin _/"f3 4if<íJ^~o; quo in casu 3 ± w eo propius radici érit, quo minus

/ Í 3 ± w ) érit. Si v e r o / ( 3 ± w ) neutiquam tendat ad o, tum radices omnes
imaginarise erunt, siquidem/"(,*) abindesigno eodem utrinque crescat sem-
per, ab illő termino seriéi tam ad dextram quam ad laevam eundo. In hoc
quidem casu, pro & = Y e s *

^( 3 " h y) = ~T ;

adeoque radix inter 3 + y et ^-^\±-^ e s t t

Omnía haec autem illustrantur, si x tanquam abscissa et f{x\=y
ordinata abscissse x respondens consideretur, et quseratur tale c ut

f(c)=y = o

sit; atque ad ductum linea; per extremitates ordinatarum descnptae
reflectatur, nempe si a fine abscissse a puncto in linea abscissarum lato,
donec ex a fiat h ; posito interea /(*) semper reale finituin esser tran-
sibit linea ex una plaga in alteram per partém abscissse inter fines
ipsarum a et b, si fia) positivum et f[b) negatívum sit.
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13. Ut tamen molestia tot numeros tentandi minuatur; e re est cer-
tos nosse, intra quos tentare sufficiat; nec de aliis nisi positivis radi-
cibus agere necesse est, quuin aequatio facile -pag. 3931 in talem mute-
tur, cuius radtces positivse per —1 multiplicatse, radices negativas prio-
ris prsebeant; dicuntur autem limites radicum positivarum duo valores
eiusmodi, quoruin unus maior quavis radice íllius aequationis positiva,
altér verő ininor quavis radice positiva eiusdem sit.

Si quaevis radix positiva < i fuerit, tum 1 est unus limes. Considere-
tur itaque radix positiva unitate maior pro aequatione gradus n.

Sit — M coefficiens negativus maximus, et —JVsit coerBciens termini
negativi primi, terminorum omnium ffi-ti, haud numerato primo: érit ter-
minus wi-tus = — N x n ~ m ; et si

accipiatur, pro x positiva et unitate maiore valor ipsius/(x) certo positivus érit.

Nam tum summa terminorum ab m-xo usque ad illum, in quo x° est, etsi omnes
Mix 1) _

coefficientes seorsim =—M essent, esset -, si —Mx n m

' x — 1 '

primus, et x exponens ponatur per {pag. 151;; quo si xn maius sit, f\x\ posi-
tivum érit, nempe si ipsi x tale a positivum substituatur. Fiet verő
hoc, si
sit; nam tum pro a > i érit

a —
et

ta —
atque

{a — \)am-'>M\

an—m+i
et hinc multiplicando utrinque per — ^ ^ — , ent

a — l

quod si fuerit, tanto fortius fiet

BOLYAI. Tenlamen. I.
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" ' a—í '

consequenter/,*, positivum érit, si ipsi x substituatur

Facile hoc ad exempla proxima allata applicatur.

14. Ita si ipag. 393, transformetur aequatio, ponendo * = -*-, atque
aequatio ordinetur, reperta tali quantitate Q, qua si y maius acc'ipiatur,
valor functionis novae positivus sit, érit pro Q> Q}

per y radicem positivam novre Eequationis intelHgendo; adeoque

I
ö

nempe *y est miniina radice positiva Eequationis minor, Itaque in prae-

cedentibus tale prodierat, quo radix maior esse nequit, quia tum f\x\

fieret positivum et non o, hic autem tale prodiit, quo x maius est.

15. Quoad radices negativas autem transformanda sequatio in talem
est per pag. 406 , cuius radices positivie per — 1 multiplicatse, exhibeant
radices negativas prioris; atque limitibus radicum positivarum asquatio-
nis nova qustsitis, limites radicum negativarum prioris reperientur.

Vix autem monendum est, heic limitem non sensu superiore accipi;
item quod si radix una a ipsius fx—o prodierit, j ^ _ a praebeat aequa-
tionem uno gradu inferiorem, cuius radices pariter quseri possunt. Patet
etiam, quod si terminus ultimus deficiat, unam radicem 0 esse; nempe
si o substituatur ipsi x, functio ad o redigetur ; est quoque termim ultimi
o unus factor —o. Ita si terminus secundus deficiat, summa radicum = 0
est pag. 399, adeoque summa radicum positivarum est summa; negati-
variun xqualis. Ita etiam patet coefficientem termini secundi non posse
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realem esse, nisi radices imaginarise, si adfuerint, se invicem destruant.
Patet quoque radicem positivam non dari, si coeficientes omnes, etíam
ipsius x°, positivi sínt; nam tum pro quovis valore positivo ipsius x,
valor positivus et non o érit.

16. Si autein sequationis radicem per dicta inter certos integros con-
tineri constet, atque tentationibus inter illos factis, prodierít tale w, ut
vera radice x dicta, sit ex. gr.

* — «/<-— vei * — w < T £ - , £í.
nempe

x = w -+-/

denotante / fractionem veram exiguam; érit methodo Newtoniana

" = \w+f)n = wn -hnwn~''/H-/7x

atque f'f-hf"f-*~ • • • , id est summa terminorum, in quibus fractio vera
/ ad una altiorem potentiam elevata est, Ff dicta: érit

~z-¥- . . . -hsw-ht

" " ' -\~p l« — l)jvn~2 H- q \n — 21 wn~3-i-... + í )f+Ff= o ;

atque hinc

unde ex sequatione et quantitatis deficientis limité, sestimando maximum
errorem qui committi potest, negligendo / ^ ob potentias fractionis verse
exiguae altiores, omisso Ff fit

J nwn~l
wn

nwn~l -t-[n —
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et ad denominatorem eundem reducendo, et addendo fit

Approximando hoc pacto, valore reperto w item nóvum / qiueritur, et
operatio iuxta dicta toties quoties repetitur.

Altéra methodus est LAGRANGEiana. Si nempe prodierit integer a
radice proxime minor, aut valor talis uti supra w, ut sit radix vera

* = « + y iprojy>i|,

substituatur a+y ipsi x in/ix<, et ordinata aequatíone quíeratur inte-
ger b ipso _>' pr xime minor ; itaque

i

Ponatur

ubi item y'>i, et sequatione proxima in qua « + y substitutum ipsi x
e s t / . i y dicta, substituatur b-h , ipsi v in/,1^»; et quseratur integer
b' ipso y proxime minor; atque idem semper repetatur; ita ut si pro-
dierit b cum u accentis, qiiod dicatur fi, integer ipso y totidem accen-
tis insignito, quod dicatur )', proxime minor, substituatur in Eequatione
novissima ,i-h A., ipsi Y, per Y" intelligendo y uno accento pluribus,
quam V babét nempe, «4-i accentis praeditum.

Eritque

x = a 4- , i

Itaque radix incoinmensurabilis fractione continua dicta in infinitum
protensa approximatur ; sed de fractionibus continuis paulo infenus age-
tur. Palet verő superius incipiendo usque ad b, b\ b'\ . . • alternatim
esse valorem radice maiorem minoremve, quam si illi b, ubi subsistere
ljbet, i addatur.
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§. 40.

Si plures fuerint incognitge x, y, . . ., et totidem aequationes gradus
primi tales dentur, quarum nullius veritas aut falsitas e reliquis fluit:

1. Aut quseritur ex una valor ipsius x, quasi reliquse incognitae notae
essent, et reperto valore, substituto ipsi x in asquatione sequenti, quse-
ritur ex hac valor ipsius y, qui hoc pacto neque x nec y continet;
atque si z adfuerit, substituto in aequatione sequenti valore ipsius x
prius reperto, et tűin ipsi y substituto ubique valore proxime reperto
prodibit asquatio, in qua x, y non amplius adsunt, et nonnisi z est, si in
initio tantum x, y, z fuerint; adeoque z reperitur; et inde regrediendo,
ex sequatione, in qua nonnisi y et z erant, substituendo valorem ipsius
z} prodibit y, atque ex aequatione, in qua x, y, z sünt, substitutís iam
repertis valoribus ipsoruin x, y prodibit x quoque.

Quotvis autem fuerint incognitas numero ju, progrediendo ad aequatio-
nem sequentem 7'-tam incognitae numero v — 1 disparent; adeoque de-
raum una manet; inde reperto huius valore per sequationes, per quas
descensum est, ascendendo omnes prodeunt.

2. Aut ita transformantur aequationes, ut e summa earum nova
asquatio promanet talis, in qua coefficiens omnium incognitarum, prseter
unam, quam quaerere libet, o sit; quo pacto incognita ista reperitur.

Ex. gr. Sit
a x -4- by = c,
a'x -+• b'y = c';

érit íiuxta 1)
__ c — by

x~ a '

quo substituto in aequatione sequenti érit

C + b y

et hinc
tv ab\b — c = o,
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atque hinc
„ , a'c—c'a b'a — dhy - K :

consequenter

y ~~
atque hoc in

substituto, fit

Idem modo secundo prodit; nempe multiplicando aequationem prio-
réin per b\ posteriorem per —bt et addendo fiet

x 'ab'— db' -\~y \bb'— bb'i = eb' — bc\

unde x idem prodit, quod prius. Pariter y prodit.
Utrumque ad trés pluresve incognitas applicari potest.

= j et x—y =

a

de —
ab'—

x^

x=

• " a - - *

-c'a ac — cd
-bd ~ ab'—bd

c — by
a

cb'~ be
ab'—bd'

Exempla.
a Quaerantur duse quantitates x et v tales, ut

érit methodo prioré
x =

quo substituto in sequente, est

í —V
unde

— 2 V =

adeoque
2y-

et
v =

et hoc substituendo in
x =

fit

Sí/ — J,

-5 — í/,

* — d .

= .v — V,

_ S-\-d
~ 2
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Modo posteriore substituto s ipsi c, et d ipsi c', ac I ipsis a et a
et 6, atque — i ipsi b'; érit

r
i.l —11 —1.1 — 2

ut prius.
b) Nóta est mulorum de sarcinis suis conquerentium fabula. Prioris

sarcina est x, alterius y; is tantam esse suam queritur, ut si hic üli
pondus = 1 traderet, seque gravati essent; hic autem respondet suuni
pondus duplum főre, si is illi i traderet. Erit hinc

* + I =y — i
et

y-j- 1 = 2\x — i
adeoque

x—y = — 2%
et

itaque multiplicando superiorem per —i, et addendo, id est superiorem
subtrahendo ex inferiore coefficiens ipsius y érit o, et x = $ érit, quo
substituto in quavis asquatione, érit y = 7.

Idem prodit, si superius ponatur

a = i, h = — 1, c = — 2,

a =2, b'= — i, c'=2-

Exempla ad plures incognitas passim reperire et Tyrones ipsi con-
dere possunt; quotvis autem incognitse fuerint, ingeniosa a BEZOUT data
regula reperiri possunt. Nimirum :

Si e rebus a, b, c, í/construantur permutationes ita, ut prius prodeant
ab et bn, ac priori prseponatur signum -K posteriori —, et semper om-
nibus permutationibus factis Uterarum permutatarum suscipiatur operatio
sequens, cum singulis eo ordine quo prodierunt; nimirum sequens litera
nova postponatur, deinde migret ista semper uno porro versus sinistram,
donec omnes ad dextram post se relinquat; et prinia haruin permuta-
tionum, in qua litera nova ultima versus dextram est, retineat signum



CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

illius, cui postponitur, reliqua» autem quavis migratione, uti prodeunt,
signuin mutent; atque si prodierint permutationes A, B p r j l I S „
A generentur modo dicto aliae, tum ex B, et i(a porro', ac ordinentur,
uti prodierunt, prius ex A generál», tum ex B generatít, f.

Regula porro est sequens. Quod si fuerint tot incognita; quot aqtia-
tiones primi gradus, et coefficiens ipsíus x sit litera «, eoefficiens ipsius
y sit Htera ó, ipsius z litera c et ita porro ; quaevis Ín prima a?quatione
sine accento, in secundo cum uno, in tertia cuin duobus. et ita porro;
ad dextrani verő sit litera sequens post omnium coefficientium literas
cum eodem accento, quae in Eequatione est; litera ista verő denotet
partém asquationis cognitam, ita ut alterius membri, quod ad sinistram
est, quivis terminus sit factum ex incognita in cognitam ; tum in deno-
minatore describantur literarum coefficientium permutationes omnes, quac
literas illas oinnes continent, illő ordine quo modo dicto prodierunt,
atque üs signis afficiantur, quibus prodierunt. Tum pro valore cuiusvis
incognitas scribatur in numeratore supra literam coeflicientis incognitae
illius litera, qute ad dextrani est; praeter hoc verő supra quamvis lite-
ram denominatoris ponatur in numeratore quoque litera eadem, et
signa -h, — eadem sínt in numeratore, quam in denominatore; et in
quovis termino tam numeratoris quam denominatoris litera prima sit
sine accento, qusevis sequens verő acquirat unum accentum.

Demonstratione ingeniosa et elegáns hsec lex digna videtur. Sí valet
hsec regula de quotvis incognitis usque ad certum numerum v incogm-
tarum, a 2 incipiendo, demonstratur valere etiam de numero incognita-
rum uno maiore ; atque verum est de 2f de 3, . . . incognitis ab induc-
tione, 5í.

I. Exprimantur literse numeris, primse incognitse x coefficiens a nu-
mero 1, secundse y numero liter» ipsius, nempe per 2, 5í.

Multiplicentur omnes aequationes praeter ultimam, prima per tn, sequens
per », tertia per p, quarta per y, ^ . . . Sint m, », /,?»••• i n t e 8 r i ! t u m

subtrahatur ultima «quatio e summa priorum, atque in differentia pona-
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tur omnis incognitae prseter illám, cuius valor quaeritur, coefBciens = 0 ,
et érit valor incognitae, cuius coefficiens remansit, aequalis membro ad
dextram diviso per coefficientem incognitae.

Ex. gr. Sit
1 xH-2jyH-3 js-f-4 «4-5 v = 6,

1' x-\-2' y-h$' #4-4' M + 5' » = 6\

1" x + 2" y + f z + 4" u + s" v = 6",
1'" x -h 2"'y -h 3'" z -+- 4'"«•+- 5'" v = 6'",
i""x 4- 2'"> -h 3""* H- 4""« H- S""̂  = 6"",

érit
i ( f f l i + f i i ' + / i " + ? i ' " - i > « 6 + «6'+/6l'+?6"l-6"/1

1
et

_ w6 -+• »6'-t-̂ 6"-h y6"'— 6""
x ~ wH-«i'-h/i"H-?i"'-r" '

si nimirum

Ita valor cuiusvis alius incognitae per dicta determinatur; et patet
expressionem valoris ingredi numeros Índeterminatos m, «, / , q nempe
novas incognitas, sed datis una pauciores, pro quibus totidem sequatio-
nes dantur; adeoque si pro tot incognitis valeat regula a BEZOUT data,
determinentur ope istius incognitas m, n, pt q, et in valore ipsius x
substituantur valores reperti; idem fiat pro valoribus y, zt . . ., et inqui-
ratur, num valores hoc modo reperti regulse congrui sínt. Posito valere
regulám de v incognitis, cuius vicém modo subeat 4; determinabuntur
iuxta regulám incognitse m, «, p, q ex aequationibus earum dictis, quse
modo sequente exprimantur:

* * * * *
im + 2 « -f-3/ -h4y = 5 ,
* # • • *
i'm H-2'« -±ip H-4'y = 5 ,

?'"«-í- S'"« -H 3"> -»- 4"V = S".
BOLYAI, Tantamen. I.
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ubi pernumerum denotetur quidem, quotasnam incognitas coefficiens intel-
ligatur, sed valor ab illő, quem numerus idem sine stellula denotat in
prioribus asquationibus, diversus significari queat.

II . Interim valores incognitarum ex proximis eequationibus per regu-
iam a BEZOUT datam expressi facile in numeros Stella carentes transferri

* *
modo sequente possunt. Nempe i denotat 2, i' denotat 3, et ita porro*deorsum numero accentorum uno maior uno maius denotat; porro 2 mu-

• * • „ * . , * *

tatur in 2, 3 in 2 , 4 in 2"; ita 1' in 3, 2' in 3'; verbo numero accen-
torum additur 2, ut prodeat numerus, et numerus unitate mulctatus dat ac-
centorum numerum ; nam in suprema sequationum proximarum accentus ubi-
que o est; in illis aequivalentium suprema verő est ubique 2 = o -f- 2 ; accen-
rusque in hac est in loco primo 0 = 1—1 tum quovis loco accedit unus
accentus, uti numerus ereseit uno ín aequationuin primitivarum suprema;
porro autem in his in quavis columna verticali deorsum accenti in qua-
vis linea uno crescunt, utí numeri in prioribus in quavis linea eadem
horizontali manentes iidem ; itaque 2 addito numero accenti dat semper
numerum prioris; et accentum esse semper o patet, duin 1 transfertur,
qualivis accento gaudeat, 2 verő dare accentum '; et cum in primitivsi
Eequationibus numeri in quavis linea horizontali ab 1 progrediantur, prio-
rum verő idem numerus quovis loco unum accentum nancíscatnr, est
numerus accentorum in translatione numerus translatus unitate mulctatus.
Ubi nullus accentus est, reputetur pro accento o. Aequationes ipsorum
trt, n, . . . pag. 417' primitivae dicuntur, quibus priores íequivalent.

Si igitur numerus incognitarum in eequationibus totidem prius pro-
positis quívis sít, et lex de incognitis una paucioribus valeat; considerato
casu proposito, in quo numerum 5 e demonstratione ipsa quenivis reprs-
sentare posse patebit, pro valore ipsius x érit:



w _

*
_ 5

*
i
*
i

#
2'

2 '

*
5'

#
3"
*
3"
#
3"

*
4'"
*
4'"
*
4'"

SECTIO

•
- 5

*
— i

*
— i

#
2'
*
2'
*
5'

*
4"
*
4"*
4"

TERTIA.

*
3" ' -+•
*
3'" +
#
3'" +

*
5*
i
*
i

*
4'
*

4#
4'
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2"
*
2"
*
5"
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* * * • * • # * • # # *
i 2' 3 " 4'" - i 2' 4 " 3 '" H- i 4 ' 2" 3'" - . . .
# # # # * # * • # * # #
i 2' 5" 4"' - i 2' 4 " 5'" + i 4 ' 2" S'" - . - •
# # * # * * # * * * # *
i 2' 3" 4'" - i 2' 4 " 3'" H- i 4 ' 2" 3'" - . . .
# # • # * # * # # * * *
' 2> 3" 5'" - i 2' 5" 3'" H- i 5' 2" 3'" - . • •
# * * * * * * * # * * *
i 2' 3" 4'" - i 2' 4" 3"' H- i 4' 2" 3'" -

atque translatione (per II) facta erunt valores

W ~ 2 3' 4" 5 " ' - . . . - 2 3' 4" 5 ' " -

n _ 2 3" "4"5" ' - - - -_ 2 4" 5"'3""-
2 3 ' 4" 5 " ' - . • • ~ 2 3' 4" 5 ' " - . - . '

A - 2 3 ' 4 " H 5 ' " - . . . _ 3 3' 5 ' "4 ' " ' - . . .
^ - 2 3 ' 4" 5 7 í r z r ^ ^ ~ 2 3* 4" 5 * - . . . '

ff_2 3 ' 4 W S""—. -
? - 2 3' 4" 5 ' " - - . - -

Ita si qusevis alia incognitarum quaeratur, eodem modo reperiuntur
talia m, n, . . . ut coefficientes reliquarum evanescant; atque quum pro
aliis incognitis non eadem m, «, . . . ponantur, et statim dicenda M,
N, . . ., non eadem pro diversis incognitis sed concernentia intelligantur.

Quse de valore ipsius x demonstrabuntur, mutatis mutandis adjy, 2, . . .
applicari poterunt.

Quomodo autem ad singularem hanc regulám perveniri potuerit, per-
spici ex exemplo (pag. 413) allato potest, sicubi coefficientes incognita-
rum simul cum coeíficiente potentiae exponentis o ita ut íbi designantur,
denotare contigit.

Denominator tam valoris m, quam reliquarum incognitarum «, / , q
* # # *

est idem, continens omnes permutationes numerorum i, 2, 3, 4, dicatur d \
et denominator d valorum eorundem m, « , / , q postquam modo dicto in
numeros stellula carentes translati sünt, dicatur D\ numeratores autem.

53'
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sint Mt N, P, Q. Eritque

6.Áf-h 6'.7V-h6"P-H6'". Q ,„„

^Z 6

i'".

= 6. M-h 6', AT-h 6". .P-n 6'" Q - 6"" /?

Ita pro reliquis incognitis quoque respective concernentibus m, n, p, q
repertis erunt, pro quavis incognita concernentia, id est pro illa pro-
deuntia J/, N^ . . ., intelligendo

_ 6. J/-f- 6'. N+- 6". P+ 6'" Q - 6"" D

6. J/H- 6'. JVH- 6". />H- 6f" g - 6""

I I I . Si translatio formularum, qua D ex d et qua Af, N, P, Q pro-
deunt consíderetur, cum per hypothesim in quovis termino sint accenti
o patet iper II) prodire in qnovis termino ipsorum D} M, N, P, Q
numeros 2, 3, 4, 5, accentos verő in D esse in quovis termino O""«;
quia terminus quilibet ipsius d est permutatio numerorum i, 2, 3,4; unde
etiam in D prodit permutatio quasvis numerorum 2, 3, 4, 5, quia prouti
in d permutantur numeri i, 2, 3, 4 imaginis 2, 3, 4, 5 ab accentis con-
stantibus o • •• ••• pendentis, accenti ita migrant in imagine dicta omni per-
mutatione possibili; itaque si semper íuxta accentos disponantur, patet
permutationem quamvis, nec eandem imaginem bis, prodire, quia tum
permutatio eadein in d bis occurreret.

Porro cum in expressionum illarum, e quibus M, N> P, Q depromta
sünt, quavis adsint omnes permutationes numerorum 1,2,3,4,5, nempe
in illa, e qua M translata est absque 1, in illa e qua .Vtranslata est abs-
que 2, absque 3 in illa e qua P y deprompta est (per hypothesim);
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patet adesse quidem in quovis ipsorum M, N, P, Q omnes permutatio-
nes numerorum 2, 3, 4, 5, sed in M deesse accentum o propter defectum

*
numeri 1 in expressione, e qua deducitur, in N deesse accentum ', in

* * *P accentum ', in Q accentum '" propter defectum numerorum 2, 3, 4 in
*

expressionibus primariis dictis; nempe (per II) ubi 1 deest, in translato
accentus o deest, nam numerus accenti est aequalis numero ipsi unitate
mulctato ; ita ubi 2 deest, in translato accentus 2—1 = 1 deesse debet y .

Si iam in expressione superiore ipsius x in numeratore cuivis termino
ipsius M prseponatur 6 sine accento, in quovis termino ipsius N prae-
ponatur 6' cum uno accento, scilicet ibi datur accentus o, in P loco
tertio ponatur in quovis termino 6", in Q loco quarto 6'" in quovis ter-
mino et 6"" loco ultimo cuiusvis termini ipsius D; in denominatore verő
pláne in loca dicta ponatur 1 cum iisdem accentis; prodibunt superius
permutationes omnes numerorum 2, 3, 4, 5, 6, inferius omnes numero-
rum 1, 2, 3, 4, 5; et quum ita ordinentur, ut in valore ipsius x, ubi
1 infra stat, semper 6 stet supra 1, reliqui numeri etiam in quovis ter-
mino iidem cum iisdem accentis ín quavis verticali iidem esse poterunt.
Itaque pro valore ipsius x iuxta regulám BEZOUT-Í prodeunt termini,
praeterquam quod signa rite prodiisse demonstrandum supersit.

Idem pro alia incognita patet, si heec locum in sequationibus cum x
permutet.

IV. Quod autem signa attinet: sít ju numerus incognitarum in asqua-
tionibus totidem propositis; erunt m, n, . . . numero ju — 1 ex totidem
sequationibus determínanda. Dicantur permutationes, quae pro valoribus
ipsorum m, n, . . . (per hypothesim) iuxta regulám Bezouti rite prode-
unt, primitivae, et eaedem (pag. 417) in numeros Stella carentes trans-
latae dicantur translatae priorum; denotetque heic litera in locum expo-
nentis accento postposito numerum accentorum illius numeri, cui quasi
exponens adponítur.

Qusevis primitiva permutatio numerorum
• * *
1, 2, . . ., ( , «— 1)
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gaudet signo + , regulás BEZOUT-Í convenienti, et translata quoque illius
signum idem retinet, atque permutatio cuivis superimposita signo eodem
gaudet.

Erit autem JU aut par, aut impar; et ju — i in casu prioré fiet impar,
et par in posteriore. Si // par fuerit, prodibunt pro valore ipsius x (pag.
420J termini denominatoris omnes, quoad numerum accentorum ordinati
regulás convenientes; neinpe tum permutátiones in D regulás contra-
riis signis praeditae, prseposito signo — valorem regulse convenientem
dabunt, ut statim patebit.

Si verő u impar fuerit, tum omnes denominatoris permutationes,
simul cum terminís ipsius —i ( i "~^Z?, iuxta numeros accentorum ordi-
natas, signa regulce contraria habebunt; atque tam numeratoris quam
denominatoris, opposita accipiendo, valore ipsius x immutato, singuli
termini signa regulaa convenientia nanciscentur.

Consideretur enimvero prius tantum in d permutatio primitiva prima,
et huic ia numeratore superimposita. Nempe

* •
(X 2 '

\ a'3

érit superioris translata una permutatio ipsius Af, inferioris translata
érit una permutatio ipsius D\ eritque translata numeratoris, si extremi
permutentur, iuxta numeros accentorum ordinando

3' 4 " . . . ^~2)'2^-l)\

inferior autem érit (per II.)

Atque hinc pro valore ipsius x in ( - ^ ^ j J / - ^ per translationem pro-

dibit
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in

autem prodibit

Termíni tantum denominatoris considerandi veniunt; nempe in deno-
minatore, si incognitae numero tu fuerint, permutationes numerorum
1,2, . . ., ju omnes prodeunt, et dein pro x supra 1 ubique ponitur /í-hi,
reliquis literis autem iisdem etiam, signa accentique ubique eadem po-
nuntur.

Translatse permutationes qusevis cum primitivis eodem signo gaudent,
tantum valorem facti e quantitatibus permutatis tanquam factoribus pro-
ducti respiciendo; sed príeposito 1 tanquam multiplicatore permutatio
1 3 4 "• • • jtt(ft~z> 2 ^ " ! > , quse quoad valorem signo -4- gaudet, ut factum
ex I et translata ipsius -+- 1 2 3 . . . (// — i;"* ' , si /a impar fuerit, iuxta
regulám signum — habebit.

Nam numerus numerorum in permutatione inter 1 et 2 érit ,« — 2,
adeoque par, si ju par fuerit, et impar si, ju impar sit; 12 verő habe-
bat •+-; ponatur prius 3 ad finem dextrum, manebit signum idem, per-
mutet 3 locum cum prsecedente 2, fiet — ; ponatur sequens nempe 4 ad
finem dextrum, manebit —, permutet 4 locum cum 3, fiet -f-; et ita
porro, semper numerus sequens inmediate maior ponatur ad finem dex-
trum, qui signum praecedens retinens permutet locum cum preecedenti,
donec nullus maior supersit. Hoc pacto patet toties permutari signum,
quot numeri inter extremos sünt, et si numerus mutationis signi par sit,
signum -h manere, si impar sit, signum — iuxta regulám fieri, Itaque
pro (A pari íd, quod prodit, convenit reguláé, pro ,u impari autem contra-
riatur.

Item si ,w par sit, — />. i^~ l ) ( légi conveniens est; si tu impar fuerit,
contrariatur. Nam tum 1 érit ultimus; nempe heic numerus accenti uno
auctus sequalis est numero loci; numeri intermedii sünt, qui prius in ter-
mino primo; itaque quum 21 gaudeat iuxta regulám signo —, prodibit
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pro (« pari Di^~'Y c u m s i g n o _ . i t a q u e factum £>, ( , , ) i u x U _

lam quoque signum — habebit; valori ipsius x etiain satisfaciendo.

Si verő (« impar fuerit, prodibit /)i<*-•>' iuxta regulám cum signo + ;
]taque quum et prsecedentes permutationes denominatoris signis légi con-
trariis prasdita; sint, tam numeratoris quam denominatoris oppositum
accipiendo, valore ipsius x immutato, signa légi quoque convenient •
nempe tum etiam — Di^~^' in 4- Di^*1)' mutabitur.

Quod autem e solo termino denominatoris primo ad omnes concludi
queat, patet sic. Qusevis permutatio fuerit in translatis, quibus x modo
dicto exprimitur ; illa ex aliqua primitivarum dictarum orta adposito 1 in
denominatore iuxta accentum eius, et supra id / Í H - I , cum ea signum
idem habét Ín expressione ipsius x, abstrahendo a lege BEZOUT-Í. Facile
autem perspicitur, quod permutatio qusevis rerum certarum e quavis per-
mutatione earundem produci queat, permutatione unius aut plurium cer-
tarum cum immediate prsecedente ad laevam certo numero facta, et
qusevis eiusmodi permutatione signum per legem BEZOUT-Í mutetur; atque
etiam dum in primitiva permutatur aliqua cum príecedente ad lsevam,
et in translata eius mutetur signum. Atque hinc patet quod si prior per-
mutatio superius dicta légi convenerit, conveniant omnes; si non, tum
omnes signa contraria habeant. Quse uberius exponere, tam prolixitas
vitanda quam brevitas necessaria vetat.

Consequenter de x regula generaliter valet; nempe sive par sive
impar fuerit ,«, valet, si de ju—i valet; valet autem de duabus, tribus,
et quatuor incognitis; itaque valet de quinque, et hinc de sex, atque
inde de septem, et ita porro.

Parique modo de reliquis incognitis demonstrando generaliter constat.

§• 41-

Si autem íequationes gradus primi pauciores fuerint quam incogmtse
ípag. 373) í tum accipiendo tot incognitas, quot jequationes datae sünt,
earum valoribus qusesitis, reliquis incognitis arbitrarie quidvis substitui



SECTIO TERTIA. 425

potest; nisi certa restrictione posita, valores incognitarum certa qualitate
praeditos esse oporteat.

Ex. gr. Pro

et

x-¥y + 2=100,

si cuiusvis incognitae valor integer positivus postuletur,

x = i, y = i)f 2 = 90,
neque alia resolutio ulla datur.

Resolutio eíusmodi sequationis [indeterminatae dictae gradus primi)
pro valoribus incognitarum integris commode ope fractionum continu-
arum perficitur: itaque quum et superius (pag. 412} mentio earum fuerit,
atque etiam aequatio quadratica ope earum resolvi possit, de his quse-
dam dicenda veniunt; quapropter alia adhuc pariter per se quoque neces-
saria prsemittuntur.

1. Conversaipsius(pag.67)quoquevalettnempey>-íií;/zbwíí terminis non-
nisiper aequalia multiplicatis, fractio valoris aequalis prodit. Sit quippe

a „ A .
a'~ A"

tum

a' a "
Sit enim

A' A

•# -=? . e t jSL=
érit

A' = a'q, et A = a(
Sed _

aq a A _ aq-j-ar
a'q~~a~'~~ A'~ aq '

unde _
aq= aq-har,

quod nisi r = o sit, fieri nequit.

BÓLVAI, Tentamen. I.
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2. Si A et A' numeri inter se primi fuerint, tum -J terminismi-
nimis exprimitur.

Nam exprimatur valor idem integris minimis per —,-, érit
a — A

ac per praecedentia
A=aq, et A'=a'qt

ubi q integer praster i esse nequit; nam tum integros A, A' integer
metitur, adeoque non essent primi. ítaque q aut fractio vera, aut summa
fractionis verse / et integri i est; neutrum esse potest; fractio vera non,
quia tum -A = —, minoribus terminis exprimeret valorem —f contra hv-

(Z j <X a

pothesim ; neque q =/-h i est; nam tum ~, = — ~ J a* , ubi numerator
ít Cl Z ~r 14 T

denominatorque, ita ai et a't\ adeoque af et a'f integri sünt; atque
af<^a et df<^a' est, quia/*<Ji; itaque valoris eiusdem non esset minima

a , i U . a af
expressio —T contra nypothesim, nam —,- = -A.

3. Si A et A item numeri inter se primi fuerint et •&,- = -, etAk=a:
tum et A'k~d (per 1); k verő integer est, si a et d integri sint.

Nam i < | i esse nequit: quia kA<^A esset, et -4- per -^minoribus
terminis experimeretur (contra 2.); sed k neque summa integri i et fractio-
nis veras / est; nam, ut in prsecedentibus, item non esset minima eius-
dem valoris expressio.

4. Si N=ab vet ab . . . t, et N, a, b, . . ., t integri, et praeter N
omnes numeri per se primi sint\ nempe quorum nullum alius praeter se
et 1 metitur, id est nullus per alium integrum divisus quotum integrum
dat: tum N alia factorum primorum imagine exprimi nequit] id est
factores primi, quorum factum N est, semper iidem qui prius sünt,
nec prseter factorum ordinem differunt.

Nam sit prius n = ab, pro a, b per se primis; si pro q per se primo
esset etiam n==Bq: tum ab — Bq fieret, atque hinc
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et quum ÍZ, q per se primi, adeoque inter se priini, nisi aequales sint,
esset (per 3.) talis integer kt ut ak = B et qk = b: adeoque b non esset
per se primus. Si verő a = q, tum B = b, propter

q ~ ~ b'

Consequenter si n e duobus factoribus primis constat, ex aliis constare
nequit.

Hinc verő de quotvis ad uno plures concluditur; nempe si nullus
integer / expressus per m factores primos, cuius imago sit i, queat ab-
strahendo a factorum ordine ullo modo alia primorum imagine exprimi,
accedat factor primus v, et sit ív = N. Tum N nulla alia factorum pri-
morum imagine nisi per iv, abstrahendo a factorum ordine, exprimí
poterít.

Nam exprimatur etiam per /3/, denotante y numerum primum ; érit
tum iv = fiy} atque hinc

_L — _21.
/ S ~ v '

ubi( ut antea, y et v inter se primi sünt, adeoque, pro certo integro k, est
i^=.yk. Et si k imagine factorum primorum expressum K dicatur, erít
i = yK, et quum i ex m factoribus primis constet, i et yK asquales ima-
gines sünt. Atque hinc est iv = vy/C; et quia iv = fty erat, est vyK=fty}

adeoque vK = fi; sed iv adeoque vyk constat ex m-\-i primis factori-
bus, itaque vK constat ex m, per hypothesim autem numerus, qui per m
factores primos exprimitur, alia primorum imagine exprimi nequit. Con-
sequenter vK et [S eadem imago est; adeoque vyK et iv ac fty eaedem
imagines sünt.

5. Hinc si primorum a, b, . . . quilibet seorsim metitur nume-
rum N, eundem N et productum e quibuslibet eorundem primorum
metitur,

9*'
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Nam sit n imago ipsius iVfactoribus primis expressi, et sit N:a=Q
adeoque N=aQ, et sit q imago ipsius Q factoribus primis expressi \
érit n et aq imago eadem (per 4.1. Itaque a adest in n, pariter quivis
ipsorum b, . . . adest; consequenter quilibet eorum ita ordinari possunt,
ut partém imaginis constituant.

Conversim quoque integer P integrum N nonnisi ita metitur, si P
factoribus primis ita exprimi queat, ut imaginis aücuius, qua N factori-
bus primis exprimitur, partém constituat. Nam si N=P.M, et Nt P
atque M factoribus primis exprimantur, imago eadem ipsius P. M, qus
ipsius N érit.

6. Num verő numerus aliquis per se primus, aut e primis cotnposi-
tus, ut dici sólet, fuerit; de hoc videatur opus (pag. 2061 citátum, Vul-
gare est, numerum quemvis primum (numero 3 maiorem) formás

6 w + i = 2.3« + 1

esse debere, quamvis conversim non sit quivis (ex. gr. 25) formás 6B ± 1
primus. Nempe si integer N per 6 dividatur, sit quotus q, residuum est
ipsorum 1, 2, 3, 4, 5 aliquis; si 2 vei 4 sit, tum A/ par est; si 3 sit, tum

si residuum 5 sit, tum

N= 2.3? -h 2.3 — 1 = 2.3 (q +1) — 1,

seu 6« — 1 . Itaque nisi residuum 1 aut 5 sit, idest N sub formám 6H + I
vei 6« — 1 veniat, compositus est.

7. E prioribus etiam divisor commums maximus plurium integrorum
factoribus primis expressorum, necnon minimus eorem, quem datorum
quivis metitur, reperitur. Nempe quoad primum eiusmodi imago / fac-
torum primorum construenda est, in qua nonnisi talis factor occurrat,
qui in quolibet datorum adest, et quivis adsit toties, quoties adest in
datorum quovis, nec pluries adsit in omni quovis eorundem; nam tum
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imago ista / imaginis datorum cuiusvis pars érit; qualiscunque primus/
autem adiungeretur ipsi /, ut ex / fiat /', si / ' quemque datorum me-
tiatur, tum p adest Ín quovis datorum, adeoque in / quoque; atque si p
in / adfuerit í«-ies, tum in / ' érit (»íH-i)-ies; itaque et in quovis dato-
rum aderit (wn-i)-ies; atque in / n o n adesset toties, quoties in quovis
adest, quum nonnisi m-ies adsit.

Quod secundum attinet, talis imago i primorum construenda est, in
qua datorum quivis factor primus adsit, et quivis toties, quoties idem
in aliquo datorum plurima vice occurrit. Nam datorum cuiusvis omnes
factores primi in i adesse debent; nam cuiusvis imaginem, partém ipsius
i esse oportet; si verő aliquis factor p ex i tolleretur, si is in illő da-
torum, K dicto, ubi plurima vice adest, w-ies adsit, etiam in i aderat
ffz-ies, et nunc [m — z)-ies remansit; itaque K ipsum z\ sublato / , non
metitur (per pag. 428).

Hinc si fractionum quarumvis ad terminos minimos reductarum, deno-

minator communis C minimus quEeratur, érit is minimus eorum, quem

quilibet denominatorum metitur. Et si fractionum datarum qusevis -r- sit:
. C.a f a

ent — T — numerator fractionis novse, quae = -r- nempe

C . a r a C a

Nam quum a et b inter se primi sint, per integrum multiplicandi sünt,
ut valor sequalis prodeat; itaque denominator quivis communem metiri
debet. Consequenter denominatorem integrum minimum esse oportet,
quem quivis denominatorum metiatur.

8. Potest quidem divisor communis maximus absque eo quoquet ut
factores primi quaererentur, reperiri. Quotvis integri At B, . . . fuerint,
queeritur prius ipsorum A et B factor communis maximus Ft tum quse-
ritur ipsorum F et C factor communis maximus /, et semper novissimi
factoris communis, et sequentis numeri dati factor communis maximus
quseritur; atque ultimus érit omnium factor communis maximus.
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Nam si omnes hi integri factoribus primis expressi coRitentur; in
imaginibus ipsorum A, B praster F nihil coinmune érit, neque in /•" e t

C praster / ; itaque nec in A, B, C pra;ter / coinmune est; quia id
tam in C quam in eo, quod ipsis A, Ji cominune est, nempe in Aadesse
deberet. Unde ad phira conclusio prona est.

Modus autein altér dictus quoad duos a et b est sequens, denotante
hic litera quavis tam latina quam germanica integrum. Dividatur a per
b (pro a > b l , sit quotus a et residuum c, et divisor novisshnus divida-
tur semper per residuum novissimum, donec residuum o sit; et divisor
ultimus érit quassitus.

Sint nempe divisores ordine sequenti se invicem excipientes, b, c,
b, e et quoti sint a, b, c, d, Nempe divisor primus b, residuum c; qui
tum secundus divisor fit, dando residuum b, qui tertius divisor fit, euius
residuum e tanquam divisor quartus det residuum o. Unde :

a = b a -h c

Erit e divisor communis ipsorum a, b maximus.
Nam e metitur utrumque ipsorum a, b, nec ullum / í>e metitur.

Namque e metitur ipsum fc, itaque diagonaliter ad dextram ascendendo
etiam ipsum be; sed c metitur se ipsum quoque, adeoque et ipsum
C = bc-\-<i; atque hinc metitur ipsum eb, sed ínetiebatur ipsum £>, adeoque
metitur ipsum b; et hinc metitur ipsum ba, sed metiebatur ipsum c,
consequenter metitur ipsum a = ba + c. Si verő ti metiatur tam ipsum
a, quam ipsum b, tum metitur ipsum ba, et ipsum c; quia si ipsum b
metitur, et ipsum ba inetitur, atque si et ipsum a metitur, etiam in
altéra parte ipsius a certo numero adest. Si verő /í metitur tam ipsum
b, quam ipsum c, metitur descendendo ipsum t>, quia metitur ipsum eb
et ipsum b; ita metitur ipsum e, quia metitur tam ipsum í>c quam ipsum C,
quod cum /3>c esse nequit.
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9. Ex hac operatione promanat fractio continua vulgáris modo se-
quenti. Operatio prsecedens exprimi potest per

I.
a b c d

ubi a, b, c, d quotos exhibent, et diviso b per e residuum sit o. Unde

t t t.

T
— » ~a-h-,-b

i
—— . I

+

TH-4-
+

"577"
• — I

III . Si b<Ja sit, tum — est < i ; adeoque nullum integrum efficit. Ex-

primatur hoc per y- = o ; et dicantur -y-, -̂ -, ——^-& fractionis com-

munis forma expressa fractiones approximantes ob rationem inferius
dicendam ; et quidem -y- dicatur prima, et exprimatur per j ^ - ( -^ dica-

tur secunda, et exprimatur per ^g7 ;

a-\-
ab-\-i

dicatur tertia, et designetur per —-, et ita porro. Tabella sequens etiam

modum, quo e quavis fractione approximante sequens per quotum supra-

scriptum formatur, exhibet.

IV.

a

0

1

A
A'

b

1

a
B
~B

c

b.i-\-o
ab-\-\

C

c
Bb+A
Bb+A

d

bc-*-\
abc-\-c+a

D
~D

Cc^-B
Cc-hB'
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Nempe tertia fractio approximans £ prodit ex B
>it si tam nume-

rator quam denominator per quolum supraseriptum' multiplicetur, et
numeratori niimerator praecedens, denominatori denominator precedens
addatur; ita etiam ab inductione patet esse

D = Cc-hB, et D'=C'c~hB.

Unde lex generationis cuiusvis e praecedente patet; si nempe lex

usque ad —;7 valeat, valet et de -•;. Namque tunc

K_ Ii-hH .

,. L - i ,.
prodit autem —-, sí pro i ponatur i -h -T- ; atque tum net

L. *

L

quod est

quia per hypothesim

fi-hH= K} et /'t-hH' = IC.

Nempe quotvis fuerint quoti, donec residuum o fiat, literamm maiorum
minorumque significatio respectiva perspici potest.

io. Si

A" B' C"'"

considerentur; subtrabendo quodvis e sequente differentise erunt
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Nam
A — n A'— T /? — t ty _ ~
* * ~ ~ ^ j * * '—™ ,̂ *r —— 11 n ^ ^ d

adeoque
AK^1AJi=o:-±_ -j_

AB AH ~ AB '
/ A"atque quodvis par /t et -^, fuerint, si

pro K
A"

et L
L

érit

IK-I'K
I'K ~~

KL'—K'L

H-I
I'K"

K'L

nempe si IK'—I'K=±\, érit KL~K'L =
Namque substitutis valoribus ipsorum Z, L ex pracedentibus, érit

A'Z 1 - A"/. = A")K-k -f- /') - A" (AOé H- /i = AT/'- A " / = - i/A"- AV');
qúod est = + 1 , si IK'—A7'=±i fűit. Denominatorem autem subtrac-
tione peracta ípsis

KL _K LK' _L
K'L' K e LK' L

communem esse K'L' patet.
Est verő hinc omnibus positive acceptis qusevis approxtmans praecedente

alternatim maíor minorve, quum differentiae sint alternatim negativse et po-
sitivae ; sed cur approximans vocetur, nondum vídetur. Interim difiFeren-
tiarum nempe ipsius

AB' ' BC ' ' * '

quamvis sequente minorem esse facile perspicitur: quum

\ C>B\ D>C\ . . . ;

nam etsi quodvis t, per quod multiplicatur ex. gr. / ' ut A" fiat, 1 sit,
est K*=I'i-\-H\ et H' nullibi est < i , nempe post A'=i, H—a est
C=ab-hi, . . . , et a, b, . . . positive accipiuntur.

BOLYAI, Temamen. I. 5
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II. Sed in differentias fractionum harum approximantium dictum
a primitiva -~ inquirendum est.

Denotetur ípag. 431, IT.i A-t-— per /?, ita pro quoto k in genere
^ + - j - denotetur per x; qusevis litera graeca siibstituatur ipsi /3 et latina
magna nominis eiusdem ipsi fi, atque precedens ipsi A, et germanica;
parvae ipsis c, b post literam nominis eiusdem cum B sequentes- érit

( ( h = b, et
Nam

c

quia fi/)-\-A = C (pag. 431); et hinc

quod est = b ; nam si litera qucevis id denotet, quod proprie significat, est

B = it (3 = b + ^,A = o,

adeoque

Atque de quovis ad sequens concluditur generaliter, nempe etiam

quia

H.Ce = ( a -

Pari modo liquet esse

dummodo literje magnas accento insigniantur; quum pláne

C'c -4- Bb = abc •+- c -+- Í7Ö

sit, quod e s t = a ; quia a = öbH-c = tfóc-hC-+-at>, nam b =
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B b
Hinc differentia cuiusvis approximantis -^r ab ipsa primitiva —,

litera cuiusvis nominis substituatur ipsi B} ceteras quoque concinne
appUcando érit

b B _ bB'— <xB
a B' aB y

quod substituendo in numeratore valores dictos ipsorum b et u est

ic (AB—A'B\c ±c
aB' aB' aB' '

A
nempe si —- approximantem H-tam repraesentet, et n par fuerit, est

£±
AB—A'B = -hi, si verő n impar sit, —i accipiendum est ípag. 4331.

Itaque si approximantium *y et -w differentise a —, nempe ipsa
•±.-fy— e t -*-p— considerentur, érit posterior manifesto minor prioré;
quia Ely^>D\ et f<]e est, si f non = 0 ; patetque, quum differentiae

fí C D P
a l t e r n a t i m p o s i t i v s e e t n e g a t i v s e s í n t , v a l o r i b u s --, --, , —• . . . di f fe-

b . B C IJ E, ,
rentia decrescente, valorem — approximari, quamvis alternatim sínt ma-

' e° . Eb.
íores minoresve. Si verő f = o sít, ut pag. 431, tum -w = —, quia
b E

12. Est autem, si b et a intet se primi fuerint, etiam E = b, et £'= a.
Nam per (pag. 434) est

[ = b, et

sed si f = ot tum ípag. 431)

adeoque
b

quia (pag. 431) £>d+C=E, atque etiam

55*
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Estque e tűin divisor communis maximus ipsorum a et b, qui itaque,
si a et b inter se primi fuerint, =1 est. Unde etiam £" = b, et £'—a est.

13. Sed nec ullafractio ter minő rum integrorum J—datur, quaecunque

C D
approximantes—- et -— fuerint, quae denonnnatore ipso D minőre gau-

C D
dens% ipsis —~ et - ~ interseri queat; id est ut pro casu, si

C^D
fuerit, sit

C^q^i

et pro - ^ > - H T

q D
Nam si

CD1

tum
C _D _ —i_

et
£ P =C9-C'fi =

C q Cq

pro m integro positivo et non o; adeoque

C + ! =D

C CD D"
atque

C Cq~ q D*
C D

quia 1« non < i t et per hypothesim esset q <D. Sí verő ~£7>jy

tum
c: _ / > _ 1
C D CU '
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C

L_—£
C CD ~ W

C m £

D cquod est < —, quuin ex eodem — heic plus subtrahatur, quam prius.

14. Exemplum sequens illustret prsecedentia. Sit b = y, a = 19; érit
Ipag. 431 et sequ.) schema sequens;

2 1 2 2

19T7T5T2T1

2

O

I

A
A

i

—">
2
B
B

C
C

2

3"*
i.

2-

•

--«

I+O
I+I

|

D_
D

2

>

I-2+I
3-2+2

7
i9

E 3-2+1
E' 8-2+3

44 'T

Patet autem etiam -1—' pro utvis magnó n eosdein quotos, adeoque
easdem approximantes dare. Unde fractio terminis niagnis expressa cum
errore in praxi exiguo terminis parvis exprimi potest.

15. Notandum etiam est, approximantium quamvis minimis terminis

expressam esse. Nam --,,- = -*- pro «, m integris et « < C esse nequit;

quia tum pro certo integro q per (pag. 425)

esset. Sed (pag. 433}
=nq et C'/=mq

BC-B'C=±l)
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itaque substituendo ipsis C et C esset

Bmq— B'nq = ± i ,
adeoque

quod fieri nequit, quum Bm—Bn integer, ~ verő unitate minor sit.

16. Sed est praeterea, si per - w post -r<-=-y~ s e c l u e n s intelligatur,

nempe continuando donec libuerit, érit seriéi summa aequalis approxi-
manti litera seriéi postrema denotatas. Nam

B C B'C
adeoque

B _ i __ C
B B'C C'

ita
C _P_= - i
C D CD'

hinc
C , i _ / ? _ .
C C'iT D '

itaque
B B'C CD' D

quod continuari patet. In exemplo allato est

i _ i i _ i _ 7_
'2 2.3 3.8 8.19 19'

< '

17. Sít
a b
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retineanturque denotationes superiores; nempe

A I B a C a

érit hic

nempe

et

A

quoque in

~ o' ,

genere
K
K'

v c

Zi'-i
/ V H

K' = I'i'-\

a'-f

-Hi
-H'V

- I/i,

-H'i:

b
~ b'

adeo ut lex formationis cuiusvis approximantis e praecedentibus iuxta
tabellám sequentem pateat.

o
I

a

A
~ A'

a
a

b, b'

B
~ B

C
c

c,c'

Bö'+Ab
Bb'-hA'b

D
D

Cc'+Bc
Cc+Bc

Nam si

atque

substituendo A'-t--^ ipsi h\ patet prodire -^; est autem

'i+ G'hi'

quia per hypothesim

et
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18. Erit autem
A B ^ a
A' B AB"

C _BC-BC B
B C BC ~~ BC'

_[BA-BA)b ab
BC ~^C'

Atque in genere sí
/ K _ ab...i,
I' A" ± I'K' '

est
K L —. a b . . . ik
A" Z' K'L '

Nam
KL— K'L = KtK'k'-ir I'k) — K-íKk'+Ik) = iKI'~ K'I) k =

. .. ik.

Erit itaque series diíferentiarum cuiusvis a sequente

a ab abc abcd

atque quum sit
AB —a

'B". A' B' A'B
est

Á'~*~A'B'~B'1

et quia
B^ C =_ab_
B' C BC'

est
B a b C _ A , a

B BC~ C~~ A AB BC"

quoci continuari patet, ut pro A = o sit

a ab abc abcd _ E t

AB~~~BC^ CD1 DE'" ~É' '
ct ita porro.

Ponatiir . . . . _ . - _ »
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atque
a'=a, £'=b — at c'=c— b, ű?'=b — c, y

érit

atque si

et

est

nam

=ab . . . gfji — ab . . . _

Atque hinc generaliter est pro quavis diflFerentiarum dictarum :

ab . . . / _ aab*. . , e' _ i
F'G' ~~ a b . . . e . a b . . . ef"~~f*

Itaque
a ah ,_abc abcd _ E _ i i i 1̂

^ ' ^ ' JS'C'" + C'I>' Z»'^' ~ E' ~~a b + c y '

idemque continuarí usquequo libuerit patet.
Unde manifesto, si

_i 1 1

sertés convergens sit} et tendat ad s, etiam

tendet ad s. Hinc

expressio dimidii quadrantis pro radio i a LORD BROUNKER

primo fractionum continuarum auctore est, et cum serié Leibnitiana
(pag. 334) convenit, pro

«6
BÓLVAI, Tenlamen. I, * ^
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a d e o q u e ' 5i • • •

. . b — a=-2 = c — b =
mmirum ' " ' '

j i i i n

Potest etiam terminis fractionis permutatis, valor fractione continua
exprimi; nenipe

sí

2 "*~ "T-H ^5

per y exprimatur; itaque

/r ' 2H—2- 2$
2 H — ^

19. Applicatur fractio conttnua et ad resolutionem aequationis quad-
ticae, modo sequenti. Sit

xiíi -\-xi = ö; est JC =
« -

et hoc, substituendo ipsi x ad dextram semper /J_l_v} fiet

a~\-x
b

a-\-x

a-\-x

continuando in infinitum. Quaeritur, num valor usque ad aliquod a accep-
tus valori ipsius x dato quovis propius accedat?

(,)uod in praecedentibus
a, b, c,...at f), c, ...

fűit, est hinc
b et a;

o
í

D
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Differentise verő sünt

_ b b1 í> _ b"_
A'B ' KC~% CÜ ' "*" DE1' '"

ubi exponentem ipsius b semper porro uno crescere patet; atque etiam
quodvis ipsorum

A, B,...,^, B1,...

si —p- ab --jT-incipiendo {«H-2)-tmn sit, exprimi per n, a, b potest; nempe

J ' L2

7 1 ~ " + + "
1.2

terminis tam in numeratore = ^ quam in denominatore = / ' eousque
acceptis, donec factor aliquis o fiat. Est nempe pro («•+• 2)-to terminus
ultimus numeratoris

«-(/ + 21). ..(«-13/-P) „-
I. 2 . 3 . . . . /

« É »7 ^ ^ T

si / denotet —- pro n pari, et — pro n impari. Denominatoris autem

terminus ultimus est

(n—[p'—\\)\n—p') . . , (n—\2p'-2\)nMip_l)hp
1 . 2 . 3 . . . p

* ¥t-\—\

denotante p pro n pari id quod antea, pro « impari verő —r~.
Nimirum si aliquot ipsorum

A B
A" B""

computentur, facile animadvertitur, e quovis prodire sequentis denomi-
natorem, si illius denominator per a multiplícatus numeratori eiusdem
addatur, et prodire numeratorem, si illius denominator per b multipli-

56 '
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cetur; unde tabula coefficientium nuinericorum, qui terminis literarum
prsefixarum appertinent, sequens conficitur.

A\B

/r,c
c,v
D',E

E\F

F,G

i

i

i

i

i

i

0

o

i

2

3

4

o

0

I

3

o

0

Manifesto secunda columna numerorum verticaKs est series nurae*
rorum naturalium, tertia est series secundi, quarta tertii ordinis, . . . et
quivis terminus est summa suprastantis et illius qui ad lsevam in co-
lumna horizontali superius sequenti est. Hinc ad expressionem dictam
perveniendo, de quovis ad sequens conciuditur ; nempe si valeat usque ad
4r, quod sit («H-21-tuin, valet et de ~jm, nempe («H-3J-to. Erit enim

estque per hypothesim :
K' Ta+H'b

) ) . . . (n — [2fi—2))(«—(2,</ —
2 . . .

^-ju)(n— ÍJU -h í
1 . 2 . .

ubi considerando formulám, eamque applicando ad n et n - i , patet
tcrminum ultimum prioris et posterioris terminos generales, atque való-
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ribus dictis ipsorum p et p' substitutis ultimos esse, nempe terminum
iinmediate sequentem factorem o ingredi; imo eadem substitutione pro-
dit, pro denominatoris termino ultimo ipsius a exponentem o fieri pro
n impari, et i pro n pari, atque

» — \p'— i ) ) \n — P ' ) ( n ^ } t > _ ± } > ) . . . ( « — \2p'—ai)
1 . 2 . 3 . . . / "

esse = 1 pro n impari, et -^--+-1 pro n pari ide (n + ai-ta fractione lo-
quendo).

Si verő in dictis terminis generalibus coefficientes eiusdem facti e
potentiis ipsorum a et b conflati, reducendo ad denominatorem eun-
dem, addantur; factore cominuni exemto, érit

ju-t-n — {2ju —i'l = « —1,« —11,
atque prodibit

,«

quod pro an~2f*+s öfA+\ in K, in quo terminus primus est an¥lb, reguláé
dictae conveniens esse applicando patet. Eodem modo autem de K'

demonstrari potest.
„. . . Ia-^-Hb . . K
01 verő in expressionem ~rt—\-zyíi ipsius - ^ ponatur a-\~x pro «;

prodibit
I [a +XI + H' b

* ;

nempe nonnisi pro uno a, quod infimum in fractione continua est, poni
aH-x debet, ut valor ipsí x sequalis sít; et peracta operatione prodibit

I <*•*-H b b\a -hxijHV— Hl) -höa i&/'—
I'a'-i-H'b ~ {{a->rx)/'-\-H'b) {rö+H'b)

- K'K'+xrK' '

quod, nempe differentia fractionis approximantis a valore unius radicis
sequationis quadraticae, pro a et b positivis ad limitem 0 tendit, si «"—oc.
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Sit enim

pro o> positivo ; érit — - — + — H-« = o unus valor ipsius x ; eruntque
in hoc casu a, b, <y, atque oinnes termini ipsorum /', Á" positivi; et si
d = i ponatur, et -j^r sit fractio (»-4-2)-ta pro « impari, coefficiens potentiae
ipsiusb in termino ultimo denominatoris Ipag. 4441 érit (y-*-')«; est autem
A"(et tanto fortius K'K'-Y-MI'K') isto maius; numerator bx [Hl— HI'\
verő est =±w,quia d = it et IK'—I'K signi ratione non habita est potentia
ipsius b ipag. 443); atque raanente numeratore denominatorem utvis augere
licebit.

Ex. gr. pro a~2 et b = i sit

AT4 H - 2X = I J

érit unus valor ipsius x

et hínc

unde etíam si pro *'-4-2jr = i fiet * ' - 2 * = i , adeoque unus valor ipsius
x=i«—1/2, érit

— 2

nempe facile patet, quotamvis fractíonem approximantem computatam
iisdem terminis, eodemque signo — gaudere.

Sit x1-^-x = ii érit

x~ 2 "• r 4
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et hinc

nempe supremi fractionis continuae termini id, quod infra lineam supre-
mam est, divisor est. Hinc verő

quod etiam

/5=4. '

i
= — I -f-2

n 4+..
ex pe*-hAx = i.

- 5 - 5

Ita ex x* — x=K est

unus valor ipsius x.

20. Brevitatis studio casus pro b negativo praeterire liceat, quum et
de resolutione aequationis

x1 — x = a

analoga aliquid dicendum sit. Est nempe

x* = a 4- x,
adeoque

et hoc ipsi x semper substituendo donec libuerit, érit

x = y'a 4- \

et ita porro; atque hoc quoque pro a positivo eousque continuari po-
test, ut omisso x quovis <y minus ab x differat, ut statim patebit.

Ex. gr.
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j I_I_Í l ^ C

** — * —i = o et —3- unus valor ipsius # est.

Ita ex x1 — x — 2 = 0 est

et 2 est unus valor ipsius #, uti — 2 in sequatione

X2~\-X—2=0.

Unde etiam l'pag. 446—7) est

— 2 fc= V 2i—1^21—i V 2i—i. . . = 3 —

Nempe V ~, inde ab secundo, sive ubique positive sive ubique ne-
gative accepto, duo valores oppositi alioquin aequales prodeunt; quos
etiam tales esse oportet, ut eorum unus asquatior,i *2-+-;Í — 2 = 0, altér
ipsi x2 — x — 2 = 0 satisfaciat; ut statim patebit, quum — 2 pro casu utro-
que idem maneat; quamobrem ^*-^- in casu prioré, et —y-- ín pos-
teriore accipi nequit.

Potest quippe etiam xm pro x1 poni, denotante m quemvis integrum
positivum

V—"v=^=^

pro aequatione xm — x — a = o.
Sit pro a positivo

érit

prius h ipsi fa, tum tí ipsi b £r substilutis. Hinc si
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quousque libuerit ad laevam continuatum, generaliter N dicatur, crescet
N. semper quovis novo f ö * prseposito; raanebit tamen <i-*-2a;
nam si

érit

adeoque /

atque hinc quodvis N est < I H - 2 Ű ; nam si N= aut >H-2a esset,
tum N* — a>N esset; nempe

(IH- 2á)m — a > I H - aa

pro *n>>i. Itaque crescens Â  sine 6ne, raanens tamen minor, quam
H-2ű, gaudet limité. Sit limes is a, et sit

et
y a *^-> • • • ^y a = «—A;

érit primo f omisso

(a — a)m = a

Sed tam to, quam l tendit ad o; atque tum

Consequenter am~a-*-a\ atque limes ipsius

est radix «quationis xm — x — a = o; atque si «i par sit, radicali negx-
tive accepto prodibit radix «quationis xm-*-x — a = a

21. Nütandum quoqut est ct

TMMM. I
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limité gaudere, esseque limitem hunc a™; excepto a=i} nempe tum non
hmes,sed quivís valor =a'"=i. Nam incipiatur a dextra ad tevam
prseponendo radicalia in infinitum; érit prius

dein
mi 15-7=

Y a\ a = {am.am)m = a"">l,
atque

| / aa *iZ =(am*.a m * ) m =a
Si verő prodeat

fiet Va praeponendo,

+ . ^ J _ J t m^"+mP-\ |-i

(amptl .a

exponens hic ipsius a autem est

m — l

quod tendit ad -^-^ ; namque si (pag. 150) dividatur ^ + í — 1 per m — l,
quotus érit

m^'-hm^-^. . .-hí.
Consequenter

V$a . . .
Ex. gr.

22. Plura huius generis construi posse cuique succurrere potest; sed
his amplius immorari non vacat. Interim patet etiam, quod si fuermt
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r__ , d _ r'
d'~9> -F—U + W'1

K, = g' í = O"-h—•
érit

a

451

at pro qy q\ . . ., Q} Q', . , . integris, si a, /? incommensurabilia fuerint,
residuum nunquam o érit; quamvis ex. gr. r" et d" per dato quovis
minus d'" dividi possit, prodeunte Q' utvis magnó cum residuo r'"<Ld"\
adeoquequoto = ^-t--j5ir, ubi-7 ! í r<i ; at continuari donec libuerit, et —
per fractiones approximantes diclas approximari posse e iam dictis patet.

§•42.

Applicatio fractionis continuae ad resolutionem aequationis indeter-
minatae gradus primi, pro valoribus integris, (pag.373) exponenda venit.

Sit

pro a^b, pro a, b, c integris, et a, b inter se primis atque signis ±
sive ubique idem, sive diversa denotantibus.

1. Si quodvis ipsorum a, b integer aliquis * metiatur tertium haud
metiens, tum x et y valoribus integris minimé gaudent, Nam si x et y
integri essent, tum ± ^ ^ _ J Í quoque integer esset; -. v e r o n o n e s s e t

integer; atque integer esset non integro aequalis.

2. Ponatur coefficiens maior, qualicunque signo gaudeat, loco primo;
atque si signum — habeat, multiplicetur sequatio per — it ut ex

57'
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— ŰX ± by ~
fiat

ax =F by =

Tum evolvatur — in fractionem continuam, et quseratur approximantium
penultima; sit baec ex. gr. - ^ , érit sequens - j ^ atque F= b, et i ^ a ,
quum b et a inter se primi sínt, (pag. 435); eritque EF'— E'F=+i sj
-£T fuerit a — inclusive numerando «-ta et « par sit, et —1 pro »

impari. Unde

sí

±,
adeoque

a£c — b£'c = ±c;
atque addito

abq — abq = o,
fit

a ÍEc — by) — b (E'c — ag) — ± c.

Itaque si signa ipsorum b et c, quibus in hac aBquatione gaudent,
cum signis, quae in aequatione proposita habent, convenirent, tum q rite
accepto, Ec — bq ipsi x, et E'c — aq ipsi y substitui possent; at si signa
dicta non convenerint, transfonnanda érit aequatio modo sequenti, ut
hoc obtineatur.

3. Si b in aequatione proposita signum -h habeat; pro —b {E'c—<\q)

ponatur -f-b'—£*c-t-ay. Nempe factore utroque per — 1 multiplicato,
signum ipsius b salvo valore mutatur.

Si verő signum ipsius c sit diversum in

ű (Ec — bq) — biEc — aq) — ± c,
aut in

a (Ec — bq) •+• b \— E'c -haq) = ± c,

t u m j - c et coefficientes ipsorum a et b multiplicentur per — 1 ; nempe
hoc pacto aequatio tota per — 1 inultiplicata, atque ad formám asquatio-
nis propositEE reducta érit.

Pariét autein quaevis duarum harum aequationum duas aequationis
formás, prouti c signo -h vei — gaudebit. Nempe
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e prioré a{Ec — bq) — bíE'c — aq) = ± c

et a(— Ec~hbg) — b{— Ec + aq) = =Fc,

ex altéra a{Ec — bq) -h b (— £'c-haq) = ±c

et a(—£c-hb?.!-hb(,E'c —a?) = q=c.

Unde videre est, quod ubi signa ipsorum Et et E'c conveniunt,
etiam signa ipsorum aq et bq conveniant, sed illis contrarientur, et ubi
illa diversa sünt, heec quoque tam inter se quam cum illis contrarientur.

4. Quseritur, quomodo q pro quavis harum gequationum eligí debeat,
ut vaiores integri posttivi, imo valores minimi prodeantf

Oportet q esse integrum; quia nisi aq, bq integri sint, Ec—bq et

E'c — aq integri non erunt, sí verő aq, bq integri essent et ? < i esset,q g , q, q g
fieret —*- fractio terminis minoribus expressa quam — (pag- 436), quum
b et a sint inter se primi fcf.

In forma príma, ut Ec — bq et E'c — <xq positivi fiant, debet esse
Fc F'c

Eobq atque E'oaq; itaque q < tam ipso -r—, quamipso-—. Unde
. . r , E'c E'c

manifesto ex integris, qui ínfra utrumque valorum — *— et —-sünt, ma-
ximus integer eligendus pro q érit, ut quam plurimum destruendo, quam
minimum positivum relinquat.

In forma secunda debet esse bq > Ec et Qq > E'c ; itaque q > —r—,
et simul q~> ; adeoque pro q ex integris tam ipsum —r— quam ipsum
F'c ^

—— superantibys minimus eligendus est, ut terminus negativus e posi-
tivo destruens quam minimum relinquat. Unde forma secunda semper
gaudet valore petito; uti etiam príma, quum ibi, si pro q alius integer
non detur, o accipi possit; nempe si aE—bj£"'=±i, tum <xEc—b£c=±C
(pag. sequ.).

In tertia forma debet esse bq<Ec et aq>Ec; itaque
Ec ^ . Ec
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Et Ec . . . .
atque si inter —— et -«— integer detur, quivis ipsi q substitui poterit;
st verő nullus detur, nec ipsorutn x et y valores ulli integri positivi
erunt. In hac Eequatione autem, si minimus valor ipsius x quaeratur, tum
omniuin valorum dictorum ipsius q maximus accipiendus est, ut quo
plus destruat e positivo ; si verő minimum y queeratur, minimum accipi
debet, ut negatívum destruens quo minus relinquat. In forma quaria
—r~- < q < --— ; itaque si detur integer ipso —jp maior et ipso ——
minor, is accipi poterit; atque pro minimo x minimum q, pro minimo
y maximum q eligendum est.

5. Si c = i, tum nonnisi Ín casu formse secundae addi modo relato
abq — abq debet; nam si aE—bE=±\ cum Eequatione proposita con-
veniat, tum, ut statim patebit, E et E valores minimi erunt; si verő
non convenerit, in quavis forma praster secundam q fractio vera érit,
quia i ? < ; b e t E<ay adeoque ípag. 452) valor non érit integer.

Quod E et E valores minimi sint, si aE— b £ " = ± ; i propositse sequa-

tioni convenerit, patet sic. Nisi minimi sint: sint E—n et E—m

minimi; érit
aE—an — Eb + bm = ± 1,

et subtrahendo sequationem priorem, est

bm — aw = o,

adeoque bm = an; et hinc

b n
a m '

atque per Ipag. 426)
n = bk et m = ak

pro k integro; unde

E— n = £— bk, et E— m = E— <xk

valores negativi essent non positivi, quia E<.b, et £ "<a .



SECTIO TERTIA. 455

6. Extmpla,
a) Si quis debeat cruciferum alteri, atque is monetas 17 cruciferorum,

et hic nonnisi monetas 7 cruciferorum habeat; quseritur numerus mo-
netarum minimus, quo solutio fiat.

Erit

Evolvatur -f- in fractionem continuam: fiet 17:7:3:1, et approximantes eruntf
T1 "a"» T ' Tj> u b i E=2 e t £l=z5 ; a t (íue EF~&Fiáest Ea—E'b = —i,

Pquia -~r est tertia, et 3 est numerus impar; itaque signum ipsius 1 non
convenit cum sequatione proprosita. Fiet verő iuxta formám secundam

nempe heic c = i ; est verő -*- = —-, et —- = -~ , atque ut dictum
est, q minimum integrorum utrumque valorem superantium esse debet;
érit igitur q = 1; atque

nempe i7(
17-5 — 7 . 1 2 = 1 .

b) íta vulgare probléma resolvitur: 100 thaleris coempta sünt 100 pecora,
vaccae 10 thaleris, oves 5 thaleris, et sues dimidio thalero; quasritur
quotnam fuerint vaccae, quot oves, et quot sues?

z= IOO,

Unde multiplicando per 2 Eequationem priorem, et tum subtrahendo
ex ea posteriorem, érit

et si — in fractionem continuam evolvatur fiet 19:9:1 atque approxi-
mantes erunt — , — , et ultima fractio est ^-, penultima verő est — :

1 ' 2 19 r 2
atque

et per c = ioo multiplicando, fit
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19.100 — 9 , 2 0 0 = 1 0 0 ;

atque hinc fit
19(100 — <)q) + 9 (— 200+ 19^1=100

sequatíoni i9^-H9jy = ioo conveniens. Unde per formám tertiam

200 100

19 q 9 '

adeoque q integer inter 10-f- — et 11 —I——— esse, pro valoribus integris posi-

tivis ipsorum x, y debet; quapropter q nonnisi 11 esse potest; eritque

x = 100 — 9.11 = 1, et y = — 200-h 19.11 = 9.
Unde

z =100 — x— y=\00 — (1+9)= 90.

c) Ex eodem demonsXxaXur peripheriam per factum e quotvts numeris
primis constructione geometrica dividi posse, SÍ per quemvis eorum id
fieri queat, et nullus eorundem in facto pluries quam semel occurrat,

Sit nempe peripheria = i , et sint primi dicti a, /?, y, . . . singuli
diversi, et accipiantur prius tantum a et /?; érit pro certis x, y integris
et /?>«,

Nam reducendo ad denominatorem eundem, est

@x — ay _ 1
«^ ~ a/3 ;

et hinc
0x — ay=i]

quod semper valores integros positivos pro x et y per formám secun-

dam habét; si nempe penultima approximans ipsius —r det

érit x = £ et y = E'; si verő

EF'—E'F——!,

per formám secundam prodibunt valores qusesiti.



SECT1O TERTIA. 4 5 7

Atque si de certo quovis factorum a, # . . . primorum numero con-
stet, et de uno pluribus constabit. Sit enim or/3. . . = / * , et accedat factor
primus p; e r i t a u t / > i « aut p<ju, quia si p = ,u esset, /Í compositus
fieret; sit igitur ex. gr. p > tu ; érit

1 _ _i j__
pjt ~~*> y' p '

nam per hoc esset

ubi p et ju inter se primi sünt, adeoque x et y valoribus integris posi-
tivis gaudent.

Si verő factor aliquis pluries occurrat, hoc modo neutiquam habe-
bunt x et y valores integros positivos. Nam ex. gr.

aer/S « — af.

pro x, y integris esse nequit; nam tum esset

1 = a/3x ± ay,

et binc •—• esset =/3v±a) ' J quod fieri nequit, quum -^-fractioveramem-
brum ad dextram autem integer sit.

Interim alio modo factorem 2 quotiesvis Íngredi posse ex elementis
GeometriEe notum est- Videatur opus (pag. 206) citátum.

§• 43-

In opere eodem sequatio indeterminata gradus secundi generaliter
resolvitur; quod quum, uti pro x} y, . . . sequationes altiores, referre insti-
tuti ratio haud permittat, cum pluribus aliis supplemento reservatur. Ali-
quid tamen ad illustrandam (pag. 395) addendum est

I. Si m aut numerus impar fuerit, aut pro m pari, t negatívum sit,
xm-+-pxm~l-{-. . ,~hsx-+-t semper radice reali gaudet. Potest enimincasu
primo x tam magnum accipi, una vice posítive, altéra vice negative, in

Bótmi TeDtamen I 5^, TeDtamen. I.
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casu posteriore verő una vice tam magmim, altéra vice tam parvum ut
in utroque casu valor expressionis una vice positivus, altéra negativus
sit; atque tum transitum per o dari statim patebit.

Sit pxtH~l-\-qxm~z-\- . . .-¥-rxz-hsx-ht=a, id est dicatur «, et
xm-\-pxm-1 + , . . + r^2 dicatur /í, et xm -*-pxm~l -+- . . . -+-** dicatur 7.

Si integer i quovis coefficientium, et coefficiente ipsius x°, maior,
atque x^>mi accipiatur, érit omnino

eruntque post xm termini numero m, quorum quivis <\ixm ' ; itaque
tnixm~l^>a, seu tm'{mi"!~*, id est xm^>a. Itaque pro m impari, si x
accipiatur = mi positive, valor expressionis positivus érit, si verő idem
negative accipiatur, valor negativus fiet.

Pro m pari autem et / negativo, si

~ — i(m—i)

et i talis integer sit, ut is sit maius quovis coefficientium : erunt pro
ante sx termini numero m — i, atque quum x<^i sit, érit

adeoque
1 m — il stx2

seu

Aut verő si i ita accipiatur, ut it í> quovis coefficientium sit, et x
ponatur = -—--• ; constabit y e terminis ante / numero m, et

X >> X1 >• X3 \> . . .,

atque mit. — . , id est
^ mi '

t>y.
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Itaque pro m pari et t negativo poterit quoque per pláne dicta x
una vice tam magnum accipi, ut valor functionis positivus sit, et altéra vice

tam parvum, ut valor negativus sit; nempe si x = — ~r accipiatur ne-

gative, si s positivum, et positive, si s negatívum fuerit, érit y negatívum,
adeoque et addito t negativo functio tota negativa fiet; pariter si x modo
posteriore ita accipiatur, ut f?>y sit.

Consequenter in omnibus casibus dictis datur functionis valor tam
positivus quam negativus; et tum valorem — o dari (prseter pag. 408)
et modo sequenti constat.

Pro quovis a datur tale «, ut F[x) dicta functione

sit

Nam terminus ultimus t adest, imo et reliqui termini omnes ipsius F{x)
adsunt in F(x -h ej), adeoque differentia est summa ceterorum ; quae non
maior esse potest, quam si termini hic omnes signo eodem gauderent,
sed minor est, quam si generaliter pro Aix-i-G)}1* praeter Ax^ accipiatur

p~—1— m termino quovis; nempe
2X — {ju— i)a H ' v

2

est minus quam si a fix? ' « incipiendo series infinita exponentis 2X

esset; nam sequentes exponentes decrescunt, atque -?-——— <{i fit, si
2X

2X

a <J accipiatur; essetque tum limes summse
/*

Sünt autem in Fix+o) termini numero m (preeter t) sub formám A{x-\-af
venientes; eritque quodvis

í^r.i ti
a •- , sí
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fiet vero hoc, si
iax

nempe ex eo valor iste ipsius a prodit, in quo ita augere m licet, ut a

dato quovis A minus fiat; exprimatur enim per —JTTJ> e t ponaturj>í«

pro m ; érit

si

mkk mk

accipiatur; estque manifesto v eo maius, quo minus X est. Si igitur quae-
ratur tale w, ut

tn

et idem fiat pro quovis termino usque ad $\x-ha) — sx ; accipiatur mini-
mum illorum w, sive /. quovis eorum minus, cum v>i; eritque quum
termini preeter t numero in sint,

tn. — =m

Concipiatur iam 'Fig. 551 >i*x>mi} atque feratur extremitas eius re-
trorsum, ut decrescat usque ad 0 in p, et inde porro crescat negative
semper porro ; érit prius aliquamdiu valor funclionis positivus, adeoque datur
'pag. 20. punctum aliquod ultimum *, intra quod valor semper positivus
fit, post quod autein aliquamdiu non est positivus. Erit auteni p» radix
asquationis, nempe x, quod inter p et • est, ipsi x substituto, nt/Mx) = o.
Nam valor is nec positivus nec negativus misi Oi esse potest; si enim po-
sitivus esset, sit = *í+a ; accipiaturque x = p» + w, ita ut w ultra * ad dex-
tram et tale sit, ut si valor novus functionis /> dicatur, sit b — a<^a\
érit b necessario positivum, quia si negatívum esset, fieret b — a^>a\ si
vero b = o esset, radix ibi esset. Essetque idem pro quovis adhuc minorí
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negativo a; itaque punctum ultimum ulterius esse deberet. Si verő
F[x) — -F(p*} negatívum esset sit = >—•£, et accipiatur tale *i*X intra *
ad laevara, ut sit pro x = p* — k valor functionis c, atque c —
érit c necessario negatívum; si enim positivum esset, fieret
itaque punctum ultimum ante * esset, et in neutro casu in * caderet.

Consequenter in omni casu, excepto si m par et t positivum sit,
datur radix reális; et nonnisi de hoc casu qusestio est. Realem aliquando
et aliquando nonnisi imaginariam dari casus ostendunt; ex. gr. xx ± 3* •+• 2

habét utramque realem, ita X'7 —1 = 0 unam realem, at x*-hx-h2 non-
nisi imaginariam radicem habét. At verő semper si non reali, saltem ima-
ignaria radice qusevis aequatio gaudet.

2. Demonstrationem huius tamen ad casum exceptum restringere ne-
cesse non est; quum iam anno 1799 prodierit «Dernonstratio nova theo-
rematis, omnem functionem algebraicam rationalem integram unius
variábilis in factores reales primi vei secúndi gradus resolvi posse;
auctore CAROLO FRIDERICO GAUSS.» — Primitise messis ditissimse —
quasi Stella venientis solis nuncia — veteranum iuvenis opus — adinstar
Herculis, dum serpentem infans disrupit. Demonstrationum, quas summi
Geometrse dederant, defectu summa cum modestia revelato, ibidem non
solum exacta, sed valde clara, elegáns, et evidens exponitur; fit quidem
Geometriáé subsidio ; sed veritas veritati heterogenea non est, quippe quee
omnes ccelesti fraternitatis vinculo iunctae, ad quainvis tuendam confluunt;
monitum tamen ibidem est, totam demonstrationem mere analytice tradi
posse, sed methodus ista rem clarius ob oculos ponere videbatur. Trium
quas dedit auctor, prima haec tantum, et quidem pláne nunc huc per-
venit.

Instituti ratio eam tantum partém breviter referre permittit, quse in
quovis casu unam saltem imaginariam radicem dari probat; unde, ut ibi-
dem traditur, id quod titulus pollicetur, facile sequitur.

Est (pag. 197.}

A H- BV—1 = «(cos. z •+• / — 1 . sin. z)}
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et boc ad n elevatum est

= un(cos.nz~\-^ — 1 . sin. nz).

Unde si xm-k-axm~l -H . . .-\-kx-*-l dicatur X, substituendo

7 (cos. z -i-V—i.sin.-z)
ipsi x, érit

X= rm cos.mz -+• aym~l cos. 17« — I I J S H - . . . -4-krcos.z -f- /

-\-{rm sín. mz~\~arTn~l sin. (m —ilz-h . . . H- Arsin.jz)^—1 ;

quod si dicatur U-\~\' — 1 . 7 , érit X = o pro illis .z, r, pro quibus C/=o
et simul T= o; quia tum

atque substituendo r icos. , 3 + | / — i.sin.zj ipsi x1, fiet ^ = 0 .
Talia r̂, r igitur dari pro quovis determinato integro positivo m

demonstrandum venit. Sit in piano P quaquaversum infinito 'Fig. 561
recta ab utrinque infinita ; et in ea punctum fixum c; et cuiusvis puncti
ipsius P nomen generálé sit p, dicaturque /' recta pc, et angulus acp genera-
liter z dicatur. Concipiatur porro quovis radio r positive accepto in piano
P circa centrum c circulus, et in quovis puncto p erectum ad P
perpendiculum = Tt et quidem supra planuni, si valor ipsius T pro
illő p positivus sit, et infra si negativus sit, atque in piano si T=o
sit; dicaturque complexus omnium extremitatum, in qua aliqua ordinatarura
dictarura terminatur, superficies príma. Pari modo, nonnisi U pro T
ponendo, fiat superficies secunda. Erit inanifesto superficies utraque con-
tinua, et quaquaversum infinita ut planuin, spatium quaquaversum infini-
tum in duas plagas dividens; complexus autem omnis eius, si quid prima
cum piano P commune habeat, dicatur linea prima, et complexus eius,
si quid superficies secunda cum /^commune habeat, dicatur linca secunda ;
nempe lineas esse sensu in Geometria subliiniore patebit. Si quod pun-
ctum superficiei prima; cum P cominune fuerit, inanifesto ibi ordinata
T=o est; et in puncto superficiei secundae cum P communi ordinata
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£/"=0 est. Determinantur idcirco Iineae prima et secunda per Eequatio-
nes T=o, et £ /=o. Atque si probetur, lineam primam cum Iinea se-
cunda punctum aliquod p' commune habere, tum si recta p'c dicatur / ,
et angulus acp' dicatur z' érit /(cos.^'-4-/—í.sin.z') radix sequationis;
quia pro illis r', z' tam T, quam XJ érit simul = 0 .

3. In opere citato plura commemorantur, curvam hanc singularem
concernentia; quse, prouti m et coefficientes accipiuntur, varia pluri-
busque ramis utrinque infinitis complexa esse potest; et quum plures
haud tanti momenti ab inventoribus nuncupatse sint, nisi inter tot tan-
taque aha auctoris inventa occasum quasi heliacum pateretur, Gaussiana
dici posset.

Ex. gr. est curva utraque, si ad coordinatas orthogonales, id est
rectangulas, revocetur, ordinis m. Est nempe (Fíg. 57)

et per (pag. 195.) quidquid sit n, est

n • n—\ wf« — l)f« — 2} « _r"sin.nz — nxn 'y x- ü lx" 3
J 1 2 3

et
ncos.nz=xn x y \

1 . 2 J 1 . 2 . 3 . 4

„ * n(n—1) „-2 2 , n(n — i)f« — 2){n—3)rncos.nz=xn * '-x 2y -\ * ^ ° &-
1 2

Itaque tam functio superior ipsum T, quam functio ipsum U expri-
mens, pro T=o et U=o, pro abcissis x e centro acceptis, et ordi-
natis y ad x perpendicularibus, constabit per {pag. 195.) e certo terminorum
formae Ax"y1' numero, denotantibus a, ft integros positivos, quorum
summa, ubi maxima est, fit = m.

Danturque ad minimum m intersecliones lineae primae cum secunda;
quamquam fieri etiam possit, ut prima a pluribus ramis secundse sece-
tur, et tum X plures factores íequales babebit. Intersectio autem sub
angulis rectis fit; et si plura crura utriusque curvse in eodem puncto
convenerint, totidem crura linese primse adsunt, quot crura secundse,
haecque alternatim posita, sub angulis sequalibus secant se invicem tf;
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sed totam dissertationem describere nimium foret. Hic sufficit unius
intersectionis necessitatem demonstrare.

4. Demonstratur ibidein ad scopum praesentem, e centro c describi
posse circu/um, in cuius peripheria sínt lm puncta, nec p/ura, in
quibus T=o, totidemque in quihus U=o; et quidem ita, ut singula
posteriora inier bina priorum iaceant.

Dicatur enimvero Í,Í/I extremitas arcus 2 e x a positive supra ac inci-
pientis, si z = ltt -£- pro q asquali dimidio quadranti, atque data asquatione
X gradus certi «z-ti; dicaturque S summa coefficientium omniura ter-
minorum post xm sequentium positive acceptorum ; dicaturque R quod-
vis tfrr, quod tam posita omnino unitate quam ipso SV2 maius
est. Eritque pro quibusvis R ei tu, atque z = -^-, per superius (pag. 462.J
dictum,

quod item est

tn m m

sin.
m

atque hoc pro ju = St'-\-i aut
vis, positivum, et pro ^ = aut û =

denotante i integrum quem-

8*"H- 7 negatívum est. Nam si

érit
m

sin. mz = sin. (Siq •+• q) = sin. q = 4-« 1/ —

nempe sinus dimidii quadrantis Ipro radio 1)

2

ita pro
V 2
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est

sin

si verő

in. mz = sin. %q = \%\ i / -í-;

érit

sin. «ír = sin. $q = sin. {— 3^) = i—* i / ~- .;
ita pro

m*
est

sin. mz = sin. 'jq = y—t y -y.

Unde substituendo in valore proximo ±.y -— ipsi sin. juq; érit mani-

festo pro signo •+- valor'positivus, pro signo — verő negativus; nam

etsi termini intra parenthesim post primum, nempe ±Ry~, sequen-

tes, pro signo •+- omnes negatívi, pro signo — verő omnes positivi

essent, quum in nullo termino sinus unitate maior per coefficientem

multiplicetur, summa eorum ^>S esse nequit; est verő S<\R y —

quia R^>S)f2 ; consequenter Ry~ sive positivum, sive negatívum fue-

rit, per summám sequentium nonnisi ex parte destrui poterit.

Sed etiam pro quovis valore ipsius z inter (8z'4-i)^- et (8Í '-(-3)-^-

cadente, valorem ipsius T positivum, et pro quovis valore ipsius z inter

(8íH-5)-j?r et (8í'-h7) -p=r cadente, negatívum essepatet; namsi^maiusacci-

piatur ipso(8í'H-l) -^ etminus, quam (8z'-H3)~, érit sin.mz = sinui arcus

ipsoy maioris et ipso 3^ minoris,adeoque>*j/ -y, eritque positivum ; ita si

BÓLVAI, Tentamon. I. 59
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érit sin. tnz = sinui arcus negativi ipso •—<q maioris et ipio •—«3̂  minő-

r i s ; adeoque sin. tnz érit negativus et J> y 2'

Pariter patet, valorem ipsius U esse negatívum ubique pro valore

ipsius z a <8*"H-31 ^ usque ad '8 ' + 5 ' ^ inclusivei,et positivum ubique

pro z a ( 8 Í H - 7 I usque ad (81 + 91 terminato linclusivei. Netnpe pari

ter est

atque pro

* = (8i + 3)£,
id est f>ro

// = 8(4-3,
fit

cos. tnz = cos. 37 =•—1Y \i

et pro

fit

cos. »1« = cos. sg =•—1 y T >

estque cosinus ubique pro tnz crescente a 3^ usque ad 5?, negativus et

>Vi-Ita

cos. (8/ •+• 7) q = cos. 7y = cos. <—y) = •*- j / -J-,

et

cos. 181 -+• 9) q = cos. y = •-*< l / -—.

Unde in peripheria circuli cuiusvis, cuius radius R est, inter quodvis

punctum arcúm z = (8i'-hii -f^ terminans, íd est inter punctum superius

per i8i'-hn designatum, et punctum 181+31, ^ai"i aliquod punctum debet,

ubi C / = o est; ita inter quodvis punctum 181 + 51 et punctum 181 + 71.

Nempe concipiatur z tanquam abscissa ab a positive crescens in peri-

pheria dicta ; erunt ordinatge U semper usquequo z + ^-, imo etiam ul-
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terius aliquamdiu, positivae, pro z = ~^~ érit iam U negatívum; itaque
pro certo z inter ^ et -^- terminato valor ipsius U=o esse debet.
Pariter pro

* = (8í+5)£
est U negatívum, et pro

m

fit U positivum, adeoque et inter haec puncta terminari tale z debet,
e cuius fine erectum perpendiculum U fiat = 0 .

Ita inter quasvis puncta (814-3) e t (&'+5>, atque inter puncta (8r+7)
et (8I'H-9) alicubi 7"=o esse debet. Itaque

U=o fit inter (1) et (3), (5) et (7), {9) et (11) y ,

T=o inter (8OT — 1} et (1), (3) et (5), (7} et {9} fef.

Danturque in peripheria quavis, cuius radius R est, 2tn puncta, ubí

í r = o , totidemque, ubi U=o. Nempe peripheria = ——2-, atque pro

x = ffi—I, fit 8z'-+-7 = 8»z —8n-7

qui numerus impar 4w-tus est, quem excipit

pro dicto 1 = 1» — 1 ; inter puncta (Bm — 1} et ( 8» ÍH- I ) autem, id est
inter finem arcus

et finem arcus

pariter datur punctum, ubi T—o, nempe ubi z = —^-, et sinus = 0 est.
Itaque in tota peripheria 4/« puncta erunt numeris imparibus parenthesi
clausis signata, atque simul cum intervallo, quod a 4»í-to impari usque
ad (4OT-4-i)-tum cum puncto (1) coincidens est, fiunt intervalla numero
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cuius dimidium est numerus punctorum ubi T=oy et alterum dimidium
est numerus punctorum ubi U=o.

Sed neque plura quam 2/n puncta sünt in peripheria eadem, ubi
7 ' = o fit, nec plura, ubi Cf=o est.

Denotentur enim puncta, ubi T aut C/fiunt = 0 , per numeros absque
parenthesi; nempe punctum, ubi 7 " = o fit, inter (%m — n et íii, dicatur
punctum o; ubi U~o fit inter fi) et (3̂ , dicatur punctum 1; ubi T=o
fit inter \y et (51, dicatur punctum 2; porro ubi (7=o fit inter 151 et
(7), dicatur punctum 3, et ita porro. Patet punctum quodvis numero
pari signatum esse linese primse, impari signatum linece secundse; dica-
tur íllud brevitatis gratia punctum par, hoc verő punctum impar, et
dicantur puncta similia quae in diversis circuüs eodem numero paren-
thesi clauso gaudent, ita quse numero parenthesi destituto denotantur.

Si iam in eadem peripheria plura quam 2tn puncta darentur, ubi
T=o, tum alicubi, ubi punctum par est, in arcú inter prascedentem
et sequentem numerum imparem parenthesi clausum comprehenso ad
minimum duo puncta esse deberent, ubi T=O] quod fieri nequít. Con-
cipiantur enim ordinatae T ab extremitate crescentís arcus z ex. gr. a
puncto (3) usque ad (51, fiatque prima vice T=ot pro z in puncto t>
terminato; erít, si ante (51 detur adhuc punctum ubi 7"—o est, aut
post b aliquamdiu T=o, aut in aliquo puncto e érit post b prima vice
T=o; neutrum verő esse potest; nam statim patebit post b non esse
contínuo aliquamdiu 7 ^ = 0 ; crescet igitur aliquamdiu T a o, et deinum
decrescet, dum ad e item 7 " = o fiet; cogitetur nempe punctum in arcú
be porro motum, secuni ferre perpendiculum, in quo punctum ex b inci-
piendo semper in extremitatem ordinatas T veniat, usquequo in c desi-
nat; punctum hoc in perpendiculo moto prius ex b porro, tum eundo
ad c retrorsum movebitur; in puncto perpendiculi eodem manere nus-
quam potest, ut statim patebit. Itaque si ubi prima vice incipiet retror-
sum moveri, abinde usque ad e semper retrorsum eat, ibi T maximum
habét, ubi punctum retrorsum moveri ccepit; si verő revertatur, prius-
quam in e pervenit, ubi prima vice revertitur, ibi T minimo gaudet.
Ut verő hoc fieri possit, aut ut T aliquamdiu idem maneat, deberet
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esse el7 = o (pag. 345.}; quod pro z inter puncta dicta terminato fieri
nequit. Nam pro quovis v est d sin. rz = r i cos. vz, et dún.vz (quoad ?*)
est cos.7^, at Wsin.yz {quoad z) est ^COS.KS; itaque dT (quoad #) pro
quovis ^? constante, érit, si in expressione ipsius T superiore pro ter-
mino primo intra parenthesim ponatur mR cos. mz, pro secundo autem

itaque m tanquam factor communis extra parenthesim poni poterit, eruntque

—ĵ —y — j ^ - y fractiones verae; adeoque ubique inter (81*4-3} e t

(8/4-5) v a l ° r negativus érit, nam ibi cos. mz est negativus et > | / | ;

ita inter puncta (8/4-7) et (8/4-9) valor positivus est, ut supra, quum

cos. mz ibi positivus et *> y \ sit. Itaque «17* in his intervallis nequit

= 0 esse, adeoque in quovis intervallorum eorundem unum etquidem

soíum punctum datur, ubi T=Q.
Idem de U eodem modo patet; nempe el£7pro z inter (8/4-1} et

(8/4-3) terminato ubique negatívum et inter (8/4-5) e t (8*-1-7) ubique
positivum est; quum el cos. mz (quoad z) sít = — m sin. mz, quod in prioré
intervallo negatívum, in posteriore verő positivum, et in utroque est

5. Patet in peripheriis omnium R puncta (1) in recta centrum pe-
tente esse, uti puncta qusevis eodem numero impari parenthesi clauso
signata. Ita rectam ab utrinque infinitam ramum unum linea? primae pro
quovis m esse manifestum est; nam pro # = 0 aut ,g= 4

O T
y fit

sin. z = o = sin. 2z = sin. (m — l)z — sin. mz = £3*;

adeoque pro quovis valore ipsius r (a o in 00) ad puncta (o) et
{4/») fit T=o; estque punctum 0 cum (0} coincidens inter impares
(8/+7) et ( 8 Í - H 9 \ punctum {<\m) verő cum puncto 2m coincidit, ca-
ditque inter impares (81 + 3) et (81H-5) pro m impari = 2« — 1 et
i = n — 1, pro m pari =21/ autem et i=^v — 1 cadit inter impares
(8r-+-7) et <8iH-9); nempe 4W —1 est impar 2m-tus, et pro w=2«—1, ex
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— r = 8** -f- 3, 8« — 4 — 4 = 81

fit, adeoque t = n — 1; ita pro m = 2v, ex

— 1 = 8« H- 7, 87/ — 8 = 8«

fit, adeoque i=v — 1. Estque post secundum numerum imparem nempe
inter (3) et (5) punctum lineEe primse numero 2 fabsque paranthesi) sig-
natum: ita post 2ff/-tum imparem sequitur punctum 2m lineas primas.

6. Sed etiam quivis circulus A sit radio R maiore tam ipso
quam ipso 1, centro c descriptus, sí complexus omnis puncti numero
parenthesi clauso eodem signati, numero eodem romano denotetur,
reprsesentent (3) et 15) quosvis numeros impares proximos, inter quos
T=o fit; inter rectas III et V ramus unus linese primse ex infinito
veniens, circulum A ingredietur, atque ex eo via continua alibi, adeoque
in puncto pari, quum T non alibi = 0 esse queat, egrediens abit item
in infinitum. Nam in quovis arcú centri c inter III et V comprehenso
datur punctum lineEe primse ; dicatur y complexus omnis eiusmodi puncti;
manifesto etiam intra peripheríam A manebit aliquamdiu . / ? [>£ /2 et
simul £>i, adeoque inter III et V etiam y intra peripheriam A pro-
tendetur.

Sed consideretur in cuiusvis A peripheria 7* puncti (31, quod dica-
tur i, et T puncti (5), quod dicatur f; érit illud T positivum, hoc verő
negatívum. Itaque í et E in plagas diversas superficiei primse cadunt;
consequenter ex t nulla via puncti usque ad f datur, nisi quae per super-
ficiem primam transeat. Atque hinc non y solum interruptum esse nequit;
sed etiam f, piano P et superficiei prímás communi continuo, circulum
A post 131 ingrediente, atque post (51 alicubi exeunte, seclusuin ab t esse
necesse est; namque secus punctum in piano P ex t in P, ex una plaga
superficiei primas quaquaversum infinitae in alteram venire posset, absque
eo, ut per eam transeat. Exire autem continuum dictuin ex A nonnisi
per punctum par peripherise A potest, quia T nonnisi ibi o fit; atque
si punctum illud par 2v dicatur, de y dictum et ad complexura omnis puncti
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2v applicari poterit; at sufficit ad scopum, quodvis punctum par cum aliquo
puncto pari peripherias eiusdem iunctum esse; atque etiam demonstra-
tione eadem ad U applicata, quodvis punctum impar cum numero aliquo
impari peripheria? eiusdem iunctum esse.

Nimirum tum linese primae cum secunda intersectionem aliquam dari
pluribus modis evincitur. Ex. gr. suppositio nullám intersectionem dari
necessario dari aliquam ponit; quod simul constare nequit. Consequen-
ter nullám dari falsum est, id est dari aliquam constat. Si nimirum sup-
ponatur nullám dari, punctum I cum nullo puncto ultra axem ab sito
iunctum est; nam I est punctum lineas secundae, recta ab autem est
pars lineEe primse, itaque si i in peripheria radii ac, pro ac ^>SV 2
posíto, cum puncto rí iunctum sit, nempe cum aliquo puncto impari
iunctum esse debet; érit numerus rí<C2m, nempe ad b est numerus
par 2tn, et rí impar ante 2m inter 2 et 27« cadere debet; inter o et

1 ac 1 et 2 enim numerus nec par, nec impar datur, 2 verő est par,
atque si rí ultra 2tn esset, ab per I # K', id est ramura qui ab 1 usque
ad rí est, secaretur. Dicatur porro «" punctum par, cum quo punctum
2 iunctum est; érit pariter rí' <C rí, nempe punctum par «" cadet post
3 et ante rí; quia si retrorsum Ín o caderet, o#2 et 1,«' se mutuo se-
carent, ita si post rí caderet, I„K' et 2»«" se invicem secarent. Sit porro
rí" punctum impar cum quo 3 iunctum est; cadet rí" ultra 4 et ante
«"; nam cum impari quod antea fűit (modo cum 1) iungi 3 nequit, quia
tum 2#«" et 3#i secarent se invicem, ita si rí" ultra «" caderet, 2»w"
et 3»»"' secarent se invicem. Sit porro «IV punctum par cum 4 iunctum ;
cadet niV ultra 5 et ante rí" ob eandem rationem. Sit item KV punctum
impar cum 5 iunctum; cadet « v ultra 6 et ante «1V; quia si retrorsum
iungeretur cum aliquo impari, sive 1 sive 3, 5*1 vei 5,3 et 4,« l v seca-
rent se invicem y. Continuandoque hoc, usquequo trés numeri h} A-hi,
h-i-2 supersint ante proximum «, versus a, quod cum accentorum nu-
mero certo prodiit, punctum illud / , cum quo h iunctum érit, ultra
dictum n cadere non poterit; nam tum h%p et ramus, qui ab n usque
ad punctum anterius est, cum quo iungitur, secarent se invicem ; itaque
h necessario cum h-\-2 iungetur; atque h1tk-\-2 et ramus qui a h-hí
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usque ad punctum, cum quo iungitur, est, sive antrorsum, sive retrorsum
esset hoc, se invicem secare debent Q. E. D.

In (Fig. 58!, quam auctor pro

X— x* — 2xi •+• 3* -+-10

construxit, ramis linese secundae per puncta denotatis, res oculis sub-
iecta est.

§• 44-

Pauca adhuc arboris ramos (pag. 2051 illustrantia, addenda sünt.

1. Dictum (pag. 209.) erat e quavis functione F(x) seriem deduci,
cuius terminus generális est F\mx\— F{\m— i\x\ terminorum summa
verő est = F\x)— F\o). Facile cogitatur, ipsi x constantem aliquam ex.
gr. 1 aut generalius j - substituere, ut sit ^ = K.V —^-, et terminus ge-
nerális sit

rrí l \ rr( v I \
F\m — — F \\m— 1).—

\ (Ál V jul

atque summa sit

nempe in F{x), ponatur prius nx pro x, et tum •— pro x. Ita deindelice-
bit n sive ut mim erűm constantem, sive ut Ín infinitum crescentem con-
siderare.

Ex. gr. Sit '
F(x) = - x

1 -hx '
érit

F(mx) — F({m — \)x)

terminus generális seriéi ex F{x\ deductse, qui pro x=i fit

m m — 1 1
1 4- m I + ; « - I ( +

summa verő est
F{x) — F(o) — F{n) — F[o)
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pro x=i adeoque nx~n. Substituendo ieitur in I ipsi m nu-

ineros ab i usque ad n inclusive, fiet series

J_ _ i _ j__
2 ' 2.3' 3 . 4 1 ' " 1

et summa est
n o _ «

quod tendit ad i, si « - ^ oo.

Si
F\x) = -

e — l '

erit seriéi deductse terminus generális

aems — ae"*~ u aelm'l)x{ex—.F\mx\ — F([tn — i\xj=:
e— 1 e — 1

et summa est
r. , ry , ae"x — ae"F\x) — F^o) = • .e — 1

SÍ x ponatur = i ; est
aem-'ie' — i ) _ n_,

e—l ~ a e *

et summa = — • — - — , uti ipag. 1511 pro serié geometrica erat.

Si verő x ponatur =-^-; erit terminus generális

et summa erit

ae
m— 1

* (<

N

aea

1

1* —

— a

i )

Prodit autem sic series geometrica, cuius ísubstituendo numeros 1,2,.,.

ipsi m\ terminus primus est
1—1 i _

ae '' |g^ —1
e—l

BÚLVAI, Tentamen. I.
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et secundus

e — i

et quivis per e* multiplicatus dat sequentem. Unde etiam pro « = «
summa priorum // terminorum érit

ae—a a\e-~\\
ti,

e—i e—i '

et pro n = 2JU érit summa

ae2 —a a\ez — I) a\e-*r\\'\e — H
e — i e — i e — I =-a-\-ae\

atque in genere si n = &ju, denotante k integrum quemvis positivum,
érit summa

aek — a a\ek — i'l a(e—I
e — i e — i

= a-f-íze-wieM- . . . -haek~',

quse est summa k terminorum seriéi geometricae prioris. Quod verő sít

patet dividendo ek—i per £—i (pag. 151). Sólet autem w-tus seriéi húius

terminus, -^--tus prioris appellari.

Ita si

F\x\=-ax-\ :

2

érit terminus generális F\mx) — F(im—\\x)

[tnxrd—mxd ( . lm — i\ax'd—(m—Vxd\
2 V 2 >

quod ponendo — pro x, fit

a d d md
u 2u 2u2 ju1 '



SECTIO TERTIA. 475

patetque seriem esse arithmeticam primi ordinís; prodcunte e termino

quovis sequentem, addendo - ^ . Summa verő érit

fii 2jU* 2JU '

quum /f(o)=o sit; adeoque pro ju=i fit terminus generális a-t-(m—i)ct,
et summa est

n a [ n i — n ) d ( a + « ) «

uti (pag. 152) pro serié arithmetica. Si verő juk = n (pro quovis integro
positivo k) fiet summa

quse est summa priorum k terminorum seriéi arithmeticse prioris; so-
letque et terminus 7/;-tus seriéi huius ^ - t u s prioris dici.

Ita ex innumeris functionibus totidem series deduci possunt, quarum
tam termini generales, quam suramas datas erunt; at qusestio suboritur,
num e termino generáli seriéi alicuius ad functionem e qua deducttur
perveniri queat? Quo pacto etiam summa data esset. Expressio summas
talis, in qua, ipsi m quivis numerus substituatur, totidem terminorum
summa exhibetur, vocatur terminus summatorius; qui si = / ( » ) sit,
pro termino generáli prodibit omnino f[m)—f{tn—1).

2. Ad 3. (pag. 205) pertinet: quod si

pro quovis valore ipsius x sit o ; érit

nempe quilibet coefficientium érit o. Nam tum etiam per x* utrinque
dividendo, et

A •+• Bx6-a 4- C&-* -1- . . .
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y dicto, e r i t ^ = o , pro quovis valore ipsius x, etiam pro x = o; nainque
verum de x utvis parvo est, si non sit o; si verő x-^o, tum I-ixc-a=zo
aut-—.o, ita Cxc—« = oaut — o &; adeoque quotvis tennini numero certo
accipiantur, pro dato quovis at fieri

A H- Bxb~a•+- Occ~ö •+- . . . — (A -+- Bob~a -t- C&~a-±- . . . ) < w

potest nisi = o sit; sed

A -h Bxb~a -h . . . =jy = o

pro x non = o . Consequenter quum _y=o, etjy — 4̂ = o vei —. o, est
A=o ipag. 8i, 4.). Idein etiara porro continuatur ; ut nempe utrinque
dividendo per xb~a, prodeat

atque inde ^ = 0 et ita porro.
Ex. gr. sit

I I V*

= l-hax-hhxz-hcx i-¥- . . .— x —

Multiplicando utrinque per denominatorem, et subtrahendo numeratorem

functio ad o reducetur, et collectis ubique coefficientibus eiusdem po-

tentise ipsius x, érit

o— \a — \\x-\-(b — a — i)x2-\-(c — b— \\xi~\-^d — c — a>x(-l- . . .

atque hinc

a — I— o, b — a — 1 = 0 , íc — h—l)=0, d—c — a=O&,

adeoque

a—i, b— a-+- 1 =2, c = 3, f /=4, c = 6, / = 9 , £•= 13 ^ .

quibus valoribus substitutis, prodibit series functioni fractae sequivalens,
si nimirum convergat, aut terminata sit.

Facile autein perspicitur, in isto casu queinvis terminum a quarto
incipiendo, esse summám primi et tertü ad sínistram, ex. gr. 9=6-h3;
dicitur series eiusmodi recurrens, cuius terminus quilibet certorum nu-
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mero ,« ad líevam prrecedentium, utpote //'-ti ,//"-ti . . ., per certos
factores multiplicatoruin summa est, ita ut pro quovis terraino, i'-tus ad
laevain per eundein factorem multiplicetur. Dicitur quoque series recur-
rens eiusmodi ordinis /Mi, et factorum dictorum series scala seriéi recur-
rentis audit.

Ex. gr. pro termino primo =o , et secundo = i f atque scala I, 3,
fit series

o, i, 1 . 1 + 0 . 3 = 1 , 1.1-4-3.1=4, 4 . 1 4 - 3 . 1 = 7 , 7.1-1-3.4 = 19, &,

nempe
O, !, I, 4, 7, I 9 ) . . .,

Sed raethodus antea dicta applicatur etiam si, quod saepius requiritur,

uti ipag. 259), functio fracta ->«-— ut summa sirapliciorum exhibenda

sit; siquidem denominator in requisitos factores simplices resolvi possit,

quod efficitur ssepius, quaerendo radices asquationis F[x} = Q) quae si

fuerint a, ö, c, érit

) = (X — a) [x — b\ {x — c);

sed utcunque deventum ad hos factores fuerit, ponendo

/(*) _ A
Fyx) x — a x — b x — c

determinantur A, Bt C modo sequenti.
Ex. gr.

1 1 AB
a'x — x* x\a+-x){a— x) x a-i-x a — xJ

et reducendo ad denominatorem eundem, atque per eum utrinque multi-
plicando, et numeratorem qui ad lsevam est, subtrahendo, fiet

o = < a XA — 1) -+• (a B -f- a C) x -+- (C — B — A )*•;
unde

a'A — 1 = 0 , aB -«- a C=ot C— B — A=o
adeoque
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atque

unde
= - , , et C = ~

a" 2a1'
atque
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SEcno ív.

ADDITAMENTA IN PRAECEDENTIBUS TRADITA CONCEKNENTIA.

A.

DE BEATITUDINE.

In Introductione, ubi desidería asterna, nempe veritatis, et amoris
fraterni reciproci in eodem Patté uniti exponuntur; id est quae nulli
tempón finito, nec ulli existentiae formás propria sünt, et notam Auc-
toris communis eandem referentes, nonnisi claritate potentiave differunt:
vocabulum brachiis per errorem omissura est. Praeterea nec beatitudo
definita est; sit igitur fas aliquot verba ex olira editis addere.

Quis est, qui reflectens, se infinitse caussae superiori subiectum esse
non sentiat, eoque per se infirmus non refugiat? Certe si ni/ admirari
rectum sit, in quantum effectus quilibet e sua caussa promanat: omne
admirari rectius est; quocunque enim sensus internos externosve por-
rigamus, sive cogitare nos, bonumque omnium velle simus conscii, sive
ad voluntatis nutum moveatur corpus (unum aut millia simul), sive flos
nocte apertus gemmám auroras ferat; admirando omnia, ad summe et
denique solam admirandam, supremam omnium caussam inconceptibilem
provocant, nobis intinite superiorem, attamen intus extusque ubique
proximam.

Indicium beatitudinis esset: gratitudo ex omnium et singulorum
gaudio suae existentiae resultans, caussam hanc communem dulci desi-
derio quaerens; quanquam et illi, cui inter ruinas templi quondam pul-
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chrius nitente sole exstructi, nullum terrestre gaudium gerininat aut
cuius idealibus íethereis disparentibus, quasi de ccelo deiecti, et ex arida
paradiso respicientis labentes lachrimae nullás amicas invemunt: in
mcestissimas tenebras descendant candidi angelorum chori, desertinnque
teterna resonet laetítía — nec Deus infinitus ullibi magis appareat, quain
ad pectoris vulneribus immeritis gementis solitudinem derelictam ex-
plendam — imo infinitus quidem ubique praesens, proximus ad lectuni mo-
rientis sentiatur. Certe veluti terra, si oculis pro videndo sole desti-
tuta, sensu polleret, calorem attractionemque eius persentisceret; simili
modo sensus anímae intimus de Deo testificatur, et omnes mundi ex
immenso abysso mícantes annuunt; ac suprema manu sacrosanctissima
pectoribus iinis inscrípta, duminodo lux alma faveat, nec falsa spuriaque,
generi humano inimica, mortales oculos obcoecet, ultro leguntur; lec-
taque e procellis temporaneis ad aíternitatis tranquillitatem elevant.

Absoluta beatitudo verő (quae omnium et singulorum esti, consis-
teret obiective in eo, ut sub quovis tempore, et in quavis existentite
forma, omnes et singuli simul, ut infantes seternitatis eiusque certi has-
redes, incrementum quam maxiinum capiamus; id est quo clariora for-
tioraque reddamus, expleamusque in quantum fieri potest, aeterna desi-
deria, temporaneis quoque satisfaciendo, in quantum priora reqinrunt
(saltem permittunti. Subiectiva autem est, dulcis omnium necessítas ob-
iectivam dictam semper volendi, sensusque ccelestis, dum in almo veri-
tatis die, gelidas individualitatis glacie undique soluta, omnibusque amore
reciproco in brachiis infinitis Patris communis unitis, reflexione luminis
calorisque divini ex omni in omne, 00", pulchritudo originális absoluta
Etternaque patefiet; adeo ut piilchritudinis huius absolutae dcsidcrium
quoque asternis adnumerari possit, (ut numero sacro trina sínt), quam-
quam saspe tempore seternitatem mentiente, splendida imago evanescens,
telam foedam post se relinquat.
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B.

DE PROPORTION1BUS, LOGARITHMIS, NUMERATIONEgUE ARABICA.

Sequentia in gratiam Tyronum addere libet.
Quum proportio geometrica (pag. 87} per

a : ae = b : be

exprimi possit: patet factxim extremorum essefacto mediorum aequa/e,
nerape abe = aeb.

Conversim quoque, si A, Bt C, D talia fuerint, ut AD=BC, est

A:B=C:D.

Nam dividendo per BDt érit

AD _ BC
BD~ BD*

adeoque
A _ C
B D'

seu
A:B=C:A.

Unde haec nóta proportionis geometricae fit: ex. gr. 2, 3, 4, 5 non
sünt in proportione; nam 2.5 non = 3.4, et si proportio esset,2. 5 = 3.4
esse deberet.

Hinc etiam e quibusvis duobus factis aequalibus proportio institui
potest. Ex. gr. ex cx = a id est cx-=\.a fit

c: i = a:x;
nam cx~a. 1.

Imo etiam quaevis tria in proportione data fuerint% quartus repe-
ritur, dividendo factum dati paris per iílum cuius socius quseritur; per
par intelligendo par extremorum, aut par mediorum; nempe e duobus
paribus unum dátum est, et quantitas tertia est, quse suo pari caret.

BÓLV*I. Tenlameii. I. O I
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Ex. gr. Si A:B = C:B, et A, B, D data fuerint, érit AD^
adeoque

B B
Ita reliqui casus patent.

A CQuum verő si —- = —-, sive AD=BC fuerit, (per quorum quodvis
B U

unum, ponitur alterum), tum A, B, C, D Ín proportione sint: per hoc
ex una pliires, atque e pluribus novte promanant.

I. Ex una, a:ae~b:be; érit permutando terminos prius ínternos,

a : b = ae : be}

permutando verő externos est

be : ae = b : a.

Ita aliquod extremorum et simul aliquod inteniorum per idem
multiplicando, aut per idem dividendo, proportio érit. Nempe si

a : ae=^b : be,
est

ap : ae = bp : be,
et

a : aeq = b : beq
imo

ap : aeq = bp : beq.
Ita

a ae___b be
P '' <? ~ P '' 1 '

Ita componendo ex a : ae = b : be, sequitur

+ a + ae : + ae = ^ b n^ be :
et

notando, quod in his duabus lineis ae et Ac eodem signo, ita etiam a
et b eodem signo, sive diverso a prioré sive non, accipiantur.
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II. 1. E pluribus quotquot fiierint, sequitur esse etiam factum termi-
norum primorum ad factum secundoruin, uti factum tertiorum ad
factum quartorum. Nempe si

a : aq = b : b q
et

c : cr =. d: dr,
est

ac : aqcr = bd: bqdr.

Unde semper ad una plures concludere licet; qusecuraque proportio
enim e pluribus hoc pacto prodierit, per

P:Pm=p:pm

expriini potest, cui accedente alia

z : zn = x : xn :
érit

Pz : Pmzn =px -.ptnxn.
Si verő

A:JS = C:B~£:F= . . . ;
érit

• • = A , B .

Nam B per Aq, D per Cq, et ^1 per Eq exprimi potest; adeoque

= (A H- C-t- E) q,
et

B-t-D-\-F-\ q B

Sólet hoc ita enunciari: summa antecedentium est ad summám con-
sequentium, ut quilibet antecedens ad suum consequentem ; nempe ex.
gr. si A, B, C, D in proportione fuerint, dicebatur A antecedens^ B
verő consequens rationis A ad B, ita C antecedens, D consequens
rationís C ad D.

In omnibus casibus relatis autem, patet proportionem esse; sive per
quotos ex antecedentibus per suos consequentes ubique aequales^ sive
per facta extremorum factis mediorum aequalia.
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2. Si vero dum proportiones fuerint, et tam a quam h utriusque
terminum aliquem constituat; atque reliquorum duorum terminorum
in una ad lsevam alterius termini cadens dicatur c, et altér ab hoc ad
dextram cadens d dicatur, in altéra autem ad Uevam cadens / , et altér
g dicatur: quaeritur, c, d, f, g quando et quo ordíne sint in propor-
tione ? et quando non ?

Aut efficiunt a et b in utraque proportione par aliquod (nempe
extremorum vei mediorum), aut non; si non, aut in neutra efficient
aut in una tantum.

Si in utraque efficient, érit c:f=g:d} quod perturbatim dicitur.
Si in neutra efficient; tum a aut in utraque ad lsevam a ö, aut in
utraque ad dextram, aut in una ad lasvam, in altéra ad dextram cadií:
in duobus casibus prioribus est c:d=f:gt quod ordinatim vocatur;
in casu posteriore vero est c:d = g:f.

At si in una tantum efficiant par, tum nonnisi pro certo valore ipsius
a vei b proportío est.

Etenim si a, b in utraque par efficiant: tum et c, d et / , g par
efficient; fietque ab = cd=fg; adeoque c :f=g: d.

Si vero a, b in neutra effecerint par; stet prius a in utraque ante b;
tum si a aliquod extremorum fuerit, quum ante b sit, nonnisi primo
loco stare potest, et tum b ad finem esse nequit, (quia a et b par
extremorum efficerent); adeoque b aliquod mediorum, ac d terminus
quartus, et ad = bc érit. Si vero a aliquod mediorum sit, b necessario
ad finem érit; quia a ante b stat, et si b loco tertio esset, a et b par
efficerent; itaque loco primo c est, et alterum mediorum d est; adeoque
bc = ad ut prius. Pariter in proportione altéra fit ag = bf; atque hinc

be b/

et dividendo per b fit c:d=f:g.
Si b stet ante a in utraque, in demonstratione proxima ubique b

pro a et a pro b ponendo, fiet ac = bd et bg = af; et hinc
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atque hinc d/=cg; consequenter et tum c\d=f\g.
At si in una (ex. gr. in qua c est) a ante b, et in altéra post b stet;

e praecedentibus patet főre, ad=bc in prioré, et a / = bg in altéra; atque
hinc

adeoque

id est c: d — g :f, non ordinatim c:d=f:g.
Si verő ö et b in una (ex. gr. in qua c est), efficiant par, et in altéra

non, tum fiet ab = cd, et in altéra factor socius ipsius a nonnisi f aut
g esse poterit; érit igitur aut a/=bgt aut ag=/b. Combinetur iam
ab = cd cum casu utroque ; ex

ab = cd et a/= bg,
fit

cd bg

atque hinc

e quo bb nonnisi ita deleri potest, ut tantum literae c, d, /, g maneant,
si b = i, aut c = b, a u t / = ó , aut d=b. Pariter ex

ab = cd et ag=/b,
fit

adeoque

—?••
ubi pariter *ó tolli nequit, nisi b—i, vei c aut Í/ vei ^ fuerit = i .
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3- Ita si fuerint proportiones, quse ipsae, ettermini earum (per pag. 482)
ita ordinarí queant, ut cuiusvis terminus secundus sit sequentis primus
excepta proportíone ultima: tum primse terminus priinus est ad ulti-
mae secunduin uti factum e terminis tertüs ad factum e terminis quartis
Nam ex. gr. si

A:B = h;i
B: C = k:l

C : D= m:n;
(per pag. 483) est

ABC: BCD = hkm : Un ;
seu (per pag. 482)

A : D = hkm : il

quae regula catenaria vocatur, et applicatur ad varias monetas mensu-
rasque; si ex. gr. A, B, C, D variae mensurse fuerint, et quasratur
ratio ipsius A ad D% datis A : B, B: C, C: D.

III . Praeter haac aliquid adhuc de compositione (et antehac usitato
numero) rationum, cuius vicém hodíe exponens potentiae subit, adden-
dum est.

i. Plurimse quantitates ab aliis certo modo dependent: dependentias
varii módi innumerabiles cogitari possunt: at hic nonnisi eiusmodi de-
pendentia quantitatis z ab alia u considerata, ut dum ex u fit kut ex z
fiat aut kz aut , ; dicitur z ab u in casu primo directeJ in casu pos-

teriore inverse dependere.
Sit x quantitas rei alicuius, pro rerum certarum quantitatibus a,b,c}..,,

et dependeat x ab omnibus iis directe; fiatque na = A ex a (raanen-
tibus ceteris i, fiet nx ex x; et postea mutetur b in mb = B fitem ina-
nentibus ceteris, fiet mnx ex nx; tum mutetur c in pc = C, fiet pmnx

ex mnx; est verő
A B . C

n = — . m = -,-. fi ^ — ,
a be

adeoque
_ ABCx
"abc '
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atque idem pro quarto prodit, si ad abc, ABC et x, quarta proportio-
nalis quaeratur. Quotvis fuerint autem a, b, . . . , idem continuari patet.

Si verő x ab aliquo ipsorum a, b, . . . , ex. gr. a b inverse depen-
deret; tum ex x fieret

pnx AbCx
m aBc

Sólet autem hoc ita enunciari; quod quantitates generis x, sínt in
ratione composiia, e rationibus ipsorum a, b, . . . , directis in casu
primo, in posteriore verő e rationibus ipsorum a, c directis, et inversa
ratione ipsorum b, (per literas quantitatum literis nominis eiusdem deno-
tatanim genera intelligendo). Unde et aliae eiusmodi denominationes
intelliguntur. Ex. gr. in motu uniformi sünt spatia in ratione composita
e rationibus directis temporum et celeritatum, celeritates autem sünt in
ratione composita, e directa spatiorum et inversa temporum. Ita quo
maior pecunia ad lucrum elocata, et quo maius tempus elocationis, eo
maius lucrum est; ut si elocatse pecunise fuerint P et p, et tempóra
T et t; fiet lucrum prioris ad lucrum posterioris (pro iisdem conditio-
nibus), uti PT ad pt.

Quum eiusmodi probléma ut antea proponitur; quserendo quidnam
ex x fiat, mutatis a in A, b in B, et c in C; nonnisi data, modo se-
quenti describenda sünt: nomen generálé rerum a, A, ad laevam pona-
tur, et post boc eadem linea horizontali scribantur a, A; sub hanc
lineam in sequenti nomen generálé ipsorum b, B scribatur pariter ad
lasvam ; et post hoc scribantur b, B sub a, A; et ita porro in deorsum
sequenti linea horizontali, sequentis literse nomini generáli postponantur
literié ipsse, prius minuscula, tum altéra; donec nonnisi x supersit; et
tum ponatur x ad dextram loco tertio; atque qua:ratur, quomodo x a
literis singulis dependeat, prius ab a, tum a b &, et si ab aliqua inverse
dependeat, literse nominis eiusdem loca permutent, reliquis manentibus.
Atque demum quivis terminorum columnse primae, simul cum aliquo
terminorum columnse secundae, aut cum termino tertio nempe cum x,
per idem dividi potest, si per id numeri minores remaneant; atque hoc
continuetur, donec numeri amplius minui nequeant: et tum proportio-
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nalis quarta quassita prodibit, si id quod loco tertio remansit, multipli-
catum per factum in columna secunda remanentium, per factum e columna
príma remanentium dividatur. Ratio facile patet, cum proportionalis
quarta sit ex. gr. in casu primo

= ABCx
abc '

in altero sit
AbCx
aBc '

ubi superius inferiusque per idem dividendo valor idem manet.
Vocatur autem regula ista, si iuxta denominationem prEecedentem

Hterarum, e quibus incognita quseritur, fuerit numerus //, regula de «•
nempe regula de íri, si prseter x nonnisi duse ex. gr. a et A fuerint,
de quinque si et b, B adfuerint y .

2. Sed etiam quum in proportione, etsi tantum duo termini, et summa
reliquorum data fuerit, (per pag. 482) reperiatur quartus: sit arti-
ficÜ huius cum compositione rationum combinati exemplo, regula so-
cietatis.

SÍ nempe duorum pecunise, simul lucrandi caussa elocatas, fuerint
P et p, et tempóra T et t, lucrumque commune (*í< aut <—•) fuerit l;
érit L lucrum prioris ad / lucrum posterioris, in ratione composita
directa pecuniarum et temporum, adeoque

L:l=Pt:pt]
atque hinc

{ P T + p t ) : P T = [L + l ) : L = X : L ;

et quotvis fuerint, summa productorum eiusmodi, érit ad cuiusvis factum,
uti lucrum universum ad lucrum illius.

Nam si de quibusvis n eiusmodi factis valeat regula, valebit et de
(w-hi) factis. Sit enim ex (»H-i) productis, quodvis aliquod F; exemto
hoc manebunt facta numero n, quorum summa sit S, et quodvis ali-
quod sit /, sitque k lucrum ipsum / , nempe pecuniam, quae unus factor
ipsius / est, concernens, atque lucrum ipsum F concernens sit x; et
lucrum totius S sit R; érit



SECTIO QUARTA. 489

S:f=R:k

atque hinc
S

S:F=R;x,

et
f:F=k:x

Sf:fF=Rk'.kx
seu

atque hinc

3. Quid autem per numerum rationum, unde nomen logarithmi ve-
nit, intelligatur, e sequenti patet. Sint JLÍ et v integri, prius positivi,

Ratio q": 1, dicebatur {p. ; ?')-tuplicata rationis qv: 1; nempe q1:1
componitur e numero v rationum q:i, ex. gr. pro v= 2, componitur
q*: 1 ex y : r et q:í't fiet enim multiplicando antecedentes et conse-
quentes, q1:1; atque y": r componitur e numero ju eiusmodi rationum.
Exprimitur autem hoc brevius clariusque hodie per

ubi qy pro basi accipitur. Ex gr. si basis logarithmorum sit io = q"y et
?' denotet 10 milliones, érit ^ = radici decíes millionesimi gradus ex io,
et radix ista nempe ioT, elevata ad ,u, érit =10/^", quod idem est,
ac si ex 10 ad ,« elevato, radix gradus v extraheretur; et (« : v est
quoad 10 logarithmus ipsius IOI"11"; quod oliin dicebatur, quod ratio
ipsius IOP:*1 ad I sit (,« : ?)-tuplicata rationis ro ad 1.

Imo posita serié geometrica

q I I

•••**' ?• f=hTW ' "
et inferius supposita serié arithmetica

. . ., 2, i, o, — i , —2, . . .

non solum ratio qq : 1 dicebatur duplicata rationis q : i, sed etiam ratio
— : i dicta est (—2)-tuplicata rationis q:i; nempe — : 1 componitur e
duabus rationibus q : 1 inversis, nimirum ex 1 : q et 1 : q ; est enimvero

B^LVAI, Tentamen. I.

:l=l;qq.
Ú3
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Interim adhuc aliquid de logarithmis Nepcri (Scoti Haronis Mer-
c/iistom't\ ex antiqua et insigni prosapia oriundi) addere in gratiam Tvro-
nuni paulo ulterius provectorum libet.

Calculum trigonometricum sublevare eius propositum fűit; sinuni
totum (nempe rádium) ponit = 10 ooo ooo, quod sit =n\ atquc inde
descendit in serié geometrica, cui subseribit seriem aequidiflerentiuin
ita ut cuivis tennino K seriéi superioris respondeat terminus /• expri-
mens numerum rationis Á' ad n ísaltein cum errore cxiguo\ ratione
ipsius n — i ad n pro basi posita, (etsi basis apud Neperum nullibi
nominetur); ut nimirum moderno loquendi usu sit

AT /«-n*
n \ n I '

K.
cum errore exiguo ; et k fit logarithmus ipsius — quoadbasim —q a s i m

Atque hinc est, quod quamvis nullibi videatur Neper de logarithmis
qui naturales vocantur, cogitasse; tamen per —10 ooo ooo id est — n
multiplicatus logarithmus naturális^ in prioribus notis cum logarithmo
Neperiano conveniat. Nimirum e basim logarithmorum naturalium deno-
tante sit

n
quum (pag. 183) sit

dum « ^ 0 0 ; érit etiam pro n satis magnó, cum errore exiguo

1 \«\* K t 1 \*x t 1 \-*.x (n — \\k K
n' I n v n> v n' v n ' « '

adeoque—«x=£. Consequenter xf id est log. nat. — , per —n multipli-

catus cum logarithmo Neperiano eiusdem -— convenit, cum errore exiguo.

Facile etiam patet logarithmum Neperianum fractionis verse posi-

tivum, et quantitatis unitate maioris negativum esse: nempe - est

< i , adeoque ad negativum elevari debet, ut unitate maius, et ad posi-

tivum, ut fractio vera prodeat.
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Adhibuit autein Neper motus ideám, uti Newton ad calculum fluxio-
num; nempe in duarum rectarum una A, puncto certa lege moto,
seriem geometricam, (quod facile, et clarius quam a Nepero exponitur,
fieri potest); in altéra B, motu uniformi seriem sequidifferentium pro-
duxit, terminosque posterioris terminis prioris pro iisdem temporibus
sequalibus respondentes, horum artificiales dixit, hoc nomine pro loga-
rithmo usus.

Sinum totum dívisit per « = io ooo ooo, et tot eiusmodi partium
artificialem dixit o, pro quo nullus adhuc motus evenit in linea B;
nempe log. — = log. 1 = o ; postea quaerendo ingenti laboré inter i et
T1 l e t íö ^ P roPor ti°nales medias, atque inter quasvis item novas,
pervenit ad seriem continue proportionalium geometricam, cuius ter-
minus primus ab — decrescendo, cum errore exiguo n~ erat, et huius
artificialem (motu in B) posuit i; atque ita porro, omnino cum errore
aliquo, ipsi ( ~~ ) respondent artificialis 2, et ipsi ~ respondet arti-
ficialis 6 931 469; nempe ratio -— n : n componitur ex tot rationibus ipsi
- -—: 1 eequalibus, cum errore exiguo.

Tantae molis erat, adminiculis hodiernis adhuc deflcientibus, systema
logarithmorum prseclarum seculi septimi decimi inventum condere;
quanquam Neper quoque numerorum primorum logarithmis per raulto
laboré quaesitas proportionales medias repertis, compositorum logarith-
mos omnino per additionem computaverit.

De usu tabularum et certis applicationibus pag. 512—20 et 569—81
dicetur: at de logarithmis Gaussianis, etiam aliquid dicendum foret, siqui-
dem ad nos pervenissent; ex omnibus summi viri operibus desideratis, non-
nisi (pag. 384 et 461) citata, et Theoria motus corporum coeíestium
adsunt; primae linese theoriae imaginariorum quoque sero pervenerunt,
quum iam theoria, quse in hoc tomo habetur, talis qualem concipere
poteram, impressa erat.

IV. Coronidis instar (quoad pag. 33) addatur numeratio, cuius pro-
xima origó quidem arabica est, sed a scriptoribus Arabicis quoque
Indis attribuitur; non de signis o, i, . . . , sed de lege ingeniosa quae-
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ritnr, qua per 10 signa quivis integri / et /, imo et l describi possmit
Utcunque vocatus Auctor et sine nomine viget, vigebitque in omnibus
calculis.

Romanormn et facere et páti fortia fűit: sed minim est, Graiortint
quibus Musa ingenium dederat methodum tani coinplicatam, imperfec-
tíimque fuisse ; nempe qui 37 signis, ab 1 incipiendo continuative, non-
nisi usque ad 99 999 999 (decadice intelligendo) scribere potcrant •
quamvis eorum modo quoque levi additamento, quivis numerus describi
potuisset. Nempe i, 2 . . . 9, per literas a, fi . . . , ita 10, 20 . . .
90, 100, 200 . . . , 900, 1000, 2000 . . . . 9000, per literas, et quum non
sufficerent, accentis suppositis, aliaque signa denotabant; atque demum
10 000 nempe myrias per M denotabatur; regula verő haec erat, quod
post M eorum quae signa particularia denotabant summa, ante M verő
(ad laevam) factum in M accipiebatur summse eorum, quse signa particu-
laria ante M denotabant; ex gr. (JMa denotabat 20001; at per MM
denotari 10000.10000 = 100 000 000, ac post jí/Af adhuc id quod MM — \
M*—\ denotabat, seribi potuisset.

Potuissent quoque et hoc modo, posita lege sequenti, nuraerum
quemvis deseribere, et omnia peragere : nempe ubi plura M se invicem
exeipiunt, productum eorum intelligatur, et qucevis imago sive ab initio
usque ad proximuin M, sive inter duo proxima M fuerit, ut factor
proximi M ad dextram reputetur; alioquin autem summa omnium intel-
ligatur. M ulta ob defectum cifrarum breviter exprimuntur; ex gr.
MMMaMMfiMa = billioni -+- 100 millionibus-H 20001, =Mi-hMz +

-sr2M-\-\.
Simplex et elegáns /ex Indica est sequens :
1. Detur numero cuivis a o incipiendo signum proprium, usque quo

libuerit; atque
2. ponatur aliquorsum comma in lineam horizontalem; et
3. quodvis signorum dictorum ponatur ante comma ad laevain, deno-

tet id illud, cuius signum est; at
4. si numerus signorum datorum simul cum o fuerit n, qusecunque

eorum aequalia se invicem in linea dicta excipiant, valor illius quod ad
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lsevam est, sit valoris illius quod ad dextram est w-tuplus; valoremque
eum quodvis retineat, etsi in quemvis alium locum aliud signum pona-
tur; denique

5. tota imago denotet summám omnium eorum, quse per signa parti-
cularia, valores a locis (ut saepe et in mundo fit) sortita, denotantur.

Patet hinc
. . . i n , i n . . .

denotare

nempe in i, i denotatur i per notam ante comma, et simul w-ies plus,
quam in loco sequenti, ita in 11, denotat nóta prior M-ies plus, quam 1;
ita valor ipsius 2, 2, adeoque ipsius 1, 2 & patet. Est etiam manifesto
1, n i . . . series infinita, cuius summa (pag.

Quod hoc pacto numerus quivis a o incipiendoy post quemvis ul-
terius sequens, exprimi possit, patet sic. Denotetur n—1 per m; si in
loco ultimo ad dextram ante comma sit signum particulare k, aut zero
aut integrum ipso m minorem denotans, poterit in locum ipsius k sig-
num numerum uno maiorem denotans poni; si verő m fuerit in eo loco
tum ad laevam eundo, aut aliquamdiu signa m se invicem excipient, aut
post prius m quod ante comma est, statim aliud sequetur ad laevam;
sit k signum illud quod prima vice non excipit signum rn, et si nullum
tale sit, reputetur o pro k. Accedente 1 ad m, fiet n, quod cum
ad lsevam prsecedenti m, denotante m.n, facit «2, adeoque id quod
1 loco ad lsevam sequenti denotat, et hoc si et ibi m fuerit, deno-
tans m,nz efficit cum eo (« —14-i)« a = «3; et ita porro donec ad
k deventum fuerit, et tum augebitur k uno, denotabiturque prseter
valorem ipsius k, etiam potentia nova ipsius n quae prodiit, relictis
cifris in locis omnibus ad dextram.

Quod etiam ad legem numerationis Grsecorum, quje tam facile ex-
tendi potuisset, applicari manifestum est; dummodo pro potentiis ipsius
10 potentia ipsius M ponantur, subibit nempe ipsius n— 1 vicém M— I,
etsi plura loca occupet. Ex. gr. yro y=M—i, exyM'yJMyMy, (per quod
yM3~\-yMz-+yM-i-y intelligendum), accedente I fiet aM*f id est M\
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Patet etiam, ipsuin i postpositis quotvis cifris esse > LM», quod in
locuin cuiusvis cifrx* ;// posito, per ista m denotatur; atque quivis nu-
merus non >;;/ ponatur in locuin ipsius i, ad iiumeros abinde uno
crescentes denotandos, imagines praecedentes eodein ordine quo antea
prodierunt, sequi.

In nostra nuineratione n deeem est; sed n quidcunque denotare
potcst, nempe integrmn quenivís (imo et ad fractos extcudi pussct).
Elegáns est Leibnitii ingeniosa similitudo in Xeniis ad Principem missis,
a Dyadica nuineratione nonnisi per duo signa nempe l et o petita:
quod nimirum sic Deus unus ex nihilo infinitum composuerit; ac veluti
imagines dyadicíe imperito confusae videntur, clara; peritis, ita confusio
mundi mortalibus apparens, spiritibus superioribus sapientissimus ordo est.

Certe dyadica ista, nisi ad numeros inaiores expriinendos, plures
notas requireret, se quoad omnes operationes valde commendaret; nempe
nullius tabulíe PythagoricEe egeremus, et operationes omnes perfaciles
essent, si prius dua; tantum, tum summa harum cura tertia linea, et
semper nova summa sequenti linese adderetur, ut omnis molestia evite-
tur in additione plurium línearum.

Si verő n ex. gr. viginti esset: tum omnino ingentes numeri breviter
describerentur; tanto fortius, si « = 37 esset, (nempe 37 signa ut apud
Greecos assumerentur); at pro n = 20 tabulam Pythagoricain pauci ad-
discerent, quum pro hodiernis 36 productis 171 addiscenda essent. No-
tandum, tabulam per diagonalem in duas partes Eequales dispesci.

In decadica verő qua utimur, 10 dicitur dccem, io1 autem centum
et io3 dicitur tnille, et io6 nempe io 3 . ioJ id est millies mille dicitur
millió, patetque 1 cum b1 cifris, millionis j'-tam potentiam denotare.

Si comma ad dextram pláne ad finem sit, omitti íuti H- in initio)
sólet, parshnonise gratia; si verő comma non ad finem fuerit, expressio
fractio decimális dici sólet. Est nempe Eequalis fractioni cominuní, cuius
numerator est ipsa imago decadica commate ad finem posito, aut deleto,
denominator autem est 1 tot cifris postpositis, quot notEe post comma
erant, quas etiam notae dectmales audiunt. Nam ex. gr.
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63(Si = -3- + J - + - i - = - 3--h-5°- + - I - = ^ 5 ' ! S = 6 , + J L
J> J 1 10 100 100 100 100 100 ó 100

Conversim quoque quaevis fractio, cuius numerator integer et deno-
minator est 1 cum cifrarum numero JV, est numeratori, factis in eo
numero TV notis decimalibus, aequalis; nam hoc tali fractioni sequalis est.

Patet etiam, fractionis decimalis valorem non mutari, quotcunque
cifrae ad dextram postponantur: nam numero notarum decimalium aucto,
tot cífras accedent numeratori quam denominatori, adeoque per idem
multiplicabuntur.

Si verő comma mutet locum, promotum ad dextram, vei Icevam,
locorum numero /* : in casu prioré multiplicabitur valor, in posteriore
dividetur, per 10''. Nam si comma ad dextram migret ju locis, totidem
notis decimalibus pauciores manebunt, adeoque in denominatore post
1 tot nempe ju cifris pauciores erunt, manente numeratore; itaque valor
io"-ies maior evadet. Si autem comma ad lsevam fi locis mígret, toti-
dem notis decimalibus plures erunt, adeoque denominatori accedent fi
cifras; quapropter valor io''-ies minor érit. Ex. gr. ex 2 = 2, =0002,
pro (« = 3 fiet 0,002 = p , et ex 2,3 fiet duobus locis promoto com-
mate

230, = 2,3.100 = -4.100 = 230.
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c.
DE OPERATIONIBUS VULGARIBUS DECADICIS.

De numeratione et fractione decimali generaliter dictum fpag. 491— oc)
est. Dicatur qusevis lege numerationis decadicse facta expressio imago
decadica; sive ad finem sit comma sive antea sive nullibi, at in casu
postremo semper ad finem cogitetur, adínstar-+-in initio omissum.

§. 1.

Est qusevis imago decadica fractio (pag. 495); et imagines decadicEe D
et d, si notae decimales in D numero D\ in d numero d' sint, et D>d
fuerit, iper pag. 4951 ad denominationem eandem reducuntur: adiectis ipsi
d ad dextrain imanente commate) numero D—r/ cifris; ita ad tertíam
et de quavis ad sequentem progredi licet. Tumque patet in additione
nonnisi numeratores ut integros addendos esse, uti in subtractione nu-
meratorem subtrahendi ex altero subtrahi debere, in resultato totidem
notis decimalibus factis, quot ín una imaginum sunt. Divisio autem
Iquum denominatores sequales facti sint] peragitur nuineratore dividendi
per nuineratorem divísoris diviso. Potest autem divisio et absque re-
ductione ad denominatorem eundem perfici: nempe sint imaginum D, d
numeratores N, n ; érit

Z)= - ..., et d= ,- ;
10"' i<y *

atque
D N.\or N ,. .,
d " w . i o " 1 " ;/ > i a *

Multiplicatio autem fit sic :

D d= N.u
— I O / ) ' * . Í J 1

itaque tot notae decimales fiunt in facto numeratoriim (ita consideratorum,
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quasi comma ad finem esset) decadice expresso, quot notse decimales in
utroque factore simul sünt. In quoto N: n verő, si d'=D\ quotus N: n
est; nam tum i&-* = u?=i- at si d=D+m (pro m integro), N: n
per io"1 multiplicari debet; si verő E=d+tnt tum

io4'-'r = 10-'" =
10"

adeoque N\n per io"1 dividere oportet; et si N: n imagine decadica
expressum fuerit, quomodo multiplicatio, aut divisio mutató commate
peragatur, (pag. 495) dictum est.

§. 2.

Summa hinc imaginum decadicarum decadice expressa reperitur
modo sequenti: scribantur horizontaliter imagines decadicae addendae ita,
ut commata omnium in eandem lineam verticalem; atque pariter in
omnibus imaginibus quaevis m-tse notas a commate ad laevam in eandem
lineam verticalem cadant; et pariter ad dextram, si fuerint; atque tum
linea ducta, quae addenda superius relicta, a summa quaesita distingvat,
incipiendo ab ultima columna a dextra ad laevam fiat operatio sequens.
Consideretur in hac operatione in quavis columna numerus quivis, quasi
tot unitates denotaret, quot per se denotat; atque incipiendo ab huius
columnae ultimae termino aliquo extremo, quaeratur numeri huius et
sequentis summa decadice expressa; et quasratur summa cuiusvis sum-
mae repertze, cum numero in eadem columna proxime sequenti, donec
nullus supersit; et e quacunque columna prodierit summa = v deca-
dibus cum n unitatibus (pro n non ><?}, in columnam eandem infra
lineam scribatur n ; et v (tanquam unitatum numtrusi addatur numero
extremo columnse ad laevam sequentis, et in eadem columna, qiuevis
summa addatur numero sequenti, donec nullus in eadem coluinna su-
persit ; atque si prodeat columna ultim» summa — v decadibus cum n
unitatibus (pro n non > g i in eadem columna infra lineam scribatur rí;
et v decadice expressum scribatur ad laevam ante rí, si nulla ampliua

HóLvii, Toniamcii. I. J
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ad leevam colunina supersit. Deinuin verő summa infra lineam prod
unté, ponatur comma in lineam commatis addendorum.

Quod summa hoc modo rite prodeat, sic patet: quum hoc pacto
omnia addenda ad eundem denominatorem, qui etiam in summa
comma modo dicto positum fit, reducta fuerint, quaestio eo redit • nmn
summa mmieratorum, id est sí comma in omnibus addendis et summa
quoque, ad fi nem posita esset, rite prodierit. Hoc autem inde patet
quod a columna ultima A ad dextram, progrediendo ad sequentem B
inde ad C, et ita porro usque ad extrernam nihil sub ullam scribatur
quod in columnis eousque additis non adest; demum verő omne, quod
ex addendis superest, summa; adiiciatur, preetereaque nihil.

Nimirum sit columna
A = U , 10-1-7«,

érit /í dicendo id quod i in B significat

B-hu . 10 =
sitque hoc

= //'. IO.£Í-I->«'./?;
adeoque
A -+- B~ B-+- fi . 10 + « = »'. 10. ft-\- t/i'.{i-\- tn = ti'. :o.ft-\~m'.\o + m

in summám scriptum autem, nempe mm (decadice intelligendo' denotat

m'. I O H - ; « ; itaque nonnisi u',\o$ desunt. Si verő usque ad certam co-
luinnam G exclusive' in qua i denotet g, omnia columnarum usque ad
illám /' inclusivei qua; ipsam G príecedit, summa rite inscripta fuerit,
nonnisi numero ;- decadum illius /" quod i in columna /''denotat, super-
manente : tűin si

G-h v• i o . / = >>'. i o . ^ - t - n.fr

ipro n non >i)', et stuiunu; in columnam G inscribatur ;/; e summa co-
lumnarum A, />', . . ., /•', G nonnisi r. 10.^ supererit. Hoc pactoque
usque ad columnam extremam pcrvenitur; et si ex. gr. ista G esset,
atquu ipsi ;/ . . . mm idecadice iniclligendo anteponatur v decadice
expressiiin, v'n . . . mm denotabit

;''. \og-\-n .g-\r . . . + #//'. io-f-m,
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adeoque summáin totalem; neinpe v'n fdecadice intellectumj denotat
v\ lO.g-hn.g, idenotante i unuin ,f in loco ti).

Scholion, Summa quorumvis duorum numerorum ipso 10 mitwrum,
uti etiam differentia cuiusvis numeri n ipso 10 minoris a numero
minori quarn iio + wi, e tabula sequente constat: nec necesse est,
inter axiomata referre ex. gr. quod 3+5=8 , et 8—5=3; 8+7=15, et
1 5 - 7 = 8 y .

o •

] 2

2

3

4

5
6

7
8

9

«

3

3 . 4

4

5

6

7
8

9
IO

S

7
8

9

10

ii

3

4

5

6

7
8

9
IO

íi

12

4
5

6

7
8

9
10

ii

12

13

5
6

7
8

9

10

ii

12

13

H

6

7
8

9
10

ii

12

13

»4

15

7

8

9
IO

ii

12

13

14

15

16

8 ! q

9 10

10 l 11

11 12

12 ' 13

13 14

14 >5

IS 16

16 17

17 ''. 18

ConstructÜo tabulae ex inspectione patet; neinpe in linea superiore
sünt numeri a o usque ad 9, et in omnibus columnis verticalibus deor-
sum a quovis numero supremo sequuntur item numeri naturales ; adeoque
in quavis columna ex. gr. ipsi 7 tot unitates adduntur usque ad lineam
horizontalem linclusivei post ex. gr. 5 (in coluinna extrema ad laevain
posita), quot unitates in 5 sünt; itaque ubi coluinna ipsius 7 cuin hori-
zontali ipsius 5 concurrit, numerus 12 summám ipsorum 7 et 5 decadice
exprimens reperitur; et differentiam ipsius 7 a 12 ostendit 5, uti 7 dif-
ferentiam ipsius 5 a 12.

Hinc etiam casus sequentes patent: si ex. gr. numero / / . IO./Í+8 ./i

sit addendum 7./^ fiet suiniua

^jtt. 10 .^+ 15. / i=(u-h 11. io . /?+5 . / i ;

ita si ex hoc subtrahendum sit 7./?, remanet ,u. I O . / Í H - 8 . / Í ; adeoque
in CÍISU primo fit /i numero f,«H-iJS. in posteriore autera ,«8, dccudice
utrumque intelligendo.
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§ 3-

Subtractio autein peragitur hoc modo: scribantur ita lut in addi-
tione), ut comma sub comma, decas snb decadem, . . . deciina sub de-
cimam, . . . cadant: erunt pariter ad denominatorem eundem reducta
et quasi comma ad finem esset tractanda ; dummodo et in differentiam
comma in lineam commatutn verticalem ponatur. Sit, literis numeros
infra 10 denotantibus, et imagines decadice Íntelligendo maior

NM . . . DCBA,
minor sit

n m . . . d c b a \
érit differentia

{N—n\ \M—m\ . . . iD—d) \C—a \B—b) \A—a\

pro casu, si quaelibet litera superior maius inferiore denotel; namque
oinnia decadice Íntelligendo linea infima lineae inediae addita, lineam
supremam prsebet; in quavis columna eniin ex. gr. in secunda ad
lsevam est

b + (B — b) = B.
Itaque in hoc casu in quamvis columnam id seribi debet, quo superior
inferiorem excedit.

Si verő in columna quapiam, superior inferiori aequalis (ex. gr. D—d\
sit, tum etiam D—d=o Ín columna eadein rite seribetur in dífFerentiam
sive o denotet I) sive alium numerum, nam [/)—d\~\- d—D.

At si quis superiorum minor inferiore sit, aut superior o et inferior
non o sit; tum sit ex. gr. h^B-\-h'\ in hoc casu quoque minor e
maiori de mi poterit, si in eadem columna o seribatur, et infra o seriba-
tur b\ tamquam negatívum pro difl'erentía, quas prius modo dicto pro-
diit; neinpe ubi numerus inferior excedit superiorum, ubique o ponendo,
et excessum inferius seribendo, excessus inferiores subtrahuntur. Prodi-
bit eniin difterentia vera ; namque

o^-(A — B^ B-h.

Si B - o sit, tum b - b'.
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Subtractio haec posterior autem ita peragi potest; ut in coluinnam
ipsius b infra b in differentiam scribatur b'—io — b\ ita tamen, ut ad
lsevam in diíferentia quse prius prodiit, usque ad numerum illum proxi-
mum eatur, qui non o est, atque hic unitate niinuatur; quotcunque
cifra; autein fuerint eousque, in 9 mutentur. Sit neinpe pláne B^o aut
B<cby atque

£—b=-b', et io-b'=b"\
adeoque

unde etiam idem est, pro b>B, sive B ex b subtractuin ex io, sive b
ex B->rio subtrahatur; dummodo in tali casu proxime ad laevam uno
minus scribatur. Denotet nempe 1 unuin ft in coluinna ipsius B; érit

[C— c — i).i

={C-c). 10.

Si verő C=c, adeoque C—c=o, aut etiam D—d=o, imo porro su-
perior sequalis inferiori fuerit usque ad certutn ex. gr. E\ érit E aut

, aut E<Ce\ si E>e, tum

(E—e—i). 103. /?-+-{/?—Í/+91. io 2 .#-h(C—c+9). 10.,3+(B—b-t-10)./í=
= ( £ — « ) . io». ($MD—d). to\ p - i - { C — c \ . i b i

nam
990 . jS-+-1 o . /f—1000. /9=o .

Si verő £<Ce, aut etiam sequentes numeri superiores minores infe-
rioribus fuerint usque ad certum aliquem ex. gr. G>g\ in coluinnam

ipsius E scribatur non
e"=io—(e—E)

sed
f"—1=9—(«—£"_i=9-H^—e ;

in columnam ipsius F pariter non

f"=l0-

9-f/-^)

et in columnam ipsius G scribatur G—g—i: eritque
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[G—g— i).iö
+ÍC—CH-9). io.

-t-IE—e). io'. (iMP—d). \o\ /Í-H C—ci .10.
nam

99990./?-bio/í—io5. /i=o.

Eritque differentia

(decadice intelligendo).
Patet etiam modo consueto in columnam ipsius ^í seribi

b"=io-h£—ö;

nempe si C non fuerit o, demitur 1 ex eo, quod 10./i facit, si verő
C=o imo etiam sequentes superius cifrse sint usque ad certuin E, tum
1 ex E demtuin érit

io3./3=99. IO/Í-4-IO.^;

itaque ctírae in columnis D et Cin 9 mutantur, et ex B fiet

i 4-

Quoad mitltiplicationem integrorum: sit iinago decadica DCBA
per imaginem decadicani cA« multiplicanda: erít

— />ooo + Coo + Bo-hA,
et

CÖÍÍÍ = coo + öo -h « ;
atque

DCBA . cba = a(DOÖO-hCao+Bo-h A)-*-öo . (Dooo•+Coo + Bo-\-A\
-+- coo.'Dooo-+- Coo-t-A'o-h^i = t./?ooooo4-ií;. C'+ />./>i0000
. B-hb.C-ha.Diooo-h'c.A-hb.B-ha. Ci00-+-• A.^ -+-a .

quod ordine evidenti modo sequenti dispositum additumque, factum
prasbet; patetque a.A summám unitatum, columuaiu sequentem deca-
des, et ita porro esse.
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\b.D

c.D c.C

a.D a.C
b.C b.B
c.B c.A

a. fi
b.A

a. A

Est verő multiplicatio integri M per integrum m additio ipsi M
ipsius M, (m—i)-ies iterata; at peragitur modo sequenti consueto bre-
vius: accipitur prius **-ies A, et si hoc < i o fuerit infra lineam sub a
scribitur; si verő fuerit = / í . io-t-»', eo nonnisi a scribftur, et <u addi-
tur ipsi (7. fí: atque notEe multiplicandi semper porro ad laevam singuli
rf-ies accipiuntur, et si e quacunque nóta per a multiplicata transierit v
(uti antea ft) et nóta sequens per a multiplicata det M.IOH->£, scribitur
in facti locum proximum ad lasvain 6, et v-t-n additur facto e nóta se-
quente in a ; si verő nulla supersit, v-hn anteponitur facti parti quse
eousque prodiit. Eademque operatio fit cum oranibus multiplicatoris
notis, dummodo factum quodvis partiale sub nóta multiplicatoris illa
terminetur, per quam multiplicatio facta est. Denique facta partialia
adduntur.

Patet M per b.io et c.ioo multiplicandum esse, atque idem pro-
dire, si b.M sub b et c.M sub c terminetur: in additione factorum
partialiuin enim tantum est, ac si post b.M una cifra et post c.Múuse
essent.

Quod facta partiaüa rite prodeant, e conceptu iteratse additionis pa-
tet. Factum e quibusvis duobus novenario minoribus e tabu la Pytha-
gorica patet, ubi quivis sibi iterato additum (pag. 499) toties continet
supremum, quot unitates habét numerus extremus linese horizontalis.

§ 5-

Divisio peragitur sic : sit dividendus D et divisor d, et

(denotante C notam infra 10) et sit q talis integer, ut q.d non >D',
sed [q+i)d>D' sit; atque integri r et c tales sint, ut r<_d, et

c. d-h r = í/7—q . d) 10+ C
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sit : érit
/>'. 10-\-C—</.</. i o - t - c . d - ± r ~ d . \ q ,

Consequenter y . i o n - c cum residuo r est quotus ex / ; diviso per d.
Hinc quasvis nóta dividendo adiecta novam notam quoto adiicit; et
quaestio eo redit, quomodo a líeva incipiendo prima quoti nóta prodeat,
et quaínam quoti nóta pro sequente dividendi nóta sit.

Quseritur prius a laava incipiendo, mim d in prima dividendi nóta
reperiatur, et si non, quteratur porro usque ad notam illáin priinam
talem, ut in numero quam imago decadica D' a nóta prima usque ad
hanc inclusive denotat, non sit <Cd, et in quotum scribatur q (sensu
antea dictoi; atque tűin quEeratur pro nóta C dividendi post D se-
quente, nóta c post q decadice sequens: et tum D. io-t-C pro prioré
D reputato, si adhuc nóta B dividendi sit, quaeratur nóta h quoti post
qc sequens ; atque hoc contínuetur, donec nulla dividendi nóta supersit,
et notetur residuum ultimum r ; eritque quoti complementum r'-.d.
Patet hinc e tot notis constare quotum, quot notae dividendi post pri-
mum D' sünt, addito I priino D' competente. Nimirum nec priinum D\
nec ullum D'—dq quotum ;>o, dare potest: nam et maximum <Cd est

d— i, atque et
{d — i). i o - h 9 = IO.d — i .

Si sit d=d'. io", resecentur ad finem dividendi D totidem notae,
sitque pars resecta k ad dextram, et ad laevam sit D valore D.io",
sítque

£)-
érit

D. ld' = q.d. io" H-r. io' ;

D = D. \d' + k = q.d'.\d'^r..idl-*-k;

itaque q érit quotus cum residuo r.id'-hk; quoá<d—n'.\o" est,
nain

Si verő D=u.S et d = a.S, üet 8i$ = D:d\ atque operatio ab-
breviatur. Unde qu^stío fit, per quosnain nuineros numerus exacte dividi
queat? Si ad finein numerus par sit, summa decadum et numeri pans
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per 2 dividitur. Si postrema; dua; notas (decadice) per 4 dividi queant,
pars prior muitiplum centenarii est, adeoque totum per 4 dividitur. Si
trés postrema? per 8 dividantur, pars prior muitiplum millenarii est per
8 divisibile. Si summa singularum notarum ísine valore decadico) per 9
dividatur, totam imaginem meritur 9 ; ita 3 metitur imaginem, si sum-
mám dictam metitur. Nam quaevis nóta quotvís cifris postpositis, per 9
divisum pro residuo se ipsam aut o dat; itaque nonnisi de summa resi-
duorum quseritur. Si verő tam 2 quam 3 metiatur numerum, etiam 2.3
metitur (pag. 427) &.

Etiam 11 metitur imaginem decadicam dcöa, si differentiam summíe
notarum in locis paribus a summa notarum in locis imparibus metia-
tur 11. Nam si post 1 numerus cifrarum par fuerit, per 11 divisum resi-
duum 1 dat; si verő post 1 numerus impar cifrarum fuerit, residuum
10 est; itaque pro

d. 1000 -\-b . 1 0 = N',
et

c. ioo + rt = N,
érit

N'~\-d~i-b = n\ 11,
et

N— (C + Ő) = « . I I ;
adeoque si

d-hb — {c-\-a) = ju. n ;
érit

N= (w'-h n — fj.) n .

Et conversim si d-\-b — (c-f-a) non sit muitiplum ipsius n , tum 11 nu-
merum non metitur; nam tum

et
2tf-= n .

adeoque
JSr-hN={n'-h n) 1 i-h c 4- a — [d-k- b),

et si

non sit muitiplum ipsius I I , nec AF-+- N érit.

BÚLVAJ, Teniamen. I. ,
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§. 6.

Si dividendo D cifra? numero ,« adiiciantur, et diviso hoc per
d prodeat pars quoti integra q ; atque fiant in q notas decimales nu-
mero fi : prodibit quotus cum errore < i : io**. Nam

D: d = D.iof<: d.10" = {D .10" :d) nd1;
atque

qd<cD.ld'<(q-h i).d\
itaque

Unde etiam modus patet, quo fractio qusevis Ín decimalem cum er-
rore saltem quantumvis exiguo convertatur.

Quomodo quaevis fractio ad quemvis denominatorem reducatur, et
denominator communis minimus, divisorque communis maximus repe-
riatur, dictum est pag. 68 et 429.

Scholion. 1. Proba novenariorum in singulis quatuor speciebus valet
in tantum, quod si locum non habeat, operatio erronea sit; conversim
autem patet resultati notis permutatis etiam, probam locum habere. In
subtractionc e subtracto et differentia simul, et tum e minuendo eii-
ciendi novenarii sünt; in multiplicatione e facto, atque e factoribus:
neinpe si multiplicandus = « . 9 - ^ ( 7 , et multiplicator = ; « . 9 + ó, factum
= ;« .» .9 .9-h í í .?n.() + b.n.<)-i-a .b\ itaque a. b supra novenarii multi-
plum tantum residuum relínquere debet, quam factum eiectis novenariis.

Scholion. 2. Operationes istas cum numeris dyadice expressis facillime
peragerentur : si ubi pltires imagines addendse sünt, prius duse addan-
tur, et cuivis summa; quae prodiit sequens addatur, donec summa om-
nium prodeat. In multiplicatione, nonnisi multiplicandus describitur
ubique sub multiplicatoris nóta = 1 terminandus. In divisione semper
patet, num o aut 1 in quotum veniat.
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§•7.

Radix m gradus autem extrahitur sic. Si quivis integer fuerit
imagine decadica P expressus, et integer r sit talis, ut rm = vel < / ' ,
sed ( r + i ) w > / ' ; atque ipsi / ' adiiciantur notae numero m, quarum
imago decimális dicatur i: érit imago tota = /'. iom-\-i, fquse dica-
tur / ) ; eritque r cum nóta aliqua b decadica adiecta radici m gradus
ex / aequalis, aut ea proxime minor. Nam etsi í' = o esset,

esset = aut < / ' . iow ; sed

etsi in quovis loco post / ' novenarii essent quia (rH-i)**>/'. Itaque
nonnisi nóta illa b quaeritur, quee post r sequitur: quod modo sequenti
fit. Si r. 10 dicatur a, érit a-i-b=YA aut radice proxime minor; ad-
eoque tale b (a o usque ad 9) quaeri debet, ut /— am, id est (/'— r»). io»H-f
sit = vei >

mam~1

(pag. 178), et si b~hi ponatur pro b, expressio hsec >I—am sit. Patet
in posteriore, si pro a=r. 10 ubique r ponatur, terminos addendos (omis-
sis cifris) semper uno loco porro ad dextram terminari; nempe m.rm~1b
baberet m—i cifras ad dextram,

tn(m-i)rm~-2b2

1.2

haberet m—2 cifras propter lQm~2 €í. Ut verő b paucius tentando re-
periatur; tentetur divisio ipsius r~rm, adiecta príma nóta decadice
sequenti, per mrm~l \ quia mrm~l b etiam m—1 loca post se habét.

ék*-
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Si vero post / adhuc m notze fuerint; (ut pag. 506) reputetur / tan-
quam / ' antea atque operatio eadem usque ad finem repetatur.

Patetque si nova m loca adüciantur, idem redire; in quadrate radice
autem terminos addendos esse iab-\-hz.

Si vero nm cifrae adüciantur numero N\ et in radice m gradus ex
N.io"m fiant n notas decimales: prodibit radix vera aut proxime mi-
nor e fractione, cuius numerator est N. iow'" et denominator 10"'", ad-
eoque ex N.

E x- S1"-
V ^ 2 = 1/20OO0: IOO.

Sit primum
/ = 2oo, / ' = 2, i = 00;

érit r = i , adeoque

quod si usque ad notam primam ipsius i linclusive), nempe 10 ita divi-
datur per 2/- = 2, ut ratio etiam termíní b1 habeatur ; prodibit 0 = 4;
nam

2ab -+- b% = 20.4 -t- 4.4 = 24.4 = 96,

et pro 6 = 5 prodiret I25>ioo. Atque iam nova /, /', i, r, a accipi,
et nóvum b quseri potest; nempe pro

/=20000, /'=200, z = oo, ^=14, « = 140,

pariter prodibit b = 1; fietque

171 < V 20 ooo<!72,

atque / 2 = 1 , 17 cum errore <o,oi. Idem vero continuare pro novis
/, / ' , t\ r, a licet, donec libuerit.

Ita
^15 = ^15000; 10= /15000000:100 y,

Sit primum
/=15000, /'=15, í=ooo.
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Erit r = 2 , adeoque a = 20, et

(/'— r>). 103 _t_,' — 7000;

atque si hoc a lzeva usque ad notam primam ipsíus i (inclusive) per $r*t

(nempe 70 per 12) ad terminos reliquos etiam respiciendo dividatur,
prodibit £ = 4 ; nimirum

3 0 ^ = 48 .100., 3ab' = 96.10, et ^ = 64;

quorum summa non > 7000, sed si b = 5 acciperetur, > 7000 prodiret.
Pariter pro novis /, I', i, r, a, ut prius continuari donec libuerit, patet.

Scholion. Sólet e quantitate algebraica quoque radix extrahi: at nisi
exacte, aut serié lege certa progrediente, complemento ad limitem o
tendente prodeat, aut saltem erroris íimites Eestimentur, exemplum va-
num tantum eiusmodi formularum est.

Ex. gr. Sit (Tom. I I : 2211. V.)

a • a2

et a = —; ent a' =: —, et

cuius si terminus rite electus per 2a —a dividatur, prodibit

2uE m

quia érit

2afi+f? = -2uE+^^ = u>-£

nam (ibidem)
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Eodem modo sólet etiam radix (adinstar divisionis pag. 146) extrahi.
Ex. gr. pro / 1 — x sit terminus primus i = at et sequens sit b; érit

(1 — x)— r = — x = 2ab-i-ö2;

et si per 2a = 2 dividatur —x, prodibit

2

ac subtracto 2ab-3t-b1, residuum érit —-—-. Pro quovis novo a (id est

summa tenninorum radicis quae prodierunt) autem duo priores termini

erunt 2-hx; atque si terminus aliquis residui fuerit —^—, termino hoc

per terminum primum ipsius (2—x + ...) diviso, prodibit terminus radicis

sequens —m+l ; et multiplicando per (2—x-h...) prodibit

—X7 rm+i

xm xm+l

quo subtracto ex — ——h..., manet ^ x r " ^ ' " '
— 2

et casu eodem redeunte, prodit series

1 2 ¥ 2* 2> " ' * '

quas ubique referri sólet; quamvis ex. gr. pro # = --, fiat

x* . . . I
et a — R incipiendo (inclusive) summa senei georaetncae ^ — — ,

3

4 '

. . .
senei georaetncae ^ —

adeoque series tota •"-> , quod elevatum ad 2 est

- 5 7 6

Generaliter pro < i ( senes
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JL _ _! _ i£ _
2 23 2« " - ^ 4 {2—*)

v4

(pag. 151); cuius ad 2 elevati differentia ab 1— x fit = - — p ri ; adeo-
que error aliquatenus íestimari potest.

Si verő x : 2 > i ( tum series ^— — 00. Ad ^m-±_x mutat is mutan-
dis applicari potest.
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0.

APPLICATIONES fpag. IO9) QU^EDAM.

S. 1.

Probiemata vulgaria.

I. Quéeritur, pecunia a interusurio c pro centum elocata, si interu-
surium ad finem cuiusvis anni summas capitali paríter elocandae acce-
dat: in quantum 5 excrescat ad finem anni «-ti?

Fiet ex 100 ad finem anni primi 100 -\~c\ itaque ex a fiet

ac
100

nam

.00 :„ = „«>+«): ?Ü5|±4 ;

et hoc ad finem secundi anni fiet

100 -t-c
IOO

ita ut si
ioo-j-c

roo

dicatur / , fiet capitalis ad «-ti anni finem

ap» = s.
Hinc

log.Í = log. a •+• log. (pn) = log.a •+• n log./ ;

et patet e quibusvis tribus harum quatuor quantitum reperiri quartam.
Ex. gr. quaeri potest ad quot annorum finem fieret iooo ex i sub dicta
conditione elocato ; respondetur

log. s — log. a
" " " log./
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Quod si verő et Perceptori rem tractanti solvendum sit quotannis
c' pro centuin: patet tum ex ioo ad finem anni fieri IOO-HC — c ; et
fieri

p 100

Si interusurii interusurium solvatur, tum fiet

r IOO

c1

est interusurii interusurium, quia

• _ £ ! _
' ioo'100 : c =

II. Hoc modo inpopulationis incrementum computatur, quantitate c
pro centum et numero viventiuin prsesenti datis. Si ex. gr. c (nempe
incrementum cuiusvis ioo ad cuiusvis anni finemi esset 2 ; quseritur quot
fient ex millione usque ad seculi finem.

III. Hinc quaevis quantitas pecuniae ad certum tempus reduci po-
test; id est s ad finem K-ti anni tanti valoris est certo sensu, quanti
a est in prsesenti.

Itaque valores plurium quantitatuin pecunise, diversis temporibus
percipiendarum, ad idem tempus (ex. gr. ad prsesens) reducti, comparari
possunt.

Si capitali a quotannis non solum interusuria addantur; sed prseterea
cum fine anni cuiusvis accedat capitalis Ö sub eadem conditione elocata:
quseritur ad finem «-ti anni quanta fiet tota summa capitalis.

Ex a fiet apn, ex b quod cum initio anni secundi accedit, fiet£/w~',
e sequenti bpn~2, et ita porro : atque hinc orietur progressio geometrica,
cuius accipi pro termino primo potest id quod ex b cum initio anni
«-ti usque ad eiusdem finem fiet, nempe bp {si non accedat adhuc b
cum fine anni «-ti quoque, tunc enim b esset primum); exponens seriéi
est / ; itaque ipsi apn addi debet summa seriéi huius, et prodibit

BÓLVAI, Tenumen, I.
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cuius termini, ubi n in exponente est, ope logarithmorum seorsim com-
putantur.

Si verő etiam Ó = Ö sit, tum fiet

c

Hínc
log. s = log. a H- log./ -+- log. (pn—i) — log. (/ — i);

et
log. a = log. s — log./ — log. (/"— i) -4- log. (/ — i).

Valor ipsíus n autem prodit ita :

hinc
sjp—i) , T _ A » - . s(p-

atque hinc log /" , seu

./ = log. {ap -+- Í (/—i)) — log. ap,
et

__ log. ( a / + J (p — i)) — log. a — log./
log./

ubi pro r~^a potest — i post quotum adnecti, ut fiat

log. (ap + s(p—i)) — log. g i

log./

Heic patet valores ipsorum a quotannis percipiendorum ad finem
anni w-ti esse ==s. Sí itaque quaeratur, quantumnam aliquis in prsesenti
solvat, ut quotannis usque ad annum «-tum percipiat a : nonnisi valor
ipsius Í ad tempus praesens reducendus érit; nirairum per / " divídi
valor ipsius s debet. Aut verő quodvis a ad valorein prassentem reductus
in summám colligi debet; eritque (pro a ad finem anni dato)
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a —
a . a . a n- an- — a a l a

p pl ' pi pn p—l pn{p—\) p—l \p — l )'

IV. Si b non addatur, sed dematur quotannis, quaeri residuum r ad
finem anni «-ti potest; quo in casu érit

atque pro r = o et dato b quaeri a potest, ut quovis anno usque ad
«-tum (inclusive), ad finem cuiusvis anni b percipiatur.

V. Si pro serié
M Xj X , X , . . ., X ,

ubi xx* = 2, quEeratur x, adeoque ut dici sólet, inter i et 2 qu&erantur
ix proportionales medise, ut in musica pro temperamente cequali:
propter #'2 = 2 érit

12 log. x = log. 2
adeoque

log. 2
6 12

VI. Satis omnium constat, inventorem ludi Schach grana tritici nu-

mero

postulasse; cuius seriéi summa

= (26j —1) : (2—1) = 2**—1;

adeoque e numero, qui ipsi 64 log. 2 tanquam logarithmo respondet,

1 subtrahi debet.

VII . Si quid certa aliqua operatione -~--tum sui amittat, et quodvis resi-
duum post operationem {m—ij-tam pariter -^--tum sui amittat, quseri aut

6 '



CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

residuuin post operationem «í-tam aut numerus operationum pro dato
residuo potest.

Sit i ad initium operationis primse ; érit ad huius finem

i m—\
i

n \ n

et si ad finem operationis (m—ij-tse fiat

in—
\ n

érit ad finem operationis m-tse

m
Nam

• •fji i i «i

f/. \ n I

Ita intensitas lucis radiorum parallelorum per strata aequalia euntium,
intensitas calons corporis refringentis ad finem ;«-ti temporis; pretium
vini, si qusevis operatione — -tum eximatur atque vas aqua repleatur,
computantur.

Quum nec logarithmi omnium, nec logarithmis omnibus responden-
tes numeri, Ín tabulis adsint: artificiis defectus sublevatur; quorum
fundamentum sequens est.

Est

i-« / '

sí
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estque

log.

Hinc fpag. 187} log. nat. intelligendo

log. (/-»-?) = log./> -h log.

h

ubi iam postremus terminus si ^ non sit <iooo, habét in denomínatore
ad minimum 10 loca, in quovis sequente antem ultra billionesies fit
denominator maior; numerator verő, si non sit > i , aut manet aut
decrescit; quivis terminus autem est maior summa omnium sequentium
(pag. 187).

Hinc si / non <iooo, et q non > i , incrementa ipsius / nuinerica
fi et f fractio vera) sünt in proportione cum incrementis logarithmicis
respondentibus (cum errore exíguo): nam substituendo ipsi q prius i,
tum /t érit

log. (/ -+-1 )=log./ H ^

(prseter errorem dictum), et incrementum

1

2

/log. (/-+-/) =

(item prseter errorem dictum), et incrementum
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Atque hinc proportio fit inter incrementa numeri numerum iooo
superantis, et incrementa logarithmi respondentis ; nempe non-est quidem

sed

l-f-—!— —f—

at verő

-r--f
2J 2 J

Ubi patet numeraforem esse < i , et denominatorem > i ooo ooo; si
verő per modulum multiplicentur logarithmi naturales, ut vulgares pro-
deant (pag. 187), tum et ista difFerentia adhuc ultra bis minor fiet.

Si verő p non < 10 000, patet denominatorem esse maiorem 100
millionibus.

Atque hinc reperitur ope tabularum logarithmus etiam numeri ibi-
dem haud exstantis ; ita logarithmo, qui in tabulis non adest, respondens
numerus reperitur.

Nam numeri supra 10 000, incrementa 1 et f sünt (sensu dicto) uti
logarithmíca incrementa / et i competentia.

Hinc si quseratur logarithmus 7 689 457, atque adsit in tabulis 76 894,
et sequens uno maior : est

7 689 457 = 176 894, 57). 100,
et (pag. 109)

log.7 689 457 = log.(76 894, 57) + 2.

Itaque adhuc tantum incrementum i logarithmo ipsius 76 894 addendum
quseritur: quod prodit instituta proportione
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100: 57 = / : í ,

ubi i in centesimis prodit; nempe

100

/ verő est log. 76 895 — log. 76 894. Deraum 2 quoque addi characte-
risticae debet.

Ita si logarithmus L non exstat: subtrahitur immediate minor / ex
immediate maiore L', inter quos cadit L, et subtrahitur etiam /ex Z ;
differentia prior est 7, posterior 1; est verő / : * ' = i : / (sensu dicto);
ubi si loco 1 ponatur 100, prodit / in centesimis; quia tunc 1 = 100
centesimis accipitur, adeoque quartus per 100 dividitur. Nempe

Sünt tabulse in quibus /, i et / computatas, absque calculi molestia re-
periuntur.

Scholion 1. Logarithmus nonnisi ipsius 1 cum certis quotvis cifris
exactus est; nempe ipsius 1 est o, ipsius 10 est 1, ipsius 100 est 2 í í ;
cuiusvis numeri alíus verő logarithmus incommensurabilis est cum uni-
tate. Sit enim integer

n
N^ io

érit

Sit N imagine primorum expressum; in hac adesse oportet tam 2 quam
5, nec ullus alius primus adesse potest, et 2 toties (ex. gr. £-ies) adest
quam 5, ut w/-ies positum sit

= 2 " - 5"
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unde sequitur
m= «, et — = <£integro.

Itaque nonnisi potentia integra ipsius 10 idest i cum certo cifrarum
numero habét logarithmum integrum.

Scholion. 2. Logarithmi exprimuntur fractione decimali, in tabulis
vulgaribus pro denominatore 10 ooo ooo; possunt verő quantolibet mi-
nori errore computari (pag. 1871. Integer ante comma vocatur charac-
teristica, notse decimales post comma vocantur mantissa. Illa et nega-
tiva esse potest; uti

Scholion. 3. Quum logarithmus eo segnius crescat, quo maior est
numerus, (ex. gr. ab 1000 usque ad 10000 tantum unitate ereseit); si in
calculo prodierit / logarithmus characteristica k et mantissa m gaudens:
quseratur mantissa m post characterísticas maximas, quas in tabula ad-
sunt; et si reperiatur ibidem numerus N respondens logarithmo cuius
characteristica K et mantissa m est; respondebit ipsi / tanquam loga-
rithmo — J ^ - J ; nam

et

per m hic valorem characteristicEe additum intelligendo. Si verő man-
tissa m exacte haud reperiatur, proxime minor accipi debet; et si opus
fuerit f'pag. 519), qusesitum accuratius determinatur. Si proxime minor
accipiatur, quaesito minus prodibit.
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E.
DE METHODO HETEROGÉNBA IN CALCULO TRACTANDI.

Possunt quidem omnia in concreto tractari. Nempe
1. quaehbet quantitas spéciéi cuiusvis determinationum •£*, M aliqua
2. et simul determinationum quoad realitatem aliqua affecta esse

debet: nempe quoad operationem multiplicationis operationesque inde
promanantes cuivis unitas positiva aut negativa attnbuta sit, prouti sim-
plicius ad scopum visum fuerit. Duplex nempe unitatis dos est: ut
quum mensura haud nominatur, ea subintelligaturpositiva ; atque ut
operationibus dictis, prouti positiva vei negativa attribuitur, iuxta
regulám dictam tnserviat.Ex.gr. — -3- significat oppositum eius quod
unitatis tertiam bis continet; atque si hoc per a denotetur, — ai signifi-
cat quantitatem eadem unitate sed negativa, quoad operationes dictas,
prseditam (pag. 121).

3. Quaevis expressio ita intelligatur, ut omnium terminorum prae-
ter zero fabstrahendo a determinationej complexus, quantitas sit.
Ex. gr. si a spatium, b tempus, et a múlt. per b sit S, atque b múlt. per
a sit T, et unitas spatii sit s, unitasque temporis sit t; expressio
i-hafá=s-hSt vei t-hliy prouti ai per b, vei b per ai multiplicatur.

Ita si a = 2s, ö = $t, et a -+• ab = k ; érit 2s -+• 2.35 = 8$; et utrinque
per a dividendo, érit 1+3=4 quoad quamvis unitatem, adeoque et quoad
/ ; eritque t-\-b = 4/, et b = $t.

Sed simplicius fit rem ad arithmeticam puram reducendo modo
sequente.

aj Quantitatum omnium, et heterogenearum, quaevis Q, tali recta,
eius in calculo vices gerente, expressa consideretur, quse si unitas ipsius
Q sit q, et £ rectarum unitas sit, tale mensum ipsius /? sit, quam Q

ipsius q est.
bj Nec in calculum alia unitas prseter ± /9 ulla admittatur; quasi

omnes quantitates prseter o et rectam excluderentur.
BOLYAI. Tentamen. t.
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Quo pacto factum unicum, quotusque (prseter o : o) unicus érit, imo
quantitates abstractEe, de quibus (pag. 45, 47, 48, 111, . . .) pro funda-
mento agere necesse fuít, in rectas mutantur.

Patet etiam : quod si prodierit ex. gr. Q (tanquam recta eius vices
gerens) = 2/?, sit Q ipsum = iq.

4. Expressio per rectas utvis heterogeneorum (in idea magis intelligenda)
haud innuit operationes mere geometricas: addit quídem Geometria re-
ctam continuando, subtrahit resecando, et rectarum a, h (etsi utraque
incommensurabilís fuerit) tam factum quam quotum imo et ac pro

n_
2 W

et n, m integris, exacte exhibet. Imo et quod mensuratum datur, recta
exprimere valet, unitatem dividendo partesque accipiendo ; conversimque
rectam quoad unitatem mensurare potest, atque ubi exactum haud prse-
bet (ex. gr. dum mensurationem finire nequit aut pro alio c) errore
quantumvis exiguo approximat. Arithmetica verő, si rectarum utraque
incommensurabilis fuerit, factum earum quoque nonnisí approximare
valet, uti radicem quadraticam binarii geometnce prodeuntem ; imo nisi
mensurata dentur, prorsus hseret, uti Geometria sine unitate in omnibus
operationibus a mensuratione quoad unitatem promanantibus.

Sit exeniplum pro resultato operationum cum heterogeneis ad rectas
reductis susceptarum. Si x et y heterogenea fuerint, et

y = k pro x = 1
ac

y=zqk pro x — g,

tum y, ut quantitas respectiva quoad valorem k eius pro x=i, dicatur
z, atque unitas huius z vei uti quantitatis respectivse quoad k, unitas
huius k sit, sed in tali ab x dependentia, ut pro x=i et y=\ fiat: tum
semper

y

Talia sünt celerttas quoad spatium sub temporis unitate Eequabiliter
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percursum, densitas quoad massam sub voluminis unitate, pretiositas
quoad pretium unitatis mercium certarum, &f.

Et sít spatium S, tempus T, celeritas C, spatiique unitas sit U} tem-

poris 1 et T ex. gr. sit -^-; exprimetur hoc per rectam —=- ; et si

o
fiet S= C per T1 (non T per C) multiplicato, atque -^- = ipsum T re-
prsesentanti —r—j quod reversum fit ~—. Notandum in utroque casu 71

esse multiplicatorem, cuius resultatum nonnisi ab eo pendet quale suse
unitatis mensum sit; si verő factores rectas fuerint, permutari possunt.

Area per rectanguli altitudinis £ / = 1, soliditas per parallelopipedi

quadrato ipsius U insistentis longitudinem, ut recta exprimitur : adeoque

unitas arese érit quadratum et soliditatis unitas cubus ipsius U érit. Et

hinc quum parallelogrammuin altitudinis a baseos b in rectangulum alti-

tudinis U mutari possit, patet rectam ab aream exhibere, — pariterque

rectam e tribus rectis prodeuntem soliditatem exprimere.
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F.
DILUCIDATIO QUORUNDAM CONCEFTUUM IN SECTIONE PRÍMA TRADITORUM.

§. I.

Generalissima proportionis, si ita extendere libeat, definitio, quam et
quantitates qusevis sub formám A-hB }f—i cadentesingredi queant, non-
nisi divisionis absolutae conceptu stabilito dari potest.

Quantitatum prius duse determinationes nempe >±> et *—\ considera-
bantur, quibus postmodum item duae, nempe realitás quoad H-i et reali-
tás quoad —i accesserunt (pag. 121).

Potest verő idem realitatum conceptus altter quoque exponi. Multi-
plicatio divisíoque tam quoad H-i quam quoad —1 peragi potesr, omni-
aque et operatíone quoad —1 facta fmutatis mutandís) seque prodeunt.
Ex. gr. si quasratur spatium S tempore T celeritate C percursum, pro-
dibit 6"=C per T quoad + 1 multiplicato fpag. 48); idemque est = C per
— T quoad —1 multiplicato, essetque

multiplicatione quoad —1 facta. Ne tamen semper commemorandum
sit, quoad quodnam ipsorum -\-i et —1 fiat operatio, nec formuláé nunc
quoad unitatem positivam, inox quoad unitatem negativam tractatas
iinpHcentur: eadem unitas quoad signum etiam servatur pro omnibus,
atque tacite quantitati cuilibet -Hí data est, nisi expresse monitumfuerit
cuipiam —1 tribui. Nimirum quantitas qusevis concipiatur unitate certa
gaudens, quae illi quoad casum operationum imiltiplicationis divisionisque
attribuatur. Manifesto prouti quantitati unitas positiva vei negativa tri-
buitur, duae determinationes diversae, resultataque diversa parientes oriun-
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tur; adeoque possent ea quae antea reália quoad -f-i dicta sünt, quan-
tiíates unitate positiva, et reália quoad — ], unitate negativa praedita
vocari; at propter nomenclationem breviorem denotatio prior manere
potest, aut prius reale posterius pure imaginarium dici fpag. 121).

Hinc si tale x quseratur, ut

x.x= — 4 vei 3 # . # = — 4

sit, x impossibile esse nihil aliud significat nisi inter quantitates unitate
positiva prsedítas tale x non dari, et nonnisi inter unitate negativa pras-
ditas esse. Ita si fiat

y = \/~x~—a

in Geometria, et quantitates unitate positiva prseditse sint, adeoque ope-
rationes quoad -hí fiant: ordinata y (positiva vei negativa) nonnisi tunc
accipitur, dum expressio dicta valorem habebit. Poterunt autem (pag. 202)
ordinatas alias quoque colore vei alio quopiam modo aprioribus distinctee
intuitui exhiberi, si Y x — a pro quantitatibus unitate negativa prseditis
accipiatur.

§. 3-

Atque iam multiplicatione et divisione, in respectivam quoad
et absolutam (absque mentioné respectus quoad ±1) distincta: prius
respectiva, tum absolula, et demum proportio stabilitur. Si definitiones
pag. 75 traditse ad multiplicationem divisionemque restringantur, deno-
tetque A terminus pdmus unitatem positivam vei negativam ; et quodvis
sequentium trium terminorum B, C, D purum reale sit (aut quoad -hí
aut quoad — i), sintque A et B homogenea, aut alterutrum o sit, pariter
C et D; atque abstrahendo ab omni determinatione:

1. Pro quovis nomine numerico n, pro quo est

A = nu, et C = K # ;

sít, m nomen numericum denotante,

Jj=: mu
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et
D = mv -h A,

ubi w = o vei <^u et A — o vei <Jf; quod alteri definitioni ibidem datse
sequivalet; nempe quod si pro quovis dicto n, nec u a B pluries, quam
v a. D, neque v a D pluries quam u a B contineatur.

2. Si (pag. 122) tam respectu determinationum Hh et y—«, quam respectu
determinationum realitatis quoad -Hí et — 1 ; dum A et B eiusdem de-
terminationis fuerint, et C ac D sint detenninationis eiusdem ; si verő
A et B determinationis diversse fuerint, et C ac D determinationis
diversse sint: tum dicitnr C per B respective quoad A multiplicatum,
et D per B vei C respective quoad A divisum esse ; atque D factum
quoad A, et in casu prioré C quotus quoad A, in posteriore verő B
quotus quoad A dicitur.

Pro casu incommensurabilitatis patet iuxta (pag. 35): quod si n sem-
per porro uno crescat, ctiivis n suum m respondeat; adeoque ipso n
in serié numerorum naLuralium crescente, certa m pro certís B et D
eadem se invicem excipíant.

SCHOLION. Pluries contineri autem dicitur ex. gr. v a D quam u a
B, si

B = mu, vei B | > mu sed ma •+• u J> B,

atque/?(vei eius portio) sit terminus seriéi numerorum ipso mv ulterior,
nec sit simul D = mv, uti si

v == o = D.

§• 4-

Determinationes *i* et 1—< dánt octo casus et totidem darent deter-
minationes realitatis, si et unitas pure iinaginaria admitteretur ; nempe si
r reale, et i pure Ímaginariuin denotet, fient schemata sequentia :

• T • I _ T _ J i _ I _ É I — T — j i _ T _ J L T—.* • 1 t L T !É-_. JL_X_J> j I L L ^ ^ J L L

•• •- •• • • i. .. T_*•—T_* ' ' i T i i n T a i ii—+—n T i i H

r r r r r r i i r i r i r i i r
i i i i i i r r i r i r i r r i
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Sed si pure imaginariam unitatem admittere haud libeat, nonnisi trés
superiores Hneae manebunt.

Patet verő ex ipsis schematibus (etsi admitteretur unitas pure ima-
ginaria);

1. tenninos extremos in quovis casu esse determinationis eiusdem, si
medii eiusdem fuerint; et extremos diversse esse, si medii diversse fuerint.
Pariter si duo príores determinationis eiusdem fuerint, esse et duos
posteriores eiusdem; si verő diversae fuerint priores, et posteriores
diversse esse.

2. Terminum tertium per secundum in linea suprema quoad -f-i,
in sequente quoad —i multiplicari; unde etiam ex iisdem schematibus
divisio quoad H-i et — i patet, si quartus dividendus, et alteruter me-
diorum divisor fuerit.

Patetque in omni casu, in linea suprema in multiplicatione divisio-
neque determinationes easdem dare *i->, diversas dare •—•; in linea se-
cunda autem determinationes easdem dare •—1, diversas dare *t*: atque
hinc pronam ad signa + , — esse conclusionem fpag. 121 et 42); facta
quotosque quoad H-i gaudere signo -+- pro signis sequalibus, et signo —
pro signis diversis; quoad —1 autem signa aequalia dare —, et signa
diversa dare -K

3. Pariter verő quoad determinationes realitatis, e Knea tertía, in
qua terminus primus reale quoad H-i est (sive -4-i sive — 1 fuerit),
patet: quod si factores quoad realitatem determinationis eiusdem
fuerint, fadum reale quoad -HÍ, si diversae determinationis fuerint,
factum reale quoad — 1 sít. Eadem, ex eadem linea, regula divisionis
patet; nempe quod dividendo in locum quartum posito, si dividendus
et divisor determinationis quoad realitatem eiusdem fuerint, quotus
reális quoad + 1 , si verő determinationis diversae fuerint, quotus reális
quoad —1 sit.
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§• 5-

Sed quum certis quantitatibus unitatem positivam, item certis quibus-
libet negativam attribuere fas sit: quasstio exoritur, quomodo et con-
nexse (adinstar determinationum t-í-", 1—1), tractari possint? ut operationes
quoque, absque eo ut respectivae operationis quoad -hí vei — 1 mentio
fieri debeat, absolute peragerentur lege tali stabilita, ut omnia rite con-
veniant. Quem in finem ponitur lex sequens (pag. 122).

1. Quandocunque saltem alteruter duoruin factorum unitate positiva
gaudet, factor unitate positiva gaudens ponatur pro multiplicatore; et
tunc (atque nonnisi tunc) sit multiplícator unitate negativa gaudens, dum
duorum factorum uterque negativa unitate gaudet: nempe in lineae tertia?
nonnisi schemate quarto debet necessario —1 loco primo stare, quum
neuter factorum positiva unitate gaudeat; nec aliter —1 ex ]f—\ per
}/—1 multiplicato prodeat.

2. Si A et a quantitates unitate positiva, et B ac b unitate negativa
prseditas fuerint: dicitur A-\-B per a-f-6 absolute multiplicari (absque
mentioné operationis respectivas quoad -hl vei —1); si tam A quam B,
tam per a quam per b multiplicetur liuxta legem dictam); atque si in
omnibus his factis partialibus, quas hoc pacto prodierunt, summa quan-
titatum unitate positiva praeditarum sit S, et summa unitate negativa
prseditarum sit Í ; dicitur S-hs lidest 5 cum s connexum sed non com-
mixtumi factutn, sensu absoluto.

Et si x—x' vei X'^x, et y—y' vei y^y', et x'y'=k vei x'y'-^—k,
dicitur etiam k /adum ex x et y ípag. 46 et 85).

Unde conceptus divisionis patet, nempe quilibet e duobus factoribus
dicitur qtiotus e facto per factorem alternm diviso.

§. 6.

Atque iam conceptu hoc divisionis absolutae stabilito, fas est et

proportionis conceptum eatenus extendere : nimirum a, fi, y, 3 dicuntur
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in proportione esse, si quotus ex a per £ diviso sit quoto ex y per S
diviso aequalis fdivisionem absolütam intelligendo); excepto casu, si a
per £ iuxta regulám quoad ± 1 , et y per S quoad =Fi dividi deberet,
quo in casu divisio expresse contra regulám quoad idem sive -f-i sive
— i suscepta intellígatur.

Patet in lineae tertiae fpag. 526) schematibus tribus prioribus, raulti-
plicationem divisionemque quoad H-l fieri íper legem 1), quum detur
factor reális, et nonnisi in schemate quarto quoad —1 peragi; patetque
determinationes realitatis aequales dare reale, et diversas dare pureima-
ginarium.

. §• 7- .

Si verő quantitates sub formám a-hb Y— 1 venientes pro casu, dum
nec Ű = O neque b=o est, considerentur, et quantitas talis mixta dica-
tur : mixtum et reale purum (sive quoad H-i sive quoad —1) tam in
multiplicatione quam in divisione dabit mixtum, mixtum per mixtum
autem dat mixtum^ in certis casibus et reale purum quoad -f-i vei
quoad —1 dare potest. Uti e schematibus sequentibus patet pro A, Bt

a, b realibus quoad H-i :

~^)^~aA-\-Ab V—
=ij B /-i=aB V^-

^7} (A+B V=T)=

In casu postremo fiet factum—C pro quovis reali C, si accipiatur

ita factum = CV—i érit, si accipiatur

bC . „ aC

nempe in casu prioré debet esse

aB+bA = o et aA-bB =
I, Tentatnen. I.
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in posteriore verő

— f>B = o, et aB -\-Ah — C;

atque valores dicti ipsorum A et B e duabus aequationibus in casu
utroque reperiuntur. Et pláne ita pro quibusvis realibus R et r reperi-
iintur talia A et />\ ut factum dictum iiat

nempe tum debet esse

a A — bB = R, et

unde pariter prodeunt A et B.
Prona hinc ad divisionein conclusio est. Neinpe si reale isive quoad

-Hí sive quoad — n per mixtuni non mixtmn daret, prodiret reale vei
quoad -hí vei quoad — i; hoc verő per divisorem daret ínixtuin, adeoque
dividendus haud prodiret. Pariter nisi mixtuni per reale íquoad + ' '
divisum mixtuni daret, quotus per divisorem multiplicatus haud produ-
cerét dividendum mixtuni. Et pariter de mixto per mixtuni patet, pro
quibusvis quoad -t-i realibus C) H} r, posse A et B ita eligi, sive ut

sive ut

sive ut

Ex.

fiet

eritqne

sit

gr- pro

R +
A-t-i

4-í V - l :

R — At

A— R

-i

r Y—
5 V —

7 et

et

a-hbV—i

i _ c

i

r^BC,

„ r

Ut verő CY — i prodeat, esse debet

r / 7 = A C Y^T—
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adeoque
BC et r = A

et hinc

A=ST' e t Bz=-C

f 8.

E clausula definitionis multiplicationis absolutae (pag. 5281, unde etiam
conceptus divisionis absolutae deducitur ibidem, sequitur pro a et b
neutro = 0:

atque

j^-.ma semper = 0 ; et hinc si m-^-oo, adeoque ma"^ 00 et

- fiet

o , 00 = a,

a a
— = 00, et — = o.

O ' 00

II. Semper est ma = ma; sed si m—-oo, ma—--<x> (pag. 35) adeoque

00 . űö
00 . a = 00 et — = 00, atque —- = a

a ' M 00

quantitati cuilibet, uti ~-

III. Etsi a incommensurabile fuerit, ex. gr.

a=*mu-ha, (ox^u),

érit semper mu. 0 = 0, adeoque quum si m*^oo,

fiet
0 . 0 = 0.

Hinc autem iper definitionem proportionis pag. 528 § 6.) oriuntur
proportiones sequentes, paulo inferius applicandas

«7*
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I ; a = o : o
ii ; OÖ — b : oo

oo : a — oo : />

OJ ; oo = o : O

Superius (pag. 526) in proportione, ubi nonnisi quantitates pure reales
quoad ± 1 sünt, quas hic brevitatis caussa puras nominare fas sit, pa-
tebat, quod si tcrmini extremi déter min ationis eiusdcm fuerint 'sive
quoad 4-< et >—< sive quoad realitateml, et medii deteniúnatioms eiusdem
sint; at si extremi diversae determinationis fuerint, et medii diversae
sint. Idemque valet de duohus ftrioribus, et duobus postremis.

Et nunc adhibitis mixtis quoque lex analoga valet: neinpe SÍ" extre-
morum utrumquc mixtum vei utrumque purtim fucrít, érit et mediorum
aut utrumque purum aut utrumque mixtum; si verő extremorum
alterutrum purum, alterum mixtum fuerity et mediorum alterum mix-
tum altérum purum érit. Idemque valet de duobus prioribus et duobus
postcrioribus.

Proportionis casus, quos mixtum ingreditur, sequentes sünt, in quibus
quoti tequales esse possunt, si P purum, M mixtum denotet; neque
aliud heic in censum venit, adeoque per easdem Hteras haud intelli-
guntur quantitates sequales.

PPMM PMPM PMMP
MPMP MPPM MMPP MMMM

Neinpe ex §. 7. patet, nonnisi in quovis horum casuum quotos e
primo per secundum, atque e tertio per quartum íequales esse posse,
excepto, si duorum prior um aut duorum posteriorum alterutrum pu-
rum alterum mixtum et reliqua mixta fuerint: ex. gr. púra per puram
divisa puram dat, atque et mixta per mixtam dare puram priori Eequalem
potest; mixta per puram, púra per mixtam dat mixtam &.

Quoad casum Rí MM mbi R reale, / pure imaginariuni denotat\sit
ex. gr.
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nempe quotus uterque est — / - ^ 7 ; prior prodit divisione íper pag. 527}
quoad — 1, et in posteriore divisor per — |/^~i multiplicatus producit
dividendum ; estque etiam factum extremorum facto inediorum aequale,
nempe =— b •+- a Ĵ — 1.

Unum adhuc casum notare licet; nempe

R : / = / ; Rt

ubi R per / quoad — it et / p e r R (iuxta reguláiul quoad -t-i divide-
retur; ex. gr. pro

— 1 ; /—1 = 2 / — ! : —2,

quotus uterque, si divisio utraque quoad —1, aut utraque quoad -hí
peragatur, idem érit; nempe

— 1
(quoad—1) = V — i,

et
2 ~l (quoad —1)= Y—i,

22

quia —2 per /—1 (quoad —íj multiplicando fit 2 / — 1 . Ita

^r== (quoad-hi)=— / ~ i = — (quoad-hí).
y — I 2

Ita factum extremorum facto mediorum nonnisi ita érit sequale, si
quoad idem ±1 fiat multiplicatio; secus

— 1 . —2(quoad-hi)=-h 2,
et

/ — j . 2 / — 1 (quoad—1)=—2
érit.

Nempe (si V--i per =h/ denotetur), schemata divisionum multipli-

cationumque dictarum erunt sequentia.

Pro
— r : ±t\ et ± 21 : — 2
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futroque quoad —i)

— rt ±*J ± í j —i et —i, —2; + h űz2i>

Pro divisione eorundem quoad-t-i

+ i t db«"; ^h —1> et -t-i, — 2; =Fi, ± 2 1 .

Pro multiplicatione eorundem quoad -4-1

4-1, —1; —2, -4-2, et H-I, ± Í " ; ± 2Í, + 2 .

§. IO.

Pariter operationibus tam divisionis quam multiplicationis quoad idem
±zi peractis, e quibusvis reperitur quartus in concreto iuxta regulám
sequentem : si quilibet duorutn priorum socius alterius, et pariter voce-
tur quilibet postremorum; atque quilibet extremorum dicatur par
alterius, et pariter quilibet mediorum ; prodibit terminus quaesitus x,
si socio carens multiplicetur per quotum, qui prodit, si terminus par
socio carentis, per pari carentem dividatur.

QuEesitum x aut quartum aut tertium aut secundum aut primum locum
tenet: estque

_n-_-?_ r— *L r
X~IJ~~A"L- C '

pro x = C verő est

Quum reliqua facile pateant, unum tantum casum (pag. 533) adferre
sufficiat. Sít nempe

— 1: /^7=/^I:-i,

et quaeratur quartus: érit

tam divisione quam multiplicatione quoad idem + 1 facta; iuxta sche-
mata sequentia
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— I, —i; H - / — I , -f-
ubi

H- V — 1 = — — (quoad — 11;
et

ubi per quotum priorem, yf — i multiplicatum quoad—i dat factum — i.
Idem quoad -t-i prodit per

-hí, -i; -/=7, /=í,
et

-hí, -/=í; +/=7, -i.

Omnia verő quoad determinationes, sive quoad •** et >—*, sive quoad
realitatem, rite prodire e praemissis liquet.

i ii.

Operationum additionis, subtractionis, multiplicationis, divisionisque
resultata unka esse, prseter -g-, demonstratum in sectíone príma est:
aliquod tamen, quoad quotum e concreta per concretam homogeneam,
quem utcunque mutata unitate eundem manere dictum (pag. 112) est,
lumen affundere libet.

Sit linea b per lineam a dividenda, sitque

b = 2v, a = 3v;

dictum est, quod si divisor in locum tertium ponatur, quotus sit quan-
titas quaelibet, quas quoad unitatem suam expressa -=- est (pag. 45).

Si verő divisor in locum secundum ponatur, quotus loco tertio pro-
dibit, ac nonnisi linea érit) et prouti unitas linearum accipietur, dato
quovis maior minorve prodire poterit. Omnes tamen hi quoti innumera-
biles cum prioribus innumerabilibus in eo convenient, quod et quotorum
posteriorum quilibet quoad suam unitatem (qutecunque fuerit) -̂ - erit,
adeoque aequalitate ista respectiva omnes aequales erunt \ atque quuin
in hoc casii nonnisi expressio quoad unitatem fut quanlitas abstractal
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pro quoto accipiatur, (haud respiciendo ad speciem unitatisi resultatum
divisiom's in hoc casu quoque iinicum est.

Nenipe sit V linearum unitas, atque a et h quoad eam expressa
reducantur ad denominatorem comnmnem n ; sitque

riatque schema utrumque (quoto x dicto); érit

n n 3» J 37, >
et

Patetque in utroque esse x^~ quoad unitatem.

§. 12.

Conceptuin potentiae elementáris ad exponentem imagínarium ex-
tendere frustra tentans, meris imaginibus obiecto haud gaudentibus minimé
contentus, sensum eiusmodi expressionum nonnisi modo in (pag. 193)
exposito reperire potui; quod tamen tnulto brevius exprimi sic potest.

Functionis ipsius /? sequentis,

r 1.2 1 . 2 . 3

valor, nempe cui series dicta asqualis est, aut ad quem tanquani limitem
tendit, dicatur /1/?); ita ut sit

bb bbh
fik] = I -f- k + - - - H- * - - + ••.

2 2 .3
et

, , kh. kh kh. kh. kh ,i h k h { H +
2 2 . 3

Quo pacto definitio potentiae, radicis, logarithmique, sensu subli-
jniori, breviter ita expriini potest: Pro quovis tali c, ut f[c\ eidem C



SECTIO QUARTA 537

íequale sit, dicitur quodvis f\bc\ et nonnisi id, potentia exponentis h
ipsius Q per O denotata, et b dicitur cuiusvis O> logarithmus quoad
C, quidvis formae A-\-B)f— i sit sive c sive b, A et B reália qmevis,
inter quas et o cadit, denotantibus.

Dicitur praeterea C radix exponentis b cuiusvis C*A, imo et quodvis
tale a, ut pro certo k sit ak = K, dicitur radix exponentis k ipsius A'.
Ex. gr. Sint X, Y, Z trés radices cubicse ipsius 8; reperiuntur per
fpag. 1981 talia x, y, z, ut sit

Eritque

Sit c nomen generálé ipsorum 3#, $y, $z, sitque

Pro quovis c érit

, = 8. et /Í4-1 =

= 8 elevato ad — ; nempe

/{*), f(y>, /<*)

erunt potentise exponentis 4 - ipsius 8; eritque 8 radix exponentis - ^
cuiusvis earuin, et 4 - logarithmus quoad 8 eorundem cuiusvis. Sit iam

c = x, et ó = 3 ;
érit

f(bc) = S = if(x)Y;

atque

sed etiam
(/(>))• = « = (/(•!)":

adeoque

/(*), Ay'h M
radices exponentis 3 ipsius 8 dicuntur. Estque 3 logarithmus ipsius 8

quoad quodvis ipsorum

/{*', fiy\ /(*)•
68

BOLYAI, Tentamen, I,
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SCHOLION. Potuissent quidem, iam in ortu conceptus inultiplicationis
non solum imaginarionun, sed et potentise Eff conceptus (pláne expositi)
construi: nisi alienum simplicitati naturali esset, ad conceptus construc-
tionem talia adhibere, quce nonnisi ulterius pateíiunt. Nempe nonnisi id
quod per f\k) antea intelligebatur, construi debet: nimirum ponatur
prius i, et cuilibet tennino adiungatur unus factor &, atque termino cuivis
detur pro denominatore factum e numeris naturalibus ab 1 incipiendo
usque ad numerum suinmum ípsorum k in termino illő.

At prius, factum e factoribus aequalibus numero w, per factorem
semel, et n ad dextram superius scriptum denotari coepit; tum ad quo-
tum e talibus factis eundo, ultro venit, si a ut factor superius numero
n, inferius numero m erat; quum superius a deleatur per inferius, nu-
merum superiorum a accipere positive, inferiorum verő negative, atque
- ^ designare per a""", et - j £ intelligere per As~ss, Sit

n — tn = r, et N—M=fi.

Passus ulterior erat, duos eiusmodi quotos nempe a1 et A1 aequales
_v

cogitare, et per «"" designare tale A, ut sit

Nec post (pag. 532) dicta, ju=o excluditur: nam

al = A°= i, e t il:a = A }

I t a
a" = A°,

et a" gaudet valore A.

Postea (pag. 182) innotuere pro realibus í et c sequentia. Sit

(i) = reali positivo e, tunc

f\c) =e<
f{b-\-c) = eb . ec ,

f,c—b) = ec:et>,

f{d . q =

f{c : b\ =
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darique tale x, ut
/(*} = b -+- c / - ^ 7

sit, etsi c = o et b negatívum fuerít; nempe si (pag. 198) a tale sit, ut
cos.a = — 1 et sin.a = o sit. Atque tunc iam ín mentem venire poterat
ipsis b, c imaginaria quoque substituere.

Definitio hic data eadem cum pag. 193 data est: nísi quod haec et
simplicior sit et ibidein dictum \r supervacuum reddat; monendumque
fuisset r-ht ad denominationem eandem reducta intelligenda esse : nempe
si ex. gr. (pro integris n, m, v) sit

A—— B ~ ~
m' m

érit

adeoque

cuius valores numero m sünt, quos valor quivis per valores ipsius y

multiplicatus omnes exhibet.
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G.
RELAT1O BREVIS ADDITAMENTI ANTECEDENTIS.

I. Cuilibet quantitati tribuatur unitas positiva vei negativa iquoad
operationes statiin dicendas); et illi, de qua expresse non dicitur eí
negativam tribui, positiva unitas attributa sit. Unitate positiva prteditie
illíe erunt, qua; reália vocantur, et negativa prsedita; erunt ete, qua;
pure imaginariae dicuntur ; qua; nomina consveta et hic retinentur,
atque duae ha; determinationes determinationes realitatis dicantur.
Reália et pure imagínaria, detenninatione sive 4- sívé *—< affecta, dican-
tur quantitates purae.

II. Definitio proportionis (inter plures Sect. I. datasi ibidein ipag. 75)
est sequens : A, B, C, D in proportione esse dicuntur ( abstrahcndo
ab otnni determinatione) si pro quovis tali n fnomine numerico'i, ut
A = nut C = nvsit; nec B ipsum u p/uries, quam D ipsum v} neque
D ipsum v p/uries, quam B ipsum u contineat.

Si iam conceptus hic ad casum A = ± 1 restringatur; atque accedat :
quod tam respectu determinationum ^h, *—*, quam respectu determina-
tionum realitatis; dum A et B determinationis eiusdem sünt, et C ac
D sint eiusdem; si verő A et B determinationis diversae fuerint et C ac
D diversae sint: tum dicitur I) factum ex C per B iquoad + 1 ) tnul-
tiplicato; operatio autem dicitur multiplicatio (uti etiam divisio inde
oriundaj respectiva quoad HM.

Quo pacto 8 schemata oriuntur ex 4-.f •—•, et totidein e duabus reali-
tatis detenninationibus: e quibus schematibus patet, quod etiam ter-
mini extremi determinationis eiusdem siut, si medii determinationis
eiusdem fuerint; imo ex iisdem patet, tam in multiplicaiione quam in
divisione, si quoad -M peragatur, ^h ct 4-, neenon 1—< et «—\ dare ^ ,
a t *±i et •—1 dare 1—«; et rem inverse quoad —1 esse, funde prona ad
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signa -+-, — conclusio est); deUrminationes item quoad realitatem
aequales dart reale, divetsas autem dare pure imaginarium.

III. Prouti quantitates determinationibus »4-«, •—< affecta: connectun-
tur, atque ita tractantur : ultro venit, et determinationibus quoad reali-
tatem affectas connectere, atque talem legem statuere ; ut omnes opera-
tiones labsque mentioné facta quoad -hí vei —i) absolute peragantur:
eaque fit sequens

1. Ut si alteruter duorum factorum unitatc positiva gaudeat, factor
unitate positiva gaudens ponatur pro multiplicatore; et si uterque
unitate ncgativa gaudeat, tunc sit multiplicator unitate negativa
gaudens.

2. Si A et a quantitates unitate positiva, et B ac b unitate negativa
gaudeant: dicatur A~\-B per a-hÓ absolute multiplicari; si tani A quam
B, tam per a quam per b respective iuxta legem priorem multíplicen-
tur; atque si in his factis summa realium sit S, summa pure imagínari-
orum sit Í, dicatur S-t-s fid est S1 cum 5, connexum sed non commixtumi
factum fsensu absoíutoj.

Atque hinc divisionis absolutae conceptus patet: nempe si P. Q=^F,
dicitur Q quotus ex F diviso per P.

Extenditur etiam multiplicatio absoluta (iuxta pag. 46); atque hinc
etiam divisio absoluta.

Hinc si quotus ex « per fi diviso sit aequalis quoto ex y per ő (divi-
sionem absolutam intelligendol: dicuntur «, ft, ;-, S isensu geneTalissimoi
in proportione esse : notando quod in casu ubi a per /í quoad zb^ et
y per 3 quoad =hi dividi iuxta regulám deberet; expresse contra regu-
iam quoad idem ± 1 dividenda sint.

IV. Quantitates sub fonnám a-±-b V^i venientes dicantur mixtae,
dum nec a nec b = o est : dahitquc tam in multiplicatione quam divisione,
purum per purum, purum; purum per mixtum, sive mixtum per
purum, dabit mixtum ; mixtum per mixtum autem dat in certo casu
purum, in alio mixtum.
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V. Patet autem (uti in schematibus multiplicationibus divisionisque)
m proportione quoque: quod si duo priores determinationis eiusdem
fuennt sive quoad •£-, —., sive quoad realitatem; et duo posteriores

eiusdem sint; si non, non; et pariter si extremi eiusdem fuerint, et
medü eiusdem sint, si non, non; et pariter si extremorum utrumque
mixtum, vei utrumque purum fuerit,et mediorum aut utrumque purum,
aut utrumque mixtum sit; si verő extremorum alterutrum mixtum
alterum purum fuerit, et mediorum alterutrum purum, alterum
mixtum sit; atque idem de duobus prioribus, et duobus posterioribus
valeat.

VI. Praeterea de resultato divisionis unico, dum concreta per con-
cretam dividitur, additur aliquid : nempe divisor tam secundum quam
tertiuin locum occupare potest: eodemque sensu si divisor fractio vera
sit, quotus in casu utroque maior dividendo est.

VII. De reperiundo e quibusvis tribus proportionis terminis, quarto
(in concretoj; et de facto extremorum =/acto mediorum, quoad idem
± i accipiendo.

VIII. Conceptus potentiae, radicis, logarithmique (pag. 193) tradi-
tus simplicius exponitur. Nempe statim post conceptum multiplicationis,
series talis construi potest, cuius terminus primus sit —, et e quovis ter-
mino ea lege oriatur sequens; ut numeratori postponatur k ut factor,
et denominatori numerus is, quo k ut factor in novo numeratore est,
postponatur: quo pacto series

i-t-i-h 2.3 2.34

orta, si fuerit = aut ^ K, exprimatur valor huius seriéi per fik).
Atque pro quovis tali c, ut fia eidein C eequale sit, dicatur quodvis

q)\o/ (et nonnisi id.i potentia exponentis b ipsius C, per Cb denotata; et
b dicatur cuiusvis O> logarithmus quoad C, quidvissub formám A->rB\—1
cadens sit sive c sive b {A et B reália quievis, inter quas et 0 cadit,
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denotantibus). Dicitur prseterea C radix exponentis h cuiusvis Cb; imo
et quodvis tale a, ut pro certo r, sit ar=R, dicitur radix exponentis
r ipsius R. Exemplis hsec ibidem illustrantur; atque per definitionem
divisionis (pag. 528) extensam, prasterquam quod \r ommittitur Ipag. 193).

Notandum tamen est, conceptum hunc, quamvis statim post multi-
plicationem construi queat, nonnisi subveniente (pag. 1821 oriri.

Nempe prius, factum e factoribus sequalibus numero n, per factorera
semel, et » ad dextram superius scriptum denotari ccepit; tum ad quotum
e talibus factis eundo, ultro venit, si a ut factor superius numero «,
inferius numero m erat; quum superius a deleatur per inferius, nume-
rum superiorum a accipere positive, inferiorum verő negative, atque
- ^ designare per an—m, et .M intelligere per AN~M. Sit n—OT=V,

et N—M^it.
Passus ulterior erat, duos eiusmodi quotos nempe a* et A11 aequales

cogitare, et per a" designare tale A, ut sit ar=A>á. Nec post (pag. 532)
dicta ,« = 0 excluditur: nam a'=A°—1, et V°~A.

Ita rt°—A°, et ö^gaudet valore =A.
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H.

DILUCIDATIO NOVA EORUNDEM CONCEPTUUM IN SECTIONE PRÍMA TRADI-

TORUM.

Sit fas conceptus primarios breviter referre. Conceptus construere
iabstrahendo et coniungendo haud contraria ac coinparando) fas est •
donec aliud clarius elegantiusque, quo systema seque concinnum fir-
mumque stabiliatur, prodeat.

Hoc pacto quantitates cum certis qualitatibus connexae et cum iis
suscipienda; operationes oriuntur : qnserique potest, quodnam sit certa-
rum quantitatum certis qualitatibus prEeditaruin per certas operationes
resultatum? item pro certo resultato, qusenam quantitates cum quibus
qualitalibus connectantur et quas operationes cum iis suscipiantur?

Ita ípag. 32 seriéi terminus quivis numerus quoad u \unum ab uni-
tate dístinguenduni' dicitur, at si cui o et n quoque numerum dici ab-
sonum videatur, aliud nomen commune dari potest, idque cuin certis
fieri potest.

Ita qualitates oppositoruí/i, earumque cum quantitatibus coniunctio,
atque hinc additvmis et ex hac suhtractionis operationes construuntur.

Conceptus positivorum et negativorum e demtionc oriundus construi
inodo sequente etiam potest : si A tali qualitate O et B tali qualitate q
prasdita ponantur, ut pro certa conditione c accipiendum resultatum sit o si
A=fí, secus autem id cum qualitate O aut (/, quod si non esset, resul-
tatum o esset, — tum A cum 0 et B cum q dicuntur iposito c)
opposita.

Ita íit mater conceptuum cardinalium operatío, qua aliquid quoad
certam mcnsuram mensurari dicitur, cum imagine resultatum opera-
tionis exhibente; atque ex omnibiis mensurac primariac tnensurationts
primariac et imagtnis meitsurationis primariae quoque constructio ;
quamvis verba ista liic altiori sensu quam in vita communi veniant.
Nempe statuere fas est:
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1. Ut certa quantitas U sit mensura primaria ab omnibus üli jequa-
libus quoque distincta, nec cum ulla earum alia permütetur, atque *i*[U]
significet id ipsum cum qualitate * et 1— [U] item illud ipsum cum
qualitate *—*.

2. Ut pro quavis quantitate tractanda figatur ad casus operationum
constructarum, non solum cum quanam qualitatum ^ et >—. coniuncta
spectetur, sed etiam quoad quam unitatem (nempe positivam vei nega-
tivam} mensuretur, dum primaria eius mensuratio praecipitur; atque eate-
nus alise unitate positiva aliae unitate negativa prseditas distinguantur; ex.
gr. posteriores, quae imaginariae dici solent, a prioribus, quse reália
dici solent, alio ex. gr. rubro colore distingui possent aut signo * ad
lasvam supraposito. Atque tam priores quam posteriores purae, connexae
verő tnixtae dici possunt.

3. Quum verő sive expresse ipsius *i*[U] aut ipsius *—•<[Cf] mensu-
ratio primaria prseciperetur ; id quoad ^[C/] fiat: adeoque tam HH [U]
quam •—• [ U] ita dicta reália sint.

4. Ut mensum quoad mensuram magis innotescat, statuatur pro resul-
tato mensurationis imago responsiones ad trés qusestiones sequentes
exhibens : post I scribatur quamtumnam sit mensum quoad mensuram ?
post II verő, num simul sint positiva vei negativa aut non? post III
autem, num simul gaudeant unitate positiva vei negativa aut non? scri-
baturque eatenus post II et III «ita» vei «non». Abhinc et mensura-
tionis mixtse quoad qualemvis et purae quoad mixtam imagines item lege
certa construuntur.

5. Si imago mensurati b quoad a fuerit sequalis imagini mensurati
B quoad A, dicatur b quoad a aequimensum ipsi B quoad A.

6. Si verő A unitatem ipsius B denotet, dicatur b quoad a ipsi B
aequimensum ; nempe dum mensura haud nominatur, primaria mensu-
ratio intelligatur, prior respectiva quoad a est: operatio qua b ex a et
B quzeritur, multiplicatio, et b factum ex a per B audit; est quidem
a mensura posita, B verő primario mensum.

7. At quum si factores ex. gr. rectae fuerint, rectam dent pro facto,
imo etsi permutentur in omni casu factum idem sit {praeter casum uni-

69
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cum si nempe a unitate positiva et B negativa gaudeat): ut ordo facto-
rum dictorum in nullo casu factum mutet, statuitur ut imagines mensu-
rationis un 4} unica exceptione sequales sint, nempe in casu pláne
dicto post II in primaria et in respectiva mensuratione contraria
stent.

8. Porro ad quantitates e qualibusvis puris complexas conceptus mul-
tiplicationis facile construitur.

9. Si verő y factum ex /? per a fuerit, pronum est, e y tanquam po-
sito facto et alterutro ipsorum et et fi quaerere huius socium ; dici sólet
haec operatio divisio et qusesitum quotus. Duae verő sünt species in
genere, prouti mensura respectiva aut primario mensum quseritur. Dica-
tur posterius quotiens.

10. Atque si duo quotientes aequales sint, fit quotientium aequalttas,
et fas est sive hoc sive (5) proportionem dicere at generaliter utrumque
haud idem est, ut infra patebit.

Unde passus ad seriem, quae geomettica vocatur, cuius terminus
quivis per sequentem dívisus quotientem eundem dat. Atque hac serié
combinata cum serié, quas arithmetica dicitur, cuius termini cuiusvis
differentia a sequente eadem est, nascitur conceptus potentiae^ radicis
et logarithmi. Nimirum origó ad indicam (qua numeri designantur) legem
referri potest: nempe

. . . i n , I I I . . .

denotat seriem geometricam, in qua si 10 generaliter a sit, loco primo
ad líevam ab 1 íexclusive numerando) valor ipsius 1 est a, loco Eecundo
aa £r*. Qute loca si terminis respondentia infra eos scribantur, serié

locorum arithmetica pariter continuata utrinque in infinitum, ut terminis

seriéi superioris geometricas subscripti, quasi indices locales eorum sint:

sequens iinago orietur

...aaa aa a 1 ™ -~ - ^ - •-

. . . 3 2 1 o —1 —2 —3 • • •

Ubi pcrspicere pronum est, quod index localis facti e quibusvis termi-

nis superioribus summa indicum localium üs respondentium sit, et quo-
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tientis index localis prodeat, subtracto indice locali divisoris ex indice
locali dividendi.

Et quum index localis ex. gr. ipsius J sit o-ies tantus quam index

localis ipsius a, et index localis ipsius — sit (— —Vies tantus quam

index localis ipsius aaa fcf: designare hoc per

i a} =

(nihil aliud intelligendo) fas erat. Patebat etiam idem esse, sí pro

. . . 2 , i , o , — 1, —2, . . .
ponatur

. . . 2d, d, o, — d, —2Í/, . . .

Hinc passus erat pro a et d quasvis quantitates libere sumeré, capita
suarum serierum nuncupando, unde brachia utrinque extendant. Passus
ulterior est in utraque serié a quovis ad proximum terminos numero
eodem («, quem postea in infinitum augere líceat, ita interserere, ut
series superior geometrica, inferior autem arithmetica maneat, atque
ut termini inferioris terminis superioris tanquam indices locales res-
pondeant.

Et tum subvenit duo eiusmodi serierum pária condere: alterum pro
parte realium et alterum pro parte imaginariorum, et quidem ita, ut
capita serierum sint a, d positiva et unitate positiva praedita pro parte
realium, et pi, qi (quantitates p, q unitate negativa prasditas denotantia)
pariter positiva pro parte imaginariorum purorum.

Atque quum ú N} R termini seriéi ipsius a, et M} S termini seriéi
ipsius pt, indicesque locales ipsorum N, R, M, S fuerint n, r, m, s, et
index localis ipsius NR sit n-hr, et ipsius MS sit m+s\ pronum est
pro indice locali ipsius NM quoque n -4- m ponere, quasi eiusmodi facti,
cuius altér factor pro parte realium indice locali «, pro imaginorium
parte verő indice locali m gaudet.

Et hinc adinstar unitatis pronum est capita serierum constantia

statuere.



CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

Atque si hoc pacto pro valoribus ipsoruin b, c, C unicis, indiceque
locali per log. designato fuerít

dog. 6i=log. C

per xx=y intelligendo aliquem valorem ipsius x alicui ipsius y aequalem
esse, fas erat dicere, C quoad indicem localem quasi c-ies potentius
ipso öf et b quasi c-ies impotentius ipso C, designando per

Ct=b% et bt
atque

ct=log.C {quoad b);

signo t= ob plurium valorum possibilitatem adhibiti, (pag. 124).
Et tum priusquam capita figerentur, oritur theoria potcntiae gene-

rális specialiter applicata, dum tale q et talis functío

f v)—l-\ -H 1 -H
J ' I 1.2 I . 2 . 3 I . 2 . 3 . 4

= / , iv) H-/2 {v\

per f, (v) summám terminorum imparis numeri intelligendo, innotu-
erunt, ut

et
f{qi) = cos. q •+- tsin. q = it

et
cos. u -+• z'sin. u —f\ui)

sit. Unde quum si pro / / et qi ista i et qi accipiantur, quivis index
localis ji fuerit in serié infiina, f\ji\ terminum, cuius ji index est, exhi-
beat, pariterque sit, si fid) sumatur pro a ; capita hasc stabilire, et ob
shnplicitatem r/ = i ponere iquo systenta naturale baseos / ( i ! = e dictae)
in promtu erat.

Et tum demonstráló, quamvis quantitatem per

^cos. u-h>'i'sin. K

exprimi posse, denotante y reale et // viam puncti in peripheria radii i, —
non solum quantitas ipsa, sed et potentia exponentis isivé reális, sive
imaginarii, sive inixti, iino quantitatis cuiusvis omnes logarithini intuitui
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subiiciuntur. Nempe abscissse in recta ab a acceptae, ad dextram posí-
tivse ad lsevam negativae, exprimant seriem arithmeticam seriéi geo-
metricae ipsius e respondentem, atque ordinatas y ad finem cuiusvis ab-
scissse ap perpendiculares superius erectíe sint termini seriéi dictae ipsius
e abscissis respondentes; item sit altéra quoque talis abscissarum linea
cum ordinatis prioribus; et e cuiusvis abscissae fine p fiat circulus radii
r ad eam perpendicuíaris, atque e diametri in tabula erecta? fine supe-
riore punctum pone tabulam directum moveatur semper porro in infinitum,
via eius u dicta; et ubicumque in p' sit finis viae «, accipiatur ex p in
recta versus p' indefinita y cos. u (per y ordinatam illius ap et cosínum
pro radio i intelligendo). Idemque fiat cum altéra abscissarum linea eo
solum discrimine, quod y sin. u pro y cos. u accipiatur, et quidem y cos. u
unítate positiva, y sin. u verő unitate negativa praedita sint. Facile patet
prius formám stantem 8, posterius verő iacentem dare, hocque ob intui-
tum clariorem colore ex, gr. rubro ab iüo nigro distingvi posse; exhi-
berique posse quodvis Q per

^(cos. «-hí sin.«),

quum pro quovis detur tale u et tale y.
Omnes logarithmi naturales ipsius Q verő comprehenduntur in

si p denotet finem abscissse ipsi y respondentem et a = 4g sit atque v
sit nomen generálé omnis numeri integri sive positivi sive negatívi ita
ut quivis haud excluso 0 illi substitui possit.

Patet etiam formás dictas ad dextram crescere in infinitum, decres-
cere ad lsvam semper similes, uti tabula e compendio hungarico postea
edito sumta ostendit, ubi et dari supradictum q etiam mere analytice
cum rigore demonstratur.

Notandum verő est:

i) quod quamvis/i (v), pro v = »/— i, sit
v= cos. u = cos. - — ,
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substituto iu idest « / — i ipsi u in

absonum sit / i (—«) cosinum ipsius ui dicere : quum in circulo radii i co-
sinus eius fieret omni dabilí maior, si «^ .oo . Interim et tunc

/í (*>-/» = '
et fi v, ac/^fz») functiones nomine proprio quidem dignas, sed a sím-
plici conceptu geometrico distinctEe, cosformis et sinformis dici
possent.

2) Pag. 542 et pag. 536 data definitio per signum t= fit praecisa:
nimirum si

tum dicitur
z/t=log. V

(idest log. nat. V), et si pro valoribus unícis ipsorum c, C, a fuerit

c log. a fc= log. C,
dicitur

et

atque

idest log. C quoad basim a.
Ubi si

atque

dicitur -J- modulus systematis logarithmicj pro basi a, per quem nimi-

rum log. C multiplícatuin dat logarithmum quoad a, Unde si modulus

is <r dicatur. /(— | est basis a.

Ratio signi t= est, quod generaliter nec c log. a e= log. C, nec

iog.61
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sit. Nam si aliquis log. a fuerit A, et aliquis log. C fuerit ke, érit

et
log.

adeoque ut

sit, dari pro quovis v talem integrum r opporteret ut

cv = r

C = |
sit, quod, si ex. gr.

3
fien nequit, quia

2.5 = 3",
2 c

adeoque —~- integer esset. Pariter casus altér patet.

3. Si in serié geometrica

1 1

et respondente arithmetica

. . ., — 2 , — 1 , o, i , 2, . . .

termini inter quosvis proximos numero ,w — 1 interserantur: exponens
superioris érit af} inferioris autem -^- ; atque si prior sit x, ac integer
r et « < i positiva et

fuerint, fiet

4. Ex Am=B* generaliter nec

sequitur; ex. gr.
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sed ipsius —l nullus valor est ulli ipsius i1 asqualis (si ;; = i accipiaturl
Addendum itaque pag. 543 fuisset : si n, m inter se primi fuerint, aut
potius dicendum, si termini seriéi geometricas eiusdein, cuius caput a
sitt fuerint

A — an et B~am:

tunc íprouti si A = na et B=tna, dicitur A ipsius B tanquam men-
surae 7î 7»)-tum, pariter) dicatur si m non = 0 ,

et

atque
n Xog.aA
m \og.aB

Est quippe si n-=zm ponatur, index localis ipsius A -^--ies tantus,
quam index localis ipsius B.

Ita pro c finito et non = 0 fit

Namque

sequitur (pag. 550) ex

Nam sit k valor aliquis ipsius log. b et ke valor aliquis ipsius log. C;
érit et

c log. 5t=log. C.

adeoque
|log.Cí=log.A:

itaque
?>t=C'.

Ita si

tum
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itaque

t

At sí c = o, sitque

ent

sed non est = i * nisi sensu fpag. 46), quo pro operationem ingredien-
tiiim limitibus resultati limes nomine eodem insignitur, quatenus ex

«log.ót=log.C (pro ŰJ^-O herét

C-^i, et *
et si

—
neret pro «-^-.00

Expressionum tamen huiusmodi seepe sensus vagus est.

5. In opere dicto potentiae theoria generális traditur, priusquam
capita serierum figerentur; et quicunque index localis fuerit j , id cuius

j index localis est, per ¥ i designatur, quod postea/(/| fiet. Adhibitisque
signis t=, t=:, t=) (notando quod nonnisi ubi signum = est, expressionum
sequalium quotvis valoribus gaudeant íequales accipi debeant) plura prse-
cisius determinantur; ex. gr. generaliter (\íaf nonnisi i = | ^ d í c i potest;
ab . ac tantum =J a*+c ££.

Prseter potentiee theoriam autem ibidem triplex vestitus, quo quan-
titates utvis heterogeneas pro quaestionis statu ornatas tabulam adire
praeceptum est, in eo consistit, ut (pag. 522 et 545) rectaruin unitas U (quasi
dux operationum cardinalium) eadem teneatur, donec aliud monitum
fuerit: atque

a) quíevis quantitas utvis heterogenea, si ex. gr. suae unítatis „ -tum

fuerit, repraesentetur per rectam -%¥-; item
b) cuivis eiusmodi reprassentanti, prouti ad scopum visum fuerit,

BÓLY*I, Tentamen. I
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detur qualitas positiva vei negativa quoad casum operationis, quse additiu
dicitur, indeque oriundse subtractionis;

ej quoad casum prsecipiendae mensurationis primarise et inde oriun-
dorum tribuatur illi *í*U vei t—*C/, ut idem U huic operationi iam cum
qualitate ^ iam cum qualitate •—• inserviat.

Operationes per numericas quoad unitatem expressiones pariter pera-
gere fas est.

Imaginis mensurationis construetse (pag. 545) lex sequens ponitur.
Si mixta quoad puram datam mensuranda sit: prius illa púra pars mixtse
mensuretur, quse cum mensura eadem positiva vei eadem negativa uni-
tate gaudet, et postmodum mensuretur altéra pars, atque post I, II, III
seribantur responsiones mensurationis ad lasvam et posterioris ad dextram.

Mixtae mensuratio primaria autem fiat ordine sequente: quaevis
quoad suam unitatem mensuretur, sed ad leevam seribatur post I, II, III
partis unitate positiva prseditse imago, et ad dextram imago mensuratas
partis alterius.

Quoad mixtam autem mensuratae (sive mixtse sive purse) imago sit
sequens. Sit mensura a-\-bi, sitque mensurandum K pro K=P+Q,
tam P quam Q mixtum denotantibus.

Si prius P quoad a, tum O quoad bi mensurata imaginem eandem
dánt: imago ista accipiatur pro resultato mensurationis ipsius K quoad
a + bi.

Ex. gr. Si

facile prodit pro imagine sequali esse

P= ax — ayi et 0 = bix — by,
atque

d abc — azd ac — bd
X ~~T ~a'b^Ji~"~H'^'ő2'



et

Ut verő sit

accipiendum

et

et, ut antea,

eritque

ac

P
a
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bc — ad
v —y - 2 »2

P=. ax -4- aiy

— bd i i ÖÍ/—bc

Q = iwf — £y ;

* X • 1 VI ""—
óz ÍZ •+- bt

555

et

atque imago mensurationis ipsius AT quoad a -+• é* eadem érit cum ima-
gine mensurationis primarise ipsius x-hyi cum restrictione pag. 545
determinata.

70-
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I.
THEORI^ COMBINATIONUM.

De combinationum ex n rebus iuxta certum numerum nt, adeoque
amborum, ternorum y , nec non numero permutationum, diotum pag.
159 est.

§• 1.

Numerus omnium combinationum ex n rebus, id est summa uno-
rum, amborum, ternorum & . . . usque ad re-tum inclusive, est 2»—1.

Nam summa ista est

n.in— 1) n.in — 1) . . . 2 . 1
2 1 .2

quia
K ( « — l ) « . ( « — l) . . . 2 . 1

1 . 2 . . . « — I .«

I. 2.

Variatio vocatur, si una litera pluries occurrat, permutatio verő, si
res eaedem alio ordine se excipiant.

Variationis leges variíe dari possunt. Ex. gr. ut inter m literas, e
certis n literis acceptas, pláne certa poni possit certo numero, deter-
minatum quendam haud superante, et alia alio . . . Ita lex esse potest,
ut quasvis poni possit etiain ws-ies; ita lex esse potest, ut inter m lite-
ras semper occurrat aliqua w-ies, aliqua y-ies, aliqua ?--ies, et ita porro.
Vocatur imago m} i, 2,3, . . . literarum m-io, C/nio, Binio} Ternio W;
quasri semper potest pro lege data quaenam w-iones dentur; et in summa
quotnam uniones, biniones, terniones Cs* sint. Praeterea postulatur etiam,
ut tam combinationes sine variatione et permutatione construantur claro
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ordine, quam permutationes; nec non combinationes, admissa et varia-
tione iuxta certam legem, tam exclusa permutatione, quam admissa hac
quoque.

i 3-

Permutationes construi possunt; prius rem prímám a ponendo, dein
rem nova b, prius loco primo, dein secundo; atque idem cum re
nova c, et tum cum d, et quavis nova re suscipiendo; ut ponatur hsec
prius loco primo, dein secundo, et ita porro usque ad finem, in quavis
permutatione, quae antea prodiit. Ita in primo ordine, qui e duorum
rerum permutationibus constat, si accipiatur ex. gr. secunda; et in se-
cundo ordine in quo iam trés sünt, quse e dicta secunda fiunt, accipia-
tur earum príma; et in tertio ordine ubi iam quatuor sünt, quarta
accipiatur ístarum, quse e proxime dicta príma fiunt, et ita porro : habé-
tur per numeros 2, 1, 4 permutatio determinata ex. gr. cbad esset talis
pro literis a, b, c, d.

Possent etiam permutationes ita construi: ut res numerís denoten-
tur, ex. gr. 1, 2, 3, 4 : et iidem numeri decadice ita scribantur, ut nul-
lus valor emaneat, qui iisdem numeris exprimi potest, totidem nimirum
locis, atque nullo numero bis occurrente; prseterea autem valores sem-
per crescant, ut nullus iam descriptus sit uUo sequentium maior.

Ex. gr.
I

I

I

I

I

I

2

2

3
3
4
4

3
4
2

4
2

3

4
3
4
2

3
2

Patet prodire omnes quibus 1 praeest; ita prodire quibus 2 pneest,
et ita porro; omnes enim valores quibus 1 praeest cum iisdem.numerís,
et alio ordine, sünt diversi, et quorumvis eorum datur minimus.
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§•4.

Si quseratur quaenam /w-iones ex n accipi possint, admissis permu-
tationibus et variationibus ita ut eadem litera, numero quovis certum
m haud superante occurrere queat: responsio facillima est; numerus
w-ionura est 1 cum m cifris, valore quem hoc in n-dica numerandi
ratione habét. Sit ex. gr. K = IO, et sit »2 = 3, érit 1000 (valore deca-
dico) numerus wz-ionum quassitus. Descriptis nempe supra lineam hori-
zontalem superiorem (in schemate sequenti) numeris o, i, 2, . . . • prse-
ponatur quzevis, nempe quodvis ipsorum o, i, . . ., 9 a o incipiendo inclu-
sive, cuivis unioni a o incipiendo; donec prodeant sequentes lineíe
horizontales usque ad lineam * inclusive ; dein iterum qusevis unió a 0
incipiendo item inclusive prasponatur cuivis binioni, eo ordine, uti pro-
dierunt; et ita porro semper iis, quae postremo prodierunt, praepositis
omnibus unionibus; iterum ordine praeponantur omnes uniones a 0
(inclusivej incipiendo, donec omnes /w-iones prodierint.

Ex. gr.
0

00

10

20

* 90
000

OIO

I
OI

II

21

91
OOI

OI I

2 . .
O2 . .

12 . .

22 . .

92 . .
OO2 . .

OI2 . .

9
• 09
• 19
• 29

• 99
. 009

. 019

Patet quamvis m-ionem talem, quae non cum cifra incípit, prodire.
Sít enim quaevis eiusmodi 7«-io, illa numerum aliquem denotabit; de-
monstratum verő est, in numeratione, modo relato numerum quemvis
denotari posse ; itaque nisi adesset inter illas /«-iones quse prodierunt,
esse deberet aut supra aut infra ; neutrum fieri potest. Nam 1 quoque
cum m—1 locis plus denotat numero pauciorum locorum, etsi ubique
9 sit; ita í quoque etiam cum in cifris plus denotabit data ;«-ione, etsi
in hac ubique 9 sit. Sünt praeterea quasvis /w-iones non cum cifra inci-
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pientes insequales. Itaque de iis tantum w-ionibus queeritur adhuc, qua:
cum cifra incipiunt; si una tantum cifra sit in initio, hzec alicui
[m—i)-ioni prseposita est per legem dictam; si duse, tum eadem lege
anteposita érit cifra alicui [m—2)-ioní, et nunc huic (m—i)-ioni item
alia prseponitur; patetque si plures fuerint. Itaque cum idem, quod de
m verum est, valeat de m — i,m — 2, . , . , prodibunt omnes uniones,
biniones(...(?«-iones. Sünt verő uniones numero n, biniones sünt n.nt quia
singula n signa praeponuntur singulis omnibus n signis; terniones sünt
«3, quia singulis binionibus praeponuntur singula n signa. Itaque pro-
deunt ?«-iones numero nm, nempe pláne numero illő, qui per 1 cum m
cifris in M-dica numerandi ratione denotatur. Prodeunt autem omnes simul
uniones biniones, terniones, . . . et /w-iones inclusive, in summa (pag. 151)

n—1

Exemplo sint voces, et sylhgismi módi, quoad propositiones.
Hoc pacto 24 literis voces 8 Hterarum prodeunt 248; 3 literarum 24,

omnia verő summando a 8 usque ad if prodit

248 -+- 24 ? H- ... •+- 24 1 = (24« — 2 4 ) : 23.

Ita syllogismi, quoad propositionis, módi sünt 1000, valore quem in
quaternaria numeratione habét; quia terniones accipiuntur ex quatuor
rebus.

Sic et in propositionibus termini permutantur, permutatione in pro-
positione maiori facta manentibus ceteris, per 2 multiplicatur numerus,
minor etiam multiplicat per 2, conclusio quoque. Itaque prodit 43. 2. 2. 2,
quia qusevis permutatio terminorum maioris per 2 permutationes minoris
duas gignit, et qusevis harum item duas, permutatione terminorum con-
clusionis. Plurimse tamen e rationibus logicis reiiciuntur. (Vide pag. 18).

Describuntur verő 43 módi ordine facillime: si propositio universali-
ter affirmans dicatur o, universaliter negans dicatur i, particulariter
affirmans dicatur 2, et particulariter negans dicatur 3; atque lege
quaternariíe numerationis describantur omnes numeri, donec omnes ter-
mini ordine prodeant iuxta (pag. 558)-
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i 5-

Sí quaeratur numerus i»-borúm sine permutattone, sed admissa
vanatione ita, ut in quovis m-ho aliqua litera occurrat ex. gr. 3-ies
fsed quovis), alia ex. gr. 2-ies fc?, aliae semel; possunt quilibet sumi
pro numeris istis, qui exponentes variattonis dicuntur. Ex. gr. forma
aaabbcd érit sensu hoc eadem cum c3ald2bl; patetque heic queeri:

1. Dumerum combinationum literarum, quae elementa dicuntur;
2. in quavis combinatione, exponentes quoties migrare, seu permutari

queant: atque numerum combinationum elementorum per numerum
permutationum exponentium multiplicari. Si ex. gr. 7 res sint: erunt pro
magine dicta, combinationes numero

7.6 .5 .4
r . 2 . 3 . 4 *

et hoc multiplicari per
1.2.3.4.

1. 2

debet; quia exponentes variationis numero 4 sünt, adeoque numerus
permutationum eorum esset 1.2.3.4, si diversi essent; sed quum duo
sint sequales, imaginum pars dimidia alteri Eequalis érit; quapropter per
2 dividendum est.

i 6.

Si quaeratur ex aaaa bbb cc de/ qnot diversae tmagines accipi
queant, ita ut nulla litera pluries occurrat, quam in proposita ; pos-
sit verő una quoque litera sola esse; ex. gr. a non pluries quam ter,
sed etiam semel occurrere queat. Id est quot factores diversos habét
factum e literis factores primos denotantibus?

Príma litera dat 4, nempe aaaa aaa aa a
Secunda litera dat 3, nempe bbb bh b
Tertia litera dat 2, nempe cc c
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litera quíevis enim tot imagines dat, quoties in primitiva adest; eritque
imaginum e literis phiries occurrentibus hoc modo factarum omnium
summa =4-1-34-2. Si porro combinetur quasvis imago linese cuiusvis
cum quavis imagine cuiusvis linea; inferioris; orientur imagines nova;
numero 4.3-1-4.2 -f- 3.2 ; porro si combinentur singulae imagines Hnese
cuiusvis ita cum singulis linearum inferiorum, ut in quavis nova, cuius
pars e linearum aliqua est, imago aliqua linearum inferiorum phtrium
adsit: fient novae imagines pro hoc casu numero 4.3.2. Itaque prodierunt
hucusque imagines numero

4-1-3-1-2-1-14.3+4.2H-3.2H-4.3.2=4iI-f-2-(-3-h2.3-|-3HH-2 H-2

= 59 pro hoc casu.

Praeterea literarum, quae nonnisi semel occurrunt in imagine primi-
tiva, computetur numerus combinationum omnium ab uno incipiendo;
et hic multiplicetur per summám omnium imaginum qua; prodierunt;
quia quaívis combinationum dictarum cum quavis imaginum dictarum
combinari potest; atque demum numero huic addatur numerus combi-
nationum dictarum, necnon summa omnium imaginum superius crea-
tarum. Itaque quum Ipag. 556) numerus combinationum omnium sit 23—i,
est totális summa = f23—i). 59+59+2'—1 ; et tot sünt factores diversi,
inter quos adest et ipsum factum, sed unitas non annumerata est, ex-
primiturque idem etiam per (2J—1)

§. 7-

Combinationes construuntur ex elementis a, b, c, d, e, sic.
Nunquam itur retro, sed semper antrorsum proceditur; e quavis

linea horizontali ad inferius sequentem, in linea ipsa autam semper ad
dextram itur; cuivis imagini autem illa litera postponitur, quas imaginis
postremam in linea suprema excipit.

Prius construuntur ambo; cuivis elemento id est literié in linea

suprema, postponendo quamvis eo ordine, quo sequuntur; donec ad

ultimam deveniatur, qu* nullám post se habét et iam combinata cum

omnibus anterioribus est.
U111.VAI, Tenlaniüi) . I
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Dein construuntur tcrno ; cuivis ambo postponendo singulas supremje
lineae literas, quse postremam imaginis excipiunt, donec ad tale ambo
deventum fuerit, cuius literam postremam nulla excipit.

Tum quatertio construuntur, &, uíi schema ostendit.

a b c d e
ambo ab ac ad ae

be bd be
cd ce

de
terno abc abd abe

acd ace
ade

bed bee
bde
ede

quaterno abed abce

In genere si omnia itn—I i-bo prodierint, haec combinantur omnia
cum literis sequentibus, nempe litera semper illa postposíta, quae post
postremam sequitur. Patet operatione semper antrorsuin procedente,
cum quavis litera quae nondum adest, fieri combinationem, nec eam cum
tali litera fieri quae iam adest.

§. 8.

Combinationes admissa variatione sine permutatione fieri possunt
ex « rebus in summa, connuineratis utiionibus, btnionibus, fc? usque
ad m-íones inclusive, numero

j j . . \n-\-m\
1 . 2 . . " . "> ; /

Fiat enim schema sequens :
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Uniones sive
elementa a d
Biniones aa ab

bb
ac
be
cc

ad
bd
cd
dd

ae
be
ce
de
ee

Numerus
imaginum

5 prseest a
4 praeest b
3 praeest c
2 praeest d
i Draeest e

aaa aab
abb

aac

abc

acc

aad

abd

acd

add

aae

abe

ace

ade

aee

praeest a
V= 1+2+34-4+5

bbb bbc bbd bbe
bec

cec

bed
bdd

bee
bde
bee

ccd
edd

ddd

cce
ede
cee

prasest b
IV= 1+2+3+4

praeest c
111=1+2+3

dde
dee i

prasest d

eee] I = i praeest e

Przeponitur prius a cuivís ipsorum a, b, c, d, e, et hoc dat lineam
primam cui prseest a ; tum praeponitur b cuivis ipsorum b, c, d, e, et
prodit linea sequens, cui preeest b; et tum preeponitur c cuivis ipsorum
c, d, e, proditque linea sequens, cui praeest c; et ita porro usquequo
prodeat ee ultima litera ultimse prseposita.

Tum ti, b, c, d, e literae seriéi supremae, a prima incipiendo inclu-
sive, anteponuntur ordine singulis binionibus, quas prodierunt; a príma
binione incipiendo, usque ad ultimam ee inclusive; neinpe generaliter
quodvis elementum a primo incipiendo inclusive anteponitur singulis
omnibus (m — i)-ionibus, quai prodeunt; eodem ordjne quo prodierunt,

71*
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sed ab illa >m — 1 i-ione incipiendo, quae cum litera praeponendas aequali
incipit, usque ad ultimam tm — ij-ionem inclusive, et hoc pacto prodi-
bunt /«-iones.

In binionibus patet, quamvis literam cum quavis coinbinari, prseterea
quamvis etiam cum se ipsa; in tcrnionibus autem quamvis literam poni
ter, sed una tantum vice, et quamvis bis positam cum quavis coinbinari
et adesse prseterea omnes combinationes.

Atque in genere de \m—n-ione facile patet ad «z-ionem: nain in
prima linea ubi elementum, ex. gr. a prius anteponitur, est

a"'-\ a»'-2b, aw~2c, . . .
postea sequitur

exponente usque ad o decrescente; nempe in eomm quibus a prseest
lineis sequentibus prEepositum est a"'—i omnibus binionibus, quas literéé
post a sequentes habent; deinde sequitur a'"—4 cum omnibus ternioni-
bus literarum post a sequentium, et ita porro; nempe ut post a™-**
cum omnibus ía — 1 Wonibus, sequatur am~ft~l cum omnibus f«—21-
ionibus 1 literarum post a sequentiunn usquequo exponens ipsius a fiat
= 1 ; tum verő sequuntur omnes m — niones, prius illas quibus b prsest
tum illa; quibus c prteest, . . .

Idein de litera b pro iis quibus b prceest, et idem de iis quibus c
praeest £í, valere inductio docet: hinc autem ut ex >m — 1 i-ionibus pro-

deant /H-iones, modo dicto anteponitur a a prima incipiendo inclusive

omnibus, et quaevis sequens litera a primo eomm quibus illa prteest,

anteponitur tam ipsi primo, quam omnibus \in — 1 i-ionibus illuni ex-

cipientibus ; fietque in linea prima a'", am~lb, a"'- ' r, . . . ; id est primo

imago illa, in qua a occurrit ///-ít?s, tum illu; in quibus 1/« —1 i-ies occur-

rit (/ Lilin quavis literarum sequentiuiii, adeoque cum omnibus earum ;

dein a'"- s cum omnibus binionibus seqtientinm, demum tv cum omnibus

\m—1 i-ionibus ceterarum. Itaque quievis ///-io, in qua adest ti, prodíbit.

Idem de quavis alia litera valet: ex. gr. si idem cum litera b suscipia-

tur, prodit quaevis w/-io, in qua <i non adest; quae antea iam prodierant
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quoque omnes, itaque haud amplius regrediendum sed antrorsum eun-
dum est.

Numerus autem imaginum prodit ita. Uniones sünt, quot elementa;
biniones sünt

I-t-2-h3-H4-l-5;terniones sünt (pag, 563):

id est

quaterniones

et ita porro: nam a porro praepositum omnibus, gignit imagines numero

I-hII-t-III+IV-+-V,
b verő

IV-HlII+II-t-I;
c autem

I I I H - I I + I ;
d tantum

IlH-I,

ultima e autem unicam dat; patetque esse series arithmeticas a serié
l> 2> 3i 4i 5 semper ad uno altiorem ordinem progredientes; nempe
numerus binionum quibus a prseest est 5, quibus b prseest 4, quibus
c, 3 &; numerus ternionum quibus a praeest est V, quibus b est IV,
et ita porro : ita numerus quaternionum quibus a praeest, est

I-4-II-hIII+IV+V;
quibus b est

i+n+in+iv
et ita porro. Itaque si in (m—i)-ione dicatur numerus eorem, quibus a
pr^est, A, quibus b prseest, B, et ita porro; patet in m-ione esse nu-
merum quibus a prseest, . . . . . .

numerum quibus b praeest, esse
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et ita porro ; adeoque numerum m •ionum ex 5 elementis esse terminum
quintum seriéi arithmeticas ;«-ti ordinis ; ita deinum patet, cuin ipsi 5
quívis numerus n substitui possit, numerum queesitum esse w-tum ter-
rainum seriéi arithmeticae ordinis «/-ti, id est, ut statim patebit,

n\n-\-\)
1 . 2 . 3 . . . m

Summa verő omnium simul, unionum, binionum,... usque ad ;«-iones
inclusive, prodit ita.

Unionum numerus est n, binionum

1 . 2

adeoque unionum et binionum summa

_- . , , n.(nhí) _ 2[n-hi)
—//—f-i — 1—[~ ————•— — -—• 1

2 2

Et si vera sit expressio

1 . 2 . . . {tfi —11

ab unionibus usque ad (/« —11-iones inclusive omnes complectens; ad-
daturque numerus w-ionum neinpe

n. (n-\-1 i. j
\ . 2 .

priori : patet prioris tain numeratorem quam denominatorem per m
ntultiplicari debere, ut addi queant; et tiim denominator coinnmnis érit
1.2 . . . m ; in numeratoris duobus lermínis verő érit factor communis

— 1 1 ,

et summa factorum sociorum érit 11-^-m; undü patet summám quiesitam
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l . - . . (BH-OT — I ) .

1 . 2 . . . [m—i).m

Si « = 2 ; tum fit

. 2 . . . m
_ __

nam
(fff-h i ) . m . . . (2H-2)

1 ' 2 • ' • 1 . 2 . (2+1) (2H-2) . . . m

(m-h2) (
1 . 2

Quod verő terminus «-tus seriéi arithmeticse (seriéi i, 2, 3,
superstructae) ordinis m-ti sit

patet sic.
I . 2 . 3 . . . m

2 3 4 5
I

I

I

l-l

I

I

I

I

2

3

4

5

1

3
6

t

4

10 10

6 j 15

7 21

1

5
20 15

35 35

r

6

21 7 1

Scribantur 1, 2, 3, . . . ab 1 incipiendo verticaliter deorsum, et post
quemvis n scribantur in lineam horizontalem coefficientes binomii ad «
elevati, a primo nempe 1 incipiendo : érit ípag. 156) quivis, summa numeri
in eadem columna verticali proxíme superioris et hunc horizontaliter
proxime praecedentis. Atque si secundae columnae verticali superscriba-
tur i t et cuivis columnae verticali sequenti superscribatur uno niaior in
linea horizontali suprema : fiet qutevis columna verticalis, cui numerus
m superscriptus érit, series arithmetica ordinis w-ti, in linea horizontali
post m, cura 1 incipiens. Nam in columna, cui 2 superscribitur, est
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i = o - h i , nempe supra i stat o, et antea i est, porro 3 = 1 + 2 , nempe
supra 1 stat i, et prascedens est 2 ; sed idein 3 est = seriéi verticalis
praecedentis terminis 1,2 ; porro 6 = illí 3 quod supra 6 est iquod summae
terminorum 1, 2 columnse praecedentis erati, addito prsecedenti 3; itaque
terminus tertius cohunnse 2, nempe 6 = terminis 1, 2, 3 coluninae prae-
cedentis tribus prioribus. Si verő hoc usque ad («-tum terminum deor-
sum eundo valeat, valebit de («H-it-to quoque; nam [»-Mi-tus érit («-to
cum prsecedenti aequalis; sed //-tus= H-2+3H h,«, praecedens autem
est / I H - I .

Et pariter e quavis columna verticali í'-ta formatur sequens. Nam
quasvis cum 1 incipit, nempe qusevis linea horizontalis semper uno ter-
mino ulterius terminatur in ultimo coefficiente binomiali {nempe 11; atque
sub 1 columnse dictae v cadit coefficiens penultimus binomii ad v~\-\
elevati, adeoque numerus r~\-\, quia is secundo coefficienti aequalis est
ipag. 157 ; ita sub 1 coluinnse sequentis eui j'H-i suprascribitur, cadit
í'H-2 ; est igitur secundus terminus huius columnas=:suprastanti cum
praecedenti Í 'H-I, atque simul aequalis summa? duorum terminorum co-
luinna; praecedentis v est. Unde iteni si usque ad (n-tum coluninae Í-H-I
terminum, quivis summa terminorum numero ft columna; praecedentis
fuerit, idein de i/íH-n-to quoque valere ut prius patet.

Est verő cuiusvis coluinnae, cui m superscribitur, terminus «-tus, in
linea horizontali post numerum I«H-/«—u terminus a primo 1 inclusive
i»í-4-i i-tus. Est igitur binomii ad n-\-m~\ elevati coefficiens ///-tus, si
primus 1 haud numeretur. Eritque

— 1 . i/i-hwi — 2- . . . \tt-\-in—m\ _ HIH-M") . . . i«H-w—i;
1 . 2 . . . t/i ~ 1 . 2 . . . m
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K.

RATIO REGULARUM IN TABULIS TRIGONOMETRICIS LOGARITHMICISQUE

DATARUM.

I. Denotetur sinus arcus non quoad longitudinem sed quoad gradus
expressi, si radius i sít, per sin.t si radius tabuiaris r = i crnn 10 cifris
sit, per Sin., pariterque cos. a, Cos. a distinguantur. Sitque a arcus sive
o sive alius positivus quadrante minor, et s denotet 10". Levi computo
patet, pro s = -z- et radio i, esse £>2O ooo.

II. Cuiusvis arcus sinum cosinumque, adeoque quamvis functionem
trigonometricam pro radio i, per series (pag. 196) terminis sufficientibus
sufficienter evolutis, quantumvis exiguo errore computari posse patet;
atque

r sin, a = Sin. a.

III. Crescente a decrescit sin.[a-\-s)—sin.a.
Est enim

sin. (a + í) = sin. a cos. s •+• cos. a sin. s ;

unde subtrahendo sin. a fit

sin. a (cos. J — 1) •+• cos. a sin. *.

Estautemcos. J < r t adeoque sin.a (cos. J — I)negatívum est, decrescit-
que crescente a; nam sin.a ereseit manente factore altero. Altér ter-
minus, nempe cos.« sin. s, positivus est et decrescit creseente a; unde
patet. Atque per r multiplicando idein pro radio tabuiari liqtiet.

IV. Incrementa ipsius Sin. a (quantumvis sit a'\ incrementis ipsins a

ipsum s haud excedentibus proportionalia sünt cum errore minőre
quam iJ.

vr
BOLYAI, Teniamen. I.
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Sit enim n>i ; érit (per praecedentiai

Sín. (a~\-sf — Sin. a = Sin. a (cos. 5 — íj -+• Cos. a sin. s

quod dicatur q ; et

Sin. (a -h ~) — Sin. a = Sin. a (cos. -^— 1) H- Cos. a sin, — -

quod sit f.
Est autem

5 y
n ' "' n

Itaque nonnisi in

Ínquirendum est.
Est

q — « / = Sin.« (cos. 5 — 1 — n cos. ~ •+• n) H- Cos. <7 (sin. s — H sin. —).

Est fpag. 196)

cos.s — 1 ^ — 2 2 . 3 . 4 2 . 3 . . . 6

5 s2 s4 s"
n — n cos. — =n 2 « 2 - 3 - 4 K 3 2 . 3 . . . 6 W 5

quorum summa
sx(l — n) s* \ni — 1 i sh{\ — w5)

2» 2 . 3 . 4 « 3 2 . 3 . . . 6«s

Par i ter
.v s311—n2) Í S ( H 4 — 1 ) J7(i—w f l)

sin. 5 — n sin. -— =n 2.3» 2 . 3 . . . 5«4 2 . 3 . . . 7ff"

Statim patebit, in utroque terminum primum excedere summám

totam ; atque hinc etsi pro Sin. a, COS.ÍÍ radius r poneretur (quod

nonnisi pro solo Cos. a, dmn a = o, fieri potestl fieret series prior

<C, - , j , et posterior < , , , . Unde calculo inito patet.

Nempe terminus quivis maior sequente est. Nam quilibet duo pro-
ximi exprimuntur per

sf!(»'-' —1) s/Jr2\ni+i —11
'- ' C 2 . 3 . . . [t -H2IH /+1 '
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si et negativi positive accipiantur. Fietque utrinque multiplicando

Designetur factor ipsius «'+' — n? per a; érit

Est enim pro ^ — 3

Nam sit
«2=l-hw;

érit

S4__ «2 IH-6J

rt vero >• 2. Pro / = 2 autem érit

0 = 3.4i%
et pro

n —
nisi A :> _̂  fuerít, érit

n3 —1
a >

„3 «2 « — I
Nam ut sit

n i-t-A

esse debet

Si vero A maius fiat, X"t" minus fiet; nam si rf>c, est ípro rf, c, e

ríositivis)

Si autem de quopiam / valet, valet et de sequente: nam si

per

7a*
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multiplicetur, prodibit n pro t unitate aucto, eritque per /?>i etiain
prius a intelligendo

Si iam « '+ ' utrinque per n multiplicetur, fiet

af}(n'+' — n2)-+- «/?«'+» (« — i), et /z'+' — i-+-«/+'(;/ — I);

patetque prius posteriore maius esse, quutn ex hypothesi sit

afj{nt+' — n2)> 7i'+' — i, et a/í > i.

5/ i'eí'o signa terminorum alternent, et quilibet maius sequente
sit: terminus primus totam summám superat, quod per lineam
intuitui exhiberi potest.

e->\ ti b c d

Sint termini tales, linese 21b, b£, £ö, b(£, €f, . . . , moveatur netnpe
punctum ex 21 ad dextram usque b, et inde ad la^vam usque in d,, índe ad
dextram usque in b, £if; nimirum litera magna a sequente minuscula
excepta, denotet viam ad dextram, minuscula a magna excepta viam ad
lEevam. Erit summa

.+- d -+- c) — le H-

patetque quamvis ulteriorem magnam literam ulterius ad dextram, et
quamvis ulteriorem parvam ulterius ad lsevam, limitemque inter litera-
ruin magnarum ab 21 ad dextram progredientium seriem, et seriem par-
varum a b ad lsevam progredientein cadere.

Hinc et seriem utramque negativain esse, et * —f pro valore dicto

ipsius n minus negatívum ipso —13 esse patet.
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V. Cur in tabulis pro arcubus maioribus incrementa logarithmo-
rum sínt, uti arcus incrementa (intra certos JinesJ, patet sic:

Incrementa hgarithmi (pag. 517—8) pro eodem incremento numerico
q decrescunt crescente / .

Nam incrementum logarithmicum semper est < --W ~ ; quia quili-

bet terminus ibidem est inaius summa sequentium; nempe (pag. 1871

P o s t ~u~
 s u m m a sequentium est < j-^){Í'—^2) ' et reductis ad deno-

íninatorem eundem, ac per utl divisis fit

,U -t- 2 — {fi -h 2) U2 > ,UU2 ,

si ul non > y ; nam u<Ci, adeoque et membrum ad lsevam positivum

est, additoque positivo sequali et utrinque dividendo fit -L~-——-- ad

lsevam, et uz ad dextram ; atque manifesto pro u1 non >-^, membrum
lsevum maius dextro est.

Denotetur 100 000 per ó, atque pro a non <]i°9', Sin. a dicatur/í ;
érit

pb > 200 000 000;

et incrementum ipsius Sin. a pro incremento J ipsius a sit q ; est hoc

pro í? = o quoque <C$, postea decrescens crescente a (pag. 569). Exce-

dit t>b-\-f ipsúm pb-h •$- quantitate < i 3 ; si igitur

5. (/* + -*-)

dicatur Z t érit (pag. 517J

2.13

ubi differentiam perexiguain esse levi computo liquet.

Itaque si pro pb - h / accipiatur pb-\- ^-, et incrementis logaríthmi-

cis ipsius pb illis, quse respondent incrementis numericis q et J- non-

nisí termini primi considerentur (iuxta pag. 517) incrementum logarith-

micum ipsius pb pro incremento numerico q ipsius pb érit
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quod per n divisuin

n{2pb-\-q) *

pro incremento numerico $- autem éritr n

„..?*_.

cuius differentia a — . - r ? r est <\ -̂-•?.,»,•'-;
n\2pb-\~q) ^ 2nxp2bz '

quod per modulum systematis multiplicatum ultra bis minor fiet, ad-
eoque fiet

Erat « > i ; sit ; / = ^J- fpro integris ^ /«); facile patet esse

n — i Mm — m2

~~&~~ Ml~ >

atque ipag. 3451 maximum eius valorem fierí pro m = ^-1 nempe pro
n = 2 esse l. . Est verő pro isto valore quoque differentia dicta

quod ipsa /> e tabulis eximendo computari potest. Iam pro rt = i°9' est
p>2ooo, adeoque differentia < i diviso per 1 cum 16 cifris ; pro aliis
valoribus ipsius n, quain valoribus ipsius <i autem inaioríbus adhuc
ininor fit.

Eodein modo patet, ctiainsi s unuin minutum enotet, atque a exce-
dat 6° 19', errorem exiguum esse.
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VI. In pluribus tabulis usque /° ig arcus per w" crescunt, et in
prima columna ad laevam arcus in secundis expressus est.

Nam si N sit ínultiplum decadis secundoriim, et v sit <io, fex. gr.
pro N-Srv~2ot> est N= 200 et v = 6), érit cum errore exiguo

N\ iV-h v = sin. N" : sin. (N-h v)" ;
adeoque

log. sin. (N-h v)" = log. sin. N" + log. {N-\- v) — log. N.
Namque

Sin. N" : Sin. {N+ v)"= sin. N": sin. [N+vf,
essetque

N\ N-h v = sin. N" : sin. A7".' — ^ - - •

Itaque nonnisi in

sin. N". —jj sin. (JV-i- vf
inquirendum est.

Erat pro radio 1, „__ 1
"" ioí

adeoque

atque (ut supra)

N+_ N
iV" Sin*

Ita

. N ._
S i n* \ok ~~

Et diíFerentia est

— "~ "2". 3TT0IP 2 .3 . . . 5 (1 o^)s

Formetur hinc series nova; nimirum reddantur positivi etiam ter-
mini negativi, et tum pro termino secundo ponatur

et ab hoc ipso incipiendo multiplicetur qiiivis per
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(N-h vT

ut fiat series sequens :

"2.3110a)3 2.3.". .5(10^1' 2.$.~..7(iokY H

ubi terminus primus primo zequalis, sed quilibet t-tus maior t-to prioris
est. Fietque summa huius seriéi (propter exponentem < i ]

N2iN_-\-~v) ____ 7
2.3 IIO^I 1 " 4.5

quod et pro maximo valore ipsius JV calculo inito perexíguum esse pa-
tebit, etsi per ;- multiplicetur, ut differentia pro radio tabuiari prodeat.

VII. Si arcus — o , tum sinus quoque -—o, et logarithmus sinus
00 'pag. 1881; sed tum alioquin etiam numerí sinus arcuum adeo

exiguorum exprimentes minores sünt, adeoque logarithmi magis differunt,
quam proportio supra dicta valeat.

VIII. Potest logarithmus cuiusvis quantitatis immediate per seriem
pag. 178) in quotvis notis decimalibus computari, sufficientibus terminis

sufficienter evolutis. SÍ verő logarithmus unus reperiatur, per formulám
pag. 5171 semper nlterius progredi licet; et si />>iooooo et log. / e

tabulis datus sit, nonnisi 6 termini satis evolvendi erunt, ut logarithmus
in notis 59 prodeat ; nam i2/>)" in denominatore ad minimum érit
2".io""\ et 2" constat ex 4 notis.

E logarithmo numerus pariter absque tabulis quoque per seriem
<pag. 1871 prodit. Si b ut logarithmus naturális respondeat numero N, érit

Si verő fi sit log. N' quoad basim 10, sitque ec — 10, érit

et



SECTIO QUARTA. 577

sive si modulus fn dicatur, érit (pag. 163)

c ~~c ~~ log. nat. 10 '
et

/í fi*

Sed ope tabularum, in quibus logarithmi ín pluribus notis computati
exstant, praestatur idem faciíius per differentias primas secundasque.

Sit seríes quascunque (CZ)oi (U),, [U)t, . . . (primitiva dicta),
series differentiarum primarum [D)o, (D),, (D)a, ...

« « secundarum (D*)ot (-Ö2),, {•D2)3) ...
tertiarum (D\y (D\, (D\, ...

Nempe cuiusvis linese (excepta suprema} terminus quivis t denotet
differentiam termini T in linea proxima superiore supra stantis, a ter-
mino T' ad dextram horizontaliter sequente; sit ex. gr.

Unde etiam T'= T-h t; nempe quivis terminus est summa praece-
dentis et bunc verticaliter deorsum excipientis.

Erit terminus «-tus seriéi primitivae

ubi coefficientes binomiales esse patet. Pro valoribus 2, 3 ipsius n enim
ab inductione patet; nam

ita
+ 2 (Dl

Si verő de K - I valet, valet de n quoque. Erit enim
7J

BOLYA). Tentamen. I.
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. 2 . . .

1 . 2 . . . («l-l)

quia si suprema deleta sequens pro primitiva reputetur, idem valebit.
Patet autem coefficientium ipsius (D\ summám esse

n (n—i) . . . (n— (m —i))
i . 2 . . . m '

nempe idem, quod formula pro {U)„ dat. Fient autem termini omnes o
ab í«-hi)-to incipiendo, primo haud annumerato; quia tum factor n—n
ubique manebit.

Sit iam series

cuius terminus «-tus sit

ubi w integrum constantem, « autem numerám termini, primo haud
annumerato, denotent. Erunt termini sequentes

fZ»+

(uh. =

2 .
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nempe seriéi

terminus tm-tas est seriéi

terminus í-tus; dicitur terminus z>-tus seriéi prioris posterioris —-tus;
patetque v-tum prioris prodire, si in termino generáli posterioris pro n
ponatur — ; et quum a quovis termino posterioris usque ad sequentem
numero m—I növi termini sínt, dicuntur hi interpolati, et terminus gene-
rális dictus est formula «-ti interpolati; cuius frequens applicatio fit.

Facile autem ex hoc regularum, quae tam pro logarithmo in pluribus
notis, aut conversim numero accuratius, quam functionum trigonometri-
carum logarithmis, aut conversim ipsis functionibus reperiundis, in tabu-
lis maioribus, ubí omnia pluribus notis expressa exstant, datarum
ratio intelligitur. Nempe ubi logarithmus nonnisi 7 notis decimalibus
exprimitur, differentise secundse simulac numerus (pag. 518.) iV^percomma
resectus prope 10 ooo est, fierent zero.

SCHOLION 1. Sí

denotetur per [S)„ érit

Est enim

itaque si de (S)„_} valeat, substituendo valorem ipsius (C/)„_, patet u

ante. Valet autem ab inductione pro valoribus 2, 3 ipsius n.

Si iam pro serié
(<7)„, («L («),. • • •

eíedem denotationes fiant, nonnisi d pro D et s pro S ponendo: mani-

festo érit .

n"
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atque

SCHOLION 2. Est quoque series dicta qusevis sertés arithmetica or-
dinis ,íí-ti, si series differentiarum ;«-ta sít, terininis aequalibus gaudens;
ubi verő hoc cum errore exiguo fuerit, pro tali in tantum reputari po-
terit. Atque hinc

SCHOLION 3. Exempla quaedam.
I. Sit quaerendus ex. gr. log. 143 957 432 ; et 143 957 dicatur A7

(pag. 519), et 0,432 sit / subeatque vicém ipsius ln:m) pag. 578; sitque

= log.i43 957. et (£/), = log. 143 95«;

atque adsint logarithmi ipsorum N, N-\r\} JVH-2, iV+3 in pluribus
notis decimalibus, et adsint (D)ot {£>\, {D\. Prodibit, terminis inter
log. N et log.fWH-ii quasi numero m—1=999 interpolatis (£/)0, 432
per formuláin; nempe n := 432, et /« = 1000. Siquidem libuerit, ad
(D)o vei [-D\ subsistere licebit, nisi maior accuratío desideretur. Notan-
dumque est, differentiam, ubi negativa est, ita uti est, accipiendam esse.
Si autem pro N-i-/ prodierit, facile (ut pag. 519} pro numero dato, mu-
tata characteristica liquet.

II. Converti etiam potest. Sit numerus ex. gr. ipsi 1 023 578, omissa
characteristica, soli mantissse respondens quaerendus. Sit

10235= 10 23$v=Qv.
Numeri ipsis

Qv, (Q-hi)v, Q+2)vy {Q + 3)v
respondentes sint

A; N\ N" ;

adsintque hi in pluribus notis, simul cuin horum differentiis numericis

, [D\.
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Erit mantissa data
= 102357)4-078^.

Itaque si ponatur
(U) = N, et

terminis inter (U)o et [U)t quasi interpolatis, 78-tus per formulám pro-
dibit.

III. Sit p muitiplum decadis secundorum, et v numerus secundorum
ipso 10" minor et

log.sin./ = (£/)„, log.sin.(/-4-v) — (U\.

Interpolatis quasi 9 terminis, prodit fl-tus per formulám, si adfuerint
in tabulis [D)oí {D\, . . .
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CRITERIA CONVERGENTI-E SERIERUM.

I. Criterium convergentise nec

neque ab Auctore celebri allatum (pag. 177)

Un.
Un~

generale est; nam series, cuius terminus generális 1: n log.« est, contra
utrumque divergit, ut infra patebit.

II. Generálé est a Maclaurino dátum; nempe si pro n = i + x , et
termino «-to eequali y, area curvse pro x tendenti ad infinitum limité
finito gaudet, convergit series, si verő area tendit ad infinitum, divergit;
nimirum si termini rectangulis exprimantur, quorum bases sint unitates
ab x = o se invicem excipientes, altitudines autem ordinatEe ad initia
unitatum fuerint, summa seriéi est maior quam area, sed excessus ter-
mino primo minor est, adeoque quasstio ad Jyx reducitur.

III. Errat autem ex hoc fonté derivando pronuntiens Montucla, quod
si a, b, c generaliter trés terminos se invicem excipientes denotent et

a(b — c) ^ .

fuerit, converget series, si non, diverget.
Nam tum pro a, b, c scribendo

(O f fű' ' G)"

si
ii 1 ^ 1
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fiet

Úi'~ 0) i(o'— üt) <MJ'

itaque

fii ( Ü ^

idest

Atque si terminus generális fiierit

2 2' 2n~ •

et trés termini se invicem excipientes habeant denominatores

» . n — I . . 2 1
2 2^ 2«-' 2« '

« . -* 2

2 ja 2n~l 2n

érit
w 2 2 a 2* 2"-i 2» '

et
w » I . I . I , , 1 , 1 , 1

2 2 2 2 i 2"-' 2"

atque posteríus excedit termino ultimo ipsum d—<y, quamvis series
divergat. Nainque incrementum denominatoris est < i et decrescit,
quamvis si constans i esset quoque, uti pro termino generáli —, divergat.

IV. Si terminus generális ad — ^ reducatur : pro h — o fit ter-
minus generális — et si h negatívum fuerit adhuc magis diverget series;
si verő h'-o, tum nh aut tendit ad infinitum aut non; in casu poste-
riore divergit series, nam si convergit tum n Un '— 0; quaestio igi-
tur de altero casu érit. At sít prius h>ó, constantem positivum deno-
tante 6 : tum convergit series.
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Nam sit
n = n - x

et

et area sit A(x); differentiale est

cuius integrálé

itaque

et quia 4̂(o) = o( fit

quod^— ~t si X-—.00.

Abscissa in ordinata ad initium ipsius x accipi potest, si a fine deor-
sum moti puncti via u dicatur, quo pacto

y=i — it,

et ordinata e fine ipsius u usque ad curvam est

nam ad finem huius x erat

itaque

(i—»Pi+T, et *=(i—

Sit á̂{«) area; differentiale est

ará = (1 — u) i+t> ú — ú,
cuius integrálé

Itaque
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et cum A\o) = o, fit

quod pro w — 1 6t -J-, ut antea.

V. Prouti verő convergit vei divergit series, cuius terminus generá-

lis est —, pro eodein a simul convergit vei divergit series, cuius ter-

minus generális est --1— vei - ~ , aut generaliter '——• pro
ni ni l\ ni l-i... lt

l = log.», ac /1 = log. / et // = log. //-1

atque pro // non -< 1.
Nam sít, logaritbmos perinde quoad basim 10 intelligendo, et / Ioga-

ríthtnum numeri praecedentis denotante,

1 . 1
IOO/" ' 101/°

I , I

Numerus terminorum a primo usque ad illum, ubi 100, est 90, et inde
usque 1000 est 900, et ita porro; sitque priorum summa a, sequentium /i,
et ita porro; atque ubivis multiplicetur primus, utpote quovis sequen-
tium maior, per numerum terminorum ; fiet

1 9O>a,10
r

IO0.2"
I

900 > A

IOOO.3

adeoque
-jr +-^r+-)>«-*-/*-*-y+•• •

BÓLVAI, TeDtamen. 1. * 74
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Si igitur seiies indusa convergit, convergit et proposita. Si verő pro
iprmo ubique ultimus, utpote quovis priorum minor, multiplicetur: fiet

90 ^_ 900
100.2° 1000.3«

id est

n[-h-*-^+-)<*+fi+-
Si igitur series indusa divergit, et proposita divergit.
Atque si

dicatur A, et

1

dicatur # ; prouti A convergit aut divergit, B quoque converget vei
díverget. Nempe Co denotet tantum quam o, et Cm tantum quam
1 postscriptis Cm—i cifris: quo pacto Ci est Eequale 1, C2 sequale 1
cum Ci [idest 1] cifra, C3 aequale I cum C2 [idest 10] cifris et ita
porro. Patet esse

adeoque Cp=\og.Cp+i.

Assertum patet sic. In serié B ipsi Cp+i semper 1 addendo, aliquando
prodit

C I O , tum Cp+i.ioo, dein Qj+1.1000, &.

Est verő numerus terminorum a primo usque Cp+1.10

. 10 — Cp\-1,
inde usque Q + i . 100

C . 100 — Cp+i. 10,

et ita porro. Multiplicetur et hic prius ubique primus per numerum ter-
minorum, sitque terminorum priorum summa k, sequentium k' üf.; fiet
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—C/+, 0
— l d «t 2

nempe post C>+i sequitur C/ ín denominatore ; porro

C / + t . 100 —

^ ' e s t

nempe log. (Q»+i. io) = n - Q , £*f; quo continuato fiet

Si igitur indusa series 4̂ converget, converget et B.
Si verő in /? ubique ultimus multiplicetur per numerum termino-

rum, fiet
6 > + , . i o - Q - t - , i d e g t 9

nempe Cp~\-i est log. (CJ»+I.IO); pariter

. € > + , . I O O - Q H - , . 1 0 i d e s t

nempe C^H-a = log. (Q+i.ioo); quo continuato fit

Itaque si ^ divergit et ^ divergit.
Consequenter quum de p = 2 demonstratum sit, semper uno altius

assurgere fas est.

VI. Hinc autem criterium ssepe expediens est sequens : quod SÍ detur
tale r, quod tendit ad infinitum, convergit series, et sípost certum ter-
minutn non fuérit r>/, divergit.

Nempe termino generáli ad n ffA reducto sít
74'
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( h/ \
nimirum r = -j— I; et si r > i , sit

et si / > i , sit

* I l l l 2

et ita porro ; fiet

et hinc

itaque
hl — [l. 4- /,4 h//) ( r - . —1} //

* 14 l* '

si et 'V_[( ut antea rt, exprimatur.
Si igitur rt_x — 1 non •"--o, rl-

r^oo\ atque tum ri_i~>i-^- constans ;
adeoque series convergit.

Datur autem pro quovis / et a finito tale h} ut rt=a sit, et quod-
vis r antea sit>et-^-i, nempe pro

fit hoc; ex. gr.
_ /4

?4

est = i 4- tali, quod — o. Si verő /̂  in expressione hac ipsius h desit,

rp-,,^O} e t divergit series; ex. gr. si in exemplo ailato defuerit /4 in
numeratore, / v ^ o .

VII. Exponente, per quain Un-i ínultiplicatur, ut Un prodeat,
.«!-»' positO, fit
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quod si
Un n —i
'»—i n

fuerit, fit=i, datque terminum generalem -—. Si verő

Un _ n — i
7 <- n

tum minus subtrahitur et m>i fit.
Si m non > i, divergit series; at pro m unitate maiore sed limité i

gaudenti, potest convergens, potest divergens esse, quamvis nh*^oQ.
Nempe si

tum /" = !; si

tum

adeoque prius divergit, posterius convergit.
Patet quod /i-^—o, et n*'~-oo ; sed quod m unitate maius limité i gau-

det, sic patet. y T "— in prioré est

cuius partis parenthesi maiori inclusse logarithmus, si per L intelligatur
log. (» — I) et log. L per Z, est Zi —/i, quod negatívum est, adeoque
per quod -^p- multiplicatur, < i est, itaque m>i. Quod autem W I - ^ I ,

inde constat, quod si

ponatur, pro z> positivo et unitate non maiore, patebit in sequentibus,
quod si v non ^ . o , tum constante maius maneat h et non ^ o .

VIII. Si m > i et non - ^ i , tum h constante maius est seriesque
convergit. Nimirum exponens seriéi fiet



59O CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

n —m 2 in—i) — v
n 2K

et pro termino primo = i, érit K-tus

2 — v 4 — v 2 [n — i) — v i
46 2« nnk '

atque
nh = ^ 4 . 3 (« - i )

2 — v 4 — v 2{n—1} — v

Et hinc

adeoque

itaque /t maius est membro dextro per log. n diviso: dicatur a dividen-
dus, divisor fit, pro M = I-K*, area curvee notee pro

estque [II et IV] area ista

atque hinc

Est autem per fpag. 160)

Y + -j+-'+th-i—Q> ubi

1 1 h -T = — ( l o g . n-\-n).
24 2 ( « — I ) 2 * & Kl

2 l a « ^ 41

I I

Ubi si series suprema J dicatur, < r > - j - j érit. Nam cuiusvis seriéi

verticalis termini fuerint
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a, —b, c, —d, . . .

summa est>ö—b e t < a ; nam ipsi a—b accedit c-d, . . . et

a—b+c—d-h"'=a—{b—c)—{d—e)

ubi b>c y. Estque generaliter

a=—, rr et o = ; r-

adeoque

~~ 2.4(8—i)z "~ 2(8 — 1) 4(«—1) ~ ~4(s—i) 1

cuius valor minimus est pro maximo v et M = 2, quo pacto summa érit
> -j- a ; itaque

et consequenter

—
atque A, quod>^ erat, ^

Si igitur v non-^o, nec k'^o, itaqua series per IV convergit.
Potuisset quidem brevius quoque demonstran.
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M.

PRÍMBE L INEÍE CALCULI DIFFERENTIALIS ET INTEGRÁLIS BREVIUS ET

CLARIUS TRACTAT^.

Quum nulla repetitio inutilis sit, quas saltem quorundam Tyronum
captui accomodatior fieri queat, ideám calculi differentialis et integrális
brevius evidentiusque referre licebit.

I. Variábilis x, a qua sive necessario sive certa suppositione depen-
dent quotvis variabiies y, z, . . . dicatur absoluta, sintque eius valores
7 et /? (a o accepti, et sive ambo positive sívé ambo negative imo et
altér positive altér negativej, denoteturque pro n integro positivo 3—
per x, sitque pro fi integro positivo vei negativo

j3= [tx -+-Ú>, [o> = o vei 6)<^x],

íta ut fix et u) aut utrumque positivum aut utrumque negativum sit, aut

et /3=0 sit.

II. Sit functio K<,x)y dicaturque ex ea vei eius derzvata sertés

sequens:

sitque m nomen generálé ipsorum

w, n—i, n—2, . . ., //-h2, ,«H-i.

Esset (inde a oi seriéi dictze terminus wz-tus

si pro m—i=ju addatur a ipsi (w—i)x. Denotetur iste terminus /«-tus

per k\mx). Eritque summa, terminis intermediis se mutuo destruentibus,
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pro valoribus dictis ipsius , . Denotetur summa h^c per K, nomen-
clatione ista m posterum quoque retenta.

Patet autem m etiam negatívum esse posse, si ex gr
fuerit.

Casus simplicissimus est, si fi=o, et tum

III. Functio, e qua derivatas seriéi summa a magnitudine ipsius «
haud dependet, dicatur absoluta sive ab n independens.

Ex. gr. sit fí=o; et sit

C(x) = x;
ent

c [mx\ = mx — {m—l) x = x
et

C=nx — o = x.
Ita pro

A{x)~x2

érit
a (mx) = 2mx—x*,

et
A = x>.

Pro
U(x) =^x2-\-xx — («-Hí) nx2

est
«[mx) = 2tnx2

atque
U= x2 •+• xx,

quod ab n dependere, uti C et A haud dependere manifestum est.

IV. Si iam valor ipsius n a certo incipiendo semper porro bis augeatur,
atque prius pro valore eius primo construantur series derivatae functio-
num certorum A (x) et B (x) ab « independentium, ac functionis cuiuspiam
U[x) eadem linea horizontali (serié ipsius U{x) in médium, serié ipsius
A{x) ad dextram, serieque ipsius B{x) ad lsevam positis) atque pro valo-
ribus sequentibus ipsius n construantur pariter series functionum B(x),
U(x),A(x), pro quovis n in eadem horizontali ita ut linese hac crescente
n se invicem deorsum excipiant, et series U[x) columnam mediarn, series

75
BÓLVAI, Tcntamen. I.
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ipsius A(x) dextram, series ipsius B[x) laevam teneant, (ex. gr. sit pri-
mum n ~ 2, postea sequentia erunt 4, 8, . . . . quas incrementi ipsius «
ratio et posthac servetur); sitque

| Ő = fix•+• a = fix'-+-a ;
fiet

B(2X)
U(Ax')--U(®

A(2x)

ubi pro quovis n quodvis mx pro sequente n mutatur in 2 mx, a> verő
(nisi = o fiat) ipso x, idest dimidio prioris x minus evadet, et («'ad sum-
mum = 2//+i érit, quia o<!l2x est, atque numerus terminorum dupli-
catur.

SCHOLION. Manifesto autem qumvis serierum korúm terminis ex-
tremis gaudet, sed in nulla trium columnarum serialium. dictarum
series ultima datur; differt igitur series eiusmodi a serié vulgart
infinita, qum duobus terminis extremis haud gaudet.

V. Sit iam B(x) notum et quaeratur ^í(^), atque u(mx) sequipolleat
tam ipsi aimx) quam ipsi b(mx)} idest aut pro quovis n sit

u (mx) = a (mx) = b {mx)

pro quovis m (quo in casu érit A^=B — Ut nec U ab n dependet), aut
pro quovis utvis magnó N detur tale «, ut in eius linea horizontali, pro
quovis valore ipsius m sit

«(mx) — a ímxj <~^~^ (m*i et u {mx) — b (mx) < -^ b (mx);

saltem nonnisi illis mx exceptis, quae in certis casibus in dato quopiam
). desinunt, siquidem tani illud ). quam partes ipsorum Bf U, A huic X
appertinentes tendunt ad zero. Fiet tum, substituendo valores ipsius m
isi ex. gr, pro dato N sufficiat n = 9, sitque /1 + 1 = 5)t
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et u (<)x)-b (9*)

et «(8*)-ó(

e t

Eritque manifesto summa columnae verticalis prioris U, sequentis A.
A. /?

tertise -^-, quartse U, quintse Bt ultimse -^ fietque

et U-

adeoque pro A et B omnino finitis U^^A ac U-^B. Consequenter

A = B,
nempe

adeoque

Reperitur autem A {$) modo sequente: si dicta et de valore h ipsius
x pláne ut de y valeant, et constet A [h) = a esse, érit

adeoque

atque

Quum igitur ^(7) et B{h) nóta sint,^(y) innotescit. Scribitur autem

A{x) = B {x) -+• constans,

quum Atfl-Bfö de quovis valore ipsius *, de quo dicta valent, idem

a—B{h) sit.
Dicique potest B{x) functio summatrix et U[x) functio medtatrix.

^ 75'
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VI. Si et variabiles y, z, . . . certa lege cum quovis mx posita
fuerint, cuiusvis illius yt quod cum aliquo mx ponitur differentia ab illő
y, quod cum {m— i)x ponitur, designetur per y ; idem de z, , . . intel-
ligatur, atque xt y, z, . . . seinper simultanea accipiantur. Potest illud
y, quod cum mx ponitur, per y(mx\ denotari.

VII. Dicuntur a{mx), u(mx\ b{mx) id est

A (mx)—A((m—i) x)} U(\mx)—U({m—\)x\ B[mx)—B(\m—\)x)

differentialia vera functionum A(x), U{x\ B(x). At si detur tale u'{tttx)}

quod ipsis a{mx) et b[mx) sensu dicto asquipolleat, atque ita expres-
sum sir, ut si in eo ubique x pro mx (et si adfuerit, y pro y\mx)&)
ponatur, in nullo termino litera punctata per aliam punctatam multiplicata
occurat: dicitur u'(x) breviter differentiale tam ipsius A(x) quain ipsius
B(x) atque A (x) imo et B[x) (quas nonnisi constante differuntj dicitur
integrálé ipsius u'{x). Omniaque hic a valore /3 ipsius x usque ad y (iuxta
dicta) intelligantur.

VIII . AequipoUent autem sensu dicto a\mx\ u{tnx), b{mx), si

u(x) u'(x\
a (x) b {x)

Namque valores horum pro certis quibusvis valoribus ipsius x aut
plurium variabilium, si adfuerint, ab n dependent, atque tendentia ad
limitem i id significat, quod pro quovis utvis magnó N detur tale «,
ut sit

_ !^-L_ e t M
-fifi l< N e t b{x)

hinc autem fit

Atque iam moveatur punctum a 0 usque ad finem ipsius /, item a o
usque ad finem ipsius /3 (si hoc non sit = o), et quaeratur ubique, quod-
nam « pro dato N satisfaciat illi x quod eousque determinatum est,
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respondebitur semper cum aliquo finito «. Unde manifesto dabitur nu-
merus finitus quemvis dictorum finitorum superans; accipiatur tale «',
quod hunc quoque superet et sit potentia binarii integra. Et manifesto,
si y per n dividatur, ut sit x — •£, valebit hoc rí pro linea hori-
zontali illa, in qua » = « ' fit, eritque idem n (pro dato N) pro omnibus
m linese eiusdem tale, ut requiritur (in V).

Siquidem detur k (sub V), exceptionem hanc in summis nihil indu-
cere patet.

IX. Si
b (x) = {uv-hpr-\— •) •+- a,

ubi terminus quivis prseter unum et <a, o denotare potest, atque

uv->rpr-\ '

tum cuicunque quantitatum in

uv -b-fir H

accurentium substituatur sequale aut tale (perpag. 93), ut quotus e sub-

stituto per id cui substituitur -^ i, dum M — OO, dicatur k id, quod post

substitutiones dictas quotvis ex

uv~\~pr-\
factum est; érit

eritque k, si forma requisita gaudeat, differentiale ipsius B(x).

gr- Si

/i fv l ~ *?y.¥-^^JT*

atque
r-^<O,

2XX

adeoque 2xx differentiale est.
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X. Pro A (x) functio talis U{x) ab « dependens quseritur, ut U-^A,

a(x)
Síepe A{x) nec in concreto (uti figura qusepiami datur, el tum dari

A{x) demonstrandum est. Pro tali plurimisque casibus quíeruntur duse
functiones finita; V[x) et U{x) ab n dependentes, ut sit

et V—U-^-o, duin w-^-oo, adeoque U-^-A, (quo pacto et A per limi-
tem dátum sit); sitque

i> (#)> Í/(*)>«(* i
et

v{x)—UÍX)
u(x) '^°>

adeoque et
a(x)—u{x)

v . . ""•«1*1
brit emm if j

a (x)—{a (x)—u {x))
Consequenter

a(x) ~~

Scholion, in quo partim dicta illustraníur, partim methodi (pag.
208) idea exponitur, atque exemplis applicatio methodi utriusque os-
tenditur.

1. Accipiatur in postremum, nisi aliud monitum fuerit, /?—o (pag. 592)
vei y>/? et utrumque positive aut utrumque negative; atque si com-
mensurabilia fuerint, sitque ex. gr. / = 9« et /9=4«> accipiatur primum
n = 9 et sequentia n sint (pag. 594)

2 . 9 , 2 . 2 . 9 , 2 . 2 . 2 . 9 , . . . ;

si verő incommensurabilia fuerint, poterunt pro « accipi

2 , 2 . 2 , 2 . 2 . 2 , . . .
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2. Patet seriem ex A(x) derivatam esse seriem incrementorum fun-
ctionis (a ff usque ad y) ipsis x respondentium, numerumque terminorum
esse n—fi et a(mx) incrementum w-to x respondens esse.

3. Aequipollentia termini u(mx) seriéi cuiuspiam S cum termino
generáli a (mx) seriéi incrementorum ex A (x) functione absoluta deri-
vatas S per

u (mx) = a (mx)

designari potest, atque sine k (pag. 594) quoque ope seriéi sic definiri
potest: si S et *5" fuerint series terminorum numero asqualium ita, ut
cuivis «í-to x duo termini simultanei et cuivis alii alii respondeant, atque
pro utvis magnó N detur tale n, ut pro eodem n quivis termini u (mx)
et a{mx) fuerint sibi invicem respondentes simultanei, sit aut

u {mx)—a {mx) = o,
aut

u {mx)—a (mx) <^ -^a{mx),

saltem si non de omnibus valeat, exceptorum summa-^o, dum «-^00:
tum dicitur

u (mx) = a {mx).

Patetque esse aut S=A aut S*^A; adeoque si et B(x) functio
absoluta adfuerit, atque

esse etiam aut S=B aut S'-^B, consequenter esse A = B.
Unde etiam S1 series mediatrix, et u(mx) terminus mediator sive

sensu generaliore differentiale cuiusvis ipsorum A(x) et £{x) sive
alterutrius tantum, si sola consideretur, dici possunt.

4. Quamvis igitur expressio qusevis termino generáli seriéi incre-
mentorum functionis absolute *quipollens, sensu generáli differentiale
functionis illius, et h^c ipsa integrálé illius dici possint: expressio tamen
quam simplicissima qu^ritur, atque differentiale sensu stricto nonmsi
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talis expressio dicitur, in cuius termino quovis unica litera punctata
eaque in prinia potentia est, et coeHiciens eius pro quovis dato x functio
absoluta est.

At verő expressio talis ita intelligenda est, ut omnes litera; valoribus
simultaneis, quibus ad íinein cuiusvis mx gaudent, accipiantur, punctata
verő semper et alibi sit incrementum eius, quod litera illa sine puncto
significat sub ;«-to x factum.

5. Per a(x\ autem intelligatur ípag. 596) A\x\—Aix—x) ita, ut in
hoc ipsi x quivis valor pro aliquo n sub formain mx cadens substitui
possit; ita tamen ut quivis utvis crescente decrescenteve n constans
maneat ipso m quoque eatenus mutató, atque x semper mx sit.

Si verő
' A{x) = z

sit, patet z ipsi mx et i respondere m-to x, atque esse

A (x—x) = z—i ;
adeoque si ex. gr.

C(x) = g*t

esse
c (x) = z2 — {z—z)2.

Quodsi iam pro quovis dicto x (a fi usque ad y) sit

x

et D{x) functio absoluta sit, semper finita nec o, nonnisi ipsis x in certis
punctis diseretis desinentibus exceptis; érit

xD[x) -^_

saltem prgeter puncta dicta ; itaque per fluxum puncti quserendo (pag.
596) pro quovis tali x, quodnam « pro dato N satisfaciat, dabitur tale
n pro quo eodem sit

xD(mx)—a{mx)
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^ (saltem praeter dicta); adeoque xD{x) íequi-
pollebit ipsi a(mx) et differentiale érit, D[x) autem derivata ipsius^(x)
dici potest quoad *, si x fuerit in denominatore; quod etiam omissum
subintelligi potest at si non quoad variabilem absolutam fuerit, anno-
tandum est.

Si verő derivata haec príma dicatur, derivatse £-ta? derivata (jfc-hi)-ta

audít et A {x) functio primitiva ^-ta derivatse /fc-tse dicitur per (" prse-

positum aut si k=\ per J , designata. Differentiale per d, derivata ^-ta

per «I* aut si k=i per W, aut si quoad z sit per !al* prsepositum denotari

potest; et si hoc=q fuerit, fq integrálé ipsius qz et Jkq functionem

cuius derivata -í-ta quoad z est g, denotare potest.

Differentialium altiorum apparátus derivatis altioribus superfluus fit.

Ut res clarior fiat, denotet v velocitatem, 5 spatium, w vim continuo
agentem (pag. 230, 248) singula ad finem temporis / variábilis absolutse
intelligendo. Designeturque cuiusvis variabilium valor, qui ad finem ali-
cuius / aut t—i% vei mi aut \m—i)i est, prseponendo literam germani-
cam nominis eiusdem maiorem, litera punctata autem minori denotetur.

Si iam dicatur
Í J / = és == s,

sive

intellieatur

et pro quovis dato t esse

t

Hinc etiam s talis functio est, cuius derivata v est, idest

fv = s -+- constans,

quae constans tamen et o esse potest.

6 Nempe functiones absolutae nonnisi constante c differentes dif-

ferentialibus ^quipollentibus, et differentialia ^quipollentia mtegrilib»

nonnisi constante differentibus gaudent.

BÓLVAI, Tentamtn, I.
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Nam
A (mx)—A ([tn— i) x)=A [mx)-*-c—{A {{ni—i) x) H- c).

Quoad alterum autem sít

q{x)^=a{x) et /q(x) = C[x)\
érit

C{x)
adeoque

A{x)

quod constans est.

7. Si A {fi} immediate dátum fuerit (pag. 595), et

-403) — -ff (jS) = constans
dátum erít. Si verő (ibidem) pro A=o sit A(h)~a, valeantque dicta a
valore o ipsius x usque ad ft, érit

A(P)
atque hinc

A{$

8. Methodus altéra eodem redit, breviterque in sequentibus consistit.
a. Si pro quovis valore determinato et non o ipsius x sit

dum Í'^—O, denotante D{x) functionem absolutam valoris finiti et non o
(saltem si x in certo puncto aut certorum discretorum aliquo termina-
tur): dici potest D[x) limes augmentalis, Facileque patet hoc idem esse,
quod derivata superius erat; nempe x pro i ponendo

A{x-\-x)—A{x) et A{x)—A{x—x)

duo incrementa proxima sünt, quorum prius per alterum divisum^-^i.
b. Porro functiones nonnisi constante differentes limité augmentali

eodem gaudent et limiti augmentali functiones primitivse nonnisi con-
stante differentes respondent.
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Nam
A {x+i) -he —{A {x)+c) = A (*H-Í ) - A (*}.

Quoad alterum autem, functio primitiva $>A{x) aut <^4(x) esse
nequit. Si enim &d(a) esset, limes fieret kD[x\ quum Z>(*) (prseter puncta
disereta) valoris determinati finiti et non o sit.

c. Hinc si functio A{x) quseratur et reperiatur functio nóta B{x)
talis, ut limité augmentali quoad eandem variabilem eodem gaudeant,
érit

A (x) = B (x) •+• constans.

Subit igitur heic limes augmentalis superius dictae seriéi mediatricis
vicém.

d. Constans autem sic reperitur: si pro quovis x (a fi usque ad y) sit

A (x) = B (x) •+• constans,
et sit A(h) = at érit

A {h) = B[h)-\- constans = a,
adeoque

constans — a — B (A),
ut supra.

e. Limes dictus methodo de differentiali dictae analoga quseritur.

9. Exempla pro methodo utraque:
a. Pro coordinatis rectangulis derivata areae A(x) in piano est ordi-

nata y et differentiale est yx.

Sit enim ex. gr. pro ordinatis crescentibus (pag. 598) V{x) summa

rectangulorum e quovis * et ordinata e fine eius erecta, U{x) autem

sit summa rectangulorum item e quovis x et ordinata ex ínitio eius

erecta: érit

et
v

atque

76*
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adeoque
v(x)
a [se)

sed
v(x):x =jy,

consequenter
()

Hinc si

ent (pag. 235)
A {x) =/pxk = B{x) = ax*+1: A-4-1.

Constans enim est = o, quia pro x = o fit

A (x) = o = B (o).
A. Pro (pagina 230) est

«Ij z= z> et ds =: w/.

Sit enim prius w constans =g ípag. 248), sitque A(t)=sí et V[i) summa
spatiorum sub quovis /velocitate quse ad finem eius est, sequabiliter per-
cursorum, U[t) vero summa item sub quovis / velocitate, quse ad initium
eius est, asqualiter percursorúm. Erit

v [t) = iX> \t) et u (/) = iX> {t—t)
atque

et

u(t)
adeoque

v{t)
a{t) 1.

Consequenter tV>{t): t = VU) limes ipsius a\t):t pro quovis dato t

est, et v íIli respondens derivata atque vt differentiale est. Est autem

v—gt
et
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Potest idem et iuxta fpag. 248) fieri, ubi {m-i):tn^i ita intelligi-
tur, quod detur tale n pro quovis dato N, utvis parvo / excepto, ut

m l<^ N
sít.

Si verő w non sít constans, sed ex. gr. crescat continuo (pag. 249), est

ÍV {t-i)-hfVO (íj > a (í) > tV [t-i)+fW (t-i).

Sed prius per posterius divisum -^i , et

atque

Consequenter

Pariter fpag. 250)

adeoque

et quuin ex

sit

substituendo fit

Consequenter

sive

t

V

s

vv = ws.

nempe functio, cuius derivata quoad v est 7>, et illa cuius derivata quoad
3 est w, nonnísi constante differunt. Sed prius = » 2: 2 ; itaque

et exhinc prius functio primitiva simul cum constante quaerenda ut radix v

obtineatur.
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Ex. gr. Sit (pag. 251, fig. 25) probléma motus difformiter accelerati. Est
ibidem

rgw = ——. et s = a — x.

adeoque
s = — x et "«1-r = — I.

Itaque

cuius integrálé est
^ constans,

x

nam huius derivata quoad x est —rzg: x*.
Reperitur autem constans sic. Pro x=a est v=o, adeoque et v1: 2=0;

hinc

constans = —

4 constans.
2r

a '
atque

Consequenter

/

a—x

Si verő (pag. 253J vis úxzg-.r et 5 = r — z, atque «K? = — I, adeoqu

-vl = f— ZS — —Z*Á
2 y r

Est verő pro z = r velocitas o, adeoque

v* re—— = o = — ~ H- constans
2 2

et
constans = ——.

2
Consequenter

r r

quod pro 2 = O fit Vfg-
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Ubi notandum est, quod gr pro diversa unitate facta diversa prabeat,
adeoque vagum videri posset; at si factores concreti numero /u fuerint,
radix ^ú gradus e facto semper eadem eritt dummodo tam factum quam
radix quoad quamvis quidem sed eandem unitatem accipiatur. Nempe
quoad « = 1 sit factum/; érit fpag. 113) quoad ku = 1 (denotante k quanti-
tatem abstractam) factum

F=f. # - ' ;
atque si Vf (quoad u = i) sit r, érit

et hoc est

— «-, — r.

In exemplo prascedente sünt quatuor factores in numeratore et duo in
denominatore. Sed ibi quoque duo tantum manent; nam quantítas concreta
per concretam quotum constantem dat (pag. 535).

c. Sit adhuc exemplum pro differentiali negativo et derivata negativa.
Quaeratur nempe tempus lapsus per s arcúm cycloidis,

Si (fig. 53) pro v scriberetur x, essetque hasc variábilis absoluta, negle-
ctoque s quod ibi est, denotet Í viam a certo puncto cycloidis incipiendo
super eadem per gravitatem labentis puncti; respondeatque abscissa h
puncto illi certo ipsius s} sitque y ordinata ipsius x; atque tempus lapsus
per s dicatur t} et v denotet velocitatem finálém ad finem ipsius t et imum
ipsius s, spatiumque sub secundo uno, lapsu liberó percursum, denotetur
per g.

Erat (pag. 591) / : - ^ — ^ i ; i t a t l u e

/=f** sive t^r*

eumque in finem «b et v quserenda sünt. Est
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nempe lapsus non per plana inclinata compacta, sed percurvam fit. Estque
ipag. 294)

(
atque fpag. 359)

«[)>= Í 2 X - I — l ) T ,
adeoque •

Ws = ]/ 2X-*.
Consequenter __

1/ /-- =*" \h—xi ! 1 / -—
h—xi * ' y 2g

Estque hoc negatívum ; namque pro h=inx tam s quam ^ est 0, sed a
fine «-ti A: usque ad initium eius ereseit arcus, et ut grave per eum des-
cendat, tempus requiritur; si igitur incrementa ista teinporis a o inci-
piendo pro

in~i)x, (H—2)*, . . .

per ordinatas ad fines ipsorum x positas reprsesententur, dicaturque ordi-
nata C{x); érit

quod et de sequentibus patet.
Erit igitur (pag. 286)

= — 1/ • arc. cos. (1 >—) •+• constans.

Si verő / = o, tiim x = /t; adeoque

arc. cos. (— 1) -+- constans.
2g

Estque arc. cos. í— i) = /i. Itaque

constans =

consequenter
= y 2V ; í~ : i r c-
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Si vero x = o, tempus lapsus per cycloidem usque ad punctum imum

érit

Patet quoque tempus undevis idem requiri, ut grave ad imum usque

delabatur.

77
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N.
EXPOSITIO BREVIS METHODI, QUA PRIM.E LINE-E CALCULI DrFFERENTlALIS

IN OPERE HUNGARICO TRACTANTUR.

Ex <pag.
u i mx i — <n mx i <; , j a i mx i,

pro eodeni // et hic, deducitur U'~-A. Sed evidentius in opere dicto
hungarico ponitur iCf. pag. 635-

u 1 mx 1 — a 1 «í.r 1 =

per /'fractionem veram sive positivam sive negativam denotando.et Q
scribendo pro ' . Niiniruin sit fas in gratiam Tyronum qusedam iam
supra dictorum magis necessaria hic quoque repetere.

I. Si quotciinque variabiles simultaneo positae íuerint, illa ex. gr. .v,
cuius certum valorem ;' per integrum positivum n dividere libet, dicatur
primaria, - per .Y denotato. Cuiuscunque variábilis ex. gr. v verő simul
cum x mentio fiat, valor is ipsius v intelligatur, qui ad finem illius x est,
y autem denotet incrementum variábilis v íllud, quod snb illő x nacta
est, quod cum illő x terminatur.

(,)uatenus si A\x functio 'ipsa quoque variábilis dicatur //, denota-
bit « incrementum ipsi .r cum x terminato respondens

= A \x\ — A »x — xi — u — A ix — *i
unde

Aíx — x= « — á.
Denotetur n per tnx\.

I I . Ex A'x autem per qua?stionem primatn ipag. 2051 substituendo
ipsi x prius /tx, tum '//—i i i , dein t/— 2ix, . . . usque $—p—wx

tani p quam /1 integrum positivum denotantibus' oritur series

A<nx, A{<n—i'x), A^H — 2 i i ) , , . . , A{yp — n i ) ;
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unde quum illico pateat, quovis termino subtracto e pracedente incre-
mentum sequenti JC respondens prodire, ex. gr.

esse incrementum ipsius A (/í) sub /- to x ; in promptu fit incrementoruin
p-X.0, í^-hi)-to, l / + 2)-to, , . . , w-to x respondentium seriem

A{nx)—A((n—i)x), A{{n—i)x)—A{[n~2)x)}. . . , A{px)—A{\p—\*x)t

cuius terminus generális (pag. 2091

per am, et summám, intermediis se mutuo destruentibus,

A{y)-A(p)
per A denotari posse.

III . Si Aix) et B[x) ab n Índependentes fuerint, V\x\ autem depen

deat ab K, et Vtn ac -?^ limité 1 gaudent, nempe pro utvis magnó A'
dm bm

sit tale idem «, ut quodvis m accipiatur a fi usque y, sit

W»/ — am—fmQClm, et Z»m— bm—ftnQbm '.

tum A = Bt adeoque

Nam

Vn-i -i —í»-i — / « -

VP ~b* =

Et si in ^4fxí cogitetur incrementum A[fi) ipsi i>- / í i respon-
dens, expressum per aream inter r-flet fines ordinatarum a fine
ipsius /9 usque finem ipsius y, et ordinatas ad fines ipsorum (I et «
contentam, sitque pro ordinatis oinnibus tinitis illa, qua nulla .na1Or
est, *, accipiaturque híec ut reális et positiva; tertia columna non
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érit > —-jTf— - 'pag. 6351. At verő hic « - / + 1 crescet crescente
«, attamen \n—p-k-i\k nunquam fit rectangulo ex ordinata maxiina et
y— /í maius, atque N'^- 00, si n'—-oo. Consequenter limes ipsius V
tam A quam B est; adeoque A = B.

IV. Potest verő y utvis magnum accipi si dicta valeant; neque tur-
batur aequalitas, si parti ipsius y — /̂  ad limitem o tendenti respondens
incrementum quoque tendit ad o.

V. Si de A(x) dicta et de K[xi valeant: fiet

et prouti A(ft) vei K{($' additur ipsi B, summa integrálé ipsius v\x\
quoad A(x\ vei JCix) dici potest.

VI. Si —-.— *^C{x\ pro hoc ab « Índependente, tumiC{xi differentiale

ipsius A[x) et C(xi limes augmentális fprimusi utrumque quoad z et
q — i-mi limitis augmentalis limes augmentalis dicitur y-tus, signisque
zÓA(x), zdA\x)}

 sd9A\x\ denotari et differentialia altiora supervacanea
reddi possunt.

VII. Praeter modum, quo differentiale quaeritur, ut purum reddatur,
plura in opere dicto demonstrantur.



ADNOTATIONES EDITORUM.





Pag. ./, f. 6 a calce. • Millefáriam* vocabulum a Bolyai fictutn ad
exeinplar vocis «imirtifariam •, quae non crebro quidem sed taraen etiam
apud optimos scriptores legitur, videtursignificari voluisse: «in mille partes».

Pag <,-. Literas maiusculas, quas Bolyai initío vocabuloruin História:
Geometria?, Trigonometriáé, Tbeorematis Esf( scribere sólet, hic et aliis
locis non mutavimus.

Pag. 6, f. 6. Vox tultimariorum* derivata a vocabulo «ultimarius» ad
exemplar • primarii» ficto, et sicut «primarius» unum aliquem ex primis
denotat, Bolyai hic unum aliquid ex ultim is voluit designare.

Pag. 6, f. ii a calce. Pro «nullo», quod certe typothetae errore
irrepsit, restituinnis «nulli».

Pag. 9 in fine f. y. Distinctionem medise notae inseruimus quo faci-
lius appareat vocem «itque» non deberi ad sequentia trahi.

Ibidem y. i3 a calce pro «nuspiami rectius «nusquara» seribi duximus.

Pag. rí. I, //, III. In libello • Arithmetika eleje» (Introductio in
Arithmeticamj in oppido Maros-Vásárhely anno 1843 edito, pag. 198,
haec legitur finitio temporis:

«Tempus est continuum et infinitum, tum quoad prse-
teritum quum quoad futurum ; sed partium expers taiitum ;
et semper alia atque alia habét puncta, quorum quodvis
advenit, omnia non adveniunt, quodlibet temporis pun-
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ctum nec prteceditur ultimo quodam, nec prseit priinum
quoddam ; et si punctum b prascedit a et punctum c
ante b fuerit, punctum c praeit a.»

Quid intellexerit Bolyai per vocabulum «continuum», apparet pag. 24,

§• 4-

Pag. 14. Secundum ea quas in praecedente pagina stabilita sünt pro g
ubique G erat scribendum, excepto versu 10 a calce, ubi // debuit ei
substitui.

Ibidem f. 2 a calce pro «inter B, C» rectius est scriptum «inter
A, B, C-.

Pag. /7, y. 5 a calce pro «2 schematibus» scripsimus: «altero
schemate».

Pag. /7, schema I. Liceat hsec schemata exemplo illustrare. In I sche-
mate 7-rao loco hgec sünt posita:

c—a

*c—b.

Positio secunda A-hb significat cum quolibet a esse quoddam A, vei
esse quaedam b ; príma positio c—a denotat esse quoddam c vei qusedam
c sine quodam a vei quibusdam a. Ex his duabus positionibus sequitur
hoc c vei híec c simul esse etíam sine isto b vei sine istis b; possunt
tamen esse eiusmodi b quibus n non adest — haec possunt esse cum c.

Pag. 18. Pro positio nem primam, quse in príma editione secundam
sequebatur eidem praeponenduin esse duximus, ut lectori facilius appa-
reat nexus ratiocinationis.

Ibidem >". 9 a calce obscurum illud : «denique omne» clarius tiet ita
scribendo : «denique omnia, quae , . . sequuntur, . . . accenseri possunt».
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Pag. ig. In schemate II complexiones quinta et sexta in editione
príma sic habentur:

aa —a —a aa —a —a
bbb c c bbb c c c

In schemate III verő príma, quinta et septiraa in editione I hee sünt

cc
bbbbb

aa

c c bbb
—b —b —b aaa

cc aa
—b —b bbbb

ex his posterioribus duas extremse certe typothetarum mendae sünt; re-
liquae ita mutatás raelius conveniunt schematibus paginae 18. In sche-
mate II quarta sic est recte scribenda:

bb
aaaa

ccc.

Pag. 20. f. 10 habét «si a prima», pro quo scripsimus «nisi a príma».

Pag. 20, E. f. 4 a calce incipiendo in editione I hsec leguntur:
«post p verő datur tempus continuum ex / incipiens,

sub cuius puncto quovis est non A, Nam in quovis puncto
crescentis T in infinitum quEeri potest, est ne illud ultimum
vei non? Alterutrum esse oportet íAx. III); nec responsio
«0« sub quovis puncto temporis esse potest; nam si tempus
ultra t crescat et «0« sit responsio tum quoque, sub /
quoque esset A icontra hyp.i Itaque est aliquod temporis
punctum, de quo dici nequit, quod non ultimum sit Ip. 12,

n° 2); adeoque cum illud aut ultimum aut non ultimum
esse debeat (Ax. III), et non ultimum non sit, ultiraum
est (Ax. IV). Sí porra quaeratur ultra / continuo porro
in quovis puncto, est ne A vei non A f responsio ita
esse aliquamdiu nequit; alioquín/ ulterius accipi debuisset.»

BotyAi, Tenlanien. I. 7 8
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«Si verő datur ultimum tale punctum /, tum in fi érit
aut nltimnm A aut primum non A. Nam aliquod aut A
aut non A adesse debet 'Ax. I l i i ; si A est, ultimnm A
est; nam post / sub certo continuo ex p incipiente non
est A, ante / verő ab initio ipsius T semper est; si verő
sub p sít non A, illud primum non A est; quia antea
semper fűit, postea verő sub certo tempore non est.»

His manifesto falsis ipse Bolyai in editionis I, tömi i, pag. LXXXVI
substituit illám correctionem theorematis, quse hic ultimis quatuor versi-
bus paginae 20. comprehenditur.

Bolyai hoc fundamento liraitis, quod cardinalis propositio est totius
systematis, aetatem suam superans monumentum exegit nomini suo.

Pag. 2S—2j. Demonstratio quse hinc a prioré pagina Ín posteriorem
transit minus concinna est, atque ita est supplenda : P portío est totius
7"; ergo complexus omnis eius, quod ex totó prgeter P est, — vocatur
R — partém nullám aut tantum indivellibilem communem habét cum
P per definitionem portionis; ergo A id quod P cuin R commune
habeti pars indivellibilis est ipsius P.

Adnotatio huic paginae sub * addita ex pag. 401, Tomi II editionis
primse tracta est.

Pag, 2Ő, f. 12 a calce : «nec in casu allato posse aut non posse ter-
minari quisquam demonstravit», scilicet si queeratur quadratum circulo
terminata vei interminata aequalitate sitne aequale.

Pag. 2ő, §. 7, y. 2, vocabula «nonnisi indivellibüe utriusque com-
mune habentes» contextui inserta et nóta in calce paginas addita ex
editionis I, tóin. II pag. 401 ipsius Iiolyai consilio adiecimus.

Pag. 2j, in altéra parte § 7 et porro etiam paullum defleximus a
Bolyai, signis enim ^ , quo facilius formulái légi possint, sensu vulgo
usitato utimur, Bolyai verő hoc loco pro cotnparatione valorum absolu-
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torum utitur signis í>. Ceterum Bolyai in distinctione terminorum et
signorum inaius, minus (^) et plus paucius \>\ parum sibi constat. Hasé
ubi opus erat emendavimus, at ubi de quantitatibus natura positivis
agitur, terminos «maius, minus • haud mutavimus, seepe tamen signa
^ simpliciora adhibuimus.

Pag. 2g, in fine § 10 nóta addita «iTab. I, Fig. íj» consilio Bolyai
tpag. XXXV. f. 9 a calce) deleta est.

Pag. JÜ, § i2y f. 3 Bolyai «zerum» scripserat, cui vocabulo nos
figurám «o» substituimus, quam Bolyai plerumque vocabulo «zérus» ap-
pellat, quod secundse declinationi tribuit, nos ubi figura ista voce desi-
gnanda érit semper indeclinabile «zero« adhibebimus.

Ibidem y. 3 a calce pro w-Jna, 1—é» inserta coniunctione scripsimus
, vei 1—é».

Pag. Ji, § 14, f. 5 pro «*i*A et ^£» rectius scriptum est

Pag. 32, § 16, y. 4—5, locus difficillimus intellectu continuo darus
fit, si vocem subintellectam «termini» idoneo loco inserendo ita legetur :
oA cum a simul ponantur, et termini quosvis terminos simul positos
excipientes . . . simul ponantur».

Ibidem pro ablativis «priori, posteriori» usitatiores «prioré, posteriore»
substituimus, quod et ín aliis plerisque locis fecimus.

In fine huius paginee pro «f§ 221» rectius scripsimus «($ 23)».

Pag. 3f, § 20, f. 3 a calce pro «cum» interrogationis signum se-
quens «Cum» scripsimus.

Pag. 3s, nóta sub * apposita a pagina 401 tömi II. editionis primae
sumpta est.

78*
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-*1/. § -V* >• 4 fiest ! p e r S 71 2 < — 3 , sed i non > o , neque
— K^OIÍ; exempíum profért differentiee inter signa ' I><^ et 1 X 1 ut
prasparet introductíonem novorum honim signorum. Quod líj 71 citatur
ita intelligendum est: si

2 + 1 = 3 ; 1 — i = o ,

ex prioré harum identitatum secundum IÍÍ 71 sequitur 2<^3 at eodein
iure etiam 2«< — 3, sed ex altéra non sequitur i > o nec verő — i<Jo.
Confer: ARITHMETIKA ELEJE, ed. nova, 1843 pag. 13.

Pag. jo, >. 5 a calce in parenthesi pro «§ 20« erronee adlato «jj 19«
restituimus.

Pag. j3, V. 4 a fine S 31 pro *—a. —c esset = + £ • rectius scri-
psiraus «—t/. —r esset =—ö».

Pag. ./y, nóta ad calcem pagina; sub * apposita ipsius Bolyai est, et

legitur in ed. I, tom. II, pag. 373, et iterum in tom. I, pag. LIII.

- -/5) y. A lt({ divisor tertiuni locum tenensi, Bt quotus est»;
designationes divisoris et quoti permutari posse patet, ita enim iam a
principio íj 27 introduxerat duas has notiones.

Pag. Y5, >. 6 pro iis quae in hac pagina in tomo I editionis I sequun-

tur, nempe :
i'Notandum verő nomen quoti vei quotiensis inde

venire, quod in casu ubi divisor loco tertio stat, ad illám
quaistionem respondet, quale mensum quasi quotuim sit
b ipsius a 1 nempe hic 2i3'tuml; si verő quaestio est,
quid sit, cuius si quieratHr quotuni sit b, respondeatur:
2'3itum; tűni divisor secundum locum tenet. Pro Ji3)to
erat antea 3iiituin; et h ibi in trés partes (quarum
queevis = (j est. partitur, atque /' est quoad (/ numerus
nominis 3.»
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ipse Bolyai substituere iussit ff. 6—n in tomo II editionis I

pag. 367> S " •

Pag. 45, tertio loco ultimi schematis pro «ív» scripsimus eov», uti
consentaneuni est versui 2 sectionis 3., ubi legitur «demuin sit factor
uterque O".

Pag. 46, f. 2 et ss. pro «a\r)» usitatiorem formain <ifunctionis/(>i»
substituimus. íVide ad pag. 207 adnotata).

Ibidem f. 12 vocabulum «Sit» in ed. I schemati prsepositum dele-
vimus.

Pag. 48 t. 7 a calce pro «nempe 3-ies» scripsimus «neinpe ter», et

ibidem f. ultimo «unitas» stat loco «Unitas».

Pag. 30, >. 4 post «eiusmodi» luciditatis causa inseruimus vocem
afactoruma.

Ibidem f. 11, «dummodo N=M non sit» (pag. 37) ex consilio ipsius
Bolyai deletum atque pro «Si» positum est «si».

>i — ni T I—w

Pag- 51, f. 1, a'V~-T/ scribi debuit pro «BN~M'*.
Ibidem g J5 , sub I, y. 4, vocabulum «millionesies» quamquam La-

tinum non est, non mutaviraus.

Pag. 52, III. y. 9 luciditatis causa literse T prsepositum est «angu-

lus». — Ceterum Fig. 1. ed. I non exhibet clare «fasciam u», quas nihil

est aliud quam pars areae anguli 7 inter parallelas sita.

Pag. jj2, f. ultimo «uti íFig. 2) ostendit" significat aream anguli
a+b-\ \-f complecti aream anguli a'->rb'-\ \-f et praeterea etiam,

«fasciama g.
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, í- io, in eclit. I nulla Figura: 3 fit inentio, nec invenitnr
in tabula.

Numeráié V preepositum est versui primo huius pagina; ex pracepto
pag. V. f. rí a calce editionis I.

Pag* 55) >"• 3- P o s t «iino» particulam «ad» inseruimus.
íbidem, f. 7. pro «maius» scripsimus «plus».
föidem, f. g. verba «aliquamdiu saltem» uncis indusa sententiam

ipsius Bolyai secuti omisimus.
íbidem, f. 12. a calce post «tamen fiat o», clausulam «neque nega-

tiva» addidimus.
íbidem, y. ultimo distinctioni (,/ inter voces «est» et Herminatur»

maiorem 1.;) substituimus.

Pag. 5$. In theoremate eiusque demonstratione, quee sub VI et VII
proponuntur, ubique signa «quoad valorem absolutum maius vei íntnus»
adhibita sünt. Considerantes quantitatem q respective pq Eeque posse
positivam et negativam esse, signis #quoad valorem absolutum ínaius et
minus» notantibus usi sumus, imo plerumque vocabula ipsa-iis substituimus.

Pag. 57, y. 1 «(cum id in * sequale o sit), quo» scripsimus pro «in •,
quo (cum id = o sit)».

íbidem, f. 8. Bolyai SEepius utitur forma hac vitiosa «propissimus»
pro «proximus», quod ubique substituimus ubi animadversum est; hoc
loco oculos fefellerat.

Pag. 61, f. 7 pro «crescendo» aptius visum est seribi «crescens».
íbidem f. 12 «propissime» emendatum est in «proximeu. [Cf. Adn. ad
. 57J-

Pag. 6J, XVIII f. 7 pro «residuo r ex. c» seribendum fűit «residuo
r ex Q».

íbidem }'. 10 a calce loco «a'=c"» rectius posuimus ea'=C"».
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Ibidem f. 6 a calce loco «est; cuiusi> scriptum est «est, quarum».
Postrema pars huius articuli ad fasciam (pag. 52) memoratam spe-

ctat, et huius singulas partes designantia u, <o et ipsa eiusmodi fascíae
sünt, sicut et co'.

Pag. 66. Nóta margini inferiori huius paginae appositae pag. XXXVII
tömi I editionis I est desumpta, nisi quod in ultimis aequationibus sig-
nis = per mendam typothetarum positis signa = substituimus.

Pag, 6jy f. 4y loco «rresiduuin v ex lb=k')r> scriptum est «propter
b=k' residuum».

Pag. 67, f. 8 legitur nsed hse partes per a) demi possunt», conclusio
hsec vitiosa est, quum portionibus arearum, de quibus hic agitur, quam-
vis minutas supponantur, adhuc semper possunt esse etiam in situ coin-
cidenti arearum A et B particulse communes,

Ceterum propositio hic demonstranda ipsa vera est, imo vera est
etiam rem in genere affirmans sequens propositio: «St ex areis termi-
nate aequalibus portiones terminate aequales exscindas, areae resi-
duae etiam terminate aequales sunta.*

2C
Pag. 68, y. 10 «et sit quserendum » scriptum est pro «et sit

2C |

fbidem, f. 3 a calce pro «(facto x dicto)» scripsimus «(facto dicto x}*.

Pag. 7/, f 3 inter «rectas aut» inseruimus «eiusdem determinatio-
nisi. Nempe, ut e sequentibus apparet, u etiam negatívum potest esse.

Pag. j2, f. 6 et 12 pro «sed» scripsimus «et«.

* Vide Réthy iVégszerüen egyenlő területek» in Magy. Tud. Akad. Értesítő 1890, 1893. — idem
Genoanice «Endltch gleiche Fláchen* in Naturwiss. Berichte aus Ungarn 1890, 1893, — Math. Annalen
Bd. 38 et 42 et loco hoc posteriore etiam H. Dobriner: iBemerkungen etc» et «Gleiches voo Gleicbem
giebt Gleíchesi
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Pag. jSt V. 12 a calcc «ex t.i est» ita supplevimus «ex w suin-
ptum est».

Pag. 77, } ' . 15, «e.tf» in «sit» mutavimus.

IJ'*K- 7<% >• fi~ lV " trt/cí. Loco intequalitatum hic positarnm in Ed. I
erronee ita fűit scriptuin

wv-hÁ — Mv'— K < ' 4- /. — Á',
seu

.í,r- 77» í a ^ XXIV >. / articuli 2 inter uncinos vocabulo «opposi-
sitis» substituimus «negativis» et signa usitata > , < , + sicut vocabula
maius, minus adhibuiinus.

Pag. 77 versum ultimum ipsi inseruiinus, at ibi pro «iisque» legen-
dum érit natque».

Pag. 7£t, y. 7. Vocabulo «constans» hic Bolvai eiusmodi voluit notare

quantitatem, quae neque ^ o fierí neque ad limitem o tendere possit.

Pag. S/, sub 5., et pag. 82 y. / signa > < sünt pro signis > < ;

posita.

Ibidem f. 7, a calce post nqusevis alia» supplevimus «literai).

/öidem f. 6, a calce pro nac si e», scripsimus «ac si c».

Pag. <?/, sub 6. In Editione I hoc loco asquatio resultans sic fűit
apposita :

kn kn kfí n
kn-\-k __ kn kn-\-k \

kn kn

Ibidem sub 7, ed. I. sic habetur
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Nam differentia ipsius i ab —- est
r «-hí

quod •*-. o.»

Pag: 83, y . 8 et 9 ex consilio ipsius Bolyai corrigebantur.
Jbidem y. i3 intra uncos «per XXV., 2.» correximus in: «per

XXV., 3.«; porro f. 7 inter «ereseit, non fit» inseruimus «et»

Pag. QO, f. 1. ínter a, x vocabulum «respective» inseruimus. Ibidem
f. 4—7 quse leguntur in ed. I sic habentur; «cuius differentia ab
{ a' , \ a't J /
1« = \~z\ est z T7 , quod --—. o (ut supra)».

Ibidem f. 14 in ed. I est:

=x—p\:[ — = ő—t

quod luciditatis causa seorsim ponere piacúit.
Ibidem f. ^—Sacalce ín ed. I ita habebatur: «cuius differentia ab

'• = — H- Z\ est Z r;
n

Pag. gi, Quee hic f i —4 continentur in ed. I ita sünt exposita:

•cuius differentia ab [x= -hp) est p—r,—wQa-
\ n r I r b H-A y

Pag. gS y. p « calce. Notanduin est in ed. I in hoc capitulo et
etiam alibi solos numeros paginarum esse allatos, nos verő facilitatis
causa etiam numeros theorematum addidimus.

Pag. gj, 5. Haec ratiocinatio non potest constare si

^ + 1=0, vei f-M-o; - .

quod auctor ipse annotavit ín «Arttkmetika eleje», Ed. nova (pag. 246).
BOLYAI, Tentamen. 1. 79
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Pag 96 et ss. XXIX. Ubi de potentia agitur ssepius non enuntiavit
auctor a et A positiva sintne vei et negativa.

Pag. 96, f. 7—8 a calce, oratio hoc loco parum düigenter est com-
posita, attamen facile intelligitur, itaque nihil mutavimus.

Pag. 9J, f. 8 a calce ordine paullum mutató pro « —I=ÍIO» scri-
psimus «=a°=i».

Pag. 98, y. S et /i, terminos utriusque partis Eequationis primae per-
rautavimus, ut continuitas sensus clarius appareat.

Ibidem y 2 et 3 a calce in editione prima sequentia contine-
bantur:

érit intra * quidvis =x'—r.i, *et ultra * quidvis =x'~i-h>.

Pag. 99, y. / inter uncinos numeros XXV, 11 inseruimus.
lóidéin v 2 pro «aut^=aut>» scripsimus : «aut = K aut >».
Ibidem >'. /—5 verba «neque primum non tale ; nain si ultimum»

quíe certe erronea sünt, ita suppleviinus : «ergo primum non tale, nec
enim plus quam Á'producit; nam si illorum ultimum«.

Ibidem y. f> post «non tale» insertum est «eiusinodi».
Jbidem y. lo—n in ed. I erat: -sit illud — K-\- k^=o vei cui-

dam-í-, et x'—<,K"=K—/'».
Ibidem \. 9 a calce «íequalis» correxiinus in «a;quale».
Ibidem >. S a calce 'omnibus positivisii inseruimus.

Pag. 99, y. 6 Í/ calce pro erroneo */> — vei <C , ^'=vel <C n * re-
ctius scripsimus : «/> < et />' -< •.

ÜL

Ibidem y. //t ailce pro «maius» clarius exposuimus « > i ; » + i t w ».

. /ÜÜ, y. 4, verba *dum radix > l« inseruimus.
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Pag. 102—10S. In theoremate 8. eiusque demonstratione designatio
«integer» significationem habét integri positivi. Ceterum demonstratio
non penitus absoluta ita est supplenda : Si -A/> i, supponatur ;#, quam-
vis magnum sit «, tantum ut fiat:

>N id est m>n[N~-i);

expleatur tum inEequalitas secunda pag. 103 sic :

sponte sequitur inde, quamvis magnum sít n, dummodo m>n{N—i)
supponatur

itaque y N*^ I, sí m — 00.
Expleatur porro simili modo inEequalitas ultima sic

sequitur inde, quamvis magnum sit «, dummodo m>n{N—i) suppona-
tur, érit tamen

itaque V/"^- 1 si m •'•— 00.

y f. 9 rectius M_?^- scripsimus pro ~

. /04, f. 8 mutavimus ex sententia ipsius Bolyai in ed. I indice
rerum pag. X, 10-mo.

Pag. 105, ?. 8 ajqualitatis signo intermedio falso apposito omisso et
ordine inverso scripsimus :

79*
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z = Bm, z"= ¥z""'.

Pag. 10S, art. TŐ ostendere vult difficultates, quae oriuntur si po-
tentiae elementáris conceptum ita velis generáléin reddere, ut ráta
inaneat etiam si exponens incommensurabilis sit. At generalem potentia;
definitionem contineri serié exponentiali, si incommensurabiles et coin-
plexi exponentes occurrant, probat Bolyai pag. 193, 53b, 546.

Jbidem >. /—2 qu* uneis indusa sünt, ipsi ínseruimus, et f. 4 a
calce particulae «sed» substituiinus «nam».

Pag. i/J, y. 6—7 a calce. Quae hic nncis indusa sünt a nobis in-
serta sünt; scilicet ex sententia auctoris inultiplicatio ope ímaginum
pag. 41, § 38 peracta est, sint videlicet termini imaginis secundum or-

dinem u, A, B, C\ et primus terminus imaginis « = i , tunc terminum
ultimum (' productum factum duorum terminorum mediorum A et £

esse dicit quoad « = i , et si duo termini medii sequales sünt, nempe

A—&, secundum Bolyai C=A: quoad H = I, quod sic notat:

C=A* iquoad u— 11.

Eadein prorsus significatione accipiendum est factum ABC . . ,

quoad 11 = I et Am>quoad // -= t . Considerantes hoc modo notationis

adhibito itquationes non lacile posse primo conspectu percipi, potentiíe

verő paginis 113-- 116 persaspe occurrere mentionéin, pro ^4"'iquoadtt=n
ubique designatione .A"]». , sumus usi.

Haud superHuum érit deductionem propositionís f—Fk'" ' designatio-
nibus praecisioribus ita ad fiiiem perducere : Ad instar imaginis secundae
pag. 41, § 281 possunt apponi Ipag. 112

u ,, u , a t. " f

nv ' r nv ' nr ' nv
sed
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itaque

et quum

babetnus

it idein

ö'iu

b't
r

V

a
nv

a
i - - - -

nv

I
k"

Si eiusmodi novus factor c accedat, constructis denuo schematibus

M* , , , W , a , , , a j .

habemus

id est ^ = - ^ W.

Prsebeat exemplum demonstratio reguláé sequentis

Nam

itaque

Ceterum tota haec ratiocinatio praecipue id videtur sequi, ut viam
praemuniat introducendi notionem quantitatis imaginarise.

Pag. ág, f. 14 sponte patet, quia log. u = log. t = o.
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Pag. /2/, initio capituli in hac pag. incipientis numero mendoso
XXXI substituimus verum XXXII.

Ibidem f. 12 capituli Bolyai habét: «Insigniantur reália quoad — 1
puncto supposito; ex. gr. /—4=z t 2 l ) ; nos scripsimus: «Insigniantur
reália quoad —1 litera i postposita vei anteposita; ex. gr. \! — 4=+2^.i»
Hanc veniam sumpsimus nobis ut lectionem facilitemus, nam desi-
gnatio Gaussii universim recepta suo sponte applicat se ad mentem
Bolyai nostri; litera i eodem modo quo punctum Bolyaii pro abbre-
viatione locutionis «quoad « = — 1» est sumenda; et haec est causa,
cur pro 1 non scripsimus i sed 1. i.

Pag. 122. f. 14. a calce pro 2 . + 3» scripsimus «±2.3».

Pag. 124, f. 15 post vocabulum «reális» addidimus: «positiva».
Ibidem if. Q a calce pro «£5* varietur» scripsimus «varietur SsV
Ibidem f. 8 a calce «(per 1.2.3)» delevimus.

Pag. 1J0, sub 3. f~. 4 pro «xmt=a» scribendum fűit «xm=a».
Ibidem f. 12, pro

f ! " / ni—"

a = VVan<>
scribendum fűit:

sic etiam in sequentibus f. /S et 14 signo = substituimus t=.

Pag. 1J4, f. 9 a calce vocabula «parenthesi nova» occurrunt; in ed.

I nempe cuique signo \ parenthesis erat subiuncta.

Ibidem f.Ja calce numerus valorum falso 32 dictus in 16 muta-

tus est.

Pag. f.?5, f. 4 ante vocem «itemn verba «primum nempe et ulti-
inum« uncis indusa delcta sünt, porro pro «per 2.2« rectius scripsimus
• per 2» sicut et pro « 2 . 2 . 2 , 2 . 2 = 3 2 » posuiinus «2. 2. 2. 2=16».
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Pag. /Jó capiti in hac pagina incipienti numerum iustum XXXIII
preeposuimus loco erronei XXXII.

lbidem f. 7 a calce «pactor» correctum est in «pactoa.

Pag. /40, f. 1 et 2 signis communibus H— utimur pro ^ , \—*t et
y. 13 intra uncos post «minuendo» vocem «dicto» omisimus.

xt44, y. 7, • « = -

delevimus.

Pag. 144, f. 7 , « « = » adiecimus, at y. 9, «{si x'i-.n dicatur a)»

Pag. 145, f. 7 a calce interpunctione rautata pro «Quod» debuit seribi
«quodn.

Pag. /4Ó, f. 4 a fine art. 6. pro «y-h , ^ ,d» rectius seriptum
t / . D—dq\, a

est *\q-\ ~d^)^y>-

Pag. 148, f. 8 pro « / 3 ipsi a» seripsimus «3 ipsi a1».

lbidem ed. I in ultima formula theorematis sub 10. exhibiti et typo-
thetarum menda et in demonstratione subsequenti errores per incuriam
admíssos bábuit, quos omnes emendavimus, ut puta: f. 6 a calce pro
«valores numero />q» seripsimus, «valores numero non maiore quam
pqn sed suppressimus, quse post «ipsius VP"9 Qmp* sequebantur,nempe:
"neque huius alius valor est, quia nonnisi numero pq sünt». Porro in
ultima sequatione huius paginae pro = seriptum est t= .

Pag. /4Q, y. 6 rectius visum est «=s> seribere pro « = ».
lbidem sub zs. ed. I ubique signum idem = habét; f. 3 addi piacuk

«Ita». Hic allegatur theorema (pag. 105), — quum tamen ibi demon-
stratio de quantitatibus realibus solis esset facta — hic supplendum est
theorema pag. 129, f 3 a calce exhibitum, secundum quod sequatio
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etiam pro numeris complexis ráta est, ideoqne etiam

Ibidem f. 6 <i calce sub signo \ ultimo Qv eorrigendum est in QmK

Pag, 152. Deductiones inde a y. 8—16 faeta? eo magis valebunt sí

^ h

fuerit, quocirca certe constabit

esse.

Pag. /5J1, sub /7, f. J; itemque pag. /58, art. ultimo y. /, pro
«sequente» seriptum est «sequenti».

Pag. 155, num. XXXIII in XXXIV, item pag. 161, num. XXXIV
in XXXV erat mutandus.

Pag. 162, $. /5 et 16 pro: «tam e, quam x>±> est» seripsimus «tam
e, quam x cum-Hest».

Pag. /64, f. /, verba «signo — sublato» addidimus. Bolyai in hoc ca-
pitulo differentiam inter signa X et !><; non satis accurate obser-
vavit, quod suo quoque loco emendatum est.

Pag. /66, In fine art. 4. sententia auctoris non satis clare est ex-
posita: ceterum theorema initio articuli propositum planissime demon-
stratum est.

Jbidem f. 10 a calce inter x et e coniunctionem «et» inseruimus.
Ibidem f. 4 a calce et tum porro pro i introducta est litera r, in

hac enim editione i imaginaria denotat.
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Pag. 168, f. 7 a calce et deinde porro pro litera r, cui aliam signi-
ficationem tribuimus, introducta est litera /.

Pag. 170 et seqq. ubi Bolyai Hteris M, N . . . nuineros Roinanos
denotat, loco «M—i, N—it jV-hi, . . .» distinctionis causa visum est
scribere »\M—i], [N— íj, [JV+i],. . .»; porro pag. 171 siglis *Mt M'«
substituimus «[2M], [2M']».

. ryi, f. g. Pro «et altéra-— A'» satius videbatur apponere ipsam
sequationem :

Ibidem f. 10 a calce addi potest illustrans hoc supplementum : «itaque,
quum uu' — A A' et uu—AA',

ű ü'—uu — o,

unde pro m quamvis magnó fieri potest

ü u —

Pag. 172, f. 2 Bolyai scripserat «ac positiva <^X fuerít», hinc sub-
stitutum est: «ac omnium terminorum positive acceptorum summa rt»'<JA
fuerit».

e-hf
Ibidem f. penulHmo loco «si n non s i t< -rzr* scriptum est

e-hf '
esi » | > _

Pag. lyS f. 6 pro •/= "j^* scriptum est •/=»*<—^—».

Ibidem f. 8. pro

/̂fe k-+- X k h + ,

scriptum est:

I, Tornámon. I. . * *
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Ibidem y. /5, ed, I habuit aequationes sequentes:

et di
*"\ «+3

quae erroneae sünt.

Ibidem y. 16 et pag. iy^ transscriptio facta est ex praecepto auctoris
<Vide ed. I, errata pag. LIX—LXl.

Ibidem f. 4 a caice «n-hA-n» scriptum est pro «íi-t-xi».
Ibidem f. 2 a calce inseruiinus «1̂  et h positivisl».

Pag. JJ3 in nóta sub * ex. ed. I. pag. LIX addita :

„ p m « o ti I _ íj rt

f. I, pro " -- " scriptum est: « - »

j ' . 2, H «Accipitur» « « «Accipiatur».
•L e — « « — e

c J l « + 1 «+i
n «e—w negatív.» « « ««—e positivum».

f. 4 pro «maius negatívum prodit« scriptum est: «maius prodit» et
pro «verse negativo» scripsimus «verae positivo.»

* & ~^~ fi

Pag. /7 / , f. s P o s t ^ v v o x fidecrescens»> deleta est.
Ibidem y. / / a calce pro «posterioribus» scriptum est «postremis.»

Pag. 175, f, 6. Conclusionem : «summa seriéi tendit ad 00» addi-

dimus.
Ibidem f. 15 post voces «ut summa eorum» ed. I hsec habét: «si e

exponens seriéi qui ad a est, constans maneret, sit = aut |>6 . . . y» ;
item y. 18 post parenthesim erat: «sit = aut j> b<>. Haec mutavimus
ut sententia auctoris facilius intelligatur. Theorema in art. 7. propositum
aliter et sic potest pronuntiari: Sínt duo termini se in vicém excipientes
cuiusdam datse seriéi in genere u,t et u„ . et ubi e < i , positivum et a
certo quodam termino incipiendo non decrescens; si qualecumque quod-
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dam e supponatur constans, series geometrica construatur, cuius expo-
nens sit istud e, et si summa terminorum certi numeri huius seriéi non
fuerit minor quam numerus constans b, series data certe divergens erít.
At enim

=u„-hu„.e~\ \-uHe=u„
1—eet in de sequitur

un<b<
l—e

si igitur limes ~ , cum n infinite magnum fuerit, non érit o, series data
divergens érit. Sensu inaequalitatis huius est sumptum b in exemplo
pag. 176 allato; cumque porro identice sit

M d
l—e " ' \ uK

hoc criterium divergentiae idem est cum criterio pag. 177 exposito.
*• T

Pag, 176, f. 11 omissis uncinis et «= —» superfiuis simpliciter scri-

psimus « h — -h - > i « ; similiter f. 13 signo = substitmmus > .
Pag. 177, f. 11 incipit observatio ipsius auctoris, quam pag. LXXXVI

ed. I exposuit, quaeque bic videbatur inserenda. Theoreraa hic propo-
situm demonstratur pag. 588/9.

Pag. IJ8, f. 10 a calce. Propositio ab auctore citata singularis
casus est eius, qua hic usus est. Si spectes propositionem non esse
distincte enuntiatam, accipe hic accuratain deraonstrationem propositio-
nis ipsius:

Si

tum etiam

hvHI

80*



ADNOTATIONES paff. ly&'-ÜU.

excepto eo casu, si maximum valorem v, per v, notando sit:

[ - \ i-vmi-^ o.

Nam sit A/ quamvis magnum et qualecuinque, seinper érit

v>

quia pro eodem N

fieri potest.
Denotetur per v} raaximus valor cuius v,- capax est, érit:

hoc est, sí casum supra allatum excipias, íinita quadam quantitate minus,
et inde cum N ut vis augere liceat

Hl JW

^ 1,

quod erat demonstrandum.

(ío. Ad theorema generálé hic tractatum spectant sequentia
tom. I, ed. I, pag. LXXXVI exhibita :

«In opere hungarico dicto ipag. 154] aliter demon-
stratur.

Nempe si duaruin serierum convergentium tennini t et u
fuerint, summseque terminorum usque ad /-tum fuerint T
et U} atque t et T ab n (quod utvis augere liceat] depen-



ADNOTATIONES pag. íj8—8o. 637

dentia sint, £7vero et quodvis ipsorum u constantia maneant:
tum si —. 1, nempe pro dato utvis magnó N detur tale
n, idem pro omnibus dictis terminís, ut

t—« <JM ; N, adeoque / — u =/^ut

per f fractionem veram positivam vei negativam intelli-
gendo, atque Q scribendo pro 1 : TV; tum érit T-"~U\
imo si terminorum post tp sequentium summse (proprie
summarum liinites) fuerint r et a>, series ipsius u érit
£7-t-«at et series ipsius / érit T-+-1; atque

si / -^- 00.

Nam T— U tendit ad zero et tam r quam a limité o
gaudent, quum series convergentes sint; adeoque et r — <y
limité o gaudet, eritque 7+T—-£/-(-O>.

Quod 7 tendit ad £7, patet, si (in Eequationibus sequen-
tibus additisj

ti —Mi = / ipKi ,

h —«2 = /

tp — up =

columna ad dextram ponatur = x$U\ eritque

__ / i «i + / 2 uz -+- • • . -h/p up

Et si terminus in numeratore is, quo nullus maior est,
sit k, accipiaturque positive et realiter, columna ad dex-
tram non érit maius quam pkgü: U idest pk\N. Hoc
autem tendit ad limitem zero ; nam sit k =fkUh, hoc minus
est quam un, adeoque pk minus quam pui,, itaque finitum
pro dato quovis / est, N autem tendit ad 00, quum
N manente p et k utvis augere liceat; si ex. gr. pro dato
utvis parvo X accipiatur N\>pk:k, fiet pk-.JSJ^k; et
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si detur tale n pro quibusvis terminorum dictorum, accipi
maximum eorum potest.

Applicatum hoc ibidem est ad demonstrandum, quod

I + X - + - X

2 2-3 " •

limité eodem gaudent, si n ~-.00 et plura alia.
Sensit defectum demonstrationis ipse Bolyai, quando — in emenda-

tione pag. 635 f. 15 — sibi profecto conscius singulari cum gravi-
taté premit terminos residuos serierum tam constantium quam variabi-
Hum tp et itp simul, minores fieri debere quamvis parvo valore, qui cogitari
potest, dummodo / sat magnum sit. Demonstratio auctoris strictior fit
in applicationibus — in Tentamine una tantum invenitur applicatio
ipag. 179, 180), in opere Hungarico plures sünt; nam ubique in duas
partes dividitur eius demonstratio : ostendit quidem prius terminis resi-
duis serierum tractatarum tam constantium quam variabilium tp et up hm'c
criterio satisfieri, et postea monstrat summarum terminorum priorum/ —
numero finito — utriusque seriéi differentiam Tp—Up minorem fieri
quam valorem quamvis minimum cogitatum, dummodo paraméter
seriéi variábilis n maior sit valore quodam satis magnó, unde deducit

Tp-\-tp—{ UP-\-up\ '— o, si n ' - . 00.

Post hasc ad pag. 180 adhuc notandum est, numerum N ut et pag.
178 liquido apparet, in insequalitatibus primis non esse necessario unum
eundemque, sed posse occurrente casu etiam maiorem fieri quam f. 6.

Pag. 179, f. 6 a calce pro •-i^* posuimus «H--^-».

Pag. 181, f. 1—2 in ed. I sic habebantur : «tum pro illő m quivis
quotus eiusmodi (ut antea) fit <^~ér', adeoque et factum ex eiusmodi
factoribus est <J-ry-, quum N\>1 ponatur.»

Pag. /82 numerus XXXV in XXXVI est inutatus uti convenit.
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Pag. 184, f. I3signum = inter (1 + ~)""et (1+-£-)" supplevimus.

Ibidem f. 20 pro «1=^2-» emendatius scriptum est « l~2a ».

Pag. 189. Inde ab art. 2 ex instítuto nostro pro ti» ubique scri-
psimus «/'».

Pag. /92, f. ultimo in parenthesi « —i» erroneuin in « — 2» muta-
vimus.

Pag. iq4—i95. Bolyai pag. 195 inde a vocabulis «Datur autem pro
quibusvis real ibus^,^, cet.» mcipiendo logarithmi definitionem pláne ad
sententiam nostri asvi exbibet. At contra definitio «logarithmi elemen-
táris», uti pagg. 51 el 96 legitur, sicut pag. 194 a vocibus «Nempe
(pag. 51 et 96] est cet.» incipiendo exempla allata manifesto ostendunt,
omnino laxa, poterimus dicere, soluta est. Conclusio inde sequens, a
Bolyai silentio suppressa, est, hanc laxam et solutam definitionem
reiiciendam esse, (Cf. pag. 536 § 12).

Pag. 795, f. 4—$ nóta vocabulum «decies millionesima» pro «cen-
ties centura millesiraa.»

Pag. így et ss. Ed. I potentias functionum trigonometricarum hoc
modo notat «cos. xm, sin. #" . . . » In hac editione pro his ubique aut
«(cos. x)m, (sin. x)m . . ., aut «cos."1*, sin." x . . .•> posuimus.

Pag. 199, f. 5, pro <i(Fig. 17)» seribi debuit «(Fig. 17. bis).»
Ibidem f. 9 verso ordine pro «> ab aut <Cab» seripsiraus «-<ttb

aut >ab».

Pag. 200, f. ii vocabulum «inde» addidimus.

Pag. 201, art. 5, f. 1 vocabulum «superius» deletum est sicut et
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v. 3 deleta siint «C superius». y. 7 totus insertus est, sicut et f. 9
vocabulum «inde».

Ibidem, art. 6. y. r <>— e"*-'» deletum est; porro y. 7 exeunte pro
• £"'- '» scribendmn fűit «eM |-'ii,

Pag. 3o3, y. 2 menduin typothetse emendantes pro «log.» scripsi-
mus «log. '—31».

Pag. 204, f. 1 textus pro «príecedente» scripsimus «prEecedenti».

Pag. 206, y. penultimo quoad definitionem functionis absolutse cf.
ed. I, pag. LXII, tömi I et ed. huius pag. 593.

Pag. 207, y. 12 ex instituto «sequenti» scriptum est pro «sequente.»
Sequentibus versibus loco denotationum a Bolyai propositarum pro

commodo lectoris alias adhibere visum est, ita scripsimus :

y. 3 pro "J Q)x . . . W"/A-, . . .1

f. 4 • "fQx, y . . . rf:/ix, y . . .)

" •'XD*' y • • •idem

>'• 5 " d,Qxt v . . . </<*, y, . . .1
Porro notandum est in ed. I inter artt. 2 et 3 huius pagina? inserta

fuisse sequentia :
Interim ut Tyrones, partim per literas antepositas fac-

tores per superius ad dextram positas verő iquod etiam
fieri sólet tjxpoiiL*ntes intrlligerf consveti, minus confun-
dantur ; et partim tradciula clarius disL-ernendo iacilius per-
ciperc qui-ant : litcal diversas lumtiiíiiuni tormás ipsas
arcubus, penitus aut niafíis ininusvi', supni vei infra aut
circuuiLirta literam nuinerum aliudve signum clausis, deno-
taré ; e;t LUUI tletermiiiatione, ut sigmini ita inclusum per
id, quod clausum est, amittat vnii quidquam aliud prseter
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functionis formám denotandi, etsi non clausum aliudquid
denotaret.

Ex. gr. Q>, Q>, y..., (A)X, iA)x, (B)x, (F)x, {(7)x,
ía)x, [Ö\x, [fix, (u)x..., &ct functiones quasvis significare
possunt. Ita {s\x potest sinum arcus xy i & )x sinum versum,
[t)x tangentem, (§)# secantem, [S)x cosinum, ( í/i)x cosinum
versum, [T\x cotangentem <$})* cosecantem; quorum ple-
raque uno calami tractu seribi possunt.

Ita sí z sit sin*, arcus ipsius z per t'a,s\z, et si a sit
tangx, arcus ipsius n per \a,t)u ; ita log. nat.jy per {I)y,
log. vulg. v per \L\y, et numerus cuius logarithmus z estt

per (n, I)z, vei (n, L)z, denotari potest.
Haec omnia designationes in hac editione adhibitas spectantes omit-

tenda censuimus.

Pag. 2oSt sub 3. f. 1, mutató tantum verborum ordine seriptum est
•iam in A{x) substituatur x~\~i ipsi x».

r, . , • t ., j r ., A (x-hi)-A {x\ 'A) {x-hí)
Ibtaem f. 11 recte senbendum fűit «- ==— —* pro « -.-• -».
Jbidetn sub 4. erroneum «ipsi /» emendavimus seribendo «ipsi jr».

Pag. 2og, f. 12, pro «1^)3*—\A\ (3—2)*« scripsimus ut res postulat
«Afax)—A(2x)».

Ibidem art. 4 versu ultimo vocabulum «seriei«, quod Bolyai post
vocem «terminus» per oblivionem omiserat restituendum censuimus, hic
enim ubique «terminus seriéi generális» tractatur.

Pag. 210, f. 5, quae hoc loco in ed. I inter vocabula «generales» et
«denotentur» inserta fuere, ordine paulum mutató in f. 6 et 7 relegavi-
mus hoc modo: pro

*{A)mx—[A){m—i)x et {B)mx—{B) {m—i)x*

ex instituto nostro seribendo

BOLYAI, Témámon. I.
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a(mx)=A[mx\—A(itn—\\x)
b{mx)=Bimx\—B{m—\)x).

Tbidem ad locum ultimum nóta deKnitionem functionum absolutarum
et non absolutarum inveniri in ed. I, pag. LXII, sub III et in hac ed.
pag- 593-

Pag. 211•, f. 6, post "idem« inserendum censuimus: «et in serié

huius A(x\ termini omnes eodem signo gaudeant»; secus enim pro

ineequalitate U—A < -^ scribendum esset

T7 A 1 y^a\\x\^a\2x\^ — ̂ a \nx\
U~A< X"

Conditioni restringenti in functionibus hic tractatis intervallum o et
nx=a apte dividendo seinper satisfieri potest. Cf. pag. 611 sub III.i

Pag. 212, loc. penuitimo, posse n pro quovis N ita augeri, ut quando

-•J > o fuerit, quodvis ipsorum/, g, / / , . . . fig. 191 sít minus quam no-

minis eiusdem litera maiuscula per N divisa, et quidem pro eodem n,

etiam ex sequentibus manifestum fit. Pro y = /?x -h y et fo^fíx est:

h

et generaliter
u[mx)—a\mx\_ fi .

a{mx\ ~ <2tn—i)j3h
Tum ut fiat

(2m—i)fix-\-y ^ N
scilicet quod idem est

fix
sufficiet pro Z > o accipere
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sive

Si verő y=o est non potest tale n reperiri pro quolibet m ; nam pro

m>—— est
u \mx)—a{mx) __ i , i

a [mx) ~~ 2tn—i <=t'77' '

unde pro m substituendo •-*- sequitur loco conditionis pag. 213 f 6 a

calce indicatae sufficere «!>^—-—— accipi.

Si verő pro y=o sit n<,-— ( hoc est m<\ , érit etiara

u(mx)—a \mx) ^ 1

Na(mx) N

Notandum etiam in ed. I. ultimis Eequationibus pag. 213, interpositas

fuisse has imagmes transitonas «x:~ — *-—*—» et " ̂ ^ r ^ i f 8 ) quse

ut superfluas omissae sünt.

Pag. 212, f. 5 a ca/ce, post «sit» insertum est «et y = j3x-i-y*}

quapropter et in sequentabus ubique y est scriptum pro a; porro in f.
proximo et pag. 213 x intervallum est, quod pag. 209. per a eratdeno-
tatum.

löidem f: 2 pro «<J« scriptum est «non <J».

Pag. 2/6, loc 3 in ed. I constans litera k designatur, cui alibi ubique
c est substituta.

Ibidem, loc. 4, Peculiaris designatio integralium determinatorum hic
adoptata amplius non occurrit, itaque lectori nullám adferet difficultatem,
quapropter in hac editione non mutandain censuimus.

Pag. 2ij f. 12 vocabula «per 6A\x\ ÓB{x) denotatum» inserta sünt.
(Est hsec emendatio ipsius Bolyai ed. I, tom. I, pag. XXXVI exhibita.)

81*
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Pag. 220 f. y «suppositie» per errorem typothetíe mendosum írnita-
tum est in «suppositive.»

Pag. 220 f. 6 a calce «Summa verő coefficientis omnis . . . »
ihungarice: «minden eoefficiensnek»i soloecismus est, pro quo lege:
«Summa verő coefficientium omnium, per quos litera puncto insignita x
multiplicata est &.» Nempe hic derivata ipsius A (x, y, . . .), signis
consuetis scripta, sequens intelligitur:

dx ny dx*

Pag. 220. y. 5. Editio prima pro y*mx\ scripsit y*mx etc.

Pag. 22/, i. 1 et 2 litera x per errorem typothetEe istis functionibus
prsepostta deleta scriptum est a{x), relatíve a^mx).

Pag. 222^ sub /5 in fine «et idem quoad derivatam probabitur»
spectat ad f. 3—5 pag. 344, ubi legitur : «et derivata quoque sit summa
derivatarum quoad singulas variabiles acceptarum».

Pag. 223, y. 7 pro «M» scribendum censuimus «x». Errorem calami
vei typothetse fuisse suspicamur, sed non pláne manifestum est.

Ibidem y. 14. Bolyai tacite supponit, etiam differentialium seriem
convergentem esse.

Pag. 225, articulis in hac et sequentibus paginis sub VI exposítis
pro numeris literas prceposuimus.

Pag. 22-/, sub g) in editione originana sic ordiebatur auctor : «Si
terminorum plurium summa ad exponentem -p vum elevata sit deri-
vata £r. . .» Ex ipso tenoré contextus Hquido apparet pro «elevata»

scribendum fuisse «elevatorura», quod et ei substituimus simul vocem

«integrum» inserendo.
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Pag. 228, art. 1. Demonstratio htec non omnino valet, irríta enim
fit nisi series integranda absolute convergens sit.

Pag. 229, etiam hic singulis articuHs sub VII comprehensis pro nu-
meris literas prseposuimus.

Ibidem, art. d) y. 5, sententia clarior fuerit, si a verbis «per x
verő . . .» incipiendo pro iis, quas nunc leguntur, scripseris: «per tt-hx
verő distantiam puncti variábilis ipsius M a piano P intelligendo».

Pag. 2J0—23 \. Hic et ubique cuivis integrali et functioni primitivae
accensenda est constans etiam si non fuerit adscripta, ut ipse auctor
pag. 232 sub finem art. VIII, a) monet.

Ibidem, f. ultimo ed. I habuit: «Sólet hoc, quod óv sit = óós sive
Ó2s . . .<> ubi pro d seribi oportuisse «I manifestum est.

Pag. 232. 11 pro «fgt» lege «fgé» ; ubi etiam nóta ordinein ed. I
paullo mutatum esse.

Pag, 232 f. 12. Vocabulum «posita» post «constante» deleadum
censuiraus,

Pag. 232. In fine art. VII pro «f2gdí» seripsimus «fdtfgdU quod
facilius legetur.

Pag. 233, f. 2 a calce inseruimus «constante posito o».
Ibidem f. i3. Fig. 21 non convenit cum textu, itaque corrigenda

erat; sequabüitatis causa pro a est a positum.
Ibidem f. ultimo post «A(x)=o» additum est «pro x=a~-d« facili-

oris lectionis causa.

Pag. 234 f. 1—5 plures typothetas errores irrepserant, quos emen-
davímus. Habuit enim ed. I hoc loco: «érit
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x1

= ax — bx——, quod ipro x—a — b) est
-b ^——'-, et hoc (reducendo ad

denom. eundeml est

[a—b) [la—2b—{a—b) __ [a—bf
2 ' — 2 ""'

Ibidem in ultima asquatione art. £y pro « —» scripsimus «i—*» et
signo o = » substituimus «<=».

Pag. 235~23?, art. b). Exacta descriptio areae hyberbolae exposita
est pag. 237 sub c) in ultima sententia particulse prímás. Item soliditas
hyperbolas a piano circuli per af descripti incipit et extenditur in infini
tum in directione asymptotas, quae axis rotationis est.

Pag. 2J8, /oc. ultimo ed. I h£ec habebat:
«Nam seriéi summa tota esset (per 1621

<lu : 1 —— =
^ \ 2 I 2—u1

et
2M 2 « — Ul 2—Uz

u : 2—Ux 2U

-^-1 , dum a —o.»
Certe in hac expositione aliquid incongrui latét. Est enim series ex-

ponentium seriéi
u 2W 3«

TT
quorum quisque í>-r- qu°^I>"T' (quia M <

Itaque
H- -+- H— id est

2 4
esse verő
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manifestum est, quisque enim exponentium seriéi ipsius J est-^a, eoque
magis <;«*.

Pag. 23g f. 9 a calce post «log. z» adiecimus «-hconstans», quia
modus eruendi hanc constantem in sequentibus exponitur.

Pag, 240, f. 2 pro «o—{A)p=o—iB)p» scriptum est:

A[p)=B{p) et A(p)—B(p)=o.

Pag. 242^ f. ultimo pro «u=£v»t quod error calami esse videtur,
scriptum est: *a{x) — kb{x).»

Pag. 244, f. 5 et 6. Quae ed. I hoc loco habét, minimé conveniunt
cum prsecedentibus, et facile apparet aliquem latere errorem, pro «est
<-=-» enim ibi legitur «est <C-=-:li 7 1 = "T^ZTJ—rB; porro ubí f. 6

fuisset scribendum : «érit defectus <C —j"~ "^QB scriptum est: «érit

—ft).jjL

Pag. 244 et 245 tota evolutio huius exempli h) in hac editione differt
ab ed. I. Ibi enim iam ipsa evolutio termini }(i—x*)~~ aliter apparet,
nam ed. I. habét:

3-2 5.2-4 7.2-4-6

pro quo ed. II. recte sic seribit:
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2 2.4 2.4.6

1 x3 1.7 x* I.-Í.I; x7

2 3 2.4 5 2.4.6 7

Itaque denominator in calce pa#. 244 appositus est:

2 . 4 . . . 1 2 7 2 — 2 1 . ( 2 f f — I ) 2 2 " " ', p r o I 2 f f — I ) 2 . 4 . . . 2 Í « — l ) 2 " ' ~ r

quod re quidem idera est, sed fonna differt, neque cum praecedentibus
congruit. Nihil ergo minim est, si initio pag. 245 ipag. 214 ed. Ii error
ex evolutione seriéi ortus continuatur, et exponentem seriéi ultnníe

I 2 M - I I 2 1 " " '
• J' ( 2 M h l ) 2 « 2 l n + l

facit et < 1 ponit, cum < . debuisset poni. Haec in ed. II correcta
sünt, et prseterea pag. 245, f. 3. vocabulum «calculata« addi piacúit
luciditatis causa.

Pag. 248, c) Hic auctor motum rectüineum supponit, qui eodem
tendit quo vis ipsa agere nititur.

Pag. 251—253. Errores calculi vei calami, qui ipso Bolyai fatente
ívide ed. I, pag. LXXII) hic irrepserant, secundum indicationem ibí
datam correcti sünt. At in f. 3—5 a calce pag. 253 altér error atten-
tionem auctoris fugerat, ibi enim in ed. I. haec leguntur: «et si hoc
addatur velocitati priori, quam formula superior ad superficiem terra;
dat, prodit velocitas "finita ad centrum».

Applicando enim princípium de vi viva prodit

2 ar
id est;

v*= * na—r)-\- ö

a r
unde pro z=o sequitur ;
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v3 = —£- r {a~r)+gr.
CL

25Ó- Art. 1. Experimenta in hunc finem instituta satis prope
videntur accedere ad suppositas a Bolyai rationes; pro — scilicet ratio
prope -|- est.

Jbidem art. 2 clausulam (per reg. de tri) sequationi subiunctam de-
lendam esse censuimus.

Pag. 257, f. 6 signa — sünt apposita.

Pag. 262, f. 2, «ab» corrigendum erat in «ac»; et signis < ,̂ > shn-
plicia <C, > sünt substituta.

Pag. 26S, f. J pro — et -%-x quse in ed. I profecto per calarai

aberrationem irrepserunt, scnptum est -— et -3- x.

Pag. 264, f. 5 et sic etiam in sequentibus pro «a-Hco scriptum est
«X» quod lineam abscissse deuotat.

/bt'dem, f. 14. *<&M» denotat derivatam lineas quoad x.

Pag. 266, f. 1. p scriptum pro P mendum typothetse tollit. Con-
stractio sententiee a verbis «Si verő . . . » incipientis non satis lucida
est, sed illustrat eam sententia subsequens a verbis «Si ex. gr...» orsa. Con-
tinet scilicet enuntiationem isttus theorematis in casu singulari hic trac-
tato; scilicet centrum massee simul centrum esse virium parallelarum,
quas massis singularibus in punctis attractis sitis proportionales sünt.

Exempla pagg, 266—269 allata pro numeris, Hteris sünt signata.

Pag. 267 sub d) dexterae parti Eequationis ultimae signum >—< pras-
positum nec secus in «quatione sub ej duobus terminis postremis ad-
ditum typothetae errorem emendat. Abscissam centri gravitatis ideo prse-
cedit signum *-*, quia signum termini a -+• x in quovis puncto massae
negatívum est, dum <éM positivum est.

BOLYAI, Temamen. I. " *
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Pag. 272 art. extremo : «quo feriente oinnis partis huius celeritas o
fieri potest», scilicet si punctum, quod vis MDy impeílit, cum ipso per-
cussionis centro coincidat, sed directio eius opposita sit directioni motus
efíiciendi eiusdem puncti.

Pag. 274, y. 7, pro his in ed. I sequentia habentur:
«exponens coeff. semper -<|i est, et quidem in utroque
casu sive +- sive •—< fuerit k; nempe pro 4 - ) ^ > i , duo
proximi exponentes coelí". exprimi possunt pro u integro

k—11 k—11 — 1 , , , 1
per —-' et ' ; et reducendo ad denom. eun-

«-t-i i ( \ 2dem, patet priorem esse >> posteriore letiam pro u=oi
si verő —A>i, deinonstratum est, maximum exponentem
coeff. esse ipsum —k»\

Brevius hsec sünt exposita ut facilius légi possint, prascipue quod
versus citati non satis lucidi sünt.

Jbidem f. 14 «maximus» hic ad valorem absolutum referendum est.

Pag. 2jy, f. 3 a calce loco «k» scribendum erat «K».

Pag. 278. In ed. I aequationi in capite huius pag. appositae subiuncta
erat clausula: «(abstrahitur scilicet heic a determinatione + et ^
sensu pag. 371». Quoniam in hac ed. summa cum cura distinxímus signa
> <i et í><^, hanc clausulam ut supervacaneam omittendam censuimus.

Pag. 278, V. 12, ubi ed. I habét: a—fi=z—fi—M-t-fi——t.i, error ca-
lami manifestus est, quem itaque sustulimus.

Pag. 2S2, >. 10, affirmatio, «quovis dabili maius fieri potest" cum hac
restrictione est accipienda: nisi A^q\ et fí\q\ simul fu érint = o.

Thesis ipsa in opere Hungarico «Arithmetika Eleje« Ed. nova pag.
254 ita est exposita:

. ü v
d r « 7 ' i = 7>Í4-\~uv. s i - — o e t - • — o .' u v
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Pag. 284 sub Jj et pag. 285 sub 4. verbum «Est» praeposuimus.

Pag. 286, sub. 5. f. 12 pro cs2, quod in ed. I erronee est positura,
—cs2 restituimus.

Pag. 28j. In hac et in subsequentibus paginis pro «corda» ubique
scriptionem «chorda» adhibuimus.

Pag 289, f. 5 ante vocabulum «plagam» prsepositio «in» necessario
erat inserenda.

Quod definitionem «formse curvse attínet, ista in tom. I, ed. I, pag.
458 ita legitur:

«6. Passus hinc est cogitare: quid si forma aliqua ad
nullum sui punctum angulo gaudeat? dicatur forma eius-
modi fiuens; . . . 7. Ita facile conceptus formse fluentís
etiam cum exclusione rectas planique componitur: ori-
turque forma fluens cuius nulla portio recta aut planum
est, et dicitur forma eiusmodi curva.

Pag. 289, art. ultimo sic orditur: «Si lineae nulla portio recta «sit.
e talibus portionibus constare debet, quarum cuiusvis aut crescunt or-
dinatae aut decrescunt lad dextram intelligendoj.» Certe notatu dignum
est hanc thesim a Bolyai ut demonstrandam esse propositam, quamquam
demonstratio ipsa certo captioni innititur.

Pag. 289, art. 4. pro p scriptum est p, quod punctum rectae denotat.

Pag. 290, sub 3. loco p scriptum est P, quod hic punctum tem-
poris significatur.

Pag. 292, f. y, in ed. T per errorem calami aut typothetae est:
•nisi in convexee puncto . . .», ubi scribendum erat: anisi in concavae
puncto . . . »

89*
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Ibidéin sub 7. Quod in hoc art. exponitur, summa attentione dignum
est: datur scilicet demonstratio elementáris existentiae longitudinis arcus.

Pag. 294, f. /J, ed. I. lectorem ad pag, 230 remittit, ubi manifesto
typotheta erravit; ceterum hsec ex praecedentibus sponte sequuntur itaque
citatione non est opus.

Pag. 296 signa maioritatis et minoritatis > , < substituta sünt signis
|>, <J quEe ed. I. posuerat.

Ibidem sub 9. f. r pro: «atque ordinata» scriptum est: «atque ordi-
natis», quod sensus enuntiationis postulat.

Ibidem sub 9. f. 2 «érit functio differentianda (non ut anteaT sedi
in concreto data»; quid voluerit Bolyai his verbis intelligi, diserte ex-
positum est in opere Hungarico «Arithm. Eleje» pag. 257, art. ultimo,
ubi sic disserit:

«Ceterum notandum est functionem differentiandam,
si e. gr. longitudinem curvee A (x) significet vei aliud
eiusmodi, non ita evidenter dari, quam aream inter ordi-
natas, abscissam et curvam comprehensam, quando et ter-
mini seriéi incrementorum omnes sub oculos cadunt; sed
tantum eiusmodi quoddam variabile Z datur, ut Z-"~-A{x)
si M-^-OO, quando scilicet ubi demonstratum est ^"gaudere
limité, hic limes itidem in certam formám redigi potest,
sicut area memorata ; et fit functio asque independens ab n».

Notandum prseterea omnia sub 9. hic proposita contineri ea condi-
tione, ut y et y eadem habeant signa praeposita ; ideo in >T. penultímo
inserta est prsepositio «pro», quod itidem factum est sub 10. f. 3.

Pag. 298, f. 7., post «a et b» ed. I. addit: «nam ft>b (p. 261),
y"-hk>y'-\-K\ quia A>-/.", atque y~st-X>y'*. Hsec sane omnia vera
sünt, sed ex iis nequaquam sequitur thesis praecedens, quse tainen ex ipsa
figura inodo sat noto verificari potest. Ideo addita heec clausula de-
leta est.
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Pag. J02, f. 8 et 9 Constructio sententiae obscurior est quidem, atta-
ínen facüe intelligitur, quid voluerit auctor dicere his verbis «aut verő
abscissa (post * = i i a o crescens accipi poterit», scilicet ait x—\=y
posse positivos valores suscipere a o semper crescendo, quod idem ex-
primit subsequens «aut labscissa) ab # = 1 usque ad . , .»

Pag. JoJ, f. 4—6. Hic sicut et in figura 38—va dimidium x etiara
per x designatur.

Pag. Jo?} f. 11 a calce pro «aut» scriptum est «nec».
Ibidem y. ultimo pro «secundae» scribendum fűit «secundi».

Pag. JoS, f. ló a calce. Praspositio «per» manifesto errore calami
omissa inseri debuit.

Pag. Sog. sub b) f. 4. vocabulum «axi» (se. abscissarum) necessario
inseri debuit.

Pag. J/o f. ultimo •—t scriptum est pro 4-1-

Pag. 3i2^ y. 7 «respondentes» erat scribendum pro «respondens».
Ibidem f. o exponens — addi debuit ín formula «d'íx*—x*).»
Ibidem f. f. 11 et 12 substituti sünt iis, quse in ed. I sic habentur:

«ubi factor prior ^ est pro valore i-t» vo ipsius
\ x2—#4, posterior autem »—< est; nam reducendo ad deno-
minatorem eundem, et terminum ultiraum per x2 divi-
dendo fit. . .»

Pag. J/J f. j vocabulum «patet» additum est.

Pag. J14. Aequatio secunda huius paginee in ed. I ita stat:

,a _ 6x—2 1.3**—2X''
2 yfx^—x2 2 Vüc^-
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quod profecto erroneum est. Error hic calaini propagatur per totum
exemplum, quapropter etiam sequentia hoc errore contaminata trans-
scribere oportuit.

Pagg. Sió et J20 de diversis relationibus est serino, quapropter figu-
rám 49 utrique casui conformiter bis delineari curavimus.

Pag. S18, y. 7 pro «ostenduntur» scriptum est «ostenditur».

Pag. J20, y. 10 a calce vocabuluin «positivum» in ed. I. omissum
insertum est.

Ibidem \. ulti ma titulus sepulcri Jac. Bernoullii pauluin mutatus
est; habetur enhn sic: «Eadem mutata resurgo». Vide: Jac. Bern. Opera,
Genevse MDCCXLIV ; pag. 30.

Pag. J22, >. 2, litera m nu in erűm certum denotans, porro y. 13,
terminus finalis Af<x-h<.><"' itemque i . 17 ín parenthesi terminus ultimus
Mx'" additi sünt, quo facilius hasc légi possint.

Eadem causa y. / pro «ut» scriptum est «adiecto» et verbum «esse»
e y. 8 in v. 9 est transpositum.

Pag. J2J y. J «maximum» in «minimum» debuit mutari sicut et in
tribus inasqualitatibus subsequentibus <J in |> erat mutandum.

Pag. J2J, sub 2. In opere Hungarico saepius citato pag. 329 y. 9
a calcei demonstratio aliquamdiu concinnior fit.

Pag. J24 v. j , brevius et concinnius vocabulum «ubi» positum est
pro circumscriptione: «nain dici potest.»

Pag. J25, f.ya calce et inde porro Mpií} A^+I scripsimus pro
(p-\-i\*M, i/H-n*iV editionis primse, ut facilitati lectionis consulemus ;
nam Bolyai certe noverat significationem indicum ívide pag. 208 f. 5.1
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et supponi potest nonnisi dificultates typographiae obstitisse, quominus
iam anno 1829 indicibus uteretur; in additamentis posterius impressis
iáin ubique apparent.

Pag. 327 f. 1, pro o ed. I habét a (error typothetasi.
Ibidem sub 4. f. / «exemplum prius allatum» ad evolutionem seriéi

ia-\-xf refertur, quas pagina prsecedenti tractata est.
Ceterum ex hac pagina et sequentibus apparet Bolyai non novisse

quam vim habeat ordo factorum in seriebus infinitis, quod tamen ei, si
rationem temporum habeas, minimé imputari potest.

Pag. JJS} y. 8. Vocabula «solummodo tales» inserta sünt, quum ex
totó contextu liquido appareat hasc nonnisi per errorem calami a Bolyai
omissa esse.

Ibidem y. u . «positivus» insertum est; item f. 5—6 a calce idem
vocabulum est additum.

Ibidem y. 2 a calce «pro 10 positivo et <d2 9 scripsimus loco
w < "-» nempe w per errorem calami loco a irrepsisse patet lart. 2,
y. ultimoi.

Pag. J29, art. ultimo. Si quis planius ac paene pedetentim ratio-
cínium hic expositum prosequi velit, sic pTOcedet: Quum sit

sitque ö'<J—, sponte sequitur esse:

< <-2 2

at habemus etiam
a'*
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itaque summa omnium negativorum in seríe ipsius log (1 + Ű ' I , scilicet:

quod etiam ita
Est certe :

si:
a
2

hoc est si

poterit

^ a' i
****. f T

A

deduci:

fi ,4 ,6

2 "> 4
 + 6 +

" • " , *>

8

,*
4

- J>-- , ubi o < t 2 < - vei ű = — •
2 411 — a'i 3 3

ubi w positivum est et <C2. Dividendo ergo per a inasqualitas ipsa
hanc novam formám induet : ipag. 229 f*. 5 a calcei

1 . (2—(úf i i _ (2—a)*\

2 ' 4 • 3 ' \ 3 a '

A . i- . a , a' • , ^, 2
At ahoquin — <^- , quia nempe a <*,— •
Habemus ergo pro summa omnium negativorum

,2 ,4 ) 6

a a a _ ,* 2 ,
2 4 6 3

1 . 1
y. 9 pro errato -- poni debuit " et ibidem y. /0 pro

2 . 1 3 3
erroneo positum est

Ibidem y. 7 a calce loco «/-ti» rectius scriptum est M/H-H-ti.»

/'a^-. JJj- sub 7, y. ^ ed. I «eriterii elegantis seriéi oonvergentis»
cum ipse Bolyai in Err. pag. XCI agnoscat, hoc eriterium nonnisi ad
divergentiam referri, in «criterii« mutatum est. Eadem de causa y. 3—4
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eiusdem articuli pro: «atque nuH-—-o dum n —• oo, tum series cón-
vergít, et si prius non est, series divergit (pro terminis decrescentibus)
plenius scriptum est: «atque non sit n. u„—-o, series divergit.»

Hic quoque et in sequentibus pro u*tt semper uH est positum (v.
antea adnotationem ad pag. 325).

Porro quod pag. 33$ sub 9. in ultima enuntiatione articuli in ed. I
dictum erat: «Per criterium seriéi convergentis Oliverianum autem
- — — ^ — r-^o. Consequ. series dicta convergit,» ex eadem causa
(4*1—3) (4«—íj H

in hoc mutatum est: «Seriem dictain convergentem esse ipag. 243
et 341) demonstratur.»

Postremo pag. 336, f. 8—9 scriptum est: «Convergit autem series
ipsius î — i)'f ut ex additamentis patebit»; demonstratio verő falsa con-
vergentise deleta est; nempe omnia illa quse post f. 8 in ed. I. haben-
tur íscil. a vocibus: «Nam 1142) signa . . .» usque ad: «atque series
convergit (302)» pagg. 305 et 306, itaque tota fere pagina) omissa sünt;
nituntur enim theoremate Olíveriano ab ipso Bolyai iam retractato.
Seriem verő fi — íY pro positivo e convergere e theoremate VIII pag.
589 patet.

Est enim:
Un _ n—i—e

u^r n
Ibidem f. u nfactum nu„» est positum pro»factum superius».
Pariter omissum est quod pag. 337 sub 12. J ^ . 6 3 calcepost r-- .eo

in ed. I habebatur: «atque si R-^o series convergit» Denique ver-
sus quatuor art. 3 pag. 308 ed. 1: «Conversim quoque, si n.u„--*o,
series convergit. Nam sít n~r\ érit r.uT— o, sed r.ur$>JZ; itaque
/ ? ' - ^ o ; consequenter series convergit.» omissi sünt. Eiusdem paginae
f. 7—12 e pag. XCI tömi I. editionis I sünt desumpti.

Pag. 333, f. 8 a calce vocabula «negativo et» inserta sünt.

Pag. 334 in fine art. 8. designationes «c,, £• insertse sünt.

Ibidem art. 9 f. 2 scriptum est z=i— a pro z—i=a, similiter

BOLVAI, Teniamen. I.
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y. 3 et 7. pro i scriptum est z\ quse nonnisi emendationes errorum
calami sünt.

Pag. 33g y. 12—/# ita sünt intelligendi, quod est

ct sin z cos.z
dcotgz —i:sin.*.z'

eodemque modo et reliqua.

Pag. 343, y. 13—15 non satis clare exprimit v et x posse esse inde-
pendentia vei coniuncta.

Pag. 344, y. 7 n\x,yi« positum est pro «•F\x^y\» quod apud Bolyai certe
error aut calami aut typothetae est. Sane hic Bolyai locum <x, yi per X
voluit desígnare, docuinentum eirni iam pr^esensisse modum conceptionis
recentioris íevi.

Pag. J46, y. 5, clausula «ut supra dictum est» ad ea refertur quse

Pag- 3*3 SUD h) exposita snnt.

Pag. 346—348 suh 2. allata exempla non numeris sedliteris distincta
sünt. Ibidéin emendando errores tvpothetarum pro Fig. 49 et 50 sub-
stituebatur 49* et 50*.

Pag. 3i<). Functum p in ed. I. litera p erat designatum ; ita etiam
in paginis subsequentibus.

Ibidem *'. u/ttmopost «eadem» clausula ^per Fix)=fix\ et W/^*)=«(/'xi|
deleta est.

Pag. 351, x. /, verbum «sit» ut abundans deletum est.

Pag. 352 sub 3. in fine clausula «exceptis singulis punctis (pag. 3071
allatis» addita est.
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Pag. 353—5, Determinationem centri et radii curvatura; sine ulla
mutatione repetiviimis, quamquam calculus quoad signa determinativa
radicuin quadratarum concinnitate necessaria caret. Similiter immutatum
reliquimus f. 10 pag. 355. quamquam proprie ad sensum pra;cedentium
tantum sic liceret scribere

V

Sed ex hoc tantum sequeretur esse

Pag. 3$3% sub 5, f. 3 post «sint», deletum est «pro«.

Pag- 355, f. 7 pro erroneo a positum est b.

Pag. 357 ff. 3—4 pro x scripsimus z ut facilius légi possit, in fine
verő paginae et pagina sequenti x non mutavimus.

Jbidem y. 11 signura — errore calculi omissum apposuimus.

Pag. 35g. Literae % \, I, tam in contextu quam in figura pluribus
in locis in ed. II permutatas sünt.

Pag. Pag. 36o—3JI Expositio calculi variationis apud Bolyai in
forma etiam pro sua íetate non satis perfecta apparet, et pars generális
preesertim ideo est obscurior, quod nec ratione problematum calculi
variationis et nec quoad integrálé tractandum quidem conditiones acces-
soriae singillatim memorantur; harum posteriorum in parte generáli
unico tantum loco fit brevis mentio ipag. 361, art. i, y. 2: «atque ex
hoc et data condicione eruitur Y«). Ceterum mens totius pertractationis
perspici potest in exemplís, prsesertim in primo, ubi conditioni arese
datae modo pereleganti et novo ita satisfit, ut loco abscissee ipsa area ab
ordinata attacta inducatur pro variabili independente, itaque integrális
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tractandi limites fiunt o et area data. Alias conditiones quam fixis limi-
tíbus expressas Bolyai non tractat.

Pag. 36/ in asquatione prima et sub finem art. 2 loco
scriptum est f(Mo -+- /"Wrjj, nam omissio signorum f manifesto errori
calami tríbuenda est.

Pag. 366. Disquisitio de linea brevissima in spatio, data area inter
lineam et perpendiculares ad lineam abscissarum extremos atque ab-
scissain, omnino erronea ideoque tota oniissa est, quare etiam in exem-
plis primo et sequentibus vocabula «prius» et «ut antea» delenda erant.
In opere ípso omissa bic sequuntur:

Si verő non supponatur lineam in piano esse : derivata
quoad x longitudinis lineas in spatio (pag. 268} est
V i-híiiyf-hföz)2, cuius differentiale est (pag. 314)*

{i~i-{i}y)*-\-(ilz)')~2 dyviy .x -h (1

patetque ut prius, quod si tam

y quam (

= 0 sit, tum maximum minimum ve possibile esse; si
nempe tam pro ro quam pro — a utvis parvo íncremen-
tum reliquum simul positivum aut simul negatívum sit;
non superatur enim a prioribus istis terminis.

Dicatur P ut supra factor, per quem W2v multiplicatur,
et N dicatur factor, per quem Wy multiplicatur, sed in
quo ut factor eljy non adest; ita coefficiens ípsius d2z
dicatur P, et N' coefficiens ipsius siz.

Erit hic

N=o, et / > =

* In hac e'l pag. joo, ic^p. ^4.
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ita
N'=o, et / > ' =

Erat autem
N=i)P, ita N' =

consequenter

adeoque /* est constans, sit = « ; ita P constans est,
sit = ó . Atque hinc

P (i-h(ely)*H-(W.2)2) '%éy a o[y
adeoque

b eb
Í* j o. J ,< ,

nempe
ir=j. constans.

Unde patet lineain qusesitam in piano esse ; concipia-
tur nempe planum p' secare in recta x planum p, in quo
ordinatas y accipiuntur; sintque Y et y in p ad x e pun-
ctis g, g' perpendiculares, respondeatque Z ipsi Y, et z
ipsi y; érit pro constante a,

et pro F—£y, erigatur e fine ipsius jc=y a d / perpen-

dicularis — ^ ^ ; érit a et finis ipsius -\— cum fine ipsius
^" in recta, atque g, g', et fines ipsorum —,- et ^ erunt
apices rectanguli. Ita si tertium punctum g" accipiatur, patet
rectam ex g" per finem respondentis z ductam esse priori-
bus parallelam et cum piano p angulum eundem efficere.

Potest etíam z= y ita esse, ut a = 0 sit, adeoque
Z in p cadat; atque potest in integratione constans arbi-
traria c addi ut sit z=o.y-\-c, adeoque planum ad distan-
tiam c ipsi / parallelum.
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Pag. 366 in fi ne exempli i. Bolyai omisit constantem íntegrationis;
patet enim pro valore eius o accipi posse.

Pag. 368 y. g vocabula «quam denominatorem» suppleta sünt.
Porro v. /o—12 quse mutata sünt omissioni partis exempli primi

respondent, deleta sünt nempe: «ut antea» y\ 10 a calce, «item» y. 11
a calce; ibidem y. 14 a calce pro «derivata quoad x» errorem sane
caíami einendando seriptum est oditferentialew; f. 12 a calce verő «et
ccefficiens ipsius *)z dicatur N' et P' ccefficiens ipsius tfz», additum est.

Pag. 36S sub linem art. /. emendatum est in
s J 2ry 2f

Pag. Jjo, y. 5 pro «Ijy seribi debuit y.

Pag. 3/o> y. 9 pro^ ponendum erat Wy.
Pag. 3/i, .sub 5, y. jt «exemplo allato» seriptum est pro «exemplis

allatis."
Ibidem in aequatione ultima art. 4

est seriptum, prgeposito signo /, quod in ed. I deest. (Juod sub finem
art. 4. dicitur «et superius dícta sequi patet» ad ipsam illám aequationem
refertur, quse pag. 363 titulum "Exempla» prgecedit, secundum quam
in hoc casu pro statu maximi et minimi

Q
esse debet.

Pag. 3/3 f. ultimo «aut b praeter 1» insertum est.

Pag. 3y$y f. 10 ad mentem ipsius Bolyai pro = positum est =3.
Ibidem y, /3 «subiectEe» mutatum est in «subiecta« ut concinnitas

dictionis postulat.
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Pag. 3/6, f. 3 «id est» insertum est.

Pag. 3?y, f. 7 a calce pro «ipsi px=o» positum est: «ipsi px re-
spondentein =o.»

Pag. 3?Q, f. ultimo pro •infrorsum Hscriptum est «deorsum versus.»

Pag. 38o, f. 10 a calce vocabulum «idest», porro f. 9 et ultimo
«H-á» est additum.

Pag. 388, f. 7 et per totum exemplum ubique ^ est posituin pro
g [pag. 248).

Pag. 3g/, exempli m) asquatio ultima erronee habuit in ed. I a lseva
parte - -y — , ex quo deinde etiam ultimum resultatum 11.359 + 5 + ^ -
quoque falsum fiuxit.

Pag, 392, f. 3 a calce ad mentein pag. XXXVI «Erratorum» addita
sünt hsec : «nempe S~CT \pag. 48) fit = T pro C= 1.»

Pag. 395 a capíte in ed. I. denuo «§.39» habetur, quod sicut etiam
signa §§ sequentia usque ad §. 40 delevimus, substituendo seriem nume-
rorum a 7. usque ad 16-tum.

Pag. 3gj, f. 3 et 4. Pro his ed. I. habebat:

«d(x)=^(x—ei.n-(í=o), si primi gradus fiat d(x)=o.*

Pag. 3$8 f. 3 a calce vocabulum a Nempe« ut superfluum deletum est.

Pag. 402. Colis in ed. I. appositis numeralibus distinctis literas aj bj ...
prasposmmus.
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IPag. 408, f. Q a calcc ed. I. habuit: «adeoque radix inter 3 + 2 et
1 est», ubi certe 1 loco 4 positum typothetee error est, itaque quum
revera duarum radicum altéra inter 3 et 3 -+- n , altéra inter 3-i- 2 et
4 sit, scribendum duximus: a adeoque radix inter

3H- l et 3+í ± ~
est.»

Pag. 409 pro f. 10—13 hasc habebantur in ed. I :
«Si — M ccefficiens negativus maximus sit; et idem

— M sit coefficiens termini m-ti 'haud numerato primo 1;
érit terminus /«-tus =—Afx"""».

Hunc ipsum terminum ?«-tum simul et primum terminum negati
vum esse functionis f<x\ Bolyai oblítus est indicare, nos modica inuta-
tione adhibita hoc ipsum significare simul rem ipsam concinnius expo-
nere voluimus.

Jbidem f. 15 pro «simul cum illő» scripsimus «usque ad illum«(

qu£e modice inutata elocutio facilior érit intellectu.

Pag. 414—5 exempla non numeralibus sed literís sünt distincta.

Pag, 4/6, y. 18, iq, locutio «et signa H-, — eadem sint in numera-
tore» secundum praeceptum ipsius Bolyai pag. LIII erratorum dátum
inserta est.

Pag. 41J. In aequationibus ad calcem pagina^ appositis, stellulas,
quae propter difficuhates typographicas in ed. I. solummodo capitibus
columnarum erant superposit£u, singulo cuivis coefficienti superposuimus,
itaque dictio : «ubi stellula cuiusvis columnaí numero cuivis superposita
cogitetur» ut supervacanea, omittenda erat.

Pag. 418, j . 6, «Nempe« ad Eequationes ad calcem pag. 417 ap-
positas refertur.
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Pag. 421, f. 7, «deesset» correctum est in «deesse.»

Pag. 425, f. 5 «ex» emendatum est in «et».

Pag. 425, j . 7. Bolyai tantura oblitus erat indicare valorem quse-
situm non inodo integrum, verum etiam positivum esse debere; ideo
vocabulum «positivus» inseruimus.

Pag. 428 sub 6. f. 3 clausula «numero 3 maiorem» inserta est.

Pag. 429, f. iS a calce «si« in ed. I. omissum supplevimus.

Pag. 4Jo} f. 8, f. 20 sicque etiam in pag. subsequenti signa \> <J
applicuimus. Etiam Bolyai valoribus absolutis applicat signa maius, mi-
nus, neque expresse monet a et b etiam diversse determinationis esse
posse, et restrictionem, quae postulat a, b, respective a, b, . . . omnes
positivos esse debere tantum ín art. ultimo pag. 433 introducit.

Pag. 4J2, f. 7. pro «-jf» posuimus «-A» (vide ed. I. Errata p. LIII.)

Pag. 4JS, art. postremo, f. 1 vocabula «omnibus positive acceptis»
inserta sünt, ut congruat cum eo quod Bolyai in ultirao huius art. f.
monet; «et a positive accipitur.» Et quoniam Ín fine pro a posita sünt
af b, . . . pro «accipitur» scribendum erat «accipiuntur.»

Pag. 442 sub ig. f. 4 per errorem calami «ad lsevam» erat in ed. I.
scriptum, quod, ut opus erat, in «ad dextram» mutatura est.

Pag. 444 in ultimis duabus aequationibus nempe in terminis genera-
libus exponenti literas a apposito «n—2{A» substitui debuit «« — 2^-4-1»
ut error typothetae corrigatur.

Pag.446,$. 7pro *— bx[IK'— / 'Á> substitutum est «öx(Hl—Hl')*.
BOLVAI, Teniamen. I. 8 4
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Ibidem >. S «—01» mutatum est Ín C+Í.J»; praeterea inserta sünt vo-
cabula «signi ratione non habita.»

Pag. 446—8. Propositionem veram esse Bolyai pro positivo a de-
monstrat si b=\ est; attamen applicat eam etiara si a negatívum et
b > 1 sít.

Pag. 447, 20. Satis notum est algorithmuin Bolyaianum etiam a
vv. ill. Farkas, Königs, Nettó et aliis tractatum esse.

Pag. 448, v. 1 et 4 in partibus laevis sequationuin -j-< est ubique po-
situm pro H- iquod typothetae error erat.

Pag. 448, y. 8 1—> positum est pro -h (eadem de causai.

Pag. 448, y. 9 «inde ab secundo» insertum est et pro «aut« «sive»
scriptum, quod dictionem concinniorem reddit.

Pag. 448, y. rJ 1« J, - substituimus pro « , ^ Jf

quod typothetae errore irrepserat.

Pag. 449, y. 10 a calce «primo yf omisso» insertum est 111 concin-
nior fiat dictio.

Ibidem, y. 4 a calce concluditur «atque si m par sit, radicali nega-
tive accepto prodibit radix aequationis

x'" -+- x — a — 0.11

E prasmissis hoc non sequitur, nisi de «radicali primo negative ac-
cepto" agatur. Sed ut e >. q—10 pag. 448 apparet Bolyai algorithmuni
1—>V a<—1| ni—>l ... habuit prae oculis ft propositio alioquin etiam vera
est, ut Neíto Math. Ann. Bd. XXIX, pag. 1471 ostenüit, si a positi-
vum fst; imo demonstrari potest hiinc iilgorithtnum tantum si <i=i sít
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non tendere ad limitem, dum in omnibus aliis casibus letiam si a com-
plexum siti dummodo valor "yfa apte sit determinatus, ad limitem per-
ducit, nempe ad radicem íequationis.

Pai- 4S^> t- -3 a calce clausula mpag. sequ.)» ad exempla pagg.
455—6 sub aj et ej allata refertur.

- 455\ f- J — 2 Pfo «monetain» scribendum fűit «monetas.»

PaS- 457- Quüe hic initio tj 43 promissa sünt, in additamentis verő
nihilo minus desunt, testantur Bolyai in animo habuisse supplementum
addere operi suo; at hoc consilium non est exsecutus, sicut Bolyai (in
fine Tom. I, ubi «Egy kis toldalék a Deák első kötetéhez» inscriptar
accessione pag. IV, loco 21 scribít: «ob penuriam argenti».

Pag. 458, ante f . y a calce e d . I h a b u i t :

«seu ~ -- j , id est .- --^_-->, nempe sx>fi»

quod omisimus.

Pag. 45Q y. / in ed. I sic legitur: «Itaque pro m pari et t—1 vo /
quoque, poterit per . . .»

Pag. 460 y. 9 a calce ultima vox «datur» suppleta est,

Pag. 46/, y. 2 «1—14&» est scriptum pro «—b».
Ibidem f. J—4 inEequalitates ibi occurrentes in ed I ita erant ad-

scríptse:
b X b

Ibidem, y. 6 pro ***-* sit» scriptum est *t positivum sít.:
84*
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Pag. 462, f. /J, «Sint» emendatum est in «Sit».

Pag. 46J, y. 9 a calce voci «perpendiculis» quod error typothetse
deformaverat, substituta est fonna recta: «perpendicularibus.»

Pag. 468, f. 5—6 a calce «nusquam» scriptum est pro «nuspiam»,
quod non est Latinum.

Pag. 469, y. 7 vox «valor» vocabulum «ubique» praecedens super-
vacanea erat ideoque omissa est.

Ibidem vocabula «positivum» et «negatívum^ perperam posita per-
mutata sünt in fi'. /_$, /ó et iS; V. 17 verő termino m sin. mz signum —
in ed. I omissum praepositum est.

Pag. 472, § 44 post verba «addenda sünt» reliqua, quae in ed. I
sequuntur nempe

«ceteris in quantum instituti ratio permittit, tomo
secundo reservatis; quum in hoc adhuc generális con-
spectus Geometriáé exponendus veniat, ut arbor utraque
corradicata § 91 delineetur»

omittenda censuiinus. Nos enim omnia, quie ad Arithmeticam pertinent
in tomum primum recepimus, omnia verő quaj geoinetrica sünt in
parte altéra prodibunt.

Pag. 4/4, y. 7 a calce scriptio mendosa lapellari» emendata est in
• appellari.»

Pag. 479. Quae hic >de beatitudine» le^untur in ed. I. pagg. XXXIII —
XXXVI erant exposita, et inde sünt desuinpta. Ceterum Bolyai quuin
animadvcrtissct in prima patina introductionis vocem "brachiis» per
errorem oinissam esse et hoc annotavisset, huic observationi elucubratio-
ncm A. subiiinxit, quuni intc^rain hic inseruiinus. Vocem «brachiis»
suo loc<» pag. 5 sub 2, >. 2 apposuimus,



ADNOTATIONKS pag. 481—51J, 669

Pag. 481. Quse hic sub B. de proportionibus, logarithmis nume-
rationeque Arabica sequuntur in ed, I. pagg. XXXVIII—LII conti-
nentur.

Initio huius sectionis in ed. I, Bolyai enumerat eas partes «tenta-
minis» quas tyrones stúdium primum ingressi omittant. Hasc pro ratione
huius editionis omittenda censuimus.

Pag. 482 vocabulum «fit» in fine y. i. ut superfluum omissum est.

Pag. 489, f. 3 a calce «(—21-tuplicata» est scriptum pro «I—1)-
tuplicata».

Pag. 491 art. penultima in ed. I.post vocem «applicationibuss lector
per clausulam «in tomo sequente» minus praecisam habuit indicationem,
quam per citationem substitutam «pag. 512—20 et 569—81.»

Pag. 492, f. 9 pro «nempe» interposito puncto scriptum est «Neinpe».

Pag. 495, in editione prima his verbis desinit:
«Operationes, et reliqua, tomo secundo reliquuntur». Cum nos ope-

rationes et reliqua in hunc primum tomum recepissemus, híe voces
omittendae erant.

Pag. 496. Quse hic sub C. et Pag, 512 sub D. sequuntur, in ed.
I tomo II pagg. 336—356 continentur.

Pag. 5/5 sub IV et V vide ed. I. tom. II. pagg. 377—379-

g. s/6, $. 2, f. 4 «Est» scripsimus pro «Erat (Tom. I, pag. 162)»
Indicatio uncinis indusa omissa est, occurrit enim mox iterum in pag.
sequenti suo loco. Huc proprie non pertinet.

Pag. 517, f. 11 pro ifTom I. ibideml» scriptum est «(pag. 1871»
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Pag. 51S in sequatione tertia ultimus terminus nominatoris ut ratio
calculi postulat in «— T f» erat mutandus, itemque art. 3 pro «10 millió-
nibus» scribendum erat «100 millioníbus».

Pag. 521. Tota heec sectio E. inscripta desumpta est ex Ed. I. Tom.
II. pag. 402 et Tom. I. pag. CXVII.

Pag. 522, y. 2 indicationes ad Tom. II remittentes non constant itaque
omissae sünt.

Pag. 524. Sectio F. inscripta ex ed. I, Tom. II. pag. 357—371 est
desumpta.

Pag. 524, §. /. in Ed. I. sic orditur:

«Tom. I. pag. 23> uki definitio multiplicationis prius
oritur pro $ 20 et 21 debuisset Sj 19 et 21 citari; imo
citata repetere clarius fuisset. Potuisset autem a definitio-
nibus proportionis Tom. I. pag. 65' datis incipiendo ha-
rum asquivalentia cum prius data deinonstrari. Sed gene-
ralissima . . . »

Loco citato qui in hac editione pag. 40, § 26 continetur, emendatio
indicata iam facta est, itaque hanc dictionem omisimus ; sed et sequen-
tem dictionem ut supervacaneam in hanc editionem recipiendam non
duximus; pagina citata eeterum in hac editione 75-ta est.

Pag. 52O, 2, >. 12 Íinperante grammatica pro «iidem» seribi debuit
«eadetn», se. eadem m pro iisdein certis B et D.

Pag. 52S, §. 5. Huc respiciens Bolyai iTom. II, pag. 401, f. 7—3
a calcei haec adnotat:

«Regula data, in arithinetica púra, aut ad purain reducta,
dara est: si verő heterogenea in concreto accipiantur,
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regula (Tom. I, pag. 122, i) data simplicior est. Atque
non negatívum solum, sed et mixtum radice gandet.»

lbidem f. /o, pro «negativo 1» lucidius est quod scripsimus «nega-
tiva unitate.»

lbidem f. 6 a calce pro citata pag. 85, editio prima perperam
habuit pag. 79, quse in hac editione paginas 91 respondet.

Pag. 5 J J . «Unum adhuc casum notare licet; . . . » Bolyai hic
differentíam inter communes regulás multiplicationis et divisionis et
inter suam deíinitionem proportionis (pag. 528—9) demonstrat.

5->8 >'• a a calce pro « I I : ° = I » scripsimus *V:o=A*.
Idem fecimus pag. 543 in dictione penultima.

Pag. 540, sectio G. inscripta ex ed. I., Tom. I. pagg. LIV—LVIII
est desuinpta; titulum «Relatio brevis additamentí antecedentis» ipsi
praeposuimus. Ibi verő hsec relatio erratis erat subiuncta hac introduc-
tione interposita:

«Notandum etiam est: quosdara conceptus in tomo
primo traditos, ad finem tömi 2-di clarius simpliciusque
expressos esse ; quod cum ex indice omissum sit, breviter
referre pro iis saltem, qui nonnisi primum tomum habe-
bunt, haud supervacuum érit.»

Pag. 543 post f. 4 in ed. I. additum erat: «Neque N-=.M ibidem
excluditur» ; quod omissum est, huius enim correctionis in hac editione
iam habita est ratío.

Confer praeterea ad hanc paginam etiam pag. 552, art. 1.

Pag. 544. Dilucidatio hsec nova H. inscripta pagg. LXXVI—LXXXVI
tömi II, ed. I continetur. Bolyai hsec notae ad unitatem spectanti inter
errata ei occurrenti subiunxit, ideoque iis titulum «scholion» praeposuit,
atque his verbis est orsus: «Sit fas quoad unitatem et conceptus prima-
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rios breviter referre» Ouum verő nos omnia qua; de unitate dissernit
in Annotata iád pag. 6091 retulerimus, titulum «scholion» et verba
«quoad unitatem et» omisimus.

Pag. 544, V. 9 a calcc «quod si non esset, resultatum O esset»
pag. 28 clarius ac lucidius est expositum.

Pag. 552, y. 12 loco «log.n^4» positum est «.• D ' ita enim seribi
oportere e sequentibus apparet.

Pag. 554, f. ultimo " = —^--v- » insertum est.

Pag. 556. Sectio qu£e hic J. inseripta sequitur in ed. I. Tomi Il-di

Pagg- 323—336 occupavit.

Pag. 565, y. 6 indicatíonem : «ipag. 5631» addidimus.

Pag. 56/, y. 2, indicationem «Ip. 98)» ad Tomum II-dum respicien-

tem omitti posse censuimus.
Ibidem y. 2. a calce pro «seriéi» seribi debuit «series».

PaS- 5^i ?'• 4 v o x trunca «terminor« expleta est seribendo «termi-
norum».

Pag. 569, sectio K. inseripta in ed. I. Tom, II. pagg. 388—400
erat exposita.

Addito titulo pleno, yy. praemissi in ed. I. hic omitti potuerunt.

Ibidem y. 7 a calce «decreseit" erat seribendum pro «ereseit» nani
hic etiam signi prtepositi ratio habenda erat.

Pag. 5ji. y. 15 signum < inutandum erat in >-.

' 579—5$0- Hic post scholion 1. in ed. I qusedam sequebantur,
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quae observationem ipsius Bolyai pag. XC, ed. I insertam secutí omi-
simus.

- 5%2' Qu a s hic sub L, «Criteria convergentiae serierum» inscripta
sequuntur, in ed. I. Tom. I. pagg. XCI—XCVI continebantur.

Ex annotationibus operi «Arithmetika Eleje» in secunda editione
posterius additis apparet, has disquisitiones post annum 1843 demum
ortas esse, atque auctorem nondum novisse huc spectantem lucubratio-
nera ABELI in periodico «Crelle Journal» jam 1828 editam, eoque
minLis literaturam recentiorem criteria logarithmica tractantem.

Pag. 5B4 ff. 14—22 in ed. I. Tom. I. pag. XCVIII sub X erant
inserti. Ut facilius légi possint, huc transtulimus.

Ibidem >. g, incisuni «logarithmos perinde quoad basim 10 intelli-
geodo» additum est; in sequentibus enim hoc pláne supponítur (confer,
quae sub finem huius paginae apposita sünt); ibidem etiam apposuimus

f. x a calce relationem •- . 9000 < r .
• ° 1000. 3U y '

íbidem f. g in dextra parte sequationis denominatori addi debuit /
quod nonnisi errore typothetee exciderat.

Pag. $g2. Sectio M. «Primae lineae calculi diflf̂ erentialis et integrális
brevius et clarius tractatse» in ed. I. Tom. I. pagg. LXI—LXXIV legi-
tur, ubi erratorum indici subnexa quibusdam versibus Íntroducitur, quos
hic repetere nihil attinuit.

Ad art. I. huius paginse notandum est y nullo pacto posse = o esse.

Pag. 594 sub V iterum tacite supponitur

u[mx\ — a \\m—ni] et u [mx) — h [ff« — l)*j

signa prasposita per totum intervallum non mutare; ívide ad pag. 211,

f. 6 notata).

Pag. 600 sub 5 f. 3 verbum «decrescenteve» insertum est. Vide
Bot-tAi, Tentainen. I.
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Errata, paginaruni LXXVI, qua; bis oceurrunt, primam. Hic etiam anno
tationes sequentes leguntur :

Notandum autein est i. quod hoc pacto, utvis mutató
integro //, eatenus mutatum m fractum fieri possit; atque
tum per m-twm x ut in seriebus /«-tus terminus íntelli-
gendus esset : ex. gr. si m fiat 7:3 significaret m-tum x
septimum 'y-^n,.

2. Sed clarius shnpliciusque est, variabilem absolutam
x recta exprimendo, per x in a\x) idest Atx*—A tx—x\
intelligere quamvis abscíssam, quse a o incipiendo in certa
ipsius y parte Ciaut continua aut e certis aliquot conti-
nuis constantel terminatur; per x autem intelligere ipsum
y per integruni n divisum ; si verő variábilis alia z quoque
in expressione dicta adsit, certa positionis simultaneEe con-
dítione ab absoluta dependens, per z ibidem intelligatur
valor variábilis huius cum dicto x simultaneus, idest
quo ad finem illius x gaudet; et si valor variábilis eius-
dem ipsi x—x repondens z dicatur, per z in tali ex-
pressione intelligatur z—z\ quod manifesto incrementum
variábilis dependentis dicta: est, dum absoluta ex x—x
addito incremento x, fit x.

Sintque talia, «1*1 et U\x\ abwdependentia, utproquovis

n et m [Ed. II. pag. 210.] sit

Si iám pro quovis dicto x demonstretur quod sit -~- — 1,
adeoque pro quovis utvis magnó N detur tale n [fínitum

a [x\omnino] utufxi—a\x\ sit < „ ; et ad cuiusvis abscissae

in C terminatse finem erecta ordinata, exprimatur « mini-

mum illi x satisfaciens; érit hsec finita ex omni puncto

ipsius C.
Quo pacto accipi recta potest, quamvis ordinatarum

superans, adeoque n quovis dictorum maius.
Et si tam y — fí—C quam summarum A et U partes
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eidem appertinentes —. o, dum n — 00 ; (Ed. II. pag. 598»
dicta facile applicantur.

Potestque differentiale dici uíxi ipsum sensu hoc, tali
forma gaudens, aut ad talem (per Ed. II. pag. 217)
reductum, ut in quovis eius termino litera punctata sola,
et in prima potentia sit: neinpe per id priora intelligantur.

Pag. 601, f. /7. Mutató modo denotationis vocabula »clausanu> et
«clausa» post «maiorem» et «minori» delenda fuerunt.

Pag. 602, sub 7 in fine clausula cut ibidem» ut otiosa deleta est.

Pag. 605, f. 2 pro / ponendum erat /.

Pag. 6o6} g a calce in ed. I. auctor sic erat orsus: «Pariter (pag. 222)
calculum error irrepsit. Est nempe». Quoniam error iste calculi suo
loco iam emendatus est, nihil attinebat eius mentionéin fieri, itaque arti-
culus sic incipit: «Si verő . . .». Exemplum ipsum verő iam propter
adnotationem ei subnexam omitti non potuit.

Pag. 60/. Observatio art. ej prascedens in ed. I, eadem est, quee
iam pag. 254 initio art. primi exposita erat, ideoque eam hinc omisimus.

Pag. óog, f. J in ed. I (pag. LXXIVi híec sequebantur: «ubi

i/ (quantacunque fuerit unitas/ idem manet, ut antea».
Ad hsec Bolyai pag. LXXV non satis lucide sequentia observat:

«Pag. LXXIV non solum post l/ * omissum est non ;
sed g ex totó omitti debuisset: nam si: \ 2g nonnisi pro
g=l valet; at n:\ 2", nempe 3,14 . . .: 1,41 . . . pro qua-
vis unitate valet modo sequenti. Si quid de quavis uni-
tate indeterminata F' demonstretur, et unitas quassiti x
dicatur/' pro P'= 1, atque prodeat ex. gr. * = 3 F';

85*
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tum pro casu speciali, si dum generálé F' specialiter F
fit, generálé f specialiter / fiat, érit x = % /.

Nempe certa unitas dependet ab altéra: ex. gr. si pro
temporis unitate ponatur /, et pro rectarum unitate s,
via in certo loco sub i = i libere labentis: érit unitas
velocitatis illa, qua sub / aequabiliter s describeretur. Appli-
cando ad motum libere labentis ; ubi spatia sünt uti tem-
porum iatque etiam uti velocitatum finaliumi quadrata,
estque velocitas ad imum spatii cuiusvis tanta, ut ea sub
tempore lapsus duplum spatii illius describeretur asqua-
biliter ; atque hinc si tempus 7) spatium S, et velocitas
finalis v sit: érit

s:S=i*: 7\ id est i : 5 = l : T*
item

s:S={2s)a:v*, id est i:S=2*:v*.

Itaque

T— ]/'St et v = | /4S

ubi radice quoad s = i extracta prius numerum ípsorum r
dabit, sub quibus labens spatium S describit, posterius
numerum ipsorum 5 = 1, qua; velocitate quas ad imum
ipsius S est, asquabiliter sub 1 = 1 describentur.

Si iam pro spatii unitate ponatur via sub r = 1 libere

labentis: érit ipag. LXXIIIi" r=v 's iA—x) et prodibit

tempus qusesitum = r in genere ; at si specialiter ex.

gr. 5 — 1 = 9^ fiat, r = 3 " érit, et pro s~kg (quantitatem

abstractam denotante ki dabit y kg quoad £"=1 accepta

radice numerum secundorum quibus / asquale est; unde

fiet: y ~ 1 = ^1-]/k, quod item = 3 , 1 4 . . . ( / s ».

* In ed. II. pag. 607.
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Pag. ó/o. «Expositio brevis methodi qua primse lineae calculi diffe-
rentialis in opere Hungarico tractantur» hic sub N. repetita, invenitur
in ed. I. Tomo I. pagg. LXXXVIII-XC.

Pag. ón, y. i—// constructio dictionis uti omissio vocabuli «quodo
desiderat in constructionem accusativi cum infinitivo rautata est.

Pag, 611, / / / , f. 9 loco «/?» in ed. I scriptum erat [B)y.

Pag. 612, f i. et 2 loco « « — / + n in ed. I scriptum erat «p» et
loco «ordinata raaxiraa» litera «k».



ERRATA.

Pag. / Í , y. 4 a calce «apogogicae» pro «apagogicae» est error typothetae.
Pag. 22, y. 2 a calce pro «necquidquam lege "nec quidquam».
Pag. 24, § 3. y. 4. pro «ab» . . . lege : «ad».
Pag. 43, y. 4 ajjne % 3, vocabulum «verő» ita est supplendum «at verő».
Pag. 52, IV. y. 3 pro «necquidquam» lege «nec quidquam».
Pag. 53 y• 3 a calce pro «011 lege «=;».
Pag. 64, f. 5 a calce pro «Fig. 17» lege «Fígg. 17a, 174, 17c*.
Pag. 77, versu uttimo pro «iisque« lege «atque».
Pag, 82, szib 9) y. 9. pro «verő» lege «est verő».
Pag. 99, y. 5 a calce literas a prelo excussas supplendo pro «ve» lege «verő».

Pag. 103, sub 9) y . 7 «a.'" . a*1« corrigendum est in am . am.
Pag. 107 y. 9 pro «negativum» lege «negativus».

# '• w-4-1 tt

. art. 16 y. 4 pro «• » leee «—1—».
Pag. 122, y. 5 a calce «duobus» lege »duabus».
Pag. 123, y. 6 a calce vocem «duae» corrige in «duo».
Ibidem y . 12 a calce pro «elevatas» lege «elevatus".
Pag. 143, y. 7 a calce pro »i'« lege «/».
Pag. 149, y. 2 pro «obtuitu» lege «obtutu».
Pag. 153, y . 4 a calce pro «tertia» lege «tertÜ».
Pag. 154, y. 10 pro «summán» lege «summám».
Pag. íji, y . 4 a calce pro «videtur» lege «videre est».
Pag. 175, y . 3 a calce pro «fieritque» lege «fieretque».
Pag. i?j, y. 4 a calce post «positi sint» apponendus est uncinus parenthesim claudens.
Pag, 179, y . 2 a calce pro «substitituto» lege «substituto».
Pag. 184, y. 1, pro erroneo *e<\'« lege : «Í?>I>-
Ibidem y . 9, 10 pro «sít « semper - » lege: «sit semper a= — •».

ti n

Ibidem y . 3 a calce pro •-—» «leire — • .
2 • 3 2 • 3

Pag. 785 y. 4 ad dextram signi — omissum est signum « — 1.
Pag. 192, y. 5 a calce pro «novem» lege «nóvum».
Pag. 204, Ín ipsa inscriptione sectionis f, 3 in fine pro «linea» lege «lineae»
Pag. 205 sub 3. y. 2 pro -quantatis» lege «quantitatis».
Pag. 2/8,f f. 11 pro «iilustrabantur» lege «illustrabuntur».
Ibidem y. 11 a calce pro «differentalium» lege «difFerentialium».
Pag. 230, f. 7 et a cake V. 3, y. g p r o ./» lege •/».



ERRATA.

31- c- 4 P r o •/'» 'ege •/*»•
Pag: 232 f. u pro «jgt» lege «jgi>.
Pag- 232. y. 5 a calce pro «v (ni)» lege «v(n/l»

îS, c) y. 2 et 5 pro »»z-ti í» lege "m-ti ;».
^9, y. i et 8 pro «wto U lege «m-to /».

Pag. 266, y. / pro "A lege *^>.
/ií^. 292, y. í art. 7 pro litera trunca •/• lege *t*.
Pag. 297. y. <9 pro »cirea» lege «circa».
Pag. 11$, y. ,j Ű c«írí pro »d ci» lege *)dici».
Pag. 328, y. // pro «positivutn» Jege «positivus".
Pag. 353, y. / pro »aliquamdim» lege >aliquamdiu>.
Ibidem f'. 14 pro «ist» lege «siti.
/Vjg1. J59, y. 3 alinea 3 pro ««• lege »«».
Pag. 379. y. ultimo pro «eorsum» lege «deorsumi.
/iy. ^6/ y- /o, // pro •imaignariai lege «imagínaria».
Pag. #j2 y. ^ pro «jf3» lege «x1!.
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