CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERALIS.

SECTID IIL

PRIMAE LINEAE THEORIAE AEQUATIONUM.

§. 38.

Ramorum in quos arbor (pag. 205) dividitur, is etiam quadamtenus
explicandus est, ubi pro dato valore « functionis valor variabilis in ea
quis sit, queeritur; vocatur heec fheoria aequationum.

Si ex. gr. queratur, quodnam « sit ipsi x substituendum, ut sit

flx) =2+ px™ T gax™ .+ #"=0.

1. S5i m integer positivus sit, et in quovis termino sequenti expo-
nens ipsius x unitate decrescat, usque ad x°=1, atque p, ¢, ... constan-
tes sint, dicitur squatio gradus m-ti; atque si f(x) ad formam

o) 'L A I T -

reductum sit, aeguafio ordinata vocatur; a vero dicitur radix aequa-

tionss. Nempe coefficientium g, ¢,...possunt esse quilibet, imp omnes
=o0; adeoque pro

_ =0
erit

x=7Vo=o,

et pro

) XM 4-f=0
erit

:4'::?2:.5,';
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atque nomen radicis ad alios casus quoque hinc extenditur, quamvis
proprie pro his tantum casibus reipsa locum habeat.

2. Dicitur etiam aeguatio superior delerminata; quum mox pateat,
ipsius x, si coefficientium nullus sit signo radicali affectus, aut cuiusvis
unus certus valor accipiatur, valores plane numero sm dari, inter quos
tamen certi, imo etiam omnes @quales esse possunt, qui functionem=o
reddant, quilibet eorum substituatur ipsi x. Imo si etiam plures =qua-
tiones totidemque variabiles, sncognifae dictze et literis pariter alpha-
beti ultimis designate fuerint, deferminata aeguatio dicitur; nempe
cuilibet incognitee valores duntaxat numero certo substitui possunt, qui
&quationibus satisfaciant.

Si vero pauciores sint sequationes, quam incognite, aeguatio inde-
terminata dicitur. Ex. gr. pro

X4y=0
est

x=—1y,
et innumeri valores ipsi x substitui possunt, qui functionem ad o redi-
gant. Possunt tamen etiam in sequationibus indeterminatis, ut infra pa-
tebit, valores incognitee certis conditionibus ita restringi, ut valores aut
certo tantum numero dentur aut nullus plane sit.

Potest etiam =quatio plus guam determinata dicta dari, si nempe
plures zquationes quam incognite sint; et tum proprie conditioni impos-
sibili satisfieri nequit. Nempe hic, si dicatur mquationes numero # dari,
tales intelligantur, quarum nulla per reliquas ponitur; ex. gr. hoc sensu

ab==x, et %=E}

non duz @quationes sunt, sed unica est; dus tantum sunt idemfrcae

dictze, Ex. gr. si detur
x—a=0,
et

.'E'-—-—E—=D,

quidcunque sit @ praeter o aut & praeter 1, conditio impossibilis est,
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3. Notandum vero est, squationem aut aliunde dari, ut resolvatur,
id est radix eius reperiatur, aut certa tantum data exhiberi, e quibus
sagacitas sequationem condat; cuius regula non dantur, nisi quod per-
spiciatur, quid sit querendum, et incognitarum numerus ad minimum
redigatur, atque ille literis ultimis denominentur, et squatio ¢ datis
statuta ordinetur; ac tum per regulas dicendas radix eius queeratur.

4. Notandum etiam est, non quamvis @quationis radicem petito satis-
facere. Nempe ex. gr. si puella dixerit, eius ztatem talem x esse, qua
per matris, quee illam 40-mo @tatis su® anno peperit, ®tatem multiplicata,
Methusalemi =tatem exsquet; minime dixit, eetatem suam cuilibet x
®qualem esse, quod tale est, ut x(40-+x)=969; nempe =quationis
huius etiam —57 radix est; sed mtas puellze est talis, ut alicui radicum
huius squationis sit squalis (pag. 107); tunc tantum est incognita quee-
sita cuilibet radici @quationis certo @qualis, quum unica tantum radix
datur, uti in sequatione gradus primi

5. Quod ordinationem @quationis attinet, si x nullo signo radicali
subsit, prius per quemvis divisorem, in quo x adest, ssquatio multipli-
cetur, id est tam functio ipsius x, quam o ad dextram; et tum colli-
gantur e tota functione ipsius x, quae =o ponitur, omnes termini, in
quibus x ad eundem exponentem elevatum est, et summa coefficientiom
tanguam coefficiens potentize illius ipsi prafigatur; atque si potentia
summa ipsius x coefficiente gaudeat, per hunc dividatur squatio. Et
manifesto reducetur s®quatio ad formam superiorem ; atque si huic @qua-
tioni satisfiat per x =4, idem @ et functionem priorem ad o rediget.
(pag. 12).

Si vero x signo radicali subsit, casus simpliciores sunt sequentes.

Si exponens aliquis aut plures fracti sint, reducantur potentiz om-
nes ipsius x ad denominatorem communem, sit is w; et fiet pro potentia
priore ipsius x in quovis termino, x" elevatum ad exponentem numera-
tori exponentis novi aqualem,

Ex. gr. i l . )

X't gx = (x%) +p {x'a'}}+g' (x¢)
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pro X6 = ¥y est
=y+pyr-+q,

et si valor a« reperiatur, quo ipsi y substituto functio posterior ad o
redigatur, erit propter

:":'I?—Er

Y=z,

adeoque

valor «* in functione priore ipsi x substituendus, ut functio ad o rediga-
tur ; nam
0

S
3

=x3,

y=(Vay=x

et ita de reliquis terminis patet.

At si potentia ipsius x per constantem multiplicata et addita quan-
titati alicui sit simul ;ignn radicali subiecta, casus tantum simplicioris
exempla ostendere sufficiat.

Si tantum in uno termino sit hoc et reliquum dicatur X, adeoque
functio sit ex. gr.

X+ Va+bx,
erit
X=— Va+bx,
et
A= — (a+bx?),
si m impar sit, et
X'=a+ bx?,
si m par sit; ex. gr. -
—f8=—3,
et
(— VBP=(—2P=—38,
at
& _ (—V4'=4
ut potest poni
£ g (— X)'=a + bx".

Sit i
Va+odo+vVe+rx—1d+ex;

hoc brevius ad formam

Va+VB=V4
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reduci potest, et elevando ad 3 fit

aVa+3aVB+38Va+pVB=4,
idest

fa+30 Va+(3a+B VA=A,
quod per ¥ Va-+d ¥ B exprimendo fit
A'=y'a+ Fp+ 250 Vap,
quod ad formam

B=2y0Vap
B'=4y'daf

reducendo fit

et valoribus substitutis functio a signo radicali libera prodibit, seu ut
dici solet, rationalis reddetur, atque modo supra dicto ordinari poterit.

Sit _
I [ a+x e o -t
m;-!— betx+Vd—xi+Vx—e;
multiplicetur zquatio, supponendo functionis valorem =o esse, per
Vb +x)*; patet @quationem formaz sequentis inde emanare,

Va+ V3= Vy+ V4,
a+pg+2Vap=y+d+ 279,

unde

et hinc @quatio formz sequentis prodit

A=VB-+VC;
unde
A'=B+C+2V BC,

id —B—Cr=48C

et

Calculo spe operoso ¢ functione primo obtutu simplici @quationem
ex ingenti literarum numero demum ordinari, perspici potest.

6. Si vero mquatio e datis constructa et ordinata fuerit, tum si
@quationis gradus eiusdem resolutio generalis detur, nonnisi in formula
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generali ipsius x functionem ad o redigentis substituenda substitui de-

bent. Nempe
X+a=0

est forma aequationis gradus primi, et quecunque squatio reducatur
ad hanc formam, erit

x==—a,

quum
—a+a=0

sit. Ita quscunque =quatio reducatur ad formam
XN 4a =0,

x=1—a,

(V—a)"+a=—a-+a=o0

erit

quum

sit. Dicitur eiusmodi sequatio gradus »n-ti pura, si vero adhuc in aliquo
termino potentia ipsius x exponentis altioris quam © adsit, affecfa audit.

-

7. Quadraticae aequationts formula est
xX*+px+g=o0,

quee si p non o, affecta est; quum modus puram resolvendi in aperto
sit, nltro succurrit de modo, quo affecta pura reddatur, cogitare; et
guum tale queratur, quod ipsi x substituendo totam functionem =o
reddat, via aperitur qu#rendi, quidnam ipsi x substitui posset, quod ter-
minum ipsi px respondentem =0 efficeret? Sit id =y 4+ £; erit

Xprg=(y+EAF+p(y+R+q
=y 2ky -+ B py+phk+q
=y (28+ply+E+pk+q;

ubi illico patet, # ita accipi posse, ut

28 +p =0,
adeoque

Bavva, Teniamen, 1. 48
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(28+ply=0

sit, et quatio pura reddatur, e qua prodeunti y addito & prodeat x.
Est nempe

et B
y=vV—F—pit—g
= f—éfﬁ+ﬁ}-—-g
=V 4(p—2) -
= %’-—?’
adeoque
”=|’/ 4’_‘5' __._;:;_

Itaque sicubi functio ad formam x*- px -+ ¢ reducta fuerit, differen-
fia dimidii coefficientis primi, id est coefficientis ipsius x, a radice
guadrata e differentia coefficientis secundi, per quem x° multiplicatur,
a guadralo dimidii coefficientts primi, est talis quantitas, quee si ipsi
x substituatur, @quationem ad o rediget; uti et id ipsum per =quatio-
nem generalem Tyrones tentare quoque possunt.

Sunt autem manifesto duo valores ipsius x, nec plures; nam signum
¥ duos valores sibi invicem oppositos, alioquin @quales, parit, reliquee
operationes autem unici resultati sunt, posito nempe cuiusvis coefficientis
unicum valorem esse; nam si in x--a per a denotetur V'3, erit =1 4.
Est vero sape valor uterque imaginarius; adeoque si realis queratur,
petito satisfieri non posse in tali casu patet. Ex. gr. si quantitas x quee-
ratur, cuius quadratum sit =x — 2, erit

¥M—x42=0,
et

1 1

2=+ r—2

quod satisfacit quidem sequationi, sed imaginarium est, quia
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T o
—T=Lty=.

Videatur id etiam quod (pag. 133) de Va -+¢F dictum est.

8. Facile interim patet, modum, quo terminus zquationis ordinate se-
cundus dispareat, ad quemvis gradum m applicari posse; si nempe

x=9y-+4&,

et ut in ®quatione gradus secundi erat

b=—2L,
fiat

p=—2L.
Nam

(y+B" =y mymt e B gy

ply+&""'= T e p(m—1) YTk AL
gly+H" = gy™?  +...

ubi summa coéfficientium ipsius y™ ' est mé—+p; adeoque si

ry—_
m

accipiatur, squationis novee eiusdem gradus m terminus secundus dis-
parebit.

Pariter disparebit tertius, si pro coéfficientium ipsius y™—2 summa,
nempe

valor ipsius # queeratur, sed ad terminum tertium resolutio sequationis
secundi gradus requiritur, uti facile patet resolutionem squationis (m—1)-ti
gradus requiri, ut terminus #s-tus dispareat; quum in serie superiore
exponentes ipsius £ in quovis termino ulteriore unitate crescant, verti-

caliter eorsum versus decrescant. Interim non sequitur valores ipsius
48
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£ e duabus zquationibus prodeuntes mquales esse, ut simul plures ter-
mini dispareant.

9. Notandum autem est, substitutionem dictam novee incognite viam

ad transformationes wquationum alias quoque aperuisse, de quibus
inferius.

Sublato tamen termino secundo via ad resolutionem squationis cu-
bice patefit. Nempe @quatio generalis tertii gradus

X px* 4 gx -+ r=o,
sublato termino secundo sub formam

Xv+aX+b=o0

venit, pro x=X-+£ et é=—-§l; pro qua @quatione si X=p, erit
F+ap+b=o0,
et erit
o sl
x=p 3

Itaque X" queeritur.
Sit
X=y+2z;
quo valore substituto erit

X +aX+ b=y +3ys+3y*+ 2 +ay+az+b=no,
idest
Y42+ (3yz +a)(y +z)+b=o

Si iam ipsorum y et z tales valores reperiantur, ut

y 4z +b=0,
et simul
3_}'.E+H=Cl
sit; tum et
(3yz-+a)(y-+z/ =0
erit, adeoque _
P2+ (3yz+al(y+zl+b=0
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erit, et summa illorum y et z ipsi X substituta, functionem
Xi+aX+b=o0
reddet.
Pro 3yz+a=o0 autem est

s
Y==—=
et hoc valore in y*+ 2'+ & substituto, fit
@ b .
-4 —W_I_ =0;

nempe datur tale z quod functionem istam zqualem o reddat; multipli
cando enim per 2%, fit si 2'=u ponatur,

L] !_.,ij: 2 _£=
2+ bz 7 - bu 27 o

e qua sequatione quadratica reperitur

”—VW

—-—

cuius z radix cubica est.
Dato z vero et y reperitur; substituto enim valore ipsius =z in
Y+ -+ b=0, erit
P

/Ly E 2
_l/' 3 ]/-l* z?'

X=z+y= '/.__F._V}_{“ .,.l/ '_'_l/'_

et demum x prodit, addendo -—-"3E valori huic ipsius X, qui functionem

atque

X'+ aX+b zero mqualem reddit; et pro X—J;;—=x functio proposita
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P BAaprgx4+r=o
t.

Notandum tamen est regulam istam CARDANI, quamvis semper satis-
faciat algebraice, pro casu ubi ;: negativuin et :};: est, radices reales
forma imaginarii exhibere; demonstrari enim facile potest, wquationis
cubicze semper unam radicem realem esse; atque si hac ¢ sit, ®qua-
tionem esse productum ex X—c et aquatione quadratica, et huius plane
pro dicto casu radicem utramque realem esse,

10. Ex hoc resolutio sequationis gradus quarti modo sequente de-
ducitur, Potest hzec sublato termino secundo, ad formam

x4+ A+ Bx+C
reduci, quod ostendi potest, esse

=(x*+ax+ b (x*—ax+¢
= x'+ (b + ¢ — a*) x* + (ac — ab) x + be.

Nam valores ipsorum a, &, ¢ prodeunt ex
bte—a =4, ac—ab=28, be=C

btec=4+a c—b=§:

positis ; nempe

unde squationem posteriorem addendo priori, fit
B
ge=d-+a*~+—;
a
subtrahendo vero posterius e priore, est

1£==A+:‘1‘—-£5

s
hinc
= A+a B _ da+w+B
c= e ___+_..2d-____. e 1
t
% Aa+ar— F
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atque
bo=(= Aa+ar4 B __4_-ia+ai—3
2a 2a
_ a'42dat+ A'ar— B
e 4#] L

et hinc si w=a" ponatur, erit

W 2 Ay = Aty — ..Ef__
4u

w4 24w+ Ay — B*—4Cu=0,

=C,
et

idest
w2 Aw+ (A'—4Clu— B =o0;
que cum mquatio cubica sit, reperitur w, adeoque et a=yx et tum

dato a ex
btc—a=.ud,

eTit
b=A+a—c,

quo valore substituto ipsi 4 in
ac—ab= B,
erit
ac—ad —a*+ac=258,

et
. B4ad+a* |

- 2a .
quo item in valore ipsius & substituto ipsi ¢, repertis a, &, ¢ resolvi po-
terunt quationes quadraticze x*+ax-+b et x*—ax-+¢, e quarum facto
conflata functio x' -+ Ax*+ Cx <+ C est; atque tum quaevis radix cuius-
vis illarum =mquationum quadraticarum erit radix squationis posterioris;
nam

(x*4ax—+b) (x*—ax—+c)=o0
erit, si x tale sit in uno factore, quod eum o reddat; quia factum
quoque ex hoc et factore altero o erit.
Manifesto autem et hoc priori operosius difficultati eidem obnoxium

est; ad alia igitur media, quibus radix squationis gradus cuiusvis repe-
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ritur aut saltem approximatur, confugiendum est. Eo magis quod quam-
vis innumerz zquationes altiores resolubiles dentur, formula generalis
per coefficientes p, ¢, ... determinata, nempe functio algebraica (pag. 206),
ut in secundi tertii et quarti gradus =mquationibus, dari nequeat, quod
iam in opere |pag. 206) citato monitum erat; quamvis in eodem pluri-
bus =quationibus altioribus ita resolutis, ut radix operationum [addi-
tionis, mmultiplicationis el extractionis radicis quadratae) certo numero,
exhibeatur (prorsus mira summi ingenii sagacitate, et profundissimo acu-
mine;, talia preestita sint, qua antea Geometris per annorum millia impos-
sibihia videbantur, uti peripheriae divisio per n, constructione geo-
metrica perficitur, si quidem s pumerus primus formz 27 -1, aut
productum fuerit e primis huius forme, ita ut nullus, excepto 2, pluries
quam semel ut factor occurrat; et quidem cum illa restrictione, ut id
per nullum alium integrum » fieri queat. Nimirum etsi opus primo
aspectu heterogeneum sit, ex (pag. 125 nexus intelligi potest; nam si

ex. gr. #quatio

x?—I=0
numero certo operationum dictarum resolvatur, cosinus 17-m partis peri-
pheriz, adeoque polygonum regulare 17 laterum geometrice construitur,
quum 17 requisita qualitate gaudeat; et plane stupendum est, opus istud
giganteum ab adolescente 17 annos vix excedente perfectum fuisse.

Exempla.
a) E datis wtatis puellee (pag. 374) est
x (40 x) = gbg,
adeoque
x* 4 gox —9bg =0,

quod sub formam x*--px-+g¢ cadit; itaque

x=—-:£-+l/r‘§l—g = —20< ﬁﬂﬂ+ 9'6_'},

2

cuius valores sunt
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—204+37=17, et —20—37=—57;

quorum duorum valorum uni, nempe ipsi 17, est puelle tas =qualis.

b) Notum est gravitates specificas esse uti pondera absoluta divisa
per volumina, adeoque uti pondera absoluta, si volumina fuerint
equalia ; notum etiam est, corpus fluido totum immersum e pondere suo
tantum amittere, quantum pondus fluidi illius est, cuius locum occupat;
hinc si corporis dicti pondus F, gravitas specifica G sit, et fluidum sit
aqua, cuius, pro certa temperatura sub altitudine certa barometri gra-
vitas specifica sit I; erit si pondus amissum p sit, hoc # pondus aquee
sub volumine corporis volumini mquali. Ttaque erit

G:1=0P: p,

G=P£ et p=g.
Hinc problematis Archimedei resolutio. Sit corona ponderis F, summa
auri x et argenti F—x, denotante x quoque pondus; atque volumen
miscela sit squale summea mixtorum, quamvis ex. gr. spiritus vini vo-
luminis » et aqua voluminis ¥ commixta volumen minus quam 2v nan-
ciscantur. Sit auri gravitas specifica G, et argenti sit g; atque P amittat
in aqua pondus A; erit

adeoque

x P—x__ .
'G—' =t z =4 :
nempe pondus absolutum divisum per gravitatem specificam dat pondus

amissum, id est pondus voluminis aquee eiusdem; et summa ponderis
amissi partis aures et argentea ponitur aqualis ponderi amisso coronze.

Hinc ordinando fit

x x _
© —}—+—§ —d=q0
seu p
_
*(g—¢)+5—4=o
adeoque

Bécvan, Temamen. 1, 49



186 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERALIS.

e (£ (= 1) =o

quod sub formam x-+a=o0 venit, adeoque x=—a, sen pro casu
hoc est
S ¥ ) T L SU 4 T P_—_ﬂg =G
— (g A\J'{fr"_ g}_ - Gg =
_ | P—Adpr (P—Ag)G
= g—G = G—g

¢) Si queeratur, quanti ponderis x suber sit ferro ponderis P adden-
dus, ut in agua gquocungue immersum quiescat: sit G gravitas specifica
ferri, & suberis; erit pondus aqua depulsz C-ia ?, prius ferro, poste-
rius suberi respondens; atque

P x
___+_—P+ x.
G g
Tunc enim requiescet, quum summa ponderum tantum premit deorsum,

quantum aqua sustinet. Itaque

x L—i)—q—g—}:‘:c. et x—i—({g—f’}: (EL—Inzu

4
e (B =P (o) = B0

d) Si queratur quantznam diametri ¥ quoad pedem expressa sit
spheera, cuius involucri, cuius modo crassities negligatur, pes quadratus
ponderet g ; ut in aére cuius pedis cubici pondus sit «, requiescat, si ipsa

tali aére repleatur, cuius pedis cubici pondus /3 est: erit spharze volumen
X

adeoque

superficies autem x%r, atque pondus sphzre cum involucro erit

z
] . . . . =

xé' # -+ x*1g, quod ponderi aéris externi eiusdem voluminis squale esse

debet ; itaque

3 x¥r
..'F_:-'t_?_*-xlng-- _6_a
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adeoque dividendo per x'm, et ordinando, fit

xd g—

-
et
x+(g:£%5)=n,

atque

¢) Si pondus pedis cubici ferri sit ¢, et quaeratur, quantanam sit dia-
meter x globi tormentarii ponderis P, quoad pedem expressa? Erit

s

adeoque
i!gi —P=qo,
et
x»—P: %Q'_ =0,
atque -
=Y 2o

f) 8i queeratur ferrum ponderis P quantumnam pedis cubici sit? Sit
%, et sit pondus pedis cubici aguze a, et gravitas specifica ferri sit y,
sitque =Y erit x = %, nempe quo maior gravitas specifica, volumen
pro eodem pondere eo minus erit; itaque

Xe=—

ay

£} Motus soni, ut lucis, quabilis est; percurrat sonus in certo agre
certz temperaturz sub 1" id est minuto secundo spatil:ln‘.! - qw.ualerltur
certus obex, rupes aut murus exstruendus, ad quam distantiam minimam
esse debeat, ut certum hexametrum reddat? Distantia heec manifesto
tanta x est, ut si ad versum pronunciandum #" requirantur, prima syl-

49
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laba pronunciatione finita redeat, adeoque haec viam ns percurrat; que
5

quum dupla sit distantize obicis erit ;:'=”T,
&) Si lapis in puteum demittatur, et effluxerint #» minuta secunda a

dimissione lapidis usquequo sonus eius aquam attingentis in aurem per-

veniat; queritur, quanta sit profunditas usque ad aqua superficiem?
Sit ea x; temporis effluxi pars prior ad descensum lapidis require-

batur, qua :]/%—, et altera ad ascensum soni, qua est -':—. Itaque
x|, x
H= — e —
F 2!
adeoque .
n—2=yE
¥ g
et quadrando est
20X X' __ 2%,
d s
unde
x* an 2 .
T+ a(—=— :g;.-}+n’_o,
et

x+4x(— ms--——i,i} + n's* =0,
quod sub forman x*-+px ¢ =0 veniens resolvitur {pag. 378).

¢} In thermometro est ad punctum regelationis glaciei aque o Reau-
mur, atque Falirenhert 32 gradibus suis inferius posuit zero; ad punc-
tum ebullitionis aqua, sub altitudine barometri normali £, sunt 80X et
212F7; itaque

8oR =180F,
et
o T
4 ]
et < "
._Ah
1.F= T

Si igitur queeratur, R quot F facit, sit x/, et n positivam; erit
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ﬁR:j:—F+3:F=x,

—nR=—%F+32F=x,

nam e numero graduum Fahrenheitianorum, quos Reaumuriani infra oR
efficerent, 32 sunt Fahrenheitio positivi; consequenter

x=-'4£+32,

si # generaliter numerum graduam R sive positivorum sive negativo-
rum denotet. Unde si queeratur x/ quot & facit, erit
n=%[:r—3z}_

#) Si queerator, index minutarius quando assequetur horarium, si
hic ad XTI et is ad X1 sit ? Sit unitas temporis hora, et unitas spatii ;--ta pars
peripheriee, in qua tanquam puncta directione eadem circulari moveri
indices concipiantur; unitates ha arbitrarie ponuntur, sed celeritatis uni-
tas tum determinata, nempe illa est, qua mobile tempore hora TI—E--tam
peripherize describit. Erit igitur 1 celeritas horarii, et 12 minutarii, et
720 celeritas secundarii, qui nempe sub hora 6o-ies percurrit periphe-
riam, quee =12, Dicatur x tempus ad cuius finem horarius minutarius-
que in coniunctionem veniant. Spatium est in motu @quabili quale celeri-
tati per tempus multiplicat, et via a minutario percurrenda est maior
via horarii, illi nempe id quoque quo retro est, decurrendum est, sit hoc
a; erit igitur

12x=a-+x unde I1x—a=o, et x=-I,

quod pro casu dicto est =]]—]+tﬂ.'. unius horze, nam si minutarius ad XI

sit, @ =1 est. Si vero @ =o sit, tum per % nonnisi id exprimitur, quod
abinde usque ad coniunctionem nullum tempus sit; sed proxima sequens
coniunctio ita exhibetur, si @ ponatur =12, nempe statim post illud tem-
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poris punctum, quantumvis exiguum tempus sit, spatium minutarii 12-ies
maius erit, adeoque simul esse non poterunt, priusquam minutarius totum
circulum percurrendo eodem perveniat, ubi in coniunctione erat, et pre-
terea etiam spatium horarii sub eo tempore percursum et postea usque
ad comunctionem percurrendum exaquet; est autem, tempore a con-
unctione priore ad proximam usque x dicto, spatium horarii x, minu-

tarii autem 12x, itaque

I2x=12+x
esse debet; unde

[2

x=ﬁ

=1 hor=z +;]:-:--tae unius horze,

Ita si secundarius ab horario distantia b retro sit; erit tempore, quod
usque ad coniunctionem est, y dicto,

720y = b+,
et 5
J"I:?T';l

g \ I . . Fe
et si =0, ut antea, et _1r=-i od a coniunctione secundarii cum

719" qu
horario usque ad proximam est.

/i Si autem queratur, quandonam minutarius secundariusque cum
horario simul in coniunctionem veniant; si tam & quam & sit o, tum
manifesto tam x quam y numero certo effluxisse oportet, ut tres indices
simul sint; nam si tres simul sint, tum et minutarius et secundarius in
coniunctione cum horario est; itaque nx =y, pro a,m integris, esse

debet; adeoque
n.1z2 _ m.12

Ir 719’
— 11
— 719’

cuius quumn 11 non metiatur numerum 71, valor minimus integer est
pro m =719, et tum n =11 erit; id est 11-ies evenire novam minutarii



SECTIO TERTIA. 391

cum horario coniunctionem oportet, sive 719-ies coniunctionem secun-
darii cum horario ; idest coniunctio trium proxima fiet ad finem 12 hora-
rium. Ita si plures sint, cuiusvis coniunctio cum tardissima prius quee-
renda est.

m) Notandum vero est, posse hos indices quoque ita locari, ut nun-
quam in coniunctionem venire queant. Sit ex. gr. secundarius cum
borario in coniunctione, et distantia minutarii, qua retro est, sit @ = ?,I;Tg'
nempe contra structuram horologii ponatur ita, immotis ceteris. Erit tem-
pus, quod usque ad proximam minutarii cum horario coniunctionem

requiritur = ; atque, pro #,m integris, deberet esse

—
2.719

I
2719 T rE=m,

ut tam minutarius quam secundarius cum horario in coniunctione sint;

itagque
1 __ l2m 12nm

2.719 719 Iz *

et hinc reducendo ad denominatorem eundem, et utrinque per 11.719
multiplicando

11
5 =12.11m—719.12n;

quod absurdum est, nam membrum ad dextram numerus integer est, ad
l2vam autem est

n} Attentionem meretur etiam acuta Zemonis obiectio, in qua ger-
men primum progressionis geometricee, et seriei infinitee convergentis
limitisque, motus retardati, imo etiam dependentize unius variabilis ab
alia, atque problematis proximi resolutio reperitur.

Sit sub 1-mo ¢, 2-do # 3-tio 4, ... (m—1)to 4 m-to ¢
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via testudinis 1, ._I_? L: I 1
n n? pm—2 ! gt—1 1

«  Achillis o, I, il L I
i pm—=3 ! yiiti—3 1

nempe si ea ponatur conditio, ut celeritas Achillis sit celeritate testu-
dinis #-ies maior semper post primum ¢; dependebit Achillis celeritas
in quovis ¢ a celeritate testudinis, qua sub illo ¢ ire libuerit ; si itaque
sub quovis sequente / testudo celeritate n-ies minori moveatur, Achil-
les sub quovis # quidem n-ies maiorem viam describet, sed via testudi-
nis erit usque ad finem cuiusvis m-ti £ summa terminorum seriei supe-

rioris usque ad

o inclusive, via Achillis autem est summa seriei
inferioris eousque; patet vero, ab 1 incipiendo, quemvis terminum g-tum
unius g-to alterius mqualem esse, sed terminum sub (m—1}-to ¢ supe-
rioris, m-to inferioris esse mqualem; adeoque ad finem m-ti ¢ vie tes-
tudinis excessum supra viam Achillis esse semper sequalem termino m-to
superioris. Itaque pro temporibus ¢ zqualibus, dependentia ista celeritatis
Achillis posita, testudinem nunquam assequetur, at excessus iste nempe

T]T -—0; et si tantum ad distantiam 1 ab Achille, motum incipere
——

testudo ponatur, limes viz testudinis erit limes summe seriei, cuius ex-
ponens —:i-{l est, nempe

1 =1 I

®

_;i_:([_TIf)=r: *TEm o A—I

etsi testudo, sublata conditione priore, ®quabiliter repat, et celeritas
eius sit 1, erit celeritas Achillis #, ac si tempus quo eam assequetur, x

dicatur, erit
nx=x-1,

unde :
F= a1

que limes vie testudinis erat, nempe S=CT (pag. 48) it =T pro C:I.-::

Pluribus exemplis brevitas necessaria supersedere iubet. Tyrones ipsi

ad cubicam quoque problemata condere possunt.
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§. 39.

Ex (pag. 380) ad plures mquationis transformandz modos via aperi-
tur, nempe :

1. Ipsi x substituendo y-+a (ex. gr. pro a=1 erit y-+1, et y—I
pro a=—1); ubi ®quationis novee radici addendum a est, ut radix prio-
ris sequationis prodeat; nam x =y a.

2. Si ponatur my =x, substituendo prodibit
my" 4 p™ YT e g™ T T e sy i =0

cuius zquationis, quae dividendo per m” ordinatur, radix per m multi-
plicari debet, ut squationis primitivee radix prodeat; nam x=my.

3. Si ponatur y = mx ; substituendo ?:T ipsi x ubique, fiet sequatio
primitiva
g1 H=—3
3’—+£”—+ﬂ’——...+ J'+:—-

M m#—l

ubi radix huius ®quationis, qua per m" multiplicata ordinatur, per m
dividi debet, ut radix primitivee prodeat; nam x=;:;—. Si vero m=—I1
sit, ¥ nempe radix novie zquationis per —1 divisa, sive multiplicata,
fit radix squationis primitive; id est radices novee priorum opposite
sunt.

4. Si .::=]T ponatur, atque H;,— substituendo ipsi x, sequatio ordine-
tur; per radicem @quationis novee unitas dividenda erit, ut x nempe
radix sequationis primitivee prodeat; eritque maxima radix, ex. gT.I posi-
tiva, quationis nove minima prioris ; nam quo maius y, eo minus 5 est.

5. Atque (ex 1.) si per theorema binomiale evolvantur termini squa-
tionis nova, in quam prior, nempe f(x)=o0, mutata est; erit, «—+y po-
nendo pro x,

Bdoval, TE“-THI.. L 50
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{“+J'j: l = a" +na" "y L +-Pﬂj_}'#_z+a'_}'”_r+j',
Platyl T =p(@™ ' +n~1)a" Y4 ., & Ray"=? o yn=1),
-?r-a'*"-}-'}"-::?{ﬂﬂ_;+[;f—2’]ﬁn-_.ljl+ LR "+" JI"_IL

(e +y)=sa-+sy,
I={,

Quorum omnium summa, collectis coefficientibus potentiarum earun-
dem ipsius y e columnis verticalibus, erit @quatio nova, coefficientibus
A, B, ... dictis

Y Ay T A By e - Sy 4 " - " 4 go" ek s+ =0 :

ubi id, per quod potentia o ipsius y multiplicata est, pro ultimo accipi
potest, et ab f(x) nonnisi in eo differt, quod a sit pro x; unde hoc,
substituendo ubique « ipsi x in f{x) illico prodit; adeoque, si a=1 sit,
erit I-+p-+¢g~ ...~ et si a=—1 ponatur, erit

(=1 (=" g (— )" =

quod mox, dum radix quationis altioris queretur, usui erit.

6. In (pag. 393, 3.) si ®quatio per m” multiplicetur; fiet
Y e mpy" " gy T " sy Mt =0;

et manifesto, si quis coefficiens fractus sit, denominatore m preeditus, is
a denominatore liberabitur, cum quilibet terminus per potentiam integram
ipsius # multiplicetur. Itaque si minimus talis numeros eligatur, quem
coefficientis cuiusvis, etiam ipsius ¥°, ad terminos minimos reducti deno-
minator metitur, atque pro az is sumatur, quivis coefficiens, si antea quan-
titas realis et commensurabilis fuerit, numerus integer evadet; atque

postmodum nonnisi de tali casu sermo erit.
Notandum tamen est, uti e deductione patet, heic nullam potentiam

ipsius ¥ negligendam esse, etsi coefficiens alicuius o fuerit.
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7. Posito, quod vix credibile esset a Geometris pluribus celebribus
per se evidens visum fuisse, mquationem cuiusvis gradus radice aliqua,
si non reall, saltem imaginaria gaudere; facile sequitur zquationem
gradus # radices numero n nec plures paucioresve habere. Nempe quid-
cunque sit @, est

M=(x—a)lx”  + ax" Tt @ 34 @ L L a" a0 - a”

et in genere

Bt = (x — a) (Bx=" - Bash=* - fa’s =3 . . .+ fat='x°) + fat;

nam multiplicando prius per x, tum per — a prodibit

Bx¥ o Bax® ' 4 Batxt " -, .+ Ba" " x 4 fa®
— axt=" — faxh= —. . . — fa"x — fa¥;
quod = Bx" est, pro quovis valore ipsius x.
Tyrones, ipsi n possunt ex. gr. 5 substituere, ut clarius perspiciant.
Est vero hinc
X px T e gx" T e s =
=|[x—n}{x“" +(@p)x" " (a* ap+g)x" "I+
+(@d+a’prag+r)x" 4 L+
+ (@14 an—3p+ , . . “+ar-s))+
+a®+pa" " ga®" " 4 . sa+ L
Ratio e sequenti exemplo, in quo etiam » ipsi § substitui potest, facile
perspicitur.
_ Sit fix)=x* =+ px* 4= gx* 4+ ra* - sx -+ Ix°;
s B =(x—a){x'+axt-+ax -+ ax+at)+ &,
pri=(x—a)(px*+ apx’ + a'px -+ pa’)+ pat,

gai= (x — a) (gx* + agx + ga*) + ga’,

rat= (x —a)(rx +ra) -+ ra®,

I = {I—R}J-FIG.
i= [ A
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Unde collectis e columnis verticalibus ejusdem potentiz ipsius x
coefficientibus, erit

Sx)=(x—a)(x' +(a~+p) 2 -+ (@ + ap+ g) £ (> + @ +ag -+ 7)x +
(@t + pa’ + ga* + ra -+ 5) x°) + @ + pa' + ga* + ra + sa + £,

Dicatur a(x)id, quod intra paranthesim maiorem est, et « id, quod post
parenthesim est, et quod o est, si @ radix squationis f(x) =0 est; patet
vero, quod a(x) preebeat mquationem (» —1)-ti gradus, si f(x) fuerit a-ti.

Pariter erit

a(x)=(x—08)b(x)+p,

) bix)=(x—d)cix)+7,
et ita porro donec ad tale ex. gr. (x—d)dix)+d deveniatur, ut quum
a(x), b(x), c(x), ... equationes gradus in quavis sequenti unitate decres-
centes prabeant, demum aliqua d(x) primi gradus prodeat.

Quid autem per &(x), g, c(x), ... intelligatur, facile ex ipso a(x) et
e perspicitur ; nempe si primus coefficiens in a(x) dicatur #', secundus
¢, & ... erit applicando ad casum proximum,

B=b' '8+ gt + b+,
per s coefficientem ipsius #° in a(x) intelligendo ; unde reliqua patent.
Itaque pro quibusvis valoribus ipsorum x, a, &, ¢, ..., d, est

(x)=(x—a)a(x)+a
4 ={x—c:]({x-—&jb{le+ﬁ}+u;

iz 188 = (x—a) (x—8)b(x)
si pro valore a ipsius ¥ sit f(x)=0, et pro valore & ipsius x sit @(x)=o;
nam tum

a=a’+pa'+ga+ra’ +sa+1=0

“ A=b+pb + ¢t +rb+s=0

Ita porro, si ¢ radix ipsius ¢ (x) =0 sit, pro x =. 2 .ﬁt y=0, et 1ta porn;
ut demum pro x=4 fiat §=o0, adeoque quodvis ipsorum & §, 7, ...,

=0 sit; itaque
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fRl=lx—a)(x—b)x—c)... (x—d)d(x)

sit; atque
dix)=(x—e).1+¢

ubi e=o, si primi gradus d(x) fiat =o pro x=e.

Atque hinc manifesto, cuivis ex. gr. ipsorum a, &, ¢, . . ., d, ¢ ponatur
x =quale, f(x)=o0 erit, et & radix sequationis f(x)=o erit; ac si n ex.
gr. 5 fuerit, prodeunte x —a functio a(x) guarti gradus facta est, et hinc
prodeunte x— & prodit b(x) gradus tertii, et hinc prodeunte x — ¢ pro-
diit ¢ (x) gradus secundi, atque hinc prodeunte x —d evadit d(x) gradus
primi, et hinc prodeunte x —e, ipsa a, &, ¢, d, ¢ pro casu proximo effi-
cient quinque radices, nempe radices numero gradus ipsius f(x}=o.

Consequenter si habuerit f(x}=o0 @quatio gradus » unam radicem,
radices numero » habere constat, quarum tamen possunt aliqua, imo
omnes ut patebit, esse @quales; at queeritur, num plures habere possit?
Responsio facilis est: nam si illa £ pulli dictarum in casu dicto quinque
radicum @quales esset, substituendo £ ipsi x, fieret

o=/f(k)=(k—a)(k—b)(k —c)(k —d)(k—e),

quod fieri nequit, nisi factor aliquis producti o sit, id est £ alicm
ipsorum a, &, ¢, d, e ®=qualis sit.
Solet hoc inde deduci, quod sit

Blx—af) = A a4 a0,

x—a
uti peracta divisione (pag. 150) patet; atque hinc evolutis hoc modo
terminis

x" —a” px"t —pa”! gx" ! —ga"~ $x—sa
x—a ! xX—a ' X—a Y Xe—g !

et denuo multiplicando quotum per x—a, atque addendo utrinque
a®+pa " 4 ga" " L su

prodibit plane id, quod supra. At pro x¥=a, fit tam dividendus quam
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dmsu‘r 0, divisionem vero plane pro wmquationis radice @ = x perx—a
peragi oportet. Interim (per pag. 319) fit tum

0o __ -1 s
o=+ (n—1)pa" "+ (n —2) ga" 3. . s,

nempe dum x-—a, quotus ad hunc limitem tendit, quem coefficienti
priori ipsius x —a, substituendo in eo a ipsi x, mqualem esse facile
demonstrari potest, quod Tyronibus relinquitur ; exemplo pro u = 5 rem
illustrare possunt.

Tum item, si 4 ponendo pro @ in nova squatione valor huius o fiat,
et per 2 —4 fiat divisio pro @=4, omnia perinde sequi patet; sed me-
thodus prior clarior faciliorque est.

Si igitur sequatio gradus s gaudeat una radice a, erit e numero n
factoribus eiusmodi uti x—a, x—4, ... conflata, et quavis literarum in
iis ab x diversarum, radix erit, nec ulla alia ab his diversa datur. Ac

conversim gquoque Si
(x—al(x—¥b)...=0

erit, quodcunque ipsorum &, &, ... ponatur pro x; ex. gr.

(@ —a)l@a—2é)...=0,
aut

(b—a)(b—b)...=0, &;
queecunque et quotvis quantitates &, b, ... fuerint, (x—a)(x—2a),..., sl
in eo ipsi x ipsorum a, &, . . . quodvis substituatur, o fiet; poterunt
autem a, b, ... omnes @quales quoque accipi, uti

(x—a)jx —al=x"—2ax+a’

gaudet duabus quidem hoc sensu radicibus, sed qua quales sunt.
Si itaque quatio productum talium factorum sit, coefficientes ipsius

x a radicibus dependere facile perspicitur; et ultro sequitur in legem,
qua formantur, inquirere.

8. Erat etiam (pag. 158) quastio de facto plurium binomiorum,

Multiplicando x —a per ¥ — b, prodit
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X'~ (=g —b)x -+ ab,
et hoc multiplicando per ¥ —c¢ fiet
B (—a—b—c)x*+(ab =+ ac+ bec)x — abe,

et idem porro continuando donec libuerit, eousque patet; quod, si lite-
ree ab x diverse eo signo accipiantur, uti in factoribus x —a, x—3§,...
sunt, denotantes radicum opposita, coefficiens primus sit summa litera-
rum dictarum, secundus sit summa amborum, tertius summa termorum,
m-tus summa m-ionum, quee e literis dictis accipi possunt, et quidem
ita ut quaevis m-io factum ex iis literis sit e quibus constat; ex. gr. pro
m=2, si ambo e literis —a et — & sit, accipiatur (—a).(—b)|=ab; ad
finem vero coefficiens ipsius x° sit factum ex omnibus literis dictis, quod
igitur semel tantum est.

Si vero de prodeunte /° e numero # factoribus eiusmodi valeat lex;
valet, etiamsi (# +1)-tus factor accedat. Nam sit novus factor x —d, et
sit —a=a', —b={, ..., —d=d', atque sit coefficiens m-tus M =qualis
summea m-ionum, que ex # literis &, &, . .. accipi possunt, et (m —1)-tus
coefficiens sit V qualis summea (m —+1)-lonum, quse ex iisdem a', &, ...
(excluso &) accipi possunt. Multiplicato # per terminum priorem ipsius
x — d, angebitur exponens ipsius ¥ unitate in quovis termino, adeogue
et equatio uno altior prodibit; factor —4 scilicet exponentes ipsius x
non mutat. Est autem in 2P terminus m-tus (haud numerato primo, ubi
potentia altissima ipsius x cum coefficiente 1 est) Mx"™", et sequens
est Nx"~™~'; atque multiplicando P per x—d, potentia exponentis
n—m ipsius x nonnisi ex Mx"™™ per —d, et Mx"7" " per x multi-
plicato prodire potest; terminus itaque facti, in quo x"7™ est, fiet
(N+d'M)x""™; est autem hic terminus (m --1)-tus in novo facto ab
x"*! (excluso hoc) numerando usque ad x"~™; atque NV continet om-
nes (m-+1)-iones quee ex &, &', ... excluso 4" accipi possunt, M vero
omnes m-iones ex iisdem, quee singule per &' multiplicatz exhibent
omnes (m --1)-iones, ex &, ¥, ... d', que ipsum &' continent.

Quod ultimum attinet, is dum per &' multiplicatur, prodit @' &'... d"

&
-
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penultimus autem per &' et ultimus per x multiplicatus, dat primam po-
tentiam ipsius x, et sub formula dicta generali continetur.

‘ 9. Si zquatio in talem (per pag. 394) transformata sit, ut quivis coefficien-
tium numerus integer sit; tum si radix quantitas cum unitate commen-
surabilis sit, numerus integer, et quidem e factoribus termini ultimi est.
Nam factorem termini uh:imi esse e (pag. 401) patet; si vero radix non esset
numerus integer, sit - pm a et b numerts inter se primas, quos nul-

lus alius integer prmter 1 metitur. Substituto 5 5 ipsi x, esset

"
S Rl S

et per 4" multiplicando, est

a"+fpa" "+ biga" -+ 8" ra+ 8" =0,
et hinc

ﬂﬂ

5 =—(pa® '+ bga" 4. . " Pra+ 0" s);
quod absurdum est, nam & non metitur numerum ", quia, ut paulo infe-
rius demonstrabitur, numerus primus & inter factores ipsius aaa ...
adesse deberet £7; membrum sequationis ad dextram autem manens inte-
ger est. [taque radix realis, si quantitas commensurabilis sit, numerns
integer est.

Hinc modo sequente investigari potest, num radix quationis realis
commensurabilis detur; nempe factoribus termini ultimi integris ipsi x
substitutis, videri potest, num valor functionis ad o redigatur. Ceterum
si quis factorum integrorum termini ultimi radix sit, ad finem operatio-

nis sequentis prodire o, ex operatione ipsa patet.

Sit ex. gr.
gr X pxE -+ gx+7r=0
e sit a radix; erit
age ' @+ pat+ga=—7;

adeoque —y
@'+ pa-+g=—
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ubi ; integer est, dicatur ». Est porro
atap=—r'—g,
et

a-=p=— fl-t—g—

i ¥

ubi %’E pariter integer est, dicatur ¢'; est demum

. a '
=—g—p ot g=—L7Ll=y,
Ll simo, Lihmems
Ex. gr. Sit
x4+ x'—10x-+8=0;

erit substituendo 2 ipsi x, que radix @quationis est, quilibet guotorum

:;. L;—tf-, _E?E} . . . numerus integer, et ultimus =—1 est, nempe
8 4—10 — 31
oy g i
Nisi quilibet quotorum integer et ultimus = —1 sit, numerus substitutus

radix esse nequit.

10. Si mquationis ordinatee gradus g complefae, adeoque ex w1
terminis constantis, per fix)i=o0 designate, coefficientes omnes, abstra-
hendo a signo praposito, positivi, atque radices omnes reales sint; tot
transitus, ex + in — vel vice versa, erunt, quot radices positivee, et
tot successiomes, mempe -~ - aut — —, quot radices negativee. Suc-
cessiones signorum zequalium dicuntur breviter swccessiones, uti succes-
siones signorum inequalium fransifus dicuntur.

Nam per a, &, ... positiva intelligendo, ®quatio forme x—a, aut
formee x -+ &, simplex dicitur, et quidem prior positiva, posterior nega-
tiva; quuin @quationis e talibus factoribus conflate prior radicem posi-
tivam @, posterior negativam — & procuret.

Prodibit autem s=quatio eadem, quocunque ordine multiplicentur
@quationes simplices, adeoque etsi prius tantum posilivee multiplicentur,

Biiwan, Tontamen, | 5t
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et factum F per aliquam quationem simplicem negativam, et quod
prodit per novam negativam, et hoc item per novam, si adfuerit, multi-
plicentur, donec nulla supersit; aut inverse factum f e negativis per
positivas simplices modo dicto multiplicetur.

Si jam numerus @quationum simplicium, adeoque radicum, positiva-
Tum sit #, et numerus negativarum adeoque numerus radicum negati-
varum sit a: atque demonstretur @) f per squationem simplicem
positivam multiplicatam unum transitum novum acquirere, et quodvis
factum ita prodiens per wquationem simplicem positivam multiplicatum,
unum transitum novum nancisci; multiplicatione per omnes ®quationes
simplices consummata, patebit, in #{x) ad minimum # transitus dari. Ita
s1 demonstretur &) / per mquationem simplicem negativam multi-
plicatum unam successionem acquirere; patebit, in f{x) ad minimum m
successiones adesse. Atque quum numerus omnium successionum, sive
2qualium sive inzqualium, in fx) sit #--m = 4, quum g =1 termini
sint, plures transitus quam » dari nequeunt; nam tum sz nempe NuUMErus
successionum imminueretur, quem dari constat, # transitus vero certo ad-
sunt; ita m successiones adsunt, nec plures esse possunt, quia tum =
numerus transituum imminueretur. Consequenter plane n transitus, nempe
quot radices positivee, et m successiones erunt, nempe quot radices
negativa.

Itaque nonnisi a) et #) demonstranda veniunt.

Quoad a) Sint multiplicandi signa quocunque ordine, et multipli-
cator sit aquatio simplex positiva, ex. gr. x—a, pro a positivo ; erit,
si tantum signa coefficientium scribantur et in facto coefficientes poten-
tiee cuiusvis ipsius x addantur, schema sequens ; notando, quod coefficiens
termini primi in utrogque factore sit 1, nEge terminus F'l'i'“'uls facti sit
1.1, coefficiens uno altioris potentiz iPE“_'S *; postea e Eagic 'FI““
multiplicandi in linea facti superiore desn.:n!::rantur, quum muitiplicatio per

mutata relinquat ; multiplicando per — a autem eadem

x omnia signa im g i ol .
signa in contraria mutata, sub secundo superioris i il G i

terminentur ; atque quodvis »-tum seriel superioris et (¥ —Ii-tum inferio-
¥ ; i i .
ris simul coefficientem potentiz exponentis g—7=-32 1psius x AR ;
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quum nempe potenti® ipsius x in multiplicando quovis termino ulterius
ad dextram unitate decrescant, adeoque si primus terminus sit ¥ in
termino »-to est potentia ipsius x exponentis u — ¥-+1; et idem termi-
nus per priorem multiplicatoris terminum dat x*~”*? ac potentia eadem
ipsius x duntaxat e multiplicatione termini (»—1)-ti multiplicandi per
terminum secundum multiplicatoris prodeat.

Quibus premissis patet in schemate sequente

+ = — = 4 —

-+ —

+ —— e — A —
— + 4+ — 4+ — — +

qualisvis fuerit signorum ordo in multiplicando, quemvis transitum, qui
in multiplicando est, transitum in facto parere, et praterea unum tran-
situm accedere. Nam si in multiplicando fuerit + — aut — - fiet e
primo — e posteriore 1 ; atque ubi in multiplicando prima vice occur-
rit —, adeoque primus transitus est, fiet in multiplicando + — et
—in facto, adeoque terminus negativus, qui cum termino primo transi-
tum efficiet; ita postea veniens primus positivus in multiplicando produ-
cet secundum transitum in multiplicando, et secundum in facto, quum
in multiplicando tum — -+ efficiat 7= in facto; et ita porro quivis novus
transitus in multiplicando pariet novum in facto; nam si ex. gr. prodeat
in facto —, sed antequam prodierit -, iam terminus positivus prodiret,
transitus evenit,

Consequenter quivis transitus multiplicandi transitum in facto parit.
Sed praterea adhuc unus transitus in facto accedit; nam si in facto
alicubi tale — occurrat, post quod nullum - est, tum in multiplicando

post illud + —, per quod illud — productum est, usque ad ultimum
terminum quemvis negativam esse oportet; nam secus — - produceret

7 ; si vero in facto tale 7= sit post quod nullum — est, tum in multi-

plicando abinde termini usque ad ultimum positivi sunt, secus -+ —

produceret =, et post |~ esset — contra hypothesin. Itaque quum ter-

minus ultimus seriei superioris et inferioris e termino eodem, nempe
s
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ultimo multiplicandi, prodeant, nempe superior per +-x inferior per —
multiplicando, in utroque casu, sive = sive I~ occurrat in facto ultima
vice, a termino seriei superioris ad ultimum inferioris unus transitus erit,
in casu primo a negativo ad positivum, in altero casu a positivo ad ne-
gativum. Consequenter semper ubi per aquationem simplicem positivam
multiplicatur, factum ad minimum unum transitum acquirit.

Quod & attinet, qualiacunque signa multiplicandi se invicem
excipiant, multiplicando per aquationem simplicem negativam, ex. gr.
x-+2=o0, erunt signa multiplicatoris + <+, adeoque ex. gr. schema
sequens erit:

+ = — -

+ =+

- — — 4 -
+ — — 4+ + —

Nempe series signorum multiplicandi ipsa est series facti tam superior
quam inferior, terminis huius uno ad dextram protrusis.

Ubi in facto — aut 3= est, in casu primo coefficiens negativus, in al-
tero positivus est; ita termini ultimi inferioris, qui solus coefficiens ipsius
x® est, signum quod ibidem est manet; ubi autem F aut + est, a
magnitudine coefficientium pendet, quodnam signum terminus is nancis-
catur.

Sed uti Segmer ingeniose animadvertit, signum in facto manet id,
quod in serie superiore est, donec post _ tale 4 aut post 3 tale T,
aut post F tale 4 aut post & tale & sequatur, ut si pro casu primo
in +, pro secundo in =, pro tertio in +, pro quarto in F coefficiens
inferior sit maior superiore, atque pro casu tertio in F, quod ante =+
est, et pro casu quarto in =, quod ante 5 est, coefficiens superior sit
maior inferiore ; manifesto enim in his solis casibus fit descemsus a signo

seriei superioris ad sequentem inferioris, uti schemata heec exhibent.
e

—_—— A - -
N Bl T, e 1

Patet vero in omnibus his casibus descensum successionem parere,
a — ad —, vel a + ad + cundo.
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Post signum autem, ad quod descensuin est, series signorum inferius
plane illa sequitur, qua: superius post signum, a quo descensum est; ad-
hucdum itaque numerus successionum uno auctus est; manet vero in
facto signum seriei inferioris abinde, donec post — tale =+, aut post
1 tale &, aut post & tale + vel inverse sequatur, ut pro casu primo
in =+, pro secundo in 7, pro tertio in -4, pro quarto in F coefficiens
superior maior sit inferiore, etquidem ita ut pro casu tertio in =, pro
quarto in =+ coefficiens inferior sit maior superiore; in his enim casibus
fiet ascensus a Segnero dictus, nempe a signo seriei inferioris ad sig-
num superioris ascendendum erit; uti schemata hac exhibent:

S e FE A

Ubi item patet in duobus casibus prioribus unam successionem, quee
in inferiore, adeoque in multiplicando quoque est, destrui; quum in
casu primo pro — — fiat — -+, in secundo pro + -+ veniat + —;
in duobus posterioribus vero transitum mutari in successionem.

Itaque si prius accesserit una successio, hic una qua in multipli-
cando adfuit, destrui potest, usque ad signum, ad quod accensum est.

Post ascensum eadem signorum series, que in multiplicando a signo
respondenti est, sequitur; atque dicta denuo repetuntur; patetque quot-
vis descensus fuerint, totidem successiones oriri tales, quee in multipli-
cando non erant, at vero per quemvis ascensum posse successionem
aliquam, qua in multiplicando adest, destrui.

Interim descensuum numerus in omni casu NUMETUIN ascensullm uno
superat ; nam aut ascensus nullus est, aut datur ultimus; si nullus sit,
tum si alius descensus non detur, saltem ab ultimo signo superioris ad
ultimum inferioris illi 2quale descendendo una successio nova producitur,
quz in multiplicando non fuit; si detur ascensus, sive unus sive plures
fuerint, erit ultimus, nempe ultra quem alius non datur; atque tum is
aut ad signum ultimum seriei superioris ascendet, aut ad aliquem ante
ultimum ; in casu posteriore manebunt signa seriei superioris sequentia
usque ad ultimum, et in utroque casu accedet nova successio, descen-
dendo ab ultimo signo superioris ad ultimum inferioris illi mquale.



406 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERALIS

A g I T ek e
: B numerus erit #—i; atque etsi
'il““""ﬁ ascensu A uno minor fieret, adeoque ex N fieret N—(g—1)
idem per numerum descensuum fieret N—(B—1)+f=N+1. Ita ue:
semper ubi nova radix negativa infertur, multiplicatione per mquatim?e:m
simplicem negativum factum ad minimum unam successionem acquirit,

Atque hinc per superius dicta assertum patet.

Ex, gr. x°+x*—1lox+8 unam successionem et duos transitus,
atque duas radices positivas, 1 et 2, ac unam negativam, —4 habet:
y*—3y*—10y —8 vero uno transitu et duabus successionibus gaudens,
unam positivam radicem, 4 et duas negativas, —I et — 2 habet. Nempe
radices posterioris sunt radicibus prioris plane oppositz; gquum substi-
tuto (pag. 393) —y ipsi x, fiat

—y 4y 10y +B=0,
et dividendo per —1, ut potentia suprema a signo — liberetur, erit
ypr—yt—10y —8=0.

cuius radix y est opposita radici prioris, nempe y=—x. Si exponens
potentiz supremz par sit, tum termini ad exponentes pares manifesto
manent, et tantum termini, in quibus exponentes impares sunt, mutantur
in opposita; ubi vero exponens supremus impar est, tantum termini in
quibus exponens par est, haud excepto O, mutantur in opposita, ut
radices nova ®quationis priorum oppositz reddantur. Ex. gr.

a4 bxd — §xt — 42 + 40
habet radices 1,2—4, —5, et radices ipsius

x+ — bx? — 5%+ 423+ 40

sunt —I, —2, 4 ac 5.

Per pracedentia igitur si radices omnes reales sint, quot sint posi-
tivee et negativee, dignoscitur; observando interim, quod si quis ter-
minus desit, o tam + quam — accipi possit; et si_per hoc numerus
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radicum positivarum et negativarum diverso modo indicaretur, radicem
imaginariam adesse constet.

11. Si radix commensurabilis sit, illam numerum integrum (per pag.
400), et factorem termini ultimi (per pag. 401) esse constat. Itaque inter
factores termini ultimi querendus est, qui functionem fix=o reddat,
sl is in ea ipsi x ubique substituatur; uti in exemplo proximo, terminus
ultimus est 40, et radices, quum omnes commensurabiles sint, e factori-
bus integris ipsius 40 sunt.

Si tamen terminus ultimus ¢ nimis magnus sit, multisque factoribus
gaudeat, facile poterit (per pag. 394) =quatio, substituto y+a ipsi x in
f{x), in talem transformari, cuius radici y addendum a est, ut x prodeat;
adeoque e factoribus ipsius ¢ illi tantum tentandi erunt, num radices
ipsius f{x) sint, qui subtracto a factores termini ultimi squationis nova
sunt. Sepius sufficit, a=-+1 vel —1 accipere; et si @quationum pro
x=4y-+a, et x=y'—ga transformatarum ultimi dicantur {7 et w, patet
factorem # ipsius ¢ radicem ipsius f{x) nonnisi tunc esse posse, si detur
ipsius L7 factor talis y et factor talis ¥' ipsius w, ut k=y—+a=y'—a sit.

Ex. gr. Pro

X4 — 40x% =+ 595" — 3900% + 9504 = O,

fit substituendo y--1c ipsi x, =equationis nove terminus ultimus =4,
cuius I, 2, —I, —2 factores; atque I1o-+1I, 1042, 10—1 I10—2 radices
eequationis prioris sunt.

12, Si vero radix realis quidem, sed non sit cum 1 commensura-
bilis; tum queerantur talia @ et &, inter quee radicem cadere oportet;
atque ipsis @ et b quanto propius ad se invicem latis, radix inter ea
cadens modo dicendo approximetur. Si fla) positivum et f4) negativum
sit, demonstrabitur paulo inferius, f(x)=o0 radice reali inter a et &
cadenti gaudere; itaque talia @ et & a se invicem quo minus differentia
reperienda sunt. Substituendo nempe ipsi ¥ pro radice positiva numeros
o, I, 2,...et pro radice negativa o, —I, —2,...sl ex. gr. sit

Slx)=x"—3x* —17x + 43,
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si sub quemque ponatur valor ipsius f(x substituto illo numero ipsi x
erit 1
-4 =3 =2, -1, o I, 2 3 4 5
—I, 40, 57, 56, 43, 24, 5 —8, —g, 8§,

itaque unam radicem positivam inter 2 et 3, alteram inter 4 et 5, ter-
tiam vero negativam inter —3 et —4 cadere constat.

Est autem etiam, ut substituendo numeros ipsi x decrescat aliquamdiu
fix), et tum item crescat manente signo eodem: ex. gr. sit

flx)=x—2x*— 212+ 55;
erunt

valores ip!h.lﬁf‘x:' e BI: 73 55 33 13, 1, K "ECIC

numeri . . . —2, —1, ©, I, 2, 3, 4,

atque radix positiva ent, si quidem realis fuerit, inter 2 et 3, aut inter
3 et 4; tentandum in tali casu est, addendo 4-w<1 in hoc casu ipsi 3,
num f(3 4-w)-—0; quo in casu 34« eo propius radici erit, quo minus
fl34w) erit. Si vero f{3 4 w) neutiguam tendat ad o, tum radices omnes
imaginarize erunt, siquidem f(x) abindesigno eodem utrinque crescat sem-
per, ab illo termino seriei tam ad dextramquam ad levam eundo. In hoc

. 1
quidem casu, pro @=-- est

f+s)=%

L] L) ]
adeoque radix inter 3-+ ; et 3+-;— - est.
Omnia hec autem illustrantur, si x tanquam abscissa et flxi=3y
ordinata abscissee x respondens consideretur, et queratur tale ¢ ut

flel=y=o
sit; atque ad ductum linea per extremitates ordinatarum descriptee
reflectatur, nempe si a fine abscisse @ puncto in linea abscissarum lato,
donec ex a fiat &; posito interea f(x) semper reale finitum esse, tran-
sibit linea ex una plaga in alteram per partem abscisse inter fines
ipsarum a et &, si fla) positivum et f(é) negativam sit.
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13. Ut tamen molestia tot numeros tentandi minuatur; e re est cer-
tos nosse, intra quos tentare sufficiat; nec de aliis nisi positivis radi-
cibus agere necesse est, quum squatio facile 'pag. 393 in talem mute-
tur, cuius radices positive per —1 multiplicatz, radices negativas prio-
ris prezbeant; dicuntur autem /imites radicum positivarum duo valores
eiusmodi, quorum unus maior quavis radice illius zequationis positiva,
alter vero minor quavis radice positiva eiusdem sit.

Si queaevis radix positiva <Z1 fuerit, tum 1 est unus limes. Considere-
tur itaque radix positiva unitate maior pro squatione gradus .

Sit —M coefficiens negativus maximus, et — .V sit coefficiens termini
negativi primi, terminorum omnium #-ti, haud numerato primo: erit ter-
minus m-tus =—ANx""™: et si

x>1+-V M

accipiatur, pro x positiva et unitate maiore valor ipsius f(x) certo positivus erit.
Nam tum summa terminorum ab m-to usque ad illum, in quo x° est, etsi omnes

. : (M .
coefficientes seorsim = —/M essent, esset -—E——x-:-t——-y-, si — Mx"—™

primus, et x exponens ponatur per (pag. 151); quo si x” maius sit, fix) posi-
tivum erit, nempe si ipsi x tale a positivum substituatur. Fiet vero
hoc, si

a>1+V M
sit; nam tum pro a1 erit

a—1>V M,
et

e —1™>M,
atque

la—1ja™ ' =M;

g T . e
et hinc multiplicando utrinque per —,——, erit

Moe"—m+1
=

quod si fuerit, tanto fortius fiet

Bivva, Testames. 1.
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consequenter fix| positivum erit, si ipsi x substituatur
cr}l+i’r3£
Facile hoc ad exempla proxima allata applicatur.

14. Tta si ipag. 393/ transformetur mquatio, ponendo x=_1
®quatio ordinetur, reperta tali quantitate O, qua si ¥y maius ail
valor functionis nova positivus sit, erit pro 0> Q,

, atque
cipiatur,

I |
<y

per y radicem positivam novz quationis intelligendo; adeoque

—é—{x,
nempe ,, est minima radice positiva quationis minor. Itaque in pre-

cedentibus tale prodierat, quo radix maior esse nequit, quia tum fixi
fieret positivuam et non o, hic autem tale prodiit, quo x maius est,

15. Quoad radices negativas autem transformanda @quatio in talem
est ‘per pag. 40b, cuius radices positivee per —1 multiplicate, exhibeant
radices negativas prioris; atque limitibus radicum positivarum quatio-
nis nova quasitis, limites radicum negativarum prioris reperientur,

Vix autem monendum est, heic limitem non sensu superiore accipi;
item quod si radix una a ipsius fx: =0 prodierit, _-:_f l‘:}' prebeat ®qua-
tionem uno gradu inferiorem, cuius radices pariter queeri possunt. Patet
etiam, quod si terminus ultimus deficiat, unam radicem © esse; nempe
si o substituatur ipsi x, functio ad o redigetur ; est quoque termini ultimi
o unus factor =o. Ita si terminus secundus deficiat, summa radicum =0
est ‘pag. 399, adeoque summa radicum positivarum est summa negati-
varum equalis. Ita etiam patet coefficientem termini secundi non posse
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realem esse, nisi radices imaginariz, si adfuerint, se invicem destruant.
Patet quoque radicem positivam non dari, si coeficientes omnes, etiam
ipsius x°, positivi sint; nam tum pro quovis valore positivo ipsius x,
valor positivus et non o erit.

16. Si autem wmquationis radicem per dicta inter certos integros con-
tineri constet, atque tentationibus inter illos factis, prodierit tale w, ut
vera radice x dicta, sit ex. gr.

x—ﬂ#-:'.':—IIE, vel -t-—ﬂ'{:'iéa. &,
nempe p
Xx=uw-+

denotante f fractionem veram exiguam; erit methodo Newtoniana

¥ o= wfI" = w aw” - fF
T M

i=i;

atque f'F—+f"f+ ..., id est summa terminorum, in quibus fractio vera
J ad una altiorem potentiam elevata est, /f dicta: erit

fRl=w"puw” g T L st
+ (™ - pin =1 " g — 210" 34 5) - Ff=0;
atque hinc
w4 pw" " g T L sw - E - FS

f=- ' r

nw” '+ pin—1w" P gin—2)w" 3+ . .. +s

unde ex mquatione et quantitatis deficientis limite, sstimando maximum
errorem qui committi potest, negligendo &/ ob potentias fractionis verae
exiguz altiores, omisso £ fit

w” 4+ pw” " S quw T L+t
R T g+ (n—2 g™+ ts

3
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et ad denominatorem eundem reducendo, et addendo fit

— W= i — 2pw T - n— g e,

g

"W"_I'i‘fﬂ-"llﬁﬂ'”“i-l*lﬂ—:lgrw"“}-k...—w
Approximando hoc pacto, valore reperto w' item novum f queritur, et
- - - " - & .
operatio iuxta dicta toties quoties repetitur.
Altera methodus est LAGraNGEiana. Si nempe prodierit integer g
radice proxime minor, aut valor talis uti supra w, ut sit radix vera

x=r:+},1— pro y =1,

substituatur a -+ -;,— ipsi x in fix, et ordinata ®quatione queratur inte-
ger & ipso y pr xime minor; itaque
L 1
St S+

Ponatur
1
:T'r
ubi item y'>1, et squatione proxima in qua a+:;— substitutum ipsi x
est /1y dicta, substituatur &+ ‘_;,, ipsi ¥ in f,(y; et quaratur integer
b ipso »' proxime minor; atque idem semper repetatur; ita ut si pro-
dierit & cum « accentis, quod dicatur g, integer ipso y totidem accen-
tis insignito, quod dicatur }, proxime minor, substituatur in zquatione
novissima 3+ ., ipsi }, per V" intelligendo y uno accento pluribus,
quam }" habet nempe, « -1 accentis praditum.

Eritque

y:b-’c—

1
-+ 1
b4, 1
|'5'+",J|l+.

x=a

Itaque radix incommensurabilis fractione continua dicta in inl'lﬁnitum
protensa approximatur; sed de fractionibus continuis paulo inferius age-
tur. Patet vero superius incipiendo usque ad &, &, &7 . .. nll‘.erl:'latllll
esse valorem radice maiorem minoremve, quam si illi &, ubi subsistere

libet, 1 addatur.
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§. 40.
Si plures fuerint incognit x, y, . . ., et totidem =quationes gradus
primi tales dentur, quarum nullius veritas aut falsitas e reliquis fluit :

I. Aut queeritur ex una valor ipsius x, quasi reliquz incognite nota
essent, et reperto valore, substituto ipsi x in sequatione sequenti, quee-
ritur ex hac valor ipsius y, qui hoc pacto neque x nec y continet;
atque si z adfuerit, substituto in zquatione sequenti valore ipsius x
prius reperto, et tum ipsi y substituto ubique wvalore proxime reperto
prodibit ®quatio, in qua x, ¥ non amplius adsunt, et nonnisi z est, si in
initio tantum ¥, y, z fuerint; adeoque z reperitur; et inde regrediendo,
ex @quatione, in qua nonnisi y et z erant, substituendo valorem ipsius
z, prodibit y, atque ex =quatione, in qua x, y, z sunt, substitutis iam
repertis valoribus ipsorum x, y prodibit x quoque.

Quotvis autem fuerint incognitze numero u, progrediendo ad @quatio-
nem sequentem p-tam incognite numero »—1 disparent; adeoque de-
mum una manet; inde reperto huius valore per mquationes, per quas
descensum est, ascendendo omnes prodeunt.

2, Aut ita transformantur zequationes, ut e summa earum nova
sequatio promanet talis, in qua coefficiens omnium incognitarum, prater
unam, quam querere libet, o sit; quo pacto incognita ista reperitur.

Ex. gr. Sit

ax-+by=c,

ax+by=c;
erit (iuxta 1)

iR,

quo substituto in mquatione sequenti erit
i Ale—=0y) | g, BE—dOY | 4
¢===_" + by= = —+ by

et hinc . )
oS s
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atque hinc
prdcia o
consequenter
e __ﬂ'ﬂ—ﬁ'i_ ac'—ea'
. Y= = —ba = aF—ba'’
atque hoc in
g B
" o
substituto, fit
e Sb—0c
— ab—ba"

Idem modo secundo prodit; nempe multiplicando =quationem prio-
rem per &', posteriorem per —&, et addendo fiet
xiab'—a'br+ y b’ — bb' = b’ — bc,

unde x idem prodit, quod prius. Pariter y prodit.
Utrumque ad tres pluresve incognitas applicari potest.

Exempla.
a Querantur duz quantitates x et y tales, ut x+y=setx—y=d;
erit methodo priore
r=s5—Y,

quo substituto in sequente, est

s—y—y=d,
unde
—2y=d —35,
adeogue
o 2y =5 —d,
el _y
v=", i
et hoc substituendo in
x=5—1,
o s+d
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Modo posteriore substituto s ipsi ¢, et 4 ipsi ¢, ac 1 ipsis @ et a'
et 4, atque —1 ipsi &'; erit

_Si=l—1.d_ —is+d _ s+d
Li—ll—LI —2 2

ut prius.

b) Nota est mulorum de sarcinis suis conquerentium fabula. Prioris
sarcina est x, alterius y; is tantam esse suam queritur, ut si hic illi
pondus =1 traderet, ®que gravati essent; hic autem respondet suum
pondus duplum fore, si is illi 1 traderet. Erit hinc

Xt+I=9y—1I,
et
Y=+ I1=2ix—1I),
adeoque
X —y=—2,
et

2x—y=3;

itaque multiplicando superiorem per —1, et addendo, id est superiorem
subtrahendo ex inferiore coefficiens ipsius y erit o, et x=35 erit, quo
substituto in quavis squatione, erit y =7.

Idem prodit, si superius ponatur

a=l, b=—1, c=—2,
a=z b=—1, (=3

Exempla ad plures incognitas passim reperire et Tyrones ipsi con-
dere possunt; quotvis autem incognite fuerint, ingeniosa a BEzouT data
regula reperiri possunt. Nimirum ;

Si e rebus a, 4, ¢, d construantur permutationes ita, ut prius prodeant
ab et ba, ac priori preeponatur signum . posteriori —, et semper om-
nibus permutationibus factis literarum permutatarum suscipiatur operatio
sequens, cum singulis eo ordine quo prodierunt; nimirum sequens litera
nova postponatur, deinde migret ista semper uno porre versus sinistram,
donec omnes ad dextram post se relinquat; et prima harum permuta-
tionum, in qua litera nova ultima versus dextram est, retineat signum
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illius, cui postponitur, reliqua autem quavis migratione
A ]

SIgnuIn mutent ; atque si prodierint permutationes A4, 4, prius ex

< generentur modo dicto ali®, tum ex &, et iia porro, ac ordinentur
- " . j

uti prodierunt, prius ex A generata, tum ex A generata, 7,

uti prodeunt,

‘ Kegula porro est sequens. Quod si fuerint tot incognita: quot ®qua-
tiones primi gradus, et coefficiens ipsius x sit litera a, coefficiens ipsius
y sit litera &, ipsius z litera ¢ et ita porro; quevis in prima a:quatione
sine accento, in secundo cum uno, in tertia cum duobus. et ita porro ;
ad dextram vero sit litera sequens post omnium coefficientiom literas
cum eodem accento, quaz in ®mquatione est; litera ista vero denotet
partem zquationis cognitam, ita ut alterius membri, quod ad sinistram
est, quivis terminus sit factum ex incognita in cognitam; tum in deno-
minatore describantur literarum coefficientium permutationes omnes, quas
literas illas omnes continent, illo ordine quo modo dicto prodierunt,
atque iis signis afficiantur, quibus prodierunt. Tum pro valore cuiusvis
incognitze scribatur in numeratore supra literam coefficientis incognilz
illius litera, quee ad dextram est; praeter hoc vero supra quamvis lite-
ram denominatoris ponatur in numeratore quoque litera eadem, et
signa -+, — eadem sint in numeratore, quam in denominatore; et in
quovis termino tam numeratoris quam denominatoris litera prima sit
sine accento, qu#vis sequens vero acquirat unum accentum.

Demonstratione ingeniosa et elegans haec lex digna videtur. Si valet
hec regula de quotvis incognitis usque ad certum numerum » incogni-
tarum, a 2 incipiendo, demonstratur valere etiam de numero incognita-
rum uno maiore ; atque verum est de 2, de 3,... incognitis ab induc-
tione, &

I. Exprimantur literz numeris, primee incognit2 x coefficiens a nu-
mero 1, secunda y numero literz ipsius, nempe per 2, g,

Maultiplicentur omnes @quationes praeter ultimam, prima per #, s¢qQuens
per n, tertia per p, quartaper ¢, & ... Sint m, n, p, ¢, - integ_n; tum
subtrahatur ultima @quatio e summa priorum, atque in differentia pona-
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tur omnis incognite preeter illam, cuius valor queritur, coefficiens =o,
et erit valor incognit, cuius coefficiens remansit, mqualis membro ad
dextram diviso per coefficientem incognitee.
Ex. gr. Sit
I X4+2 y4+3 244 u+5 v=06,
' x+2 y4+3 244 u+5 v=06,
"x+2"y+3 244" u+5" v==06"
"x*+2"y+3"24+4"u+5"v="06",
1"x 42"y 4+ 3"2 4+ 4"u+5"v=06",

erit
x{mi-+nl'+p1'"+ g:"'—r""}=mﬁ+nﬁ'+pﬁ”+ gb"— 6",
et
__ b+ nb'+- p6"+ g6"
m1+n1+pl +g1 —1
si nimirum

M2 == 12 p2'4 g2"=2",
m3—+n3-+p3'+¢3"=3",
m4—+ ng =+ p4"+q4"=4",
M5+ n5+p5 -+ g5 =5"

Ita valor cuiusvis alius incognitze per dicta determinatur; et patet
expressionem valoris ingredi numeros indeterminatos m, n, p, ¢ nempe
novas incognitas, sed datis una pauciores, pro quibus totidem zquatio-
nes dantur; adeoque si pro tot incognitis valeat regula a Bezour data,
determinentur ope istius incognitz m, n, p, ¢, et in valore ipsius x
substituantur valores reperti; idem fiat pro valoribus ¥, 2, ..., et inqui-
ratur, num valores hoc modo reperti regule congrui sint. Posito valere
regulam de » incognitis, cuius vicem modo subeat 4; determinabuntur
inxta regulam incognite m, n, p, ¢ ex squationibus earum dictis, quee
modo sequente cxpﬁmanl:ur:

1m+nﬂ+3ﬁ+4§r—5.
1 m+2‘"n+3 p+4 g=5,

Bdvvan, Tentamen, I. 53
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ubi per numerum denotetur quidem, quotznam incognita coefficiens intel-

ligatur, sed valor ab illo, quem numerus idem sine stellula denotat in
prioribus zquationibus, diversus significari queat.

I1. Interim valores incognitarum ex proximis squationibus per regu-
lam a Bezour datam expressi facile in numeros stella carentes transferri
modo sequente possunt. Nempe 1 denotat iy 1 denotat 3, et ita porro
deorsum numero accentorum uno maior uno maius denotat ; porro 2 mu-
tatur in 2, _:, in 2", ; in 2"; ita :' in 3, ; in 3'; verbo numero accen-
torum additur 2, ut prodeat numerus, et numerus unitate mulctatus dat ac-
centorum Numerum ; nam in suprema @quationum proximarum accentus ubi-
que o est ; in illis sequivalentium suprema vero est ubique 2 =0+ 2; accen-
rusque in hac est in loco primo o=I—1 tum quovis loco accedit unus
accentus, uti numerus crescit uno in @quationum primitivarum suprema;
porro autem in his in quavis columna verticali deorsum accenti in qua-
vis linea uno crescunt, uti numeri in prioribus in quavis linea eadem
horizontali manentes iidem ; itaque 2 addito numero accenti dat semper
numerum prioris; et accentum esse semper o patet, dum 1 transfertur,
qualivis accento gaudeat, 2 vero dare accentum '; et cum in primitivsi
aquationibus numeri in quavis linea horizontali ab 1 progrediantur, prio-
rum vero idem numerus quovis loco unum accentum nanciscatur, est
numerus accentorum in translatione numerus translatus unitate mulctatus.
Ubi nullus accentus est, reputetur pro accento ©. Aequationes ipsorum
m, n, ... pag. 417 primitivee dicuntur, quibus priores zquivalent.

Si igitur numerus incognitarum in @quationibus totidem prius pro-
positis quivis sit, et lex de incognitis una paucioribus valeat ; considerato
casu proposito, in quo numerum 5 e demonstratione ipsa quemvis repre-
sentare posse patebit, pro valore ipsius x erit:
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L IN .m " I" -.-" ‘rrl - -l‘ lﬂ ‘.u.r
123 4 —12 4 + 14 2"3 —..
; ;l' -H ‘m » ‘f '.n.r -rlr - .r '.l'i *rir
- ] -+ I —_— %
n _—'-'T-__%“ im r E_ i_ i L '
123 4" —1 2 3"+ 14 2" 3" — ..
L] -lr ." .m & l'_ ‘F ‘m LI 3 I-N 'nu'
_ 125 4" —12 4 -+ 14 2 ...
P =% T '!m""'""_t (S * & & = p
123 — I 2 3+ 142" 3" — ..
ot .r ." .'IF o "' 'Jf .HI' ey .J "H .‘IH'
12 35" =11 + 152" 3"—...
g = LA (AT (T '
I 2 3 ‘# r " I 2 4f my + I L 2! m —_, ’
atque translatione (per II) facta erunt valores
m . zllrpst 411 nr_. . = 3: 4!1 5!11- zpll_‘ ’
2345 = 3345 =—..
_-3 3m4rr5m_.- _2 4;'5.'-'.!3;\.“!_"-
ﬂ 2 3! 4” 5’"—. . 2 3!’ 4“ 5!]':‘_. - E]
_ 2 3II 4HH5"T_ 8 - 2 3F 5Nl4'!ll‘_- i
p 2 3r 4;4531?__..' 2 3! 4n5m_'.*1
_ 2 3! L mr_ ..
7 2345 ‘.

Ita si queevis alia incognitarum queratur, eodem modo reperiuntur
talia m, n, ... ut coefficientes reliquarum evanescant; atque quum pro
aliis incognitis non eadem s, =, ... ponantur, et statim dicenda M,
N, ..., non eadem pro diversis incognitis sed concernentia intelligantur.

Quz de valore ipsius x demonstrabuntur, mutatis mutandis ad y, z, . . .
applicari poterunt.

Quomodo autem ad singularem hanc regulam perveniri potuerit, per-
spici ex exemplo (pag. 413) allato potest, sicubi coefficientes incognita-
rum simul cum coefficiente potentize exponentis o ita ut ibi designantur,
denotare contigit.

Denominator tam valoris m, quam reliquarum j“f“%“imf'"m n, p g
est idem, continens omnes permutationes numerorum I, 2, 3, 4, dicatur &;
et denominator & valorum eorundem mi, n, p, ¢ postquam modo dicto in

numeros stellula carentes translati sunt, dicatur [); numeratores autem
H'
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sint M, N, P, Q. Eritque
E.M+6-N+6P+6 lg_&lﬂﬂ

x=

1M+ U'N+1"P+1". 0 .
D
_ 6. M4+6. N+6".P4+6"0—6"D
.M+t N+1"P+1"0—1"D"’

Ita pro reliquis incognitis quoque respective concernentibus m, n, bog
repertis erunt, pro quavis incognita concernentia, id est pro illa pro-
deuntia M, A ..., intelligendo

6. M+6.N+6. P+6"0—6"D
=2 M+2 N+2. P+2"Q—2"D '
_ 6. M~+6.N+6".P+6"Q—6"D
T 3. M43 N+3. P+3"0—3"D "'
_ 6. M+6. N+6".P+6"0—6"D
s M+4 N-+-4 P+4"Q .:,“'D '

ITI. Si translatio formularum, qua D ex 4 et qua M, N, P, O pro-
deunt consideretur, cum per hypothesim in quovis termino sint accenti
o+« w patet (per 11| prodire in quovis termino ipsorum D, M, N, P, Q
numeros 2, 3, 4, 5, accentos vero in ) esse in quovis termino O«
quia terminus quilibet ipsius & est permutatio numerorum ':. ; _;, ;, unde
etiam in /) prodit permutatio quavis numerorum 2, 3, 4, 5, quia prouti
in d permutantur numeri I, 2, 3, 4 imaginis 2, 3, 4, § ab accentis con-
stantibus o - » = pendentis, accenti ita migrant in imagine dicta omni per-
mutatione possibili; itaque si semper ijuxta accentos disponantur, patet
permutationem quamvis, nec eandem imaginem bis, prodire, quia tum
permutatio eadem in & bis occurreret.

Porro cum in expressionum illarum, e quibus M, .N P Q depmmu
sunt, quavis adsint omnes p:rmutanuncs numerorum 1 2 3. .|. 5, nempe
in illa, e qua Af translata est absque 1, in illa e qua AV translata est abs-

que ;, absque 5 in illa ¢ qua & & deprompta est (per hypothesim) ;
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patet adesse quidem in quovis ipsorum M, &, P, Q omnes permutatio-
nes numfrarum 2,3, 4, 5, sed in M deesse accentum o propter defectum
numeri I in expressione, e qua deducitur, in J/V deesse accentum ', in

£ accentum , in Q accentum " propter defectum numerorum ;, ;,; in
expressionibus primariis dictis; nempe (per 1I) ubi I deest, in translato
accentus o deest, nam numerus accenti est aqualis numero ipsi unitate
mulctato ; ita ubi 2 deest, in translato accentus 2—1=1 deesse debet £.

Si iam in expressione superiore ipsius x in numeratore cuivis termino
ipsius MM preponatur 6 sine accento, in quovis termino ipsius N pre-
ponatur 6' cum uno accento, scilicet ibi datur accentus o, in F loco
tertio ponatur in quovis termino 6", in Q loco quarto 6" in quovis ter-
mino et 6™ loco ultimo cuiusvis termini ipsius £2; in denominatore vero
plane in loca dicta ponatur 1 cum iisdem accentis; prodibunt superius
permutationes omnes numerorum 2, 3, 4, 5, 6, inferius omnes numero-
rum I, 2, 3, 4, 5; et quum ita ordinentur, ut in wvalore ipsius x, ubi
1 infra stat, semper 6 stet supra I, reliqui numeri etiam in quovis ter-
mino iidem cum iisdem accentis in quavis verticali lidem esse poterunt.
Itaque pro valore ipsius x juxta regulam Bezour-i prodeunt termini,
prasterquam quod signa rite prodiisse demonstrandum supersit.

Idem pro alia incognita patet, si hec locum in squationibus cum x
permutet.

IV. Quod autem signa attinet: sit # numerus incognitarum in Zqua-
tionibus totidem propositis; erunt #2, a1, ... numero u—1 ex totidem
zequationibus determinanda, Dicantur permutationes, quee pro valoribus
ipsorum m, n, ... (per hypothesim) iuxta regulam Bezouti rite prode-
unt, primifivae, et eedem (pag. 417) in numeros stella carentes trans-
latee dicantur franslafae priorum; denotetque heic litera in locum expo-
nentis accento postposito numerum accentorum illius numeri, cui quasi
exponens adponitur.

Queevis primitiva permutatio numerorum

L I -
11. 21. = & 8 t"* _'I-F
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gaudet signo —+, regulze BezouT-i convenienti, et franslata quoque illius
signum idem retinet, atque permutatio cuivis superimposita signo eodem
gaudet.

Erit autem u aut par, aut impar; et g —1 in casu priore fiet impar,
et par in posteriore. Si u par fuerit, prodibunt pro valore 1psius x (pag.
420) termini denominatoris omnes, quoad numerum accentorum ordinati,
regulz convenientes; nempe tum permutationes in D regule contra-
riis signis pradite, preeposito signo — valorem regule convenientem
dabunt, ut statim patebit.

Si vero u impar fuerit, tum omnes denominatoris permutationes,
simul cum terminis ipsius — 1*~""D, juxta numeros accentorum ordi-
nate, signa regule contraria habebunt; atque tam numeratoris quam
denominatoris, opposita accipiendo, valore ipsius x immutato, singuli
termini signa regule convenientia nanciscentur.

Consideretur enimvero prius tantum in 4 permutatio primitiva prima,
et huic in numeratore superimposita. Nempe

ll+[#_[1'# =]+
-[F[""'_Ij“‘ ']+-||

I-l“-:.'
by #) b

k.
, .
3.

erit superioris frans/afa una permutatio ipsius M, inferioris fransiata
erit una permutatio ipsius [); eritque translata numeratoris, si extremi
permutentur, iuxta numeros accentorum ordinando

8w o s T,
inferior autem erit (per 1L

234" ... ut,

Atque hinc pro valore ipsius x in {E'-itl}] M+... per translationem pro-

dibit
Ir'“- +l..31.4 ‘*{""—l# 21“'_."! + 1

_____ :.3'.4;:__'-:’T;—““‘ o
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‘D_ Lu_ +I}|:.I1_ Ir
D, 1 =1

autem prodibit
I .F““"” {,u 1)l=1)’ +.
2, 3 4 F':F'_'a’ !{F-ll o

Termini tantum denominatoris considerandi veniunt ; nempe in deno-
minatore, si incognitze numere g« fuerint, permutationes numerorum
1,2, ... u omnes prodeunt, et dein pro x supra 1 ubigue ponitur u -1,
reliquis literis autem iisdem etiam, signa accentique ubique eadem po-
nuntur.

Translatz permutationes queevis cum primitivis eodem signo gaudent,
tantum valorem facti e quantitatibus permutatis tanquam factoribus pro-
ducti respiciendo; sed praposito 1 tanquam multiplicatore permutatio
134" .. u#= 2= auge quoad vaiurem signo -+ gaudet, ut factum
ex I et translata ipsius -+ .!I ; ;, e Lu—l N u impar fuerit, juxta
regulam signum — habebit.

Nam numerus numerorum in permutatione inter 1 et 2 erit u—2,
adeoque par, si u par fuerit, et impar si, # impar sit; 12 vero habe-
bat -+ ; ponatur prius 3 ad finem dextrum, manebit signum idem, per-
mutet 3 locum cum praecedente 2, fiet — ; ponatur sequens nempe 4 ad
finem dextrum, manebit —, permutet 4 locum cum 3, fiet +; et ita
porro, semper numerus sequens inmediate maior ponatur ad finem dex-
trum, qui signum precedens retinens permutet locum cum pracedenti,
donec nullus maior supersit. Hoc pacto patet toties permutari signum,
quot numeri inter extremos sunt, et si numerus mutationis signi par sit,
signum -+ 1nanere, si impar sit, signum — iuxta regulam fieri. Itaque
pro wu pari id, quod prodit, convenit regule, pro u impari autem contra-
riatur.

Item si g par sit, — D" legi conveniens est; si « impar fuerit,
contrariatur. Nam tum 1 erit ultimus; nempe heic numerus accenti uno
auctus equalis est numero loci; numeri intermedii sunt, qui prius in ter-
mino primo; itaque quum 21 gaudeat iuxta regulam signo —, prodibit
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pro u pari qlw—ll’ cum signo —; itaque factum D1“~"' juxta regu-
lam quoque signum — habebit ; valori ipsius x etiam satisfaciendo,

_ Si vero g impar fuerit, prodibit D1%—1 juxta regulam cum signo —+;
|taqffe quum‘ et precedentes permutationes denominatoris signis legi con-
l'l‘al"llﬂ: preeditz sint, tam numeratoris quam denominatoris oppositum
accipiendo, valore ipsius x immutato, signa legi quoque convenient ;
nempe tum etiam — D1~ in + D1 mytabitur,

Quod autem e solo termino denominatoris primo ad omnes concludi
queat, patet sic. Queevis permutatio fuerit in translatis, quibus x modo
dicto exprimitur; illa ex aliqua primitivarum dictarum orta adposito 1 in
denominatore iuxta accentum eius, et supra id x+1, cum ea signum
idem habet in expressione ipsius x, abstrahendo a lege Bezour-i, Facile
autem perspicitur, quod permutatio ‘quiEvis rerum certarum e quavis per-
mutatione earundem produci queat, permutatione unius aut plurium cer-
tarum cum immediate praecedente ad lsvam certo numero facta, et
quzvis eiusmodi permutatione signum per legem BezouT-i mutetur ; atque
etiam dum in primitiva permutatur aliqua cum pracedente ad levam,
et in translata eius mutetur signum. Atque hinc patet quod si prior per-
mutatio superius dicta legi convenerit, conveniant omnes; si non, tum
omnes signa contraria habeant. Que uberius exponere, tam prolixitas
vitanda quam brevitas necessaria vetat.

Consequenter de x regula generaliter valet; nempe sive par sive
impar fuerit w, valet, si de g —1 valet; valet autem de duabus, tribus,
et quatuor incognitis ; itaque valet de quinque, et hinc de sex, atque
inde de septem, et ita porro.

Parique modo de reliquis incognitis demonstrando generaliter constat.

§. 41.

Si autem zquationes gradus primi pauciores fuerint quam incognitee
(pag. 373); tum accipiendo tot incognitas, quot zquationes date sunt,
earum valoribus queesitis, reliquis incognitis arbitrarie quidvis substitul
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potest ; nisi certa restrictione posita, valores incognitarum certa qualitate
preditos esse oporteat.
Ex. gr. Pro
10x + 5y + -i-z =100,
et
X~y + 2 =100,

si cuiusvis incognitee valor integer positivus postuletur,

*=1, y=9% F=9%

neque alia resolutio ulla datur,

Resolutio eiusmodi eequationis (indeferminatae dictze gradus primi)
pro valoribus incognitarum integris commode ope fractionum continu-
arum perficitur: itaque quum et superius (pag. 412) mentio earum fuerit,
atque etiam wquatio quadratica ope earum resolvi possit, de his que-
dam dicenda veniunt ; quapropter alia adhuc pariter per se quoque neces-
saria pramittuntur,

1. Conversaipsius(pag. 67) quoque valet, nempe fracfionis ferminis non-
nisi per aequalia multiplicatis, fractio valoris aequalis prodit. Sit quippe

tum
P oy §
a’ a
Sit enim :
—‘g.-zgr, et -f—:qur,
erit
A=aq, et A=algFrj=agFar
Sed
ag _a __ A4 __ag-Far
ag a 4 ag '
unde

ag =dg =+ ar,

quod nisi »=o0 sit, fieri nequit.

Bdvyar, Tentamen. [ 54
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2. 8t A et A numert inter se primi fuerint, tum :;1', termings mi-
nimis exprimitur.

Nam exprimatur valor idem integris minimis per g.; erit

X
a = 4"

A=aq, et A'=dyg,

ac per preecedentia

ubi ¢ integer przter 1 esse nequit; nam tum integros A4, A integer
metitur, adeoque non essent primi. Itaque ¢ aut fractio vera, aut summa
fractionis verse f et integri 7 est; meutrum esse potest; fractio vera non,

quia tum —§ - minoribus terminis exprimeret valorem £ - contra hy-
pothesim ; neque ¢ =f~1¢ est; nam tum -g, —-—;Iri__'_'—:f , ubi numerator

denominatorque, ita ai et a7, adeoque af et af integri sunt; atque

af<<a et a f<|a’ est, quia f<|1; itaque valoris eiusdem non esset minima
. @ g a Ei
expressio — contra hypothesim, nam — =—7;.
a a af

3. St A et A item numeri inter se primi fuerint et A — }'f. etAk=a:
tum et A'k=a' (per 1); £ vero infeger est, st a ef a inlegri sint.

Nam # <1 esse nequit: quia #4 <4 esset, et ﬁ per -g—.m'mﬁribus
terminis experimeretur (contra 2.); sed # neque summa integri ¢ et fractio-
nis vere f est; nam, ut in preecedentibus, item non esset minima eius-
dem valoris expressio.

4. St N=ab vel ab...t, et N, a, b, ..., ¢ integri, et practer N
omnes numeri per se primi sint, nempe quorum nullum alius praeter se
et 1 metitur, id est nullus per alium integrum divisus quotum integrum
dat: tum N alia factorum primorum imagine exprimi nequit; id est
factores primi, quorum factum A est, semper iidem qui prius sunt,
nec preeter factorum ordinem differunt.

Nam sit prius # =ab, pro a, & per se primis; si pro g per se primo
esset etiam n= B¢ : tum ab= B¢ fieret, atque hinc
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=

et quum @, ¢ per se primi, adeoque inter se primi, nisi zquales sint,
esset (per 3. talis integer £, ut ak=J75 et gk=4: adeoque 5 non esset
per se primus. Si vero a =g, tum 5 =24, propter

B
2

L=
g

Consequenter si # e duobus factoribus primis constat, ex aliis constare
nequit.

Hinc vero de quotvis ad uno plures concluditur; nempe si nullus
integer J expressus per m factores primos, cuius imago sit 7, queat ab-
strahendo a factorum ordine ullo modo alia primorum imagine exprimi,
accedat factor primus v, et sit /o= Tum N nulla alia factorum pri-
morum imagine nisi per rv, abstrahendo a factorum ordine, exprimi
poterit.

Nam exprimatur etiam per gy, denotante y numerum primum; erit
tum 7o = Py, atque hinc .

LI

B!
ubi, ut antea, ¥ et v inter se primi sunt, adeoque, pro certo integro £, est
f=yk. Et si # imagine factorum primorum expressum /K dicatur, erit
f=yK, et quum ¢ ex m factoribus primis constet, 7 et K =quales ima-
gines sunt. Atque hinc est 7o =vy/J; et quia {v = fy erat, est vy.K =gy,
adeoque v.K=3; sed iv adeoque wy# constat ex m I primis factori-
bus, itaque X constat ex m, per hypothesim autem numerus, qui per m
factores primos exprimitur, alia primorum imagine exprimi nequit. Con-
sequenter 2K et  eadem imago est;.adeoque vyK et iv ac Sy emdem
imagines sunt.

5. Hinc si primorum a, b, ... quilibet seorsim metitur nume-
rum N, eundem N et productum e gquibusiibet eorundem primorum
metitur,

-
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Nam sit # imago ipsius M factoribus primis expressi, et sit NV:a=0Q,
adf:oqua N=aQ, et sit ¢ imago ipsius O factoribus primis expressi ;
Fnt n et ag imago eadem iper 4... Itaque a adest in n, pariter quivis
ipsorum &, . . . adest; consequenter quilibet eorum ita ordinari possunt,
ut partem imaginis constituant.

Conversim quoque integer P integrum N nonnisi ita metitur, si P
factoribus primis ita exprimi queat, ut imaginis alicuius, qua NV factori-
bus primis exprimitur, partem constituat. Nam si N=P. M, et N, P,
atque A factoribus primis exprimantur, imago eadem ipsius P. M, qua
ipsius AV erit.

6. Num vero numerus aliquis per se primus, aut e primis composi-
fus, ut dici solet, fuerit; de hoc videatur opus (pag. 206) citatum. Vaul-
gare est, numerum quemvis primum (numero 3 maiorem) formz

bn +1=2.3n 41

esse debere, quamvis conversim non sit quivis (ex. gr. 25| forme bn -1
primus, Nempe si integer NV per 6 dividatur, sit quotus g, residuum est
ipsorum 1, 2, 3, 4, 5 aliquis; s1 2 vel 4 sit, tum N par est; si 3 sit, tum

N=23.¢9+3=3(2¢+1);
si residuum 5 sit, tum
N=239423—1=23(¢g+1]—1,

seu 67 —1. Itaque nisi residuum 1 aut § sit, idest AV sub formam 6n-+1
vel 6m —1 veniat, compositus est.

7. E prioribus etiam divisor communis maximus plurium integrorum
factoribus primis expressorum, NECNON MEINIMIUS 0YEM, QUEM datorum
quivis metitur, reperitur. Nempe quoad primum eiusmodi imago [ fac-
torum primorum construenda est, in qua nonnisi talis factor uc-::urra_t.
qui in quolibet datorum adest, et quivis adsit toties, quoties adest in
datorum quovis, nec pluries adsit in omni quovis eorundem ; nam tum
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imago ista / imaginis datorum cuiusvis pars erit; qualiscunque primus p
autem adiungeretur ipsi 7, ut ex / fiat J', si /' quemque datorum me-
tiatur, tum p adest in quovis datorum, adeoque in J quoque; atque si p
in 7 adfuerit m-ies, tum in /" erit (m —+1)-ies; itaque et in quovis dato-
rum aderit (m--1lies; atque in J non adesset toties, quoties in quovis
adest, quum nonnisi m-ies adsit.

Quod secundum attinet, talis imago 7/ primorum construenda est, in
qua datorum quivis factor primus adsit, et quivis toties, quoties idem
in aliquo datorum plurima vice occurrit. Nam datorum cuoiusvis omnes
factores primi in 7 adesse debent; nam cuiusvis imaginem, partem ipsius
f esse oportet; si vero aliquis factor p ex 7 tolleretur, si is in illo da-
torum, X dicto, ubi plurima vice adest, m-ies adsit, etiam in 7 aderat
mi-ies, et nunc (m — ¢)-ies remansit; itaque XK ipsum 7, sublato p#, non
metitur (per pag. 428).

Hinc si fractionum gquarumvis ad terminos minimos reductarum, deno-
minator communis ¢ minimus queeratur, erit is minimus eorum, quem
quilibet denominatorum metitur. Et si fractionum datarum queevis % sit :
erit Eji numerator fractionis nove, quae =% nempe

Nam quum a et & inter se primi sint, per integrum multiplicandi sunt,
ut valor squalis prodeat; itaque denominator quivis communem metiri
debet. Consequenter denominatorem integrum minimum esse oportet,
quem quivis denominatorum metiatur.

8. Potest quidem divisor communis maximus absque eo gquogue, ut
factores primi quaererentur, reperiri. Quotvis integri A, B, ... fuerint,
queeritur prius ipsorum 4 et & factor communis maximus 5, tum quee-
ritur ipsorum /& et C factor communis maximus f, et semper novissimi
factoris communis, et sequentis numeri dati factor communis maximus

queeritur ; atque ultimus erit omnium factor communis maximus.
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Nam si omnes hi integri factoribus primis expressi cogitentur; i
imaginibus ipsorum 4, B praeter F nihil commune erit, neque in /et
C preeter f; itaque nec in A, B, C preter / commune est; quia id
tam in C quam in eo, quod ipsis A, /¢ commune est, nempe in / adesse
deberet. Unde ad plura conclusio prona est.

Modus autem alter dictus quoad duos a et b est sequens, denotante
hic litera quavis tam latina quam germanica integrum. Dividatur a per
b {pro a=b), sit quotus a et residuum ¢, et divisor novissimus divida-
tur semper per residuum novissimum, donec residuum o sit; et divisor
ultimus erit quzsitus.

Sint nempe divisores ordine sequenti se invicem excipientes, b, ¢,
0, ¢ et quoti sint a, 4, ¢, &. Nempe divisor primus b, residuum ¢; qui
tum secundus divisor fit, dando residuum D, qui tertius divisor fit, cuius
residuum ¢ tanquam divisor quartus det residuum o. Unde:

a=ba+c¢
b=cb+d
C=0c-t+e
d=ce¢d-o.

Erit ¢ divisor communis ipsorum a, b maximus.

Nam ¢ metitur utrumque ipsorum a, b, nec ullum #>¢ metitur.
Namque ¢ metitur ipsum 9, itaque diagonaliter ad dextram ascendendo
etiam ipsum Oc; sed ¢ metitur se ipsum quoque, adeoque et 1psum
¢=0c-+¢; atque hinc metitur ipsum ¢, sed metiebatur ipsum d, adeoque
metitur ipsum b; et hinc metitur ipsum ba, sed metiebatur ipsum ¢,
consequenter metitur ipsum a=ba +c¢. Si vero § metiatur tam ipsum
a, quam ipsum b, tum metitur ipsum ba, et ipsum c; quia si ipsum b
metitur, et ipsum bz metitur, atque si et ipsum a metitur, etiatm in
altera parte ipsius a certo numero adest. Si vero g metitur tam ipsum
b, quam ipsum ¢, metitur descendendo ipsum D, quia metitur iEsum cb
et ipsum b; ita metitur ipsum e, quia metitur tam ipsum D¢ quam ipsum ¢,
quod cum @>¢ esse nequit.
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9. Ex hac operatione promanat fractio continua vulgaris modo se-
quenti. Operatio preecedens exprimi potest per

I 7 15 [ tf
| a:b:c:d:e

ubi a, &, ¢, d quotos exhibent, et diviso d per ¢ residuum sit o. Unde

11 E...t_”_[[:__l P | LI Lo
a a:bT a4+ c:c_ a+ d T a+ d:0
b avpie “TErg TTE4y=
— I =1 I = I
i 7 M FTF+L e Ly 7 T
£+'b- G+-ﬁ c+?

III. Si b<<a sit, tum % est <I1; adeoque nullum integrum efficit. Ex-

primatur hoc per %:0; et dicantur ?—, ;, —— & fractionis com-
at+y
munis forma expressa fractiones approximantes ob rationem inferius

dicendam ; et quidem % dicatur prima, et exprimatur per %, % dica-

tur secunda, et exprimatur per —‘g. -

i1 b

1 ab+1
E_I_E'

dicatur tertia, et designetur per g, et ita porro. Tabella sequens etiam
modum, quo e quavis fractione approximante sequens per quotum supra-
scriptum formatur, exhibet.

a b ¢ o
0 1 b.140 | be-+1
T a “ab+1  |abetc-t+a
Iv. A B & D
A B iy o
Bo+d | Cct-B
Bh+-Ad | Cc+-F J
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Nempe tertia fractio approximans E" prodit ex ﬁ, » 81 tam nume-

rator quam denominator per quotum suprascriptum mllltip]icﬂtur, el
numeratori numerator pracedens, denominatori denominator precedens
addatur ; ita etiam ab inductione patet esse

D=C+ B, et D'=("ce+R.

Unde lex generationis cuiusvis e pracedente patet; si nempe lex
usque ad ii valeat, valet et de i’— Namgque tunc

K_Ii+H
K I'it+H''

prodit autem %, si pro ¢ ponatur :'+—;,—; atque tum fet

. I
I(i+)+H _ L _Tik+1 +Hk _ kli+H)+]
quod est
— Kb+ 1
- Kk+ 1

quia per hypothesim
I+ H=K et I'i+H =K.

Nempe quotvis fuerint quoti, donec residuum o fiat, literarum maiorum
minorumgque significatio respectiva perspici potest.

0. S1

N

B C
L] RJ‘ C'l'

L

considerentur ; subtrahendo quodvis e sequente differentize erunt

1 1 I

I —_— e
—ar’ TFC’ T7TD TDE"
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Nam
A=U. A'=I, B=1. R:a'

AB—AB _o—r _ —1
AR T AB —AF

adeoque

atque quodvis par }f et f.f fuerint, si

IK—TIK __ 41
7 o o
pruff:- et IL:- erit
RI—K'L i
K"Ll _-K.L,I

nempe si JK'— I'K'=+1, erit KL'—K'L =1,

Namque substitutis valoribus ipsorum Z, L' ex pracedentibus, erit
KL—KL=KKk+1'—K Kb+ Ti=KI'— K'l=—IK'— KI');
quod est =71, si JK'— KJ/'=4-1 fuit. Denominatorem autem subtrac-

tione peracta ipsis
KL K LK L

¥ o i Al i} i i

communem esse K"L' patet.

Est vero hinc omnibus positive acceptis queavis approximans precedente
alternatim maior minorve, quum differentiz sint alternatim negativae et po-
sitivae ; sed cur approximans vocetur, pondum videtur. Interim differen-
tiarum nempe ipsius

I 1
—ZE TFC
quamvis sequente minorem esse facile perspicitar : quum
BaA C>B, D>C,...;

nam etsi quodvis #, per quod multiplicatur ex. gr. /' ut K" fiat, 1 sit,
est XK'= 17+ H' et AH' nullibi est <1, nempe post A'=1, H'=a est
C'=ab~+1, ..., eta b ... positive accipiuntur.

5

Bécval, Tentamen. L
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11. Sed #n differentias fractionum harum approximantium dictum
a primitiva = inquirendum est.

D.fﬂﬂtﬂtul' ipag. 431, IT.i ifl—!-% per A, ita pro quoto £ in genere
i’+-I-— denotetur per x; quevis litera greeca substituatur ipsi 2 et latina
magna nominis eiusdem ipsi B, atque pracedens ipsi 4, et germanice
parvee ipsis c, by post literam nominis eiusdem cum & sequentes: erit

(BR+Aic=Db, et (Bg+Ac=a.

B+ A=B(b+ )+ a= Bl Bt dc

_(Bb+dic+ B Ce+BY

[ c .

MNam

quia B+ .4=0C (pag. 431); et hinc
(BR+ Ajc=Cc+ B,

quod est =b; nam si litera queevis id denotet, quod proprie significat, est

B=1, B=b+, A=o,

adeoque

rE,i+A'-¢=(é+%\]c=bc+b=b.

Atque de quovis ad sequens concluditur generaliter, nempe etiam

Db 4 Ce=Cc+ BY;
quia
D+ CG=(C+ Bid+ e, = Ced + BY+ Ce = Cled + ¢l +Bd=Cc+ B
Pari modo liquet esse
(Bp+Aie=Cec+ Bd=a=Dbd+Ce=...,
dummodo literze magne accento insigniantur; quum plane
C'c+ Bd=abc+ c+ad
sit, quod est =a; quia a = ab -+ ¢ = abc+ ¢ +ad, nam b=bc—+d.
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Hinc differentia cuiusvis approximantis g- ab ipsa primitiva Tli'"
litera cuiusvis nominis substituatur ipsi /5, ceteras quoque concinne

applicando erit
b_B__bB—aB
a B~ aB '

quod substituendo in numeratore valores dictos ipsorum b et a est

_ BB+ AB\¢c— BB+ ABc _(ABR—A'Bic _ 4« |
- al = aB Y

nempe si é_- approximantem n-tam repréesentet, et m par fuerit, est
AB'— A'B=-1, si vero n impar sit, —1 accipiendum est {pag. 433.

Itaque si approximantium g. et g differentize a o Phempe ipsa
iﬁﬁ' et :F—E.E considerentur, erit posterior manifesto minor priore;
quia E'>>0, et f<le est, si f non =o; patetque, Buum differentize
alternatim positivee et negativze sint, valoribus f—,"' —g Y oy ﬁ—“ ... diffe-
rentia decrescente, valorem 1 approximari, quamvis altcrng\thn rﬂint ma-
iores minoresve. Si vero f=o sit, ut pag. 431, tum =a quia

b

E
aTE=®

12, Est autem, st b et ainter se primi fuerint, etiam E=Db, et E'=a.
Nam per (pag. 434) est
(Dd+Cje=Db, et (Dd+C)e=a;
sed si f=o, tum (pag. 431

sy T oo, @ o
d=d+-r=d+--=d;

adeoque .
b=(Dd+Cle=Eq,

quia (pag. 431) Dd+ C= E, atque etiam
a=Dd+Cie=E",
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Estque ¢ tum divisor communis maximus ipsorum a et b, qui itague,
si a et b inter se primi fuerint, =1 est. Unde etiam £=b, et £'=q est,

13. Sed nec ulla fractio terminorum integrorum -ﬁ—d:rmr, quaecungue

approximantes % et ‘g— fuerint, quae denominatore ipso I minore gay-

dens, 1psis rod et D tntersert gueal,; id est ut pro casu, si

c D
c;{bT
fuerit, sit C D
L 2L
CJ{?{H,
et pro —C—‘.::=-£
o
Eop D
" g
Nam si c D
-CT{HI
tum
A
¢ D ch
et
C_p_G—Cp__m
cC' ¢ C'g C'q

pro m integro positivo et non o; adeoque

{‘+ 1 D
AN A7 B

atque C +__m__:;‘{}ﬂ_
c Cg ¢

. a0 C_ L
quia m non <1, et per hypothesim esset ¢ <[ Sivero 7 =7y

tum
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et
C_t_m.
atque ol
c_ 1 _D
c o nrm
et
L _m
¢ C¢ ¢’

quod est << %, quum ex eodem CCT heic plus subtrahatur, quam prius.

14. Exemplum sequens illustret preecedentia. Sit b=17, a=19; erit
ipag. 431 et sequ.) schema sequens:

2 1 2 2
19:7:58:2:1
Z I 2 2
o I I 3 7
i Tl i 8~ 19
A -4 C_1i+olD__12+1|E __3.2+41
A A C 2141]D" 3242 F’ B.a2+3

Patet autem etiam :—' pro utvis magno » eosdem quotos, adeoque

easdem approximantes dare. Unde fractio terminis magnis expressa cum
errore in pﬂxl exiguo terminis pawm exprimi potest.

15. Notandum etiam est, approximantium quamvis minimis terminis

expressam esse. Nam -E.;—=—"-- pro u, m integris et #<<C esse nequit;

quia tum pro certo integro g per (pag. 425)
C=ng et C'l=myg
esset, Sed (pag. 433)
g BC—BC=+1;
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itaque substituendo ipsis C et C' esset

Bmg— Bng =1,
adeoque

Bm-—Hu:i?i;

quod fieri nequit, quum Hwm—F'n integer, ?' vero unitate minor sit,

16. Sed est praeterea, si per ‘—g-; post % =-?— sequens intelligatur,

X . 3 T . BB,
B BC CD DE E a

nempe continuando donec libuerit, erit seriei summa =qualis approxi-
manti litera seriei postrema denotate. Nam

8_C_ 1
2 & &)
adeoque
o g1 _C
g BC o
ita
C_D_ =
e IFr
hinc
L'+ L .
c b o
itaque
B L +_| D

¥ 5C ED P
quod continuari patet. In exemplo allato est

1 1 1 I 7

~ 23 " 38 8.9 19
17. Sit
f:'r-l-ﬁ c
i ’
b -+ cr+r‘-
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retineanturque denotationes superiores; nempe

erit hic quoque in genere

nempe

et

L _a C_ a
B & C a,_i_F
K _IivHi
K I'M+H7
K=N+ f,
K'=1'"+ H'i;

:+lli

439

adeo ut lex formationis cuiusvis approximantis e przcedentibus iuxta

tabellam sequentem pateat.

a, a b, & g d d
o_dla_B(C_Bb+d4b|D_Cc+Bc
A la C'~ Bb¥+A8\D  Ced+5e
Nam si
I=HK+Gh,
atque
I'= H'F+ Gh,

substituendo &'+%:. ipsi /', patet prodire %5 est autem

H (k+ :—) +Gh

_HE+-Hi+-Ghi' _ i+ Hy

H'(&' Ly % ) G Hir+Hi+Ghi' I'if+HY%

quia per hypothesim

et

Hi+Gh=1,
HiY+Gh=1T.
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18. Erit autem

L _B__—a
AT F 4B
B_C _BC—BC_BE+Ab— B BY+4b) _
g - BC BC
_(BA— BAb_
BC

Atque in genere si
i__rj:'___j___a&...:;
N il & -

K L ab ...tk
- E—r Li _:F KFLI

est

Nam

ab
~BC

KL—KL=KK¥+Tk—K K¥+Ib)= K= K'INk=

=—IIK'—KI'k=Fab.
Erit itaque series differentiarum cuiusvis a sequente
a ab abe  abed
—ZBYBCTCDTDE T
atque quum sit

.t_i _ B _:tl
A B AB'
est A B
a i
X A B
et quia
qui B _C_ ab
B B’C’
est

B ab c A i ab
B BC-C A4 48 —EBC’

quod continuari patet, ut pro 4 =0 sit
a ab abe _ abed _ E
ar BT cp T DETE
et ita porro.

Ponatur
a=I, &=d': ':=b'! d=c" Y

ik



SECTIO TERTIA, 447

atque
1 a=aq, ¥=b—a, d=c—b, d=d—¢, 7
erit
‘ B=aqa, et C=8V+Ab=ab—aj+a=ab:

atque si
H'=ab...

" g,
I'=ab...ah

est 91‘.'
K'=ab...gahi;

nam

Xr: fr£l+Hi’r= !tl.i_[ﬂ+Hrht=
=ab...ghi—ab...gh'+ab...af =ab...hi=K"

Atque hinc generaliter est pro quavis differentiarum dictarum :

ab...f_ [ oy e
FG “ab...e.ab...eof " f
Itaque
a _ ab _ abc _abed _E _1_1_ 1 _1
AR B OE OE O b g o°

idemque continuari usquequo libuerit patet.
Unde manifesto, si

I I
—F*e

2
a

series convergens sit, el lendat ad s, etiam

j AR
o g ey [ T o
d—c+.,

tendet ad s. Hine

I
o —

9 4’
e 25
z+2+H

1
— I
]' p—

-+ 2

que expressio dimidii quadrantis pro radio 1 a Lorp BrounNker
primo fractionum continuarum auctore est, et cum serie Leibnitiana
(pag. 334! convenit, pro

Béevar, Tentamsn. I. 50
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a=i1, b= =
adeoque ! e
o b—a=2=c—b=. ..
nimirum
I I 1 1 n
———— e — e, o~ &
I 375 7 T
Potest etiam terminis fractionis permutatis, valor fractione continua
exprimi; nempe

--‘_'I‘=I:%=I:1_-II-_}"
si
1
T 1"'2'5 +49
2 4.,
per y exprimatur; itaque
%'-[+y—-l+——+i
_|,__5_*

19. Applicatur fractio continua et ad resolutionem aequationts quad-

ticae, modo sequenti. Sit
b
a+x’

xia+xi=b; est x=

et hoc, substituendo ipsi x ad dextram semper— _f_x , fiet

b _ b
a+x L 0

continuando in infinitum. Queeritur, num valor usque ad aliquod & accep-
tus valori ipsius x dato quovis propius accedat?

(Quod in pracedentibus .
@ B cueadty B, €.
fuit, est hinc

atque

b et a;

A o B _b6 C_ ab LD _ ah -+ bt
A= Boa C a+b D a+b
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Differentiz vero sunt

& &1 ﬁ ] ..5,!

TaAB T BC T DT DE
ubi exponentem ipsius 4 semper porro uno crescere patet; atque etiam
quodvis ipsorum
A B,... 4 8,...
S P | , - 5 _
—77 ab —grincipiendo (s#-~2}-tum sit, exprimi per #, a, & potest ; nempe

ah+in—1la" b+ [-H;i%-i at i,

! o (=1 (H—2] x_
a™t '+ na” '!H-T-—a" B, ..

.
g

terminis tam in numeratore =/, quam in denominatore =/’ eousque
acceptis, donec factor aliquis o fiat. Est nempe pro (m--2)-to terminus
ultimus numeratoris

{n-—ﬁ;{u—iﬁ+1}){£—1p+2r]...(u—|2ﬁ—n]£x,_,ﬁbﬁ+.
s @ s Bows eald

n=]
2

si p denotet -;i pro » pari, et pro # impari. Denominatoris autem

terminus ultimus est

(n—1p—1)m—p
I %

_','_ . {”'TJEE_ m],_.,ﬂ—hﬁ'—llg,}"
z

3.2
denotante ' pro » pari id quod antea, pro # impari vero ’-’—;f'—li
Nimirom si aliqguot ipsorum

4 B
o g

computentur, facile animadvertitur, e quovis prodire sequentis denomi-
natorem, si illius denominator per @ multiplicatus numeratori eiusdem

addatur, et prodire numeratorem, si illius denominator per & multipli-
o
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cetur; unde tabula coefficientium numericorum, qui terminis literarum
prefixarum appertinent, sequens conficitur.

A, Bl 1 o

KB, C| 1 o

A | I 1 | o

DE| 1 2 | o

EF| 1 3|1 ]o0

FGli1|4]3]0

Manifesto secunda columna numerorum verticalis est series nume-
rorum naturalium, tertia est series secundi, quarta tertii ordinis, ... et
quivis terminus est summa suprastantis et illius qui ad levam in co-
lumna horizontali superius sequenti est. Hinc ad expressionem dictam
perveniendo, de quovis ad sequens concluditur; nempe si valeat usque ad

77 quod sit (n-+2-tum, valet et de “x nempe in—+3-to. Erit enim

_K___'fu_j- Hb
K Tla+Hb'

estque per hypothesim :

in—2lig—3
fa:a"""6+ru—11::""&‘+—--~—3—a" T, S

I . 2
Lt (n =i+ f_'JIL-_ -if = )(n—tze—11) nsprrguriy

n—3N—4
H&=a”"'ﬁ*+m—2:-1"_35-‘4-—35—1 3-71‘*::" ShY 4.+

s lﬂ:—‘uﬁn— Iy-}-l!.‘} . _._'_I:_u e 1'2Iu—2':}_ ST YL
1.2.:.(u—1)

ubi considerando formulam, eamque applicando ad # et »—I, patel
terminum ultimum prioris et posterioris terminos generales, atque valo-
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ribus dictis ipsorum p et p' substitutis ultimos esse, nempe terminum
immediate sequentem factorem o ingredi; imo eadem substitutione pro-
dit, pro denominatoris termino ultimo ipsius @ exponentem o fieri pro
n impari, et 1 pro » pari, atque

(= (p—=1)in—p") (n —(p'+1))...(n—12p'—2))
1.2.3...p0

esse =1 pro # impari, et %+1 pro n pari ide (n -+ 2-ta fractione lo-
quendol.

Si vero in dictis terminis generalibus coefficientes eiusdem facti e
potentiis ipsorum a et & conflati reducendo ad denominatorem eun-
dem, addantur; factore communi exemto, erit

Mtn—(2u—1=n—u—I),
atque prodibit

) ) 0= ) e

quod pro g"~#**' $#*+! in K in quo terminus primus est a” *'4, regule
dictze conveniens esse applicando patet. Eodem modo autem de KX~

demonstrari potest.

Si vero in expressionem ;::;—Ig.g ipsius ? ponatur & -<~x Ppro d;

dibit
il fla+x+Hb_
Ha+xi+H& '

nempe nonnisi pre uno &, quod infimum in fractione continua est, poni
a +x debet, ut valor ipsi x mqualis sit; et peracta operatione prodibit

lia+x\+Hb Ta+Hb _ ba+xiHI—HI+ba HI'— HI)
Ta+x+HS Ta+ Hb ™ (@ =+x) '+ H'6) (Ta+H'S)
_ bx(H'I-HI)
=-XK+:IK "
quod, nempe differentia fractionis approximantis a valore unius radicis
®quationis quadratice, pro @ et & positivis ad limitem o tendit, si #-— oo,
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Sit enim

., 3
I/f_‘—'ﬁt'lf"—_-i{%—l-m)

pro w positivo; erit — -g—-i- %-+ w=w unus valor ipsius x; eruntque
in hoc casu a, 4, @, atque omnes termini ipsorum /', X" positivi; et si
b=1 ponatur, et i&:.— sit fractio (n--2)-ta pro » impari, coefficiens potentiz
ipsius 4 in termino ultimo denominatoris (pag. 444 erit (%—H) a ; est autem
K et tanto fortius K" K'+ w/'K’) isto maius ; numerator bx (&' f— HI'
vero est ==, quia =1, et /K'— /'K signi ratione non habita est potentia
ipsius & (pag. 443); atque manente numeratore denominatorem utvis augere
licebit.
Ex. gr. pro a=2 et =1 sit

X'2Ix=1;
erit unus valor ipsius x

p——

I
— Iy [+I_?+—;~+_1_
24,
et hinc
- I
— -_— I

FYr=1+—_ 1 1

2+

unde etiam si pro x*-+2x=1 fiet x*— 2x =1, adeoque unus valor ipsius
x=1—V 2, erit

I = I
-+ 1 —34— 1
2 +_i-+—. 2+_——2+'-.

el
2

nempe facile patet, quotamvis fractionem approximantem computatam
iisdem terminis, eodemque signo — gaudere.
Sit x*4x=1, erit
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et hinc

—wE=T,L
1

-+ -
I+,

nempe supremi fractionis continuze termini id, quod infra lineam supre-
mam est, divisor est. Hinc vero

= 2
¥5=i< +‘:—+_}_ +1,
a I+l-
quod etiam '
I
A+, 1 T2
4T+,
exX X' 4x=1I.
Ita ex x*—x=75 est
5
-
;+-l+.__

unus valor ipsius x.

20. Brevitatis studio casus pro & negativo praeterire liceat, quum et
de resolutione @quationis
X—x=a
analoga aliquid dicendum sit. Est nempe
¥M=q-x
adeoque -
X = ]-"'ra+ X,

et hoc ipsi x semper substituendo donec libuerit, erit

X = ]r;;—-l—l-ﬂ'_-l-:.l' = I/a+l‘¢:+l'¢?:l—_x

et ita porro; atque hoc quoque pro a positivo eousque continuari po-
test, ut omisso ¥ quovis @ minus ab x differat, ut statim patebit.
Ex. gr.
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1/1-1*1’{:*}:(1{- i "'I"‘{f’

[ 3 -
—=, - unus valor ipsius x est.

Ita ex x*—x—2=0 est
VorV 25y Farke.. . + 2,
et 2 est unus valor ipsius x, uti — 2 in @quatione

X' f-x—2=0.
Unde etiam (pag. 446—7) est

e | b3

_|_i t=1’fﬂr-—~1f2»-—tlf=-—- f:?—z—l-'_J’_i s

I +0‘ _-j +.:I--.+|-.

+

- | b3

Nempe ¥, inde ab secundo, sive ubique positive sive ubique ne-
gative accepto, duo valores oppositi alioquin quales prodeunt; quos
etiam tales esse oportet, ut eorum unus zquationi x*+x—2=o, alter
ipsi x* — x — 2 =0 satisfaciat; ut statim patebit, quum — 2 pro casu utro-
que idem maneat; quam-:}brem +2 3 in casu priore, et —3- in pos-
teriore accipi nequit.

Potest quippe etiam x™ pro ¥ poni, denofante m quemuvis m!cgmm
positivum

e
e

Va-i-l’a-rr ad=...-—=X

prov aequatione x™—x—a=0o.
Sit pro a positivo

VarcWa=b1axrb=b
Va<b<<d' i

prius b ipsi 'a, tum &' ipsi & & substitutis. Hinc si

erit

-l/.u n-IqF' ark f:J



SECTIO TERTIA. 449

quousque libuerit ad levam continuatum, generaliter N dicatur, crescet

N semper quovis novo Va- praeposito; manebit tamen <I+2a;
nam si

) Va»!*?ahlé.._.*ﬁ':m
erit

N =at+Vak- = Va;
adeoque

N —a=Fak  Ewfa<N
atque hinc quodvis N est <1+ 2a; nam si N= aut >1-+ 2a esset,
tum N™ —a=> N esset; nempe
(1+2a/™ —a>1+2a

pro m>1. Itaque crescens A sine fine, manens tamen minor, quam
1-+ 2a, gaudet limite. Sit limes is a, et sit

T T -
et
Fnrl-cu--l-ﬁzu—l;
erit primo ¥~ omisso

rw—a}"=a+rﬂr_r-!:.. : *!*ﬁ?:=ﬂ+a—.l

Sed tam w, quam A tendit ad o; atque tum
fa—@™—a™, et a+a—Ai—a+a

Consequenter o™ =ga - a; atque limes ipsius
VasFark- - ¥a

est radix mquationis x™ — x —a =0; atque si m par sit, radicali nega-

tive accepto prodibit radix squationis x™--x—a =0,

21, Notandum guogue est ¢l
Yala¥a...

Bdivar, Tentamen. | n
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limile gaudere, esseque limitem hunc ™,

} éxcepto @ =1, nempe tum non
limes, sed quivis valor =a™=1,

Nam incipiatur a dextra ad levam
preeponendo radicalia in infinitum ; erit prius

Va=a*

ll|+:|: m4+r +m4a

aa-‘—{a‘*aFj"—a L

dein

atque

Si vero prodeat

b b4
a w’#: y

fiet ¥'a preeponendo,

ALt e o I i e RTR
(@™ a bt jm =g mb*

'

exponens hic ipsius a autem est

mpti—y . mtti—]
Tl e ey P
quod tendit ad m—[-—f : namque si {pag. 150) dividatur m***—1 per m—1,
guotus erit
mP T e m? AL
Consequenter
VJVH . . .-'*-—.ﬂ"‘"
Ex. gr.

l/:lfs 2...—2T=2,
Vsists...=

22. Plura huius generis construi posse cuique succurrere potest; sed
his amplius immorari non vacat. Interim patet etiam, quod si fuerint

s
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'5’=?+ E‘zg‘*‘%;
r ' :
?2?1 E'"g+£'?:
! w d . . ¥
F=1" p=0+p;
erit ..
a __oa:d
B~ B:d—
=9 -9 ,.4= '
i — '?' ] i —_
Q-—l—ﬂ, Q-]_tf i 3-'—-91- : 3‘!‘%’_}_" "
BF »
at pro ¢, ¢,..., O, O, ... integris, si @,  incommensurabilia fuerint,

residuum nunquam o erit; quamvis ex. gr. " et 4" per dato quovis
minus 4" dividi possit, prodeunte O utvis magno cum residuo »"<<d",
. ¥

¥ : ¥ . . . .
adeoque quoto = 0+ r, ubi 7w <<1; at continuari donec libuerit, et %
per fractiones approximantes dictas approximari posse e iam dictis patet.

§ 42,
Applicatio fractionis conlinuae ad resolutionem aequationis indeter-
minatae gradus primi, pro valoribus integris, (pag. 373) exponenda venit.
Sit
+ax+by=+c¢,
pro ai=b, pro a, b, ¢ integris, et a, b inter se primis atque signis +
sive ubique idem, sive diversa denotantibus,

1. Si guodvis ipsorum a, b integer aliguis ¢/ metiatur tertium baud
metiens, tum x et y valoribus integris minime gaudent. Nam si x et y
. : 4+ ax 4 i -
integri essent, tum —:.—1 quoque integer esset; —- vero non esset
integer ; atque integer esset non integro zqualis,

2. Ponatur coefficiens maior, qualicunque signo gaudeat, loco primo;

atque si signum — habeat, multiplicetur squatio per —1I, ut ex
5°
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- X by=
fiat Ebhy=dc
n:tx:Fbyzti_

b . : .
Tum evolvatur a in fractionem continuam, et quaeratur approximantium

penultima; sit hac ex. gr. 457. erit sequens —fq atque F=b, et F'=q
quum b et a inter se primi sint, (pag. 435); eritque EF'— E'F=+1, s
-g,— fuerit a 2 inclusive numerando n-ta et n par sit, et

1

; i =1 pro n
impari. Unde

aE—bE'=41,
adeoque
afkc—bE'c=+c¢;
atque addito
abg —abg =o,

fit
a(Ec—bg)—b(E'c—ag)==c

Itaque si signa ipsorum b et ¢, quibus in hac w®quatione gaudent,
cum signis, qua in quatiope proposita habent, convenirent, tum ¢ rite
accepto, £c—bg ipsi x, et £'c—ag ipsi y substitui possent; at si signa
dicta non convenerint, transformanda erit @quatio modo sequenti, ut
hoc obtineatur.

1. Si b in aquatione proposita signum —+ habeat; pro —b(E'c—ag}
ponatur +b/— E'c+ag. Nempe factore utroque per —1 multiplicato,
signum ipsius b salvo valore mutatur.

Si vero signum ipsius ¢ sit diversum in

alEc—bg)—biEc—agi==+¢,
aut in
alEc—bgi+bi— Ec+ag)==¢,

tum =4=¢ et coefficientes ipsorum a et b multiplicentur per —1; nempe
hoc pacto mquatio tota per —1 multiplicata, atque ad formam equatio-
nis propositz reducta erit. o

Pariet autem quavis duarum harum mquationum duas zquationis
formas, prouti ¢ signo + vel — gaudebit. Nempe
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e priore a(fc—bg) —b(Ec—ag) ==+¢
et a(— Ec+Dbg)—b(— E'c+ag)=F,
ex altera a(Ec—bg) -+b(—FEc+ag)==+¢
et a—Ec+bgi+b(Ec—ag) =Fc.

Unde videre est, quod ubi signa ipsorum FEc et E'c conveniunt,
etiam signa ipsorum ag et bg conveniant, sed illis contrarientur, et ubi
illa diversa sunt, heec quoque tam inter se quam cum illis contrarientur.

4. Queeritur, quomodo ¢ pro quavis harum squationum eligi debeat,
ut valores integri positivi, imo valores minimi prodeant?

Oportet g esse integrum; quia nisi ag, bg integri sint, Ec— by et
£E'c —ag integri non erunt, si vero ag, by integri essent et g <1 esset,
feret = fractio terminis minoribus expressa quam 3 {pag. 426), quum
b et a sint inter se primi £,

In forma prima, ut Ec—bg et E'c—ag positivi fiant, debet esse
Ec>bg atque E'c¢>ag; itaque ¢ << tam ipso —'%‘E, quam ipsu%. Unde

~

. ! . o E' E
manifesto ex integris, qui infra utrumgue valorum —bi et =€

sunt, ma-

ximus integer eligendus pro ¢ erit, ut quam plurimum destruendo, quam
minimum positivum relinquat.

In forma secunda debet esse bg > Ec et ag > £'c; itaque ¥}§B£_
etsimulg}%; adeoque pro ¢ ex integris tam ipsum “BE quam ipsum
-‘Ei;‘-:— superantibys minimus eligendus est, ut terminus negativus e posi-
tivo destruens guam minimum relinquat. Unde forma secunda semper
gaudet valore petito; uti etiam prima, quum ibi, si pro ¢ alius integer
non detur, o accipi possit; nempe si aE—bE'==1, tum aEc—bEc=4c
(pag. sequ.). '

In tertia forma debet esse bg << Ec et ag> £'c: itaque

Ec Ec
Yo <1<
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atque si inter -‘%c— et -‘EEE~ integer detur, quivis ipsi ¢ substitui poterit;
si vero nullus detur, nec ipsorum x et y valores ulli integri positivi
erunt. In hac quatione autem, si minimus valor ipsius x queratur, tum
omnium valorum dictorum ipsius ¢ maximus accipiendus est, ut quo
plus destruat e positivo; si vero minimum y queeratur, minimum accipi
debet, ut negitivum destruens quo minus relinquat. In forma quarta

£c ! . : . £ . . K
b < g<< --‘1—{; itaque si detur integer 1pso X malor et 1pso —ﬂ-c-
minor, is accipi poterit; atque pro minimo x minimum g, pro minimo
y maximum ¢ eligendum est.

5. Si ¢=1, tum nonnisi in casu form#z secundz addi modo relato
abg —abg debet; nam si a£— bE = +1 cum mquatione proposita con-
veniat, tum, ut statim patebit, & et £’ valores minimi erunt; si vero
non convenerit, in quavis forma preater secundam ¢ fractio vera erit,
quia £<b et EF'<a, adeoque Ipag. 452) valor non erit integer.

Quod £ et £ valores minimi sint, ¢i a&£ — bE'= 4-1 propositz ®qua-
tioni convenerit, patet sic. Nisi minimi sint: sint E—n et E'—m
minimi ; erit

aE—an— Eb-+bm=41,
et subtrahendo @quationem priorem, est

bm—an=o,
adeoque b =an; et hinc

b_n.
a m'
atque per (pag. 426)

e n=Dbk et m=qak

pro # integro; unde

E—n=FE—bk et E—m=FE—ak

valores negativi essent non positivi, quia £<<b, et £'<a.
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6. Exempla.

a) Siquis debeat cruciferum alteri, atque is monetas 17 cruciferorum,
et hic nonnisi monetas 7 cruciferorum habeat; queritur numerus mo-
netarum minimus, quo solutio fiat.

Erit 17x — 7y =1I.

i 3
. . 3 L Y- . 2
Evolvatur % in fractionem continuam: fiet 17:7: 3:1, et approximantes erunt

%- %. %. Il?. ubi E=2 et E'=5; atque EFf"—E Fidest Ea— Eb=—1,

quia :Er est tertia, et 3 est numerus impar; itaque signum ipsius 1 non
convenit cum gequatione proprosita. Fiet vero iuxta formam secundam

al—E+bg)—b(—E'+ag)=1,

nempe heic ¢=1; est vero —‘E—: —;—. et —?z%, atque ut dictum
est, ¢ minimum integrorum utrumque valorem superantinum esse debet;
erit igitur ¢ =1; atque

17 (=247)—7(—5+17)=1,

SR 17.5—7.12=L

&) Ita vulgare problema resolvitur: 100 thaleris coempta sunt 100 pecora,

vaccee 1o thaleris, oves 5 thaleris, et sues dimidio thalero; queeritur
quotnam fuerint vacce, quot oves, et quot sues?

mx+5y+%z=:m,
X4y +z=100.

Unde multiplicando per 2 mquationem priorem, et tum subtrahendo

ex ea posteriorem, erit N
T "

2
et si Eg—'. in fractionem continuam evolvatur fiet 19:9:1 atque approxi-

et ultima fractio est 9

" I
—— v —
19’ penultima wvero est %

] 1
mantes erunt = g

atque
EF—E'F=19—9.2=1I;

et per ¢ =100 multiplicando, fit
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19.100 — 9,200 =100 ;
atque hinc fit
19 (100 — gg) -+ 9 (— 200+~ 19¢| =100
squationi 19x + gy =100 conveniens. Unde per formam tertiam
200

100
ECANC

adeoque ¢ integer inter IG+I—'; et 11+ é—- esse, pro valoribus integris posi-
tivis ipsorum x, y debet; quapropter g nonnisi I1 esse potest; eritque

x=I100—Q.II=1, et y=—200-+I1Q.11=9.
Unde
£ =100 —x — y =100 — (I 9} =9o0.

¢| Ex eodem demonstratur peripheriam per factum e quotvis numeris
primis constructione geometrica dividi posse, st per guemuvis eorum id
fierd gueat, et nullus eorundem in facto pluries quam semel occurral,

Sit nempe peripheria =1, et sint primi dicti &, §, ... singuli
diversi, et accipiantur prius tantum e« et f; erit pro certis x, y integris
et f> e,

I I I
A‘.E—_’FFI‘IE&-.

Nam reducendo ad denominatorem eundem, est

et hinc

quod semper valores integros positivos pro x et y per formam secun-
dam habet ; si nempe penultima approximans ipsius % det
EF— E'F=1,
erit x=F et y=E’; si vero
EF— E'F=—,

per formam secundam prodibunt valores qusiti.
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Atque si de certo quovis factorum «, §, ... primorum numero con-
stet, et de uno pluribus constabit, Sit enim af...=p, et accedat factor
primus g ; erit aut p>> u aut p<<pu, quia si p= u esset, u compositus
fieret ; sit igitur ex. gr. p= u; erit

SRR ey ¥
P TR X
nam per hoc esset
aﬁ'x_ln.}'-:'ll

ubi £ et u inter se primi sunt, adeoque x et y valoribus integris posi-
tivis gaudent.

Si vero factor aliquis pluries occurrat, hoc modo neutiquam habe-
bunt x et y valores integros positivos. Nam ex. gr.

I x
ﬂ'ﬂﬁ__ﬂ!-:t-é
pro x, y integris esse mequit; nam tum esset

1= afix +ay,

et hinc % esset = fx 4 ay, quod fieri nequit, quum %ﬁ'a{:tinwramem-

brum ad dextram autem integer sit.
Interim alio modo factorem 2 quotiesvis ingredi posse ex elementis
Geometrize notum est. Videatur opus (pag. 206) citatum.

§. 43.

In opere eodem mquatio indeterminata gradus secundi generaliter
resolvitur ; quod quum, uti pro x, y, ... @quationes altiores, referre insti-
tuti ratio haud permittat, cum pluribus aliis supplemento reservatur, Ali-
quid tamen ad illustrandam (pag. 395) addendum est.

1. Si # aunt numerus impar fuerit, aut pro sz pari, ¢ negativum sit,
x™ - px™ ', . .+ 5x =+ { semper radice reali gaudet. Potest enim in casu
primo x tam magnum accipi, una vice positive, altera vice negative, in

Bérva, Teotamen, I 5B
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casu posteriore vero una vice tam magnum, altera vice tam parvum, ut
in utroque casu valor expressionis una vice positivus, altera negativus
sit; atque tum transitum per o dari statim patebit.
Sit pa™ T e gx™ T - L X'+ sx+f=wa, id est dicatur « et
x™px™ " e rx? dicatur g, et x™ 4+px™ " 4. . 4 sx dicatur 5.
Si integer 7 quovis coefficientium, et coefficiente ipsius x°, maior,
atque x> accipiatur, erit omnino

e T L T s | S

eruntque post x™ termini numeroc 1, quorum quivis <Jix" '; itaque

mix™ ' >, sew mdimi ™77 id est x™ >a. Itaque pro s impari, si x
accipiatur = m¢ positive, valor expressionis positivus erit, si vero idem
negative accipiatur, valor negativus fiet.

Pro #t pari autem et ¢ negativo, si

1
*={m—)

et ¢ talis integer sit, ut #5 sit maius quovis coefficientium: erunt pro f#

ante sx termini numero # —I, atque quum x<I sit, erit
NSRS X >
i —1)52x = 3,
sx=g.

Aut vero si 7 ita accipiatur, ut #f > quovis coefficientium sit, et x

ponatur = n;:' ; constabit ¥ e terminis ante / numero m, et

1

adeoque

seu

Yyttt L,
. I %
atque mil, — ., id est

>,
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Itaque pro m pari et ¢ negativo poterit quoque per plane dicta x
una vice tam magnum accipi, ut valor functionis positivus sit, et altera vice

tam parvum, ut valor negativus sit; nempe si x= = :m]:l_;l' accipiatur ne-
gative, si s positivum, et positive, si s negativum fuerit, erit y negativum,
adeoque et addito ¢ negativo functio tota negativa fiet; pariter si x modo
posteriore ita accipiatur, ut £)>y sit.

Consequenter in omnibus casibus dictis datur functionis valor tam
positivus quam negativus; et tum valorem =o dari (preeter pag. 408)
et modo sequenti constat.

Pro quovis @ datur tale w, ut F(x) dicta functione
_ XV pa™ T L L,
sit

Flx~o)—F(x)<|a.
Nam terminus ultimus / adest, imo et reliqui termini omnes ipsius ~ix)
adsunt in F{x+ @), adeoque differentia est summa ceterorum; quz non
maior esse potest, quam si termini hic omnes signo eodem gauderent,
sed minor est, quam si generaliter pro A (x-+w)* prater Ax" accipiatur

2.4 pxtw
2x — (U —1)e

in termino quovis; nempe

A =t o+ LY sy o) — A
est minus quam si a ux" '@ incipiendo series infinita exponentis !&-_;j
esset; nam sequentes exponentes decrescunt, atque E-%mn‘::x fit, s1

x
o= T

accipiatur ; essetque tum limes summe

24 ux*e
2x—(u—Ije"

A e [I— (u :;]ﬂ) =

Sunt autem in &(x-) termini numero m (preeter £) sub formam A{x+a}*
venientes ; eritque quodvis

. 2.4 pxt
Alx+of — A<Dy 8 =
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fiet vero hoc, si
_ 2ax

&=
2muAxt + g —1ia’

nempe ex eo valor iste ipsius @ prodit, in quo ita nugere m licet, ut @
dato quovis A minus fiat; exprimatur enim per k-] €t ponatur ym
pro m; erit

¥ i,
_ ymk+1
g1
k1
L™ % "y 1

accipiatur ; estque manifesto » eo maius, quo minus 4 est. Si igitur que-
ratur tale w, ut

o —am < plx 0T — I G

et idem fiat pro quovis termino usque ad s (x 4+ @| — sx ; accipiatur mini-
mum illorum @, sive 4 quovis eorum minus, cum »>>I; eritque quum
termini prater / numero s sint,

Fix+o)—Fx)<m % =a.

Concipiatur iam (Fig. 55/ +x > mi, atque feratur extremitas eius re-
trorsum, ut decrescat usque ad o in p, et inde porro crescat negative
semper porro ; erit priusaliquamdiu valor functionis positivus, adeoque datur
‘pag. 20 punctum aliquod ultimum s, intra quod valor semper positivus
fit, post quod autem aliqguamdiu non est positivus. Erit autem pe radix
®quationis, nempe x, quod inter p et = est, ipsi x substituto, fit Fixi=o0.
Nam valor is nec positivus nec negativus inisi o/ esse potest ; si enim po-
sitivus esset, sit = -~a ; accipiaturque x = ps 4w, ita ut @ ultra « ad dex-
tram et tale sit, ut si valor novus functionis & dicatur, sit § —a<|a;
erit & necessario positivum, quia si negativam esset, fieret 6 —a >a; sl
vero & =o0 esset, radix ibi esset. Essetque idem pro quovis adhuc minori
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negativo @; itaque punctum ultimum ulterius esse deberet. Si vero
Fix)= F(ps) negativaum esset sit =, et accipiatur tale -4 intra «
ad l®vam, ut sit pro x=ps—J valor functionis ¢, atque ¢ — (—b)<35;
erit ¢ necessario negativum; si enim positivum esset, fleret c-Hb'=é;
itaque punctum ultimum ante s esset, et in neutro casu in = caderet.

Consequenter in omni casu, excepto si m par et { positivum sit,
datur radix realis; et nonnisi de hoc casu quastio est. Realem aliquando
et aliguando nonnisi imaginariam dari casus ostendunt ; ex. gr. x* 4 3x <42
habet utramque realem, ita X"’ ~—1=0 unam realem, at x*- x -+ 2 non-
nisi imaginariam radicem habet. At vero semper si non reali, saltem ima-
ignaria radice quavis @quatio gaudet.

2. Demonstrationem huius tamen ad casum exceptum restringere ne-
cesse non est; quum iam anno 1799 prodierit « Demonsiératio nova theo-
rematis, omnem funclionem algebraicam rafionalem infegram unius
variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse;
auctore CaroLo Friperico Gavss.» — Primitizz messis ditissime —
quasi stella venientis solis nuncia — veteranum iuvenis opus — adinstar
Herculis, dum serpentem infans disrupit. Demonstrationum, quas summi
Geometree dederant, defectu summa cum modestia revelato, ibidem non
solum exacta, sed valde clara, elegans, et evidens exponitur; fit quidem
Geometrie subsidio; sed veritas veritati heterogenea non est, quippe quz
omnes ccelesti fraternitatis vinculo iunctee, ad quamvis tuendam confluunt;
monitum tamen ibidem est, totam demonstrationem mere analytice tradi
posse, sed methodus ista rem clarius ob oculos ponere videbatur. Trium
quas dedit auctor, prima heec tantum, et quidem plane nunc huc per-
venit.

Instituti ratio eam tantum partem breviter referre permittit, quee in
quovis casu unam saltem imaginariam radicem dari probat; unde, ut ibi-
dem traditur, id quod titulus pollicetur, facile sequitur.

Est (pag. 197.)
A+ BY —1=u(cos.z+ ¥ —1.5in, z),
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et hoc ad n elevatum est

= u”(cos.nz +1 —1. sin. nz).
Unde si x™ 4+ax™ "' +. ..+ kx4 [ dicatur X, substituendo

7 (cos. z + ¥ —1.sin. z)
ipsi x, erit

X= cos.mz4+ar™ 'cos.im—11z24+ ...+ krcos.z+1/

+ (#™ sin. mz +ar™ " sin. (m —1) 2+ . . .+ krsinz)y —1;

quod si dicatur U+¥ —1. 7, erit X=o pro illis z, r, pro quibus U=o
et simul 7=o0; quia tum

U+yY—1.T=o0+} —1.0=0,

atque substituendo #:cos. s+ ¥ —1.sin. z) ipsi x, fiet X=o.

Talia 2, » igitur dari pro quovis determinato integro positivo m
demonstrandum venit. Sit in plano /P quaquaversum infinito (Fig. 560
recta ab utrinque infinita; et in ea punctum fixum ¢; et cuiusvis punct:
ipsius /7 nomen generale sit p, dicaturque r recta pc, et angulus acp genera-
liter z dicatur. Concipiatur porro quovis radio » positive accepto in plano
P circa centrum ¢ circulus, et in quovis puncto p erectum ad P
perpendiculum = 7, et quidem supra planum, si valor ipsius 7 pro
illo p positivus sit, et infra si negativus sit, atque in plano si 7=o0
sit ; dicaturque complexus omnium extremitatum, in qua aliqua ordinatarum
dictarum terminatur, superficies prima. Pari modo, nonnisi {7 pro T
ponendo, fiat superficies secunda. Erit manifesto superficies utraque con-
tinua, et quaquaversum infinita ut planum, spatium guaguaversum infini-
tum in duas plagas dividens; complexus autem omnis eius, si quid prima
cum plano /7 commune habeat, dicatur /iwea prima, ¢t complexus eius,
si quid superficies secunda cum /° commune habeat, dicatur /inea secunda;
nempe lineas esse sensu in Geometria sublimiore patebit. Si quod pun-
ctum superficiel prim@ cum /? commune fuerit, manifesto ibi ordinata
F'=o0 est; et in puncto superficiei secunde cum /* communi ordinata
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U=o est. Determinantur idcirco line prima et secunda per squatio-
nes 7'=o, et /=o0. Atque si probetur, lineam primam cum linea se-
cunda punctum aliquod p' commune habere, tum si recta p'c dicatur #
et angulus acp’ dicatur 2’ erit #'(cos.z’' 4+ —1.sin.2') radix =quationis;
quia pro illis #, 2’ tam 7, quam & erit simul =o,

3. In opere citato plura commemorantur, curvam hanc singularem
concernentia; que, prouti m et coefficientes accipiuntur, varia pluri-
busque ramis utrinque infinitis complexa esse potest; et quum plures
haud tanti momenti ab inventoribus nuncupate sint, nisi inter tot tan-
taque alia auctoris inventa occasum quasi heliacum pateretur, Gaussiana
dici posset,

Ex. gr. est curva utraque, si ad coordinatas orthogonales, id est
rectangulas, revocetur, ordinis m. Est nempe (Fig. 57)

X=7C08.2, y=rsinz;

et per (pag. 195.) quidquid sit », est

rsinnz=nx"""y "—ﬁ{nj{}i#; 2}.1:”_31.'«'3+ s Rl

et

# cos. ne=x"— 2B —1) {I“__; el {ﬁ-ll?(:_';f}i"_a} Ayt

Itaque tam functio superior ipsum 7, quam functio ipsum 7 expri-
mens, pro 7=o0 et /=0, pro abcissis x e centro acceptis, et ordi-
natis y ad x perpendicularibus, constabit per (pag. 195.} e certo terminorum
forme Ax"y" numero, denotantibus «, @ integros positives, quorum
summa, ubi maxima est, fit = m.

Danturque ad minimum # intersecliones linez primze cum secunda;
quamquam fieri etiam possit, ut prima a pluribus ramis secunde sece-
tur, et tum X plures factores @quales habebit. Intersectio autem sub
angulis rectis fit; et si plura crura utriusque curvee in eodem puncto
convenerint, totidem crura linez primz adsunt, quot crura secundz,
hecque alternatim posita, sub angulis @qualibus secant se invicem &;
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sed totam dissertationem describere nimium foret. Hic sufficit unius
intersectionis necessitatem demonstrare.

4. Demonstratur ibidem ad scopum przsentem, ¢ cenfro ¢ describi
posse civeulum, in cuius peripheria sint 2m puncla, nec plura, in
guibus T=o, lotidemque in quibus U=o0, ef gquidem ita, ut singula
posteriora inier bina priorum iaceant.

Dicatur enimvero {u) extremitas arcus z ex a positive supra ac inci-
pientis, si z=u —?i— pro ¢ @quali dimidio quadranti, atque data @quatione
X gradus certi m-ti; dicaturque § summa coefficientium omnium ter-
minorum post x™ sequentium positive acceptorum ; dicaturque X quod-
vis +7, quod tam posita omnino unitate quam ipso Sz maius
est. Eritque pro quibusvis & e1 g, a[quﬂ:a:aﬂmi, per superius (pag. 462.)
dictum,

T=R"sin.m L - R™=1gsin.(m—1) &L 4 . . . + Risin. 2L,
m m "

quod item est

= (Rsin.ygr -+ a sin, {”’—1}%{"'-“""?:_: sin. J:.ini),

atque hoc pro u==87/41 aut g =8¢+ 3, denotante ¢ integrum gquem-
vis, positivum, et pro 4 =287+ 5 aut u =87+ 7 negativum est. Nam si

z=(8741)-L,
i
ent
1

sin. 7z = sin. (81g + ¢) =sin. ¢ =+ —

nempe sinus dimidii quadrantis (pro radio 1]

NS P, 1T
=T 2 _*fz"_*l/ﬂ

ita pro
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= (8f = 2)-L_
z {E:-i-g}m
est
simmz:nin.w:q—.“%;
si vero
= (Ré g
z=(8+5)-=,
erit
sin. mz = sin. 5¢ = sin. (— 3¢) =—J/ ’?_;
ita pro
= (B¢-m) -1
z=Bi+7)
est

sin. 712 = 8N, 7¢ =r— I/;:

Unde substituendo in valore proximo ;r:'/% 1psi sin. pg; erit mani-

festo pro signo -+ valor *positivus, pro signo — vero negativus; nam
etsi termini intra parenthesim post primum, nempe + R '/?, sequen-
tes, pro signo -+ omnes negativi, pro signo — vVero omnes positivi

essent, quum in nullo termino sinus unitate maior per coefficientem
multiplicetur, summa eorum [=>S§ esse nequit; est vero S<'R ]/-;T
quia > Sy'2; consequenter R ]/I? sive positivum, sive negativum fue-
rit, per summam sequentium nonnisi ex parte destrui poterit.

Sed etiam pro quovis valore ipsius z inter (8+1).L et (874 3).L
cadente, valorem ipsius 7 positivum, et pro quovis valore ipsius z inter
(8 + 5]{1— et (Bi+7) —E:— cadente, negativum esse patet; nam si z maius acci-
piatur ipso (8¢ +1) —i— et minus, quam (87 3) —Fﬂ—. erit sin, mz = sinui arcus

ipso ¢ maioris et ipso 3¢ minoris, adeoque ’..‘:-v]/%, eritque positivum ; ita si

Bi+5L <zt (847 L,

Edvvar, Tentamen, . 59
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erit sin. sz ==sinui arcus negativi ipso —g¢ maioris et ipso »— 3¢ mino-

ris; adeogue sin.mz erit negativus et = ;

Pariter patet, valorem ipsius L/ esse negativum ubique pro valore
ipsius z a 8¢+ 3-5. usque ad (8r+ 5 3, iinclusivel, et positivum ubique
pro z a 8f=+7 usque ad 8749/ terminato tinclusive). Nempe pari
ter est

- ' /
U:R- (RCES+H9+IIC{}E.¢M—I l{:f* T e o R"-I COE. 'Eﬂf- +Fé”--.‘}
atque pro
:=|:E:'+3.l-i.

id est pro

=843,
fit

COS. M2 = C05. 3¢ =.—-V; E

et pro

F=El+'5
fit

-
COS. Mm% = COS. §¢ = ]/-:- ;

estque cosinus ubique pro mz crescente a 3¢ usque ad 5¢, negativus et

> 3 1

et

cos. (8f + 71 ¢ = cos. 7¢ = cos. (—¢| =+F '/._;

cos. (Bf +9lg =cos.¢ =+ ‘/Tl:—

Unde in peripheria circuli cuiusvis, cuius radius R est, inter quodvis
punctum arcum $=*Er'+l|£— terminans, id est inter punctum superius
per (87 +1) designatum, et punctum 8¢/+3), dari aliquod punctum debet,
ubi /=0 est; ita inter quodvis punctum (81 <5 et punctum 877
Nempe concipiatur z tanquam abscissa ab a positive crescens in peri-
pheria dicta; erunt ordinate U’ semper usquequo z - -z,-, imo etiam ul-
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terius aliquamdiu, positive, pro z=-3£ erit iam U7 negativum; itaque
pro certo z inter i et —:’1 termmatn valor ipsius {J=o0 esse debet.
Pariter pro

2= (8i+5) L
est U negativum, et pro

z=8+7) L

fit U positivum, adeoque et inter hc puncta terminari tale z debet,
e cuius fine erectum perpendiculum I fiat =o.

Ita inter queevis puncta (87 3) et (874 ), atque inter puncta (8/47)
et (8/+9) alicubi T"=o0 esse debet. Itaque

U=o fit inter (1) et (3), (5) et (7), {9) et (11) &,
T'=o inter (8m —1) et (1), (3) et (5), (7) et (9) &.

Danturque in peripheria quavis, cuius radius R est. 2m puncta, ubi
I'=o, totidemque, ubi I'=o0. Nempe peripheria = —?-, atque pro

t=m—1, fit B +7=8m—8+7=8m—1,
qui numerus impar 4m-tus est, quem excipit
Bm+1=28(+9,

pro dicto f=wm —1; inter puncta (8m —1) et (8m+1) autem; id est
inter finem arcus
I — LSHI —-I:I “Ef
et finem arcus
={Em+1]—i—

pariter datur punctum, ubi 7=0, nempe ubi z = B—:E, et sinus =0 est.

Itaque in tota peripheria 4m puncta erunt numeris imparibus parenthesi

clausis signata, atque simul cum intervallo, quod a 4m-to impari usque

ad (4 +1)-tum cum puncto (1) coincidens est, fiunt intervalla numero 4m;
Lo
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cuius dimidium est numerus punctorum ubi 7'=o, et alterum dimidiym
est numerus punctorum ubi J=o.

Sed neque plura quam 2m puncta sunt in peripheria eadem, ubi
T'=o fit, nec plura, ubi =0 est.

Denotentur enim puncta, ubi 7" aut 7 fiunt =o, per numeros absque
parenthesi; nempe punctum, ubi 7'=o0 fit, inter (8m —1) et (1), dicatur
punctum o; ubi I=o fit inter (1} et (3), dicatur punctum 1; ubi 7=o
fit inter (3} et (5|, dicatur punctum 2; porro ubi {J=o fit inter (5 et
{7l, dicatur punctum 3, et ita porro. Patet punctum quodvis numero
pari signatum esse linez primee, impari signatum linez secunde; dica-
tur illud brevitatis gratia puncium par, hoc vero puncium impar, et
dicantur pumcta similia que in diversis circulis eodem numero paren-
thesi clauso gaudent, ita qusz numero parenthesi destituto denotantur.

Si iam in eadem peripheria plura quam 2m puncta darentur, ubi
T'=o, tum alicubi, ubi punctum par est, in arcu inter pracedentem
et sequentem numerum imparem parenthesi clausum comprehenso ad
minimum duo puncta esse deberent, ubi F=0; quod fieri nequit. Con-
cipiantur enim ordinatz 7 ab extremitate crescentis arcus z ex. gr. a
puncto (3) usque ad (5|, fiatque prima vice 7 =o, pro z in puncto d
terminato ; erit, si ante (5 detur adhuc punctum ubi 7'=o0 est, ant
post O aliguamdiu 7=o, aut in aliquo puncto e erit post d prima vice
T'=o0; neutrum vero esse potest; nam statim patebit post O non esse
continuo aliquamdiu 7'=o0; crescet igitur aliquamdin 7" a o, et demum
decrescet, dum ad e item 7'=o fiet; cogitetur nempe punctum in arcu
d¢ porro motum, secum ferre perpendiculum, in quo punctum ex D inci-
piendo semper in extremitatem ordinata 7" veniat, usquequo in ¢ desi-
nat; punctum hoc in perpendiculo moto prius ex d porro, tum eundo
ad e retrorsum movebitur; in puncto perpendiculi eodem manere nus-
quam potest, ut statim patebit. Itaque si ubi prima vice incipiet retror-
sum moveri, abinde usque ad ¢ semper retrorsum eat, ibi 7 maximum
habet, ubi punctum retrorsum moveri ceepit; si vero revertatur, prius-
quam in ¢ pervenit, ubi prima vice revertitur, ibi 7" minimo gaudet.
Ut vero hoc fieri possit, aut ut 7 aliquamdiu idem maneat, deberet



SECTIO TERTIA. 469

esse 97 =0 (pag. 345.); quod pro z inter puncta dicta terminato fieri
nequit. Nam pro quovis » est d sin.»z = vz cos. vz, et dsin. ¥z (quoad »2)
est cos.»z, at ¢'sin.¥z (quoad z) est ¥cos.»z; itaque o7 (quoad z) pro
quovis & constante, erit, si in expressione ipsius 7" superiore pro ter-
mino primo intra parenthesim ponatur m.R cos.mz, pro secundo autem

mime —1)

(m—1)cos. (mt—1)z= —

cos.(m—1)z &9,

itaque m tanquam factor communis extra parenthesim poni poterit, eruntque
L;-[-, -”-‘TR_—E & fractiones vera; adeoque ubique inter (873 et
(8745 valor negativus erit, nam ibi cos. mz est negativus et :.':]/ ;—;
ita inter puncta (8/+7) et (8/+ 9| valor positivus est, ut supra, quum
cos. mz ibi positivus et > ‘/—; sit. Itaque #7 in his intervallis nequit
=o0 esse, adeoque In quovis intervallorum eorundem unum etquidem
solum punctum datur, ubi 7'=o.

Idem de U eodem modo patet; nempe ¢/ pro z inter (8741} et
(84 -+ 3) terminato ubique negativum et inter (874-5) et (874 7) ubique
positivam est; quum o cos. 72 (quoad 2) sit = — m sin. mz, quod in priore
intervallo negativum, in posteriore vero positivum, et in utroque est

>/ L

5. Patet in peripheriis omnium /A puncta (1) in recta centrum pe-
tente esse, uti puncta quevis eodem numero impari parenthesi clauso
signata. Ita rectam ab utrinque infinitam ramum unum linez prima pro

; : m
quovis m esse manifestum est; nam pro z=o0 aut z-:i,-ﬂi fit
sin, 2 = 0 ==sin. 2z =sin, (m — 1)z = sin. mz = & ;

adeoque pro quovis valore ipsius » (a o In oo) ad puncta (o) et
(4m) fit T=o0; estque punctum © cum (o) coincidens inter impares
(8747} et (87-+g), punctum (4m) vero cum puncto 2m coincidit, ca-
ditque inter impares (8/+3) et (B{=45) pro m impari =2n—1 et
f=n—1, pro m pari =2v autem et f=w»—1 cadit inter impares
(8 7) et {8¢-g) ; nempe 4 —1 est impar 2m-tus, et pro m=2an—I, ex-
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gm—1=8i+13 8n—4—4=2=8/
fit, adeoque r=n —1; ita pro m=2v, ex

4m—1=8i+7, Sr—8=8/

fit, adeoque 7=»—1. Estque post secundum numerum imparem nempe
inter (3) et (5) punctum linez prima numero 2 (absque paranthesi) sig-
natum : ita post 2m-tum imparem sequitur punctum 2m line® prime,

6. Sed etiam quivis circulus A sit radio & maiore tam ipso Sy2
quam ipso I, centro ¢ descriptus, si complexus omnis puncti numero
parenthesi clauso eodem signati, numerc eodem romano denotetur,
reprasentent (3 et (5 quosvis numeros impares proximos, inter quos
T'=o fit; inter rectas I1I et V ramus unus linez primz ex infinito
veniens, circulum A4 ingredietur, atque ex eo via continua alibi, adeoque
in puncto pari, quum 7 non alibi =0 esse queat, egrediens abit item
in infinitum. Nam in quovis arcu centri ¢ inter 1II et V comprehenso
datur punctum linez prime ; dicatur ¥ complexus omnis eiusmodi puncti;
manifesto etiam intra peripheriam 4 manebit aliquamdiu R>S5¥2 et
simul >1, adeoque inter III et V etiam » intra peripheriam 4 pro-
tendetur.

Sed consideretur in cuiusvis 4 peripheria 7 puncti (3}, quod dica-
tur i, et 7 puncti (5}, quod dicatur E; erit illud 7 positivum, hoc vero
negativum, Itaque i et ¥ in plagas diversas superficiei prime cadunt;
consequenter ex i nulla via puncti usque ad P datur, nisi que per super-
ficiem primam transeat. Atque hinc non y solum interruptum esse nequit;
sed etiam E, plano 7 et superficiei prime communi continuo, circulum
A post 13) ingrediente, atque post (5 alicubi exeunte, seclusum ab i esse
necesse est; namque secus punctum in plano 2 ex i in P, ex una plaga
superficiel prima quaquaversum infinitee in alteram venire posset, absque
eo, ut per eam transeat. Exire autem continuum dictum ex A nonnisi
per punctum par peripherize 4 potest, quia 7 nonnisi ibi o fit; atque
si punctum illud par 2w dicatur, de y dictum et ad complexum omnis puncti
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2» applicari poterit ; at sufficit ad scopum, quodvis punctum par cum aliquo
puncto pari peripheriz eiusdem iunctum esse; atque etiam demonstra-
tione eadem ad U’ applicata, quodvis punctum impar cum numero aliquo
impari peripherie eiusdem iunctum esse.

Nimirum tum lines prime cum secunda intersectionem aliquam dari
pluribus modis evincitur. Ex. gr. suppesitio nullam intersectionem dari
necessario dari aliquam ponit; quod simul constare nequit. Consequen-
ter nullam dari falsum est, id est dari aliquam constat. Si nimirum sup-
ponatur nullam dari, punctum 1 cum nullo puncto ultra axem ab sito
iunctum est; nam 1 est punctum linez secunde, recta ab autem est
pars linee primee, itaque si 1 in peripheria radii ac, pro ac >S5V 2
posito, cum puncto ' iunctum sit, nempe cum aliquo puncto impari
iunctum esse debet; erit numerus »'<<2m, nempe ad b est numerus
par 2m, et »' impar ante 2m inter 2 et 2m cadere debet; inter o et
I ac 1 €t 2 enim numerus nec par, nec impar datur, 2 vero est par,
atque si n' ultra 2m esset, ab per 1,#', id est ramum qui ab 1 usque
ad »' est, secaretur. Dicatur porro »" punctum par, cum quo punctum
2 iunctum est; erit pariter »"<Z#', nempe punctum par »" cadet post
3 et ante n'; quia si retrorsum in o caderet, 0,2 et I,»' se mutuo se-
carent, ita si post »' caderet, I,n et 2,n" se invicem secarent. Sit perro
#" punctum impar cum quo 3 iunctum est; cadet »™ ultra 4 et ante
n"; nam cum impari quod antea fuit (modo cum 1) iungi 3 nequit, quia
tum 2,%" et 3,1 secarent se invicem, ita si ™ ultra »" caderet, 2,n"
et 3,n" secarent se invicem. Sit porro #" punctum par cum 4 junctum ;
cadet »'" ultra § et ante #” ob eandem rationem. Sit item »" punctum
impar cum 5 iunctum; cadet »* ultra 6 et ante #''; quia si retrorsum
iungeretur cum aliquo impari, sive 1 sive 3, 5,1 vel 5,3 et 4,#' seca-
rent se invicem £, Continuandoque hoc, usquequo tres numeri /&, h41,
fj-2 supersint ante pmximum n, Versus da, qund cum accentorum nun-
mero certo prodiit, punctum illud p, cum quo /% ilunctum erit, uitra
dictum » cadere non poterit; nam tum A,p et ramus, qui ab n usque
ad punctum anterius est, cum quo iungitur, secarent se invicem ; itaque
% necessario cum A-+2 iungetvr; atque A k-2 et ramus qui a A1
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usque ad punctum, cum quo iungitur, est, sive antrorsum, sive retrorsum
esset hoc, se invicem secare debent. (). E. D.
In (Fig. 58), quam auctor pro

A=x'—2x'43x+ 10

construxit, ramis linee secundz per puncta denotatis, res oculis sub-
iecta est.

§ 44.

Pauca adhuc arboris ramos (pag. 205} illustrantia, addenda sunt.

1. Dictum (pag. 209.) erat e quavis functione Fix| seriem deduci,
cuins terminus generalis est Fumil—ﬁ'{lm—l'ri}, terminoTum suwmma
vero est = Fix)— Fiol. Facile cogitatur, ipsi & constantem aliquam ex.
gr. 1 aut generalius ;Il substituere, ut sit x=ﬂ£=;—:, et terminus ge-
neralis sit

F{m i) —F{im-—ll.—l—)
_ u 7
atque summa sit
F{2)—Fio);

. \ . ’ 1 ) . -
njampt '111 £(x), ponatur prius nx pro %, et 1-'.um 70 P10 & Tta deinde lice-
bit # sive ut numerum constantem, sive ut in infinitum crescentem con-
siderare.

Ex. gr. Sit

Fx)= I+ :

Flmx) — F(m—1)%)

erit

terminus generalis seriei ex /ix) deducte, qui pro x=1 fit

m__ m—1 I .
1+m 14+m—1 mm=+1)'

Fx)— F(o)=F(n)— F o)

summa vero est
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ro x=1 adeoque nx=—mn. Substituendo igitur in —
p eoq g I 1)

meros ab 1 usque ad n inclusive, fiet series

1 I 1
?I E'sl 3*'1---1

et summa est
n o n

T+n  I4n_ n-+1

quod tendit ad 1, si # -~ oo,

Si )
Fix)=-25

e—1"1

erit seriei deductz terminus generalis

ﬂ;_ m— )¥
F s — Flim — 1)) =€ —ae™" " _

—

ﬁl#rﬂ—' "; I#lr_'_ 1)

i

e—1 e—1
et summa est .
ae" — qe®
Fix)— Fiol= ————,
e—1
Si & ponatur =1; est
ae™'e'—1
— .-_;I —_—— aﬂl—r.
&1
aet —da i . 1
et summa = uti (pag. 151) pro serie geometrica erat.
Si vero x ponatur =_T1¢'5 erit terminus generalis
=-3 1
ae " (e —1)
£—1 I
et summa erit
n
" =
g—1 °

Prodit autem sic series geometrica, cuius (substituendo numeros I, 2,...

ipsi a2 terminus primus est
=1 I
ae* e*—Ij

e—1

Béduyar, Tentamen. I.
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et secundus

=1 1
ae* |e*—Ii

- e 2 -
et quivis per e* multiplicatus dat sequentem. Unde etiam pro n =
summa priorum g terminorum erit

&= aleg—1Ij
- = = :a;
e—1 e—1

et pro s =2u erit summa

aed—a __alef—1)_ale+1Ijle—1)
e—1 ~  e—1 e—1

=a-ae;

atque in genere si # =4y, denotante £ integrum quemvis positivum,
erit summa
aet—a __alet—11_ale—1lI+e+e+.. . 4" _
e—1 e—1 e—1
=a -+ ae-+ae*+ ..., +ae'’,

quee est summa £ terminorum seriei geometricze prioris. Quod vero sit
f—=l=le—1 (I e+ ...+

patet dividendo e'— 1 per e—1 (pag. 151). Solet autem -tus seriei hitius

terminus., %-tus prioris appellari.
Ita si
Fixil=ax+ ii;if— 3

erit terminus generalis Fimx)— F((m —1)%)

: myrd—mx . —_—l R — (—1)%d
czmx-e-‘——f’—'-f--mmf— aim—1)% 4+ (m—1r&id—(m ];

2 2

quod ponendo ﬂ- pro x, fit
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patetque seriem esse arithmeticam primi ordinis; prodeunte e termino
quovis sequentem, addendo ,5“ Summa vero erit

Fi.t'}—Fi'D;l=ﬂ+E——ﬂ£.
M o2ut au
quum F(o)=o sit; adeoque pro u=1 fit terminus generalis a-+(m—1)d,
et summa est

M —mn)d _ la+un

na -+
2 2 2

uti (pag. 152) pro serie arithmetica. Si vero uk=n (pro quovis integro
positivo #) fiet summa
kd — kd

=ak+ 3 .

quee est summa priorum # terminorum seriei arithmeticee prioris; so-
letque et terminus m-tus seriei huius “-tus prioris dici.

Ita ex innumeris functionibus totidem series deduci possunt, quarum
tam termini generales, quam summsz date erunt; at quastio suboritur,
num e termino generali seriei alicuins ad functionem e qua deducitar
perveniri queat? Quo pacto etiam summa data esset. Expressio summe
talis, in qua, ipsi m quivis numerus substituatur, totidem terminorum
summa exhibetur, vocatur ferminus summatorius; qui si =jf(m) sit,
pro termino generali prodibit omnino f(m)— f(m—1).

2. Ad 3. (pag. 205) pertinet: quod si
Axa 4~ Bxb - Cxé = . . .
pro quovis valore ipsius x sit o; erit
A=o0=E=0C=H,
nempe quilibet coefficientiom erit 0. Nam tum etiam per x¢ utrinque
dividendo, et Aot Bybot - Ceo—eete .

Ba®
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v dicto, erit y=o, pro quovis valore ipsius x, etiam pro x =o0; namque
verum de x utvis parvo est, si non sit ©; si vero x-—o, tum fHxc—ea —g
aut -—o0, ita Cx¢—¢ =0 aut -— 0 £ ; adeoque quotvis termini numero certo
accipiantur, pro dato quovis @ feri

A4 Bxt—a - Cxe—a 4, , — (A + Bot—s +Cor—a4 , | 1<
potest nisi = o sit; sed
A+ Bxt—a4 ., . =y=o0
pro x non =o. Consequenter quum y =0, et y —.d=0 vel - o, est

A=o (pag. 81, 4... Idem etiam porro continuatur; ut nempe utrinque
dividendo per xf—s, prodeat

B Cxe--a—lb—alq- |, =B+ Cxs—b+ ... =0,

atque inde S =0 et ita porro.

Ex. gr. sit
I+ x?

e =1 ax - bxtcxi- ...

Multiplicando utrinque per denominatorem, et subtrahendo numeratorem
functio ad o reducetur, et collectis ubique coefficientibus eiusdem po-
tentie ipsius x, erit
o=la—llx+ilb—a—1lx*+ic—b—11x'4+d—c—ax'+...
atque hinc
a—1=0, b—a—1=0, lc—b—11=0, d—c—a=0 14,
adeoque
a=1I, b=at+1=2, c=3, d=4, e=6, f=9, g=13 8,
quibus valoribus substitutis, prodibit series functioni fractz wmquivalens,
si nimirum convergat, aut terminata sit.
Facile autem perspicitur, in isto casu quemvis terminum a quarto

incipiendo, esse summam primi et tertii ad sinistram, ex. gr. 9=b6+3;
dicitur series eiusmodi recurrens, cuius terminus quilibet certorum nu-
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mero u ad levam preecedentium, utpote «'-ti u"-ti... per certos
factores multiplicatorum summa est, ita ut pro quovis termino, »-tus ad
levam per eundem factorem multiplicetur. Dicitur quoque series recur-
rens eiusmodi ordinis w-ti, et factorum dictorum series scala seried recur-
rentis audit.

Ex. gr. pro termino primo =o, et secundo =i, atque scala 1, 3,
fit series

I, LI+0.3=I, lI4+3.1=4, 4.1 4+3.1=7, 7.14+3.4=19, &,
nempe
O L L4 719 ..

Sed methodus antea dicta applicatur etiam si, quod sapius requiritur,
X!

uti (pag. 259, functio fracta iy Ut summa simpliciorum exhibenda
sit; siquidem denominator in requisitos factores simplices resolvi possit,
quod efficitur s@pius, queerendo radices @quationis fix)=0; qua si
fuerint a, &, ¢, erit

Fixl=x—alx—b0(x—¢);

sed utcunque deventum ad hos factores fuerit, ponendo

fix) 4 B _C
Fx x—alx—0T7—¢

determinantur 4, £, C modo sequenti.
Ex. gr.
1 I A B__ C

a'x—x xla+xl@a—x) %  a-+x a—x’

et reducendo ad denominatorem eundem, atque per eum utrinque multi-
plicando, et numeratorem qui ad leevam est, subtrahendo, fiet

o=Ia*d —1i+aB+aClx+(C—B—4)x*;
unde
ad—1=0,aB8+alC=0,C—B—A=o0
adeoque
A=—,B=—C

a*'
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atque
C=B+A=-"'—¢
unde
23C=—;, et O'=—;,
atque
B=—-1_
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SECTIO 1V.

ADDITAMENTA IN PRAECEDENTIBUS TRADITA CONCERNENTIA.

A.

DE BEATITUDINE.

In Introductione, ubi desideria wmterna, nempe verifatis, et amoris
fraterni reciproci in eodem Fafre uniti exponuntur; id est queae nulli
tempori finito, nec ulli existentiz forma propria sunt, et notam Auc-
toris communis eandem referentes, nonnisi claritate potentiave differunt :
vocabulum brachiis per errorem omissum est. Preeterea nec beafitudo
definita est; sit igitur fas aliquot verba ex olim editis addere.

Quis est, qui reflectens, se infinitze caussz superiori subiectum esse
non sentiat, eoque per se infirmus non refugiat? Certe si ni/ admirari
rectum sit, in quantum effectus quilibet e sva caussa promanat: ommne
admirari Tectius est; quocunque enim sensus internos externosve por-
rigamus, sive cogitare nos, bonumque omnium velle simus conscii, sive
ad voluntatis nutum moveatur corpus (unum aut millia simul), sive flos
nocte apertus gemmam aurorz ferat; admirando omnia, ad summe et
denique solam admirandam, supremam omnium caussam inconceptibilem
provocant, nobis infinite superiorem, attamen intus extusque ubique
proximam.

Indicium beatitudinis esset: gratitudo ex omnium et singulorum
gaudio suz existentiz resultans, caussam hanc communem dulci desi-
derio queerens; quanquam et illi, cui inter ruinas templi quondam pul-
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chrius nitente sole exstructi, nullum terrestre gaudium germinat, aut
cuius idealibus @thereis disparentibus, quasi de celo deiecti, et ex arida
paradiso respicientis labentes lachrimz nullas amicas inveniunt: ip
maestissimas tenebras descendant candidi angelorum chori, desertumque
®terna resonet letitia — nec Deus infinitus ullibi magis appareat, quam
ad pectoris vulneribus immeritis gementis solitudinem derelictam ex-
plendam — imo infinitus quidem ubique prasens, proximus ad lectum mo-
rientis sentiatur, Certe veluti terra, si oculis pro videndo sole desti-
tuta, sensu polleret, calorem attractionemque elus persentisceret; simili
modo sensus animz intimus de Deo testificatur, et omnes mundi ex
immenso abysso micantes annuunt; ac suprema manu sacrosanctissima
pectoribus imis inscripta, dummodo lux alma faveat, nec falsa spuriaque,
generi humano inimica, mortales oculos obceecet, ultro leguntur; lec-
tague e procellis temporaneis ad =ternitatis tranquillitatem elevant.

Absoluta beatitudo vero |quae omnium et singulorum est), consis-
teret obiective in eo, ut sub quovis tempore, et in quavis existentiz
forma, omnes et singuli simul, ut infantes @ternitatis eiusque certi hz-
redes, incrementum quam maximum capiamus; id est quo clariora for-
tioraque reddamus, expleamusque in quantum fieri potest, aterna desi-
deria, temporaneis quoque satisfaciendo, in quantum priora requirunt
(saltem permittunti. Swbiecfiva autem est, dulcis omnium necessitas ob-
tectivam dictam semper volendi, sensusque ceelestis, dum in almo veri-
tatis die, gelidee individualitatis glacie undique soluta, omnibusque amore
reciproco in brachiis infinitis Patris communis unitis, reflexione luminis
calorisque divini ex omni in omne, ec*, pulchritudo originalis absoluta
aternaque patefiet; adeo ut pulchritudinis huius absolute desiderium
quoque ternis adnumerari possit, (ut numero sacro trina sint), quam-
quam s@®pe tempore mternitatem mentiente, splendida imago evanescens,
telam feedamn post se relinquat.
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B.

DE PROPORTIONIBUS, LOGARITHMIS, NUMERATIONEQUE ARABICA.

Sequentia in gratiam Tyronum addere libet.
Quum proportio geometrica (pag. 87) per

arae==0b:be

exprimi possit: patet factum exiremorum esse facto mediorum aequale,
nempe abe=aeb.
Conversim gquogque, st A, B, C, D talia fuerint, ut AD=PFC, est

A:B=C:D.
Nam dividendo per B.D, erit

AD_ BC
g BD— BD'
adeoque
™ 4_c
B D
seu
A:B=C:D.

Unde hzc nota proportionis geometrice fit: ex. gr. 2, 3, 4, 5 non
sunt in proportione; nam 2.5 non= 3.4, et si proportio esset,2.5=3.4
esse deberet.

Hinc etiam ¢ quibusvis duobus factis aegualibus proportio institui
potest. Ex, gr. ex ex=a id est cx=1.a fit

c:l=a:x;
nam cx=ada.l.

Imo etiam guaevis tria in proportione data fuerint, guartus repe-
ritur, dividendo factum dati pards per illum cuius socius queeritur ; per
par intelligendo par extremorum, aut par mediorum; nempe e duobus
paribus unum datum est, et quantitas tertia est, que suo pari caret.

Biévvar, Tendamen. |, G
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Ex. gr. 8i 4: B=C:D, et 4, B, D data fuerint, erit 4D— BC;
adeoque
B B
Ita reliqni casus patent.
Quum vero si - —=£, sive AD= B C fuerit, (per quorum quodvis
unum, ponitur alterum), tum 4, B, C, D in proportione sint: per hoc

ex una plures, atque e pluribus nove promanant.
I. Ex una, a:ae=>b:be; erit permutando terminos prius internos,
azbh=ae: be,
permutando vero externos est
be:ae=b:a.

Ita aliguod extremorum et simul aliqguod infernorum per idem
multiplicando, aut per idem dividendo, proportio erit. Nempe si

a:ae=h: be,

est
ap :ae=bp : be,
et
‘ a:aeqg==0b:beg
imo
ap : aeqg=bp : beg.
Ita

a.ae__ b be
Ay A
Ita componendo ex a:ae=bh: be, sequitur
+atae: +ae= -4 b4 be: 4 be,

et
+at+ae:+a =4b4-be: +b;

notando, quod in his duabus lineis qe et d¢ eodem signo, ita etiam &
et & eodem signo, sive diverso a priore sive non, accipiantur.
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IL. 1. £ pluribus quotquot fuerint, sequitur esse etiam factum termi-
norum primorum ad factum secundorum, wif factum tertiorum ad
Jactum quartorum. Nempe si

a:ag==>b:5bg
et
cicr=d:dr,
est
ac:ager=>bd: bgdr.

Unde semper ad una plures concludere licet; quecumque proportio
enim e pluribus hoc pacto prodierit, per

P:Pm=p:pm
exprimi potest, cui accedente alia
ZIZN=X:1X%N8:
Pz Pmzn=px:pmxn.
A:B=C:D=F:F= ,..;

Si vero

erit
A4+-CH+E+ v : B+D+F+ ...=4d: B.

Nam B per dg, D per Cg, et & per £y exprimi potest; adeoque
B4+ D+ F=(A+C+ E)yg,

et
A+CH+Es-r 1 _ A
B4+D+F+-- g B

Solet hoc ita enunciari: summa anfecedentium est ad summam con-
seguentium, ut guilibet antecedens ad suum conseguentem ; nempe ex.
gr. si A, B, C, D in proportione fuerint, dicebatur A4 antecedens, B
vero consequens rationis A ad B, ita C antecedens, O consequens
rationis € ad .

In omnibus casibus relatis autem, patet proportionem esse; sive per
quotos ex antecedentibus per suos consequentes ubique aequales, sive

per facta extremorum factis mediorum aequalia,
B61*
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2. 8t vero due proportiones fuerint, et tam a quam b nlrinsgue
terminnm aliguem constitual; atque religuorum duorum terminorum
in una ad levam alterius termini cadens dicatur ¢, et alter ab hoc ag
dextram cadens 4 dicatur, in altera autem ad lvam cadens /f, et alter
£ dicatur: queritur, ¢, 4, f, & quando et quo ordine sint in propor-
tione? et quando non?

Aut efficiunt @ et  in utraque proportione par aliquod (nempe
extremorum vel mediorum), aut non; si non, aut in neutra efficient,
aut in una tantum.

Si in utraque efficient, erit c:f=g:d, quod perfurbatim dicitur,
Si in neutra efficient; tum & aut in utraque ad levam a & aut in
utraque ad dextram, aut in una ad lseevam, in altera ad dextram cadit:
in duobus casibus prioribus est ¢:d=7:g, quod ordinatim vocatur;
in casu posteriore vero est c:d=g:f.

At si in una tantum efficiant par, tum nonnisi pro certo valore ipsius
a vel & proportio est.

Etenim si @, & in utraque par efficiant: tum et ¢, @ et f, g par
efficient ; fietque ab=cd=/g; adeoque ¢:f=g:4d.

Si vero a, & in neutra effecerint par; stet prius a in utraque ante §;
tum si @ aliquod extremorum fuerit, quum ante & sit, nonnisi primo
loco stare potest, et tum & ad finem esse nequit, (quia a et & par
extremorum efficerent); adeoque & aliquod mediorum, ac & terminus
quartus, et ad = bc erit. Si vero a aliquod mediorum sit, & necessario
ad finem erit; quia @ ante 4 stat, et si & loco tertio esset, @ et & par
efficerent ; itaque loco primo ¢ est, et alterum mediorum 4 est; adeoque
bc=ad ut prius. Pariter in proportione altera fit ag=4f; atque hinc

_bec_ bof
- ==

et dividendo per & fit c:d =/ g.
Si & stet ante a in utraque, in demonstratione proxima ubique &
pro @ et @ pro & ponendo, fiet ac=bd et bg=af; et hinc
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g bd_bg.
¢/
atque hinc df=cg; consequenter et tum c:d=F:g.
At si in una (ex. gr. in qua ¢ est) @ ante &, et in altera post & stet ;
e precedentibus patet fore, ad=bc in priore, et af = bg in altera; atque
hine
be _bg

e e
adeoque

£ F

d~ f'
id est c:d=g:f, non ordinatim ¢c:d=/:g.

Si vero a et b in una (ex. gr. in qua ¢ est), efficiant par, et in altera
non, tum fiet @b =cd, et in altera factor socius ipsius @ nonnisi f aut
£ esse poterit; erit igitur aut af=#dg, aut ag=/ 5. Combinetur jam
ab=ecd cum casu utroque; ex

ab=cd et af=1bg,

fit
|-,'3=E=£'E
&5 f'
atque hinc
cd.——'&—.}fg-,

e quo 45 nonnisi ita deleri potest, ut tantum litere ¢, 4, f, § maneant,
si =1, aut c=4, aut f=»5, aut d=~4. Pariter ex

ab=cd et ag=/fh,

fit
-ﬂ — _C-E =¢?‘_&’
L 4
adeoque -
cd = Lg' -

ubi pariter 45 tolli nequit, nisi #=1, vel ¢ aut d vel g fuerit =4,
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3- Ita si fuerint proportiones, quz ipse, et termini earum (per pag. 482)
ita ordinari queant, ut cuiusvis terminus secundus sit sequentis primus,
excepta proportione ultima: tum primz terminus primus est ad ultj.
mz secundum uti factum e terminis tertiis ad factum e terminis quartis,
Nam ex. gr. si

A:B=h:¢
_.E: C=ﬁ':f
C:D=m:n;

{per . 483) est
il ABC: BCD = hkm :1in ;

seu (per pag. 482 A:D="kkm:iln

quze regula catenaria vocatur, et applicatur ad varias monetas mensu-
rasque; si ex. gr. 4, B, €, D variz mensurz fuerint, et quaratur
ratio ipsius 4 ad D, daus 4: B, B:C, C:D.

III. Preter hec aliquid adhuc de composifione (et antehac usitato
numero) rationum, cuius vicem hodie exponens pofentiae subit, adden-
dum est.

1. Plurime quantitates ab aliis certo modo dependent: dependentiz
varii modi innumerabiles cogitari possunt: at hic nonnisi einsmodi de-
pendentia quantitatis z ab alia # considerata, ut dum ex « fit fu, ex z
fiat aut Az aut ﬁ ; dicitur z ab # in casu primo drrecte, in casu pos-
teriore inverse dependere.

Sit x quantitas rei alicuius, pro rerum certarum quantitatibus @, &,¢, ...,
et dependeat x ab omnibus iis directe; fiatque na=.4 ex a (manen-
tibus ceteris), fiet #x ex x; et postea mutetur & in mb=J7 (item ma-
nentibus ceteris; fiet mnx ex #x; tum mutetur ¢ in pe=C, het pmnx
ex mnx; est vero

ﬂ="—q— }}3:—'3— ‘ﬂ=£
" & b’ ¢’
adeoque
pmux=-dﬂcr;

abe
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atque idem pro quarto prodit, si ad abe, ABC et x, quarta proportio-
nalis queratur., Quotvis fuerint autem a, 4, . . . , idem continuari patet.
Si vero x ab aliquo ipsorum a, 4, . . ., ex. gr. a & inverse depen-
deret; tum ex x fieret
pnx  AbCx

m  abBec

Solet autem hoc ita enunciari; quod quantitates generis x, sint i
ratione composita, e rationibus ipsorum a, &, . .., directis in casu
primo, in posteriore vero e rationibus ipsorum a, ¢ directis, et inversa
ratione ipsorum &, (per literas quantitatum literis nominis eiusdem deno-
tatarum genera intelligendo). Unde et alie eiusmodi denominationes
intelliguntur. Ex. gr. in motu uniformi sunt spatia in ratione composita
e rationibus directis temporum et celeritatum, celeritates autem sunt in
ratione composita, e directa spatiorum et inversa temporum. Ita quo
maior pecunia ad lucrum elocata, et quo maius tempus elocationis, eo
mains lucrum est; ut st elocatz pecunie fuerint P et p, et tempora
7" et ¢; fiet lucrum prioris ad lucrum posterioris (pro iisdem conditio-
nibus), uti ~7 ad pt.

Quum eiusmodi problema ut antea proponitur; queerendo gquidnam
ex x fiat, mutatis @ in 4, & in B, et ¢ in C; nonnisi data, modo se-
quenti describenda sunt: nomen generale rerum a, 4, ad levam pona-
tur, et post hoc eadem linea horizontali scribantur @, 4; sub hanc
lineam in sequenti nomen generale ipsorum &, & scribatur pariter ad
levam ; et post hoc scribantur &, & sub a, 4; et ita porro in deorsum
sequent1 linea horizontali, sequentis literee nomini generali postponantur
literse ipsee, prius minuscula, tum altera; donec nonnisi x supersit; et
tum ponatur x ad dextram loco tertio; atque queeratur, gquomodo x a
literis singulis dependeat, prius ab a, tum a & &), et siab aliqua inverse
dependeat, literee nominis eiusdem loca permutent, reliquis manentibus,
Atque demum quivis terminorum columne primee, simul cum aliquo
terminorum columne secundz, aut cum termino tertio nempe cum X,
per idem dividi potest, si per id numeri minores remaneant; atque hoc
continuetur, donec numeri amplius minui nequeant: et tum proportio-
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nalis quarta queesita prodibit, si id quod loco tertio remansit, multipli-
catum per factum in columna secunda remanentium, per factum e columna
prima remanentium dividatur, Ratio facile patet, cum proportionalis
quarta sit ex. gr. in casu primo

in altero sit

ubi superius inferiusque per idem dividendo valor idem manet,

Vocatur autem regula ista, si iuxta denominationem pracedentem,
literarum, e quibus incognita queritur, fuerit numerus u, regula de u:
nempe regula de {ri, si preter x nonnmsi duz ex. gr. a et A fuerint,
de guingue si et b, B adfuerint &,

2. Sed etiam quum in proportione, etsi tantum duo termini, et summa
reliquorum data fuerit, (per pag. 482) reperiatur quartus: sit arti-
ficii huius cum compositione rationum combinati exemplo, regula so-
ctefalis.

Si nempe duorum pecuniz, simul lucrandi caussa elocats, fuerint
P et p, et tempora T et ¢, lucrumque commune (-~ aut ) fuerit i;
erit L lucrum prioris ad / lucrum posterioris, in ratione composita
directa pecuniarum et temporum, adeoque

L:l=0Fy:pt;
(PT+p8): PT=(L+J): L=A:L;

et quotvis fuerint, summa productorum eiusmodi, erit ad cuiusvis factum,
uti lucrum universum ad lucrum illius.

atque hinc

Nam si de quibusvis » eiusmodi factis valeat regula, valebit et de
(m~+1) factis. Sit enim ex (n-+1) productis, quodvis aliquod /; exemto
hoc manebunt facta numero #, quorum summa sit S, et quodvis ali-
quod sit £, sitque # lucrum ipsum f, nempe pecuniam, quee unus factor
ipcsiusfest, concernens, atque lucrum ipsum J/ concernens sit x; et
lucrum totius S sit /& ; erit
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- S:f=R:#&
=g g
atque hinc / g
S fF= Rk kx
seu
. S: F=R:x,
atque hinc

(§+F): F=(R-+x): x.

3. Quid autem per numerum rationum, unde nomen logarithmi ve-
nit, intelligatur, e sequenti patet. Sint g et » integri, prius positivi.

Ratio ¢":1, dicebatur (u:»)tuplicata rationis ¢":1; nempe ¢':1
componitur € numero » rationum ¢:1, ex. gr. pro »=2, componitur
g°:1 ex g:1 et g:1; fiet enim multiplicando antecedentes et conse-
quentes, ¢*:1; atque ¢":1 componitur e numero g eiusmodi rationum.
Exprimitur autem hoc brevius clariusque hodie per

u
(g7 =g,
ubi ¢' pro basi accipitur. Ex gr. si basis logarithmorum sit 1o=¢", et
» denotet 1o milliones, erit ¢ =radici decies millionesimi gradus ex 10,
et radix ista nmempe Iol‘_'. elevata ad u, erit =1ou:r, gquod idem est,
ac si ex 10 ad u elevato, radix gradus » extraheretur; et w:» est
quoad 10 logarithmus ipsius 1o#:¥; quod olim dicebatur, quod ratio
ipsius 1o#:* ad 1 sit (u : »)-tuplicata rationis 10 ad I.
Imo posita serie geometrica

¢, 1 1
s FG G, 7 lsghg?: '

et inferius supposita serie arithmetica
++-|2. I,ID._,—I,,—-Z,...+
non solum ratio ¢g:1 dicebatur duplicata rationis ¢ :1, sed etiam ratio
. . e 1 .
_I}_ 1 dicta est (—z)-tuplicata rationis ¢ :1; nempe 7 ! componitur e
tfuahus rationibus ¢ : I inversis, nimirum ex I:g et 1:g; est enimvero

Il qe=1
W.I—I.Q‘?.

Bauvar, Teniamen. L
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Interim adhuc aliquid de logarithmis MNeperi (Scoti Baronis Mey.
chistonds, ex antiqua et insigni prosapia oriundi) addere in gratiam Tyro-
num paulo ulterius provectorum libet,

Calculum trigonometricum sublevare eius propositum fuit; sinum
totum (nempe radium) ponit =10 000 000, quod sit =u; atque inde
descendit in serie geometrica, cui subscribit seriem aquidifferentiym,
ita ut cuivis termino K seriei superioris respondeat terminus £ expri-
mens numerum rationis A° ad n (saltem cum errore exiguo, ratione
ipsius # —1 ad » pro basi posita, [efsi basis apud Neperum nullihy
nominefur ) ; ut nimirum moderno loquendi usu sit

_——= | ———

n n

K [n —1)*,

. : o -
cum errvore exiguo; et & fit logarithmus ipsius —- quoad basim L
N

Atque hinc est, quod quamvis nullibi videatur Neper de logarithmis
qui naturales vocantur, cogitasse; tamen per —I0 000 000 id est —p
multiplicatus logarithmus naturalis, in prioribus notis cum logarithmo
Neperiano conveniat. Nimirum ¢ basim logarithmorum naturalium deno-
tante sit

——:'ﬂ"'
# ¥

quum (pag. 183) sit
(1) =,

dum #-—eco; erit etiam pro s satis magno, cum errore exiguo

mx & X —HX —nd K
N A e O R e £

adeoque —nx=#. Consequenter x, id est log. nat. ':—?, per —n multipli-
catus cum logarithmo Neperiano einsdem s convenit, cum errore exiguo.

Facile etiam patet logarithmum Neperianum fractionis verz posi-
tivum, et quantitatis unitate maioris negativum esse: nempe ii?:":-l est
<1, adeoque ad negativum elevari debet, ut unitate maius, et ad posi-

tivum, ut fractio vera prodeat.
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Adhibuit autem Neper motus ideam, uti Newfon ad calculum fluxio-
num; nempe in duarum rectarum una .4, puncto certa lege moto,
seriem geometricam, {quod facile, et clarius quam a Nepero exponitur,
fieri potest); in altera &, motu uniformi seriem equidifferentium pro-
duxit, terminosque posterioris terminis prioris pro iisdem temporibus
@qualibus respondentes, horum arfificiales dixit, hoc nomine pro loga-
rithmo usus.

Sinum totum divisit per #=1Io0 000 000, et tot eiusmodi partium
artificialemn dixit o, pro quo nullus adhuc motus evenit in linea 5;
nempe 1ﬂg-%=lﬂg.1=n; postea querendo ingenti labore inter 1 et
-i-, I et % & proportionales medias, atque inter quasvis item novas,
pervenit ad seriem continue proportionalium geometricam, cuius ter-
minus primus ab -!-__.:— decrescendo, cum errore exiguo ﬂ;' erat, et huius
arfificialem (motu in B) posuit 1; atque ita porro, omnino cum errore
aliquo, ipsi [HII r respondent arfificialis 2, et ipsi % respondet arti-
ficialis 6 931 469; nempe ratio I?.u : # componitur ex tot rationibus ipsi
";I : 1 esequalibus, cum errore exiguo.

Tante molis erat, adminiculis hodiernis adhuc deficientibus, systema
logarithmorum preclarum seculi septimi decimi inventum condere;
quanquam JMNeper quoque numerorum primorum logarithmis per multo
labore queesitas proportionales medias repertis, compositorum logarith-
mos omnino per additionem computaverit.

De usu tabularum et certis applicationibus pag. 512—20 et 569—81
dicetur: at de logarithmis Gaussianis, etiam aliquid dicendum foret, siqui-
dem ad nos pervenissent ; ex omnibus summi viri operibus desideratis, non-
nisi (pag. 384 et 461) citata, et Theoria motus corporum coelestium
adsunt ; prime linese theoriae imaginariorum gquoque sero pervenerunt,
quum jam theoria, qua in hoc tomo habetur, talis qualem concipere

poteram, impressa erat,

IV. Coromidis instar (quoad pag. 33) addatur mumeratio, cuius pro-
xima origo quidem arabica est, sed a scriptoribus Arabicis quoque

Indis attribuitur ; non de signis o, 1, . . ., sed de lege ingeniosa qu-
mi
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ritur, qua per 1o signa quivis integri / et 7, imo et I: » describi possun;,
Utcunque vocatus Auctor et sine nomine viget, vigebitque in omnibys
calculis.

Romanorum et facere et pati fortia fuit: sed mirum est, Grasoryp
quibus Musa ingenium dederat methodum tam complicatam, imperfec-
tamque fuisse; nempe qui 37 signis, ab 1 incipiendo continuative, pop.
nisi usque ad 99 999 9gg (decadice intelligendo) scribere poterant ;
quamvis eorum modo quoque levi additamento, quivis numerus describ;
potuisset. Nempe 1, 2 . . . 9, per literas @, #..., ita 10, 20, ,
9o, 100, 200 . . ., §0O, 1000, 2000 . . . , 9000, per literas, et quum nop
sufficerent, accentis suppositis, aliaque signa denotabant; atque demyp
10 000 mempe myrias per M denotabatur; regula vero hmc erat, quog
post M eorum quee signa particularia denotabant summa, ante M yerg
(ad leevam] factum in A accipiebatur summa eorum, qua Signa particu-
laria ante M denotabant; ex gr. gMea denotabat 20001; at per MA
denotari 10000.10000 =100 000 000, ac post MM adhuc id quod MM —,
M*—1 denotabat, scribi potuisset.

Potuissent quoque et hoc modo, posita lege sequenti, numerum
quemvis describere, et omnia peragere: nempe ubi plura M se invicem
excipiunt, productum eorum intelligatur, et quaevis imago sive ab initio
usque ad proximum A, sive inter duo proxima M fuerit, ut factor
proximi M ad dextram reputetur; alioquin autem summa omnium intel-
ligatur. Multa ob defectum cifrarum breviter exprimuntur; ex gr.
MMMeMM3Mea = billioni + 100 millionibus + 20001, =M*+ M"+
—+ 2 M 1.

Simplex et elegans /ex [fndica est sequens:

1. Detur numero cuivis a o incipiendo signum proprium, usque quo
libuerit ; atque

2. ponatur aliquorsum comma in lineam horizontalem; et

3. quodvis signorum dictorum ponatur ante comma ad lzvam, deno-
tet id illud, cuius signum est; at

4. si numerus signorum datorum simul cum o fuerit », quacunque
eorum zqualia se invicem in linea dicta excipiant, valor illius quod ad
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levam est, sit valoris illius quod ad dextram est - tuplus ; valoremque
eum quodvis retineat, etsi in quemws alium locum aliud signum pona-
tur; denique

5. tota imago denotet summam omnium eorum, quee per signa parti-
cularia, valores a locis (ut szpe et in mundo fit) sortita, denotantur.

Patet hinc
SHRRINS (| T .
denotare

e s R T + +...,

nempe in I, 1 denotatur 1 per notam ante comma, et simul n-ies plus,
quam in loco sequenti, ita in 11, denotat nota prior n-ies plus, quam 1;
ita valor ipsius 2, 2, adeoque ipsius 1, 2 patet. Est etiam manifesto
I, 111 , ., series infinita, cuius summa (pag. 152)-— H'I

Ouod hoc pacto numerus quivis a o incipiendo, post quemvis wul-
lerius sequens, exprimi possif, patet sic. Denotetur » —1 per m; si in
loco ultimo ad dextram ante comma sit signum particulare £, aut zero
aut integrum ipso s minorem denotans, poterit in locum ipsius £ sig-
num numerum uno maiorem denotans poni; si vero s fuerit in eo loco
tum ad levam eundo, aut aliquamdiu signa m se invicem excipient, aut
post prius m quod ante comma est, statim aliud sequetur ad levam;
sit # signum illud quod prima vice non excipit signum v, et si nullum
tale sit, reputetur o pro 4 Accedente 1 ad m, fiet #, quod cum
ad levam precedenti m, denotante m.n, facit »*, adeoque id quod
1 loco ad levam sequenti denotat, et hoc si et ibi s fuerit, deno-
tans m.n* efficit cum eo (m—1-+1)n*=mn; et ita porro donec ad
£ deventum fuerit, et tum augebitur # uno, denotabiturque praeter
valorem ipsius #, etiam potentia nova ipsius » quee prodiit, relictis
cifris in locis omnibus ad dextram.

Quod etiam ad legem numerationis Gracorum, que tam facile ex-
tendi potuisset, applicari manifestum est; dummodo pro potentiis ipsius
10 potentize ipsius M ponantur, subibit nempe ipsivs # —1 vicem M—1,
etsi plura loca occupet. Ex. gr. pro y=M—1, ex y M’y M’y My, (per quod
y M3+ y M+ y M~y intelligendum), accedente 1 fiet aMM*, id est MY,
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Patet etiam, ipsum 1 postpositis quotvis cifris esse = eo, quod in
locum cuinsvis cifraz m posito, per ista s denotatur; atque quivis nu-
merus non = ponatur in locum ipsius 1, ad numeros abinde upo
crescentes denotandos, imagines preecedentes eodem ordine quo antea
prodierunt, sequi.

In nostra numeratione » decem est; sed » quidcunque denotare
potest, nempe integrum quemvis [tmo el ad fractos extendi pusset),
Elegans est Leibnitii ingeniosa similitudo in Xeniis ad Principem missis,
a LDyadica numeratione nonnisi per duo signa nempe 1 et o petita;
quod nimirum si¢c Deus unus ex nihilo infinitum composuerit; ac veluti
imagines dyadica imperito confus® videntur, clara: peritis, ita confusio
mundi mortalibus apparens, spiritibus superioribus sapientissimus ordo est.

Certe dyadica ista, nisi ad numeros maiores exprimendos, plures
notas requireret, s¢ quoad omnes operationes valde commendaret ; nempe
nullivs tabulee Pythagorica egeremus, et operationes omnes perfaciles
essent, si prius dua tantum, tum summa harum cum tertia linea, et
semper nova summa sequenti linex adderetur, ut omnis molestia evite-
tur in additione plurium linearum.

Si vero » ex. gr. viginti esset: tuin omnino ingentes numeri breviter
describerentur ; tanto fortius, si # =37 esset, inempe 37 signa ut apud
Graecos assumerentur); at pro n»= 20 tabulam Pythagoricam pauci ad-
discerent, quum pro hodiernis 36 productis 171 addiscenda essent. No-
tandum, tabulam per diagonalem in duas partes sequales dispesci.

In decadica vero qua utimur, 1o dicitur decem, 10° autem cenfum
et 10° dicitur wmille, et 10° nempe 10°.10° id est millies mille dicitur
millio, patetque 1 cum 6" cifris, mi//ionds r-tam potentiam denotare.

Si comma ad dextram plane ad finem sit, omitti (uti = in initio)
solet, parsimoni gratia; si vero comma non ad finem fuerit, expressio
fractio dectmalts dici solet. Est nempe aqualis fractioni cominuni, cuius
numerator est ipsa imago decadica commate ad finem posito, aut deleto,
denominator autem est I tot cifris postpositis, quot notse post comma
erant, que etiam nofae decimales andunt. Nam ex. gr.
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63, 51"‘—- 5’—+ S ﬁ?§+-g&+ -té& =§Eﬂil =63+-]-50—L-.

Conversim quoque quevis fractio, cuius numerator integer et deno-
minator est 1 cum cifrarum numero N, est numeratori, factis in eo
numero V notis decimalibus, @qualis; nam hoc tali fractioni 2qualis est,

Patet etiam, fractionis decimalis valorem non mutari, quotcunque
cifree ad dextram postponantur : nam numero notarum decimalium aucto,
tot cifree accedent numeratori quam denominatori, adeoque per idem
multiplicabuntur.

Si vero comma mutet locum, promotum ad dextram, vel levam,
locorum numero g : in casu priore multiplicabitur valor, in posteriore
dividetur, per 10", Nam si comma ad dextram migret u locis, totidem
notis decimalibus pauciores manebunt, adeoque in denominatore post
I tot nempe u cifris pauciores erunt, manente numeratore ; itaque valor
10"-ies maior evadet. Si autem comma ad levam u locis migret, toti-
dem notis decimalibus plures erunt, adeoque denominatori accedent u
cifree ; quapropter valor 10™-ies minor erit. Ex. gr. ex 2=2, =000z,
pro u=3 fiet o002 =Tc%-3' et ex 2,3 fiet duobus locis promoto com-
mate

230, =2,3. 100::—?%. 100=230.
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C.

DE OPERATIONIBUS VULGARIRUS DECADICIS,

De numeratione et fractione decimali generaliter dictum (pag. 491—gs)
est. Dicatur queevis lege numerationis decadice facta expressio imago
decadica; sive ad finem sit comma sive antea sive nullibi, at in casy
postremo semper ad finem cogitetur, adinstar +in initio omissum,

% I.

Est quavis imago decadica fractio (pag. 495) ; et imagines decadice D
et d, si nota decimales in [ numero ¥, in 4 numero 4 sint, et >4
fuerit, (per pag. 495) ad denominationem eandem reducuntur : adiectis ipsi
d ad dextram (manente commate) numero JS— 4 cifris; ita ad tertiam
et de quavis ad sequentem progredi licet. Tumque patet in additione
nonnisi numeratores ut integros addendos esse, uti in swbtractione nu-
meratorem subtrahendi ex altero subtrahi debere, in resultato totidem
notis decimalibus factis, quot in una imaginum sunt. Drvisio autem
lquum denominatores ®quales facti sint) peragitur numeratore dividendi
per numeratorem divisoris diviso. Potest autem divisio et absque re-
ductione ad denominatorem eundem perfici: nempe sint imaginum D, d
numeratores NV, n; erit

D=2 o« d=-1 .

- 1o 10¢
atque

D _ Nt N "

d ™~ wu.10" n' .

Multiplicatio autem fit sic:
N.n

D.d= [ofed '

itaque tot note decimales fiunt in facto numeratorum (ita consideratorum,
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quasi comma ad finem esset) decadice expresso, quot note decimales in
utroque factore simul sunt. In guofo N:n vero, si d'= 10, quotus N: n
est; nam tum 10" =10"=1; at si =D+ m (pro m integro), N:n
per 10" multiplicari debet; si vero D'=d-+m, tum

=t L_ ;
adeoque N:n per 10" dividere oportet; et si N:n imagine decadica
expressum fuerit, quomodo multiplicatio, aut divisio mutato commate
peragatur, (pag. 495) dictum est,

§. 2.

Summa hinc imaginum decadicarum decadice expressa reperitur
modo sequenti: scribantur horizontaliter imagines decadice addenda ita,
ut commata omnium in eandem lineam wverticalem; atque pariter in
omnibus imaginibus quéevis m-tee notze a commate ad l®vam in eandem
lineam verticalem cadant; et pariter ad dextram, si fuerint; atque tum
linea ducta, qua: addenda superius relicta, a summa quesita distingvat,
incipiendo ab ultima columna a dextra ad levam fiat operatio sequens.
Consideretur in hac operatione in guavis columna numerus quivis, quasi
tot unitates denotaret, quot per se denotat; atque incipiendo ab huius
columna ultima termino aliquo extremo, queeratur numeri huius et
sequentis summa decadice expressa; et quaratur summa cuiusvis sum-
me repertz, cum numero in eadem columna proxime sequenti, donec
nullus supersit; et e quacunque columna prodierit summa =7 deca-
dibus cum # unitatibus (pro # non =g, in columnam eandem infra
lineam scribatur »; et » (tanquam unitatum numerus: addatur numero
extremo columnz ad levam sequentis, et in eadem columna, queevis
summa addatur numero sequenti, donec nullus in eadem columna su-
persit ; atque si prodeat columna ultimz summa =3 decadibus cum #’
unitatibus (pro #' non =9} in eadem columna infra lineam scribatur »’;
et » decadice expressum scribatur ad levam ante #', si nulla amplins

Bieval, Temamen. L. "
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ad leevam columna 51||?er5it. Demum vero summa infra lineam prode-
unte, ponatur comma In lineam commatis addendorum.

Quod summa hoc modo rite prodeat, sic patet: quum hoc pacto
omnia addenda ad eundem denominatorem, qui etiam in summa per
comma modo dicto positum fit, reducta fuerint, quastio eo redit : num
summa numeratorum, id est si comma in omnibus addendis et Stmma
quoque, ad finem posita esset, rite prodierit. Hoc autem inde patet,
quod a columna ultima A4 ad dextram, progrediendo ad sequenter B,
inde ad () et ita porro usque ad extremam nihil sub ullam scribatur,
quod in columnis eousque additis non adest; demum vero omne, quod
ex addendis superest, summz adiiciatur, pratereaque nihil,

Nimirum sit columna

A=u.10+m,

erit 3 dicendo id qued 1 in & sigmficat

B4+u.1o0=F+u.p
sitque hoc
=y 10.8+m' 3;
adeoque
A+B=F+pn.10¢m=u 10.8+m'.g+m=u' 10.84m' 104+m:

in summam Sscriptum autem, nempe m'm 'decadice intelligendo: denotat
m'. 10+ m ; itaque nonnisi ', 107 desunt. Si vero usque ad certam co-
lumnam & exclusiver in qua 1 denotet g, omnia columnarum usque ad
illam /" inclusive, qua ipsam G praecedit, summa rite inscripta fuerit,
nonnisi numero » decadum illius / quod 1 in columna /- denotat, super-
manente : tum si
G4+raof=ro.g-+n.g

pro n non =g, et summe in columnam (& inscribatur #; e summa co-
lumnarum .1, /5, . . ., F, & nonnisi ».10,¢ supererit. Hoc pactoque
usque ad columnam extremam pervenitur; et si ex. gr. ista G esset,
atque ipsi o . . . m'm idecadice intelligendo. anteponatur ' decadice
expressum, »#n . . . m'm denotabit

VIO 0. - == 10,
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adeoque summam totalem; nempe »'n (decadice intellectum) denotat
¥.10.g+n.g, (denotante 1 unum g in loco ).

Scholion. Summa quorumuvis duorum numerorum ipse 10 minorum,
utl etiam diferentia cususvis numeri n ipso 10 minoris a numero
minori guam (10-+u), e tabula sequente constat: nec necesse est,
inter axiomata referre ex. gr. quod 3+5=8, et 8—5=3; 8+7=15, et
15—7=8 &9,

o, 1] 2] 3 4,5:’&'1 8! 9
t: 2| 3| 4 51 6. 7, 8] 9gi10
s| 3| 4] 5! &} 7| B 9 | 10111
ai 4: 5| 6! 7 8| glroluin
4' 5] 6 7! 8! olelum!ua s
5" 6, 7 8 o9lm 1 131y I4
61?'Ej9 10 11 T2 13| 14 - 1§
7! Slq'm!u;]:_'lj. 14 15 16
Tgl to | ar ' ra 13 24f15' 16 17
glsoluox|1a]|1alag 15 16! 1718

Constructio tabule ex inspectione patet; nempe in linea superiore
sunt numeri a o usque ad g9, et in omnibus columnis verticalibus deor-
sum a quovis numero supremo sequuntur item numeri naturales ; adeoque
in quavis columna ex. gr. ipsi 7 tot unitates adduntur usque ad lineam
horizontalem rinclusive) post ex. gr. 5 (in columna extrema ad laevam
posita), quot unitates in 5 sunt; itaque ubi columna ipsius 7 cum hori-
zontali ipsius § concurrit, numerus 12 summam ipsorum 7 et 5 decadice
exprimens reperitur; et differentiam ipsius 7 a 12 ostendit 5, uti 7 dif-
ferentiam ipsius 5 a 12.

Hinc etiam casus sequentes patent: si ex. gr. numero g, 10,448 .4
sit addendum 7./, fiet summa

=u.1o.3+15.d=u+1.10.3+5.4;
ita si ex hoc subtrahendum sit 7.7 remanet wu.1o0.3-+8.4; adecoque
in casu primo fit # numero (u—1)5, in posteriore autem «8, decadice

utrumgque intelligendo.
0y
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§ 3.

Subtractio autemn peragitur hoc modo: scribantur ita (ut in addi
tione), ut comma sub comma, decas sub decadem, . . . decima sub de.
cimam, . . . cadant: erunt pariter ad denominatorem eundem reducta,
et quasi comma ad finem esset tractanda; dummodo et in differentiam
comma in lineam commatum verticalem ponatur. Sit, literis numergs
infra 10 denotantibus, et imagines decadice intelligendo maior

NM ... DCEA,
minor sit

ww ... dcha;
erit differentia

(N—n) iM—m) . . . 1D=d) (C—=c) iB=8) id—m

pro casu, si quelibet litera superior maius inferiore denotet; namque
omnia decadice intelligendo linea infima line mediz addita, lineam
supremamn prabet; in quavis columna enmim ex. gr. in secunda ad
levam est

Itaque in hoc casu in quamvis columnam id scribi debet, quo superior
inferiorem excedit.

Si vero in columna quapiam, superior inferiori sequalis (ex. gr. J=d
sit, tum etiam [)—d=o in columna eadem rite scribetur in differentiam
sive o denotet /) sive alium numerum, nam (/)—d -+ d=D.

At si quis superiorum minor inferiore sit, aut superior o et inferior
non o sit; tum sit ex. gr. A=/ -+4"; in hoc casu quoque minor e
maiori demi poterit, si in eadem columna o scribatur, et infra o scriba-
tur &, tamguam negativum pro diflerentia, qua: prius modo dicto pro-
diit ; nempe ubi numerus inferior excedit superiorum, ubigue o ponendo,
et excessum inferius scribendo, excessus inferiores subtrahantur. Prodi-
bit enim differentia vera; namgue

o—(b—Bi=F—05
Si A =zosit, tum b =4,



SECTIO QUARTA. 5ol

_ ‘Suhtractio heec posterior autem ita peragi potest; ut in columnam
ipsius & infra 4 in differentiam scribatur 4 = 10—4', ita tamen, ut ad
leevam in differentia que prius prodiit, usque ad numerum illum proxi-
mum eatur, qui non o est, atque hic unitate minuatur; quotcunque
cifra autem fuerint eousque, in 9 mutentur. Sit nempe plane & —=o aut
B < b, atque
B—b=—b, et 10-b'=b";
adeoque
b=10+8--b:

unde etiam idem est, pro == 5, sive 5 ex 5 subtractuin ex 10, sive
ex K5 —+10 subtrabatur; dummodo in tali casu proxime ad levam uno
minus scribatur, Denotet nempe 1 unum # in columna ipsius Z; erit

(C—¢—1). 10.8+(10+B—b).f=(C—c¢). 108—10. g+10. 4+ (B—b). f=
=(C—c¢).10.8+(B—b).5.

Si vero C=¢, adeoque C—e¢=o0, aut etiam [—d=o0, imo porro su-
perior mqualis inferiori fuerit usque ad certum ex, gr. E; erit £ aut
e aut E<<e; st £>e tum

(E—e—1).10% f+{D—d=+9). 10*. f+( C—c-+9). 10. 3+ B—b-10). f=
=(E—e). 10% f+(D—d). 10%. g+(C—c}. 108+(B—b).3;
nam
g90. f~+10. #—1000. =0,
Si vero £ <e, aut etiam sequentes numeri superiores minores infe-
rioribus fuerint usque ad certum aliquem ex. gr. G=>g; in columnam

ipsius £ scribatur non
e'=10—(e—E)
sed
' —1=9—(e— F)=g9+E—e¢;

in columnam ipsius & pariter non
fr=10—(f—F)
- |

et in wlnmna:m ipsius G scribatur G—g—1: eritque

sed -
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(G—g—1). 10" ﬂ+IF—f+q}.m*.ﬂ+E—¢+g}.10*.3+{ﬂ—d+g;,m,ﬁ
—+(C—c+9}. 10. f+(B—b+10). A=(G—g). 10" -+ (F—F). 100,
-+l E—e). 10\ g D—d) . 10% g+ C—cr. 10, g4-(B—b , 3;
nam
99990 . A+103—10% fg=o0.
Eritque differentia
(G—g—1) (f"—1) (e"—1)990"

(decadice intelligendo).

Patet etiam modo consueto in columnam ipsius & scribi

d'=10+5—b;

nempe si C non fuerit o, demitur 1 ex eo, quod 10,72 facit, si vero
C=o0 imo etiam sequentes superius cifre sint usque ad certum E, tum

1 ex & demtum erit

104 8=99. 10g-+10.3;

itaque cifree in columnis ) et C'in 9 mutantur, et ex 5 fiet (10+B).4

§ 4.

Quoad multiplicationem integrorum : sit imago decadica DCEA
per inaginem decadicam cba multiplicanda : erit

DCBA = Dooo—+ Coo+ Bo+ A,

et
chie = coo + bo—+a ;

atque

DCBA . cha=uiDooo+ Coo4 Ko+ A4 bo . (Dooo -+ Coo -+ Bo- Al
+4-¢oo. oo+ Coo4- Ho+ di=c¢. Pooccoo 4. C4 . Soooo

+ic,. B4+b.C+a.Doxot+c. A+b. B+a.Croo+b. Ad+a.Bio+a.d;

quod ordine evidenti modo sequenti dispositum additumnque, factum
praebet ; patetque .. summam unitatum, columnam sequentem deca-
des, et ita porro esse,
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i.r-l.ﬂ a.Cla.fBa.A
16.D\8.C16.R|b.4|
c.De.C !c.H c.A|

Est vero multiplicatio integri M per integrum s additio ipsi M
ipsius M, (m —1)-ies iterata; at peragitur modo sequenti consueto bre-
vius : accipitur prius «-ies 4, et si hoc <10 fuerit infra lineam sub a
seribitur; si vero fuerit = .10+ «', eo nonnisi ' scribitur, et u addi-
tur ipsi a./5': atque notee multiplicandi semper porro ad levam singuli
a-ies accipiuntur, et si ¢ quacunque nota per a multiplicata transierit »
futi antea ui et nota sequens per a multiplicata det » .10+ &, scribitur
in facti locum proximum ad levam #, et »<n additur facto ¢ nota se-
quente in @ ; si vero nulla supersit, ¥ n anteponitur facti parti quee
eousque prodiit. Eademque operatio fit cum omnibus multiplicatoris
notis, dummodo factum quodvis partiale sub nota multiplicatoris illa
terminetur, per quam maultiplicatio facta est. Denique facta partialia
adduntur.

Patet M per &.10 et ¢c.100 multiplicandum esse, atque idem pro-
dire, si &.M sub & et ¢. M sub ¢ terminetur: in additione factorum
partialium enim tantum est, ac si post 5.M una cifra et post ¢../M duze
essent.

Quod facta partialia rite prodeant, e conceptu iterate additionis pa-
tet. Factum e quibusvis duobus novenario minoribus e fabula Fytha-
Forica patet, ubi quivis sibi iterato additum (pag. 499 toties continet
supremum, quot unitates habet numerus extremus linez horizontalis,

§ 5
Divisio peragitor sic: sit dividendus L) et divisor 4, et
D=D10+C

(denotante C notam infra 10} et sit ¢ talis integer, vt ¢.d non =>1J,
sed (¢ +1)d >0 sit; atque integri 7 et ¢ tales sint, ut r<_d, et

cd+r=0—g.d1o+C
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sit : erit
Dio+C=gq.d. W+c.d+r=d.lg.10+c)+r=10.

Consequenter g.10-+¢ cum residuo » est quotus ex /) diviso per d.
Hinc quaevis nota dividendo adiecta novam notam quoto adiicit; et
quastio eo redit, quomodo a lava incipiendo prima quoti nota prodeat,
et guanam quoti nota pro sequente dividendi nota sit.

Queeritur prius a leva incipiendo, num # in prima dividendi nota
reperiatur, et si non, gquaratur perro usque ad notam illam primam
talem, ut in numero quam imago decadica [V a nota prima usque ad
hanc inclusive denotat, non sit <4, et in quotum scribatur ¢ (sensu
antea dicto); atque tum queeratur pro nota (' dividendi post [ se-
quente, nota ¢ post ¢ decadice sequens: et tum ['.10-+ C pro priore
L) reputato, si adhuc nota /2 dividendi sit, queeratur nota & quoti post
gc sequens; atque hoc continuetur, donec nulla dividendi nota supersit,
et notetur residuum ultimum »'; eritque quoti complementum r:d.
Patet hinc e tot notis constare quotum, quot note dividendi post pri-
mum L) sunt, addito 1 primo [) competente. Nimirum nec primum £J,
nec ullum Y—dg quotum =g dare potest: nam et maximum <& est
d—1, atque et

[d—1).104+9=10.d—1I.

Si sit d=d". 10", resecentur ad finem dividendi [ totidem note,

sitque pars Tesecta k ad dextram, et ad levam sit I valore [).1d",

sitque |
D=g.d+r, (r<di;
erit )
Do'=¢.d.10"+r.10;
“ D=D10"+k=g.d.1d" +r.10"+#;

itaque ¢ erit quotus cum residuo r.10"+k; quod<=d=a".10" est,
nam r<d. |

Si vero D=wu.d et d= a.d, fiet §:8=0:d; atque operatio ab-
breviatur. Unde questio fit, per guosnam numeros NUNETUS Exacte.dwif!l
queat? Si ad finem numerus par sit, summa decadum et numeri paris
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per 2 dividitur. Si postremee dum notee (decadice) per 4 dividi queant,
pars prior multiplum centenarii est, adeoque totum per 4 dividitur. Si
tres postremz per 8 dividantur, pars prior multiplum millenarii est per
8 divisibile. Si summa singularum notarum (sine valore decadico) per g
dividatur, totam imaginem meritur g; ita 3 metitur imaginem, si sum-
mam dictam metitur, Nam quévis nota quotvis cifris postpositis, per g
divisum pro residuo se ipsam aut o dat; itaque nonnisi de summa resi-
duorum qumritu;'. Si vero tam 2 quam 3 metiatur numerum, etiam 2.3
metitur (pag. 427) &

Etiam 11 metitur imaginem decadicam dcba, si differentiam summee
notarum in locis paribus a summa notarum in locis imparibus metia-
tur 11. Nam si post I numerus cifrarum par fuerit, per 11 divisum resi-
duum 1 dat; si vero post 1 numerus impar cifrarum fuerit, residuum
10 est; itaque pro

d.1000+b.10= N,

et
c.100+a= NV,

erit

N4+d+b=n'.11,
et

N—fe+a)=n.11;
adeoque si

d+b—(c+aj=pu.11;

erit

N4+ N=n'4+n—pu)j11.

Et conversim si d-+&—{c—~+a) non sit multiplum ipsius 11, tum 11 nu-
merum non metitur; nam tum

N=n'11—(d+b),

et
N=n.114¢c+aqa,
adeoque ‘
N+ N=(n'+n)11+c+a—(d+b),
et si

¢+ a—(d-+b)
non sit multiplum ipsius 11, nec A= AV erit.

Béuyar, Tentamen. I 64
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§. 6.

Si dividendo D cifre numero w adiiciantur, et diviso hoc per
d prodeat pars quoti integra ¢; atque fiant in g notze decimales nu-
mero g« : prodibit quotus cum errore <1: 10". Nam
D:d=D.10":d.1d'=(D.10":d) : 10";
atque

_ gd<D 10 <(q-+1).d;
itaque
g.d: 1" <D<(g+1).d:1"

Unde etiam modus patet, quo fractio quaevis in decimalem cum er-
rore saltem quantumvis exiguo convertatur.

Quomodo quavis fractio ad quemvis denominatorem reducatur, et
denominator communis minimus, divisorque communis maximus repe-
riatur, dictum est pag. 68 et 42q.

Scholion. 1. Proba novenariorum in singulis quatuor speciebus valet
in tantum, quod si locum non habeat, operatio erronea sit; conversim
autem patet resultati notis permutatis etiam, probam locum habere. /n
subtractione e subtracto et differentia simul, et tum e minuendo eii-
ciendi novenarii sunt; in multiplicatione e facto, atque e factoribus:
nempe si multiplicandus =#» .9+ a, et multiplicator = m .9+ &, factum
=m.n.9.94+a.m.g+b.n.9+a.b; itaque a.5 supra novenarii multi-
plum tantum residuum relinquere debet, quam factum eiectis novenariis.

Scholion. 2. Operationes istee cum numeris dyadice expressis facillime
peragerentur : si ubi plures imagines addendez sunt, prius duz addan-
tur, €t cuivis summe que prodiit sequens addatur, donec summa om-
nium prodeat. In multiplicatione, nonnisi multiplicandus describitur
ubique sub multiplicatoris nota =1 terminandus. In divisione semper
patet, num © aut 1 in guotum veniat.
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§ 7.

Radix m gradus autem extrahitur sic. Si quivis integer fuerit
imagine decadica P expressus, et integer » sit talis, ut 7=vel </,
sed (r=+1)">7"; atque ipsi /' adiiciantur notz numero , quarum
tmago decimalis dicatur 7: erit imago tota =/' 10™+4, (quee dica-
tur 7}; eritque r cum nota aliqua & decadica adiecta radici m gradus
ex / wqualis, aut ea proxime minor. Nam etsi /=0 esset,

(r.10)™ =™ 10™
esset = aut <<J'. 10™; sed

((r=+1). 10y =(r 4+ 1" 10" > I, 10"+,

etsi in quovis loco post /' novenarii essent quia (r-+1)">>.J". Itaque

nonnisi nota illa & queritur, quee post r sequitur: quod modo sequenti

fit. Si .10 dicatur a, erit a-5= '/, aut radice proxime minor; ad-

eoque tale & (a 0 usque ad ) queri debet, ut /—a, id est (/'—rm), 10m—+7

sit= vel >

#t(m—1)a™ 5
T 3

ma™ "' b+ + =™,

(pag. 178), et si &1 ponatur pro &, expressio heec > J—a™ sit. Patet
in posteriore, si pro a=r.10 ubique » ponatur, terminos addendos (omis-
sis cifris) semper uno loco porro ad dextram terminari; nempe m.s" 'd
baberet m—1 cifras ad dextram,

m (m—1)r™ 24
1.2

haberet m—2 cifras propter 10™~* &. Ut vero b paucius tentando re-

periatur ; tentetur divisio ipsius /'—#™, adiecta prima nota decadice

sequenti, per mr™"; quia mr™ " 'd etiam m—I loca post se habet.
“-
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Si vero post J adhuc m note fuerint; (ut pag. 506) reputetur / tan-
quam /' antea atque operatio eadem usque ad finem repetatur.

Patetque si nova m loca adiiciantur, idem redire; in quadrate radice
autem terminos addendos esse 2ab-+4°.

Si vero mm cifre adiiciantur numero N: et in radice m gradus ex
N.10"™ hant # note decimales: prodibit radix vera aut proxime mi-
nor e fractione, cuius numerator est V. 10" et denominator 10™™, ad-
eoque ex V.

Ex. gr.

V2= {20000 100.
Sit primum
f=200, I'=2, i=00;
erit r=1, adeoque
a=10; ({'—r’).100+1=100;

quod si usque ad notam primam ipsius 7 /inclusive), nempe 10 ita divi-
datur per 2r =2, ut ratio etiam termini 4* habeatur; prodibit b=4;

nam
2ab+b'"=20.4+4.4=24.4=0956,

et pro 6=75 prodiret 125> 100. Atque iam nova [/, I, i, », a accipi,
et novum & queri potest; nempe pro

I= 20000, I'=1200, =00, r=14, a=140,
pariter prodibit &=1; hetque
171 < ¥ 20 000 << 172,

atque J'2=1, 17 cum errore <<0,0l. Idem vero continuare pro novis
I, I', i, r, a licet, donec libuerit.
Ita
V15=115000:10= } 15000000: 100 .
Sit primum
/= 15000, ['=15, f=000.
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Erit =2, adeoque a = 20, et
(£'— ). 10+ 1 =17000;

atque si hoc a l&va usque ad notam primam ipsius 7 (inclusive) per 37%,
(nempe 70 per 12} ad terminos reliquos etiam respiciendo dividatur,
prodibit 4 =4; nimirum

ja’b=48.100., 3ab'=qgb.10, et &' =064;

quorum summa non > 7000, sed si & = 5 acciperetur, = 7000 prodiret.
Pariter pro novis 7, 7', 7, », a, ut prius continuari donec libuerit, patet.

Scholion. Solet e quantitate algebraica quoque radix extrahi: at nisi
exacte, aut serie lege certa progrediente, complemento ad limitem o
tendente prodeat, aut saltem erroris limites eestimentur, exemplum va-
num tantum eiusmodi formularum est.

Ex. gr. Sit (Tom. II:2211. V)

a’ ut e p
T—?+u wuwE=a+p,

& . a*
et a=—-; ent nt"=—4—, et

(@ ff'—a'= 2aﬁ+ﬁ'=uzu.€—-%+u‘;

cuius si terminus rite electus per 2a=a dividatur, prodibit

f=— ﬂﬁE ;
quia erit
zaf+F=—2mE~+ 4i;EI =u‘—-f:—!--zuE;
nam (ibidem)
at—a
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Eodem modo solet etiam radix (adinstar divisionis pag. 146) extrahi,
Ex. gr. pro ¥ 1—x sit terminus primus I1=a, et sequens sit 5; erit

(I—x)— 1= —x=2zab-+b;
et si per 2a =2 dividatur — x, prodibit
.ﬁ:——%,

ac subtracto 2ab+4- 4%, residuum erit —-:-. Pro quovis novo a (id est

summa terminorum radicis quee prodierunt) autem duo priores termini

—x™ :
—%*_ termino hoc
o

per terminum primum ipsius (2—x--...] diviso, prodibit terminus radicis

erunt 2-+x; atque si terminus aliquis residui fuerit

sequens ii—”:, et multiplicando per (2—x--...) prodibit

_xm x“+| .
e T T

quo subtracto ex ——;,,——i—..., manet — S

et casu eodem redeunte, prodit series

quz ubique referri solet; quamvis ex. gr. pro -t=-]=-. hat

3
ik

— T
—

eta — ;‘ incipiendo (inclusive) summa seriei geometrice -——_~
- 1
adeoque series tota -~ :, quod elevatum ad 2 est

__ 289

_-._l.
=g >V —*=7

Generaliter pro ‘: <1, series
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x x x 8—Bx-x*
2 2 2 T 4la—x
- * - " l
(pag. 151); cuius ad 2 elevati differentia ab 1—=x ﬁt:m‘g_—x}, ; adeo-
que error aliquatenus sestimari potest.

Si vero x:2>>1, tum series ~——o0, Ad ¥ m -+ x mutatis mutan-
dis applicari potest.
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D.

APPLICATIONES (pag. 10Q) QU/EDAM.

§. 1.

FProblemata vulgaria.

I. Quzritur, pecunia @ interusurio ¢ pro centum elocata, si interu-
surium ad finem cuiusvis anni summe capitali pariter elocandz acce-
dat: in quantum s excrescat ad finem anni #-ti?

Fiet ex 100 ad finem anni primi 100+-¢; itaque ex « fiet

_@_._{lg-p+c}_ﬂ ac
100 ¢ oo
nam
a(100—+¢)

100 : & = | 100-+¢): —
L ! 100 !

et hoc ad finem secundi anni fiet

1004¢ )*‘
100 2
ita ut si
100+¢

100
dicatur p, fiet capitalis ad #-ti anni finem

apr=s.
Hine
log.s=log.a -+log.(f")=log.a-+nlog.p ;
et patet e quibusvis tribus harum quatuor quantitum reperiri quartam.
Ex. gr. queeri potest ad quot annorum finem fieret 1000 ex 1 sub dicta
conditione elocato ; respondetur

__ log.s—log.a
n_-_g_ﬁg_ﬁ_g_'_+
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Quod si vero et Perceptori rem tractanti solvendum sit quotannis
¢ pro centum: patet tum ex 100 ad finem anni fieri 1004c—¢'; et
fieri
100 ¢ — ¢’

R

‘ﬁ=

Si interusurii interusurium solvatur, tum fiet

(3

100 —_-

p= 000

100 .
+ {:’ -| T 0 .
quia 5 €st intérusuri interusurium, guia
I:I
100:c=¢: Joo-

I1. Hoc modo inpopulationis incrementum computatur, quantitate ¢
pro centum et numero viventiuin preesenti datis. Si ex. gr. ¢ (nempe
incrementum cuiusvis 100 ad cuiusvis anni finem) esset 2 ; quaritur quot
fient ex millione usque ad seculi finem.

III. Hinc qusevis quantitas pecuniz ad certum tempus reduci po-
test; id est s ad finem n-ti anni tanti valoris est certo sensu, guanti
a est in prasenti.

Itaque valores plurium quantitatum pecuniz, diversis temporibus
percipiendarum, ad idem tempus (ex. gr. ad praesens) reducti, comparari
possunt.

Si capitali @ quotannis non solum interusuria addantur; sed praterea
cum fine anni cuiusvis accedat capitalis & sub eadem conditione elocata :
queeritur ad finem #-ti anni quanta fiet tota summa capitalis.

Ex a fiet ap”, ex & quod cum initio anni secundi accedit, fiet &p
e sequenti &p" %, etita porro: atque hinc orietur progressio geummr:ca
cuius accipi pro termino primo potest id quod ex & cum initio anni
n-ti usque ad eiusdem finem fiet, nempe &p (si non accedat adhuc &
cum fine anni #-ti quoque, tunc enim & esset primum); exponens seriei

est p; itaqul: iF@i HPH addi debet summa seriei huius, et prodibit
(4]

JI‘—I

Bérvay, Tentamen, L
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b p" ' —1)
s=apn_ 00\ —1)
J =

cuius termini, ubi » in exponente est, ope logarithmorum seorsim com-

putantur,
Si vero etiam d=a sit, tum fiet
ﬂ_
5= %ﬁ—[—”;
Hinc
log.s =log.a+log.p -+ log.(p"—1}—log.(p —1);
et

log.a =log.s —log.p — log.(p"—1)-+log.(p — 1).

Valor ipsius » autem prodit ita:

s(p—1)=ap(p”—1);

s(p=1) ___ u_ S(p—1)=+ap
a7 @

hinc

atque hinc log p", seu
nlog. p=log.(ap +s(p—1))—log.ap,

_log.(ap-+s(p—1))—log.a —log.p
e

ubi pro —_—}—‘-{;é,:‘;— potest —1 post quotum adnecti, ut fiat

log.(ap +s(p—1))—log.a
log.p o

Heic patet wvalores ipsorum & quotannis percipiendorum ad finem
anni n-ti esse =s. Si itaque queeratur, quantumnam aliquis in presenti
solvat, ut quotannis usque ad annum s-tum percipiat «: nonnisi valor
ipsius 5 ad tempus preesens reducendus erit; nimirum per 2" dividi
valor ipsius s debet. Aut vero quodvis @ ad valorem prasentem reductus
in summam colligi debet; eritque (pro a ad finem anni dato)

et
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a a a a e
—t— s — e —= D o i —(Z—;p"
2 S I Sl Sy g (p—:"" )

IV. Si & non addatur, sed dematur quotannis, queri residuum » ad
finem anni n-ti potest; quo in casu erit

?'=¢IP pb{l;_:; i

atque pro r=o et dato & queri a potest, ut quovis anno usque ad
n-tum (inclusive), ad finem cuiusvis anni & percipiatur.

V. Si pro serie
I!‘ xl x‘l x!.!‘ S x:l::l’

ubi x"=2, queeratur x, adeoque ut dici solet, inter 1 et 2 querantur
11 proportionales medise, uf in musica pro temperamento mg':mfi.
propter x'=2 erit

12log.x=log. 2

adeoque
log. 2

lﬂg. x=

V1. Satis omnium constat, inventorem ludi Schach grana tritici nu-

mero
P2 2 2B

postulasse ; cuius seriei summa
=(2M—1):(2—1)=2%—1;

adeoque e numero, qui ipsi 64 log.z tanquam logarithmo respondet,
1 subtrahi debet.

VII. Si quid certa aliqua operatione —; L _tum sui amittat, et quodvis resi-

duum post operationem (m—1)-tam pamer —-tum sui amittat, queeri aut
Gg*
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residuum post operationem mi-tam aut numerus operationum pro dato
residuo potest.
Sit 1 ad initium operationis prime ; erit ad huius finem

1 m—I\!
=Y
n n

et si ad finem operationis (m—1)-tee fiat

#__I m—1i
[ # ) L
erit ad finem operationis mi-tee
n—t ]":‘
m
Nam
n—1 “"_{ H:_I)”’T',,)_EH_—I_JE_" _lm—p*
{ " J n : pr—t p—1

= =) =™
e v £
Tta intensitas lucis radiorum parallelorum per strata aqualia euntium,
intensitas caloris corporis refringentis ad finem s-ti temporis; pretium
vini, si quevis operatione —--tum eximatur atque vas aqua repleatur,
computantur.

& 2,

Quum nec logarithmi omnium, nec logarithmis omnibus responden-
tes numeri, in tabulis adsint: artificiis defectus sublevatur; gquorum
fundamentum sequens est,

Est

I+u _p+g
1—u  p

— T .
“Taprg’

sl
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estque
log. (ﬁp ?)—hg-fﬁ-'-?}-—lﬂs-ﬁ-
Hinc (pag. 187) log. nat. intelligendo
log. (p =+ ¢)=log. p + log. (EJ;:-F)

lugﬁ-i—z( T, )
Pp+q 3E=ﬁ+~?l’ 5@2p+gF "

p++ = 3i=p+w*

ubi iam postremus terminus si # non sit <<1000, habet in denominatore
ad minimum 1o loca, in quovis sequente antem ultra billionesies fit
denominator maior; numerator vero, si mon sit =I, aut manet aut
decrescit; quivis terminus autem est maior summa omnium sequentium
ipag. 187).

Hinc si p non <1000, et ¢ non =1, incrementa ipsius # numerica
(1 et f fractio vera) sunt in proportione cum incrementis logarithmicis
respondentibus (cum errore exiguo): nam substituendo ipsi ¢ prius I,
tum f, erit

log.(p—+1)=log.p+ p—li

2
(preeter errorem dictum), et incrementum
— 1 -
= —

ﬁ =+ o
i
log.(p+f)=log.p+ ’
p+5/

(item prater errorem dictum), et incrementum

¥

p+%f'
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Atque hinc proportio fit inter incrementa numeri numerum 1000
superantis, et incrementa logarithmi respondentis; nempe non. est quidem

sed

at vero

f f H --f’ M—5s

p+%ép+-;—f ,a+ fp+ p+5f
=

_.__

J“) +__fﬁ+ 2P+4f

Ubi patet numeratorem esse <1, et denominatorem >>1 00O 000; si
vero per siodulwm multiplicentur logarithmi naturales, ut vulgares pro-
deant (pag. 187), tum et ista differentia adhuc ultra bis minor fet.

Si vero p non <10 oco, patet denominatorem esse maiorem 100
millionibus.

Atque hinc reperitur ope tabularum logarithmus etiam numeri ibi-
dem haud exstantis; ita logarithmo, qui in tabulis non adest, respondens
numerus reperitur.

Nam numeri supra 10 ooo, incrementa I et f sunt (sensu dicto] uti
logarithmica incrementa [ et ¢ competentia.

Hinc si queeratur logarithmus 7 689 457, atque adsit in tabulis 76 894,
€t sequens uno maior : est

| 7 689 457 =1(76 894, 57). 100,
et (pag. 109)
log.7 689 457 =1log. (76 894, 57)+ 2.
Itaque adhuc tantum incrementum f logarithmo ipsius 76 894 addendum
quaritur : quod prodit instituta proportione
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100: §7=1:3,

ubi ¢ in centesimis prodit; nempe

:'—- 5? L
!
100

£ vero est log. 76 895 —1log.76 894. Demum 2 quoque addi characte-
risticze debet.

Ita si logarithmus L non .exstat: subtrahitur immediate minor 7 ex
immediate maiore L', inter quos cadit L, et subtrahitur etiam / ex L ;
differentia prior est J/, posterior #; est vero J:/=1:f (sensu dicto);
ubi si loco 1 ponatur 100, prodit f in centesimis; quia tunc 1= 100
centesimis accipitur, adeogue quartus per 100 dividitur. Nempe-

log. N=1{
log.(N+fl=L=1I+1{
log.(N+1)=L'=I/+ 1L

Sunt tabule in quibus J, 7 et f computat®, absque calculi molestia re-
periuntur.

Scholion 1. Logarithmus nonnisi ipsius 1 cum certis quotvis cifris
exactus est; nempe ipsius 1 est o, ipsius 10 est I, ipsius 100 est 2 &F;
cuiusvis numeri alius vero logarithmus incommensurabilis est cum uni-
tate. Sit enim integer

M
N=10"
erit
N™ = (2.5)".
Sit MV imagine primorum expressum; in hac adesse oportet tam 2 quam
5, nec ullus alius primus adesse potest, et 2 toties (ex. gr. A-ies) adest

quam §, ut m-ies positum sit

fﬂ"‘. Séjm — N™ = gt Sjm — g" 5’ ;
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unde sequitur
” :
&m =n, et — =k integro,

Itaque nonnisi potentia integra ipsius 10 idest I cum certo cifrarum
numero habet logarithmum integrum,

Scholion. 2. Logarithmi exprimuntur fractione decimali, in tabulis
vulgaribus pro denominatore 10 000 ©O2; possunt vero quantolibet mi-
nori errore computari (pag. 187. Integer ante comma vocatur charac-
feristica, note decimales post comma vocantur mantissa. Illa et nega-
tiva esse potest; uti

lﬁg.-I% = log. 2—2.

Scholion. 3. Quum logarithmus eo segnius crescat, quo maior est
numerus, (ex. gr. ab 1000 usque ad 10000 tantum unitate crescit); si in
calculo prodierit / logarithmus characteristica 4 et mantissa m gaudens :
queeratur mantissa m post characteristicas maximas, quee in tabula ad-
sunt ; et si reperiatur ibidem numerus N respondens logarithmo cuius
characteristica A et mantissa s est; respondebit ipsi / tanquam loga-

. N
rithmo o=V wam
=10f—m,
et
IDE’—M

A — ot—m

105—#
per m hic valorem characteristice additum intelligendo. Si vero man-
tissa m exacte haud reperiatur, proxime minor accipi debet; et si opus
fuerit (pag. 519}, queesitum accuratius determinatur. Si proxime minor
accipiatur, quesito minus prodibit.
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E.

DE METHODO HETEROGENEA IN CALCULO TRACTANDI.

Possunt quidem omnia in concreto tractari. Nempe

1. guaelibet quantitas speciei cutusvis determinationum v, — aligua

2. et simul determinationum gquoad realitatem aligua affecta esse
debet: nempe quoad operationem multiplicationis operationesque inde
promanantes cuivis unitas positiva aut negativa attributa sit, prouti sim-
plicius ad scopum visum fuerit. Duplex nempe unitatis dos est: ut
quum mensura haud nominatur, ea subintelligatur positiva ; atque ut
operationibus dictis, prouti positiva vel megativa attributtur, tuxta
regulam dictam inserviat, Ex, g'r.—ig significat oppositum ejus quod
unitatis tertiam bis continet; atque si hoc per @ denotetur, — ar signifi-
cat quantitatem eadem unitate sed negativa, quoad operationes dictas,
preeditam (pag. 121).

3. Quaevis expressio ita intelligatur, ut omnium levminorum prae-
ter zero (abstrahendo a determinatione) complexus, gquantitas sil.
Ex. gr. si @ spatium, & tempus, et 2 mult. per & sit 5, atque & mult. per
a sit T, et unitas spatii sit s, vnitasque temporis sit #; expressio
1+ abi =15+ 5S¢ vel £+ T4, prouti af per &, vel & per ai multiplicatur.

Ita si a=2s5, b=71f, et a+ab==4#; erit 25+ 2, 35=_8s; et utrinque
per a dividendo, erit 1-+~3=4 quoad quamvis unitatem, adeoque et quoad
£: eritque I+ b=4, et b=73d

Sed simplicius fit rem ad arithmeticam puram reducendo modo
segquente.

a,) Quantitatum omnium, et heterogenearum, quavis O, tali recta,
eius in calculo vices gerente, expressa consideretur, qua si unitas ipsius
O sit ¢, et B rectarum unitas sit, tale mensum ipsius g sit, quam Q
ipsius ¢ est.

4) Nec in calculum alia unitas prater == f ulla admittatur; quasi
omnes quantitates preeter o et rectam excluderentur.

Bdiyval, Tenmnmen, L. (]
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Quo pacto factum unicum, quotusque (preter o:o) unicus erit, imo
quantitates abstractze, de quibus (pag. 45, 47, 48, 111,...) pro funda-
mento agere necesse fuit, in rectas mutantur.

Patet etiam: quod si prodierit ex. gr. O (tanguam recta eius vices
gerens| = 23, sit () ipsum = 2g.

4. Expressio per rectas utvis heterogeneorum (in idea magis intelligenda)
haud innuit operationes mere geometricas: addit quidem Geometria re-
ctam continuando, subtrahit resecando, et rectarum a, & letsi utragque
incommensurabilis fuerit) tam factum quam quotum imo et a¢ pro

t
e=-—

o

et n, m integris, exacte exhibet. Imo et quod mensuratum datur, recta
exprimere valet, unitatem dividendo partesque accipiendo; conversimgue
rectam queoad unitatem mensurare potest, atque ubi exactum haud pree-
bet (ex. gr. dum mensurationem finire nequit aut pro alio ¢) errore
quantumvis exiguo approximat. Arithmetica vero, si rectarum utraque
incommensurabilis fuerit, factum earum quoque nonnisi approximare
valet, uti radicem quadraticam binarii geometrice prodeuntem; imo nisi
mensurata dentur, prorsus heret, uti Geometria sine unitate in omnibus
operationibus a mensuratione quoad unitatem promanantibus.

Sit exemplum pro resultato operationum cum heterogeneis ad rectas
reductis susceptarum. Si x et y heterogenea fuerint, et

y=£&k Ppro x=iI
y=gk pro x=g,

ac

tum y, ut quantitas respectiva quoad valorem £ eius pro x=1, dicatur
2z, atque unitas huius z vel uti quantitatis respectivee quoad £, unitas
huius # sit, sed in tali ab x dependentia, ut pro x=1 et y=1 fat: tum
semper

y==zx, =—£, Z= -f

Talia sunt celerifas quoad spatium sub temporis unitate squabiliter
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percursum, densitas quoad massam sub voluminis unitate, prefiositas
quoad pretium unitatis mercium certarum, €7,
Et sit spatium S, tempus 7, celeritas C, spatiique unitas sit I/, tem-
. . 2 ;
poris t et 7 ex. gr. sit ?r; exprimetur hoc per rectam %‘T; et si
7L’
1

="

fiet §= C per T (non 7 per C) mulllpllcatn atque ?--'-lpsul:u T re-
preaesentanti TU, quod reversum fit —3—- Notandum in utroque casu 7°
esse multiplicatorem, cuius resultatum nonnisi ab eo pendet quale suw
unitatis mensum sit; si vero factores rectae fuerint, permutari possunt.

Area per rectanguli altitudinis {7=1, soliditas per parallelopipedi
quadrato ipsius I/ insistentis longitudinem, ut recta exprimitur: adeoque
unitas arez erit quadratum et soliditatis unitas cubus ipsius I7 erit. Et
hinc quum parallelogrammum altitudinis @ baseos & in rectangulum alti-
tudinis £’ mutari possit, patet rectam ab aream exhibere, — pariterque
rectam e tribus rectis prodeuntem soliditatem exprimere.
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Fn-

DILUCIDATIO QUORUNDAM CONCEPTUUM IN SECTIONE PRIMA TRADITORUM.

§ I

Generalissima proportionis, si ita extendere libeat, definitio, quam et

quantitates quavis sub formam A+ 5 ¥ —1 cadentes ingredi queant, non-
nisi divistonis absolutae conceptu stabilito dari potest.

5. 2.

Quantitatum prius duz determinationes nempe - et — considera-
bantur, quibus postmodum item dusz, nempe realitas quoad -1 et reali-
tas quoad —1 accesserunt (pag. 121).

Fotest vero idem realitatum conceptus aliter guogue exponi. Multi-
plicatio divisioque tam quoad —+1 quam gquoad —1 peragi potest, omni-
aque et operatione quoad —1 facta (mutatis mutandis} @que prodeunt.
Ex. gr. si quaratur spatium S tempore I celeritate (' percursum, pro-
dibit S=C per 7 quoad -1 multiplicato (pag. 48); idemque est=C per
—{ quoad —1 multiplicato, essetque

§=—C.T

multiplicatione quoad —1 facta. Ne tamen semper commemorandum
sit, quoad quodnam ipsorum -1 et —1 fiat operatio, nec formule nunc
quoad unitatem positivam, mox quoad unitatem negativam tractata
implicentur : eadem unitas quoad signum etiam servatur pro omnibus,
atque tacite quantitati cuilibet +1 data est, nisi expresse monitum fuerit
cuipiam —1 tribui. Nimirum quantitas queevis concipiatur unitate certa
gaudens, quz illi quoad casum operationum multiplicationis divisionisque
attribuatur. Manifesto prouti quantitati unitas positiva vel negativa tri-
buitur, duz determinationes diversz, resultataque diversa parientes oriun-
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tur; adeoque possent ea qua antea realia quoad -1 dicta sunt, quan-
titates untfate positiva, et realia quoad —), unilale negativa praedita
vocari; at propter nomenclationem breviorem denotatio prior manere

potest, aut prius reale posterius pure imaginarium dici (pag. 121),
Hinc si tale x queeratur, ut

X.x=—4 vel jx.x=—4

sit, ¥ impossibile esse nihil aliud significat nisi inter quantitates unitate
positiva preeditas tale x non dari, et nonnisi inter unitate negativa pre-
ditas esse. Ita si fiat
y=vVx—a

in Geometria, et guantitates unitate positiva praditee sint, adeoque ope-
rationes quoad -1 fiant: ordinata y (positiva vel negativa) nonnisi tunc
accipitur, dum expressio dicta valorem habebit. Poterunt autem (pag. 202)
ordinate alizz quoque colore vel alio quopiam modo a prioribus distinctae
intuitui exhiberi, si ¥ x —a pro quantitatibus unitate negativa preditis
accipiatur.

§ 3

Atque iam multiplicatione et divisione, in respeciivam quoad I,
et absolutam (absque mentione respectus quoad =1} distincta: prius
respectiva, tum absoluta, et demum proportio stabilitur. Si dehnitiones
pag. 75 traditee ad multiplicationem divisionemque restringantur, deno-
tetque . terminus primus unitatem positivam vel negativam ; et quodvis
sequentium trium terminorum /3, €, D purum reale sit (aut quoad —+1I
aut quoad —1), sintque A et 5 homogenea, aut alterutrum o sit, pariter
C et D; atque abstrahendo ab omni determinatione :

1. Pro guovis nomine numerico s, pro quo est
A=nu, et C=nv;
sif, n nomen numericum denotante,

B=mu+ o,
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et

D= mv -+ A,
ubi @=o0 vel <{u et A=o0 vel <{v; quod alteri definitioni ibidem datz
@quivalet ; nempe quod si pro quovis dicto », nec # a A pluries, quam
v a D, neque v a D pluries quam » a B contineatur.

2, Si (pag. 122} tam respectu determinationum +} et —, quam respectu
determinationum realitatis quoad —+1 et —1I; dum A et 5 eiusdem de-
terminationis fuerint, et C ac J) sint determinationis eiusdem; si vero
A et £ determinationis diverse fuerint, et € ac [) determinationis
diversz sint: tum dicitur C per 5 respective quoad A muliiplicatum,
et D per B vel C respective quoad A divisum esse; atque D factum
quoad A, el in casu priore C guolus quoad A, in posteriore vero B
guotus guoad A dicitur.

Pro casu incommensurabilitatis patet iuxta (pag. 35): quod si # sem-
per porro uno crescat, cuivis # suum 1 respondeat; adeoque ipso »
in serie numerorum naturalium crescente, certa m pro certis B et D
eadem se invicem excipiant.

ScHoLioN. Plurtes contineri autem dicitur ex. gr. v a D quam » a
B, si

B=mu, vel B>mu sed ma+u>D05,
atque D (vel eius portio) sit terminus seriei numerorum ipso mv ulterior,
nec sit simul /) =mv, uti si
v=o0=.0.

§. 4.

Determinationes +}+ et — dant octo casus et totidem darent deter-
minationes realitatis, si et unitas pure imaginaria admitteretur ; nempe si
r reale, et ¢/ pure imaginarium denotet, fient schemata sequentia :

e 2 2 2 2 e 2o e B 2o 2 e B S o o 2
——t—t—t  ——efed b e
rrrr rrit ririg reer
féifi dfrr frir drri
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Sed si pure imaginariam unitatem admittere haud libeat, nonnisi tres
superiores linez manebunt.

Patet vero ex ipsis schematibus (etsi admitteretur unitas pure ima-
ginaria) :

I. terminos extremos in quovis casu esse determinationis eiusdem, si
medii eiusdem fuerint; et extremos diverse esse, si medii diversa fuerint.
Pariter si duo priores determinationis eiusdem fuerint, esse et duos

posteriores eiusdem; si vero diverse fuerint priores, et posteriores
diversze esse,

2. Terminum tertium per secundum in linea suprema quoad -1,
in sequente quoad —1 multiplicari; unde etiam ex iisdem schematibus
divisio quoad —+1 et —1 patet, si quartus dividendus, et alteruter me-
diorum divisor [uerit.

Patetque in omni casu, in linea suprema in multiplicatione divisio-
neque determinationes easdem dare »&, diversas dare ~; in linea se-
cunda autem determinationes easdem dare —, diversas dare +&: atque
hinc pronam ad signa +, — esse conclusionem (pag. 121 et 42); facta
quotosque quoad +1 gaudere signo -+ pro signis qualibus, et signo —
pro signis diversis; quoad —1 autem signa wqualia dare —, et signa
diversa dare --.

3. Pariter vero quoad determinationes realitatis, e linea tertia, in
qua terminus primus reale quoad +1 est (sive 41 sive —1 fuerit),
patet: quod si factores guoad realitatem determinationis eiusdem
Ffuerint, factum rveale quoad -1, si diversae determinationis fuerint,
factum reale quoad —1 sit. Eadem, ex eadem linea, regula divisionis
patet; nempe quod dividendo in locum quartum posito, si dividendus
et divisor determinationis quoad realitatem eiusdem fuerint, quotus
realis quoad —+1, si vero determinationis diversee fuerint, quotus realis
quoad —1 sit.



528 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERALIS,

§. 5.

Sed quum certis quantitatibus unitatem positivam, item certis quibus-
libet negativam attribuere fas sit: quaestio exoritur, quomodo et con-
nexz (adinstar determinationum +, —|, tractari possint? ut operationes
quoque, absque eo ut respective operationis quoad -1 vel —1 mentio
fieri debeat, abso/ute peragerentur lege tali stabilita, ut omnia rite con-
veniant. Quem in finem ponifur lex sequens (pag. 122).

1. Quandocunque saltem alteruter duorum factorum unitate positiva
gaudet, factor unitate positiva gaudens ponatur pro multiplicatore ; et
tunc (atque nonnisi tunc) sit multiplicator unitate negativa gaudens, dum
duorum factorum uterque negativa unitate gaudet : nempe in linez tertize
nonnisi schemate quarto debet necessario —1 loco primo stare, quum
neuter factorum positiva unitate gaudeat; nec aliter —1 ex V=1 per
¥ —1 multiplicato prodeat.

2. Si A et a quantitates unitate positiva, et /5 ac & unitate negativa
predite fuerint: dicitur A-+5 per a+-b absolute multiplicari (absque
mentione operationis respectivaee quoad -1 vel —1); si tam A quam B,
tam per a quam per & multiplicetur (iuxta legem dictam}; atque si in
omnibus his factis partialibus, quz hoc pacto prodierunt, summa quan-
titatum unitate positiva praditarum sit S, et summa unitate negativa
preditarum sit s; dicitur S+-s (idest S cum s connexum sed non com-
mixtum) factum, sensu absoluto.

Et si x=x" vel x-—x, et y=y' vel y-—y', et x'y'=k vel x'y' =},
dicitur efiam k factum ex x el y (pag. 46 et 85).

Unde conceptus divisionis patet, nempe quilibet e duobus factoribus
dicitur quotus e facto per factorem alterum diviso.

§. 6.

Atque iam conceptu hoc drvisionis absolutae stabilito, fas est et
proportionis conceptum eatenus extendere : nimirum @, 3, , ¢ dicuntur
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in proportione esse, si quotus ex a per § diviso sit quoto ex y per &
diviso zqualis (divisionem absolutam intelligendo); excepto casu, si a
per @ iuxta regulam quoad =1, et y per d quoad 1 dividi deberet,
quo in casu divisio expresse contra regulam quoad idem sive -1 sive
—1 suscepta intelligatur.

Patet in linex tertiz (pag. 526) schematibus tribus prioribus, multi-
plicationem divisionemque quoad -1 fieri (per legem 1), quum detur
factor realis, et nonnisi in schemate quarto quoad —1 peragi; patetque
determinationes realitatis ®quales dare reale, et diversas dare pure ima-
ginarium,

§. 7.

Si vero quantitates sub formam a--& ¥ —1 venientes pro casu, dum
nec a=o0 neque 5=o0 est, considerentur, et guantitas talis mixta dica-
tur: mixtum el reale purum (sive quoad -1 sive quoad —1) fam in
multiplicatione quam in divisione dabit mixtum, mixtum per mixtum
autem daf mixtum, in certis casibus et reale purum guoad +1 vel
guoad —1 dare potest. Uti e schematibus sequentibus patet pro 4, B,
a, & realibus quoad —+1:

la+bdY —1)d=ad+dbV =1,
la+bY —1)BY —1=aB Y —1—b5,
(a+bV —1)(A+BY —=l)=ad+AbY —1+aBV —1—bB.

In casu postremo fiet factum—C pro quovis reali C, si accipiatur

—_aC ... . I
Ad=53F ¢ B=a3Ei

ita factum=C}y —1 erit, si accipiatur
5C

“ar b

A et B=—— -

nempe in casu priore debet esse
aB+bAd=0 et ad—bBE=C;

Béivvay, Tentumen. I &7
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in posteriore vero
ad—hB=o0 et a4+ Ab=0C;

atque valores dicti ipsorum A et & e duabus mquationibus in casy
utroque reperiuntur. Et plane ita pro quibusvis realibus & et r reperi-
untur talia 4 et &, ut factum dictum fiat

=R+rV—,
nempe tum debet esse

ad—bB=R, et aB+Ab=r;

unde pariter prodeunt A4 et 5.

Prona hinc ad divisionem conclusio est. Nempe si reale isive quoad
-1 sive guoad —1 per mixtum non mixtum daret, prodiret reale vel
quoad -1 vel quoad —1; hoc vero per divisorem daret mixtum, adeoque
dividendus haud prodiret. Pariter nisi mixtum per reale (quoad +1.
divisum mixtum daret, quotus per divisorem multiplicatus haud produ-
ceret dividendum mixtum. Et pariter de mixto per mixtum patet, pro
quibusvis quoad -1 realibus (, X, r, posse A et £ ita eligi, sive ut

R+r—1

) =a-by—I,
A4+ By—1 e’ P
sive ut o
Reery—1 _
A+By—1 ’
sive ut sit L
=C{ —1.
Ex. gr. pro o
R+ry—1=AC+BCY —1
fiet
R=AC et r=RC,
eritqne 2
— —-r .
A= & et H= ¢

Ut vero Cy —1 prodeat, esse debet

R+ry—1=ACY—1—BC
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adeoque
i R=—HC ét r=4C
et hinc
¥ R
A=%, o s=—~.
§. 8,

E clausula definitionis multiplicationis absolutz (pag. 528), unde etiam
conceptus divistonss absolutae deducitur ibidem, sequitur pro a et &
neutro=o:

1 : ' :
I. - .ma semper=a; et hinc si m-—oco, adeoque ma-— oo et

I
W il * fiet

atque

0.00=4d,

a a _
o5 =99 et = — 0
II. Semper est ma=ma; sed si m-—oo, ma-—ocopag. 15 adeoque

)
oo.a=—co et E:m. atque —=a
a )
- an’s . O
quantitati cuilibet, uti -

II1. Etsi @ incommensurabile fuerit, ex. gr.
a=mu+w, [(0<u),
erit semper mu.0=0, adeoque quum si #-— 00,
mu -~ d,

fiet
a.0=0.

Hinc autem (per definitionem proportionis pag. 528 § 0.) oriuntur
proportiones sequentes, paulo inferius applicandz
ﬁ?-
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| d =0 0

“ eo=§ : o0

oo i =00 1 h

oy I o=0 0
% 9.

Superius (pag. 526) in proportione, ubi nonnisi quantitates pure reales
quoad -1 sunt, quas hic brevitatis caussa pwras nominare fas sit, pa-
tebat, quod si fermini extremi determinationts etusdem fuerint isive
quoad - et — sive quoad realitatem), et medii determinationis efnsdem
sint; at si exfremi diversae determinationis fuerint, et medii diversac
sint, Jdemgue valel de duobus prioribus, et duobus postremis.

Et nunc adhibitis mixtis quoque lex analoga valet: nempe s exfre-
moriwm ulrumgue mixtum vel utrnmgue purum fuertt, erit et mediorum
aut wutrumgue purum aut ulrumgue mixiwm,; si vero extremorum
alterutrion purum, alterum mixtum fueril, et mediorum alterum mix-
tum alterum purum erit, ldemgue valet de duobus prioribus et duobus
posterioribus.

Proportionis casus, quos mixtum ingreditur, sequentes sunt, in quibus
quoti @quales esse possunt, si / purum, M mixtum denotet; neque
aliud heic in censum venit, adeoque per easdem literas haud intelli-
guntur quantitates equales.

PPMM PMPM PMMFP
MFEMFP MEPPM MMPF MMMM

Nempe ex §. 7. patet, nonnisi in quovis horum casuum quotos e
primo per secundum, alque e tertio per quartum aquales esse posse,
excepto, st duorum priorum aut duvrum posteriorum alterutrum pu-
rum alterum mixtum et religua mixta fuerint. ex. gr. pura per puram
divisa puram dat, atque et mixta per mixtam dare puram priori qualem
potest ; mixta per puram, pura per mixtam dat mixtam &

Quoad casum R/MM wbi R reale, / pure imaginarium denotat), sit
ex. gr.
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1:V —=1=(a+b V —1): (—b+a Y —I1):
nempe quotus uterque est —§ —1; prior prodit divisione (per pag. 527)
quoad —r1, et in posteriore divisor per — V¥ —1 multiplicatus producit
dividendum ; estque etiam factum extremorum facto mediorum &quale,
nempe =—b+a { —1.
Unum adhuc casum notare licet; nempe

R:I=I:R,

ubi & per [ quoad —1, et / per R (iuxta regulam) quoad -1 divide-

retur ; ex. gr. pro
—1:]”—!:2["'-—1:—2*

quotus uterque, si divisio utraque quoad —i1, aut utraque quoad —+1
peragatur, idem erit; nempe

V’_;!_; {quoad —1)= V¥ —1,

21 —1

—2

et

{quoad —1)= ¥ —1,

quia —2 per ¥ —1 (quoad —1) multiplicando fit 2/ —1. Ita

! |quoad +1)=— —I1= E—l{:—]- (quoad +1).

V=1 —2
Ita factum extremorum facto mediorum nonnisi ita erit squale, si
quoad idem =1 fiat multiplicatio; secus

—1, —2(quoad 1) =+ 2,
et - o
¥ —1.2¢ =1 (quoad —1)=—2
erit.
Nempe (si ¥ —1 per 4+ denotetur), schemata divisionum multipli-
cationumque dictarum erunt sequentia.

Pro . .
—[:4: et £ 2:—2
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(utroque quoad —1)
—I, &1} ==1t, —1 et —I, —2; 41, 4=2i.
Pro divisione eorundem quoad —+1
+1, =1, F1, —1, et -1, —2; Fi, 42/
Pro multiplicatione eorundem quoad -1

-1, —1; —2, +2, et I, 44; 427, -2

§. 10.

Pariter operationibus tam divisionis quam multiplicationis quoad idem
<=1 peractis, e quibusvis reperitur quartus #n coscrefo iuxta regulam
sequentem : si gutlibef duorwm priorum socius alferius, et pariter voce-
tur guilibet postremovum,; atque gquilibet extremorum dicatur par
alterius, et pariter guilibet mediorum, prodibit terminus quaesitus x,
si socto carens multiplicetur per gquotum, qui prodil, si terminus par
socto carentis, per pari carentem dividatur.

Queesitum x aut quartum aut tertinm aut secundum aut primum locum
tenet : estque

x=ﬂ=—.‘§—1ﬁ'=-§-ﬂ';
pro x={( vero est

A, _ C .
4 D=7 D.

Quum reliqua facile pateant, unum tantum casum (pag. 533) adferre
sufficiat. Sit nempe o -
—1: 'I.-""—I = l"(—'I =1,

et quaeratur quartus: erit

tam divisione quam multiplicatione quoad idem -1 facta; iuxta sche-
mata sequentia
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e =5, =1 + V=1, + ¥ =1,

+V=1 '——-i_f‘l—] (quoad —1);
et

=5 +V=1; +¥=1, —;
ubi per quotum priorem, ¥ — 1 multiplicatum quoad —1 dat factum —1.
Idem quoad —+1 prodit per

+1, —I; _F(__II :i:
et

+1, =¥V =1; +¥V—1, —1.

Omnia vero quoad determinationes, sive quoad +F et ~—, sive quoad
realitatem, rite prodire e preemissis liquet.

§ 11I.

Operationum additionis, subtractionis, multiplicationis, divisionisque
resultata unica esse, praeter —g—. demonstratum in sectione prima est:
aliquod tamen, quoad guofum e concreta per concretam homogeneam,
quem wufcunqgue mutata unitate eundem manere dictum (pag. 112) est,
lumen affundere libet.

Sit linea & per lineam @ dividenda, sitque

b=2v, a=3v;

dictum est, quod si divisor in locum tertium ponatur, quotus sit quan-
titas queelibet, qua: quoad unitatem suam expressa —;— est (pag. 45)-
Si vero divisor in locum secundum ponatur, guofus loco tertio pro-
dibit, ac monnisi linea erif; et prouti unitas linearum accipietur, dato
quovis maijor minorve prodire poterit. Omnes tamen hi guoti innumera-
biles cum prioribus innumerabilibus in eo convenient, quod et quotorum
posteriorum quilibet quoad suam unitatem (quacunque fuerit) ';‘ erit,
adeoque aequalitate ista respectiva omnes aequales evunl; atque quum
in hoc casu nonnisi expressio quoad unitatem (ut quantitas abstractal
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pro quoto accipiatur, (haud respiciendo ad speciem unitatis) resw/fatum
divisionis in loc casu quogie nnicum est.

Nempe sit {7 linearum unitas, atque « et » quoad eam expressa
reducantur ad denominatorem communem #u; sitque

n H
fiatque schema utrumgue iquoto x dictol; erit
U:H."U, a=3. LT; x=an. E{Ir 1‘5‘=3.--2LI~
n " 3 3 !
et
N P S T
1I=3. 3 x=2. 7 n-g.-ﬁ--, h=2, "

: 2 ‘
Patetque in utroque esse .I='3" quoad unitatem.

& 12,

Conceptum polentiae elementaris ad exponentem imaginarium ex-
tendere frustra tentans, meris imaginibus obiecto haud gaudentibus minime
contentus, sensum eiusmodi expressionum nonnisi modo in (pag. 193
exposito reperire potui; quod tamen multo brevius exprimi sic potest.

Functionis ipsius # sequentis,

B B B

1 1.2.3

valor, nempe cui Series dicta sequalis est, ant ad quem tanquam limitem
tendit, dicatur £13); ita ut sit

ek

f(é]=1+£-+-i_ 2.3

et
Rkl | Rk kR,

2 2.3

Skl =1 kh -+

Quo pacto definitio polentiae, radicis, logarithmigue, sensu subli-
snior, breviter ita exprimi potest: Pro quovis tali ¢, ut fic} eidem C
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mquale sit, dicitur quodvis fibe), et nonnisi id, potentia exponentis b
ipsius C, per C* denotata, et & dicitur cuiusvis C* logarithmus quoad
C, quidvis forme A+B ¥ —1 sit sive ¢ sive b, 4 et /& realia queevis,
inter qua et o cadit, denotantibus.

Dicitur preeterea C radix exponentis 5 cuiusvis €%, imo et quodvis
tale @, ut pro certo £ sit at= K, dicitur radix exponentis k ipsius K.
Ex. gr. Sint X, ¥, Z tres radices cubica ipsius 8; reperiuntur per
(pag. 198! talia x, y, =z, ut sit

fixi=X fin=Y, flzj=2Z
flax=X"=8=/F13y)=fl3z.

Sit ¢ nomen generale ipsorum 3x, 3y, 3z, sitque

Eritque

g . 3
Pro quovis ¢ erit

c —
fi=8, et f(5)=rteq
= 8 elevato ad —;}—; nempe

fix), f'::"':'r fiz)

erunt potenti® exponentis _.; ipsius 8 ; eritque 8 radix exponentis ;

cuniusvis earum, et —;_.'— logarithmus quoad 8 eorundem cuiusvis. Sit iam

c=x, e b=3;

erit
Floe)=8=(fix)};
atque B
fix)=18;
sed etiam
()P =8=(fl2)f;
adeoque

Sixh Slah Siz)

radices exponentis 3 ipsius 8 dicuntur. Estque 3 logarithmus ipsius 8
quoad quodvis ipsorum

Sl flyn fla),

Bérval, Tentamen. 1.
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ScroLion. Potuissent quidem, iam in ortu conceptus multiplicationis,
non solun imaginariorum, sed et potentie £ conceptus iplane expositi|
construi : nisi alienum simplicitati naturali esset, ad conceptus construc-
tionem talia adhibere, qua nonnisi ulterius patefiunt. Nempe nonnisi id
quod per fi4) antea intelligebatur, construi debet: nimirum ponatur
prius 1, et cuilibet termino adiungatur unus factor £, atque termino cuivis
detur pro denominatore factum e numeris naturalibus ab 1 incipiendo
usque ad numerum summum ipsorum £ in termino illo.

At prius, factum e factoribus equalibus numero », per factorem
semel, et » ad dextram superius scriptum denotari ceepit; tum ad quo-
tum e talibus factis eundo, ultro venit, si @ ut factor superius numero
n, inferius numero s erat; quum superius @ deleatur per inferius, nu-
merurn superiorum & accipere positive, inferiorum vero negative, atque

= designare per a" ", et j; intelligere per A4%-¥, Sit

n—m=ywy, et N—M=u
Passus ulterior erat, duos eiusmodi quotos nempe a" et A" mquales
cogitare, et per a* designare tale A, ut sit
g’ = A"
Nec post (pag. 532) dicta, u =0 excluditur : nam

ad=A=1, et 1''°"=4,
Ita
=A"‘,

et @° gaudet valore 4.
Postea (pag. 182) innotuere pro realibus & et ¢ sequentia. Sit

(1) =reali positivo e, tunc

fie) =&

Sib+el=es. e,
fle—b =ec:et,
Flb . cy=lec)?,

fle: = ].b-'"g-t;
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darique tale x, ut

fixi=b+4cy—1
sit, etsi ¢=0 et & negativum fuerit; nempe si (pag. 198 a tale sit, ut
cos.a=—1 et sin.a=o0 sit. Atque tunc iam in mentem venire poterat

ipsis &, ¢ imaginaria quoque substituere.

Definitio hic data eadem cum pag. 193 data est: nisi quod heec et
simplicior sit et ibidem dictum 17 supervacuum reddat; monendumque
fuisset r-+¢ ad denominationem eandem reducta intelligenda esse: nempe
si ex. gr. (pro integris #, 1, v) sit

n v
Azﬁ' B = =
erit -
A By 7= 20V
adeoque

f(w) = Vint+o¥—1)

m

cuius valores numero s sunt, quos valor quivis per valores ipsius Vv
multiplicatus omnes exhibet.

M-
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G.

RELATIO BREVIS ADDITAMENTI ANTECEDENTIS.

L. Cuilibet quantitati tribvatur unitas positiva vel negativa Iquoad
operationes statim dicendas); et illi, de qua expresse non dicitur ei
negativam tribui, positiva unitas attributa sit. Unitate positiva praedite
ille erunt, qua realia vocantur, et negativa preditz erunt e, qua
pure imaginarige dicuntur; qua nomina consveta et hic retinentur,
atque duse hae determinationes deferminationes realitatis dicantur.
Realia et pure imaginaria, determinatione sive I+ sive ~— affecta, dican-
tur guantitates purae.

Il. Definitio proportionds (inter plures Sect. 1. datas) ibidem (pag. 75
est sequens: A, B, C, D in proportione esse dicuntur (absérahendv
ab omni determinatione) st pro guovis tali n [nomine numericol, uf
A=nun, C=nvsit; nec B ipsum u pluries, guam D ipsum v, neque
D ipsum v pluries, quam B ipsum u contineat.

St ram concepitus hic ad casum A=--1 restringatur; atgue accedat :
guod tam respectu deferminationum v, —, quam respectu delermina-
tionum realitatis; dum A ef B determinationis etusdem sunt, et Cac
D sint eiusdem, si vero A et B determinationis diversae fuerint et Cac
D diversae sint: tum dicitur D factum ex C per B quoad +1) mul-
tiplicato; operatio autem dicitur muliplicatio (uti etiam divisio inde
oriunda) respeciiva quoad —-1I.

Quo pacto 8 schemata oriuntur ex ¥, +, et totidem e duabus reali-
tatis determinationibus: e quibus schematibus patet, guod efiam fer-
mint extremi delerminationis etusdem stut, si medit delerminationis
etusdem fuerint; imo ex iisdem patet, fam in multiplicatione guam in
divisione, st guoad =1 peragatur, ¥~ ef vk, necnon — et v, dare vk,
at vk et — dare ~—; et rem inverse quoad —1 esse, (unde prona ad
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Signa <+, — conclusio cst); determinationes item guoad realitatem
aequales dare reale, diversas autem dare pure imaginarium.

II1. Prouti quantitates determinationibus v +— affecta connectun-
tur, atque ita tractantur: ultro venit, et determinationibus quoad reali-
tatem affectas connectere, atque talem legem statuere; ut omues opera-
tiones (absque mentione facta quoad =1 vel —1) ubsolute peragantur :
eaque fit sequens

1. Ut si alternter duorum factorum unitate positiva gaudeat, factor
unttate posttiva gaudens ponatur pro multiplicatore; et si uterque
untlate negativa gauwdeal, tunc sit multiplicator unitate negativa
gaudens,

2. Si A et a quantitates unitate positiva, et 5 ac b unitate negativa
gaundeant : dicatur A< 5 per a-+b absolute mulliplicari; sitam 4 quam
5, tam per a quam per 6 respective iuxta legem priorem multiplicen-
tur; atque si in his factis summa realium sit S, summa pure imaginari-
orum sit s, dicatur S-s iid est § cum s, connexum sed non commixtum)
Sactum (sensu absoluto ).

Atque hinc drvisionis absolutae conceptus patet: nempe si FP.O=F,
dicitur Q guofus ex F diviso per F.

Extenditur etiam multiplicatio absoluta (iuxta pag. 46); atque hinc
etiam divisio absoluta.

Hinc si quotus ex a per g diviso sit zqualis quoto ex y per d (divi-
sionem absolutam intelligendo) : dicuntur a, f, 3, d (sensu generalissimo)
in proportione esse: notando quod in casu ubi a per J quoad 1, et
y per d quoad F1 dividi iuxta regulam deberet; expresse contra regu-
lam quoad idem =1 dividenda sint.

IV. Quantitates sub formam a5 ¥ —1 venientes dicantur mixfae,
dum nec a nec b =0 est : dabitgue tam in multiplicatione quam divisione,
purum per purum, purum; purum per mixium, Stve maxtum per
purum, dabit mixtum ; mixtum per mixtum autem oal in cerfo casu

purum, in alio mixtum.
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V. Patet autem (uti in schematibus multiplicationibus divisionisque)
tn proportione quogue: quod si duo prioves determinationss efusdem
Juerint sive quoad v, v, stve quoad realitatem, et due posteriores
etusdem sint; st non, non; et pariter si extremi eiusdem fuerint, et
medit efusdem sint, si won, non,; el pariter si extremorum utrumgue
mixtum, vel utrumque purum JSuerit, et mediorum aut utrumque purum,
aut utrumgue wuxtum sit; si vero extremorum alterulrum mixtum
alterum purum fuerit, el mediorum alterutrum purum, alferum
mixtum sit; alque idem de duobus prioribus, et duobus posterioribus
valeat.

VI. Preeterea de resultato divisionis unico, dum concrela per con-
crefam dividitur, additur aliquid : nempe divisor tam secundum guam
tertiumn locum occupare potest: eodemque sensu si divisor fractio vera
sit, quotus in casu wtrogue mator dividendo est.

VII. De reperiundo e quibusvis tribus proportionts terminis, guarto
(in comcreto), et de facto extremorum = facto mediorum, guoad idem
=+ 1 accipiendo.

VIII. Conceptus potentiae, radicis, logarithmigue (pag. 193) tradi-
tus simplicius exponitur. Nempe statim post conceptum multiplicationis,
series talis construi potest, cuius terminus primus sit --, et € quovis ter-
mino ea lege oriatur sequens; ut numeratori postponatur £ ut factor,
et denominatori numerus is, quo £ ut factor in novo numeratore est,
postponatur : quo pacto series

4
'Ez +£3_+_L+4il

14k 2.3 = 2.34

orta, si fuerit = aut -~ K, exprimatur valor huius seriei per f£).
Atque pro quovis tali ¢, ut fic) eidem C equale sit, dicatur quodvis
q)12/ (et nonnisi id) potentia exponentis b ipsius C, per (¥ denotata; et
b dicatur cuiusvis (% logarithmus guoad C, quidvis sub formam A+BY I
cadens sit sive ¢ sive & (A et B realia quavis, inter qua et o cadit,
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denotantibus). Dicitur preeterea C radix exponentis b cuivsvis €¥; imo
et quodvis tale @, ut pro certo 7, sit ar= R, dicitur radix exponentis
r tpsius K. Exemplis hec ibidem illustrantur ; atque per definitionem
divisionis (pag. 528) extensam, preeterquam quod 1”7 ommittitur (pag. 193).

Notandum tamen est, conceptum hunec, quamvis statim post multi-
plicationem construi queat, nonnisi subveniente (pag. 182) oriri.

Nempe prius, factum e factoribus =qualibus numero 2, per factorem
semel, et # ad dextram superius scriptum denotari ccepit ; tum ad quotum
e talibus factis eundo, ultro venit, si @ ut factor superius numero ,
inferius numero m erat; quum superius @ deleatur per inferius, nume-
rumn superiorum & accipere positive, inferiorum vero negative, atque
:—; designare per an—m, et -:—:Y intelligere per AN=¥, Sit n—m=y,
et N—M=u.

Passus ulterior erat, duos eiusmodi quotos nempe a" et A" =quales
cogitare, et per a* designare tale 4, ut sit a"=.4". Nec post (pag. 532)
dicta =0 excluditur: nam a'=4'=1, et 1" °=4.

Ita a°=A°, et a® gaudet valore =4.
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H.

DILUCIDATIO NOVA EORUNDEM CONCEPTUUM IN SECTIONE PRIMA TRADI-
TORUM.

Sit fas conceptus primarios breviter referre. Conceptus construere
‘abstrahendo et coniungendo haud contraria ac comparando) fas est :
donec aliud clarius elegantiusque, quo systema ®que concinnum fir-
mumgque stabiliatur, prodeat.

Hoc pacto quantitates cum certis qualitatibus connexs et cum iis
suscipiendee operationes oriuntur: queerique potest, quodnam sit certa-
rum quantitatum certis qualitatibus praditarum per certas operationes
resultatum? item pro certo resultato, quanam guantitates cum quibus
qualitatibus connectantur et qua operationes cum iis suscipiantur

Ita ipag. 32/ seriei terminus quivis numerns quoad u (umum ab wai-
tate distinguendum dicitur, at si cui 0 et # quogque numerum dici ab-
sonum videatur, aliud nomen commune dari potest, idque cum certis
fieri potest.

[ta qualitates opposiforum, earumgue cum quantitatibus coniunctio,
atque hinc additionis et ex hac subtractionts operationes construuntur.

Conceptus positivorumn et negativorum e demfzone oriundus constroi
modo sequente etiam potest: si A tali qualitate () et 5 tali qualitate ¢
pradita ponantur, ut pro certa conditione ¢ accipiendum resultatum sit o si
A=7F, secus autem id cum qualitate (J aut ¢, quod si non esset, resul-
tatum © esset, — tum A cum O et A cum ¢ dicuntur (posito ¢
apposita.

[ta fit mater conceptuum cardinalium operatio, qua aliquid quoad
certam meusuram mensurars dicitur, cum fmagine resultatum opera-
tionis exhibente ; atque ex omnibus mensurae primariac mensurationis
primaride et Lmagings mensurationis primariae quogne constructio ;
guamvis verba ista hic altiori sensu quam in vita communm vemant.

Nempe statuere fas est:
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‘ 1. Ut certa quantitas & sit mensura primaria ab omnibus illi equa-
libus quoque distincta, nec cum ulla earum alia permutetur, atque v [ L]
significet id ipsum cum qualitate - et +—[Z'] item illud ipsum cum
qualitate ~—.

2. Ut pro quavis quantitate tractanda figatur ad casus operationum
constructarum, non solum cum quanam qualitatum & et — coniuncta
spectetur, sed etiam quoad quam unitatem (nempe positivam vel nega-
tivam) mensuretur, dum primaria eius mensuratio precipitur ; atque eate-
nus alizz unitate positiva alize unitate negativa praditz distinguantur ; ex.
gr. posteriores, qu® imaginariae dici solent, a prioribus, quee realia
dici solent, alio ex. gr. rubro colore distingui possent aut signo » ad
lzevam supraposito. Atque tam priores quam posteriores purae, connexae
vero mixtae dici possunt.

3. Quum vero sive expresse ipsius +&[Z/] aut ipsius +—[L/] mensu-
ratio primaria preeciperetur; id quoad - [{/] fiat: adeoque tam = [L])
quam [ [J] ita dicta realia sint.

4. Ut mensum quoad mensuram magis innotescat, statuatur pro resul-
tato mensurafionis imago responsiones ad tres queestiones sequentes
exhibens : post I scribatur quamtumnam sit mensum quoad mensuram?
post I vero, num simul sint positiva vel negativa aut non? post III
autem, num simul gaudeant unitate positiva vel negativa aut non? scri-
baturque eatenus post IT et III «itas vel enons. Abhinc et mensura-
tionis mixtee quoad qualemvis et pure quoad mixtam imagines item lege
certa construuntur.

5. Si imago mensurati 5 quoad a fuerit =qualis imagini mensurati
B quoad A, dicatur & quoad a aeguimensum ipsi B quoad 4.

6. Si vero . unitatem ipsius B denotet, dicatur & quoad a ipsi 5
aeguimensum ; nempe dum mensura haud nominatur, primaria mensu-
ratio intelligatur, prior respectiva quoad @ est: operatio qua b oex a et
B queritur, multiplicatio, et b factum ex a per B audit; est quidem
a mensura posita, B vero primario mensim.

7. At quum si factores ex. gr. recta fuerint, rectam dent pro facto,

imo etsi permutentur in omni casu factum idem sit (praeter casum uni-

Béeras, Tentamen. I, g
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cum si nempe a unitate positiva et B negativa gaudeat): ut ordo facto-
rum dictorum in nullo casu factum mutet, statuitur ut imagines mensu-
rsftinnis fin 4} unica exceptione aquales sint, nempe in casu plane
dicto post II in primaria et in respectiva mensuratione contraria
stent.

8. Porro ad quantitates e qualibusvis puris complexas conceptus mul-
tiplicationis facile construitur.

9. Si vero y factum ex @ per a fuerit, pronum est, e 7 tanquam po-
sito facto et alterutro ipsorum o et @ quaerere huius socium; dici solet
hzc operatio divisio et quasitum guofus. Duae vero sunt species in
genere, prouti mensura respectiva aut primario mensum queritur, Dica-
tur posterius guotiens.

10. Atque si duo quotientes zquales sint, fit guotientium aequalitas,

et fas est sive hoc sive (5) proporfionem dicere at generaliter utrumque
haud idem est, ut infra patebit.

Unde passus ad seriem, quee geomefrica vocatur, cuius terminus
quivis per sequentem divisus quotientem eundem dat. Atque hac serie
combinata cum serie, qua arithmetica dicitur, cuius termini cuiusvis
differentia a sequente eadem est, nascitur conceptus pofentiae, radicis
et Jogarithmi, Nimirum origo ad indicam (qua numeri designantur) legem
referri potest: nempe

s is TR TOF so
denotat seriem geometricam, in qua si 10 generaliter a sit, loco primo
ad lzvam ab 1 (exclusive numerando) valor ipsius 1 est a, loco secundo
aa £, Que loca si terminis respondentia infra eos scribantur, serie
locorum arithinetica pariter continuata utrinque in infinitum, ut terminis
seriei superioris geometrice subscripti, quasi indices locales eorum sint:

sequens imago orietur

1 1 1
(e BAB 88 @ 1 — = oorue

w3 2 1 0 —1 —2 —3...
Ubi perspicere pronum est, quod index localis facti e quibusvis termi-
pis superioribus summa indicum localium iis respondentium sit, et quo-




SECTIO QUARTA. 547

tientis index localis prodeat, subtracto indice locali divisoris ex indice
locali dividendi.

Et quum index localis ex. gr. ipsius s sit o-ies tantus quam index
localis ipsius a, et index localis ipsius EIE sit (-— %)-iea tantus quam
index localis ipsius aaa &': designare hoc per

1=a®, EIE‘ = (aaa)" 3, &

(nihil aliud intelligendo) fas erat. Patebat etiam idem esse, si pro

pomtar ves 2, I, O =1, —2,...
w24, d, o —d, —ad, ...

Hinc passus erat pro @ et 4 quasvis quantitates libere sumere, capita
suarum serierum nuncupande, unde brachia utrinque extendant. Passus
ulterior est in utraque serie a quovis ad proximum terminos numero
eodem u, quem postea in infinitum augere liceat, ita interserere, ut
series superior geometrica, inferior autem arithmetica maneat, atque
ut termini inferioris terminis superioris tanquam indices locales res-
pondeant.

Et tum subvenit duo eiusmodi serierum paria condere: alterum pro
parte realium et alterum pro parte imaginariorum, et quidem ita, ut
capita serierum sint @, & positiva et unitate positiva predita pro parte
realium, et p7, g¢ (quantitates p, ¢ unitate negativa praeditas denotantia)
pariter positiva pro parte imaginariorum puroruim.

Atque quum si AV, R termini seriei ipsius a, et M, S termini seriei
ipsius p7, indicesque locales ipsorum N, R, M, § fuerint », », m, s, et
index localis ipsius NR sit #+r, et ipsius M3 sit m~-s: pronum est
pro indice locali ipsius N quoque 2+ ponere, quasi eiusmodi facti,
cuius alter factor pro parte realium indice locali », pro imaginorium

parte vero indice locali m gaudet.
Et hinc adinstar unitatis pronum est capita serierum constantia

statuere. .
6
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Atque si hoc pacto pro valoribus ipsorum &, ¢, C unicis, indiceque
locali per log. designato fuerit

clog.b=log.C

per xi=y intelligendo alignem valorem ipsius x alicui ipsius y @qualem
esse, fas erat dicere, ' quoad indicem localem quasi c-ies pofentins
ipso &, et & quasi c-ies smpofentius ipso C, designando per

C=¥, et b=y C
atque

ce=log.C (quoad &);
signo = ob plurium valorum possibilitatem adhibiti, (pag. 124,

Et tum priusquam capita figerentur, oritur ftheoria potentiac gene-

ralis specialiter applicata, dum tale ¢ et talis functio

; v i o3 L
SEI=Tde s et Teag T Ly T
= f11v)+ f2(v),

per filv) summam terminorum imparis numeri intelligendo, innotu-
erunt, ut

fil)—fi=1

flgt)=rcos. g +1sin.g =1,

et

et
cos. u —+ 1'sin. u = fiui)

sitt Unde quum si pro pf et ¢/ ista § et ¢¢ accipiantur, quivis index
localis ;i fuerit in serie infima, /17 terminum, culus 1 index est, exhi-
beat, pariterque sit, si fid) sumatur pro a; capita hwc stabilire, et ob
simplicitatem =1 ponere (quo sysfema naturale baseos f(1)=¢ dicte)
in promtu erat.

Et tumn demonstrato, quamvis quantitatem per

¥ COS. ¥ = yIsin, ¥

exprimi posse, denotante y reale et # viam puncti in peripheria radii 1, —
non solum quantitas ipsa, sed et potentia exponentis (sive realis, sive
imaginarii, sive mixti, imo quantitatis cuiusvis omnes logarithmi intuitui
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sj:biiciuntur. Nempe abscisse in recta ab a accepte, ad dextram posi-
uvm_ad levam negativee, exprimant seriem arithmeticam seriei geo-
mf:tncaa ipsius ¢ respondentem, atque ordinatee y ad finem cuiusvis ab-
scisse ap perpendiculares superius erecte sint termini seriei dictz ipsius
¢ abscissis respondentes; item sit altera quoque talis abscissarum linea
cum ordinatis prioribus; et e cuiusvis abscissz fine p fiat circulus radii
1 ad eam perpendicularis, atque e diametri in tabula erectz fine supe-
ri‘ure punctum pone tabulam directum moveatur semper porro in infinitum,
via eius # dicta; et ubicumque in p’ sit finis viee », accipiatur ex p in
recta versus p indefinita y cos. # (per y ordinatam illius ap et cosinum
pro radio 1 intelligendo). Idemque fiat cum altera abscissarum linea eo
solum discrimine, quod y sin. # pro y cos.# accipiatur, et quidem y cos. #
unitate positiva, ysin.# vero unitate negativa pradita sint. Facile patet
prius formam stantem 8, posterius vero iacentem dare, hocque ob intui-
tum clariorem colore ex. gr. rubro ab illo nigro distingvi posse; exhi-

berique posse quodvis () per

¥ (cos. 1 £sin. u),

quum pro guovis detur tale u et tale y.
Omnes logarithmi naturales ipsiuvs @ vero comprehenduntur in

ap - ui -+ avi,
si p denotet finem abscissa ipsi y respondentem et a=4g sit atque ¥
sit nomen generale omnis numeri integri sive positivi sive negativi ita
ut quivis haud excluso o illi substitui possit.
Patet etiam formas dictas ad dextram crescere in infinitum, decres-
cere ad levam semper similes, uti tabula e compendio hungarico postea
edito sumta ostendit, ubi et dari supradictum g etiam mere analytice

cum rigore demonstratur.
Notandum vero est:

1) quod quamvis fi (v), pro v=u¥ —1, sit

v
= COS. ¥ = CO08. 7=,
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substituto zx idest w ¥ —1 ipsi # in

o=y —L

absonum sit /i (—#) cosinum ipsius ## dicere : quum in circulo radii 1 co-
sinus eius fieret omni dabili maior, si #-—co. Interim et tunc

Filel—file)=1

et /i, v, ac fz(v) functiones nomine proprio quidem digne, sed a sim-
plici conceptu geometrico distinctee, cosformis et sinformis  dici
possent.

2) Pag. 542 et pag. 536 data definitio per signum = fit pracisa:
nimirum si
flo)="V,

ve=log. V'

tum dicitur

(idest log. nat. /), et si pro valoribus unicis ipsorum ¢, (, a fuerit

¢log. a=log. C,

dicitur
Ce=ar,
et
a=y C
atque
c=log.aC,
idest log. C quoad basim a.
Ubi si
a=f(k),
atque
C'=flkc),

dicitur —é- modulus systematis logarithmici pro basi a, per quem nimi-
rum log. C multiplicatum dat logarithmum quoad . Unde si modulus
is o dicatur, f (;:-] est basis a.

Ratio signi = est, quod generaliter nec ¢ log. a = log. C, nec

log.C
log.a= s
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sit. Nam si aliquis log. a fuerit #, et aliquis log. C fuerit &, erit
log.at=k + avs
et

log. Ce= ke + avr';
adeoque ut

¢k avi)= kc+ari
sit, dari pro quovis » talem integrum 7 opporteret ut

: cr=y
sit, quod, si ex. gr.
C=~% et »r=gp,
fieri nequit, quia
2.5=3

2.5 . g
adeoque 35 integer esset. Pariter casus alter patet.

3. Si in serie geometrica

I I

o8 Ay ﬁ. 'E‘. [! ﬂ’, ﬂ'ﬂ',.+.

et respondente arithmetica
vew —323, —I1, 0, I, 2, ...

termini inter quosvis proximos numero g —1 interserantur: exponens

* a a . . " - 1 . - a .
superioris erit ", inferioris autem —-; atque si prior sit x, ac integer
r et w<I positiva et

N=xr+e, xrN<<xril
fuerint, fiet

__r=w i,
log. N= T #{]ﬂg.ﬁﬂi I

4. Ex A" = 5" generaliter nec

A=FB
sequitur ; ex. gr.
q ! BT {_]}2:._[3.
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sed ipsius —1 nullus valor est ulli ipsius s ®qualis (si i =1 accipiatur).
Addendum itaque pag. 543 fuisset: si n, m inter se primi fuerint, aut
potius dicendum, si termini seriei geometricee eiusdem, cuius caput a
sit, fuerint

A =gan et HB=ngm-:
tunc (prouti si 4=mna et B=ma, dicitur 4 ipsivs B tanquam mep-
surse m(m)-tum, pariter) dicatur si s non =o,

A= B~
et

B=V4,

n log.a.4

—:=—I—g—B—.

m 0f.a

Est quippe si #=2zm ponatur, index localis ipsius A4 —;:T-ies tantus,

quam index localis ipsius 5.
Ita pro ¢ finito et non =o fit

¥ C=CF .
b=71C
¢ log. 5 =log. C.

atque

Namque

sequitur (pag. 550) ex

Nam sit # valor aliquis ipsius log. & et £¢ valor aliquis ipsius log. C;
erit et

ke
T
adeoque
I .
- log. C=log.6;
itaque ;
b=Cr.
Ita s i
he==Cr
tum

1
¢ log.C=log. 4,
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itaque

" log.C=clog. &

h=1{7C.

At si c=op, sitque

. 20 =1
erit
2=y,

st non .est =1" nisi sensu (pag. 46), quo pro operationem ingredien-
tium limitibus resultati limes nomine eodem insignitur, quatenus ex

log. b=log.C
pro @-—o fieret i S

i Co—1, et &r:]'i';
et s1

—a log. b =log.
fieret pro w-——oo g B

be=o~.
Expressionum tamen huiusmodi szpe sensus vagus est.

5. In opere dicto potentize theoria generalis traditur, priusquam
capita serierum figerentur; et quicunque index localis fuerit 7, id cuius
7 index localis est, per % ¢ designatur, quod postea /() fiet. Adhibitisque
signis =, =, = (notando quod nonnisi ubi signum = est, expressionum
#qualium quotvis valoribus gaudeant mquales accipi debeant) plura pree-
cisius determinantur; ex. gr. generaliter (@)’ nonnisi =1/ ¢ dici potest;
at.a¢ tantum = aqbte €9,

Przter potentize theoriam autem ibidem #riplex vestitus, quo quan-
titates utvis heterogeneas pro questionis statu orpatas tabulam adire
praceptum est,in eo consistit, ut (pag. 522 et 545) rectarum unitas U (quasi
dux operationum cardinalium) eadem teneatur, donec aliud monitum
fuerit : atque o,

a/ queevis quantitas utvis hete::z&mea, si ex. gr. suz unitatis > -tum
fuerit, reprzsentetur per rectam ; item

b) cuivis eiusmodi representanti, prouti ad scopum visum fuerit,

Bévra, Tentamen. [ -



554 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERALIS.

detur qualitas positiva vel negativa quoad casum operationis, quee additio
dicitur, indeque oriunda subtractionis;

¢/ quoad casum przcipiendee mensurationis primariz et inde oriun-
dorum tribuatur illi & vel U/, ut idem & huic operationi iam cum
qualitate + iam cum qualitate ~— inserviat.

Operationes per numericas quoad unitatem expressiones pariter pera-

gere fas est.

Imaginis mensurationis constructz (pag. 545) lex sequens ponitur,
Si mixta quoad puram datam mensuranda sit: prius illa pura pars mixte
mensuretur, quee cum mensura eadem positiva vel eadem negativa uni-
tate gaudet, et postmodum mensuretur altera pars, atque post I, I, III
scribantur responsiones mensurationis ad leevam et posterioris ad dextram.

Mixtze mensuratio primaria autem fiat ordine sequente: quevis
quoad suam unitatem mensuretur, sed ad lvam scribatur post I, IT, 111
partis unitate positiva preaeditee imago, et ad dextram imago mensuratz
partis alterius.

Quoad mixtam autem mensuratz (sive mixte sive pure) imago sit
sequens. Sit mensura a - 47, sitque mensurandum K pro K=PFP+ 0,
tam J quam ( mixtum denotantibus.

Si prius P quoad @, tum @ quoad df mensurata imaginem eandem
dant : imago ista accipiatur pro resultato mensurationis ipsius KX quoad

a4+ b1,

Ex. gr. Si
K=c+di=P+ 0,

facile prodit pro imagine =quali esse

P=ax—ayi et Q=bix—"by,

atque
o_d , abo—ad _ ac—bd

b ath—b% T at*—4?



et

Ut vero sit
accipiendum

et

et, ut antea,

eritque

et

SECTIO QUARTA(

be —ad
=
P:a=0:8k,
P=ax+aty
_ ac—bd __ad—bec
=axe IS axe
Q=bix—by;

i .0 _ P+
T=xryi=f =220

a(x—yi)+bi(x +yi) = P+ 0= K,

555

atque imago mensurationis ipsius X quoad @+ &/ eadem erit cum ima-
gine mensurationis primariz ipsius X--yf cum restrictione pag. 545

determinata.

F!
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|2
PRIMAE LINEZ THEORLE COMBINATIONUM,

De combinationum ex » rebus iuxta certum numerum m, adeoque

amborum, ternorum £¢, nec non numero permutationum, diotum pag
159 est.

§ I
Numerus omnium combinationum ex n rebus, id est summa wno-
rum, amborum, termorum & . . . usque ad n-tum inclusive, est 27—,
Nam summa ista est
n.(n—r1) n.n—1)...2.1
A, - — "
2 I.2.,..(m—1).n e
quia
nwin—1 n.{rn—1y, . .2,1
[!+]}#=l+ﬂ+—}+btl {—__'_"-'- "
2 Ir2+'.{H—I}+H
§ 2.

Variatio vocatur, si una litera pluries occurrat, permufatio vero, si
res emdem alio ordine se excipiant.

Variationis leges variz dari possunt. Ex, gr. ut inter m literas, e
certis n literis acceptas, plane certa poni possit certo numero, deter-
minatum quendam haud superante, et alia alio . . . Ita lex esse potest,
ut quaevis poni possit etiam m-ies; ita lex esse potest, ut inter m lite-
ras semper occurrat aliqua s-ies, aliqua g-ies, aliqua »-ies, et ita porro.
Vocatur imago m, 1, 2, 3, ... literarum m-ie, Unio, Binio, Ternio &
queeri semper potest pro lege data quznam m-iones dentur; et in summa
quotnam uniones, biniones, terniones & sint. Preeterea postulatur etiam,
ut tam combinationes sine variatione et permutatione construantur claro



SECTIO QUARTA. 557

ordine, quam permutationes; nec non combinationes, admissa et varia-

tione iuxta certam legem, tam exclusa permutatione, quam admissa hac
quﬂquﬂ.

§. 3.

Permutationes construi possunt: prius rem primam a ponendo, dein
rem nova &, prius loco primo, dein secundo; atque idem cum re
nova ¢, et tum cum &, et quavis nova re suscipiendo; ut ponatur hec
prius loco primo, dein secundo, et ita porro usque ad finem, in quavis
permutatione, qué antea prodiit. Ita in primo ordine, qui e duorum
rerum permutationibus constat, si accipiatur ex. gr. secunda; et in se-
cundo ordine in quo iam tres sunt, quee e dicta secunda fiunt, accipia-
tur earum prima; et in ferfic ordine ubi iam quatuor sunt, quarta
accipiatur istarum, que € proxime dicta prima fiunt, et ita porro: habe-
tur per numeros 2, I, 4 permutatio determinata ex. gr. cbad esset talis
pro literis a, &, ¢, d.

Possent etiam permutationes ita construi: ut res numeris denoten-
tur, ex. gr. 1, 2, 3, 4: et iidem numeri decadice ita scribantur, ut nul-
lus valor emaneat, qui iisdem numeris exprimi potest, totidem nimirum
locis, atque nullo numero bis occurrente; praterea autem valores sem-
per crescant, ut nullus iam descriptus sit ullo sequentium maior.

Ex. gr. 1

I
1
I
I
I

o Jfu L L B R
L e s o fe Lo
[ TR FURN LR - O

* L ]

Patet prodire omnes quibus 1 praest; ita prodire quibus 2 praest,

et ita porro; omnes enim valores quibus 1 przest cum hisdem. numeris,

et alio ordine, sunt diversi, et quorumvis eorum datur minimus.
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§ 4.

Si queeratur queenam m-iones ex » accipi possint, admissis permu-
tationibus et variationibus ita ut eadem litera, numero quovis, certum
m haud superante occurrere queat: responsio facillima €st; numerus
m-ionum est 1 cum s cifris, valore quem hoc in n-dica numerand;
ratione habet. Sit ex. gr. =10, et sit m =3, erit 1000 |valore deca-
dico) numerus m-ionum quesitus, Descriptis nempe supra lineam hori-
zontalem superiorem (in schemate sequenti) numeris o, 1, 2, . . ,; pree-
ponatur queevis, nempe quodvis ipsorum o, I, ..., 9 a o incipiendo inclu-
sive, cuivis unioni a o incipiendo; donec prodeant sequentes linea
horizontales usque ad lineam « inclusive; dein iterum queevis unio a o
incipiendo item inclusive praeponatur cuivis binioni, eo ordine, uti pro-
dierunt; et ita porro semper liis, qua postremo prodierunt, prapositis
omnibus unionibus; iterum ordine preponantur omnes uniones a ©
(inclusive) incipiendo, donec omnes mi-iones prodierint.

Ex. gr.

o 1 2 ... 9
o0 o1 02 . . . O9
1o 11 12 . . . 19
20 21 22 . . . 29

*90 91 92 . . . 99
00O 001 002 . . . 009

‘oloollolz . . . oIy

|. il L] s @ ® s * ®

Patet quamvis m-ionem talem, quz non cum cifra incipit, prodire.
Sit enim queevis eiusmodi m-io, illa numerum aliquem denotabit; de-
monstratum vero est, in numeratione, modo relato numerum quemvis
denotari posse ; itaque nisi adesset inter illas m-iones qua prodierunt,
esse deberet aut supra aut infra; neutrum fieri potest. Nam 1 quoque
cum m—1 locis plus denotat numero pauciorum locorum, etsi ubique
g sit; ita I quoque etiam cum s cifris plus denotabit data m-ione, etsi
in hac ubigue 9 sit. Sunt preterea queevis m-iones non cum cifra inci-



pientes inequales. Itaque de iis tantum sm-ionibus queeritur adhuc, quee
cum cifra incipiunt; si una tantum cifra sit in initio, heec alicui
(m—1)-ioni praeposita est per legem dictam; si due, tum eadem lege
anteposita erit cifra alicui (m—z2)-ioni, et nunc huic (m—1)-ioni item
alia preeponitur; patetque si plures fuerint. Itaque cum idem, quod de
m verum est, valeat de m—1,m—2, ..., prodibunt omnes uniones,
biniones, ..., m-iones. Sunt vero uniones numero », biniones sunt . #, quia
singula # signa preeponuntur singulis omnibus » signis; terniones sunt
7%, quia singulis binionibus preponuntur singula » signa. Itaque pro-
deunt s#-iones numero »™, nempe plane numero illo, qui per 1 cum m
cifris in #-dica numerandi ratione denotatur. Prodeunt autem omnes simul

uniones biniones, terniones, . . . et m-iones inclusive, in summa (pag. 151)
P —!—#‘—L-HTE
LI I H_I "

Exemplo sint voces, et syllogismi modi, quoad propositiones.

Hoc pacto 24 literis voces 8 literarum prodeunt 24°; 3 literarum 24,
omnia vero summando a 8 usque ad 1, prodit

248+ 247+ ...+ 24 = (24— 24) : 23.

Ita syllogismi, quoad propositionss, modi sunt 1000, valore quem in
quaternaria numeratione habet; quia terniones accipiuntur ex quatuor
rebus.

Sic et in propositionibus termini permutantur, permutatione in pro-
positione maiori facta manentibus ceteris, per 2 multiplicatur numerus,
minor etiam multiplicat per 2, conclusio quogue. Itagque prodit 4% 2.2.2,
quia quaevis permutatio terminorum maioris per 2 permutationes minoris
duas gignit, et quavis harum item duas, permutatione terminorum con-
clusionis. Plurimz tamen e rationibus logicis reiiciuntur. (Vide pag. 18},

Describuntur vero 4* modi ordine facillime : si propositio universali-
ter affirmans dicatur o, universaliter negans dicatur I, particulariter
affirmans dicatur 2, et particulariter megans dicatur 3; atque lege
quaternarize numerationis describantur omnes numeri, donec omnes ter-

mini ordine prodeant iuxta (pag. 558).
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§ 5.

Si queeratur numerus m-borum sine permutatione, sed admissa
variatione ita, ut in quovis m-bo aliqua litera occurrat ex. gr. 3-ies
(sed quevis), alia ex. gr. 2-ies €&, aliz semel; possunt quilibet sumi
pro numeris istis, qui expomentes variationss dicuntur. Ex. gr. forma
aaabbcd erit sensu hoc eadem cum ¢a'd*d'; patetque heic queeri :

I. numerum combinationum literarum, qua elementa dicuntur;

2. in quavis combinatione, exponentes quoties migrare, seu permutari
queant : atque numerum combinationum elementorum per numerum
permutationum exponentium multiplicari. Si ex. gr. 7 res sint: erunt pro
magine dicta, combinationes numero

+615-4
.2.3.4"'
et hoc multiplicari per
.3.4.
o

,_.H

debet ; quia exponentes variationis numero 4 sunt, adeoque numerus
permutationum eorum esset 1.2.3.4, si diversi essent; sed quum duo
sint mquales, imaginum pars dimidia alteri @qualis erit; quapropter per
2 dividendum est.

§. 6.

Si queratur ex aaaa bbb cc def gquol diversae imagines accipi
queant, ita ut nulla litera pluries occurrat, quam in proposita; pos-
sit vero una quoque litera sola esse; ex. gr. a non pluries quam fter,
sed etiam semel occurrere queat. Id est quot factores diversos habet
factum e literis factores primos denotantibus?

Prima litera dat 4, nempe aaaa aaa aa a
Secunda litera dat 3, nempe bbb &b &
Tertia litera dat 2, nempe ¢
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I.itr:ra. quaevis enim tot imagines dat, quoties in primitiva adest ; eritque
imaginum e literis pluries occurrentibus hoc modo factarum omnium
summa  =4+3-+2. Si porro combinetur quzvis imago linez cuiusvis
Clm quavis imagine cuinsvis linez inferioris: orientur imagines nova
numero 4.3-+4.2-+3.2; porro si combinentur singule imagines linez
cuiusvis ita cum singulis linearum inferiorum, ut in quavis nova, cuius
pars e linearum aliqua est, imago aliqua linearum inferiorum plurium
adsit: fient novee imagines pro hoc casu numero 4.3.2. Itaque prodierunt
hucusque imagines numero

432 414.3+4.2-+3.2+4.3.2=4 | 1+ 243+ 2.3+ 3 I+2 +2

=59 pro hoc casu.

Preeterea literarum, qua nonnisi semel occurrunt in imagine primi-
tiva, computetur numerus combinationum omnium ab uno incipiendo;
et hic multiplicetur per summam omnium imaginum qua prodierunt;
quia queevis combinationum dictarum cum quavis imaginum dictarum
combinari potest; atque demum numero huic addatur numerus combi-
nationum dictarum, necnon summa oOmMDium imaginum Superius crea-
tarum. Itaque quum (pag. 556/ numerus combinationum omnium sit 2'—1,
est totalis summa =(2'—1).59-+59-+2'—1 ; et tot sunt factores diversi,
inter quos adest et ipsum factum, sed unitas non annumerata est, ex-
primiturque idem etiam per (2'—1) (59-+1)+59.

% 7.

Combinationes construuntur ex elementis a, b, ¢, d, ¢ sic.

Nunquam itur retro, sed semper antrorsum proceditur;; e quavis
linea horizontali ad inferius sequentem, in linea ipsa autam semper ad
dextram itur; cuivis imagini autem illa litera postponitur, qua imaginis
postremam in linea suprema excipit.

Prius construuntur ambo; cuivis elemento id est literz in linea
suprema, postponendo quamvis eo ordine, quo sequuntur; donec ad

ultimam deveniatur, quae nullam post se habet et iamm combinata cum

omnibus anterioribus est.

Banvai, Tentamen. |

T
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Dein construuntur ferno ; cuivis ambo postponendo singulas suprema
lineee literas, quee postremam imaginis excipiunt, donec ad tale ambo
deventum fuerit, cuius literam postremam nulla excipit.

Tum guaferno construuntur, &, uti schema ostendit.

i b c d é

—x

ambo ab ac ad ae
be bd be

cd  ce

e

terno “abe abd abe
acd ace

ade

bed bee

bde

cde

quaterno T abed abee

In genere si omnia (m—1,-bo prodierint, hac combinantur omnia
cum literis sequentibus, nempe litera semper illa postposita, qua post
postremam sequitur. Patet operatione semper antrorsum procedente,
cum quavis litera quae nondum adest, fieri combinationem, nec eam cum
tali litera fieri quee iam adest.

§. 8.

Combinationes admissa variatione sine permulatione fieri possunt
ex n rebus in summa, connumeratis wwniontbus, bimiontbus, £ usque

ad m-i1ones inclusive, numero

in==1i. I'.'I'_-_|_-_2:I_.”._._1!_l_+m|

:P: L] . L] r";

Fiat enim schema sequens:
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Uniones sive Numerus
elementa a4 b ¢ d e imaginum
Biniones aa  ab ac ad ae 5 prieest a
bbb be  bd  be 4 preest b
cc cd ce 3 praeest ¢
dd  de : 2 preest d
¢ 1 preeest ¢
Terniones aaa aab aac aad aae
abd abc abd abe
preest a
acc  acd  ace V=I+2+3+4+5‘
add ade
aee
bbb bbc  bbd  bbe |
bee  bed  bee praest &
bdd bde | IV=1+2+3-+4
bee
cce ced  cce
cdd cde| P C
[II=1+42+3
cee
ddd  dde praest d
dee | II=1+42
eee | I=1 preeest ¢

Praponitur prius @ cuivis ipsorum a, &, ¢, d, ¢, et hoc dat lineam
primam cui praest a; tum preeponitur b cuivis ipsorum &, ¢, d, € et
prodit linea sequens, cui preeest &; et tum preeponitur ¢ cuivis ipsorum
¢, d, ¢ proditque linea sequens, cui praest ¢; et ita porro usquequo
prodeat ee ultima litera ultimae preposita.

Tum a, &, ¢, d, e literee seriei supremai, a prima incipiendo inclu-
sive, anteponuntur ordine singulis binionibus, quee prodierunt; a prima
binione incipiendo, usque ad ultimam ee inclusive; nempe generaliter
quodvis elementum a primo incipiendo inclusive anteponitur singulis
omnibus (m—1)-ionibus, qua prodeunt; eodem ordine quo prodierunt,

7
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sed ab illa 'm—1-ione incipiendo, quee cum litera praponende wquali
incipit, usque ad ultimam (m—1j-ionem inclusive, et hoc pacto prodi-
bunt m-iones.

In &inionibus patet, quamvis literam cum quavis combinari, praeterea
quamvis etiam cum se 1psa; in fernionibus autem guamvis literam poni
ter, sed una tantum vice, et quamvis bis positam cum quavis combinari,
et adesse przterea omnes combinationes.

Atque in genere de im—1-ione facile patet ad s-ionem: nam in
prima linea ubi elementum, ex. gr. # prius anteponitur, est

gm—1 gm—2h gm—ip
postea sequitur

am—=3, am=4, ,

exponente usque ad o decrescente; nempe in eorum quibus a praest.
lineis sequentibus prapositum est a*—3 omnibus binionibus, quas liters
post @ sequentes habent; deinde sequitur a”—4 cum omnibus ternioni-
bus literarum post ¢ sequentium, et ita porro; nempe ut post a™—w
cum omnibus (w—1)-ionibus, sequatur @®—#—' cum omnibus [u—2)-
ionibus iliterarum post @ sequentium usquequo exponens ipsius @ fat
=1; tun vero sequuntur omnes -m —I-iones, prius ille quibus & praest
tum illa quibus ¢ praest, . . .

Idem de litera 4 pro iis quibus & praest, et idem de iis quibus ¢
praest £, valere inductio docet: hinc autem ut ex m—1w-ionibus pro-
deant m-iones, modo dicto anteponitur « a prima incipiendo inclusive
omnibus, et gqueevis sequens litera a primo eorum gquibus illa praeest,
anteponitur tam ipsi primo, quam omnibus (m — 1i-ionibus illum ex-
cipientibus ; fietque in linea prima a™, am—'4, a™- t¢, .. .: id est primo
imago illa, in qua « occurrit m-ies, tum ille in quibus im—1-ies occur-
rit @ cum quavis literarum sequentinm, adeoque cum omnibus earum;
dein a”—3 cum omnibus binionibus sequentinm, demum @' cum omnibus
(=1 -ionibus ceterarum. Itaque quaevis s-io, in qua adest a, prodibit.
Idem de quavis alia litera valet: ex. gr. si idem cum litera & suscipia-
tur, prodit quavis m-i0, in qua « non adest; qua antea iam prodierant



SECTIO QUARTA. 5.65

quoque omnes, itaque haud amplius regrediendum sed antrorsum eun-
dum est.

Numerus autem imaginum prodit ita. Uniones sunt, quot elementa;
biniones sunt

_ [=2-434+5;
terniones sunt (pag. 563):

) [+1I+III+1IV<-V,
1d est

14(142)4(14243)4{ [+2-4 3411 +2-+34+5) ;
quaterniones
I+ (I4+I1) (T4 TI4T1I) I+ TI4 ITT - T V)~ (T T T+ TT T+ IV V),

et ita porro: nam a porro prapositum omnibus, gignit imagines numero

I4+11-+ITI41V+V,
& vero
IV4I11411+1;
¢ autem
ITI+11+1;
d tantum
1I+1,

ultima ¢ autem unicam dat; patetque esse series arithmeticas a serie
I, 2, 3, 4, 5 semper ad uno altiorem ordinem progredientes; nempe
numerus binionum quibus @ preeest est 5, quibus & praest 4, quibus
¢, 3 £9; numerus ternionum quibus @ praest est V, quibus & est IV,

et ita porro: ita numerus quaternionum quibus a praeest, est
I+ 11-+111+1IV4V;

ibus & est
AmbEs @ e I+114+111--1V

et ita porro. Itaque si in (m—1I)-ione dicatur numerus eorem, quibus a
preeest, A, quibus & praest, B, et ita porro; patet in m-ione esse nu-
merum quibus a preest, -

A+ B+ C+++1,

numerum quibus & praest, esse
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B+ Cte1,

et ita porro; adeoque numerum - ionum ex § elementis esse terminum
quintum seriei arithmetic® m-ti ordinis; ita demum patet, cum ipsi 5
quivis numerus u substitui possit, numerum quasitum esse n-tum ter-
minum seriei arithmeticze ordinis s-ti, id est, ut statim patebit,

nin+1) (n+2) . . . (n+m—1j
1 .2 .30 M

Summa vero omnium simul, unionum, binionum, . .. usque ad m-iones
inclusive, prodit ita.
Unionum numerus est s, binionumn

nn=10
1.2

adeoque unionum et binionum summa

. in==1| 2in-41 mnoAn4=1i i .
gy g e (L) A1) L &8 _ 1), (n+2)

z 2 2 - 2

Et si vera sit exprt:ssin

(n~41).(n=42) ... (n4+m—1)
I.2...(m—n

ab unionibus usque ad tm—1-iones inclusive omnes complectens; ad-
daturque numerus m-ionum nempe

MR- =2, == —1]
S A

priori: patet prioris tam nuwmeratorem quam denominatorem per m
multiplicari debere, ut addi gueant; et tum denominator communis erit
1.2 . .. m; in numeratoris duobus terminis vero erit factor communis

(m=-F1i.in42)., . (n4-m—1i,

et summa factorum sociorum erit w-+m; unde patet summam quasitam
Css¢
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(A1) (n+2)... (n-+m—1). (n+m)
I.2...(m—1).m ~ia— It

Si n=2; tum fit

(m 1), (n+2)...(n+m) [ = \m=1) (m+2)

1.2...m 1.2 -5
nam
{z+1}{z+2]...[=+rﬂ=1m+2) (m—1).m...(2-42) {:+1}
I.2...m I.2.(2+1) (2+2) . .. m
— (m+2) {m+1] _
1.2

Quod vero terminus n-tus seriei arithmetice (seriei 1, 2, 3, ..

superstructze) ordinis sm-ti sit

n{#+__|:11+2} . (n+m—r1)

.2.3...:#

EAE K

patet sic.

1 2 3 4 5 o 7
t| 1 |1 |
1 EBIERE

|
3l 13| 3]« i
411 4 & 4 1
1 {5 16 10 5 1
&
7

.
—

|
I
| 21 | 35 | 35 | & ] 7 |

567

Scribantur 1, 2, 3, . . . ab 1 incipiendo verticaliter deorsum, et post
quemvis » scribantur in lineam horizontalem coefficientes binomii ad »
elevati, a primo nempe I incipiendo : erit (pag. 156) quivis, summa numeri
in eadem columna verticali proxime superioris et hunc horizontaliter
proxime preecedentis. Atque si secunde columnse verticali superscriba-
tur 1, et cuivis columnz verticali sequenti superscribatur uno maior in
linea horizontali suprema: fiet quaevis columna verticalis, cui numerus
m superscriptus erit, series arithmetica ordinis sm-ti, in linea horizontali
post m, cum 1 incipiens. Nam in columna, cui 2 superscribitur, est
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1=0-1, nempe supra I stat o, et antea I est, porro 3=I-+2, nempe
supra 1 stat I, et precedens est 2; sed idem 3 est=seriei verticalis
pracedentis terminis 1,2; porro 6= illi 3 quod supra 6 est iquod smnma
terminorum 1, 2 columnz pracedentis erat), addito pracedenti 3; itaque
terminus tertius columnz 2, nempe 6= terminis 1, 2, 3 columnz prae-
cedentis tribus prioribus. S1 vero hoc usque ad g-tum terminum deor-
sum eundo valeat, valebit de («—<-11-to quoque; nam (u—+1:-tus erit u-to
cum pracedent] mqualis; sed y-tus= 123~ u, pracedens autem
est p—+1.

Et pariter e quavis columna verticali »-ta formatur sequens. Nam
quevis cum 1 incipit, nempe quavis linea horizontalis semper uno ter-
mino ulterius terminatur in ultimo coefficiente binomiali (nempe 1/; atque
sub 1 columne dictae » cadit coefficiens penultimus binomii ad »+1
elevati, adeoque numerus »<+1, quia is secundo coefficienti zqualis est
'pag. 157 ; ita sub 1 columna sequentis cui r-+1 suprascribitur, cadit
r=+2; est igitur secundus terminus huius columnz = suprastanti cum
preecedenti r—+1, atque simul zqualis summz duorum terminorum co-
lumnz pracedentis » est. Unde item si usque ad g-tum columna »-+1
terminum, quivis summa terminorum numero gy columnz pracedentis
fuerit, idem de («-1/-to quoque valere ut prius patet.

Est vero cuiusvis columna, cui m superscribitur, terminus »-tus, in
linea horizontali post numerum (s#-+m—1/ terminus a primo 1 inclusive
im—+11-tus. Est igitur binomii ad w-~m—1 elevati coefliciens mi-tus, si
primus 1 haud numeretur. Eritque

= — 10 =M —20 . . (nt—) w1l . (i —]
1.2 ... M - 1.2...Mm
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K.

RATIO REGULARUM IN TABULIS TRIGONOMETRICIS LOGARITHMICISQUE
DATARUM.

I. Denotetur sinus arcus non quoad longitudinem sed quoad gradus
expressi, si radius 1 sit, per sin., si radius tabularis »=1 cum 10 cifris
sit, per Sin., pariterque cos.a, Cos.a distinguantur. Sitque @ arcus sive
© sive alius positivus quadrante minor, et s denotet 10”. Levi computo

patet, pro s= % et radio I, esse £>20 0coO.

I1. Cuiusvis arcus sinum cosinumque, adeoque quamvis functionem
trigonometricam pro radio 1, per series (pag. 196) terminis sufficientibus
sufficienter evolutis, quantumvis exiguo errore computari posse patet;

atque
¥ sin. a = Sin. a.

L]
IIT. Crescente a decrescit sin.(a ~+s) — sin. a.

Est enim
sin. (@ -+ §) = sin. @ cos. s + cos. a sin. 5 ;

unde subtrahendo sin.a fit
sin, @ (C0S. § —I) - COS. @ Sin. 5.

Estautem cos. s <1, adeoque sin.a (cos.s —1}negativam est, decrescit-
que crescente @; mam sin.a crescit manente factore altero. Alter ter-
minus, nempe cos.a sin. s, positivus est et decrescit crescente a; unde

patet. Atque per » multiplicando idem pro radio tabulari liquet,

IV. Tncrementa ipsius Sin. a (quantumvissit @i incrementis tpsius a
ipsum s hand excedentibus proportionalia sunt cum errore mnore

guam IJ.
a7

Bivvar, Tentamen. .
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Sit enim n#>>1; erit (per pracedentia
Sin. (a—+s) — Sin. 2 = Sin. a (cos. s —1) ~+ Cos. g sin. s,

quod dicatur ¢ ; et

' 3‘_ o - _5 . . 5
Sin.(a + u) Sin. @ = Sin. a(cos. = I}—!—-Cﬂﬂ.l’!ﬁlll.—#-r
quod sit /.
Est autem

Itaque nonnisi in

inquirendum est.
Est

g—nf= Sin.a[cns.s—I—ncm.T'f+n}+ Cos.a{sims—usin. -ff ;

Est (pag. 196

El- Ll IB
co5. 5§ —[I=— — e —— _ = wew
2+t 3 3.4 2.F.uab 5
5 5i 5 58
— M 5- —_— = — — —
" el 2n 2.%.4m° T 2.3...6m
quorum summa _
siil—mn)  stiw—1  s(1—n)
2n 2.3.4m 2.3 ... 00
Pariter
s Y S 1—n? st —1) F{1—n®
SIN.§— W8N, — = — ——— — s Tt =
n 230" 2,3%... 5 Fs Rovvs TP

Statim patebit, in utroque terminum primum excedere summam
totam ; atque hinc etsi pro Sin.a, Cos.a radius r poneretur (quod
nonnisi pro solo Cos.a, dum a=o, fieri potest) fieret series prior
= -2;1 , €t posterior < ﬁ;" Unde calculo inito patet.

Nempe terminus quivis maior sequente est. Nam quilibet duo pro-
ximi exprimuntur per

3||'|H.f"l_1] o 3.!'+I|.'uf+|_”
2 % ue BB 2.3... 082 nftr"
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si et negativi positive accipiantur. Fietque utrinque multiplicando
(E+1){f42) 2 (mf+1—n3) et mit1—g,
Designetur factor ipsius #f+:—n? per «; erit

. a(nftl—n2) > piti—q,
Est enim pro ¢=3
FTLE o
e gt "
Nam sit
p H=l4wm;
ert

n vero => 2. Pro f=2 autem erit

a=3.4%,
et pro
=144,
nisi 4> —— fuerit, erit
ni—1 n I
et - a—1  w—n
MNam ut sit
o 1+4A
=g *
esse debet
I
A= ax—1

Si vero A4 maius fiat, —Ij;'i minus fiet; nam si d>¢, est (prod,c, ¢

sitivis
pe } d+e < d
e ¢
Si autem de quopiam ¢ valet, valet et de sequente: nam si

a (né+1— ni)

per
g t+3
‘F‘L’l+r

7t
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multiplicetur, prodibit « pro ¢ unitate aucto, eritque per #>1 etiam
prius « intelligendo
ad(nf+i— i) = gl —q,

Siiam nf+e utrinque per u multiplicetur, fiet
afinf+1— 2 afniti(n—1), et nwtt—initin—i);
patetque prius posteriore maius esse, quum ex hvpothesi sit
af(nit — ) > pttr—1, et af>1.

St vero signa terminorum alternent, el guilthel maius sequente
sit; ferminus primus totam summam superaf, guod per lineam
induitur exhibert pofest.

Sint termini tales, linea 2b, bL, €b, dE, &f, ..., moveatur nempe
punctum ex 2[ ad dextram usque b, et inde ad leevam usque in €, inde ad
dextram usque in D, &; nimirum litera magna a sequente minuscula
excepta, denotet viam ad dextram, minuscula a magna excepta viam ad
leevam. Erit summa

Ab— L+ C0 — VE+ Ef—---=
—a+b+c+d+e)—ie+dt+c+b+b+ec+d —(d+ci+b+ -
=a-b-c-+---

patetque quamvis ulteriorem magnam literam ulterius ad dextram, et
quamvis ulteriorem parvam ulterius ad laevam, limitemque inter litera-
rum magnarum ab 2l ad dextram progredientium seriem, et seriem par-
varum a b ad laevam progredientem cadere.

¥ . s i ®
Hinc et seriem utramque negativam esse, et ;': — f pro valore dicto

ipsius # minus negativum ipso —13 esse patet.
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V. Cur in tabulis pro arcubus matoribus incrementa logarithmo-
rum sinl, uli arcus incrementa (intra certos fines), patet sic.:

Incrementa logarithmi (pag. §17—8) pro eodem incremento numerico
g decrescunt crescente p.

Nam incrementum logarithmicum semper est < —. 49 . quia quili-
e . Cata
bet terminus ibidem est maius summa sequentium; nempe {pag. 187)
e . urt:
5t — - summa sequentium est e =
PO 9 (e = 2)(1—u?)

minatorem eundem, ac per #»* divisis fit

, et reductis ad deno-

M2 — (g =2 0t >

B I o
sl u® non =-; nam # <1, adeoque et membrum ad leevam positivum

est, additoque positivo ®quali et utrinque dividendo fit !ﬁ%j_;:']}. ad

levam, et #? ad dextram; atque manifesto pro #? non = -;—, membrum
levum maius dextro est.
Denotetur 100 oco per &, atque pro @ non <1°g, Sin. a dicatur pb;
erit
pb =200 000 00O;
et incrementum ipsius Sin.a pro incremento s ipsius a sit ¢; est hoc
pro a =0 quoque <= §, postea decrescens crescente a {pag. 569|. Exce-

dit #b-+f ipsum p&-&--ﬁ— quantitate << 13; si igitur

log. (pb o i—)
dicatur L, erit (pag. 517)
218

log. (gt + 4~ +13) =LA ——— '
8(po+ 5 +13) et e

ubi differentiam perexiguam esse levi computo liquet.
Ttaque si pro pb-+/ accipiatur pb -+ 3 , et incrementis logarithmi-
- ppae ' . . I ?'_ .
cis ipsius pé illis, quee respondent incrementis NUMENCIS ¢ et - mon

nisi termini primi considerentur (iuxta pag. 517) incrementum logarith-
micum ipsius pb pro incremento numerico g Ipsius pb erit
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_2q
205 +¢"°

= Mz;g-::ﬁ}_;

i merico -— autem eri
0 incremento numeric —f: t t

quod per n divisum

e .

n(2pb+g:n)’
ius di i — S giim—1i
cuius differentia a #13pb ) est < g

quod per modulum systematis multiplicatum ultra bis minor fiet, ad-
eoque fiet

e—1)

4’:1‘#:&:

Erat n>1; sit n= -"HI{ (pro integris M, m); facile patet esse

< 9

n—1 Mt — m?

- M
atque ‘pag. 345 maximum eius valorem fieri pro m = "'l{, nempe pro
n=32 esse ‘; Est vero pro isto valore quoque differentia dicta
25
"‘..‘: Iﬁplﬁi'

quod ipsa p e tabulis eximendo computari potest. [am pro a« =19 est
p = 2000, adeoque differentia <1 diviso per 1 cum 16 cifris; pro aliis
valoribus ipsius #, quam valoribus ipsius « autem maioribus adhuc
minor fit.

Eodem modo patet, etiamsi s unum minutum enotet, atque «a exce-
dat 6”19, errorem exiguum esse,
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VL. In pluribus tabulis usque 1° 19’ arcus per 10" crescunt, el in
prima columna ad laevam arcus in secundis expressus est.

Nam si M sit multiplum decadis secundorum, et » sit <10, (ex. gr.
pro N-+v=206 est N=1200 et v==6), erit cum errore exiguo

N: N4ov=sin. N": sin. ([N+v)";

adeoque
log. sin. N+ v|" = log. sin. V" + log. N+ v) — log. V.
Namque
Sin. V" : Sin. (N4 #)"=sin. N : sin. (N +2)",
essetque

N Ntv=sin. N": ﬂn.ﬁ'.‘%‘.-'l.
Itaque nonnisi in

sin. V. i"}'l —sin. (N+o/

inquirendum est.

Erat pro radio 1, w_ 1
"= ok

adeoque e
N'=oF

atque (ut supra)
N+v N _ N+v N (N+v) | N[N+

R ek Tl (v RN Y17 1 M
Ita
. N4+v _ N+v _ (N+vp  (Nt+of
SI. ok = " 10k ~ 2.3(108f ' 2.3...5(10#]

Et differentia est

N+ o) ((N+of—=N) | (N+o)(N'—(N+2))
= 2.3(10# + 2.3...5 (104 e

Formetur hinc series nova; nimirum reddantur positivi etiam ter-
mini negativi, et tum pro termino secundo ponatur

(N+vf
2.3...5(10#)"

et ab hoc ipso incipiendo multiplicetur quivis per
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N+
6.7 (10K "
ut fiat series sequens:
(NtoP—(N+ol A" | (Ntof (N
2.3 {104 2.3...5(10k° T 2 3...70087 T

ubi terminus primus primo ®qualis, sed quilibet #tus maior #to prioris
est. Fietque summa huius seriei (propter exponentem < 1)

(N+v)— NN+ e 7 N+ vp
2.3 10k 4.50108° (6.7 (108 — (N+p))

quod et pro maximo valore ipsius A caleulo inito perexiguum esse pa-
tebit, etsi per » multiplicetur, ut differentia pro radio tabulari prodeat.

VII. Si arcus -—o, tum sinus quogue --—o, et logarithmus sinus
-——co ipag. 188/; sed tum alioquin etiam numeri sinus arcuum adeo
exiguorum exprimentes minores sunt, adeogue logarithmi magis differunt,
quam proportio supra dicta valeat.

VIII. Potest logarithmus cuiusvis quantitatis immediate per seriem
'pag. 178} in quotvis notis decimalibus computari, sufficientibus terminis
sufficienter evolutis. Si vero logarithmus unus reperiatur, per formulam
pag. 517 semper ulterius progredi licet; et si p=> 100000 et log. p e
tabulis datus sit, nonnisi 6 termini satis evolvendi erunt, ut logarithmus
in notis §9 prodeat; nam (24" in denominatore ad minimum erit
2", 10", et 2" constat ex 4 notis.

E logarithmo numerus pariter absque tabulis quoque per seriem

\pag. 187, prodit. Si # ut logarithmus naturalis respondeat numero M, erit

N b 2t T e

Si vero ;7 sit log. V' quoad basim 10, sitque e¢ =10, erit

f=et= N,

¢’
2

et

N'=1+¢d+ -+
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sive si modulus « dicatur, erit {pag. 163)

et

Sed ope tabularum, in quibus logarithmi in pluribus notis computati
exstant, preestatur idem facilius per differentias primas secundasque.

Sit series quacunque (&), ()., (U)},, ... (primitiva dicta),
series differentiarum primarum (D), (D),, (D),, ...

L . secundarum (), (DF),, (D7), ...

1 . tertiarum (LP),, fﬂ!}: 1 fﬂ!}n ves

Nempe cuiusvis lineze (excepta suprema) terminus quivis / denotet
differentiam termini 7 in linea proxima superiore supra stantis, a ter-
mino 7" ad dextram horizontaliter sequente; sit ex. gr.

{ﬂ..:l.i:{ﬂﬁ_l}uﬂ"_{ﬂht}#'

Unde etiam 7'= 7+¢; nempe quivis terminus est summa praece-
dentis et hunc verticaliter deorsum excipientis.
Erit terminus #-tus seriei primitivee

(O),+# (D 20 ) 4 2083

ubi coefficientes binomiales esse patet. Pro valoribus 2, 3 ipsius # enim
ab inductione patet; nam

(U),=(U),+ (D), = (T}, + (D), + (D), + (D, = (U),+ 2 D)+ (D),
ita
(), =(U),+ (D), ={(V),+ 2(D), + (D), + (D) + 2 (D), + (D),
= (U),+ 3(D)y~+ 3 (D) ~+ (D),

S; vero de m—1 valet, valet de n quogue. Erit enim
7

Béryar, Tentamen. L.
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[U] _[U}H—I-'-'{'D}rr-r
= (U),+n—1) (D), 4= Il3ﬂ+2][ﬂ'i+ o) g

| [
+(D)+(n—1) (D9, +2=1=3) e

= et 1/, S

I.2...(m—1

quia si suprema deleta sequens pro primitiva reputetur, idem valebit.
Patet autem coefficientium ipsius (£"), summam esse

nin—1)...(n—(m—r))
I.2,..Mm !

nempe idem, quod formula pro (I7), dat. Fient autem termini omnes o
ab (n—1)-to incipiendo, primo haud annumerato; quia tum factor n—n
ubique manebit.
Sit iam series
(L), (whyy (wdis - v vy
cuius terminus zn-tus sit

fU,lrl--——-l'ﬂ} +__q_’;m”‘]( ")+ n(n ;ﬂlsi: 3“*|’£PJ+

ubi s integrum constantem, # autem numerum termini, primo haud
annumerato, denotent. Erunt termim sequentes

(n), =), +—— (D), + S -’:’5 (D), <+ TN 1;” : I*_”fm (L)t~

- — : 2 2—m 2—2Im
(), =(U),+ ? (D), + L—?—m i E’—H{D ), =+ ﬁm = m (LP) 4~

(U = (), (D) L = )

_tm_ .!.m.*:_"?.fmﬂ!@ (D), 4
2.3m m m

=(U),+¢D), +f”=— L) o o B ;“; 2) (DY), -
={U]|;
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nempe seriei
(O)s Aw)ey (8)ey - o .

terminus /m-tus est seriei

{U}t! l:{"?.}II [L'F.}il L

terminus /-tus; dicitur terminus z-tus seriei prioris posterioris %—tus;
patetque z-tum prioris prodire, si in termino generali posterioris pro =
ponatur ":?i et quum a quovis termino posterioris usque ad sequentem
numero m—I novi termini sint, dicuntur hi snferpolati, et terminus gene-
ralis dictus est formula #-ti interpolati; cuius frequens applicatio fit.

Facile autem ex hoc regularum, quz tam pro logarithmo in pluribus
notis, aut conversim numere accuratius, quam functionum trigonometri-
carum logarithmis, aut conversim ipsis functionibus reperiundis, in tabu-
lis maioribus, ubi omnia pluribus notis expressa exstant, datarum
ratio intelligitur. Nempe ubi logarithmus nonnisi 7 notis decimalibus
exprimitur, differentiz secunde simulac numerus (pag. 518.) V per comma
resectus prope 1o 000 est, fierent zero.

ScuHoLion 1. 8¢
':UL"‘{U}, + - +{U}ﬂ--l

denotetur per (S), erit
(), =n(U),+ 281 ) 2OZDEZE) gy ...

Est enim
(8)e = (Shos + (U5
itaque si de (S),, valeat, substituendo valorem ipsius (U7),., patet u
ante. Valet autem ab inductione pro valoribus 2, 3 ipsius .
Si iam pro serie
{U}nl {u}ll {ﬂ}', =R
esedem denotationes fiant, nonnisi @ pro D et s pro S ponendo: mani-
festo erit

(H}.={U}.,+n{d},+ﬂ’-‘£:ﬂ[ﬂﬂ+...

R R
o
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atque

R

Scrorion 2. Est quoque series dicta queevis series arithmetica or-
dints u-ti, si series differentiarum g-ta sit, terminis wqualibus gaudens ;
ubi vero hoc cum errore exiguo fuerit, pro tali in tantum reputari po-
terit. Atque hinc

ScroLioN 3. Exempla quaedam.
I. Sit quaerendus ex. gr. log. 143 957 432; et 143 957 dicatur N
(pag. 519), et 0,432 sit / subeatque vicem ipsius (m:m) pag. 578; sitque

(U),=log.143 957, et (U) =log.143 958;

atque adsint logarithmi ipsorum N, N+1, N+2, N+3 in pluribus
notis decimalibus, et adsint (0, (D), (£",. Prodibit, terminis inter
log. &V et log.(N+1) quasi numero m—1=999 interpolatis (I/),, 432
per formulam; nempe m = 432, et s =1000. Siquidem libuerit, ad
(D), vel (£F), subsistere licebit, nisi maior accuratio desideretur. Notan-
dumque est, differentiam, ubi negativa est, ita uti est, accipiendam esse.
Si autem pro N-f prodierit, facile (ut pag. 519) pro numero dato, mu-
tata characteristica liquet.

I1. Converti etiam potest. Sif mumerus ex. gr. ipsi 1 023 578, omissa
characteristica, soli mantissee respondens quaerendus. Sit

10235= 102350 = Qv.
Numeri ipsis
Quv, (@Q+1)v, Q+2)v, (Q+3)v
respondentes sint
N, N, N,

adsintque hi in pluribus notis, simul cum horum differentiis numericis

(Dloy (D)o (D)
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Erit mantissa data
= 102350 +0'780.

({U)y=N, et (U)=N,
terminis inter (L), et (I7), quasi interpolatis, 78-tus per formulam pro-
dibit.
IT1. Sit # multiplum decadis secundorum, et v numerus secundorum
ipso 10" minor et
log.sin.p = (U),, log.sin.(p+v)=(U),.

Interpolatis quasi 9 terminis, prodit z-tus per formulam, si adfuerint
in tabulis (D),, (2F),, .

Itaque si ponatur
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L.

CRITERIA CONVERGENTLE SERIERUM.
I. Criterium convergentiz nec
nlp-—o0,
neque ab Awucfore celebri allatum (pag. 177)
Un . Unis

n—Lingn

-0

generale est; nam series, cuius terminus generalis 1:nlog.n est, contra
utrumque divergit, ut infra patebit.

I1. Generale est a Maclaurino datum ; nempe si pro m=1-+x, et
termino n-to @quali y, area curvee pro x tendenti ad infinitum limite
finito gaudet, convergit series, si vero area tendit ad infinitum, divergit;
nimirum si termini rectangulis exprimantur, quorum bases sint unitates
ab x=o0 se invicem excipientes, altitudines autem ordinatee ad initia
unitatum fuerint, summa seriei est maior quam area, sed excessus ter-
mino primo minor est, adeogque questio ad f yx reducitur.

I11. Errat autem ex hoc fonte derivando pronuntiens Montucla, quod
si @, b, ¢ generaliter tres terminos se invicem excipientes denotent et

a .ﬁr—c:l:}s

ﬂ'—"

fuerit, converget series, si non, diverget.
Nam tum pro a, 4, ¢ scribendo

I SR § !
w' &' o

@'—w = e —w
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fiet
V- _ (0"— o) eow
e T W= g 8
ilﬂquﬂ L (= ) G’
T _{l‘ﬂ' i.'l' Mf{ :, 1
idest @ (W— oo T

ﬂ_{ﬂ ':E':'] .

Atque si terminus generalis fuerit

et tres termini se invicem excipientes habeant denominatores

n—1 n—2 1
T o 23 == +=#_I,
n n— I
= ) + +2'_,+=—H,
H=1 ] 3 1
2 g FY] +“'+=-—|+"_+3.ll+|l'
erit
g e L g o=t
d = 2 23 23 gn-—-: an ¥
et

I I
I.I'—il———l‘ +—'+ +34—|+F+__2:|+H

atque posterius excedit termino ultimo ipsum &'—e, quamvis series

divergat. Namque incrementum denominatoris est << I et decrescit,
P . . s T .

quamvis si constans I esset quoque, uti pro termino generali -, divergat.

IV. Si terminus generalis ad 'L.E reducatur: pro & =o0 fit ter-
minus generalis — L et si & negativum fuerit adhuc magis diverget series ;
si vero A--o, tum n% aut tendit ad infinitum aut non; in casu poste-

riore divergit series, nam si convergit tum nllp -~ 0; quastio igi-
tur de altero casu erit. At sit prius 4> 4, constantem positivum deno-

tante : tum convergit series.
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Nam sit
H=]X
et

y=(1x)"(1+8
et area sit A(x); differentiale est

_ yx = (1-x)"0+0) 3

culus infegrale
Blx)=—-(1+x)",

itaque

A(x})— Alo)= Blx) — Blo)

et quia Aio)=o, fit

1 ___ 1

A =7 — Frap’

qundmi—, §1 X == 00.
Abscissa in ordinata ad initium ipsius x accipi potest, si a fine deor-
sum moti puncti via u dicatur, quo pacto

y=l—u,

et ordinata e fine ipsius # usque ad curvam est

1
x=(1—u)" 1+8 —I;

nam ad finem huius x erat

¥ ={]+x}_{’+‘“:b—ﬂ;

i e
itagu : .

1+x=(1—u) 1+5, et x=(1—u) 1+3—1.

Sit A(x) area; differentiale est

1
xt=(1—u)" 14 i — &,
cuius infegrale

&
BI[u]l:—-I—'Eiu—u]l"” —u.

g A(uw)— A(0)=B(u)— B(o),
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et cum A(o)=o, fit

Aw=—ut ¥l _1+b
quod pro w:==1 fit J', y ut antea.

V. Pr[uun vero convergit vel divergit series, cuius terminus genera-
lis est na + Pro eodem q simul convergit vel divergit series, cuius ter-

minus generalis est --1. vel '

- . aut generaliter ————
nl nl [} = n i e

/=log.m, ac Li=log.! et le=log.ls-,

atque pro /r non <I.
Nam sit, logarithmos perinde quoad basim 10 intelligendo, et / loga-
rithmum numeri pracedentis denotante,

I I
-+ + -
{+T M

I 1
+ + e
100 /9 101 /%
g B o

1000 [ 1001 /©

Numerus terminorum a primo usque ad illum, ubi 100, est 9o, et inde
usque 1000 est 9o, €t ita porro; sitque priorum summa &, sequentium 3,
et ita porro; atque ubivis multiplicetur primus, utpote quovis sequen-
tium maior, per numerum terminorum ; fiet

1
1o
I
100, 22
I
1000. 39

90 = a,

900 = 3,

Qoa0 == 7,

adeoque
g(1+§ o EI"T +..,]::-u+ﬂ’+}'+-*

4
Bdryar, Tentamen. | ”
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Si igitur seies inclusa convergit, convergit et proposita. Si vero pro
iprmo ubique ultimus, utpote quovis priorum minor, multiplicetur : fiet

Ll 900 _
100.2¢ " 1000. 3%

id est

%(%-«1—%-&*---} <a+ftee

Si igitur series inclusa divergit, et proposita divergit.
Atque si

1 1 1
-t —
Col by by, (Cpv1)l 05, +{Cﬁ+:}!f,...:';__; =

dicatur 4, et

I I 1
-+ -+ +
@_;f_,ffl...f;_l {Cﬁ+l+l}! E[.“{;_[ [C‘#+|+2]!i,l++r£;,_]

dicatur 5; prouti 4 convergit aut divergit, 5 quoque converget vel
diverget. Nempe (o denotet tantum quam o, ¢t Cm tantum quam
1 postscriptis Cm— cifris: quo pacto C, est =quale 1, C; ®quale 1
cum € [idest 1] cifra, C; mquale 1 cum C: [idest 10] cifris et ita
porro. Patet esse

Cs+1=10C adeoque Cp=log.Cp+1.

Assertum patet sic. In serie & ipsi Cp4+: semper 1 addendo, aliquando

prodit _
Cg4+1.10, tum Cp4r.100, dein Cpya.1000, &

Est vero numerus terminorum a primo usque Cp4.10
Cp+1.10—=Cp41,
inde usque Cp4:1.100
Cp41.100—Cpt1 .10,

et ita porro. Multiplicetur et hic prius ubique primus per numerum ter-
minorum, sitque terminorum priorum summa £, sequentium £ &.; fiet
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Cp41.10—
ks Cpar. id est —_ . > i,

T~ B
nempe post Cp41 sequitur Cp in denominatore ; porro
Cp+1.100 — .
T&.‘Iuﬁ%aﬁjf S {q,+1}f :,...f;_,:’f'
nempe log.(Cg+1.10)=14+Cs, &; quo continuato fiet
9( : e ---l—m+—--]:=r-é+§'+
Col o lyy  (Cern)l .05,

Si igitur inclusa series .4 converget, converget et 5.
Si vero in £ ubique ultimus multiplicetur per numerum termino-
rum, fiet
Cp+1.10—Cpys

id est 9 £,
(Cppr10) 4, .. 05, 10(Cy+1)1 4. 05, =
nempe Cp-+1 est log. (Cp4..10); pariter
Cp+1.100—~Cp41.10 . 9 ,
id est £,
(Cpyr100)f £, by, 10(Cy+2)¢ 4y 03, =
nempe Cp+ 2=Ilog.(Cp4+1.100]; quo continuato fit
k-] . R N +-u)-=:£+£+---
10 ({Cj+1}f Lodg o (Cg+2)l Fpvenigs

Itaque si A divergit et B divergit.
Consequenter quum de p=2 demonstratum sit, semper uno altius

assurgere fas est.

V1. Hinc autem criterium s@pe expediens est sequens : quod si defur
tale r, quod tendit ad infinitum, convergit series, et s post certum fler-
minum non fu:nf roe=1, d’wergﬂ

Nempe termino generali ad —-—1- reducto sit
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nh=Jj"
-y il . ;
nmiruom y = w i b et 51 =1, sit
1

=11
et si #'>1, sit
=11
et ita porro; fiet
==l 0=l L =
et hinc
nk

=

I

itaque
o Al — (A=) _ (re_—1)dy
E ‘r.:‘+1 B 4

si et r,_,, ut antea r,, exprimatur.

Si igitur »,_,—1 non -—0, r;~—oco; atque tum r,_ ~>I- constans;
adeoque series convergit,

Datur autem pro quovis ¢ et a finito tale %, ut », =a sit, et quod-
vis # antea sit>> et-— I, nempe pro

b — f,+fz+-~+:-f,+a.f,+l

fit hoc; ex. gr.
’ ly vl raly,

.
Fi= 3] == !*

est =1 ~+ tali, quod -—o0. Si vero /s in expressione hac ipsius / desit,
rp—1-—0, et divergit series; ex. gr. si in exemplo allato defuerit /; in
numeratore, ri-—o0.

VII. Exponente, per quam U/n—: multiplicatur, ut Ux prodeat,

_f‘_";"f" posito, fit

Ua
M=H_H.Uu-l.'
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quod si
U.u —_ =1
. Uu—j - n
fuerit, fit =1, datque terminum generalem -+ Si vero
~ Un H—I]
ﬂl—[ n

tum minus subtrahitur et m >1 fit.

Si m non > 1, divergit series; at pro s unitate maiore sed limite 1
gaudenti, potest convergens, potest divergens esse, quamvis n#*-— oo,
Nempe si

£y
h=—7
tum r=1; si
=_L
‘&_ﬁ"'
tum

adeoque prius divergit, posterius convergit.
Patet quod /%-—o, et #%-— oo ; sed quod ## unitate maius limite 1 gau-

det, sic patet. F%_ in priore est

=
Ly &

=L ((n—1)F : a?),

cuius partis parenthesi maiori inclusee logarithmus, si per L intelligatur
log. (n—1) et log. L per L, est L:—/, quod negativum est, adeoque
per quod -”;—I multiplicatur, <1 est, itaque m >1. Quod autem m-—1,
inde constat, quod si

m:éh+w

ponatur, pro » positivo et unitate non maiore, patebit in sequentibus,
quod si ¥ non -~—o, tum constante maius maneat % et non ~—o0.

VIII. Si m =1 et non -—1I, tum /& constante maius est seriesque

convergit. Nimirum exponens seriei fiet
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n—m __ 2n—1)—v
no 2n
et pro termino primo =I, erit s-tus

2—v 4—v  2n—1)—v _ 1

4 b an T munh ]
ﬂ.[qllﬂ
ey B 4 . _2n—1)
2—v 4—v 2{a—I1)—v
Et bi =1+ 555 e g =)
inc
ot (i 3 ) )
adeoque

ﬁ]ng.n.‘::-lﬂg.(l+-;i-\]+log+{l+ :}-1'— .-+ log. (:+ :)

itaque /i maius est membro dextro per log. » diviso: dicatur ¢ dividen-
dus, divisor fit, pro » =1-+x, area curve notz pro

y=(1+x"";
estque [II et IV] area ista
—;- ubi p<1
atque hinc
| 1 1
T hEa T+ -+ T (log. n-+ol
Est autem per (pag. 160
U | NS N . -
'T'-y(z = 4 fatars 2tu—n)
L I 1
_-::-( a7+ i =5 {2[}1-—-”]')
i ! 1
"'—('zi"' P [:{u—l}}*}

Ubi si series suprema s dicatur, ¢ > —i—: erit. Nam cuiusvis seriei
verticalis termint fuerint
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ﬂ] '—ﬁ. '¢. —"l:f,. P
summa est>>a—& et<<a; nam ipsi a—b accedit ¢—d, . . . et
a—b-+c—d-+=a—(b—c)—(d—e)—-

ubi &>¢ . Estque generaliter

v o v

s = 2(n—1) B = 2. 4(n—1)p

ade
_é=4[ﬂ—1]ﬂ-—-w‘=__ﬂ 4(#—-1}—11_: = g%
“ 24— " 2a—1)  g4m—1) ° 4mn—1)

cuius valor minimus est pro maximo v et # =2, quo pacto summa erit
e -?Ta; itaque
o>3s,
et consequenter
a}% %{lug. n-p),

o v
atque 4, quod:::-m erat, est::--%—— - -
Si igitur v non-—o, nec /-—o0, itaqua series per IV convergit.
Potuisset quidem brevius quoque demonstrari.
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M.

FRIM/E LINEZ CALCULI DIFFERENTIALIS ET INTEGRALIS BREVIUS ET
CLARIUS TRACTAT.E.

Quum nulla repetitio inutilis sit, qua saltem quorundam Tyronum
captui accomodatior fieri queat, ideam calculi differentialis et integralis
brevius evidentiusque referre licebit.

I. Variabilis x, a qua sive necessario sive certa suppositione depen-
dent quotvis variabiles y, z, . . . dicatur absoluta, sintque eius valores
¥ et B (a o accepti, et sive ambo positive sive ambo negative imo et
alter p-:tsuive alter I?cgalwc}, d‘efmleturque pro integro positivo -3:—
per X, sitque pro u integro positivo vel negativo

B= ux+w, [@=0 vel a<|x],

ita ut u% et @ aut utrumque positivum aut utrumque negativum sit, aut
et #=o sit.

II. Sit functio Kix), dicaturque ex ea vel etus derivala series
sequens :

K (nx)— K (in—1) %), K(in—1)%)— K ((n—2) &), .o, K((pt=41)%)—=K (pe3~+a),
sitque = nomen generale ipsorum
#, n—1, n—2, . . 4 p+2, u-l.
Esset (inde a o) seriei dictz terminus a-tus
Kimz)— K((m—1)%),

si pro m—I1=p addatur @ ipsi (m—1)%. Denotetur iste terminus sn-tus
per kimz). Eritque summa, terminis intermediis se mutuo destruentibus,

K(y)—K(8)
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pro va]u.nbus dictis ipsius x. Denotetur summa hec per K, nomen-
clatione ista in posterum quoque retenta,

Patet autem m etiam negativum esse posse, si ex. gr- u+2=o0
fuerit.

Casus simplicissimus est, si F=0, et tum
K= K(y)— Ko

II1. Functio, e qua derivatee seriei summa a magnitudine ipsius #
baud dependet, dicatur absoluta sive ab n independens.
Ex. gr. sit 8==0; et sit

‘ Clx)==x;
erit
clmi=mi—(m—1)x=2%
et
C=ni—o=ux,
Ita pro
) A(x)=x2
erit
a(mx)=2mx—3i2,
et
A=x.
Pro
Ulx)=x?+ xi = (n+1)ni?
est
u (mx) = 2m%?
atque

U= x? 4 xx,
quod ab » dependere, uti C' et A haud dependere manifestum est.

IV. Siiam valor ipsius # a certo incipiendo semper porro bis augeatur,
atque prius pro valore eius primo construantur series derivate functio-
num certorum .4 (x) et B (x) ab » independentium, ac functionis cuiuspiam
U(x) eadem linea horizontali (serie ipsius U/{x) in medium, serie ipsius
A (x) ad dextram, serieque ipsivs B (x) ad levam positis) atque pro valo-
ribus sequentibus ipsius » construantur pariter series functionum /5 (x),
[7(x), A(x), pro quovis n in eadem horizontali ita ut linez hac crescente

n se invicem deorsum excipiant, et series U/(x) columnam mediam, series

BéLvai, Temtames. 1. 73
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ipsius A (x) dextram, series ipsius B(x) levam teneant, (ex. gr. sit pri-

mum 7 =2, postea sequentia erunt 4, 8, . . . , qua incrementi ipsius »
ratio et posthac servetur); sitque

B= us +a=u¥+a';

B(2x):--— BB | Ulak)---—U(B) | A(2x)-—AIf
Blax)-— BB | Ulx)--—U@ | Al4#)-—A(B)

fiet

& *® - . *
® &

ubi pro quovis » quodvis mx pro sequente » mutatur in 2 ms#, o vero
(nisi=o0 fiat) ipso &', idest dimidio prioris # minus evadet, et u' ad sum-
mum = 2 +1 erit, quia @<{2%' est, atque numerus terminorum dupli-
catur.

ScaovloN., Manifesto autem queavis serierum horum terminis ex-
tremis gaudet, sed in nulla trium columnarnm serialium dictarum
sertes witima datur; differt igitur series eiusmodi a serie vulgary
infinita, que duobus ferminis extremis haud gaudel.

V. Sit iam &(x) notum et quaratur A (x), atque u(mx) =quipolleat
tam ipsi @imx) quam ipsi &(mx), idest aut pro quovis » sit

#(mx =a(mx)=b(mx)

pro quovis m (quo in casu erit 4= A8=U, nec U ab » dependet), aut
pro quovis utvis magno /V detur tale », ut in eius linea horizontali, pro
quovis valore ipsius m sit

u(mx)—aimx)<, 'J‘:T'ﬂ (mx) et u(mx)—b(mx)< ]‘:‘..F bimz);

saltem nonnisi illis m#% exceptis, quae in certis casibus in dato quopiam
J. desinunt, siquidem tam illud 4 quam partes ipsorum 5, U, 4 huic 4
appertinentes tendunt ad zero. Fiet tum, substituendo valores ipsius m
si ex. gr. pro dato AV sufficiat » =g, sitque u+1=35),
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“(9%)—a (98 <y a (o) et u(gf)—b(g)<ior b0
u# (B%)—a (B) <! - ﬂra[ﬁx et u(8&)—b( Sx}».-.:: b (8%)

u(s¥)—a(si)<gralst) et u(si)—b(sé)<- b(s%)

Er:tqua manifesto summa columnz vemcahs prioris U/, sequentis 4,
tertize —ﬂr, quartee [, quintze B, ultime T fietque

HA&QF—ﬂ U—Bﬂwn

adeoque pro 4 et B omnino finitis U-—.4 ac U-= 5. Consequenter
A =5,

Aly)—A(B)= By\—B(@,

Aly)=B(y)+A[B—B(B.

Reperitur autem 4 (3 modo sequente: si dicta et de valore /4 ipsius
x plane ut de y valeant, et constet A(k|=a esse, ernt

AW)=a=Bk+AB— BB,
Aigy=a—Bh)+ BB

e Aly)=Bly)+a— Blk)+ BB — BB
= Bly)+a— Blk).

nempe

adeoque

adeoque

Quum igitur B(y) et B(#k) nota sint, A (y) innotescit. Scribitur autem
A (x) = B (x) -+ constans,
quum A (3—B (g de quovis valore ipsius x, de quo dicta valent, idem
a—n-5 (k) sit.

Dicique potest B (x) functio summatrix et Ulx) functio mediatrix,
75"
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VI. Si et variabiles y, z, ... certa lege cum quovis mi posita
fuerint, cuiusvis illius y, quod cum aliqguo m# ponitur differentia ab illo
¥ quod cum (m—1)% ponitur, designetur per §; idem de z, ... intel-
ligatur, atque #, §, £, . .. semper simultanea accipiantur. Potest illud

¥, quod cum m# ponitur, per y(mx denotari.

VIL. Dicuntur a(ms), u(mx), b(mx) id est
A(mx)—A(m—1)x), Ulmi)—U(m—ux), Bmi—B(m—1)i)

differentialia vera functionum 4 (x), Ulx), B(x). At si detur tale «'(mx),
quod ipsis a(mx) et bi{mz) sensu dicto squipolleat, atque ita expres-
sum sit, ut si in eo ubique x pro mx (et si adfuerit, ¥y pro yimi) &)
ponatur, in nullo termino litera punctata per aliam punctatam multiplicata
occurat : dicitur #'(x) breviter differentiale tam ipsius A(x) quam ipsius
FB(xl atque A(x) imo et &(x) (que nonnisi constante diflerunt) dicitur
integrale ipsius ' (x!. Omniaque hic a valore g ipsius x usque ad y (iuxta
dicta) intelligantur.

VIII. Aequipollent autem sensu dicto a(m#), «'(mx), b(mz), si

ﬂﬂ-“—u[ et u[x} =

a(x) Bx) T

Namque valores horum pro certis quibusvis valoribus ipsius x aut
plurium variabilium, si adfuerint, ab # dependent, atque tendentia ad
limitem 1 id significat, quod pro quovis utvis magno N detur tale =,

ut sit g
u'(x) u(x)

1 L
JEIJ‘I{:T et W-—I'ﬂ:ﬁ'

hinc autem fit
u'{x}—a{x}l-c:::%— alx) et u'{x}—b[x}f.:ir b (x).
Atque jam moveatur punctum a o usque ad finem ipsius y, itemao

usque ad finem ipsius B (si hoc non sit=o0), et quaratur ubique, quod-
nam # pro dato AV satisfaciat illi » quod eousque determinatum est,
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respondebitur semper cum aliquo finito ». Unde manifesto dabitur nu-
merus finitus quemvis dictorum finitorum superans; accipiatur tale #',

quod hunc quoque superet et sit potentia binarii integra. Et manifesto,
si y per »' dividatur, ut sit =2, valebit hoc #' pro linea hori-
zontali illa, in qua n=n" fit, eritque idem # (pro dato V) pro omnibus
m linese eiusdem tale, ut requiritur (in V),

Siquidem detur 4 (sub V), exceptionem hanc in summis nihil indu-
cere patet.

IX. Si
b(x)=(uvpr+- )+,

ubi terminus guivis preeter unum et @, 0 denotare potest, atque

Lo

wvrpr O

tum cuicungue quantitatum in
uy —+pr----

accurentium substituatur squale aut tale (per pag. 93}, ut guofus e sub-
stituto per id cui substituitur ~~1, dum #-—co, dicatur # id, quod post

substitutiones dictas quotvis ex
HO -+ pr—---

&

Wo+pr+-)+a@

factum est; erit
ll

eritque #, si forma requisita gaudeat, differentiale ipsius B (x).
Ex. gr. Si

Bix)=x2,
B b [x} = 2xx—x? '
atque ;
—x
Exx- "“‘-‘-O’

adeoque 2x% differentiale est,
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H}E}]Pm A (x) functio talis {7(x) ab » dependens queritur, ut LF=d,
et -EEH-"-. I.

Swpe A (x) nec in concreto (uti figura quaepiam datur, et tum dari
A (x) demonstrandum est, Pro tali plurimisque casibus quaruntur duse

functiones finitax I"(x) et U/(x) ab » dependentes, ut sit
VAU

et V—U-—o0, dum #n-— oo, adeoque I/~ .4, (quo pacto et A per limi-
tem datum sit); sitque

vixi=>alx)=>ulx

et
vV{xl—uix
_{"ﬂ;f"'; o
adeoque et
afx)—uix) g
alx) '
Erit enim
u(x) -
alx—(ab—u@) -
Consequenter
1 (x)
F

Scholion, in guo partim dicta illustrantur, partim methodi (pag.
208 ) idea exponitur, atgue exemplis applicatio methodi uiriusque os-
tenditur.

1. Accipiatur in postremum, nisi aliud monitum fuerit, f=o (pag. 592
vel ¥/ et utrumque positive aut utrumque negative; atque si com-
mensurabilia fuerint, sitque ex. gr. y=o9u et §= 4u, accipiatur primum
n=g et sequentia »n sint (pag. 594)

2.9, 3.2:Q, 2:2.3.9 v}
si vero incommensurabilia fuerint, poterunt pro a accipi

2, 2.2, 2.2.2,...
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2. Patet seriem ex A(x) derivatam esse seriem incrementorum fun-

ctionts (a 3 usque ad y) ipsis % respondentium, numerumque terminorum
esse w—u et a{mx) incrementum m-to * respondens esse,

3. Aeguipollentia termini u(ms) seriei cuiuspiam S cum termino

generali @ (mx) seriei incrementorum ex A(x) functione absoluta deri-
vatae S per

u(mx) = a(mx)

designari potest, atque sine A (pag. 594) quoque ope seriei sic definiri
potest: si .S et .5 fuerint series terminorum numero sequalium ita, ut
cuivis m-to £ duo termini simultanei et cuivis alii alii respondeant, atque
pro utvis magno A detur tale #, ut pro eodem » quivis termini # (mx)
et a{m#) fuerint sibi invicem respondentes simultanei, sit aut

w (mx)—a(mx)=o,
ant

 (mi)—a (m#) < 7 a(m#)

saltem si non de omnibus valeat, exceptorum summa-—o, dum #-- oo:
tum dicitur '
u (mx) = a(msx).
Patetque esse aut S=4 aut §'-—.d; adeoque si et B{x) functio
absoluta adfuerit, atque
u(m#x) = &(mx),

esse etiam aut 5= B aut S'~— B, consequenter esse A=5.

Unde etiam S sertes mediatrix, et u(mx) terminus mediator sive
sensu genmevaliore differentiale cuiusvis ipsorum A(x) et B(x) sive
alterutrius tantum, si sola consideretur, dici possunt.

4. Quamvis igitur expressio quavis termino genera]i_ wriei im.:.:re-
mentorum functionis absolutz zquipollens, sensu generali d:ﬂ'tlarenuale
functionis illius, et heec ipsa infegrale illius dicdi possint : expressio tamen
quam simplicissima queeritur, atque differentiale sensu stricto nonnisi
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talis expressio dicitur, in cuius termino quovis unica litera punctata
eaque in prima potentia est, et coefficiens eius pro quovis dato x functio
absoluta est.

At vero expressio talis ita intelligenda est, ut omnes litere valoribus
simultaneis, quibus ad finem cuiusvis mx gaudent, accipiantur, punctata
vero semper et alibi sit incrementum eius, quod litera illa sine puncto
significat sub m-to & factum,

5. Per a(x) autem intelligatur (pag. 596) Aix\—A(x—x ita, ut in
hoc ipsi x quivis valor pro aliquo s sub formam mx cadens substitui
possit; ita tamen ut quivis utvis crescente decrescenteve » constans
maneat ipso m quoque eatenus mutato, atque x semper mx sit.

Si vero

Alx)==z
sit, patet z ipsi mx et Z respondere m-to %, atque esse

A(x—x)=2—3;
deoque s1 ex. gr.
e a C(x)=2z32,
esse
¢(x) ==z —(z—2z)2.

Quodsi iam pro quovis dicto x (a & usque ad y) sit

A{x}-—-f [.t—A':]IE Dix)
et D(x) functio absoluta sit, semper finita nec o, nonnisi ipsis x in certis

punctis discretis desinentibus exceptis; erit

Alx)— Alx—x") .. :
xD(x) =

saltem preeter puncta dicta; itaque per fluxum puncti queerendo (pag.
596) pro quovis tali x, quodnam » pro dato XV satisfaciat, dabitur tale
s pro quo eodem sit

#D (m#)—a (m3)
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~ Bl ‘f“t_{f“f”‘"‘] &V (saltem prater dicta); adeoque #D(x) aqui-
Pf’i]*b“ ipsi a(mx) et differentiale erit, D(x) autem derivata ipsius A (x)
dici potest quoad x, si & fuerit in denominatore: quod etiam omissum
subintelligi potest at si non quoad variabilem absolutam fuerit, anno-
tandum est.

Si vero derivata hec prima dicatur, derivatee &t derivata (=+1)-ta
audit et A (x] functio primitiva #-ta derivate &- dicitur per [* pre-
positum aut si £=1 per [, designata. Differentiale per d, derivata Z-ta
per ¢ aut si £=1 per ¢, aut si quoad z sit per " preepositum denotari
potest; et si hoc=g fuerit, /g integrale ipsius g% et /*g functionem
cuius derivata 4-ta quoad z est ¢, denotare potest.

Differentialium altiorum apparatus derivatis altioribus superfluus fit.

Ut res clarior fhat, denotet v velocitatem, 5 spatium, @ vim continuo
agentem (pag. 230, 248) singula ad finem temporis ¢ variabilis absolutee
intelligendo. Designeturque cuiusvis variabilium valor, qui ad finem ali-
cuius # ant £—F£, vel mf aut (m—1)¢ est, praponendo literam germani-
cam nominis eiusdem maiorem, litera punctata autem minori denotetur.

Si iam dicatur P ‘
vi=ds =3,
sive
v=4dls,

intelligatur £D (mit) = {(mi)

et pro quovis dato 7 esse 1
5(t)—5(t—1¢) ~D(f).
t

Hinc etiam s talis functio est, cuius derivata v est, idest

/v = s constans,

quae constans tamen et O esse potest.

6. Nempe functiones absolut® nonnisi constante ¢ differentes dif-

ferentialibus @quipollentibus, et differentialia squipollentia integralibus
nonnisi constante differentibus gaudent.

Bduva, Tentamen, I

206
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Nam
A(mx)—A(m—1)x)=4A (mx)+c—{A((m—1)%)+c).

Quoad alterum autem sit
glx)=alx) et [fgix)=Clx);
Clx)—ClBl=Axi—A4(B),
A(x) —C(x)=A (3 —C(B),

€erit
adeoque
quod constans est.
7. Si A(f) immediate datum fuerit (pag. 595), et
A(f#)— B (8= constans

datum erit. Si vero (ibidem) pro A=o sit 4 (4)=a, valeantque dicta a
valore o ipsius x usque ad §, erit

Algh—Alo)= B — Blo,
A —Big=a— Bih).

atque hinc

8. Methodus altera eodem redit, breviterque in sequentibus consistit,
a. 8i pro quovis valore determinato et non o ipsius x sit

A(x+i)—A(x)
7 .

- D (x),

dum f-—o0, denotante J)(x) functionem absolutam valoris finiti et non o
(saltem si x in certo puncto aut certorum discretorum aliquo termina-
tur) : dici potest D (x) limes augmentalis. Facileque patet hoc idem esse,
quod derivata superius erat; nempe % pro ¢ ponendo

Ax+zx)—A(x) et A(x)—d(x—x)

duo incrementa proxima sunt, quorum prius per alterum divisum-—1.

b, Porro functiones nonnisi constante differentes limite augmentali
eodem gaudent et limiti augmentali functiones primitivee nonnisi con-
stante differentes respondent.
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Nam
A(x+i)+c — (A (x)4c) = 4 (x+i) — 4 (%)

Quoad alterum autem, functio primitiva = (x) aut <A(x) esse
nequit. Si enim £4 (x) esset, limes fieret £D (x), quum D (x) (preeter puncta
discreta) valoris determinati finiti et non o sit.

¢. Hinc si functio 4(x) queeratur et reperiatur functio nota B(x)
talhis, ut limite augmentali quoad eandem variabilem eodem gaudeant,

erit
A (x)= B (x) - constans.

Subit igitur heic limes augmentalis superius dictz seriei mediatricis
vicem.
d. Constans autem sic reperitur: si pro quovis x (a 8 usque ad y) sit

. A (x) = B (x) 4+ constans,
et sit A(k)=a, erit
A (k)= B (k) <+ constans = a,
adeoque
constans =a — 5 (A),
ut supra.
e, Limes dictus methodo de differentiali dictze analoga queritur.

9. Exempla pro methodo utraque:

a. Pro coordinatis rectangulis derivata are® .4 (x) in plano est ordi-
nata y et differentiale est yx.

Sit enim ex. gr. pro ordinatis crescentibus (pag. 598) I/{x) summa
rectangulorum e quovis % et ordinata e fine eius erecta, U|x) autem
sit summa rectangulorum item e quovis % et ordinata ex initio eius

erecta : erit
VA= o
t
¢ w{x}bﬂ{#}.’-‘-‘-‘ﬂ{*}s
oo ﬂm I
u(x)

?ﬁ.
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adeoque
vix) .
aix) ;
sed
vix): 2=y,
consequenter
alx) _
=
Hinc si
y=px"

erit (pag. 235)
Aix)=/px*=B(x)=ax**': k+1.

Constans enim est =0, quia pro ¥x=o0 fit

Al{x)=0=F|ol
b. Pro (pagina 230 est
ds=v et ds=ui

Sit enim prius w constans = g (pag. 248), sitque A (f)=s, et (¢} summa
spatiorum sub quovis £ velocitate quee ad finem eius est, ®quabiliter per-
cursorum, {/(¢) vero summa item sub quovis ¢ velocitate, quee ad initium
eius est, qualiter percursorum. Erit

vi)=FDY) et u{f)=£(D(E—F)

atque
v =Sl = uly

et

vl

wlt)
adeoque

v (¢)

-'ﬁ—l:?j--‘—al.

Consequenter £D(f): = D(¢) limes ipsius aif): ¢ pro quovis dato #
est, et v illi respondens derivata atque o/ differentiale est. Est autem

et
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Potest idem et iuxta (pag. 248) fieri, ubi (m—1):m-=1 ita intelligi-
tur, quod detur tale » pro quovis dato .V, utvis parvo £ excepto, ut

m—I 1

" _'I{:]"-._f

sit.
Si vero w non sit constans, sed ex. gr. crescat continuo (pag. 249), est

D (t—i+£10 () > a (8> 1D (t—{ |+£ 1D (t—F).
Sed prius per posterius divisum -—1, et
D{t—8): D{f)—1,
{0 (f): D () ~—o.

iriﬂm__nm.

atque

Consequenter

Pariter (pag. 250)

v = wi,
adeoque
e
et quum ex
T E=F
sit .
= 3
.:‘- = ?1
substituendo fit
P =ws
Consequenter
jt:t'.l = j ws,
sive

J v = ,jw
nempe functio, cuius derivata quoad v est 7, et illa cuius derivata quoad
s est w, nonnisi constante differunt. Sed prius=1v?*:2; itaque
v2=2,[w;

et exhinc prius functio primitiva simul cum constante queerenda ut radix v

obtineatur.
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Ex. gr. Sit (pag. 251, fig. 25) problema motus difformiter accelerati. Est
ibidem

a
w:’;—;ﬁ, et s=a—x,
adeoque
f=—x et Ws=—1,
Itaque

e 1.1 r:
w;é—xz‘L, et wids=—"%

xl'

cuius integrale est
E{ -+ constans,

nam huius derivata quoad x est —rig: xt
Reperitur autem constans sic. Pro x=a est v=o0, adeoque et 7*: 2=0;
hinc
constans = — -’:;{,

atque
v = 2fw s =2rg (% — %}
Consequenter
=X
v=vr '/ﬂg ————
Si vero (pag. 253) vis sit zg: ¥ et s =7 —z, atque &'s=—1, adeoqu
P = | =2 _ —ZE& | constans.
3 r 2r

Est vero pro z =r velocitas o, adeoque

2 —o=— "5 4 constans
2 2
et
constans = -tZE' .
Consequenter

= V"%‘ -{r:—;l-'r

quod pro z=o fit l-"'rg.



SECTIO QUARTA. 607

Ubi notandum est, quod g pro diversa unitate facta diversa prebeat,
adeoque vagum videri posset; at si factores concreti numero ¢ fuerint,
radix u-ti gradus e facto semper eadem erit, dummodo tam factum quam
radix quoad quamvis quidem sed eandem unitatem accipiatur. Nempe

quoad u =1 sit factum f; erit (pag. 113) quoad Au =1 (denotante % quanti-
tatem abstractam) factum

F=f.#,;

atque si ¥ (quoad u = 1) sit 7, erit

V7, =l 55

Bu=1 fpi—1
et hoc est
rd'"F
i
&. ]

In exemplo preecedente sunt quatuor factores in numeratore et duo in
denominatore. Sed ibi quoque duo tantum manent ; nam quantitas concreta
per concretam quotum constantem dat (pag. 535).

¢. Sit adhuc exemplum pro differentiali negativo et derivata negativa.
Quaeratur nempe tempus lapsus per s arcum cycloidis.

Si (fig. 53) pro v scriberetur x, essetque heec variabilis absoluta, negle-
ctoque s quod ibi est, denotet s viam a certo puncto cycloidis incipiendo
super eadem per gravitatem labentis puncti; respondeatque abscissa %
puncto illi certo ipsius s, sitque y ordinata ipsius x; atque tempus lapsus
per s dicatur £, et » denotet velocitatem finalem ad finem ipsius ¢ et imum
ipsius s, spatiumque sub secundo uno, lapsu libero percursum, denotetur
per £. :

§

Erat (pag. 591) £:---—1; itaque

is “J‘i{“'
:=IT, sive f= > i

eumque in finem ds et » querenda sunt. Est

pv=2Vglh—x);
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nempe lapsus non per plana inclinata compacta, sed per curvam fit. Estque
'pag. 294) )

os = (1 (dy)°),
atque (pag. 359)

gf_}l — l'z:r—I_]}':'.

ds =y 2x—1,
Consequenter - _
ds x=t 1 - 1
> = l/a;;-‘m:'m =% A=) I/'zg}'

Estque hoc negativum ; namque pro 4= nx tam s quam £ est o, sed a
fine n-ti £ usque ad initium eius crescit arcus, et ut grave per eum des-
cendat, tempus requiritur; si igitur incrementa ista temporis a o inci-
piendo pro

adeoque

in—1)%, (n—2)% ...

per ordinatas ad fines ipsorum % positas reprasententur, dicaturque ordi-

nata Cix); erit
Cindl— C(ln—1)%)=0—¢,

quod et de sequentibus patet.
Erit igitur (pag. 286)

Y T PR
¢ = Vﬁgfx-f& *
=— /_I-arc oS [l——ﬂ-;-]-l—cnnstans
o Izg Jans /] :
Si vero =o0, tum x =/ ; adeoque
-
o= — '/ 20 arc. Cos. (— 1| -+ constans.

Estque arc. cos.(—1)=u, Itaque

constans = i ‘/ 2-;_,

ST

consequenter
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Si vero x =0, tempus lapsus per cycloidem usque ad punctum imum
erit

T —n
28

Patet quoque tempus undevis idem requiri, ut grave ad imum usque
delabatur.

T

Botval, Tentumen. 1.
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N.

EXPOSITIO BREVIS METHODI, QUA PRIM.E LINE& CALCULI DIFFERENTIALIS
IN OPERE HUNGARICO TRACTANTUR.

Ex ipag. 211/

s - 1 &
WM — o LX) < A BmE,

pro eodem » et hic, deducitur [7-—4. Sed evidentius in opere dicto
hungarico ponitur (Cf. pag. 635

MM —a = foea mx,

per / fractionem veram sive positivam sive negativam denotando et p
scribendo pro i,:,. Nimirum sit fas in gratiam Tyronum quadam iam
supra dictorum magis necessaria hic quoque repetere.

I. Si quotcunque variabiles simultaneo posite fuerint, illa ex. gr. x,
cuius certum valorem ; per integrum positivam » dividere libet, dicatur

primaria, f; per x denotato. Cuinscunque variabilis ex. gr. v vero simul
cum x mentio fiat, valor is ipsius v intelligatur, qui ad finem illius x est,
y autem denotet incrementum variabilis v illud, quod sub illo % nacta
est, quod cum illo x terminatur.

(uatenus si A x: functio ipsa quogue variabilis: dicatur «, denota-

bit # incrementum ipsi ¥ cum X terminato respondens
=Ax—Ax—xi=u—dAdix—x
unde

Aix—%i=u—u.
Denotetur # per «ix.

Il. Ex Aix autem per guastionem primam pag. 205 substituendo
ipsi x prius w#% tum o —nx%, dein w— 21%, ... usque d=p—nx
‘tam p quam » integrum positivum denotantibus: oritur series

Aunx, Aln—uzx) Alm—2%),...,d(p—1x);
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unde quum illico pateat, quovis termino subtracto e precedente incre-
mentum sequenti % respondens prodire, ex. gr.

Apx)— A((p —11x)

esse incrementum ipsius A (3 sub p-to %; in promptu fit incrementorum
pto, (p+1)to, (p+2)to,..., n-to & respondentivm seriem

A(nx)—A(n—1)%), A(n—11d—d(n—2%),..., d(psi—A(p—11%),
cuius terminus generalis (pag. 209

A(mx)— A((m —1)%)
Per dm, €t summam, intermediis se mutuo destruentibus,

: Afy)—A(B)
per A denotari posse.

II1. Si A(x) et Bix) ab » independentes fuerint, Fix autem depen

Unme

deat ab n, et ™ ac %ﬂ limite 1 gaudent, nempe pro utvis magno &
P E m

sit tale idem », ut quodvis m accipiatur a # nsque y, sit
Vm— @m=fm@am, €t Um— bm=fmobm:

tum A4 =05, adeoque
Aly)=B+A4Af.
Nam

Tn —fn =f.u P, Un — by =f:'lg'ﬁu,

fn—-[—-au—l‘:fu—:ﬁﬂu-:, I"n—t—ﬁﬂ—|-_—‘f.:--|()ﬂ5n—n

vy —ay =/pedp v, —bp =/pebp

Et si in A(x cogitetur incrementum A ipsi \y—pgh respon-

dens, expressum per aream inter y—f8 et fines urd_inatarum a fine
ipsius @ usque finem ipsius », et ordinatas ad fines ipsorum /3 ET: »
contentam, sitque pro ordinatis omnibus finitis illa, qua nulla malor

est, k, accipiaturque heec ut realis et positiva: tertia columna non

"
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erit :b-fﬂ—f%ﬁ]-é ipag. 635. At vero hic #—p—+ 1 crescet crescente
n, attamen (n —p -+ 114 nunquam fit rectangulo ex ordinata maxima et
y— @ maius, atque N-—oco, si n-—co. Consequenter limes ipsius 7
tam 4 quam 5 est; adeoque A=25,

IV. Potest vero y utvis magnum accipi si dicta valeant ; neque tur-
batur @qualitas, si parti ipsius y —f ad limitem o tendenti respondens
incrementum quoque tendit ad o.

V. Si de A (x) dicta et de K(x) valeant: fiet
Kiy)=8+ K(B);

et prouti A (g vel K@ additur ipsi B, summa infegrale ipsius wvix
quoad A(x) vel K(x) dici potest.

VI. Si EE-:-] -=C(x) pro hoc ab n independente, tum 2z C|x) differentiale
ipsius A(x) et Cix) limes augmentalts primus) utrumque quoad z et
g —1-mi limitis augmentalis limes augmentalis dicitur g-tus, signisque
*dA (x), “dAx), 94 x) denotari et differentialia altiora supervacanea
reddi possunt.

VII. Preeter modum, quo differentiale queeritur, ut purum reddatur,
plura in opere dicto demonstrantur.
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Pag. 3, ¥. 6 a calce. « Millefariam» vocabulum a Bolyai fictum ad
exemplar vocis smultifariams, qua non crebro quidem sed tamen etiam
apud optimos scriptores legitur, videtur significari voluisse: «in mille partess.

Fag ;. Literas maiusculas, quas Bolyai initio vocabulorum Historia:
Geometrize, Trigonometrize, Theorematis &, scribere solet, hic et aliis
locis non mutavimus,

Pag. 6, ¥. 6. Vox sultimariorum» derivata a vocabulo «ultimarius. ad
exemplar «primariis ficto, et sicut sprimariuss unum aliquem ex primis
denotat, Bolvai hic unum aliquid ex ultimis voluit designare.

Pag. 6, ¥. 1r a calce. Pro «nullos, quod certe typothet® errore
irrepsit, restituimus «nullis.

Pag. ¢ in fine ¥. 7. Distinctionem medise notz inseruimus quo faci-
lius appareat vocem sitques non deberi ad sequentia trahi
lbidem ¥. 13 a calce pro «nuspiams rectius snusquams scribi duximus.

Pag. rr. I, IT, I1I. Tn libello « Arithmetika elejer (Introductio in
Arithmeticam) in oppido Maros-Visirhely anno 1843 edito, pag. 198,
heec legitur finitio temporis:

«Tempus est continuum et infinitum, tum quoad pree-
teritum quum quoad futurum ; sed partium expers tantum ;
et semper alia atque alia habet puncta, quorum quodvis
advenit, omnia non adveniunt, quodlibet temporis pun-
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ctum nec praceditur ultimo quodam, nec przit primum
quoddam; et si punctum b precedit a et punctum ¢
ante b fuerit, punctum ¢ preeit a.»

Quid intellexerit Bolyai per vocabulum «continuums, apparet pag. 24,

§ 4.

Fag. 14. Secundum ea qua In prcedente pagina stabilita sunt pro g
ubique ( erat scribendum, excepto versu 10 a calce, ubi / debuit ei
substitui.

Tbidem ¥. 2 a calce pro sinter B, (» rectivs est scriptum sinter
A, B, O

Pag. 17, ¥. 5 a calce pro «2 schematibuss scripsimus: saltero
schemater.

Fag. 17, schema [. Liceat heec schemata exemplo illustrare. In I sche-
mate 7-mo loco hzc sunt posita:

C—d
A-+b
sc—b,

Positio secunda 4-+& significat cum quolibet « esse quoddam &, vel

esse quazdam 4 ; prima positio c—a denotat esse quoddam ¢ vel quaedam

¢ sine quodam a vel guibusdam . Ex his duabus positionibus sequitur

hoc ¢ vel hzc ¢ simul esse etiam sine isto # vel sine istis &; possunt

tamen esse eiusmodi & quibus « non adest — h=c possunt esse cum c.
.

Pag. 18. Propositionem primam, qua in prima editione secundam
sequebatur eidem prazponendam esse duximus, ut lectori facilius appa-
reat nexus ratiocinationis.

Ibidem v. g a calce obscurum illud: sdenique omner clarius het ita
scribendo : «denique omnia, quee . . . sequuntur, . .. accenseri possunts,
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Fag. rg. In schemate II complexiones quinta et sexta in editione
prima sic habentur :
aa —a —a |aa —a —a
bbb ce bbb ¢ cc

In schemate III vero prima, guinta et septima in editione I hz sunt

cc | ¢ ¢ bbb | cc aa
bbbbbd |—b —b —b aaa|—b —b bbbb
el )

ex his posterioribus duse extrema certe typothetarum mend= sunt; re-
lique ita mutatz melivs conveniunt schematibus paginz 18. In sche-
mate Il quarta sic est recte scribenda:

bb
agaa

[ =

Pag. 20. ¥. 1o habet «si a primas, pro quo scripsimus enisi a primas.

Pag. 20, E. ¥. 4 a calce incipiendo in editione I heec leguntur:

spost # vero datur tempus continuum ex # incipiens,
sub cuius puncto quovis est non 4. Nam in quovis puncto
crescentis 7 in infinitum queeri potest, est ne illud ultimum
vel non? Alterutrum esse oportet (Ax. III}; nec responsio
non sub quovis puncto temporis esse potest; nam si tempus
ultra ¢ crescat et mom sit responsio tum quoque, sub ¢
quoque esset 4 (contra hyp. Itaque est aliquod temporis
punctum, de quo dici nequit, quod non ultimum sit (p. 12,
n® 2/; adeoque cum illud aut ultimum aut non ultimum
esse debeat (Ax. III, et non ultimum non sit, ultimum
est (Ax. IV, 8¢ porro guaeratur ultra p continuo porro
in quovis puncto, est ne . vel non A7 responsio ila
esse aliqguamdiu nequit ; alioquin # ulterius accipi debuisset.»

BoLyas, Tentamsn, 1. 78
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«Si vero datur ultimum tale punctum #, tum in p erit
aut wlitainnem A aut primum won A, Nam aliquod aut 4
aut won A adesse debet Ax. 111; 51 A est, ultrmum A
est; nam post p sub certo continuo ex p incipiente non
est A, ante p vero ab initio ipsius 7" semper est; si vero
sub g sit won A, illud primum non A est; quia antea
semper fuit, postea vero sub certo tempore non est.s
His manifesto falsis ipse Bolyai in editionis I, tomi 1, pag. LXXXVI
substituit illam correctionem theorematis, quaz hic ultimis quatuor versi-
bus paginz 20. comprehenditur.
Bolyai hoc fundamento limitis, quod cardinalis propositio est totius
systematis, statem Suam SUperans monumentum eXegit nomini suo.

Fuag. 27—24 Demonstratio qua hinc a priore pagina in posteriorem
transit minus concinna est, atque ita est supplenda: / portio est totius
T'; ergo complexus omnis eius, quod ex toto prater /° est, — vocatur
R — partem nullam aut tantum indivellibilem communem habet cum
P per definitionem portionis; ergo 4 id quod ~ cum K commune
habet) pars indivellibilis est ipsius 2.

Adnotatio huic paginz sub s addita ex pag. 401, Tomi II editionis
primz tracta est.

Pag. 26, ¥. 12 a calce: «nec in casu allato posse aut non posse ter-
minari quisquam demonstravits, scilicet si queratur quadratum circulo
terminata vel interminata zqualitate sitne aquale.

Fag. 26, §. 7, ¥. 2, vocabula «nonnisi indivellibile utriusque com-
mune habentess contextui inserta et nota in calce paginz addita ex
editionis [, tom. IT pag. 401 ipsius Bolvai consilio adiecimus.

Pag. 27, in altera parte § 7 et porro etiam paullum defleximus a
Bolyai, signis enim =, quo facilius formule legi possint, sensu vulgo
usitato utimur, Bolyai vero hoc loco pro comparatione valorum absolu-
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tornm utitur signis =. Ceterum Bolyai in distinctione terminorum et
signorum maius, minus (&) et plus paucius (=) parum sibi constat. Heec
ubi opus erat emendavimus, at ubi de gquantitatibus natura positivis
agitur, terminos smaius, minuss haud mutavimus, seepe tamen signa
= simpliciora adhibuimus.

Fag. 29, in fine § 10 nota addita «Tab. I, Fig. 1)» consilio Bolyai
pag. XXXV. v. g a calcel deleta est.

Pag. 5o, § 12, ¥. 7 Bolyai szerum» scripserat, cui vocabulo nos
figuram «os substituimus, quam Bolyai plerumque vocabulo ezeruss ap-
pellat, quod secundz declinationi tribuit, nos ubi figura ista voce desi-
gnanda erit semper indeclinabile szero» adhibebimus.

{bidem ¥. 3 a calce pro «¥a, «—bs inserta coniunctione scripsimus
ok, vel —ds,

Pag. 31, § 14, ¥. 5 pro oA et J-B» rectius scriptum est oA B,

FPag. 52, § 16, v. y—3, locus difficillimus intellectu continuo clarus
fit, si vocem subintellectam «termini» idoneo loco inserendo ita legetur :
' cum a simul ponantur, et termini quosvis terminos simul positos
excipientes . . . simul ponanturs.

{bidem pro ablativis «priori, posteriori» usitatiores »priore, posteriores
substituimus, quod et in aliis plerisque locis fecimus.

In fine huius paginze pro «(§ 22i» rectius scripsimus «(§ 23)».

Pag. 74, § 20, ¥. 7 a calce pro scums interrogationis signum se-
quens «Cume scripsimus.

Pag. 75, nota sub » apposita a pagina 401 tomi II. editionis primse
sumpta est.

".i'!*
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Pag. 37, § 24, ¥. 4 vest (per § 7 2<—3, sed 1 non >o, neque
— 1< 0s; exemplum profert differentiz inter signa >< et =< ut
preeparet introductionem novorum horum signorum. Quod (§ 7/ citatur,
ita intelligendum est: si

I4=1=3; I—I1=0,

ex priore harum identitatum secundum (§ 7/ sequitur 2<33 at eodem
iure etiam 2<— 3, sed ex altera non sequitur 1> o0 nec vero e -
Confer: Arrrumerika ELeie, ed. nova, 1843 pag. 13.

Pag. yo, ¥. 5 a calce in parenthesi pro «§ 20+ erronee adlato «¥ 1gs
restituimus.

Pag. 43, v. 4 a fine § 31 pro «—a. —c esset =-h» rectius scri-
psimus «—g. —c esset =—hs,

Fag. 44, nota ad calcem pagina sub s apposita ipsius Bolyai est, et
legitur in ed. I, tom. II, pag. 373, et iterum in tom. I, pag. LIIL

Pag. 45, ¥. 1, sa divisor tertium locum tenens, B, quotus ests;
designationes divisoris et quoti permutari posse patet, ita enim iam a
principio § 27 introduxerat duas has notiones,

Fag. y5,v. 6 pro iis quee in hac pagina in tomo I editionis I sequun-
tur, nempe : o
«Notandum vero nomen guofi vel quotiensis inde

venire, quod in casu ubi divisor loco fertiv stat, ad illam
quasstionem respondet, quale mensum quasi quotum sit
b ipsius ¢ mempe hic 2:3tum); si vero quastio est,
quid sit, cuius si guaratur guotum sit 4, respondeatur :
2i3tum; tam divisor secundum locum tenet, Pro 2i3jto
erat antea 3intum; et & ibi in tres partes |quarum
quaevis=ua est, partitur, atque #/ est quoad « numerus
nominis 3.
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ipse Bolyai substituere iussit ¥¥, 6—i11 in tomo 1I editionis I
pag. 367, § 1L

Pag. 45, tertio loco ultimi schematis pro «1z» scripsimus sovs, uti
consentaneum est versui 2 sectionis 3., ubi legitur edemum sit factor
uterque Os.

Pag. 46, ¥. 2 el ss. pro sa(r)» usitatiorem formam sfunctionis f(rs
substituimus. «Vide ad pag. 207 adnotata),

JThidem ¥. rz vocabulum «Sits in ed. [ schemati prapositum dele-
vimus,

Fag. 48 v, 7 @ calce pro snempe 3-ies» scripsimus snempe ters, et
ibidem ¥. ultimo eunitass stat loco «Unitass,

Pag. 50, ¥. 4 post seiusmodi» luciditatis causa inseruimus vocem
efactorumes,

{bidem ¥. 17, *dummodo N=A non sit+ |pag. 37) ex consilio ipsius
Bolyai deletum atque pro «Sis positum est ssis.

Puag. 51, %. 1, a9 scribi debuit pro «Z™ 71,

fbidem § 75, sub I, ¥. 4, vocabulum smillionesies» quamquam La-
tinum non est, non mutavimus.

Pag. 52, III ¥. ¢ luciditatis causa litere 7 preepositum est sangu-
luss. — Ceterum Fig. 1. ed. I non exhibet clare «fasctam u»y, quee nihil
est aliud quam pars arez anguli 7 inter parallelas sita.

Pag, 52, ¥. wifimo suti (Fig. 2) ostendits significat aream anguli
a=b--—f complecti aream anguli a'==bd'-=-..+f" et praterea etiam,
tfasciams g.
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Fag. 53, ¥. 1o, in edit. | nulla Figura: 3 fit mentio, nec invenitur
in tabula.

Numerale [” prazpositum est versui primo huius pagine ex pracepto
pag. V. ¥. 11 a calce editionis I.

Fag. 55, ¥, J. post «imo» particulam sads inseruimus.

Tbidem, ¥. 7. pro smaiuss scripsimus «pluss,

Ibidem, ¥. 9. verba «aliqguamdiu saltems uncis inclusa sententiam
ipsius Bolyai secuti omisimus. )

Tbidem, ¥. 12. a calce post stamen fiat os, clausulam sneque nega-
tiva» addidimus.

fbidem, ¥. ultimo distinctioni () inter voces rests et sterminaturs
maiorem (;) substituimus.

Fag. 55. In theoremate eiusque demonstratione, quae sub VI et VII
proponuntur, ubique signa squoad valorem absolutum maius vel minus»
adhibita sunt. Considerantes quantitatem ¢ respective pq @que posse
positivam et negativam esse, signis «quoad valorem absolutum maius et
minus» notantibus usi sumus, imo plerumque vocabula ipsa iis substituimus.

Pag. g7, v. r s(cum id in » mquale o sit), quos scripsimus pro «in »,
quo (cum id=o0 sit)s,

Ibidem, ¥. 8. Bolyai szpius utitur forma hac vitiosa «propissimuss
pro sproximus», quod ubique substituimus ubi animadversum est; hoc
loco oculos fefellerat.

Fag. 61, ¥. 7 pro «crescendo» aptius visum est scribl screscenss.
Ibidem ¥. 12 spropissimer emendatum est in sproximes. (Cf. Adn. ad

pag. 57)-

Pag. 63, XVIII ¥. 7 pro sresiduo » ex ¢» scribendum fuit «residuo
r ex (.

fbidem ¥. 10 a calce loco sa'=c"+ rectius posuimus sa'=_"s.
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Thidem ¥. 6 a calce loco sest; cuiuse scriptum est sest, quarums.

Postrema pars huius articuli ad fasciam (pag. 52/ memoratam spe-
ctat, et huius singulas partes designantia u, w et ipsa eiusmodi fascize
sunt, sicut et .

Fag. 66. Nota margini- inferiori huius pagine apposita e pag. XXXVII
tomi I editionis [ est desumpta, nisi quod in ultimis =quationibus sig-
nis = per mendam typothetarum positis signa == substituimus.

FPag. 67, ¥. 4, loco sresidvum v ex (b=4#)» scriptum est s«propter
=4£' residuums.

FPag. 67, ¥. & legitur «sed hae partes per a) demi possunts, conclusio
hec vitiosa est, quum portionibus arearum, de quibus hic agitur, quam-
vis minute supponantur, adhuc semper possunt esse etiam in silu coin-
cidenti arearum 4 et B particulee communes,

Ceterum propositio hic demonstranda ipsa vera est, imo vera est
etiam rem in genere affirmans sequens propositio: «57 ex arets fermi-
nate aequalibus portiones terminate aequales exscindas, areae resi-
duae efiam terminate aequales suni».*

Pag. 68, ¥. ro et sit 'qum‘endum ;CS » scriptum est pro eet sit
2C ’
3.5

Ibidem, ¥. 7 a calce pro «(facto x dicto)» scripsimus «(facto dicto x)».

Pag. 71, ¥ 7 inter srectz auts inseruimus seiusdem determinatio-
niss. Nempe, ut e sequentibus apparet, » etiam negativum potest esse.

Pag. 72, ¥. 6 et 12 pro sseds scripsimus cets.

* Vide Réthy «Végszerden egyenld terdleteks in Magy. Tud Akad. Ertesitd 1890, 1893 — idem
Germanice «Endlich gleiche Flichens in Natorwiss. Berichte aus Ungarn 1890, 1853, — Math. Annales
B4 38 et 42 ot loco hoc posteriore etiam H. Dobriner: +Bemerkunges ete.s et oGleiches von Gleichem
gielit Gleichess,
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LPag. 77, Y. 12 a calee vex wm este ita supplevimus sex w sum-
ptum ests,

FPag, 74, ¥. 15, sests in esits mutavimus.

Fag. 70, ¥. 68 a calce. Loco inequalitatum hic positarum in Ed. 1
erronee ita fuit scriptum

mo+h—Mo—k< | +i—1,
DD < ) +i—¥,

Pag. 77, sub XX/IV ¥, 1 articuli 2 inter uncines vocabulo +opposi-
sitiss substituimus snegativis* et signa usitata =, =, = sicut vocabula
maius, minus adhibuimus,

Pag. 77 verswm wltimum ipsi insernimus, at ibi pro siisques legen-
dum erit satques.

Fag. 79, ¥. 7. Vocabulo sconstanse hic Bolyai eiusmodi voluit notare
quantitatem, que neque = o fieri neque ad limitem o tendere possit.

Pag. 81, sub 3., el pag. 82 v. r signa = < sunt pro signis ><
posita.

fbidem ¥. 7, a calce post ¢queevis alia» supplevimus «literas,

lbidem ¥. 6, a calce pro »ac si e», scripsimus sac si co.

Pag. 81, sub 6. In Editione I hoc loco =mquatio resultans sic fuit

apposita :
kn+k _ kn __ kn+k 1
kn T kn kn — on’

Ibidemn sub 7, ed. 1. sic habetur
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: A "

m
«Nam differentia ipsins 1 ab a1 St
nt1—n 1

d —o. WL
quod -— 0.2

FPag. 85, . 8 et g ex consilio ipsius Bolyai corrigebantur.
lbidem ¥. 13 intra uncos sper XXV. 2. correximus in: rper
XXV, 3.»; porro ¥. 7 inter screscit, non fit» inseruimus sets

Fag. go, ¥. 1. inter @, x vocabulum «respective» inseruimus, foidem
¥. 4—7 quee leguntur in ed. I sic habentur: scuius differentia ab
a a't
(a= = +z) est z— o, quod -— o (ut suprajs,
Ibidem ¥. 14 in ed. I est: i
ﬂ:—"r w{'_ . &J -
(£5 =xmt) (=09
quod luciditatis cansa seorsim ponere placuit.
Ibidem ¥. 5—& a calce in ed. | ita habebatur: «cuins differentia ab

[ =’:+z] est z—ﬁ—fiir-.

Fag. gr, Quee hic ¥ 1—4 continentur in ed. I ita sunt exposita:
; . . a—+w' a'+o'
scuins differentia ab {.x:-— = +ﬁ] est p— g g
Fag. 97 v. 9 a calce. Notandum est in ed. | in hoc capitulo et
etiam alibi solos numeros paginarum esse allatos, nos vero facilitatis

causa etiam numeros theorematum addidimus.

Pag. 93, 5. Heec ratiocinatio non potest constare si

() ¥
b1 i
o H1=0, vel r+1~0;

quod auctor ipse annotavit in «Arithmetika elejes, Ed. nova (pag. 246).

Bovyar, Tentamen, . ki
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Fag g6 et ss. XXIX. Ubi de potentia agitur sepius non enuntiavit
auctor @ et 4 positiva sintne vel et negativa.

Pag. g6, ¥. 7—8& a calce, oratio hoc loco parum diligenter est com-
posita, attamen facile intelligitur, itaque nihil mutavimus.

Fag. 97, ¥. 8 a calee ordine paullum mutato pro e=1=4"» scri-
Pﬁ;mu_ﬂ =gt =1s,

FPag. 98. ¥. § et 11, terminos utriusque partis squationis prima per-
mutavimus, ut continuitas sensus clarius appareat.

fbidem v 2 et 7 a calce in editione prima sequentia contine-
bantur :

erit intra « quidvis =x'—w, et ultra » quidvis =x"+w.

Pag. gy, ¥. 1 inter uncinos numeros XXV, 11 inseruimus.

Tbidem ¥. 2 pro saut =aut>>» scripsimus: aut= K aut >,

Ibidem v. j—5 verba «neque primum non tale; nam si ultimume
que certe erronea sunt, ita supplevimus: «ergo primum non tale, nec
enim plus gquam A" producit; nam si illorum ultimums.

Jfhidem ¥. 6 post «non tales insertum est «einsmodis.

Jhidem . jo—i11 in ed. 1T erat: ssit illud= K+ i=o0 vel cui-
dam -, et ¥'—a"=K—i',

Ibidem v. g a calce swqualiss correximus in saquales.

fhidem v. § « calce +omnibus positivisi» insernimus.

2 | 0 1 -
f"ag'. 2T L ca:’c.r pro ern;:meu lp.-vel{ " ﬁ_—'.rel-r.‘_' - Te
g = : . - f.__,..
ciusscripsimus ; «p <" et p-— _

. # . - i il
fbidem v. ja calce pro «maiuse clarins exposuimus « = w1} S

Fag. ioo, ¥. 4, verba sdum radix >1+ inseruirous.
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FPag. roz—io3. In theoremate 8. eiusque demonstratione designatio
«integers significationem habet integri positivi. Ceternm demonstratio
non penitus absoluta ita est supplenda: Si N> 1, supponatur s, quam-
vis magnum sit #, tantum ut fiat;

"+

>N id est m>nN=—1);

expleatur tum insequalitas secunda pag. 103 sic:

)'} ﬂ_:ﬂ-}ﬁ} H

[#:—I

sponte sequitur inde, quamvis magnum sit n, dummodo m > n{N—I)
supponatur
HF:—* VN>,
itaque ¥V No=1, si m -~ oo.
Expleatur porro simili modo insmqualitas ultima sic:
n \" n 1 .

E e
sequitur inde, quamvis magnum sit », dummodo m=>n (N—1} suppona-
tur, erit tamen

n - P
A1 Vi<m
itaque VFi—=1 8 m-—co.
Pag. 103, ¥. 9 rectius ,7'_ scripsimus pro ..

Fag. rog, ¥. § mutavimus ex sententia ipsius Bolyai in ed. I indice
rerum pag. X, 10-mo.

Fag. ros, ¥. § mqualitatis signo intermedio falso apposito omisso et

ordine inverso scripsimus :
n
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z=RB", z=1Vz™

Fag. 108, art. 16 ostendere vult difficultates, que oriuntur si po-
tentizz elementaris conceptum ita velis generalem reddere, ut rata
maneat etiam si exponens incommensurabilis sit. At generalem potentia:
definitionem contineri serie exponentiali, si incommensurabiles et com-
plexi exponentes occurrant, probat Bolvai pag. 193, 536, 546.

fbidem y. r—2 qua uncis inclusa sunt, ipsi inseruimus, et ¥. 4 a
calce particulz sseds substituimus «pams.

Pag. 113, ¥. 6—7 a calce. Qua hic uncis inclusa sunt a nobis in-
serta sunt; scilicet ex sententia auctoris multiplicatio ope imaginum
pag. 41. § 28 peracta est, sint videlicet termini imaginis secundum or-
dinem u, A, £, (| et primus terminus imaginis # =1, tunc terminum
ultimum (° productum factum: duorum terminorum mediorum 4 et 5
esse dicit quoad w==1, et si duo termini medii @quales sunt, nempe
A=A, secundum Bolvai C=4" quoad n#=1, quod sic notat:

(=4"quoad u=1.

Eadem prorsus significatione accipiendum est factum AEC . ..
quoad u=1 et A" quoad u -=1. Considerantes hoc modo notationis
adhibito wquationes non facile posse primo conspectu percipi, potentiz
vero paginis 113--116 persazpe occurrere mentionem, pro A~ iquoadw=1)
ubique designatione 'A"].., sumus usi.

Haud superfluum erit deductionem propositionis f= /4" " designatio-
nibus pracisioribus ita ad finem perducere : Ad instar imaginis secundz
‘pag. 4!, § 28/ possunt apponi (pag. 112

ﬂ#="'-'--'|| .'}' “-—.'}' N ::.:, H H"'-f..

M " ! "
U___ F_ ¥ U . ol S # il 'l"l-.F'
Hﬁr'_b""]‘ b‘"m»-' b; ny = n'rr;n\mr £

sed
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-H'--'--'-; l.
v £
itaque
. .
T I
et quum itidem
a
bty L

habemus

Si eiusmodi novus factor ¢ accedat, constructis denuo schematibus

n _’:':‘=H'=!- be' '{,;:u—‘--ﬁc; n _fr =a, b¢ '%T""" . b
U’ ' U‘ [ P i
l-pl_' —U’—I &EF";;“—-&; HEpt -—'P‘—_-:a éEF:_’F?iJ‘-EI
habemus
et ,{f ;

id est F= e
Preebeat exemplum demonstratio regule sequentis:

(@), =[([a ]Lr-ul’]u T“J_A:_-.

Nam
(@) ymy =G

[@2,..0),_=((4=)],_= g (0@t
S 4 P R (4 P

= ":t_rr--l *’l‘-l ‘Eﬂ—:

itaque

Ceterum tota hsc ratiocinatio preecipue id videtur sequi, ut viam
preemuniat introducendi notionem quantitatis imaginariz.

Fag. rrg, ¥. 14 sponte patet, quia log.u =log.1=0.
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Fag. rzr, initio capituli in hac pag. incipientis numero mendoso
XXXI substituimus verum XXXII.

Ibidem ¥. 12 capituli Bolyai habet: «Insigniantur realia quoad —i1
puncto supposito; ex. gr. ¥ —4=<-2+; nos scripsimus: «Insigniantur
realia quoad —1 litera 1 postposita vel anteposita; ex. gr. ¥ —qg=--21.»
Hanc veniam sumpsimus nobis ut lectionem facilitemus, nam desi-
gnatio (raussii universim recepta suo sponte applicat se ad mentem
Bolyai nostri; litera 1 eodem modo quo punctum Bolyaii pro abbre-
viatione locutionis tquoad u = — 1+ est sumenda; et hmc est causa,
cur pro I non scripsimus 7 sed 1.4,

FPag. r2z2. ¥, 14. a calce pro 2.+ 3» scripsimus s=-2, 3».
Pag, 124, ¥. 15 post vocabulum srealis» addidimus: epositivas.
Thidem ¥. g a calce pro «& varieturs scripsimus svarietur £s,

Tbidem ¥. & a calce «(per 1.2.3)» delevimus.

Pag. 130, sub 3. ¥. 4 pro s«x"t=a» scribendum fuit «x*=as.
Ibidem ¥. r2, pro

w=Ta=V7Va"
x=Va=V Vam.

scribendum fuit :

sic etiam in sequentibus ¥. 77 ef 74 signo = substituimus =.

Pag. 134, ¥. ¢ a calce vocabula sparenthesi novas occurrunt; in ed.
I nempe cuique signo | parenthesis erat subiuncta.

Ibidem ¥. 7 a calce numerus valorum falso 32 dictus in 16 muta-
tus est.

Pag. 175, ¥. ¢ ante vocem siteme+ verba eprimum nempe et ulti-
mum+ uncis inclusa deleta sunt, porro pro sper 2.2s rectius scripsimus
sper 2» sicut et pro €2.2.2.2.2=32+ posuimus s2.2.2.2=10s,
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Pag. 136 capiti in hac pagina incipienti numerum iustum XXXIII
preeposuimus loco erronei XXXII.
dbidem ¥. 7 a calce spactors correctum est in spactos.

Pag. rg0, ¥. 1 ef 2 signis communibus +— utimur pro =, —, et
¥. 13 intra uncos post sminuendos vocem «dictos omisimus.

Pag. 144, ¥. 7, .g:._".;i. adiecimus, at ¥. 9, «(si x'7: a dicatur u)»
delevimus.

Pag. 145, ¥. 7 a calce interpunctione mutata pro «Quods debuit scribi
squods.

Pag. 146, ¥. 4 a fine art, 6. pro g+ %ﬂ,n’: rectius scriptum
( D—dg
est ¢|g +—— )dr,

Fag. 148, ¥. § pro «V'3 ipsi av scripsimus «3 ipsi as.

Ibidem ed. I in ultima formula theorematis sub 10. exhibiti et typo-
thetarum menda et in demonstratione subsequenti errores per incuriam
admissos habuit, quos omnes emendavimus, ut puta: ¥. 6 a calce pro
evalores numero pgs scripsimus, svalores numero non maiore quam
pg» sed suppressimus, que post sipsius VP O sequebantur, nempe:
eneque huius alius valor est, quia nonnisi numero pg sunts. Porro in
ultima squatione huius pagine pro=scriptum est =.

FPag. rg9, ¥. 6 rectius visum est = scribere pro «=a.

lbidem sub r2. ed. 1 ubique signum idem =habet; ¥. 3 addi placuit
«Itas. Hic allegatur theorema (pag. 105), — quum tamen ibi demon-
stratio de quantitatibus realibus solis esset facta — hic supplendum est
theorema pag. 129, ¥. 3 a calce exhibitum, secundum quod =quatio

Vamy/ 475
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etilam pro numeris complexis rata est, ideoque etiam
_: F ¥ s ]
Va:v =tl/ b
Ibidem ¥. 6 a calce sub signo | ultimo Q" corrigendum est in O™,
Pag. 152 Deductiones inde a ¥. 8—16 facta eo magis valebunt si

y
o<y

fuerit, quocirca certe constabit

u &#
et < 1"
esse,

Pag. 153, sub 17, ¥. 3, itemque pag. 158, art. ultimo ¥. 1, pro
ssequentes scriptum est ssequentis,

Fag. 155, num. XXXIII in XXXIV, item pag. 161, num. XXXIV
in XXXV erat mutandus.

Pag. réz, ¥. 15 € 16 pro: stam ¢, quam x+5 ests scripsimus stam
€, quam Xx cum - ests.

Fag. 164, v. 1, verba esigno — sublatos addidimus. Bolyai in hoc ca-
pitulo differentiam inter signa =< et ><{ non satis accurate obser-
vavit, quod suo quogue loco emendatum est.

Fag. 166, In fine art. 4. sententia auctoris non satis clare est ex-
posita: ceterum theorema initio articuli propositum planissime demon-
stratum est.

Ibidem ¥. 1o a calce inter x et ¢ coniunctionem set» inseruimus.

[bidem ¥. 4 a calce et tum porro pro ¢ introducta est litera », in
hac enim editione ¢ imaginaria denotat.
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Pag. 168, ¥. 7 a calce et deinde porro pro litera #, cui aliam signi-
. ficationem tribuimus, introducta est litera /.

Fag. 170 ef seqg. ubi Bolyai literis M, N ... numeros Romanos
denotat, loco «M—1, N—1, N—+41, .. .» distinctionis cansa visum est

scribere «[M—1], [N—1], [N+1],...»; porro pag. 171 siglis -ﬂ}, M
substituimus «[28 ], [2.M']s.

Pag. 171, ¥. 0. Pro set altera-— A'» satius videbatur apponere ipsam
quationem :

1R e S v e o= A

Ibidem ¥. 10 a calce addi potest illustrans hoc supplementum : sitaque,
quum uu' -— AA" et uu'-— AA'

W —uy -— 0,
unde pro m quamvis magno fieri potest
' — un' < .
Pag. 172, ¥. 2 Bolvai scripserat sac positiva <4 fuerits, hinc sub-

stitutum est: «ac omnium terminorum positive acceptorum summa o' <A
fuerits.

!&:n’em ¥. penuitimo loco ssi m non sit<| —-% scriptum  est
osi .ﬂ'::v- %

Pag Fi ) ¥. 6 pro «f= :Fl » s-:t'tptum est if— *:;il

Jbidem ¥. 8. pro

scriptum est :

Bovval, Tentamien, I, Bo
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lbidem ¥. 15, ed. I habuit mquationes sequentes :

A B (et A

,H_[',r,) et (,‘-r-ﬂ:f.'.‘(:»—. ’"”_:-j)

H=+3

quze errone sunt.

Ibidem v. 16 et pag. 174 transscriptio facta est ex praecepto auctoris
(Vide ed. I, errata pag. LIX—LX,

lbidem ¥. y a calce o(1<xr» scriptum est pro s(1-4xis.

lbidem ¥. 2 a calce inseruimus «(£ et & positivis)s,

Fag. 177 in nota sub « ex. ed. I. pag. LIX addita:

. e—n—2 . H4+2—g
Y. I, pro « - scriptum est: -
P n=+3 . P “n -+ 3 i
Y. 2, « «Accipiturs . «  «Accipiaturs.
P £ — i n—e
T 3 nb1 ' S == R
«  se—pn negativ.s « " an—¢ positivume,

¥. 4 pro «maius negativum prodits scriptum est: smaius prodits et
pro everz negativos SCTipsimus svera® positivo.s

FPag. 174, ¥. 5 post :;—-_-'-_-?:-mx «decrescens» deleta est.

fbidem ¥. rr a calce pro «posterioribuss scriptum est »postremis.»

Pag. 175, ¥. 6. Conclusionem : ssumma seriei tendit ad oco» addi-

dimus.
foidem ¥, 15 post voces «ut summa eorums ed. I heec habet: ssie
exponens seriei qui ad @ est, constans maneret, sit = aut b, B

item ¥. 18 post parenthesim erat: ssit = aut = 4». Hac mutavimus
ut sententia auctoris facilius intelligatur. Theorema in art. 7. propositum
aliter et sic potest pronuntiari: Sint duo termini se invicem excipientes
cuiusdam date seriei in genere u, et u,.é ubi <1, positivum et a
certo quodam termino incipiendo non decrescens; si qualecumque quod-
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dam ¢ supponatur constans, series geometrica comstruatur, cuius expo-
nens sit istud ¢, et si summa terminorum certi numeri huius seriei non
fuerit minor quam numerus constans &, series data certe divergens erit.
At enim

L

b=u,+un,. e4 - +ue=u, =

et inde sequitur

<< b <" i
1—e

s s s M . - - : £
si igitur limes l-::, cum # infinite magnum fuerit, non erit o, series data

divergens erit. Sensu inmqualitatis huius est sumptum & in exemplo
pag. 176 allato; cumque porro identice sit

]
. o] =x, [I'—h]= - H.E.. —
I—£ i, By=—1n4 s

hoc criterium divergentiz idem est cum criterio pag. 177 exposito.

Pag. 176, ¥. 77 omissis uncinis et = %- superfluis simpliciter scri-
psimus r-;--i- —;--—1- ; > 1»; similiter ¥, 13 signo = substituimus >.

Pag. r77, ¥. i1 incipit observatio ipsius auctoris, quam pag. LXXXVI
ed. I exposuit, queeque hic videbatur inserenda. Theorema hic propo-
situm demonstratur pag. 588/9.

Pag. 178, ¥. 1o a calce. Propositio ab auctore citata singularis
casus est eius, qua hic usus est. Si spectes propositionem non esse
distincte enuntiatam, accipe hic accuratam demonstrationem propositio-

nis ipsius :
Si
Elﬁ]'ﬂ""-l!lrn|_-f"-‘l}
v, v, Un
tum etiam

Ut~ i
?, 0,V
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excepto eo casu, si maximum valorem e, per »;, notando sit:

I
|lzll| +I'IJ m ndlLl +1I'I.|-| = O,
i

Nam sit N quamvis magnum et qualecumque, semper erit :

:1' ml Ml s

Su, - Fo (Y1) Zae
imp — fu=p v, fami I
el _] T ’ - {: m )
=, = o 20

ey =y T

quia pro eodem N

i . .
iTi_'I‘ﬂ'.:Nr {£=I. 2, ... m

fieri potest.
Denotetur per v; maximus valor cuius »; capax est, erit:

S,

Jisi m
< [ W
= v; — - = U

imy joimy

hoc est, si casum supra allatum excipias, finita quadam quantitate minus,
et inde cum N ut vis augere liceat

.E‘ﬂ. :;“w' O ['

[T} fe=g

quod erat demonstrandum.

Pag. 178—8o. Ad theorema generale hic tractatum spectant sequentia
tom. I, ed. I, pag. LXXXVI exhibita:
«In opere hungarico dicto ipag. 154) aliter demon-
stratur.
Nempe si duarum serierum convergentium termini £ et #
fuerint, summaque terminorum usque ad p-tum fuerint T
et U/, atque ¢/ et 7T ab # |quod utvis augere liceat| depen-
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dentia sint, {7 vero et quodvis ipsorum u constantia maneant :
tum si ; -~ 1, nempe pro dato utvis magno /N detur tale
#n, idem pro omnibus dictis terminis, ut

t—u<u:l, adeoque {—u=jfou,

per f fractionem veram positivam vel negativam intelli-
gendo, atque ¢ scribendo pro 1:N; tum erit 7--I;
imo si terminorum post /s sequentium summsz (proprie
summarum limites) fuerint r et o, series ipsius u erit
U+ w, et series ipsius ¢ erit 7+ 17 ; atque

‘ T+i1—(U+a)-—o,
51 p-—co,

Nam 77— tendit ad zero et tam r quam o limite o
gaudent, quum’ series convergentes sint; adeoque et 1 —w
limite o gaudet, eritque 7+ 71-—U+ w.

Quod 7 tendit ad I/, patet, si (in squationibus sequen-
tibus additis)

t — = fipuy,
t —uz = fapus,

# &

lp —up=fppup,

columna ad dextram ponatur =x¢l/; eritque
pom it it oy,

Et si terminus in numeratore is, quo nullus maior est,
sit #, accipiaturque positive et realiter, columna ad dex-
tram non erit maius quam pkel/: IV idest p&: N Hoc
autem tendit ad limitem zero ; nam sit £ = fjus, hoc minus
est quam wy, adeoque p& minus quam puy, itague finitum
pro dato quovis p est, /N autem tendit ad oo, quum
NN manente p et £ utvis augere liceat; si ex. gr. pro dato
utvis parvo A accipiatur N>pk:4, fiet pk: N<4; et



638 ADNOTATIONES pag. 179182,

si detur tale # pro quibusvis terminorum dictorum, accipi
maximum eorum potest.

Applicatum hoc ibidem est ad demonstrandum, quod
(142)" et
x
2.3+

limite eodem gaudent, si # -~—co et plura alia.

Sensit defectum demonstrationis ipse Bolyai, quando — in emenda-
tione pag. 635 ¥. 15 — sibi profecto conscius singulari cum gravi-
tate premit terminos residuos serierum tam constantium quam variabi-

X+ -+—

lium #, et =, simul, minores fieri debere quamvis parvo valore, qui cogitari
potest, dummodo # sat magnum sit. Demonstratio auctoris strictior fit
in applicationibus — in Tentamine una tantum invenitur applicatio
ipag. 179, 180), in opere Hungarico plures sunt; nam ubique in duas
partes dividitur eius demonstratio: ostendit quidem prius terminis resi-
duis serierum tractatarum tam constantium quam variabilium ¢, et u, huic
criterio satisfieri, et postea monstrat summarum terminorum priorum p —
numero finito — utriusque seriei differentiam 7,—{/, minorem feri
quam valorem quamvis minimum cogitatum, dummodo parameter
seriei vartabilis n maior sit valore gquodam satis magno, unde deducit

T+t,— U~+uj-—o0, si n-—o0.

Post h®c ad pag. 180 adhuc notandum est, numerum /V ut et pag.
178 liquido apparet, in inmqualitatibus primis non esse necessario unum
eundemque, sed posse occurrente casu etiam maiorem fieri quam ¥. 6.

Pag. 179, ¥. 6 a calce pro -ﬁ- posuimus "+}{?"
Pag. 181, ¥. 1—=2 in ed. 1 sic habebantur: «tum pro ille m quivis
quotus eiusmodi |ut antea) fit -f;-—-; adeoque et factum ex eiusmodi

factoribus est <J f-.?‘"’ quum MN>1 ponatur-

Pag. 182 numerus XXXV in XXXVI est mutatus uti convenit.
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Pag. 184, ¥. 13 signum = inter (1+ —L—]"et (1 —:’—}* supplevimus,

Ibidem ¥. 20 pro « ':_':" 1—2a

¥ em 1 i i
endatius scriptum est « =

Fag. 189. Inde ab art. 2 ex instituto nostro pro «/» ubique scri-
psimus fs,

Pag. 192, ¥. ultimo in parenthesi «—1» erroneum in «— 2» muta-
vimus.

Pag. r9¢4—r95. Bolyai pag. 195 inde a vocabulis «Datur autem pro
quibusvis realibus 4, B, cet.» incipiendo logarithmi definitionem plane ad
sententiam nostri zvi exhibet. At contra definitio «logarithmi elemen-
tariss, uti pagg. 5! et gb legitur, sicut pag. 194 a vocibus «Nempe
ipag. 51 et 9B est cet.» incipiendo exempla allata manifesto ostendunt,
omnino laxa, poterimus dicere, soluta est. Conclusio inde sequens, a
Bolyai silentio suppressa, est, hanc laxam et solutam definitionem
reiiciendam esse. (Cf. pag. 536 § 121

Pag. rg5, ¥. 4—5 nota vocabulum «decies millionesimas» pro scen-
ties centum millesima.»

Fag. 197 et ss. Ed. 1 potentias functionum trigonometricarum hoc
modo notat e=cos. x", sin. x™...» In hac editione pro his ubique aut
«(cos. x)*, (sin. x}* . . ., aut €cos.™ x, sin.™ x . . .» posuimus.

Pag. 199, ¥. 5, pro +(Fig. 17)s scribi debuit «(Fig. 17. bis).»

Ibidem ¥. g verso ordine pro «= ab aut < abs scripsimus «<<ab
aut > abs,

Pag. 200, ¥. 11 vocabulum sinde» addidimus.

Pag. 201, art. 5, ¥. r vocabulum esuperius» deletum est sicut et
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V. J deleta sunt «C superiuss. Y. 7 totus insertus est, sicut et ¥. 9
vocabulum sindes.

lbidem, art. 6. ¥. 1 «=¢''~*s deletum est; porro ¥. 7 exeunte pro
we'’ s scribendum fuit «g? - 1s,

Pag. 205, ¥. 2 mendum typothetz emendantes pro «log.» scripsi-
mus «log. (—3s,

FPag. 204, ¥. 1 textus pro «pracedentes scripsimus «preecedentis.

FPag. 206, v. penultimo quoad definitionem functionis absolutz cf,
ed. I, pag. LXII, tomi I et ed. huius pag. 593.

Fag. 207, v. 12 ex instituto ssequentis scriptum est pro ssequente.s
Sequentibus versibus loco denotationum a Bolyai propositarum pro
commodo lectoris alias adhibere visum est, ita scripsimus :

v.lprodDx... &fx ...
« dPx... d&fix...)
.4 ¢« D=y .. . Kfix,y .. )
« &Qx, v .. .idem
.5« dDxy ... dfix,y ...

Porro notandum est in ed. I inter artt. 2 et 3 huius pagina inserta
fuisse sequentia:

Interim ut Twvrones, partim per literas antepositas fac-
tores per superius ad dextram positas vero quod etiam
fieri solet exponentes imtelligere consveti, minus confun-
dantur ; et partim tradenda clarius discernendo facilius per-
cipere  queant : liceat  diversas functionum formas ipsas
arcubus, penitus ant mMagls minusve, supri vel infra auot
circumeirea literam numernm alindve signum clausis, deno-
tare ; ea cum determinatione, ut signum ita inclusum per
id, quod clausum est, amittat vim quidguam alind praeter
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functionis formam denotandi, etsi non clausum aliudquid
denotaret.

Ex. gr. Ox, @x, y..., @x, d)x, (B, (Flx, (U)x,
(ajx, (blx, (flx, fuix..., &%, functiones quasvis significare
possunt. Ita (six potest sinum arcus x, ( » ¥ sinum versum,
(£ix tangentem, (§lx secantem, Sy cosinum, ( ©2)x cosinum
versum, (7)x cotangentem i§ux cosecantem; quorum ple-
raque uno calami tractu scribi possunt.

Ita si z sit sinx, arcus ipsius z per (a,siz, et si a sit
tangx, arcus ipsius u per (afiu; ita log. nat.y per (/ly,
log. vulg. y per (Ljy, et numerus cuius logarithmus z est,
per (n, [)z, vel (n,Llz, denotari potest.

Hezc omnia designationes in hac editione adhibitas spectantes omit-
tenda censuimus.

FPag, 208, sub 7. ¥. 1, mutato tantum verborum ordine scriptum est
viam in A (x) substituatur x—+z Ipsi x».

Ibidem ¥. 17 recte scribendum fuit .{1 ia_r_-+-:__!-_—.‘1 1, pro « A) I?:+1-'- "

lbidem sub 4. erroneum wipsi 7» emendavimus scribendo eipsi x».

Pag. 200, ¥. 12, pro (. A)35—A) (3—2) %+ scripsimus ut res postulat
0. (3%)—dA (2%)s.

Thidem art. 4 versu ultimo vocabulum sserieis;, quod Bolyai post
vocem sterminus: per oblivionem omiserat restituendum censuimus, hic
enim ubique sterminus seriei generalis» tractatur.

Pag. 210, ¥. 5, quee hoc loco in ed. I inter vocabula «generaless et
tdenotenturs inserta fuere, ordine paulum mutato in ¥. 6 et 7 relegavi-
mus hoc modo: pro

ofd)mai—|A)im—1}% et (B)mi—(B) (m—1)is
ex instituto nostro scribendo

Botral, Tenamen. [, i
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a|mi|=A(mx—A(im—1:%)
bimel=8Bimxi—B( m— [J:i:},

fbidem ad locum ultimum nota definitionem functionum absolutarum
et non absolutarum inveniri in ed. I, pag. LX1I, sub III et in hac ed.

pag. 593.

FPag. 211, ¥. 6, post sidems inserendum censuimus: et in serie

huius A (x) termini omnes eodem signo gaudeants; secus enim pro

ina&qualitate {'—.4 < ﬁ scribendum esset

U—d< '-l-iall.t'i"l"dli#?'.'.-l-‘“"-lﬂuiﬂxl .

Conditioni restringenti in functionibus hic tractatis intervallum o et
nx=a apte dividendo semper satisheri potest. «Cf. pag. 611 sub IIL,

Pag. 212, loc. penultimo, posse n pro quovis 2V ita augeri, ut quando

E = o fuerit, quodvis ipsorum f, g, 4, . . . fig. 19) sit minus quam no-

minis eiusdem litera maiuscula per JV divisa, et quidem pro eodem =,

etiam ex sequentibus manifestum fit. Pro y=pgx 4y et w=gx est:
ot ;s

7= = I -
4 il},&é+yy—-,_!—w& i’tjﬂi'—kyl—-é-ﬂ:é_{- (2.3—1) fE+y

et generaliter

wimp)—ami _ B
a(mx T 2m—1)Bx+y
Tum ut fiat
1
|:}:?r£—'n,&i:+y‘::ﬁ’

scilicet quod idem est
1

I
g L
am —1+ 73

sufficiet pro ; >0 accipere
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?:}N sive ﬂ:-"" @-

Si vero y=o est non potest tale n reperiri pro guo/ibet m; nam pro
- 1+

a

est

uimii—a(m#) _ 1 <
a(mx) = am—1 N '

unde pro m substituendo _l!lj' sequitur loco conditionis pag. 213 ¥ 6 a
+N)x

calce indicatz sufficere n'.‘::a-LI = accipi.

Si vero pro y=o sit n<'——-—- hc-c E5t M < '+'N. erit etiam

u_:lmx!—mmxj

a(mx) ',N ’
Notandum etiam in ed. 1. ultums sequatmmhus pag 213, interpositas
fuisse has imagines transitorias ex: Not+-a) xi_-ﬂ N+12'_—:i ; quee

ut superfluze omissz sunt.

Pag. 212, ¥. 5 a calce, post ssits insertum est set y=pfx—+ys,
quapropter et in sequentibus ubigue y est scriptum pro «; porro in ¥.
proximo et pag. 213 x intervallum est, quod pag. 209. per a eratdeno-
tatum,

Ibidem ¥. 2 pro «<» scriptum est snon <s.

Pag. 216, loc 7 in ed. | constans litera # designatur, cui alibi ubique
¢ est substituta.

Ibidem, loc. 4, Peculiaris designatio integralium determinatorum hic
adoptata amplius non occurrit, itaque lectori nullam adferet difficultatem,
quapropter in hac editione non mutandam censuimus.

Pag. 217 ¥. 12 vocabula sper d4x), d.5(x) denotatum» inserta sunt.
{Est hac emendatio ipsins Bolyai ed. I, tom. I, pag. XXXVI exhibita.|
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Pag. 220 ¥. 4 +supposities per errorem typothetz mendosum muta-
tum est in ssuppositive.s

Fag. 220 ¥. 6 a calce +Summa vero coefficientis omnis . . .o
‘hungarice : «minden coefficiensneks soloecismus est, pro quo lege:
*Summa vero coefficientium omnium, per quos litera puncto insignita %
multiplicata est &.. Nempe hic derivata ipsius Aix, 3, . . .), signis
consuetis scripta, sequens intelligitur :

ﬁ'd+ 34 dy

ax Ay de T

Pag. 220. v. 5. Editio prima pro y sm# scripsit ysmi etc.

Pag. 221, ¥. I et 2 litera % per errorem typothetz istis functionibus
preaeposita deleta scriptum est a(x), relative aomx).

Fag. 222 sub 15 in fine «et idem quoad derivatam probabiturs
spectat ad ¥. 3—5 pag. 344, ubi legitur: «et derivata quoque sit summa
derivatarum quoad singulas variabiles acceptarumo.

Payg. 223, ¥. 7 pro v scribendum censuimus «x». Errorem calami
vel typothetz fuisse suspicamur, sed non plane manifestum est.

lbidem ¥, 14. Bolyal tacite supponit, etiam differentialium seriem
convergentem esse.

Pag. 225, articulis in hac et sequentibus paginis sub VI expositis
pro numeris literas praposuimus.

Pag. 227, sub g) in editione originana sic ordiebatur auctor: «Si
terminorum plurium summa ad exponentem == vum elevata sit deri-
vata . . .» Ex ipso tenore contextus liquido apparet pro selevatao
scribendumn fuisse welevatorums, quod et ei substituimus simul vocem
sintegrume nserendo.
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Fag. 228, art. 1. Demonstratio heec non ommino valet, irrita enim
fit nisi series integranda adso/ufe convergens sit,

Fag. 229, etiam hic singulis articulis sub VII comprehensis pro nu-
meris literas praposuimus.

Ibidem, art. o) ¥. 5, sententia clarior fuerit, si a verbis «per x
vero . . .» incipiendo pro 1is, qua nunc leguntur, scripseris: sper a--x
vero distantiam puncti variabilis ipsius M a plano # intelligendos.

Fag. 270—231. Hic et ubique cuivis integrali et functioni primitivae
accensenda est constans etiam si non fuerit adscripta, ut ipse auctor
pag. 232 sub finem art. VIII, a/ monet.

Ibidem, ¥. ultimo ed. [ habuit: «Solet hoc, quod dv sit = dds sive
s . . .» ubi pro d scribi oportuisse d manifestum est.

Pag. 232. 11 pro sfgts lege «fgfy; ubi etiam nota ordinem ed. I
paullo mutatum esse.

Fag. 272 ¥. 1z. Vocabulum rposita» post sconstanter delendum
censuimus.

Pag. 272 In fine art. VII pro o/ gdts scripsimus «/d¢/gdtr quod
facilius legetur.

Pag. 233, ¥. 2 a calce insernimus «constante posito 0.
Ibidesm ¥. 17. Fig. 21 non convenit cum textu, itaque corrigenda

erat; mquabilitatis causa pro « est a positum.
Jbidem ¥. wltimo post «d (xi=0+ additum est +pro x=a—bs» facili-
oris lectionis causa.

Pag. 234 ¥. 1—5 plures typothet errores irrepserant, quos emen-
davimus. Habuit enim ed. I hec loco: «erit



bab ADNOTATIONES pag. 27:- 238,

Ao)j=Fo)—Bx)+4(xj=—8 x| =— [ﬁJH- :I —EH-'} =

=ax —bx— ?xl, quod 1pro x=a—4\ est
=ala—bl—bla—b— —L-——--}-, et hoc (reducendo ad
denom. eundem) est

la—=b) [2a—26—la—b) _ a—b)
= 2 e —2— .

{bidem in ultima mquatione art. &/ pro «—» scripsimus «o—» et
signo +=» substituimus s=».

Fag. 275—237, art. b). Exacta descriptio areae hyberbolae exposita
est pag. 237 sub ¢/ in ultima sententia particulz primz. Item soliditas
hyperbole a plano circuli per af descripti incipit et extenditur in infini
tum in directione asymptota, quee axis rotationis est.

Pag. 2378, loc. ultimo ed. 1 hac habebat:
«Nam seriei summa tota esset (per 162

et

quod-—1, dum #-—0O.»
Certe in hac expositione aliquid incongrui latet. Est enim series ex-
ponentium seriei

u 2 3u
213!41“"

quorum quisque "‘,,__‘::-:— quud';:r%t- |quia %<1,
[tague
TLI T i ut
§ N+ 2 +q 4 id eS8t ST (1—-—2- :

C85€ VETo
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s-::',{u-h%i):{ta—u'}

manifestum est, quisque enim exponentium seriei ipsius § est<3u, eoque
magis <«

Pag. 259 ¥. 9 a calce post «log. 2» adiecimus «—-constanss, quia
modus eruendi hanc constantem in sequentibus exponitur.

Pag. 240, ¥. 2 pro so—(d)p=o0—(B)p» scriptum est:
Aipl=B(p) et A(p)—B(p)=o.

Fag. 242, ¥. ultimo pro su=#kvs, quod error calami esse videtur,
scriptum est: «q(x)=A&b(x).»

Pag. 244, ¥. 5 et 6. Quae ed. I hoc loco habet, minime conveniunt
cum preecedentibus, et facile apparet aliquem latere errorem, pro sest

.;-:__;_. enim ibi legitur «est -::'IT: (I——g-]=ﬁ *; porro ubi ¥. 6
fuisset scribendum: «erit defectus < —— -—o» scriptum est: «erit

2
u=+2 =2

{t,u+=—_nj|. uo 2u

~— O,

Pag. 244 ef 245 tota evolutio huius exempli 4/ in hac editione differt
ab ed. I. Ibi enim iam ipsa evolutio termini ﬁl—x’}"i" aliter apparet,
nam ed. I. habet:

n—f:—x*} '—ﬂ1+——x +——4— +%;—ﬁ—x°+---]

1 1.1 1.1.
= x4+—x4 X¥ e 3

32 5.2.4 7.2.4.6 O

pro quo ed. II. recte sic scribit:
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iy 1:3 L3S . ..
x+:.4 x*+2.4.6 o= }

I
2
_ I x 1.3 x¥ I1.3.5 x°
= Xx= - B il Y™ .1 s NS
2 3 2.4 5 246 7
[taque denominator in calce pag. 244 appositus est :

2.4...02n—2) . (2n—1)2"", pro i2n—1)2.4...2(n—1j2*""

quod re quidem idem est, sed forma differt, neque cum pracedentibus
congruit. Nihil ergo mirum est, si initio pag. 245 ipag. 214 ed. I) error
ex evolutione seriei ortus continuatur, et exponentem seriei ultimze

12n—1p2**

(2nr—73) - 2
3 12n-+1)2n , 23"

facit et <1 ponit, cum -::_i debuisset poni. Hec in ed. II correcta

sunt, et praterea pag. 245, ¥. 3. vocabulum scalculatas addi placuit
luciditatis causa.

Fag. 248, ¢/ Hic auctor motum rectilineum supponit, qui eodem
tendit quo vis ipsa agere nititur.

Pag. 25r—2573. Errores calculi vel calami, qui ipso Bolyai fatente
tvide ed. I, pag. LXXII) hic irrepserant, secundum indicationem ibi
datam correcti sunt. At in ¥. 3—5 a calce pag. 253 alter error atten-
tionem auctoris fugerat, ibi enim in ed. I. hzc leguntur: «et si hoc
addatur velocitati priori, quam formula superior ad superficiem terra
dat, prodit velocitas «finita ad centrums.

Applicando enim principium de vi viva prodit

5 _ L1
v _ . gla—r) l‘{z d,
2 i J or
id est;
= 28 ¥la—r)+ & |#i—z*|
a : ¥
unde pro z=0 sequitur;
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= —'LL rla—r)+gr.

FPag. 256. Art. 1. Experimenta in hunc finem instituta satis prope
videntur accedere ad suppositas a Bolyai rationes; pro ;T scilicet ratio
prope £- est.

Jbidem art. 2 clausulam (per reg. de tri) =quationi subiunctam de-
lendam esse censuimus,

Pag. 257, ¥. 6 signa — sunt apposita.

Pag. 262, ¥. 2, «ad» corrigendum erat in «acs; et signis <!, > sim-
plicia <<, = sunt substituta.

Pag. 263, ¥. 3 pro % et -g—x quee Ein ed. I profecto per calami
aberrationem irrepserunt, scriptum est % et -ﬁ-.i.

Pag. 264, ¥. 5 et sic etiam in sequentibus pro sa—+x» scriptum est
+X» quod lineam abscissz denotat.
Tbidem, ¥. 14. «dM>» denotat derivatam linez quoad x.

Pag. 266, ¥. 1. p scriptum pro P mendum typothete tollit. Con-
structio sententize a verbis «Si wvero .. .s incipientis non satis lucida
est, sed illustrat eam sententia subsequens a verbis «Si ex. gr...» orsa. Con-
tinet scilicet enuntiationem istins theorematis in casu singulari hic trac-
tato; scilicet centrum massz simul centrum esse virium parallelarum,
quéee massis singularibus in punctis attractis sitis proportionales sunt.

Exempla pagg. 266—26g allata pro pumeris, literis sunt signata.

Pag. 267 sub d) dexterz parti squationis ultimee signum — pre-
positum nec secus in squatione sub ¢/ duobus terminis postremis ad-
ditum typotheta errorem emendat. Abscissam centri gravitatis ideo pre-
cedit signum ~—, quia signum termini @ -+ x in quovis puncto masse
negativum est, dum o positivum est.

Borval, Tensaman, 1. o
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Pag. 272 art. extremo : «quo feriente omnis partis huius celeritas o
fieri potests, scilicet si punctum, quod vis My impellit, cum ipso per-
cussionis centro coincidat, sed directio eius opposita sit directioni motus
efficiendi einsdem puncti.

Fag. 274, ¥. 7, pro his in ed. ] sequentia habentur:
rexponens coeff. semper <i1 est, et quidem in utrogue
casu sive -3 sive — fuerit £; nempe pro <4 >1, duo

proximi exponentes coell. exprimi possunt pro & integro
_:I,H .Ié—ll'l'—-I
=1 o2

dem, patet priorem esse > posteriore /etiam pro w=o

si vero —#&>1, demonstratum est, maximum exponentem
coeff, esse ipsum —#s;
Brevius hezec sunt exposita ut facilius legi possint, pracipue quod
versus citati non satis lucidi sunt.

per ; et reducendo ad denom. eun-

Ibidem ¥. 14 smaximuss hic ad valorem absolutum referendum est.
Pag. 277, ¥. 7 a calce loco <&+ scribendum erat « K.

Pag. 278. In ed. ] =quationi in capite huius pag. apposite subiuncta
erat clausula: «(abstrahitur scilicet heic a determinatione -+ et ~—
sensu pag. 37'+. Quoniam in hac ed. summa cum cura distinximus signa
= < et =<, hanc clausulam ut supervacaneam omittendam censuimus.

Pag. 278, ¥. iz, ubi ed. | habet: a—pg=—p—w+p=—w, error ca-
lami manifestus est, quem itaque sustulimus.

Fag. 282, ¥. o, affirmatio, *quovis dabili maius fier1 potest» cum hac
restrictione est accipienda: nisi 4ig' et B¢ simul fuerint =o.

Thesis ipsa in opere Hungarico +Arithmetika Elejes Ed. nova pag.
254 ita est exposita:

: & e ¥
dur = v+uv, si :'; -— 0 et v == 0,
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Pag. 284 sub 3) et pag. 285 sub 4 verbum «Ests preposuimus.

Pag. 286, sub. 5. ¥. rz pro cs*, quod in ed. I erronee est positum,
—gs* restituimus,

Fag. 287. In hac et in subsequentibus paginis pro rcordas ubigue
scriptionem «chorda» adhibuimus.

Pag 289, ¥. 5 ante vocabulum «plagams» praepositio «in» necessario
erat inserenda.

Quod definitionem «formee curvee attinet, ista in tom. I, ed. I, pag.
458 ita legitur:

6. Passus hinc est cogitare: quid si forma aliqua ad
mullum sui punctum angulo gandeat? dicatur forma eius-
modi fuens; ... 7. Ita facile conceptus formz Huentis
etiam cum exclusione rectz planique componitur: ori-
turque forma fluens cuius nulla portio recta aut planum
est, et dicitur forma emsmodi curva.

FPag. 289, art. ultimo sic orditur: «Si linez nulla portio recta esit.
e talibus portionibus constare debet, quarum cuiusvis aut crescunt or-
dinatz aut decrescunt ad dextram intelligendo).» Certe notatu dignum
est hanc thesim a Bolyai ut demonstrandam esse propositam, quamquam
demonstratio ipsa certo captioni innititur.

Pag. 289, art, 4. pro p scriptum est p, quod punctum rectae denotat.

Pag. 290, sub 3. loco p scriptum est P, quod hic punctum tem-
poris significatur.

Pag. 292, ¥. 4, in ed. | per errorem calami aut typothets est:
enisi in convexsz puncto . . .», ubi scribendum erat: enisi in concavse

puncto . . .»
hi



652 ADNOTATIONES pag. 204298,

Ibhidem sub 7. Quod in hoc art. exponitur, summa attentione dignum
est: datur scilicet demonstratio elementaris existentiz longitudinis arcus.

Pag. 294, ¥v. 13, ed. L. lectorem ad pag. 230 remittit, ubi manifesto
typotheta erravit ; ceterum heec ex precedentibus sponte sequuntur itague
citatione non est opus,

Fag. 296 signa maioritatis et minoritatis =, << substituta sunt signis
=, <, qu& ed. I. posuerat,

Ibidem sub 9. ¥. 1 pro: satque ordinatas scriptum est: ratque ordi-
natiss, quod sensus enuntiationis postulat.

Thidem sub g, ¥. 2 «erit functio differentianda (non wut antea, sed)
in concreto datas; quid voluerit Bolyai his verbis intelligi, diserte ex-
positum est in opere Hungarico «Arithm, Elejes pag. 257, art. ultimo,
ubi sic disserit:

«Ceterum notandum est functionem differentiandam,
si e. gr. longitudinem curve 4(x) significet vel aliud
eiusmodi, non ita evidenter dari, quam aream inter ordi-
natas, abscissam et curvam comprehensam, quando et ter-
mini seriei incrementorum omnes sub oculos cadunt:; sed
tantum eiusmodi quoddam variabile Z datur, ut Z-— 4 (x)
si #-— oo, quando scilicet ubi demonstratum est 2 gaudere
limite, hic limes itidem in certam formam redigi potest,
sicut area memorata ; et fit functio &que independens ab n».

Notandum preeterea omnia sub g. hic proposita contineri ea condi-
tione, ut y et y eadem habeant signa prepoesita; ideo in ¥. penultimo
ingerta est prapositio «pros, quod itidem factum est sub 10. ¥. 3.

Pag. 298, ¥. 7., post «a et bv ed. I. addit: «nam §>4& (p. 261),
Y'H+Ai=y+4i', quia A=>4", atque y'+A1'>y's. Haec sane omnia vera
sunt, sed ex Iis nequaquam sequitur thesis prsecedens, que tamen ex ipsa
figura modo sat noto verificari potest. Ideo addita heec clausula de-
leta est.
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Pag. Joz, ¥. B et g Constructio sententize obscurior est quidem, atta-
men facile intelligitur, quid voluerit auctor dicere his verbis saut vero
abscissa (post x=1) a © crescens accipi poterits, scilicet ait x— 1=y
posse positivos valores suscipere a o semper crescendo, quod idem ex-
primit subsequens «aut iabscissa) ab x=1 usque ad . . .»

Fag. Jo3, ¥. 4—6. Hic sicut et in figura 38—va dimidium % etiam
per * designatur.

FPag. Jo7, ¥. 17 a calce pro sauts scriptum est snecs.
Ibidem ¥. ultimo pro ssecundzes scribendum fuit +secundis.

Pag. 708, ¥. 16 a calce. Preepositio «per» manifesto errore calami
omissa inseri debuit.

Pag. jog. sub &) ¥. 4 vocabulum saxi» (sc. abscissarum) necessario
inseri debuit.

Pag. 3ro ¥. ultimo — scriptum est pro k.

FPag. Frz, ¥. 7 «respondentess erat scribendum pro srespondenss.
fbidem ¥. 9 exponens % addi debuit in formula o (x*—xt).»
Ibidem ¥. ¥. 11 et 1z substituti sunt iis, qu# in ed. I sic habentur:
«ubi factor prior & est pro valore +& vo ipsius
¥ x*—x*, posterior autem »— est; nam reducendo ad deno-
minatorem eundem, et terminum ultimum per x* divi-
dendo fit...»

FPag. 717 ¥. 7 vocabulum «patets additum est.

Pag. 3r4. Aequatio secunda huius paginz in ed. I ita stat:

gy bx—2 _ 3w—ax)’
I= V= i — P
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quod profecto erroneum est. Error hic calami propagatur per totum

exemplum, quapropter etiam sequentia hoc errore contaminata trans-
scribere oportuit.

Fagg. Jr6 el J20 de diversis relationibus est sermo, quapropter figu-
ram 49 utrique casui conformiter bis delineari curavimus.

Pug. 318, ¥v. 7 pro sostendunturs scriptum est sostenditurs.

Pag. 720, V. 10 a calce vocabulum spositivams in ed. I. omissum
insertum est.

lbidem v. witimo titulus sepuleri Jac. Berpoullii paulum mutatus
est ; habetur enim sic: » Eadem mutata resurgos. Vide: Jac. Bern. Opera,
Geneve MDCCXLIV ; pag. 3o.

Puag. 722, v. 2, litera s numerum certum denotans, porro ¥. 13,
terminus finalis A/ x-+-w" itemque ¥. 17 in parenthesi terminus ultimus
Mx* additi sunt, quo facilius hac legi possint.

Eadem causa ¥. 7 pro «uts scriptum est sadiectos et verbum sesses
e Y. 8in v, g est transpositum.

Fag. 727 ¥. J «maximumes in sminimums» debuit mutari sicut et in
tribus inzqualitatibus subsequentibus < in > erat mutandum.

Pag. 723, sub 2. In opere Hungarico sepius citato :pag. 329 ¥. 9
a calce) demonstratio aliquamdiu concinnior fit.

Fag. 724 ¥. 5, brevius et concinnius vocabulum «ubir positum est
pro circumscriptione: snam dici potest.»

Fay, Jz3, ¥, 7 u calece et inde porro M,,,, N,., scripsimus pro
(p+1s M, | p+1#N editionis primz, ut facilitati lectionis consulemus ;
nam Bolyai certe noverat significationem indicum ivide pag. 208 ¥. 5.
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et supponi potest nomnisi dificultates typographie obstitisse, quominus
iam anno 1829 indicibus uteretur; in additamentis posterius impressis
iam ubique apparent,

Pag. 327 ¥. 1, pro o ed. I habet a (error typothetz..

Tbidem sub 4. ¥. r vexemplum prius allatums ad evolutionem seriei
ia—+x!" refertur, quae pagina pracedenti tractata est.

Ceterum ex hac pagina et sequentibus apparet Bolvai non novisse
quam vim habeat ordo factorum in seriebus infinitis, quod tamen ei, si
rationem temporum habeas, minime imputari potest.

Pag. 728, v. 8. Vocabula «solummodo taless inserta sunt, quum ex
toto contextu liquido appareat hac nonnisi per errorem calami a Bolyai
omissa esse.

lbidem ¥. 11. «positivuss msertum est; item ¥, §—¢6 a calee idem
vocabulum est additum.

fbidem ¥. 2 a calce spro @ positivo et <<2» scripsimus loco «pro
o< ; » nempe @ per errorem calami loco & irrepsisse patet iart. 2z,
¥. ultimo,,

Pag. 329, art. ultimo. Si quis planius ac p:ne pedetentim ratio-
cinium hic expositum prosequi velit, sic procedet: Quum sit

&

£
a” a”

r‘ I“ i‘ IH' ¥ 7
a & — Ll a ol g
P e e § RAr Wi e e L
sitque &' << %, sponte sequitur esse:
i 2
a” 9 1 Bt 8.
W g
sti—d 41— 5
at habemus etiam
a  a A
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itague summa omnium negativorum in serie ipsius log (1 +a'l, scilicet:

a”  a | af e _, 2a
=+ 4 o + g -:.1--3—
quod etiam ita poterit deduci:
Est certe :
2 A o
a a a a
S R M
5l :
i at & . + ﬁ I.i
- 4-{1+.-:1' +d ) > ""6 -+ g e al Ut
hoc est si
2 .#
S 8 . » ubi o<’ <2 vel a'=2¢
2 411—a’ ) 3 3

ubi @ positivum est et < 2. Dividendo ergo per a” inzqualitas ipsa
hanc novam formam induet: (pag. 229 ¥. 5 a calce

--::-

1::—;13 (1— :ﬂ;na}i)l

o2 ¥

At alioquin :—{;‘-;, quia nempe a:{:g .

Habemus ergo pro summa omnium negativorum
i .o N
T e o cme — —_— . a‘ —_— i

'El = = 3 il

Pag. 330 ¥. g pro errato ; poni debuit ; et ibidem ¥. 70 pro

2 . I
erroneo 3 ]JDS]'[llm est =r

3
lbidem ¥. 4 a calce loco «p-tiv rectius scriptum est o p=4=1)-ti.s

Fag. 772 sub 7, v. 2 ed. 1 «criterii elegantis seriei convergentiss
cum ipse Bolyai in Err. pag. XCI agnoscat, hoc criterium nonnisi ad
divergentiam referri, in scriteriis mutatum est. Eadem de causa V. 3—g4



ADNOTATIONES pag. 337 330. 657

eiusdem articuli pro: satque mu,-—o dum #-— so, tum series con-
vergit, et si prius non est, series divergit (pro terminis decrescentibus)
plenius scriptum est: satque non sit n.#,-—0, series divergit.»s

Hic quoque et in sequentibus pro wem semper u, est positum (v.
antea adnotationem ad pag. 325).

Porro quod pag. 775 sub g. in ultima enuntiatione articuli in ed. I
dictum erat: «Per criterium seriei convergentis Oliverianum autem
‘:J-ﬁ?ﬁh-_—”-- o. Consequ. series dicta convergit,» ex eadem causa
in hoc mutatum est: «Seriem dictam convergentem esse (pag. 243
et 341) demonstratur.s

Postremo pag. 776, ¥. 8—g scriptum est: 1Convergit autem series
ipsius (1—IJ, ut ex additamentis patebits; demonstratic vero falsa con-
vergentize deleta est; nempe omnia illa quee post ¥. 8 in ed. 1. haben-
tur iscil. a vocibus: «Nam (142} signa . . .» usque ad: satque series
convergit (302)+ pagg. 305 et 306, itaque tota fere pagina) omissa sunt;
nituntur enim theoremate Oliveriano ab ipso Belyai iam retractato.
Seriem vero (1—1) pro positivo e convergere e theoremate VIII pag.
589 patet.

Est enim:
U, n—1—e
[/
Tbidem ¥. 11 «factum nmu,s est positum prosfactum superiuss.
Pariter omissum est quod pag. 337 sub 12. ¥. 6 a calce post r-—oco
in ed. T habebatur: +atque si R-—o series convergits Denique ver-
sus quatuor art. 3 pag. 308 ed. 1: «Conversim quoque, si n.%,-—0,
series convergit. Nam sit »=r; erit r.u,-—0, sed r.u, =R ; itaque
R ~—o0; consequenter series convergit.» omissi sunt. Eiusdem pagine
¥. 7—12 e pag. XCI tomi I. editionis 1 sunt desumpti.

Pag. 733, ¥. & a calce vocabula rnegativo ets inserta sunt.
Pag. 334 tn fine art. 8. designationes sc,, ¢,+ insertz sunt.

Ibidem art. 9 ¥. 2 scriptum est z=1—@a pro 2 —Il=w, similiter
Bocvar, Temamen. I B
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V. 3 et 7. pro I scriptum est z; gue nonnisi emendationes errorum
calami sunt.

Pag. 339 ¥. 12—14 ita sunt intelligendi, quod est

dsinz _cos.z
deotgz ~ —I:smlz’

eodemque mode et reliqua.

Pag. 343, ¥. 13—15 non satis clare exprimit y et x posse esse inde-
pendentia vel coniuncta,

FPag. 544, %. 7 1%, y'» positum est pro «fx, yi» quod apud Bolyai certe
error aut calami aut tvpothetze est. Sane hic Bolvai locum x, vi per X
voluit designare, documentum eum iam praesensisse modum conceptionis
recentioris ®vi.

Pag. 346, ¥. 5, clausula «ut supra dictum ests ad ea refertur que
pag. 313 sub A/ exposita sunt.

FPag., 746—348 sub 2. allata exempla non numeris sed literis distincta
sunt. Ibidem emendando errores tvpothetarum pro Fig. 49 et 50 sub-
stituebatur 49* et 50"

Pag. is50. Punctum p in ed. I. litera p erat designatum; ita etiam
in paginis subsequentibus.

Jbidem ¥, ultimo post veadem» clausula ‘per Fixi=fix et d Fixi=dfixi|
deleta est.

Fag. 751, v. 7, verbum ssits ut abundans deletum est.

Pag. 752 sub J. in hne clausula cexceptis singulis punctis (pag. 307
allatiss addita est.
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Pag. 757—5. Determinationem centri et radii curvature sine ulla
mutatione repetivimus, quamquam calculus quoad signa determinativa
radicumm quadratarum concinnitate necessaria caret. Similiter immutatum
reliquimus ¥. 10 pag. 355. quamquam proprie ad sensum pracedentinm
tantum sic liceret scribere

b (1)’

V 14-lely) o'y ‘

= x-

Sed ex hoc tantum sequeretur esse

=x g WU
R

Pag. 753, sub 5, ¥. 7 post ssints, deletum est spros.
Fag. 755, ¥, 7 pro erroneo a positum est 5.

Pag. 757 ¥¥. 7—y pro x scripsimus z ut facilius legi possit, in fine
vero paginge et pagina sequenti x non mutavimus.
dbidemn ¥. 11 signum — errore calculi omissum apposuimus.

Fag. 759. Literee h, I, |, tam in contextu quam in figura pluribus
in locis in ed. II permutatz sunt.

Pag. Pag. 360—37: Expositio calculi variationis apud Bolyai in
forma etiam pro sua wtate non satis perfecta apparet, et pars generalis
praesertim ideo est obscurior, quod nec ratione problematum calculi
variationis et nec quoad integrale tractandum quidem conditiones acces-
soriz singillatim memorantur; harum posteriorum in parte generali
unico tantum loco fit brevis mentio (pag. 361, art. 1, ¥. 2: ratque ex
hoc et data condicione eruitnr ¥e), Ceterum mens totius pertractationis
perspici potest in exemplis, prasertim in primo, ubi conditioni arew
datee modo pereleganti et novo ita satisht, ut loco abscissa ipsa area ab

ordinata attacta inducatur pro variabili independente, itaque integralis
Hy*
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tractandi limites fiunt o et area data. Alias conditiones quam fixis limi-
tibus expressas Bolyal non tractat.

Fag. 767 in quatione prima et sub finem art. 2 loco Nw+ Ple
scriptum est /{Nw —+ fw), nam omissio signorum / manifesto errori
calami tribuenda est.

Pag. 366. Disquisitio de linea brevissima in spatio, data area inter
lineam et perpendiculares ad lineam abscissarum extremos atque ab-
scissam, omnino erronea ideoque tota omissa est, quare etiam in exem-
plis primo et sequentibus vocabula rprius» et sut anteas delenda erant.
In opere ipso omissa hic sequuntur:

Si vero non supponatur lineam in plano esse: derivata
quoad x longitudinis linez in spatio (pag. 268 est
V 14y +(dz)*, cuius differentiale est ipag. 314)*

(1 (ely = edzi?) : dydely +( 1+ ey i+ (olz2) * gzdelz =
= (14 (dyr+(dz7) : dydy. x4+ (1 +(eyr+dzp) * ozez. % g
patetque ut prius, quod si tam
(1-+(dy)+dzp) : dye’y quam (1 (@ly +’+{dx‘.l‘:|_; dze'z

=0 sit, ‘tum maximum minimumve possibile esse; si
nempe tam Pro « guam pro —a ULVis parvo incremen-
tum reliquum simul positivum aut simul neg:atwum sit ;
non superatur enim a prioribus istis terminis.

Dicatur £ ut supra factor, per quem #y multiplicatur,
et N dicatur factor, per quem oy multiplicatur, sed in
quo ut factor ¢’y non adest; ita coefficiens ipsius o'z
dicatur /7, et N’ coefficiens ipsius oz.

Erit hic

N =0, et P=(1-+(y1+ wz1) *ay

S in hac ed pag. o0, resp. 544
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ita
N'=o0, et P'=(1+ (dy)+ dz1) * dz.
Erat autem
N=dP, ita N'=dPF;
CUDSEQUEDtH

o=dFP=dF;

adeoque [ est constans, sit =a; ita /' constans est,
sit = 4. Atque hinc

P (1 (dar) e _ b _dx
P (1+(dy)r+ [dz]"]_:dy a oy
adeoque
g' dy=dz et j%d_y =_|'qix;
nempe
Z=y.constans,

Unde patet lineam quesitam in planc esse; concipia-
tur nempe planum p' secare in recta x planum p, in quo
ordinatee y accipiuntur; sintque ¥ et y in p ad x e pun-
ctis g, a perpendiculares, respondeatque Z ipsi V, et z
ipsi y; erit pro constante e,

Z=a¥, et s=ay;

et pro ¥V=4#y, erigatur e fine ipsius {:j ad p perpen-
dicularis :%‘E; erit g et finis ipsius }':' cum fine ipsius
Z in recta, atque g, g, et fines ipsorum -f et z erunt
apices rectanguli. Ita si tertium punctum g" accipiatur, patet
rectam ex ¢ per finem respondentis z ductam esse priori-
bus parallelam et cum plano # angulum eundem efficere.

Potest etiam z= _ y ita esse, ut -g-:o sit, adeoque
Z in p cadat; atque potest in integratione constans arbi-
traria ¢ addi ut sit z=o0,y-+¢, adeoque planum ad distan-
tiam ¢ ipsi ¢ parallelum.
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FPag. 366 in fine exempli 1. Bolyai omisit constantem integrationis;
patet enim pro valore eius © accipi posse.

Pag. 768 ¥. g vocabula «quam denominatorems suppleta sunt.

Porro ¥. /o—i2z quae mutata sunt omissioni partis exempli primi
respondent, deleta sunt nempe: «ut anteas ¥. 10 a calce, sitems ¥. 11
a calce; ibidem ¥. 1; « calce pro «derivata quoad x» errorem sane
calami emendando scriptum est sdifferentiales; ¥. 12 a calce vero wet
ceefficiens ipsius oz dicatur N’ et P ceefficiens ipsius #°zs, additum est.

! emendatum est in

Fag. 768 sub finem art. 1. 27y ar

Pag. 770, ¥. 5 pro dy scribi debuit y.
Pag. 770, ¥. g pro y ponendum erat oy.

Pag. 371, sub 5, ¥. 5, «exemplo allator scriptum est pro sexemplis
allatis, »
fbidem in mquatione ultima art. 4

].1 N+ Plo+ O -

est scriptum, praposito signo /, quod in ed. [ deest. Quod sub finem
art. 4. dicitur «et superius dicta sequi patets ad ipsam illam =quationem
refertur, qua pag. 363 titulum «Exempla» precedit, secundum gquam
in hoc casu pro statu maximi et minimi

N—dP+d' O—d'R=0
esse debet.

Pag. 373 ¥. ultimo «aut b preeter I+ insertum est,
FPag. 775, ¥. 1o ad mentem ipsius Bolyai pro = positum est =.

fbidem ¥. r7 ssubiectzs mutatum est in e«subiectas ut concinnitas
dictionis postulat.
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Pag. 376, ¥. 7 »id ests insertum est.

Pag. 377, ¥. 7 a calee pro sipsi px=os positum est: sipsi px re-
spondentem =o.»

Pag. 379, ¥. ultimo pro sinfrorsum sscriptum est sdeorsum versus.s

Fag. 780, ¥. 1o a calce vocabulum sidests, porro ¥. @ et wltimo
as~+bs est additum.

Pag. 788, ¥. 7 et per totum exemplum ubique f est positum pro
£ lpag. 248), )

Fag. Jgr, exempli m) mquatio ultima erronee habuit in ed. I a leeva

parte -l--j-‘—g-“:"! , ex quo deinde etiam ultimum resultatum 11.359 + §-

2
queque falsum fluxit.

Pag. 392, ¥. 7 ua calce ad mentem pag. XXXVI :+Erratorums addita
sunt heec: enempe S=CT ipag. 48 it= T pro C=1.s

Fag. 795 acapite in ed. I. denuo «§. 39» habetur, quod sicut etiam

signa §§ sequentia usque ad §. 4o delevimus, substituendo seriem nume-
rorum a 7. usque ad I16-tum.

Pag. 797, ¥. 7 et 4. Pro his ed. 1. habebat:

+d (x)=(x—e). 14-(e=0), si primi gradus fiat &(x)=o0.»

Pag. 798 ¥. 7 a calee vocabulum «Nempes ut superfluum deletum est.

Pag. jo2. Colis in ed. I, appositis numeralibus distinctis literasa/ 4/ ...
preeposuimus.
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Pag. yo8, ¥. 9 a calee ed. 1. habuit: «adeoque radix inter 3-+ ; et

I ests, ubi certe 1 loco 4 positum tvpothete error est, itaque quum

. . 1 : I
revera duarum radicum altera inter 3 et 3+ 2 altera inter 3-+ = et
4 sit, scribendum duximus: sadeoque radix inter

I I I
3¢5 et 344 L3

-

est.n

Pag. g09 pro ¥. ro—i17 hzc habebantur m ed. I:

«S1 —M ceefficiens negativus maximus sit; et idem
—M sit ceefficiens termini m-ti thaud numerato primo;
erit terminus sm-tus =—Mx"""s,

Hunc ipsum terminum sm-tum simul et primum terminum negati
vum esse functionis fix) Bolvai oblitus est indicare, nos modica muta-
tione adhibita hoc ipsum significare simul rem ipsam concinnius expo-
nere voluimus.

Jbidem ¥. 15 pro ssimul cum illos scripsimus susque ad illums,
qua modice mutata elocutio facilior erit intellectu.

Pag. 474—5 exempla non numeralibus sed literis sunt distincta.

Pag. 410, ¥. 78, r1g, locutio set signa -+, — eadem sint In numera-
tores secundum preceptum ipsius Bolyai pag. LIII erratorum datum
inserta est.

Fag. 4r7. In =quationibus ad calcem pagin®z appositis, stellulas,
quiz propter difficultates typographicas in ed. 1. solummodo capitibus
columnarum erant superposita, singulo cuivis coeflicienti superposuimus,
itaque dictio : «ubi stellula cuiusvis columnaz numero cuivis superposita
cogiteturs ut supervacanea, omittenda erat.

Fag. 418, ¥. 6, +Nempe» ad mquationes ad calcem pag. 417 ap-
positas refertur.
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Pag. gzr, ¥. 7, +deessets correctum est in rdeesse.s
FPag. 425, ¥. 5 «ex+ emendatum est in sets,

Pag. 425, ¥. 7. Bolyai tantum oblitus erat indicare valorem que-
situm non modo integrum, verum etiam positivum esse debere; ideo
vocabulum «positivuss inseruimus.

Pag. 428 sub 6. ¥. 7 clausula snumero 3 maiorem» inserta est.
Pag. 429, ¥. 17 a calee «sie in ed. 1. omissum supplevimus.

Pag. 4o, ¥. 8, ¥. 20 sicque etiam in pag. subsequenti signa > <
applicuimus. Etiam Bolyai valoribus absolutis applicat signa maius, mi-
nus, neque expresse monet a et b etiam diversee determinationis esse
posse, et restrictionem, qua postulat a, b, respective a4, &, . . . omnes
positivos esse debere tantum in art. ultimo pag. 433 introducit.

Pag. 432, ¥. 7. pro «3+ posuimus «77+ (vide ed. I. Errata p. LIIL)

Pag. 433, art. postremo, ¥. 1 vocabula somnibus positive acceptiss
inserta sunt, ut congruat cum eo quod Bolyai in ultimo huivs art. ¥.
monet; «et a positive accipitur.» Et gquoniam in fine pro a posita sunt
a, b, . . . pro saccipiturs scribendum erat saccipiuntur.»

Pag. 442 sub r9. ¥. 4 per errorem calami sad leevams erat in ed. L.
scriptum, quod, ut opus erat, in sad dextrams mutatum est.

Pag. 444 in ultimis dvabus squationibus nempe in terminis genera-
libus exponenti literze @ apposito em—2g+ substitui debuit «n—2u -+ 1»
ut error typothetz corrigatur.

Pag. 446,%. 7 pro «—bx (IK'— I'K)s substitutum est «bx (&' T—HL')s.

Bowval, Tentamen, I. 8y
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lThidem v. § s—@s mutatum est in s4-wms; praeterea inserta sunt vo-
cabula «signi ratione non habita,»

Pag. 56—48&. Propositionem veram esse Bolvai pro positivo a de-
monstrat si A=1 est; attamen applicat eam etiam si 4 negativum et
b= sit,

FPag. p¢47, 20. Satis notum est algorithmum Bolyaianum etiam a
vv. ill. Farkas, Kénigs, Netto et aliis tractatum esse.

Pag. 3448, ¥. r et 4 in partibus laevis squationum - est ubique po-
situm pro -+ iquod typothet® error erat.

Pag. 148, ¥. § — positum est pro + (eadem de causal.

Fag. 148, ¥. ¢ «inde ab secundos insertum est et pro sauts ssives
scriptum, quod dictionem concinniorem reddit.

Pag. 148, v. 13 -+12_3 ) _1;_3 substituimus pro « [f:(s . I': 3,

quod typothetse errore irrepserat.

Pag. p49, ¥. io a calce «primo § omissor insertum est ut concin-
nior fiat dictio.

fbhidem, ¥. 4 a calce concluditur «atque si s par sit, radicali nega-
tive accepto prodibit radix =quationis

¥y —a =0

E przmissis hoc non sequitur, nisi de «radicali primo negative ac-
ceptos agatur. Sed ut e ¥. 9—10 pag. 448 apparet Bolvai algorithmum
— ) a1} a—} ... habuit pree oculis et propositio alioguin etiam vera
est, ut Netto ‘Math. Ann. Bd. XXIX, pag. 147 ostendit, si a positi-
vum est; imo demonstrari potest hunc algorithmum tantum si a=1 sit
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non tendere ad limitem, dum in omnibus aliis casibus (etiam si # com-

plexum siti dummodo valor ¥'a apte sit determinatus, ad limitem per-
ducit, nempe ad radicem mquationis.

Pag. 453, ¥. 7 a calce clausula «pag. sequ.)» ad exempla pagg.
455—6 sub a/ et ¢/ allata refertur.

Pag. 455, ¥. 1—2 pro smonetams scribendum fuit »monetas.s

Fag. y57. Que bic initio § 43 promissa sunt, in additamentis vero
nihilo minus desunt, testantur Bolyai in animo habuisse supplementum
addere operi suo; at hoc consilium non est exsecutus, sicut Bolyai (in
fine Tom. I, ubi «Egy kis toldalék a Dedk elsé kitetéhezs inscriptar
accessione pag. IV, loco 21 scribit: «ob penuriam argentis.

Pag, 58, ante ¥. 7 a calce ed. 1 habuit:

m—1jst .
15e1 LF [} T id est

I nempe sx =3

fim—1i)’
quod omisimus.

Pag. 450 ¥. 1 in ed. I sic legitur: «Itaque pro m pari et — vo ¢
quoque, poterit per . . .»

Pag. y6o ¥. ¢ a calee ultima vox «datur» suppleta est.

Pag. g61, ¥. 2 s—br est scriptum pro «—bs,
Jbidem ¥. 3—4 inmqualitates ibi occurrentes in ed I ita erant ad-

scriptee :
Pt c—i—bj<<—10b

c+b< b

thidem, ? & pro af— sits SE!.'iptl.ll]'l est af PﬂSiti.Vl.lm sit.s
“i
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Pag. 462, ¥. 17, «Sint» emendatum est in «Sits.

Pag. 463, ¥. 9 a calce voci «perpendiculis» quod error typothetz
deformaverat, substituta est forma recta: «perpendicularibus.s

FPag. 468, ¥. 5—6 a calce «nusquams scriptum est pro «nuspiams,
quod non est Latinum.

Pag. 469, ¥. 7 vox svalor» vocabulum subiques praecedens super-
vacanea erat ideoque omissa est.

Ibidem vocabula «positivum+ et snegativuams perperam posita per-
mutata sunt in ¥¥. 75, 76 ¢/ 18, ¥.I17 verotermino m sin. mz signum —
in ed. ] omissum prapositum est.

Pag. 472, § 44 post verba «addenda sunts reliqua, quae in ed. [
sequuntur nempe
«ceteris in quantum instituti ratio permittit, tomo
secundo reservatis; quum in hoc adhuc generalis con-
spectus Geomefriae exponendus veniat, ut arbor utraque
corradicata § g/ delineetur.
omittenda censuimus. Nos enim omnia, quee ad Arithmeticam pertinent
in tomum Primum recepimus, omnia vero qua geometrica sunt in
parte altera prodibunt.

Pag. 474, ¥. 7 a calce scriptio mendosa sapellari» emendata est in
«appellari.»

Fag. 479. Qua hic «de beatitudines leguntur in ed. I, pagg. XXXIII—
XXXVI erant exposita, et inde sunt desumpta. Ceterum Bolyai quum
animadvertisset in prima pagina introductionis vocem sbrachiiss per
errorem omissam esse et hoc annotavisset, huic observationi elucubratio-
nem . sublunxit, quam integram hic insernimus. Vocem «brachiiss
suo loco pag. 5 sub 2, v. 2 apposuimus.
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Fag. 481. Quee hic sub 5. de proportionibus, logarithmis nume-
rationeque Arabica sequuntur in ed. I. pagg. XXXVIII—LII conti-
nentur.

Initio huius sectionis in ed. I, Bolyai enumerat eas partes stenta-
minis: quas tyrones studium primum ingressi omittant. Hec pro ratione
huius editionis omittenda censuimus.

Fag. 482 vocabulum «fits in fine ¥. 1. ut superfluum omissum est.

Fag. 489, ¥. 7 a calee +(—2)tuplicatas est scriptum pro «(—i1)
tuplicatas.

FPag. ggr art. penultimo in ed. 1. post vocem sapplicationibus» lector
per clausulam «in tomo sequentes minus praecisam habuit indicationem,
quam per citationem substitutam spag. 512—20 et 569—81.»

Pag. 49z, ¥. ¢ pro snempes interposito puncto scriptum est « Nempes.

Pag. 495, in editione prima his verbis desinit:

«Operationes, et reliqua, tomo secundo reliquunturs. Cum nos ope-
rationes et reliqua in hunc primum tomum recepissemus, h® voces
omittendze erant.

Pag. 496. Quee hic sub C, et Pag. s5rz sub D. sequuntur, in ed.
I tomo II pagg. 336—356 continentur.

Fag. 515 sub [V ef V vide ed. . tom. 1. pagg. 377—379.
Pag. 516, §. 2, ¥. 4 «Este scripsimus pro «Erat (Tom. I, pag. 162)
Indicatio uncinis inclusa omissa est, occurrit enim mox iterum in pag.

sequenti suo loco. Huc proprie non pertinet.

Pag. 517, ¥. 11 pro +(Tom L ibidem)s scriptum est «(pag. 187
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Fag. 518 in sequatione tertia ultimus terminus nominatoris ut ratio
ca]cu]ipnstulatin-—; f» erat mutandus, itemque art. 3 pro «10 millio-

nibus+ scribendum erat +100 millionibuss.

Fag. sz1. Tota haec sectio E. inscripta desumpta est ex Ed. 1. Tom,
II. pag. 402 et Tom. 1. pag. CXVIL

Fag. 522, v, 2 indicationes ad Tom, II remittentes non constant itaque
omisse sunt.

FPag. 524. Sectio F. inscripta ex ed. I, Tom. II. pag. 357—371 est
desumpta.

Fag. 524, §. 1. in Ed. 1. sic orditur:

«Tom. 1. pag. 33, ubi definitio multiplicationis prius
oritur pro § 20 et 21 debuisset § 19 et 21 citari; imo
citata repetere clarius fuisset. Potuisset autem a defnitio-
nibus proportionis ‘Tom. 1. pag. 65 datis incipiendo ha-
ram wquivalentia cum prius data demonstrari. Sed gene-
ralissima . . .»

Loco citato qui in hac editione pag. 40, § 26 continetur, emendatio
indicata iam facta est, itague banc dictionem omisimus; sed et sequen-
tem dictionem ut supervacaneam in hanc editionem recipiendam non
duximus ; pagina citata ceterum in hac editione 75-ta est.

Fag. 526, 2, ¥. i2 imperante grammatica pro siidems scribi debuit
veadems, sc. eadem m pro lisdem certis & et D,

Fag. 528, § 5. Huc respiciens Bolyai 'Tom., II, pag. 401, ¥. 7—3

a calce hac adnotat:
« Regula data, in arithmetica pura, aut ad puram reducta,
clara est: si vero heterogenea in concreto accipiantur,
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regula (Tom. I, pag. 122, 1) data simplicior est. Atque
non negativum solum, sed et mixtum radice gaudet.»
bidem ¥. r0, pro «negativo 1s lucidius est quod scripsimus «nega-
tiva unitate.»
Ibidem ¥. 6 a calce pro citata pag. 85, editio prima perperam
habuit pag. 79, quee in hac editione pagine 91 respondet.

FPag. 573. «Unum adhuc casum notare licet; .. .» Bolyai hic
differentiam inter communes regulas multiplicationis et divisionis et
inter suam definitionem proportionis (pag. 528—q) demonstrat,

Pag. 538 ¥. 11 a calce pro «1"*=1+ scripsimus «1'""=4>s,
Idem fecimus pag. 543 in dictione penultima.

Pag. 540, sectio G. inscripta ex ed. 1., Tom. 1. pagg. LIV—LVIII
est desumpta; titulum «Relatio brevis additamenti antecedentiss ipsi
preeposuimus. [bi vero heec relatio erratis erat subiuncta hac introduc-
tione interposita:

«Notandum etiam est: quosdam conceptus in tomo
primo traditos, ad finem tomi 2-di clarius simpliciusque
expressos esse; quod cum ex indice omissum sit, breviter
referre pro iis saltem, qui nonnisi primum tomum habe-
bunt, haud supervacuum erit.s

Pag. 547 post ¥. 4 in ed. 1. additum erat: sNeque N=J ibidem
excluditure ; quod omissum est, huius enim correctionis in hac editione
iam habita est ratio.

Confer praterea ad hanc paginam etiam pag. 552, art. I.

Pag. 544 Dilucidatio heec nova H. inscripta pagg. LXXVI—LXXXVI
tomi II, ed. I continetur. Bolvai heec note ad unitatem spectanti inter
errata ei occurrenti subiunxit, ideoque iis titulum sscholions praposuit,
atque his verbis est orsus: «Sit fas quoad unitatem et conceptus prima-
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rios breviter referres Quum vero nos omnia qua de unitate disseruit
in Annotata iad pag. 609) retulerimus, titulum escholions et verba
squoad unitatem et» omisimus.

FPag. 544, ¥. 9 a calce +quod si non esset, resultatum © essets
pag. 28 clarius ac lucidius est expositum.

. . log.ad . : -
Fag. 552, ¥. 12 loco «log.,A» positum est 'lug.aB' ita enim scribi

oportere e sequentibus apparet.

Pag. 554, ¥. ultimo .=.f; ii—:?f » insertum est.

Pag. 556. Sectio que hic |. inscripta sequitur in ed. I. Tomi II-di
pagg. 323—336 occupavit.

Pag. 565, ¥. 6 indicationem: «(pag. 5631+ addidimus.

Pag. 567, ¥. 2, indicationem «(p. g8}» ad Tomum II-dum respicien-
tem omitti posse censuimus.
Thidem ¥. 2. a calce pro sserieis scribi debuit sseriess.

Fag. 568, ¥. 4 vox trunca sterminors expleta est scribendo «termi-
norums.

Fag. 569, sectio K. inscripta in ed. 1. Tom, II. pagg. 388—400
erat exposita.

Addito titulo pleno, ¥¥. preemissi in ed. L. hic omitti potuerunt,

fbidem ¥. 7 a calce «decrescits erat scribendum pro screscits nam
hic etiam signi pra:positi ratio habenda erat.

Fag. s71. ¥. 15 signum << mutandum erat in =.

Pag. 579— 580. Hic post scholion 1. in ed. I quatdam sequebantur,
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qua observationem ipsius Bolyai pag. XC, ed. I insertam secuti omi-
simus.

Pag. 582. Quee hic sub L, «Criteria convergenti® serierums inscripta
sequuntur, in ed. I. Tom, I. pagg. XCI—XCVI continebantur.

Ex annotationibus operi «Arithmetika Elejes in secunda editione
posterius additis apparet, has disquisitiones post annum 1843 demum
ortas esse, atque auctorem nondum novisse huc spectantem lucubratio-
nem ABELI in periodico «Crelle Journals jam 1828 editam, eogque
minus literaturam recentiorem criteria logarithmica tractantem.

Pag. 584 ¥¥. 14—22 in ed. 1. Tom. 1. pag. XCVIII sub X erant
inserti. Ut facilius legi possint, huc transtulimus.

Ibidem ¥. g, incisum slogarithmos perinde quoad basim 10 intelli-
gendos additum est; in sequentibus enim hoc plane supponitur |confer,
que sub finem huius pagine apposita sunt); ibidem etiam apposuimus

¥. 3 a calce relationem '1_-3:::: ok G000 << ¥.
fbidem ¥. g in dextra parte mquationis denominatori addi debuit /

quod nonnisi errore typothetm exciderat.

Pag. 592. Sectio M. «Primee linez calculi differentialis et integralis
brevius et clarius tractatzes in ed. I. Tom. I. pagg. LXI—LXXIV legi-
tur, ubi erratorum indici subnexa quibusdam wversibus introducitur, quos
hic repetere nihil attinuit.

Ad art. 1. huius pagine notandum est y nullo pacto posse =0 esse.

Pag. 594 sub 17 iterum tacite supponitur
uims —alim—nz] et wuimz)—b[(m—11%]

signa preposita per totum intervallum non mutare; (vide ad pag. 211,
v. 6 notata).

Pag. 6oo sub 5 . 3 verbum «decrescentever insertum est. Vide

8
Bovvai, Tentumen. L. 3
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Errata, paginarum LXXVI, que bis occurrunt, primam. Hic etiam anno

tationes sequentes leguntur :

Notandum autem est 1. quod hoc pacto, utvis mutato
integro », eatenns mutatum sz fractum heri possit; atque
tum per m-tum ¥ ut in seriebus s-tus terminus intelli-
gendus esset: ex, gr. si s+ fiat 7:3 significaret m-tum x
septimum 'y:3n .

2. Sed clarius simpliciusque est, variabilem absolutam
x recta exprimendo, per x in x| idest Awxi—dA(x—x
intelligere quamvis abscissam, quz a o incipiendo in certa
ipsius y parte (aut continua aut e certis aliqguot conti-
nuis constante| terminatur; per X autem intelligere ipsum
» per integrum a divisum ; si vero variabilis alia z quoque
in expressione dicta adsit, certa positionis simultanez con-
ditione ab absoluta dependens, per z ibidem intelligatur
valor wariabilis huius cum dicto x simultaneus, idest
quo ad finem illius x gaudet; et si valor wvariabilis eius-
dem ipsi x—x% repondens z' dicatur, per # in tali ex-
pressione intelligatur z—z', quod manifesto incrementum
variabilis dependentis dictz est, dum absoluta ex x—%
addito incremento ¥, fit x.

Sintque talia, u 1x) et {Jix)ab n dependentia, ut pro quovis

n et m [Ed. IL. pag. 210.] sit u (m%) =Uimé — U\|(m—1) %.)

: . 3 WX
S1 1am pro gquovis dicto x demonstretur quod sit ﬁi -—1,

adeoque pro quovis utvis magno N detur tale » [finitum
ax

omnino] ut uixi—aix sit < N et ad cuiusvis abscisse
in C terminate finem erecta ordinata, exprimatur » mini-
mum illi x satisfaciens; erit hac finita ex omni puncto
ipsins C.

(Juo pacto accipi recta potest, quamvis ordinatarum
superans, adeoque n quovis dictorum maius.

Et si tam y—#—C quam summarum A et I partes



Fag. tbor,
sclausas post

Fag. oz,
Pag. 6os,

Fag. 606,

ADNOTATIONES pag. dor—odog. 675

eidem appertinentes -— o, dum # -— oo : (Ed. 11 pag. 598
dicta facile applicantur.

Potestque differentiale dici uix) ipsum sensu hoc, tali
forma gaudens, aut ad talem (per Ed. II. pag. 217
reductum, ut in quovis eius termino litera punctata sola,
et In prima potentia sit: nempe per id priora intelligantur.

¥. r7. Mutato modo denotationis vocabula sclausams et
smaiorems et «minori» delenda fuerunt,

sub 7 in fine clausula sut ibidems ut otiosa deleta est.
¥. 2 pro ¢ ponendum erat .

¢ a calce in ed. L. auctor sic erat orsus: «Pariter (pag. 222

calculum error irrepsit. Est nempes. (Juoniam error iste calculi suo
loco iam emendatus est, nihil attinebat eius mentionem fieri, itaque arti-
culus sic incipit: *5i vero . . .». Exemplum ipsum vero iam propter

adnotationem

Fag. 6oy.
lam pag. 254

ei subnexam omitti non potuit.

Observatio art. ¢,/ praecedens in ed. I, eadem est, qua
initio art. primi exposita erat, ideoque eam hinc omisimus.

Fag. 6og, ¥. 7 in ed. I (pag. LXXIV) hac sequebantur: «ubi

: iquantacunque fuerit unitas; idem manet, ut anteas.
id heec Bolyai pag. LXXV non satis lucide sequentia observat:

+Pag. LXXIV non solum post V{z[g omissum est non ;
sed g ex toto omitti debuisset: nam s : ) 2¢ nonnisi pro
g=1 valet; at s:y 2, nempe 3,14 . . .: 41 . . . Pro qua-
vis unitate valet modo sequenti. Si quid de quavis uni-
tate indeterminata /' demonstretur, et unitas quaesiti x
dicatur /' pro F'=1, atque prodeat ex. gr. x:-g Fe

Hi



676

ADNOTATIONES pag. 00p.

tum pro casu speciali, si dum generale £ specialiter &
fit, generale /' specialiter / fiat, erit x = ; 2

Nempe certa unitas dependet ab altera: ex. gr. si pro
temporis unitate ponatur s, et pro rectarum unitate s,
via in certo loco sub r=1 libere labentis: erit unitas
velocitatis illa, qua sub 1 aquabiliter s describeretur. Appli-
cando ad motum libere labentis; ubi spatia sunt uti tem-
porum iatque etiam uti velocitatum finalium: quadrata,
estque velocitas ad imum spatii cuiusvis tanta, ut ea sub
tempore lapsus duplum spatii illius describeretur =qua-
biliter ; atque hinc si tempus 7| spatium S, et velocitas
finalis v sit: erit

g:8=¢:T idesgt 1:85=1: 1"
item .
s:8=(257:0%, id est I:S85=2":¢

Itaque
T=V8, et v=V48

ubi radice quoad s =1 extracta prius numerum ipsorum
dabit, sub quibus labens spatium & describit, posterius
numerum ipsorum s=1, qua velocitate quz ad imum
ipsius 5 est, aquabiliter sub r =1 describentur.

Si i1am pro spatil unitate ponatur via sub r=1 libere
labentis: erit ipag. LXXIIII* ¢ =y sth—x) et prodibit
tempus quasitum == 1::
gr. s=1=9g fiat, r=3" erit, et pro s—#g (quantitatem
abstractam denotante £ dabit &g quoad g=1 accepta
radice numerum secundorum quibus ¢ zquale est; unde

fiet ; n';-r;-: =‘:li.|f.é1 quod item =3,14... |/S .,

28

r in genere; at si specialiter ex.

* In ed. 1l. pag. Gog.



ADNOTATIONES pag. dfo—dra. b7

Fag. firo. +Expositio brevis methodi qua primz line calculi diffe-
rentialis in opere Hungarico tractanturs hic sub M. repetita, invenitur
in ed. I. Tomo I. pagg. LXXXVIII—XC.

Pag. 611, ¥. 5—1ir constructio dictionis uti omissio vocabuli =quods
desiderat in constroctionem accusativi cum infinitive mutata est.

Pag. 611, II1, ¥. g loco +.8» in ed. I scriptum erat (5)y.

Pag. 612, ¥ 1. et 2 loco sn—p~+1+ in ed. I scriptum erat e¢ps» et
loco sordinata maximas litera sks.



ERRATA.

Fag. 11, }.” 4 @ ealee sapogogicaes pro sapagogicaer est error typothetae.
Puagr. 22, ﬂ’ 2 ot calee pro snecquidquam lege =nec quidguampe.

FPrg. 24, § 3 ¥. 4. pro sabr . . . lege: sads,

Pag. 3. ¥. g a fine § v nocal:-ulum sveros ita est supplendum sat vero»s.

Fag. 52, IV. Y. 7 pro «necquidquame lege «nec quidquamo.

Fag. 57 ¥. 3 o calee pro sov lege «=»,

Fag. b4, ﬂ" 5 a calee pro «Fig. 17 lege oFigg. 174, 178 17c%

Fag. 77, versn wllimo pro sdisques lege satques.

Pag. 8, sub o) ¥. . pro sveros lege sest veros.

Pag. oo, V. 5 a calce Iite:as a prelo excussas supplendo pro «ve: lege «veros.
Pag. ray, sub g) v » s@" ,a*s corrigendum est in a™ . a”,

Fag. rop Y. o pro enegativams» lc:Ee =negativuss,

Pt;gfn&.fmi:ﬁf?.;pmt e lege « N:l;l
Fag. 122, F 5 @ calee sduobuss Ieg'e sduabuss,
Fag. 1z3, F & a calre vocem sduaes corrige in sduos.
Thidem ¥. 12 a calce pro selevatass lege selevatuss,
Fag. rgs ¥. 7 a calce pro «f'v lege siv.
Fag. rg9. ¥. 2 pro «obtuitus lege «obtutus.
Pag. 153, ¥. ¢ a calce pro stertiar lege stertiis.
Fag. 154 ¥. ro pro ssummane lege ssummam-®.
Pag. 17r, ¥. 4 a calce pro svidetur» lege svidere ests.
Fag. 175. V. 3 @ calce pro sfieritque~ lege «fieretquer.
Fag. 175 ¥. ¢ @ cnlee post spositi sint» apponendus est uncinus parenthesim claudens.
Fog. 179, ¥. 2 a enlee pro ssubstititutos lege *substitutos.
Fag. 18y, ¥. i, pro erroneo se<1» lege : se>10.
Ibidem V. 9. fo pro esit & semper —a v lege: sit semper a= -: »
L '
fbidem ? 3 @ calee pro |-l-'-j:. lege :-
Fag. 185 13’ ¢ ad dextram signi = mnlgasum est signum e—s,
Pag. 193, ¥. § @ calee pro snovems lege «novums,
Pag. 204 in ipsa inscriptione sectionis ¥. 3 in fine pro slineas lege slineaes
Fag. 205 sub 3. ¥. 2 pro squantatis lege squantitatiss.
FPug. 208 ¥. 11 pro sillustrabanturs lege sillustrabunturs,
fbidem V. 11 a culce pro ldlﬂ'-.renullum- lege sdifferentialiume,

FPag. 230, _'.':?, 7 et « calee ‘h" 3 } g pro +fs lege afs,




ERRATA. 679

Pag. 231, ¥. 4 pro -_f.r: lege tffn,

Pag. 232 f’ I pro -J.gi'- lege «| g,

Pag. 232, ¥. 5 a calce pro s (nip lege v (niis
Pag. 248, ¢) ¥. 2 et 5 pro sm-ti £» lege sm-ti s,
Fag. 299, V. 1 et 8 pro sm-to &+ lege am-to fr,
Pag. 266, ¥. 1 pro »/ lege «po.

Fag. aga, ?;' 1 art. 7 pro litera trunca «/» lege s,
Fag. 297, ¥. & pro scireas lege scircas.

Fog. 715 ¥. 7 a calee pro +d civ lege «)dicis.

Fag. 328, ¥. 11 pro spositivams lege spositivuss.
Fag. 353, ¥. 1 pro saliquamdims lege saliquamdius,
fhidem ¥, rg pro sists lege ssits,

Fog. 350, ¥. 2 alinea 3 pro sav lege s,

Fag. 770, ¥. ultimo pro seorsum» lege «deorsums.
Fag. ¢61 V. 10, 11 pro simaignarias lege simaginarias.
Fag. g7z ¥. 4 pro «xb lege ux®,
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