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PRAEFATIO EDITORUM.

Opus WOLFGANGI BOLYAI «Tentamen» inscriptum atque «Appendix»
filii eius JOANNIS eidem adnexa cogitatis ex ipsís auctorum íngeniis
haustis, nec non audacia argumentationum inde deductarum aeque ex-
cellunt, neque immerito animos omnium scientiarum fautorum cum ad-
rairatione in se converterunt.

Huius admirationis ratione habita Academia scientiarum Hungarica
ita sibi persuasum habens, se, si opus hoc denuo et in forma aucto-
rum digna ediderit, summopere profuturam esse ipsi scientiae, novam
hanc editionem adornari constituit, curamque et negotium huius operae
exsequendae nobis infra scriptis commisit.

Cum itaque primum operis tomum publici iuris facientes negotii a
nobis suscepti partém exegisse videmur, rationem reddere volumus,
quomodo in exsequendo opere versati simus.

Conditiones sinistra;, quibus impeditus WOLFGANGUS BOLTÍAI «Ten-
tamen» suum conscripsit et tenuitas instrumentorum typographias cui
impressio operis committenda erat, non tantum elegantise formse subli-
mis huius operis obfuit, sed etiam lectionem libri ssepe perdifficilem
reddidit. Hsec incommoda a nova hac editione uti potuimus conati
sumus amovere.

Edito tandem operi ipse auctor per duodecim annos nunc longiori-
bus nunc brevioribus temporis intervallis intercedentibus non paucas
addidit emendationes; has, ubi ratio postulabat, contextui operis inserui-
mus, sive errores in iisdem indicatos emendavimus. Observationes
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verő auctoris, quas reapse contextui inseri non videbatur opportunum,
si breviores fuerunt calci paginarum apposuimus, sin longiores, inter
additamenta et adnotationes ad finem operis appositas relegavimus.

Inter errores calculi in expositione exemplorum occurrentes etiam
tales inveniuntur quos BOLYAI propter imperfectarn rationem impres-
sionis tardius nec ipse animadvertere potuit; nos omnia ista exempla
summa cum cura denuo percensendo, ocurrentia menda — minuta
sane — ad mentem auctoris emendando eliminavimus.

Sponte intelligitur nos in eo elaboravisse nt mutationes quas neces-
sarias existimavimus quam minimé discrepent a ratione auctoris, prse-
terea de una quaque in adnotationibus accuratam rationem reddidimus.
Huic curae solum in rebus minixnis, velut in interpunctionibus, super-
sedere piacúit.

Adnotationibus addidimus etiam elucidationes nostras, quibus quae-
dam loca operis illustranda esse duximus.

In figuris etiam quaedam mutanda erant, ubi delineationes ipsius
BOLYAI ad illustrandum textum minus idonese fuerunt.

Ut conspectum totius operis faciliorem redderemus utíle visum est
opus totum in sectiones dividere, quarum cuique suum titulum prse-
posuimus, porro omnía quae ad arithmeticam referuntur in hoc primo
tomo collegimus, partes verő geometricas, cumque his etiam «Appen-
dicem» JOANNIS BOLYAI secundo tomo reservavimus.

Symbola mathematica quam artíssime fieri posuit conformiter edi-
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tioni primas applicuimus, ubi verő facilitati lectionis consulturi qusedam
mutanda esse vidimus, nonnisi euisraodi formarum mutationes admisimus
quae modum ratiocinationis nullatenus afficiunt. Sic ex. gr. signa > , <C
vulgari sensu adhibuimus signa verő J>f «< in comparatione valorum
absolutorum, contra quam BOLYAI, qui ceterum sive inopia typographíae
impeditus, sive per incuriam hac in re parum sibi constat. Similiter in
designandis functionum diversitatibus pro signis a BOLYAI excogitatis
satius visum est communiter adhibitis uti sicut et in designatione quan-
titatum imaginariorum quaedara mutanda censuimus iV. pag. 628*. At signa
peculiaria ratiocinationi BOLYAII specialiter adaptata velut designationes
differentialium et quotientum differentialium itmnutata reliquimus.

Sane possunt alii aliter rein concipere, nos certe persuasum habe-
mus his mutationibus lectionem Tentaminis faciliorem esse redditam,
et ut rationem procedendi nostram probemus, possumus afferre verba ipsius
BOLYAI, viri certe optimae auctoritatis, qui in lucubratiuncula «Recensio
per auctorem ipsum facta« inscripta, quam in fine tömi secundi edituri
sumus, futurorum operis editorum attentionem ad has mutationes evocat.

Reddíta hoc modo ratione procedendi in accuranda hac nova edi-
tíone gratissimi nostri officii ducimus hic gratias agere participibus ope-
ris nostri, nominatim sodali nostro academico dominó HENRICO FINÁLY

et collegse nostro professori dominó BÉLA TŐTÖSSY.

FINÁLY, cuius consilio Ín rebus ad correctionem elocutionis spectan-
tibus usi sumus, annotationes nostras, lingua vernacula conscriptas in

a*
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Latinum vertit, quod eo difficilius erat, quia sine accurato studío ipsius

• Tentaminist fieri non potuit.
Dominó TÓTÖSSY obligati sumus pro figuris accuratissime delineatis,

quíe huic tomo adnexae certe magnopere proderunt lectoribus operis.
Gratias habemus etiam Dominó JOSEPHO KONCZ professori collegii

Marosvásárhelyensis, qui prseter «Recensionem» supra laudatam etiam
subscriptionem propria manu factam WOLFGANGI BOLYAI et exemplar
primi tömi tentaminis notis marginalibus illustratum, sane mancum, quod
olim JOANNIS BOLYAI fuerat, utenda praebuit.

Budapestini 1896.
Kunig, Réthy.
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SIGNA ET VOCABULA,

A BOLYAI INVENTA, QUAE IN HOC TOMO REPERIUNTUR
IPSIS AUCTORIS VERBIS EXPIJCATA.

A = B denotatur A absolute squa le ípsi B pag. 25,
A = B > A quoad contentum aequale ipsi B pag. 261,
A = B • A'==B\ si A\ B denotent quantitates A, B,

postquam reductce fuerint pag. 27,
z"^u < z tendit ad limitem « <pag. 35s
T=t « -WÍ--^I pag. 2141, ubi T et / aequípollentia

dicuntur,
Ae=B vei B=*A << expressionis A dictae valor quivis alicui valori

expressionis fí íequalis pag. 124.,
At=tB « quilibet valor cuíuslibet expressionuin A et

B aequalis alicui alterius valori Ipag. 124;,
•-!-«, *~4 « positivum, negat ivum Ipag. 28),
— A « >-b*B si A d e n o t e t •—>B, et >—<B si A deno-

tet ^B\ adeoque oppositum ipsius A, ut
dici sólet, -\-A verő ipsum A denotat.

£> et <1 « aliud, quam per > et < ipag. 271,*

Per Iiteras latinas grsecasque ínisi aliud monitum fueriti quantitates

denotantur, et per
Iiteras germanicas ínisi aliud monitura fuerit) Hnearum certa puncta,

ita ut ab denotet lineam quae inter a et b est.

• Vide adnotatíonem pag. 6iű.
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/ 4 denotatur 2; inde quid per \' P intelligatur patet (pag. 1241,

x « - , si x variábilis absoluta sit [pag. 209),

y, i • increinenta simultanea variabilium v, z pro m-to x

ipag. 220,

ÓA{x\ « difFerentiale ipsius Ax ; verurn (pag. 217, strictius

pag. 2171, generalius ipag- 2201, purum ipag. 2211,

partiale ipag. 222i,

dA{x\ « coefficiens differentialis heic derivata dicta, (pag. 2071,

derivata púra ipag. 2211, partialis ipag. 2221,

&'A{x- « difFerentiale H-tum ipag. 2071,

vi"A\x\, A « coefficiens differentialis «-tus; derivata «-ta
II. X

ipag. 207, 341).
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LECTORI SALUTEM !

Vix rudimentis primorum elementorum superficialiter imbutus, proprio
nutu, sine ullo alio fine, nonnisi interna veritatis siti ductus, fontem
ipsum quaerendo ; fundamenta tentaminis hujus, imberbis adhuc juvenis
posueram : quod, cuin ita vacare a negotns, ut res ista postularet, frustra
amplius sperem, qualecunque sit, edere decrevi; ut aut acutiora ingenia,
in otiis quae mihi defuere, perfectius quid prEestent, aut alii eodem igne
fatuo per tenebras illusi, viam tritam haud deserant, operamque, pretium
ejus non facturi, alio locent.

Certe, tantum abest, ut auctor fieri unquam voluerim ; ut sine dis-
cipulorum gratissimorum impulsu haud quidquam edidissem.

Primaria tantum fundamenta heic ita tradere propositum est; ut
Tyrones» quibus abyssum levibus pennis trajicere, merisque imaginibus,
nullo originali gaudentibus, in auras vix respirabiles tolli haud dátum
est, pede firmiore progressi, evehantur ad sublimiora.

Ingratam dixeris operám ; cum celsa ingenia, supra vallium ainbages,
per apices alpium gradiantur: at certe nodi ubique gordii adsunt, gigan-
tum gladios requirentes — Neque pro iis scriptum hoc est: sed pluri-
bus saltem ejusdem mecum indolis futuris; quibus si vires tempusque,
quas mihi, donec quadamtenus conquiescere potui, impendenda fuere,
servaturus sim, operám haud perdidi. —

Monitos quippe (meo exemplo) juvenes velim : ne laborem sex mil-
lium annorum aggressi, proprio marté, jam olim inventis quaerendis vitám
deterant; discant prius grati, quae priores docuere ; et provisa re Eedifi-
cent: si quid autem scripserint, videant, oraculum conscientise interrogando,
ne quid pesté communi, quee et spiritus a terrestribus vinculis líberos
coelo dejecít, correpti edant; nisi quid in emolumentum scientiae, saltem
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culturae communis proferant; et nil quidem admirantes, (non ut ipsi
admirandis similes videantur, sed quod effectus quivis caussae par sit),
vires majores modeste agnoscendo, suis acquiescant. Ac certe in tanta
scriptorum túrba, non scribere fit rarius ; adeo ut fere is monumentum
mereatur, qui legére scribereque sciens, sine ratione prasgnante scriptor
non fit: de re agitur; quidquid boni fuerit, seriéi infinitas terminus
antecedens est; honos autem nomenque auctoris unici manet, quo inno-
minato, prodeunt arbores herbse floresque, cum hymnis simplicibus, qui-
bus aniplum naturas templum resonat. — Atque demum, et veri nomi-
nis scriptores, (etsi inalignitati, quae libros solum teredinibus posteris
relictura, auctores ipsos corrodit, superstites esse queant), si terra duret,
ut soles in via lactea in nebulam confluent; nec quidquam in mundo
externo est, (sive systematis orbium, sive lucerna unius vesperae fuerit),
quod non aliquando intereat; et nonnisi conscientÍEe vére bonas purus
jugisque fons, Deo teste gaudens, ilü coasvus est.

Equidem, licet generis humani gratitudine dignum censeam, qui finem
quem mihi proposui, feliciter assecutus fuerit; cum grana tantum arenEe
ad pyramides magis aliorum glória; attuleriin : si non Senccm dicto ine
ipsum consoler, Suspice viros etsi dccidcrint, magna conantes: hoc
saltem laboris pretium petam ; ut voluisse quoque puro veritatis araore
dulce sit; et errores, quos partim per omissionem, partim per commis-
sionem, a homine occupato, vita millefariam clivisa, direptaque, (vale-
tudine infinna, raroque inter nubila perpetua apparente cctlo), et penuria
librorum mathematicorum recentioris a;vi evitare vix possibile erat, be-
nigne emendentur. Certe quo magis res perficietur, et quo magis superer:
eo lubentius succumbam. Denique tantum valeat, quantum valet — et
Tu LEcroR CANDIDE vale !



INTRODUCTIO.

DUEC sünt indelebiles divinae effigiei lineae, veritas et amor; lumen
calorque, stamina radíi solis a;térni in argilla mortali micantis, cuius nitor
per nubes infiniti transmissus Ín mundo tam externo, quam interno pulchri-
tudinem Originális ipsius absolutam indicat; relative pulchrum dicimus,
quod illius sensuin in nobis excitat, nubila sancta revellens, ut lux verna
coelipetes alas motitet, via in beatam pátriám in infinito aperta: neces-
sario impellimur

1. Ad instar supremi stupendum omne penetrantis oculi, sine fine
ullo eo niti, ut in quantum fieri potest, totum quo penitius perspicmmus.

2. Ad instar supremi infinitum orbem amplectentis Patris, expansis
brachüs erga omnia entía sentientia, aut intelligentia, ubívis in tempore
et spatio fuerint, eniti, ut amore reciproco uniantur omnia, disharmonia
ad concentum beatitudinis quam maximae (tam quoad intensionem quam
quoad extensionein) omnium, et singulorum perducenda. —

I. VERITAS.

Veritates dividi possunt in ceternas id est de iis sonantes, quae in
omni tempore sünt, et temporaneas, nempe de iis tractantes, quse in
certis tantum teinporibus sünt (adeoque in prassenli prjeterito aut futuro).
Praeteritum referre Historice est; evolutionem omnis generis, mundi
externí internique explicando, ut intelligatur, cur prsesens ita sit; supe-
riorum intellectuum esset probléma resolvere, (cura praesens filia prae-
teriú, materque futuri sit, et illud in effectu, hoc in caussa ad praesens
reducatur) e dato praesente futurum et partim praeteritum reperire. —
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i. Repnesento, cogito, ratiocinor: quse sint formae activitatis hujus?
et an respondeat ei aliquid extra reprssentationem ? dependeatque ista
ab eo? porro quae loca ultima, in quae reprsesentationes una post aliam,
et repnesentata unuin extra aliud (nempe mundus extermis) ponuntur?
quserit Philosuphia.

In ulthnarionim horuin locorum, temporis nimirum spatiique, uti in
intuitu per abstractionem remanent, naturam inquirit Mathesis púra,
qute fiet applicata.

Utrumque e nexu repraesentationum segregatur, ut cogitationis obje-
ctum esse queat; nec quasi per eas positoruin iisque connatorum reali-
tás heic praster intuitum asseritur negaturve.

Ratiocinari dicimur, dum e propositione, vei propositionibus A, B,...

quasrimus novam.
Propositio dicitur, quod ad formám hanc reduci potesl: ,A est \B vei

cum Bf. Dicitur A subjectum, B prmdicatum. Convcrsa eius dicitur
heec : ,B est (A vei cum A)1, Si B denotet non C, tum ex }A est cuin
B', fit ,A est cum non O.

Propositio e simplicibus componi, at composita quoque ad formám
dictam reduci potest. Tam A quam B potest esse compositum, et qui-
dem pluribus inodis: collective, disjunctive, condicionate, aut certo modo
detenninative.

Aliquid, aliqua vei omne opponitur ntilli, omni verő non oi/t/ie;
et non omne est aut nullum aut aliquid vei aliqua exclusive. Etiam
ipsum A aliquid ex A est. Subjectum A potest denotare aliquod, aliqua,
vei omne, vei non omne, etiam nullum certorum </, b,.... Si A denotet
non omne dictorum, et B denotet non C, ex ,A est cum B* fiet }non
omne ipsorum a, b,... est cum non C. .Nullum .•/ est cum A" potest
exprimi per ,omne A est cum non />". Potest sive subjectum sive pra-
dicatum imo utrumque disjunctivum, iino etiam propositio esse, ex. gr.
,A est aut cum B, aut cum C; ita ,aut A aut B est cum C. Ita , J est
cum B est cum C esi cum &; i d est si A est cum B, tunc C est
cum D. Vari* adhuc raultiplices compositiones fieri patet.
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Definire est nomen dare conceptui cuidam, aut rei cujusdam quali-
tatem ei soli propriam exponere.

Definitio exacta est, si sít quam simplicissima, nec contineat talia A
et Bt ut per A ponatur B.

Interim, conceptus qualesvis constructos, absque eo, ut realitás eorum
constet, aut asseratur, imo etiam si impossibilis sít, quovis signo aut verbo
denotare licet; at signa aequalia denotent semper aequalia, nisi aliud
monitum fuerit; inaequalia signa verő, ideo tantum quod insqualia sünt,
non debent insequalia denotare. —

Axióma est talis propositio, quam ita esse qusevis mens sana humana,
sine ulla ratione alia, natura sua intuetur,

Demonstrare aliquid Bt est ostendere illud per A, nempe com-
plexum axiomatum et definitionum necessario poni, adeoque A essse
cum B.

Propositio demonstrabílis Theorema audit.
Scientia vei potius Systema scientia est complexus ordíne perspicuo

coordinatus definitionum exactarum, a simplicissimis conceptibus inci-
piendo et ex constructis ad novos magis compositos progrediendo (donec
ii prodeant, qui duntaxat omne id, quod eo pertinet, complectuntur), et
axiomatum simplicissimorum, quorum nullum sit, quod e reliquis deduci
queat, atque propositionum ex iis demonstratarum.

Nec omnia definiri queunt, nec omnia demonstrari regrediendo in
infinitum (veluti spatii fundus attingi nequit). — Sünt quorum nulla
ratio ulterior videtur, et sünt quae definire ulterius verba clariora non
habemus, quas coliigere opera? pretium esset.

2. E loco mundi externí ad ipsum stupendum omne redeo, structu-
ram mechanismumque perspicere studens immensi horologii, cuius catena
ex annulis innumerabilium víarum lactearum fluit, nec pondus fundum
ullum petit, ac tabula horaria solis lunaeque orbitis et mille aliis lucidis
circulis picta est. — Opus summi mechanici, unicum mobile perpetuum.

Templum magnificentissimum, columnis variorum ordinum ornamentis
variis insignitorum, de cuius fornice ardent myriades solium lucernse,
sphseris in laudem numinis invisibilis concinentibus. Opus summi architecti.
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Liber, cujus totus mundus aspectabilis non nisi compactio externa est,
et admiranda illa siderum igne scripta hieroglypha titulus operis Authoris
summi est.

Mechanismum horologii intelligere, templi delineationem, columnas,
lapides caementaque jungentia reperire, literasque ultimas cognoscere et
clave scripturas arcanae reperta sententias, totumque legére desideramus.
Opus per omnem asternitatem continuandum.

Hoc qserit Physica (externa sensu lato) et quidem cum applicatione
matheseos. Mathesi exstruitur scala Jacobi, qua in ccelos scandimus,
unde igneis alis ultra omnes vias lacteas oceanumque solium ardentem
tollimur in sacrosanctam noctem penetraturi, ubi Páter summus brachiis
infinitis totum orbem ampleclitur et quo immanibus per vastum jactatos
procellis redeuntes excipit liberos.

II. ÁMOR.

1. E mundo externo ingredimur in internum externo respondentem,
naturam ejus scrutaturi. Psychologia púra, seu Physica intcrna in ani-
marum naturam inquirit. Porro cum facultas volendi ad naturam anima-
rum pertineat, leges voluntati ab asterno prsescríptas docet scientia mo-
rális púra.

2. In unione mundi utriusque, in naturam animarum, uti in concreto
sünt, quaerit Psychologia empirica ; nempe infínita; totius divítiaj in
diversitatis unitate et unitatis diversitate consistunt: stupendum omne
unum est, in unione duorum systematum (spirituum et corponim) vivum,
mundus externus interni expressio et quasi facies est, legibusque simi-
libus utrumque tenetur, sibi invicem respondentibus; ita animae omnes
se invicem attrahentes attrahuntur a Deo tamquam centro amoris uni-
versalis; et dantur alias vires quoque, uti in mundo externo, qua; planétás
in suos soles decidere haud sinentes in orbitis agunt; si nulla vis alia
esset praeter attractionem, totum perpetua; quietis tumulo, quasi immen-
sum cadaver jaceret. —
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Huc pertinet etiara, in notam regulasque inquirere eorum, quae nobis
in dicta unione (sensu superius dicto) pulchra sünt. Objectum Aestheticce.

Quidnam sit in ista mundi utriusque unione agendum, ut omnes orbitis
se mutuo haud offendentibus celerrime curramus ad finem amoris uni-
versalis supra dictuin consequendum : docet scientia morális applicata ;
quo etiam jura omnis generis pertinent. Officium est (subjectíve) neces-
sitas illa dulcis, qua quilibet undevis ad finem dictum ducitur, itque;
dummodo via collustrata sit et affectuum terrestrium vincula ccelestem
infantem haud detineant. Officium (objective) est via ipsa. Officia om-
nium omnia consentiunt, ut veritates omnes: et quatenus cujusvis ofil-
cium est alium ín suo faciendo haud impedire, dicitur jus hujus; quod
(uti officium) pro diversa determinatione vario nomine insignitur. Vita
juxta normám prsescriptam acta, reddit imaginem Dei visibilem, quae de
originali ejus testificatur, et pallidum temporis occidentem seternitatis
aurora collustrat. Virtutis exercitium est lumen solare, quo ccelestes
fidei flores aperiuntur, gemmis de humi defixis vultibus lectis nitentes.

Innatum Dei, moralitatis immortalitatisque sensum excitat, dulcique
et ineffabili quadam voluptate perfundit e puro matheseos fonté hausta
veritas, atque ejus ope penitior naturse externse internseque cognitio :
adeo ut verítas prodeat in mundum vivens, nascaturque virtus.

Majestas vultus numinis ubique prassentis, nusquam visibilis, sed per
quod videntur omnia, radiat e ccelis et terris, atque dum e radiis ad
solem, unde prodeunt, ex imaginibus in mundo expressis ad originale
elevamur, inter furentes orbis procellas, tranquülitas divina descendit in
pectora mortalia, et fluctibus compositis abyssus consolantia refert sidera;
jactatíque diu demum fessique ad oras huius mundi, clausis in infinito
Patris omnium sinu oculis, conquiescimus.

Summum itaque claudit fastigium Theologia^ quee mundo tamquam
in deserto erranti orphano Patrem ostendit, viamque per vicissitudines
itineris quasvis ad eum ducentem face Sacrse Scrípturse collustrat, atque
detracta atroci mortis persona angelum demissum revelat, qui fracto
cortice externo ccelestem volucrem tollat. Neque evenit quidquam in
terris sublimius, quam dum idea Dei in homine interno evolvitur, atque

BOLYAI. Teniarnen. J
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in finito quasi infinitum apparet, primus növi angeli pulsus; polis quasi
inversis mntantur omnia, finis annorum omnium fit növi initiuin, et senis
terram petens corpus finnt exuviae cadentes embrionis ad lucem evola-
turi, amaritudo maturescentia, vulnera ostia ad ccelum aperta, dolores
fluxi partus gaudiorum permanentium, et crux tetra fit lux mundi, 4-« quo i—•
tollitur.



PRAEVTE NOTANDA.

A.

Axiomata et inde praevie deducenda, ne in casibus iteranda sint,
formulis generalibus exhibita (intuitu spatií specialion suo loco reser-
vato).

Mens de quovis casu ut de flumine quíerens unde veniat, de caussa
ad caussam ascendens, subsistit ubi ulterius progredí nequit, et si ibi
veritates reperit tales, quas sine ulteriore caussa ita esse intuetur, con-
quiescit, atque veritates ejusraodi in casibus repertas formulis generalibus
exponit; partira ob brevitatem, partim ut clare perspiciatur, queenam sínt,
qu0e per se asseruntur sine demonstratione et quod sit systematís totius
fundamentum.

I. Tempus est quantitas continua; sed non nisi expers ex eo adest,
et semper aliud atque aliud est; atque per quodvis tale, in prseteritum
et futurum undevis et utrinque absolute aequaliter discerpitur (abstra-
hendo a directione prasteriti et futuri).

II. Tempus quodvis finitum, quod non fűit, adveniet, orane nunquam.
Ssepissime est, quod aliquid de quovis dici potest, de omni non.

III. Id quod est sub parte / temporis experte aut cum ita aut cum
«o« ipsius B (id est aut cum B aut cum non B) est.

IV. Si per A et B poneretur ita et non ipsius C sub p} atque A est,
tunc B non est; et si A non est, tunc B est. Hoc est fundamentum
demonstrationis apogogicse, et concluditur inodo sequente.

i. Si B sit propositio formae sequentis, a non est cum x, et A est,
tunc B non est; nempe non est id, quod a non est cum x; sed ali-
quod adesse debet {III), nempe aut a est cum x} aut a non est cum x,

r
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posterius non est, adeoque alterum nempe id, quod a est cum x, est.
Hinc etiam ubi prodibit, non esse id, quod Q non est cum Z, absque
iteratione dietorum poterit concludi, 0 esse cum Z.

2. Si B sit formás a est cum x, et A est; tunc B non est id
signifícat, quod non est id, quod a est cum x; id est non est a cum x.
Itaque sicubi constiterit esse et non esse ipsius C per B et A (veríta-
tem, aut veritates perpetuo vei per hypothesin stabilitás) simul posita
simul poni: modum relatum toties quoties iterare supervacuuni érit.

V. Quidvis est id, quod est, et sibi perfecte sequale est. Si autem
A et B absolute seqiialia sint, atque afficiantur operationibus D et E ab-
solute aequalibus: cuilibet resultato ipsius A cum D adest inter resultata
ipsius B cum E resultatum sequale.

Si operatio sit unici resultati, id est si talis sit, ut resultatum ipsius
A sit nonnisi a et resultatum ipsius B sit nonnisi b : tum a est Eequale b.

Nam datur resultatum ipsius B ipsi a sequale ; sit hoc C; hoc C érit
aut b, aut non b (III); si C non b esset, per id, quod C est prseter b,
et id, quod praeter b aliud non est, poneretur esse et non esse resultati
alius praster b.

Si operationis indoles talis sit, ut alia quoque resultata dentur; tum
id tantum dicitur, quod cuivis resultato ipsius A datur Eequale inter
resultata ipsius B. Si A et B sequali operatione resultati unici affecta
producant a et b aequalia : tum etíam A et B sequalia sünt, si ex a et
b quoque sequali operatione resultati unici prodeant A et B.

Si A sit sequale ipsi B, potest B ipsi A substitui; eatenus, quod
quavis operatione afficiatur A, eadem affectum B resultatum priori aequale
dabit. Ita si A sit cequale B, et B sit asquale C, potest C ipsi B sub-
stitui, ut prodeat A asquale C. Nam sit operatio comparationis; com-
parationis B cum A resultatum est indiscernibilitas, et resultatum com-
parationis C cum A etiam indiscernibilitati sequale est.
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B.

Denotet ^ heic a cum aliquo tali esse, quod ipsi x sequale est; x_Jt_„
verő denotet a esse cum aliquo tali, quod ipsi x asquale est, et simul
cum tali, quod ipsi y sequale est, et non esse cum tali, quod sequale
ípsi z est, id est esse cum non z. - -

Interim hse denominationes brevitatis et claritatis ergo heic assumtas,
non nisi hic valeant. Sit jam schema sequens:

A , B , ... P , Qt ... U , W, ...
x—y—z x—y—z... x-\-y—z x-hy—z... x-\-y-^-z x-hy-^-z...

Ea, sub quorum quolibet litera aut literse esedem sünt, (quavis eadem
litera signo eodem H- vei — insignita) dicuntur eatenus generis ejus-
dem\ ex. gr. sub quovis adest x} itaque A, £,..., P, Q,---, U, W,...

sünt generis eiusdem quoad x; dicatur G hoc genus, id est nomen com-
mune eorum sit G; et dum dicitur G esse cum x, intelligatur (uti ejus
origó ostendit} A esse, B esse is* cum x; nempe si in propositione G
est cum x substituatur ipsi G quodvis eorum, quorum nomen commune
G índe exortum est, propositionem veram manere. Quando dicitur, quod
D sit G (denotante G genus), non aliud significat, quam quod D sit
aliquod ipsorum A, B,.,., P, Q,..., 17, W,..., id est eorum quorum
nomen commune dátum G est. Aliud est dum dicitur A est ipsttm B,

Ita sünt P} Q,...t (7,Wt... generis ejusdem quoad x-hy, quod dicatur^;
et £7ac Tt̂ sunt, quoad x~\-y-\~z, generis ejusdem, quod dicatur £"'. Dicitur
genus g' species quoad z generis g, et g dicitur species quoad y generis
G; quod ulterius continuarí posse patet. Patet etiam alio respectu sub-
divisionem aliam esse; ex. gr. A, B,...P, Qt... quoad —z aliam spe-
ciem ipsius G praebet, cujus item A, B,... una species, quoad —y, et
P, Q,... Uy W,..., quoad y, alia species est.

Exemplo sit sequens : denotet x qualitatem quadrilateri rectilinei, y
qualitatem, quod dentur duo latéra parallela (non excludendo plura), z
quod praeterea, quod dentur duo latéra parallela, adhuc dantur duo latéra
parallela; v quod anguli sint sequales, u quod latéra sint sequalia.
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Quadrilater

I 1 1
Trapezium Paratlelogrammum Trapezoides

—z) {x-hy-hz) {x—y)
S — - ^ — • - v

Paral). aequiangulum Parall. non sequiangul.

(x+y-hz-hv) (x-i-y-hz—v)
q non sequilater. jequilat. non asquilat.

Quadratum liectang. oblong. Rhombus Rhomboides
(x-hy-hz-hv—u) (x-i-y-hz—v-t-u) {x~\-y-\~z—v—u)

Literse sequales heic cum signis aequalibus genera speciesque ostendunt.
Patet verő tam in hoc exemplo, quam in prioré generis tantum ali-

qua gaudere literis spéciéi; imo in exemplo posteriore e genere quoad
x non nisi quadratum esse (x-t-y-v-z-hv-hu). Hinc si genus heic quoad x
dicatur G, in propositione, quod G sit cum x, ipsi G quodvis allatorum
substitui potest; sed ut verum sit, G esse cum x et y, aliqua tantum
eorum, quorum G nomen commune est, substitui possunt; et ut verum
sit G esse cum (x-hy-hz-i-v-i-u), ipsi G aliquod G nempe quadratum tan-
tum substitui debet. Si verő w denotet qualitatem eam, ut quinque late-
rum sint, tum x excludens quintum latus non est cum wf adeoque est
cum —w ; atque ut dici possit, h est cum w, substitui ipsi h debet nul-
lum G", quod significat, quod non sit inter ea, quorum G nomen com-
mune est, tale quod sit cum w.

c.
Si q sit aliquod ipsorum A,B,C}... et q non sit ipsum A} tum q

est aliquod ipsorum B,C,...; si q nec ipsum B sit, tum est aliquod
ipsorum C}..., et si ad ultimum deveniatur, tűin q pláne illud est.

Nam si q non est inter B,C,... et q non est ipsum A ; tum q non
est inter A,B,C,..., adeoque q et esset inter A}B,Ct... et non esset;
itaque per id, quod q inter A,B,C,... est, et non est inter AtB,C,...
ponitur esse et non esse eiusdem simul; unde patet per IV.
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Eodem progredi modo licet ad C, et inde porro, nempe si q non
sit Aj nec B; tum si q nec inter Ct... sit, non esset inter A,BfC}...
et simul esset; ita porro progredi licet, et si ad ultimum perventum
fuerit, eodem modo patet q illud ipsum esse.

Ita si orane quodvis q sit inter A} B, ...a, b,...a'tb't...t atque q non
sit inter A,B,..., inter a,bJ.m.a'tb'i... esse pari modo patet; et si nec
inter #,£,. . . sit, esse inter a\b\... pari modo patet.

*

Sint jam A,B,C qualitates aut res qusecunque et quídem ita, ut ex.
gr. z sit nomen generálé tam ipsius -\-y quam ipsius —y (quod denotet
heic «o« y)t ita ut —z denotet -hy, si z antea denotabat —yf et denotet
—y, si antea -k-y denotabat; ita etiam reliqua intelligantur. Propositio
verő A est cum B, denotetur heic brevitatis caussa (sed hic tantum
valeat ista denotatio) per A-hB; ita A—B denotet hic A esse cum non
B; et —A-^-B denotet non A esse cum B.

An verő de omni quovis A aut aliquo & dicatur, quod sit cum B,
denotatione ista determinatum non sit.

Quaeritur, quse propositiones sequuntur ex una, quae e duabus? fef
i. Ex una, nempe ex A est A sequitur A est non A non esse;

nam per haec poneretur ita et non eiusdem, alterutrum duorum adesse
debet (III), A est A adest, alterum itaque non est (IV). Ita ex A est B
sequitur A est non B non esse ; quod ita quoque exprimi potest, A est
non z, si z denotet non B. Ex quodvis A est non B sequitur B est
non A. Nam per A est non B et B est A poneretur aliquod A esse
cum B et non B, et inde sequitur ut prius.

Ex A est cum B sequitur aliquod B esse cum A ; nam per A est
cum B et hoc B est cum non A poneretur aliquod B esse cum A et
«o« A, unde (ut prius) patet.

Ex eo, quod quodvis A est cum aliquo B sequitur quodvis non B
esse cum aliquo non A ; nam per non B est cum A, et A est cum B
ponitur, aliquod A esse cum B et non B \ itaque patet per IV.
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Ex A est cum non B sequitur B est cum non A ; nam per A est
cum non B, et B est cum A poneretur aliquod A esse cum B et non B,
et tum patet uti antea.

Ex eo, quod quodvis non A est cum aliquo non B, sequitur, quodvis
B esse cum aliquo A ; nam per non A est cum non B et B est cum
non A poneretur aliquod non A esse cum B et cum non B, adeoque
patet per IV.

2. Propositiones vei conceptus A et B aequivalentes dici possunt,
si quodvis A sit cum aliquo B et quodvis B sit cum aliquo A ; quod
ita quoque prodit, si demonstretur, quodvis A esse cum aliquo B et
quodvis non A esse cum aliquo non B, nam (per praecedentia) tunc
etiam quodvis B est cum aliquo A.

Idem prodit demonstrando, quod non A est cum non B, et non B
est cum non A ; uti etiam ex A est cum B et B est cum A prodit
non A esse cum non B et non B cum non A.

Ex eo, quod quodvis A est cum aliquo B, non sequitur, quodvis B
esse cum aliquo A ; nam (uti e typo generis superiore patet) qualitas
aliqua praster speciem ipsius A in aliis quoque adesse potest; sed sequitur
aliquod vei aliqua B esse cum aliquo A ; nempe ubi A cum B est,
etiam B cum A est. Ex non omne A est cum B sequitur aliquod A
esse cum — B ; nam non omne est aut aliquod vei aliqua exclusive aut
nullum; si nullum A est cum B, omne A est cum — B \ si aliqua
exclusive sünt cum B, reliqua sünt cum non B, quia B aut — B adesse
debet (III et IV).

3. Sint a,b,c; et denotet heic a-hb esse a cum b} atque a—b denotet
esse a cum non b (id est sine b), eademque denotatio in aliis quoque
{sed heic tantum) valeat. Quasvis litera possit sive -+- sive — denotare :
ex. gr. b possit —z quoque denotare (signum — sensu non arithmetico,
sed superiore intelligendo). Quseritur, ex una propositione a-hb et alia
adhuc tali, in qua una litera c est, altéra verő ±a (id est a vei —a)
vei ± á (id est b vei —b) est, quando et quae conclusio est?

Patet combinationes omnes esse sequentes:
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a-hb} a-hb, a-i-b, a-{-b,

b b
quas, si a-\-b sensu statim dicendo convertatur in secunda et tertia, et
inferior superius ponatur in príma et tertia, mutabuntur in sequentes

c±a, b-t-a, c+b, a-hb,
b b b

ubi patet ad formám eandem reducta eatenus esse, quod ubivis superioris
ultiina litera sit prima inferioris, quee est litera communis utriusque; patet
etiam formám ultimam primse prorsus convenire; nam b potest per —z
exprimi, et tum —b érit z; ex. gr. sit a Petrus, b mortalitás, nempe
a-\-b denotet Petrus est cum mortalitate, id est Petrus est mortalis, z
est immortalitas, et a—z denotat Petrus est cum non immortalitate;
adeoque ad formám prímám reducetur ultima in illő casu quoque, ubi
in hujus inferiore signum — est, nempe illám in cujus superiore —a est;
ítaque non nisi trés priores considerandae veniunt.

Denotet jam heic (sed tantum híc) A-hb quodvis a esse cum b vei
aliquo b; ita b-t-A denotet b vei aliquod b adesse cum quovis a, quod
idem cum prioré significat. Ita C-i-a denotet quodvis c esse cum aliquo
a, et C—a denotet quodvis c esse cum. non a • atque c-i-a denotet ali-
quod, vei aliquorum c quodvis esse cum aliquo a ; et eadem denotatio
alias literas maneat, quse tantum heíc valeat. Conclusio e superiore et
inferiore infra lineam scribetur, o ubi nulla est; forma prima post I,
secunda post II, et tertia post III est; pro signis üsdem cuiusvís quatuor
casus sünt, uti pro signis contrariis; in schematibus rationem conclusionis
exponentibus, quilibet casus pro signis üsdem uno, pro contrariis altero
schemate exhibebuntur.

I.

C+a
a-hb A+b

o C+b
BOLYAI, Tentamen, I.

C -híZ
A-hb

c-hb

c-ha
a-\-b

0

C—a
a-\-b
b~c

C-a
A+b
b—c

c—a
A-hb
*c—b

c—a
a-+-b

*c—b

3
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II.

b-k-A b -\-A b -hrt b-\-a
a-he A H-c A-\-c a-i-c
~b-\-c b -he b -he o

b-hA b-hA b-ha

b—c~~*b—c *b—c *b—c

ni.

C-hb
b-ha

0

C-hb
b-hA

0

c-hb
b-hA

0

c-hb
b-i-a

0

C—b
b-i-a
a—c

C—b
b-hA
C—a

et A—c.

c—b
b+A

*c—a

c-b
b-i-a

*c—a

Stellula prseposita, uti *b—c, denotat certa quaedam b cura certis qui-
busdam c non esse, non asserendo dari aliquod b, quod cum nullo c esse
queat.

Conclusio nulla est, sí pro signis literéé communis iisdem aut nulla
litera magna est, aut non est príma in inferiore, vei ultima in superiore ;
alioquin semper est aliqua; cum stellula prodit, si pro signis literse com-
munis contrariis, litera magna aut nulla sit, aut przeter primum locum
inferioris et ultimum superioris haud reperiatur, aut tantum in inferiore
et sola sit; combinantur verő in conclusione literae, quse prieter communem
sünt, et posterioris signum — est, si litera communis signis contrariis sit.
Occurrit verő litera magna in conclusione non nisi seinel in I, et semel
in III, atque stat loco primo; in III verő sexta est sola, ubi etiam
postrema litera in magnam mutata conversio fieri potest. In II schemate
secundo constat etiam quodvis a esse cum b et cum c; denique orane,
quod per superiora e conclusione tanquam ex una propositione seqnitur,
conclusioni accenseri potest.

Interiin I i convenit cum III i, ha I 3 cum II 3, I 4 cum II 4 et
cum III 4, I 5 cum III 5, I 7 cum II 7, et I 8 cum II 8 et cum III 8.
Itaque pro convenientibus quibusvis unus tantum manet casus; et casus
conclusionem o dantes etiam rescindi possunt.

Ut ratio conclusionum dictarum pateat, exprimatur ex. gr. C+a per
aaaaai nempe cuivis c adscribatnr illud a, cum quo est, a/út a adhuc
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ulterius quoque scribere fas est, cum haud constet, non alia a esse sine c;
si quodvis a quoque sit cum b, scribatur /; sub quodvis a, si verő de
quibusdam a tantum constet, scribatur b sub quaedam a tantum; et
quidem sub talia, quae non sub c sünt, quia non constat, nuin illa sint
ea quaedam, quae cum b sünt. Ita C—a exprimatur
et b-i~a exprimatur per a a a .

~ ~ ~
Hoc pacto construantur casus singuli:

ccc
aaaa

bb

I.
ccc
aaaa
bbbbb

cc
aa
bbb

ccc
aaa

bb
c c aaa

-a-a—a bbb
c c

-a-a—a
aa
bbb

ccc aa
—a—a—a bbb

c c c aaa
—a—a—a bbb

n.

bbb
aa

aa
bbb
cc

—a—a
c c

bbb
aa

aa
bbbb
ccc

—a—a
ccc

bbb
aaa

bbb
aaa
cccc

—a—a
ccc

bbb
aaa

bb
aaaa

ccc
—a—a—a

ccc

cc
bbbbb

aa

in.
cc
bbbb

aa

ccc
bbbb

aa

ccc
bbbb

aaa
c c bbb

-b-b-b aaa
c c bbb

-b-b-b aa
cc bbbb
—b-b aa

ccc
-b-b

bbb
aaa

la I primo et quarto patet posse b et c non in verticalem eandem
cadere, adeoque non sequitur ullum c cum b esse; in secundo sub
quodvis c cadit by adeoque quodvis c cum b est; in tertio sub quae-
dam c cadit b et quaedam illa tantum constat cum b esse. Item in
I signorum contrariorum casu primo patet illa b, quse cum a sünt,
cum c esse non posse, quia cum quovis c est —a, et túra -\-a et —a

3*
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simul essenl (Ax. IV); adeoque illa, seu quaednm b cum c non sünt;
id est V«u<lam b sünt cum non c. In casu secundo illa b, quae cum a

sünt, cum c esse pariter nequeunt; in tertio sub quovts a est /;, sed non
constal «liquüd c cum h vei sine h esse ; nam haud constat non dan
tale />, quod non est cum a, adeoque tale b etiam cum tali ct quod cum

-a est, esse nulla contradictio ; itaque illa c tantum, quie cum -a sünt,
C«;/J ///& b, qnas CHHÍ « sünt non esse constat.

Reliqua singillatim exponere, cum schemata singula eodem modo

exhibeant, supervacuum est.

Forma IV quse cum I convenit, continuata dat soritem ; nisi a prima
propositione iiicipiendo cuiusvis litera ultima sit eadem cum prima sequen-
tis, et in loco primo magna sit, saltem in quavis post primam. Ex. gr. ex

C-¥d

sequitur a-hd; nam expresso ut antea per

aaa
bbb
c ccc
ddddd

patet quasdam a esse cum b et c et d, adeoque quasdam a esse cum d\
si A fuisset loco primo, quodvis a esset cum d.

E.

Si constet sub continui temporis T puncto quovis adesse A, et ali-
quando sub t post T non adesse : datur ab initio crescentis 7~in infinitum
punctum aliquod / ultimum punctorum illorum temporis, de quortim
quovis dici potest, quod intra illud et initium ipsius T semper adest A ;
m p verő aut ultimum A est aut primum non A ; et si in / non A
fuent, post / ahquandiu aut semper A aut semper non A érit, nisi post
> qnodv» punctum p' tale fuerit, ut inter p et / ' tam A, quam non A
adsit. Fundamentum limitis, plura alia quoque expedieus.
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F.
Si A,B,C,... se invicem excipiant fsive terminentur in aliquo, sive

non), et eorum quodvis K tale sit, ut (post K sequente L dicto) K est
cum x sit cum L est cum x, atque A sit cum x; tűin quodvis O ipsorum
AtB,C,... est cum x. Nam a certo puncto sit pars temporís continua t
in plaga futura, et exeipiat quodvis t aliud t in infinitum ; ac cogitetur A
respondere primo /, et quodvis ipsorum AtB,C,... sequens sequenti t;
atque procedatur ab A ad B, inde ad C& usque ad illud / quod ipsi Q
respondet: illud t adveniet (Ax. II}; adeoque et de O ei respondente
constat. Dicitur heec concludendi methodus de n ad «-Hí saspissime
usitata. £ dictis ultro promanantibus supersedere licet.



CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

SECTIO I.

PRIMAE LINEAE ARITHMETICAE GENERÁLIS.

§ I.

Animus natura sua veritatis siti impulsus, fines cognitionis semper
ulterius extendere satagens, activitate indesinente partim ex iis, quas in
reprassentatione reperit, quaedam secernit, partim hasc et quíe adfuerint,
vario modo coinponit; atque utcunque coram posita comparat; et illa,
quas digna esse retur, nomine insignit proprio, jure suo origínario utens,
quidvis signo quovis pro arbitrio denotandi; dummodo signa eadem eadem
ubique significent, nisí aliud monitura fuerit.

§ 2.

Quidvis (modo A nominatuin) intuenti obviam venit ante omnia aliquid
(modo a dictuml, quod ab A complexum est (id est ex A est), ab eo
tamen diversum (id est non idem ipsum cum A); dicitur a pars ipsius
A et quidvis (utvis compositum sit in repraesentatione, excluso omni alio)
dicitur Jotttm, si parte gaudeat. Sensu hoc etiam qualitas certa ipsius A,
ex. gr. albedo certi parietis, ejus pars est, (albedinem ipsam, quae adest,
intelligendo). Si a pars etiam ipsius B sit, dicitur commune ipsis A et B'
Per complexum ipsorum A, B,,'.. intelligatur id, quod complectitur eorum
quodvis praetereaque necquidquam. Consideranti partes obviain venit tale *,
ut a complexu omnis ejus ex totó, quod non ex x est, complexum etiam x
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sit; dici potest pars eiusmodi indivcllihilis.* Potest tamen aliquid de
quovis, quod ex totó praeter x est, dici, quod de x negatur. Honé octavas
finis, et nonse initiuin est pars temporis a hóra septima usque ad deciinam
effluentis, sed indivellibilis est; ita axis corporis quiescentibus duobus
punctis moti; at punctum, totius ex hoc et sphaera extra illud cadente
constantis, non talis pars est. Hinc talis pars /, cuius ipsíus pars nulla
aut tantum indivellibilis est communis cum complexu omnis eius, quod
ex totó praeter p est, dicitur portio. Ex. gr. Linea e superficie prominens
totius portio est, uti punctum antea dictum; at complexus lineae dictae
et lineae in superficiem cadentis, totius e superficie et linea constantis
pars, sed non portio, nec indivellibile est.

Complexus omnis, quod (ex. gr.) praeter A est, intelligatur, uti in
concreto sisti potest. Paucis tantum adhuc, ne plura nugas dífficiles visa
nauseam moveant, illustrare fas sit.

Indivellibile i partis^ est indivellibile totius T. Nam si q sit complexus
omnis, quod ex / praeter i est, et Q sit complexus omnis ex T quod
praeter i est: patet q esse complexum a Q, adeoque / a -q coinplexum a
Q quoque complexum esse.

Pars / partis indivellibilis i est indivellibile totius T. Nam si q sit
complexus omnis ex i, quod praeter / est, et Q sit complexus omnis
ex T, quod prseter i est: tum (per def.) í a Q complexum est, adeoque
etiam a {Q et q).

Fortio p portionis P portio totius Test. Nam sit / ' complexus omnis
ex P, quod praeter/ est, et sit R complexus omnis ex T, quod praeter P
est; sitque A id, quod P cum R commune habét, et Q sit complexus
omnis ex P, quod praeter A est, sitque a id, quod R cum pt et a id,
quod R cum / ' commune habét: patet in A adesse a et a\ necquidquam
praeterea in A esse. Sit q complexus omnis ex p praeter a, et q' com-
plexus omnis ex p' praeter a : patet [q et q) complecti omne quod ex
P praeter A est, adeoque et ipsum Q. Est verő P portio ipsius T (per

• Pars indivellibilis potest etiam ita Ülustrari, quod sit pars eiusmodi totius T, qus ex T abstrahi
potest, ut sine reliquo cogitationis objectum esse queat, sed ipsa nec cog itat ioné ita avelli potest ut reli-
quum sine ea cogitari queat,
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hyp.), adeoque A est indivellibile ipsius P (per def.); adeoque a Q
complexum est omne, quod ex A est, itaque etiam a> quod fieri nequit,
nisi a indivellibilile ipsius / sít; nam si id non sit, aliquod h ex a adesse
debet, e quo necquidquam a q complexum est; si verő a q complexum
non est, neque a (q et q) complexum est; nam p' adeoque q nonnisi
indivellibile ipsius p cum q commune habét (quia p portio ipsius P est);
adeoque esset aliquid ex A, quod a (q et q) adeoque a 0 quoque
complexum non esset, et P non esset portio ipsius T (contra hyp.).
Si p cum complexu omnis ex T praeter / nihil habeat commune, tum
patet (per def.).

Si P portio ipsius T sit, et complexus omnis ex 7" praeter .Pdicatur/ ;
tum etiam p, si in concreto sistatur, portio ipsius T est. Nam sit A
commune ipsis P et / , et sit q complexus omnis ex p prseter A, id est
omnis ex T praeter P, (nam A quoque adest in P); patet q, si in con-
creto sistatur, esse idem cum /, adeoque cum A complexum a p sit,
complexum etiam a q est; itaque etiam p portio ipsius T est (per def.}.

§3-

Ex parte et portioné oritur nihilum mathematicum, et expers: neinpe
abstrahendo omnem partém, oritur conceptus nihili, cuius signum est o.
Ingens passus ab omni ad nihilum est; uno verbo quasi tollendo omne,
quod ab sublime verbum Fiat factum est. Quod nulla suí portioné gaudet,
dicitur expers; tale est (ex. gr.) punctum spatii aut temporis supra
dictuin, sub quo quidein nulla mutatio fieri potest, sed Rhenus deruens,
Urbs flagrans, aut actus quidam heroicus sub tali temporis puncto figuntur
in tela perennes.

Porro in partes inquirendo, tali A occurrente, ut quaevis portio A' sit
eius, haec cum eo B, quod ex A praeter A' est, aliquid commune habeat:
tale A nominatur continuum. Ex. gr. spatium, tempus, Ünea, super-
ficies y .
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§ 5-

Mens porro disquirens animadvertit, varia, quae praeter A sünt, ab eo
discerni quidem, sed reperiri aliquid cum A et aliquid cum B, quas,
quamvis A et fi praesentia considerentur, discerni nequeunt: et dicit
A et B eatenus acqualia ; si aliquid illud sit A ípsum et B ipsum, tum
dicitur A identice aequale ipsi Bt quod nonnisi tunc est, si A ípsum B
sit. Si aliquid illud sit A et B praeter locum, id est A et B prassentia
praster locum discerni nequeant, dicitur aequalitas absoluta, sígnificata
per A==fi. Eatenus nulla cochlea sinistra dextrae aequalis est.

Si aliquid illud aliud sit, dicitur aequalitas respectiva, cuius innumerae
species dantur. Glóbus argillaceus aureo sequalis quoad locum esse potest.

Sed ex asqualitate absoluta, et portionibus ípsius P, vei etiam / ,
nascitur alia sequalitas respectiva, atque etiam conceptus quantitatis.

1. Si nempe tale A se obtulerit, ut cum A sit tale q, cuius aut nulla
portio est, aut qusevis a et b tales sünt, ut a (ipsum vei pars eius) = b
(ipsi vei partí eius): dicitur tum A quantitas quoad q; sed si q illud
pláne A ipsum sit, dicitur quantitas absoluta, secus respectiva. Absolutae
exempla sünt Spatium, Tempus, Punctum utriusque, Recta, Circulus,
Linea cochlearis, Planum, Sphaera, Cylinder, etiam Linea e rectis com-
posita, ita ex arcubus eíusdem radii, et id genus alia. Respectivse exempla
varia: Pondus auri et ferri, si tantum pondéra, aut volumina, aut frustra
metallica considerentur. Si Linea qusedam L non e rectis composita
comparetur cum alia tali, ut complexus utriusque non sit quantitas abso-
luta, semper recta certa intelligetur per L determinata (vide infra), ita
superficies quaevis ad planum reducitur (ibidem). Imo et ipsas quantitates
absolutae ad certas respectivas reducentur inferius, ut simplíciter tractari
queant. Praeter hoc potest etiam portionum acceptio certo modo deter-
minari, ex. gr. homo et vermis quantitatem respectivam constituunt (ad
ínstar puncti cum puncto), si conditio sit portionéin hominis aut vermis

BALVAI, Tentamen. I. 4
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non considerare, et ex. gr. non nisi id ex homine aut verme sumatur,

quod mortalis, vei terraa alumnus sit.
2. Si P constet e portionibus A,B,...,

p ex a, ö,...,
atque

A = a, B = b, y,

ut quodvis par eequalium item aliud excipiat, donec nihil ex utroque
supersit: oritur nova aequalitas quoad portiones.

Ex.gr.

Hoc sensu queevis figura rectilinea est aequalis quadrato. At quid si
P et p talia sint, ex. gr. circulus et quadratum certum, ut A,B... et
a,ö... nunquam terminentur, sed omni dabili minus superesse ex utroque
possit; dari tale quadratum constat, et nonnisi punctum est, quod reperire
numerabilibus eiusmodi operalíonibus, quarum qua?vis est rectam vei
circulum ducere, probléma quadratoris circuli est. Dici potest heec ocqua-
litas quoad contcntum prior terminaía, posterior intcrminata^ nec in
casu allato posse aut non posse terminari quisquain deinonstravit. Denotari
potest per /J=^p.

Vide infra quse aequalitas per = denotetur; et vide inferius aequali-
tatem expressionum variam y .

Quantitas cum quantitate parit fwmogcneitatem, et majoritatem mino-
ritatemque: nempe si quantitates A et Ji nonnisi indivellibile utriusque
communc habentes tales sint, ut complexus coruin quantitas sit, dicuntur
A et U tumtugcnta? lta latiis quadrati et diaRonalis homoRenea sünt,
quamvis constet nmneris quoad idein unmn exprimi haud posse.

* Am: «i quanuutum A ct ti «Jicmira «it quoad cooieatum eqiulu «it«i sut portioai «u«. dkon-
tur A ct li homof(enea.
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Si vero A quoad contentuin aequale est portioni cuidam b ipsius /?,
tum A dicitur tnt'nus ipso B, et B május ipso A ; denotaturque per
A<^B, seu B*^>A. Denotatio eadem inanere potest, et si A et B certa
determinatione afficiantur (ut infra), adeo ut etiani 2<< — 5 dicatur. At
ultro fit quiestio, quidnam ex B ultra b supersit? si hoc dicatur C, dicitur
B excedere quantitatem A ipso C. Operatio, qua quaeritur, quod superest
ex D praeter d, si d ex D sit, et A quoad contentum sequale d, (A=*=d)
vocatur demtio ipsius A ex D.

Mens semper simplicitati claritatique studens, cum varia se offerant,
cum quibus demtionis operatio haud ita perspicua est, quam cum tempore
aut recta, de modo cogitat quamvis quantitatem ad eiusmodi formám
reducendi; et si quantitates AtBt... ad tales A',B}... reduci queant,
ut quaevis A\B,... tales sint, ut A=^A', B = B', et aliquod ipsorum
A' et B sit absolute aequale alteri ipsi vei parti eius: tum AtB,... ad
formám temporis reducta esse dicuntur. Per A = B intelligatur esse
A' = B. Posse id fieri, et quodvis nonnisi ad unicum reduci posse (vide
infra).

Superficies quaevis ad rectangulura reducitur, cuius altitudo est ex. gr.
1 hexapeda, solidum quodvis ad parallelepipedum, cuius et altitudo et
latitudo item 1 hexapeda est; et demum omnia ita reduci possunt, ut
tempore vei recta exhibeatur quantitas omnium.

§9.

Arithmetica est scientia, quae de quantitate, nonnisi jam ad formám
temporis reducta, et omnium operationum resultata quoque ad hanc for-
mám reducta esse spectat. Púra est, cuius objectum tempus est, aut
huius quasi effluxi imago perpetuo manens recta, postquam deducta gene-
rataque est. Veritates hic repertas facile alibi applicantur.

Arithmetica generális dicitur, quae in genere tractat de quantitatibus
4'
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absque eo, ut de hac vei illa speciatim diceret; at mentis natura est ab
iis, qua; ob oculos ponuntur, ad generaliora abstractaque ascendere.

Primum ArithmeticEe purae objectum tempus offert, ut Uxc quasi
temporis, geometria spatii scientia dici possit; quamvis in Kterno quasi
connubio una alteri openi ferat, et arbor utraque corradicata coronis in
abvsso coeloruin confluat.

§ 10.

Ouantitas iam cuin qualitatc parit ita dicta opposita, -t< fpositivumj,
et i—< iid est /icgativitm\t atque + et —.

Nimirum quantitates homogeneas occurrunt variis determinationibus
positae ; ex. gr. sit recta; unius in puncto p initium, atque in recta eadem
ponatur alia ita, ut initium huius cum fine prioris sit idein. Qiuestio
varia esse potest; quantanam tota via sitt aut quantanam linca sit
inter p, et finem posterius positae f atque num a / dcxtrorsutu, aut
sinistrorsum cadatf patet resultatum eatenus variuni esse posse, magnum
respectu quaestionis prioris, o respectu posterioris.

Hínc conceptus sequens fonnatur :
Si P et N tales detenninationes significent, ut si duntaxat A fuerit

detenninatione P posituni, et fi cum detenninatione A''; tum sub certa
conditione Q in casu quodsi A = fi, resultatum o sit; si verő A^>fit

et supersit a, inaneat a cum detenninatione P; si fi^> A ac supersit b,
maneat b cum determinatione N: tum una ex. gr. A nominatur positiva,
altéra nempe H negativa, atque A et H dicuntur quautitatcs uppositac.
Positivum signo +-, negatívum signo ^ denotari potest, quod patet non
nisi detenninationes dictas P el N denotare.

Si A = B, tum ipsorum »hA et *— H quodvis dicitur oppositum altc-
n'ns, et per — k denotatur oppositum eius, quod per k denolatur, sive +•
sive i— denotet /•; signum -t- autem prariixum valorem non mutat;
+ k = k potest esse = . - , 5 = _ 5 | c t l l u n _ f. = 5 = + 5 -. ^ , 5 ( i t : i u l e

signo + vei — litera; praposito, num valor positivus vcl nefiativus sit,
concludi nequeat. Ex. gr. ponantur cogitutione sive in tempore, sive in
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recta partes continuse A,Bt... una post aliain inodo sequente; nominetur
cuiusvis una extremitas initimn, altéra extremmn, et íllius, quse sola vei
primo ponitur, initium cadat in certum punctum p, et cuiusvis alius
initium sit idein cum extrémo illius quod pláne antea positum est; sit
porro certum punctum y, intra quod terminarentur omnes, si ita pone-
rentur, ut cuiusvis nonnisi initium sit cum eo, quod antea positum est,
commune; atque dicatur p' extremmn eius, quod modo prius dicto ultimo
positum est; et si / a p' diversuin sit, dicatur / initium, / ' verő extre-
mum ipsius pp'] et ipsorum AfB,... et illius, quod inter / et p' est,
quodvis tale, cuius extremum propius est ipsi q quain initium, dicatur
determinatione P positum; cuius initium est propius, dicatur determi-
natione N positum.

Patet hoc pacto, si conditio C sit pro resultato accipere pp', prodíre o,
si duntaxat ^A et *—*B posito sit A=zB\ ita H-<a manere, si A\>B,
et a supersit, et >—>b manere, si quantitate b sit B^p-A. Potest etiam
illud, quod tantum initium habét cum antea posito commune, determi-
nationis eiusdem dici cum eo, secus verő diversee.

§ 11.

Sed quíelibet quantitates possunt modo sequente ad definitionem re-
vocari.

Si B respectu A poni dicatur, ut sit index demtionis, significet ope-
rationem sequentem : quod si A iam positum sít et detur tale b ex B,
ut in A adsit ei sequale, nec maius quam tale b ex B sit, tum dematur
b ex A ; atque si b = B} indici demtionis satisfieri dicatur; si verő praeter
b adsit b' in B, tum ex indice demtionis mansisse b'; et si nullum b demi
potuit, B ipsum mansisse, cui satisfactum non est; et in quovis casuum
dictorum indici demtionis satisfactum esse, quoad fien potuit dicatur.

Si jam determinatio N, qua B ponatur, id significet, quod B ponatur
index demtionis quoad quamvis quantitatem, quse certa determinatione P
posita est, aut poneretur postea; et conditio C sit, ut si A iam positum
est cum determinatione Pt et A sequale vei maius quam B, accipiatur
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id, quod ex A remansit, postquam indici demtionis satisfactum est; si verő
satisfieri non potuit, accipiatur id, quod ex indice demtionis remansit,
postquam ei, in quantum fieri potuit, satisfactum est; et semper quod ex
indice demtionis reinansit, retineatur etiam ulterius pro indice demtionis
quoad quantitates cum eo homogeneas, quse determinatione P ponerentur.
Patet et hic determinationem P signo Hr1 et alteram signo *-* insigniri
posse. Nain si A = B, resultatum o est; si A\>B resultatum est a cum
P positum; si verő B^>A, remanet b ex indice demtionis, adeoque b
cuin determinatione N.

Ex. gr.
A ^ A 4 A

a
B y-i B '— B

Ita potest A certos homínes ad certum finem positos denotare, et B
item certos homines pro indice demtionis quoad A positos; aut A certam
pecuniain, et B quoque certam pro indice demtionis quoad A expositam fef.

§ 12.

Operatio, qua disquiritur, quod sit resultatum sub conditione C, si
adfuerint inter A,B,... et positiva et negativa, secus verő quid pro-
deat, si A,B,... simul sumantur, (in'quovis casu quovis eorum o deno-
tante omisso), dicitur additio, et resultatum vocatur summa additorum
A,B,....

Imo potest conceptus summa; extendi, dicendo etiam S et s summám,
realmm A,B,..., et imaginariorum a,ő,..., si illorum summa sit 5,
horum sit s, (vide infra). Quoad casum prioréin, patet superius esse o,
*a, vei MA summas ipsorum A, B; ita patet

summám ipsorum &A, ^B esse.
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Qusestio heic ultro oritur: nura (in § 10.) quocunque ordine ponantur
A1B,... idem extremum ultimo positi prodeat? íta demtio utcunque fiat,
per partes hinc vei illinc demtas, aut e summa omnís positivi dematur
summa omnis negativi (vide infra).

Addendorutn summse etiam commoda notatio quseritur. Complexus
signorum, quibus quantitates denotantur, signorum -h, —, •í-*, *—1 quolibet
praefixo aíFectorum, denotet quantitatum earuin (cum signo praefixo accep-
tarum) summám j dicitur hic complexus quantitas complexa ; et quantitas
post ultimum signorum -*-, —, ^ »—1( aut ante primum scripta, veluti
qusevis inter proxima eiusmodi signa dicitur cum signo praefixo accepta
terminus quantitatis complexae. Interim si alia qusedam operatio ad
plures extendatur, signa dicta terminos in iis, quae conjuncta sünt, non
distingvunt. Ex. gr. ipsius a -\- \fc—d non est d terminus, sed a, et

§ 14-

Sicubi summa S ex A et £ reperítur, quasstio ultro fit, num ex
£ et A socius B ipsius A reperiri posset? Operatio ista vocatur subtractio
ipsius A ex 5, et B vocatur differentia ipsius A ab S. Patet in sche-
mate (§ 11., et § 12.) S esse príus o, postea ^a, tum »—>b, et demum
*^A^B: ita esse posse *—*A *—*B; atque S— faA) esse t—>B in § rí.
et S—(>—B} esse ^hA} atque in proximo casu S—{±£) esse ±A.
Unde patet subtrahendi oppositum esse addendum summse suppositae, ut
socius subtrahendi, nempe differentia prodeat; prodit verő oppositum, si
sígnum praefixum ímmutetur, nempe si ex -+• fiat —, seu ex — fiat -+•;
adeoque subtrahendus signo mutató additur. Sed heic adhuc tantum de
monomio sermo est; de quantitate e pluribus terminis complexa infe-
ríus érit.
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§ 15-

Porro adhuc talia ex. gr. / et s obviam venire possunt, ut d difFe-
rentia ipsius / ab 5 sit asqualis differentiae ipsius P ab 5. Hinc passus
eo, quod si P ipsum s sit, et detur post quodvis aliud, a quo differentia
prsecedentis sit eidem d sequalis. Vocatur hoc sertés arithmetica, nempe
hic oritur conceptus seriéi, quo nomine insignitur quantitatum complexus
se lege certa excipientium ; nam simulac lex una patuit, campus de legibus
innumeris cogitandi aperitur. Vocatur qusevis quantitatum lege ceTta se
excipientium, terminus seriéi.

% 16.

Tum facile in mentem venit p — o ponere, et seriem o,A, /?,C,...
condere, cuius termini cuhisvis differentia a sequente sit u ; item aliam
quoque seriem o, a,b,c,.. , cuius termini cuiuslibet differentia a sequente
sit v} cogitare, ita ut o cum o, A cum a simul ponantur, et quosvis
terminos simul positos, exeipientes (in illa et hac serié) simul ponantur.
Quivis terminus harum serierum dicitur numerus in serié prioré qttoad
11, in posteriore quoad v; ac cuilibet nomen proprium dare libet, et
quidem terminis siniultaneis idem, prseterquam quod in serié prioré quoad
«, in posteriore quoad v dicatur; ex. gr. o dicitur o quoad u etiam o
quoad v ; A veTO 1 quoad u, et a dicitur 1 quoad v y . . . ; seu o dici-
tur breviter ou et ov, A verő IU, et a ív, is"..., et id ex. gr. F, quod
numerus nominis n est quoad «, dicitur nu, et terminus / cum eo
simultaneus dicitur nv; atque ad quasstionem, F quot u sit? respondetur
nu ; atque F dicitur continere ipsum u /z-ies, et ex F et n reperire u
dicitur F per n partiri. Nulla tamen heic mentio multiplicationis divi-
sionisque est, quarum sensus latior est.

Tam u quam v dicitur unurn, quod distingvendum ab unitate est
(§ 23.).
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Patet, si unum zero sít, quemvis terminum esse o; nam e quovis
prodit o, nempe o + o = o (per § 12.).

§ 17-

Heic statim quasstiones oriuntur:
1. Quo possent modo simplicissímo nominari numeri?
2. Si N et M nomina numerica sínt, Nu et Mu simul quot «

efficiunt? et si Nu<^Mu, et illud ex hoc dematur, quot u manent?
3. Si U=Nu, MU^ quot « facit? Sit nu; quaerebatur ex N et M

nomen « ; quaeri ex « et aliquo ipsorum N eX. M eorundem atterum •
potest.

Heec sünt numeratio, et quatuor operationes numericse: at quamvis
conceptus hi necessarii sint, conceptus quatuor operationum latior est;
duarum priorum iam detenninatus est, ubi patebat summám ipsorum
A, B ob oculos poní posse, etsi numero expressa non sit, imo si ex. gr.
A sit latus quadrati, et B diagonalis, neque possunt A et B quoad idem
aumeri esse.

§ 18.

Variae adhuc prseter haec oriuntur quaestiones.
I. Potestne quantitas quasvis esse numerus nominis cuiusvis?

B4I.»AI, Tprilamen. I, *
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2. Potestne idem quoad idem u esse numerus diversi (id est nunc
huius, mox alius) nominis?

3. Estne quoad quamvis portionem a ipsius A tale nomen numeri-

cum ti, ut
Si quantitatis q aut nulla sit portio, aut quasvis talis sit, ut detur

tale ii, dicitur quantitas finita, de quali tractat Arithmetica. Si u denotet
punctum temporis, 211 non potest esse numerus nisi nominis 2 et 1,
nempe posterius, si unura sit 211; item o potest esse, si pro uno sumatur o,
numerus nominis cuiusvis, sed id quod non est o, nequit esse numerus
nominis o.

§ 19-

Nova porro fit quaestio; num B sit numerus quoad A, et sí ita,
cuiusnam nominis sit? et casu se offerente, ubi fí non est numerus
quoad A, quaestio oritur, num aliquod u sit, quoad quod tam A quam B
numerus est, et cuiusnam nominis numerus sit A, cuiusnam sit Bf Unde
fit conceptus sequens.

Sive sit B numerus quoad A, sive non ; reperire, cuiusnam nominis
numerus sit A et B vei — B quoad idem u, dicitur mensnrare B per
(vei quoad) A; et A dicitur mensura, B verő mensum ipsius A ; atque
si ex. gr.

A — 2,u, B = 2u vei B = — 2«,

ad quaestionem, qualenam mensum sit B ipsius A, respondetur Ín casu
prioré, quod sit 2(3)/«»/, in posteriore quod sit 2(3)// oppositum. Ita A,
si pro mensura eius ponatur u, dicitur 3(1)/«?« ipsius u, adeoque hoc
et 37/ idem sígnificant.

§ 20.

At talia A et B obviam venire possunt, ut quamvis homogenea sínt,
nullum u reperiatur tale, ut quoad id tam A quam B numerus sit; hinc
facile cogitatur, quid si nullum sit? Cuin non liqueat dari debere, (mox
patebit in Arithmetica quoque dari, ex. gr. / 2 ) ; eiusmodi quantitates
dicuntur inter se incommensurabilcs. Interim facile patet (quod infra



SECTIO PRÍMA. 3 5

demonstrabitur) u semper per 2 partiendo, quovis dabili z reraanere
minus ex B, et altéra in partéin quoad A mensurari posse.

§ 21.

Hic priinum oritur conceptus variábilis atque limitis. Si / sit
nomen generálé eorum finitoruin, quas sub certa conditione generari queunt,
et 4-1 vei •—*p quovis dato ei hoinogeneo május fieri potest, aut differentía
ipsius p a K nunquain quidem fit o, sed quovis dato z minor fieri potest:
tum dici sólet in casu primo infinitum (denotatum per 00}, in secundo verő
K limes ipsius p} et tendentia ista ad limitem potest denotari in casu
primo per >-}-' vei 1—'/-^db00»* i n secundo per P'^K; nempe ubi + 00
stat post signum —, denotet casum primum ; si finitum stet post '•—, deno-
tetur casus secundus.

Maius et minus intelligitur hic a >-í-< et •—• abstrahendo. Arithmetica
quidem finíta tractat, nec calculus infinitesimalis dictus indiget infiniti;
sed cum a pluribus etiam 00 pro limité accipiatur, fas est conceptum
limitis eo extendere; (in Geometria dantur infinita, ex. gr. complexus
omnium punctorum, quas cum certis duobus punctis in recta sünt, est
recta utrinque infinita ítf). Sit ex gr. t denotante quantitatem minorem
quam u :

A = nuf B=mu-\-t, et sit t^-o;

ad qusestionem, qualenam mensum sit B ipsius A, respondetur m(n)tum
praeter aliquid, quod tendit ad zero; sed patet heic n et m, prouti
z minus accipitur, eatenus mutari. Interim ubi pluries occurrunt, Eequalia
signa simul variata sequalia significent; insequalia signa (nisi aliud moni-
tum fuerit) possunt sequalia significare.

• In Arithmetica púra non aliam quantitatem prKter o et ex. gr. rectam (e Geometria petitam)
tractante non aliud oo intelligitur, nisi limes viac (nincti e rectae piincto p i» ea semper potre cl ultra dátum
quodvis puitclum nwli. Quoad signa +, — ipsi infinito prjeposita conditio C (§ io) locum haud habét
quidem, sed pro viis quibusvís finitis, quarum alterutra ex. gr. ad dextram, altéra ad lsevam deseribitur,
C locum habebit initio p viae ad lsevam, ad finem via alterius posito, atque per — oo limes viae ex p ad
lsvam factae, per + oo autem limes vi* ex p ad dextram facts intellígi potest.

5"
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§ 22.

Posteaquam B mensuratum per A est, facile succurrit, etiam C per
idem A mensurare; atque tum dicitur quodvis ipsorum B et C fractto
alterius :

Í4 ti r\

B =2« B

A — — — =3« A

A^_jv_jo__v__v_ = 5 V A

Et quidem in casu prioré B dicitur 2(3) 4(s)(um ipsius C, ita C 4(5)
2{$tum ipsius B, in altero casu verő B dicitur 2(1) $(i)tum ipsius C,
et C dicituT 3(1) 2{i)tum ipsius B, sive in hoc casu B dicitur breviter
2{$tum ipsius C, et C dicitur ^\2)tum ipsius ^ .

Demonstrabitur mox etiam casum priorem ad formám posteriorem
reduci, et idem modo communi seribi posse; patetque B esse 2(3)/«««
ipsius A, et A esse 5(4)/«»? ipsius C, adeoque B esse 2{^)tum 5(4} '̂
ipsius C

At quid si B vei C, vei utrumque sit incommensurabile cum A ? Tum
quoque et semper ad quaestionem, qualisnam fractio sit B ipsius C,
respondeatur, quod sit n{m) p(g)tum) si nomina numerica n, m, p, q
talia sínt, aut ita simul variari queant, ut n[m)tum ipsius A sit aequale
B, vei tendat ad B, et p{q)tum ipsius A sit aequale C, vei tendát ad C
(S 21.).

§ 23-

Hinc posteaquam B et C per idem ^ mensurata sünt, pronum est
etiam D, et tum D,E,... denique omnia homogenea per idem A men-
surare, atque mensuram istam omnibus communem nominare unitatem,
nec semper repetere mensuram in mensuratorum nuncupatione ; ut ex. gr.
2{$)tum unitatis dicatur tantum 2(5)/«?«, haud nominando mensuram;
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ita si A sit unitas, 2{\)tum ipsius A, id est 2 A dicatur tantum 2, ita — 1
denotet — \A.

Reflectendo ad superius dicta varia sequalitatis genera, heic quoque
aliquod se offert. Si neinpe r sít recta, et / teinpus, atque utrumque sit
suas unitatis 2{$)tum, eatenus aequalia sünt. Ita si Z et / rectae sint,
patebit factum e quotvis lineis esse lineam ; sed si unitas areas sit quadra-
tum, cuius latus unitas linese est, et factum ex L et / sit ex. gr. n\m)tum
unitatis linearum ; et rectangulum ex L et / érit n{m)tum unitatis arearum.
Ila sit factum ex L,/,/' (tribus rectis) N{M)tum unitatis linearum;
parallelepipedum ex Z, /, /' etiam N{M)tum unitatis solidorum est, si haec
cubus is ponatur, cuius latus unitas linearum est; uti infra deinonstratur.
Itaque ista hoc respectu sünt aequalia.

Unitatem positivam (et non zero) íigere libuit, atque utcunque
mutetur unum, unitas eadem príus arbitrarie posíta pro omnibus bomo-
geneis retineatur, donec expresse aliud monitum fuerit; si ex. gr. unitas
sit 1 hexapeda, sive 1 dicatur, sive 6 pedes, quantitas eadem est. Si o
assuineretur pro unitate, linea expressio indeterminata esset, nam prouti
acciperetur uf esset pro quovis n linea n(o)tum.

§ 24.

Id, quod unitate minus est, dicitur fractio vera : et id quod numerus
est quoad unum unitati cequale, dicitur numerus integer. In serié

. . . . — 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , . . . .

est [per § 7.] 2<< — 3 , sed 1 non ^>o( neque — i < J o ; at potest dici
quemvis terminum esse paucius quovis ab eo ad dextram sito, et plus
quam quivis ab eo ad sínistram situs est; quod etiam ad non integros exten-
datur. Designari potest per

i>— 1 ; — i > — 2.

Facile patebit {per inferiora), quod si



38 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

etiam asqualibus additis seniper prodeat

at si

non semőer sequatur
A

attamen sive < et <}, sive < et J> stet post A, idem etiam post A-hC
maneat, [si A-\~C et B-i-C neutrum sit zero, nec sit A-\-C asquale
— {B-\-C}] ; excepto :

I. Si A<d, et <ZB, atque B positivum est cum A ac C utroque
negativo, aut summa utraque negativa est; [tunc enim fit A-i~C<C et

2. Sí A<C et ^>B, atque aut A negatívum est cum B et C utroque
positivo, aut summa utraque positiva est, [tunc enim fit A-\-C<. et

A-\-C asquale B-\-C esse nequit, nam tum esset A aequale B, cui
repugnat A<ZB/ sed pro quibusvis A, B datur tale C, ut sit

nain tunc
A-h

et tum
C— . A+B
C ~ 2

adeoque

quíe opposita sünt.

Singulos casus exhibentia schemata percurrendo patet:

— 2<et<<3 —2<et<3 _ 2 < e t < | 3 _ 2 < e t < ^ 3
l.-í=—L 5 _ = . 5 _ - 1 = - 1 -5 = - 5

— Ket<4 3<et<8 " — 3<et>2 —7<et> —2
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— 3<et> 2 — 3<et> 2 — 3<et> 2 — 3<et> 2
1 __ 5 = 5 — ' = — 1 __n5_= _-5

— 2 < et < 3 2 < et < 7 — 4 < e t > 1 — 8 < et > — 3

— 3 < e t > — 2 — 3 < e t > — 1 — 6 < e t > —3 — 3 < e t > —2
1 = r 5 = 5 " ' = — ' —1 = n L

2

5
2

2
— I

<et<

<et> —

<et<

<et<;

7

5
4

5
i

.
— 2<et>—1 2<et< 4 —7<et> —4 — 4<et> —3
2<et< s 2<et<; 5 2<et< 5 2<et< 5
r = 1 — 1 = — 1 — 3 = — 3 —7 = — 73 < e t < 6 K e t < 4 — K e t < 2 — 5 < e t > —2

Nempe ut ^ < B sít, aut tam A quam i? negatívum est, aut A
negatívum et B positivum est, aut A} B utrumque posítivum est, et A
(in prascedentibus) semper ad sinistram cadit. Quívis casus parit duos,
prouti C positívum aut negatívum est. Si ipsorum A et B aliquod negatí-
vum est, tunc A esse negatívum patet. Si utrumque positivum sit, C aut
positivum aut negatívum est; si C negatívum est, trés casus sünt, prouti
C summám utramque positivam relinquit, aut unain vei utramque nega-
tivam reddit; adeoque quatuor casus fiunt; et pariter quatuor, si A et B
utrumque negatívum sit. Si verő unum negatívum, alterum positivum sít,
aut érit A<^B aut A^B; quivís horum quatuor casus habét nempe
C aut positivum aut negatívum est; si positivum, aut utraque summa
redditur positíva aut non; si negatívum, aut utraque summa redditur
negativa aut non. Itaque sedecim casus sünt.

Si A<et<!,B vei ^ < e t | > ^ , et A, B utrumque per C (non zero)
multiplicetur: signum <J vei >> manet uti est; sed < mutatur in > ,
si multiplicator negativus sit. Etiamsi non percurrantur schemata, fácile
patet, tum e positivo fieri negatívum, et e negativo fieri positivum, atque
e maiore positivo maius negatívum, et e maiore negativo maius positivum
fieri; adeoque signum <C inverti. Casus sequentes tantum considerandi
veníunt:

— 2<—I, — 2<I, I<2,

ubi patet oppositis acceptis signum <C in > mutari. Patet etiam non
mutari <C, si C positivum sit, uti <^ vei £> semper manere, cum a
determinatione positivitatis vei negativitatis independens sit.
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Pro expoiiente n integro positivo quoque manet <\; sed < ( si A et B
non sit utrumque positivum, mutatur in > pro n pari, si A<et'?>B;
in aliis casibus semper manet. Ex. gr.

- 2 < e t > — I , (-2)' = 4 > e t > i , (-2)3 = —8 < e t > — i , tf.
— i < e t < 2, ( — i ) ' = i < e t < 4 , f—1)3 = — i < e t < 8, W.
- 3 < e t > i, (-3)2 = 9 > e t > r , {—& = - 2 7 < e t > i, fef.

Unde etiam patet radicum exponentis paris e positivis, illám signo >
gaudere posse, cuius potentia signo < prasdita erat; at radicum expo-
nentis imparis e negativis illám cum < manere, cuius potentia cum <
fűit; imo posterius valere etiam, si potentia una positiva, altéra negativa
sít, aut utraque positiva, facile patet:

nempe

§ 25.

Id quod cum unitate incommensurabile est, dicitur breviter incom-
mensurabile, Frius de coinmensurabilibus fiet disquisitio specialior.

§ 26.

Ita etiam si mentio unitatis non fieret, dum quaeritur, B quale mensum
sit? subintelligatur Unitatis. Sit ex. gr. 2{^)tum\ quaestio facile oritur
quantitate a se offerente, num si a esset unitas, detur tale ö, de qua si
qutereretur, quale mensum sit, item per 2(3)/«OT responderetur; aut
poterant tales a et b obviam venire, ut etiam b per a mensum, sit huius
2(3)ium. Hinc sequens conceptus oritur; si ad quaestionem quale mensum
sit b ipsius a, ita responderetur (§ 19. et 21.), quam ad quasstionem,
qualenam mensum est B (nempe unitatis A): tum reperire b ex a et B,
dicitur mnltiplicare (sensu strictiore, qui mox fiet latior) a per B \ et a
dicitur multiplicandus, B multipiicator, uterque verő nominatur factor,
et b factum, quod proprie aeqmmensum est.
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§ 27.

Hinc facíle quaestio oritur, e posito facto b et ex a quaerere huius
socium B, seu ex b et B huius socium a; nempe talem socium quaerere,
ut sí alteruter eorum multiplicandus et altér iiuiltiplicator sit, factum b
prodeat. Reperire talem factorem socium ipsius a (ve! ipsius B)t dicítur
dividere b per a (vei per B).

Dicitur b dividendus; is, cuius socius quaeritur, divisor; socius verő
quotus audit. Denotatur quotus, qui prodit / per q diviso, per £ vei

p : q ; factum verő, quod prodit a per B multiplicato, denotatur per B.a
aut simpliciter per Ba (nisi aliud monitum fuerít).

§ 28.

Imagines multiplicationts et divisionis generales patet esse sequentes:

A = nu, B = mu; a = nv, b = mv;
A = nu, mu-"— B\ a = nv, mv-*~- b;
^4:=«w ( .# = — w«; a = nv, b = — « Í I » ;

-Í4 = MM, — mu-'^. B\ a = nv t — mv— b ;

§ 29.

Ubi patet in quavis linea horizontali imagines mensurationis ipsius
B per At et ipsius Ö per a esse aequales. Facíle est cogitare loco A
quamvis quantitatem, non tantum unitatem, (nec zero excepto), dummodo
pro certis n, m, u, v aliqua istarum imaginum prodeat; adeoque ut ad
quaestionem, quale mensum sit B' ipsius A' (sive unitas sít A', sive non) ?
et ad qusestionem, quale mensum est b' ipsius a'f eadem responsio sit.
Dicuntur tum A\B1, a,b' in proportione geometrica esse.

BOLYAI, Tentsmen, 1.



4a CÓNSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

§ 30.

Patet quatuor imagines priores huc quoque applicari. Quaestio se
offert, quid, si duo priora ambo positiva, vei ambo negativa sínt, aut
quid si opposita sintt futurum est? Facile patet in casu prioré, quale a
est, tale főre h; nempe si a sit positivum, etiam h positivum, si a
negatívum, etiam b negatívum főre ; in casu posteriore verő etiam a et b
opposita fieri. Nam ex. gr. sit imago tertia, sit n = 2, m~ 3, et u sit
negatívum, tum 2», ita 3« etiam negativum est, itaque B = — 3« érit
positivum (nempe oppositum ipsius 3«, quod negativum erat); tum
a = 2v, et b = — ív \ iam v aut positivum est, aut negativum; si positi-
vum, tum 2v et etiam yu positivum est, itaque —yv est negativum; si
verő v negativum est, tum 2vy et yv etiam negativum est; et — yv
est positivum ; adeoque hse duse ímagínes exsurgent:

• • I • • * • • • • • T • . j I T J

r • 1 1 1 1 1 • r^^^n _ ^ ^ ^ ^ 1 r 1 f 1 * ^ ^ ^ ^ •

Similiter prodeunt casus omnes; nempe A vei positivum vei negativum
est, pro quovis hormn duorum casuum B etiam aut positivum aut
negativum est; et pro quolibet horum quatuor casuuin a aut positivum
aut negativum est, adeoque octo casus sünt.

§ 31-

Si nonnisi de multipHcatione quaestio sit, tuin A est positivum, nempe
unitas (§ 23.); adeoque quatuor tantum casus erunt:

Nam ex. gr. in ultima imagine, cum B et A opposita sint, etiam
b et a opposita esse demonstratum est. Si unitas quantitas negaliva
esset vei ponatur, érit 1 - . ^ ^ , - . ^ p e r eandem rationem.

Quantitates, quarum realitás multiplicationi quoad — r innixa est,
dicuntur imaginariae fvide infra}.
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Cum verő litéris ex. gr. a}b tain positiva quam negativa denotare
líceat, atque cuilibet fas sit signum — praefigere ; qusestio oritur, quod-
nam sit signorum -t- et — signum facti e factoribus ±a et + b vei
^bf Res facile in casus dístingvitur; nempe si -+- a sít, tűin est aut
-+- b aut — b, et sí a positivum sit, érit item b aut positivum aut nega-
tívum, pariter sí a negatívum sit; ítaque -\-a habét, si a positivum sit,
4 casus, nempe 2 pro -f- ö, et 2 pro — b ; pariter habét 4, si a negatívum
sit; adeoque -í-ö habét 8 casus; pariter —a habét 8; adeoque 8 —f-8
casus sünt, quos singulos construere facile est, et tyronibus relinquitur;
ac percurrendo singulos, patet regulám generalem prodire, quod signa
aequalia dánt H-, signa inaequalia — ; nempe si facto e literis ipsis
signum ita prsefigatur, factum prodibit 4-1 vei »—• ita, uti re ipsa est;
ex. gr. sit a positivum et b negatívum, et sit multiplicator —a, et mul-
tiplicandus - h ó ; érit ista imago »-!-«<—••—"-í-*, nempe factum 1—>a.t—>b
(per dicta) positivum érit; at — ab quoque positivum est, nam a b
tanquam factum ex positivo et negativo est negatívum, itaque — ab est
positivum. Pariter si a positivum et b negatívum sit, -h a. -h b est H- ab,
nam tunc factum e positivo et negativo est negatívum ; et -+- ab quoque
tantura denotat ac ab. De pluribus terminis infra.

Quoad divisionem quoque eadem qusestio oritur. Dividendus sit -k~b
vei —b t dívisor -ha vei —a ; tain -hb quam —b duos casus habét,
prouti divisor -Hrf vei —a est, qui singuli facile percurruntur; ex. gr.
si ~- = ct adeoque ac = b, tűin ^̂ —• non potest esse — c ; quia túra
— a . — c esset = — b \ verő — a . c = — b.

Ita percurrendo casus, generaliter patet (sensu dicto), signa aequalia
dare tani in multiplicatione quam in divisione monomiorum -+-, inae-
qualia verő —. (De complexis infra).

§ 32-

Hic ultro sequitur, etiam praster signa in casus multiplicationis divi-
sionisque speciales inquirere, eosque ob oculos sistere.

1. Si multiplicator integer sit, schema sequens est; sit ex. gr.
6*
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JJ U U V L— V V

sive

id est

seu

A = i=

la 3« l v

U t > U H U n . „ V h _ V V V

Ubi patet toties contineri multiplicanduin in facto, quoties unitas in
raultiplicatore l§ 17); ita si b dividendus sit, et B integer sit divisor,
quotuin toties contineri in dividendo, quoties unitas in divisore contine-
tur; adeoque nomina multiplicationis et divisionis, prius ex hoc casu
depromta, ad hos etiam valere, alioquin non juxta vocum, sed definittonis
sensttm intelligenda.

2. Si multiplicator aut divisor B fractio vera sit:

sit

vei

. u tt u u u v v v v v
A = , B = — — ; a = , b =

u u u u ti u v v v , v v
— , ±S = j ( Z = * • » , 6> = • * f

id est
3« 2« yv av.

Patet factum esse minus inultiplicando, et si B sit divisor, quotum
esse dividendo ínaiorem*; nempe si divisor loco secundo fractio vera sit
ex. gr. 2\Ts)tum, et qua;ratur tale, cuius b sit 2(3)/«»/, érit a quotus; ita
si quaeratur pecunia, cuius sit ducatus 2[$)tum f Aliud est, si quaeratur
ex. gr. linea b linese a quale inensuin sit, quod item divisionis obiectum

• alvero etti divisor unitate minőt loco leríio tlel, quotut loco ucundo proditm miior dividendo eril,
si nonnísi expressio quoad unitatem ÍD cetuum veniat.
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est; nempe b dividendus, a divisor (tertium locum tenens), B quotus
est. Si a sit divisor, patet in fi.) in exemplo primo quidvis, quod 2, in
altero quidvis, quod 3, in (2.) quidvis, quod %{$tum quoad suain unitatem
(cuiusvis spéciéi sit ea), quotum esse; oranes hos quotos tamen eatenus
aequales esse (vide infra).

Notandum verő noraen quoti, vei quotientis inde venire, quod dum
olim multiplicatio ex iterata additione et divisio ex iterata subtractione
deducebatur, quasi in quoto annotari concipiebatur, quoties iterari ad-
denda oporteat, donec summa dividendo prima vice non sit minor, aut
quoties subtractio fieri debeat, usque nihil vei subtrahendo minus rema-
neat.

3. Sit inultiplicator o, multiplicandus non o; tum sit multiplicandus
o, multiplicator non o; deinum sit factor uterque o; erunt schemata
sequentia:

A = , £=O; Í7= • , 0 = 0 ,

id est
IU O« IV OV]

u u ,. u u u
A = , B = — ; (3=o, 0 = 0,

id est
2u 3« 2v (prov = o), 3^ ;

A — , Z? = o; a= 0 , ö = o,
id est

1U QU OV OV,

Ubi patet factum esse o, si factorum aliquis o sit; et si dividendus
o sít, et divisor non o, quotum o esse; si verő divisor o sit, quotum esse
quantitatem quamlibet, adeoque -Q- habere valores innumerabiles; nec
factum non o esse unquam, si unus factorum o sit; adeoque - esse
quantitatem hnpossibilem. Ubi valor ipsius -~- quseritur in expressione E
per e dívisa, quserítur valor, cui fit Eequale vei ad quem limitem tendit
expressío ^-, dum tam E quam c tendit ad limitem o.
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Interiin tamen communiter accipi sólet q pro valore ipsius functionis
/ir|, ívide infrai SÍ/IJC) tendat ad limitem q, dum x tendit ad /', — si alioquin
valor ipsius f[r) non detur; imo q insignitur nomine quoad r eodem, quo
f(x) quoad x gaudet. Ita fas est, si z tendat ad o, adeoque ^ tendat ad co
í§ 2ii, dicere quod -1- —oo. Ita -]- tendit ad o, si n tendat ad oo, et potest
dici hoc sensu -\ = o. Ita log o esset quantitas impGssibilisfvide infrai; sed
hoc sensu fiet — oo; neinpe e-"=-j^t quod tendit ad o, si e > i . iHis
tamen mathesis carere etiain facile posset, quamvis hse loquendi formuláé
nullum errorem inducant.)

4. Si multiplicator aut multiplicandus unitas sit, sünt schemata

sequentia:

u u v . v
A=* = it B=* = i; « = — , ö = — ,

id est
\u 1« \v w\

sive
u u u u u ti u u , u u

A = = i , B=~ - \ a— -, b— - - = B
id est

3« 2« 3 (v = u) 2V.

Ubi patet, si factor unus unitas sit, factum esse aequale factori alteri,
et si unitas sit divisor, quotum esse Eequalem dividendo; si verő divisor
sit sequalis dividendo, quotum esse unitatem cuiusvis specieí: nempe
1.a = a , et b.i=b, et -f=b, et -?- = 1.

§ 33-

Sed intuendo schemata hsec, et reflectendo varise adhuc oriuntur
quaestiones. Primo num seinper detur factum? et in genere terminus quartus
in proportione? et an seinper idein prodeat ? (etsi permutentur factores,
aut aliter utcunqiieL Si unitas sit ima he.xapeda, et multiplicator sit 4 pedes,
atque multiplicandus 2 puncta lemporis (ex. gr.), factum nullum limapo
ímpossibihsj est; ita si dividendus sit 2 puncta, et divisor sit integer 3,
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pro quavis unitate generaliter quotus non datur, et nonnisi pro illő casu
datur, si unitas ipsius 3 sit « puncta, et divisor loco tertio stet; nempe
tunc schema sequens est:

Aliq. 1 == 3 nu, quot. = 2 « ; div. 3 = 3« puncta, divd. = 2 puncta.

Ubi patet multiplicandum Eequale 3« punctis per 2u multiplicatum dare
pro facto 2 puncta; neque posse divisorem 3 loco secundo stare, quia tunc
esset in duobus prioribus r et 3, et duo puncta deberent ad minimum
per 3 partiri, ut sit 37».

Alioquin praster excepta, etsi incommensurabilia adfuerint, darí factum,
quotum, et quartum in proportione, et unicum prodíre, utcunque sumantur
n et v, et resultata operationum additionis, subtractionis, multiplicationis,
divisionis (praster excepta) unica esse demonstrabitur, ut axióma V. appli-
cari queat.

§ 34-

De uno tantum casu hic sermo sít, si factores permutentur. Patet
ex schematibus, in quibus non est 0, factum esse cum inultiplicando
homogeneuin, atque prodire idem, si n{m)tum sit multiplicator, {cuius-
cunque unitatis n[m)tum sit); at si multiplicandus linea sít, multiplicator
tempus, et permutentur, factum tempus quidem érit, sed quoad suam
unitatem expressum érit Eequale facto priori; quod ad divisionem quoque
applicatur.

Sint prius factores integri homogenei, ex. gr. 2 et 3, et sit 1 = #;
patet ex § 32, 1. multiplicatorem 2 dare % % % , in quo stellula qiiEevis
superior ponitur deorsum bis, adeoque £ toties ponitur, quot stellulee
supra sünt, adeoque idem factum esse factum etiam pro multiplicatore 3.
Itaquts in hoc casu factores permutati etiam factum idem prsebent; (de
pluribus factoribus infra).

Sint factores heterogénéi, etsi non sint integri. Ex. gr. celeritas est
quantitas respectiva, cuius index est spatium sub tempore t percursum.
Mens simplicitati studens pro t unitatem temporis ponit. Sit híec = 2 « ,
et describatur sub quovis u spatium v, describetur 2v sub 2ut et érit
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haec celeritas mobilis illius; dicatur hasc Q et sit tempus T= 3« ; patet

ex imagine sequente :
V V r, V V V

esse S spatium sub T percursum, atque esse

S=T.Q
et esse

C=T'

Interim sí pro t non unitas temporis, sed ex. gr. 4« poneretur, C
esset 4v, essetque T.C=6v, (pro unitate prioré 2w), et non spatium
sub T celeritate illa percursum prodiret. At etiam -£ -= /" , et etiam T
multiplicatum per C est = S, sed eo tantum sensu, quod -^, est quan-
titas ita quoad suam unitatem expressa, uti T quoad suam est; ita T
multiplicatum per C quidem dat tempus, sed tale, quod quoad unitatem
suam expressum est eatenus aequale ipsi S quoad suam unitatem expresso.
Nam sit ex. gr. 5 v unitas spatii, et 2 u temporis unitas, T= 3 u sit mul-
tiplicandus, et C=2v; dividatur u per 5 (juxta 1=52»), et fiat schema
sequens:

* * * * * * * *
* * * * * * • *

ubi patet x esse tempus ?>{$)tum unitatis teinporis ipsius 2K = J J J J *,
nam v totíes ponitur in x, quoties v in Q hoc verő toties, quoties u in
2 a, adeoque tot stellulae sünt in x in Hnea superiore, quot sünt deorsum
in 2 u, ponuntur autem superiores stellulae in x toties, quoties // in 7]
nempeter; in 211 autem ponuntur item 2 stellulse deorsum positae toties,
quoties v in 1 continetur, nempe quinquies. Sed factum erat antea S=3i>,
quod unitatis = 5 0 item 3(5,itum est.

Notandum verő est, celeritatem esse quantitatein respectivam, cuius
index spatium est, adeoque licet quodvis spatium poni arbitrarie possit
pro unitate sive spatii sive celeritatis, si pro uno posita sit, iam alteri aliam
dare nefas est. Sit ex. gr. celeritatum unitas illa celeritas, qua sub
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unitate temporis (nempe 2«) percurratur ex. gr. 5», tum spatii quoque
unitatem 5?' esse oportet; et si spatü unitas 5» sit, celeritatum unitatem
illám esse oportet, qua sub unitate temporis percurritur $v. Ita prodit
spatium e celeritate multiplicata per tempus, uti prius; imo et schemate
fpro T—\)\

prodire spatii unitatem, si celeritatis unitas per temporis unitatem mul-
tiplicetur, et spatii unitatem per temporis unitatem divisam dare unitatem
celeritatis patet.

Talis est conceptus densitatis; et ibi quoque densitatis (quae pariter
respectiva quantitas est, cuius index massa est, sub unitate volumínisj,
et massEe eadem unitas est.

Plures quoque eiusmodi conceptus dantur, qui sub hoc generáli com-
prehenduntur. SiA et B certo respectu eodem quoad unitatem É/omnium
cum aliquo eodem homogeneorum gaudeant quantitatibus a et b, et
qualitas ista ípsorum A,B dicatur generaliter q; dum de q ipsius A et q
ipsius B sermo tanquam de quantitatibus est, intelligantur a et b.

Schemata multiplicationis divisionisque tyroníbus iuxta varia exempla
cum lineís, aliisque ob oculos ponenda sünt; ut ipsi factum quotumque
exhibeant. In multiplicatione, si multiplicator n{m)tum sit, multiplicandum
per m partiendo (§ 16), una pars accipitur w-ies (§ 32). In divisione verő
duo sünt schemata:

unitas divisor = d quotus =-.* divid. «=ű
3« 2« $V 2V

et
unitas quotus = * divisor = rf divid. = £>

su iu $v 7v
In prima imagine, D partiendo per 2, quotus e 3 eiusmodi partibus

constat; in secunda, unitate partita per 5, quotus e 7 eiusmodi partibus
constat.

Hactenus factum e duobus tantum factoribus fűit; facile cogitare est,
adhuc unum accedere, ut ex. gr. factum ex b et c per a multiplicetur,
et factum hoc per abc exprimatur; unde ad plures quotvis progredi via

BÓLVAI, Tcnlamrn, I. 7
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est. Sed factores cequales (si ex. gr. quilibet =a) occurrere possunt w-ies,
quod simplicius per a" denotatur, et ab na omnino distingvendum est.

Porro succurrit facile ponere íaut obviani venire potest i, quid si factum
eiusmodi factomm, quorum quilibet est zequalis a et in quo factores
numero n essent, dividendus, et aliud, in quo factores a numero m essent,
divisor esset; tum facile adhuc aliud factum eiusmodi cogitatur, in quo
factor quilibet aequalis A, et numerus factorum N est, divisum per itein
eiusmodi factum, cuius quilibet factor asqualis A, et factores numero
M sünt. Tum ultro sequitur quotos hos comparare ; et si íequales sínt,
tain ipsi A quoad a, quam ipsi a quoad A nomen dare. Unde sequens
conceptus oritur. Quoscunque integros denotent », m et A7, M, si

aa... _ AA>-
aa...

et numerus factorum, quorum quilibet asqualis a} sit superius «, inferius
m, et numerus factorum quorum quilibet Eequalis A, sit supra Ar, infe-
rius M, atque ^rH^ sit asquale vei tendat ad limitem q ; et A sit
íequale vei tendat ad limitem H: tum dicitur H potcntia (dicatur ele-
mentaris, mox extendenda) exponentis q ipsius a, et denotatur per

ipsum a verő dicitur radix exponentis vei gradus y ipsius Bt denota-
turque per

Reperire a ex R et q, dicitur radicem gradus q extra/tere, reperire
R ex a et q, dicitur elcvare a ad q. Unde ultro qiuestio se otlert;
etiam ex B et a reperire q : adeoque quseritur primo, nuin detur pro
datis P et a t a le/ , ut ap~P sit? Unde via aperitur, pro omnibus
cum P homogeneis idem a retinere qusestione eadem ; atque hic oritur
hgarithtnm elementáris ; ni minim p dicitur iog. elem. P quoad basim (/.
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_.-. a-m

Quomodo verő ad nomenclationem ipsius a "-*' perveniri potuerit,
exemplum sequens inonet: Sit

aaaa_ _ AAA
aa — AA

patet ad sinistram 4—2 factores manere, et ad dextram 3—2, et esse

Quomodo autem conceptus iste in analysi extendatur, paulo inferius
exponetur.

§ 35-

Sit fas heic hucusque promissorum quibusdam complendis Jilum
paulisper interrumpere, postea item continuandum.

I. De suminis aequalibus ad asqualitatem additorum concludere minimé
licet, cum resultata sub conditione certa accepta e datis inaequalibus
aequalia esse queant. Proventus expensasque sequales, etsi utrumque
millionesies augeatur, certo respectu zero producunt, quamvis status
mirum in modum difFerant; nulla cupido nec ulla explendí facultas,
atque infinita voluntas cum facultate ínfinita discrimine infinito conve-
niunt Ín eo, quod neutrí desit quidquam. Ita valde diversi factores factum
(saltem respectu certo) aequale producunt: veluti cum mensa et vita
coinparatura est, ut non dapes aut panis siligineus, sed appetitus ad idt

quod cuique est, dulcem elaborent saporem.

II. Si ex sequalibus demantur aequalia, residua possunt esse, prouti
hinc vei illinc fiat demtio, valde inasqualia, si ita, uti remanent, conside-
rentur ; omnibus verő ad formain temporis reductis (§ 8.) absolute asqualia
esse demonstrabitur.

Omnia ad formám temporis rectíeque reduci dictum est (ibidem);
potest etiam circulus adjici, ad quein etiam plura quantitatum genera
commode reducuntur; interim et circulus ipse ad rectam reduci potest.

r
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Quamobrem ut simul plura sint, qute oculis subjecta fidelibus conceptum
faciliorem clarioremque reddant, quum ita cum inentis natura coinpara-
tum sit, ut ab iis, qua cernuntur, ad abstracta ascendatur; ad finem
generális conspectus Geometria; recta planumque generabuntur, ut hasc
quoque in postmodum specialius tractanda Arithmetica prassto sint.

Quantitateni auteni ad formain temporis reductam liceat brevius redu-

ctam dicere.

III. At quasstio fit: num quantitas quasvis unica reducta gaudeat?
Arithmetica de fitritis tractat (§. 18.I, nempe de talibus, quorum quodvis
T tale est, ut si qua portio // eius detur, sit tale nomen numericum //,
ut nu sit semper ^>T, nec unquam sit nu aequale T, vei minus quam T\
qualia esse tempus rectamque inter quaevis duo puncta demonstrabitur;
eatenusque etiam reductam quantitateni finitam esse, si et quantitatis iani
reductee partes exinde omnes eiusmodi accipiantur. Multum nempe inde
pendet, qualesnam et quomodo accipiantur partes ; ex. gr. iFig. i.l. Si v, z,
angulos, u fasciam inter parallelas denotet, angulus T quoad qualemvis
angulum v quantitas respectiva finita est, ipsis v ad verticem primuin
juxta se invicem positis; at cum quoad u haud detur tale «, ut nu^>T
sit, T absolute finita quantitas non est. |§ 18).

Num portio qusevis spatii et superficies quaevis undique clausa quan-
titas sensu dicto finita sit? vide inferius.

IV. Per ,P constat í§ 6, 2.) ex A,B,...,Fl intelligitur A,B,...,F
esse tales portiones ipsius P, quaruin nulla cum ulla alia earundem por-
tionéin coimnunem habét, et prseter quas necquidquam ex P est, Per
,0 continctur a Pl verő intelligitur aut ipsum P aut portionéin aliquam
ipsius /-* esse = Q. Si T constet ex «,*,...,/, et idem T habeat cius-
modi portiones a',ö't...,f, ut a = a, b = b\.. .J=f; tűin, si T finitum
sit, demonstrari potest, nulla id pra:ter a\b\...yf portioné gaudere ; at
generaliter verum non est uti (Fig. 2.) ostendit.
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V. Sed quaeritur (§ 13.), si T finituin sit, et constet ex aliis partibus
«, /í,... etiam: nirni quocunque ordine additas partes quzevis, e quibus
constat, summám eandem dent? Generaliter addita, etsi adfuerint posi-
tiva ct negativa quoque, summám quocunque ordine posita eandem edunt.

Exprimantur quantitates rectis, et generetur summa juxta l§ io.),
atque donec aliud monitum fuerit, dum recta una dicetur alia minor,
concipíatur illa extremo communi in hanc cadente parte ex hac promi-
nente superari. Considerentur prius tantum A et B, quavis determinatio-
num --ÍH .—1 affecta, et tum fiat conclusío ab n ad n-\- r (F. pag. 21.). Sit
(Fig. 4.) in p inititim primum, et extremum ultimum sit p', sitque prius
A==B; érit aut utrumque positivum, aut utrumque negativum, aut unum
positivum, alterum negativum ; si utrumque positivum sit, sive A ponatur
prius, sive B, cum congruant, idem est; ita quodvis postponatur, idem
p' prodit ad dextram ; idem fiet ad sinistram, si utrumque negativum fuerit;
si opposita sint, et A ponatur ex p ad dextram, atque ab eíus extremo
sinistrorsum ponatur Bt rectae etiam ita congruunt (vide infra), adeoque
p et p' coincident, et summa est o; atque manifesto idem fit prius B
sinistrorsum, et ab eius extremo dextrorsum posito A. Si verő A superet
ipsam B recta K (Fig. 5.), et ponatur ex p prius A dextrorsum, et inde
B sinistrorsum, cadet p' a p ad distantiam K, et idem p' prodibit, prius
ex p ad sinistram posito B, atque inde dextrorsum posito A (ex B et K
constante). Si A positivo et B negativo manente, A superetur a B recta
K\ érit (Fig. 6.) summa K ad sinistram a p manifesto in utroque casu.
Itaque duae rectae qualicunque determinationum '4-' •—< affectae fuerint,
sive eadem, sive diversa, quovis ordine summám eandem prsebent.

Si verő hoc de quantitatibus numero n valeat, valet etiam de M H - I .
Nam valeat de A,B,...,D, et accedat E; érit Eaut positivum aut nega-
tivum, est etiam resultatum priorum aut positivum aut negativum, adeoque
quivis casuum priorum cum quovis posteriorum combinandus est.

Sít prius *í*E, et resultatum prius quoque sit positivum fpoterit quidem
hoc esse aut o aut maius aut minus quam E, at quüibet casus modo
sequente evidens fit). Ponatur primo *i*E (Fig. 7.), terminetur in p , sit
p' resultatum priorum, et cogitetur A,Bit..,D ex p incipiendo pláne
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ita ponit uti antea ex p incípiendo ponebatur, manifesto cadet extremum

ipsius D in p", nempe ad distantiara K dextrorsum ; adeoque eo, quo

caderet extremum ipsius E, si ^t*E ex p' íresultato ipsorum A,B...D)

poneretur, cum E constet ex isf et R. Idein ergo resultatum dánt E,A,

£,..., D et A,£,...,D,E; dánt verő etiam E, A, B, ...,£> lexcluso D)

quolibet ordine resultatum idein iper hyp.i, unde positi D extremum

determinatur. Itaque omnes hnagines, in quibus D ultimum est, summám

eandem dánt; et cum ipsorum A,B,...f£ quodvis ultimo poni, et ut

prius E anteponi postponique possit: idem et de A}B,.. .,-D, E valet,

Si verő resultatum priorum fuerit •—-A"(Fig. 8.), et prius ponatur ^bE;
érit A,B,...,D ex p ponendo extremum ultimum in p", nempe item
sinistrorsum ad distantiam K a p , adeoque idem, quam si ex p' lextremo
priorum ultimoi poneretur ^E, (ex R et K constansi.

Sit iáin i—<E, et resultatum HHA" (Fig. 9.1 patet et hic eodem modo,
extremo priorum ultimo et hic p' et extremo ipsius E inde positi p"
dicto, sive primum sive ultimum sit <—< E, idem prodire.

Pariter ostendent (Fig. 10., 11., 12.) casum, quodsi pro •—< E resultatum
priorum quoque negatívum sit: dummodo significationes literarum priores
retineantur, et observetur hunc casum trés casus habere, nempe E aut == Á*|
aut maius aut minus quam K est. — Consequenter quotcunque íuerint
addenda et sive mere positiva, sive mere negativa, sive mixta fuerint, quo-
cunque ordine etiamsi prius omnia positiva, dein omnia negativa ponantur,
summám eandem prodire inanifestum est. Unde etiam patet resultatum idem
esse, si summa positivorum ponatur prius ex p, et ex extremo ultimo honim
íquod dicatur p'i ponatur sinistrorsum 5 summa negativorum ; nam si ex
p' post se in vicém ponantur, tequale prodit ei, quod esset, si ex p pone-
rentur (Ax. V.i, posterius verő summám negativorum daret. Patet etiam
deinum summám istain satisfacere, etiamsi illa, quorum summa .v est, pro
indice demtionis quoad illa, quorum summa S est, posita fuerint.

(Juaeritur tainen, mim undevis fiat deintiu atquc in genere mim additio-
nis ladeoqiie subtractionis quoquei resultatum unicuin sit, id est ex u:quali-
bus semper eideni iequaie prodeat ? At prius de íequalUate quoad portioiies
i§ ().) uberius ageiiduin est, et antea de limité (§ 21.1 quaidam dicenda sünt.
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VI. Si q ita crescat, ut post quodvis incrementum adveniat nóvum,
maneat tamen setnper paucius quam Q; tum q limité gaudet. (Fig. 13).

Nam sit q tempus (idein ad rectain per punctum descriptam, imo ad
omnes quantitates reductas applicari potest); sitque temporis, a p inci-
piendo crescentis in infinitum, nomen generálé x; atque fiat in quovis
puncto temporis quaestio, num q plus illő x, quod eousque generatum
est, esse queat ? Et denotet (E. pag. 20.) A id, quod q plus illő x esse
queat; item exinde patet, dari ultimum aliquod punctum p, intra quod
et p semper A est, et post quod non est, atque tunc aut ultimum A
aut primum non A esse. Ultimum A non est, quia si tunc x==x' út} et
ad quEestionem, num q~>x esse queat? responsio ita sit: tum aliquod
q>x' érit, et certum tale q érit certa quantitate q plus quam x\ adeoque
p ulterius potuisset debuissetque accipi; nam ultra x' quoque ante finem
temporis x -h q responsio semper ita fuisset. Est igitur in p primum non
A ; adeoque x' est primum tale x, quo quidvis sit paucius, eo plus fieri q
potest, sed quo (nempe ipso x') q plus fieri nequit. At neque q==x
fieri potest; nam dum id fieret, cum q quantumcunque fiat, nóvum (per
hyp.) incrementum capere debeat, postea q>x fieret (contra pláne de-
monstratum.) Itaque q tendit ad x'. (§ 21).

Patet hinc etiam quantitatem ita decrescentem, ut post decrementum
quodvis item nóvum adveniat, nunquam tamen fiat o, neque negativa,
limitem habere. Nam accipiatur (in praec.) q pro decremento ipsius Q;
remanet Q — q, id est ex Q fit Q—q; quod crescente q sine fine
minuitur, et pro limité habét id quod inter p et * est; si verő * nempe
extremum ipsius Q pláne ín p sumatur, limes o fit; qui in neutro casu
attingitur, cum q nunquam fiat = x', quamvis ipsi p dato quovis propius
terminari queat.

VII. Tempus quodvis continuum pq gaudet duabus partidus abso-
lute aequalibus. (Fig. 14).

Nam accipiatur punctum eius aliquod a, et aliud b inter a et q; érit
aut pa = bq, aut alterutrum == parti alterius; si non prius sit, cogítetur
ex p posítum illi aequale, quod altero minus est; terminetur in a ; et in quovis
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puncto a p usque in q quseratur : estne tempus a p usque ad illud tale, ut sí
ei aequale adjungatur, ante q teniiinetur, vei non? Dicatur prius lE. pag. 16.)
A ; patet pd (veluti partém quamvis eiusi tale, pq verő tale non esse ;
adeoque dari in aliquo puncto c aut ultimum A aut primttm non A.
Ultimum 4̂ esse nequit: quia, si ipsi pC aequale adjungatur, teniiinetur in b,
(cum eatenus ante q terminari debeat); cogitetur punctum ö inter b et q,
et e inter ö et q; érit aut bí> = ÖC, aut alterutrum = parti alterius;
vocetur z illud, quod altero minus est, alterum v; manifesto est

pc -+- z <J pc -f- z>,
et

adeoque z adjuncto ipsi pc, punctum quaestioni respondens ulterius acci-
pienduin in c non esset. Est igitur in c primum non A ; adeoque aut

aut

Posterius esse nequit; nam terminetur pc -+- pc in r ; cogitetur punctum
aliquod 5 inter q et rT et qs, sr dicantur x, x'; érit aut x==x't aut alter-
utrum altero május; sit

x==x' + &,

ubi k, x, x eadem determinatione gaudent; érit (propter V.)

pc -+- pc == pq H- x + x H- k == pq -+- k -+• x -+- x';atque
pc -h pc — x' — x = pc — x -h pc — x' = pq -h k ;

itaque iam ante C fuisset non A ; idein patet, si qs == SX. Manet igitur

VIII. Si tcmporis 0 accipiatur dimidium, et ctg'usvis dimidii itctn
dimidium accipiatur, ac nomcn eorum generálé sit z; tton z tendit
ad limitem zero.

Nam crescente q fin VI. Fig. 13.) a p usque ad . , fiet ultimo
Q — q = o. ()uaíratur a p incipiendo in cujusvis q puncto extremo |iino
ultra # quoque ubi quodvis punctum tale est, ante quod datiir tale
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Q — q (cum id in * aaquale o sit), quo z minus fieri nequit] num z quovis
Q — q quod antea fűit, minus fieri possit? Erit ultimum aliquod punc-
tum p, in quo responsio ita érit (E. p. 20.). Si p ante * esset, tum eo,
quod inter p et * est, a dicto, aliquod z est minus quam a -\-o> [deno-
tante w quantitatem minorem quam a], quia hoc Q — q ante a fűit,
huius verő diinidium est — -h ^-, quod minus quam a esse patet; itaque
punctum p ulterius • versus * accipiendum fuisset. Fit itaque z minus
quovis, quod a p ipsi • quantumvis propissimo usque ad # est, o verő
fit nunquam. Consequenter

IX. Sit u tempus quoddam continuum inter duo puncta, et multi-
plicetur u per factum e factoribus numero n, quorum quivis=2; érit
factum numerus quoad u.

Respondeat enim cuivis u numeri nu aliquis e factoribus dictis ipsi
2 sequalibus, et cuivis respondeat alíus; atque ab aliquo puncto temporis
p ponatur cogitatione in futurum 2w sub primo u ipsius mt, tum sub
secundo u ipsius nu adjungatur item 2u, et sub quovis novo u ipsius
nu ab extremo novissime positi ponatur cogitatione in futurum aequale
ei, quod a p eousque positum est (per ax. I.); ultimum u ipsius nu

adveniet fax. II.), et tum
2.2. . . 2«

positum érit. Est autem quivis numerus quóad u bis positus numerus

quoad w; adeoque 2. 2.. . 2« quoque (F. pag. 21}.

X. Temporis continui Q, quod inter duo puncta est, quaevisportio
K certo numero accepta superat ipsum Q.

Nam quseratur (ut in VIII.) in quovis puncto a p incipiendo usque
ad * (imo ultra quoque), num z certo dimidiationum numero minus
quovis Q — q, quod antea fűit, fieri potest ? et hic datur ratiocinio iam
saepius repetito (E. pag. 20.) punctum aliquod p, in quo ultimo ita respon-
detur; quum prius omnino ita sit, aliquando verő, si nempe ultra *
eatur, detur tale Q — qy quod antea fűit, neinpe dtun Q — q=o, quo z
nunquam minus fieri potest. Patet verő (ut in VIII.), p nullibi ante

HÚLVJU, Tcntamen. I. Ü
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• íieri posse. Itaque z dato quovis K ininus fieri certo dimidiationum

numero potest, et consequenter

K> 2 . 2 . . - 2

seu cum 2 .2 . . .2 (per praec.) numerus sit ex. gr. n, est K>&t adeoque

Q<nK.

XI. Tempus continuum T per quemvts tntegrum n dividi potest.
Nam pro quovis « dari tale 2 . 2 . . . 2 , ut

facile patet, si cuivis « ipsius nu aliquis (et cuivis alius) factor 2 respon-
deat; semper enim accedente novo factore 2, ipso w, quod in nu ponitur,
maius accedit, et quidem maiore, nam primo u ipsius nu respondet 2«.

Pro « = 1 aut n = 2, aut ti = 2.2 ... 2 dictum iam est; quaestio de
aliis est. Dividatur T per 2 . 2 . . . 2 ^ > K , sitque quotus a, et dicatur d
dimidium ipsius T; érit nd^>T (cum n ad minimum 3 sit), et ncK^T,
nam a si w-ies accipiatur, ex T adhuc supererunt tot ay quo numero
superat 2 .2 . . .2 ipsum n. Quaeratur ab initio ipsius a porro usque ad
finem ipsius nd eundo, in quovis puncto p, num (si illud tempus, quod
ab initio ipsius a usque ad p est, nomine generáli x dicatur) sit nx<^T\
érit (pag. 20.) aliquod punctum p , in quo aut ultimo érit nx<^T, aut
primo érit nx non minus quam T. Prius esse nequit; nam sit tum x = x'\
si nx'<^T esset, tum sit nx'-i-5== T\ dicatur b' quotus ex b per
2 .2 . . .2^>n diviso, érit

(ut supra); adeoque nx' + nb' manifesto est minus quam nx •+• b, quod

erat =^7", itaque etiam n(x'-\-b') est minus quam T, adeoque daretur

aliquod maius quam x\ quod «-ies acceptum minus quam T} et in p

non esset ultimo nx <J T. Est igitur in p príma vice nx non minus

quam T; itaque tum nx' aut =T, aut nx'\>T est. Posterius esse nequit;
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nam sít nx—Ö—T, et denotet b' id, quod antea, érit nti item < £ ,
adeoque

nx' — b < | nx' — nb';
id est

7<n(x'-b')t

(uti statim patebit); et in p non esset primum tale x, ut nx^> T sit,
nam antea iam x' — b' tale fűit. Consequenter nx = T est, Enimvero
heic quantitatum coinparatio quoad Eequalitatem, vei maioritatem minori-
tatemve ita in proxime dictis intellecta est, uti (sub V., pag. 53.) dictum est;
nempe etsi de tempore sermo sit, et ex. gr. a, /í, y sínt tempóra continua,
atque a — /ífpro a, (3, y positívis atque /?<«) cum 7 comparetur ; ponatur
cogitatíone e certo temporis puncto p, tempus « in futurum, et ab extremo
huius dematur e praeterito tempus ==/í, sit extremum huius p', cogiteturque
ex p item in futurum, tempus ==y; atque per id, quod alterutrum ex. gr. y
maius quam a — /i est quantitate q, intellígatur Ín dictis, usque ad extremum
temporis =^ y ex p positi, post p' tempus q esse. Mox | > et <J et == gene-
ralitate superiori accipientur. Omnia dicta verő ad rectam applicari patet.

Quod verő sí n numerus integer sit, et a, /? positiva sint, (tempóra

aut rectge),
?) }

facilepatet. Nam dum (a-\-fi) accipitur «-ies, ponitur tam «, quam /ínumero
eodem «, necquidquam ponitur aliud. Ita si accedat tertium y, « -h/í dica-
tur B, et inde via de « ad n -h 1 progredi, usquequo libuerit, licet.

Pariter

» n n
Nam sit

patet u in «, et v in /?, adeoque u et p in « et /? poni «-ies. Ita (pro
est

__ 7 B _a 3 y = a
~ n n n n n_ =

n ~ n n n n n n
et ita de « ad «-hí progredi licet.
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Si omnia negativa fuerint, aeque patet. Si verő

k = « — /i

sit per n multiplicandum, aut per m dividendum, tum e quovis « érit
unum /í demendum, adeoque si «-ies ponatur, ex «-ies n demetur «-ies /í,
et totidein k nempe numero « prodibunt. Ita si

érit

mm '
et

/«i« — f) = ;«« — »ÍV = « — fi.
Nam

mu = ay et mv=-ft\
itaque

a — rf a /í
* v~ m ~ m m

Unde (ut prius) ad plura quotvis et qualiavis progrediendo, patet
idein prodire ; sive summa dividatur per m, sive singula divisa addantur;
item sive quotus prior per n multiplicetur, sive quoti singuli multiplicati
per « addantur.

XII. Si e recta (vei temporej possint nu accipi ita, ut w ( = o vei
<^u) supersit, ex eodem (n-\~\)u accipi nequeunt. Nam partes quaevis
ipsius nu-\-(,) quocunque ordine post se invicem positte ex p incipiendo
in eodem puncto terminantur, (V.); adeoque etsi u ponatur «-ies post se
invicem, et ad finem eorum adjungatur o>; pariter si («H-il-ies quoque
adesset H, et toties post se invicem poneretur, ac si quod R superesset,
postponeretur; manifesto autem l« + i)-um u ultra w terminatur.

XIII. Quacvis (juantitas A ad unicum reduci potcst; (talcm ut in
(III.) intelligendü, ct quac tam ipsa, quam quacvis portio cius reduci
potest aequalitatc tcrminata, aut interminata per limitem, § 6. ct 8.).

Nam possit (Fig. 15.) tam ad p» quam ad pV reduci; tum p$ = ««
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(pro «<^st) est \>A; ps-hst vero esset <^A; adeoque nu esset
et <$A (contra III.).

XVI.* Si A=^B, est etiam A = B, id est A'^B' (§ 8.}.
Nam ponantur partes utriusque congruse ex P incipiendo post se

invicem ad rectam ; si tenninata sit sequalitas, manifeste simul termina-
buntur, cum qusevis (per prsecedentia) unica reducta gaudeat; si inter-
minata fuerit sequalitas, tum reducta semper crescens, manens tamen
certo dato minus, gaudebit limité, et quidem utrique communi. Nam si
(fig. 15) A' in * et B in *' terminaretur, manerent omnes partes ex A
depositae intra *, ipsi tamen quam proxhne euntes; partes vero ipsius
B iis congruse semper simul ponerentur; et utriusque differentia a suo
limité quovis dabili u minus fieret; sit

P * ^ i
n

differentia partium ex B positarum (cum semper intra * terminentur
simul cum partibus congruis ex A posítis) ab eius limité supposito P*'
semper |>st manebit; adeoque cum hasc <^u fieri debeat, érit etiam
st<?w; itaque cum st!>*É erat, in uno casu neque unum u posset
ex st accipi, in altero prseter u adhuc superesset. Itaque hoc pacto
reducta eodem limité gaudent; quodvis autem ad unicum tantum reducí
potest.

Conversim quoque si A' == B, etiam A=<= B. Nam ex. gr. circuli A
reducendi partibus certis in rectangula altitudinis a ordinatis, hsec ex P
incipiendo post se invicem junguntur; et si baseos limes p* ' sit, pro
quovis dato w licet ipsi *' tam prope ire ex. gr. in s, ut rectangulum ex
« et s* sit <!«, et etiam, qtiod ex A superest, <Jw sit; si pro B propius
eundum in t est, ut, quod ex eo superest, <dw sit, tum ex A adhuc minus
supererit; respondet vero cuivis parti a P usque in t pars aliqua ipsius
A et aliqua ipsius B absolute asqualis et cuivis alii alia. (IV,).

' XIV, XV et in editioné prima desuot.
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Hinc etiain signorum >, < , = qusevis duo exclusa ponunt tertium,
et quodvis excludit reliqua duo. Nam si A non >, nec < # , tum A'
neque ulterius neque interius tenninatur quani B; quia si ex. gr. ulterius
tenninaretur, sit a pars ipsius A' cum B congrua, érit tum a=>=B, et a
pars ipsius A érit, quia ei quoque, quod in A' praster a' est, respondet
aliquid ex A prseter a ; itaque B<^A esset (contra hyp.); ita nec interius
terminatur; consequenter A' et B simul terminantur; adeoque A' = Bt

et inde A = B. Si A non >-, nec = B, tum A' item non terminatur
ulterius quam B; neque simul, quia tum A=<= B esset; itaque interius
tenninari debet; adeoque A' est pars ipsius B\ et id ex B. quod huic
parti respondet, est = A, reliquo ipsius B verő respondet aliquid ex B,
et eo superat B ipsum A. Ita patet, esse A^>B, si A non < ,̂ nec
= B. Si verő A=^B, tum A non J>, nec <^B; quia tum A'==B, et
si ^4J> vei <!.# esset, ^í' aut ulterius aut interius terminaretur. Ita si
A^>B, tum .í-í non = nec <<-#; quia tunc A' ulterius quam /.''termi-
natur, si verő A =*= vei <!_#, tum A' simul aut interius terminaretur.
Ita si A<^B, tum A nec = nec ^>B esse patet. Nempe :

XVII. Sí A constet ex a, b, est A' = a'-hb' (ctsi interminata sit
reductio). (Fig. 16.) Sit eniin a in p terminatum ex p incipiendo, et b'
sit p * ; si A' non in * terminetur, terminabitur aut ultra aut intra. Si in
*' terminetur, dividatur p p per talem integrum, ut sit quotus u «<p» et
etiam <. -^—; transferatur u ex p incipiendo usque quo aliquod // ipsum
* primo transgrediendo in \\ terminetur; primum « post p terminetur
in f; érit pf-i-*rf<; aut =2u, quia »rj ad summuni —u est; pf est
> a , et p r j > £ / ponatur pf + *f) post *, terminetur in s, ipatet nempe
2« esse <*#'), érit p s > « + A ; itaque cum p$ = pf} + í/ = »r/ (nempe
certo numero ipsius «); est nu^A (cum ^í ex <Í et b constet). Item
nu esset <,A, si ^í' in •' terminaretur, quia tunc A etiam > p t esset.
Itaque ex ^ possent una vice plura u quam altéra accipi (contra XII.).
Si verő A' intra • tenninaretur in lt ex inítio //—i-ti // in I) terminati
ponatur unmn u versus p ; patet u ita accipi posse, ut hoc inter • et
finem ipsius A' terminetur in i; concipiatur -u demi ex p versus p ;
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reliquum ex a érit; ita demto ~ ex • versus p, reliquum usque ad p
ex h érit; itaque demto ti ex * versus p, oinne ex pi ex a et b adeoque
ex A esset; sit q inter I et i, aderunt in pq omnes partes ipsíus A ; et
ex Pt fpro qi =v) plura v accipi poterunt, quam ex f>q, adeoque ex A
in uno casu plura quam in altero accipi poterunt (contra XII.). Itaque
neque intra, neque ultra # terminari A' potest, sed in * terminari debet.

Si plures quotvis certo numero m fuerint partes ipsius A; tum
nominentur a et b una litera cr, et si B constet ex a, c, érit B'^n'-hc' ;
et ita de n ad n -+-1 progrediendo, patet partes componentes reductas
post se invicem junctas totum reductum exhíbere.

XVIII. Posteaquam (in XIII.) demonstratum est, quantitatem reduci-
bilem unica reducta gaudere, [si ubi de quantitate sermo in Arithmetica
est, sem per ut reductae tractentur] patet (ex V.) additionis, adeoque
etiam subtractionis, § 14., resultatum untcum esse. Interim tamen si
quantitates ita, uti sünt, considerentur, [ex. gr. sit circulus C=^ quadrato 0,
et triangulum a = circulo c] dubium subvenit, num etiamsi undevis
dematur a ex C et c ex Q, residuum R ex C sit = residuo r ex Q?
Erunt omnino : nain (per prascedentía) tz'~h I? = C', etc'-hr'=Q', atque
C'=Q, et a' = c; unde patet a' et c, si ex eodem initio ponantur,
simul terminari, et inde posita R' et r quoque simul terminari; itaque
R = r, adeoque R^=r. Supponitur hic circulum et reliqua finita (sensu
III.) esse : de hoc tamen aliquid hoc respiciens statim addetur.

Si a = C, ac R = o, érit et r = o. — Non tamen generaliter dici potest,
si ex asqualibus demtis asqualibus ex uno nihil supersit, neque ex altero
superesse quidquam. Ex. gr. (Fig. 1.) a=a\ b=^b', /==/*, et pr^ter a,
b, f nihil, prseter a', b', /' verő g superest; at de talibus quantitatibns in
Arithmetica sermo est, uti (in III.) dictum est, quarum nulla portio
omni dabili pluries e totó ipso accipi potest. Nempe si e tali possit u
accipi w-ies, et supersit w = o vei < w ; ex eadem ( « + i)-ies accipi u
nequit. Nam sit 0/ id, quod in priori casu adjiciendum esset, ut (n~h i)-mn
u compleatur, tum e partibus ipsíus »w-hw deberet ?/w + w + « ' exstrui;
dematur to, repleatur vacuitas eius ex tm-hto, et nova vacuitas exorta
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item e residuo ipsius nu-ha>, et qusevis nova vacuitas item inde expleatur
in infinitum; vacuitates istas explentia sünt partes ipsius nu-i-a (ex iis
e quibus nu-k-o) constat); itaque o>' accipi ex A omni dabili pluries
posset.

XIX. Adjicere adhuc qusedam de aequalitate terminata liceat, quan-
titatibus heic, uti sünt (sine reductionej consideratis.

1. Si A=>=B^C, est etiam A^=C (aequalitatem heic terminatam,

nisi aliud tnonitum fuerit, intelligendo).
Nam constet A ex a, a ' , . . . , « ; B ex b, b',...,v, item ex # / ? , . . . , v;

et Cexc, c',...,ttac a^=b, a = b\ . . . et u = v, atque fi= c, (f = c,... et
v' = t (accento iam non sensu XVI. et sequ. accepto). Fiat initium cum /í,
progrediendo usque ad v; est /i aut aliquod ipsorum b, b',..., v, aut constat
ex aliquo vei aliquibus, aut simul etiam (vei tantum) portioné vei portio-
nibus eorundem ; cuivis tali autem, quod aut aliquod ipsorum b, b',...,v
aut portio alicuius eorum est, respondet aliquod ipsorum a, a',...,«, aut
in casu posteriore aliqua portio alicujus ipsorundem absolute asqualis.
Itaque si c in illas portiones discerptum cogitetur, quum c = /i sit, cuivis
earum datur in A absolute asqualis. Pariter c = (i considerato, ipsi c,
aut portionibus ejus omnibus reperientur in A absolute aequales, et quidem
cum prioribus nullám portionem communem habentes; nam si aliqua
portio bis occurreret, tum a,a\... portionem haberent communem (contra
IV.). Ita percurrendo singula c,c',...,t et /? , / / , . . . , v\ ubi ad t adeoque ad
v perventum est, atque ex Cnil superest, neque ex B supererit (XVIII.),
adeoque neque ex A.

Consequenter A=<=C asqualitate terminata.
2. Si P= Q, et portio quaevis p ipsius P dematur undevis, atque

portio quaevis q ipsius 0 dematur, et p = q ; crunt illa, quac ex P
et Q remanenty aequalitate terminata aequalia. (Fig. 17.).

Nam dicatur P' id, quod superest ex P praater />t et Q id, quod
praeter q ex Q est, et sit / id, quod congruentibus P et 0 ipsi / ex 0
congruit, et q id, quod tnm ex P ipsi y congruit; et dicatur A' enni-
plexus omnis ejus, quod praeter / et q ex Pest, et A" complexus omnis,
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quod ex 0 prseter q et / ' est. Aut habebunt / et q portionem aiiquam

communem, aut non.

a) Si non habeant (Fig. 17,0) manifeste constat P' ex R et q' (nam

P constat ex p, q\ R), et Q ex R et / ; atque R = R', et q' = / ;

adeoque £)' ex /* ' exstrui potest, q ex />' in / ' , et R Ín A?' positis. Imo

sequalitas absoluta restituitur inter residua, si in Q in locum demti q

ponatur item ex Q exemtum p\ aut in P' in locum deinti / ponatur

item ex P' exemtum q'.

b) Si verő / et q' in P portionem communem habeant: tum si pars
communis dematur, residua ex P et Q erunt absolute sequalia; itaque
id tantum quaeritur, num ex p et q remaneant Eequalitate terminata
aequalia. Quíestio igitor huc redit.

Si {Fig. 17, b) A==B, et pars K ipsíus A cum parte k ipsius B
(ut in figura trium príma) coincidat; id quod ex A preeter K est, ei
quod ex B prseter k est, Eequalitate terminata aequale est.

Dicatur enim quaevis pars ipsius k illi parti ipsius K respondens,
cum qua tunc congruit; ponaturque A super B, ut congruant; atque
id ex A, quod prseter K est et nunc in k cadit, dicatur A", id ex A
verő, quod nunc extra A'et k cadit, sit A'; ita id ex B, quod prseter k
est et nunc in K cadit, sit k'} id ex B verő. quod nunc extra k et K
cadit, sit B1; atque id ex i, quod nunc cum A" coincidit, sit />, et id
ex A", quod nunc cum k coincidit, sit a; atque id ex K} quod prseter a
est, sit A'", et id ex k, quod praeter h est, sit k".

Dematurque a ex IC, et ei respondens a' ex A, ac ponatur k\ quod
sub a erat, ín locum demti a' juxta 0); atque residuis ex A>B,K'\k'\b%

(restituta per I. Eequalitate absoluta), generaliter 21,3, K, f, b dictis, post
quamvis operationem, si quid u ex £' (migrante in B sem per eo ex k\

quod extra b cadit), sub K cadat, dematur ex K illud a, quod supra u

cadit, et e complexu ipsonim b et t dematur a ipsi « ex k respondens,

ponaturque ;/ in locum demti «' juxta a), continuando, donec nullum

« sub K cadat. Erit residuum ex A absolute Eequale residuo ex B,

atque ex A nonnisi per partes resectum A', ex B verő demtuin k érit.
Nempe K constat ex K" et ex a supra k' cadente; k constat ex k'

Bói.nr. TrniHnien. I. 9
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et ex b sub A" cadente ; A constat ex K\ A'", a, A', et B constat ex

k\k",b,B.
K" et k" (ita K et t) coincidunt. Nam nullum punctum ipsius K"

extra k" cadit; nam illud in B cadens, in k' vei fl aut B caderet; in *'
verő non cadit, quia k' extra K" est, in £ non, qnia b cum A" coinci-

dens extra ^T" est, nec in B, quia hoc extra K et k est. Pariter nullum

punctum ipsius k" extra ^T" cadit; idemque ad K et f applicatur.

Hinc b = a ; nam K— k, K= K" + a,ttk = k" -+- *, et A'" et k" coin-

cidunt.

Semper residuum illud u ex ^', quod ex b prominet, migrat in B\
nempe sí quod u ex k' extra b cadat, illud sub K cadet, quia ex k
nonnisi b et í superest, f verő cum K coincidit; atque hoc novam
demtionem parit. Si verő nullum u extra b cadat, tum jam totum k' in
b positum (in loca demtorum) érit, necquidquam ex parte b ipsius k
supererit; quia semper aliae partes aliis respondentes demtae sünt, et
k' = b.

Eritque residuum ex k nonnisi f, adeoque residuum ex A" érit K;
nam f et K coincident, nisi utrumque o sit; neque ex A" május vei minus
residuum quam ex k est. Consequenter etsi utrumque o sit, ex absoiute
aequalibus demta, absoiute aequalia reiinquent. In figura allata patet.*

* HEC démonstrationi zqualilatís parallelogrammorum Euclideac évidentíam pariunt; quamquam
id etiam per XVII. et XVIII. fiat.

Interim ubique, ubi fieri potest, Equalitas terminata ostendenda; quod in parallclofirammis. tnanRulis
et prismatibus rectilineis, altitudinibus basibusquc aequalibus Raudcntibus, (ei pluribus aliis) íacile (it.
l'riora et inspectione fi^urre (17, e) patent; idemque ad prismata (pro rectis parallelis plana jiarallela
ponendo) facile applicatur. Nempe si ta' \\ 3133 et fuerint trianRula 3ÍÍ?a ot 2113a': fiat

=€Í3 et

positiaque tríangulis 3í€K in «X. cl 21<£f in o'e'f; paraltelogramma <£ÖűC ct €15a'c'secentur paraJlelia.
in prioré ad « í per aö ad distantias 33£, in altero ad S í per <£e' ad dialantias « t ; si B£ non
contineatur certies in Sa, patet esse gtj parallelum ad €13. Eritque

A -J_ A, R + !)• •: b + h\ C •+ C -V c + c'.

/; + £'-• f + r'. F • . / + / •

Unde partes omnes »>bi invicsm renpondent.-s assiKnari patet; tam pro trianKulis 3U*a ,t 3UV. <iunm
pro paralleloKrammU €33űe et ESaV. , a m altitudinil.ua a-qualibun. quam baBi l )US «ualibu- R«u-
dentibus
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Si vero supponatur, quotvis operationibus haud unquam evenire, ut
nullum u extra b cadat; tum quodvis u sub K" cadet, adeoque nisi u
(residuum ex k') tenderét ad o, fieret K' tendens ad infinitum ; atque
tum etiam propter b=k' residuum tendit ad o; nempe si u dicatur, quod
sub K cadit, k' demto u sub b cadit, atque ex b dabili quovis minus
supererit. Dari igitur oportet in concreto partém ceriam ipsius k\
adeoque ipsius a, item ei ex k respondentem partém ipsius b, quse semper
minuerentur; sed hae partes per a) demi possunt; et tum necessario
május demitur, quam per operationes numero aliquo factas relinquitur.
Unde quivis casus ad operationum numerum finitum reduci potest.

XX. Ut resultatum multiplicationis divisionisque unicum esse
probetur, de propovtione quaedam, et prius fractionum commensura-
bilium primaria referenda sünt.

1. In § 22. 2(3)tum ipsius C sólet per -^, et, si C=i sit, per
~Y exprimi, quod signum quoti erat. Est nempe valor uterque aequalis.
Sit eniin

C= -íí- # # ;
item

<;=•«•.&•&;

ponetur J (nempe tot #, quot C) in illis C toties, in quot partes C parti-
tum est; itaque

* — A C
# ~ 3 7

et idem prodit, C per 3 partiendo, et duas partes ejusmodi su-
mendo.

Patet etiam f§. 32.) idem prodire, si C per -,- multiplicetur. Est igi-
tur 2Í3)tum ipsius C = - í = \.C. Vocantur (§ 22.) ^- et J- termini
fractionis; prior numerator, posterior denominator audít. Sínt prius
termini integri.

2. Si numerator per integrum multiplicetur, valor novus prioré
toties evadet major; si dividatur, toties minor fiet; si denominator
multit>licetur, toties minor, si dividatur toties major fiet; si vero ter-

9*
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minus uterque per eundcm integrum multiplicetur, aut uterque per
eundcm dividatur, valor non mutatur.

Nam valor prior ipsius ^. C erat = * # , quia si - * - = # , hoc bis
accipitur ; si verő pro 2 ponatur 5.2, tum 5 . 2-ies # f idest 5-ies # 45- acci-
pietur. Hinc vicissim patet, si ipsius -^y numerator per 5 dividatur,
valorem fieri 5-ies minorem; (de casu, ubi quotus haud integer est,
inferius).

Si£ i t e m # = ***•*
C= •;:-•=*****,•

•ft = * # * * •

et sit quserendum -yw] patet -J^- = * esse, quum * in quovis •$$• po-
natur 5-ies, adeoque in totó (C=3*J, ponatur 3.5-ies; accipiuntur
verő tales tot, quot prius; itaque valor novus érit ; , qui in prioré
J. = * * * * * ponitur 5-ies.

Unde etiam evidens est, quod, si et numerator per 5 multiplicetur,
adeoque 5.2 tales partes accipiantur, valor £ 5-ies positus valorem pri-
mum restituat; adeoque -^-^ =-:?-; itemque sequale prodeat, tam 5.2
quam 5.3 per 5 divisis; solo denominatore 3.5 per 5 diviso autera fiat
-^ május 5-ies ipso -~—?-.

3. Regula hinc etiam fractiones ad denominatorem eundcm redu-
cendi sequens fluit. Cujusvis fractionis terminus uterque per factum e
reliquarum denominatoribus omnium multiplicetur; prodibit eniin ita
íper prsec.) cuivis aequalis; nam factum ex integris manifesto integer est;
denominator quoque idem érit, nain eosdem factores quotvis quocunque
ordine factum idem dare mox demonstrabitur.

Patet etiain fracttonum ad denominatorem eundem reductarum
illám esse maiorem, cuius numerator maior est.

4. Si -j.Cper y multiplicandum sit, érit (facto dicto x)

, - „ 4 , 2 y-,

1 — 5M!~c~ = 4 M ; - y . C = 57', x = dv;

i taque v prius r epe r i endum et factum est AV.
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Ex (2.) est

5 . 3 ' " - " '
quia

AC=c 2C = , „
3 D* 5-3 5 '

et

T T y . O - 4 í .

Unde factum numeratorum per factum denominatorum divisum
factum est; quod item 4Í5)tum 2(3)ti ipsius C, adeoque fractionem
fractionis esse manifestum est.

Unde sí -^. C in fractionem ipsius b mutari debeat et C sit = 4-. b ;
érit 2(3)tum ipsius C (seu 4Í5)ti ipsius b, multiplicando ~ per -|-)

f^.b. 3 5

5. Hinc etiam si —• per \ dividi debeat, érit:

n T í p r \

A . A — _2JJL
3 ' 5 "~ 3 - 4 '

Nam
4. 2 -5 _ 4-2-5 /
5" 3-4 — 5-3-4 í

quod dividendo per 5 et 4 terminum utrumque fper 2.) Eequale est -^.

6. Unde etiain in casu terminorum non integrorum, fractionem quo-
tum esse sequitur.

Sit enim
^ = # # , A = Hí-*•»• = etiain $vy et C = ^v,

adeoque B ipsius C dicatur 2(3) 4(5)tum (§ 22.); sit

adeoque

et Í/ = » ,
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quia ponitur 5-ies in A ; itaque illud *, quod in 4v = C continetur 4.3-ies,
in B = * continetur 2.5-ies fűti duas superiores lineae ostendunt). Redu-
cetur itaque fractio huiusmodi quoque ad formám priorem, si niinie-
rorum extremorum factuni per factum mediorum dividatur, quod sequale

4 e s t -

7. Hinc etiam ad qualemvis denominatorem aut numeratorem
dátum reduci fractio potest valore immutato.

Sit datus denominator --- ; est

2H_
3m 2nm 2
_n_ 3mn 3
m

Sit -— numerator datus; est

m 2/tm 2
3« $nm 3
2m

Itaque — per datatn fractiouem, si numerator quaeratur, multiph-
cári, si denominator, dividi debet.

8. Patet etiam, quod, si numerator sit ~ , denominator -%-, et uterque
per — multiplicetur vei uterque per — dividatur (literis nunc integros
denotantibus), prodire in casu prioré

nr , jyy^ nrqs
ms ' qs lmf¥l

in posteriore
ns É ps nsqr
mr ' qr ~ mrps1

utrumque fterminis per rs divisis) aequale - ^ , neinpe fractioni priori.

Reliqua de fractionibus in Arithinetica specialiore dicentur.
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XXI. De resultato tnultiplicationis unico iam disquirendum, at príus
de possibilittite mensurationis et proportionalis quartae agendum est.

Sint A, B recta; eiusdem determinationis aut tempóra et n sit integer,
atque yx sit íequale u : érit A = nut B verő aut — u, aut < w, aut > u.

In primo casu est B=iu, in secundo est

In tertio datur talis integer J/, ut Mu >- /í sit (X.); itaque cum i « non
í> /í, datur primus integer ab J / incipiendo versus i talis m} ut wiw
non \> B; itaque

B = mu, aut B =

Datur porro (per VIII.} tale

2 . 2 . 2 . . . 2 = «
Ut SÍt

sit u'~-~r; érit

sit

érit nempe

tum

mu = tnn'^r — mn'u',

et quia «' <^ —, ipsi mri ad minimum 2 accedunt. Estque «' aut o,
aut non; si non, repetatur eadem operatio, ut prodeat u", ubi «"<-^-
et fiat

B =m"u"-ha>", (w"<>");

Continuando idem semper porro, si semper superfuerit aliquid, manifesto
u-'^o; nam pro w', quod primo superest, est
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ita w " < ^ adeoque < ^ - , et ita porro, ut <^£^ s uP e r s i t- H i n c

quum hoc dato quovis <fesse possit, mu^B; nempe mn — B'~o.
Fatet etiam

B = ;»' H' -4- o) = m" «" -+- w" = . . .

esse <! ím-hi)w, adeoque «'«', /«"«",...< (wiH-i)w,
et :

?«' H' > «i«, «Í" H" > m' u\ ,
Unde

adeoque

et

adeoque

sunt autem ^ r , -^rr-,... fractiones, per quas semper idein u multipli-
catur, ut m u', m" u",... prodeant, quod statim applicabitur.

XXII. i. Dari hinc quartam proportionalem patct sic:
Si B cutn A commensurabilis sit, tum

adeoque pro ^ = v erit quarta proportionalis D = mv.
Si verő B cum A incommensurabilis sit, erit

A = nu, B = mu

et pro C== nv queeritur tale

ut w-^o et X—^o, adeoque mu—Bet mv-^D.
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Accipiatur (e prascedentibus) m'v', tum m"v"t...; érit inde

tfl' • Ttt*

atque —— maius quam m et idem ^- minus quam « Í + F ; itaque crevit
prius mv manendo minus quam (;«H- ' \ )v: quo coritinuato patet (per VI.)
limitem dnri, cum m'v semper crescat maneatque primo (m-\-\)v minus.

2. Verum etsi non constaret in ima giné sequenti

esse w<Jw et Á<^v: dummodo w ^ o , X^-o, nunquam e B plura u
quam v ex D accipi possunt.

Nam sit

et
D — {m-\- \)v — a ,

(ubi a positivum sit, si v positivum, et negatívum, si v negatívum est),
tunc (/« H-i}-tum u ex o> sumptum est, (adeoque et u positivum est, si
H positivum, negatívum, si u negativumj. Cum w, k tendunt ad zero,
decrescat utrumque et fiat

&>"<«', et i ' < « ;
érit tunc

A = Nu\ B^Mu-ho"; C=Nv, D =

quod si B ipsum u pluries contineat, quam D ipsum v, fieri nequit; nam
nu == A^M', adeoque

nu
N '

" — N '
eritque

, Tentamen. I.
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et hinc inanifesto -^ continetur in B ad minimum A r ( w + il-ies, et
pláne Mn-ies praeter «" quod est minus quam a!; quapropter Mn neces-
sario J> ATi m -+• i).

Itaque tum

D = MV + A = —^r H / > J^— — •+• *"

esse deberet, contra hypothesim ; erat enim

D = (m -+• i) v — a.

Nimirum cum M" <^o> sit, si ex. gr. pro w, «' positivis et w" positivum
sít, tum ex H praeter w" maius quam pra;ter <«/ superest; si verő w" nega-
tívum sit, tum - \" adhuc maius esse debet, ut iinminutum sequale

|w+w' prodeat.
Neque verő

(m-h i ) i ' - a > ( ; » + iJ '

esse potest. Nam si « simul cum 71 positivum sit, érit Á' aut positivum
aut negatívum. Si positivum, tum si ex {m-\~\)v dematur a, inanebit
minus quam si idem augeatur. Si verő /.' negativum sit, tum si ex
im~h \)v dematur minus quam «, maius inanebit, quam si totuin a dema-
tur. Si verő v cum « negativum sit, érit

et etiam

Nec si simul « = o et Á = o sínt, potest // phiries continere « ' =
quam /> ipsum " = ív • Nam sit

érit
Mn

sit
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érit

m- N '
itaque

M'-iL Mn .
N ~ N '

adeoque

Hinc etiam patet, quod si

;

(signorum = vei ->-, item -+- vei — eodem pro B et D accepto): tum

A = nu, B = ± mu-f- <y, (w = o, vei w<Ju);

, ( A = o ( vei A<d»);

(in expressione ipsorum ^ , Z* post w, ,̂ signorum = vei < | idem in
utroque accipiendo). — Itaque A, Bt C, D, si ita sit, in proportione
sünt. Nam tum casus prascedens locum habét; atque inde sequitur pro
quovis n, si A,C in n partes aequales «, v partita sitit, neutrum ipso-
rum B,D pluries suam quam alterum continere, uti ex hoc sequitur
imago superior; adeo ut et harum qusevis definitio proportionis esse
possit, (affectionibus i-5-< et *—* posteriori quoque adnexis), Neque autem
posterius locum habere potest, si aliquod ipsorum «, X sit = o , alterum
non; quia tum posset, si Ú> non o et A = O sít, u' per partitionem ipsius «
accipi <Jw, et tum plura u' acciperentur ex B, quam v ex D.

Itaque in proportione duo priora et duo posteriora sünt simul com-
mensurabilia vei simul incommensurabilia.

XXIII. Est etiam proportionalis quarta unica; fexcepto siprima et

aliqua reliquarum sit o).
Nam sint duae imagines (in quibus w, A, «', A' tendunt ad limitem o

pro A cum B incommensurabili):

A = nu, B =
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et
A = Nu\ B = Mu -+• u, C= Nv\ jy = Mv' + /'.

Est tunc
mu-\-M — Mu —ta =o;

sed tó — a isi non o) dato quovis minus fieri posse manifestum est, sive
destruat to ex w sive augeat illud; itaque est aut aequale o aut omni
dabili minus, adeoque pro quovis integro k minus quam ^ fieri po-
test; itaque

Mntt __ Nmu —Mim — Nm —MA. u
Ff itt ~™~ ~^\T " ^ \T " \7 '

si non sít o, est <J-A~I adeoque

Nm—Mn ^ }

Seri potest; nam si eo asquale vei maius esset, tunc etiam

Njn—Mji_ w _ _ v e | ^ «

esset.
Est igitur etiam

Ntn-M_n v - m v _ Mv-< ? .
adeoque

seu

quod item ad limitem o tendere statim ostendetur. Consequenter D nec
maius nec minus est quam / / ; adeoque /> — //.

Si verő --J cLim H commensurabile sit, lunc etiam D cum T com-
ínensurabile est iper praeced.j; adeoque etsi prodeat

et U =
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érit

adeoque
Mn __

consequenter

Patet hinc etiam tnuitipltcationis} pro certo multiplicando et certo
multiplicatore, resultatum unicum esse (§ 28.J, cum loco primo non o,
sed 1 sit.

XXIV. Unum adhuc de proportione (infra speciaüus tractanda) addere
libet, ne elegáns definitio Enclidea (unuin plurimorum, quse Horatii verba
Grajis ingcnium dedit probant) sílentio praetereatur. Etsi aliis verbis
referat, At£tC,D in proportione esse dicit Euclides, si pro quibusvis
integris N, M} sit - . ;

: NA = MB, si NC=MD,-
NA>MB, si NC>MD,

si NC<.MD.

Conceptum hunc (exclusis negativis et o) cum (§ 29.) dato aequivalen-
tem (pag. 16. D, 2.) esse probatur sic. Sit imago Euclidea /, et ('§ 29.)
data sit i. Demonstratur per i pont / , et per non i pont non I; unde
fpag. 16. D, 2.) patebit, per quodvis poni alterum. .

1. I ponitur per i.
Est i sequens: (XXII.) aut . \ ''

A = nu, B = mu , C=^nvt D~mv\
aut

A = nu, B= mu -+- w,- • C = Wv t D = tnv -\- A,

et cum AyB^D etiam «, v, iisqufe a, A positiva sünt.
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Quoad prius, si
Nnu — Mmu,

tum
Nn = Mmt

adeoque
Nnv = Mmv ;

si > vei < sit pro = , manifesto idem utrinque érit.
In imagine posteriore érit NA vei >, vei <, vei = MB; quseritur,

num inter NC et MD quoque idem signum érit?
Si NA<MB, sit d excessus ipsius MB super NA; érit

Nnu •+• (/= Mmu -+- i?/w.

Sünt heic d,M,N constantes, » verő ita accipi posse facile patet (et
demonstrabitur statim), ut Mo) <dút\ tum verő demto dab una parte,
et MÍO ab altéra inanebit Nnu <C Mmu; nempe ex sequalibus demendo
aequalia, manent sequalia, sed si ex aliquo residuo adhuc dematur, inde
minus remanebit. Si verő tunc Nnu <£ Mmu sit, érit Nn <M/n, adeoque
Nnv < Mmv (pro illis «, ?«, ÍÍ, V, pro quibus Mro<.d factum est). Est
itaque etiam Nnv < Mmv, adeoque etiam < Mmv -\~ Mk\ id est
NC<MD.

Si NA>MB, sit • '

érit
Nnu = Mmu •+- Mo -\-d\

itaque
Nnu > Mmu •+- d;

adeoque cum Mu<d fíeri queat, érit tunc

Nnu > Mmu -+- J/« ;
et hinc

Nn>M(m-h i);
adeoque

NnV>M{m-\- \)v,

consequenter NC> MV, quia . ;
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Si verő NA = Mii, tum JVC non est >, nec < quam MD. Nam
si > aut < sit, tum et NA > vei < quam MH esset.

2. /Irr «o« ipont non /patet sic : Casus ipsius non i sünt sequentes:

nu, mu ; nvf
vei

nu, «IK•+-w; w , mv-±,ht (M<U) ,

(ita ut ^ constans inaneat, w verő tendat ad limitem o).
Quoad casum pritnum dantur talia N, M (nempe m, n) ut mnu sit

Eequale nmtt, sed WB^ non asquale nmv±nh.
In casu posteriore, si —h sit, est

mnu <C nmu -f- »w,
sed

mnv>nmv — »/r. s.

Si verő H-Á sit, accipiatur m-i- i pro Netn pro J/.- érit (w-h i)nu,
id est

»;««•+• nu > «OT« -!-«&>; . . ;

sed
w/wz' H- nv < «TOV -+- »Á,

nam <a<« est et v<C^ fieri potest.

XXV. i. Si GÍ^-O, pro quovie integro k, ettam
Nam tum pro quovis integro N fit ox^^r) idem de singulis w

nsque ad £-tum valet; adeoque ettam summa omnium w est << summíe
omnium respondentium - ^ , nempe k(ú<^-jT et cum iV utvis augere
liceat, si in locum eius ponatur kN, fiet

Hinc etiam si a',n integri fuerint et -^-<J£ maneat, tum quoque
N i— a-^-^o. Nam sit
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(pro i integro et / fractione vera); est

itaque
(

Ita si - ^ - = / s i t , aut etiam si -^-^Q, etiam — w-^o.
Unde si novus factor —- eiusmodi luti ~r) accedat, et f w, quod

tendit ad o, nominetur / , etiam "̂ f ••^~«"^oi e t item de quotvis ad
uno plures progrediendo, manifesto e quotvis eiusmodi factorihus factum
tendit ad o, si aliquis ad o tendat.

2. Si tatn w—^o, quam k-—-o, etiam w+A-^o (nisi M±A = O sitj.
Nam tum o<^-^ et ^<J-vr" fieri potest: itaque aut destruet alteru-

trum ex altero, et evadet minus, alit summa manebit <Jio--; e t si ipsi
N fut antea) substituatur 2ÍV, fiet eadem <IT-AT = = 7^-

Notandum verő per quantitatem, quee tendit ad zero et saepius omni
dabili minor fieri dicitur, minimé omni.dabili minorem inteliigi, sed talem,
quae, si detur quaevis «, hac minor fieri potest. Omni dabili minor quan-
titas non existit; cum si expers esset, continuo minor non esset; sí
continuum, portio eius adhuc minor esset. Aliud est oo (§ 21.).

Si o)±k dicatur z, et X'^-o, eodem modo patet, quod z^x—^o;
unde ulterius (modo de n ad n -+-1 progrediendo) quotvis numero certo
fuerint ad limitem o tendentes, eorum summa quoque tendit ad o.

3. Si X"~^a et y-^b, tum x^-y-^a ±6.
Nam sit

tum w^-o et A^^.o? atque

a -h b =

ubi per prsecedentia w + /. tendit ad o; itaque differentia ipsius y
ab a-\-b fieri omni dabili minor potest. Pariter (ut in prajcedentibus)
progrediendo, patet quotvis quantitatum. fcerto numero) tui limitem
tendentium summám ad summám limitum tendere.
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4. SÍ x—y = (jt et w = o, vei w-*O, et x^a, atque y^b, tum

Nam sit
a = b-ha-t

est
a — x~^o,

adeoque
A-ha— J C ^ O ;

et (quia x=y-t-&)t
b-t-a—y — <w—ot

quod fieri nequit, nisi a ^ o , vei a-^o; nam b—^-^^o, adeoque etiam

quia tú^^o\ et si b—y dicatur k, etiam X — w ^ o (per 2.). Idem patet,
si w = o, et idem si x = a.

5. 5 í ' />^>y , etp — y-^O', etiam p — x-^o et q—#-^0.
Nam

6. &'« integer stt, et M --==

Nam differentia ipsius 1 ab — ^ est = - , quod tendit ad zero.
Patet loco unitatis quodvis finitum a poni posse. Nam accipiatur

integer k^>a, et ponatur kn pro n: érit

kn±h _ ^r J_
Tbn n

7- Ita
Nam differentia ipsius " ab i est

rt-~l~>

quod tendit ad zero.
Patet etiam, ut in prsecedentíbus, quod -^q^—"-'i.
8, Si a constans sit, et integer s-^~-oo, atque

BOLYAI, Toniaroen. I.
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tum * — Z§-^o, (per 5.).
Nara

r-\-\ „ ra
a —~^~" s — s '

quod tendit ad zero.
Hinc etiam (per 4.), si x^cc et ——^-/9, est a —fi.
g. Ordo factorum non mutat factum.
Sint prius factores integri. De duobus demonstratum est, unde via

de n ad M-S-I ad quotvis assurgere licet modo sequenti.
Si constet de numero n integrorum a,b,c,d, et accedat novus e, qui

sit claritatis gratia 3 : érit loco primo aut e aut alia litera. Sit prius e
loco primo. Erit

abcde = e .abcd,

(multiplicationem a dextra sinistrorsum peragendo). Sit enim abcd aequale
P, érit e.abcd asquale $P) verő

de = ed'= $d'= d -+- d-h d,

et multiplicando per sequens c prodibunt trés eiusmodi imagines, quarum
una solum fuisset, si e non adfuisset; et idem continuando usque ad a
prodibunt

abcd-\~ abcd-k- abcd= $P.

Prodit autem per hypothesim P ex abcd quocunque ordine ; itaque
si factor (;z-i- íj-tus primum vei ultimum locum teneat, utcunque permu-
tentur ceteri, factum idem est. Sit iam qusevis alia litera, ex. gr. c loco
primo ; reliquae numero n, utvis dispositse, idem factum dánt, ac si c loco
ultimo esset; érit igitur factum et tum 3/*.

Imo utcunque discerpta factorum imagine, factuin idem est. Sit ex. gr.

est
a. /í ./= abcde/.
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Ponatur enim « ad finem ; erit cdefa = cd.efab, (ínultiplicationem item
a dextra incipiendo); est verő

cdefa = /
ita

nfcde = a/fi = aftf;

inde semper ad uno plura concludendo patet, quicunque e factoribus
post se invicem ponantur, ut hoc pacto növi factores « , # . . . exoriantur,
vei omnes vei aliqui, et hos utvis dispositos factum idem dare.

Verum etiamsi non fuerint integri, factum idem erit.
Sínt prius duo factores a,b. Aut est uterque cum unitate commen-

surabilis, aut non ; si non, aut unus tantum, aut neuter est.
Mensuratis quoad 1, sit in casu primo, (pro a',b',n integris)

a' r__ b'

in secundo

Ín tertio
a^^+z, b = ^ + t, z<±,

et construantur schemata (§ 28.) pro duobus posterioribus; (primus enim
ex (XX. 3, 4) etianT liquet).

Sit prius b multiplicator, dein multiplicandus, et n, u sint in singulis
quatuor casibus n, — , m verő sit b\ ubi b (et d, ubi a) multiplicator est,

" h
v autem sit -J, ubi a (—-, ubi b) multiplicandus est. Erit (per § 28.)

»-5-='.

="' »-ir=b'

J í *
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E s t ve ro (substitutis valoribus) b'.-^ — a.— in d u o b u s p r io r ibus

L. a' ,, b' , t\_ a't .
— u~nn " \nn ^ nf~ n '

Ín duobus posterioribus autem est

,.,/ a' . z\ ,i b' , t\_b'z _tft.
n i

i a , A. manent inteero quodam ininora. secus enim a, b continerent
// ' n & *i a'

unitatem omni dabüi pluries. (Est nempe a — — + z , ubi z = o, vei

Itaque differentia utraque tendit ad zero (i. 2.}, consequenter (4.) duo
priora facta sünt sequalia et pariter duo posteriora.

Est etiam
,/ a b'a'

quia
11 a i>t a' , z

adeoque pro a incommensurabili differentia — -̂ tendit ad zero, quia (ut
b' • •

antea) -— integro certo minus manet, vero z--^o. Itaque differentia tendit

ad zero (1.), aut = 0 pro z = o; consequenter (4.) ^—— est = a á , vei

^-^ab, atque factum aut •—- , aut huius limes unicus est [XXIII].
Ita de duo ad trés et de quotvis ad uno plura progrediendo, si

d'b 'c' &1 a.'h'c' F
nnn.'.n~abc--'%i v e l lihlf^M ^abc• • -^ í etiamsi novus h acce-

dat, (retinendo modum demonstrationis) érit — - ' "&' ' = ab... gh, aut

gaudens eodem limité.

Nam a'b'...g' dicatur a, nn,..n sit /?t et ab...g sit y; érit - § = y .

vei f r , e t ^ = ^ve, ^ .
Si a'b'...g' aliter ordinentur, manifesto etiam a dextra literse eiusdem

nominis eodem ordine valebunt; et cum factores integri utvis permutati
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factum idem dent, patet factores quotvis fetsi omnes incommensurabiles
sint) quocunque ordine factum idem dare. Interim factum e commen-
surabíli et incommensurabili incotnmensurabile, ex incommensurabilibus
verő et commensurabile et incommensurabile esse posse facile patet;
ex. gr. inferius

/ 2 . / 2 = a, et / 3 . /2— / 6 ,

et V~2i V3, V^ incommensurabilia esse mox dicetur.
10. Factor b (excepto, si o sit) cum nullo factore a-\-c (pro c non o)

factum i/li, quod cum a producit, aequale efficit.
Nam in schemate primo pro —— — ab vei -—•^ab prodiret

Crescit verő — sine fine manens tamen certo inteero minus fut in Q.).
b'cadeoque —^- gaudet limité [VI.]; sit is /; érit [per XXV., 3.]

v e l

l verő non est o; nam •—- crescit et non fit quovis dabili minus.
TI

11. Si x — a veí x^-a et y*^b: tum xy^ab.
Nam sit

x =
atque [ut in 9.]

n
adeoque

ubí cum z, r, ts s tendunt ad limitem zero, et z -h r = / ^ - o , t-h-s = y ^ o ;
et construantur schemata (ut in prsecedenlibus} a" pro d-\-M et b" pro
6'-hX ponendo. Erit pro quibusvis certis valoribus ipsorum x,y et ipso-
rum n,m,u,v vices n,a"t ^rrí' subeuntibus
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ubi item (e praecedentibus} —$- — ^ — ° í n a m subslitutis valoribus
érit hoc

(a + t ó ) ( — h

, ő'-hX' , ,
+

ubi manifesto ~, ita a ~Í"flJ atque „ manet (ut in prascedentibus) mi-
« Ti l H ,

nus certo integro, verő q-^~o} ita etiam y.--—•<>, dum ^--^rt, nam tum
tó-^o; ita JT'^O dura ^ - ^ , eritque (i., 2.) differentia gaudens limité
zero. Consequenter etiam xy (seu per praecedentia yx) gaudet liinite
ab ; nempe pro dato quovis N potest tale x,y, n accipi, ut sit:

Si x = a, tum rj = o, et idem patet.
Unde etiam de quotvis ad uno plura (ut supra) progrediendo evidens

fit, quotvis factorum ad limites tendentium facti limitem esse factum
limttum.

12. Si A per B dividendum sit, érit quotus q unicus (excepto, si
divisor ősit); et -& = B, atque A = Bq, et^-.B~At item ^=A.j.

Mensuretur enim A per B, sitque £- = A, et nv = A.vei nv-^A,
ac construatur schema(§28); érit (pro », m integris et « = — , v = ^z

ubi q dari constat (ex XXII.) et patet (ex § 27.) esse

q = -§> et Bq = A, et ^ = ^ ;

neque B cum ullo factore alio factum A efficit, etsi loco secundo stet
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(10.); item cum idem q per B raultiplicatum sit A, est (in casu incom-
mensurabilitatis quoque) 4-B jequale A.

Quod verő ^j- sit aequale A-j-, patet sic. Mensuretur 1 per q et
sit M ĵ--*-* 1 ; érit schema sequens :

nempe loco secundo quotus ex 1 per q diviso prodit. Multiplicetur iam
A per ~* érit

erat enim superius

adeoque
MA = MBg

n « '

Mq + , \
zl

x-n~-> 1 ; c o n s e q u e n t e r ( n . J :
seo

Patet etiam esse

13. Si mu = B vei mw—<Bt et nu = A, atque mv — D vei mv-^-D,
et nv — C, tűnt

adeoque proportio ita designari. Atque si

B:A=Q

sit, B per AQ et D per CQ exprimi poterit, Conversim quoque si

aut
B — AQ et B = CQ,

proportio est.
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Nam mensurato A per B} construatur schema divisionis (pro A :B =
et pro B:A=Q=~ in prEecedentibus)

I
m

Nempe

m
na

(pro J3=mu-l-(ú), ubi item -—manet minus certo integro (ut supra), a
verő adeoque et —— tendit ad zero (XXV., i.J. Est igitur in hoc
casu q sequale ^-, et item q prodit pro jz-, cum (ut antea) q unicum
sit. Si (,) = o sit, tum pro signo Hmitis érit signum aequalitatis, et

a — JL — A— C_

Conversim quoque, si

A;B=q, C;£>=z9t

tum proportio est.

Nam si q loco secundo stet, schema prius esse debet, ubi patet esse

adeoque

B, nu'^A, [pro «'
ita pro C, D prodit

mv'=zVt nv'^C, [pro v'= - ^

Patet etiam e schemate secundo, quod, si proportio sít, Q sit quotus
ex B per A, et pariter ex D per C divisis; atque

B = AQ, D = CQ.
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Conversim si B = AQ sit, schema posterius esse debet; pariter si
= CQ; adeoque cum sit

proportio est. . :

Si g loco tertio stet, tum quoque factorem alterum eundem esse
oportet (ro.).

14. Si x-^a et y-^-b, et nec jy = o, necb = o; tum —•, -Í-, —• ten-
dunt ad limitem -1-.

Nam denotationibus [11.) retentis construantur schemata divisionum
quotis A,B,QD pro f, | : , y , y dictis. Erit:

b'. -fa = I, a'. jp^A ; b\ -p = í, «'. -y

*'. -y = 1, a", - j .— B; A', -y = by a", -y

Nempe in (^j.) erat:

inde dum x certum (omnino determinatum aliquod) cuin ei respondente
y dividitur, juxta integros b", a" construi schema potest, pro n,m,utv
accipiendo b", a", j „ , %„\ quod verő semel prodit, ei ina:quale nullo
alio modo prodire potest (10.). Si verő in aliqua linea alicubi signum
= loco signi^-est, in tota linea signum = est (XXII.), et tum quoque
facile patet. Considerentur singulormn ad limitem H vei C vei D ten-
dentium differentise ab •£ (quod tendit ad limitem A~a

b), necnon

SÓLTAI, Tenlamon. I
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eorum, quae ad a, respective x tendere dicuntur, differentias ab a, respe-

ctive x. Est

et

difFerentía enim eorum
, h a't

a a ^ z

quod tendit ad limitem o (ut supra).
Ita est

' . t

cuius difFerentia ab x tendit ad of quia p et / tendunt ad o, et -~i,—

manet certo finito minus; secus enim

a'-heo' b' _ v . , ,: = x p - b t

quovis integro maius fieret, et hoc ab eo omni dabili pluries contineretur.
Ita

a'Sír—~{b'-hXl)n ~*
et

differentia enira eorum :

ubi item g et z tendunt ad o, et |ut prius) -^-^ , manet integro quodam
minus, adeoque differentia (ut supra) limité o gaudet.

Atque demum
„ y _ a'

ab
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et

quorum differentia:

ubi item p et g tendunt ad o et - j q ^ í manet (ut prius) integro quo-
dam minus.

Consequenter tendentise quartorum ad limitem rite positse, et A, B, C,D
quoti et quidem unici sunt (10.), exceptione ibidein facta.

Sunt autem A,B}C,D sequalia. Nam (pro a, /?, h, k ad limitem o
tendentibus) est

B=~

atque

ubi -for'—*o et AT^*^O, dum x--*-a, ac jy-—.̂  ; i - r r r verő et -ziqrjrr certo; i-rr

integro minus manet. Itaque differentia ista tendit ad o, quia et £-— o
et a--^o.

Pariter quotoruin ceterorum limites ipsi •»- esse aequales patet.

XXVI. In praecedenti schemate primo divisor b non erat o; si

tamen y non sít quidem ot sed _)"•—o, inanifesto quotus omni dabili

maíor fiet: ponatur nempe in schemate tertio ex y fieri -?-, fiet ' Z,

aequale • - / ; itaque ex a' fiet na, et ex 4, fiet -/,-, quod si n tendat

ad infinitum, fiet omni dabíli maius. Et hinc sensu (§ 32, pag. 46) fit
J- = oo.

Ita si y crescat, fiatque ny ex y, fiet - nr„ ex ,?, , ao fig„ tendet ad

a; et loco secundo fiet -'L, , quod tendit ad o, si « tendat ad oo;

et nb". \„ = i , atque - í , = o , sensu í§ 32. pag. 46).^
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Posset quidem definitio iía extendi, ut omnia hsec aliaque comprehen-
dantur; si quid elegantias simplici labem aliquam adferre deposceret.

Qusestio alia est: si tam x—o, quam y—o, num -limité et quonam

gaudeat? Ex. gr. sit . . ' --

est
x n-\-i
y n

quod gaudet limité i, si «---oo, quamvis tunc -é;-~—o et • . , ^ o .

Etiam tunc quidem verum est, limitem ipsius —- esse quoto limitum
sequalem, in quantum ° cuilibet asquale est (§ 32.); sed quisnam sit
valorum innumerabilium qu^situs, infra dicetur. Ue casu tantum maximi
momenti speciali, ubi pro x et y ad limitem o tendentibus ^- limité
1 gaudet, aliquid heic prsevie addere libet.

XXVII. Si lege certa simul variatorum u}u\v,v\t,t' plura occurrant,
simultanea intelligantur, et maioritas sensu l§ 21.) accipiatur.

1. Si • ,—.1, id est pro quovis utvis magnó N dentur talia «, «', ut

sit jp — 1 << -±r, tum :

^-<± et «-«<£.
Hinc si u — u dicatur w, datur

« < ^

et tum

Noi<u', atque %<-fc.

2. Si -", — i , etiam u> — i.u' ' u
Erat enim u — 11 = o>, adeoque

u = u -f- « , et u =u — M,
itaque
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Sed «'>iVwf itaque
«' +

fetsi w et «' opposita essent). Consequenter

K'-HÜ

est, et cum N utvis augere liceat,

3. Si pro dato quovis Npotest w <$-rjr fieri} ac ^ r - " - 1 , to»c etiam

- . 1 . Nam

U' ~~ U'

unde subtracto 1 manet -~-r^-; sed -^-^.o (ex 1.) et 6>'<^-^-, adeoque

N ' « "

-^ oquod{XXV,ii.)tenditado; nam-^ — o, -~»'^i; consequenter ^

4. Mwc: (per 2.) «/fVim ~^-^\. Imo si et k^^jr fieripotest, etiam
«'-f-i / r i , . ,

- . i . (rer prsecedentia.)
, ac - , - - ! , etiam „r^r

Nam f — v dicatur k; érit

U-\-V
u'-\-v' u'~\-v'

unde subtracto r manet - ^ j | r ; sed w < j ^ , ita ^ < ^ fieri (ex r.)
potest; et hinc
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id est

fieri potest. — Si verő de m eiusmodi quotis valet, valet etiam de m-\-1.
Sitenim í/n-t- i|-tus *., , et —, quod ex m quotis prodiit; tum quoque

« v ,
u- - , -- v . u'v'

Nam
uv _ u'-i-to _?_'-*-*. u'v'-h4úv'-\-u'k-\-<úk |
wV ~~ «' ' v' »'*''

unde subtracta unitate manet
UV <ÓV'-\-U'k-^~O)k tí^ _, _k_ _, Jtf£^
17V ~~ r ~ u'v~ " ~ u' ~*~ vr u'v' '

quod tendit ad o ; nam jjr"-° (ex i.) ita - r , adeoque et

w _, k tok
~ü~ ~*~"»'" "*" «'v '

tendit ad o (XXV, m .

Et hic iut in praec.l de /« ad « + i progrediendo, patet quotcunque
quotorum ad limitem tendentium factum ad limitéin i tendere.

7. Si ^Í — 11 ac " — 1 , í A « « - - 7 — 1 .

Nam tunc etiam «'!',"~~'» consequenter 4;"—i-

XXVIII. Sape quotus forma; ,/c occurrit; sive plures sivt' paucio-
res fuerint superius literae quam inferius, et sive oinnes coniinensurabiles
fuerint, sive non, utcunque discerptis permutatisque factoribus superíus
ínferiusve, quotus idein prodit. Ex. gr.

abc - <t' eb'?— c' b'a~ ^ abc '

Nam si ipro integris a',(f,y\a'tb',c\u\
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tum
abc

95

nnrfy* et

{XXVt 9. pag. 84); et

apy abc etpy
htm ' ~nim ~ ~Wbr ~*

» ' « ' V« nn ' n

£ Í\(SL K) (3L .« ' n \ '

nnn \ ' nnn

quod - " - ^ ^ (XXV, 14.); nempe tot n prodibunt ut factores superius,
quot inferius, iis, qui sub literis inferioribus sünt, supra, et iis, qui sub
superioribus sünt, infra cadentibus; atque literse superíores accento
insignitae constituunt dividendum, inferiores divisorem ; adeoque utcunque
discerpantur, prodibit quoto ad limitem dictum tendenti sequale. Idem
ad quotvis extendi patet.

At quaeritur; quidsi integrorum dictorum quilibet aliquo signorum -t-,
— afficiantur?

1. ~^- gaudet limité negativo; nam si — - tendat ad

non tendit ad o.
2. Quocunque signo afficiatur quodvis eorum a'tj3',y'..., quovis ordine,

signum facti idem prodibit. Nam quse signo -h gaudent, factum reliquo-
rum non mutant, quocunque illa inserantur; itaque nonnisi de — quaeritur;
si numero pari adsínt, cum reliqui utcunque misceantur, signum non mutent;
érit factum idem, quam si post omnia -f- ponerentur omnia —; ita si
praeter signo -+- gaudentia maneant signo — gaudentia numero impari.

3. In tali quoto verő (qui sit ex. gr. —, ita si -h sit patet) erunt
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quoti dicti (factores partiales növi) aut aliqiii signo — gaudentes, aut
non; in casu primo eriint hi aut numero pari aut impari; fit verő hoc,
quoties dividendi divisorisque signa contraria sünt; si hoc numero pari
sit, factiiin dividendorum illorum et factuin divisorum illis respondentium
signo eudein gaudebunt; nam ubi dividendus -+- habét, divisor — habere
debet, et ubi is -h, hic — habét, ut quotus — habeat; adeoque sí -+-
sit numero in, et — numero m superius, érit — numero ni, et -t-
numero in inferius; et si m par sit, etiam m par, si m impar, etiam ni
impar esse debet, (ut numerus eorum par prodeat); si m par sit, factuin
et supra et infra -t- habebit, si m impar sit, factuin superius ex m pro-
dibit —, manens — etiam per in, infra pariter ex m (inipari) prodibit —,
manens per in. Signum quoti verő, ex his quotis tanquam factoribus
prodeuntis, per factores reliquos signo -f- gaudentes relinquitur; uti etiam
signum facti e dividendis cum signo facti e divisoribus manet idem;
(nam in quovis reliquorum supra et infra signum idem est); atque adeo
factum superius primum per factuin inferius primum divisum daret -h
(contra hypothesimi; quamobrem quoti dicti (ut factores partiales) signo
— gaudentes, numero pari esse nequeunt; sünt igitur numero impari, et
tum etiam hoc pacto signum — prodit. Reliqua pariter patent.

XXIX. Quod potentia possibilis sit, (§ 34, pag. 50), sive commen-
surabile sit q, sive non et sive positivum, sive negatívum, patet sic.

1. Si q integer sit, érit ex. gr. a2 = aa, si "' -

aaaa AAA

et dicitur per definítionem

atque

(seu brevius )f A)\ ita

a=A*~2 = A2 = iA
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Ita pro m integro positivo est

— Am =a, si am~A,
Est etiain

y/H>» = \TA = a.

Sí verő a = tum am = -„m .
t" C

Nam tum •-, adeoque tain h superius, quam c inferius (per prseced.)
ponitur /«-ies.

Est etiain conversim

nam

Ve) ~ctn '

2. Si ^~- sit ^%% -̂, adeoque a = A, tum
****

et

Patet autem quotcunque factores sive ad sinistram sive ad dextram
adnecti posse, dummodo tam superius quam inferius numero eodem sint.

3 - S i | f = - ^ r [ s e u l = A l t u m

et
0/

adeoque quantitati cuilibet aequale.

et per definitionem

BÓLVAI, Tentamen. 1.
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et
i

fd
adeoque (per i.) est

nempe

verő *«*«.= AAAAA ( s e u a a = AAA\ tum

J=l = al — A, et fA = a.

— — ̂ áAAAA_ f s e u _i_ _l t a S1 aaaa
est

a>-* = a~f = At et

5. Sed quasritur, num detur tale A, ut aa = AAA ? nempe num pro
quovis K positivo et quovis integro m detur tale A, ut km = Kt.

Si K=o sit, tum patet o'» = AT esse.
Si non, tum datur tale z, ut zm<.Ki et tale ^ ut Zm>K sit. Nam

accipiatur talis integer «, ut-j-<A", erít

J-\m—

item pro integro iV> Â , est

Itaque (E, pag. 20) datur (Fig. 16.) a p incipiendo quantitate usque ad
K crescente punctum aliquod *, intra quod quidvis tale est ut id,

quod a p eo usque est, ad m elevatum sit < K\ eritque in * aut ulti-
mum tale aut primum non tale.

Dicatur x id, quod a p usque in * est; érit, quod a p usque ad
quidvis intra * est, x'—tú, et, quod a p usque ad quidvis ultra * est,
#'H-w (pro x et (o positivis). Si 10 tendat ad o, tum # ' ± « tendit ad
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x\ adeoque (JC'H-W) (x'zh«) tendit ad x'x' (XXV, 11. pag. 85) et (x'±a))m

tendit ad x'm\ atque cum JC'-HW ultra * sit, est {x'~\-a)m aut =/£, aut

Hinc in * non érit ultimum tale, ergo primum non tale, nec enim

plus quam K producit; nam si illorum ultimum esset, sit x'm = K— 6 ;

si primum non tale eiusmodi esset, sit x'm = K-\- c, pro b et c constan-

tibus positivis; érit (cum statim demonstretur, crescente factore crescere

factum, nisi factor aliquis o sit)

)m > x'm > {x — o))m ;

sit {/. et k' o vei positiva denotantibus)

(
adeoque si

**> = #•—b,
érit

quod non tendit ad o, cum utrumque positivum et b constans sit.

Si verő

tum
x'm _ (^'_ (0)m = JC+ c — {K— X) = C •+• X,

quod pariter non tendit ad o.
Est igitur x'm neque >K} neque <A' , adeoque ipsi K aequale est.

6. Quod crescente factore, crescat factum, (omnibus positivis) adeoque
maius ad idem m elevatum fiat maius, patet inde, quod si manente inulti-
plicando n sit prius multiplicator -"- -\-pt dein " /{ -\-p' (ubi / < ---
et p'<l

n) érit factum in casu primo <(w-M) ^ ; in posteriore ve
= vei > (m -+• 1) w

 ( patet verő, quod siB>A fuerit, mensurato quoad 1
utroque, poterit 1 per talem integruin n dividi, ut H in B saltem uno
pluries contineatur; alioquin si
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pro // --.OŰ , p — o, p''—-o et A = B. Si etiam a crescat, manifesto adhuc
niagis crescet factum. Unde patet, maius ad exponentem integrum eleva-
tuin dare maius.

Ast etiamsi exponens crescat, duin radix > i, maius prodit. Sit enim
ai et ÍÍ'1 (denoininatore exponentium prius eodem}; erít schema (per pras-
cedentia):

a . a , a . a
XXX . XXX . XXX . XXX

et
a . a . a . a . a

xxx . xxx . xxx . xxx . xxx

Nempe quodvís a est aequale x.x.x, et príma x accipiendo érit
.4 _5_

x.x.x.x = a3 et x.x.x.x.x — a* ,

ubi patet unum factorem x accedere ; adeoque si x est unitate maius,
maius prodire ; sed x nonnisi tunc fractio vera est, sí a talis sit, quia si
x fractio vera est, etiam xxx talis et adhuc minor érit.

Possunt verő exponentes (ut fractiones) ad denominationem eandem
redtici valore immutato.

Sit enim
a3 ==x,

nempe aa = xxx ; érit etiam
1-5

nám tum

quia
*-5= aa . aa . aa . aa . aa

= XXX . XXX . XXX . XXX . XXX,

nempe a' ponitur 5-ies, adeoque x ponitur 3.5-ies.

Hinc etiam (pro integris n et m) est

Numeros 2,3, 5 scilicet quorumque integrorum positivorum vices subire
manifestum est.
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7. Sit prius a positivum, et (pro integris positivis n et m) sit —
tendens ad limitem y, nempe

I = OTK, q> = nu + (ot fo<^u} w^—o.

Erit crescente ~ sine fine (pro a > 1) semper (per praec.)
«H-r «

atqué
« t i

Fiat »' ex «, et WÍ1 ex m ; reducendo ad denominationem eandem érit

nam

íttn'
a"1™' <

' <

fflrt'
, mm'

Crescit ígitur valor A ipsius am sine fine, manens tamen minor priino
— • " - • n w •

a m , itaque am tendit ad limitem aliquem B, dum tendit ad q\ udeo-
que (per definitionem) est

B = ag, et a =
M

Sí Ű = I, manifesto «"• semper unitati Eequale érit; nam

an—ly et Y\ = i, quia i * = [ ;
et non érit A~*~B, sed est A = H~\, et cum rí" semper íuquale est
Bm, atque " tendit ad y, est (per definitionem)

aq = B, id est I'/ = I.

Si verő a < i sit, tunc crescente decrescet f/'u ; nam si Í/ frac-
tio vera sit, crescente n decrescet a", atque (nt antea ad denominatio-
nem eandem reducendo) érit

amn' < a>»'» et T « « * * <
seu
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Decrescit itaque sine fine <i'", nunquam tamen fiens o; itaque limité
gaudet, qui iper definitionem) est potentia exponentis q ipsius a.

Si q negatívum sit (pro "- posito = p ) , et a positivum sit, érit

nempe datur tale A, ut sit
i Am

nimirum
yl— I —

quod, si « > i, decrescit, cum denominator crescat, nunquam tamen fiens
o; si Í I = I , sem per i érit; si « < i , crescet manens tamen certo finito
minus, cum denominator limité finito gaudeat. Unde patet et hic dari
potentiam exponentis q ipsius a.

Hinc etiam, cum -^--~—? atque -^r"^—q, est

a—9 ' a9

Unde potentia e divisore in dividendum poni potest, exponente in
oppositum mutató. Ex. gr.

| = & , - . .

8. Notatu dignum est, quod quodvis dátum N et quaevis fractio
vera f sit, tam \ N quam if~f tendit ad unitatem, si integer m*—-oo.

Nam quivis integer n sit, est

(W-h l ) !>« 2 + 2«,

et si

{/l-f- í j '>»*H- |» ' - —'

sit, multiplicando per n •+• i érit

(« + I )'>!> /Í»+I -h (('+ I)»',

atque adeo
f«H-i)w >nm-
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et
« -+- r \ * nm H-

„m
et dividendo per nm—' patet

Sed tn} adeoque — tendit ad infinitum, cum « maneat.
Ita

n \m^.

«-t-m '
ubi — 5 —

«H-OT

9. Est a?.aU=aí
Sit enim (pro integris », j«, v ad denominationem eandem reducendo)

érit

atque

Sit """""*'* '

érit

atque

consequenter
xy = a m ,

quod tendit ad a9+Q; nam -J~- tendit ad q et -^- ad j^i adeoque

(XXV, 3.

Est igitur (XXV, n . pag. 85)

Si n aut etiam v negatívum sit, pariter patet.
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Unde etiam

Nam

10. Si —- = a, et an = Bm, tűnt non tantumm 7 '

a** = B, sed etiam B" =a = BJ,

m nquia = I: —-,

At etiam si -^r"—

Nam

itaque (7. pag. 101)

et hinc

atque

At

q% et a? = B, est

m -^ % "^ m

11+1 «
Cl ^^* í* ^*^ tt *

fí*"«i<B*.

&«•*< —B~"—.0,

adeoque etiam (XXV, 5. pag. 81)

a — B " ^ o ,
nempe

consequenter (XXV, 4. pag. 81)

Hinc etiam, si



SECTIO PRÍMA. IO5

est

ita sive a = f B, sive a = BT scribatur, perinde est.

11. Pro integris n et m est [f^)n
} id est {B~*)n

Nam sít
B=z»*tadeoque

z =

Nam

81

nam
lx_\m_ xm

\yl ~~ ym'
Est verő tunc

n n

adeoque

y c"-** V \ c I \ c ) '

Si verő ~£r*^9i tum

item b^ tendit ad d?, et c* tendit ad c?; consequenter (XXV, 14.
pag. 89.)

Ita

f r.c fc '

nempe tum ~ tendit ad -|-, atque

BÓ1.VM, Tmiamra, I. * •
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c I cM-n '

unde reliqua patent.

13. Pro n, m, v, ,u integris est

( _*.\_í_ "-L

Nam sit
a = x'"/1 , adeoque fa = x t

erít

et /«", nempe
a"-" = V '̂"»Í* =

itaque
\am) ^xw»,

atque

porro (per 11., pag. 105)
_iiy_

= a " iu.

Unde etiain si ^ - ^ ? et -tj'^p, adeoque -^jf^pq, et a" -

atque

Nam

7«

adeoque
J

ita

itaque érit etiain

(a ~ ) " >{«*'/> (a->.

(Posito « > i ; pro tf<i esset < loco >)

Consequenter

• 1
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, . . a r . fn+O Cr-ti] Jir_

ubi differentia postremi a primo tendit ad o ; nam a •"* et a*1* limité

communi gaudent (ut in 10. pag. 104), nam ^-^\^- tendit ad o,

quia — et -£ manet finito minus, ~- et -~ verő limité o gaudent.
Unde (XXV, 8. pag. 81) a^ — (a9/ tendit ad o, et (XXV, 4. pag. 81)
cum a m u tendit ad a??, est

Hinc etiam }fa9 est sequale a"', Nam

14. Si fl<i aut exponens uterque (aut unus tantum) negatívum fuerit
tum quoque omnia mutatis mutandis (7. pag. 101 sequ.) dicta valent.

Ex. gr.
f

Ita

nam
—g •}

atque etiam

Ita

Hinc si

est quoque

seu

seu
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Conversim etiam sí
J'=b,

est
a« = bP;

nam
{Jf=bP seu a« = bp.

15. Esi {abc..$ = <#.&.<?...
Nam si -"- -—y (ut supra), érit

{abc}1" = F(öóc}7/ = Va"bn cn = 'fxmym zm = xyz,
si

a» = xm
í b"=yM

f cn = zm.
Est verő tum

_H 1! JL

x = a~mi y = b'"1', z = cm,
adeoque

«yj» = rt"^ A"'" c""̂  = {abc)^'^ {abc)9;
porro

â —.fl̂ , b^^b?, c~Z^c*,
consequenter

{abcf = a9.b*.c*.
Unde etiam

fra~bc = {abcf" = a** b *" c '*" =

16. Si (nunc ut inferius quantitatibus ad potentiam elevandis et
negativis admissis) a negatívum sit et — gaudeat limité q, poterit n
aut m, aut utrumque sive par, sive impar accipi, semper prouti visum fuerit;
nam ~w J-1- aut - ' ^ 1 - ita -^\ quoque tendunt ad q (XXV, 6. 7.
pag. 81). Si n par sit, érit a» positivum, et si m quoque par sit, a"'m

duos valores, unmn positivum alterum negatívum habét, alioquin asqua-
les; si m impar sit, unus datur valor positivus, nam negatívum ad nuine-
rum imparem elevatum negatívum est. Si verő n impar sit, érit an nega-
tívum, et pro m impari habét a"-'»- unum valorem negatívum, at positivum
non, quia huius potentia positiva, non negativa est.
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Si igitur q incommensurabile sit, duobus valoribus gaudet ag aequalibus
uno positivo, altero negativo, sive positivum sive negatívum sit a ; si verő

« . . . .
9 — ~rn 1 e t n »"pa r. atque a negatívum, et m quoque impar sít, unus
érit valor et quidem negativus; sed si pro n impari m par sit, nec
positivus nec negativus valor datur, quod ad numerum parem elevatum
negatívum sit. Dicuntur eiusmodi quantitates iinaginariíe, ut ^ — 4; nempe
tam -+-2 quam —2 per se inultiplicatum fit -1-4, non —4.

XXX. At priusquam de imaginariis ageretur, sit fas de logarithmo
elementari, ad quem fpagina 50.) conceptus potentise deduxerat, et hic
aliquid referre.

1. Si basis a (positiva) > i , v e l < i sit ípag. 50), quomodo reperiatur pro
quovis Ppositivo tale^, u t « ^ = / * sit, infra dicetur. Patet autem, si Ű < I
sumeretur, crescente / , decrescere «̂ , et crescere crescente — / .

Erit:
log. a=i} quia a' = a

log. 1 = o , quia a°= 1.

2. Si a^—P et aq = Q, tum / = log. P et q = log. Q quoad basim
eandem a, atque etiam (XXIX, 9. pag. 103)

et
p-hq = log. P-+- log. Q — log. PQ.

Unde, de n ad n -h 1 progrediendo, logarithmus facti aequalis est
summae logarithmorum factorum. Et vicissim quantitas, cuius loga-
rithmus est p-\-qA-..., est a$.aq...t nempe haec talis est, cuius loga-
rithmus est p-\- q-\- . . .

Si q = 0, est Q= I.

3. Quum sit

a tque/ — q sit log. (P'-Q), est logarithmtts quoti differentia logarithmi
divisoris a logarithmo dividendi, nempe
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log- Q- = l o g- p — l oe- Q

Et vicissim quantitas, cuius logarithmus estp — q, érit ar: aq. Hinc
pro basi a> i fractionis verae logarithmus negativus est, et loga-
rithmo negativo respondens quantitas fractio vera est; nam

log. ̂  = log. 2 — log. 3 ;

et conversa (XXIX, 6. pag. 99) quoque valet, nempe etiam idem positi-
vum et > i ad maius elevandum est, ut maíus prodeat; quia ad expo-
nentem minorein elevatum dat quantitatem minorem, ad idem elevatum
dat idem. Et vicissim negativo fractio vera respondet; nempe tum a
ad — k elevatur fpro k positivo), id est unitas per ak dividatur (XXIX,
7. pag. 101); est verő a> 1 et ak etiam positivum et unitate maius; nam
j * = 1 et si a> i, etiam ak> 1.

4. Erit {a*f = P! = ato. (XXIX, 13. pag. 106) Itaque logarithmus
potentiae est aequalis logarithmo quantitatis elevandae per exponen-
tem multiplicato.

Nam
Pq = log. P9 = q log. P.

Et vicissim quantitas ipsi pq tanquam logarithmo respondens est
aequale Pq. Hinc

et
l°g.-P-3 log. 0 = log.

5.
Est verő

Itaque quotus e logarithmo quantitatis, c qua radix extrahenda est,
per exponentem radicalem diviso, est logarithmus radicis quaesitae.

Et vicissim quantitas, cuius logarithmus est JpJLZ*, est f P.
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6. Hinc etiam, si pro basi quavis aliqua dati sínt logarithmi, pro
quovis a reperitur taie x, ut ax aequale dato {i sit; nempe (4. pag. 110.)

* l o g . a = l o g . #

adeoque (per log. a dividendo utrinque) est

log. a

De hisce operationum commodis inferius plura. Quum pro exponentibus
integris manifestum esset in multiplicatione addi, in divisione subtrahi, in
elevatione multiplicari, in radice (ex. gr. in fa6) dividi: idem ad expo-
nentem fractum extendere pronuin erat; atque tum qusestione pagina 50.
proposita satagere, ut compendiis his numeri omnes subjiciantur.

Notandum adhuc est, quod si basis logarithmica a<i (ex. gr. ni-)
poneretur, pro q positivo et in infinitum crescenti (-̂ -) tendit ad limi-
tem o, (patet ex XXIX, 8. pag. 102); adeoque (sensu pag. 46} log. o
esset >-í-<00, utí pro basi positiva et < i est >—<00. Pro q = 1 fit potentia
ipsa basis -i-, et pro q = o fit 1; postea verő crescente exponente ne-
gativo in infinitum (-̂ -) q ereseit in infinitum.

De logarithmo elementari ac sublimiori adhuc quaedam paulo inferius
dicenda erunt.

XXXI. Ad omnes istas operationes autem unitatem determinatam
eandemque pro omnibus suppositam esse dictum supra est. At quaestio
oritur, quidsi aha unitas poneretur? idemne maneret, aut in quem
mutaretur expressionis vaior f aut expressiones quoad diversas unitates

factae quomodo ad eandem reduci queantt
Quantitates (uti certum tempus, certa recta &), quarum unitas «

talis in intuitu exhiberi potest, ut non aliud, nisi quod sequale u est, pro
illő casu unitas esse queat, concretas, easque generales sive abstractas
dicere licet, quae cuivis unitati sed nulli exclusive appertinent; nempe
in quo conveniunt plura (quovis quoad suam unitatem relato), ex. gr.
-2- dici de quovis potest, quod suse unitatis tertiam bis continet; hoc sensu
est (§ 32., pag. 44.) quotus ex. gr. e duobus pedibus per trés pedes divisis
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unicus, cum alioquin quidvis, quod suae unitatis tertiam bis continet, quotus
sit. Si quantitas abstracta sít multiplicator aut divisor, utcunque mutata
multiplicandi ídividendivei unitate, resuitatum idem est; imo etiainsi
abstracta multiplicetur per concretam, si in hoc casu expressio prodiens
seinper ad unitatein concreta; referatur, resultatum idem manet; ex. gr. si
a denotet quinque pedes, sitque prius unitas // = T, dein sit 6^"= —, érit

2_ n _ _2j5' _ 5_i^. _ 2-5-2 V_ .
3 • 3 ~ 3 ~ 3 2 '

itaque factores abstracti, ubivis occurrant, factum non mutant; idem est
si in divisore occurrat abstracta; nam

Concreta per concretam homogeneam divisa quoque, utcunque mutata
unitate, quotum eundem dat; sed si in divisore plures factores concreti
sint, quam in dividendo, ex. gr. sit / , atque unítas sit ?/, resuitatum
inanebit idem, si supra quodvis tale concretum (ut c) ponatur //, ut sit

fo i ita si sit ex. gr. * et ponatur */ , manebit valor idem, alioquin

mutata unitate mutatur. At quseritur, quomodo factum conLretorum mutetur
unitate mutata? et idem etiam ad quotos, quorum et dividendus et divisor
factum e factoribus concretis est, applicari poterit.

Exprimantur quantitates concreta; a et b prius quoad «—I, tum
quoad unitatein ex u in U=kn mutatam ; sitque " ' = £ / v e i - - * £ / , et
pro integris v, ,«, a\ b\ n

ti'u i h'u
= v e l a

érit

= v e l ^ a,

u a ' U . uh'U
~vn = v e l - t f . ' tn = v e i - A j

nam aut
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et tum

aut

et raultiplicando per -'y, finito certo minus etiam

Si iam a per b quoad u = 1 dividendum sit, érit

a'u , b'u a' _^ 1 a

et operatione quoad £/== 1 facta quoque érit idem, nempe

pb'U
vn • vn

{XXV, 14. pag. 89.) itaque nec eiusmodi factores, ut -f-, factum mutant.

At si factores numero m singuli quantitates concretae et homoge-
neae sint, ex. gr. a,b,c, . . ., atque factum quoad u = 1 sit f factum
quoad U= 1 = ku sit F; érit

f=F.km~1 et F^
km—1 »

ubi k et m quantitates abstractse adeoque expressiones determinatEe sünt.

Unde etiam (signo [Am}u=i pro quantitate A quoad « = i ad m

elevatam £9".)

atque

Constructis tam quoad u = 1, quam quoad (/=• 1 schematibus patet
(etsi pro -"— stet ^ J :

BÖLVAI, Teniamen. I. J 5
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„ - = « = 1, b-^bi n1{ = a, b--*^ba,

U JJ , a i> Jl__ ba

prius factum quoad M = I, posterius quoad U= i est; sed

,u_ = i

itaque

vn ~^~k'

Si novus factor eiusmodi accedat, manifestum est, factum istud denuo
per k dividi; adeoque si trés factores eiusmodi sint, exponens ipsius k
érit 2, et ulterius progrediendo érit exponens apud /«-tum factoreni m—i.

Hinc etiam superius pro exponente in integro patet. At sit exponens q ;
érit hic aut quantitas abstracta uti •x aut pariter divisore w=i subposito
evadet Jf determinatuin; aut érit q tantum quantitas concreta, cuius
expressione quoad unitatem novam mutata potentia eatenus quoque muta-
tur. Sit prius casus prior; dicaturque /' valor, qui prodit a ad * quoad
« = i elevato, et R valor qui fit elevatione quoad U—ku = i facta ; érit

• " • ' * * * " . 9 . — »

et

Sit -^ = q (pro integris « et w), seu

/«

inde etiam casus, quodsi ;" -^q, sequitur. Erit tunc

est verő
a»

[«*]„...=
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atque

Vero est

per praecedentia. Hinc dividendo utrinque per _ t fit

atque radicem m gradus sumendo est

Consequenter

et

Si — tendat ad ^-, tum

tendit ad

et tum ^?=[«//:'w]í7=l tendit ad [a?'M)u=l.

Si vero quantitas concreta ex. gr. recta sit exponens, muteturque
t nu v nuu

ems expressio mutata unitate, ut nempe sí y erat — , nunc sít —j^—

pro U=ku = if et & = -—,

atque ex -J fiat -í- : érit quoad í / = 1 elevando
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Nam quoad £7= i elevando est

, e t

Idem patet, si ~—. ^ et 77- '^^. neinpe tum 7 ^ , 7 ^ ^ > e t

anp;mv — a" " — a " " ~^ak"

Exempla. Sit
o

érit quoad u = 1

0
et aq quoad £ / = 1 est a6 (quoad -—• = 1 facta elevatione) = 32 .

Estque (quoad £7= 1 facta elevatione)

*=aJ=I°(X)-W,

atque ^?* id est R2 quoad f / = 4r elevando fit sequale 320; nempe pro
~ aequale unitati, et factore utroque aequali 4° = 8 schema est:

Ita aequatio omnium linearum secundi ordínis inferius (ubi ad repeti-
tioneni evitandam hasc citabuntur;, pro coordinatis rectangulis érit

? = *-•%*
adeoque ordinata

V = V x— x— ,

ubi unitas, ad radicis extractionem requisita, dicitur paraméter linea;;
a sumitur positivum, et quod ipsorum -ha, —at ponitur, dicitur tixt's
maiur linea;, meditulliuiii eius centrum audit, duplum ordinata; e centro
axis tninor, et punctum abseissa;, e quo duplum ordinata.' est ctquale
unitati id est parainetro, focux vocatur, ac recta e foco ad quodvis linea:
punctum radt'us vector.
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Dicitur verő linea parabola, si a-^oo, et ex x — ~~ fiat (§ 32, 3.)
x, ellipsis si ante a sit + , et hyperbola si — sit.

Patebit etiam quamvis coni verticaliter producti sectionem cum piano
íta exprimi posse veluti lineam, cuius aequatio superior est, quantumvis
sit a, et quantavis sit unitas, nempe paraméter, lineain eius e sectione
plani per conum produci posse. Sí a aequale est unitati, id est parametro,
linea, cuius zequatio est

dicitur hyperbola aequilatera, si verő -ha sit,

yx = x — X1

sequatio circuli érit pro diametro = axi inaiori = 1 = parametro.
Si iam manente linea et parametro, unitas alia ponatur ex. gr. radius,

adeoque prioré unitate 11 dicta, sit nova unitas (J=ku = -l
2 n; et quaera-

tur pro eadem abscissa x eiusdem ordinatae y expressio quoad U\ érit
idem

(operatione quoad £/"= 1 facta) seu:

•\Í2X — X2 _./— „1 1
y = -t—=— \ 2=y 2x — x2

J /2

{quoad rádium aequalem unitati, sed qui iam paraméter non est, sequatione

mutata).

Quod )fx—le' quoad u = 1 in dictam mutetur, patet e praecedenti-

bus; nam recta x manet sequale x, utcunque mutetur unitas, at ex

** {quoad u) fit ^ (quoad £ 7 = J - K = I ) ; radix secundi gradus quoad

U= 1 verő, nempe R multiplicari per

debet (per antea dicta).
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lta si qiiinia pars diamelri ponatnr — 1 , idem y pro eodem x érit
l' 5,v - .vJ lopnatiuni- quoad /* — ' // — i lacta".

Pro abscissis in hyperbnla arquilatéra ad asymptotam sumtis, et
ordinatis ad asyinptotaiii alteram parallelis, est

o> a
y x Y x

(per (/ intellifíendo ordinatani e vertice hyperbolaíH patet verő q. J
(per dictal pro quavis unilate nianere, itaque y = i poni potest; quo pacto
Hit suo loco dicetiiri, érit area quxvis inter asymptotam et y, hyperbolam
et t/ hgtirithmtn {naturális dictus) abscissai e centro acceptae.

Interim altéra qua-stio est, quanta fiat ordinata pro eadem abscissa
et alio parametroí Erat pro parabola:

eritque
V=

a = í

nempe ordinatee pro eadem abscissa in diversis parabolis sünt, uti radices
quadrata: parametrorum ; lin eadeni verő secundas potentiae ordinatarum
sünt, uti abscisssel.

Logarithmus etiam quantitatis concretae P quoad unitatem ex u
í« U=-ku-=.\ mutatam repcriri potest. Quivis logarithmus est quoad
certam basim et certam unitatem ; atque dum ex -v

a*=P
concluditur (pag. ni ,)

z log. ft = log. P,

intelligitur pro basi a et u = i esse

atque
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adeoque
zy*=z log. a

(quoad basiin a et » = i )

Sit
[a*] = P,

érit
p = log. Z3 quoad basim a et K = 1.

Sit quantitas abstracta k, et

érit

seu
x (log. a — log. £») = log. P— log. ku

quia l o g . a ^ i (XXX. 1. pag. 109); hinc

log. P— log. ku
u — log. ku

(omnia quoad basim a et u = 1 intelligendo); eritque - ^ quoad « = 1

elevatuin ad x sequale -£•«] atque tum etiam -jj~ U quoad U= 1 ele-

vatuin ad x érit aequale -£•. U (ut statim patebit). Est verő

Consequenter [ax] u = , ^ P.
Sit nempe (pro casu commensurabilitatis, unde per supenora generaliter

patet)
' P' ^

(denotanlibus «', N, P\ v, ,uy n, m integros); érit
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adeuque si

a __ n'u vu _ <i'/u m

ku - N • /n ~ Ni' '

ent

seu

nempe pro n = 2 fieret schenia :

Nv. u
Nv

et factmn est

a fi . ti
Nv '

a
ku

Nv. a ft u
- Nv *"

Pariter patet schenia idem manere, nonnisi U= 1 in locum ipsius u
posíto, ut sit

Nv

P'fl jr\m

Nv l

Est liinc

adeoque

id est

(ifi
Nv

Nv

T7

u

n

C "- 1

ent

Ex. gr. Sit prius

ti= I, et * = -I
I
o-í a— 10«, P= 100a;

a*= IOOU = JP.

atque (pro » = r et basi aj

log. /* = 2 «,
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log. ku = o — (log. 10)« =^ — i«,
quia

adeoque
log. /*— \og.ku _ 2 a — (— i u) __ 3 ^

l.« — log.£« "*" i » — (— i u) ~ 2 u '
est verő

XXXII. Si quodvis a ut radix secunda ex aliquo -±_B spectetur, realitás
ipsius a, prouti quoad -Hí vei —1 multiplicatum per se producat zt-#,
multiplicationi quoad -4- 1 vei — 1 innixa dicitur, et ob determinationem
hanc, (uti positiva et negativa in § 10.) nova oriuntur nomina. Nempe
unitas (pag. 37.) arbitrarie positiva accipitur et |/— 4 nonnisi propter
multiplicationem huic hypothesi innixam caret realitate; quidsi unitas
negativa poneretur? manifesto (ut p. 42.) sígna sequalia darent —, et
iüEequalia darent -h. Sit igitur fas, ea, quorum realitás multiplicationi
quoad -+-1 innititur, reália quoad -H I (breviter reália), illa verő, quorum
realitás multiplicationi quoad — 1 innixa est, reália quoad — 1, sive
pure imaginaria dicere. (y —a potest reale esse, sia denotet ex. gr. — 4.)
Insigniantur reália quoad — r litera i postposita vei anteposíta; ex. gr.
}/ —4 = ± 2 i , VA = ŰZ2; atque reália quoad — 1 seorsim addita, cum
summa realium quoad -H 1 connexa non commixta efficiant summám
(pag. 31); ex. gr. 21'4-1 — 3 1 = 1 —11'. Dicitur hoc (íatius) imaginarium.

Quantitates imaginarias et fractos exponentes Des Cartes * introduxit,
eoque plurimum ad generalitatem elegantiamque contulit, campumque ad
nova invenienda patefecit. Quem in finem, ut operationes sub velő gene-
ralitatis continuari queant, nec, in quantum fieri potest, generalitas exui

' C art esi o nimium tríbuitur: nescio quomodo mihi tanquam certo genio eius conveniens inhaeserat,
quod nuper eum revolvens, haud reperi; quanqua.ni sequentibus verbis pulchris prsefationem suae Geome-
triáé claudat: ,Spero posteris mihi gratiam habitum iri, non solum pro iis, qufe hic explícui, sed etiara
pro iis, quae consulto omisi, quo ipsis voluptatem illa inveniendi relinquerem.'

Montucla refert Wallisium prius exponentem integrum negatívum introduxisse; sed opera eius bic
non habentur; quicunque introduxerit et fractos imagínariaque primus, adsunt, et (ut numeratione)
grati iis utimur. (Annotatio autoris, ed. or t. I. Errata pag. XXXVII.)

BOLYAI, Tenlamen. I. ró
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debeat, sequentes reguláé ponuntur multiplicationis quoque conceptu eatenus
extenso fp. 42.) Manent quidem etiam alioquin casus generalitatis exuendse,
ubi nempe íaliis verbis) generalitas non perfecta sed cum exceptione
certa est; ex. gr.ex eo, quod ba=ca, non sequitur pro quibusvis valoribus,
esse A = c; sí nempe a = o, b = 2, c = 3 fp. 45.).

1. Pro duobus eiusmodi factoribus, quorum neuter est summa e reali
quoad + 1 et reali quoad — 1, multiplicatío tunc et nonnisi tunc insti-
tuatur quoad — 1, si uterque factor quoad — 1 reális sít; adeoque si
alteruter quoad -+• 1 reális sít, multiplicatio quoad -+- 1 fiat. Ex. gr.
2.31 = 61.

2. Determinatio quoad realitatem facti et multiplicandi eadem vei
diversa sit, prouti multiplicatoris et unitatis eadem vei diversa est (ad
instar legis determinationum positivorum et negativorum pag. 42.).

/ — 9 Y — 9 = ± 3 í. ± 3 í = — 3«
juxta schema

\ —3-3-

Accipi verő aut ubique +31" debet, aut ubique — 31, quod de alhs
quoque imaginibus asqualibus tenendum est; at / 4 / 9 potest esse ±2.3.

3. Unde si in facto occurrat V—1 ut factor pluries, pro quovis pari nu-
mero factorum V — 1 ponatur — 1, et quod hoc pacto manet aut prodit, illud
per factum ccefficientium multiplicatum accipiatur pro facto. Si non alius
coefficiens adsit, pro tali reputetur -t- 1 ipsius \' — 1 et — 1 ipsius —\f— 1.
Quivis factor verő ita expressus cogitetur (quod fieri posse patebiti, ut
radicis ex — 1 nullibi binarío altior exponens sít.

Hinc

Regula tertia ex duobus prioribus fiúit.

Atque iam hoc pacto dicitur F factuin expressionum E et c fabsque
eo, ut mentio multiplicationis respectivEe quoad + 1 aut — 1 fiereti, si
pro quovis valore Q'-hQi ipsius E et pro quovis valore q-*-qi ipsius
e gaudeat F valore tali, qui sit aiqualis summse oinnis cuiusvis ipsorum
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Q et Qi per quodvis ipsorum q' et gi iuxta regulás pláne praescríptas
multiplicatoruin ; nec F alium valorem habeat. Quo conceptus multipli-
cationis (§ 26.) extenditur, fitque generális primitivum conceptum continens.

Si quivis terminus quantitatis complexse C per quemvis alterius c
iuxta regulás dictas multiplicetur, demonstrabitur factorum partialium
summám esse facto ex C et c aequalem.

Expressionum multarum plures valores dantur: quamobrein aequalitatis
earum casus strictius determinandus est.

}f\ habét duos valores, nempe

-Hí et — 1;

ita f 1 habét trés valores, nempe

- • - V
i e t a t q u e t

seu si radix positiva ex 3 dicatur a, erunt valores

• . et -J- + f ,• ac -t-it,

quorum quivis per regulás dictas ad 3 elevatas dat i, ut statim patebit.
Ita pro integro m et

xm± 1 = 0 seu xOT = IF 1, seu x= f^f-1

totidera nec plures valores dari dicetur, quorum quilibet ipsi x salva
sequatione substitui potest, uti in

xi — i=o

quilibet valorum trium dictorum. Ita duae valores sünt {nempe 2 et 3),
quorum quivis in

xa— 5JC-I-6 = O

in locum ipsius x positus valorem expressionis ad o reducit; ubi no-
tandum, quod si dicatur, quantitatem aliquam Q = 2 talem esse, cuius
quintuplum secundam potentiam senario superet, minimé asseratur quidvis,
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quod tale est, ipsi Q aequale esse. Potest autem zt=y, aut y =)z denotare,
cuivis valori ipsius z dari valorem ipsius y Eequalem ; zt=)g verő potest
significare, cuivis valori cuiusvis ípsorum z, q dari valorein alterius Eequalem.

Ex. gr.

ita
i a c = i 4 , sed i 2 non E = J I * ;

nam fi habét duos valores i et — i, fi verő habét 4 valores nempe
± i , et ± / — T

Interim inde, quod xt=y et zt=y, non sequitur, dari ullum valorem
ipsius x valori ulli ipsius z Eequalem ; possunt enim valores ipsius z pláne
illis valoribus ipsius y sequales esse, quos y praeter valores valoribus
ipsius x aequales f/)p. 15.) habét; sed si xt=y t=zf tum xt=z. E contextu
etsi aliud signum haud adoptetur, quo sensu veniat = perspici potest.

Radix reális positiva insigniatur stellula sub f posíta.
I. Estque f— 4 = / 4 . / — 1 = 2 f— I = ± 2 J nam 2 . ± i i = ± 2 Í ,

(per schema i , ± 1 i\ 2,^21, vei 1,2 ; + n ' ,±2i) , patet per 1. et 2., e quo
fluit 3. pag. 122. Nempe per schemata (±it)** pro n pari est -hl, pro
impari est—1, ac (± 1 i)2n.± 1» pro n pari est ± I J , pro « impari =hií.
Sit factum / e factoribus realibus, hoc accedentibus quotvis factoribus
f— 1 manet, nisi quod si unus tantum sit (ubivis), in ±fh per adhuc
unum in —/, tum ín T/i", dein in ± / varietur £5*.

f—4.f— 91=1 /4 . /H7 . | / g . / IT I = _ i . | ^T9==F6 ,
quia

' ' et —1.-1-6 =

= ^4^9- Z 1 ^ = ±61.

Imo si a = — 4 sit, etiam tum

—7 = /-"4 Z 1 ^ = ± • /-"1. / -1 = =F /4.

Unde a, A qualiavis reália denotent est fa . fb = /oA ; atque de
quotvis ad uno plura concludere fas est.
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2. Sed valet idera etiam generaliter: nempe denotante P positivum,
exprimitur radix imaginaria ex P generaliter (pro integro n) per Y—P\

atque Y—Pt=3 ][P. Y— 1. Potest enim quivis valor ipsius Y— 1

— 1 exprimi, denotantibus a, b reália (haud excluso o)\ quod
breviter huc adnectere fas sit (post Trigonometriám facile intelligendum).

Est

(cos. a •+• Y— I sin. df = (cos. af -+- 2 cos. a sin. a Y— 1 — (sin. df =
— cos. 2a-i- Y— r sin. 2a ;

atque si
cos. ma •+• Y— 1 sin. ma

per
cos. a -+- Y— 1 sin. a

multiplicetur, fit

cos. ma . cos. a H~ Y— 1 (sín. OTŰ . cos. a -+- cos. ?MŰ . sin. a) — sin. ma . sin. a =

= cos.(W + I ) Ű + v'— J sin. (in -h 1) Ű,

seu (pro quovis integro n)

cos. a H- / — 1 sin. a = (cos. -Jr -+• í^— 1 sin. ~ ) :

Ponatur iam prius
1 = cos. a -h y — 1 sin.«;

fieri hoc potest, si sin.a = o et c o s . a = i , quod fit, si a = , « . 2 ^ (pro
ntegro ,«, haud excluso o, et /E sequali dimidise peripherise pro radio 1).

Substituendo itaque ipsi ju integros o, i, 2,...,« — 1 , exhibebit

radices «-ti gradus ipsius 1, numero n.
Ita poni potest

— 1 = cos. a -4- Y — I sin. a,

pro cos. a = — 1 et sin. a = o, quod fit pro
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adeoque substituendo ipsi // hic quoque o, 1,2, . . . ,«—1, prodibunt
ipsius — 1 radices gradus «-ti numero n ; erunt verő manifesto duae tantum
radices ipsius 1 reales pro « pari, et una pro n impari, ipsius — 1 verő
una reális pro n impari, omnes aliae radices verő ipsius ± 1 erunt sub
formám dictam a-hó / — 1 venientes; nam terminus prior in expressione
utraque reális est, altér verő factum e reali in V — 1 est.

Nulla verő est radicum dictarum ipsius ± 1 ulli alii earundem pláne
aequalis, quamvis in pária (a signis abstrahendo asqualia) dispesci possint.
Sit nimirum n prius par, ex. gr. 6, tum sit impar, ex. gr. 5 ; érit — pro
casu primo

pro secundo verő

Í 2 / í | "f
in casu primo est n — 1 = 5, atque

ita
-T 2 n -+- -f 2 71 = 2 n:0 o

et ita si numerus par n quantusvis esset, a dictis extremis sequidistantium
summa est toti peripherise asqualis, usque quo ad médium perveniatur,
fűti hic V-2-T est) qui semper = n est. Si n impar sit quoque, idem est,
praeterquam quod ibi medius non detur. Sünt verő (in Trigonometria]
sinus arcuum, quorum summa est aequalis toti peripheria;, oppositi (alioquin
sequalesj; ita cos .o= 1 et COS./Í = — I, in casu primo sünt oppositi; et
in oinni casu arcú a o ultra 11 crescente, utrinque sequidistantes efficere
2/1 facile patet, adeoque manifestum est omnes radices differre. Plures
verő esse nequeunt, nam infra probabitur x, ut x"-h/i = o sit, nonnisi n
valores habere.

Exempla. Pro « = 3, et r~ /3, adeoque /—3 = tf3 . V—i = ±ri

erunt valores ipsius y \ sequentes:
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quorum quivis iuxta datas regulás miütiplicando elevatus producit 1.
Valores ipsitis f — 1 verő sünt:

- 1 ,

Ita valores ipsius f 1 sünt:

1, — 1, -h / — 1, — / — 1, id est ± 1 et ± 1 ''•

Valores ipsius f— 1 autem sünt:

Pro quovis integro n sinus cosinusque adeoque radices approximando
(quam proxíme) exhiberi possunt.

fíinc si if P sit p, quivis valor ipsius y[—P per

exprimi poterit, pro a, b, reália juxta praecedentia talia denotantibus,
ut sit

Erit enim

Namque
p*(a-hó Y^lf = (ap -f- bp i — íj»,

peracto calculo patet. Si verő de ,«-ta potentia valet, de (,« H- i)-ta quoque
valet: nempe tum

seu brevtus
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nimirum (a-^rb yf—if manifesto nonnisi e factoribus a, ö, Y— i coaluit,
ubi v — ! m nullo termino ut factor bis manet per 3. pag. 122.; adest
prasterea p in quovis termino ; et quovis per quemvis multiplicato, expo-
nens ipsius / (prius Eequalis exponenti elevationis 2) seinper uno ereseit
simul cum hoc. Unde etiam patet

A-i-BY-i=A'+B' Y-i

esse, adeoque reale aequale reali, et imaginarium imaginario ; et binc

A = A't et B=B

Consequenter etiam

4 -*- B Y^i) (a-hh /^T) = [Ay H- BpP Y^i) {ap -H hp /^T);

seu
(Aa +Ab yf—i-^Ba V—i—Bb) =

=p"+lA'a

Est igitur etiam

et

fia

Nam si
fr . f - i per

et
VQ per

exprimi possit; érit:

i)m = (aa -+- ha Y=

Est enim hoc manifestum pro m = 2 peracto calculo ; valetque de
quovis exponente ,«H~r, si de // valet. Sit enim
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et

atque fa + fi Y- if = A'-
-h BV- I,

(patet nempe in elevatione ista, ut supra, praeter reale nonnisi tale manere,
cuius unus factor reális, altér Y— 1 est). Erit (per hyp.)

adeoque partes reales, uti partes imaginarias utrinque sequales erunt;
nempe

AA'-BB=A"; A'B+AB'=B'.

Multiplicetur iam A-hBY— 1 per a-\-bY— >i ut prodeat

et multiplicetur A'-i-BY— i per a-\~ fiY-~ ̂  ut prodeat

ac multiplicentur hsec duo facta in se invicem; atque multiplicetur etiam

^ T per (fl

ut prodeat huius potentia (ju-h >)-ta; et substituantur ipsis A", B' valofes
supradicti; calculo peracto, terminos termínis singillatim sequales esse
patebit.

Pótest verő de quotvis ad uno plura pariter condudi, ut

sit (etsi imaginaria adfuerint).
Patet verő f—P 7~Q esse Í=J
Nam Y—-PQ habét m valores;

— P seu — T
BÓLVAI, Teatamen. I. 17
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itein m valores habét, qui per queinvis valorem x ipsius \ Q multiplicati
dánt m valores, quorum quivis ad m elevatus = — PQ; neque si per
alhid x fiat multiplicatio, ullus alins valor prodire potest, quia tum — PQ
plures numero m radices haberet. Aliud est, si id tantum constet, esse
z(= 'frP, et _y(= VQ, tum sequitur tantum zyt= f PQ.

3. Atquc porro si
mi—

fa =x,
est

xm —a,
adeoque

consequenter
xs= sed non t=)"fan;

nam xm ponitur w-ies ut factor in an (id est ?̂ -ies posito a), et x ipsum
ponitur í«w-ies; adeoque x adest inter valores ipsius "Va", sed hoc habét
valores numero m?i, x verő nonnisi m valores habét. Patet etiam esse

a t = y f ö « ; ita x * = y a « , adeoque

f iaifa»
MHI

Unde

nempe / ^ — 1 unum valorem f— 1 aequalem habét.

Ita V— ' seu (— i ) 2 t = sed non t=)(— i) T seu fi ; valores nhniruin
r . . . . . _*

ipsius V — 1 sünt H- 11, — íz, qui inter ipsius (— 1)4 q u a t u o r valores

1, — i , - H í / , — 1 2

adsunt; sed hic praeter illos duo adhuc sünt. Non tamen hoc pacto reale

ex imaginario fiet; neque eniin scribitur (— \)'21=>(— i) + , uti nec I ^ H I *

seribi potest; sed scribitur tantum (— 1]1 i = ( — ] ) + .

4. Quoad elevationem imaginariorum, qusestio ad f — 1 redit. Est 2«
aut potentia ipsius 2 integra, aut factum e tali et numero impari; nempe
sí non formae 2. 2 . . . 2 est, aliquem factorem imparem esse oportet.
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V— ' nonnisi ad m • 2? elevatum dat reale, et quidem -h i pro m
pari, — i pro m impari.

Nam y— i est ipsum — i prseposito /-ies signo / ; elevatur hoc ad
2, delebitur unum j / , et si quid maneat, item ad 2 elevato, item unum
]f delebitur: atque demum oinnia \f (quse numero p sünt) nonnisi ope-
ratione fi-ies facta delebuntur, prodibitque — i; est verő tum tota prior
expressio ad 2^ elevata. Sí verő idem ad 2**-h i elevetur, prodibit
— i . ( y — i ) 1 , si ad 2 ? + 2 elevetur, fiet — i . (y—if , et ita porro dum
ad 2^ -+• 2^ elevatum fit — i . (V— i)2 = — i.— i = + 1 . Ita elevando ad 3. 2^
prodit — 1.— 1.— 1 = — 1; atque continuando alternatiin prodeunt — 1 et
-h 1, prouti coefficiens ipsius 2^ impar aut par érit; pro aliis exponentibus
elevationis autem signum (A cum exponente pari ex — 1 haud delebitur.

Si verő m sít impar; tum

— i = y f —

nam unus valor ipsius V— ' est — 1, adeoque si ) / — 1 ad 2^ elevetur,
gaudebit uno valore reali.

Ex. gr. (f-^f = - 1 ; (f=\Y ^
adeoque (3f~<)*=)-1; f ^ i ) 2 = (ff^T)' = f^i"; f f " , ) ' = , _ , e t

ita porro exponenti radicali seinper binarium addendo et elevando ad 2,
alternatiin prodibunt imaginarium et unus valor reális.

5. Etiamsi p, q, r,... potentiae integrae fuerint ipsius 2, et

adeoque
q

{p\ q\... potentias integras ipsius 2 denotantibus):

P- q. r

nullum reale dare potest.
xf
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Sit enim

érit

nam

Est porro

= + I.— I

= — I,
(nam p' est numerus par); itaque

est imaginarium ; nam pp' est par.
Si verő de binis factoribus valet, valet de tribus, et ita de quotvis

ad uno plures ascendere licet. Si enim novus y — I accedat, érit (sub-
stituendo)

PP'r

sit hoc y;
érit

et elevando ad q érit

atque
PPVf

y— v — •
item imaginarium est.

6. Radices ipsius —1 exponentis 2" (pro quovís integro n) eaedem
quidem cum iis, quas formula superior pro hoc exponcntc dat, sed alia
via formaque prodeunt.

Paulo inferius tradita sequatione quadratica facile perspici potest.
Occurrunt nempe expressiones formae
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quod simplicius redditur inodo sequenti (et ad repetitionem evitandam
post aequationem quadraticam citabitur).

Sí ponatur

atque

deraonstrabitur tam x quam z habere valorem, ut substituendo sequationi
utrique satisfiat; valores quoque statim prodituros tales esse patebit.

E príma aequatione sequitur (elevando ad 2)

a -4- \fö = x -h z -+- 2

et substituendo a = x-t-z, fiet

et hinc

et hinc (quia a =

x^a — z = —rz
unde

et hinc

z* — a z •+• ~ = o,
adeoque

"4 = ~—2

atque cum x = a — z sit, / x + / r quoque datur.
Applicatur hoc pro scopo prassenti sic ;

ubi
<z = o, et d = — 1 ;
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adeoque

et

atque

ita 1/ | / -£• -+-1/ -i- / — 1 hoc pacto prodit

Unde si ulterius quoque continuetur, lex formationis perspicitur facile
onstranda Eritdemonstranda. Erit

^ V-k - i
Nimirum quaevis radix exponentis 2« ex — 1 , constat ex duobus terminis

alioquin asqualibus per -h connexis, praeterquam quod posteriori adnectitur
ut factor V— 1, atque post illud -'- quod primuin signum tf excipit, in
prioré termino signum -h, in posteriore signum — est; semper autem
dum uno altius ascenditur, in utroque termino, ultiino \ , additur
-h-^Vi) P o s t quodvis signum nóvum V (praeter ultimum) in quovis
terminorum, (prioris posteriorisve) parenthesi nova interius posita: ita ut
in v — J sínt in quovis ainborum terminorum signa y (excepto factore
/—1) numero n — 1 ; nempe pro « = 2 est 1, et semper dum n uno
ereseit, unum nóvum signum }f in utroque accedit. Notandum verő est
quodvis V duos valores habere, quorum quemvis accipere licet, et nonnisi
tunc valores aequales accipiendos esse, si Eequalibus imaginibus prsefixa
sint. Ex. gr. in ultima expressione pro exponente 21, (pro quo 16 valores

sünt), -jrí/ [ -+- l \l '- habét 4 valores, nam uterque valor ipsius 1/ '
coinbinatur cutn utroque valore signi (/ prioris; at pro quovis casu valor



SECTIO PRÍMA. 135

iste in termino prioré et posteriore, ubi signo contrario afficitur, idem
esse debet; interim in termino prioré signum priraum Y numerum valorum
item per 2 multiplicat, et numerum hunc item duo signa Y in poste-
riore item per 2 multiplicant; ut numerus valorum fiat 2 . 2 . 2 . 2 = 1 6 -

Facile verő patet, quod si formula dicta pro y— 1 elevetur ad 2,
ut prodeat Y~-~ i, deleatur in termino utroque ad laevam unum signum
y (ut statim ostendetur), operatione eadem secunda deleatur item unum
Y in utroque ad laevam ; et ita porro, donec (ff — 2)-ta operatione n—2
signis Y deletis, maneat

quo item ad 2 elevato prodit Y~~~ *, et hoc ad 2 elevato, operatione
K-ta demum prodit — 1.

Si nempe it nominetur generaliter quod post secundum signum Y m

primo termino est; érit formula sequens:

et hoc ad 2 elevatum est

/« -+- 2 / ^ 7 \ \ — JjrU=

quia

Ubi patet unum signum radicale ad lsevam in utroque tennino deleri,
exponente ipsius 2 in signo radicali unitate imminuto ; nempe ex y — 1
facto y— 1 et ita porro, donec operatione «-íes facta, — 1 prodeat.

7. Radix igitur cuiusvis exponentis paris m e quocunque negativo
etiam, sub formám a-hótf—1 venit fp. 125.}; sed quseritur num summa
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quantitatum, quae sub hanc formám veniunt, aut hasc per reale, aut per
eiusdem forma; quantitatein multiplicata aiit divisa, imo etiam {a^rb]f—\f
sub eandem formám veniat? Quamobrem de quantitatum complexarum,
quee terminis talibus quoque gaudere possunt, additione, subtractione,
multiplicatione et divisione agere convenit. Notandum verő est, quantitatem
pure imaginariam nonnisi determinatione dicta, qua afficitur (XXXII.) a
reali differre, uti -^4 a ^ 4 , adeoque omnes in intuitu exhiberi; nec
scientiam, quae prascisione evidentiaque gloriatur, meris imaginibus nullo
originali gaudentibus contentam esse posse. Vide mox, dum Y—1 etiam
in exponentem ascendit.

XXXIII. Summa totális est summa realium connexa cum summa
pure imaginariorum (p. 121.); summa realium est illud reale positivum
vei negativum, quo summas realium positivorum et summas realium
negativorum alterutrum superat alterum, aut o, si sequales sint; summa
pure imaginariorum pariter est o, si positivum aequale sít negativo, aut
illud, quo summse positivorum et summas negativorum alterutrum alte-
rum superat (p. 30). Regula additionis est:

Pro quovis pari terminorum praeter coefficientes asqualium (id est
factore communi gaudentium), scribatur factor eorum communis, cum
ccefficiente sequali summa? ccefficientium; summa omnium terminorum
hoc modo prodeuntium, nec non terminorum reliquorum, érit aequalis
summse omnium priorum terminorum. Si inter hos terminos quoque
adsint termini factore communi gaudentes, operatio toties quoties repeti
poterit, donec summa quassita forma simplicissima exhibeatur.

Quod hoc pacto summas queesitse Eequale prodeat, patet sic. Sint prius
tantum reália.

1. Regula valet de duobus terminis. Sint enim

C, aut —ac — ftc, aut ac — jSc,

(neque alius casus datur); érit c aut positivum aut negativum, pariter a
et pariter jl Sint (pro «', fSt n integris positivis)

e t -!-=«•
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Percurrendo casus singulos prodibit per regulám pro casu primo

pro secundo
(_«_/J) c ,

pro tertio

Summa vera quoque eadem érit; ex. gr. pro a positivo et fi negativo
érit

atque

Ita reliqui casus patent.
Si verő -jjj- tendat ad « et -£- tendat ad # tum —=-^- tendit ad a±

et {a>±
n^

C tendit ad ( a ± # c .
2. 5?" verő certorum quotvis terminorum summa S iuxta regulám

vera prodierit atque accedat nóvum par terminorum factore communi
gaudentium, quorum summa sít s; érit summa prius additorum simul
cum novo pari ipsi S-^-s aequalis.

Sit enim in prius additis summa omnium positivorum A, et — B sit
summa negativorum in iis; in S verő sit a summa positivorum et — b
summa negativorum; atque nóvum par sit ex. gr. (pro k positivo) 2k—k—k,
Aut érit A = Bt aut A = £ + B' aut A+A' = B (pro AtBtA\B'.
positivis).

Si A = B, etiam a = b; quia A — B~a — p per hypothesim ; sed
A~B = o, ergo et a — b = o quod, nisi a = b sít, esse nequit.

Si A<£ et ^4-4-^l'=-#, tum

A-B^A — A — A'= — A'=a~ b;

adeoque b superat ipsum a quantitate A') nempe b = a-i-A' esse debet,
ut sit

') = — A' et a = {a '

BOLYAI, Tontamen, 1, l S
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Superius (XIX. 2. pag. 64.) dictum est, demtione etiain per partes un-
devis facta, prodire aequalia, quod hic tenendum est; substitutiones etiam
rite íieri statim dicetur.

Si A — fí^-H\ tum A—B=B+B—B-=a—h\ adeoque B=a—b\

et hinc a = b-\- B\
Quod substitutiones factas attinet; duin ex. gr. a~b—A substituitur

ipsi a in a — b, est tum
B

adeoque —B=—A—A' et A—B = A — {A-*rA)\ ubi manifesto —A'
inanet, (partém A ipsius B ex A demendo); unde a prodit — b — A',
et simul b = a-\- A'. Si iam ín a — b ponatur in locum ipsius a valor
dictus, érit b—A—b, et si in locum primi b ponatur valor eius a-\-A\
érit a-{-A—A'— b, quod deinto A ex A érit ipsum a — b, Quicunque
iam fuerit casus; ex. gr. si A-t-A=;B, érit summa vera A — B-\-k

summa iuxta regulám autem est (quia tum a = b — A'}

= b— A— b-\-k= — A~\- k ;

adeoque summa iuxta regulám est summse verse sequalis. Manifesto verő
de quotvis ad nóvum par concludere licet, donec (terminis quorum nulli
duo factore communi gaudent omnibus preemissisi nullus amplius supersit.
Possunt quidem demum termini prodeuntes ordine quocunque poni, cum
per superius dicta summa prodeat eadem.

3. Imo etsi imaginaria adfuerinti regula eadem v-alet.
Exprimantur enim hsec per X) Y, Z, F , . . . sitque

Y^i, Y=y-hy'Y-i....

x, x, y, y\ . . . reália denotandibus, ex. gr. si A " = 2 — 3 / ~ i , est ^ = 2 ,

^' = — 3i atque -±x'i exprimit valores ipsius — 3 / — 1 .

Substituatur iin 1.1 X ipsi c, érit pro omni casuum ibidem dictorum

summa iuxta regulám summse veras sequalis, notando quod ibi c = u
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sit = -*- •+• ~~~, ubi c aut tota (id est pars utraque tain reális quam
imaginaria) positiva esse potest, aut utraque negativa, aut una positiva,
altéra negativa. Singulis casibus percursis, reguláin de duobus terminis
aX-hfiX valere patet.

Si verő de quotvis et qualibusvis terminis, quorum summa iuxta
reguláin sit S, valeat; valebit, etiamsi nóvum par accedat. Namque sit
summa omnis reális in eousque additis A, et — B summa negativi, ac
summa omnis pure imaginarii positivi sit /, et — K sit summa negativi;
summaque omnis reális positivi in S sit «, et —b summa reális negativi,
imaginarii puri verő positivi summa sit j \ et negativi sit — k (ubi horum
quodvis etiam o esse possit). Erit non solum A — B = a — ö, sed etiam
/ — K = j — k (per hyp.}: atque ut supra, pro quovis casuum, ubi aut
A—B, aut A-hA'=£, aut A=B-\-B', érit aut / = / , aut /~h/'=K,
aut I=K-\-K'\ quos singulos combinando reguláé generalitas prodít.

Ex. gr. Sit A=B-+B\ et A ^ = / - b / ' ; érit (per superiora) a = b-\-BI,
Qtj = k—/', omnibus literis positiva denotantibus; accedat nóvum par,
ex. gr. 3 X—2X\ érit summa iuxta regulám a — b-\~j—k-\-X\ est

verő summa vera A~\-x — ^ + / + V f — 1 — K\ sint nunc reale x et
pure imaginarium x V— 1 positiva, panter pro aliis valoribus patet. Sub-
stituendo valores ipsorum A, Ky a,j in summa vera( et summa iuxta
regulám, érit prior

B*+• B-k-3x — B — 2x-f-/+ 3 x V^i — I— / '— 2x V — 1,

atque utrumque demtis demendis est

Consequenter quum et hic semper ad nóvum par assurgere liceat
(ut anteai, evidens est, sive tantum reália, sive tantum imaginaria, sive
permixta fuerint, regulám additionis valere. Iino etiam sí expressioni e

18*
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quotvis terminis constanti, cujus valor sit ex. gr. -ha — /, addatur per
regulám expressio, cuius valor sit ex. gr. — /f-t-/; prodibit summa vera
a — (i-\-j— I (denotantibus /, / pure imaginaria/. Unde si expressionibus
valorum Eequalium expressiones valorum sequalium addantur juxta regulám,
aequíilia prodibunt.

4. Regula subtractionis in proinptu est: nempe signis suhtrahendi
inversis, mutatur subtrahendus, si reale sít, in oppositum; idem fieri
etiam cum imaginariis, clarum est; ex. gr. — X et - h X opposita sünt,
nam si X-=>$*x\—<xi érit — X~>—>x*í*x'i, est verő >l*x ipsius f—*x
oppositum, ita 4^x7 ipsius 1—<x'i; ita quotvis fuerint X-hY~{-... érit
—X—V-. . . oppositum summae realium, quas A ' + 7 + . . , continet, et
summse pure imaginarioruin, quas in iisdem adsunt. Itaque si subtrahen-
dus signis inversis alteri (minuendo) juxta regulám addatur, differentia
prodit.

5. Factum verő reperitur, si multiplicandi terminus quivis per terminum
queinvis multiplicatoris, ubicunque reguláé (pag. 122.) applicari possunt,
iuxta illas multiplicetur; aut pro notis quantitatum generalibus factum e
dictis terminis eiusmodi omnibus ita exprimatur, ut notis generalibus
qiiidvís substituendo verum factum exhibeatur ; aut saltem legem signo-
rum -h, — tenendo, factores post se invicem scribantur; et factores ita
ordinentur formenturque, ut factum eiusmodi quo simplicius prodeat, ac
denique facta omnia partialia addantur.

Nam sint prius tantum reália; sitque unus factor A-hB, altér verő
sit C, aut C-hZ>, (quodvis ipsorum A, B,C, D sive positivum sive nega-
tívum denotaverit): érit factum in casu primo

AC-hBC,
in secundo

AC+HC+AD+BD.

Denotent enim a, b, c, d positiva, et sit (pro integris a, b\ c', d\ n)
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sitque ipsius A valor aut a aut — a, ipsius B valor aut b aut — b, K,
Erunt casus sequentes:

(a-hb)

{a + b)(c-d), (a-b) {c-d);

nempe si in uno factore tantum c sit, Í / = O poni potest, et aut singuli
termini positivi erunt, aut singuli negativi; aut in uno factore ambo positivi
in altero arabo negativi, aut in uno uterque terminus positivus et in altero
unus positivus, altér negativus; aut in utroque unus positivus, altér nega-
tivus.

Percurrantur casus : sicubi a -*~ b est,

a u t a=bt a u t a = b-+-q% a u t b =

et ubi c — d est, parrter est

aut c = d, aut c = d-t~s, aut d=c-ht,

ipsis y, r, s, t positiva denotantibus.
Est (a-hö) {c-hd) iuxta regulám (pag. 59 et 68)

* j , tj a'd , b'C , a'd' , b'd'
ac ~h be -+• ad-h bd=—+nn nn nn nn

a'^-b' c'-hd'
n n

quee est summa vera; nam

e t

Si orania negativa sint, manifesto idem prodit j si verő unus factor
negativus sit, idem quidein, sed negatívum fit.

Considerentur iáin casus (a-+-b) (c—d) omnes. Erit pro c = d factum
verum o, et factum iuxta regulám

ac — ad-h be — bdt

item 0.
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Pro c~d-+-s, est factum verum ta-hb)s, atque et facti iuxta regulám
valor est as -+- bs ; nam

ac=a{d-\-s) = ad-^-as,
ita

bc = bld-hs) = Arf + As;
adeoque

ac — ad-hbc—bd = as-\~bs.

Pro d = c-{-t factum verum est —at —bt, et idein valor facti iuxta
regulám est; nam

— a d = — ac — at
et

— b d = — be — bt;
unde patet.

Si verő irt —A) te — d) fuerit; pro a = b factum verum o est, et
idem iuxta regulám fieri clarum est. Ita si á - ÍÍ + r vei rt = A-t-y;
ex. gr.

Si a = b -+- q, érit factum verum

q(c — d) = qc—qd

fper praecedentia); iuxta regulám verő

(b-\-q) c—be—(b-t-q)d-\-bd—qc—qd.

Est verő per superiora factum idem etiam permutatis factoribus, atque
monomia per monomiam quoque iuxta legem signorum rite multiplica-
tur; idemque est, qusecúnque per alteram multiplicetur. Consequenter
summa duorum terminorum realiuin qualiumvis per summám duorum
realiuin terminorum qualiumvis multiph'catum, est asqualis summa? facto-
rum e termino utroque multiplicandi et termino utroque multiplicatoris.

Si verő de duobus terminis valet regula, valet de tribus, et ita de
quotvis ad uno plura concludere licet. Denotent enim iam literae sive
positiva sive negativa, et sit a summa terminorum multiplicatoris, A
summa terminorum multiplicandi ; atque a sit unus terminus multipli-
catoris, reliquorum summa sit A, et b' unus terminus eorum, quorum
summa est b, reliquorum summa sit c ; et c unus terminus eorum, quo-
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rum summa est c, ac reliquorum summa sit d, et ita porro usque ad
termimim ultimum ; ita A' sit unus terminus multiplicandi, et reliquorum
summa sit B, ac H sit unus terminus eorum, quoruin summa est B, et
summa reliquorum sit C £*?. Sit ex. gr. ultimus multiplicatoris terminus ct

multiplicandi sit D. Erit (per praecedentia)

{á-*-h)A = a'A-+-bA,
est verő

a A = a'(A'+B) = a'A'+ afí;
et

a'B = a'(B'-hC) = aB^-aC,
atque

«' C = «'(C'4- /?) = a' C'+ a'D.
Itaque

a'A = a'A'+a'B'+a'C'+a'D,
ita

hA =: {b'-¥c)A = b'A-hcA\
eritque ut prius

b'A = b'A'+b'B+b'C+b'D.
Ita

cA —

Quod cum quotvis fuerint termini, usque ad ultimum ín utroque
factore continuare liceat; manifesto factum summa ex factis omnibus e
singuiis terminis multiplicatoris per singulos multiplicandi est.

Quoad casum autem, si imaginaria adfuerint, regulám valere patet sic.
Retentis denotationibus X} Y,..., Z, V}... (p. 138) sed proximis haud

retentis, si realium A,B, C,... summa sit a, est

BX-h ... =
Nam

(quia AX factum iuxta definitionem denotare debet). Ita

BX=

CX=Cx
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adeoque

AX-\-BX+...= Ax + Bx-h... +Ax'V—i-hBx'/—i

= ax-\~ux V— 11

quod per definitionem factum ex « et X est. Nempe si (pro integris

A',B',u) sit
A — n ' -0"" n ' u n '

et accipiatur ex. gr. -+-1 i pro valore ipsius \ — i ubique, érit:

i = 4 *'* = Au;
unde

A u + Bu = {A'-h B)u = (A-hB) x'L

Imo etsi *£-*•— a, vei etiam ^^— B, érit

quod ad plura quoque extendi daruin est.
Ita

AV+BY-h... = ay-hay'i;

idein pariter continuari potest, quotvis post X,Y,... fuerint. Consequenter
si quodvis ipsoruin X, Y}... per quodvis ipsormn AtB,... multiplice-
tur, prodibit

a (x -hy H-...) -4- a (x'i-hy't-i-...),

nempe factum iuxta definitionem.

Consideretur iam XZ\ exprimet hoc factum ex x-\-xi et z-hz'i
lubique -M i pro valore ipsius yf—\ smnendo, posset ubique —] / smni).
Per definitionem ínultiplicationis XZ denotabit

xz ~h xz'i-\- zx'i— x'z ,

nempe x' / ^ i . z' / — i = — x'z' (p. 122).

Si ipsius x't, y'it... terminus quivis per terminum quemvis ipsius
z'i+v'i-h . . . multiplicetur, inanifeslo |nt pag. 140. seqn.i fnctmn ex
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(x't-^/t-¥•...) {z't'-i-v't-h...) prodibit, cum omnia ibidem dicta heic lo-
cum habeant, nisi quod ibi quoad -+-I, hic quoad —1 fiat multiplicatio.

Erit verő hoc factum
— x'z' — x'v—y'z'—y'v';

ita
{x'i+y'i) (z'i~h v'i) = - (* '+/) {z'-h v')

Sít iam unus factor

altér sit

et summa realium A, B,... sit a, summa realium a, b,...sít /?, atque,
summa realium in X-hV-h... sit R, pure imaginorioruin sit / et summa
realium in Z~\~V-\-... sit r, pure imagínariorum sit/. Multiplicatis sin-
gulis terminis unius factoris per singulos alterius prodibit

-haz -+-av -\-..
-hzx -+-zy -+•...-t-vx -\~vy H-

ubi expressio in parenthesi =(xV-t-y/'-t-...)(2VH-vV+...JJ quod pláne
factum iuxta definitionem est, cum

'iiv's-h... , j= z'i-i-v's +...,

adeoque factum esse debet

(a-f- x H-> -+-...) ()?-*- z + ii + ..,) + (a + j ; -4-> H-...) (̂ rV-h v'i-t-..

BÚLVAI, Tentameo. I. [ 9
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et hoc prodiisse manifestum est, nempe

(a-hRi (/3+r) -f- (a-h/?)j-h(ti-hr) /-H íj.

6. Divisio quantitatum complexarum fit ínodo sequenti. E quolibet
termino dividendi per quemvis divisoris diviso prodeat quotus a, hoc a
per totum divisorem multiplicatum e dividendo subtrahatur; atque illi,
quod in quoto prodüt, addatur semper quotus novus, quem e quovis
termino differentiae novissimae per quemvis divisoris diviso reperire licet;
atque novissimo quoto per totum divisorem multíplicato, et facto e no-
vissima differentia subtracto, operatio continuetur, donec differentia aut
= 0 sit, aut sí alicubi subsistere libeat, atque summa omnis, quod eous-
que in quoto prodüt sit qy differentia sit r, divisor sit dt et dividendus D\
érit yH-4/ =D:d. Dicitur 1, complementum quoti.

Prodeat enim prius a, postea b, adeoque q = a -+- b ; érit differentia
prima

= £>—da}

secunda érit
= D — da — db = D — d(a-\-h) = D — dq,

adeoque complementum érit —77 í e s t autem

Quotvis adhuc post a,b fuerint, idein applicari patet.
Sínt exempla quasdam ad multiplicationem, divisionemque, in quibus

et additio subtractioque occurrit.
7. Erit

(a-hb) {a-\-b) = a1 -f- 2ah H- b1

{a — b) ia — b) = a* — 2ab -+• b*;
í $ la —

Ita
{VVt>) {>fii-)fb\ = a-b.

Hinc etiam
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si nempe a-hb ipsi a et c ipsi /? in factore prioré, tum c ipsi « et a—b
ipsi /i in altero substituantur. Idem valor est aequalis facto quod prodit
multiplicatione duorum primorum peracta; quod inferíus citabitur. Pera-
gatur multiplicatio:

( A ) — c2

fc* — c* — (a-t- b)l{a —

= (Ű1 4- *ab-\-b%)c* •+• cz(a3 — 2ab H- b1) — [{a -hb){a — b)]' — c*

= 2a*c*~+-2bíc1-h2a*b1 — a* — b* — c*;

nam (a-\-b) (a — b) = a' — b* et fa1 — bz)2 = a« — 2ató*-hb*.

8. Multiplicetur

$la ab — 8a

prodibit
-Pa rtó—afr

quod si termini quorum t/—1 factor communis est, ad denominationem
eandem reducantur, tertio termino per a, quarto per ct2-\-fí! supra et infra
multiplicato, érit pure imaginarii summa bf — I, atque summa termino-
rum reliquorum nempe primi, secundi et ultimi a. Adeoque factum ;

Unde qualiumvis realium et qualiumvis pure imaginariorum summa
per a-¥btf—1 expressa, dividatur per summám ipsius a summae realium

et ipsius $Y—1 summse pure imaginariorum; datur quotus, atque is

multiplicandus in schemate est.

9. Elevetur ^- H- ~ seu ^- -h -J- ai ad 3 (p. 123).
* 3 2 3
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Erit
L + -I_wí' multiplicatum per

= -1 í-«í#—4-«S quo item multiplicato per

— -±- -+- -1- «i prodibit:

quod substituendo 3 ipsi a2 fp. 124) est

Díctuin nimirum (p. 122) est pure imaginaria quoad —1 multiplicari.

10. Si

multiplicandum sit per

érit /adum
"/ab"\/P"

Nimirum duorum factorum intermediorum summa est o ; et

(p. 129.), ita Q<~ *=Q*~\ atque }/~pn habét p valores, qui cum {/"Q™

combinati dánt valores numero non inaiore, quani pq, qui omnes adsunt

inter valores numero pq ipsius \ P*9 Qmf>. Unde etiam regula pro tali-

bus casibus liquet; nempe

aVP".öv Qf»e=ab\/P*q Q>»fi;

quod etiam ad plures factores quotvis, exponentibus fractis ad denomi-
nationem eandem reductis, extendi patet.



SECTIO PRÍMA. 149

11. Evenit etiam ssepius, ut in pluribus terminis expressiones signo
/ afFectae primo obtuitu quidem per additionem símplicius exprimi ne-
queant; sed transformatione alíqua hoc obtineatur. Sit ex. gr.

est hoc

nam quicunque valores substituantur ipsis a, b, c, est

)f¥c = b /c,
et

In genere pro «V^ seribi f ftam
} atque illud pro hoc potest; est neinpe

a = «",
et

Unde patet modus, factorem signo V praepositum introducendi, aut
quantitatem, quae signo / subest, educendi,

12. Si AY& dividendum per B)/T> sit, érit

nam 5 (p. 105.). Ita

nam

atque

/ et Í

ír, Qm*

13. Sit dividendum x"—i per x— 1, quod item ssepe occurrit. Erit

schema operationis sequens.
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x— i | x"—i \xtt—1-^xft-2~\-xn—i-(-...•

a:»-2—1

x—1

O

Nempe x" per x> diviso prodit xn~~l ; nam (p. 103) si quantitas eadem
elevata sit, in multiplicatione exponentes adduntur, in divisione subtra-
hitur exponens divisoris ex exponente dividendi; multiplicando per quo-
tum x"—1 divisorem totum, omnino x" prodit, quo subtracto x" deletur;
adeoque in casibus similibus stellula tantum scribitur; — 1 . x"—' = —x"—l

quo ex —1 substracto, íproprie x" — x"—1 esset ex x" — 1 substrahen-
dumi, prodit differentia x " ' 1 — 1 ; atque eadem operatione juxta regulám
continuata, si « integer positivus sit, aliquando manebit x1—i, unde e
schemate patet quotum esse seriem ad dextram, et differentiam ultimam
o esse. Ita:

ixn — an): (x—a) = x"—1 •+-ax»—2 •+• a2x»~i -4- . . . -h a»—'.

14. Sit 1 per 1—x dividendum. Erit scheina sequens:

\—x\ 1 l i -+- x -+- x2 H- . . . - h jf"—' -+- - *" - ,

x»—'
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quod, quum complementum adsit, verus quotus est (p. 145); at

1 -h x* -+- xz -h x1 -+-...

tunc tantum quotus est, dum coraplementum ---.o, quod fieri, s r . * < | i ,
statim probabitur.

Dicitur eíusmodi sertés convergens, cuius summa terminorum limité
finito gaudet. Seriem, quse quantitatem finitam exprimit, talem esse de-
bere clarum est, ut valor errore dato quovis minőre exhiberi queat; imo
eo quoque nitendum est, ut si apud quemvis terminum subsistere libue-
rit, duce quantitates quam proximse assignari queant, intra quas valor
complementi cadat.

15. E schemate hoc etiam fluit seguens:

l—x l—x

quod itaque est
I—x'
I — X >

et multiplicando utrumque per a est

dicitur verő series, cujus quivis terminus per idem (quod exponens seriéi
audit) muítiplicatus producit sequentem, geometrica; cujus igitur si pri-
mus terminus a sít, exponens e, érit «-tus terminus aen~l\ qui si tan-
quam ultimus u dicatur, érit summa

a—ue ue—a .
l—e ~ e—i '

quod si e<^i sit, tendit ad - j ^ - ; nani tunc j ^ - tendit ad o, quia
ue = aen et e« tendit ad o, si n tendat ad infinitum (ut statim patebit),
unde etiam aen-r^o.

Casus si e = i, adeoque ue — a et - ^ E ^ = "ö~ excipitur (p.45}; quo-
modo reperiatur in eiusmodi casibus valor verus, formuláé alioquin ge-
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neralis, infra tradetur. Facile patet esse limitem valoris formuláé, dum c

tendit ad i.

Quod en *—• o, si e<^\ et w^-oo, patet sic. Etsi denominator ipsius

e numeratorem unitate superet, sitque

ent
k»

Si h •+• i per se w-ies multiplicetur, facile patet (tam e binomio sta-
tim tradendo, quam de n prius = 2 posito et semper uno altius ascen-
dendo] esse priores duos terminos hn-\-nhn—x et esse

itaque
hn

itaque et nuraeratorem et denominatorem per h" dividendo, est

quod tendit ad o, quia n, adeoque n. -\- tendit ad 00.

Unde etiam supra -j—^r^o, si * < | i et «^—00, atque limes sumins
seriéi

-~^- est; nam summa terminorum usque ad quemvis u est - ^ z ^ - e t

differentia huius ab —^— est - ~ , quod tendit ad O.

16. Series innumerabiles dantur iuxta legem, qua termini se invicem
excipiunt. Unam tamen magis obviain, de qua iam ip. 321 mentio facia
est, subiungere libet: nempe cuius formula est sequens,

a, a H- (l, a -+- 2(i, a H- yi,..., it -+- (// — 1 \d.

cuius summa prodit, si modo sequenti sibi addatur. Dicatur summa J,
ultiinus nempe «-tus terminus
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a-\-{n — 1) d=a-\-ndr~d
sit U\ eritque

a H-a H- d -\-a-\-id -(-... -h í / = í,

£/-hí7-!-(« — 2}d~+-a-h (« —3) Í / -H . . . -H a = s ,

atque

( U)
nam summa paris post a-¥-U eadem érit; quum superius addatur d, infe-

rius subtrahatur et in quovis sequente pari ipsi a -\-U addatur d—d.

Unde

Exempla.

IH-4 3-3 ^ 3-3-3 ' " • . j _
! ~ 3

quse summa numerorum imparium ab 1 usque ad «-tűin inclusive est.
17. Dicitur a, a-\-d, a -+• 2d,..., « + (» — 1) öf sertés arithmetica o-ti

ordtnis} si d = o, secus dicitur ordinis primi\ et omnes vocantur series
arithmeticse, quse ex hac modo sequenti formantur; scilicet series, cuius
quilibet w-tus terminus est sequalis summae terminorum seriéi ordinis
2«-ti a primo usque ad w-tum inclusive, dicitur series arithmetica ordi-
nis (w-t-i)-ti.

Si a = 1 sit, series ordinis secundi

(pro d=-i) érit i, 3, 6, 10,...
fpro d=2) 1, 4, 9» l6»---
(pro d=s) 1, 5, 12, 22,...

atque series ordinis tertia

(pro Í / = I ) érit 1, 4, io, 20,...
(pro d=2) i, 5. 14. 3°»"-
(pro rf=3) 1, 6, 18, 40. •••

!, Tenlamen. I. «>
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Vocantur numeri serierum harum, priorum íquse ordinis secundi sünt)
pofygouates, et quidem numeri seriéi prioris triangulares, sequentis
quadrangulares, insequentis pentagotiales et ita porro, propter quod
globuli numeris illis in tales formás disponi queant. Serierum ordinis
tertii numeri verő dicuntur pyramidalcs, cum globuli seriéi prima; in
pyramides basis triangularis, secundae in pyramides basis quadratae, tertias
in pyramides basis pentagonalis & exstrui queant; nempe si //-tus ter-
minus seriéi tertii ordinis sit, pro fundamento ponitur terminus 7/-tus
seriéi ordinis secundi, e qua illa exorta est, ei superponitur terminus
huius Itt—íj-tus et íta porro usque quo priraus terminus (nempe I) huius
seriéi apicem claudat.

18. Erat superius a-\-b per se multiplicatum; quaestio succurrit,
quidsi adhuc semel per idein multiplicetur, aut quidsi id n-ies fiat?
et quid si eadem operatio cum tribus aut quatuor vei pluribus terminis
suscipiatur ?

Si a -h b per se multiplicetur, prodit

a1 -h 2ab -+- b1;

si (a + í + c ) per se multiplicetur, prodit

fl: + í 2 + c2 + 2ab -H 2ac •+• 2bc,

seu summa cuiusvis termini ad 2 elevati, neenon duplum termini cuius-
vis per summán antecedentium multiplicati. Si verő hoc de summa Í
numero m terminorum constet, etiam de uno pluribus constat; sit enim
t terminus novus; érit

in s1 adest cuiusvis terminorum priorum potentia secunda, neenon quivis
terminus priorum per duplám summám antecedeniium multiplicatus, cui
tnodo accessit 2st et t1,

Ita summa; terminorum quotvis potentia tertia est asqunlis summa;
cuiusvis termini ad 3 elevati, neenon tripli cuiusvis termini per secun-
dam potentiam summa; antecedentium mulliplicati, atquc termini cuius-
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vis ad 2 elevati per triplám summám antecedentium multiplicati. Verum
enim hoc est [a -+• b) aut (a~\-b-\-c) ad 3 elevato; et si verum de s
Eequali summa; numero m terminoruin, verum etiam accedente termino
/ est; nempe

(s -h tf = s3 -t- $sH-+- $st* -Ht3,

unde ut príus patet.
Altior etiam potentia qusevis ita elaborari potest; sed reliquis super-

sedendo expressio tantum ipsius (a -+• b)n quaeritur pro quovis integro «.

XXXIV. Quaeritur expressio ipsius (a-\-b)n pro quovis integro n.
Ultro patet formulám simpliciorem fieri, si pro (a-hb) stet (I-4-JC);

nec difficile est ex ia~\-b) ipsum a per a dividendo in 1 mutare, sed tum
ultro patet totam quantitatem, quse operationi elevationis subest, divi-
dendam esse, atque tum quaerere, quoties sit maior vei minor nova
quantitas, nempe {a -h b) per a divisa, quam prior, si utraque ad n ele-
vatur? Est

b)n .
\ a ) ~ an

itaque

\ a !

Transformatio ista saepius in aliis casibus quoque usui érit. Simili
modo quivís factor e quovis termino binomii ad exponentem elevati tolli
potest. Ex. gr.

(a* -+- ($yg)r = (-^- •+- /i ) . yr? = («*>"* -4- ff. ^ r ? ,

nara

Reperitur quidein sine hoc artificio quoque (a-hb)H; sed quia per se
simplicior casus est, consideretur (i-t-x)n. Est
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= X1-i-2X -h I,

= ^ + 3A;J+ 3* H- I,
(1 -+- x)* = x4 H- 4X3 •+• tx14- 4* -+- 1,

Ita ulterius quoque computando. animadverti possunt sequentia.
1. Exponens sumraus ipsius x est exponenti binomii aequalis, et

in quovis sequenti termino uno decrescit, usquequo in ultimo x°=i
fiat. Unde etiara patet idem de quovis exponente uno altiore ; nam si
talis series per í-t-x multiplicetur, 1 exponentem ipsius x non, x verő
quemvis uno augebit.

2. In quavis harum serieruin sünt coefficientes a primo ad dextrám
usque ad ultimum, et ab ultimo ad laevam usque ad primum iidem.

3. Sint in serié tali per i~+-x multiplicanda, ax^-t-fix'"—1 duo ter-
mini quivis proximi; érit axm.i = axm, nec ullus alius terminus per
1 multiplícatus xm producet, fix™—1, x vero = /£cw, neque ullus alius ter-
minus per x multiplicatus xm producet; itaque coefficiens ipsius xm in
facto érit ia~+-ft).

4. Coefficiens termini primi est 1, coeff. secundi est coeff. primi per
exponentem, quem x in hoc habét, multiplicatus, at coeff. secundi per ex-
ponentem, quem x in hoc habét, multiplicatus, est duplum coefficientis
tertii; et ita porro in omnibus his casibus, coefficiens termini /«-ti per
exponentem, quem x in termino m-Xo habét, multiplicatus, est ;«-tupluin
coefficientis ím-f-ij-ti.

Unde si hoc de (i-t-jc)*—' valeat, érit

nimirum duplum eius, quod quaeritur, per 2 dividi debet, uti triplum per 3,
in genere m-tuplum per m.

Si verő de ÍIH-XJ«-I valet, valet etiam de í i-hxi"- ' (l-t-xl, id est
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(i-hx)K. Invertatur enim series, ut simplicius fiat lin casibus elaboratis
nimirura series coefficientium eadem antrorsum et retrorsum est); érit

)»-1 —1 -+- I x -4- II x2-h III xi
si

1 = n—i,

TT — ( » i ) ( « 2 )
1.2 '

TTT — ("—0 ("-2) (»—3)
1 1 1 ~ 1.2.3

et ita porro in infinitum ; nain sicubi ex n subtrahitur n, factor is fit
o in numeratore, adeoque cum factor is iuxta legem hanc semper ma-
neat, abinde omnes termini sünt o; pláne antea verő, dum ipso n uno
minus (nempe n—1) subtrahitur ex «, manet 1, fitque hoc ad exponen-
tem (n—1) ipsius x : nempe exponens ipsius x est aequalis numero, quí ex
n ultimo subtrahitur [pro (l-f-*)«—'], atque tum coefficiens est

(«—!)•(»—a) 2-1
1.2 (K—2) (K—I) "

Sit iam in serié ipsius (i-hx)n—' quivis exponens ipsius x} ex. gr. sit 5
instar cuiusvis; érit ipsius x5 in serié ipsius (l + *) B coefficiens gequalis
summae lV-{-V (per 3.), hoc verő est

— (»-i) («-2) (w-3) «-4) . («—1) (»-2) («-3? ("~4) («-5)
— 1.2.3.4 r.2.3-4-5

_ «(«—!) (»—2) (B—3) («—4) .

si nimirum prioris numeratore denominatoreque per 5 multiplicato ad
denominationem eandem reducantur, et in numeratoribus factor com-
munis (» — 1) (n—2) («—3) («—4} eximatur, atque per factorum sociorum
summám 5+«—5 = « multiplícetur.

Ita serié ut prius ab xn~r incipiente, quum sit in casibus com-
putatis

~2 -t-II X«-
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érit icum heic exponentes ipsius x decrescant) ipsius xns in (i-hx)«
coefficiens=IV-hV; nam 1 nonnisi perIVjr"-s inultiplicatum producit
x«-í, et x nonnisi per V x " - b producit x"-5; est verő in m-A-j" ter-
minus, in quo JC«—5 est, 15+D-tus ab x" inclusive, uti antea ab 1 usque
ad x\ Unde cuin ipsi 5 nuinerum quemvis sufficere liceat, patet, de
quavís binomii potentia uno altius ascendendo, esse coefficientes termi-
norum ab extremis aequidistantium sequales; atque pro quovis integro
n esse

,, + x)n = , + n x + J4 ^

. . . , • h / b \ n

atque sí ipsi x substituatur (ex p. 155)---, est ^«(i-h —] =

a„a

2 .

Patet etiam {a-+-ój" constare ex « + i terminis; nempe prseter pri-
mura sünt n termini, donec ex n subtrahatur n.

Est quoque in quovis termino summa exponentium ipsormn a, b
pláne n\ et si ju, v integri positivi sint, et ( « - h í ' = « , in aliquo termino
adest at*bv\ nam terminus prhnus est a"b°, et exponens ipsius a ter-
minatim uno decrescit ab n usque ad o, crescente simul exponente
ipsius b a o ad «.

Sed praster plures alias, etiain via sequenti ad idem perveniri po-
tuit. Quidnam ex 1«-+-«).['/?+ bt, quid ex irt-hűU/S-t-A).l/-hci... fiat,
ultro considerandum venit. Ut res simplicior fiat, ponatur « = / f = y=...,
imo ut adhuc simplicius sít, fiat a= 1 =ft = y = ... Peracta multiplica-
tione, érit %

{i-t-b) = l-h a-h b-{-ab,

quo multiplicato per i-t-c, prodit

IH-a H- A H-c-H ab •+-acH- be•+• abc;
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quod continuando facile animadvertitur, primo prodire semper i, deinde
summám singularum literarum, tum summám omnium ambarum, tum
omnium ternarum, et ita porro. Unde de m literis ad w-hi prona con-
clusio fit; nempe 1 in novo multiplicatore dat 1 in novo facto, dein
summám singularum m literarum, tum omnes ambas, quae ex m accipi
possunt, dein omnes ternas, postea omnes quaternas, et ita porro, usque
ad factum ex omnibus m literis; per literam novam multiplicando verő
prodit ex 1 multiplicandi litera ipsa nova, qua accedente ad summám
singularum m literarum omnes «2-hí literae aderunt; dein e singulis m
literis a -h b -h c •+-... per novam muitiplicatis omnes ambae novam literam
continentes prodibunt; adeoque cum reliquae ambae iam adsint, acceden-
tibus his omnes amba, quae e x « + i literis accipi possunt, aderunt in
facto; ita quaecunque combinationes omnes m literarum, e literis nu-
mero ,« constantes, per novam literam multiplicatae, dabunt omnes com-
binationes ex //-hí literis constantes eas, quae literam novam continent;
cum omnes combinationes m literarum e ,« literis constantes adsint, nec
ulla ex m-hi literis combinatio ex «-hí literis constans novam literam
continens datur, nisi in qua litera nova, tu literas e prioribus nancísci-
tur. Prodibunt itaque omnes combinationes ex //-hí literis constantes
literam novam continentes, reliquae verő, quae praeter hanc accipi pos-
sunt, adsunt, relictae muítiplicatione per terminum priorem 1 ; adsunt
igitur omnes, quse ex w-hi literis accipi possunt. Continuando usque
ad finem, donec áu = m fit, tum is terminus ultimus multiplicandi est,
qui per novam literam multiplicatus dat combinationem omnium m-\-i
literarum, quae sola est, neque in multiplicando adest ulterius combi-
natio ulla, quae per 1 multiplicata huic accedat; estque omnino sola,
cum ex /«-hí literis m-hi literae (ab ordine abstrahendoj unico modo
accipi queant.

Post híec, dum de (i-h*)" agitur, facilis reflexió est; casum eundem
esse, si ű = é = c = . . . = x ponatur; adeoque nonnisi numerum ambo-
rum, ternorum... y , quae ex n rebus accipi queunt, quserendum esse,
quod facile reperitur.

Sínt nempe a,b,c... numero n; et ponatur post quamvis qusevis
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reliquarum, quse numero «—i sünt; prodibunt imagines, quarum nullse
duae sünt «quales, et in quarum aliqua litera qusevis pneposita et quee-
vis alii postposita adest, adeoque numerus omnium amborum simul cum
permutationibus Hterarum, atque numerus imaginum harum est n(n— i);
et e qualibet harum imaginum, (in quibus iam 2 litera? sunti, si cuilibet
imagini literarum reliquarum (quse pro quavis imagine numero n — 2
sünt) qusevis postponatur, oriuntur «(« — íj (H — 2) eiusmodi imagines,
quarum nullse duas sünt sequales; nam imagines binarum omnes diversae
sünt, adeoque etsi omnibus eadem litera postponeretur, omnes inasquales
manerent; adest quoque qucevis permutatio e 3 literis constans inter
istas imagines; nam qusevis data fuerit, in illa érit litera eius postrema
permutationi alicui e 2 literis constanti postposita; adest verő quasvis
talis permutatio, quavis literarum reliquarum postposita; (nulla nimirum
litera in ulla imaginum bis occurrente).

Unde ad uno plura concludere licet. Si nempe ex n literis permu-
tationes ex m literis constantes, numero n(n—1) (« — 2)...{n — ím — 1))
accipi possint, erunt permutationes ex m-h 1 literis constantes numero
mn—i)...(n—m); nam si ut antea cuivis priorum permutationum e literis
m constantium qusevis reiiquarum literarum, íquse pro quavis permuta-
tione numero n—m sünt) postponatur, orientur n\n — í j . . . \n — m\ permuta-
tiones singulae diversas, (quia diversae ante postpositionem erantl, et inter
quas quaevis permutatio ex m~\-i literis constans aderit; nam ut antea
quaecunque talis permutatio detur, érit in ea, litera eius postrema, alicui
permutationi ex m literis, (talibus, inter quas illa postrema non adestj
constanti postposita; aderant verő omnes permutationes ex m literis con-
stantes, et cuivis quaevis ex n literis, quas in illa non adest, postposita est.

Si verő tantum de numero combinationum queeratur (abstrahendo a
literarum earundem ordine in quavis imaginel, tum manifesto, cum om-
nes permutationes quoque adsint, toties plures imagines ex. gr. ex m
literis constantes erunt, quoties m literae permutari possunt; adeoque
numerus imaginum per numerum permutationum dividi debet. Sünt verő
duarum literarum permutationes duo nempe ab, ö,i ; accedente nova,
haec in quavis hamm aut ante aut postponitur, aut inter reliquas; itaque
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trium rerum erunt permutationes numero 2.3, et sí m — J literamm
sint 2 . 3 . . . (m — i) permutationes , erunt m literarum 2 . 3 . . . m ; nam
nova litera m-V\ in quavis imagine m loca habét; nempe m — 1 literarum
loca intermedia sünt uno pauciora quani literae, adeoque m—2, quod
cum locis ante et post literas efficit m; per quod numerus prior mul-
tiplicatur.

Hinc ex » literis numerus amborúm est

numerus ternorum est
«(«—1) n—2)

2.3
et ita porro.

Consequenter

X2+

(ut antea).
Dicítur hoc Theorema Binomialc, cujus inventio Paschali tribui-

tur, at Newton primus animadvertit (exemplis pluribus obviam venien-
tibus), idem ad exponentem quemvis etiam fractum negativumque ex-
tendi; fertur quoque, cum hoc tam cardinale in Arithmetica sit, quam
Pythagoricum in Geometria, formulám binomii sepulchro Newtoni
incisam esse, quamvis indemonstratam reliquerit, neque universaliter vera
est, nisi b<^a sit. Itaque hae series pro exponente non integro consi-
derandee veniunt: érit is aut < a u t > i , atque aut positivus aut negativus.

XXXV. Si x et e positiva fuerint, atque pro ( i±x)-+* condatur
series ea lege, ut pro (i-f-z)A' sit primus terminus z°— 1, et quivis ter-
minus , denotante fi exponentem ipsius z in eo, multipiicatus per
fö u
"> tZ d*t sequentem (ut antea); tum

1. Si í < 1 sit, pro(i-hx)' érit series sequeus:

MIMI, Tmianwn. I, II
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et coefficiens e positivus érit, veluti ubique, ubi exponens ipsius x impar
est, et negativus, ubí exponens ipsius x par est; nam si e fractione vera
integer subtrahatur, negatívum manet; adeoque ad exponentem parem
factores negatívi numero impari erunt, et pari ad imparem.

Pro (i— xf érit

ubi coefficiens — e negatívum est, quia e per — x multiplicatur, et postea
quoque omnes coefficientes negativi erunt; nam ad exponentem parem
potentia positiva est, et numerus factorum negativorum est impar, et
par ad exponentem imparem ipsius —x.

Pro ( IH-XJ - Í fit

ubi coefficientes ad exponentem imparem sünt negativi et positivi ad
parem; nam ad imparem exponentem factorum negativorum numerus
impar est, et par ad parem. Inverse est, dum tam e, quam x cum
-h est.

Pro fi—x)—e fiunt omnes termini positivi, quum ad exponentem
imparem potentia negativa sit cum numero factorum negativorum impari,
et hi numero pari sínt ad exponentem parem.

2. Si e>it erunt pro (i-hxf termini priores positivi, usquequo factores
ccefficientis fractio ve ra / prima vice ingreditur (ex e integris ab i incipiendo
subtractis); et tum terminus sequens fit negativus, nam ccefficienti priori
accedit factor f—i, quod negativum est; atque deinde termini signa
alternabunt; nempe factores ccefficientis sequentis duo negativi et sequentis
trés negativi £5", ingrediuntur.

Pro fi— xf ccefficiens ipsius x est negativus propter —x, et ad
exponentem imparem semper negativus érit et positivus ad parem eousque,
dum ex e ipso maius subtrahitur, et fractio vera negativa factores cceffi-
cientis prima vice ingreditur; abinde verő erunt vei omnes positivi vei
omnes negativi; nempe sí factor negativus ad exponentem imparem ipsius
— x nascatur, terminus is positivus érit ipropter duos factores negativosl,
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et sequens quoque ex exponente pari et numero factorum negativorum
pari positivus fiet, et ita porro. Si verő id ad exponentem parem fiat,
terminus is negativus erit, et sequens quoque e potentia impari ipsius
— x et numero factorum negativorum pari negativus erij fcf.

Pro fiH-x)—e fient termini ad exponentem imparem negativi et positiv
ad parem; uti pro ( í + x ) ^ et e<\ (in 1.).

Pro (1 — x)—g erit ccefficiens ipsius x positivus, uti omnes sequentes:
nam ad exponentem imparem, erit factorum negativorum numerus impar,
et par ad parem, uti erat pro e < i et (1 — x)~e.

3. Relatis omnibus casíbus, facile patet, quod cuiusvts serierum ha-
mm fexcefito, si x non <$ 1 est) terminus tendit ad o et summa
limitem habét.

Nam dicatur generaliter exponens E, et id per quod ccefficiens mul-
tiplicatur, ut sequens prodeat, dicatur exponens coefficientis, id verő per
quod seriéi terminus multiplicatur, ut sequens prodeat, dicatur exponens
seriei\ quo pacto exponens coefficientis erit

exponens seriéi verő
E-,u

prouti 1 •+- x vei 1 — x elevatur.
Si E posítivum sít, sive > 1, sive < i ( dicatur —/prima fractio vera

negativa, quam E —,« dat. Nempe si £<íi} pro ju = o est E — , « < i
et pro , « = i est E — tu negatívum et <^i; ita si E>\, aliquando prodit
fractio vera positiva et postea statim negativa fit. Est verő tum (pro
dicto ju} exponens ccefficientis

et postea quivis per
— f— m

exprimi potest, qui item -<i, quia numerator <J denominatore.
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Crescit quidem hic exponens (semper <Ji) signo — sublato, et tendit
ad — 1 . Nam sequens est

— / — m — 1
,«-4- 2 -+- ff/ '

adeoque duo proximi (per — 1 multiplicati) per -Q et -yjqiy exprimi
possunt, quibus ad denominatorem eandem reductis numerator prioris

., . , . . . E — u
mamfesto est minor, cum n<C[i sít; at sí u—-oo, ipsum - í ( — ' - - ^ — 1 .

Consequenter ab illő termino, a quo exponens coefficientis semper
unitate minor est, exponens seriéi semper <\x est.

Interim usquequo, pro E posítivo et > 1, fuerit E — ( « < i , si dentur
termini, exponens coefficientis decrescit eousque. Nam sint duo proximi

E — m E — m — i .
ff/-hl m-\-2

érit numerator uterque positivus, et prioré « + 1 dicto posterior « érit,
adeoque (pro m -+- 1 = fi) est

Si E negatívum et <J 1 sit, tunc iam primus ccefficiens est E=—/;
atque abinde omnia ut prius valent.

Si verő E negatívum et £> i, sít

£"= — e, et x = -^t atque L = l-\-k,

D e c r e s c i t t um s igno — subla to e x p o n e n s ccefficientis ( semper £ > i ) ; nam

— e_ — ju — e— ji — i
' ju-hi ^ jii •+- 2 "

Ceteroquin ,J T ' , -"—— i, si ju—.00.

Seriéi ipsius exponens verő fit a certo termino incipiendo fractio vera
et quidem semper decrescens et tendens ad limitem — , . Datur enim
tale ju, ut
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sit; fiet hoc, si

seu pro certo / positivo sit

quod fit pro

p __ p~l — k _ le-t-p — l
L - l "~ k - i T ~ " " l f

ubi positivum p quantumvis accipere licet. Adeoque si p crescere a o
concipiatur, ubi expressio prima vice integrum positivum dabit, illud érit
primum quaesitum / Í , atque abinde seriéi exponens (<Ji) semper decres-
cet; nam

/Í + I " ,«4-2 CL /X-HI / , ^ ,«H-2 / , *

In prioribus casibus itaque exponens seriéi a certo termino a inci-
piendo semper <^x est. Adeoque, cum si x<^i, etsi ubique exponens
= x esset, axw-—-o, si m*^*oo fpag. 150.), etiam terminus seriéi tendit
ad o. Atque si summa terminorum usque ad « exclusive sit a, etsi om-
nes termini positivi essent, summa quotvis terminorum maneret (p. 150.)

nam sequens terminus est <^ax, postea sequens <Jax* etc. Unde ubi-
cunque subsistatur post a ex. gr. ad terminum / error érit <J——-.

In postremo casu quoque, si b sit terminus, in quo terminus seriéi
fractio vera/fit deinde semper decrescens, manifesto bfm*^ot si /w^oo ;
adeoque et terminus seriéi tendit ad o. Atque si summa usque ad b
(exclusive) fi dicatur, érit summa terminorum quotvis (etsi omnia positiva
essent)

nam terminus sequens est <^bf} postea sequens
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4. Sed gaudet etiam summa cuiusvis hamm serterum. limité. Nam
si ab aliquo saltem signo omnes termini positivi vei omnes negativi sínt,
patet, quum crescat manens tamen certo finito minor. In omni alio casu
verő (per prsecedentiai signa ab aliquo termino alternabunt; sit A summa
usque ad alternantium terminum quendam positivum fhunc excludendo), et
accipiantur abinde quotvis pária; érit summa cuiusvis paris (cum terminus
quüibet J> sequente sin positiva, adeoque A semper incrementa capit,
nunquam tamen finitum supra dictum attingens; sit ítaque íper pag. 55.)
limes 5, et sit 5 summa ipsius A cum summa quotvis parium, atque sit
/ terminus pária addita excípiens. Erit

S — s-^-o,
et quia /--—o, etiam

S— Ís-W) — o;

adeoque s et J + / utrumque tendit ad limitem 5.
5. Inquirendum etiam, num

1 * •

Sit prius x<J i , et e-=^m~ (pro n et m integris); id tantum démon-

quodlibet ipsorum x et e sive positivum, sive negatívum denotet.
1

Sit prius x<J i ,
strandum érit, quod

(í-hex-h

nam tum (p. 104.)

Patebit statim pro quovis reali r, quod si

et
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etiam
(r + 1) e ((r-i~ 1) e — 1)

nempe in prima serié substituto ipsi e ubique re pro secunda serié et [r-\-i)e
pro tertia.

Dicatur s' summa seriei prioris usque ad terminum (inclusive) in quo
xf* est, secundae sit S, tertise sit summae limes 2 et summa usque ad xc
inclusive 2'. Prodibit

ubi a tendit ad o, si ju tendat ad infinitum. Atque tum S—S et s — 5'
tendunt ad o; adeoque Ss — S's' tendit ad o, atque etiam

Ss — (<£"H- a) — Ss — 2'— a ^ o ,
consequenter

S y ;
sed etiam

2— Z1'^ o;
érit igitur (p. 80.)

S

Id ergo tantum demonstrandum est, quod usque ad xf* series tertia
rite exhibeat factum, atque w, quod post xf* ex Ss prodit, tendit ad o.
Tunc enim ponatur prius I pro r, tum 2 et ita porro usque ad tn, et
prodibit prius s'1, tum J'3, et ita porro usque ad s'm, prodibitque pro r=/«

me(me — i) me {me ~ i ) . . .(me — /u •+-1)
1.2 ''" I.2-3-- -i" '

quod pro e = -^- est

Si verő pro e ubique — ~ ponatur, manifesto (i~hx)~n prodit.
Designetur hunc in finem coefficiens seriei prioris tanto numero romano,

quantus exponens ipsius x in illő termino est, ita in secunda et tertia
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quoque eo discrimine, quod numerus romanus insigniatur in secunda uno
accento, in tertia duobus, et consideretur quivis exponens ex. gr. 5 instar
omnium.

Erit V"=V-hfV.I+Iff'.f/+ff'.fff+f'.fV-hV; namque x>
nonnisi e facto terminorum prodit, in quibus summa exponentium est 5,
quod cum summa numerorum romanorum convenit.

Est

IV', IV=

TT,_ re—l j, T,_ re
11 — . / , i — ——

=l=lmft /11=1=*.//, IV=
mft / 1 1 = . / / , I V = .

Hinc substituendo superius in valore ipsius V", est

IV. I = r ^ ^ - . III'. / ;

II'. 111= ^ - . / ' . / / / ; / ' . IV= re. IV; V= V.

Consideretur porro, quod si -̂ - = -^ = ?/t atque k-\-h = l sit, tum
i a . k n

= U = -J- sít; nempe

ku , hu (£+£)» lu
- r + - r J— -J- U

adeoque
k a h ($ « /í

Erit hinc (quum V=—-~^-4 .IV),

IV. / = ^ - 3 - / / / ' . / = IV j = *- /F'-H — y
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nam 1-1-4 = 5, u t i k-Jt-h = l erat. Ita

///'. 7/=-^=^ //'. 11= ///'. -~— 1= i^-í- 7/7'. 7+ - - ^ - - ír. 11,

ír. 111= î pi-/1.777=77'. 1=1 //= 1=1 //'. //+ ü p l /'. 777,

Unde pro valore ipsius F", e quavis linea terminos duos posteriores
accipiendo, pro IV.I, III'.II, II.III, I'.IV terminís rite disposítis,
oritur scheina sequens ;

IV.I =jIV'+reJ3 .IH'.I,

reJ2
iir. 11= 1 ^ 1 . /77'. 1+ reJ2. ír. ii,

IF. 111= - ~ ^ .77'. 77-h ^-~. /'. III

I'. IV = ^ ^ . /'. 777+ -j-. IV,

V =

Ubi in quavis columna patet numerum romanum factorem communem
esse, et summám factorum sociorum esse F ; nam ubi orti sünt
hi valores, in termino cuiusvis lineas ultímo numerus romamis convenit
cum penultimo lineas sequentis, atque ex e in quavis linea sequentí uno
maius, ex re verő uno minus subtrahitur; quod etiam generaiiter ostendi

BÓLVM, Tenlamen. I. 22
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potest. Denotent M, N nimieros romanos ita \M—i]y \N— íj,
nempe ita ut si e.\. gr. N—V, [N—i] denotet IV; ni, n verő denotent
numeros communes, significatione prioré haud retenta, ita ut si ex. gr.
M denotet V, denotet m tum 5, et accipiantur duo eiusmodi valores pro-
ximi ut antea, M'Net [M'—i] [N-i-i]; érit

[M'-i]

adeoque

- i\Nt

ubi prioris ultimo et posterioris penultimo est factor \M'— i]iVcommunist

ac summa factorum sociorum est

e(r-h \) — {m H-« — íj
m-\-n ~'

Facile etiam patet numeros romanos accento insignitos post alterum
a summo semper uno decrescere in linea sequenti, et socium accento
destitutum ad íinem linese secundse esse /, et uno crescere semper, donec
in columna ultima summus numerus (heic IV) maneat sine accento, uti
in prima idem cum accento uterque bis.

Itaque redeundo ad schema, ut res clarior fiat: substitutis ipsorum
V, IV. I, ///'.//,... valoribus érit

V"=

nam erat /F'H- fff'.f-hII./l-hI'.J/I.-h IV= IV".
Rite igitur prodire superius S's' usque ad xt*, applicando ad /", //". . .

patet; o) verő, quod pro ju = 5 prodit, est
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v.r
•+- ív. ír
•+- ni nr
+ ii. ív
-h I.V

Hoc autem tendit ad o, si ,« tendat ad infinitum. Accipiantur enira
positive termini omnes in seriebus

xb-h V.
-H IV.
-hlll.
-+- II.

ír
ni1

IV
V

SECTIO

x7 ~t~ V.
H-/F.
-hlll

PRÍMA.

///'
IV

.V

+• V.
•hIV

IV
V

i t Ix,
1, I'x, H'x>,...íM

Ix>»,...,{2M']x*»',

per M, M' ccefficientes ipsius * » , . . . per [2Áf\ \2M'\ verő coefficientes
ipsius x2m intelligendo. Utraque series, etsi omnes termini positive accipi-
antur, limité gaudet (pag. 166.); sit

A'.^ I'x ^ H'x*

Pro quibusvis datis x et A positivis potest utraque series ad tantum
exponentem eundem usque sumi, ut si summa prioris usque ad xm (in-
clusive) dicatur u et u posterioris, atque u prioris usque ad x2m et «'
posterioris, tam A — u quam A'—u' sit <\x, et A A'—uu'

Est verő

itaque
uu'

Estque porro in uu summa potentia Ín facto partiali MM'x}m

(neque in ullo alio amplius tanta est). Itaque si ro dicatur summa omnium
factorum partialium illorum, in quibus exponens ipsius x excedit 2tn,
quum omnia positive accipiantur, érit ui pars ipsius u u — u u ; nam in
hoc adsunt etiam illa, quas adhuc (uti e schemate videtur) deficiunt
ultra xm usque ad x2m. Est igitur o)'<^L

Sed facta illa partialia, quee ultra x2r" prodeunt (per multiplicationem
serierum usque ad xzm sumtarumj, sünt praeterquam, quod heic omnia
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positive accepta sint, pláne eadem; consequenter si honim summa i,>
dicatur, ac omnium terminorum positive acceptorum summa w'<JA
fuerit, et signis terminorum mutatis érit <o<\k; atque si 2m = jU sít, et
ju tendat ad infinitum, <.>—.0.

Consequenter omnibus, quse superius requirebantur, deinonstratis, pro
x<^ 1 e i í _ + w esi

Unde etiam ípag. 158.)

si b<\a.

6. Si verő b*p>a, idest x = a^>li t u m d-^-x)e ita exprimi nequit.
Nam fi -\~xf determinato finito valore gaudet; si verő x= 1 et k^>h,
fiet summa tenninorum omni dabili maior. Nam terminus «-tus érit

e(e— i ) . . . ( g — ( f f — D ) kll__ ek_ (e—i)k {e — [n—\))k
1 . 2 . . . H hn \h 2/1 '" nh

et exponens seriéi per „_,,-/- exprimi potest; fit verő e —;/ aliquando
negatívum et ab illő termino incipiendo aut est — — - semper unitate
maius aut quovis dato, quod -<i, maius, adeoque exponens seriéi unitate
inaior fit et abinde semper crescens tendit ad — , . Nam si c neRativum
et unitate maius est, exponens coefficientium semper unitate maior est;
si non, et per n^_l expriinatur, pro quavis fractione vera positiva /,
quae > | , fit

«-hí h > ' »

e — n _ _ r

^ e-hfsí « > _-A--; nam pro
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prodit

ubi n pro / positivo et unitate minőre fs i/>»e accipiatur pro casu, si
e negatívum et unitate minus sit) prodit positivum, uti esse d e b e t ;
crescente autem n ereseit n * l • Atque sí

(ita ut h et A utrumque positivum aut utrumque negatívum sit), est

k

Si iam ab aliquo termino incipiendo omnes termini positivi aut omnes
negativi sínt, manifesto series tenderét ad infinitum. Si non, tum ab
aliquo termino incipiendo (ubi iam exponens seriéi unitate raaior factus
est) signa alternabunt; sit terminus aliquis A negativus, sequens B posi-
tivus, postea Cnegativus, D positivus, atque considerentur A-hB i,t C-\-D.

Exprimi B potest per A-~^-%- et D per C ^~~-^-, estque

kin utraque parenthesi negatívum prodit et maius in postenore, si pro x= %
positivo sit e posítivum, nec integrum, vei negatívum et unitate minus.*
Prseterea C^>A, adeoque incrementa semper nova accedunt cum quo-
vis novo pari, et quidein semper maiora.

Epag.161 — 163 signa nonnisi pro |i -h xf et (1 + * ) ~ * alternant. Itaque
nonnisi de (1-+-*)*, ubi e negatívum et J>i , quasstio fit pro x=^ et
k>h> {k et h positivis). Sit

' Nam —^r^, quod crescens et ad 1 tendens, maius quam -r- sit, et —£., consideranda
veniunt. Accipiatur nempe pro e positivo et ~> 1, « tantum ut sit >e; atque tum patet < 1

esse, uti pro e <; 1 est —^-• < 1; est autem in casu utroque » — c positivum ; adeoque numeratori
fractionis verse positivo addendo + 2 et denominatori positivo addito -+- 2 maius prodit. Nempe in utraque
parenthesi terminus ad dextram negativus et > 1 est; adeoque addito 1 maius negatívum in sec und a
manet.
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et

pro Q positivo; accipiaturque n tantum, ut sit

0<2g et Q<g3;

quod fieri potest, quuin f~^~ tendat ad — i.
Sint tennini eiusmodi signis alternantibus A, B, C, D se invicem ex-

cipientes, sitque A positivum, B negatívum, C positivuin, D negatívum;
exprimentur hi per

A A e - ) l
 v A [£= n){e — n--\), A (e — n)(e — n — :){e —71 — 2) ,.

1 M + I ' ^ (M + l)"(» + 2) ' ( » H l ) ( n H 2 ) ( » | 3 í '

eritque factor ipsius Ax2 positivus, quum A et C positiva sint, factor
ipsius Ax'3 autera negativus est, quum A et x positivuin, D verő nega-
tívum sit.

Est autem A tam in duobus prioribus, quam in duobus posterioribus
factor communis; estque summa factorum sociorum in duobus prioribus,
substituendo valores dictos:

in duobus postremis autem, sí in postremo pro , , quod £>—1,
tantum — 1 ponatur, summa factoruin sociorum ipsius A érit

Est autem, substituto valore ipsius x,

x2 — xl = — q — 2q2 — y3,

quod per valorem suppositum ipsius n

est. Fit verő adhuc inaius negatívum, sí per coefficientem positivum
multiplicetur; fieritque adhuc inaius, si pro —) poneretur ;/ _^_ , .

Ita s i« = A, facile patet formulám nonnisi pro casibus particularibus
valere.
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7. Notandum autem incrementis decrescentibus, imo ad limitem o

tendentibus etiam posse summám omni dabilí maiorem fieri: ex. gr.

Si enim exponens seriéi ab aliquo termino incipiendo semper abinde
J>i t et {ut antea in serié, cuíus termini sünt A-h£, C-hD.,.) idem
omni dabili pluries accedit: summa seriéi tendit ad 00.

Si verő exponens seriéi certa fractione vera f ab aliquo termino a
incipiendo abinde nunquam maior fit, etsi semper crescat, summa inde
érit <^—^—f> c u i summa terminorum anteriorum addita, maíus tota seriéi
summa prodit (pag. 151).

At si exponens seriéi semper quidem unitate minor sít, sed semper
crescat, neque tamen maneat certa fractione vera f minor, tum pro
diversis casibus, summa finita aut infinita esse potest. Si pro certo b
seriéi ab aliquo a incipiendo tot termini accipi possint usque ad aliquem
M, ut summa eorum (si exponens seriéi illő, qui ad a est, dicto e con-
stans maneret) non sit <J3, et post quodvis u (sequente termino a'
et exponente, qui ibi est, e dicto), detur talis terminus «', ut summa
ab a' usque u (si exponens constans e' maneret) non sit <^ b, et
summee hae signo eodem gaudeant, tum manifesto series tendit ad
infinitum.

Pro
t ue — a

esset (pag. 151.J
__ a-\-eb — b .

adeoque si exprimantur u, a, e generaliter (pro serié tali aut in talem
mutata, ut termini omnes adeoque et a, e, u, b positivi sint et semper sit

a H- eb > Ö,

íut u prodeat positivum) atque sit

a^-eb — i
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nam u<.a propter exponentem unitate minorem est; tum summa seriéi
tendit ad infinitum.

Ex. gr. In serié

Sit

atque

Si t

b =

j

i ;

i
7 '

I ,
2

i
3

érit a -h

i ._
n

n
n-v

érit

—r

- I

i I i
1 4 '

eb>by

n
H-hl

i * •
M

nempe

»4-1 +
M^-hM

M-h I M

i
K - h

« z - ^

I

(n-h

I

I) '

i

n
M 4

î T
et si a = -?-, érit

et ita poiTO, adeoque prodit

I + I + I
•7

Pro ö—4. t ent primum

_ / i , _2 7 _ 7 \ . 2 _ i5 .
* 2 ~^ 3 R 8"^' 3 ~ 48 '

sed ín quovis seriéi termino numerator i est; atque si Jjj ad numerato-

rein I reducatur, íiet •« == ' i nndt; qunin // sit -< \ , si series

I ] - S

usque ad , summetur, prodibit ipso h maius.
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Series -i-, 4-, -~,... e facto numerorum naturalium 1,2,3,.. . P e r

2,3,4,...diviso oritur: nempe

Unde etiam
I 2
2 3

si «—-oo; imo ubicunque

3 4
4 5

i
2
I
3
i
4

3
4

i
~ 2 »

x..
2
r

~~ 2 *

«
«-hl

incipiendo

5
6

K
W-4-I

2
3
2
3

3
"*T'

i
K-hl

ex. gr.

_ 3
M-f- I

-o,

-o.

Criterium divergentiae aliter exponi potest. Pro

JJ rj n—m

est

T7 í/
et si ^ ^ - sive-^j—TZT/T" n o n gaudfiat limité o, series divergit. Si
verő ab aliquo termino porro m semper positivum et maius certo uni-
tatem superante manet, series convergit.

Notandum verő quoad m, primum ipsius n valorem ibi accipi, ubi
n prima vice ^> m est. Pro m-=-iy si primus .terminus = 1 prona-
turt fit

et pro w = 2, si duo priores termini 1 et — accipiantur, fit

1 - 4 - r ' l - -
1.2 ' 2.3 " *

Quo maius m verő, eo maius subtrahitur ex «, eoque fit exponens
minor, terminique minores; decrescenteque m contrarium evenit.

BÓLVAI, Tenumen 1, 23
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8. St' — tendit ad y, esi

{a + W = a9 + qefi->ö + l l ^ l a?-* b*+ 9A2^(<?J=A aí-3 d3
2 2 • j

Nam si duse series fuerint, una terminorum constantium

. . . = vei -^-^4,
altéra

' + . . . = vei

et quotvis termini accipiantur prioris, totidem posterioris; si quivis
«-tus terminus huius dicatur /', priorisque «-tus / sit, íieri possit pro
dato quovis « = -Q-

et quidem id pro omnibus / et /' simul sít: tum A = A'
Namque tum (si ex. gr. termini usque a d / , / ' accipiantur),

a b c f

et ípag. 93 sub 5.)

atque

fieri potest: adeoque

i -+- b -f-... - h /

quod

est. Itaque quotvis terminoiuin seriéi
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summae, quae tendit ad A\ differentia ab A quovis dabili minor fieri
potest. Unde patet.

Notandum verő, inde quod si duae seríes sínt totidem terminorum
sibi invicem respondentium, et cuiusvis termini differentia ab ei respondenti
tendit ad o, non sequi, summas serierum esse sequales.

Ex. gr.

non est sequale
-L
n

. i
n

+ +
2 * 2» 2»

sí ex. gr. utrumque ex n terminis constet; érit nempe pr ius= 1, poste-
= ^ - , quaravis.

s i

Applicando hoc ad (i-hjf)" et ( n - x ) ? , in quovis termíno priorís prae-
ter potentiam ipsius x nonnísi ccefficiens

n /_n \ /_w_ \

2 - 3 . . .
adest; et si híc per

— i í ( y — 2 ) . . .
2 . 3 . . -

dividatur, quotus pro dato quovis N fieri ^-t'-jtr potest; nam

quodvis <Ji-h-jL fieri potest, itaque et factum e factoribus eiusmodi;
2 ,3 . . . in utroque denominatore adesse patet.

Hinc si termini ipsius (i-f-x)« sint

terminique iidem substitituto q ipsi - - sint

a •+• b H- . . . = 5 ,

«3*
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fiet

a ^ N ' 1) ^ N '"'
seu

adeoque

a H- o H- ... — (a

seu

Consequenter quum LS" et S limité gaudeant, si ii S'~\~z' et
sínt, ent S + # = S-t-z, quia z',z, -x tendunt ad o.

Quod verő pro quovis ^Vdetur pro quotvis terminis idem m, patetsic.
Dicatur generaliter v integer ex -~- subtrahendus, ut pro q = —-\-(o sit

n n ,

debet esse

n
m

id est

et si ro= --, pro quovis y debet esse

unde

Itaque inter omnia //, qua; inter terminos datos adsunt, illud accipieiidum
est. quod quotuin ^ "~ '' ininiinum reddit, el si <J illő minus reddatur,
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tum pro illő m quivis quotus eiusmodi (ut antea) fit < J I H - jj ; adeoque
et factum ex eiusmodi factoribus est <i-H-yv, pro certo N>N'.

9. Denique omnibus, quee de elevatione binomii a-hb dicta sünt,
mutatis mutandis, ad a-\-bV—1 applicatis facile patet, formuláin gene-
raliter valere, sí b<^a\ (ita si ponatur b}[—i+a, et a<^h sit).

Nempe

4 . y(y-i)..-(?-4) w
2345 K2.3.4 2.3.4.5

ubi tam summa realium, quam pure imaginariorum límite gaudet, quum
etsi omnia reália et positiva essent, limitem haberent, tam termini reales
seorsim, quam ubi \f— 1 factor est; nempe ad exponentem parem ter-
mini reales sünt, et imaginarü ad imparem; et horum per superiora
factore communi \f—1 omisso summae limes datur, qui per Y—l m u ^"
tiplicatus limes summae imaginariorum érit.

10. Si exponens binomii sit fractio vera J\ , érit pro n-i-v=p
ccefficiens ju-tus

" n —v —2V--n —$v—

Nam

et
n

n-t-v

P 2 /

i) =

3/

«

n — nju

T

H-« —

n — n — v
n-\~v

VfÁ-\-V

vp
— V '

n-\-v f

2« —,«« -t-V
n-hv

ZU*V —

M-t-V
Ex. gr.,si b<^a est

Idem ad alios exponentes applicari posse patet.
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XXXVI. Si porro in (iH-x)» sit x = -L-l érit

quod (pag. 102, sub 8.) tendit ad 00, si « ^ oo, uti

Sed
1. Quidsi etiam m^-^co, ab n certimodo dependens ?
Sít casus simplicissimus : nempe sit n integer positivus e t = m j fiet tum

M r i l
M/ ^ 1 ^ » ^ 2«2 ^ 2.3.« 3

quod pro «-^00

at series prior manet ista semper minor; nam quotusvis terminus ex.
gr. p-tus sumatur, primum non annumerando, érit is

n{n—1)...(«—p-\-\)
2.3 . . . p. «^

per ei respondentem, nempe per -r—z 7- divisus

n n—1 n—
n n n

quod tendit ad 1, nam
— — i f — ^ — — 1 — — o , . . .

ita etiam

quod item tendit ad o, quum « pro illő p utvis augere liceat; itaque
usque ad quotumvis terminum ^-tum accipiatur summa, pro dato quovis
M ita accipi n potest, idein pro omnibus, nempe maximum eoruin, quein
eorundem aliquis requirit, ut quivis terminus seriéi priorís a quovis ei
respondente differat-^ \ , adeoque omnes simul dillerant <^w.
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Interim senes prior manifesto est < | posteriore; nam -~— est <J 1,
ka——£—- fractio vera est, adeoque terminus quivís/-tus priorís <J/-to
posterioris.

Ita

2 2.3 ^ 2.3.4
4 . 6

« ^ 2«' ^ 2.3.«3

~ 2.3 ^ 2.3.4.5
Pariter

-4-

qualevis reale, sive positivum, sive negatívum denotet q.
Limes ad quem summa seriéi.

1 -4-1+4-+ T l
2 ' 2.3 ' 2-3-4

tendit, plerumque litera e insignitur; atque logarithmi% qui huic basi
superstruuntur, naturales dicuntur.

Unde, quum í* + -i-} elevatum ad q tendit ad e9 et simul tendit ad

Ox

manifesto eQ per hanc seriem expressa est; cuius, summse limitis loga-
rithmus naturális q est. Est nempe series ista convergens ; cum quain-
tumvis sit g, aliquando fíet exponens seriéi q divisum per integrum illő
maiorem, postea semper crescentem.

2. Sed non tantum e logarithmo quantitas ei respondens, verum
ex hac quoque eius logarithmus reperiri potest. Nimirum dari paulo
inferíus probabitur j sit u positivum et <Ci, atque nominetur a logarith-

, , 1 t \«a / ; 1 \n\u

mus ipsius ( i + « ) , nempe ea= IH-« ; ent [1+-^-J = l ' + ^ l « B i

(nempe minus positivum); nam ( r + ^ - ) < e (pag- '^2 sub 1.), et a positi-
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vum est, nam c<Ci, adeoque ad exponentem quemvis negatívum ele-

vatum fit <C 1 ; nempe e 3 = -4=-- , et radix qusevis exponentis integri po-
V e1

sitivi e potentia quavis integra ipsius e est > 1. (pag. 102J

Est itaque

I + + + + ,+„>(, + )
2-3 "

_ . . na . na (na —
2H» " ''

sed hoc quoque est ~> 1 ; érit enim n — ^ ad quemvis positivum expo-
nentem elevatum > i ; ex. gr.

est. Sit id «', quo series posterior ipsum i superat, atque sit a semper
^- , nempe utcunque crescat w, ex. gr. si n fiat kn, fiat a tum ka, ut

-r^- = a sit. Erit tum

et hinc

atque
« = ! - =

consequenter est (pag. 172)

^a_ u'2 l — a 1—2Í/ w'1

a " 2 * " ^ a " " " Ű " " " 2 . 3

atque, dum n tendit ad 00,

— M — + , — . . . = IOR.nat. (in-f/i.
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Nam accipiantur item quotvis termini iisque ad /-tum e prioré, et
dividatur quivis per ei respondentem e posteriore ; quivis quotus tendit

ad 1 ; ex. gr.
1— a u^m «! _ 2(1—a) u'.W

a 2 ' 2 2.a u.u '
ubi

I — a
a

-— I

quia — quidem est constans, sed dum »-•—.00, etiam a - ^ o o ; porro
, nam i-h w ' ^ i - t - « i i

—g(i—aa). • .{\—{p—i

q q
— ^ 1 , nam i-h w ' ^ i - t - « ; ita pro p-Xo termino est

a . a ... a . 2.3-••/ ' /

__ l — a 1—2g i—{p—\)a u'2 é
— a ' a "' a uP' 2.3---{p—i)p

quod tendit ad ± 1 ; nam

— 1.

Ita datur eiusmodi exponens — fi (pro fi positivo) ut c~p= i — u (pro
quovis u fractione vera positiva); nempe quum e>\ sít, et e ° = i , i per
positivam potentiam ipsius e divisum quodvis positivum producere potest,
quod <Ci est.

Eritque et hic ut antea, (pro fi semper = —

Est nempe summa seriéi huius limes summa seriéi

x " n "•" 2«* 2.3«3 ^

(pláne ita uti superius). Est praeterea (pag. 182.)

BOLYAI, Tentamen. 1
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adeoque

atque valor eius per i — z exprimi potest (pro z positivo et < i ) . Atque

pro r
érit

adeoque

et

2 ' ö 6 0 2.3

~b TH 6 5~~ T 3 " "•"•" í

quae series pláne ut antea

nempe **

Consequenter est

— /? = — « j . . . = log. nat. (I — «J

Unde cum sit
a = log. nat. (i -\-u)

et
—y3=log. nat. (i — #J,

atque quantitas qusevis positiva Q per ' ^ " expriini queat, si u
ponatur, quod inanifesto < i est, érit inde
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log. nat. Q = log. nat. ~~- = log. nat. (H- u) — log. nat. (1 — u)

— u

Si apud ^ — s u b s i s t e r e libeat, terminorum sequentium summám constat
esse mi nőre m eodem termino per (1—u1) diviso (pag. 150); nam quilibet

. . . u3 lu*
exponens senei in posterum est < u2; nempe post -=- est -"^c^, postea

rí

y, adeoque semper <X, quod < i est, quia «
Alias series citius convergentes vide infra, una cum applicationibus

earundem.

3. Sit cc = C; érit C—ecb = C= í-hcb-h-^-h..., et est

cd = log. nat. C",

c =• log. nat. C,

£ = log. C (quoad basim C);

dtctturque öt si c non es t= i , logarithmus artificialis.
Ita

C * = eck= C"- ^

et £ = log. art. C" quoad eandem basim C\ atque -^- nempe per quod
logarithmus naturális multiplicatus dat logarithmum artificialem (heic pro
basi C) dicitur modulus systematts, cuius basis C est; estque

Si c = i , est — = i et, T . = i est modulus systematis naturális:
1 c log. nat. e J '

nempe log. et quoad basim e est i, quia e' = e.
Unde si modulus dicatur ,«, est

i

" log. nat. C '
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et hinc

— = lognat C,
fi*

adeoque

«* = C;

et inde basis C innotescit, nam
i . i . i

e r " " l • /U • 2 f T • 2 . H J - * • • • •

Si vero fuerint qualesvis duse bases B et C, et log. N, quoad B sit
bt et log. N, quoad C sit c, érit b: c = log. C: log. /?, quoad quamvis basim
eandem accipiantur logarithmi basium C, i í , Nam tum B — Cc \ et
hinc £ log. B = c log. C (pag. no).

Notandum etiam, quod

quod, si « tendat ad i, érit

(pag. 175), atque tum 1 — «-"-~o et sensu (pag. 46} fit log .o= — 00.

XXXVII. 1. Si in praec. in serié ipsuin ecő exprimenti substituatur
ipsi eb quantumvis reale a vei /:?, sive positivuin sive negatívum, sive «H-/i,
vei a — (i aut or/í, vei «:/í, qugevis eiusmodi series ad limitem tendit;
excepto si ipsi eb pláne o substituatur, tunc eniin priraus terminus est
1, reliqui omnes o. Imo si

2 "*" 2.3

2 ' 2.3
ent etiam
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atque

2.3

N a m e« = ^ ( e? = B, e«.eP = AB = e«+li; et e« :eP =
atque e«+0 est limes seriéi prioris, e«—0 autem posterioris.

Ita

2. Quum haec ita sint, facile succurrit quserere: quidsi ipsi a, aut
etiam /í, r-hj aut R-\-I substitueretur, pro R, r realibus, et /, j pure
imaginariis ; num series eaedem tum quoque ad limitem tenderent? et
an una per alteram multiplicata, aut divisa &, series eiusmodi ut prius
producant ?

Sit prius r = o, et sit ex. g r . / = 2 / — _ r ; si in serié ipsius ett, ipsi a
substituatur j \ fiet n - 2 / ^ t — A — 81^=1 + _ ^ ^ ~K .., et terminorum
realium seorsim addendorum, exponens seriéi primus est — ^ - , pure íma-
ginariorum verő est — ^ - , et postea in utroque, si factor ultimus ju sit
m denominatore termini, exponens est , u . ^ f » - ^ ' u n í ^ e ° i u u m n u m e "
rator constans sit, et («—.00, manifesto in aliquo termino primum fiet
exponens seriéi fractio vera, quse in posterum quoque semper decrescet;
praeterea verő terminorum signa in serié utraque alternant; et quilibet
maior sequenti atque terminus utriusque —^o; itaque ut supra series
utraque tam realium quam imaginariorum gaudet limité; adeoque et
summa totális seriéi totius.

Ponatur iam a-hbY—1 pro a, b realibus in locum ipsius «. Si
a-\~b poneretur, summa quotvis terminorum, etsi omnia positive accipiantur,
certo finito minor maneret; accedente Y— 1 autem termini manent iidemi
prseterquam quod quidam signuin mutent, quidam factore / — 1 aflician-
tur. Itaque et horum summa manet prioré finito minor; adeoque tam
pars reális quam imaginaria, nisi constans sit, limité gaudet.

Quod multiplicationem serierum eiusmodi attinet; absque eo, ut
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resultato, quod sub signis gcneralibus a, /í pro casu realitatis prodit,
deducatur; e multiplicatione serierum immediata patet sic. Accipiantur
termini numero m, tani in

quam in

atque instituatur inultiplicatio; i et potentiae omnes ipsius a, multipli-
cabuntur per i et potentias omnes ipsius j3 fusque ad m-tam); adeoque
prius prodibit i, praeterea prodibit (pro quovis integro positivo // quod
non>-»í) terminus quivis ipsius [a-{-fíf, divisus per 2.3. . . ,«; et quod
prseterea prodit, — o , dum tri'—.00. Sit enim generaliter (denotante /u
numerum quemvis ab 1 usque ad m inclusive) /u =p H- q pro / , q inte-
gris positivis; cuiusvis termini ipsius (a •+- ftf forma est

2.3...q a p '

ubi (Á—q~+- 1 =p-hi, utí facile e quovis exemplo patet; exsurget verő
e termino, in quo «^ est, per terminum, in quo ($ est (quod nonnisi
semel est),

2.3...p.2.3...q '

atque hic érit pláne terminus unicus ipsius (n-hjif, in quo a^/í7 est,

per 2.3...,« divisus, uti forma seriéi ostendit. Nam multiplicentur
P

numerator denominatorque ipsius —£—, per

ent

qui pláne terminus superior generális est, per denominatorem terminis
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ipsius (a -+• (ff omnibus communem dívisus. Pro quovis ju non > tn
autem et quibusvis p, q adest a^ in serié superiore, et @P ín inferiore ;
at non si }i>m ex. gr. = w/H-i sumatur. Nam si ju = m, sit / = o,
(aut = m), aderit in serié superiore «°, infra ftm, ita am et //*; si tu<itn,
quodvis / et q<Z.m adesse patet; at pro,u = í«-t-i et p = m-\-\, non
adest am+l, adeoquehic terminus ipsius (a -h/í)TO+' deest ;adsunt veroomnes
ipsius a ~h fi potentiae a o usque ad m inclusive ; dicatur summa eius,
quod e multiplicatione insuper exsurgit, w. Accipiantur iam termini etiam
porro usque ad azm et(í2TK; pariter prodibunt etiam post (a-+-/íiWÍ potentias
omnes ipsius (a-h^) usque ad [a-i-ftj2™, in quas w totum ingreditur,
nempe prsebendo unicum terminum am $m ipsi (ff + j í ) l a , et reliquos
terminos omnes potentiis inferioribus suppeditando; nempe m ipsum
quoque, eo magis numerus ipso m minor, cum numero <C my summám
<2m facit. Si verő w —00, post (a-hfí)m summa omnium *—-o, adeoque
et pars w^-o, ut supra (pag. 167).

Hinc series prior per secundam multiplicata, dat seriem formás eius-
dem, nonnisi a-hft ipsi a in prioré substituto, quidcunque denotent a, /?.
Nempe ut supra (pag. 167) si de utraque serié usque ad exponentem
quemvis accepta valet, de seriebus ipsis valet.

Hinc etiam series prior per secundam divisa, dat quotum

nam hoc per seriem secundam multiplicatum, dat priorem (per praece-
dentia).

Imo hinc etiam, etsi c non sit reale, si b = — fpro «, m integris)
reale sit, érit

Est enim (per prsecedentía)
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et porro eundo, ut (pag. 167) usque ad »-tam potentiam est

Ita

namque hoc elevatum ad m dat

2
Itaque érit

adeoque

et

2-3

ó = ~ per -— = 6 divisum substituitur ipsi cé in serié posteriore,

e qua radix exponentis — extrahenda est.
Qusestio etiam suboritur, num pro quovis P, sive reali (positivo vei

negativo), sive pure imaginario, sive mixto, detur tale / , ut

Quum dari omnino statim probetur:

3. Animadvertitur, has series, etsi imaginaria contineant, analogis sub-
esse operationibus, ac si exponentes ipsius e reales essent ; ex. gr. si
a, /3 reália íuerint, sicuti ea.eP = ea+P, ita series ipsi a superstructa per
seriem ipsi /3 superstructam ínultiplicata dat seriem [a-t-fi) superstructam,
etsi a, [i imaginaria contineant... Unde passus ad novem conceptum
latiorem aperitur; redeundo quasi a serié huius formae, ad quam con-
ceptus potentiae elementáris (pag. 50) deduxit, nempe si ipsi a substituatur
ex. gr. /16 , exprimet series, omnes valores ipsius e elevati ad ^16,
pro duorum valorum realium ipsius tyTE (nempe+ 2, — 2) quovis. Hinc



SECTIO PRÍMA. 193

quum operationes potentiarum de seriebus dictis, etsi imaginariis super-
structas sínt, valeant, imaginem ex. gr.

pro quovis valore exponentis retinere libuit, formando conceptum sequen-
tem, quasi poteníiae, radicis, logarithmique conceptus superior (in poste-
rum quoque manens) alio nomine signoque designatus fuisset, (quamobrem
etiam elementares dicti sünt, nomen hoc retinentes).

Si nimírum

et
i-t- c -t- -£- -t- -~ - + . . .=vel—C;

atque bc = r-\-j fpro r reali e t / = o vei pure imaginario): dicatur in
posterum B per quamvis potentiam elementarem exponentis r ipsius
1 multiplicatum potentia exponentis b ipsius C, et C dicatur radix
exponentis b ipsius potentiae; logarithmus verő nonnisi b ipsius fi
quoad basim C dicatur.

Si c = i, adeoque C=*c ; est fít=eh , etsi C = e ° = 1 , est B&= e<lh = e°.
Patet verő conceptum potentise hoc sensu extendi, et prioré latiorem

fieri, logarithmi autem conceptum partim extendi. partim restringi.
Nempe si a reale sit,

2 ' 2 . 3 ' "

quoque reale est, et quidem semper positivutn, etsi « negatívum sit:
nam si negatívum sit, ex. gr. — 3; érit

adeoque

ubi e1 positivum est, consequenter et altér factor positivus est. Itaque
UÓLtti. Taniaman. 1. ;J
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series ista pro a reali nonnisi valores positivos ipsius e" eos quidem
omnes exhibet. Quamobrem ut omnes alii quoque valores comprehen-
dantur, íit multiplicatio per 1'", sensu eleinentari intelligendo. Ubi nempe
(pag. 183) ex (i-t- ^ - p series

prodibat, fuisset reipsa ex. gr. (pro y =_ 3

ubi I3", I 3 " 3 semper = 1, et \f 1 in quovis termino positive aut in om-
nibus negative accipiendus est; et quum quilibet accipi possit, valor
omnis exhibetur; in serié

autem potentiae ipsius 1 unicus tantum valor nempe -hl ponitur, omissis
ceteris valoribus ; quos tamen multiplicatio per ir, sensu potentias ele-
mentaris intellectum, omnes exhibet. Per \r idcirco semper potentia
elementáris intelligenda.

Logarithmus reális autem, sensu proximo, quoad basim e vei ec

pro c reali quaniitati negativae neutiquam competit\ nam B pro
quibusvis b} c realibus per dicta semper positivum est; atque nonnisi
b logarithmus ipsius B quoad ec dicebatur. Restringitur itaque Iogarithmi
conceptus, in quantum logarithmo elementari negativa reália quoque
gaudent; extenditur verő, quum sensu proximo non solum A-hB/— 1,
quaecunque^ reália denotent A, B, logarithmo gaudeat, sed et ipsum
A-\-B)f—1 logarithmus esse queat. '

Nempe (pag. 5 i et 96) est "E{§i=fo"" = "H^T"' i t a < l u e (Pe r d e f i n i "E{§i=fo
tionem pag. 51) { _ i O p * = i , e t f seu o = log. i, quoad - 1 0 ; ita

I O - I O — I - — I . — I -—T , -}'-l

I 0 . I 0 — - i . ^ i adeoque 10*- '=—1, et o=log.(—i), quoad 10; ita
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lO.IO
IO.IO

t-i

ac io~*~*=l/*—i, et o est log. V—if quoad ro : atque io a = ± / i o o o ,
adeoque -|- est logarithmus tam positivae quam negativse radicis ipsius
iooo, quoad basim 10; ita omnes logarithmi in tabulis, ubi radix decies
millionesima adeoque exponentis paris extrahitur ex 10 elevato ad loga-
rithmum, qui ibidem est, commate deleto, sensu prioré elementari, tam
positivo quam negativo competunt. In genere pro quovis reali R = er

t

est R non t=) sed tre"^i=j V e2r; atque ^~- = r, tanquain logarithmus
elementáris tam ipsi R, quam ipsi — R competit.

Datur autein pro quibusvis realibus A, B, etsi aliquod eorum o sit,
tale x, ut sit

2 2-3
atque tum

x = log. [A •+• B }f—1), quoad basim c;

imo quavis basis C = ec sit, poterit x in duos factores discerpi, quorum
unus c sit; nempe si ponatur x = bc, érit b = ~, (quotuinque dari, etsi
x, c utrumque imaginarium contineat, (pag. 147) dictum esti; adeoque hoc
b érit logarithmus ipsius A -+- B V—i, quoad basiin C. Si A = o sit»
tum idem de Btf — 1 valet; si verő utrumque = o sit, tum o logarithmo
nonnisi sensu (pag. 46) gaudet, eo quidem — oo, ut paulo inferius dicetur.

Ratio prioris, Trigonometrise elementis primis perspectis, (pag. 125)
facile intelligitur. Erat ibidem

cos.a-h V — 1 . sin. a — (cos. -£- -+• / — 1. sin.-^-)"

quod (si n tam magnum accipiatur, ut - dimidio quadrante ininus sit

adeoque cos. ^ >> sin. -— sit), érit per (pag. 172)
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ubi manifesto summa terminorum realium est = cos. a, et summa
reliquorum per / — 1 multiplicatorum est Y— i.sin.a atque deleto
Y— 1 utrinque fit = sin. a.

Si n integer positivus finitus sít, series ex ra-f-r terminis constat
exhibens cosinmn simunque arcus «-tupli, nec tum sin. —- <$ cos. —
esse necesse est (pag. 172).

Si verő «-—.00, datur series talis ut supra (pag. 178), cuius summa
limes huius esi, nempe:

2 2.3 ^ 2.3.4 2..-5 2.-.6

Nam si «—.00, tum -^-^—.o, et cos. —r- —• cos.o = i, etícos. — )",
(cos—-) , uti omnes reliquse potentia? ipsius c o s . ~ tendunt ad 1; con-
stabit praeterea inferius, quodlsin.-^):—-'--1; adeoque si (ut pag. 179) in
quovis tennino potentise ipsius cos. -̂ - substituatur 1, et-^- ipsi sin. ~

érit
n{n—1)•••(«—m-hi) am , am

2 - 3 - - - W Í nm ' 2.5. m ^ ^ '

nam quotus hic est

n_ n—1 n—2 n—m-\-\
~~ n n ' ~n~ K '

ubi
JL—i «—1 r «—2 .. „ _* n—m-hj« ' « i f « ^ 1 , . . . et -

atque omnia ut supra applicari possunt neque heic iam brevitatis studio
repetuntur.

Unde etiam, quum hoc pro quovis a valeat, est

2 2.3 ^ 2.34

atque, ut prius, cos. a = summae realium, nempe

~~^14 ~ 2.3..-6 + ' ' *
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i.a

a3 , a5 a1

s in . a = a — —= •+•2.3.4.5 2.3..-7 ^

Sed ad scopum praesentem sufficit, quod (pag. 193)

cos. a -\-V— 1 sin. a =

sit K positivum et sequale ek; érit (pag. 183)

• 2.3
et

= A'fcos. a -+-1/1—1 sin. Ű).
Sí itaque

A"(COS.ÍH- (/ — 1 sin. a) = A -\~BV~ 1,
seu

A'cos. a = A et A'sin. a = B,
érit

Id ergo quseritur, num hoc fieri possit?
Sit £ = ^4-, nempe A = £?/. Casus si á̂ = o excluditur, tunc enim

facile est a ita accipere ut cos. a = o sit. Queestio igitur eo reddit, num
detur tale a, ut

cos. a = / sin. a
sit?

psin.a z=p-\f\ —cosíű
seu

C O S ? Ö = / 1 — p * cosía,
unde

et

quod cum <|i sit, omnia pro radio 1 inteliigendo, omníno datur, arcuque
gaudet. Itaque si pro tali arcú a accipiatur
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js_ A
^ ~ COS.d '

quod sem per positivum esse potest, nam p sive positivum sive nega-
tívum sit, -/2- positivum est et pro A negativo radix negativa accipi

potest; ent
A"cos. a = A

atque
, , . A'cos.tí A &K sin. a = -p— = —r- — rí ,

adeoque
K[cos.a -+- / ^ 1 . sin.a) =

et

+"

log.nat. [A-t-BY— 1) =

Patet etiam esse

Si (pag. 125) quivis arcuum suinatur, sívé positive sive negative, quorura
cosinus = 1 et sinus = 0, substituiturque ipsi a pro quovis reali K=ek,
érit

s. a -+• / = i . sin. a) =K{ 1 -+• / ^ 1 . oj = K~ ekeaV=i = e
k+aV=i

atque
log. nat. K= k-\-a Y—-1,

cuius valores, propter valores Ínnumerabiles ipsius at Ínnumerabiles sünt,
omnes imaginarii prseter unicum, si nempe « = o.

Ita si a ita sumatur, ut cos. a=—1 et sin. a ^ o , érit

log. nat. {—K) — k-\-aY — 1 ;

inter hoc valores ipsius a enim o non adest, quia cos. 0 = 1, consequenter
negatívum nullo reali logarithmo (ut supra quoque dictum est) et innu-
merabilibus imaginariis gaudet, uti etiam positivum, quod tainen unicum
realem quoque habét. Si AT = i, tum pro k = o logarithmi omnes pure
imaginarii sünt, praster unicum valorem ipsius Ű, pro -f-i ipsi o cequalein.
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At quseritur etiam; num pro quovis positivo A'detur tale kt ut ek =K
sit? (Quod in demonstratione supponebatur). Sit prius K>\. Si positivum
n tendit ad oo, en quoque tendit ad 00, quum e>i sit; e—n seu —^-
verő tendit ad 0, eT id est y[e verő (semper ~>i) tendí ad 1 (pag. 102).

Quseratur (Fig. 17. bis] a p eundo semper porro in 00, in quovis puncto
p', num &*'<.K sit? aliquamdiu prodibit minus, et aliquando maius,
nam e° = i, et exponens positive ereseit a o in 00. Datur itaque (pag. 20)
punctum aliquod ultimum #, intra quod et p quodvis p' tale est, ut
tfpp'<^fsit; érit verő tuin ep* = J£=ab; nam secus esset < ab a u t > ab;

neutrum verő fieri potest.
— —

Sit enim e9V = ac = ab — CD, érit ac. e"'^ac, quia e" •"-*!, adeoque
ac.e" — ac dato quovis ergo et eb minus fieri potest, sit = cq; érit
ac.e^=ac-i-cq seu e'l:; + T = a q ; adeoque in * non esset ultimum tale
punctum, ut dictum est; nam p* -+- ~ ultra * terminatur, attamen
é**+-«-<K\ ad quemvis exponentem minorem elevatum verő minus est.

Neque ep;: = aí> esse potest; nam e~s-=i:V^ quod < i , sed tendit ad
1; adeoque ab. e^— aí) quovis dato, ergo et ipso b& minus fieri potest;
differentia negativa est, sit—rb; érit ab. e~n~ — aö = — rb, adeoque

e9*--^ = ab -t- 6r; itaque e ad exponentem minorem ipso p* elevatum
>K esset. Est igitur A', s i > i est, = e p í ; . Si verő K<i} tum datur
tale iV>i, ut NK>i\ et tum dantur talia x, zy ut c*= NKtt ez= N;adeoque -~- = e*—* = K.

e*

Exempla.
1. Pro quovis a, cuius cos. = 1 et sin. = 0, est (pag. 197)

1 ^ t + =

seriéi summa igitur •*-. i; quod fieri nequit, nisi summa realium prseter
terminum primum - ^ o , et summa pure imaginariorum quoque ^—o. Est
verő pro quovis dicto a} aV — i = l o g . nat. i, et inter Ínnumerabiles loga-
ríthmos solus o est reális, pro « = o.

2. Pro quovis a} cuius cos. = —i, et sin. = o, est
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- . ,/•• «2 a3^Jz
/~h V — i . s i n . í i = — i = H - ( 7 K — i — 2 •" 2 .3

itnquc summa realium praeter terminmn primum - 2, et summa pure
imaginariorum —-o. Innumerabilium valorum ipsius a unus est /r: adeo-
que e"r— = — J, et J Í / — 1 est unus logarithmorum naturalium innume-
rabilium ipsius— 1; atque

log. nat. (—1),
" =

quod tamen nihil quoad quantitatem ipsius n determinat, quum log, nat.(—1
iam involvál earn, neque aliunde notus sit.

3. Pro Ű = I = radio est

= i | i
et inde

/ — t = log. nat. (cos. 1 + (/ — 1. sin. 1),
atque

v^r ,— .
e = 1/ c o s . i + v - i sin. 1.

Itaque (pag. 121.)

I
" ' " 2 2 . 3 ^ 2 . 3 - 4 ^•• >

Patetque omnia in intuitu exhiberi: imo quum pure imaginaria a
realibus nonnisi determinatione differant, ut positiva a negativis, et ma-
ioritatis minoritatisque sensus {pag. 26} ad pure imaginaria cum realibus
comparata extendi potest.

4. Pro cos. 0 = 0, et sin. 0 = 1, est

~' — cos. a -h /^7sin. « = / ^ 7 = \
2 2 . 3 ^ • • • »

adeoque pars reális tendit ad o et pars imaginaria tendit ad ]f~\; atque

et
aV—i= log.nat. / ^ i .
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5. Si vero (in 4.) sit aV— i = c et 5 = / — 1, érit

atque

et

2 *

et inde
, *=*

y — 1 = y e—a w

Est vero — talis valor ipsius a uti in (4.) requiritur; imo (pro «
integro quovis) 2K7T-+-— tale est.

6. Sólet etiam ex cos.úf-f-y—isin.a sequens deduci.
Est nempe (pag. 197)

eaV=i —cos.a=V^-i Vi— cos*a,

et hinc elevando ad 2 est

V=r í a — 2eaV=T cos. a = — l-h cosí a ;
adeoque

2e«y=* cos. a = i-f- e^^ j
consequenter

I .
cos. a =

Hinc etiam substituendo cos.o-t-V — isin.ö ipsi e*»'-" est

Y=i i/_-i sin. Ű
cos. a =

BÓLVAI, T«D»men. I. 20
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et hinc

/ — i sin. a — cos. a — e-**-* = — ^ -

2
consequenter

_ g-»^ — e-aV~l

Quas formuláé sinura cosinumque ita exhibent, ut per eaVZri limes
summse seriéi

per É - " » ^ verő limes summse ipsius

intelligatur.

7. Quum ut iam ssepius dictum est, pure imaginaria a realibus nonnisi
determinatione alia diíferant: possunt quantitates pure imaginarise in
Geometria exhiberi, certo modo a realibus distinctse. Et facile patet
aequationem circuli pro diametro = i, nempe

y = ]fx — x2

exhibere valonbus pure imaginariis hyperbolam sequilateram, sequationem
ellipseos verő omnes hyperbolas (quoad formám); uti sequatio hyperbolae
sequilateras exhibet circulum pro valoribus pure imaginariis (ex. gr. serié
punctorum, aut alio colore a reali distingvendum), et sequatio hyperbolas
generális, exhibet omnes ellipses (sensu dictoi; aequatio parabolse dat
quoad valores pure imaginarios quoque, parabolám quoad formám sequa-
lem quasi imaginem virtualem sibi aequalem; in prioribus verő imagina-
riorum forma realibus contraria erat.

8. Si logarithmi sensu elementari accipiantur, est etiam

log- (-2) - log. (-3) = log. ^ _ _ i o g i _a_.
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at si Ioganthmus sensu dicto veniat, tum (pag. 199)

log. (—2) — log. {—3) =ilog. el. 2 -h 7 t / ~ i — (log. el. 3 -h n Y^\)\

at sí ex. gr. in posteríore 571V—1 sit, logarithmus reális ipsius-^-haud
exhibetur. Vide infra in differentiatione logarithnii, atque in explicatione
spatiorum hyperboke asymptoticorum.

16*



CONáPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

SECTIO II.

CM.CULUS DIFFERENTIALIS ET INTEGRÁLIS, ET PRIMAE LINEA
CALCULI VARIATIONIS.

§- 36.

Filum sectione prsecedenti certo respectu interruptum tandem ulterius
continuatur: ut Tyrones ex imis radicibus arborem scientise cum prEe-
cipuis eius ramis excrescentibus in lucem exsurgere cernant.

Mens abstrahendo varia, abstractaque vario modo componens, de omnium
illarum operationum, quae ante sectionem praecedentem prodierant, omni-
moda compositione ad conceptum generaliorem ascendit: nimirum qua-
liumvís operationum, quae in tempore spatiove suscipi possunt, qualibusvis
affícianturquantitates,expressioiddenotans (nomine a Leibnitio introducto)
vocatur functio, et quidem sensu iato quantitatis cuiusvis, quse in
expressione adest, strictius autem tantum quantitatis variábilis, quse in
expressione est, aut plurium, si plures adsint. Variabiles plerumque po-
stremis alphabeti literis x, y,.., imo / , q,... denotantur, constantes
prioribus, nisi aliud monitum fuerit; intelligitur autem per variabilem
ex. gr. x, certum quantitatum genus, quas nomine generáli x denotare
libet; ita ut ipsi x qusevis quantitas sub eo genere contenta, in expressione
substitui possit, nisi id pro certa qusestione aut conditione aliquatenus
restringatur; constans verő est, quas utcunque mutata variabili, id est
ex. gr. ipsi x quidvis substituatur, eadem manet.

Quum heic (veluti in oceanum omnia confluunt, ut inde sublata in
altum variis phsenomenis redeant) innumeris functionis modis cain-
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pus infinitus aperiatur: pronum est vias prospectusque eius patefientes
sequi.

Nimirum si quantitates, quarum genus x est, nulla alia operatione
afficiantur, nisi quod sub certa conditione acceptas post se invicem
ponantur: oritur Theoria combinationum. Ex. gr. conditio esse potest,
ut ex 5 rebus, quarurn genus x est, accipiantur duse: ita quoad ordinem
aliqua determinatio esse potest, aut ordo Ín censum non vocatur (pag. 159)
et quaeri potest quotnam et qui sint functionis valores.

Si verő quantitates operationibus arithineticis geometricisve aut alüs
quoque connexas sint, variábilis qusevis érit genus aut omnis quantitatis
(sive reális sive imaginarise), aut non omnis sed tantum realium, hno
tantum numerorum integrorum, aut illarum tantum quantitatum, quse a
valore certo a usque ad valorem b (inclusive) sünt, aut denique variá-
bilis genus certarum functionum esse potest.

In quovis dictorum casuum, ultro succurrit inquirere:
1. Pro certa functionis conditione, in variabilium valores (qualita-

tesque).
2. Pro certa variabilium conditione, in functionis valorem (qualita-

te mque).
3. Pro certa functionis qualitate, quicunque fuerit fabsque aut sub

certa conditione) valor quantatis variábilis, in certorum functionem con-
stituentium qualitatem.

4. Pro certorum functionem constituentium certa qualitate, in functio-
nis qualitatem.

Ex. gr. Si in (1.) conditio ea sit, ut valor functionis o sit: quaeritur,
num detur talis quantitas, quse si variabili substituatur, functio = o fiat?
et quotnam qualesque dentur? Ita si plures insint functioni variabiles.
Huc pertinet probléma aequationum ; ex gr. x2—x — 2 = 0 nonnisi
pro x = 2 et x=—1 est. Prseter alias conditio esse potest, ut valor
functionis maximus vei minimus fiat; quserique, num detur eiusmodi
valor, qui si variabili substituatur, functionis valor maximus vei ininimus
omnium eius valorum fiat?

Si verő variábilis ipsa in functione genus certarum functionum sit
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et quseratur talis, quas si variabili substituatur, functio certa qualitate
príedita sit: calculus variationum dicitur. Ex. gr. duin linearum aream
certam claudentium minima quseritur (sub hac vei illa conditione).

Si variábilis qusevis nonnisi integros denotet: quaestiones e superio-
ribus promanantes naturam numerorum concernunt. Si ex. gr. functio
sit 4^H-i et x tale sit ut 4-V-t-i numerus primus sit, functio gaudebit
illa qualitate ut duorum integrorura ad 2 elevatorum summa sit (et qui-
dem unico tantum modo'i; at non ut hac qualitate gaudeat, primus esse
debet. Ramus hic Arithmeticse immensus sagacitatem ingenii maxiinam
postulans flores fructusque veritatis purae aeternasque praebet. Vide opus
immortale: Disquisitiones Arithmcticac Auctore C. <F. Gauss 1801
Lipsiac

Ad (3.) pertinet: quod si Axa -+- Bxb -+-... pro quovis valore ipsius
x sit = o, quilibet coefficientium est = o.

E (2,) verő pluribus modis calculus differentialis originem capit
et varias promanant series: si nempe condítio ea sit, ut in functione
ipsius x substituatur ipsi x (generi omnis quantítatis, quse est a o usque
ad a) prius -^-, tum ~ , dein -^- et ita porro usque ad "**-. Attamen ut
clarius exponatur, prius distinctio denotatioque functionum prasmittenda.

1. Functio, cuius valor pro quovis determinato valore variábilis,
quse in ea est, numerabilibus eiusmodi operationibus prodit, quarum
quaevis est addere aut multiplicare (imo etiam radicem gradus com-
mensurabilis extrahere), dicitur algebraica] si verő valor dictus non-
nisi innumerabilibus eiusmodi operationibus reperiatur, functio transcen-
dens audit.

Dicitur porro quoad valores functio m-formis, si valores eius numero
m sínt (pro determinato valore variábilis in ea). Ex. gr. /x est functio
biformis.

Si verő x — a per integrum n dividatur et n tendat ad 00, dicitur x
variábilis absoluta; atque sí valor functionis ipsius x (pro valore eodem
ipsius x) pro quovis n sit idem, functio absoluta dicitur. Ex. gr. in figura
(19.) F-^-G-^-H-^f-^-g^k mutató n mutatur.
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2. Sólet verő functio variabilium x vei x, y,... denotari per / {x)}

F(x, y,.. •), literis parenthesi praepositis forma functionis denotata, et
quidem ita, ut si per / (x) denotetur ex. gr.

ax2 ~i-bx — c,
tum / [a] denotet

aa2 *\-ba — c,
et / (o) denotet

a.oz-\-b.o — c = — c,

substituendo nempe ubique ipsi x in casu primo a et in secundo o.
Ita si /(#) = **«, sit f(x~i-G}) = (x-\-a)m; et si F{x} y) = axyt sit

F (x -+• a, b) = a {x -4- a) b ; unde et casus alii patent.
Ita mox dicenda modo sequenti significari possunt. Differentiale

absolutum «-tum functionis variabilium x, vei x,y... quod per dnf{xy...)
denotari sólet, seribi potest ó"/(x,...), vei si « = i , tantum öf{x,...)m

Differentiale «-tum quoad # verő per ó"xf(x}y,. ..), et si « = i , per
Óxf(x,y,...), ita differentiale sinus JÍ quoad cotangentem per d.fSin.a:,
(*í cotangentem significante) denotari potest.

Ita coefficiens vei quotiens differentialis absolutus «-tus, qui vulgo

-rvVfí iuxta LAGRANGE verő f[nl{x), et pro « = i /'{*), pro « = 2 /"(#},

seribitur, denotari per d"f{x\ (i)f(x}, 9)2f(x),...) potest. Si verő quoad

* sit, «'"/(^(jy,...) vei 9l/(x,y7...) aut / ( * , > , . . . ) seribi potest; et «-tus
X M.JT

coefficiens differentialis quoad z tn-ti coefficientis differentialis quoad x
M

accepti per v)"/{x,y ,z...) aut dfm.x(x, . ..) significari. Ita si f[x}y}z,.<.)
m,x 1 m

dicatur ex. gr. X, quid ÖX, «L¥] rf"'X, dX, X, X significet, patet.
x m,x m,x; M.(

Integrálé denotatur per j prseposítum differentiali; potestque tantum

coefficienti differentiali praeponi: si is ex. gr. 1 sit, seribi potest

J"'
íd est integrálé quoad x ipsius i tanquam coefficientis differentialis.

Sí verő variabili functio certa substítuatur, seribi
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A(B[x)) vei A(B\x\C\y)%...)

potest; et si A(A\A{X))) esset, per A*\x) significari potest, quum A
non quantitatem denotet, adeoque numerus haud exponens sit; uti
{A\X)f denotat tertiam functionis potentiam. Patet hinc J* denotare jj.

Si nulla variábilis postponatur, potest (A), ita [U) vei aliud termi-

num «-tum certae seriéi denotare.

3. Si iam in A (x) substituatur x~hi ipsi x, ut sit A(x-h t), quEeri-
tur expressio prior valorque eius quomodo mutetur? Vocatur hoc Theo-
retna Tayloríarum, cuius unus casus est binomiale, si nempe A[x)=xp.

Refíectere ad augmentum positivum vei negatívum valoris functionis
pronum est, imo id etiam cum augmento ipsius x comparare, et tum
comparationem istam inter augmenta simultanea ipsius x et functionis
ad diversos valores ipsius i extendere. Casus se offerebant tales, ubi
ratio augmentorum simultaneorum pro quantovis i eadem manet, et alii,
ubi mutatur, sed decrescente i ad aliquam functionem ipsius x propius
venit, imo

i

tendit ad A'ix), dum i tendit ad o. Hoc est, quod NEWTON rationem
primam vei ultimam augmentorum nascentium vei evanescentiutn
dixit, hac via calculum, quem Jiuxionum dixit, reperiens. Insignis certe
limes iste est, ad quem quotus dictus tendit, priusquam omnino divi-
dendus aut divisor = o fieret, qui pláne supponantur ita decrescere, ut
zero nunquam attingant: naturam enim eorum, quae per functionem
determinantur fex. gr. curvae fcfi, quasi in germine continet, quod iam
BARROW (cuius NEWTON discipulus fűit) animadverterat. Est verő hoc
quod supra per tiA[x) scriptum est, et coefficiens differentialis di-
ctum est.

4. Quidsi ipsi x substituatur prius o, dein -%-, tum —— et ita porro
usque ad ~n ; ultro succurrit, functione ita mutata, a quovis ad sequen-
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tem eundo, augmenta adeoque seriem augmentorum considerare. Deno-
tetur -~ per x; accipiendo certum valorem a ipsius x, erunt valores
functionis sequentes :

A(ox),A(ix)tA(2x)t..., A((n— i)x),A(nx),
iá est

atque series augmentorum érit a fine incipiendo

A{nx) — A({n—i)x), ...,A (2x) — A [x], A{x) — A(o),

ubi terminus seriéi generális obviam venit; nempe si in

A{mx) — A({m —i)

ipsi m quicunque integer k ab 1 usque ad n inclusive substituatur, pro-
dit terminus seriéi i-tus; ex. gr. A($x)— A[2x) est a primo incipiendo
(inclusive) tertius.

Patet etiam summám seriéi, terminis intermediis se invicem destru-
entibus, esse

A{nx) — A{o) = A{x) — A{o),

nempe summám incrementorumi quee ipsi A(o) usque ad A (x) inclusive
accessit, uti pro « = 3 fig. (18) ostendit.

Series incrementorum eiusmodi (terminorum numero certo n) e
functione aliqua A ix) modo dicto derivata dicatur breviter series ex
A (x) derivata aut brevius series ipsius A [x) ; et terminus generális
huius, nempe

A {mx) —

dicatur breviter terminus seriéi generális ipsius A [x).

5. Porro alia functio quoque se offerebat, e qua derivatae seriéi
totidem terminorum, cuiusvis m-ti termini ad terminum m-tum prioris
(adeoque termini generális huius ad terminum generalem prioris) relatio
certa eadem palám fűit; quo sectiones simultanea? Archimedis (rite

i, Tentamen. I. VJ
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intellectaei viam patefecerant, seti lingua generalitatis nondum fari cepe-
rat. Cartesius dedit pennas, quibus crescentibus oceani continentisque
genii e grseeo nido eculipeti tractu evolarunt.

Si niiniruni functionum absohitarum A\x\ et Bix) serieruin termini
generales denotentur per a[mx) et b{mx), aut brevius per a{x) et b{x),
nempe

a {mx) = A {mse) — A ({m — i) x),

x) = B(mx) — B((m —i)*),

summa seriéi ipsius A (x) autem dicatur A, et B sit summa seriéi ipsius
B(x), ut sit nempe

atque pro eodem n quodvis

b {mx) = /3a (*nx),
adeoque

b{mx)__ a

quicunque numerus ab i usque ad n inclusive substituatur ipsi m, maní-
festo est

atque si — — í = i , tum S = A; nempe

adeoque
A[x) = B {x) — B{o)-¥A (o).

Hinc talibus casibus venientibus, ubi u(mx), — nempe terminus

generális seriéi e functione non absoluta U\x) derivatae, cuius seriéi

summa dicatur £7. — talis est, ut -.->- quidem non est = i, sed

aucto « ipsi i propius accedit: facilis passus erat quserere, num dato

quovis (Ü propius ire queat ? id est num detur tale n (idem pro omnibus

terminis), ut quicunque numerus ab i usque ad n inclusive substituatur
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ipsi m,sit -~\—.j-—i<)w? In pluribus casibus ita esse patebat. Et

nova qusestio ultro exorta est, num si in - - -—J— = i loco signi = sí-

gnum"— tantum locum habeat, pro U=A fiat U*^A1 Responsio in

promptu erat:

Si nempe A (x) functio absoluta sit, adeoque A pro quovis n maneat
idem, et in serié huius A (x) termini omnes eodem signo gaudeant atque
pro quantovis N detur tale n idem pro omnibus, ut

u{mx) . i
a{mx) ^ N

sit, érit

u (mx) — a \mx) <*, » • ,

et hinc
a(ix)

consequenter summa columnarum verticalium priorum duarum est minor
quam summa columnse verticalis tertiae, id est

TT A ^* A
u •**• ^ ^v '

itaque

et
U^A,

idest A limes ipsius U est.
Ex. gr. si (Fig. 19)

A(x)
et sit (pro « = 3)

et
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nempe
£/(3 x) =

£/(2

£/<!*) = /*+/, í/(o)=o;
tum si pro iV=7 sit

u{mx)
a(»íx)

idest

7
G

esset F-^f~\~G^-g-\-tí-k-h — {F-\-G-^H) seu

Et si pro N utvis magnó daretur tale n (idein pro omnibus terminisl,
ut schema hoc valeat scribendo in primam coluinnam verticalem terminos
seriéi ipsius U\x\ in secundam terminos simultaneos ipsius A íx), atque
in tertiam quoque hos per iVdivisos : manifesto esset £/— A-^o et U-—-A,
dum «-^.co.

In fig. (19) facile patet pro quovís N posse « ita augeri, ut quodvis

ipsorum f}g, / / , . . . sit minus quam litera magna nominis eiusdem per

, et quidem pro eodem n. Nempe si ordinata priina dicatur y,

et secunda ad lsevam sit y — a, érit h<^ax et {y — o>)x<t,H\ atque

si G><$2—jrj^-f érit et (ox<^-'--y-—x ; consequenter /j<J .

Poterit verő, si ex. gr. ab recta sit et y =/£x-H j> quodvis w (pro eodem
« et certa constante /í| per /ÍA: exprimi; et si « non <J - - ' - accipiatur,
quaevis litera parva érit minor quam litera magna nominis eiusdem per N
dívisa. Nam tum quivis numerus ab 1 usque ad n substituatur ipsi m,
érit pro y-\-{imx ipsi mx respondente
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fo __ fix P-% px
y-hftmx y-hftmx v_i_ftm3L yn-i-ftmx '

r ' n
quod item valore dicto ipsi n substituto est

Nfix -+- mfa N-h m

6. Saspissime tamen est, ut non detur pro dato ÍV tale H, ut quodvis

a(mx) ^ N

sit, nisi m ita accipiatur, ut mx non sit <^zx at z dabili quovis minus
accipi queat.

Ex. gr. in figura (20} est

pro » I = I , f-= F%

C s

pro ?»=2, g^=.^~^

pro ?«="í, h=+f-.

et ita porro, ut quantusvis sit N, primi denominatores sint i ( 3, 5, . . .
At verő quantumvis exiguum sit z (adeoque zx), si omne mx, quod non
est <^zx et non est ^>nx, dicatur q : erunt duas ordinatée proximse ($q
et /?(^ — x), et ÉJ-/?x. Atque

(ox Bx x
x) nq—x '

quod item.si «=aut>>-^ ^ — ~ accipiatur, est <3-w. Nempe substi-
tuendo ipsi « fiet

quod est

quod est
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Est quoque hoc tanto fortius, si n adhuc maius accipiatur. Valent
itaque superius dicta omnia de u [m x) et a [m x) simultaneis ultra zx
acceplis omnibus.

Hinc sí demonstretur, quod pro quovis N detur tale n (idem pro
terminis omnibus i, ut pro z utvis parvo sed determinato sit generaliter

U{q\-U\q-x)-{A{q)-A{q-x)) _
A{q)-A[q-x)

érit raanifesto
U(x) — U{zx)^A (x) — A {zx);

atque si
U[zx) — U[o)—o et A {zx) — A (o)—-o,

etiam
U[x) — U\o) — A (x) — A (o).

Dicantur verő U\q)—U\q — jé) et A[q)—A(q—x) aequipollentia\
denotarique id per signum = interiectum potest.

7. At quEeritur, num inde, quod pro dato quovis N et dato quovis
q (quod non est <\zx et non \>x) detur tale w, omnino finitum, ut

U{q)-U{q-x) 1
A(g)—A\g—x) 1 ̂  N

sit, sequatur darí n integrum, eundem pro omnibus, talem ut

u[mx) — a{mx)<Cl — J > •

sit, quicunque numerus ab 1 usque ad n inclusive substituatur ipsi m,
dummodo mx non sit <^zx}

Cogitetur punctum e fine dati zx porro ferri in x usque ad finem
huius et quaeratur ubique, num detur pro illő q tale n finitum, ut

* ) ^ L
A(q)-Aiq-x) I < ( N

sit; et eo, quo maius non est omniuin finitorum n (quasi quodvis n tan-
quam ordinata finita e loco puncti cogitatione lati, tanquam fine ipsius
q erecta esset), accipiatur numerus integer quantovis inaior: érit iste
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integer quaesitum n. Nam tum x adhuc minus érit, quam pro quovis
q requiritur; et facile in quovis casu patet, quo minus x, íd est quo
maius n est, omnia superius dícta tanto fortius valere, quum nonnisi
ab aucto n dependeat, ut sit

U[q)-U{q-x)
A{q)A(q)A{q)—A(q—x) ^ JV

8. Sed et alia functio absoluta B(x) obviam venire poterat pro eo-
dem X, e qua derivatee seriei termino generáli b{mx) dicto

u{mx) , i
b{mx) r<< N

fieri possit, quicunque numerus substituatur ipsi m ab i usque ad «,
saltem si mx non est <^zx nec ^>x et quidem pro eodem « ; et pate-
bat — summa seriei ipsíus B{x) per B denotata — esse U-^-B; atque
quum etiam (J-^-A, esse A = B. Unde manifesto

A[x)-~A{o) = B{x) —
consequenter

A (*) = B(x) — B(ó) + A (oj.

Dicitur A{x) integrálé ipsius u(x), designaturque per J u{x); et u{x)
differentiale tam ipsius A{x) quam ipsíus .#(*) audit, per u(x) nonnisi
u{mx) sensu superíore intelligendo.

Atque quum A[o) — B[o) constans sit, scribítur

et constantis c valor quaeritur. Si ex. gr.

et A{o) sit = a, érit
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nam patebit infra esse

(l-h*)2'

et tum

Consequenter est

quod = ) Y ~ ^ - , SÍ A{O) = O.

Potest etiam B[o) = o esse; ex. gr. [i-i-x)-2x est differentiale etiam

alius functionis, nempe ipsius T^T^ quoque; et si pro B{x) hoc accipia-

tur, érit i?(o} = o, et constans érit a — o = a = o, si et ^í(o) = o. Interim

— TüTV e t Tiir^ nonnisi constante i differunt.

Constans autem innotescet, si pro valore aliquo a ipsius x, de quo
valent quae dicta sünt, nempe ut sit A[a) — B\a) — ^(ojH-^fo), con-
stans nóta sit, ut sit

érit
A {6} — B{o) = c;

adeoque pro quovis valore tali /í ipsius x, ut sit A{ft)~B{fi)—B{o)-\-A{o\
eadem constans c nóta érit.

Si autem fuerit A [a] = d et A (b) = b', adeoque

\u fa) = a'-h c, ju (b) = b'-V- c

et a<Cb sit: érit
ju {b)-ju (a) = b'-a'

parti a fine ipsius a usque ad finem ipsius b appertinenti sequalis. Dicun-
tur in tali casu a et b limites integrális, et integrálé ab a usque ad
b extendi dicitur.

9. Unus solus casus, ubi e functione quadam absoluta A(x), cuius
valor ignotus erat, derivatse seriei incrementorum terminus generális
aequipollebat termino generáli seriei incrementorum functionis absoluta;
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B(x)j cuius valor notus erat, atque per íd valor prioris innotuit, proti-
nus viam ad aliaruin functionum quoque, quarum valor notus est, ter-
minos generales quserendos aperuit, eosque cum terminis generalibus
functionum, quaruin valor ignotus erat, comparare induxit; ut sí quis
priorum terminorum generalíum alicui posteriorum aequipolleret, functio-
nis valor ignotus innotescat.

Dicitur B\x) functio summatrix, per quam A(x) innotescit; a{mx),
id est A(mx)— A((m—i)x) verő differentiale verum seu elementum
ípsius A(x), uti b[mx) ipsius B{x) audit. Atque si u(mx) utrique
elemento sequipolleat et ita expressum sit, ut x nonnisi in prima poten-
tia occurat, tum u [x] diferentiale strictum (aut tantum differentiale)
dicitur, per óA(x), ŐB{x) denotatum; atque functio absoluta eequalis
summae omnis eius, per quod x in u [x) multiplicatum est, coefficiens
differentialis sive derivata vocatur, denotata per téA{x), dB(x). [Vide de
aliis literis puncto insignitis inferius sub (12).]

10. Notandum verő est, functionem absolutam A (x), cuius valor
quseritur, aut in concreto exhíberi, aut saepe per limitem tantum functionis
cuiuspiam exponi; atque in casu postremo limitem eiusmodi dari de-
monstrandum est.

Utcunque sit, functionis dictae A (x) differentiale, — id est elemento
eius nempe ipsi A(mx) — A {{m — 1) x) aequipollens expressio forma
differentialis stricti prsedita, — reperitur quaerendo duas functiones U^ (x)
valore crescente et Uz{x) valore decrescente (dum n ereseit) tales, ut
sit sem per

Ul{q)-Ui{q-x)<A{q)-A{q-x)<Uz(q)-U2{q-x)

et £7", (q) — (7,{q — x) gaudeat forma differentialis stricti, atque

omnia sensu dicto intelligendo. Tunc enim semper est

BOLYAI, Teniamen. I. 3S
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C/M (*) - U2 (o) - ( U, ( * ) - Ux (o))—o,
adeoque

Functionis summatricis B(x) verő elemento id est ipsi

B{mx) — B{m—x)

sequipollens differentiale strictum erit u (x\ si forma dicta prsedita atque
talis sit, ut sensu dicto

B(g)-B(g-x)
t.

Exemplis haec facilíoribus tam geometricis quam mechanicis paulo
inferius illustrabantur.

u x
i i . Si differentialia stricta ux et vx aequipolleant, adeoque -—r-

= vel^^-i ftum — quoque = v e l ^ ^ i . At verő u et v sünt functiones

absolutae pro quovis valore ipsius « valore eodem gaudentes (per prse-

cedentia); itaque — non -^-i sed = i , adeoque u = v est.
Et vicissim si derivatae u et v sint aequales, differentialia stricta

quoque sünt asqualia, unam tantum adhuc variabilem x supponendo.
Itaque, si

u = A'(x)
est

Neque functiones A(x) et B{x) derivata sequali gaudentes praeter
constantem differunt. Nam tum

adeoque A[x) et B(x) nonnisi constante differunt.
Sed nec ulla functio Aix) et ab hac nonnisi constante differens B(x)

iniequalibus derivatis gaudent. Nam tum A (tnx) — A ({t/t - i ' ú ) e t

B{mx) — B({m—i)i) sünt sequalia; quia, si constans c sit, quo diffe-
runt et
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érit
A{mx)—A ((m — \)x) = B{m

= B{mx)-B{{m-i)x)t

cui tam ux quam vx aequipollere nequeunt, nisi « = v sit.
Unde nec functíones summatrices, nec integrálja differentialium

aequalium praeter constantem differunt. Imo evidens est, nonnisi deriva-
tam ipsius A{x) et functionem summatricem B{x) quaerendam esse, cuius
derivata derivatas ipsius A(x) aequalis sit; atque si haec u sit, p ro f ux
brevius j« seribi posse, si nonnisi x variábilis sit.

12. Interim variabiles plures y, zt... quoque functioni inesse possunt,
quae etsi ab x variabili absoluta haud necessario dependeant, in quovis
taraen casu cum quovis mx tam y quam z... per legem certam quan-
titate certa simul ponuntur; adeoque hoc pacto in dependentia mutua
simultanea sünt; adeoque omnes variabiles quidem in quovis casu quan-
titatis determínatse concipiantur, ita tamen, ut nulli casui quidquam prae-
ter magnitudinem, quod non omni competit, tribuatur; id enim tantum
generaliter verum est, quod de quovis casu speciali valet.

Ex. gr. si in piano P sit x (variábilis absoluta) linea recta, in qua
abseissse e certo puncto p in una plaga positive in altéra negative acci-
piantur, et rectas in P ad x perpendiculares ab extrémitatibus abseissa-
rum dicantur ordinatae y, prouti in unam alteramve abeissae plagam ca-
dunt, positive aut negative acceptae; item perpendiculares ab extremita-
tibus ipsarum y ad planum P erectae dicantur secundae ordinatae z,
prouti in plani unam alteramve plagam cadunt, positive aut negative
acceptae : patet ipsi y ab xf neenon ipsi z ab y variam dependentiam
tribuí posse, in quovis tamen casu tam z quam y in dependentia simul-
tanea a quovis mx esse {quicunque numerus ab i usque ad n substi-
tuatur ipsi m), atque hoc pacto, quodvis spatii punctum determinari posse.

Ita in Mechanica, si vis continuo ágens sit w, spatium sub tempore
t percursum sit s, et velocitas finalís ad finem temporis t sit v ; ipsi
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wt sive a tempore sive a velocitate, qua tum gaudet mobile, sive a spa-
tio eousque percurso dependentia certa tribui potest.

Quaecunque sínt variabiles y,z,... ab absoluta x utcunque (etsi tan-
tum suppositivei dependentes : denotctur illud y, quod cum mx simul
poin'tur, per y\mx\, et illud z, quod item tum ponitur, per z\mx\.

Unde seriéi ex Aix,yt...) functione absoluta deriválté terminus gene-
rális (differentiale verum ut supra) est

A(mx,y[mx\,..,) — A({m— i)x,y({m — i)*),...).

Denotetur autem

y(mx)—y([m—i)x) per y,
ita

z\mx)—z{\m—i)x) per z,

uti
mx — [m — i ) x = x,

observando punctum nonnisi HterEe variabilem absolutam denotanti im-
positum significare illám per n divisam Inisi aliunde consteti atque
x,y,z,... semper pro quovis supra dicto et eodem valore ipsíus m
intelligi.

Si iáin seriéi ex Atx,y,...) — quotvis insint variabiles — derivatse
terminus generális aequipollet tali expressioni, in qua, sí pro mx ubique
x seribatur, neenon, si adsit yíinx\, pro eo ^1 seribatur, et ita si plures
adsint, nulla litera puncto insignita ut factor ad prima altiorem po-
tentiam elevata occurrat: tum talis expressio (substituto x ipsi t/ix,
et si adsit, y ipsi yi/nx), í?) dicitur differentiale strictius ipsius
A(x,y,...l Summa verő coefficientis omnis, per queni litera puncto
insignita multiplicata est, vocatur coefficiens vei quoticns differentiahs
sive brevius derivata ipsius A <x,y, ...).

Dum pro mx x id est nx seribitur, patet n termini ukiini nuine-
rum esse, uti seriéi arithmeticas terminus generális per ultimum nempe
ör-f-í«— \)d exprimitur. Nihilominus tamen, ut Tyrones miniis confun-
dantur preecisiusque rem intelligent, ubi necesse est pro dicto nx sen-
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betur mx, — atque etiam ubi dicetur ex. gr. a(x) esse ÓA{x), intelli-
gatur a(mx), sensu pag. 210.

13. Si una tantum sit litera puncto tnsignita in duobus dífferentialibus
functionis eiusdein, sed non eadem, ex. gr. dU=ux==vé}U,u,v cer-
tas functiones denotantibus: tum vz dicitur differentiale quoad z et ux
quoad x acceptum, atque v dicitur derivata ipsius U quoad z et u
derivata quoad x accepta; denoteturque differentiale stríctius per ó,
derivata verő per «I, annotando quoad x vei z £í.

Est quoque manifesto

i = iz = z°z = óz quoad z,

utí x est öx quoad x; atque utmmque tam verum quam strictum diffe-

rentiale est; nempe

z =c z {mx) — z {{^n — 1) x).

Ita quum constans a cum quovis mx ponatur, differentiale con-
stantis est o: nempe

a (mx) — a (jm —i)x) = a — Ű = o;

unde et fo asquale est quantitati cuilibet.

14. Si v nullám aliam variabilem nisi z complectatur, vz differen-
tiale purum audit; ita ux, si u nullám aliam nisi x complectatur. Atque
ita v et u derivataepurae sünt. Patetque integrálé ipsius vz esse functionem
illám (ab ill. LAGRANGE primitivam dictam), cuius derivata est v quoad z.
Ubi itaque nulla litera puncto insignita est in expressione aliqua ex. gr.
a(z), una tantum variabili ex. gr. z gaudente: si ei signum f prseponatur, intel-
ligatur per fa{z) functio illa primitiva, cuius derivata quoad z est a(z); id
est pláne id quod jza(z) denotat, constantem in utroque casu semper
addendo; nempe derivata ipsius iza(z) est a(z)t quoad z accepta.

Si verő p, u item nulla litera puncto insignita affectse sint, per \u
fquoad z) intelligatur juz, atque ut u derivata púra fiat, « per z exprimen-
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dum est. Siquidem z =pv adeoque uz=upv, érit up derivata quoad v ipsius
J uz, atque haec functio primitiva quoad v ipsius up, nempe Jup—ju.

(quoad !•) (quoad «)

15. Si plures insint functioni variabiles, et accipiatur differentiale
derivataque eius quoad aliquam variabilium reliquis oonstantibus suppo-
sitis: dicxintur differentiale partiale, et derivata partialis quoad illám
variabilem. Patebit mox summám differentialium partialium quoad sin-
gulas variabiles acceptorum esse differentiale ipsum functionis, et idem
quoad derivatam probabitur.

16. Derivata dicitur príma, quod tamen, ubi necesse non est, omit-
titur; et ^-tas derivatse prima derivata dicitur derivata ((«-hi)-ta fun-
ctionis primitív ae, functio í/í-t-ij-ta iuxta LAGRANGE.

Differentiale quoque dici sólet primum, et differentiale primum ,u-ti
differentialis íta acceptum, ut litera; puncto insignitse constantes sup-
ponantur, differentiale itt -t-i)-tmn functionis primitivae dici sólet. Sed
derivatis prima, secunda, . . . & omnia iuxta í 11. LAGRANGE perfici pos-
sunt; adsummum derivatEe alicuius ^-tse differentiale claritatis gratia
adferri potest.

17. Qutecunque variabiles u,v,z,.. .fuer'mt, a certa variabili absoluta
(ex. gr. xj sive necessario sive per certam in quovis casu conditionem
praecepta positione simultanea dependentes: u dicatur B\x\ ac v dicatur
Cíx), et z dicatur Dixj; differentiale verum ipsius u[x) verő, id est

u(mx) — ui{m—i)x) dicatur ö(x), ita ipsius C(x) sít c {x), et ipsius D{x)
sit d(x); atque sint b{x) et bjx) aequipollentia, ita c(x) et c,(x), atque d[x)
et dt(x)t nempe

b(x) l> c(x) ^li~d{x)'"li'tm

pro x ubique mx ponendo et omnia sensu superiore fpag. 210) intel-
ligendo.

Quoad quasvis variabilium «, v,z,... essent differentialia b,(x), ct(x)t...
accepta, iino etsi non gaudeant forma differentialis stricti; b,{x) ut termi-
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nus generális seriéi summám eandem dat quam b{x)\ superius fpag. 211
et sequ.) dicta enim applicari possunt.

Idem patet si tam bt(x) quam b{x) per sequalia multiplicentur, imo
etsi per aequipollentia multiplicentur, nempe (pag. 94) etiam

b{x)c{x) l>

et eadem applicari posse manifestum est, pro * ponendo mx et substi-
tuendo ipsi x ut supra, ut prodeant termini simultanei b,{mx) ct{mx)
et b{mx) c[mx) pro serié utraque. Ad quotvis factores sequipollentes,
semper uno altius ascendendo, idem extendi patet.

Ita (pag. 93) si sequipollentibus serierum terminis generalibus asqui-
pollentia addantur, prodibunt termini generales summis serierum incre-
mentorum eequalibus gaudentes; nempe

)
b(x)-\-c (x)

Unde etiam differentiale seriéi convergentis

est summa differentalium functionum singularum.
Si nempe ÓB{x) sit bt(x) etÖC(x) sit c,(x) É51, atque summse serierum

functionum B{x), C{x)t... sint B, C,..., et quas b^x^c^x),... dánt, sint
Blt C„...t atque

B H-C-h...—• St

et

ac summa totidem terminorum seriéi B-hC-t-... sit

= S—a;

pro quovis dato iVdatur tale «, idem pro quotvis functionibus certo nu-
mero acceptis semper, ut sit
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sive

unde quum «-^-.o, etiam 5, — S*^-o,
Est quoque manifesto derivata sunimse functionum quoad eandem

variabilem \ex. gr. xi accepta summa derivatarum singiilarum quoad ean-
dem variabilem acceptarum. Nempe si

d ( B i x) -+- C (x) -t-...) = px -h qx -+-. . . ,
est

Sed e prius dictis id quoque sequitur, quod in quovis termino seriéi
incrementorum generáli cuivis quantitati ei sequipollens (eatenus quod
summa per id non mutetun substitui possit. Itaque si terminus aliquis
generális integrandus sit, poterit ín eo, differentiali cuivis quodvis aliud,
quoad quamvis variabilem acceptum fuerit, dummodo omnia eidem va-
riabili absolutae ut basi respondeant, substitui; imo si toti termino alius
asquipollens substituatur, unam tantum variabilem (ex. gr. z\ continens,
difFerentiale purum érit ; termini a;quipollentes verő integralia íequalia
dabunt (pag. 215) praeter constantein. Imo etiam si tantum derivata ac-
cipiatur, functio primitiva quoad z eadem prodibit.

í8. Ut Tyrones primis elementis aliquantum imbuti ad sublimiora
progredi animos capiant, exemplis quibusdam facilioribus (tam e Geo-
metria quam e Mechanical applicationem theoria; dictaa illustrare libet;
prius certarum functionum absolutarum valoris noti differentialia deri-
vatasque referendo ; tum certarum functionum absolutarum, quarum valor
quajrendus est, differentialia et derivatas exponendo ; atque priora cmn
posterioribus (iuxta pag. 208) comparando; ut si aequipolleant, valores
qusesiti innotescant.

Supponantur (paulo inferius demonstranda) sequentia, xtUtVtz,pt'-'
ut sub(i7-) íntelligendo:
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I. Est

dauk = akuk~ ' « = akuk~lvx,

si vx-==-ü (pag. 22i). Ex. gr. si « = bx et £ = 3, érit

dauk—nam tum
M = bmx — b [m — i) x = bx.

II. Per praecedentia

d(M+fH-2r-h...) =5: Óu~^Óv~\-Óz-k-...
III. Est

d («z») == uv •+• vú,

imo differentiale facti quotvis functionum asquipollet summae producto-
rum e differentiali cuiusvis in factum reliquarum.

IV. Ex I et III fit

d d i ( 2 + ' I
V K ' V2 V

_e_ VÚ UV

~ V2 '
V. Est

J l Q Ú VX r . o .-,

ó\oe.u = — = — . [pro vx — uj.u u

Per log. Íntelligitur logarithmus naturális, per Log. verő artificialis.

VI. Hinc
a) Si A (x) functio absoluta fuerit et sit

B{x) = auk,
et

6A [x) ~ aku*-* ú = óB(x),
érit (per I. et pag. 215) ,

nempe
iaku*—1 ú = auk -h constans

BOLYAI. Teniamen, I.
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prodibit, si resecto ú exponenti ipsius u addatur i, et reliquuin, nempe

derivata ipsius £\x\ quoad u per summám dictam dividatur; excepto

si k = o sit Tper V . j ; constans verő addenda ei, quod hoc pacto prodit,
postea quseritur. Ex. gr. si pro u ponatur x, érit

jxz x = -—- -+- constans,
et (per V.)

jx—*x = log. x •+• constans.
b) Ex II . est

J(«-+-i-f-...) = J ű-k- jv-\r ...4-constans.

ej Ex III. est
vu) — uv~\- constans.

et ex IV. est
— uv u

= — -f- constans.5- V2 V

d) Ex V. verő est

J 'ú ,— = log. u •+• constans.

ej Si verő terminus generális seriéi incrementorum, ut dictum (pag. 210)
est, sit b {mx), et alius seriéi terminus generális sit a (IWJC), atque

b(tnx) _ a.
a {mx) "'

erít

summa prioris B et posterioris A dicta. Hinc

C , \ /*(*)
Ja{x)= —a1- -+- constans,

nempe A = -*£-. Ex. gr.

2 xx = 2 et 2xx = óx2 [per I],
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itaque
J = X2 et

Ita
fx2x iI—r- = —J ax3 3aax3 3a

nam si (in V.) « = ax3 tum est (per I.) óu=:^ax^x; itaque

est verő
X2X

ax1 ' ax3 J

f) Sed ex
Ö log. U =5: —

sequitur etiam
UÓ log. U = K,

per quod functio, etsi variábilis in exponente sit, differentiari potest.
Sit ex. gr.

érit
d« = aaxó log. aax = aaxó (ax log. a)

(pag. no), quod est =xaaxa\og.a.
Hínc

aet0-^ log. a = a** -4- const.
atque (per prsec.)

/
I ^ . aax

a?x = —i a a ^ log. a = —\ h const.ű log. aJ & (2 log. a
Ita (per V.)

J aaax\oe.a , _„ ,—a— = log. cflx -+• const.

g) Sí terminorum plurium summa ad exponentem positivum in-
tegrum elevatorum sit derivata e talibus terminis constans, qui singuli
integrari possunt: tum summa integraUum singulorum terminorum érit
integrálé totius (pag. 226); id est summa functionum primitivarum ter-

29«
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minorum singulorum tanquam derivatarum érit functio primitiva deri-
vatae datae. Sit nempe

ü ==px, v==gxt...
érit (pag. 93)

ú i p

atque / -+- q - h . . . érit derivata quoad x ipsius jípx -4- qx -h. . .); (pag. 223).
Si autem differentiale sit series infinita convergens formás

(Ax<l-\-Bxb-*-...)x,

exponente ab aliquo incipiendo unitatem superante et crescente in infi-
nitum, uti fit per formulám binomü quoque: tum terminis pariter
integratis prodit

quod est

quee item series convergens est, si prior talis sit. Nam ab aliquo termino
denominator J> 1 fit, abinde semper crescens; sit is /?, et summa seriéi
prioris ab illő termino sit s, érit huius seriéi summa ab eodein termino
<^~g'} eousque autem termini numero certo sünt, neque denominator
o est ínempe si in Via) k = o sit, pateti.

Pro litera puncto insignita verő literam nominis eiusdem signo d prae-
posito substitui posse, (quoad sequipollentiam, adeoque summám seriéi
incrementorum, et integráléi evidens est (pag. 210 £5*1; utí etiam omnia

dicta valent >ex. pag. 2231, si litera puncto insignita ex. gr. z ex pz

omissa, coefficientis differentialis/, ut derivatae quoad z, functio primi-

tív a quoad z quseratur; imo sí

z = vú adeoque pz==pvú,

et / ac v per variabilem u exprimatur, adeoque pv derivata púra quoad

u fiat; tunc quoque etsi derivata prior quoad z púra non fuerit, hoc

pacto quoad u púra reddita est, et érit



SECTIO SECUNDA. 229

(quoad u) (quoad z)

si z = vü (pag. 221).

VII. Ita demonstrabitur paulo inferius:
aj Si A (x) areatn in piano denotet, inter y et x coordinatas per-

pendiculares et lineam per complexum extremitatum ordinatarum factam
comprehensam: differentiale eius est yx, derivata vero^, nempe ordinata
abscissse x variábilis absolutae.

bj Si verő A [x) lineam dictam denotet: derivata eius quoad x est
seu (n-./*)^, si _/ derivatam ipsius y significet.

c) Sí A (x) soliditatem corporis per revolutionem lineee dictEe circa
abscissarum lineam orti denotet: derivata eius quoad x est ny*'f et super-
ficiei corporis huius derivata quoad x est

seu

d) Ita paulo inferius (definiendo prius geometrice centrum gravi-

tatis) demonstrabitur, derivatam (quoad abcissam x) distantiae centri
(d -+- x) $Mgravítatis ipsius M a certo piano P extra M cadente, esse -^

per a distantiam a P talis puncti ipsius M intelligendo, quo nullum
ipsí P propius est, per x verő rectam a fomnino ad P perpendicularem,
ut lineam abcissarum, pro M quoad illám exprimendo) continuatam
intelligendo, Unde distantia ipsa centri gravitatis érit

C {a -+• x) vlM
J M '

quod ítem

quia M constans pro quovis casu manet idem, pro quovis mx in serié
incrementorum ubique, adeoque et summa tota per M dividitur.
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ej Ita si in motu rectilineo, ad finem spatií s tempore t percursi,
velocitas v dicatur, et w vis continuo ágens, sive constans sive lege
certa variábilis sit, sive ipsius mobilis directione sive ei contraría agat;
ponaturque pro mobili M punctum vei sphsera massae r ; atque t sit
variábilis absoluta, a qua reliquEe in quovis casu in dependentia simul-
tanea sünt: erunt

s (mi) — 5 ((ff/ — 1)/) et v (mi) — v ((m — 1 )í),

nempe i et i differentialia vera ipsorum s et v, imo stricta quoque,
prius quoad s, posterius quoad v. Velocitas v est quantitas respectíva
(pag. 47), exprimiturque numero pediim, qui sub temporis unitate (ex.
gr. sub i"j motu aequabili percurrerentur; vis w verő velocitate finali,
quse produceretur, si w constanter eadem ageret in ipsuin M sub 1".

Paulo inferius demonstrabitur quod sit

v v ;
•wt w '

et

vi v
Unde

atque

~v et — =w

vi=s et — =
v

w autem est derivata quoad t ipsius v, et ~ derivata quoad v ipsius
/, ac v est derivata quoad t ipsius 5, et — derivata quoad s ipsius /
(pag. 221). Itaque integrálé w quoad /, sívé

J wi=\ v = v ;
et I -1— quoad v, sive
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etfi> quoad /, sive

et f— quoad s, sive

Imo quum

adeoque (pag. 94)

et binc etiam

sé=vt et / = — ,

: „ VÍV . VÍ> „ .= , et — = s, vv — ws.w ív

v
{quoad •>)

ac (VI)
v* c •
!T=}WS>

et
V = y 2JWS.

Ubilibet verő pro re nata applicatur (pag. 221).
Item ex eo, quod

V =

sequitur, quoad eandem variabilem / accipiendo differentialia et derivatas,

Öv = (Ws atque vív = «PÍ ;

idest differentiale ipsius v quoad t est differentiale quoad t derivatae
quoad t ipsius s; derivata verő quoad t ipsius v est derivata quoad /
derivatae quoad t ipsius J, idest derivata ipsius 5 quoad t secunda-,
quod per «IV denotari potest; atque (dtls sive

í = » et ^ ^ = 5.
fquoad 0 {quoad í)

Sólet hoc, quod «Iz/ sit = iltls sive vi's exprimi modo sequenti
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= ds, et v = ~, , e t in^e dv — d-rr

ita tamen, ut dt pro constante reputetur. Exemplo sit

2 f

ut in motu unifonniter accelerato; est

«f s = gt, quia ós = £•#*
et

óds = ó(gt)—gi, ac «lIj=^-;
itaque

öv=gi et 9Ív=g,

atque J ̂  quoad / sive

Est etiam pro dt constante

jd$__ jd^gP_ jitdt j ^f

et

VIII. aj Quod Jv sive J i {quoad v) seu Jd^ sequale est v, patet:
quum sit (pag. 220)

•vz=v{mi) — z»((f« — 1)/},

ubi sí ipsi í« omnes numeri ab 1 usque ad n (inclusíve) substituantur,
terminis (ut pag. 209) intermediis seriéi se mutuo destruentibus, manet
v{nt) — vipi), idest v ipsum, quod ad finem ipsius / est, subtracto illő
v, quod in initio est ; nempe constans semper in integralibus et functio-
nibus primitivis subintelligenda est, etsi alicubi omissa fuerit.

b) Notandum adhuc est: quod si functio absoluta A {x\ cuius valor
quseritur, talis sít, ut crescente x valor eius decrescat, ita ut minus posi-
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tivum fiat, adeoque A{mx) — A{(m—\)x) negatívum sit, atque B[x) sít
functio summátrix, adeoque ipag. 215)

érit quodvis horum differentialium negatívum íequipollens ipsi

eritque
A(x) — A(o) = B{x)~B{ő)

utrumque negatívum; A(6) — A(x) verő positivum atque

et quum ssepe valor ipsius A Ix) pláne pro x = o qugeratur, valor quae-
situs hoc inodo exhibetur; idem patet, si valor ipsius A (x) pro alio
valore ipsius x quaeratur.

Ex. gr. sit trianguli abscissa (Fig. 21)

denotetque A(x) aream inter abscissam et ordinatam atque rectam: érit

{a — {b-\-mx)Y ^(a — {b~\-{m—i)x)Y
2 ^ 2 '

adeoque
A(mx)<A((tn— i)x);

est verő
A ((m — 1) x) — A{mx) = (a — (ó-\- mx)) x ;

itaque
A (ntx) — A{(m — 1) JC) =Ss —{a — {b -+- mx)) x,

seu
{ y

Unde f(—y) seu hic

x —ja ^bx-h^ ax-\- const.;j
(quoad x)

et hoc est, constante posito ot B{x), cui addi debet A{o) — B{o\ ut A(x)
prodeat; interim heic A{x) = o pro x = a—b et B{ó)^o. At si area

BOLYAI, Tentameo. I. 3P



CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

pro .v = o quaeratur, érit

A(o) = £(ó) — B{

quod pro x = a — b est

et hoc reducendo:

2

Si (Fig. 22) ^ (x) aream inter abscissam 1—(b -t- x) et ordinatam
ipsius atque arcúm circuli pro radio 1, a fine radii usque ad ordinatam
e fine ipsius b-hx seu ipsius 1 — {b-\-x) erectam denotet: et hic est
ÓA(x) manifeste non ^yx sed *—>yx, adeoque derivata quoque nega-
tiva; itaque J (•—<y) quaerendum est pro valore A{x) — A (o); atque
sequatione e centro

et

nam ut fpag. 194) dictum est, in evolutione binomiali (hic integranda),
quum radicis quadratae valor etiam negativus detur, valor uterque exhí-
betur, adeoque et positivus pro A(o) — A (x).

c) Est etiam aliquando functionis valor 00 pro x = o; de quo casu
aliquid aduciendum est ad düucidationem paginae (214) et sequentium. In
hoc casu si A (o) = + oo, non fit

et serierum ex A (x) et B(x) derivatarum termini non debent usque ad
o extendi, sed tantum usque ad certum zx=p ; fietque
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adeoque constans tum A(p) — B(p) sumitur, haud immiscendo infinitum
per A (o) — B(ö). In prsecedentibus est zx ad fi nem ipsius x ; omnia tamen
rite applicantur.

d) Pagina (215) differentiale terminum generalem uimx), non va-
lorem specialem denotare dictum est; at quaeri potest terminus seriéi
ju-ttts pro x^=a; de punctis discretis, ubi «-tus fit = 0 vei = 0 0 ,
inferius.

IX. a) Hinc (ex I et VII) linese, cuius ordinata y ad abscissam
x perpendicularis est =ax?) area inter coordínatas x,y atque lineam
ipsam comprehensa est = J y, quoad x, (uti hic, donec aliud monitum
fuerit, semper intelligendum est), et hoc

= —f—r 1- constans,

ubi constans = 0 , quum

nam tam area, quam B(x) est o pro x — o. Est verő hoc de quovis
valore sive fracto sive negativo ipsius p verum, excepto si / = — i,
tunc enim (VI, d)

et tum hsec érit arese expressio, ut statim hyperbolEe exemplum ostendet.
Ita area paraboláé, cuius y = űjcT(pro a aequali radici quadratas para-

metri), est

= ÖJCI :^- = ^-ax2x = ~xy.2 3 3 J

b) Si y— TA-X sitt "ti (Fig. 23) ad hyperbolae aequilaterae asym-
ptotam ordinata perpendicularis, area {VII, a) est J ]_ ; et soliditas per
revolutionem orta est | ? : est verő (V.)

J (1+*)»
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itaque
log.(i-h *) =

functio summatrix érit et

crescente itaque x ad dextram positive, crescet area in infinitum; de
casu pro abscissa negativa statim dicetur. Soliditas verő érit finita sem-
per; imo si x *—> 00, soliditas hyperbolas circa asymptotam revolutae
tendit ad n; nerape

J 7T f i 7fX ^ — K

-,—-—„ = n -, ™- = h constans = ——-—h constans :

nempe heic tam , quam — functio summatrix esse potest, dis-

crimenque tantum in constante est (pag. 218), nimirum difFerentiale deri-

vataque tam ipsius — _f , quam ipsius - eadem sünt, nempe deri-

vata utriusque est (IV.) , t ' ., ; nimirum

, x
i-f-x

ita

l-hx)tix — x W ( i - h x ) _ ( i-f-x). 1 — x.i

— I _ (1H- x) ^ (— 1) — f — I) W11 -h x) _ Q + i

Sed prouti — - — vei -rzirv P r o fu n c t i ° n e summatrice accipiatur,
constans alia érit ; nam in casu primo

in altero verő

adeoque quum heic A (o)=:o, érit constans prior

A{ó} — B{o) = o7
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posterior verő érit
A(o)-B(o) = i;

itaque integrálé nempe

et simul

idem in utroqué casu. Consequenter:

quod -"-i7T, si x -*-.oo, quia tum l . x ^ i .
Est autem TE area circuli, cuius radius r est; nam diameter est tum

= 2, peripheria = 2JT, et 2n. -jr- = n; est igitur soliditas haec sequalis
basi, nempe arese circuli ipso af = i tanquam radio in revolutione dicta
descripti; omnibus quoad unitates suas expressis (pag. 36).

c) Aliquid de area inter asymptotam et hyperbolam quoad loga-
rithmos negativorum annotare liceat. Sít c centrum hyperbolae aequila-
terae, ubí angulus asymptotarum rectus est; sitqueac = eb = 1; sintque
f,f vertices hyperbolae; af,bt [potentiae hyperbolae dictae) manifesto
sünt unitati aequales. Dicantur abseissse ex c ad asymptotam sumtse
(ad dextram positivae, ad lasvam negativae) nomine generáli z; et sit
z variábilis absoluta, adeoque i = - . Accipiantur prseterea areae ab
utraque potentia hyperbolae versus asymptotam alteram introrsum negative,
positive extrorsum ; et érit area inter ordinatam, abseissam 2, hyperbolam,
et potentiam hyperbolse ordinatae proximam comprehensa, logarithmus
naturális ipsius zt sensu elementari.

Quodsi ordinatae inferius negative accipiantur, facile patet, perjy = ~
z

totam hyperbolam exhiberi. Nam si e quocunque hyperbolae puncto g,

sínt perpendiculares gp, gfy pro abseissa cp esset ordinata gp = —T-
r 1 W t

quia gí} = cp; consequenter <$ = ——- =-—i-; adeoque punctum g per
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ordinatam abscissas ctj determinatur. Idem de plaga inferiore patet; uti

etiam abscissam quamvis, utvis parvam etiam, per ordinatam suam mul-

tiplicatam esse = 1 . . •

d) Derivetur series Íncrementorum ex log.#; érit terminus generáliis

mzlog. (mz) — log. {(«i — i)i) = log. . . ,

quod item

, / mz — z \ , mz — z 7 / z \= loe. i : :— = — log. : — = — Ioe. i ,& \ mz I to mz 6 \ mz r

quod quum n ita augere liceat, ut — - fractio vera sit, est (pag. 188)

mz 2 \mzi 3 \ mz

t • i z . . .

substituendo — ipsi u, quum utrumque positivum sit, propter z et

mz utrumque simul negativum aut simul positivum. Erit autem termi-

nus seriéi primus ——, et si summa seriéi 5 dicatur, atque (pag. 214) mz

utvis parvum sed determinatum q sit, poterit n ita augeri pro dato

quovis N idem pro terminis omnibus quos q haud excedit, ut

— :s\ — I = —
q I qsqs

I z
sit < Í - A T I seu breviter — : s - ^ i .

Nam seriéi summa tota esset (per pag. 187)

et
2U~\-Ui 2—2«2

'2 — 2U* 2 + « '

quod * ^ i , dum
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z óz
Consequenter - , idest modo consueto exprimendo — differen-

tiale, — verő derivata quoad z logarithmi naturális ipsius z est.
Denotet iam superius A(z) aream antea dictam, dicaturque differen-

tiale verum eius a(z)f et log. z dicatur B(z), atque dififerentiale verura
eius sit b(z)\ érit B(z) functio summatrix pro A{z). Nam

mz)~zy = — ;

a

namque differentiale verum ipsius A(z) est

A (mz) — A ((« — 1) i),

z z
quod (Fie. 23) est <! -. T-T et b> — v : atque

(m — \ ) z 'mz m — I '

quod -~->l, quum pro quovis q liceat n ita augere, ut dictum est; con-

sequenter si — = zy, sitque hoc superius u(z) (pag. 214), ent

a (mz) == u {mz) — b (mz))

c Cz . C r
itaque esset per (pag. 225) A(z)= I u{z) íd est I—, sive \— quoad z, (si
tantum derivata ponatur); nempe A(z)=^\og.z-^-const.^ quia demonstratum

est, differentiale logarithmi naturális ipsius .sesse — et derivatam quoad z
esse — .z

Constans heic et in casu simili prodit sic. Est omnino

pro p utvis parvo (pag. 214) et quovis z, adeoque etiam pro z=i ; itaque

A(i)~A(p) = B(i)
sed
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adeoque
A{){p) [p) et

consequenter
A{) B

Patet autem inter potentias hyperbolse crescente z decrescere tam
logarithmum quam aream, quum z ibi unitate minus sit; et logarith-
mum areamque negativa esse, adeoque tam B\mz\— B[{m—i)z)
quam A\mz\— A(im—i)ii positiva, e minőre negativo maíus negatí-
vum subtrahendo. Ultra potentias extrorsum utrinque crescente z, area
logarithmusque positive ereseit et incremeritum positivum fit, e maiore
positivo minus subtrahendo. Ita , nempe difFerentiale, semper positi-

vum erat.
Quod verő logarithmos abscissarum negativarum attinet: etiamsi

B{z) = \og.z

sensu ípag. 193) sit, poterunt in terminis seriéi incrementorum, cuius ter-
minus generális est B\mz) — B\\m — i)z), logarithmi tales valores ac-
cipi, ut

A (mi) — A{(m—i)z) = B \mz) — B{(m—i) z)}

ut antea incrementa ab A(p) et B{p) incípiendo. Nempe (pag. 200)

log. (?«2)=)log. elem. {mz) ~\~ n}f—1,

et si pro quovís m idem Jitf—1 ponatur, fiet

B \mz) — B{{m — i)z)
= log. elem. (mz) -\-if\f—i —(log. elem. {{m — i)i)

= log. elem. (mz) — log. elem. ((m — i)i).

Itaque hoc pacto fiet

sed pro z = — 1 fiet
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idest unus valor ipsius log. (—1) est nV—1 ; consequenter

atque

^l = log.elem.z-\-ntf—i — n / ^ i =

Non igitur arese inferiores logarithmos sensu (pag. 193) nerape quan-
titates imaginarías exhibent, sed elementares tantum; atque si in ter-
minís seriéi diversa imaginaría adnexa sint, se invicem haud eh'dent
imaginaria, ut cum terrainis seriéi areae simultaneis aequipoUeant.

Notandum verő est, differentiale logarithmi naturális ipsius z tunc
ózquoque esse, si z non ipsa variábilis absoluta, sed qualisvis eius

functio fuerit.
Sit nempe z = C[x), érit

z = C(mx)— C((m —i)x).
Sed

C{(m—i)x)=C{mx)—(C{mx) — C{(m—i)x))
= C(mx) — z = q — z,

si C[mx) generaliter q dicatur. Itaque terminus generális seriéi ex
log. z = log. C (x) derivatse est

log. C{mx)—log. C{(m—i)£)=log. q—log. [q—i)=log. — ^ = log. n

ubi pariter ut antea n ita accípi posse facile patet, ut — <C 1 sit, atque
z • •

seriéi ex (pag. 186) evolutae terminus primus—- summae senei totius aequi-
polleat. Est igitur -j=n—^r, sive x pro mx ponendo (pag. 220) 7 ^ . id

• C yfítx} C \X)
est — differentiale quoad z logarithmi naturális ipsius z = C(x) et
1 ^

— derivata quoad z. Potest verő (pág. 224) ipsi z dC(x) substitui; estque

BOLYAI, Tenuunea. I. 31
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r.- J = log. C{x) -+• constans.
C [X]

ej Soliditas paraboloidis est Ipag. 229)

pro parametro / ; constans est o, quia pro x = o est tam area quam

• , nempe functio summátrix ^ o . Ita soliditas proy = ax$ est

/ •
/za2 x*P= 2/-+-1

Ellipsoidis soliditas pariter, per

pro Ö axem maiorem denotante, est aequalis

Jipx* npx*

Eadem expressio hvperboloidis est, signo — in H- mutató, quum pro para-

metro p et axe maiore a sit in ellipsi yz=px — -^—, et in hyperbola
a

a

f) Notandum verő est ex ípag. 210) sequi, quod si duaruin functio-
num Aix\ et B\x) derivatas u et v quoad eandem variabilem acceptas
tales fuerint, ut -|- = k, quosvis terminos simultaneos ita ut superius
intelligendo, etiam A[x) — A[o\, nempe summa seriéi ex A\x) derivatas
sit =k(B[x) —B{o)). Si nimirum termini generales sínt a[mx\ bitnx) et

a(x) = ux, atque b(x)==vx, atque —,--=-k
adeoque

ux = kvx;

per consequentiam a(x) = Ab(x) esse e superioribus evidens est.
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Applicando hoc ad aream soliditamque ellipseos ad aream soliditatem-
que circuli relatam, érit ordinatis (pro eodem x) y',y dictis, et diametro
circuli = a

y Y a i x ' f a{ax — x2) ' a ' a 2 a '

si nimirum b dicatur axis minor ípag. n6)f pn>y= — et x = ~ érit

b*_ pa pa* _ ap
4 ~ 2 4« ~~ 4 '

5Z v' ^
unde bl = ap etp = —; quum ergo sit ^ - = — ( est area circuti C e t

i,. j-. j . . -£" A E- ö C A Ű 2 ^ Aa7rarea ellipseos £ dicta, —^r^—, et h = — = = , quumr ' C a ' a 4a 4 ' ^
area circuli sit pro diametro a.

4
Ita soliditatum E et C dictarum, derivatis Y' et Y dictis; est

Y' í, px*\ , . piax—x^) p b*
Y v a I v ' J J a[ax — xz) a a2

Itaque
F' h

quod, quum sohditas sphEerse sit —z—, est =—z— ; quse nempe so-

liditas ellipsoidis, cuius axis minor b est, circa axem maiorem a revo-

lutae est.

gj Si arcus circuli x sit variábilis absoluta, demonstrabitur paülo
inferius derivatam ipsius x quoad tangentem eius acceptam esse
si z dicatur tang. x; unde

X = J ( l H- Z2 )~z = j(l — Z* + 24 —
(quoad 1)

quod item est
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et hoc, si x aequale est dimidio quadranti, adeoque z asquale radio = i, est

i i i

quae series Leibnitziana est, totaque peripheria octuplum eius est;
atque et hic si ex. gr. apud -1- subsistatur, defectus, nempe quod adhuc
addendum esset, est < 4- ; et si illum terminum negatívum, in quo sub-
sistere libet, excipiens denominator (« sit, érit defectus < u \-—.o.

h) Sit exemplum etiam ad longitudinem arcus per formulám supe-
rius allatain, determinandam ipag. 2291. Sit u arcus circuli, pro abscissa x
e centro, atque pro # = sin.«, est y = {i — x2)2 pro radio ijeratvero

estque
1 »—r - f x2

2 I — 3

atque

atque

quod pro « = 30°, adeoque JC = sin. 300 = -'- fit

— _L _j_ 1 1 . i -3 1 , 1-3-5 1
2 2 3-2 3 2 -4 5-2 5 ^ 2 . 4 - 6 7-2 7 ' " •

atque JT, id est dimidium peripheriae pro radio 1, seu per quod diameter
quilibet multiplicatus dat peripheriain, seu area circuli radii 1, nempe
2Ji-- —

num subsistatur, denominator est
— jf, est series htec per 6 multiplicata ; atque si ad H-tum terini-

2 . 4 . . . (2« — 2). ( 2«— Í)22rt— \
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et terminum sequentem producit

( 2 « — 1 ) . ( 2 « — 1 ) 2 2 " - ' __ i_ fan — i ) . ( a « — i )
2 » . ( 2 « - H l ) 2 2 « + I 4 2«.(2M-Hl) '

et quum exponens iste < 4 - s^i error summa (per pag. 151) calculata
minor est.

i) Si zequatio linese u sit

_y = log.(*-4-(**-i)*)
érit (per d) pag. 238).

j_

t 2 ) * ' — 1 ) * ) =

atque

et

et

cuius integrálé est {xz—i)a; huius enim derivata quoad x est

Consequenter arcus est = )fx2—1 exacte; quia pro x = i est arcus
= 0 et Yx2 — 1 quoque =Yi — i = o; itaque constans = o , quum supe-
rius ^4(o) — B(o)=o sít, (pag. 215). Unitas per (pag. i n ) mutatur.

Est verő linea hsec, quse catenaria vocatur, (atque etiam quadrabilis
est), insignibus alioquin etíam proprietatibus gaudens. Est linea trans-
scendens, quum aequatio eius logarithmum involvat; estque linea illa,
(Fig. 24) in qua filum perfecte flexibile (quasi lineam ubique seque gra-
vem), extreinitatibus non in eadem verticali fixis, distantía earum longius,
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intensibile, conquiesceret; quam idcírco magnus GALIL.-EUS parabolám
esse arbitrabatur, et nonnisi progressu Matheseos ulteriori tandem LEIB-

NITZ, JACOBUS ac JOHANNES BERNOULLII determinarunt.
Demonstratur nempe in Mechanica, quod si vires quoruinvis arcuura

ab imo puncto incipientium pondéra directionibus tangentium ad fines
eorum ductarum tenentes, ita decomponantur, ut pars horizontalis ubique
sit Eequalis, et altéra sít verticalis, sínt vires verticaliter tenentes, uti
arcuum dictorum pondéra, adeoque uti arcus. Si iam curva ista in eodem
piano verticali invertatur, lineae quas antea quasi sursum trahendo tene-
bant, nunc pondéra arcuum superiorum sustinebunt. Hinc catenaria in
hoc situ limes est formse e quam plurimis 1 nempe tenuissimisi prismati-
bus Eequalibus structi fornicis sine ullo csemento proprio pondere stantis.

Inservit eadem deorsum versa etiam pontibus exstruendis; duabus
catenis sat firmis nempe extremitatibus ad litora fixis sustinetur pons
ipse horizontalis.

kJ Superficieí per revolutionem lineae circa abscissam x ortie de-
rivata quoad x erat (pag. 229J 2/ry(i-MWvi1)2; atque si linea circulus sit,

1 — — Í • — \

erat íp. 2441 (i-h(«ljyl2)2 " = íi — x-) * ,e thoc per 2/iy (id est per 2/rfi — x2]1)

multiplicatum, est = 2n, Consequenter í 2;r = 2nx = zonse superficiei

sphsericae pro abscissis ordinatisque e centro Íncipientibus; atque si # = 1

fiat, prodit 2/r, nempe dimidia superficíes sphasrica pro radio 1.

X. Exemplis his facilioribus e Geometria in gratiam Tyronum allatis,

sit fas e Mechanica quoque faciliora qusedam addere; applicando ea,

quae de motu rectüineo ípag. 230) dicta sünt, observandoque :

a) quod quantitates resfiectivae pláne diversse quoque eadem quan-
titate íex. gr. recta) sed diversis determinationibus expressae, etsi
quoad eas quantitates, quibus exprimuntur, sequales sínt, nísi expresse
aliud moneatur, tunc tantum dicuntur aequales, si cuin determinatio-
nibus suis connexse sequales sint; atque ut detenninationes opposito-
rum et imaginariorum, nec alise detenninationes cum quibus expresse
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ponuntur quantitates, sünt ab iisdem avellendae; ex. gr. dici quidem
potest H-r et —1 esse aequales abstrahendo a determinatione, sed non
potest + 1 = — 1 dici.

Ita tam vis, quas momentanea dicitur, quam vis constanter ágens
recta exhiberi certís determinationibus possunt: nempe sit p punctum
temporis expers, et dicatur primum 1" in / incipiens primum 1", et
sequens 1" dicatur secundum 1"; si iam in p talis vis adsit, quEe massam
M=\ sub primo 1" ad k pedum distantiam ferret, absque eo, ut inter
initium finemque primi 1" ulla vis egisset, vis dicitur momentanea in
/, — si neque Ín censum veniat virium numerus, qualitas, tempusque actio-
nis, dummodo resultatum in p ; vis constanter ágens verő exprimitur
numero pedum, quos M describeret sub secundo 1", si vis quae in p
est sub primo 1" continuo ageret in M, adeoque hic vis dictse tempus
actionis figitur.

In puncto temporis experte / vim motum producere concipi nequit:
agere incipit, et Ín aliquo temporis puncto desinit. Potest quidem pro
data quavis velocítate vis tanta agere, ut dato quovis tempore minus
requiratur ad eam producendam; sed si hoc pacto tempus actionis
tendat ad o, velocitas finalis, quam eadem vis sub 1" continuo agendo
producerét, tendit ad 00.

b) Interim quidcunque sit vis, nonnisi in effectu nóta, potest
etiam non ut respectiva, sed ut absoiuta quantitas considerari, et inde
velocitas educi; posito vim eandem ^-tuplo tempore continuo agentem
,«-tuplum effectum prsestare, atque pluríum virium quotvis directione
eadem in idem agentium efFectum esse summám effectuum singularum ;
nempe vim illám, qua massa M prope terram deorsum urgetur, pondus
M' massae M ad terram dictam, sub 1" in ipsam M consranter agen-
tem, íIli velocitatem finálém g= prope 31' procurare constat; si itaque
eandem massam premat pondus P seu vis^^M1, vis ista constanter sub
1" agendo, velocitatem finálém fig = ^fr ipsi M conciliabit.



248 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

c) Denotetur ipag. 219, pro variabili absoluta / spatium usque ad
finem /«-ti t percursum per s\mi), velocitas, quse ad finem /«-ti /' est,
sit V\MÍ), vis autem velocitate finali ísensu pag. 230) expressa, quse ad
finem m-ti t adest, continuo ágens denotetur pariter per w[mi), atque
sit w prius constans, ex. gr. =g-

Erit in hoc casu s id est

s (mi) — s {(m — 1) /) > Ív {(m — 1) /),

quia spatium hoc sub / motu aequabili nonnisi velocitate v{{m—\)i)

percursum est, przeterea verő sub ?«-to / agente ví constante, sub

quavis parte continua ipsius / crevit velocitas: at idem s est <\t.v(mi),

quia velocitas sub ;«-to t semper minor fűit antea quam ad finem.

Est autem in hoc casu vímt)=gmt, quia vis eadein quo longius

constanter ágit, eo maíorem velocitatem producit, atque ^-7 7^—

est = ; hoc verő tendit ad 1, dum w^^oo.
m s

Itaque -»——--'— 1, (pag. 218); et gt ponendo pro gmt atque v pro
, tg tnt ^

gt, est ví differentiale ipsius 5. DifFerentiale ipsius v autem est wí, in

hoc casu gt; nam v{mi) est —gmi; quia si ad finem unius 1" producat vis

constans velocitatem g, ad finem temporis mt dabít mgt; itaque

v(mi) — v((m — i)i) = gmt — g(m — \ ) i = g t .
Ex

est (pag. 225)

2
(quoad t)

Si verő w non sit constans, aut crescet aliquamdiu aut decrescet;
ponatur crescere, quum eadein mutatis mutandis facile applicentiir. Erit
s(mi) — s({m—i)t, ut antea, s dicto,
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nempe $ est spatium sub ?«-to / percursum partim velocitate finali
illa, quas ad finem (m—i)-ti / est, quse sola motu sequabili producerét
spatium tv ((m — 1) / ) , partim vi w, quíe ad finein {m — 1 )-ti t est,
abínde crescens; itaque incrementum istud spatii verum erít maius,
quam si vis quse in initio m-\\ i fűit, eadem usque ad finem ?»-ti /
mansisset; esset verő, hoc posito, incrementum hoc (per praecedentia)

1 .
2

Est etiam idem incrementum Verum minus quam si sub ?»-to / vis,
quae ad finem m-Xi i est, quavis antea agente maior egisset; ita verő

tv {tnt \item per príecedentia esset incrementum J —P.

Sed

Í ;

nam dividendo per /, terminus secundus tam numeratoris quam denomi-
natoris per primum divisus omni dabili minorem quotum dare potest

- 93).

v{{m — i)t)t

Consequenter etiam (pag. 218).

h

ímo etiam

v({m—\)t)t •M

imo quum v((m — 1)/) :v [tni)-^ 1, quod patet si velocitates istae ut ordi-
natae proxiinae ad abscissam tempus repraesentantem concipiantur, érit
etiam

é
v{mt)t^I}

BÓLVAI, Tentamen. I 3 2
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atque hinc iuxta superiora et vt differentiale ipsius s et v derivata
quoad t est; nempe more solito n ponendo pro in, fiet v[ni).t = vif

quia v\né) significat illám velocitatem, quae ad finem ipsius / est.
Pari modo prodit

V

w{mt).t '

N a m p e r v in te l l igendo vimt) — v{im — i)i) es t

w ({ni — i) / ) . /<J v<^w [mi). i;

namque velocitas, quae sub m-to i accedit, producitur per vim, quse ab
initio m-ti t crescens constanter ágit, si non cresceret, producerét
velocitatem w{\m—i)i}.it quia sub 1" producit w{(m — \)i), let I " = I
poniturj; si vis is\mi) ageret sub /, producerét w{mi).i; at vis ante
finem w-ti / ágens est semper <\w{tni\.

Est a ütem

w((m — \ ) i ) . i
wim.i). i '

quod patet ut antea. Consequenter (pae. 218) etiam 7—7-^*1: at-
M r M r & w\mt\J
que ut antea a>/ est diíFerentiale ipsius v% et w est derivata quoad t.

Functio differentianda hic non in concreto lut ex. gr. area paraboláé)
exhibetur, sed per limitem concipitur ípag. 2171; quem dari patet, quum
crescente ;/ sine fine, crescat 5 sine fine, nunquam tamen fiat tantum,
quam si per totum tempus velocitas ultima fuisset. Vide uberius in
exemplo centri gTavitatis paulo inferius methodum, functionem nonnisi
per limitem datam differentiandi.

Keliqua (pag. 230—31J dicta fluunt.

d) Sit prius exclusa medii resistentia ; sitque w prius ab J tum a t
dependens.

fFig. 2$\. Sit c centrum terrEe, initium ipsius x distantíam positivam
a centro denotantis (sive ante sívé posl centrum sit); sitque x<Ca, de
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cuius fine massa M íibere, seposita omni resistentia, sola vi gravitatis
cadat; (supponendo, quasi nonnisi c et nóta vis in eo esset, pláne usque
ad centrum valere legem rationis inversse duplicatse distantiarum, quam-
vis pro globo uniformiter denso sínt vires attractivae intra superficiem,
ut distantise a centro); quaeritur velocitas v directione priina ad finem
ipsius x (sive ante sive post centrum) corporis per a — x aut a -h x
delapsi quanta sít?

Spatium s ante centrum est = a — x} si post centrum terminetur est
a -h x ; vis w sub conditione dicta est = —̂ f-, pro radio terrae = f et
vi gravitatis ad superficiem =g- Erat autem (pag. 231)

v=\/ 2 fwelí = r y 2gj ^^(a — x),

nam W(a — *) = — 1 . Est verő

1 JC«III — fix — 1—— = hconst., nam el — =
X' X ' X

(qu

Itaque

Reperitur autem constans, si v* dicatur A (x) et functio summatrix sk

nempe A (a), uti velocitas pro x = a, est = 0 ; atque

consequenter
A (a) = B{á)-\- constans,
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sive

O = r* —£- -+- constans,

atque hinc

constans = — r1 —°- ;

et est pro velocitate qusesita

r» 2# =ap r r r

x a ax
id est

Manifesto sub conditione dicta, si x-~—o, fit 7;̂ —.00; at nonnisi
in centro in puncto temporis experte esset velocitas 00, sine ullo tem-
pore tamen, quo effectum aliquem producere queat; post centrum
enim extemplo ad quasvís distantias asquales incrementa, quse ante
centrum positiva erant, negativa fiunt, et eaedem velocitates finitse
erunt ad distantias a centro easdem x, tam ante quam p >st centrum;
eritque post centrum ad distantiam # = « velocitas o uti ante centrum,
ut formula exhibet. Inde verő iterum redeundo, patet osciUationem per-
petuam fieri: atque reditu quovis directionem velocitatis mutari ; et
innumerabilibus, spatiis quoad summám pedum percursorum acceptis,
temporibusque competere velocitatem eandem ; quasri tamen minimum
tempus spatiumque pro data velocitate directione una vei altéra potest;
loca autem duo tantum pro velocitate quavis dantur, ad distantias a
centro sequales, et ad distantiam ipso a maiorem formula quoque iraa-
ginarium dat.

Spatium s e valore ipsius v prodit; quum x inde repertum aut ex
a substrahi, aut ipsi a addi debeat; prior est valor minimus, reliqua
patent; temporis autem valor formularum heic nondum traditarum plu-
rium alicuius integrationem requirit.

Quod verő formula superior velocitatem etiam ultra centrum exhi-
beat, quamvis ibi vis alia, nempe negativé ágens sit, inde patet : quod
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si x etiam ultra centrum positive accipiatur, tantum ut distantia a centro,
et sít ex. gr. « = 3, atque ad 6nem ipsius x sit v = ft ante centrum ;
érit series ex A{x) derivata (pag. 209), si post A{ix)— A{ox), quum pro
x ultra centrum incrementa ad distantias aequales opposita priorum sínt,
quasi retrorsum continuetur, sequens:

A(3*) — A [2x)-+- A{2x) — A (iá)-t-A[ix) — A{ox}-+• A{ox) —

— A (iá) -t-A(ix) — A (2x) •+• A [2x] — A (3«),

nempe incrementum supra yí érit o ; id est, érit et hic velocitas eadem,
nempe /?.

Erat autem conditio tantum supposita, quasi punctum in spatio vi
attractiva telluris tota polleret. Si verő glóbus radii r uniformiter den-
sus esset, tum vires attractivse essent ut distantias z a centro. Unde quum

vis sít —p~} ent

(quoadi) (quoad x)

— 1/ —IM^^L + COnst. = l/ —
' r 2 ' -+- const.

r 2 r r

Est autem constans =gr; nam pro z = r sit v = o; érit

adeoque constans =gr. Consequenter

unde pro 2í = ofit v=Vg*", etsi hoc ^ a d d a t u r quadrato velocitatis, quam
formula superior ad superficiem terrse dat, prodit quadratum velocitatis
finitae ad centrum.

Si nempe 5 usque ad superficiem terrae protendatur, érit x = r;
adeoque
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/
a2g — r

ar

et si altitudo celeritati hinc competens a dicatur, est

_ r[a — r)
=2g 2gar a

Hoc tendit ad r, si a^oo; id est altitudo celeritati minimse com-
petens, qua glóbus de superficie terrae verticaliter explodendus esset
(seposita resistentia), ut nunquain redeat, sive velocitati, qua ad terram
sola telluris attractione ex aeternitate, — in certo tamen tempore, —
perveniret, radio terrae sequatur. Ita pro quovis corpore coelesti, radius
corporis illius prodít.

Sit iam w functio temporis, deinde velocitatis. Sit w=gi^; érit

constans,
(quoad () (quoad í) fÁ"~t~ L

quod, si ju = o, fit =gt, uti est in motu uniformiter accelerato, ubi in
quovis tempore vis eadem gt° egit; est enim constans = o, si pro t = o
velocitas o sit; si verő velocitas c sit fpositiva vei negativa), érit

c — ^ — h constans,

adeoque constans = c. Est porro

S J v = í u-\~i ~ T -\~i)(—IiI~2Y ~*~ c o n s t a n s »
(quoad t) (quoad t)

quod pro fi — o, ut in motu uniformiter accelerato, fit ^ - .
2

Sed erat etiam (pag. 230).

(quoadx) (quoad i)
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potest autem / per Í exprimi, ut substituendo derivata púra reddatur; nam

adeoque

si coefficiens ipsius J ad ^_ elevati /9 dicatur. Erit igitur

atque huius functio primitiva est per (pag. 225) - ^ — — ^ ^ > — > quod

pro casu, ubi ju = o, fit V — ; nam tum
o

-_L
2

e quo per / 2 in valore ipsius/9 deletur unus factor, uti ex g = )Tg. V~g
unus per )fg ex /? deletur.

ej Sit iam vis w functio velocitatis v; uti in medio resistenti
ponitur, resistentiam in ratione quadrata velocitatum esse, pro eadem
densitate, tenacitate, et eiusdem corporis superficie eadem obversa
(quamvís experimentis a clarissimo BENZENBERG institutis nonnisi intra
certos limites comprobetur).

Si celeritas initialis C sit, adeoque pro ^ = 0 sit v = C, et motus in
medio uniformiter denso fiat, nec ulla alia vis agat prseter medii resi-
stentiam; érit w negativum atque per — av2 exprimi poterit, per a posi-
tívum coefficientem ipsius v2 illum constantem intelligendo, quem den-
sitas medii, superficies obversa ÍS* determinant.

Exemplo sit sphsera, cuius diameter sit D, massa Mt densitas iV-ies
maior quam medii, pondus ad terram — in vacuo — sit J / ' = i (eiusdem
massae ad ^w-tuplam a centro teme distantiam ^ - i e s minus, ad solem
verő ultra 20-ies maius esset).
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Demonstratur in Physica: n quod sive planum in fluidum, sive
fluidum in planum impegerit perpendiculariter, celeritate c, quantitas
vis agentis sit lintra iustos limites per alias caussas physicas exortos)
asqualis ponderi prismatis ex illő fluido ad basim dicto piano Eequalem
constructi, ad altitudinem illám, qua corpus prope terram libere labendo
ad imum velocitatem finálém c acquireret. 21 Demonstratur etiam, quod
si pro piano dicto sphtera diametri D sit, basis prismatis dicti ipropter
faciliorem per superficiem sphaericam defluxum) dimidia area circuli

maximi ponenda sít. Dicatur hoc prisma resistcntiae.
JID2 v l

Erit hoc pacto prismatis resistentias soliditas R . —— , pondus verő

—rnrr — : nam dimidia area circuli maximi est— ö--. altitudo velocitati v4DN 2g ' v2 8 '
competens autem e s t - ipro g vim gravitatis ad terram velocitate finali

o
expressam denotantei; esset porro pondus prismatis huius, si matéria

"KV2

eius cum sphEera; matéria homogenea esset, -^~T^ , nam sphasrse soliditas
nDi . £^

est —v-—, pondus autem ponitur 1, unde

v_ _ yu_
2g —r: 87? '

í «|4
et sí medii matéria N-ies rarior sít, pondus prismatis est -0 yrÁ/ *

Si iam altitudo illa A quaeratur, fquas exponens resistcntiae dicítur),

de qua libere lapsum corpus ad imum velocitatem finálém c tantam

acquireret, ut pondus prismatis resistentiae ladeoque resistentiai ponderi

sphsene esset aequalis: érit pondus prismatis, cuius basis 7-o altitudo
AA, leodem modo ut supral = • • • } - . . , ; quod si = 1 iponderi sphíerae) sit,

ent A— - , atque velocitas c ipsi A competens est — \ 2Ag.
*J 2 7

Unde resistentia pro velocitate v aquatur — v . - -= v ; nam hoc est
^ 2Ag c2 '
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atque, quum vis ponderis i in spliseram massse M ágens sub i" produ-

cat velocitatem gt vis ponderis —- in eandem massam ágens producerét

velocitatem —-- sub i", adeoque v f sub i, Erat verő fpag. 249)

v = wi et t — — ,
IS) '

adeoque

C2 j}% ff" ff"

Est igitur heic

quod etiam

= ' _ 3
2A 8&A7 '

Est (pag. 230)

/

f*
-— = 1 • •- ••- = hconstans:
w J av2 av '

(quoad f) (quoadv)

nam (pag. 225)
= «1otv2 av

Constans verő prodit, si ponatur ~-=B(t) et t = A(t); érit

A(o) = o, et

quia pro * = o est w = C, adeoque —— fit—^; itaque

atque

aC a\v C)

Unde patet, pro t utvis magnó posse v tam parvum accipí, ut ei
eequetur, et aeternitatem requiri, ut motus desinat, quantumvis fuerit C.

Hinc prodit
BOLYAI, Tentamen. I, - 33
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_ c
V~ «CM-i '

unde, si ipsi a substituetur " ^ 4 " = "gTJ^ > eTít

SCBN

quod crescet, sive D crescat sive N; patet enim sive D sive N per
z">i multiplicetur, reducendo ad denominatorem eundem valorem ma-
iorem fieri. Quo densior itaque massa, maiorque globi diameter eadem
velocitate c explosi, eo maius v.

Est quoque

\v = s, et t~
w

(quoad ÍJ

sive ex s = vt et t = -—, adeoque s = -— etiam I — = s: itaque pro hoc

casu fpag. 225) (lluoadw

(quoad v) (quoad i)

Prodit vero constans = a~' log. C; quum pro J = o sit v = C, adeoque
si s = A(si sit, et B\s) = — arl log. v, érit B{o\ = — a~'log. C; conse-
quenter

atque

s = ~ log. C— ~á- log. v = -a (log. C— log. v) = ^- log. — .

Itaque spatium omni dabili inaius fieri potest.
Si vis constans g continuo ágens supponatur, uti ad haud ita ma-

gnam a terra distantiain cum errore exiguo vis gravitatis est, atque sup-
ponatur item médium uniformiter densum : érit vis, qua; in corpus vi
g deorsum sollicitatum ágit, w=g~av\

Eritque
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Jw Jg—av2'g
(quoad ti)

0-

est autem, si -&- brevitatis caussa /? dicatur,

= _
g—av* 2aYft

ut substituendo patet; itaque

esset nempe -7=^— derivata quoad v ipsius log.fVT?— f); itaque
Vp v

1 , / j s + p
log. -S^ H constans,

et constans = o, si pro / = o et v = o. adeoque -7^ = 1 et log. 1 = 0 sit.
V/3—v

Hinc

adeoque (pag. 183 et 50)

e ~

atque unitatem per utramque dividendo est

quod itaque tendit ad o, si *^—oo; et hinc crescendo quidem semper

v-^Y^=í/ —, hoc nunquam attingendo; scilicet túra //?— v-^o.
Patet verő v, datis a, /, g ex cequatione ista prodire.
Spatium J autem est

V
g — av* '

(quoad v\

33*
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porro per (pag. 225)

5 = — log. (g — av1) •+• constans;

nam - ~2av derivata quoad v ipsius log. (g — av*) est. Constans verő est
g — av1

—— log.^-, nam s = o pro ^ = 0, et tum v quoque positum est = o; itaque

o = — ^ — log. g -+- constans ;

itaque constans = -=- log. gt atque

Notandum verő est, quod si durante motu per médium massa M
gravitet, e pondere eius nempe ex M subtrahi debeat pondus medii
cuius locum occupat, quum hoc a medio ipso teneatur; itaque si glóbus
N-ies densior sit medio, pro pondere spheerse in hoc casu non 1, sed

1 N—l , , \N—\\g
1 „ - = — r = — , adeoque pro g in g—av2

} ponendum -—vr e n t -
Unde limes dictus velocitatis est

N-j.
N f

si velocitas altitudini A competens c dicatur; nam erat a = — - * - , et
c1 = 2Ag, adeoque c=^2Ag. Et quo densior glóbus est, id est quo
maius N, celeritas eo propius ipsi c venit, nunquam tamen eam asse-
quens, de quacunque altitudine per médium uniformiter densuin cadat.
Unde cur pluvise per aerem cadentes crania haud perforent, intelligitur;
densitas quidem aéris sursum decrescit, quod tamen etiam data lege in
calculum revocari potest. Patet etiam globum verticaliter deorsum cele-
ritate dicta explosuin, ut resistentia ponderi eius Kquetur, in medio uni-
formiter denso uniformiter cadere.
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XI. Si C continuuin alíquod e spatio sít, deturque tale punctum,
per quod transeunte piano quovis eiusmodi, ut una portio ipsius C in
unam illius plagam, altéra in alteram cadat, ipsum C bisecetur: dicitur
punctum illud centrum magnitudinis ipsius C.

Per tria plana unum punctum A commune habentia, et ad se invi-
cem perpendicularia quodvis spatii punctum, data eius a singulis di-
stantia, manifesto determinatur pro A tanquam capite abscissarum; po-
testque quodvis finitum M ita poni, ut totum M\n alíquem 8 angulorum,
qui per eiusmodi tria plana efformantur, saltem nulla pars extus cadat.

Si M ita cadat, ut pláne dicebatur, et pro quovis P dictorum trium
planorum, ductis ad aliquod eorundem planis ad intervalla numero «
eequalia paralellis, a puncto proximo ipsius M usque ad remotissimum
(id est ab illő, quo nullum propius est, usque ad illud, quo nullum remo-
tius est); et partibus ipsius M inter qusevis proxima plana parallela dicta
contentis nomine generáli z' dictis, respondeat cuivis z inter eadem
plana contentum aliquod z", aut ipsum gaudens centro magnitudinis, aut
constans e partibus certis centro magnitudinis gaudentibus; deturque
tale punctum / ad distantiam D a P, ut si quodvis z", ipsum, si centro
magnitudinis gaudeat, si non, tum partes dictce centro magnitudinis gau-
dentes nomine generáli z dicantur, et S dicatur summa omnium pro-
ductorum e quovis z in distantiam centri magnitudinis eius a P, possit

n pro quovis dato a ita augeri, et ipsa z ea lege accipi, ut S — MD
z'sít <Jw aut = o , atque JR- sit = i aut"—.1, sí »-^oo; tum p dicitur

centrum gravitatis geometricum ipsius M.
Demonstrari potest dari pro quovis M tale /, ut S=MV} sive

\ S S'
S-^MD, adeoque T»- = A v e l y ^ A atque pro ^ - ^ ^ e s s e - ^ = Z>.
Dari igitur talem limitem pro tali casu demonstrandum est, et quidem
ita, ut fpro quovis z' et z" siinultaneis) jr'—i; atque tum methodus ex-
ponenda est, functionem istam, non in concreto, sed nonnisi per limitem
datam (pag. 217} differentiandi.

a) Si u sine fine crescat (Fig. 26) ex b versus C, et simul K, sine
íme decrescat ex ^ versus i>, atque u semper < a c sit: tum u gaudet
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limité (per pag. 55), et si limes iste /? dicatur, ex a incipiendo neque
ultra c, nec intra nec in b terminatur; adeoque est <CűCf et > a b .

Nam si ultra c ex. gr. in * terminaretur; tum cuiusvis u differentia
a ft esset I> c*, quia quodvis u ante limitem <^CLC est. Ita si ante b ter-
minaretur /?, quantitate y, cuiusvis u (quuin inter b et c terminetur)
differentia a /í esset J>y. Quum igilur in neutro casu tendere differentia
ad o posset, /? limes ipsius u non esset. Ita nec in b terminatur.

b) Atque hinc, si /? sít

=F {mx) — F ((m—i)x)=f (mx),
et u, sit

= Ul [mx\ — £/, ((m — r) x) = «, («*),
atque u sit

= U \tnx) — í / ((m—i)x) = u {mx)\

, w (ÍMJÉ) A ^. iiimx) ,_ .ac ipro « = 00) — ;—v{-"^i , tum etiam -,. -.-r-^-^i; et sír ' u\mx) ' fymx) '

— B([m—i)x) = b {mx)

tale sít, ut -7-;—^r^^-r, ent

et si B{x) functio summatrix valoris noti sit, fiet

ju (x) = J?(x) = B[x)-\- constans.

Sit ex. gr. iFig. 27) centri gravitatis areae in piano inter abscissam *,
et ordinatam y, atque lineain, cuius aequatio sit y = A(x), comprehensaa,
distantía prius a piano Pt deinde ab alio ex Í ad / J perpendiculari
quserenda.

Consíderetur cuivis x appertinens z superius inter plana ad P paraí-

lela contentum, sitque z rectangulum 2«; érit distantia centri magnitu-
x

dinis huius « + » + ^ ; inultiplicato autem n per 2, orientur duo rectan-

gula, a et a-hú>, atque distantiae centrorum magnitudinis (retinendo valorem
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ipsius x priorem) erunt a-hv-h^- et a-hv-h^-} et producta ex ipsis

z in distantias erunt prius 2a \a -+- v -+• — ) , postea verő

\x\ l 4 .\
4 / \ 8 /

Quod si continuetur semper porro multiplicando n per 2, manifesto
crescet productorum istorum summa, tam huic quam cuivis xf adeoque
etiam toti x appertinens: manebit tamen ipsi x appertinens <Jxy (a-\-x)
et pars ipsi x, valorem eius priorem intelligendo, appertinens manebit
<; xy [a -h x). Gaudet igitur tam pars toti x quam ipsi x appertinens
limité (pag. 55) et summa limitum, ad quos tendent partes omnibus x apper-
tinentes, est limes ipsi x appertinens, qui per constantem M divisus, dat
{per definitionem) distantiam D a P.

Manifesto verő, si limes toti x appertinens F{x) dicatur, érit limes ?w-to
x appertinens F[mx) — F({m — i)x) sive brevius f[mx)t dififerentiale ve-
rum ipsius F{x).

Sed ex aj si xy[a-\-x) {omnia ad rectam reducendo) sit id, quod
ibi ab erat, et {xy — k) {a-i-x) sit id quod ibi ac erat, et u sit summa
productorum e rectangulis inscriptís in distantias centrorum magnitu-
dinis, nonnisi ipsi x priori appertinentibus, semper per 2 dividendo, w,
verő sit summa rectangulorum circumscriptorum simultaneorum per di-
stantias centrorum magnitudinis multiplicatorum; manifesto manebit u

( x \
a-\-v-¥ — I inci-

piendo; limes igitur dictus ipsi x appertinens est |> ytx {a~\-x — x) atque
est <^yx (a + 4 (pag. 261)

Valet autem hoc de quovis x, etsi n pro ju integro utvis magnó per
2" multiplicetur; estque

(a -f- *J J Í *
nam (pag. 93)

etX ' j / aH-5c

consequenter etiam
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(a-hx)yx
f[mx\ ^" '

estque ia+J^yx differentiale ipsius ~-, et - ^ j ^ - derivata quoad x

est, atque -Á- \(a-hx)$Mzst distantia centri gravitatis a B,

in hoc casu; et pariter pro aliis casibus idem prodit.

Si verő distantia centri gravitatis ab X quseratur, prius z érit y,x,

et distantia centri magnitudinis est -^-, adeoque factum = —xy]; si verő

bisecetur x, érit summa factorum = ~ «ry, H - ~ (aH-o) (yt-hX\ si ordi-

nata intermedia praecedentem quantitate / superet. Crevit itaque, cre-

scetque sine fine summa productorum, ut antea, manens tamen <\xy*, qua-

propter hic quoque limitem dari constat. Est quoque limes hic ^>-^-y)x

et <-§-/* ac

1 - v
^ i ; hinc -rr^-y'x differentiale et —^M derivata (quoad *) distan-

. . 2 . ydM
tiae ab axe centri gravitatis areas est; pro linea ipsa verő prodire jrr~
(pro M lineam denotante) facile patet.

Si X figurám in duas partes geoinetrice eequales symmetrice divi-
dat; atque distantia centri gravitatis a H ultra figurám ad distantiam
D' ipsi X parallelam quasratur; rectangulorum prior 11 in inscriptorum
(ita et circumscriptorum) dupla fient, et cuiusvis eiusmodi dupli centrum
magnitudinis in X cadet; unde manifesto etiam limes summa; produ-
ctorum e rectangulis inscriptis in distantiam a H constantein D\ érit
MD\ atque distantia centri gravitatis a H érit --H- = D' per defini-
tionem.

Quoad Hneain ipsam autem pro hoc casu érit z" superius, complexus
chordarum arcuum inter plana ad P parallela proxima; quarum nunc
aequalium quaevis isensu pag. 261 j z dici potest: est autem ununi z ipsi
H propius altero eidem symmetrice respondente, atque si illius z, quod
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ipsi H propius est, distantia centri magnitudinis a H dicatur b, remo-
tioris verő distantia ab X dicatur c; érit summa productorumexutroque
z in centrorum magnitudinis eorum dístantias

= bz -+- (b -+- 2c) z = 2z (b -f- c) ;

est autem 2{b-\-c) constans, utcunque mutentur b et c; adeoque et hic
limes summse productorum omnium z in suas distantias, érit 2M(b-+-c),
(pro M lineam dimidiam denotante) et distantia centri gravitatis a H érit

2M

quse distantia ipsorum H et X est. Consequenter centrum gravitatis
in X cadit.

Corporis per revolutionem circa axem generati quoque centrum gravi-
tatis in axem cadere pariter patet.

Omnia dicta verő ad ordinatas decrescentes quoque facile applicantur.
Pro linea curva, etsi non in planum cadat, chordse arcuum inter plana

dicta parallela contentorum, sünt ipsa z" centro magnitudinis gaudentia;
pro superficiebus autem talia plana z ponuntur centro magnitudinis
gaudentia, quorum summse limes sít superficíes ipsa; idem quoad solida
patet.

Est autem etiam, dum tantum longitudo curvas, aut area superficiei
curvas quaeritur, functio, cuius diíferentiale quseritur, non in concreto
(ut ex. gr. area parabolse) data: sed demonstrandum est limitem dari,
qui functionem absolutam differentiandam prasbeat. Ita (pag. 250) spatium
in motu difformi est functio absoluta per limitem tantum data; quem dari
ibi quoque patet.

Demonstrari potest, pro quavis linea, superficie, et corpore quovis
dari centrum gravitatis; imo si planum quodvis Q per id ducatur, atque
agantur plana ei utrinque ad distantias aequales parallela, et respectiva
z inter proxima plana parallela contenta per distantias centrorum magni-
tudinis a Q multiplicata momenta vocentur, ac in una ipsius Q plaga
accípiantur positive, in altéra negative: érit limes summae omnium mo-

BÜLYAI, Tentamen. I. 34
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mentoruin o. Si verő in p e fine ipsius D — in casu superiore — ducatur
perpendicularis ad D, et ad hanc perpeiidicularem fiat planuin perpendi-
culare P' ultra M, et sectio planorum P et F fiat axis motus plani P:
tum in vecte homodromo quies érit. Si ex. gr. P horizontaliter conci-
piatur, et singulíe partes ipsius M in distantiis suis deorsum gravitent,
atque vis tota M in p sursum agat: érit nempe summa momentorum o,
quum nulla assignabili sít maius vei minus unum nempe MD, quam
summa reliquorum.

Exempla.
a) Si M dimidium segmentum paraboláé sit; et quseratur distantia

c e n t r i g r a v i t a t i s a v e r t i c e ; é r i t p e r d M y

et hoc est (pag. 235)

=íx-
Si hoc in axe sumatur, érit centrum gravitatis totius segmenti; si verő

centrum gravitatis dimidii segmenti quaeratur: tum etiam distantia eius
ab axe = —JCfjy1 quaerenda est {pag. 264J.

b) Si M paraboloidem denotet, est (pag. 242)

Cx^M_ np C t_ npx* _ npx3 /ipx* _ 2^
J M ~ MJX " i'M - 3 : 2 " 3 *'

per M= -£—.

c) Si M segmeníum sphaerae sit, est

irSxéJf= wfay = MJX <" - *•><
pro abscissa a fine diametri et radio 1, et hoc est (pag. 225)
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Sed

=Jny* =jii {2x — x') —fjznx —\nx* ~ nx* — — = n
3 3

Consequenter

34 3 3 — x

d) Si M arcúm circuli a fine diametri Íncipientem denotet usque ad
ordinatam abscissse a-hx e centro acceptse, érit pro distantia centri
gravitatis a centro fpag. 229 et 234)

quod item, quum sit

atque

érit

Unde si (ut in a) et ab altéra parte accipiatur arcus sequalis, totius
arcus distantia centri gravitatis a centro érit quarta proportionalis ad
totum arcúm, chordam et rádium, heic=i.

e) Si M segmenti circularis dimidium sit; et distantia centri gravitatis
a centro quseratur ; érit

34'
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sequale distantiae centri gravitatis a centro pro segmento totó quoque,
ut in a).

f) Pro sphaerae superficie est (pro abscissa et distantia centri gravita-
tis a fine diametri)

jftfa x — x'f {2x — x1) *;

nam heic (pag. 229)

et
y = (2x — x1)^, y = (1 — x) [2x — *•

atque

— i - t - 2 X X 2 — 2x

adeoque
1

27iyX Í IH-V'V = 2JIX

et (per pag. 229)

(1+/,* = „*• :Ji« = ^ - = f

^) Superficies per revolutionem circa axem generata Í2ny(i-{-y'1)T

esi aequalis iineae, cuius revolutione generata est, per distantiam ab
axe centri gravitudinis Iineae multiplicatae.

Nam linea est = f ( n - y 7 r , distantia centri gravitatis linese ab axe est

nam heic

et distantia ab axe centri gravitatis est (pag. 263) = JL-

Est autem peripheria (radii distantise centri gravitatis aequalis)
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et hoc per lineam ipsatn :=J(i-t-/Y2 r multiplicatum est = fany ( I - H / * } T I

aequale superficiei.
Soliditas eadetn revolutione generata est aequalis areae per peri-

pheriam centro gravitatis areae descriptam multiplicatae.
Nam soliditas est jscy, et hsec est

atque centri gravitatis arese distantia ab axe erat

M Jy '
et peripheria radii huic sequalis est

Sir
b '

quod per aream Eequalem jy multiplicatum est =

XII. Si verő M in plani P plagam aliquam cadens, circa rectam in
P cadentem ut motus axem, vi gravitatis descendat; punctura illud, cuius
distantia q ab axe sequatur longitudini penduli simplicis cum dicto com-
posito isochroni, centrum oscillationis audit. Si tantum geometrice pro
ipso jí/ubíque seque denso et seque gravi consideretur, prodit q, si quodvis
z (in XI) per distantias (heic ab axe motus) non primam, ut Ibi» sed
secundam potentiam multiplicetur, et summa? productorum eiusmodi
limes per MD dividatur, D distantiam centri gravitatis ab axe deno-
tante ; nempe

q ~ MD

pro eo, quod ibi a-hx erat, heic distantia ab axe x dicta.
Si ex. gr. M rectam x denotet, extremitate una fixa oscillantem, érit
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D = ^, et dM=i, atque

adeoque
\ _ x* x _ 2

y DM 3 2 3

et pendulum simplex longitudinis -\ x ipsi * circa finem oscillanti iso-
chronum est.

iFíg. 28). Si nimirum (iuxta ingeniosum JOHANNIS BERNOULUI con-
ceptum) rectse rigidas et gravitatis expertis, extremitate superiore fixse,
non verticaliter sitze certis punctis affigi certa pondéra «, ,?, . . (ut res
simplicior sit, instar puncti considerata) concipiantur : descendent massae
hoc pacto connexas, motu quidem accelerato, nain undevis descenderent,
donec centrum gravitatis in verticalem pervenerit; at minus accelerato,
quam si sola massa a ad distantiain a posita esset, et magis accelerato,
quam si sola massa (i ad distantiam b esset.

Quasvis massarum «, /i, . . . tamen eadem vis gravitatis soUicitat ver-
ticaliter deorsum, quod BERNOULLIUS per massas gravitate (hac vei
alia) animari exprimit: at cuívis massarum a, ft, . . . certam certa gra-
vitate animatam substituit, et omnibus prioribus annihilatis, omnes sub-
stitutas gravitatibus propriis animatas eidem puncto * affigendo, nóvum
pendulum simplex fictitium construit, cuiuscunque longitudinis datas priori
composito isochronum; et inter omnia talia pendula símplicia priori
isochrona illud quasrit, quod pláne gravitate, quse ad terram est, ani-
matur.

Ponatur gravitas ista, quag ad terram est, = 1, ad quam reliquee
gravitates referantur. Notum est, spatium, quod verticaliter quasvis mas-
sarum «, /2, . . . sub / vi gravitatis describeret, esse idem ; atque decom-
ponendo, virium una a puncto suspensionis elisa, alteram esse vim w,
quae punctum quodvis in arcú percurrendo urget; atque hanc esse vi
gravitatis per sinum anguli u (pro radio 1 acceptum) inultiplicatse sequa-
lem (pro quovis angulo u).

Ita etiam notum est, pro temporis oscillatione eodem esse longitu-
dines pendulorum simplicium, uti gravitates. Hinc si massa ad ^-tuplam
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distantiam //-tupla gravitate animetur, pendula simplicia, quantavis fuerit
massa eadem gravitate animata, isochrona erunt.

Si iam massam a tollere libeat, et ad distantiam q massa —•- gravi-
tate •£• animata ponatur; érit vis illa, qua gravitas -J massam -al urget,
ad vim illám, qua gravitas = i massarum cr, / ? , . . . quamlibet urget, uti
"- ad 1, id est uti q ad a, adeoque uti arcus simul per fines rectarum
q et a describendi; momentaque nempe producta e distantiis a puncto
íixo k in massas per ipsarum vires multiplicatas erunt aequalia; nempe
si vis, qua urgetur «, dicatur w, momentum ípsius a érit aaw, momen-

cteztum mass.ee —r*- vero ent

Sublato itaque at massa - ^ - gravitate -£• animata ad distantiam q a

puncto suspensionis posita massarum reliquarum motum non magís pro-

movebit aut retardabit, quam a ad distantiam a.

Sublato /? etiam massa ±~ gravitate X- animata ad distantiam q posita,

idem in motu penduli, quod antea /?, praestabit. Eodem modo sublatis

a, fi, . . . omnibus, et ad distantiam q positis massis ——, —-, . . . gravi-

tatibus —, j - , . , . animatis, orietur nóvum pendulum simplex longitudinis

qy massis dictis, gravitatibus propriis animatis ad imum appensis, priori

composito isochronum.

Si unitatis massarum, gravitate ad terram = i posita, pondus sít P

(ex. gr. unius librse), et P=i ponatur, massae ju gravitate y animatae

pondus érit /uyJP, sive juy (pro P= i posito); si ex. gr. ju quoad uni-

tatem massarum expressum sit - | , et y quoad gravitatum unitatem sit

= 4, érit pondus ^ ^ , id est ~- librarum.

Sint mással plures ju, ju', . . . gravitatibus yy y,. . . animatse : érit
summa ponderum = juy-t-^y-+• . . .; et si omnes hae massse gravitate
Q animari concipiantur, pondus summae earum érit ( / I + ^ U ' H - . . .) Q;
atque pondus hoc priori summse ponderum sequale érit, si
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y - ft

nam ex hoc sequitur

In hoc casu itaque pondéra massarum ad idem punctum • positarum

gravitatibus propriis animatarum erunt

+ 4 + . . .
y* a q2 b

nempe massse -^- , -^1-, . . . gravitatibus ^-, -?-, . . . animantur; unde 0

prodibit dividendo, ut prius, summám ponderum per summám massarum ;

nempe

yj _ «a H- ffl H- • . . . qa* -t- ffi* + . . • _ 9 («a + /38 -+- . • .).
y ~ q : y1 a«a + j8&*-h . . . '

atque si ex omnibus quibuslibet valoribus ipsius q is queeratur, pro quo
fit Q = it nempe gravitati ad terram sequalis, érit

q ~ aa -H /36 ~h . . . "

si a + /3-h . . . dicatur M, et Zí sit distantia centri gravitatis ab axe
motus, nam (XI.) est

aa H- / » + . . .

Erit autem etíam pro hoc q fquum pro quolibet sit) pendulum priori
composito isochronum; atque nunc massa penduli simplicis gravitate
I animatur, nec massa influit.

Centrum percussionis ipsius M, quo feriente omnis partis huius cele-
ritas o fieri potest, non supponit gravitatem ; recta cum massis a, fi, . . .
mota circa k, sit ya celeritas finalis ipsius a, dum istud M in puncto *
aliquam massam ferit, y coefficientem aliquem denotante ; érit celeritas
tunc yb ipsius /3, ita cuiusvis reliquarum celeritas érit y per distantiam
a k multiplicata. Quantitates actionis autem erunt aya.a, fiyb.b, . . .,
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nempe per distantias sünt vires multiplicandse. Si iam vires aequales
ipsis aya, ftyó, . . . ad distantiam q ponantur directione opposita, et q
tale sít, ut

(aya -+• ffyb -+• . . .) q = aya2 •+•

tum omnis actio elidetur; érit autem

_ aat + /3

ubi denominatori pariter substitui potest MD. Itaque formula eadem
prodit; at centrum percussionis est idein in vacuo, aere, aqua y . Cen-
trum oscillationis, si rectse dictse massse densitatis diversse affigantur,
mutatur in diversas gravitatis specificae fluidis; econtra in eodem fluido
centrum percussionis a situ percussi dependet, quum pro hoc casu cen-
trum oscillationis maneat.

§. 37-

Plura adferre, quum nonnisi primaria fundamenta, e quibus reliqua
promanant, exponere propositum sit, supervacuum est; attamen in §. 36.
supposita demonstrare superest; et tum paucis adhuc, intellectu faciliori-
bus, campum visionis in gratiam Tyronum augere licebit.

I. Sit u=A(x)t atque A(tnx) — A{(m—i)x) dicatur, ut supra, ú; érit

ú = A (mx) — A ((m— 1) x) = q — (q — w),

si A(tnx) generaliter q dicatur, sensu pag. (213), et A{[m •— i)x) — q — « ;
atque si quaeratur differentiale derivataque functionis:

quod dicatur A, (x); érit terminus generális seriéi ex ^(tf) derivatae

A> {mx) -A, ((m -i)x) = q"-{g- úf =

BOLYAI, Tentamen. 1 35
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quod item est

si summa aut limes summse tenninorum post kqh~'ú sequentium Í dicatur,
Sed

kqk~lú

si n^~.co] nam fpag. 163) in formula binomiali pro exponente k, si k^> 1,
demonstratum (pag. 163) est, exponentem coefficientis nunquam^maiorem
esse; et pro k} sive positivo sive negativo, unitate minőre esse quemvis
exponentem coefficientis <J 1.

Hinc quum duo casus sint; nempe series binomiális aut terminata
aut infinita est: terminatur pro k positivo et integro; si non terminetur,
tum exponens coefficientis quivis aut <^k aut <! 1 est.

Consideretur prius ubi series infinita est et exponentium coefficientis
maximus k est. Exponens seriéi a &qk~'ú incipiendo semper fractio vera
pro terminis sequentibus esse poterit; nempe n ita augeri potest pro

fi ipw

dato quovis w, ut Ú<^OJ, adeoque ü<^\- et <^ 1 fiat; est autem

quivis seriéi exponens — per exponentem coefficientis multiplicatus adeo-

que <C est.
9

Erit igitur, si kqk-lú dicatur K, et limes summae termínorum post
K sequentium (etsi omnes posítiví essent) s dicatur, per ípag. 151)

Ák — \)Kü ( kü\
^ 2q \ q r

nempe terminus post A sequens est • — — ; itaque

^ 2{q — kú)y

et
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id est

K "^ 2q — 2kú '

quod --—-o, sí ú quovis dabíli minus fieri queat.

Unde per (pag. 93)

Consequenter
k{A{mx)Yü

A,{mx)— At(m—i)x) '

idest differentiale verum, sive terminus generális seriéi exAt(x)=(A(x)Y=uk

derivatse, sequipollet ipsi k{A (mi))*'1; estque n ponendo more consueto
pro m

id est kuk~*ü est differentiale (sensu stricto pag. 217), et kuk'z derivata

ipsius uk, quoad u.

Idem etiam ad integrum positivum k> 1, applicari potest; nempe tum

quoque exponens seriéi quilibet <|—~ < | 1 fierí potest, atque ibi 5 ad-

huc mmus est, quam sí series geometnca exponentis — in innnitum

extendatur.

Si verő k<^\t sive positivum sive negatívum sit, exponens coefficien-
ú

tis ubique unitate minus érit, adeoque exponens seriéi quilibet <J —

érit; atque tum in

K ^ 2q — 2kú

érit, si k positivum sit, k —1< i, si verő k negatívum sit, k —1«<2, et
, (k — I)M

panter in utroque casu patet, ut prius, quod - v 2Jkú"^~^°'

Unde reliqua fluunt; nempe per (pag. 225):

1. Si ú = a[x)x, hoc ipsi ü substitui potest, ut sit kuk~xa{x)x differen-
tiale et kuh-'a{x) derivata quoad x ipsius u". Ex. gr. pro M = a — ax
atque a constante posita

35'
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d fcr — ax)k = — ak (a — ax)h ~* x}

et derivata quoad x

W

2. Dari autem tale «, idem pro omnibus q pro dato quovis N et z,
ut fpag. 2141 poscitur, in quovis casu patet, si demonstretur, pro quovis
q dari tale aliquod w, atque id pro eodem q crescente n adhuc fortius
valere.

Generaliter si superius

A (q) — A {q — ú) = a [q) ú -4- s
sít, atque

a(q)ú ^ i

a[q)ú~+-s '

íd est pro N utvis magnó, manente qt possit n ita accipi, ut

a(q)ú-{a\q)ú-hS) . -s I
«l i a e S ^

sít; tum

adeoque

pro casu, si enq)úet s utrumque positivum aut utrumque negatívum est,
si verő opposita sint, tum

a(g)ú .—^*-—

Si iam expressiones pro quovis n esedem maneant, sintque in quovis
tennino ipsius s litera; puncto insignitas una plures, easdem aut diversae
quoque, inter quas tamen « adsit; atque crescente prioré «, ex » fiat v

Ipro v>i\ et per hoc qua;vis litera puncto insignita dividatur per
quantitatem umtate maiorein; quivis terminus ipsius s per ipso v maius
dívidetur; sit t>~>\ niiniinuiu itlorum, isalteni quo nullum est minus) per
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quffi terminus aliquis ipsius 5 dividitur; manifesto, si ex s fieret -~, ex
a{Q)ú c , a(q)pú , . . . P

— ^ — íieret —'j7f—, quod prioré valore maius est; reipsa autem s

per ipso p maius dividitur, adeoque valor adhuc maior est. Consequenter

crescente n, tanto fortius est nóvum —^— \>N—if siex. gr.tam a[q)ú

quam j positivum sit; et si opposita sínt, tum —^—J>.W-t-l: adeoque
in casu utroque est —^ s-*p-N\ et hinc , / . <!-»?-, sive

a(g)ú — a{g)ú — s ^ i
a[q)ú-\~s ^ ~W'

Attamen pro casu antea relato valorem quoque talis n, eiusdem
(dato z et N) pro omnibus qt exhibere Tyronibus supervacuum non érit.
Consideretur prius casus simplicior, nempe **, pro u = x: est id, quod
antea a(q)ú erat, heic kqk~lx, dicaturque hoc K% ut supra. Erit, ut ibi-
, ,(k — i)Kx -, . x , . Kk )

dem- ^ l ^ T f c T ' ldes t T p o n e n d o pro *' e n t s

ipsi n substituatur - " ^ '- '-—-, posito (sed statim demon-

strando) dato quolibet maius tale N accipi posse, ut hic valor integer
kx

positivus sit, per quem variábilis absoluta dividitur, atque sit £> , ut
• • kx , $

exponens senei, ut supra, — <q i sit; ent

i):

idest

et
^ K

<
unde

atque etsi K et s opposita sint, s ex J£ nonnisi unum 5 delendo, manet

consequenter
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Quod verő ipsum N quovis dato maius ita eligere liceat, ut « dato
quovis maius positivum sit, patet sic.

Si or£>/? sit, est pro fx positivo et > i

Nam n et jua tunc aut utrumque positivum aut utrumque negatívum

est, atque érit, pro {$ et w aut utroque positivo aut utroque negativo:

a = fi-\-co, aut a = — fi—o.
In casu primo est

et
a — / f=

quod est <ZjUú>-h0(]ti—1); nam u—1 ita ft est positivum, atque a, ft
est aut utruinque positivum aut utrumque negatívum. In altero casu

autem est
jua — fi= — pfi— ,ua — (3 = — //« — (,</ -4-1) /ít

et
a — / ?=— tő — 2/3,

quod item est -< — juco — (fi-\-i)@; nam

, et
quia /u>\.

Multiplicetur iam « per / Í : érit

Kik — \)x . Kik — i)x__
2qn — 2kx 2q/Ltn — 2kx '

si 2qn^>2kx\ nam denominator prioris est minor per prsecedentia.

Si igitur 2qn^2kx, ac superius s<2tty„Z.l
2&x

 e t h o c ^
i - i J K\A — i)x ^ 4 , r . , K ,

et auodvis tale s<l , et tanto fortius <r . , ; nam denoim-
nator, ubi /* est, inaior adeoque quotus minor est. Quaerendum itaque
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tantum maximum eorum n érit, quae pro quopiam q requiruntur, ut
idem omni q satisfaciat; nempe illi q quoque inserviente maiore n, quod
minoris n indigeret.

Ut 2qn^>2kx sit, sumatur prius

v = (k-
unde

—I

atque accipiatur v*^>$k vei z» = 5^; substituendo hunc valorem ipsius
N in valore superiore ipsius «, érit

(v {k i) + {k \)){k i ) x ,

quod, si z> = + 5£ aut » ^ ± 5 ^ sit, est£>2>for, nempe

sive opposita sint v et ^ sive non.
Itaque si tale 2qn = {v-h2k)x sit superius a, et 2kx sit # de a —/3

et fia — /? dicta applicari poterunt et — -—-̂ — decrescet, crescente n.

Poterit autem n utvis magnum accipi, adeoque etiam tantum, ut

( kx kx \

nempe hic fit<Ji, si « > — I . Nam ex

est

n
2q

atque pro hoc « est

sit rí prius « pro v = $k\ pro novo n=/urí érit
2ou.rí—

v— x

riam substituendo in * '•— érit
2q
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\2qutl — 2kx-\-2kx)x ,
— • L L — — = un

2qx ^
Crescit verő crescente « etiam

J — i

~ k—i l~ x[k—\) l*

nam hoc est ^>—L —i» qui valor prioris N est pro v prioré,
imo dato quovis maius esse potest; si nempe accipíatur

_ N'x\k — \)-\-x\k— \)~{-2kx
P— 2qri

substituendo patet N1 prodire. Si valor ipsius // negative prodiret, po-
nendo oppositum eius positivum érit.

Ut verő « integer prodeat, ju ita eligi potest, ut jun' integer sit;
atque si prius v tale est, ut

daret

negatívum; ent

atque in valore superiore ipsius n ponendo — ( A ^ H - I ) pro N-t-i érit

tv — (k — Un-f* — i))í* — i)x
2qn == - » - — -_ ,v—\ h 2 * * = — vx-h

erat verő v negativum, ut v-¥2k negatívum sit, quia v\>ik> unde

« = — positivum est. Denique valor ipsius « pro omni q, quod

non est<<^x ipag. 2141, idem reperitur sic. Sit zx = q\ quodvis aliud q

est>-zx, sit pro r^>i
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sitque q aliquod quodvis= £ ; est r > r ' , sitque r = r"r; érit

K(k-i)x: 2X,- &±lü*=
r

r'
si verő pro / ponatur r"r' in denominatore infimo divisoris, denominator
ipsius K{k — i) manebit aqr'n— 2kx. Consequenter si pro n ponatur
valor

idem et cuivis q satísfaciat.
Idem ad u = A{x) applícatur modo sequente. Sit pro certo q (pag. 214

iá est pro certo n, per quem variábilis absoluta x dividitur, cum qua u
in dependentia símultanea {pag. 193) est, fiat pro hoc q

ú = —fí- et »"!
ku

n q '

ut exponens seriéi <^l sit, atque etíam 2qn"\>2&u in

. {k—i)Ku
^ 2qn"—2ku ' .

ut dicta applicentur. Hoc pacto manifesto tantum n érit ita augendum, ut

«"= aut >
^ 2q

sit pro q'=zx, et hoc «", adeoque illud », per quod hoc ponitur, idem
omnibus satisfaciet.

II. Quod óuv = uóv-h véu, patet sic. Sít

érit seriéi ex uv = A(x) B{x) derivatíe terminus generális
BOLYAI, Tentamen. 1.
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A{mx)B(mx)-A({m-\)x)B{{m-i)x)=A{q)B{q)-(A[q)-ú)(B{g)-v)-

nam pro mx ut supra q poni potest, atque

A{im— i)x) = A{mx) — (A{mx) — A({m — \)x)) = A{q) — ú,
ita

B((m-i)x)=B{q)-v.

Consequenter terminus generális seu diiferentiale verum est

Sed
)v _ B(q) A(

úv v w

quovis dabili maius fieri potest: consequenter

)v

atque mx pro q et n pro m} atque u pro A{x) et v pro 5(x) ponendo, est

Óuv = vú •+• uv ;
el si ex. gr.

ú ==pz et v == £Í,
est quoad J?

Ex. gr. si x

est , ±
rf(«Zf) = í l { l — X 2 ) T — ŰX:2(l — X»)" 1 .

Si accedat z et wz» dicatur p: érit

el (^z) =pq)z -h ^«1/ = ww»'̂  -4- r̂wŴ  -+- ^̂ «1« ;

et ita semper ad uno plura eundo patet regula (pag. 225).

I I I . Quum de logarithmi differentiali (pag. 238) dictum sit, diferen-
tialia functionum trigonometricarum quoque adnectere liceat; quum a
primis Trigonometriáé elementis imbuto facile intelligi possint. Sit varia-
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bilis absoluta, arcus * per « divisus; atque tam differentialia quam deri-
vatae et integralia, ubi non aliud monitum fuerit, quoad x hic arcúm
denotantem intelligantur.

1. Si ósin.x qitaeratur: érit item mx = q, ut antea, et terminus gene-
rális seriéi ex sin. x derivatee est

sin.mx — sin. (m —i)* = sin. q — sin. (q — x)
' = sin. q — sin. q cos, * H- cos. q sin. x :

atque
x cos, q

sin. q — sin. q cos. x -+- cos. q sin, x
Nam

in. q — sin. y cos. # = sin. q{i — cos.*) = sin. q(i — {i — siníx)sin

quum c o s . ^ = t ^ i — sin!^ omnia pro radio t intelligendo.
Est autem, quum sin.x<^i sít

— T T T

(1— sin?jc)2 = 1 £- sin?» ~- sin.áí— -é- singje— . . . .

atque si limes summas omnium post-—— (sin.*) sequentium s dicatur,

pro dato quovis Nfieri —úv^.x^>Ns potest; adeoque (i — siníx)*

per 1—«sin?* exprimi potest, ipso u quantitatem aliquam inter o et i

denotante; eritque

1— cos.* = 1— (1— « sin?*) = u sin? x,
atque

sin. q — sin. q cos. x = u sin, q sin?x.
Itaque

* cos, q x cos, q
sin. q — sm.q cos. #4-cos. q sin.* «sm. q sin. #H-cos. gsm.x

quod tendit ad i (pag. 93); nam

* cos.y '
sin. x ' cos. q '

3«s*
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cos. q r

atque —-. -\ —r- dato quovis maius hen potest; nam sin. A: quovis dato
minus fieri potest, u verő est <| i f adeoque u sin. q sin. x-^-o manente divi-
dendo cos. q.

Consequenter
ii cos. mx

sin.mx — sin.(m — i)x ^ JV

fieri pro dato quovis N potest; adeoque x cos. (mi) termino generáli
seriéi ex sin.* derivatse asquipollet; adeoque iuxta ssepius dicta icos.x
est differentiale ipsius sin.x, et quidem sensu stricto, quum forma quoque
requisíta gaudeat; et cos. x derivata quoad x ipsius sin. x est.

2. Est
d c o s . x = — i s i n . x et Jcos.x = —sin.x.

Nam terminus generális seriéi e cos,* derivatze est

cos. q — cos. (q — i) = cos. q — cos. q cos. x — sin. q sín. x

= u cos. q sin? x — sin. q sín. x,

per praecedentia «siníi pro 1 — cos.i ponendo; atque

— x. sin, g
u cos. q sin? x — sin. q sin. x

nam
x sin.ű , isin.

i * i deoq

'

sin.ű ,
i, -=—*- = i, adeoque —.sin ^ ^ sir , , a d q e =

sin. a: sin. ̂  ^ sin. y sin. x
atque etiam

sin. £ sin. x sin, q
« cos. q sin. x u cos. y sin. x

dato quovis maius fieri potest; nam —"— manet, «<Ji, atque sin.x

COS.JC

Nam terminus generális seriéi e tang. x derivatae est
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tang. q - tang. (q - x) = -554. _ •!"•(?-«)0 7 ° Ví ' cos. o cos. (y — *J
sin, q sin, q cos, x — cos, q sin, x
cos. y cos. ff cos. x -+• sin. ff sin. x

sin, q cos, q cos. •« -+- sin? q sin. * — sin. q cos. ff cos, x -+- cos? g sin, JC
cos? y cos. # -i- sin, q cos. ff sin. x

sin.:é(sin?o-l-coszg) ^ _ _ _ sin.^
cos' q cos. i H- sin. q cos. ^ sin. x cos? q cos. ^ -h sin. q cos. y sin. x '

nam sin?ű-hcos?o = i ; hoc autem per -%— divisum •̂ - i : fit enim
7 7 1 r cos:^

quotus
sin, JC cos? q

x cos? y cos. x •+- cos. y sin. y sin. i '
quod limité i gaudet (pag. 93 et 94); nam

sin. x cos? ff
.1 , y T

x cos. q cos. *
C O S 2 ff C O S . X "X

et '-4 '-.—— quovis dato maius fieri potest; fiat ex. gr. cos. i-í> —,
cos. ff sin. q sin. x ^ r » & ^ 4 '

crescente n fit cosinus semper maior tendens ad limitem i, denominator
autem -^.o.

Consequenter
.x=^ 2— et el tánc. x = 5—.

cos x ö COS?A;
2cos.

4. ^ s /

d e t

Nam terminus generális seriéi ex cotg. x derivatas est

,_ , .v cos. ff cos. o cos. x -h sin. q sin. x
COt. ff COt. ff X} = —-• 2 = í — -. 7 : r7 v J ' sin. ff sm. ff cos. x — cos. q sin. x

cos. ff sín. q cos. á — cos? q sin. ji: — cos. q sin. o cos, a: — sin? q sin, JC
sin? ff cos. ar — sin. q cos. o sin. x

— sin. x
sin? ff cos. ̂ f — sin. q cos. ff sin. x '
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É m . v

cui item lut antea) sequipollet —. —2—; nam prius per posterius di-
sin. 9 x .

videndo quotus ^ ^ i . Consequenter ~,— difFerentiale et r-
derivata est.

5. Sed differentiale derivataque alicuius functionis trigonometrica?
quoad aliam quoque saspius quaeritur. Denotentur hic brevitatis caussa,
sin. x per s, cos. x per c, tang. x per t, cot. x per C, atque literas esedem
puncto insignatae differentialia denotent.

Erit quoad C
ós = — cs* C et «Is = — cs2.

Nam fpag. 283 et 285)

atque hinc

5 + A —x s*C
— - ^ i , et C:—-—= - '—.1 ;
CX ' 5 2 — X '

s s1C _ i

Consequenter —cszC—s et —cs1 C differentiale sinus quoad C atque
—cs2 derivata est.

Ita reliquarum functionum trigonometricarum differentialia, tam quoad
x, quain quoad alias earundem reperiuntur.

6. At ex his arcus quoque differentiale derivataque quoad functiones
trigonometricas eiusdem prodeunt.

Nempe ex

ex
sequitur

ex . s
——^-i seu x : — ^ - . i ;
5 C '

* * W

consequenter — == x, et — differentiale, ac — derivata quoad s ipsius x
c c c

fnempe arcusj est; et hinc

(quoad i)

adeoque quum
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C=[l —.

est

(quoad i)

= arcúi ; est videlicet differentiale purum fpag. 221), et per theorema bi-
nomiale evolvi potest, quum 5 ex. gr. — sin. 300 = -̂ - accipere liceat, atque
tum (per pag. 225) integrari potest.

Simili modo est óx(quoad c)= - ^ - et derivata - ^ - est. Nam erat

, adeoque —=—^1, et hincá1:
C

_ ._- —
~~ S X C

Est porro dx (quoad t) =c*i et derivata quoad / est c*. Erat enim

c%t x
et hinc —i— seu —^ limité 1 gaudet. Consequenter x==tc* et c21 diffe-

x ct
rentiale arcus x atque c2 derivata quoad t est. Est autem

(nempe c*H-ja^ íj.

Hinc JJC seu

(quoad í) (quoad ()

quod per theorema binomiale ut supra, (pag. 243) pro í z < i , imo etsi
t1 = 1 sit), evolvi atque integrari potest.

7. Singulosque casus considerando patet, tendentias ad limites dictos
pro quovis q, quo maius n accipitur, et hic eo fortius valere, ut supra.

IV. Sed iuxta superius (pag. 229) promissa, demonstrare superest;
quod si arcus ipsi x respondens s, et chordaeius c dicatur,— ̂ ^1,sin•'—•00;
et tum differentialia dicta lineae, superficiei planse a linea et abscissa
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ordinataque clausas nec non tam superficiei quam soliditatis per lineam
circa axem revolutam ortse stabilienda sünt. Ut verő hoc fieri possit,
quaedam de lineis et partim de superficiebus dicenda sünt.

i. Dum recta cum curva comparatur, per longitudinem curvae intel-
ligitur limes, ad quem summa chordarum fab una extremitate curvse usque
ad alteram ita se invicem excipientium, ut cuiusvis finis praeter ultimae
finem sit novae ínitium) tendit, si chordarum quasvis tendit ad o. Si plures
quoque rami sint, per cuiusvis longitudinem limes talis intelligitur, et
summa Hmitum érit tota curva ad rectarn reducta. Demonstrandum itaque
est dari limitem eiusmodi, eumque nonnisi unicum esse, quibusvis modis
tendant chordse singulae ad limitem o.

Dum superficies curva C cum piano comparatur, intelligitur per super-
ficiem curvam limes sequens. Ponatur triangulum una cum area intel-
lectum ita, ut apices eius in C cadant, et quodvis latus eius sit latus növi
trianguli verticem in C habentis, atque cuiusvis trianguli növi hoc pacto
prodeuntis lateri nóvum triangulum, verticem in C nec ullam portionem
cum ullo prsecedentium communem habens, imponatur, et cuiusvis area
tendat ad limitem o. Si iam detur tale rectangulum «, ut nequeant tri-
angula modo dicto ita sumi, ut suinmas eorum limes sit £>«, sed possint
ita sumi pro dato quovis w, ut summa eorum ab a minus ipso o differat;
tum per aream ipsius C, dum cum piano comparatur, ipsum a intelligitur;
nempe limes summas triangulorum dictorum, quoruin nulla bina quid-
quam areae commune habent, et quodvis tendit ad o.

In piano autem qualiscunque figura sit, ad rectangulum eius area
reducitur, cui sí non terminata, saltem interminata Eequalitate sit eequalis,
fpag. 26) et quidein ad rectangula altitudinis, aut baseos eiusdem (unitati
rectarum aequalisi reducuntur otnnia, ut arithmetice clare tractentur, ita
solida cuiuscunqiie superficiei ad parallelepipedum reducuntur, cuiusbasis,
eadem pro omnibus, quadrato Eequalis est, cuius latus Eequale est unitati
rectarum (pag. 27).
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2. Formae curvae definitio paulo inferius dabitur; sed concavitatis,
convexüatis, tangentis, subtangentis, normális, subnormalisque con-
ceptus hic explicandi veniunt. Sit abscissa x variábilis absoluta.

Concava dicitur linea versus x, si arcus quilibet in chordae suae plagam
unam, et abscissa arcúi respondens in plagam chordae alteram cadat; si
verő arcus quilibet cum abscissa ei respondente in cordae plagam ean-
dem cadant, convexa audit. Per abscissam arcúi respondentem intelügitur
pars ipsius x, inter ordinatas perpendiculares ab extremitatibus arcus
demissas contenta.

Hinc si concava sit, e quovis puncto intermedio arcus ducantur chordae
ad eius extrema, et ex his demittantur ordinatse ad x perpendiculares,
recta fines harum coniungens érit chorda arcus totius, et basis trianguli,
quod cum prioribus duabus chordis efficit; caditque hoc triangulum in
plagam baseos superiorem, si pars abscissse arcúi respondens inferius sit;
atque angulus basi oppositus est <^2R (per R rectum intelligendo). Est
itaque angulus, quem curvae versus abscissam concavae chordse e finibus
arcus ad punctum intermedium efficient, <\2R; pariter patet angulum
quemvis eiusmodi curvae versus abscissam convexae, esse ^>2R (omnino
versus abscissam intelligendo}. Potest verő etiam per hoc ipsum deíiniri
curva concava et convexa, quum ex hoc sequatur id, quod in definitione
dictum est; possuntque alia criteria quoque dari.

Si lineae nulla portio recta sit, e talibus portionibus constare debet,
quarum cuiusvis aut crescunt ordinatas aut decrescunt (ad dextram intel-
ligendo). Nam feratur ordinata y ad dextram continuo eundo perpen-
diculariter ad xf atque e fine primí y feratur punctum p in dicto _y, ut
sit semper in fine ordinatae, illi abscissas respondentis, ad cuius finem
tunc dictum y pervenit; p in eodem puncto huius y manere sub nullo
tempore continuo potest; nam tunc alicui portioni ipsius x recta re-
sponderet; itaque p aut sursum movetur aliquamdiu, aut deorsum; in
casu prioré crescentibus, in posteriore decrescentíbus ordinatis. Sí verő
prius sursum moveatur, aut usque ad finem sursum movebitur, aut non;
si non, tum datur ultimum temporis punctum P (pag. 20), ante quod
quodvis punctum temporis tale est, ut p post illud in y sursum motura

BOLYAI, Temamen. I. 37
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sit; itaque P tale non est, quia si tale esset, punctum p ex eo loco, in
quo sub P est, adhuc sursum moveretur : adeoque adhuc ultra P debe-
ret punctum temporis ultinmm dictum accipi. Post P itaque p sursum
non movetur, neque in loco manet; adeoque deorsum movetur. Quod
porro continuari posse patet.

Si verő ordinatse crescant ad dextram : sive concava sive convexa
sit curva, angulus, quem y cum chorda e fine eius ad dextram ducta facit,
obtusus est. Nam si acutus aut rectus esset, ordinata sequens ad dextram
ab altéra extremitate chordae demissa esset prioré minor, aut ei íequalis.

3. [Fig. 29). Ad scopum praesentem hic sermo de recta lineam cur-
vam in piano sitam tangenti est, definitione generáli inferius tradenda.
Si curvae detur talis arcus ap, ut inter hunc et certam rectam a'p in
eodem piano sitam ex p nulla recta duci possit; arcúm hunc dicitur
a'p tangere, imo et totam curvatn, si aut p eius extremiim sit, aut detur
arcus ap talis continuatio pb, ut inter hanc et continuationem rectae a'p
nulla recta duci possit. Pars abscissse autem, quaa ab ordinata ex p ad
lineam abscissarum perpendiculari usque ad sectionem tangentis et rectse
abscissarum est, dicitur subtangens in casu sectionis; si verő sectio non
sit, subtangens infinita dicitur. Normális autem dicitur recta ex p ad
tangentem perpendicularis, et pars lineae abscissarum ab ordinata dicta
ipsius p usque ad sectionem normális et lineEe abscissarum dicitur sub-
nor malis.

Gaudet verő curva ín quovis puncto, recta tangenti.
Sit enim apb talis arcus, ut aut totus concavus aut totus convexus,

aut ap concavus et pb convexus sit. Vertatur Ín casu primo chorda ap
circa p sursum ; cadent scilicet arcus chordasque ex p incipiendo sequentes
omnes supra pracedentes, lineaque abscissarum infra chordam primam et
oinnes cadet ipag. 288). Erit verő fpag. 20) ultimum aliquod P punctum
temporis, intra quod recta mota ap semper in aliquam chordam cadit;
tum verő in nullám chordam cadere poterit; quia arcus huius chorda; sur-
sum caderet fpag. 2881, adeoque adhuc darentur chorda; superius, et P
non esset ultimum tale, ut dictum est. Nulla recta autem inter a'p, si
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recta inota ap tunc in a'p sit, atque arcúm ap duci potest; nam si pos-
set, non esset a'p ultima, intra quam mota ap in aliquain chordam cadit,
adeoque ante P esset ultimum illud temporis punctum, intra quod mota
ap circa p semper in chordam cadit.

Sed continuatio quoque rectee a'p tangens arcus pb est, si apb pro-
prie sic dicta curva sit. Nam si tara ap quam pb concava, aut utraque
convexa sit, et pro casu primo pc secet, tanquam continuatio rectas a'p,
ipsam pb in c; vertatur pc sursum circa p, ut tamen chorda maneat,
perveniendo in pb; vertatur ítem deorsum a'p circa p, sed ad angulum
<Jcpb, quantumvís exiguum, perveníatque in pe; érit angulus cpb ísupe-
rius intelligendo) <^ 2R: nam prius ex 2R subtractus est angulus Cpb,
et postea hoc mínus additum est. Consequenter initia arcuum ex p inter
crura anguli duobus rectis minoris cadunt; itaque per definitionem formse
curvae infra tradendam, curva non érit.

Si verő (Fig. 30) continuatio ipsius a'p sit pq, et possit duci recta pr
inter pq et pb; tutn pariter angulus a'pr [deorsum intelligendo) est <J 2R,
et initia arcuum ex p inter crura erunt.

Idem patet si arcus uterque convexus sit. Si verő ap concavus et
pb convexus sit, (pro fig. 31) vertatur pq usque in pr, et a'p vertatur
minus usque in pf; angulus fpr ísuperius intelligendoj <^2R (ut antea).

Pro (Fig. 32) autem, si nempe pc chorda sit continuatio rectae a'p;
vertatur pc circa p usque in pb ; érit angulus a'pb (deorsum intelligendo)
< | 2R; atque initia aTCUum ex p item inter crura continebuntur.

4. Crescentibus ordinatis, tangens cum ordinata perpendiculari nonnisi
in puncto coincidere potest; et quidem nonnisi ad punctum primum, si
concava sit, et ad ultimum, si convexa sit.

Nam sit prius concava, quaevis ordinata sit post primam; ab ea
retrorsum decrescentibus ordinatis, pars ordinatse continuatse supra cur-
vam cadens, etsi per quadrantis intervallum circa punctum, quod in curva
habét, moveretur, curvam attingere nequit.

In convexa autem nonnisi ultima ordinata tangens esse potest. Nam
quaevis alia ordinata sit, ducatur ad eam e puncto curvse antrorsum per-

37*
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pendicularis; ordinata ipsa circa punctum curvee usque ad hanc perpen-
dicularem raota adhuc curvam non attinget.

5. Sed neque ad ordinatam potest tangens perpendicularis esse cre-
scentibus ordinatis alibi, nísi in concuvae puncto ultimo et primo convexee.

Nam si in concava tangens ad aliam ordinatam perpendicularis esset:
ordinatae sequentes antrorsum minores essent; in convexa autem retror-
sum maiores essent.

6. Tangens cum ordinata non coíncidens secat ordínatas omnes. Nam
recta rectam secans, secat omnes huic paralellas, omnia iuxta elementa
Geometriáé communia supponendo.

Hinc tangentes eiusmodi e finibus cuiusvis arcus secant se invicem.
Nempe crescentibus ordinatis tangens ad a cadit inter rectae ordinatae
partéin superiorem et arcúin ap in concava, in convexa autem inter
ordinatam ipsam et arcúm; tangens ad b autem secat rectam ordinatam
puncti a continuatam ; hoc autem fieri nequit, nisi tangens ad a inter
rectam dictam et arcúm cadens secetur.

Facit autem crescentibus ordinatis tangens cum ordinata antrorsum
angulum obtusum, retrorsum acutum. Nam si acutum aut rectum facérét;
essent sequentes ordinatae antrorsum in concava minores, et retrorsum
in convexa maiores.

7. Sit tangens / et chorda c, (Fig. 33) intelligendo per ; heic tangen
tem ex initio arcus ordinatarum crescentium, usquequo rectam, in quam
ordinata finis arcus cadit, secat; érit c -— 1 si H—-00.

Nam in triangulo, cuius latéra sünt í, c, k—y, est

t: c — sin. (2/? — « — (fi— H|): sin. a ;
id est

t si
c sin. a

Hoc autem — ^ ; nam 2R —« et « sinu eodem gaudent, a verő est
constans, manens nempe etsi tangens eadem per ordinatam aliam priori
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(dato quovis propius) parallelam secetur; ft—ÍÍ vero^—o; nam crescente
«, decrescit x, atque cborda tangenti dato quovis angulo propius venit.
Itaque

2/e — a — (0— u)--2R — a ;

si verő duo anguli sint y et y ± G>, et w--o, érit

sin, [y ± a) ^ m

sin.y '
nempe

sin. y cos. a •+- cos.ysin.w
'- 1= = cos a -+- cot. y sin. a,

sin. y — '

quod ^—i, nam cos.<y-^-i, sin.w^^o, et cot. y est quantitas determinata,
cuius factor sin.a-^-o, d m n u ^ o .

i

Unde quum sit c = (x1-h jy1) *, si demonstretur diíferentiale arcus ve-
rum semper inter chordam et tangentem cadere, utpote illa maíorem
hacque minorem; érit arcú 5 et differentiali verő s dicto, etiam

At demonstrandum prius est, dari limitem, qui per longitudinem
arcus intelligitur, eumque inter tangentem chordamque cadere. (Fig. 34).

Sint <2-h/?, b, c-hS, d tangentes pro ordinatis crescentibus: érit
a-hj3-\~c-hS^>a~\-b-{-c-\-d, Nam /i>6, et S>d] quia sit (Fig. 35)
pS continuatio chordce ap; tangentem b infra ps cadere oportet, ut et
ab altéra parte tangens sit; est autem angulus prq acutus, cui perpen-
dicularis pf obiecta cadit; estque angulus prE ~> psf > v; conse-
quenter angulus p r P ^ ^ ; atque hinc si triangulum prf feratur sursum
inter easdem ordínatas, donec p in b cadat, situ ipsius pf priori pa-
rallelo, et pr ac be in plagam eius eandem superiorem cadentibus: ma-
nifesto r infra c cadet, propter angulum ad r ipso v maiorem ; eritque

Duplicato «, pariter patet novam tangentium summám esse minorem
ipso a -H b -I- c •+- d, atque idein repetendo semper porro, summám tan-
gentium semper decrescere ; summám chordaruin autem semper crescere
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propter summám duorum trianguli laterum tertio maiorem ; esseque
chordain quamvis tangente respondente minorem propter angulum chordse
acutum, quein cum ordinata sequente facit, maiorem Ülo, quem tangens
cum eadem ordinata efficit.

Hinc summa tangentium S' et summa chordarum s dicta, tain S'
sine fine decrescens, quam s' sine fine crescens limité gaudet; quum
illud primo s' semper maius, et s' primo S semper minus maneat.

Sit S-^S et s'——s: érit S—s. Nam sit terminus generális seriéi
ex S derivatas u^mx} et ex s sit u(mxr. érit

u[{ix)-í-utf2x)-i-... -h

u ( I J C ) H - « [2X)-i-...-h [ j ;

, uJmx) T j. o
sed — ! . - - . ' - - - , i. Itaque Ó = J.

K [mx)
Cadit verő differentiale verum ipsius s inter u,(mx) et «(mx), nempe

«[mx);

consequenter et — . .1, idest quum u (mx) chordam denotet et híec
o

*", érit /jc2 + x!íWyi2 = x /i-hfWyi1 differentiale, ac dertvata

arcus quoad abscissain x est ^n-fel^;2; nam j '^xJ j '+w, nempe y — xdy

dicatur «, eritque _ _

nam
j

. - = i et . , -̂  ̂ — ^ quia —
x* x v v -+• <•>

consequenter per ipag. 93 et 941

x*xíily)
} a t q u e x' + ixdy-ho,)*'^ '

nam . - = i et . , -̂  ̂ — ^ quia — ^ - dato quovis maius fieri potest;
x* xvv -+• <•> to n
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adeoque etiam radix secundi gradus *—.i; et hinc x^\~h{^yf differen-
tiale sensu stricto, Vi-h(^y)1 autem, sive (H-^y'2)T derivata arcus est.

Quoad convexam idein eodem modo prodit, si tangentes ad ductum
ordinatarum decrescentium accipiantur.

Potest etiam idem per summám tangentium se mutuo inter ordinatas
secantium ostendi.

8. Sed limes iste etiam semper idem est; nempe utcunque accipian-
tur chordse se invicem modo superius dicto excipíentes, summae earum
limes idem 5 superius érit. Nam sit certo modo acceptis in curva pun-
ctis limes chordarum maior aut minor quam prior limes 5 quantitate w.

Si maior fuerit, tum dari oportet chordas tales modo certo positas,
ut summíe earum differentia a limité í + w sit<Cw, nempe summa ipsa
s i t > s ; quod verő absurdum est. Nam accipiatur omnium partiuin ipsius
xy e cuius finibus erectse ordinatse chordas terminant, illa, qua nulla earum
minor est; item accipiatur n modo prioré tam magnum, ut in mini-
mam partém dictam ipsius x quoque ipsa x ad minimum numero ,«
cadant, quem utvis augere manifesto licet. Erigantur ordinatse e finibus
cuiusvis x; terminabuntur pro quovis arcuum ordinatse extimse aut in
finibus eorum, aut terminabitur una tantum in arcus fine, aut neutra.
Si pro omnibus arcubus ordinatse extimse in eorum finibus terminentur;
érit ductis novis ad minimum ,u chordis pro quovis arcú earum summa
maior eo, quod ipso 5 maius erat; adeoque maior limité illő, quo semper
minor manet.

Si una tantum duarum ordinatarum extimarum aut neutra terminetur
ad chordas finem, ducantur ubíque, ubi ita est, a finibus ordinatarum exti-
marum chorda? ad proximos arcuuin fines; érit tum summa chordarum
novarum maíor summa priorum; nam qusevis harum est summa nnvarum
ei respondentium maior. At quum chordse non omnes ita ut superius
positse sint, sit numerus arcuum priorum v; in totidem locis tantum
fieri potest, ut ordinatse extimae dictas per duplicationem numeri « orta;
cum ordinatis ad fines arcuum non coincidant; sit chordarum, qua; hoc
pacto ex s (pag. 294) desunt, nec plures quam numero constante v esse
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possunt, summa u, et earum quas accedunt, nec phires quam numero 2v
esse possunt, summa sit u ; érit */'>« ipropter duorum laterum trianguli
summám tertio maiorem), at «, adeoque ft ita augeri poterit, ut u' — u
dato quovis /• mimis fieri queat; si ex, gr. arcus ita accipiantur, ut nul-
liuschorda ulla sit>-f— ( érit « ' < - ^ - i e t < l u u m «' — « < « ' sit, est
u' — u<k. Est autem'quodvis *' + « '—«>5-h6í , et utrumque positi-
vum est, ita et 5 atque s'-hu' — u—Í et s - h w - i positiva sünt, atque
s'-hu' — u — s maius positivum est quam s-heo — s, id est quam to; sed
s' — Í ^ — O , ita a' — « - ^ o ; itaque s'-hu' — w — s ^ o ; adeoque quantitas,
quae omni dabili minor fieri potest, maneret maius positivum, quam deter-
minatum <y.

Sed nec minor esse limes alio modo potest. Sit enim limes j — «;
ponantur chordse prius modo prioré, ut s i t ^ ' > s — <o, nempe s' sit (óm-
nino positivum) =s — w + a, quod quum 5 limes ipsius s' sit, pro certo
a positivo et ipso a minőre fieri potest; ponantur tum chordae modo
altero, ita ut in quemvis arcúm plures cadant, quum illas quoque quam
proxime accipere liceat; dicanturque sensu ut antea u et u, eo dis-
crimine, quod pro chordis alio modo posítis inteüigantur; sitque summa
harum s — w — z pariter positivum. Erit s — o — z~\-u—u quoque po-
sitivum e t > 5 — a-ha; atque subtrahendo posterius positivum e inaiore
positivo, manebit positivum; nempe u—u — z — « semper positivum
esse deberet, quamvis a constans positivum, adeoque — a constans ne-
gativum sit, u—u autem -—o, et z quoque ^ - o , quum 5 — o limes
suinmse chordarum modo alio positarum sit, adeoque u — u — ^r^-o, et
quantitatem constantem negativam positivam reddere nequit.

9. Sit area a linea, cuius ordinata y = B(x)y atque ordinatis et ab-
scissa x comprehensa =Aix); érit functio differentianda non ut antea,
sed in concreto data; estque differentiale verum, nempe terminus gene-
rális seriéi ex A{x) derivatas, A{mx) — A ((m — i)x); atque manifesto est
pro (Fig. 36J
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per y intelligendo difFerentiam ipsius y ab ordinata sequenti, nempe e
fine ipsius x erecta. Sed

—2—s--^i;
y+y

consequenter
£# xB [mx)

A(mx) — A[[m—i)x) ~ / ' '" '" ~" "
Est igitur xB[x) differentiale, et quidem sensu stricto, ipsius A{x);

et y = B(x) derivata eius quoad x est.

io. Ita si A(x) soliditatem, quae per revolutionem lineae cirea ab-
scissam generatur, denotet: per yx et {y-*-y)x describentur cylindri,
quorum soüditates sünt yznx et [y-\~y)snx\ est autem pro (Fig. 36)

y%nx<< A [mx) —

Sed — Í - S - ^ ^ I adeoque -;—r^/ —^v—~'^'1) consequenter

y*nx ^^
A[mx) — A{[m— i)x) '

itaque y*nx termino generáli seriéi ex A (x) derivatíe eequipollet, nempe
si y = B(x)j est

{B[mx)y.nx
l)x) ^ 'A{mx) —

atque x.n(B{x)y íd est x.ny2 differentiale sensu stricto ipsius A{x) et
izy1 derivata quoad x est.

11. Si A(x) superfidem revolutione lineae circa abscissam ortae de-
notet, sit prius (Fig. 34) linea concava, crescentibus ad dextram ordinatis.
Dicatur / tangens 0 + ^ et C chorda ei respondens, item chorda tangenti
a respondens dicatur c', et c" sit chorda tangenti b respondens. Descri-
buntur revolutione schematis coni truncati, qui dicantur coni truncati
ipsius (íí-hyS), id est ipsius t, ita ipsorum a, b, c\ c". Est autem super-
ficies coni truncati facto e summa radiorum basium parallelarum et n

BOLYAI, Tenlumen. 1. 3 B
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atque latere coni truncati aequalis. Erit itaque conus truncatus ipsius

ita coni truncati ipsorum a, ö, et ipsius C ac ipsorum c\ c" erunt
Jta{y+y' + k'), jzb{y'+y" + k"}, nC{y-hy"), nc'(y-^y'), ne" ( / + / ) .
Unde conus truncatus ipsius [a -h /3) maior est quam coni truncati ipsorum
a et b ; quo continuato patet summám conorum truncatorum per tangentes
descnptorum decrescere. Est etiam manifesto conus truncatus chordas C
minor summa conorum truncatorum ipsarum c et c"; itaque si duplicato
«, numerus chordarum semper porro duplicetur, crescet summa conorum
truncatorum per chordas descriptorum, manet tamen semper minor summa
conorum truncatorum per tangentes simultaneas descriptorum, adeoque
minor cono truncato per a -+- /í descripto, quum summa pláne dicta sit
hoc minor. Datur itaque limes summse conorum truncatorum per chordas
descnptorum, atque

Est autem (pag. 292)

itaque

Consequenter

atque quum y-*-y":2y^i et C=(x1H-j-1)T, fit 2/iy{x'-hy3)T, id est
2/zy(i-\-(viyf)'i x differentiale limitis conorum per chordas lineaa se invi-
cem ut supra (pag. 288) excipientes descriptorum; 2/iy(i-h(dy)2)2 autem
derivata quoad x est.

Quoad convexam quoque idem prodit. Superficies quaeritur (Fig. 37),
quae érit limes viae chordarum se invicem excipientium. Vertatur in hf
tangens b/, et si duplicato n tangentes bd, t>f" oriantur, vertatur &/" in
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bf" circa perpendicularein ex b ad y, ac pro duplicato iterum n, or-
tisque tangentibus be, cd', be\ tg, vertatur qusevis circa perpendicularein
e puncto tactus ad y inissam; et idem continuetur semper duplicato n
et tangentium numero duplicato. Consideretur iam conus truncatus ipsius
f'b, tum summa conorum truncatorum ipsorum bd, b/"', tum summa
conorum truncatorum ipsorum be, cd", be", $g'; patet conum truncatum
primum esse maiorein summa sequente conorum truncatorum, et hanc
maiorem summa sequente, atque hoc continuari sine fine posse; nempe
manifesto conus truncatus bf constat e cono truncato bd et cono
truncato d'f, et posterior est = n [d"$ -h/'a'J d'f ; summa conorum trun-
catorum bd et b/ '" aequalis cono truncato bd~\-n (bb'-l-/'"a')b/'"; atque
bb '<r f 'b ' e t / " ' a '< / ' a ' , (quia angulus u~>v est, adeoque Csupra / cadit)
ac (b/'" = b/") < {df = df) per (pag. 293); ita valores reliqui, e quibus coni
truncati exsurgunt, crescunt excepto n et illis qiue manent, ex. gr. in
prima duplicatione manent bd' et basium radii. Ducatur perpendicularis
ex a ad y; érit quaevis conorum truncatorum summa semper maior,
quam via ipsius ak. Unde limitem decrescentis summas dictee dari constat;
dicatur is A{x).

Dicaturque termmus generális seriéi conorum truncatorum dictorum
u (mx); érit

a (IJC) •+• u (2x) + . . . + «{nx)-^A (x);

denotetque a{mx) conum truncatum chordas; facile patet quod

u{mx): a(mx)*^i;

adeoque per superiora etiam

a {ix) •+• a [2x) H-... -H a {nx)-^A (x);

atque hinc est et bic 2ny{i+^yYY x difFerentiale limitis viae chordarum,
et 2ny(i->r(<$yyy est derivata quoad x.

Interim tamen proprie de trapeziis tantum, quas fpag. 288) in trian-
gula apices in superficie habentia dispesci possunt, sermo est, atque

n IT

limité summse eorum; at omnia dicta valent, sí pro arcú = -—-, ubi

integer , « ^ 0 0 , trapezia simultanea considerentur.
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Imo etiam et hic limitem eundem esse ut supra demonstrari potest,
utcunque ponantur triangula sub conditione ibidem dicta; partes nempe
eorum in plana ad abscissam e finibus ipsorum x contentas considerari
debent, quod tamen brevitatis studio omittitur.

12. Si e lineae S puncto quovis demittatur perpendicularis z ad pla-
num P idem pro omnibus punctis ipsius St complexus s sectionum
omnium z cum P vocatur proiectio ipsius S in P. Si in P sita recta
acceptis a puncto certo incipiendo abscissis x aequatio ordinatse y pro
j data sít, atque data etiam aequatio sit, per quam e cuiusvis y fine
erecta perpendicularis zt nempe distantia puncti ipsius S a Pf deter-
minatur, manifesto tota S in spatio determinata érit. Ordinatse omníno
accipiuntur in P in una ipsius x plaga positive, et negative in altéra,
ita ipsa z accipiuntur ín una plaga ipsius P positive et negative in
altéra; ita ab initio abscissarum accipiuntur abscissa? in una plaga posi-
tive et negative in altéra.

Si s = a(jc) et S = A(x) atque a[mx)— a((m—i)x) denotetur per s
et A{mx) — A({m—i)x) per S: érit

s =

atque e finibus ipsius s erecta: ordinatse (usque ad fines ipsius 5" ipsi s
respondentisi dicantur z et z,, et chorda ipsius s dicatur c; érit perpen-
dicularib ab extremitate ipsius z ad zl missa =^c\ orieturque triangulum
rectangulum, cuius unus cathetus est c, altér est i pro z, = z-\-z, hy-
pothenusa autem est chorda ipsius S, quas itaque est ^ j / ^ H - i 1 . Sed
c*==x2-hy*. Consequenter pro y^y'x et z — z'x

s~ V&-+-y1 +& = x

Estque hoc differentiale ipsius S nempe iimitis summae c/iordarutn,
atque derivata quoad x esi /i-f-y*•+-z'\ Nempe et hic ut supra limi-
tem dari demonstrari potest, si pro ordinatis z crescentibus tangentibus
plana ad abscissam perpendicularia ordinatas sequentes complectentia,
quas secent, obÜciantur; sed brevitas necessaría uberius exponere vetat.



SECTIO SECUNDA. 301

V. Notandum est saepius esse, ut expressio differentialis strictioris,
adeoque derivatae, quum x semper finitum et nunquam o sit, sed dabili
quovis minus fieri queat, pro certo valore ipsius x fiat = o autoo, vei
0 : 0 ; imo si derivata priraa, secunda, £2* accipiantur, ssepíus quaevis usque
ad aliquam fiat = ot pro valore ccrto ipsius x, aut derivata prima, se-
cunda finitas vei o sínt, et ab aliqua incipiendo omnes infinitae fiant.
Sünt autem valores eiusmodi ipsius x nonnisi in punctis discretis, (patet
si functio linea expressa per ordinatas cogitetur); atque vocantur haec
puncta singularia, quum linea ad puncta his respondentia qualitatibus
talibus gaudeat, quibus reliqua inter hsec non gaudent; sünt quoque
ibi differentialia cum veris haud aequipollentia, at derivatse primae ibi
quoque limites sünt quotorum e differentialibus veris per x divisis.

Superius (pag. 217) dictum est differentiale verum esse terminum
generalem seriéi e functione aliqua derivatee; itaque si n sufficienter
augeatur, quum x e talibus portionibus constet, quarum cuivis respon-
dentes ordinatas aut crescent ab initio usque ad finem, aut decrescent,
hoc nunquam = 0 esse potest. At etiam differentiale strictius dictum
est esse terminum seriéi totidem terminorum generalem, differentiali verő
sub certa saltem conditione aequipollentem (pag. 214); conditio quae ibi
simplicitatis et clantatis caussa per zx expressa est, quamvis omnia per

, . t v - . < • *. ^ o- uítnx)
partes eo reduci queant, generahus ita expnmi potest. oi -~—ry -^ 1
pro quovis mx a certo valore a ipsius mx usque ad certum valorem
b ipsius mx, ita ut quae excipiuntur, nonnisi punctum aut puncta
discreta sint, aut simul vei sine illis pars ipsius x talis sit, quae
dato quovis minorfieri potest: tum u(x) dicitur differentiale generalius
ipsius A (x) a valore a ipsius x usque ad valorem b. Atque manifesto

et

si tam
u{mx)

A(mx) — A({m — \)x)
quam
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u (mx)
'• -v ""^^- I i

\ — B{\m — \\x)

Imo valor ipsius m extendi potest, ut etiam o et integros negativos
denotare queat, ut sít pro x positivo series incremenLorum

A(t2—i)x)> A{ix) — A(ti — i)x), Alox) — A((o — i)x),
A(ío — n*) — A{{— i — ni ) , A{—2*1 — A(\— 2—íj*)

Si ex. gr. A{x)=]/rx — i, valores oinnes imaginarii erunt ab ; e = o
usque ad A: = I; at etiam difFerentiale integraleque imaginarium accipi a
valore o ipsius x usque ad i poterít, aut verő abscissa (post;v = ii a o
crescens accipi poterit, aut ut dictum est ab x = i usque ad certum va-
lorem A > i accipietur.

Erit autem aut certus seriéi, cuius terminus generális est u (tnx),
terminus w-tus = o , sed ita, ut si ípsi m substituatur m — i, sit

tiUtn — i ) x \
(

aut sive p r o x = o fiet expressio differentialis — o x , si in ea o substituatur

ipsi x, sive id p r o alio tali mx fiet ita, ut u[(m — i)):a{(m — i)x) non

t e n d i t ad i . E x . gr.
Ó(Ö — X)x=— 2{Ó — X)X

et pro *—bfiX.{n—i)x = A—x, ac «((«—i)^)f i t — 2x% a ((ti — ij^) autem fit

atque 2x*: ^x1 non tendit ad i, sed est = - . Nempe A(mx)—A((m—\)x)

dicitur almx).
Quoad casum primum, pro u(mx) = x ut[mx) est

, ( ( ) )
adeoque

Aiím11i)Aa>n21i}a_ (m_,) . a _ { m i ) = ft
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Sed
A(mx) — A((m — i)x)

$-i)x) -A{{m-2)x)

si neutrum o aut oo sit. Nam {Fig. 38)

et

atque
— x

quia x^^i i naraque et -y-^i, eodem modo patet, uti (pag. 292). Itaque

consequenter
y 2y

et

Si verő pro x = k, ubi k etiam o significare potest, fiat expressio
derivatse = o , atque non sit casus is, ubi si tantum uno x ultra vei
intra k accipiatur diflferentiale verum, quotus ex hoc per expressionem
differentialis strictioris tendat ad 1, poterit accipi w utvis parvum posi-
tive aut negative prouti casus poscit {ex. gr. pro A = o, sumatur posi-
tive), ut sit

A(&-\-a>-t-x} — A{k-ha>)

nam nulla pars continua ex k incipiendo est per hypothesim, ubi hoc
non valeat. Inde verő est

sed ttt(i-h«-h*) —« r (it)-^o; itaque
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x

Itaque patet ordinatarum puncto, ubi k terminatur, quam proxima-
rum incrementa per x divisa hoc pacto ad limitem o = ut(k) tendere.

Interim si A (A-i- w — #) — A (k-¥a) dicatur y et A (k-+• a) — A [k)

dicatur z, érit
z

zNam y — z<^Jir ^eT1 P r o dato quovis JY potest; nam pro

J N 2N'

potest autem y et z ita sumi, ut y superet ipsum z quantitate minőre

quam —^-. Est verő tunc
y : x
z : x '

itaque quum y : x dato quovis minus fiat dura «-^oo, -,~ dato maius raa-
- z , *nere nequit; consequenter quum z non o sít, — dato quovis mmus nt

z • x

idest . -^o. Si y : JC dato quovis maius fiat, z : x dato minus non manet,
fitque dato quovis maius.

Pariter patet, si «,(£} = 00. Sít ex. gr. £ = 0; tum item w dato quo-
vis minus accipere licet, ut sit

x) — A [a)
(w + i) 'x .

adeoque

Sed si w,ío) = oo, tum w,íw-hi) dato quovis maius fieri debet, dum

a _f- x'^o, atque et hic ut prius J ~~* i applicatur.
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Quod differentise ordinatarum finitarum, abscissarum diíFerentia ad
limitem o tendente, tendunt ad o; atque ut ordinata infinita fiat, antea
omni dabili maior fieri debeat; partim de qualibet functione speciatim
demonstrari potest, (uti etiam factum iam de pluribus est), partim inferius
demonstrabitur; intuitui verő per ordinatas in piano, in quarum qualibet
uno puncto terminante valorem functionis complexus eorum interrumpi
nequit, exhibetur.

VI. Quum tamen hsec exemplis geometrícis, singularitatem eiusmodi
punctorum ostendentibus, illustrare supervacuum non sit; sit (Fig. 39)
chorda ex p incipiens, vertaturque usquequo tangens fiat, et sit subtan-
gens s, ac

A{y {)
érit

y:x=y:s'
adeoque

x
yy

est autem s — s' = 6>, quod -^.o, atque^

yx yx 1 x y
y ~~ y : x y : x '

itaque

~^—- = s — ej et y-í-^^s.
y:x y :x

Erat verő -?—»«Ty, atque hínc iuxta (pag. 89) de tali y loquendo,

quod neque 00 neque o est (nempe si quod = 0 esset, augeatur quaevis

ordinata quantitate b, ut in Fig. 40), érit

^ L T _ j L e t J = = j .
y :x vy vy

Eritque Í = O , si y : x omni dabili maius adeoque dy = oo fiat; itera
5 fiet 00, si y : x omni dabili minus, adeoque «ly = o fiat.

Ostendit Figura (39*) casum, ubi s = s' — a; at ibi quoque omnía
applicari patet.

BOLYAI, Tenumen. I 39
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Pro casu, ubijy=o, autem res iuxta Fig. (41!, quoque considerari potest.
Sít certa abscissa constans «, cui respondeat y ; érit

x : y = « : Á et o = —i- ;

atque si -í--^.oo, érit .S=aoo, nempe tangens ipsi y parallela, adeoque
perpendicularis ad abscissam ; est autem hic

A (x) = A (1 x) — A (o. x) = y,

atque pro
X

Est etiam

item

Unde

item per J

atque

(Fig.

y:4y

est

42)

X

y'

s

y

tan ff v

:y = i

:$ = l

tang.

&* J

tang. w =

: tang.

: tang.

— = 1
y

u.

i

: 4y.

Quantitates tangentis 7") normális JV et subnormalis, e triangulis
rectangulis prodire patet.

Sed si consideretur, qualisnam curvse ductus ante et post punctum
tactus sit, érit (Fig. 43)

s ;y = s-\-x \y1~\-a;
et hinc

y\s-\-x) yx , , .
y, + a = ^-^—'- =y •+- s— =y +y x.

Sit y = A (x); érit (per Tayhrianum paulo inferius)
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et summa terminorum duorum priorum =yt-[~ro; itaque si terminus
sequens negativus sit, quod fit si derivata secunda negativa sit, curva
ductum infra tangentem, si verő derivata secunda positiva sit, supra tan-
gentem e puncto tactus incipit; quum quemlibet terminum, nisi o sit,
summa omnium sequentium maiorem fieri posse demonstretur. Si verő
derivata secunda imo et postea sequentes o fuerint, prouti prima quae
non o est, positiva vei negativa est, curva versus abscissam convexa vei
concava érit. Idem et ante punctum patet. Erit nempe ibi

y y
et hinc

ya-^-(i)íz=y— y'x,
atque

et hinc si derivata secunda non sit o, et negativa sit, érit et ramus ad
lárvám concavus, si positiva, convexus; si verő y" = o et y" non sit o

xi

atque sit ex. gr. positivum, érit ad dextram incrementum-h——-y"\ ad
tavam autem oppositum eius, atque idem eveniet, sí derivatse ipsi o
aequales in derivata numeri paris desinant; érit itaque post punctum
tactus ramus ad dextram convexus, ad lsevam concavus. Vocatur eíus-
modi punctum Jlexus.

Patet etiam, quod si derivata secunda sit functio certi valoris, nec o,
nec ooj inflexionem non esse; quia si valor is positivus sit, linea utrin-
que convexa, si negativus, utrinque concava érit. Si derivata secunda
sit o aut 00, vei sub formám -— veniat pro valore certo a ipsius x;
accipiatur tum una vice x = a-h<o, altéra vice autem x — a — a), pro w
positivo et quantumvis exiguo, et quasratur pro his valoribus ipsius x,
num rami e fine ipsius x = a, utrinque concavi aut utrinque convexi
sint, vei unus concavus et altér convexus sit.

Dantur etiam alia puncta singularia: nempe si duo rami ad certum
punctum tangente communi gaudeant, et aut utraque aut una tantum
convexam faciem alteri obvertat, dicitur prior cuspis primi generis, pos-
teríor secundi; et cuiusvis duse species sünt, prouti versus abscissam

39'
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convexi fuerint rami, aut concavi; pro cuspide priini generis tangens
inter utruraque cadit, pro altéra non. (Fig. 45, 46, 47, 48.)

Si plures rami tangentibus ad idein punctum diversis gaudeant, vocatur
punctuin multiplum ; quod fieri posse manifestum est, si functionis plu-
res valores (ex. gi. per radicalia) fuerint, quí pro certo valore ipsius x,
disparentibus ex. gr. certis radicalibus, ad unicum redígantur; uti exempla
ostendent. Pertinent verő etiam cuspides ad puncta inultipla; at cus-
pidis ramus uterque tangente eadem gaudet; et dantur eiusinodi puncta
ínultipla, ut rami ex eodem puncto prodeuntes diversis tangentibus gau-
deant ; est autem omnibus punctis multiplis commune, quod ordinata,
quíe ad tale punctum est, derivata quoad omnes ramos inde prodeuntes
non una gaudeat, üti quasvis aüa etiam ordinatarum plurium eidem
puncto respondentium.

Dantur etiam puncta isolata dicta : datur nempe functio talis, cuius
ex. gr. a valore certo ipsius x usque ad certum faut in 00), nonnisi pro
certo aut certis valoribus detur valor reális; atque si talis valor 0 sit,
per y punctum abscissse ibidem determinetur.

Exempla.
a) Si ordinata y sit = b -+- axx, érit pro b positivo et a posi

tivo linea versus abscissam convexa, et concava si a negatívum sit,
et quidem utrinque ab AT = O incipiendo, tam pro x positive quam pro
x negative incipiente ; excurruntque duo rami utrinque sequaliter, ordi-
natis crescentibus in 00 ; transibunt autein per axem ad distantias a capite
abscissarum asquales, si a negatívum fuerit, ubi ax* = — b, quum ibi
y = o sit; ac tangens érit axi parallela pro x = o. Nam derivata príma
(quas breviter W atque ita secunda dici potest W*) est 2ax = o pro x = o;
W1 autem = 2a, quod positivum est pro a positivo, et negatívum si a
negatívum fuerit, adeoque linea in casu primo ex ^ = 0 incipiendo ver-
sus abscissam convexa, in altero concava érit.

Patet verő «í1 esse pro quovis valore ipsius x positivum pro a posi-
tivo et negatívum pro a negativo ; interim post ax' = — b} pro a nega-
tivo, transeuntibus ramis in alteram axeos plagain, erunt hi ad partém
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axeos illis respondentem convexse; at ut ita loqui fas sít, id quod faciei
axeos superiori concavum, inferiori convexum est; concipiatur axis deor-
sum sibi parallelé ad distantiam d moveri; quaevis ordinata incrementum
d capiet, et pro b fiet b-\- d manente curva; atque el2 pro quavis ab-
scissa infra curvam, etiam pro parte antea infra axem cadente, negatívum
fiet, et curva versus superiorem axeos faciem concava érit.

Est autem linea haec pláne parabola (Fig. 44), si axis a vertice para-

boláé ad distantiam b sumatur ad axem X perpendicularis; nempe si

V=—- pro parametro = —, et V= x atque y = b-Jt-X, est y = b-i-ax2.

b) Si y = b-hx3, pro x = o inflexió est. Nam Wjv = 3X1 et W*jy = 2. 3*:,
quod pro x positivo positívum, pro x negativo negatívum est, adeoque
pro x positivo curva ultra x = o forma convexa, et concava pro x nega-
tivo incipit. Est autem tangens axi parallela pro x = o, quia dy=o; est
quidem tunc et «Tjy=o, sed si x crescat positive aut negative, fiatque a
positíve aut negative quantovis minus, prius dicta valent.

c) Si y = b -+• x~*t aut y = b -+- XT, aut y = ö — XT, orietur pro x = o
cuspis primi generis; primum dat (Fig. 45), sequens dat (Fig. 46), tertium
exhibet (Fig. 47); nerape o) prioris est -^-x1, quod pro x = o fit o, adeo-

1 í _ 1

que tangens axi parallela est; 4*y=~~x 2 , quod pro x = o fit 00; at

si pro x ponatur y&co, quantovis minus, fiet—DT=^, cuiusduovaloressunt,
4 V a

unus positivus, alter negativus, alioquin sequales, et prior denotat convexita-

tem rami superioris, qui e valore positivo ipsius / # 3 ipsi b addito generatus

est, posterior concavitatem rami inferioris, qui e •—< /x3 -+- b factus est.
/— —

Patet quoque pro x negativo ordinatam Vx1 imaginanam, atproöH-JC3

sive positivum sive negatívum sit x, ordinatam unicam respondere
abscissEe cuivis, et ab # = 0 utrinque sequaliter excurrere ramos; est
verő pro hoc casu

, 2 -i 2vy=—x —
3
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quod pro x = o fit oo, efficitque tangentem axi perpendiculariter insi-
2 —±-

stentem ; estque tum sjly= — — x 3 , quod quidem pro x = o fit oo, at
substituendo (ut prius) w, fiet pro a tam positivo quam negativo nega-
tívum, adeoque curva utrinque conoava. Patet verő, quod si in expres-
sionibus ipsius y ponatur x—a pro x, dicta pro x = a fiant.

d) Sí verő _y = £— x3, i)y panter infinita pro x = o, tangentem item
2 -*

perpendicularem dabit, sed d2y érit — x 3 positivum ab x = o incipiendo

utxinque, adeoque curva utrinque versus abscissam convexa.

e) Si y = x1 -+-x*y prodit pro x = o, cuspis secundi generis, et tan-
gens axi parallela, (nempe ad distantiam oj. Nam

«ly = 2#-H-^-x2, et ef*y=2H-^.— xx.
J 2 J 2 2

atque prius fit o pro x = o, posterius fit = 2, ostenditque ramum utrutn-
que versus axem ab x = o incipiendo convexum esse ; nempe abínde pro
abscissa positiva quavís \fx% duos valores habét, pro negativa autem
imaginarum fit. At ramus superior e radice positiva ex JÍ5 exsurgens

tantum manet semper convexus ad axem, altér autem tantum eousque

( 8 \x

— \ fiet, nempe ubi fit

ifry = 2 — -íi- Vx = 2 — ^ . —- = o;
4 4 l5

ibíque inflexió est, nam addito ro positivo utvis parvo, et altéra vice
subtracto o> e valore diuto ipsius x, érit pro vice príma &y negatívum
et positivum pro altéra; nempe

negatívum et

2 i—i —*^-

4
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positivum est; tangens autem non est tum axi parallela, nam

8 \* s

non = 0 . Fit prasterea ordinata adhuc semel o, nempe tunc esse debet
xa>—</xs = o, adeoque x*=Yx5, atque x*~x"t quod nonnisi pro x = o,
et JC = I íieri potest.

f) Sí y = b-\~xz~{- Yx^ ponatur, linea eadem prodibit, cuspide ad
distantiam b ab axe exorta, et tangens érit ad distantiam b parallela axi;
sed ramus inferior non pro x = 1 transibit per axem, verum pro illő x,
pro quo fiet á + x 1 ^ W , id est

Ita in superioribus potest o ipsi b substitui. (Fig. 48).

g-) Si y = }/ x% — x*; oritur pro x = o punctum multiplum eiusmodi,
ad quod non ut in caspidibus, quse ipsa quoque puncta multipla sünt,
rami tangente communi gaudent, sed tangentes ramorum ex eodem pun-
cto, ubi x = o, diversae erunt. Nempe pro x = 0, item pro x = 1 et
* = : — 1 , e s t j y = o , et pro x = i^(o, sívé pro x=—1>—<o (quanturnvis
exiguum sít w) valor fit imaginarius; nam

( ± r ± o ) " — { ± i = b » ) * ( ± i ± w ) a

est negatívum ; crescente autem * a o usque ad 1 positive, ubique ordi-
natge duse Eequales erunt, una positiva supra, altéra negativa infra axem;
érit autem linea versus abscissam concava; nam est

= {x1 — x*)^{x — 2X3),

quod fit — pro x = o, disparente factore prioré radicali, et altero factore
quoque simul in o mutató; quomodo valor verus sub imagine ista gene-
ráli quantitatem quamvis denotante latens reperiatur, de eo statim dicetur
aliquid; at hic, modo in casibus similibus usitato, factorem signo radicali
subiectum eximendo, valor iste facile reperitur; nempe
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X — 2X3 __ I — 2X1

V'x1 — x*~ I i—x*'

quod pro x = o fit = I = tangenii anguli tangentis (pag. 306), qui idcirco
est = dimidio recto, quum ibi tangens zequalis sít radio ; atque si pro
x ponatur a quantovis minus, et tendens ad limitem o, ad dextram po-
sitive ad lsevam negative, manifesto angulus tangentis, tani pro ramo ad
dextram quam ad lsevam, - ^ 1 , itaque áuse erunt tangentes, ad idein
punctum ipsi x = o respondentes. Erit porro d([x—2xi)[x*— x*)~ *),
id est

f (XM _ **!*- J r r ^ . _ ( * z
1 ' Vx' — x*

Yxa — x

ubi factor posterior reducendo ad denominatorem eundem, et terminos
numeratoris denominatorisque per x* dividendo, fit

i — x1 — 6x' -+- 6*4 — (i — 4X1 -+- 43c4) _ 2x" — 3**
1 — x1 1 — x1 '

quod, quum tantum de x<\i quEestio sit, negatívum esse facile patet;
est nempe tum x*<dlx

t
t adeoque etiam 2x*^>2x*t tanto fortius verő supe-

rat —33c1 ipsum 2x'. Est igitur linea pro ordinatis positivis supra axem
versuü ipsum concava, et quidem utrinque ab x — O, quia x*} x* eadem
sünt pro x, sive positivum sive negatívum fuerit ; pro ordinatis negativis
autem érit altér factor (nempe - t t) quoque negativus, itaque &y
érit positivum et linea quoad faciem axeos superiorem convexa, seu con-
cava versus inferiorem, 11 ti (pag. 3081 dictuin est; nempe tota supra
axem concipi potest, axe dcorsum ita lato, ut punctum aliquod eius ad
axem prioréin describat perpendicularem ^^ ; nain hanc esse ordina-

tam maximam statim patebit. Keferet hinc linea; islius pars quoad -M
reális formain signi oo ; pars imaginaria quoque facile patet, (pag. 202);
interest quippe sitpius reale imaginariuiuque ex eadem expressione sibi
invicem respondenlia considerare.
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Est autem Hnea ab x = o ntrinque symmetrice sequalis; quum x% et
x* sint eadem, pro eadem quantitate ipsius x sive positiva sive negativa;
atque pro x = ± — ; = utrinque tangens axi parallela est; nempe pro hoc
valore fit

et substituto =^i- ± Ú) ipsi x in y = )fx7 — x*t ordinatam quamvis aliam
minorem esse, quam pro ± - J T = patet, nempe tum est

v 2

Si verő pro parte ex. gr. positiva ipsius x ad dextram considerentur or-
dinatae intra J C = ^ 4 ^ — T = , érit

V2

quod minus prioré ~ est; nam 21/2.W3 — 2a2 — o4 negatívum est, pro
valore ipsius (o minőre quam —y=\ nam etsi & = —j= ponatur, érit
21A2Tw3 = 2(o2, et si valor ipsius <y adhuc minor fractio vera sit, érit
2W* > 2 / 2 . w3. Ita si ultra x = -~l^ accipiatur -~~ha = x, érit

X2 — X4 = s -^ 2ű)2 — 2 / 3 W3 — fi)4,

ubi omnes termini prseter primum, qui valor ipsius x* — x* pro x = --*.=
est, negativi sünt.

h) Ast etiam pro í/ = oofieri maximum vei minimum potest. Exem-
plum superius,^ = £ — x1 dat maximum, et y = b~\-xi dat minimum pro

Bói-YAi, Teniamen. I 4°
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x:=o\ nempe v pro quantumvis parvo ot = x posito, donec w ' ^ / i fiat
ordinatam b — w1 utrinque minorem dat, quam / ;—o 1 = A ; postea verő
fient ordínata; utrinque negativa; crescentes in oo ; ita y = /j-t- (±6,) i

dat pro quantovis o> ordinatam ipso b maiorem.
De quo tamen plura inferius.

z) Punctum isolatum exhibet ^ = >^v3— x1, pro x = o; nempe tum
y = o, et initium abscissarum solus valor reális érit, usquequo # = i fiat,
et tum item y^=o punctum in abscissa dabit, unde linea ordinatis cre-
scentibus ramo uno superius alteroque sequali inferius incipiet; ab # = o
autem sive negative in infinitum, sive positive usque ad I crescat x, va-
lores omnes imaginarii sünt; nam (•—IJCP et — x 2 utrumque negatívum
est, (i-í-fjc)3 autem pro x<^\ est <|Jfa

f adeoque radix e negativo érit. Est
autem

a:3

quod item imaginarium est tam pro x negativo quam pro x<i; nempe
ante et post punctum isolatum increinenta imaginaria sünt. Est autem

u bx — 2 (3X1 — 2xf
v2y= -

quod pro x>i aliquamdiu tantum negatívum est; nam multiplicando per
— x't érit

) )
^ X3 — X* ^ X — I

12X* — 4JC — 1 2X -+- 4 — (9X3 —12X + 4)

x-i

ubi quum x>\ sit, x — i positivum est, adeoque tantum de numeratore
quaestio est; et facile valor reperitur, usque ad quem crescente x ultra
i, $xx — 4x semper negatívum, postea autem semper positivum est;
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itaque eousque lineae rainus superior concavus, postea seinper convexus
érit. Est neinpe 3** — 4* = o pro x = o et x = J-. Dum x positivum et

4 ^ 4
< -3 numerator x(3# 4) seinper negativus pro x > 2

4 ^ 4
-3-, numerator x(3# —4) seinper negativus, pro x>-2- autem semper

positivus. Itaque pro x = -í- inflexió est.

k) Sint denique adhuc exempla ad subtangentem finitam. Paraboláé
pro parametro p est

adeoque subtangens

quod ad verticem fit o; et derivatse ibidein valore infinito reddito, an-
gulus tangentis, tangenti infinitee respondens, rectus est.

Si y = ax sit, quod lineam logarithmicam exhíbet, in qua abscissae
logarithmi ordinatarum quoad basim a sünt, est (pag. 227)

al {ax) = 0*«! log. (a*) = axd(x log. a) = a* log. a,

\og.a quoad e intelligendo (pag. 183), unde

log. a '

et subtangeus pro quovis x est constans, aequalis modulo systematis,
cuius basis a est (pag. 187). Pro a = e ht log. a = 1 , et s = i ; est etiam
tangens anguli, quem tangens cum axe facit = 1 pro x = o; nam
e° log. í=i , et angulus ipse est dimidius rectus; atque dum x posítive
tendat ad oo, tang. anguli tangentis ereseit in infinitum, adeoque angu-
lus tendit ad rectum; si verő x negative -—00, tum ex-^o, adeoque
tang. anguli tangentis -^-0 et angulus - ^ 0 , fitque axis asympíota,

Nempe si detur talis recta 21, qua pro axe sumta, dum abseissa ere-
seit in infinitum, ordinata tendit ad o, adeoque non fit o (pag. 35 d ci-
tur 2í asymptota lineae generatse. Sermo hic tantum de asymptota recta
in piano est.

40'
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Posset quoque dici: si inter rectam infinitam 71 et ramum r linea?
cuiuspiam nulla recta cadat, quse sufficienter producta aut cum neutro
quidquam aut nonnisi punctum unum utrique commune habeat; tum 21
dicitur asymptota ipsius r, si nihil cum r commune habeat; si verő
punctum commune habeat, tangens audit.

E definitione prioré patet, quod si linea abscissarum et angulus
ordinatarum ita accípi queat, ut a certo valore a abscissae usque ad
certum valorem /í eundo, ordinata -^oo, priusquam abscissa = /í fíeret,
pro abscissa —/í verő fiat oo, ordinata ista asymptota érit. Nempe et
ordinata huic quam proxima secabit curvam. Ex. gr. si y = , eundo
a valore certo ex. gr. i ipsius x usque ad x = o, fit, priusquam x = o
fierit, y omni dabili maius, et pro x — o fit oo; et quicunque fuerit an-
gulus ordinatarum, recta e puncto, ubi x = o est, ordinatis reliquis paral-
lela, asymptota linese per sequationem dictam generatEe est.

Sed pro valore ipsius x crescente in infinitum, recta Q infinita ad axem
ex initio abscissarum perpendicularis explorandse asymptotae inservit:
nimirum qusevis recta P in eodera piano est aut ipsi 0 parallela aut
ad certum angulum v secat eam et quídem ad certam distantiam Z ab
initio abscissarum, aut supra aut infra axem, aut in axe pro Z~ o. Si v
rectus sit, ordinatEe ipsius P omnes aequales erunt. Ordínatae curvas et
rectas P dicantur y et Y pro eodem abscissíe fine. Si v non sit rectus,
P secabit axem ad certum angulum u, qui pro angulo ordinatarum
recto ipsum v ad rectum complebit, per v duorum angulorum dein-
ceps positorum minorem Íntelligendo.

Nisi verő asyniptota ad axem perpendicularis sit, quo in casu necesse
est, a valore certo ipsius x usque ad certum ordinatam curva; fieri dato
quovis maiorem, talia Z et u quasrenda sünt, ut Y—y a certo valore
ipsius x incipiendo in infinitum nunquam fiat = o , sed tendat ad o.

vIn (Fig. 49) est 5:3» = 5 — x : z, et hinc, propter s = -4—,

z=y —
erat verő Wy sequale tangenti illius anguli, ad quem tangens axem secat;
et hinc si x ad 00 tendente z-^-Z ac «F_y-̂-— tang. u, érit
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Z— [y — x tang. «)̂ —.0.

In (Fig. 50) item est

K\Z=K+-x:Y et .ST: Z = i: tang. w ;
atque hinc

un de

K = la~ng^T e t r =

V—y = ^-H x tang. K —y = Z— (_y — Jftang. «),

quod ut pláne dictum est, tendit ad o. Consequenter 21 asymptota est.
Exeinplo sit hyperbola aequilatera pro axe = I, ubi

J v _ _ l - . i I /---* . ..\--h. 2 _ 2X
i

quod - ^ i , dum x ^ o o ; itaque tangens anguli w est i. adeoque w
Eequale est dimidio recto, Z autem = - | - ; nam

± *(xH--i-l
z =_y — a»ly = (** -+• *J2 — -

*« + x 2

quod^—.-I-, dum #-^oo.
Si igitur tam z=_y — xdy, quam Wy limité non infinito gaudeant, recta

per finem ipsius Z ad angulum, qui ipsum u ad rectum complet, posita
asymptota érit. Si « = o sit, manifesto

(y ~ X9)yy~.y = Z,
atque tum ex

Z—(y —artang. w)-^-o,
fit

Z—y-^o.

Si Z=o esset, poterit ordinata quievis constante b augeri, ut

Z=b fiat.
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Si vero 21 asymptota sít, rainiis idem nulla alia gaudet. Nam quae-
cunque alia recta sít, sive parallela ipsi 21 sive non, si ordinatae huíns
cuni V et y iisdein abscissa; punctis respondentes Y' dicantur, Y'—Y
adeoque Y'—y non tendit ad o.

Imo demonstrari etiam potest, pro x-^oo, asymptotam nonnisi tunc
esse, si nec z, nec Wy tendat ad oo; uti applicatio ad alios casus, ubi curva
versus axem convexa atque et Z infra axem cadit, facile ostenditur; sed
ne figurái multiplicentur, rem attigisse sufficiat.

Ex. gr. In parabola pro parametro = i , est

quod "—.o; atque

quod —.oo; itaque tangens ipsam z ad distanüam data quavis maiorem
ad angulum recto quam proximum secat, tendens eo ut axi parallela fiat,
quod tamen ad distantiam omni dabili maiorem id est in nullo loco
determinato fieri potest, ut ibidem asymptotam praíbeat.

Exhiberi quidem linea pro quovis finito Z et angulo u potest, cuius
ibidem asymptota sít; si nempe y = -2T-h.xt.ang. «-h w sit, per (o fun-
ctionem ipsius x talem intelligendo, quae —^o, dura x--*oo, tunc enira

y — xtang.u — Z-\-a et y — #tang.«-—Z}
atque túra

Y—y = Z-hx tang. u —y = Z— íy — x tang.«)—o.

Et facile patet, ordinatarum simultanearum lineas, pro qua y — xaly^oo
differentiam non tendere ad o, ut asymptota eadem gaudeant. Ex. gr.
pro casu prsesente paraboláé (pro quovis Z)

\_
Z-+- x tang. a + w — x2 •"— — oo

VII . Sed per superius [pag. 311) promissum aliquid de valore quoti
duarum functionum u et v, dum, pro x = b, utraque o fit, adiiciendum.

Si pro quovis x sit vz = u, atque a certo valore a ipsius x, ante-
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quam x = b fiat, seinper sit « = — - , pro x = b verő « fiat = o etz» = o;
valor quoti verus sub forma -^- quantitatem quamvis denotante latens
reperitur sic.

Ex u = vz sequitur ftlw = »W# -h zdv, quod pro x = b fiet = zefo, quia
tűin v = o; atque hinc z = i)u :iív, si non sit iterum 9lu — O = dv pro
x = b, Si verő utrumque o fiat, operatio dicta iterum atque iterum repeti
potest.

Ex. gr. Formula summas seriéi geometricae pro exponente x et nu-
mero terminorum j,i atque termino primo = a, est (axM — a) :{x — i); quod
pro # = 1 fit —-, series autem est a + a + « + . . ; atque est pro x = i

quae pláne summa vera est.

»3 Va Q

Ita si z = — ; fit hoc quoque — pro x = a; at
a — x ' n n o r '

(a 3 — *•) —
el (a — *) — 1

pro x = a, qui pláne valor verus est; nimirum eousque semper a-k-x
fűit quotus, nempe (or -t-*) (a — *) = a* — x3; et dum x-^-a, quotus -*~.2a;
crescente verő postea ipso x, item semper a-\-x fit quotus in oo, uti
etiam pro x = a est 2« = a -+- x.

Saepe evenit, ut quotus — formám induat pro valore certo ipsius
oo

x; atque huius quoque valor reperiatur, reducendo ad formám —j nempe

oo

VIII. Hactenus ordinatse omnes parallelae erant; mentio etiam
facienda est ordinatarum e puncto exeuntium, pro abscissis aut in recta
ut prius acceptis, aut in peripheria radii i e puncto ordinatarum com-
muni tanquam centro descripta, ita ut via puncti a certo puncto peri-
pherise dictse pro principio abscissarum posito semper porro inoti, sive
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positive sive negative incipiendo continuandoque motuin , determinet
abscissam.

Exemplo quoad prius sít parabola (Fig. 49), ubijy = x J pro para-
metro = 1. Est

k-t-x :y=i: tang.^ ;
et hinc t

k tang. q -+• x tang. q = y = xx,
atque

x=k* tang? q -+- x* tang! q -h 2kx tang? q ;

e quo exprimi x per q et k, atque expressio talis ipsius x in y = x3

substitui potest, ut y per k et q expressum prodeat; atque hinc etiain
ordinata qiuevis ab pro principio abscissarum a et angulo q, quum sit
= Y[k •+- x)* -i-y1, per k et q exprimi potest, ut in expressione nonnisi q
sit variábilis.

Exemplo quoad posterius sit spirális archimedea, et spirális loga-
rithmica. In prioré est ordinata y=au, in posteriore autem y = a"; in
utroque certam unitatem ponendam esse e superioribus manifestum est,
Prior sequatio eadem, quce rectse pro abscissis in recta et ordinatis pa-
rallelis est; posterior eadem quae lineas logarithmicae.

Fiet verő y = au = o pro u = ot et y = a pro u = 1, et y — 2a pro
M = 2 y . . .

Ita y=a" fiet = 1 pro M = O, et y = a fiet pro u = i, atque y = íf
pro u = 2 y . . . Pro « = —1 autem fiet y = a~\ et pro u = — 2 fiet
y = ű~2. Unde si positívum « > i sit, y '-,00 dum positivum w-^oo, at
y--~-o dum negativum Í/^-OO. Atque si positivum a < i , res inverse est;
nempe jy^~-o, dum » positivum-—-oo, et y-^oo, dum a negativum --^oo.
In utroque casu autem y, dum tendat ad o, nunquam = 0 fiet, adeoque nec
unquam in princípium ordinatarum, centrumque peripheriae radii 1, ín qua
abscissae u accipiuntur, perveniet, in quantumvis excreverit abscissa u.

Si verő a=l, tum in perpetuum in peripheria radii 1 terminabuntur
ordinatse.

Est autem manifesto u = \og.y (quoad a), si y = au.
Hsec est illa linea, cuius evolutam ipsi Eequalem esse Iac. Bernoulli

detegens eam cum inscriptione «Haec eadem mutata resurgit» sepulcro
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suo incidi postulabat, ut quum seinper renascatur, resurrectionis vitaeque
nunquam interiturae spei symbolum esset.

Quomodo verő subtangentes pro talibus curvis et reliqua determinen-
tur, instituti ratio silentio prseterire iubet.

IX. Superius (pag. 208) et proxime ípag. 306) mentioné Theorematis
Tayloriani facta, exponendum venit.

1. Si a valore certo a ipsius x usque ad valorem certtim /í sít pro
iisdem finitis A, B, C, . . . , a, ö, c, . . .

sive íy = o, sive tale fuerit, ut evolutio binomiális (pag. 172) in omnibus
terminis locum habeat, quod semper est pro «<J#, atque hasc series
aut terminata aut convergens sit: érit

+ ^ + F{x) + £4F{x)+...
2 2.3

Nam terminis per (pag. 172) evolutis, et serié e quovis termino orta

verticaliter deorsum scripta, érit:
d Cxc-h.. .

'-1 H- . . .) w

{c — 2){c —

Est autem linea superior =F{x), secunda verő =adF{x)t tertia

= ^'F{x), quarta =^'F(X\ . . . et,u t a= 2^ " " ^ _ t ) #-F(X).

Nempe etiamsi
BOLYAI, Tentamen. 1. 4 1



3 2 2 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS,

series infinita sit, accipiantur termini numero certo w, et quidem

tali pro quovis dato ÍV, ut summa tenninorum illorum S dicta, sit

— ^"^"A?» a tRu e e t i a m summa totidem terminorum seriéi

s dicta, sit F(x) — j<J-^r . Patet, cuivis termino Hnese horizontalis se-
cundas adjecto factore communi, ita porro cuiusvis lineee horizon-
tális termino cuivis adiecto factore communi ad finem posito, seriem verti-
calem, cuius primus terminus est Bxb, esse seriem convergentem fper
hypothesim), cuius summa^-iífx-i-wf, ita seriem verticalem, cuius primus
terminus est Cxc esse seriem convergentem, cuius summa^—C(x -h af, et
ita porro; atque seriéi, cuius termini sünt linese horizontales, summám

—. A H- B {x •+- fi>)* -+- C{x -h tí)e -h . . . -+• M{

Sed est etiam

bBb $Bh et cOc í- I

et ita porro usque ad ultimum; atque hinc (pag. 225) est

Ita in quavis columna quivis terminus deorsum sequens, derivata
prEecedentis est, et qusevis /í-ta linea horizontalis (prEeter factorem ulti-
mum communera) est, si linea prima non numeretur, = #5.

Unde manifesto

Ast etiam ipsi 5 ubique F(x) substituendo, seriéi summa ad limitem
eundem tendit, ad quem 5, nempe — F(* + o). Nam consideratis ter-
minis seriéi utriusque simultaneis, quilibet prioris per ei respondentem
terminum posterioris divisus tendit ad 1; nempe
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Nam si *)s — dF[x) pro dato quovis N nequeat fieri
sit k minimum tale ut sit

ent

seu

contra hypothesim, quum s — F(x) •*-. o. Pariter patet quod «1*5 : é*F{x) ^ - i ,

et ita porro. Consequenter quum etiam - „ , —T"^ 1 ' sequitur per

f 78) tifpag. 178) etiam:

+ ^tfF(x) + ̂ i}F{x)h . . .
2 2,3

Valet autem hoc de casu quovis, ubi supposita locum habent; nempe
de quavis functione, quse forma dicta exprimi potest, atque de talibus
valoribus ipsorum x et G>, ut dictum est.

2. Interim tamen qusecunque functio k(x) fuerit, serié analoga evolvi
poterit; et quidem iuxta ill. LAGRANGE ubicunque subsistere libuerit,
valoribus complementi maximo minimoque quasi finibus, inter quos
continetur, assignatis. Unde quando complementum tendit ad o, dum
numerus terminorum tendat ad infinitum, series converget, ut (pag. 150).
Est nimirum

per k(o) intelligendo id quod fit, si in k{x) ipsi x ubique o substituatur,
et per dk{o) intelligendo hic non derivatam ipsius k(o}} sed id quod fit,
si in fik (x) ipsi x ubique 0 substituatur, (quod etiam ad ainbiguitatem tol-
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lendam stellula prseposita distingui posset), per u verő intelligitur quantitas
qusepiam a o usque ad x inclusive.

Nam poni potest

k[x) = k ( u — xz) -+- xz) = k (x — xz) •+- xPt
ubi

p__ k\x) — k{x — xz)

est verő manifesto P=o pro 2 = o ( quia tum fit k{x — xz) = k{x).
Ita poni potest

k (x) = k ((* — xz) •+• xz) = k[x — xz) -h xzsik (x — xz) H- x' Q;

nam dici potest

^ £{.*) — k{x — xz) — xzdk{x — xz)

quod continuari posse patet, ut prodeant R, S, T, . . . cum derivatis
ipsius k{x — xz) ac potentiis ipsius xz altioribus. Est autem etiam Q = o
pro z = o, nam ut prius expressio tunc ad k [x) redigitur; idem de R,
S, . . . patet.

Hinc si k{x\ constans ponatur, et derivatee utrinque quoad z acci-
piantur, érit

o = — xdk (x — xz) -H xdk \x — xz) — x1z9itk {x — xz) -h x1*} Q,

idest
o = — x*ztfk {x — xz) •+• x'd Q,

adeoque

et
k ix) = k {x — xz\ •+• xz4k (x — xz) •+• xtfz&k {x — xz i.

Ita poni potest

xzte\x — xz)-{--f-#k{x — xz\+ x*z~
2 •£• J

f ,
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natn subtrahendo terminos ad dextram omnes praeter ultimum, et divi-
dendo per xp*\ quotus T dici potest ut antea, quod item manifesto
= 0 pro z = o fieri debet, summa ceterorum terminorum ad k (x) reducta.

Accipiendo autem derivatam utrinque quoad z, fiet

o = — xdk {x — xz) -+- xdk {x — xz) — x'ztfk (x — xz) -h ^^- tfk (x—xz) — ...

2 . 3 . . . ^ v

ubi quum primum par terrainorum, ita secundum et quotumvis = 0
sít, fiet

adeoque

7 ~ J 2 . 3 . . . / '

nempe post terminum xpzp^pk{x — xz):2.^... p complementum est

2.3...P

Si iam valor ipsius z accipiatur nonnisi a o usque ad 1 inclusive, et
dicatur Mp+1 valor ipsius q}p*lk{x— xz) maximus sensu algebraico (uti
pag, 31, ubi o > —1), et minimus valor eius dicatur Np+I: tum pro nullo
valorum dictorum ipsius z est

j ) 1 k {x - xz) >jz

Sed Mp + 1 et Np + X constantes sünt, adeoque

Consequenter complementum nempe J / + I T pro z = 1 non est
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•>xf>+JMp+t: i.2.2...p(p~hi} e t n o n <xfi+1Nfi+I : i . 2 . 3 . . . / (p
nempe tum zp+I=i.

At si u quantitatem quamlibet denotet a o usque ad x; quum
x — xz = x íi — z>, pro valore ipsius z a o usque ad 1 accepto, mani-
festo per u valor quivis ipsius x — xz denotari potest; itaque sub
•f*+I£i'«i continentur omnes valores ipsius ^+lk{x~xz\ adeoque etiam
MP+l et IVfi+t.

Poterit igitur complementum per xfi+1 dfi+l k{u) exprirai, ita ut si
maximus minimusque valor huius quaeratur, complementum inter hos
contineri pro quovis z, adeoque et pro z=zi constet. Sed pro z=i
fit x — xz = o et k\x — xz) = k{o) atque 4k{x

Consequenter

Ex. gr. Sít k(x) = {a-hxi"; érit

{a-+-xf = a"-h{tarJ

2 2 . 3 . . . V
nam

Wí íxj = , « (a -+• xf~\ &k (xi = ju {iu — I j (a •+• xf", . . .
adeoque

.U-I X ^l£ |Qj _ _ . * _ „ f^ J | í j ' 1 " 1 ,

Complementum x V í >»i: 2 . 3 . . . *' autem est

2 .3 . . . v x

cuius valores omnes prodibunt, si ipsi u valores a o usque ad x substi-
tuantur ; critque manifesto valor verus inter

x'u 1// — n...ift — v•+• 1 [au-. t .Jf.V'.MíirJ.'/• •'-"
2.3 . . . i' 2 . 3 . . . ; '
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3. Hinc substituendo e superiore F(x-ha\ k ipsi F, et x ipsi o atque
a ipsi x: prodibit formula eadem pro k (a) = F(x H- «), quae prius;
nempe

per u quantitatem quampiam a o usque ad « intelligendo, ubi terminus
ultimus complementum est, quod si ^ o t series convergens est, alioquin
etiam maximum minimumque valorem, inter quos verus continetur, ex-
hibens.

4. Quod complementum dictum in exemplo prius allato pro x <^a

semper tendit ad o, excepto si,« integer sit, quo in casu fit post aliquem

terminum semper = 0 , e superiore (pag. 172) patet; attamen quoad alios

casus necesse est de valore facti e factoribus, quorum numerus ereseit

ad infinitum, uti hic j • 2 ' " f/ > *li<iuid dicere.

Sint factores A, Bt Q . . .; érit (pag. 163)

A . B . C. . . =
Itaque si

log. A + log. B -h log. C-+-... -"•-«,

tum ABC.. .-•—€"; adeoque si a = ot tum ABC.. . -^-1; si «=4-100, tum
AB C .. .'^ OQ \ si a = »—<cx), tum ABC.. .--^o, nam 1 divisum per e, ele-
vatum ad quantitatem positivam in omnidabili maiuscrescentem, tendit ado.

Distinguantur factores hi, qui singuli certo finito eodem minores sint,
nec ullus = o sit, et omnes positive accipiantur, in duas species : primo
in tales, quorum quivis < | i, secundo in tales quorum quivis>»i; nempe
factores quotvis unitati sequales non mutant factum.

Lege factorum data, poterunt plures in unum mutari, et si prseter
numerum certum factorum reliquorum factores, quorum numerus dabili
quovis maior est, ad primam speciem pertineant: ent, si innumerabiles



328 CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

eiusmodi factores inter eos dentur, quorum quivis certa eadem fraclione
vera minor est, factum ex üs —o, adeoque etíain factuin ex his et cete-
ris, qui numero finito sünt, —-o.

Si factores ii, quorum numerus dabili quovis maior est, ad secundam
speciem pertineant: tum si inter eos innumerabiles dentur tales, quorum
quivis >i-t-/í, per /í quantitatem positivam, etsi <|i sit, intelligendo ean-
dem pro omnibus, érit factum-^-oo.

At si solummodo tales factores primae speciei innumerabiles sint, quo-
rum quivis est > ., , atque ab aliquo a eorundem incípiendo sequentes
by c, . . . crescant tendendo ad limitem i, érit ipsorum a\ b\ ... quilibet
positivum et < -?., si i—-a dicatur a, í—b dicatur b' tf.

Est autem ípag. 184)

ita

l o g .A = _ 6 ' _ — _ T _ . . . (

atque primus terminus cuiusvis harum serierum est maior summa sequen-
tium ; nam

2 3 2(1 a)

quia exponens seriéi primus est ——•, sequens est -*— et ita porroj est

nempe ubivis exponens < « ' , adeoque summa seriéi vera minor, quam

si exponens ubique a esset. Est autem « ' > a'1: 2(1 — a')t quum a posi-

tivum et < -=- sit; nam dividendo per a, est

1 > 2 (1—a ' ) 1

et substituendo 2~t0 ipsi a', pro a positivo et < 2 est

nempe 1 > „ , „—•
" 2 -+• 2G>
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Unde quum termini omnes negativi sínt, nonnisi de Í I ' + Í ' + C ' + . . .
qusestio fit, atque si hoc tendit ad infinitum, tum ABC... abc .. .^e""
adeoque - ^ o ; si verő a'-\-b'-\~c'-\- .. .•^a finitum quoddam, abc .. .•^-e~",
et ABC... abc.. .-^- Pe~" finitum quoddam, si factum e reliquis facto-
ribus, quorum numerus certus est, P dicatur; signum facti autem e
signis factorum liquet.

Si verő factores innumerabiles spéciéi secundse sint, quorum quilibet
est <^ IH--Ö-, atque a certo a, eorum incipiendo sequentes b,c,... decre-
scendo tendunt ad limitem i, et a—i dicatur a', b — i dicatur b' E£.:

érit
log. a = log. (iH- [a — 1))= log. (l-h a)

2 3 • * • '

ita

eritque ut prius et hic cuiusvis seriéi primus maior quam summa sequen-
tium, etsi omnes positivi essent; est autem a'-\- b'-h . . . positivum, atque
si a'-hb'-h.. .-^—^a, tum pro a finito, abc ... tendit ad e elevatum ad posi-
tivum aliquod; nam etsi omnes sequentes termini negativi essent, summa
eorum ab ö' + í ' + c ' + . . . superaretur. Si verő d-\-b'-\-c'-\~ . . .^-.00,
tum abc. .. quoque fit omni dabili maius; nam terminus secundus seriéi
logarithmum ipsius a exprimentis est maior summa sequentium negati-
vorum; et idem terminus est minor, quam tertia pars prioris.

a'1Nempe a'*: 4(1 — a'*) est maius summa negativorum post -— sequen-

tium. Nam per Ö'1 dividendo est

I {2-<öY_\
V 3* r2 ^ 4-32 'V 3*

quia hoc est

ubi numerator est < 4 et denominator > 20. Idem de b et reliquis patet.
Porro quum

BÓLVAI, Tcnumea. I. - <•



33° CONSPECTUS ARITHMETICAE GENERÁLIS.

est

2 3 .2 ' 2 "-" 3.2 ' ' ' ' '

itaque

Unde quum summa omnis negativi sit

<a'2 + b
et hoc sit

manebit additis seriebus omnibus maius positivum quam -4-{<z'-f-£'-hc'-K..).
Consequenter, si Ö ' -+ -Ó '+C '+ . . . ' ^OO ) etiam ÖŐC...^^OO, adeoque et

ABC...

5. Applicando hoc ad theorema binomiale (pag. 122) posito 0 = 1 érit

et ultiraus terminus complementum est; nempe in nullis terminis po-
tentiae ipsius 1 sünt adscriptee, quamvis proprie ék{x) fuisset ju(i-\-x)''~1

adeoque dk(o) = ju(i-hof~\ Erit autem complementum istud pro quo-
vis tu sive positivo sive negativo, si x<^i fuerit, semper tendens ad o, si
7 /^oo ( uti superius demonstratum est; at applicetur ad x = ± i , unde
applicatio ad alios casus patet.

Sit ju negatívum etj>i: érit coéfficientis (p-\-i)-ti formula

,«' ju'-hl , « '+2 Í " ' H - / — I

1 •' 2 3 ' " /

si factores positive accipiantur et JU'^= — JU sit, ubi factor quilibet>i
est, nam ( M ' > I , at
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•I— ^ o

Sit {M'~*~P~I)'-PI id quod Ö dictum erat, érit

e t e =
/ /

atque aIZL JL=L r
P ' / - H I ' / - t - a 1 ' "

atque

quod ^ 0 0 , quum 1 1 \-,. . ^ 0 0 . (pag. 175).2 3 4
Itaque quum potentia ipsius a: in hoc casu neque augeat neque

minuat, complementum continebitur inter quantitatem omni dabili maiorem
per (IH-O)'""V = I multiplicatam, atque eandem per (i-f-i)M"\ quod omni
dabili minus fieri potest, multiplicatam.

Aliud est, si #<Jr sit, tunc enim (pag. 165) / ita accipi potest, utp g
quum totidem factores x sint, — ^ — ? ' <^\ sit; atque postea
et factor certa eadem fractione vera mínor maneat. Nempe pro /u

negativo est formula /-ti factoris positive accepti

'

ubi patet, quod x{fi— 1):/ decrescat crescente / (sive/í'>i sive ,
sit) et tendit ad o, si / -^-oo; unde factor -^.x. Est autem JU!—1 positi-
vum pro ,«';>ii adeoque factor decrescit, tendendo ad limitem x. Si
ítaque fractio vera

f ^= x ~\~ A e t ~i *^ «

fiat, érit in posterum quivis factor <J/ ( consequenter factum tendet ad o.

42»
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6. At pro x = i, si ju (denotans oppositum ipsius//) sit<Ji, érit for-
mula p-ú factoris

P " P '
ubi f^u'—i}:/'^o, d u m / - ^ o o , adeoque factor ^—i, sed est semper<Ji,
quia ti—i negatívum est, fit autem {u—i);p crescente p minus adeo-
que factor maior; et érit pro hoc casu superius

p

quod ^— oo; consequenter pro hoc casu factum -^-o. (pag. 329).
Itaque complementum seriéi ipsius fn-i/ ' lege binomiali evolutx

continebitur inter factum dictum, quantitatem quas omni dabili minor
reddi potest, per 11+iif"", quaa itein dabili quovis minor fit, multipli-
catum, et idem factum dictum per (1-+-0) multiplicatum.

Idem patet de fi positivo, sive > i sive = i sive <Ci sit; nempe for-
mula factoris p-ú est

//-f-I— p «H-I
P ~P '•

quod positive accipiendo fit 1— '— - ; et factum ut prius-^o.

7. Quod verő series ipsius (i-f-n'" pro c negativo et !>i divergat,
subsidio eriterii recentius ab OMVIERO detecti, nuper inihi coinmunicati,
facile patet. Neinpe si u„ sít terminus generális seriéi, cuius oinnes ter-
mini positivi vei omnes negativi sint, atque non sit «.«„ — o , series
divergit.

Construatur series accipiendo suminas parium oppositorum se invicera
exeipientium ; nempe in U-hi)* pro e negativo evoluta;, érit terminus pri-
mus I, sequens érit negativus, et tum positivus, itein negativus, positivus Í51,
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summa primi negativi et sequentis positivi, ac summa sequentis negativi

et positivi, £

exprimi per

fi l~- 2

et positivi, et ita porro dabunt seriem, cuius terminus quivis — tus

e(e — i ) . . . [e — n)
2 . 3 . . . (»

poterit; nam duo termini proximi per

e{e — i)...{e — n) e[e—l)...(e — n) [e~n— i)
2.3...(«-Hl) G 2.3..(fH-l) («H-2)

exprimi possunt; et horum summa est

_e[e — i), .(g—«)(«H-2+e—n—i) e(e—i)...(g — ») (g-t-i) .
~~ 2 .3 . . («- t - i ) (n-i-2) ~~ 2.3..,(»+i)(» + 2) '

• fi "••[-• 2 ft
ent autem terminus iste novae seriéi tus: et substituendo

2 '
ipsi « Ín n. un et valorem dictum ipsius u„, erit

) ele—1)...{« — n)
) 2 3 ( » + I ) '

f6 -1 • I) fi l 2

quod-^-oo, quia -*-——i- est constans, —ir~T = I) e t (PaS* 33l)
2 M ~r~ 2

Nempe duobus terminis proximis constructis, fit exponens seriéi

' ' '—, qui pro e negativo et <^ 2 erit <Ji, adeoque ter-
(« -4- 3) (« -4- 4)

mini decrescent. Pro e = — 2 autem est constans, et pro e negativo et
t>2 fitj>i, et termini crescent.

Consequenter (iH-i)e serié binomiali rite exprimitur, excepto si e
negativum et non <^i sit, quo in casu non aliter, nisi complemento addito
valet. Nimirum

8. Si e = —1 fuerit: erit (i-hi)"' = -|-, fietque quilibet factor
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alque complementum continetur inter

ii.li + oh'-'r+i et j

quod tendit ad o; nempe

ubi complementum c, inter n i + o)"" 1 et i .(i-hi)"3 , nempe inter i et
i : 23 contentum est; ita

ubi complementum ct inter — i et —i : 2* contentum esse patet. Quod
igitur nullius valoris est.

9. Superius (pag. 243) in fi-hs'f1 ponendum est z<^t ; si ex. gr.
£ = 1 —«, pro tó positivo utvis parvo valebit formula, atque integrálé erit

zi zs

at si fi>-^o
II —Wl3 ÍI — w)s

- I , p 1

consequenter duin 6Ĵ —o, adeoque r̂-r-—• i, tum

atque

i
simul cuin arcú ipsi z ibidein respondenti ad limitem communem

tendunt.

Nempe

et seriéi parenthesi inclusae terminus n-tus per
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(4» — 3){4« — i)

exprimi potest; nimirum quivis denominator est factum e duobus impa-
ribus, quorum prior est numerus impar (2« —i)-tus, cuius valor est 4«—3.
Seriem dictam convergentem esse, supra (pag. 24401341) demonstratum est.

10. Quod (1 — \)e attinet, non pro e positivo solum valet formula
binomiális, sed certo sensu etiam pro e negativo valet, sive pro e'=—e
posito e<Ci, sive e = í, sive é>i sít; nempe pro e negativo est

quod = 00 ; nempe pro x positivo, -,——^- '-* 00 dum x ^~>i; fietque

etiam (1—i)e serié binomiali expressum omni dabili maius, ut statim

patebit.
Est nimirum pro e positivo

2 2.3.. .K

complemento c contento inter

2.3.. .(«+1)
et

3.3.. .(«+1)

adeoque inter quantitatem, quse quovis dabili minor fit, atque eandem
peroomultipücatam. Atque huius complementi fines, inter quos continetur,
setnper amplius removentur, quamvis series convergat, et complementum
tendat ad o ; interim tamen complementum inter fines illos continetur
hic quoque, etsi ad illud sestimandum nihil valeat, possitque aliter facile
sestimari.

Quod autem {1 — i)e per seriem binomialem rite exprimatur pro e
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positivo, patet sic: (i — *) ' pro # < i rite exprimitur; si *~- . i , tum et
x1^-.i, * 3 ^ i , . . . ; itaque et

— ex e{e — i)x* e{e —
— e ' 2 2 '

atque quivis terminus seriéi ipsius 11 — x)e per ei respondentem termi-
num seriéi ipsius n—i \e divísus - ^ i ; si igitur demonstretur seriem ipsius
ii — i'*• convergere, constabit per fpag. 172) seriem ipsius (1 — xY et seriem
ipsius ii — i,* ad limitem eundem tendere, dum *•»-.1; nempe series
ipsius (1 — lY-"-o, quia {i—x'f-^-o, dum ar-^i . Convergit autem series
ipsius 11 — if, ut ex additamentis patebit.

Pro e negatívo etsi <J 1 est —-—J> 1, atque hinc -—~ - - ^> 1;

suntque termini seriéi ipsius \i — i)c omnes positivi, et factum nu„

non tendit ad o Itaque series divergít, et summa - ^ oo, uti debet;

nempe (1—uv=i:o~* = 00. Complementum per formulám autem est

inter omni dabili maius, et idem per *e multiplicatum.

Ex. gr.

II — I)"2=I-+-2+ 3H- 4H- . . .

ÍI — i r J =l-h3H- 6-f-IO-h . . .

Quod continuando, pro fi —i)-w arithmetica series (m — i)-ti ordinis
ipag. 1531 prodibit, 1 -+-1 -*— 1 —+--.. serié o-ti ordinis dicta: nempe ex (i — i)"1

prodit series primi ordinis, et de quovis exponente —m ad uno altiorem
concludere licet, multiplicando 11 — *)-"* per 11 — * ) - ' , x scribendo pro 1.
Prodeant nimirum ex (I — x)-m termini

1 -t- Ax •+• £x* •+• Cx> 4 - . . .

et ex (1 — x)~l totidem termini

I H - X - K t
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et patet in facto coöfficientem ipsius x esse l-h A, ipsius x* autem
i-hA-i-B, et i-h A-t-B-\-C ipsius x3 y. Hinc «tus terminus seriéi
ordinis mű exprimitur.

ii. Sit adhuc iinum exemplum pro facto e factoribus innumerabüi-
bus. Sint

Pro signo superiore érit

a'+b'-hc-h... = ^—i-l- + 4 - + . . .2 4 0

pro signo — prodit idem ; utrumque -^-.i; itaque factum utrumque tendit
ad limitem certum finitum non o, et prius ad maius, posteríus ad mi-
nus unitate fpag. 329).

12. Ut vero dignosci possit, ad qualemnam tendat limitem a'~\-b'-hc'-h...;
partim comparantur termini cura terminis seriéi, de qua iam constat.ad
quem limitem tendat, ut etiam (pag. 331) factum est; partim alia etiam
prseter superius dicta criteria serierum convergentium divergentiumque
dantur; quge quamvís nosse maximé intersit, brevítas necessaria nonnisi
supra laudatum OLiviERÍanum, prouti mihi nuper communicatum est,
(vix preeter signa mutatum) addere permittit.

De serié tali sermo est, cuius termini omnes simul positivi aut simul
negativi sünt atque termini semper porro minores fiunt. Designentur
termini per #,, ut1 ui} . . ., ur, ur+1, uT+2} . . ., «,„ nempe terminus ntus
per u„; atque M7+,H-«r+2-l-... H-K2, dicatur R. Si series convergens fuerit,
manifesto R'^o, dum r-^.00. Est autem u„ <J quovis prsecedentium,
adeoque et quovis ad lsevam usque ad «, inclusive et ur^> quovis
sequentium (per hyp.), adeoque et quovis abinde ad dextram usque ad
«a, inclusive; atque hinc

nempe R est summa r terminorum ab ur usque ad uxr.
BÓLVAI, Tentamen I, 4}
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Unde quum si series convergat adeoque ^?-—-o, atque 2/?-^,o; tum
et 2r.uin quod <J2^? est, - ~ o ; consequenter n ponendo pro 2r érit
n.»»^- o.

Ex. gr. series

nam w - - n o n ^ . o ; nempe terminus «tus u„ est •—, et ».«„ = 1.
Criterium convergentias verő, nec

nec ab auctore celebri allatum

«„ — « H

generálé est; nam series, cuius terminus generális —Í est, contra

utrumque divergit, ut infra patebit.

13. Sit denique adhuc exeinplum ad ipag. 3271.
Denotet arctg. 7" arcúm tangentis 7, id est arcúm, cuius tangens T

est; ita arctg. 17'-+-q\ significet arcúm, cuius tangens T-hg est, atque
k(q) denotet idem quod arctg. (74-yi significabat. Erit

O • " *

ubí u quantitatem quampiam a o usque q denotat, et

k ioi = arctg. f 7'-h o) = arctg. T,

4kiO) autem significat id quod fit, si in derivata ipsius k[q) id est in
4arctg.i 7-t-r/' pro q ubique o ponatur, quod = Warctg. T, si pro 7'vari-
abíli posita acciperetur derivata ; eritque compleinentuni inter

— ? «r*arctG[.(7 + 0) et y 4'arctg. T.
2.3. .. P ft ¥ 2 . 3 . . . ; ' n
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Sit x arcus tangentis T et x-\-z sequale quadranti, accipianturque
derivatse quoad tang.x, idest cotg.#. Dividatur quivis arcus, de quo sermo
érit nempe, x,z ita [AZ per «, denoteturque -~ per x et J p e r i , adeo-

uzque J~- per /uz.

Erit

atque dac quoad cotg. .2 = siní.er, nempe (pag. 254) est

öx = cos? x d tang. x = sin? z d cot. z,
quia

cos. x = sin x et tang. * = cot. z ;

= 2sin.zí'sin.2 l quoad cot. z intelligendo utrumque.
Est autem (pag. 286) quoad cotg..z

9} sin. z = — cos. z sin? z,
ita quoad cotg. pz

W sin. (Az = — cos. ,«# sin? juz,
et quoad cotg.z érit

«f sin. /í^r = — tu cos. ̂ «2 sin? z;
nam

d sin. /uz = — cos. ,«# sin? ̂ uzd cotg. / Í 2 ,
sed (pag. 285)

d cotg. «ír = —i-y^ et d cotg. ír = r - j —
& ^ smyuáf ° sin: JET

adeoque
i = — sin? z d cotg. £ ;

itaque per (pag. 224) substituendo — tuz: sin* juz ipsi dcotg.^z et tum
— sin? z ö cotg. z ipsi z érit

— cos. /uz sin? ̂ íf d cotg. /«r = («i cos, /uz==^/u cos. /MT sin? z d cotg, jer;

consequenter est

el sin. ̂ «z = — /u cos. /ÜT sin? z.

(quoad colg. t)

Unde iam derivatEe ipsius x quoad cotg. z facile reperiuntur. Nempe

43"
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= siní z
W2 x = 2 sin. 2 «I sin. 2 = — 2 sin. z cos. 2 siní 2 = — sin? z sin. 22,

nempe 2 sin. z cos. z = sin. 22. Ita

el3* = — 2 sin. z sin. 2 zel sin. z — sin! z «í sin. 22
= 2 sin. íz cos. ,2 sin? z -+• 2 cos 2̂ r sinl 2
= 1. 2 sin? 2 sin. 32,

nam sin. 22 cos. 2 -+- cos. 2z sin. z •=• sin. jz.
Si verő

W'x = ± 1.2 .3 . . . iv — 1) sin! a sin. vz,

tum quoad cotg.z

Nam differentiando quoad cotg.z, érit ipsius «fr(x) derivata

W ' * l x = : z F i . 2 . 3 . . . ii' — 1 )v sin\~'z cos. z s'mi z sin. j'z

+ 1. 2.3 . . . í?' — ilsinr.2. Í'COS.

^ + 1. 2.3 . . . IÍ' — 1) í'sinV+12r(sin. vz cos. ̂  -+- cos.
= ^ 1 . 2 . 3 . . . (Í' — ii>'sin'.+'2sin.(>-bi).2,

nam sin. vz cos. z -+• cos. 7'̂  sin. z = sin. ( Í' -h 1) ^.
ltaque

/ • i y i = a r c t g . ( 7'-*-(/i=-k O i f y a / ^ l o t h ^ W ^ i o l h . . . ( ^

= arctg. 7'-t-</sin;z— ^ yasini^sin. 22;-+-...

addito complemento quod continetur inter

j . 2 . 7,... 1 7 ' — 1 >r/' i, , v ' .. 1. 2 . 3 . . . ( > — 1 u/ 1 ' . *J ^ ^ - '-d'arctc;. 7 et J , ' •!• arctg.
2 . 3 . . . 11' — I ' 7' b 2 . 3 . . . I V — I ) V °

Decrescat 7* et fiat demum o t fiet z aiquale quadranti et

sín. 2 = i, sin. 2z — o, sin. 32 = — 1 , sin. 42 = 0 , . . .
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sitque y = i = tangenti dimidii quadrantis pro radio i : érit arctg. T—o,
fietque arcus tangentis dimidü quadrantis pro radio i, nempe pro hoc
casu A(?) = arctg.(7-Hy) = arcig, o-t-y fiet (ut pag. 334)

— OH- I r + ~c 7"

atque complementum est inter o et

1 .2 .3 . . . (?/—i)yrsinrzsin.yjg
1 . 2 . • ; . . . [v — \)v '

quod-^o, dum 7/^^.00, quum nullus sinus sit maior unitate et altér factor

Unde tota peripheria est octuplum huius seriéi, et peripheria per
quartam radii id est per -j- multiplicata prsebet aream duplo huius seriéi
Eequalem pro radio 1.

14. Nec silentio prseteriri potest, quomodo Taylorianum ad plures
variabiles applicetur; atque inde dififerentiale functionis plures variabiles
involventis sit summa differentialium partialium quoad singulas variabiles
seorsim, reliquis constantibus suppositis, acceptarum.

Considerentur prius duse tantum variabiles; atque F{x, y) dicatur u,
et functio eadem, si variabili x addatur a ipso y constante posito, dica-
tur U, atque si in U= F{x-h6>,y) ipso x constante posito addatur
X ipsí yt functio U ita mutata dicatur v; et pro x, y utroque variabili,
atque addito <y ipsi x, et A ipsi v, functio F(x -ha>, y~\-k) dicatur V.
Quseritur V ex u, atque ÓV et o)V quEeritur. .

Est (pag. 321)

Ita

Fix H- w, y) = U= u-^au-h^- «H- ~— u
!,x 2 J,I 2 . 3 3^t

Substituatur cuivis termino seriéi posterioris valor e serié prioré;

nempe pro U ponatur
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&>* fi)3

M —1~ fii t i -\ U *+• ~~~—- t i —i~ . • •<

pro A f/ venit

A2 ' 2 *.' 2.33.,
pro — U venit

2 4.J,

r

2 ,,» 2 . 3 3ll: / '

derivatas quoad jy accipiendo.
Unde porro continuando, si derivata v-ta quoad _y derivatse /t-tae

ipsius « quoad J: acceptas per it denotetur, est

1,* 2 2,* 2 . 3 3.*

u

3-* i l-J*

—
2

U H - — w
2 - 3 \ J O - I ^ I W 2 i,x;3,y 2 . 3 J . X 5 J J ,

-h

Quibus rite ordinatis fiet

a2 A1

• •+- A M -\ u ~\ u H- oA ÍÍ
i,r t.y 2 a.r 2 a.ĵ  I.IJI.J

Nempe terminus generális est

_ ^ « ,
l.2...JU.l.2...V»,x,Y.y

íta ut omnes possibües imagines literarum, inter quas nonnisi a, A sint

numero ju -hí' positarum compareant, at Y.V~~li u " ^ ^es*t( e t

wjf
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Ni minim si w" sit sine X, tum nonnisi e linea superíore accipitur ter-

minus, eritque — - — «. Si // sit sine «, tum X" extra parenthesim

érit in factore -—•— —^, et factor socius eius, ut sine w sit, nonnisi ter-

minus primus eiusdem linese horizontális érit, nempe « . Si verő w"A'
. . . . *-y

sit; tum X' nonnisi in columna verticali extra parenthesim reperitur, in
factore -—, atque factor socius eius complectens eV, nonnisi in

•i . j , . . 7 „
linea horizontali eadem érit _ _ u . Evidenter verő quilibet ter-

2 . 3 • • • /* «,*; *.y
minus constat, aut e factoribus — — et u aut ex et u ,

I . 2 . . . fi p.x I . 2 . . . V y.y
aut ex *»—. u et ^ .

I . 2 . . , jU fi,x;r,y I . 2 . . . V

Manifesto autem suppositum est, Taylorianum tam pro &> in serié
príma, quam pro /, in serié secunda ita valere, ut complementum tendat
ad o ; alioquin autem complementum et hic exprimi posse.

Ut differentiale prodeat substituatur — x ipsi «, et — y ipsi X; nempe
etsi y independens sit ab x, quum in quovis casu simul cum x et certa quan-
tate ponatur, dependentia in omni casu simultanea est ípag. 192); qua-
propter y dici / ímx) potest et

atque F[xt y) = u dici A (mx) potest. Quibus positís érit

A{mx)~A({m—i)x)t

nempe differentiale verum ipsius F{x, y) aequale ei, quod remanet, sub-
tracta ex u tota serié, qute ultimo prodüt, ipsi a ubique — x et — y ipsi
X prius suffecto; nempe dum in F[x, y) ponitur {m—i)*f idest mx — x,
pro y ponitur p({m—i)x) idest

p{mx) ~-(p {mx) —p{(m ~i)x))=y —y.

Atque hoc pacto differentiale verum ipsius •Fr{x,y) érit

I
\ u — • • • » ) =

*— u — xy u
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et facile patet, quod duorum priorum terminorum summa per totum
differentiale verum divisa tendat ad i, dum w—oo; atque summa diffe-
rentialium partialium quoad singulas variabiles sit differentiale sensu stricto,
et derivata quoque sit summa derivatarum quoad singulas variabiles ac-
ceptarum.

Unde de duabus variabilibus ad tertiam z et semper porro ad una
plures progredi licet. Nempe (x,y) dicatur X et F[x,y) z) dicatur f(Xt z):
érit

ófíX, z\ — ó/[ X, z) -+- öf{X, z)
(quoad X) (quoad it

sed ó/(X}z) = óF(x, y} z\ si differentiale ita accipiatur, ut z
(quoad A|

constans supponatur; eió/(Xtz) =ó F(x, y, z) pro x, y constan-
(quqad ;J

tibus positis. Est autem d/(X,z) pro z constante differentiale functionis
duarum variabilium x, y ; quod igitur summa differentialium functionis
/MJC,y,z; quoad x et y seorsim acceptarum est, cui accedit etiam diffe-
rentiale functionis eiusdem quoad z acceptum.

De lege generáli, qua functio quotvis variabilium evolvitur, videatur
LAGRANGE, Théorie des fonctions, 1813. pag. 130.

Exemplo tamen facili evolutionem functionis duarum variabilium
illustrare libet.

Sit
F(x,y) = a-\- bxy ;

érit
Fix H- ü>,y -+- X) = a H- b (x •+• OJ) (_y -+• A) = a •+• bxy H- bay -hbXx-+- bal,

quod si — x substituatur ipsi Ű> et — y ipsi A fit

= Ű + bxy — byx —bxy -+• bxy,

et hoc si ex a -+- bxy subtrahatur, differentia est

byx -4- bxy — bxy,

quod == byx-h bxy. Prodit etiam manifesto idem, sive ipsis x,y simul
substituatur x-hw, y•+-k, sive prius tantum ipsi x substituatur A*-+-W et
tum in hoc substituatur y-\-X ipsi y\ nam si tantum ipsi x substituatur
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x -h w manente y sine addito X, functio nonnisi in eo differet ab
/"(« + Ö J + A) quod pro y-\- A solum jy sit; quod si addatur, nihil
differet.

X. Superius (pag- 313) mentio maximi minimique fűit; nec super-
fluum est Theorematis Tayloriani applicationes quasdam ad casus saltem
símpliciores ostendere.

I. iSV functio F{x) talis sit, ut pro x = tx et a dabili quovis minőre
sit F{X±Ú>)<F(X) aut sit F{x±a)>F{x), tum F(x) in casu prioré
maximum, in posteriore minimum est.

Nimirum
F[a •+- a) =F(a) H- w 9ÍF{a) H- ^ «I" F{a) -K ..,

et
F(a - a) =F[a) — a *)F(a) -h~9Í2 F{a) —...,

ubi pro cj-^—o quivis terminus fit maior summa sequentium, si is non
sit = o, nec ullus fiat 00.

Hinc in omni tali casu ^F(x) pro x = a pro casu maximi vei minimi
necessario = 0 esse debet; quum seríes superior ostendat pro a positivo
incrementum &dF[a\ inferior autem —avlF^), et terminus uterque maior
summa sequentium fiat, dum «-'•— o; adeoque si ex. gr. tam a quam
F{a) positivum sit et pro «H-w incrementum ipsius F{a), quantumvis
exiguum sit pro ty^-o, positivum, pro a — to érit negatívum; si a nega-
tívum sit, érit prius incrementum negatívum, posteríus positivum.

At conversim si pro x-=a sít dF(x) = o, non sequitur maximum vei
minimum esse; potest enim etiam terminus sequens = o esse, imo etiam
postea sequentes usque ad /í-tam derivatam; suntque termini pro pari-
bus potentiis ipsius w in utraque serié aequales, pro imparíbus quilibet
terminus est ei respondentís oppositus; itaque possunt, si // numerus par
sit, derivatae eousque singül® = 0 sine maximo vei minimo esse, quum
in serié superiore sequens terminus, maior summa sequentium, oppositus
termini illius sít, qui in serié inferiore ei respondet. Unde pro statu
maximi vei minimi, derivatas omnes usque ad /<-tam pro // impari, sin-

BÓLVAt, Tenlamen. I. 44
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gulas aequales o esse debere patet, et quidem ut sequens derivata non
sit o ; negativa dat maximum, positiva minimum.

Num verő maximum vei minimum sit, substituendo a utvis parvum
tentari etiam potest, eruto prius valore ipsius a ex el(7í')x = o posito;
imo ut supra dictum est, quum etiam pro W (-/**) JC = oo maximum vei
minimum fieri possit, etiam ex

= oo = —, idest -rcv—r = °

queeri a potest; quamvis, ut pláne monitum est, conversim non sequa-
tur maximum vei minimum esse.

2. Exempla faciliora.
a) Dividatur x in duas partes a et x — a tales, ut x(a — x) maxi-

mum sit.
Ponatur d.x(a — x) = o ; érit

el. x (a — x) = a — 2x = o,
et hinc

a=.2x et x = ~.

b) Sit in dimidium circuium maximum rectangulum inscribendum.
Erit area rectanguli (Fig. 49*) 2x[r% — **)'", et huius derivata

2{r* — *•)"*" — 2x*{r1 — x3)' * = o;
et hinc

r1 — x2 = xx, atque r' = 2x*, et x = ~=.

c) Sit recta a in trés eiusmodi partes b} x et a — b — X dividenda,
ut triangulum ex iis fiat maximum.

Planimetria docet esse aream trianguli

Vs{s — a)(s — b){s — c),

sí a, b, c latéra trianguli sint, et s aequale dimidio perimetri sit. Itaque

pro * = -f" i
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»(f(f-*)(f-')(f- (—*-*»)*
= - i -« T (« — 2é)T(ct— 2X)T{2b -h 2X — «)"",

cuius derivata, si constans omittatur, utpote quae ad maximura mini-
murave nihil confert, quum usque ad finem maneat et demum Eequatio per
eam dividatur, erit

— (a — 2x)~T [ib-+• 2x — aY-^-(a — 2x)^(2b-\-2x — a)~T = o,

et per (a — 2x)- (2b•+• 2x — a)2 multiplicando fit

2b •+- 2x — a = a — 2x,
et hinc

4JC = 2a — 2b, atque x = ^ — .

Nempe triangulum pro area maxima sequicrurum erit. Maximum esse
patet, quum derivata secunda negativa sit.

d) Si trianguli aequicruri basis z guaeratur pro area maxima
(fig. 50*), sit a summa laterum; erit

atque area

cuius derivata factore — omisso est
4

(a* — 2azY— az {a* — 2az)~ T ,

quo posito o et multiplicando per (a1 — 2az)'3' fit

a1 — 2<zz — a# = o,
et hinc

a1 — $az = o, atque z =
3 '
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nempe pro area raaxima trianguli sequkxuri triangulum aequilate-
rum est.

3. Interim,utdictum est, derivataprímainfinitaesse potest, statu rnaximi
vei miniini per id haud sublato ; est nempe id momentaneum, pro certo
puncto ipsius x, intra et ultra quod terminato x illico derivata finita
fiet. Ex. gr. (pag. 313) erat pro

b zt # T =y

derivata infinita pro x=zo, et simul maximum pro signo —, minimum
pro -K At hic quoque valor ipsius x, pro quo hoc fit, reperitur modo
sequenti:

<dy= ± — # ~'3 = ± —-r->
3 3* J

quod o esse nequit; at si ponatur

i : ± — ^ = + 3 ^ = 0:
$x*

prodibít x = o pro hac asquatione, et derivata infinita ; atque quuin neque
ex « |) '=o nec ex Wy = oo sequatur maximum vei minimum esse, tentari
potest, num pro illő valore ipsius x ita sit, et si fuerit, quodnam sit.

Vix monendum est, maxima aut minima pro pluribus etiam valoribus
ipsius x dari posse, uti etiam maximorum vei minimorum maximum vei
minimum posse in certis casibus dari.

XI. Sit fas applicationem layloriani etiam ad varios tactus ordines,
et rádium curvaturae, e quo etiam conceptus evolutae et evolventis
nascitur, breviter addere.

1. Lineain / dicitur tactus ordine ,»-to tangere linea L, si ordinata
Y ipsius L sit =/*"(#!, et ordinata y ipsius / sit = / ( x ) , atque pro

x = a sit

et non sit f*lF{a) =
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Patebit rectam nonnisi ordine tactus primo tangere; circulum verő
dari, qui ordine tactus primo, dari, quí etiam secundo tactus ordine tan-
gat curvam; nec inter hunc et curvam e puncto tactus ullum alium
circulum duci posse, uti nulla recta inter tangentem et curvam duci
potest. Radius illius circuli vocatur radius osculi vei curvaturae, et
circulus ipse osculator audit; nempe quum de quantitate curvedinis ad
aliquod punctum p sermo est, circulus iste intelligitur.

2. Ponatur tam ín F{a), quam in /[a), a-\~x pro a: érit

2 2.3
et

Sitque linea tertia A, cuius ordinata u = &(x), et sit pro x = a

F(x)=f(x) = k(x)}
atque

sed non = «!£(.*), sintque F(x)t f(x), k{x) positiva; et dicatur terminorum
seriéi ipsius f{x -+- x) per Taylorianum evolutae post df{x) sequentium
summa S et terminorum seriéi ipsius k[x-±-x) item per Taylorianum
evolutse post dk{x) sequentium dicatur s, ac brevitatis gratia xi)f(x) dica-
tur »1 et x4k{x) dicatur «f'.

Erit el, «/' aut utrumque positivura, aut utrumque negatívum, aut unum
positivum alterum negatívum.

a) Sit prius utrumque positivum, et pro G> positivo sit «' = «'' + 0. Pro

et utvis magnó poterit x tam parvum accipi, ut S<^-^j- et

simul etiam s <! -w- sit; atque tum «1-1-5 positivum et > el — -^. Nam

etsi 5 negatívum esset, ipso -^- minus destrueret ex el; item el'-hí po-

sitivum et<«l'-f--w. Hinc poni
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potest pro <3, p} b, q positivis; et patet

a -\-p —b>a — {b-\-q)
esse sensu (pag. 37).

Itaque

adeoque si probetur posterius positivum et non o esse, prius maius po-
sitivum érit.

Est verő

N

) __ (N—I)CÓ—29Í'

quod positivum est. Nam

quod = *./&(.x) poni potest; itaque

(N—1)6> — 2 d ' _ .

ubi in numeratore iV—i, h{x), dk{x) positiva sünt, et

est, simulac

k[x)
accipiatur.

Itaque in hoc casu f[x-+-x)~>k[x-\-x), et linea tertia / infra lineam
/ e puncto communi p cursum incipit; et quum idem ad Y= F{x) appli-
cetur, k infra L et / cursum ex p incipiet.

b) Si verő W et «f utruinque negativum sit et Wí>íí', pro serié ipsius
f(x-+-xi maíus negativum prodibit. Nam si negativa positive et positiva
negative acciperentur, maius positivum prodiret; atque huius modo oppo-
situm prodire debet. Itaque linea A e puncto communi p cursum supra
lineas L et / incipit, quum eadem ad L applicentur.
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c) Si autem unum positivum, alterum negatívum, ex. gr. W nega-
tívum et W positivum sít, tum etsi totum S negatívum esset, ipsum «I
destruere non poterit, itaque el -+- S necessario positivum erít j s verő
etsi totum positivum esset, W'H-Í negatívum érit; itaque /(*) ipsum
positivum, addito

nanciscetur incrementum positivum, k (x) autem paríter positivum, addito

x. dk (x) -H s,

imminuetur; adeoque / cursum e puncto communi infra L et / incipit.
Idem ad reliquos casus applicari evidens est; atque simul idem etiam

porro donec libuerit continuari posse; si nempe pro x = a sít:

F{x)=f[x), 4F{x)=4f{x\

sed non 4^f(x) = q)t'&(x), tum linea A per k{x) generata e puncto tactus
cursum aut supra L et / utramque aut infra utramque incipiet.

3. Sit L linea recta ; poterit hsec, ubivis fuerit in eodem piano cum
/t per (/S-l-*) A, pro /9, b certis constantibus, exprimi, nisi perpendicularis
ad x vei ipsi parallela fuerit; pro quo casu linea abscissarum * ita
mutari poterit, ut Z per (fi-hx)b exprimatur. Ponatur

F{x)=fx) et
pro * = a; érit

atque quum f$b-\-ab=f{a) sit, est

o f(a) ab _/(?) „

atque hinc ordinata rectas Z, quse pro * = « Eequalis est ordinatas y
lineae /, et quarum etiam derivatse primee sünt sequales, est
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Neque verő recta ulla alis, cuius ordinata

datur, quae e fine ipsius jy inter L et / duci possit; nam tum pro x=a
debet

(j/4-cr}c = 7r(a) et «I (y-h a ) c = ^ ( a )

esse ; alioquin recta nova supra vei infra L et / cursum incipiet; e
dictis aequationibus autem, y = /?, et c = d, atque V = Y, adeoque recta
prior L prodibit.

Ex. gr. Sit y = x2 ut in parabola pro parametro = i ; érit pro x = a
recta tangens, quas per

2\a

determinatur.
Patet verő derivatam secundam ipsius V esse el£ = o; adeoque

quum derivata secunda pro nulla linea praster rectam o sit, rectam
exceptis singulis punctis (pag. 307) allatis tactus ordinis secundi incapa-
cem esse.

4. Sit L circulus; quicunque circulus radii r sit in eodem piano
cum l, ordinata eius poterit pro quavis abscissarum linea T, et quovis
abscissarura t initio *, atque pro certis constantibus b et 0, per

exprimi. Sit enim diametri ipsi T parallelse distantia b a T} sitque z

ordinata pro abscissis e centro in diametro acceptis; sitque ex. gr, /uti
in (fig. 51) est; érit
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donec vero t ab * incipiendo in tantum excrescat, ut / — a aliquamdim
non sit £>r, eousque l/V» — [t — a)1 semper imaginarium est. Reliqui
casus quoque patent.

At si x ponatur pro i, atque sit V=F(x} et simul 4F{x) = vif{x)t

atque etiam &F{x) = d*f(x) pro certo valore a ipsius x, reperianturque
ex his sequationibus r, a, b circulum illum determinantia, pro quo dicta
locum habent: tum inter hunc circulum L et curvam / nullus alius cir-
culus duci poterit. Nam sit circulus, cuius pro x = a ordinata

. . . k[*)= /(*) = /?(*);
nisi etiam

te{x)
et simul

ist, circulus novus aut infra lineam utramque L et /, aut supra utramque
cursum e puncto communi incipiet. Si vero hse Eequationes locum habe-
ant, trés constantes dictze esedem prodibunt, modo statim (num. 6)
dícendo.

5. Extendi hoc ad quemvis tactus ordinem posse daruin est. Si
nempe F{x)=/(x) et derivata pro L et / príma primse, secunda se-
cundse, («-ta ju-tse a^quales sint valore certo a ipsius x, atque zequatio
ipsius L contineat constantes numero (//-hí): hse e totidem asquatio-
nibus dictis determinantur; nec ulla linea inter L et / duci poterit, pro
qua derivatEe usque ad jU-tam asquales non sünt; si vero sequales fuerint,
esedem constantes et idem L prodibunt.

6. Reperiuntur (in numero 4.} dicta r, a, b modo sequenti.
a) Est

Y= b-hVrz — [x — af =/{x) =
b) Hinc

( ) («y = v / . et (vy)*=
y ]fr* — {x — ay K Jl r* — {x — aY

et hinc valor ipsius (* — a) reperitur; nempe

BÓLVAI, Tentatnen. I. 45
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r* (ely)2 — (x — a)* {«ly)2 = {x — #}a
t

adeoque
r* («fy)" = (* — a)2{ n - (Wy)«),

et

et

attamen adhuc expressio ipsius a ipsum r involvit nondum determinatum.
c) Est porro

(x — df I
V{r*— [x—aff V** — {x — aY'

quod si ad denominatorem priorem reducatur, multiplicando posterioris
tam numeratorem quam denominatorem per r*— (x — df, fiet

__ — [x — df — r* -h {x — af — r1

d) Erat verő in b)

, - ., (x — df . r4y

e prioré est

e posteriore est

itaque

— a

e) Valore boc ipsius / r * — (x — a}* in valore ipsius «la> in c) reperto
substituto, érit

et hinc
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* — " U*> '

quse igitur expressio radii osculi est.
f) Constantes reliquas a, b quoque reperiuntur : nempe in b) erat

r4y

atque ex a) est
ő ==y — Vr2 — (* — aj;

atque hinc in valore ipsius b substituendo valorem ipsius

érit

et
, r — — y -\

Y
7. Notandum nempe est, expressionis, quse in exponentis denomina-

tore numerum parem habét, valorem eundem esse sive -h sive — ante
expressionem ponatur: nempe si dicatur 2 = —^4, est 2 alicuius va-
loris ipsius 1/4 oppositum (pag. 124). Ita (in numero g) r potest dici

8. Exempla.
a) Est (Fig. 42, pag. 305)

unde subnormalis
v=yi)y.

Est porro, normali dicta N,

et
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N=y

atque hoc in valore ipsius r posito, fit

Atque hinc si

ut in parabola pro parametro = I, est radius osculi 4JV3; nam

Nempe
•A , 1 --1- , 1 -= x*t et vy = — # a

 f atque «ry= #

et

Ita ex sequatione generáli sectionis conicge cuiusvis facile prodit, esse

yisiy = —p pro parametro / ; adeoque rádium osculi esse ^-r— •

b) Si (Fig. 52) recta A parallela ad rectam B sit; et ba = 2 per-
pendicularis ad A sit diameter circuli, feraturque b in B, prius ad
laevam, simul cum circulo; atque cogitetur e quovis loco b' ipsius b
accipi ad lsevam arcus b'*b" = b'b, usquequo extremitas arcus accepti
príma vice in A cadat; et idein fiat ad dextram : complexus oxnnium
extremitatum, in quibus arcus accepti desinunt, dicitur cyc/ois, et cir-
culus dictus genitor audit. Facile patet viam puncti rotae per rectam
devolutae huic approximari.

Est autem manifesto ordinata y pro abscissa v, sinu verso arcus b*c,

= i 2v — v2 -+- arc. sin. vers. v,
nam

b"í>_l_ba et b*c = b'*b",
itaque

z = b'b = b'» b" = b * c = arc. sin. vers. v.
Estque

ftfy = (2V1 — if' et tfy — v— {2v-I — i)~^
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Nam quoad v accipiendo derivatas

r —— i

J ~ " ' v' • ' sin. z'

nam z aequale est arcúi, cuius v sinus versus est, et arcus z derivata
quoad sinum versum est -.T --: hoc autem est

sin. z '

\ r 2 V — V l X

Itaque
ftly = (I _ v) [2V — Z/ a)~T •+• {2V — V2)

2—v {2 — v){2v — v*)
— J_ —

(2V—V*Y 2V — V2

Unde

atque
_ ( + ^ D ( V ( ' —íj

í — —

V~2{2V~l — I ) " 2

= -, = 2 T V~2 —

quod pro puncto b, ubi v=o est, fit

3 f~ A -L
~ V 2 = 2 2 21 = 2 a =

nempe radius curvaturse ibidem est quadruplus radii circuli genitoris.

Quod verő <Áx quoad v sit = - . - ^ , patet sic. Dicatur

v = sin. vers. WÍJC — sin. vers. [m — I) x,

nempe differentiale verum sinus versi x, et dicatur mx, ut (pag. 273) q. Est
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v = i— cos. qt
et

v = i — cos. q — (i — cos. (? — *))
= i— cos. q — ír — cos. qcos.x — sin.qsin. x)
= cos. q ícos. x — 11 -+- sin. q sin. x,

hoc autem per sin.?sin.x divisuin tendit ad i ; nam

9 sm'x

cos. q (cos.*—i)
nam (pag. 283)

i = i— «siní x,

denotante u quantitatem aliquam inter o et i ; itaque

f AC V T —— — - 7/ C1 fi V m

adeoque
sin, q sin, x —sin, q

cos. q (cos. JC — i) cos. q, u sin! x '

atque fpag. 284) sin. qsin.x differentiale ipsius v = sin. vers. x est; nempe

i> = sin.?sin.;é;
hinc autem

v
sin. x= -r-

sin. ?
et quum sin-i^x, sequítur

vsm.q'

nempe differentiale arcus est asquipollens differentiali sinus versi per
sinum arcus diviso; atque derivata arcus quoad sinum versum est = 1
dívisa per sinum arcus, omnino omnibus pro radio 1 intellectis.

Quum verő
r = 2T /2 — » = 2/2(2 — v)

sit, est (Fig. 53) r=2q, per q chordam arcus a circuü genitoris cycloidis
dimidiee bt<X intelligendo; nam

q3 = 2 (2 — v),
adeoque
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Si itaque ex t ducatur ad q parallela a-hő = 2g; terminabitur haec
incycloide a*f; cuius summum punctum a est, et circulus genitor priori,
adeoque et ipsa inferiori bta sequalis est. Nam a = q, adeoque b = q;
sed utrumque q, nempe chordas arcuum « utriusque circuli genitoris et
b = q sünt parallela; itaque et «" est parallela et = a ' , et a"-hy per-
pendicularis ad diametrum circuli genitoris utriusque. Est verő a'-\-z'
= a-+-zt et quum z-=.z\ est a = a. Erit ígitur ordinata y -h a" = y-+-a;
itaque F puuctum cycloidis inferiori aequalis érit.

Est autem a-\-b pláne normális ad punctum t. Nam subtangens

y z-hy v{z-k-y) v(z-4-y)
vy v 2v~* — i y 2v — v3 y

Itaque y:v~y~hz : s, adeoque chorda arcus be est ad tangentem tff
parallela ; atque hinc quum a et q sint parallela, et angulus ad C in
semicirculo rectus sit, est a ± tff.

Hinc autem manifesto pro quovis arcú z circuli genitoris inferioris
normális ordinatse respondens, radio osculi eidem respondenti sequalis
facta, atque ordinata superius ipsi n — z respondens in eodem puncto
terminatur. Itaque complexus extremitatum normalium omnium cycloidis
inferioris radiis osculi respondentibus aequalium est cyclois superior. Est
igitur cycloidis evoluta quoque cyclois priori evolventi Eequalis.

Nimirum si E complexus omnis puncti sit, in quo normális aliqua
formás F, radio osculi eidem normali respondenti asqualis accepta termi-
natur ; dicitur E evoluta ipsius F, atque F evolvens ipsius E.

Est autem (pag. 306)

2 — V 4/ V

2 — v

Si vero z in inferiore circulo genitore fiat = « , a l ) incipiendo, ut fiat
V ex v, érit tangens anguli, quem tangens cum ordinata facit,
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nam V= i — v. Est verő | / -~ cotangens anguli illius, cuius tangens

est.
2— V

Itaque angulus, cuius J / ~ ^ tangens est, angulum priorem / ad
rectum complet adeoque est = « , et a-hö tangens cycloidis superioris est.
Extendi hoc ad alias evolutas quoque potest, quum « suo alterno sequale sit.

Ingeniose hinc HUGENIUS qui primus pendulum ad horologiis motum
sequabiliorem conciliandum applicavit, laminam et ad dextram ipsi a*f
parera posuit, ut filo de larainis cycloidalibus in tangente tenso, centrum
oscillationis cycloidem describeret. Quum enim demonstretur ad descen-
suin de cycloidis atb, pro btj verticali, puncto quovis usque ad infimum b
tempus sequale requiri; sive ad maiorem sive ad minorem arcúm ob
inaequalitatem dentium excurrat pendulum, isochronum in theoria manet;
tempus descensus auteni per arcus circuli inasquales insequale est.

Ultro itaque suboritur queestio : quomodo e data forma F, eius evo-
luta £, atque ex E eius evolvens F reperiatur. Sed hoc tantum com-
memorasse sufficiat.

XII. Quum superius (pag. 206) quasstio suborta fuerit, quaenam sit e
functionum certarum genere illa, cuius functio certa determinata sub
certa quapiam conditione certa quadam qualitate gaudeat: huius etiam,
Calculi variationum dicti, idea casibus simplicioribus exponenda est.

Sit x variábilis absoluta per n divisa, et sit y = k [x\ cuius derivatae
quoad x accipiantur; atque functionum sub genere certo contentarum
derivatae formula generális sit ex. gr.

Aya H_ A'y'-K • .+B(<Jy)6 H- B\W-¥.. .H- Cy

nempe sit casus, ubi in nullo termino factor alius sit, prseter potentiam
aliquam ipsius y, potentiam aliquam ipsius «ly, functionem aliquam ipsius
x, et constantem. Quseritur talis functio y ipsius #, quse si Y dicatur,
integrálé derivatse dictae, substituto Y ipsi y, maximum vei minimum sit
inter omnia derivatae huius integralia, quae pro alio y sumerentur.

Ponatur Y-\-at pro Y denotante a functionem ipsius x} quae dato
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quovis minor fieri possit debeatque, et variatio functionis Y dicitur;
prodibit pro «IFtum «l(F-h(y) = WF-H«ta, et pro (WF)*1 érit («IK-hifo)*;
atque pro casu integrális raaximi rainimive incrementum totius derivatse,
tam pro + w quam pro —«, oportet esse aut simul positivum, aut simul
negatívum. Hoc autem aliter fieri nequit, ut statim demonstrabitur,
nisi summa coefficientium ipsius w in terminis, ubi a tantum ad i ele-
vatur, nec derivata eius adest, N dicta, et summa coefficientium ipsius
W<y in terminis, ubi nec o, nec derivatse eius prima altiores adsunt, et
«1« in prima tantum potentia occurrit, P dicta, sit

J (Ab-t- /Vö) = O;

N tX. P autem prodibunt, quum statim pateat in derivata derivatas datae
esse N coefficientem ipsius Wy, et P coefficientem ipsius tfy, tam «ly
quam W(ely) quoad x accepto.

Imo tunc etiam patebit, esse iy—el.P=o pro statu maximi mini-
mive ; atque ex hoc et data conditione eruitur Y; quamvis conversim non
sequatur, maximum vei minimum esse, ut supra fpag. 345). Inferius qui-
dem brevius ostendetur, qnomodo N, P ex evolutione functionis plurium
variabilium Tayloriana (pag. 341) reperiantur.

Demonstrandum idcirco venit primo, quod in derivata derivatse datae
prodeat N$y -h Pd2y, sí pro Y ponendo F-h a, coefficientium ipsius w
summa sit JVJ et coefficientium ipsius «1« summa sit P; secundo, quod
nisi j [Ma -4- /V«) = o sit, maximum vei minimum esse nequeat.

Sünt duse variabiles y et «ly ; et el (Wy) quoad x est = tfy; adeoque
per (pag. 273 et 281)

-1-^. . .)<y

Unde
N= aAya~l + . . , + cCy^^yY-+- . . .

et
P= bBfá)*-1 -t- . . . -f- dCy^yY'1 -h . . .

Ponatur iam y •+• a pro y; fiet functio nova, per theorema binomiale

evolvenda
BOLYAI, Tenlameu. 1. 4°
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A {y -+-to?

ubi Í aequalis est summse terminorum, quorum quivis ipsorum a, Ww
tanquara factorem aut utrumque aut aliquein pluries continet. Nam in
termino sub formula A\y^-o>)a contento, evolutoque, post aAy"-J(j
sequitur -\ - Ay"-*o>*t et postea semper crescunt exponentes ipsius w ;
ita in ^IW)'-HWWÚ evoluto post bBtyyfi-1^ sequitur ?-QziIlBfyly)*-2iWwi"
et dein semper crescunt exponentes ipsius W«; atque si evolvatur
C{y-Jt-aic'viy->rsi<ú'<l, érit

ubi nonnisi duo priores termini in factore utroque considerandi veniunt,
quum reliqui potentiam ipsius W« aut ipsius a priina altiorem contine-
ant; est verő

(Cy c ~

ubi terminus primus ad A* pertinet, de posteriore, qui wWw continet,
quaestio non est, et reliqui duo suis locis adsunt; patetque valores ipso-
rum N, P esse qui dicebantur.

2. Potest verő o> tain parvuin accipi, ut incrementuin functioms dictae
dato quovis minus fiat. Sit quippe (o = tvi pro i constante aliqua, et v
functione quapiam ipsius .v, quain prouti libuerit, imminuere licebit; in
tenninis, ubi «Iw, íWw)1 Í51 ut factores continentur, quoque aderit ubique
constans i\ iino ubi t.f aut (W^)1, adu £5" sünt, ad minimum secunda
potentia ipsius i aderit. Itaque in JiAfoH- Alw) aderit i in prima potentia,
in integrali partis reliqua: autem ad minimum in secunda, cuin factore
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socio aliquo omnino finito, omnibus heic finitis suppositis. Consequenter
pro dato quovis valore posteriorís licebit i tam parvum accipere, ut a
prioré, nisi hoc = o sit, superetur.

Pro statu inaximi minimive igitur oportet J(-Mi) H- PI)CO) = o esse ; nam
secus accepto una vice + w , alteravice —w, prodibit una vice id, quo
ab integrali isto reliquum exceditur positive et altéra vice negative, adeo-
que nec maximum nec minimum locum habebit.

Est autem J(iVwH-/V6í) formse «-4-#w pro a constante ; nain

ft! (a •+- fiút) = /jWw -+- wel/í,
ubi

N=W et P=j1,
atque hinc

IP=W/í et N—9)P=9ÍP-<i}P=o.

Pariter si adessent Q&to -+• R&a (nempe si in expressione superiore
ipsius derivatee datse derivatse altiores ipsius y occurerent) patet

j{M> -+•
esse formae

nam huius derivata est

/?rfw -4- anlfi-h ytfa -4- el/alw -+- APo -+-
ubi esset

atque hinc

Exempla.
1. Quaeratur aequatio ordinatae y pro abscissa indefinita t areatn

datam x longitudine minima claudens.
Concipiantur y, ily quoad x expressa acceptaque, et consideretur res

in piano.
Dividatur x per n denoteturque -*- per x, atque m-to x respondens

pars abscissae sit, ut ípag. 220}, t (mx) — í(\m — i)x)t dicaturque /, atque
/" et x simultanea sibi invicem respondentia intelligantur. Erit {pag. 297)

46-
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longitudinis lineas veTo difFerentiale, ipso «)y quoad x expresso, est

- 293)
{t2 H- (dyfY = (t1 -+- (Wy)8.*a)* ;

quod si _y/ substituatur ipsi x, fit

et y(i-t->*(Wy)a)' dicatur K
Cuius si, ut dictum est, derivata accipíatur : érit

Y i -i-y2(ily}3 y2 Y i + y2^yY '

nam ipag. 225 et 281) V sub formain ~ venit pro

v=y et u =

adeoque (»al« — udvj-.v* accipiendum érit. Est autem

et

quod (pag. 281) est

Consequenter si n-^*«/y2 breviter k dicatur, érit

_ i J

. yy«éy Adyf. k

et si terminus posterior ad denomínatorem prioris reducatur, érit
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quod priori termino additum fit

et terminus qui superest, est

Est igitur
y - - 1 et J 3 -- y9ly

pro maximo minimove autem est

N—^P~Oy adeoque N=
atque quura

est etiam

Consequenter

j[dP.4y-
nam

Est igitur

nempe

V

dV— AW -4-iV
\

*Bh+Péy-4V.

H P. aPy) = F"-H constans = / V y -H constans,

F - H constans = / V y -H constans,

l-h_y"(«ly)» _̂ fWyja

_y /i-h_y2(e!y)3

Unde per <yl^H-,)'t{«!y)" multiplicando fit

1 -h>"(Wy)' — >*(Wy )* -h const.
atque hinc

constans = — 7 = i = = f T , adeoque ^ — = j
_yV i-Hjya(»y)a constans

quo b dicto érit
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b*=y'-i-y*[ily)t
i atque b% — y1 =y*{4y)x, et V~b%—y*=

adeoque

Erat verő «ly derivata ipsius jy quoad x accepta, atque

x±ty;
adeoque

4
ty x ' ty

Atque hinc

i y ' y *
seu

adeoque

Consequenter

V ó1 —j

namque huius differentiale quoad y est yd_y: \ b*—y2. Unde

quae aequatio circuli pro radio b et abcissis / e centro acceptis est.

2. Linea Brachystochrona^ seu linea, per quara grave ex A ad C
punctum in alia verticali cadens brevíssimo tempore descendit, reperi-
tur hoc modo. iFig. 54). Dividatur x per «, ducanturque per fines ipso-
rum x horizonti parallelse; sit tempus descensus t, et respondeat t
ipsi x, nempe si de m-lo x serino sit, per / intelligatur tempus, quo
de parallela per «z-ti x finem superiorem ad parallelam per finem /«-ti
x pervenit grave.

Spatium sub t percursum exprimi per i Ygx poterit; nempe facile
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demonstratur in mechanica, velocitatem esse pro quavis linea curva ean-
dem, quae ad imum abscissse verticalis x esset; atque superius (pag. 248
et sequ.) erat vi==s.

Consideretur et hic res prius ad planum restricta. Est longitudinis
lineae differentiale x(i-+-(^y)xf1'. Erit igitur spatium prius huic asquipol-
lens; nempe

iYgx , T

adeoque

T
ygx

rx(i-\-{q)y)2Y* . . .
adeoque, si pro dato x minimum ipsíus I—̂—/-' repenatur, minimum

it érit.
Accipiatur itaque -^.— «l(n-(«!y)*)"*" pro certo valore ipsius x, idem e

certo valore ex. gr. o usque ad ír ad quemvis applicari patebit. Erit

derivata quaesita quoad x accepta

nempe a/Wy quoad x est el̂ y et Ygx pro certo x sumitur.
Itaque

Vgx
Sed

N=dP] adeoque dP—o et P^constans.
Itaque

r— f^—=rr=c — constans,

sit —a; atque hinc

y yi e t {<tyY = tP
et hinc

i—j3x
pro a*g=p.
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Erat autera (pag. 357) pro cycloide

pro circuli genitoris radio = it estque

pro radio r\ hic autem

quo substituto in 2rv~

2r
V

• I ent

2V

2T — X
X

2T—X '

quod item tam numeratorem quam denominatorem per 2r dividendo fit

2V
- x

si t?g=~- accipiatur.
Est igitur, quum hoc pro quovis valore ipsius x ita prodeat, cyclois

linea, pro qua quaesitum locum habere potest.
Atque etiamsi non restringatur ad planum, facile prodit, eam in

piano et quidem verticali esse debere. Nempe si differentiale ipsius
^-{^zf: \fgx accipiatur, et coefficiens ipsius 4z dicatur N', et

P' coefficiens ipsius a'2;?, érit

al/5=o=«f/y, quia iV=o=N';

itaque P et P1 constantes erunt, et z =^y. const. Erit igitur linea in
piano et quidem verticali, quum x verticalis sit.

3. Interim tamen e dictis neutiquatn maximum minimumve adesse
constat, quum nonnisi conditioni. sine qua maximum minimumve fieri
nequeat, satisfactum sit; constat quidem, in casu primo circulum, in pos-
teriore cycloidem esse lineam queesitam, si maximum minimumve detur;
sed etiamsi detur, quodnam sit, indecisum adhuc est. At responsio quoad
casum prsesentem facilis est.

Nempe sit
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pro variabili «[y; érit per fpag. 321) derivatis quoad éy acceptis

/(Wy -h Wfii) =/(Wy) + WoW/(«ly) -h - ^ </(«ly) H- . . .

ubi coefficíens ipsius <da) est idf quod supra P erat; et terminus
sequens est

nam parenthesi clausum est

(i-H«W)*
Üt- \2

Potest autem a tam parvum accipi, ut ——*- <d2f{<üy) maius fiat summa
sequentium; itaque in hoc casu incrementum derivatse, y-\-o ponendo
pro y, érit positivum; nam pro hoc casu est

quod positivum est, namque («Mz positivum est et(i-h(«[y}a)a quoquehic po-
sitive accipitur, adeoque et denominator positivus est. Unde in casu tali
etiam integrálé pro a utvis parvo positive ereseit; consequenter in casu
relato minimum est.

4. Possunt quidem etiamsi plures adfuerint valores omnia dicta ex
evolutione functionis plurium variabilium (pag. 342) deduci; at Tyronum
captui aptius videbatur modo relato incipere.

Nempe si functio superior fpag. 360) dicatur F{y, <éy) = u\ (pag. 342);

erat ibidein

F{y-\-a,4y H-«Iw) = « 4-ÖÍ M -hafo . u 4 - . . . ,

si heic y sit, quod ibi x erat et quod ibi y erat heic Wy sit, atque ipsius
A vicém W« subeat; prodibitque coefficiens tam ipsius a quam ipsius «ta,

BÓLVAI. Tenlamen. I. 47
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'•y

pláne is, qui pag. 361 prodiit; nimirum tt, nempe derivata ipsius u

quoad y accepta, est

aAy*-1 -+-. . . -h

nam termini ubi tantum altéra variábilis «ty reperitur (quae dum derivata
quoad aliam accipitur, constans supponitur) derivata quoad y est o.

Ita
u =

nam terminorum ubi tantum altéra variábilis _y, dum derivata quoad aliam
nempe <dy accipitur, constans supposita adest, derivata quoad «ly est 0.

Itaque superius
N= u et P= u

i.y i.Jy

per n ipsum F{y^y) intellígendo.
Erat ex. gr. in exemplo prius allato, ubi aream datam claudens linea

brevissima quserabatur, derivata quoad x} denotante x aream datam,

Sít hoc = u = Fiyy dy); érit

F{y -h

atque (uti pag. 365)

-h &>, fAy -+• eta) = « + &; u H- «1« . u - h . . . ;
i.j' t,4y

)

et hoc est t

f

quod item ad denominatorem eundem reductum est

sequale coefficienti ipsius <y, atque superiori N.



SECTIO SECUKDA. 371

Ita

' • *

quum heic y sit constans, et derivata quoad Wy accipiatur; quod igitur
coefficiens ipsius ol<u est et superiori /* sequalis.

Idem ad evolutionem plurium variabilium applicari atque pro statu
maxiim minimive

/(Na-hPtia-h ötf\i>H-...)=O

esse debere et superius dicta sequi patet.

5. Notandum tamen est et hic ut (pag. 345) terminos ulterius quo-
que = o esse posse; at si integrálé partis reliquae pro a utvis exiguo
sive negative sive positive accepto positivum sit, minimum, et si negati-
vum sit, maximum esse. Quod si plures adfuerint variabiles, uti in exem-
plo allato dz erat, necesse sit pro casu maximi minimive esse seorsim
quoque

NN~nlP=o et N' ;

si seorsim quaeratur conditio pro statu maximi minimive pro una varia-
bili reliquis constantibus positis, et tum pro altéra variabili prioribus
constantibus positis, perspici potest.

At quum instituti ratio pluribus vacare haud permittat, sufficiat re vix
attacta monstrare, unde plura accipi possint; magnus LAGRANGE est, qui
lucem huic disquisitionum generi quoque primus affudit; legatur Théorie
des /onctwns, opus ssepius citátum, nunquam satis laudandum, quamvis
giganteo plerumque passu per alpes gradiens ambulantes in vallibus
relinquat. Inter plurima alia ibidem criteria etiam generalia exponuntur,
e quibus dignosci queat, num partis reliquas integrálé positivum vei nega-
tívum, adeoque maximum vei minimum aut verő nullum sít; imo etiam
ad casum, ubi id, quod o erat, 00 fit ut supra extenditur.
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