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Vonalgeométriai tanulméanyok.

A vonalgeométridnak alapjat Pliicker vetette meg 1868-
ban megjelent mfivével.) Pont és sik utin az egyenes vonalat
venni térbeli alkotd elemnek, elég kozel fekvd dolog, és a gon-
dolatot magat Pliicker mar 1846-ban fejezte ki. ?) A vonal-
geométridnak csirdit killonben méar régibb dolgozatokban lehet
feltalalni ; itt is kifejezésre jut tehat azon torvény, hogy a tudo-
mény fejlédésmenete a folfedezéseket mintegy elékésziti. Tiszta
geométriai specul4ti6 révén Mobius, Chasles és Sylvester
jutottak alakzatokhoz, melyek Pliicker complexének megfelel-
nek. Cayley az egyenes vonalnak hat coordinatajat vezette be,
melyet késobb Pliicker hasznilt és egyéltalin a legjobb Gton
volt, hogy egy vonalgeométriat alkosson, a mint ezt mutatja
azon koriilmény, hogy a harmadrend{i térgérbét mint vonal-
képz6dményt kezdte analytikailag tirgyalni. Mechanikai vizs-
gilatok (az erdpérok elmélete) is a vonalgeométria felé utal-
tak ; viszont dltala élesztve latjuk fejlédése elsd stadiumaiban
a projectiv mechanikat. Egyenes vonalak rendszereinek meg-
vizsgilasara kiviloan az optika serkentett. Itt foleg egy feliilet
normélisainak rendszere jott széba, mert Malus torvénye szerint
egy pontbél kiinduld sugarak (vagyis egy gomb norméalisainak
rendszere) akérhany tikorfeliletrdl viszaverve és akérhany-
szoros kizegvéltoztatas altal megtorve, mindig megorzik azon
tulajdonségot, hogy egy bizonyos feliilet normalisainak rend-
szerét képezik, Ezen tulajdonsigot csak az irreguliir sugarak
vesztik el a fénynek kristilyokon torténs Atmenetelénél, a mi

1) Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf dic Betrachtung der
Linie als Raumelement.

2) Bystem der Geometrie des Ranmes.
M. T. AK. ERT. A MATH. TUD. kKOR. 1880, VIL . 23. sz 1
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Hamiltont #ltaldnos sugArrendszerek vizsgilatira vezette.
Hamilton eredményeit elegans analysissel adta el Kummer, )
a targyat érdekes kapesolatba hozvin a Gauss-féle gorbiilet-
mérték elméletével. Ugyancsak Kummer terjedelmes és gaz-
dag tartalma dolgozatot tett kozzé az els6 és masodrendii
sugrrendszerek elméletérdl, 2) melynek értékéb6l mit sem von
le azon koriilmény, hogy Pliicker egy évvel elébb megjelent
értekezésével a vonalgeométridt a mai analytikai geométria
egy onallo és kiegészitd részévé tette.

Az egyenes vonal a térben négy allandé 4ltal van meg-
hatirozva, vagy mas szavakkal: a térben ~*sok egyenes vonal
van. Kummer sugirrendszerei o2 sok egyenes vonalbél 4ll6
geométriai alakzatok, melyek tehat a tért ugy halézzik be,
hogy annak minden pontjin altaldban véges és meghatarozott
szamf egyenesek mennek keresztil. A sugirrendszer rendjét
az egy ponton dtmené egyenesek szima, osztilyit pedig az
egy sikban fekv6 egyenesek szdma allapitja meg. E szerint az
Osszes egy ponton Atmend egyenesek egy elsé rendd és 0O-ad
osztalyt, ellenben egy sikot bet6lté osszes egyenesek egy 0-ad
rendfi és els6 osztalyd sugirrendszert képeznek. A sugirrend-
szer singuliris pontjai lesznek azok, melyeken egyszeriien vég-
telen sok egyenes mén keresztiil, melyek egy kipfeliletet
alkotnak. Ha egy sugérrendszer valamely pontjén -2 sok egye-
nes mén keresztiil, akkor ennek kivalasztdsa altal — minthogy
maga is sugarrendszert alkot, — az eredeti rendszer rendszima
egygyel lejebb szall. A sugirrendszer singuliris sikjai azok
lesznek, melyekben a rendszernek egyszeriien végtelen sok
egyenese fekszik, melyek egy gorbét burkolnak be. Ha pedig
vannak olyan sikok, melyeknek 6sszes egyenesei a rendszerhez
tartoznak, akkor ez 4&ltal a rendszer osztilyszima lejebb
szill. Kummert az utoljira emlitett értekezésében kiilond-
sen a sugarrendszerek gyujto feliiletei foglalkoztatjak, melyek
gorbe vonalakkd fajalhatnak. Egy algebrai sugérrendszer
gyujto feliiletének azon pontok mértani helyét definidlja,
a melyekben a sugirrendszer egyenesei koziil ketté osszeesik.

1) Crelle, 57. k.
) Abh. der Akad. der Wissensch. zu Berlin, 1866,
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Ugyanezen felilletet burkoljak be azon sikok, a melyekben
a sugirrendszer egyenesei kozfil kett6 Osszeesik. A sugir-
rendszerek és gy@jto-felilleteik viszonyat jellemzi azon tétel,
hogy a sughrrendszer minden sugara kétszer érinti a gyujté
feliiletet. De nem minden, a gyujté felilletet kétszer érinté vonal
tartozik a sugirrendszerbe, hanem kiilonbozé sugdrrendszerek
ugyanazon gynjto felilettel birhatnak, vagy mas széval, a két-
szer érinté egyenesek Gsszesége reductibilis, azaz alsébb rendi
rendszerekre bomld sugfrrendszert képez.

A gyajto felillet, mint emlitve volt, gérbékké fajalhat,
még pedig vagy csak egy kipenye, vagy mind a ketts, A gyujto
gorbék a sugarrendszer valamennyi sugarai dltal metszetnek.
Kummer kimutatja, hogy az els6 rendii sugarrendszerek csak is
gyujtégorbékkel birnak.

Az elsé rendii sugirrendszerek koziil csakis az bir egyet:
len egy gyujtogorbével, mely a harmadrendfi térgérbe Gsszes
hirjaibél all, mert a harmadrendi térgérbe az egyetlen, mely
egy és csakis egy latszolagos kett6sponttal bir, vagyis melynél
a tér egy tetszbleges pontjabol csak is egy oly egyenes hiizhato,
mely a gorbét kétszer metszi.

Azon negyedrendii térgorbe, mely két masodrendii felii-
let teljes metszése altal szirmazik, az egyetlen, mely két s csak
is két latszdlagos kettGsponttal bir; ennélfogva az egyetlen
misodrendii sugérrendszer, melynek csak egy gyujtégorbéje
van, az, melynek két masodrendit felillet negyedrendii metszése
szolgalt gyujtogorbéiil.

Kummernek szimos tételei kozill még a kovetkezdket
emlitem meg: A mfsodrendti sugarrendszerek a hetedik osztd-
lyon tal legaldbb egy gyujtégorbével birnak, gy hogy tisztan
gyujtofeliletet csak inclusive a hetedik osztilyig vérhatunk.
Ezen gyujtofelilletek negyedrendfiek 1évén, melyeknek elmélete
még nincs Altaldnosan megvizsgalva, Kummer a mésodrendii
sugirrendszereket a hetedik osztalyig részletesen discutalja, és
ezzel egyiitt a negyedrendii feliiletek egy osztilyinak — mely
szerinte is lett elnevezve — elméletét allapitja meg.

Kummer ezen kutatisai nem annyira médszeriik, mint
eredményeik Altal fontosak, Az Altalanos analytikai maddszert
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ilyen geométriai problémik targyalisira Pliicker adta az egye-
nesnek mint térbeli alkoté elemnek bevezetése altal. Tudo-
méanyos vizsgilatokban pedig — mint mir Descartes is
mondotta — a mobdszer a legfontosabb, minélfogva nem
Kummer, hanem Pliicker tekintendd az @j disciplina mega-
lapit6janak. .

Az tntudatos torekvés egy vonalgeométridnak megalko-
tasa felé Pliickerrel egy ij geométriai alakzatot, a vonalcom-
plexet, fedeztette fel, mely alakzat ~? sok egyeneshél all. Egy
n-ed fok@i complex analytikailag, egy n-ed foka egyenlet &ltal
abrazoltatik az egyenes vonal hat homogén coordinatija kozott,
melyhez egy a coordinitikat Osszeflizd quadratikus foltételi
egyenlet jaral. Geométriai definitiéja szerint a complex oly
rendszere az egyeneseknek, melyek a térnek mindenik pontja-
ban egy n-ed rendfi kiipot alkotnak, vagy a térnek mindenik
sikjaban egy n-ed osztalyt gorbét burkolnak be.

Két complex kozos egyenesei egyszersmind végtelen sok
complex — egy kéttagi complexcsoport — kozis egyenesei és
egy o? sok egyenesbél 4ll6 rendszert képeznek (Kummer
sugarrendszere), melyet Pliicker congruentidnak nevez Egy
m-ed és egy n-ed rendfi complex kozis egyenesei egy m'n-ed
rendii és ugyanoly osztilyt congruentiat képeznek.

Hirom complexnek kizos egyenesei egyszersmind oo® sok
complex kizos egyenesei és egy sugirfeliilet alkotoit képezik,
mely 2 m, n, p-ed rendfi, ha a complexek rendszimai: m, n, p.

Pliicker az egyenes vonal coordinitiinak megillapitdsa
utin a linedris complexek elméletére tér 4t, melyeknek eld-
szOr polaris viszonyait vizsgilja. Egy pontnak a linedris
complexre nézve sik, viszont siknak pont felel meg, de tgy
hogy ezen reciproc elemek egyiittes helyzetiiek. (M&bius
nullsystemija.) Az egyenes vonalnak polarisa a lineéris
complexre nézve ismét egyenes vonal ; a két polris kozos trans-
versalisal megannyian a complex egyenesei kozé tartoznak.
Egy egyenes vonal isszes transversilisai egy speciflis linefris
complexet képeznek, amaz egyenest pedig a specidlis complex
tengelyének nevezziik. A végtelen sok complex kozott, melyek
egy kozos congruentidval birnak, van két specilis, melyeknek
tengelyei a congruentia Osszes egyenesei altal metszetnek;
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ezeket Plitckerrel a linedris congruentia két directrixének
nevezziitk. (Kummerrel azt mondanék, hogy az els6 rendfi és
elsd osztdlyt sugérrendszernek gyujtégorbéi). A directrixek
poliris egyenesek a kéttagti complexcsoport birmelyik com-
plexére nézve.

Harom linedris complex kozis egyenesei Altaldban egy
agft hyperboloid alkatérendszereinek egyikét képezik. A oo?
linedris complex kozott, melyek egy kizos egyigh hyperboloiddal
birnak, van egyszertien végtelen sok specialiscomplex, melyek
nek tengelyei ama hyperboloid mésik alkotd rendszerét adjik.

A mésodrendii feliiletek elméletének vonalgeométriai fej-
tegetése utan Pliicker attér a misodfok complexek elméletére,
hol 6t féleg a negyedrendii és negyedosztilyt feliiletek egy
bizonyos csoportja foglalkoztatja, melyeket aequatorialis és
meridian feliilleteknek nevez, kozos szoval complex feliiletek-
nek. A mésodrendfi complex egyenesei egy mésodosztilyt
girbét burkolnak be a tér egy tetsz6leges sikjiban; ezen sik
forgatisa 4ltal egy egyenes vonal mint tengely korfil ama
méisodosztalyt gbrbe egy feliiletet ir le — a meridianfeliiletet.
Viligos, hogy a forgatis tengelye a szdrmazott feliilet kettés
egyenese. Ugyanezen feliiletet burkoljdk be a mésodrendfi
complex azon kiipjai, melyeknek csficsai a forgisi tengely
mentében fekszenek. Ha a feliilet kett6s egyenese a végtelenbe
tavozik, akkor a merididnfelillethdl aequatoridlis feliilet lesz;
ez tehit oly complexgirbe ltal iratik le, melynek sikja Snma-
géval pdrhuzamosan halad tovibb és oly hengerek altal bur-
koltatik be, melyeknek oldalai egy sikkal pArhuzamosak. — A
complex-felilletek négy kettds ponttal, és ugyanennyi kettds
sikkal birnak, melynek helyzetét a kettds egyeneshez képest
Pliicker részletesen megvizsgalja. Nala egyiltalan a complexek
s complexfeliiletek elmélete egymést kilesonosen atlatszébba
és konnyebben kezelhet(vé teszik.

A complexek 4altalanos elméletérsl Plitcker miivében
tiizetesen egy czikk sz6l, a mely a linedris polarcomplexeket
tirgyalja. Hogy polaris fiiggvények alatt mit kell érteni, az
az algebrai gorbék elméletéhol eléggé ismeretes, a hol a sik
egy tetszGleges pontjdhoz egy linedris, egy conikus etc. poliris
gorbe tartozik. Ha a pont magin az adott girbén fekszik,
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akkor polaris egyenese érint6 lesz ama ponthan. Ep ily érte-
lemben szélunk polaris complexekrél, csakhogy itten egy tet-
szbleges egyeneshez az adott n-edrendfi complexre nézve nem
csak egy polaris complex tartozik, hanem végtelen sok, melyek
egy polaris congruentiét képeznek. Oka ennek az, hogy a com-
plex egyenletéhez még egy a coordinitakat osszeflizé feltételi
relatio jaral. Egy A egyeneshez tartozo linedris polaris congru-
entia altaliban két directrixxel bir, melyeknek egyike az A4
egyenessel Osszeesik. Ha azonban az 4 egyenes az adott n-ed
rendi complexbe tartozik, akkor polaris congruentidjinak
mindkét directrixe az A egyenesbe esik, és ekkor a congruentia
tangentialis congruentia nevet nyer — analog az érinté egye-
neshez a gorbéknél. Lesznek az n-ed rendfi complexnek oly A
egyenesei — é8 ezek 2n(n—1)-edrendii congruentiat képez-
nek — a melyekhez tartozé tangentialis congruentidk oly
sajatsigos médon specializilédnak, hogy bel6lok sik lesz, job-
ban mondva, a congruentia végtelen sok directrixxel fog birni,
melyek egy sik sugirsort képeznek, gy hogy a siknak Osszes
egyenesei ezen congruentidba tartoznak. Ama sugérsor kozép-
pontja a complex singularis pontjinak, sikja a complex singu-
laris sikjdnak neveztetik, az 4 egyenesek pedig singuliris egye-
neseknek.

Pliicker ezen &ltalinos fogalmakat mindjart értékesiti a
masodrendfi complexek elméletében. Ttten a singuléris pontok

~egy 4-edrendfi és 4-ed osztalyt feliiletet képeznek, mely egy-
szersmind a singularis sikok altal beburkoltatik, és melynek a -
singuldris egyenesek a kettds érintdi. Ezen felillet 16 kettds
ponttal és ugyanennyi kettés sikkal bir és Pliicker altal sin-
gularis feliiletnek neveztetik.

Itt van azon pont, a hol Kummer és Pliicker vizsgilatai
érintkeznek, mert Kummernek negyedrendfi gyajté felilete,
mely 16 kett6s ponttal bir, nem més, mint Pliicker singularis
felitlete. Erre — ugy hiszem — Klein Felix figyelmeztetett
legel6szir, ki a széban forgé feliileteket behatéan meg-
vizsgélta. 1)

Pliicker 4ta a complexek elmélete mindjobban magéra

1) Zur Theorie der Liniencomplexe des 1-ten u. 2-ten Grades. Math.
Ann. IT. két. ;
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vonta a geometrak figyelmét, és az 1) disciplina kortil, — mint-
hogy jelentdsége a geometriai felfogasra nézve altalaban nem
csekélyebb volt mint a felilletek s ezek kozott specidlisan a
sugarfeliiletek elméletére — mér szép litteratura fejlédott ki,
melynek itt f6bb mozzanatait sem fejthetem ki, mert nagyon
a detailba vezetne.

Dolgozatom elkészitése alatt élénk eszmecserében allot-
tam mélyen tisztelt tandrommal, Dr. Hunyady Jené trral, és
tan folosleges is megemlitenem, hogy ezen korfilmény igen
buzditélag és fejleszt6leg hatott ream.

I. Az egyenes vonal coordinatai.

1. A vonalgeométria igen fiatal dga 1évén a mai elemzd
geométridnak, nem csodalkozhatunk, hogy bizonyos elemi fel-
adatok, melyek majdan egy rendszerezett vonalgeometria elsd
fejezeteit képezendik, eddig ki nem dolgoztattak. Dolgozatom,
mely e hidnyt némileg pétolni tirekszik, a torténelmi beve-
zetéstol eltekintve, hirom részre oszlik. E czikkben a méd-
szer alapjait — melyek Pliickernél hosszadalmasan vannak fej-
tegetve — targyalom; a kovetkezo czikkben az egyenes vona
egyenletének kiilonbozé alakjaira térek at, melyek eddig tudo-
mésom szerint f6l nem allittattak, mig az utolsé czikkben két
vonal momentuménak geometriai fogalmat értékesitem, egye-
bek kozott Hesse-nek a Pascal és Brianchon tételeihez analég
teteleit a hyperboloidra nézve bizonyitom be a vonalgeométria
modszereivel,

2. Pliicker magét az alkoté elemet, az egyenes vonalat,
kétféleképen fogja fel: mint két pont osszekotéjét — mint
sugarat — és mint két sik metszését — mint tengelyt. Ennek
megfeleléen az egyenesnek kétféle coordinitait, sugér- és tengely
coordinétiit vezeti be,

Ha R Y TR

my Mg Mg Ny
két pont homogén coordinitii a térben, akkor az ket Gssze-

koté egyenes homogén sugircoordinitiiul a kovetkezd hat
kifejezés egyméshoz valé viszonyit definialjuk:
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:131-———31 ‘??34'—"34 7y wg=33 ’Hl.;"'—‘g.; Tilg a:3=33 '??14—34 g
'J?.izlg '?1!3_33 Mg .‘1"‘5:;{3 '??!.1"—‘31 g ::c3=31 mg—gg my

Ugyanezen kifejezésekre kell jutnunk és jutunk is, ha az illeté
egyenes tetszéleges mas két pontjabol indulunk ki,
Ha pedig :
Ay g iy TR

iy e g My

- két sik homogén coordinatii, akkor metszési vonaluknak

homogén tengelycoordinatii az el6bbiekhez analég alkotott
kifejezések
E=hy ty—hy gy Ep=1o puy—Ay 1y E3=2y ty—2y 13
§=s tty—Ay g E5=Aa ty— 1y ptg Ss=Ay pla—Ag 14y
A hat sugarcoordinita kozott egy relatié 4ll fenn, mely az
[l iy g
gg ing Zg mg
=0
33 mg lg mg
| 34 My 34 my .

azonossiaghol olvashaté ki. A baloldalon 4ll6 determindnst
ugyanis Laplace tétele szerint kifejtve a sugircoordinitak defi-
niti6janak tekintetbe vételével:

(xx) =@y wy+xy w5+xy g =0
¢s hasonléan : A £ 1
) =& &+5 &+5 5=0
Megjegyzem, hogy az (1) alatti relatiék csak akkor azonossé-
gok, ha visszatériink az a; és & definitijara pont coordinitik-
bol, illetéleg sik coordindtakbol, ellenben quadratikus foltételi
egyenletek jelentdségével birnak, ha esak azt kérdezziik, hogy
mind relatiénak tartozik 6 mennyiség eleget tenni, hogy egy
egyenes vonal homogén coordinitiinak tekintheték legyenek.
Az (1) alatti relitio dltal az egyenes vonal meghatirozasira
haszndlandé coordinitik szima a kellgre van reducéilva.
Ezutin viligos, hogy a vonalgeométridban mindig simul-
tdn alakokkal lesz dolgunk, igy példaial egy tetszleges complex
egyenlete '
I (@1 2g g 4 05 206) =0
() =0
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szoval 5 homogén viltozd alakjai helyett, 6 homogén viltozé
simultan alakjai vizsgéltatnak.

E helyen még meg akarom emliteni, hogy Lie, Pliicker
gondolatit Altalinositva, egy gorbét, mely harom tetszéleges
parametert tartalmaz, tekint alkoté elemnek, a mi 6t gorbék-
b6l 4116 complexek vizsgilatira vezeti. '

3. Az egyenes vonal sugir- és tengelycoordinitii kozott

ezen relatio 4ll fenn

Wy Iyt L s g == B BB B B By
Ezt a kovetkezdképen bizonyithatjuk be. Legyen az egyenes
vonal az [ és m pontok altal meghatirozva és vegyiink fel két
tetszdleges p és ¢ pontot. Az [, m és p pontok dltal megallapi-
tott sik coordinitai

| Ig ls ly ls L ly
h=|mg mg . my Ao= [mqg my my
ela . i Pa Psa 1 Ps

I ly Iy L Iy f-

o= {miyn iy ma A= |my mg my
b2 gty i Ell Vi PaccPa

s hasonléan fejezhetjiik ki az 1, m, ¢ egyenesek alal meghata-
rozott sik uy wy py py coordinitait, A A és u sikok metszésvo-
nala ugyanaz mint az [ és m pontok dsszekotd egyenese, tehit
ennek tengelycoordinitai:

la' Jl 34 Zl 39 34
Ay fg—Ag plo=|my my my my Mg Ty
Ps P1 P4 |P1 P2 Ps
U SSTRY e R i T S Y

—|my mg my| Mg My My
Pr Ps Pa| |Ps P1 P ete

Az adjungilt determinins minorjairdl sz6l6 tétel szerint
azonban

Ay tta—Rhg vy = D.(l; my—Iy my)

13 ..!'.!l—l]_ ‘ug = D-(Eg m;-—l* ’iﬂ-z) A .(2)
Ay tg—hg py = D. (I3 my—T1; my)
ete.

B e L g ) N W T T T, e




|P1 Pz Ps Pa
'P1 92 qda Y

A (2) alatti egyenletek a fontebb folirt ardnysorozatot fe— "
jezi ki
4. Konnyii kifejezni azon foltételt, mely alatt két egye-..
nes vonal egymést metszi. Hatdrozzuk ket meg az I, m illeté-
leg p, ¢ pontok &ltal, és nevezziik a két egyenest e és F-nak,
akkor hogy az e és (3 egyenesek egymast messék, annak foltétele,
hogy az [, m, p, ¢ pontok egy sikban fekiidjenek, azaz

il, N

| MMy Mg Ty My o

P1 P2 Ps Paj

.l g1 s 98 Q4NR

vagy kifejtve:

(@) = o, B+ a5 Jy+ g 3y +a, ﬁ;‘f‘“sﬂa'l‘“aﬂaﬁ& ;"(:3)
5. Ha a 3 egyenest az el6bbi egyenlet érte nében vilto-

zonak tekintjik, akkor ezen egyenlet az e« egyenemek Guszes

transversalisait, vagy ha akarjuk, magit az e egyenest Abra-
zolja; tehat az @ egyenes egyenlete Pliicker-féle coordmﬁ-

takban. _ _ T c

() = gy + et @yt g g+ oy w0y + @y s+ ey =0 L (4)
Itt természetesen : : ;
(eat) =ty aty+aty cty+eey g =0,

mert az «; egy egyenes vonalnak coordinitait jelentik. :
Ha az « egyenes egyenletében a valtozokat egy tetszi-
leges 3 egyenes coordinitéi 4ltal helyettesitjiik, akkor egy

() = &y Byt 5+ _ﬂs+% B+ ﬂs‘l"“s. B

kifejezést nyeriink, mely nem mas mint a két egyenes minimé-
lis tévé]s_&génak szorzata a két egyenes hajlasszogének sinu-
sival, azaz

| (aﬁ) =7 sin .
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Ezt kovetkezoképen lathatjuk be; jeloljink ki az e
egyenesen egy [ pontot és téle o tavolségra fekvd pontot, hason-
loan a f§ egyenesen egy m pontot és egy ettél ¢ tavolsigra
fekvé pontot, akkor az ezen 4 pont 4ltal meghatarozott tetra-
éder térfogatat kétféleképen fejezhetjilk: egyszer a 4 pont
coordinétai 4ltal determindns alakban, mely kifejtve a

6 T—¢¢ («f)
képletet adja, méskor azon szabély szerint (lasd Salmon tér-
mértanit I, 71), hogy a tetradder 6-szoros térfogata egyenld

két Atellenes élhosszénak és ezek minimdlis tavolsiginak,
végre a két é] hajlasszige sinusanak szorzatival, azaz

6 T=o. 0. sin 0.

A térfogatot kifejez8 két formula osszehasonlitdsa adja az
egyenletet,

(ef) =r.5itn 0
egyenletet. :

Az(ef) = r. sin 0 kifejezést a két egyenes vonal momen-
tuménak nevezik, egy elnevezés, mely a mechanikabél van atvéve,
hol eréknek momentumérél van sz6 egyenes vonalakra vonat-
koztatva. (Lasd Zeuthen, Math. Ann. I.)

6. Egy @ egyenes &, ¢y, &ty sugarcoordinitii — mint azon-

nal észrevehet6 — az illetd egyenes irdnycosinusaival aranyos
mennyiségek, még pedig

Oy iy
cos apr— = = Cco8 yf— = =
oo+ 4 Vea+at+a;
g
co8 0z = o ST AL A
Ve +ai+a;

Az « & egyenesek 4ltal képezett szigre nézve

@ Bi+ay fatay By

tata VE+E+E

s g (@ Buaa B3)* + (@0 fi—0nBy) + (o1 fa—es B)°

sin off =

cos afi= Ve

(eiteta;) (Bi+5407)
tehat a merdlegesség foltétele

[¢8] =, fi+as Pota; B3 =0 -+ (6)
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ésa parhuzamos shg foltételei
o Bg—0g S =0 a3 fr1—e Ba=0 o fy—a, B =0

7. Egy pontnak egyenletét Pliicker-féle coordinétikban
akarjuk elsdllitani. E czélra kifejezzilk, hogy az @ egyenes
mind foltétel alatt megyen &t az I ponton. Ha az « egyenes a
4 és u sikok metszése, akkor az [/ pontra nézve ezen egyenle-
tek 4llanak

l]_ 31+ng Eg+2‘3 33‘}‘2:4 34 =0
ty b+ g ls+pg la+py 1y =0
ezekbdl kikiiszobolés 4ltal nyerhetjiik :
. —33 Ocz-l-lz a3+g4 oy =
lsoey, . —lLieg . +le;=0
Tekintsiik az egyenest viltozénak, akkor az
(gfﬂ)l = . _Zs i'»t’g"‘gg $3+Z4 Ly . =)
(Eﬁ?g)EZa wl. . “—J]_ &y . +Z4 &5 =0
egyenletek az
(xx) =0
kiséretében azon egyenesek osszeségét fejezik ki, melyek az [
ponton adtmennek, vagy ha akarjuk, magit az [ pontot. A hirom
egyenlet osszefoglalisa altal egy

(533)35'—32 931“‘21 g e et +l4 g =

egyenletet 4llithatunk elé, melylyel pétolni fogjuk az (wx) = 0
egyenletet. Igy a pontnak egyenletei Pliicker-féle coordind-
takban :

(3{13)1 = . —33 ﬂ:g‘}"lg w3+34 Y . . =1
(le)s= Loy, . —Lag . o } (M)
(la)y=—lg &, +1 =y . . . Hlgag =0

Hasonléan fejezhetjitk ki azon foltételeket, melyek alatt egy
egyenes egy A sikban fekszik, és allithatjuk elé a 4 sik egyen-
letet mint a benne fekvd egyenesek osszeségét:

(Ax)y=Myy . . . —hg wgt+Ay g =0
(Ax)s= . bxg . +hgw, . —hu, =0; ..(8)

(Ar)g= . . Mwg—Ayy+d s . ° =0
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8. Ha harom egyenes egymést kolcsonosen metszi, azaz
mindegyikok metszi a tobbi kettdt, akkor vagy egy sikban
fekszenek, vagy egy ponton mennek keresztiil. Ez utobbi eset-
ben a kovetkezé egyenletek allanak

oy lg—ay Lyt 1, =0 —agli+oy l3tasl,=0

Ba la—Ps lg+ B, 1, =0 —Bs ly+P1 ls+ 84 1, =0

Valo—7alstyalu=0 —ysbh+n lat+ysly =0

@y ly—oy Iyt 1, =0

Bs li—Py la+Bs 1, =0

7e li—y1 la+7e 14 =0
Hogy teh4t a hirom egyenes egy ponton menjen keresztiil,
annak foltételei :

lag o, bg 0ty Qg Gy 0 O

(33 132 54 =9 193 (91 Bs|=0 52 ﬁ: 186 =0
78 72 V4 Y8 71 Vs Y2 ¥1 Ve

Ha a hérom egyenes egy sikban fekszik, akkor
g hg—etg hgt0y Ay =0 —ag A4y Agtetg Ay=0
Bs he—Ps A+pr 4y =0 —f, A 4By hgtag Ay =0
Vs he—vs Aatya =0 —yg h+yshgtys by=0
s M—aty Ayt+ag by =0
ﬁs 11_134 }'rf'ﬁa Ay =0
Vs M—74 Ao+73 Ay =0

honnét
Ueg O Oy G Oy Og s 0ty Oy
ﬁr. ﬁﬁ ﬁl =0 ﬁe 15’4 59. =0 185 16'4 ﬁs =0
Ye V5 71 Ye Y2 Yal - s Va Vs

II. Az egyenes vonal egyenlete.

Az egyenes vonal — mint emlitve volt — négy 4llandd
4ltal van meghatérozva. Ezen 4llanddk itt egyszerfi geomét-
riai foltételek 4ltal allapittatnak meg, hogy azonban ezen geo-
metriai foltételek analytikai kifejezéseibdl, ne kelljen a keresett
egyenes coordinAtiit egyenként kiilon-kiilon kiszdmitani, egy
linearis egyenlet hozzdtolddsa 4ltal nem annyira a keresett
egyenes, mint inkibb az tsszes 6t metszd egyenesek complexje
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allapittatik meg. A hozzitoldott egyenletet pedig — rived
szolasmoddal élve — az egyenes egyenletének nevezem, értyv-
ez alatt oly egyenletet, mely egy egyenes vonalnak Gsszes transi
versilisait dbrazolja.

1. A keresett ¢ egyenes messe az e, 3, y egyeneseket és
alljon merélegesen a 0 egyenesre. Ezen foltételeket a kovet-
kez6 egyenletek fejezik ki:

(@) =, &+ gg+g 85+ &4+t &5+ 8 =0
(Be) =P, &x+ s ot B &5+ 8y eat B 25+ P36 =0
(7e) =74 &at+7s tat2s a+71 &ate &s+7s 8 =0
[0g] =0, &+, 83+05 e53=0
(e8) =&, &,+3, e5+¢& & =0

Ha x egy véltoz6 egyenest jelent, mely az & egyenest metszi
(335)59‘34 £1+3)5 Eg+mﬂ eg‘l‘wl 64-'—-!’2 55+ﬁ?s 56 =0

A 6 egyenletbdl, melyek kozott az 5-6dik quadratikus,!) kikii-
sz0bolés altal nyerjiik az & egyenes egyenletét, illetbleg azon két
egyenes egyenleteinek szorzatit, melyek a kivintféltételeknek
megfelelnek. Bz egyenlet :

0 (ex) (Bx) (yz) [0x]

(ex) 0 («f) (¢y) [@d]

(Bx) (@B) 0 (8y) [89] | =0 (1)
(yx) (ay) By) 0 [»] i
[0a] [ed] [B89] [0] O

3. A keresett ¢ egyenes messe az e és [ egyeneseket és
alljon merdlegesen a  és 0 egyenesekre. E foltételek analy-
tikai kifejezései:

(c0e) =ty &+ 5 8+t Ea+0ty &4ty £5+ g =0
(Be) =, &1+ P59+ P &3+ &+ Ps &5+ 5 86 =0
[7el=n &1+ 72 22+ 75 £ =0
[de] =0, & +0, eg+0; &5 =0

(e28) = &, & 48 &g4& & =0

1) Hogy kelljen az elimindtitt végezni n—1 els6fokh s egy mdsod-
foki egyenlet kozott, lisd dr. Konig Gyula tandr 4r jegyzetét a »Miegye-
temi lapoks« IT. kotetében, '

Pl
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melyekhez jaral
(we) =y &+ a5 &+ ag &5+ 00y 8+ &5+ 25 55 =0

mint annak kifejezése, hogy a viltozé o egyenest az & egye
nes transversilisinak akarjuk tekinteni. Az eliminati6é ered-
ménye itt:

Xy Ty Xy X a HE
cty &5 Qg Oy (24 g

34 185 196 fgl 2 ﬂ3 0 50 .(2)
717378 0 0 0
0, 0,9, 0 0 0
0 0 0 y905 7591 7192

melyet a kivetkezoé alakra hozhatunk:
[72] [9z] (y0uy)
[eey] [@d] (ydey) | =0 . s (3)
J [87] [89] (98,)
hol a jelolések értelmezésére 4lljon:
Ve 03 =72 03—y 03
7172 78
d; 0y 0y

m.; Ts xgl

(r0a,) =

I

Ha a y egyenest az «-val és [ egyenest a d-val ejtjiik

ossze, akkor & azon egyenessé lesz, melyben az « és 3 egyene-

sek minimélis tavolsigat mérjitk és ekkor az ¢ egyenest az &

és 8 egyenesek kizos normélisdnak nevezem. Két egyenesnek

az elébbiek szerint 4ltaliban csak egy kozos normdilisa lesz,
melynek egyenlete Pliicker féle coordindtikban :

By Ty Tg Iy o o'
oy 0y g O Uy [

Ba Bs Bs b1 Pe ﬂa Ly, ) (4)

BrB:Bs O 0 O

00 0 aydy ayfy «fs

vagy . [we] [2f] (wee3)
[ac] [af] (@) | =0 .. .(5)
[«3] [88] (Buex)
M, T. AKX, ERT, A MATH, TUD, KOR. 1880, VIL k. 23, sz 2

e

| E A,
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3. Felallitandé azon y egyenes egyenlete, mely keresztiil
megy az [ ponton és metszi az « és [ egyenest. B czélra az 1
pont egyenleteit

(3?’)1 = e —lgyetle yatlays - . =0
(5}')25 laya cia = ==h Yar -3 Bl Ve =g
(E?’)s =-—lp 71+ 72 . . . Al ye=0

ossze kell foglalnunk a metszés foltételeivel :

(ey)=e, y1+05 yot-as yat+og yatoy ystay v =0
(ﬁy}z—ﬁ{i ?’1+f5'5}’2+f30 Ya+ 51 7atPe s+ 76 =0
(933’)5934 e +a5 yotag yat+ @y yatas yst®s 76 =0

mely hat egyenleth6l a y egyenes egyenlete Pliicker-féle coor-
dinatakban :
0—lg U ly 00
s 0 —, 0 5,0
—ly L 0 0 1Y
Oy g g 05 Oy @
Bs Bs o BrPePs

@y X5 L Ly g Xp |

(le)y (I8)y (L)

(le)s (13)s () ()

(le)g (1F)s (l)s
Ez egyenletet tigy foghatjuk fel mint foltételt, melyet a »
egyenesnek ki kell elégitenie, hogy az @, 3, és x egyeneseket
messe. A (7)alatti egyenlet tehat az egyagt hyperboloid egyen-
lete homogén pontcoordinétikban, ha / a futé coordinatilk,
mialatt 2; allandék.

4. Ezutan igen egyszerii azon egyenes egyenletének fel-
allitdsa, mely a 4 sikban fekszik és az @ meg 3 egyeneseket
metszi, mert csak az elébbi feladat elsé hirom egyenlete a 2
sik egyenletei 4ltal

=0 ... (6)

vagy

(’1?)45 4 )1 . . e S ?’a.‘f‘lz 7e =0
(;'7)5 = .My o Fhy . —hkye=0
A= . o A ye—Ay yath ys— . =0

helyettesitendd. Tehit a y egyenes egyenlete Pliicker-féle coor-
dinftakban :
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Ay 00 0 —2; A
0 4 0. X 0 —i
0 0 A —d A O
gy Gy €ty Oy Oy
Bs Bs s Py B Py

Xy Xy g &y o xg

(hee), ()"ﬂ)i (J"T')4
(*2)s (AB)s (Ax)s | =0 . +(9)
(a)s (Ap)s (Aax)s

Itt x-et dllandonak tekintve, ellenben A; homogén sikcoordi-
natikat viltozoknak véve, ez egyenlet nem mis mint az e
g és « egyenesek altal meghatirozott egyigi hyperbolmd
egyenlete homogén sikcoordindtikban.

el S Lo

vagy

5. Keressiik azon y egyenes egyenletét Pliicker-féle coor-
dindtakban, mely dtmegy az [ ponton, metszi az @ egyenest és
meréleges a § egyenesekre. E foltételeknek a kovetkezd 6
egyenlet 4d kifejezést :

D=0, (47)e=0 (A7);=0 [By]=0 (#r) =0 (=)=

melyekhdl a y egyenlete.

' " TEIE R Y AR 1
B0 L B

S h 0
B B if@sn 0029

@y @y @ @y @y Oy

Ly .. (10)

Xy Xy Ly X1 Lg X3

i (le)y (l)
By (l&); (lz); | =0 .-.(11)
By (le)s (Ix)s

Haa egyenest az ¢ egyenessel osszeejtjiik akkor az
elébbi egyenlet a kovetkezbbe megy at:

a; (le)y (lc)y

@y (la)y (lx)y | =0 . (12)
g (‘@)y (1)

vagy

2%
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6s ez azon normalis egyenlete, melyet az [ ponthél az @ egye-
nesre bocsiathatunk. .

6. Az I ponthdl az egyenesre bocsithaté normélis talp
pontjdnak homogén pontcoordinitii, a mint ez konnyen meg-
allapithato, :

my = o li+ay ey ly+eay oy lg+ (05 a5—ay ;) 1y

Mg = 0ty 0 142 ly+ay oy s+ (0 ag—ety ) Uy (13)
My == g @&y i+ g oy ly+a5 L+ (ey 0j—ay o5) 1y i,

My = (e; + @; + ;) Iy

Legyen most adva négy egyenes e, 3, y, 0 és egy pont
I, melyb6l a megfelelé egyenesekre bocsitott normalisok talp-
pontjai legyenek : m, n, p, ¢. Hogy ez a négy pont egy sikban
fekiidjék, annak foltétele

| my my mg my |
Lot e (...14)
1 P2 P Pu -
100 Ya. ge7]
mely egyenlet a (13) alatti egyenletek tekintethe vételével hol,
a talppont coordinitdi mint az ! pont coordindtdinak linearis
fiiggvényei vannak feltiintetve, a kivetkez6 geométriai tételnek
ad kifejezést ;

Azon pontok mértani helye, melyekbil 4 adott egyenesre
bocsdtott normdlisok talppontjai eqy sikban fekszenek, eqy
harmadrendii feliiletet képez.

7. Azon egyenes egyenlete a mely az 4 sikban fekszik az
« egyenest metszi és a § egyenesre meréleges:

1,70 0770 L dy
k) Do R 0240
0 Dy =7 i )
Py P’s B3 0O 0 0

il B RSN e

P
' q

I
=

...(16)

Ty @5 L Iy ryg @
vagy egyszerti talakitas altal
— ks FatAg .1'93 (Aee)y (Ax),
2‘3 (?l__z'l p)s ()"a)ﬁ (Mﬁ); :0 . .(16)
—h i t+h By (Aa)y (Am)g
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Tovabbé igen egyszerfi feladat, azon egyenes egyenletét meg-
allapitani mely az ! ponton megy keresztiil és az @ meg (8
egyenesekre mertleges, Ennek egyenlete:
00—l I 1,00
i) et S N
—y' 0001
o, o o3 00 0
ﬂ 1 ‘32 P_, a 0 0 0

Ly Ty Xy Xy Xg Ty

=0 ...(17)

vagy
ay (JT)1I

s Py (lz), | =0 ...(18)
a3 F3 (lx)g

III. Egyenes vonalak momentumai.

Hét egyenes vonalat %—-g = 21 féleképen lehet parosi-
val osszefoglalni, e huszonegy par ugyanennyi momentuma
kozott egy relatié 4ll fenn, melyet vonalgeometriai targyalasnil
igen egyszerien az altal nyeriink, képezzitk a kovetkezd két
eltiinGé determindns szorzatat:

@ @y ag a; oy oz 0 0y Oy Oy 00 Oy COg
By B2 B Bs Bs Bs O Bs P5 Ps P1 B2 P
Y1 72 Ya V4 75 Ve 0 Yo Vs Ye 1 72 Vs
S G e ol P G
R A A I B & By & & & 0
P1 P2 P3 Py P5 P O Ps P5s Ps" P1 Pa Pa O
Y1 W Yy Wy Y5 P 0 Yy W5 Yo Yy Yo Y3 0

mi dltal a kivetkezo relatiét nyerjilk

0 (@f) (&) (@d) (ag) (xq) ()
(@3) 0 (3y) (3) (Bs) By) (By)
(&) By) 0 (0) (o) (rp) (ry)
(«d) (39) (70) 0 (d¢) (dp) () |=0..(1)
(«e) (8) (y¢) (9e) O (e9p) (e9p)
(ep) (Bp) (r9) (Op) (¢p) O (pyw)
(@) (By) (rv) Oy) () (py) O

o e
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Konnyen belathatd, hogy 8 vagy tobb soros determindnsokat
vévén alapil, hasonlé relatiét vezethetiink le 8, illetéleg t6bb
egyenes momentumai kozott. Az ép levezetett relatiohdl mint
kozos forrashol tébb formula szirmaztathaté le.

1. Egy linedris complex ot egyenes vonal altal lévén
meghatirozva, hat egyenesnek egy foltételt kell kielégitenie,
hogy egy azon linedris complexbe tartozzék. E foltétel
ugyan egyszerfien 6 lineéris egyenlet kikiisz6bolési eredéje
altal fejezhetd ki, de ennek négyzetre emelése altal a kivetkezd
alakban allithaté el6:

0 (ap) («7) () (a) («9)
() 0 (37) (8) (%) (Fy)
(@) Bn) 0 () (o) G9) | _, @)
(@d) (30) (9) 0 (%) (99)
(xg) (Be) (r5) (%) O - (e7)
(«9) (B9) Gp) @) (p) O
hol az egyes elemek geométria jelentdséggel birnak.

2. Hogy 6t egyenes vonal egy kozis transversilissal
birjon, arra nézve egy foltételnek kell fennallania, melyet
kivetkezdképen talalunk meg. Legyen «, 3, 7, 0, & az it egye-
nes, tovibbi 1 ezeknek kozos transversalisa és ¢ egy egészen
tetsz6leges egyenes vonal, akkor e hét egyenes vonal kozott
(1) szerint a kovetkez relatio All fenn:

0 («f) (ay) («d) (ae) (xg) 0
(«8) 0 (3y) (99) (F) (Byp) O
() B7) 0 () (o) Gy) O
(@) (30) () 0 (%) (Og) 0 [=0
(e5) (o) (&) (%) O (s¢) O
(«g) (By) (rp) Og) (z9) O (pv)
0 0 0 0 0 (gw 0

vagy (9¥)%. R=0
és minthogy (qv) el tiinik, sziikségképen eltlinik R; tehat a
keresett foltétel ;
0 («8) («y) («d) (we)
(«3) 0 (37) (79) ()
E=l@) @) o 9 (9|=0 -0
(«d) (39) (79) 0 (%)
(cg) (F9) (ve) (%) O
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3. Négy egyenesnek dltaliban két kozos transversalisa
van, melyek egyenleteinek szorzatit a kiovetkezbképen Allit-
hatjuk eld. Legyen e, 3, y, 0 a négy egyenes, ¢ és ¢ két kozos
transversalisuk és o egy viltoz6 egyenes, mely ez utobbiakat
metszi, akkor az (1) alatt relatié alapjin az & és ¢ egyenesek
egyenleteinek szorzata :

0 («f) () («0) (ex)

(«f) 0 (By) (80) (B=)

(ay) (Br) O (79) (yx) |=0 2.8
(@d) (B0) (70) O (0x)

(ax) (Bz) (yx) (Oz) O

Ha az egymasutin kovetkezd egyenesek egymést met-
szik azaz:
(¢8) =0 (87) =0 (79) =0 (=) =0,
akkor a négy folvett egyenes egy térbeli négyszoget képez és
két kozos transversilisuk azon két egyemes melylyel egyiitt
egy tetragdernek hat élét képezik. A tetraéder két 4telle-
nes éle egyenleteinek szorzata tehat a tobbi négy él Altal
kifejezve :
0 0 (a) 0 (o)
0 0 0 (8) (%) : |
(@) 0 0 0 (o)|= 4
0 () 0 0 (O
() (Bz) (y=) (02) O o

vagy a determinAnst kifejtve és (ey) (90)-val osztva :

(89) (ax) (ye) + (27) (Bx) (0x) =0 +++(5)

4. Az (1) alatti formulibol tovibbé levezethetjiik az
egyagi hyperboloid egyenletét Pliickerfél-e coordinatikban,
melyre Klein mis dton jutott. Legyen «, f,  harom
egyenes vonal, melyek més hirom ', 3, 7' egyenesek Aaltal
metszetnek és x egy vAltozd egyenes, mely az utolsé har-
mat metszi ; akkor e hét egyenes kozott (1) szerint a kovet-
kez6 relatio all fenn :
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0 @) (@) (@) 0 0 0
@3) 0 (By) (Bz) O 0 0
(@) By) O (y¢ O 0 O
(ex) (Bz) (yx) O 0 0 0 =10

£) a0 (0 0 (¢9) (a'y)
NZ500 0 0 (e8) 0 (BY)
0 0 0 0 (@) (@) 0

vagy
0 (a'ﬂ') (a'y') | 0 (aﬂ) (ay) (Ota‘:)
(ﬂf’ 3r) 0 ()" S (au'?) 0 (ﬂ}’) ([5,3:’) ot
B on B L@ @ 0 oa) |7
@Y (B7); el o %
| (ex) (Bz) (yx) O
és minthogy az els$ tényezd el nem tiinhetik, (mert ez nem
méis mint (3'y") (y'¢') (¢'3") =0 volna, a mi azt tenné, hogy
ketté az e', 7, 7' egyenesek koziill egymist metszi) sziik-
ségképen
0 (@) (@) (@ |
J (@8) 0 (87) (B=) ‘ o ...(6)
(@) (By) 0 (o)
| (@x) (Bz) (y2) O |
és ez lesz a kétagh hyperboloid egyenlete a valtozé ; Pliicker-
féle coordinitikban.

5. Hesse a Crelle Journal 24 kétetében a Pascal és
Brianchon tételeihez analog tételeket Allitott fel a kétigh
hyperboloidra nézve. Az altala geométriailag bebizonyitott két
tételt itt analytikailag akarom levezetni. Legyen a, &, ¢
hirom egyenes vonal, mely az egyégti hyperboloid egyik alko-
torendszerébe tartozik, még az a',0, ¢’ egyenesek a masik alko-
torendszerbe tartozzanak, akkor

a a

b b

e
egy a hyperboloidra felirt hatszog Atellenes oldalainak tekint-
hetdk, melynek egymasutin kivetkezs oldalai

TR R

E hatszog oldalaibél a kovetkezé harom térbeli négyszoget
teszsziik Ossze




e A
¢ akietiVe
o A

melyeknek mindegyike két diagonalissal bir, és ezeket piron-
kint dsszedliitva kovetkezéképen jeldliink

g <t al
& [ &'
¢ |9

akkor e diagondlisok egyik csoportja: o, &, ¢ egy ponton
megy keresztfil, mig mésik csoportja d', €, ¢/, egy sikban fek-
szik. E tételek bebizonyitisira tekintsitk ezen 6 egyenest

O e B e e

- hol d és e képvisel6i a d és ' illetbleg & és ¢ egyenesek-

nek és legyen A egy hetedik egyenes mely a
b ¢ d e

egyeneseket metszi, akkor a hét egyenes kozott fennallé relatio
szerint, a feladat kiveteléseinek tekintetbe vételével:

G i) 0. 0.0 (be)- O
REEeEy 0 0. 0.0
0 0 0 (Bc¢) 0 (be) (B'4)
akEeng . () 0 0 0 () |=0
B0 0. 0.0 (o) 0
(be) 0 (be) O (de) O O
0 0 @EM(H»h 0o 0 0
vagy kifejtve '

(Be)2 (') ('A) (¢'A) (de)* =0
Vilagos, hogy a bal oldalon 4116 tényez6k kozt az elsé négy-
nek egyike sem ttinhetik el, mert ez azt jelentené, hogy oly
egyenesek metszik egymést, melyeknél a metszés lehetésége ki
van zarva ; ennélfogva
(de) =0 e
Ha ép igy jarunk el a
ghhat g et P
illetéleg a o o & f d

e, o

i B e e LS R
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egyenesekkel, hol f kozos képviselGje a ¢ és ¢ egyeneseknek,
akkor ezen egyenleteket kapjuk

(ca)e (da’) (c'w) (a't) (of)* =0
 (ab)? (@V) (a'v) (bY) (fd)* =0
hol u és v a ca' ef illetbleg a 3' f d kozos transversalisait
jelentik, akkor mint fenn, Ggy itt is
(¢f) =0
(d) —0 .+ (8)
A (7) és (8) alatti egyenlet azt fejezi ki, hogy az e, f, d egye-
nesek egyméast kolcsonosen metszik, tehdt vagy egy ponton
mennek keresztiil vagy egy sikban fekszenek. Hogy mikép all
itt a dolog, azt a Voss altal kifejezett elv donti el, mely igy
hangzik :

- »Ha az egész alakzat, melyre vizsgilatunk vonatkozik,
onmagaban dudlis, akkor az egyik esetnek (hogy t. i egyene-
seknek egy ponton kell keresztil menniok) ép annyiszor kell
bedllania mint a mésik esetnek (hogy t. i. egyeneseknek egy
sikban kell fekiidniok) Egy kiilonés kriterium alkalmazisa,
(mint a milyent tényleg levezettem) foloslegessé valik, mely
koriilmény a vonalgeométriai vizsgilatokat gyakran igen egy-
szerlisiti.«

Ez elv alkalmazésa kozvetleniil ugy interpretélja a (7)
és (8) alatti egyenleteket, a mint ezt Hessének tételei kovete-
lik. A bizonyitds egyszerli volta mutatja, hogy az ilyszerii
tételeknek analytikai levezetésére tényleg a vonalgeométria
szolgaltatja a legkezelhetébb eszkoziket.

6. Adva van két egyenespar a, b és ¢, d, melyeknek kozos
normélisai legyenek ¢ és f. Meghatirozand6 e két kozds nor-
malisnak momentuma. Az ¢ és f egyenesek egyenletei a meg-
el6z0 czikkben (5) alatt vannak feldllitva, ezeket ily alakban
akarjuk irni

ey X1-Fes wsteg wgtey xy+eg w5teg x5 =0
Jo i +fs 2 +fs s +1i 934+f9. x5 +f3 2g =0
akkor a keresett momentum

("if):elfa+?zf5+93fs+£¢f1+f’5f2+"—’sfs ;
ﬁgy latszik, hogy a szamitisba jové determindnsokat fel kell
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bontani, ez azonban folosleges és czélirinyos eljarasnal a kovet-
kez6 kifejezést nyerjitk

(ac) (ad) (ayed) [ac] [ad]
(b) (bd) (beod) [bc] [0d]
(ef )= | (cyab) (dyad) 0 (abc) (abd) sk D)
[ac] [ad] (acd) O 0
[6c] [6d] (bed) O 0

Ha (¢f) =0, akkor a két kozds normélis egymést
metszi ; allandéknak véve tehit az a, b, c egyeneseket és d=a
altal kijelolve hogy o viltozd, az elébbi egyenlet mutatja,
hogy:

mindazon egyenes vonalak, melyeknek kizis normdlisa
c-vel metszi aza és b eqyenesek kizis normdlisdt eqy harmad
rendii complexet képeznek ;

tovdbbd azon eqyenes vonalak, melyeknel kizis normdlisai
¢, ¢ ¢"~vel metszia b eqyenesek kizis normdlisdt,eqy 2 3" 3* 3=
54-ed foli sugdrfeliilet alkotdit képezik.

Ha a (9) alatti egyenletben a d egyenest Gsszeejtjitk a
b-vel és ezenkivill folteszsziik, hogy a metszi a § egyenest és §
metszi a ¢ egyenest, akkor vilagos, hogy, (ef) az a b és b ¢
egyenes pirak kizos normalisainak momentumat jelslvén, (ef)
nem mast mint a & egyenes azon részének hossza, mely az a és
¢ egyenesek kozott fekszik, megszorozva azon szog sinusival, me-
lyet az ab és be egyenes parak altal megéllapitott sikok egymés-

Sl kSpeianis 1 iorsatot ey jelolen (3) sin Eig))

(ac) 0 (asch) [ac] [abd] |

0 0 (byeh) [be] [BB]
)-sin {0} | (caa) @dh) 0 (abe) 0| ...(10)

5 [ac] [ab] (ac®) O o0 !

[Be] [88] O 6570 |
A sin iz kifejezése az a, b, ¢ egyenesek coordinataibol az eddi-
giek alapjin igen egyszeriien kiszdmithat6 és igy a (10) alatti
formula médot nytjt egy tetsz6leges térbeli polygon oldalhosz-
szainak kiszdmitdsira, ha az oldalaknak Pliicker-féle coordina-

tai adva vannak.

$ok
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