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Véges ala.krendszerek a raczionális függvények 
elméletében. 

Ha az u1, u2, ••• , u„ változók n l  és független 

raczionális függvényének, R1, R2, ••• , R"-nek értékét l

sen megszabva gondoljuk, akkor ugyane változók bármely 

más függvényének, pl. 

F=F(u1, ••• , u„) 

értékét oly l l vehetjük, mely keletkezik, ha az épen 

fölirtból és az 

R.=R, (H1,. .  . , u„) 
(i=l, 2 ... n) 

rendszerböl az u-kat elimináljuk. Ez az egyenlet algebrai egyen-

let lesz F-re nézve, melynek együtthatói R1 ••• Rn-böl raczióná-

lis módon vannak összerakva. 

De van hasonló alakú egyenlet, melynek bevezetése után 

az u1 ••• u„ összes raczionáfü1 függvényei emez egyetlenegy 

egyenlet gyökeinek raczionális függvenyei gyanánt . 

Ily módon a Kronecke1· 1) által az ily gyökök függvényeire 

nézve megállapított fölosztást fajokra át lehet vinni az n vál-

tozó raczionális függvényeire is. Így az összes ?'aczionalis .függ-

vényeket véges s;;árnú os;;tályba so1'ozzuk. E;;ek az osztályok egy 

n független függvényböl (R1 ••• R„) áll6 alaprenclsze1·1·e vonat-
koznak oly m6don, hogy nz iigyanazon osztályba tartoz6 

függvények ii;; alap1·ends;;e1· segítségével bá1·rnelyikiik által 

mczionálisan l llí . Ez által számtalan módon nyer-

hetni ú. n. véges atakrendsze1·eket, melyekben még n l

ges, független függvény fordúl l . l az osztályoktól 

1) Monatsb. d. Berl. .A.k. 1879. p. 211. 
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4 KÖNIG ClYULA. 

üimet visszatérhetünk a fajokhoz, ha az R-ek helyébe bizonyos 
specziális függvényeket, az u1 ••• u„ symmetrikus elementáris 

függvényeit teszszük. 

E tételek még akko1· is érvényesek maradnak, ha nem. az 

összes 1·aczionalis függvényeket veszszük J hunem csak azokat}. 

'melyek egy bá·1·mikép megszabott föltételnek eleget tesznek. 

Csakhogy az ily »függvénycoÍnplex« már nem tartalmaz min-

díg n független függvényt és ekkor ennek l l l  az R-ek 
száma is alászáll. 

Az adott algebmi alakok rendszerének l l  simul-

tán inva1·iánsok és cova1·iánsok ily complexet alkotnak ; és 
így a  egyszersmincl bennfoglaltatik ama sokat 
keresett tétel bebizonyítása, hogy mindíg létezik oly véges 
alakrendszer, mely által minden invariáns és covariáns raczio-

nálisan kifejezhetö. Azonban az l llí  itt csak raczionális és 

nem egész, a  Gordan a binii.r alakokra adott, és így az 
»egész« kifejezés problémája még ezután is nyilt kérdés marad, 
melyre - úgy remélem - még lesz alkalmam visszatérni. 

I. 

Adott egyenletrendszer cso1>ortja. 

Legyenek: 

R1 =R1 (u,, ~  • .•• , 1i„), 

R2=R2 (u1, 112, ••. • , 11„), 
. „. (1.) 

az u1, u2, •••• , u „ mennyiségeknek oly raczionális függvényei, 

melyek egymástól függetlenek, azaz: a melyeknek függvény-
determinánsa nem tünik el. A.  e függvények 
rendszerét alap1·endsze1·nek nevezzük, mert erre vonatkozik 
majd minden más raczionális függvény l llí . 

Ha az (1.) alatti egyenletrendszerben a balról álló 
R1, R2, ••• R „-t, mint l  semmiféle megszorításnak 
alá nem vetett állandókat fogjuk föl, akkor ezen egyenleteket 
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a,.; ii1, ii2, •••• , it„ meghatározására használjuk, és így általá-
nosságban N l  értékrendszert nyerünk az u-kra 

nézve, melyek az egyenleteket kielégítik. Ezek: 

~  ~  .... , ~  

~  ~  •••. , ii:,, 
s. ú. t. 

....... (2.) 

az R-eknek bizonyos véges függvényei, mert végtelen megol-
dás mindig külön kapcsolatot tételez föl az R-ek közt, míg 

ezeket teljesen l  hagytuk. 

Az (1.) alatti rendszer megoldása ismeretes módon min-
dig  az oly egyenletekére, melyek csak egy-egy 
ismeretlent tartalmaznak. Így p. az ii,-nak l  értékeit 

oly l l nyerhetjük, mely egyenlet maga a többi u 
kiküszöbölése által származik. Ily módon keletkeznek a követ-

 egyenletek : 

<P1 (u11 N1 R2, •••. , R„)=0, 
$2 (u2, R1, H2, •••. , R.)=0, 

<P„ (u„, R1, R2 •.••• , R„)=0. 

.. (3.) 

Emez egy-egy ismeretlent tartalmazó egyenletek sorozata 
teljesen l  az eredeti rendszer megoldására, mert benne 
foglaltatik minden érték, mely a (2.) alatti táblázatban föllép, 
és így legfölebb még véges számú kisérlet szükséges arra, hogy 

az összetartozó gyökrendszereket is megtaláljuk. Kétséget sem 
szenved, hogy a rendszer megoldási módja - ily módon l

te1jesztve - még nem teljes. Ha p. az ii1 számára nyert 
egyenletnek nincsenek l  gyökei, akkor már mind a 
többi ii-t raczionális módon kifejezhetjük it1 által. De további 
fejtegetéseinket legjobban a (3.) alatti rendszerhez csatolhat-
juk, ez által ugyanis teljesen kikerüljük ama kivételes eset 
tárgyalását, mely az l  gyökök föllépésének felel meg, és 
mely külön tekintetbe ~ ha az u2, ••• ii„-t nem önállóan, 
hanem az . l akarjuk meghatározni. 1) 

1
) l  gyökök ugyanis l l  a 3. alatti egyenletek-

ben még akkor is, ha az R-eket teljesen független mennyiségeknek tekintjük. 
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A (3.) alatti egyenletekben általánosságban most. még 
redukczió lehetséges. Minthogy az R-ek l  mennyisé-

gek, ez annyit jelent, hogy a l még esetleg kiválasztha-

tunk oly alsóbbfokCt szorzót, melynek együtthatói ismét raczio-

nális módon vannak összerakva az R l. Ha ez úgy van, az 

egyes  különválasztjuk, külön teszszük  egyen-

l  zérussal, és így végre (3.) helyett <t  '>irreduk-
tibilis« egyenletek sorozatát nyerjük: 

</i\') = o, <P\O) = o, • • • • • 
. ~  = o, ~  = o, .... . 

.  . (4.) 

Két ily egyenletnek most már vagy nincs is közös gyöke, 

vagy minden gyökük közös, a mint ez az irreduktibilitás elmé-

l l közvetetlenül foly. Ha a ( 4.) alatti rendszerben például 
k egyenlet ugyanazokat a gyököket adja,azazaz ugyanegy egyen-

let k-szor fordúl l  akkor ezt csak egyszer hagyjuk meg; ez 

által oly egyenleteket nyerünk, melyek még ai ö sze,, az ere-

deti rendszernek l l  ii-értékeket adják, de mindegyiket 

csak egyszm-. 
Ha most még az ismeretlen jelöléséro az ö zes egyenle-

tekben ugyanazt a  használjuk, ii-t mutató nélkül, és az 
e'gyenleteket egymással szorozzuk, lesz: 

lfJ (u, R1, R2, •••• , R") = O, ..... (5.) 

oly egyenlet, mely általánosságban raczionális  bont-

ható ugyan, de a melynek csupa kíllönbözö gyöke van. 

Ennek az egy egyenletnek megoldása szolgáltatja az 
összes értékeket, melyek a (2.) alatti táblázatban l l l  

tehát lényegben megadja az eredetileg föltett remlszernek 

megoldását. 

Minden egyenlethez most már ismeretes módon megha-

tározhatjuk a hozzátartozó helyettesítési csoportot, oly módon, 

hogy minden ~Ll  függvénye a gyököknek, mely e helyet-

tesítések alkalmazása által nem változik, már az Rll R2, ••• R„ 
által is  raczionális módon és megfordítva. Ily cso-

port - a l  értelmében - azonban nem csak a 1Ji 

egyenletet jellemzi, hanem az eredetileg adott rendszert is,  
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a függvények amaz alaprenclszerét is, a l l az l  

egyenleteket képeztük. 
Ide csatolok mindjárt még egy rendszerünk megoldására 

vonatkozó megjegyzést, melyre majd ezután hivatkoznom kell. 

111inden ci renclsze?·t l  értéksorozat : 

általáno.mígbcin l  ~ l áll. Vezessük be ugyanis 
az ii, = u. föltételt az eredetileg adott rendszerbe; akkor n 
egyenletünk lesz, melyben csak n-1 ismeretlen fordúl l . 

Ezeket tehát kiküszöbölhetjük, és a kiküszöbölés eredménye 

kapcsolatot állapítana meg az R-ek közt, a mi meg nem fér 

azzal, hogy ezeket egymástól függetleneknek 5,llapítottuk meg. 

II. 

Az n ,,áltozót tartalmazó raczionális függyények yéges 
számú osztályba sorozhatók. 

Ha most már az alaprendszerben benn foglalt 

R, = R, (i11, u2, : •• , u„) 
(i = 1, 2, ... , n) 

fi.iggvények segítségével az u-knak bármely más raczionális 
függvényét 

F = F(ii1, u2, ••• u„) 

aka1juk l llí . akkor l az n+ 1 l l majd: 

kiküszöböljük az ii1, u2, •••• , ii„-t és ez által 

g) (F, Rl) R2, ••• R„) = 0 

alakú algebrai egyenletet nyerünk F számára, melynek együtt-
hatói ismét raczionális módon vannak összerakva az R l. 

 belátni, hogy a kiküszöbölés által nyert teljes 

egyenlet N-éd fokú. 

Gondoljuk ugyanis, hogy az R-ek valamely eredetileg 

adott, bármiképen választott 
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rendszer által vannak meghtttározva, ttkkor az egyenletrend-

szerre vonatkozó tárgyalásainkból tudjuk, hogy az R-ek így 
megszabott értékeinek, nemcsak ez az egy, hanem 1V érték-
rendszer felel meg ; és kell, hogy az egyenlet a mindezeknek 

egyenkint l l  F értékeket szolgáltassa. 
Legyen az l  megszabott n rendszernek l l  

gyöke az egyenletnek : 

F ~  ii2, ••• . , n„). 

Más oldalról tudjuk, hogy 111, ii2, ••• , u„ az l  czikk-

ben (5.) alatt fölállított 1JJ(ii) = 0 egyenletnek is gyökei, még 
pedig az l  czikk végén álló megjegyzés értelmében, külön-
bözó gyökei. És így tehát az F-et, mint a 1JJ (ii) = 0 egyenlet 
gyökeinek raczionális függvényét értelmezhetjük. Mint ilyennek, 
megfelel neki a helyettesítések bizonyos csoportja, mely a lfJ 
egyenlet helyettesítési csoportjában bennfoglaltatik, es a mely 
csoportnak bármelyik helyettesítése változatlanúl hagyja az F 
algebrai alakját. 

Legyenek ezek : 

1, S2, S2, Sa, .... 

l az összes, a lJJ egyenletnek l l  csoportot 

nyerjük az által, hogy bizonyos 

1, T,, T2, Ta, .... 

substitucziókkal szorzunk. Akkor az F függvénynek a T sub-
stitucziók alkalmazása által nyert értékei algebrai alakjukra 
nézve mindannyian különböznek ugyan, de daczára ennek még 
lehetnek köztük l  a nélkül, hogy ez kapcsolatot álla-
pítana meg az R-ek közt. 

Legyenek: 

1, Ta, Tb, .... 

ama substitucziók-számra nézve p. k - melyek az R-ek tet-
l  volta mellett is az F-fel l  értékeket szolgál-

tatnak. 
Akkor: 

1, 81, S2, ... . 
Tn, TaSH TnS2, ... . 
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ismét csoportot alkotnak, melyet az F függvény numerikus 

csoportjának lehet nevezni. E substitucziók változtatják ugyanis 

esetleg az F algebrai alakját, de nem ennek értékét, ha az 

érték meghatározásánál tekintetbe veszszük, hogy i11 ••. ·ii„ a 

1.P (u) = 0 
egyenlet bizonyos gyökei. 

Két filggvény F1 és F2 iigywiabbct az oszlcilybct lcirtozzék, 

ha a  numeriktts csoportJa ugycmaz.1) Az így kelet-
 osztályok száma véges; mert a ifi ( u) = 0 egyenlet cso-

portjában foglalt alcsoportok száma is az. 
Két ugyanabba az osztályba tartozó függvény most már 

raczionálisan  ki egymás által, ha még segítségül vesz-

szük az R1 •.• R„ értékeket. Ha a két függvénynek algebrai 

és numerikus csoportja összeesik, akkor ez közvetetlenül vilá-

gos a hasonló függvények l l l  a mint ezt még 
Lagrange adta; az általános esetben pedig a Lagrange-féle 

tételek amaz általánosításából, melyet Oamille Jordan adott. 2) 

Vizsgálódásaink kiinduló pontja az u1, u2, ••• ii„-nek egy 

l  választott értékrendszere volt, és így tehát ered-

ményeink érvényesek eme n változó bármily raczionális függvé-

nyére. Ezekre vonatkozólag kifejezve, a nyert eredmények a 

 : 
Az 111, ·u2, .• , H„·nek minclen raczionális függvényét az 

R, = R, (u1, ·u2, ···Un), 
(i = 1, 2, ... n) 

n egymástól független l ulkotott alaprendsze1Te 

vonatkozólag véges számmal l  osztályba sorozhatjuk, oly 

módon, ho,qy minden függvény rnczionálisan állítható elé bcír-

mely más, ugyanabba az osztályba ta1·tozó függvény is az 

Ri, R2, ... Rn alapfilggvények cíltal. 
Ha például m osztály van és minden osztályból egy-egy 

függvényt választunk, akkor még l l tüstént következ-
tethetjük, hogy: 

') .Az ily módon nyel'L osztályokra, valaminL a Kronecker-féle 

fajokkal való kapcsolatra vonatkozólag 1. a  •A resolvensek . 

elméletéhez< czímü értekezés végét. 

•) Traité des substitutions., pag. 262. 
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A z n változót tcivtalrncizó raczionális fiiygvények összes-

sége l llí  rnint néhány ll  kiválasztott alaknak 

raczionális függvénye. 

Különben általánosságban nem is lesz szükséges, hogy 

eme függvények rendszerébe, a melyek által már minden függ-

vény raczionálisan  valóban bevegyük minden osz-

tálynak egy-egy l . Ezt könnyíi volna kimutatni az 

által, hogy a hasonló függvényekre vonatkozó fejtegetéseket 

folytatnók; de ez mostani czélunkra fölösleges volna. 

Végül álljon még itt az a megjegyzés, hogy az ily 

kifejezés 

P2 = Rat. függv. (F1, R1, R2, ... . , R „) 

-mint mindig hasonló alakoknál-bizonyos esetekben többé 

nem lesz érvényes. Ha az u1, u2, •.•• , u„-t mint egy n irány-

ban kiterjedt sokas{tg (lVIanuigfaltigkeit) coordinátáit fogjuk 

fel, akkor az ii-knak e kivételes értékei egy n-1 méretü. soka-

ságon feküsznek. Ezek természetesen ugyanazok, a melyekre 

nézve, ha F, R1 R2 ••• R„ helyébe visszarakjuk az ii-kat, az 
F2 kifejezése analytikailag határozatlan lesz. 

III. 

Bizonyos föltétel által meghatározott függyénycomplex 
osztályozása. 

Az n független l álló alaprendszer helyett 

vegyünk most olyant, mely csak k l áll: 

R, = R, (u1, u2, •••• , u„), 
'(i = 1, 2, ... , k); 

míg más oldalról az u1, u2, ••• u„ raczionális függvényei közül 
is csak azokat vizsgáljuk, melyeknek már e k függvénynyel 
Yan az ii-któl független algebrai relácziójuk. Vagy -· a mi 
ugyanaz, vizsgáljuk az ·u-k ama raczionális függvényeit, melyek 
· mint gyökei  az oly algebrai egyenleteknek, melyek-

nek együtthatói az R1, R2; •• R" raczienális függvényei. 
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Rövidség kedvéért az ily módon értelmezett függvények 

összességét k-méretii filggvénycomplexnek nevezem. Az ily 

complexnek ll  vonása az, hogy ha k+ 1 l  függ-

vényt veszek l l  ezek közt mindig van az it-któl független 

reláczió , de nem még k l  választott függvény közt. 

Látni továbbá, hogy az ily complex teljesen meg van határozva, 

ha a benne tartalmazott függvények sorából k egymástól fög-
' getlen alak ismeretes, mert ezeknek segítségével l  

vajjon valamely adott raczionális függvény a complexbe tarto-

zik-e, vagy sem? Tehát minden k független l álló 

rendszer alaprendszernek . 

Ha a változók száma n, csak egy n-méretü complex 

lehetséges, és ez magában tartalmazza az összes rationális 

függvényeket, melyeket n változóból alakíthatunk. 

Hogy most :a,z l  czikk eredményeit a jelen esetre 

alkalmazhassuk, mindenek l  kiegészítjük az R1, ••. Rk függ-

vények alaprendszerét más n-k független függvény ;1,ltal, mely 

azonban az eddigi fejtegetések értelmében nem tartozhatik 

többé a complexbe. Ez legegyszerüebben úgy történik, hogy ha 

az R egyenletek bizonyos k változó szerint megoldhatók, a 

többi változónak n-k lineáris független függvényét veszszük. 

Legyenek ezek: 

P; = P, (u1,+,, .... , u„) 
(i = 1, 2, ... , n-k). 

Erre az n l álló alaprendszerre vonatkozólag 

most ismét az összes raczionális függvényeket osztályozzuk. 

Ha e szerint F1 és F2 ugyanabba az osztály b::t tartozik, 

.::tkkor p. P2 l ~   11;, R1, R2, •••• , Rk, P1, 
P2, ••• P„_k által. 

Van továbbá P1 és F2 számára két egyenletünk, mely-
nek alakja: · 

1P'1 (F1, R1, ... Rk) = O 
1f12 (F2, R1, ••• R„) = O, 

míg F2 számára még a  kifejezés érvényes: 
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Ha az F2 e kifejezése ·valóbcm tartalmazná a P-ket, akkor, 
miután már R1, R2 .-•. Rk-nak  állandó értékeket tulaj-

donítottunk, még minclig  lehetne a P-ket választani, hogy 

F2 valami l  értéket nyerjen ; de a ~ = 0 egyenlet 
mutatja, hogy R1, •••. , Rk már megszabja az F2 értékét. 

l az következik, hogy az 1· függvényalak nem is tartal-
mazza .a P-ket, és hogy az F1 és F2 közti kapcsolat már ily 

l  egyenlet által van adva: 

F2 ~ r (Fi, R1, R2, •••• Rk) 

Ha az ii1 ••• u „ változók összes raczionális függvényeit 

osztályozzuk, akkor avval együtt természetesen ama raczionális 
függvények osztályozása is megtörtént, melyek az R1, •.•• , Rk 
által jellemzett complexbe tartoznak. Még pedig látni most 

már, hogy az utóbbi függvények osztályozása teljesen függet-

len a P1 ••• P„_" választásától ; mert a kérdés egyszerüen az, 
vajjon az 

1111 (Fll R2, R2, ••. R k) = 0 
lf12 (F21 R1, R2, ••• Rk) = ü 

egyenletek egy-egy nem redukálható   a 
másikba 

F2 = r1 (F1, R1 ..• Rk) 
F1 = 1·2 (Jr'2, R1 •.• Rk) 

alakú transformácziók segítségével; itt pedig a P függvények 
még a kérdés föltevésében sem szerepelnek. 

Ily módon az összes raczionális függvényekre érvényes 
tételeket átvittük arra az esetre,  csak az egy bizonyos 
complexhez tartozó függvényeket akarjuk megvizsgálni. Az ily 

complexekre nézve a  tételeket nyertük: 

A  k egymástól füg,qetlen függvény 

R, = R, (u1 ... ii„) 
(i = 1, 2, ... k) 

által meghcitározott k-méretíl függvénycomplexnek összes függ-

vényeit véges szárnmal l  osztályokba lehet sorozni, úgy 

hogy minden függvény 1·aczionálisan állítható elé bármely más 

ugyanabba az osztályba tartozó filggvén.'I/ és az alaprendszei· 

függvényei által. 
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Ismét  következménye e tételnek még a követ-

 is: 
Az összes függvények, melyek egy k-mfretü complexie 

tai·toznak, ?'aczionálisan állíthat6k elé néhány ll  kivá(asz-

tott alak által. 

IV. 

Az invariáns elmélet alaptétele. 

Legyenek most ii1, ii2, ••. u „  algebrai alak-vagy 

alakrendszernek összes együtthatói és változói. Az algebmilag 
független invariánsok 1) száma akkor természetesen nem lehet 

nagyobb, mint n. Ismeretes különben, hogy e szám n-nél kisebb. 

Legyen e szám k, és e szerint 

I1, I2, · · · ., L, 

az oly invariánsok sorozata, melyek közt nincs még az u-tól 

független kapcsolat, míg minden más invariáns alak most már 

I1 ••• Ik-hoz oly egyenlet által van  mely az erede-
tileg adott algebrai alak együtthatóit vagy változóit explicite 

már nem tartalmazza. 
Az eddigiekben l  kifejezésmód szerint - tehát a 

tárgyalt alak összes invariánsai bennfoglaltatnak az I1, I2, ••• 

Ik által meghatározott függvénycomplexben. 
Osztályozzuk ismét e complexet a már részletesen kifej-

tett elvek értelmében. -Meglehet ekkor, hogy egyes osztályok 

nem is tartalmaznak invariáns alakot ; akkor az ll  osztályt 

egészen ll . Minden oly osztályból, melyben vannak 

invariánsok, kiválasztunk egyet, és akkor mind a többi -

l az osztályból -  raczionálisan I1, I2, ... Ik és 
ezen egy által. 

Legyen most már m az invaríánsokat tartalmazó osz-

tályok száma, és i1, i2, ••• i., egy-egy invariáns minden osztály-

ból, akkor a tárgyalt algebrai alakrendszer minden invariánsa 

?'aczionális függvénye a  invariánsoknak: 

') A szövegben röviden >invariáns«-t mondok, hol tulajdonképen 

mindig >invariáns vagy covariáns«-t kellene mondani. 
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hol még lehetséges az is, hogy az i-k közül egynehány a tétel 
ez utolsó fogalmazása mellett fölösleges. 

A kezdetben elmondottaknak l l l  - és az igen 
fontos - e véges alakrendszer megállapításánál tulajdonképen 

nem is használtuk az invariáns-tulajdonságot; a módszer, 
melylyel az utolsó eredményeket nyertük, teljesen érvényes 
marad, ha mindenütt invariánsok helyett oly raczionális függ-

l beszélünk, melyek valami bármiképen megszabott 
föltetelt kielégítenek. 

Így tehát kimondhatjuk végre a  tételt, mely a 
raczionális függvények elméletében nyert eredményeink legál-
talánosabb kifejezése. 

JJíindazok a raczionális függvények, rnelyek eleget tesznek 

valami bárhogyan fogalmazott föltételnek) néhány közölük kel-

l  választott alak által raczionálisan  ki. 

Így p. vé,qes alak1·endsze1·t nyerünk nem csupán valamelJ' 
alakrendszer invariánsai számára, hanem ép ilyen felel meg 
amaz alakok összességének is, melvek p. nem az invariánsokat 
ll  differencziálegyenleteknek, hanem bármi más ily diffe-
rencziálegyenleteknek felelnek meg. 



A resolvensek elméletéhez. 

Legyenf(x) = 0 valamely n-edfokú egyenlet, melynek 
gyökei x1 •••• x„ mindannyian l  legyen továbbá G 

az egyenlethez tartozó csoport és ?' e csoport rendje. Ha F 

alatt e gyökök raczionális függvényét értjük, akkor a G-ben 
bennfoglaltatik egy másik G' csoport -tegyük ?'1 substituczió-
ból álló - mely az F-nek algebrai alakját nem változtatja. 

Akkor b'-nek mindössze 

algebrai alakjára nézve l  értéke van: 

melyek számára fölállíthatjuk a  egyenletet: 
/ 

((z-F1) (z-F2) •.•• (z-F,) = 0. 

Az így nyert egyenlet együtthatói az eredeti egyenlet együtt-

hatóiból raczionális módon vannak összerakva, kiszámításukra 

tehát kész algorithmussal rendelkezünk. Ez az F-egyenlet 

ismeretes módon az eredeti egyenletnek resolvense, oldó egyen-

lete, mert ha csak egy gyökét, p. F1 -et ismerem, ez által az 

eredeti egyenlet csoportja G redukálva lesz G'-re, és az egyen-
let rendje az eredeti l leszállt ?.'re. 

Ha az algebm-i rtlciky'ukm nézve kiilönbözö Fii F2, ••• ~  

értékek szám6rtékilkre nézvP is killönböznek) (tZ F-egyenlet 11iin-

clig fr1·eduktibilis. 

Ezt bebizonyíthatjuk, kiindulva abból az l l  melyet 

» Über rationale Functionen von n Elementen etc.« í  érte-
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kezésemben 1) bebizonyítottam, a mely szerint  a G csoport :r 
substitucziói isomorph @csoportot adnak az Ji""'i •••• F,. elemek 
közt, még pedig úgy, hogy az ekként l  @ csoport az 

F egyenletnek csoportja. Minthogy ugyanis F1 ••• Fk a teljes 
ertéksorozat, mely a G substitucziói által l keletkezhetik, 

kell, hogy a @ csoportban legalább egy substituczió legyen1 
mely átviszi az F1-et a l  F2-be. E szerint az F egyen-
let csoportja transitiv, és így az egyenlet maga nem bontható 

raczionális  azaz irreduktibilis. Ezt az eredményt 

még úgy is lehet kifejezni, hogy az F egyenlet fölbontásct mczio-

nális  csak akkoi· lehetséges, lw . l  gyökei 
vannak. 

A.z utóbbi esetben tehát az oly F értékek, melyeknek 
l  algebrai alakjuk van, tehát nem l  minden 

· x-re nézve, mégis l  lesznek, mert hiszen az eredeti 

l l az x1 ••• x„ számértéke tulajdonképen meg van 
határozva. 

E föltétel alatt vizsgáljuk meg részletesebben a resolvens 

tulajdonságait. Legyen az F egyenletben két tovább már föl 
nem bontható  : 

és 

(z-F1) (z-F2) •••• (z-11',.,) 

(z-F;) ~  .... ~  

Közvetlenül látni, hogy ezek vagy csupa l  vagy 
csupa l  gyököket adnak. Mert különben a közös gyö-
kök bennfoglaltatnának egy raczionális l  segítségével 
fölállítható egyenletben és így a fölbonthatatlannak föltétele-
zett  újból szét volnának bontva. 

A kit  mindig ugyanazokat a gyököket szol-

gáltaUa . 
.Az l  ug,ranis még 

zk' +A1 ~  ... +Ak' = O 

alakban írhatjuk, hol az A-k raczionálisak, tehát már egy sub· 
stituczió által sem változnak. Ha most már p. azt a substi tucziót 
alkalmazzuk, mely F1-et átviszi F;-be, akkor egy oldalról azt 

') Math. Armalen XIV. kötet. 
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a  kell nyernünk, mely, l  téve zérussal, a  F1 
gyököt adja, míg más oldalról e  utoljára kiirt alakja. 
mutatja, hogy egyáltalában nem változik. A l  F; gyök 
tehát szükségkép bennfoglaltatik már az F1 • • Fk gyökök 
közt; azaz a fölirt  bármelyike szolgáltatja már az 

összes gyököket. 
Minthogy e szerint az összes föl nem bontható  

l  világos, hogy minden gyöknek sokszorossági foka. 

ugyanaz, és így, ha 
k 
k' = )., 

az F  egyenlet többtagú}a tel}es }.-adik hatvány, maga a hatvá-

nyozandó alak pedig irreduktibilis. 
Ha a resolvens képezésénél tüstént  a függvény numeri-

kus csoportjából indulunk ki, és nem az algebrai csoportból
1 

akkor a resolvens többtagúját mindjárt l  alakjá-
ban nyerjük és nem a A.-adik hatványon. Azonban épen arra 

az esetre kellett kifejteni a viszonyokat,  ismerjük ugyan 
az F függvény algebrai csoportját, de  nem  a numerikus cso-

portot. Adott egyenletnél általánosságban adva van ugyan a 

csoportja, de nem a gyökök numerikus értéke; és így az F 
függvénynek is csak az algebrai csoportja  isme-
retesnek. 

Vajjon az algebrai csoport egyáltalában különbözik-e a 

numerikus csoporttól, vajjon a mi ezzel együtt jár, ez az l

nek alcsoportja-e, azt épen  a resolvens kiszámítása által kell 
eldöntenünk. 

Ha egy bizonyos F függvényre és egy bizonyos egyen-
letre vonatkozólag van különbség az algebrai és a numerikus 
csoport közt, akkor úgy e függvénynek, mint az F substitucziók 

csoportjának bizonyos specziális tulajdonságai vannak, melye-

ket az algebrailag l  F értékek vizsgálatából kifejthe-
. L egyenek ezek : 

F1, F2, • • • • Fk, 
F;, F;, .... ~  

F (Á-1) F ().-1) v ().-=-1) 
1  ' B '  • • • .1.1k' ' 

M. T. AK. ÉRT. A M.ATH, TUD. KÖR. 1880. VII. K. 22. sz. 2* 
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még pedig úgy irva, hogy az egy sorban állók egyszersmind 
számértékben is különböznek, míg egy oszlopban a számértékre 
nézve l  de algebrai alakjukra nézve l  értékek 

állanak. Akkor p. 

zérus, így tehát raczionálisan van kifejezve, ennek következté-

ben az adott egyenlet csoportja csak oly substitucziókat tartal-

mazhat, melyek e kifejezés értékét nem változtatják. Minthogy 

pedig két l  oszlopban álló F különbsége a O-tól 
l  az eredetileg adott egyenlet csopoi·tjcinak minden 

substitúcziója vagy csak az egy-egy oszlopban álló elemeket cse-

1·él-i föl egymcis közt, vagy pedig az oszlopokat egészben, azaz 
az F substitucziók csoportja nem primitfr. 

Ezen az alapon most már  oly <IJ függvényt képezni, 

melynek szcirnértékei iigyanazok, mint az F-éi, de oly különb-

séggel, hogy a <IJ-k algebrai alakjukra nézve is l  lesz-

nek, mihelyt értékük1·e nézve l . Ez a  

<IJ 
1 (F F' F o.-i)) 

1 = T 1
1 + ', + ... + 1  , 

a további értékei pedig: 

<IJ __ l_ (F 7i'' , 0.-1)) 
2 - }, 2 + .J.'. + ... + F2 , 

1  ( , D (/.-1)) <IJ,,=T F1.„+Fk,+ ... +.J.'1." . 

Közvetlenül látni, hogy W1, <P2, ••• -nek ugyanaz az értéke, 

mint F1, F2, ••• -nek, még pedig a <P-k ugyanazon substitucziók 
által mennek át egymásba, mint az F numerikus értékei. 

Kronecker valamelr egyenlet gyökeinek raczionális függ-
vényeire vonatkozólag fajokra való fölosztcisiikat  

állapítja meg: 

Két függvény u,q,11anabba a fajba tétozik, ha mindegyik 

a más1'k által raczioncilisan . Ezt az értelmezést föl-
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cseréljük azonban a l  l l tüstént kiviláglik a 

fajok véges száma. 

Minclama függvények, melyeknek ugyanaz a numerikus 

csoport felel meg, egy fajba tm·toznak. Ha ugyanis <p és '!jJ 
raczionálisan  ki egymás által, akkor numerikus cso-

portjuk mindig ugyanaz ; mert <p= R ( '!jJ l következik, hogy 
oly substituczió, mely nem változtatja '!jJ-t a g;-t is változatla-

núl hagyja. Minthogy ez pedig megfordítva is áll, kell, hogy a 

p és '!jJ csoportja ugyanaz legyen. De hogy a két értelmezést 
valóban mindig föl lehessen cserélni, még a  tételt 

kell bebizonyítanunk: 

Ha p és '!jJ-nek iigyanaz a nurneri'kus csoportja, akkor 
mczionálisan  ki egymás által. 

Ha rp-t ugyanis adottnak veszszük, akkor az egyenlet 
csoportjában csak azok a substitucziók maradnak, melyek p-t 

váitozatlanúl hegyják. De akkor az ily módon alakuló új cso-

port substitutiói a '!jJ-t sem változtatják, tehát ez raczionálisan 

 lesz. Hasonlókép a '!jJ adjunkcziója raczionálissá 
teszi a p-t is. (Camille Jordan, Traité des substitutions, p. 262.) 

Látni ez alapon, hogy a l  értekezésemben adott 
osztályozása a raczionális függvényeknek  is jel-

l  

Az u0 u2, .•• ii„ változók két raczionális függvénye  az 

R1 •••• R„ cilaprendszerre vonatkozólag ugyanabba az osztályba 

tartozik, ha az ott kifejtett iJi(u, R1, ... R„) = 0 egyenlet 

bizonyos n gyökének függvénye gyanánt tekintve, ugyanabba a 

fajba so1·ozandó. 

l kitünik, hogy tehát nemcsak az  egy osztályba 

tartozó függvények raczionálisan  ki egymás által az 

alaprendszer segítségével, hanem hogy megfordítva két függ-
vény, melyre nézve ez áll, mindig egy és ugyanazon osztályba 
tartozik. 

Ha végre most az R1 ••. R„ alaprendszer számára bizo-

nyos specziális függvényalakokat veszünk, t. i. az u1 ••• n„ ú. n. 
elemi symmetrikus függvényeit, akkor az így megállapított 

osztályok átmennek az általános n-edfokú egyenletre vonat-
kozó fajokba. 

2* 

1 

L 

1 
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VI. Dr. Gruber Lajos. 2417 Cassiopeiae kettös csillag mozgásáról . 10 kr. 
VII. Martin Lajos. A változtatási hány lat alkalmazása a propeller-fölület 

egyenletének lefejtésére. . 20 kr. 
VIII. K o n k  o 1 y Mik l ~ A teljes holdfogyatkozás 1877. február 27-én és 

az 1877. (Borelli) I. számu üstökös szinképének megfigyelése az ó-gyallai 
csillagdán. • 10 kr. 

IX. Konkoly Miklós. A n apfoltok s  a nap felületének kinézése 1876-bim 
(három képtáblával.)  . 40 kr. 

X. Konkoly Miklós. 160 álló csillag szinképe. Megfigye!tetett az 
ó-gyallai ~ ll  1876-ban 20 kr. 

Hatodik kötet. 
I. K o n k  o 1 y Miklós. Hulló csillagok megfigyelése a magyar korona 
területén. 1. rész. 1871-1873. Ára . 20 kr. 

II. Konkoly Miklós. Hullo csillagok megfigyelése a magyar korona 
területén. n. rész. 1874-1876. Ára .  .  .  . • • . • 20 kr. 

III. Az 1874. V. (Borelly-féle) tf stökös definitiv pályaszámitása. Közlik dr. 
Gruber L aj o s és K  u  r 1 a n de r Ignácz kir. observatorok. 10 kr. 

IV. Schenzl Guido. Lehajlás meghatáro7.ások Budapesten és Magyar-
ország délkeleti részében. 20 kr. 

V. Gruber Lajos. A november-havi hullócsillagokról . 20 kr. 
VI. K o n  k  o 1 y Miklós. Hulló ll~  megfigyelése a magyar korona terü-
letén 1877-ik évben. III. Rész. Ara . • .  .  .  .  .  . 20 kr. 

VII. K  o  n  k  o  l  y M i  k  l  ó s. A napfoltok és a napfelületének kinézése 
, 1877-ben. Ára .  . • .  .  .  . 20 kr. 

VIII. K o n  k o 1 y Mik l  ó s. Mercur átvonulása a nap. l . Megfigyeltetett az 
ó-gyallai csillagdán 1878. május 6-án 10 kr. 

Hetedik kötet. 
1. K o n  k  o ly Miklós. Mars felületének megfigyelése az ó-gyallai csil!Ag-
dán az 1877-iki oppositió után. Egy táblával. . 10 kr. 

II. Konkoly Miklós. Alló csillagok szinképének mappirozása. 10 kr. 
Ill. K o n  k  o ly Miklós. Hullócsillagok megfigyelése a magyar korona 
területén 1878-ban. IV. rész. Ára .  .  .  .  .  .  .  .  . 10 kr. 

IV. K o n  k o 1 y Mik 1 ó s. A nap felületének megfigyelése 1878-ban az 
ó-gyallai csillagdán. • .  . 10 kr. 

VI. Huny ad y Jen CT. A Möbius-féle kritériumokról a kúpszeletek elmé-
letében . 1 O kr. 

VII. Konkoly Mik 1 ó s. Spectroscopicus megfigyelések az 6-gyallai csil-
lagvizsgálón .  . 10 kr. 

VIII. Dr. Wein e k Lás z 1 ó. Az instrumentális fény hajlás szerepe egy 
Vénus-átvonulás photographiai felvételénél 20 kr. 

Budapest, 1881. Az A t h e  n a e u m r. tars. köuyvnyomda,ja. 
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