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Viéges alakrendszerek a racziondlis fiiggvények
elméletében,

Ha az uy, ug,. . ., u, valtozok n tetszbleges és fiiggetlen
racziondlis fiiggvényének, Ry, R,,.. ., R.-nek értékét teszGlege-
sen megszabva gondoljuk, akkor ugyane véltozok barmely
més fiiggvényének, pl.

F=F (uyy. +.,u,)
- értékét oly egyenlethdl vehetjiik, mely keletkezik, ha az épen
folirthol és az
Ri=R; (uyy.. .,u)
(#==1,2...n)

rendszerb6l az u-kat eliminaljuk. Ez az egyenlet algebrai egyen-
let lesz F-re nézve, melynek egyiitthatéi R, . . . R,-h6l racziéna-
lis médon vannak dsszerakva.

De van hasonl6 alaka egyenlet, melynek hevezetése utin
az wy...u, osszes racziondlis fiiggvényei emez egyetlenegy
egyenlet gybkeinek raczionilis fiiggvenyei gyanint tekinthetdk.
Ily médon a Kronecker 1) &ltal az ily gyokok figgvényeire
nézve megallapitott {olosztast JSfajokra Gt lehet vinni az » val-
toz6 racziondlis fiiggvényeire is. Igy az dsszes raczionalis fiigq-
vényeket véges szdma osztdlyba sorozzuk. Ezek az osztdlyok eqy
n figgetlen fiigguénybol (Ry...R,) dllé alaprendszerre vonat-
koznak oly wmddon, hogy wz ugyanazon osztdlyba tartozd
fiiggvények: uz alaprendszer segitségével bdvrmelyikil dltal
vacziondlisan eltdllithaték. Ez 4ltal szimtalan médon nyer-
hetni . n. véges alakrendszereket, melyekben még n tetszole-
ges, fiiggetlen fiiggvény fordal els. Ezektsl az osztalyoktél

1) Monatsb. d. Berl. Ak. 1879. p. 211.
M, T. AK. ERT, A MATH, TUD, ¥6R, 1880, VIL k. 22. sz 1%




4 EONIG GYULA.

ismet visszatérhetiink a fajokhoz, ha az R-ek helyébe bizonyos
speczidlis fiiggvényeket, az u,...u, symmetrikus elementéris
fiiggvényeit teszsziik.

E tételek méq aklor is érvényesel: maradnak, ha nem az
Usszes raczionalis fiigguényeket veszszilk, hunem csak azokat,.
melyek eqy bdrmikép megszabott filtételnel: eleget tesznek.
Csakhogy az ily »fiiggvénycomplexc¢ mér nem tartalmaz min-
dig n fiiggetlen fiiggvényt és ekkor ennek megfelelileg az R-ek
szama is aldszall,

Az adott algebrai alakok rendszerének megfelels simul-
tdn invaridnsok és covaridnsok ily complexet alkoinak ; és
igy a kivetkezokben egyszersmind bennfoglaltatik ama sokat
keresett tétel bebizonyitisa, hogy mindig létezik oly véges
alakrendszer, mely 4ltal minden invariéns és covariins raczio-
nélisan kifejezhetd. Azonban az el6Allitas itt csak racziondlis és
nem egész, a min6t Gordan a biniir alakokra adott, és igy az
»egész« kifejezés probléméja még eznténisnyilt kérdés marad,
melyre — figy remélem — még lesz alkalmam visszatérni.

3
Adott egyenletrendszer esoportja.
Legyenek:
By=1y (us; tigy o s oy Uy
Ry=Rq (uy, gy « « . -y ),
SR R L S SR (1)
R TR E AT TR

az Uy, U, « . . .,u, mennyiségeknek oly racziondlis fiiggvényei,
melyek egyméstol fiiggetlenek, azaz: a melyeknek fiiggvény-
determindnsa nem tiinik el. A kovetkezékben e fiiggvények
rendszerét alaprendszernek nevezzilk, mert erre vonatkozik
majd minden mis raczionalis fiiggvény elfallitasa.

Ha az (1.) alatti egyenletrendszerben a balrél 4ll6
Ry, Ry, ... R, t, mint tetszbleges, semmiféle megszoritdsnak
‘ala nem vetett dllandékat fogjuk fél, akkor ezen egyenleteket
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AZ Uy, Ugy. - -+, w, Meghatirozisira haszniljuk, és igy Altala-
nossighan N kiillonbozd értékrendszert nyeriink az w-kra
nézve, melyek az egyenleteket kielégitik. Ezek :

s Uy, o s

L SR L R (&)

_ 8. . t.

az R-eknek bizonyos véges fiiggvényei, mert végtelen megol-
dis mindig kiillon kapcsolatot tételez fo6l az R-ek kozt, mig
ezeket teljesen tetszolegeseknek hagytuk.

Az (1)) alatti rendszer megoldisa ismeretes médon min-
dig visszavezethetd az oly egyenletekére, melyek csak egy-egy
ismeretlent tartalmaznalk. igy p- az u-nak kiillonhoz6 értékeit
oly egyenletbél nyerhetjitk, mely egyenlet maga a tobbi w
kikiiszobolése altal szirmazik, Ily médon keletkeznek a kovet-
kez egyenletek :

?, (H.l! By, By, o vv oy R”)—:O,
D, (ug, By, Ry, . . .., B,)=0,
&R, By . R)=0.

Emez egy-egy ismeretlent tartalmazé egyenletek sorozata
teljesen elegendé az eredeti rendszer megoldaséra, mert henne
foglaltatik minden érték, mely a (2.) alatti tablazatban follép,
és igy legfolebb még véges szamu kisérlet szitkséges arra, hogy
az dsszetartozé gybkrendszereket is megtaldljuk. Kétséget sem
szenved, hogy a rendszer megoldisi médja — ily modon els-
terjesztve — még nem teljes. Ha p. az »; szdméra nyert
egyenletnek nincsenek egyenl gyokei, akkor mar mind a
tobbi u-t racziondlis wédon kifejezhetjiik 4, &ltal. De tovabbi
fejtegetéseinket legjobban a (3.) alatti rendszerhez csatolhat-
juk, ez altal ugyanis teljesen kikeriiljiik ama kivételes eset
targyalasat, mely az egyenlé gyokok follépésének felel meg, és
mely kiilon tekintetbe veendd, ha az wus, . .. u,-t nem dnélléan,
hanem az u;-b6l akarjuk meghatirozni. ¥)

) Egyenl$ gyokok ngyanis el6fordalhatnak a 3. alatti egyenlctek-
ben mégakkoris, ha az fi-eket teljesen fiiggetlen mennyiségeknek tekintjik.




KONIG GYULA.

A (3.) alatti egyenletekben 4ltalinossigban most még
redukezio lehetséges. Minthogy az R-ek tetszdleges mennyisé-
gek, ez annyit jelent, hogy a D-hol még esetleg kivilasztha-
tunk oly alsébbfoki szorzot, melynek egyiitthat6i ismét raczio-
nalis médon vannak osszerakva az R-ekb6l. Ha ez agy van, az
egyes tényezdket killonvalasztjuk, kiillon teszsziik Oket egyen-
16kké zérussal, és igy vigre (3.) helyett a kivetkezd »irreduk-
tibilis« egyenletek sorozatit nyerjiik :

P e, B G s s
PN =0, PN—0,.....

. (4)

Két ily egyenletnek most mar vagy nines is kozos gyoke,
vagy minden gyikiik kozos, a mint ez az irreduktibilitds elmé-
letéb6l kozvetetleniil foly. Ha a (4.) alatti rendszerben példéul
I egyenlet ugyanazokat a gyokoket adja, azazaz ugyanegy egyen-
let k-szor fordil eld, akkor ezt csak egyszer hagyjuk meg; ez
altal oly egyenleteket nyeriink, melyek még az osszes, az ere-
deti rendszernek megfelel6 u-értékeket adjik, de mindegyiket
csak egyszer.

Ha most még az ismeretlen jelolésére az dsszes egyenle-
tekben ugyanazt a betiit hasznaljuk, u-t mutatd nélkiil, és az
egyenleteket egyméssal szorozzuk, lesz:

W (14, By, Boy curoies Byl r'y siske (5.)

oly egyenlet, mely 4ltalAnossdgban raczionalis tényez6kre hont-
hat6 ugyan, de a melynek csupa kiilonbizé gybke van.

Ennek az egy egyenletnek megoldisa szolgiltatja az
osszes értékeket, melyek a (2.) alatti tdblazatban eléfordalnak,
tehit lényegben megadja az eredetileg foltett rendszernek
megoldésat.

Minden egyenlethez most mér ismeretes moédon megha-
tarozhatjuk a hozzatartozd helyettesitési csoportot, oly médon,
hogy minden raczionalis fiiggvénye a gytkiknek, mely e helyet-
tesitések alkalmazisa 4ltal nem valtozik, mar az R, R,,... R,
altal is kifejezheté racziondlis médon és megforditva. Ily cso-
port — a megelézék értelmében — azonban nem csak a W
egyenletet jellemzi, hanem az eredetileg adott rendszert is, sit
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a fiiggvények amaz alaprendszerét is, a melyekbdl az els§
egyenleteket képeztiik. :

Tde csatolok mindjart még egy rendszeriink megoldasara
vonatkozo megjegyzést, melyre majd ezutdn hivatkoznom kell.
Minden a vendszert kielégiti értéksorozat :

g Uy o oacas i
dltaldnossdgban killonbozi értékekbdl dll. Vezessitk be ugyanis
az w, = u, foltételt az eredetileg adott rendszerbe; akkor n
egyenletiink lesz, melyben csak n—1 ismeretlen fordal eld.
Ezeket tehdt kikiszobolhetjitk, és a kikiiszoholés eredménye
kapesolatot allapitana meg az R-ek kizt, a mi meg nem fér
azzal, hogy ezeket egymastol fiiggetleneknek dllapitottuk meg.

155
Az n viltozét tartalmazo raeziondlis fiiggvények véges
szdmu osztilyba sorozhatdk.

Ha most mar az alaprendszerben benn foglalt
Ri=R; (uy, ugy « ., w,)
B=—1,9..5:n)
fiiggvények segitségével az w-knak barmely més raczionalis
fiiggvényét
F— Pty thoy 55U
akarjuk eléallitani. akkor ebbfl az n-+41 egyenlethél majd
kikiiszoboljiik az ay, 1, . . . ., u,-t és ez altal
P (F: Rl! RB: e d Rn") =0
alaku algebrai egyenletet nyeriink /' szdméara, melynek egytitt-
hat6i ismét raczionilis médon vannak osszerakva az R-ekbol.
Konnyfi belatni, hogy a kikiiszobolés altal nyert teljes
egyenlet N-ed foka.
Grondoljuk ugyanis, hogy az R-ek valamely eredetileg
adott, barmiképen valasztott

ﬂ-“ ugj sy Uy,
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rendszer Altal vannak meghatirozva, akkor az egyenletrend-
szerre vonatkozé targyalisainkbél tudjuk, hogy az R-ek igy
megszabott értékeinek, nemesak ez az egy, hanem N érték-
rendszer felel meg; és kell, hogy az egyenlet a mindezeknek
egyenkint megfelels F' értékeket szolgéltassa.

Legyen az eldszor megszabott u rendszernck megfeleld
gyoke az egyenletnek :

Pl sy 5 0 05p W)

Mis oldalrdl tudjuk, hogy uy, wg, .. ., u, az el6bbi czikk-
ben (5.) alatt folallitott ¥ (x) = 0 egyenletnek is gyikei, még
pedig az elsd czikk végén 4ll6 megjegyzés értelmében, kiilon-
bozd gyikei. s igy tehat az F-et, mint a ¥ (u) = 0 egyenlet
gyokeinek raczionilis fiiggvényét értelmezhetjitk. Mint ilyennek,
megfelel neki a helyettesitések bizonyos csoportja, mely a ¥
egyenlet helyettesitési csoportjiban bennfoglaltatik, és a mely
csoportnak barmelyik helyettesitése viltozatlanil hagyja az F
algebrai alakjat.

Legyenek ezek :

: 158550, Bas ¢

Ezekbol az tsszes, a ¥ egyenletnek megfeleld csoportot
nyerjitk az altal, hogy bizonyos

LTy Ty Ty ..

substituczitkkal szorzunk. Akkor az F fiiggvénynek a 7 sub-
stituczidk alkalmazdsa altal nyert értékei algebrai alakjukra
nézve mindannyian kiilonbéznek ugyan, de daczéra ennek még
lehetnek koztiik egyenlék, a nélkiil, hogy ez kapcsolatot 4lla-
pitana meg az R-ek kiozt.
Legyenek :
B e

ama substitucziok — szdmra nézve p. k — melyek az R-ek tet-
szbleges volta mellett is az F-fel egyenld értékeket szolgl-
tatnak.
Akkor:
1, &, S ...
T:v_t TLSH T:;Sg -----
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ismét csoportot alkotnak, melyet az F' figgvény numerikus

csoportjanak lehet nevezni. E substituczifk viltoztatjik ugyanis

esetleg az F algebrai alakjit, de nem ennek értékét, ha az

érték meghatdrozisinal tekintetbe veszszik, hogy wy ... w, &
P (u)y=0

egyenlet hizonyos gyokei.

Két fiigguény Fy és Fy ugyanabba az osztdlyba tartozzék,
ha a kettének numerikus csoportja ugyanaz.y) Az igy kelet-
kezd osztalyok szdma véges; mert a ¥(u) =0 egyenlet cso-
portjaban foglalt alesoportok szédma is az.

Két ugyanahba az osztilyba tartozo figgvény most mar
racziondlisan fejezhetd ki egymés altal, ha még segitségiil vesz-
szitk az B, . .. R, értékeket. Ha a két figgvénynek algebrai
és numerikus csoportja dsszeesik, akkor ez kozvetetleniil vila-
gos a hasonlé fiiggvények elméletéb6l, a mint ezt még
Lagrange adta; az altalinos esetben pedig a Lagrange-féle
tételek amaz altalanositasibol, melyet Camille Jordan adott. ?)

Vizsgilodasaink kiindulé pontja az uy, wus, ... u,-nek egy
tetszélegesen valasztott értékrendszere volt, és igy tehat ered-
ményeink érvényesek eme n viltozd barmily raczionilis fiiggvé-
nyére. Ezekre vonatkozélag kifejezve, a nyert eredmények a
kovetkezok :

Az wy, uy, ., wenek minden racziondlis figgvényét az

e B (o g o v s )
i=12...n)

n egymdstil fiiggetlen fiiggoénybil alkotott alaprendszerve
vonatkozolag véges szdmmal [évi osztdlyba sorozhatjuk, oly
mddon, hogy minden fiiggvény racziondlisan dllithatd elé bdr-
mely mds, ugyanabba az osztdlyba tartozd fiiggrény €és az
Ry, Ry, ... R, alapfiigqvények dltal.

Ha példaul m osztaly van és minden osztilybdl egy-egy
fiiggvényt valasztunk, akkor még tételiinkbél tistént kivetkez-
tethetjiik, hogy :

) Az ily médon nyert osztilyokra, valamint a Kronecker-féle

fajokkal valé kapcsolatra vonatkozélag 1. a kdvetkezd »A resolvensek

elméletéhez« czimii értekezés végét.
*) Traité des substitutions., pag. 262,

oy ey

i
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Az n vdltozdt tartalmazo racziondlis fiiyquények dsszes-
sége elidllithatd mint néhdny Lellden kivdlasztott alaknak
racziondlis fiigguénye.

Kiilonben altalinossdgban nem is lesz sziikséges, hogy
eme fiiggvények rendszerébe, a melyek altal mar minden fiige-
vény raczionalisan kifejezhetd, valoban bevegyitk minden osz-
tAlynak egy-egy képviselgjét. Hzt konny volna kimutatni az
altal, hogy a hasonlé fiiggvényekre vonatkozd fejtegetéseket
folytatndk ; de ez mostani czélunkra folosleges volna.

Végiil alljon még itt az a megjegyzés, hogy az ily
kifejezés

Fy= Rat. fiiggv. (Fy, Ry, Ry, . ..,"R,)

— mint mindig hasonlé alakoknal — hizonyos esetekben tohhé
nem lesz érvényes, Ha az wy, ug, . ..., u,-t mint egy a irdny-
ban kiterjedt sokasig (Mannigfaltigkeit) coordinitiit fogjuk
fel, akkor az u-knak e kivételes értékei egy n—1 méretii soka-
sagon fekiisznek, Fzek természetesen ugyanazok, a melyekre
nézve, ha I, R, I, ... R, helyébe visszarakjuk az w-kat, az
F, kifejezése analytikailag hatarozatlan lesz.

111.

Bizonyos foltétel dltal meghatirozott figgvénycomplex
osztdilyozisa.

Az n fiiggetlen fiiggvényb6l all6 alaprendszer helyett
vegyiink most olyant, mely csak % fiiggvényh6l 4l :

Ri=R; (uy, wgy « . . ., u,),
e L M i )

mig mas oldalrél az wy, us, .. . u, racziondlis fiiggvényei koziil
is csak azokat vizsgaljuk, melyeknek mar e % fiiggvénynyel
van az u-ktol fiiggetlen algebrai reldczigjuk. Vagy — a mi
ugyanaz, vizsgiljuk az w-k ama raczionilis fiiggvényeit, melyek

~mint gybkei tekinthet6k az oly algebrai egyenleteknek, melyek-
nek egyiitthatoi az B, R,, .. R, raczionalis fiiggvényei.
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Rovidség kedvéért az ily modon értelmezett fiiggvények
Osszessbgét L-mdretii fiigguénycompleanek nevezem. Az ily
complexnek jellemzd vonésa az, hogy ha k-1 tetszileges fiigg-
vényt veszek beldle, ezek kozt mindig van az w-ktol fiiggetlen
relaezi6 , de nem még k tetszblegesen valasztott figgvény kozt.
Latni tovabba, hogy az ily complex teljesen meg van hatarozva,
ha a benne fartalmazott fiiggvények sorabdl & egymastol fig-
getlen alak ismeretes, mert ezeknek segitségével eldonthetd,
vajjon valamely adott racziondlis fiiggvény a complexbe tarto-
zik-e, vagy sem ? Tehat minden % fiiggetlen fiiggvénybél allo
rendszer alaprendszernek vehetd.

Ha a valtozék szima n, csak egy n-méretit complex
lehetséges, és ez magaban tartalmazza az Osszes rationalis
fiiggvényeket, melyeket n viltozobol alakithatunk.

Hogy most az el6bhi czikk eredményeit a jelen esetre
alkalmazhassuk, mindenek el6tt kiegészitjlik az Ry,. . . By fiigg-
vények alaprendszerét mas n—Fk fiiggetlen fiiggvény dltal, mely
azonban az eddigi fejtegetések értelmében nem tartozhatik
tobbé a complexbe. Ez legegyszertiebben agy torténik, hogy ha
az R egyenletek bizonyos /& viltozé szerint megoldhaték, a
tobbi viltozénak n—F linedris fiiggetlen fiiggvényét veszsziik.
Legyenek ezek:

e B iy oevy 1)
(t=1,2,...,n—F)

Erre az » figgvénybol all6 alaprendszerre vonatkozolag
most ismét az Osszes racziondlis fiiggvényeket osztalyozzuk.

Ha e szerint Fy és F, ugyanabba az osztilyba tartozik,
akkor p. Iy racziondlisan kifejezhetd Fy, Ry, Ry, ... .. By, Py,
Py, . .. P, ; dltal.

Van tovabba Fy és Fy szamara két egyenletiink, mely-
nek alakja: :

YE P Ry i R)=0
iﬁ2 (Fm R‘l! 7 P Rﬁ) =

mig F, szdmira meg a kovetkezd kifejezés érvényes :

I'rg = (Irwlr R]: sy _H,{-: 1'_”1, i .IJ"__;;.).




12 : KONIG GYULA.

Ha az F, e kifejezése valdban tartalmaznd a P-ket, akkor,
miutin mar Ry, B, .. . Ri-nak birmin6 allandé értékeket tulaj-
donitottunk, még mindig tgy lehetne a P-ket vélasztani, hogy
F, valami tetszéleges értéket nyerjen; de a W, — 0 egyenlet
mutatja, hogy Ri,...., Rx mar megszabja az F, értékét.
Ebbél az kovetkezik, hogy az » fiiggvényalak nem is tartal-
mazza a P-ket, és hogy az F, ¢s Iy kozti kapesolat mar ily
alakfl egyenlet altal van adva: :

=7 (Fl R], I\Ju, -...Rk)

Ha az w...u, valtozok Osszes raczionalis fiiggvényeit
osztalyozzuk, akkor avval egyiitt természetesen ama raczionalis
fiiggvények osztalyozasa is megtortént, melyek az R, . ..., B,
altal jellemzett complexbe tartoznak. Még pedig latni most
mér, hogy az utébhi fiiggvények osztalyozdsa teljesen fiigget-
len a P;...P, ; vilasztasatol ; mert a kérdés egyszertien az,
vajjon az

W (Fyy, By, Ry, ... RBi)=0
f‘“)(}?zr By Ry, ... R") =

egyenletek egy-egy nem redukélhaté tényezdje atvezetheté-e a
mésikba

Fy=r (Fl: By ... Ry

Fi=rg(Fy Ry ... Ry)

alakd transformacziok segitségével ; itt pedig a P fﬁggvenyek
még a kérdés foltevésében sem szerepelnek.

Ily médon az dsszes raczionélis fiiggvényekre érvényes
tételeket Atvittiik arra az esetre, mid6én csak az egy bizonyos
complexhez tartozé fiiggvényeket akarjuk megvizsgdlni. Az ily
complexekre nézve a kovetkezd tételeket nyertiik:

A k egymdstdl fiiggetlen figgvény

Rie=F, (s .\ %)
=1 Bk
dltal meghatdrozott k-méretii fiiggvénycomplexnek isszes fiigg-
vényeit véges szdmmal lévi osztdlyokba lehet sorozni, gy
hogy minden fiigguény racziondlisan d@llithatd elé barmely mds
ugyanabba az osztdlyba tartozd fiigguény és az alaprendszer
fiiggvényei dltal.
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Tsmét egyszerft kivetkezménye e tételnek még a kivet-
kezf is:

Az isszes fiigguények, melyel: egy k-méretii complexbe
tartoznak, racziondlisan dllithatdk elé néhdny kellien kivdlasz-
tott alak dltal.

IV.
Az invaridins elmélet alaptétele.

Legyenek most uy, uy, . . . u, birmind algebrai alak- vagy
alakrendszernek dsszes egyiitthatéi és valtozéi. Az algebrailag
fiiggetlen invaridnsok !) szdma akkor természetesen nem lehet
nagyobb, mint n. Tsmeretes killonben, hogy e szim n-nél kisebb.
Legyen e szam £, &s e szerint

I]rI!r AL e L:

az oly invariinsok sorozata, melyek kizt nincs még az u-tol
fiiggetlen kapcsolat, mig minden més invaridns alak most mar
I, ...I-hoz oly egyenlet altal van hozziftizve, mely az erede-
tileg adott algebrai alak egyiitthatéit vagy véltozdit explicite
mAr nem tartalmazza.

Az eddigiekben el6adott kifejezésméd szerint — tehat a
targyalt alak tsszes mvaridnsai bennfoglaltatnak az I, I,. .
I 4ltal meghatdrozott fiiggvénycomplexben.

Osztélyozzuk ismét e complexet a mar részletesen kifej-
tett elvek értelmében. — Meglehet ekkor, hogy egyes osztilyok
nem is tartalmaznak invaridins alakot; akkor az illetd osztalyt
egészen mellézhetjiik. Minden oly osztdlybol, melyben vannak
invaridnsok, kivélasztunk egyet, és akkor mind a t6bbi —
ebhél az osztalybol — kifejezhets racziondlisan Iy, Io,. .. I &
ezen egy Altal.

Legyen most mér m az invaridnsokat tartalmazé osz-
talyok szdma, és 4, 4y, . . .4, egy-egy invaridns minden osztaly-
bél, akkor « tdrgyalt algebrai alakrendszer minden invaridnsa
racziondlis figgvénye a kivetkezs invaridnsoknalk :

) A szbvegben rividen »invaridnse-t mondok, hol tulajdonképen
mindig »invaridns vagy covaridnse-t kellene mondani.
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L,Ig’-. Ik,?‘]q fg;....’t‘m,

hol még lehetséges az is, hogy az ¢-k koziil egynehény a tétel
ez utolso fogalmazasa mellett folosleges.

A kezdetben elmondottaknak megfelel6leg, — és az igen
fontos — e véges alakrendszer megallapitisanal tulajdonképen
nem is haszniltuk az invaridns-tulajdonsigot; a modszer,
melylyel az utols6 eredményeket nyertitk, teljesen érvényes
marad, ha mindeniitt invaridnsok helyett oly raczionilis fiigg-
vényekr6l beszélink, melyek valami barmiképen megszabott
foltetelt kielégitenek.

igy tehat kimondhatjuk végre a kivetkezs tételt, mely a
racziondlis fiiggvények elméletében nyert credmem eink legal-
talinosabb kifejezése.

Mindazok a racziondlis fiigguények, melyek eleget tesznek
valame bdrhogyan fogalmazott foltételnek, néhdany kiziliik kel-
léen vdlasztott alak dltal racziondlisan fejezhetik Ii.

fgy p- véges alakrendszert nyeriink nem csupin valamely
alakrendszer invariinsai szdméra, hanem ép ilyen felel meg
amaz alakok Gsszességének is, melvek p. nem az invaridnsokat
jellemz§ differenczidlegyenleteknek, hanem barmi més ily diffe-
renczidlegyenleteknek felelnek meg.



A resolvensek elméletéhez.

Legyeﬁ £ (@) = 0 valamely n-edfoké egyenlet, melynek
gybkei @ ....x, mindannyian kiillonbozik ; legyen tovabba G
az egyenlethez tartozd csoport és » e csoport rendje. Ha F'
alatt e gydkok raczionalis fiiggvényét értjiik, akkor a G-ben
bennfoglaltatik egy mésik G’ csoport — tegyiik »' substituczio-
bol 4116 — mely az F-nek algebrai alakjat nem véltoztatja.
Akkor F-nek minddssze

L=k
algebrai alakjara nézve killonbozé értéke van:
Fl! FE: P T 'vF#.-;
melyek szidméra folallithatjuk a kivetkezd egyenletet :
((z—Fy) (z—F) «... (z=—F)=0.

Az igy nyert egyenlet egyiitthatéi az eredeti egyenlet egyiitt-
hatéibél raczionilis médon vannak dsszerakva, kiszdmitasukra
tehdt kész algorithmussal rendelkezink. Bz az F-egyenlet
ismeretes modon az eredeti egyenletnek resolvense, oldé egyen-
lete, mert ha csak egy gyokét, p. Fy-et ismerem, ez altal az
eredeti egyenlet csoportja G redukalva lesz G'-re, és az egyen-
let rendje az eredeti »-r8l leszallt »'ve.

Ha az algebrai alakjukra nézve kiilonbizi By, By, ... I,
értékek szdmértékiikre nézve is kiilinbiznek, az F-egyenlet min-
dig irreduktibilis.

Ezt bebizonyithatjuk, kiindulva abbél az elvbél, melyet
»Uber rationale Functionen von » Elementen etc.« czimii érte-
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kezésemben T) bebizonyitottam, a mely szerint a G csoport x
substitueziéi isomorph ® csoportot adnak az F}....F, elemek
kozt, még pedig Ggy, hogy az ekként keletkez6 ® csoport az
F egyenletnek csoportja. Minthogy ugyanis 7 ...F. a teljes
trtéksorozat, mely a G substituczioi 4ltal F,-bol keletkezhetik,
kell, hogy a ® csoportban legalibb egy substituczié legyen,
mely atviszi az Fy-et a tetszoleges Fy-be. E szerint az F egyen-
let csoportja transitiv, és igy az egyenlet maga nem honthatd
racziondlis tényezlkre, azaz irreduktibilis. Ezt az eredményt
még gy is lehet kifejezni, hogy az I eqyenlet folbontdsa raczio-
ndlis tényezikve csak akkor lehetséges, ha eqyenls gyikei
vannak.

Az utébbi esetben tehit az oly I értékek, melyeknek
kiilonboz6 algebrai alakjuk van, tehat nem egyenlék minden
a-re nézve, mégis egyenl6k lesznek, mert hiszen az eredeti
egyenleth6l az @y ..., szimértéke tulajdonképen meg van
hatérozva.

E foltétel alatt vizsgaljuk meg részletesebben a resolvens
tulajdonsigait. Legyen az I egyenletben két tovibb méar fol
nem bonthato tényez6 :

(z—Iy) (z—Fy) .. .(z2— 1))
ts (z—F,) (z—F). .. .(z—F;»).

Kozvetleniil 1atni, hogy ezek vagy csupa egyenld, vagy
csupa kiilonbdzé gyokoket adnak., Mert kiilonben a kozos gyo-
kok bennfoglaltatndnak egy racziondlis miiveletek segitségéve]
folallithato egyenletben és igy a folbonthatatlannak foltétele-
zett tényez6k jbol szét volndnak bontva.

A kéi tényezd mindig ugyanazokat a gqyikoket szol-
gdltatja.

Az els6t ugyanis még

A2+ 4 =0

alakban irhatjuk, hol az A-k raczionilisak, tehit mir egy sub-
stituczi6 4dltal sem véltoznak, Ha most mér p, azt a substitucziot
alkalmazzuk, mely F)-et atviszi F-be, akkor egy oldalrél azt

) Math. Ammalen XIV. kotet.
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a tényez6t kell nyerniink, mely, egyenl6vé téve zérussal, a Fy
gyokot adja, mig mas oldalrél e tényezd utoljéra kiirt alakja
mutatja, hogy egyéiltaliban nem viltozik. A tetszSleges Fy gyok
tehat sziikségkép bennfoglaltatik mér az Fy .. F, gyokok
kozt; azaz a folirt tényezdk bérmelyike szolgiltatja mér az
Osszes gyokoket.

Minthogy e szerint az Gsszes ol nem bonthaté tényezbk
egyenlék, viligos, hogy minden gyboknek sokszorossigi foka
ugyanaz, és igy, ha

: e
k? ? .
az I egyenlet tsbbtagija teljes A-adik hatvdny, maga a hatvd-
nyozandd alak pediq irreduktibilis.

Ha a resolvens képezésénél tiistént a fiiggvény numeri-
kus csoportjabél indulunk ki, és nem az algebrai csoportbél,
akkor a resolvens tobbtagjat mindjart legegyszeriibb alakja-
ban nyerjitk és nem a A-adik hatvinyon. Azonban épen arra
az esetre kellett kifejteni a viszonyokat, mid6n ismerjiik ugyan
az F fuggvény algebrai csoportjat, de nem a numerikus cso-
portot. Adott egyenletnél Altalanossigban adva van ugyan a
csoportja, de nem a gy6kok numerikus értéke; és igy az F
fiiggvénynek is csak az algebrai csoportja tekintheté isme-
retesnek.

Vajjon az algebrai csoport egyéltaldban kiilonbozik-e a
numerikus csoporttél, vajjon a mi ezzel egyiitt jar, ez az els6-
nek alcsoportja-e, azt épen a resolvens kiszAmitdsa 4ltal kell
eldonteniink.

Ha egy bizonyos F fiiggvényre és egy bizonyos egyen-
letre vonatkozélag van kiilonbség az algebrai és a numerikus
csoport kozt, akkor tgy e fiiggvénynek, mint az F substituczitk
csoportjanak bizonyos speczialis tulajdonsigai vannak, melye-

ket az algebrailag kiillonbéz8 F értékek vizsgalatabol kifejthe-
t8k. Legyenek ezek :

1y By o oo By
R s By
(A—1) (A—1 A—1
g e el
M, T, AK, ERT. A MATH, TUD. kKOR. 1880, VII. k. 22. sz, 2%
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még pedig gy irva, hogy az egy sorban &llék egyszersmind
szamértékben is killonboznek, mig egy oszlopban a szamértékre
nézve egyenld, de algebrai alakjukra nézve kiilonbozé értékek
allanak. Akkor p.

F,—F;
zérus, igy tehAt raczionilisan van kifejezve, ennek kovetkezté-
ben az adott egyenlet csoportja csak oly substitucziékat tartal-
mazhat, melyek e kifejezés értékét nem valtoztatjak. Minthogy
pedig két kilonhozd oszlopban allo F kiilonbsége a 0-t6l
killonbo6z6, az eredetileg adott egyenlet csoportjanak minden
substituczidja vaqy csal az eqy-eqy oszlopban d@lld elemeket cse-
réle fol eqymds kizt, vagy pedig az oszlopokat eqészben, azaz
az I substituczick esoportja nem primitiv.

Ezen az alapon most mér konnyfi oly @ fiiggvényt képezni,
melynel szdmértélket ugyanazok, mint az F-éi, de oly Liilonb-
séggel, hogy a DP-k algebrai alakjulra nézve is egyenlik lesz-
nek, mihelyt értékiikre nézve eqyenlik. Ez a kovetkezd:

1 ! o
O = —(Fi+ F+...+FK*Y),
a tovabbi értékei pedig:
1 ’ e ¥
b= (Fe+ Fi+... S (A )

1 7 —
@p =7(}“1;.; —i—F;.; - T "i“‘F;\-'(! 1))-

Kozvetleniil litni, hogy @,, @,, ...-nek ugyanaz az értéke,
mint F, Fy,...-nek, még pedig a @-k ugyanazon substitucziék
4ltal mennek it egymdsba, mint az F' numerikus értékei.

Kronecker valamely egyenlet gyikeinek raczionalis fiigg-
vényeire vonatkozédlag fajokra vald folosztdsulat kovetkezokép
allapitja meg: ;

Két fiiggvény ugyanabba a fajba tartozik, ha mindegyik
a mdsik dltal racziondlisan kifejezhets. Ezt az értelmezést f61-
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cseréljitk azonban a kovetkezével, melybol tiistént kivilaglik a

fajok véges szdma.

 Mindama fiigguények, melyeknek uwgyanaz a numerikus
csoport felel megq, eqy fajba tartoznalk. Ha ugyanis ¢ és
raczionélisan fejezhetd ki egymas 4ltal, akkor numerikus eso-
portjuk mindig ugyanaz; mert ¢=R (1)-b6l kovetkezik, hogy
oly substituczi6, mely nem viltoztatja w-t a ¢-t is véltozatla-
nil hagyja. Minthogy ez pedig megforditva is all, kell, hogy a
@ &és 1 csoportja ugyanaz legyen. De hogy a két értelmezést
valoban mindig fol lehessen cserélni, még a kovetkezd tételt
kell bebizonyitanunk :

Ha ¢ és v-nek ugyanaz a numerikus csoportja, akkor
racziondlisan fejezhetik ki eqymds dltal.

Ha ¢-t ugyanis adottnak veszsziik, akkor az egyenlet
csoportjaban csak azok a substitucziok maradnak, melyek ¢-t
vaitozatlantl hegyjak. De akkor az ily médon alakulé 1j cso-
port substituti6i a w-t sem viltoztatjik, tehat ez racziondlisan
kifejezheté lesz. Hasonlokép a 1 adjunkezi6ja raczionilissé
teszi a (-t is. (Camille Jordan, Traité des substitutions, p. 262.)

Latni ez alapon, hogy a megel6z6 értekezésemben adott
osztilyozisa a raczionilis fiiggvényeknek kivetkezdképen is jel-
lemezhetd :

Az uy; ug, - .o u, vdltozdk két racziondlis fiiggvénye az
R,....R, alaprendszerre vonatkozdlag ugyanabba az osztdlyba
tartozik, ha az otl Lifejletl P, By, ... B)Y=0 egyenlet
bizonyos n gyikének fiigquénye gyandnt tekintve, ugyanabba a
fajba sorozandd.

Ebbél kitiinik, hogy tehit nemcsak az egy osztélyba
tartozd fiiggvények racziondlisan fejezheték ki egymés ltal az
alaprendszer segitségével, hanem hogy megforditva két fugg-
vény, melyre nézve ez ill, mindig egy és ugyanazon osztilyba
tartozik.

Ha végre most az R, ... R, alaprendszer szamira bizo-
nyos specziflis fiiggvényalakokat veszink, t. i. az u;. . .0, ..
elemi symmetrikus fiiggvényeit, akkor az igy megillapitott
osztilyok dtmennek az Altalinos n-edfokd egyenletre vonat-
kozé fajokba.
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