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A másodfokú görbék és felületek 
meghatározásáról. 

Ismeretes, hogy a másodfokú görbe, azaz a kúpszelet öt 
mértani lt t l ől, a másodfokú felület pedig kilencz mértani 

lt t l ől meghatározható ; az itten lő d l  különféle fel-

adatoknak csak a legkevesebb esetben felel meg egyetlen egy 
megoldás, vagy másképen az adott adatok csak a legritkább 
esetekben határozzák meg a kúpszeletet, vagy másodfokú felü-

letet t l l , és így a szóban forgó feladatoknak a leg-
több esetben több megoldásuk lesz. 

Az ezen  feladatok közül a kúpszeleteknél a leg-
 esetek, azaz azok, a melyekben követeltetik, hogy 

a kúpszelet adott pontokon menjen át és adott egyeneseket 
érintsen - melyek összesen hat esetet adnak - már gyak-
rabban minden tekintetben és irányban i l tő  vannak 
megvizsgálva. A complikáltabb esetekben, a melyekben a kúp-

l ttől kivántatik, hogy az öt adott, átalában l ő rendü 
algebrai görbét érintsen Ohasles 1) módszereinek segítségével 
melyeket ~ t l  des camctéristiques« név alatt vezetett be 
a tudományba, képesek vagyunk a kérdésben forgó feladatok 
megoldásának számát meghatározni, így p. 3264 kúpszelet 
van, mely öt adott kúpszeletet érint. A másodfokú felületeknél 
mindaz, mit az említett  feladatokról még a legegysze-

 esetekben is tudunk, azaz azokban, a melyekben követel-
tetik, hogy a másodfokú felület adott pontokon menjen át és 

adott síkokat és egyeneseket érintsen -melyek összesen negy-
venöt esetet adnak - pusztán csak a Ohasles-féle karakteristi-

') LáS'd l ő értékezéseit a párizsi académie des science8 

1864. és 1867. comptes remlus-iben. -

TUD. AK, BRT, A MATII. TUD. K R BŐL. 1880. VII. K. 18. SZ. 1·:(· 
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kák meghatározására szorítkozik, 1) a mi valóban nem meg-

l ő, ha meggondoljuk, hogy a másodfokú felületeknél az ide 
tartozó két l  feladat, - e felület meghatározása 
pusztán adott pontokból, vagy csak i tő- íkokból - eddig 

i l tő megoldásnak még korántsem örvend. 

Ezen sorok czélja szintén kúpszelet - és másodfokú 

felület - meghatározások, ámde más nemü adatokból, mint az 
lő  említettek. Elő  kijelentjük, hogy az itten tárgyalt fel-
adatok kivétel nélkül olyanok, hogy a feladat adataiból a kúp-

szelet, vagy másodfokú felület csak t l l  van megha-

tározva. 

Az ezen sorokban tárgyalt kíipszelet-meghatározások 

mind oly esetekre vonatkoznak, a melyekben a kúpszelet con-
jugált idomokból és pontokból, vagy conjugált idomokból é 

i tő ől, a másodfokú felület pedig conjugált idomokból é 

pontokból, vagy conjugált idomokból és i tő l megha-
tározandó. 

A szóban forgó feladatok megoldásánál az analytikaj 
módszert használva, e megoldásokat egyenletek alakjában nyer-
jük, melyeknek transformátiója által azokat a legrövidebb alak-
ban kapjuk meg, mely transformátiók egyszersmind a másod-
fokú görbék és felületek conjugált idomokra vonatkoztatott 
egyenleteinek legdirektebb lehozatalát vezetik elénkbe. 

Ezen utóbb felemlített körülményre különösen nagy 
súlyt fektetünk, mely tekintetbén ezen értekezésnek a kápsze-
letre vonatkozó részében különösen azon tran ~tti a uta-
lunk, melyek az 1. és 2. §-ban a (3) alatti egyenleteket az (5) 
alatti alakokra, a 10. §-ban pedig a (2) alatti egyenletet a (4) 
alatti alakra vezették. A másodfokú felületekre vonatkozó részt 
ill től  pedig azon átalakításokat említjük fel, melyek segít-
ségével a 4. és 5. §-ban a (3) alatti egyenleteket az (5) alatti 
egyenletek alakjára hoztuk. Véleményünk szerint, a kúpszelet 

egyenletének transformátióját a conjugált háromszögre, négy-
szögre és ötszögre, valamint a másodfokú felület transformá-

1
) Zeuthen: »Nouvelles annales cle mafüématiques. U. sér. 7-dik 

kötet 355. 1. és Schubert értekezését Borchardt Jonrnaljának 71. kötet 

366. 1. ' 
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tióját a conjugált tetraéderre és pentaéderre inkább geometriai 
szellemben oldottuk meg, mintsem ez eddig azon tisztán alge-
brai felfogású transformátiók segítségével történt, melyekre 
bennünket leginkább Jacobi, Hesse és Paul Serret taní-
tottak. 

Szabadjon azon állást, melyet ezen értekezés fejtegetései 
ez lő  említett mathematikusok buvárlataival szemben elfog-
lal, párhuzamba állítani egy másik általánosabban ismert trans-
formátió-problémával. 

A másodfokú görbék és felületek transformátiójánál a 
őt l  vagy azon utat követhetjük, hogy a őt l  

s az általuk meghatározott ő t ő  geometriai tulajdon-

ságait lő t a, a transformátió-problémát geometriailag 
szabatosan jelezzük, vagy pedig megforditva a szóban forgó 
mértani alakzatok egyenleteit hozzuk az úgynevezett kanoni-
kus alakokra, és épen ezen transformátiók által vezetj iik 

be a kúpszeletek és másodfokú felületek elméletébe a ő

tengelyeket. Az ezen értekezésben tárgyalt vizsgálatokat a 
most jelzett problémával párhuzamba állítva, kijelentjük, hogy 
azok az l ő utat követik, mire nagy súlyt fektetünk, miután 
tekintettel arra, hogy az analytikai geometria ől  geometriai 
disciplina., abban igénytelen véleményünk szerint mindenütt 
oda kell törekednünk, hogy az eszközt a czéllal össze nem té-
vesztve, ne az algebrának és analysisnek engedjük át a prim-
szerep viselését, hanem ől  a tulajdonképeni czélt, a geome-
triát léptessük lőt . Ezen nézetünknek további támaszát 
még azon megfontolás is képezi, hogy az analytikai geometria 
letárgyalásánál az evvel ll ő úton, könnyen eshetnénk azon 

l ő , hogy a geometria analytikai tanítását pusztán csak 
az algebra és analysis pélclatárává degradálnók, mi minden 
esetre a tudomány szellemével a legnagyobb ellentétben állana. 

Tagaclhatlan azonban, hogy a másik irányban haladva, számos 
alkalomból indítatunk a geometriai problémák abstractiójára, 
mely elvont feladatok megoldásából viszont uj néz. pontokat 
nyerünk azon geometriai problémákról, melyek tulajdonképen 

bennünket ezen általánosító vizsgálatokra indítottak. 
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1. Mi lőtt a it tt feladatok megoldá áhuz fognánk. 

néhány definitiónak és jelölésnek megalapítá át czél  

tartjuk. 1) 
Ismeretes, hogy két pont a kúpszelet síkjában conjugált 

harmonikus pólusnak, vagy rövidebben conjugáltnak nevezte-

tik, ha e két pont közül akármelyiknek a polára a kúpszeletben 
a másik ponton átmegy; tovftbbá két egyene conjugáltnak mon-

clatik a kúpszeletben,ha az egyiknek a pólu a a má ikán fek zik. 
Valamely három zög a kúp zelet conjugált háromszögé-

nek neveztetik, ha a háromszögnek minden e úc pára conjugált 
pont-pár a kúpszeletben; szintén mondhatjuk, hogy ekkor a 

háromszög és a kúpszelet conjugáltak. 
Ha a négyszög ő csúcsai conjugáltak a kúp-

szeletben, azt mondjuk, hogy a négyszög és a kúpszelet conju-

gáltak. 
Ha az ötszög mindegyik csúc a  a ő oldal 

pólusa a kúpszeletben, azt mondjuk, hogy az öt zög és a kúp-
szelet conjugáltak. 

Ha a négyoldal (Vierseit) ő oldalai conju-

gáltak a kúpszeletben, azt mondjuk, hogy a uégyolda1 é a 
kúpszelet conjugáltak. 

A három-oldal (Dreiseit) és az öt-oldal (Fünfseit) egy-
részt, másrészt még a kúpszelet ugyanazon feltételek mellett 
conjugáltak, mint a háromszög és ötszög még a kúp zelet. 

2. A térnek két pontja a másodfokú felületben conjugált 
harmonikus pólusok vagy egyszeriibben conjugált pontok, ha a 

két pont közül akánnelyiknek a polár-íkja a má odfokú felü-
letben, a másik ponton átmegy; két sík a másodfokú felületben 
conjugáltuak mondatik, ha az egyiknek pólu a  a másodfokú 
felületben, a másikban fekszik. 

Ha a tetraédernek csúcsai, pólu ai a ő tetra-
éder lapsíkoknak valamely másodfokú felületben, a tetraéder 
és a másodfokú felület conjugáltnák neveztetik. 

Ha a pentaéder csúcsainak polársíkjai a másodfokú felü-
letben, a pentaéder ő élein mennek át, a pentaéder 

és a másodfokú felület conjugáltnak neveztetik. 

1) L!tti<l a definitiókat ill től  Paul Sel'ret : Geo1mitrie <la Direc-

tion czimli munká,iában az 54.-57. ll, 
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Ezekhez hasonlóan még a t ő elnevezéseket hasz-

náljuk: 

A térbeli négyszög és a másodfokú felület conjugáltak, 

ha a négyszögnek minden csúcsa pólusa a t al ő három 

csúcsból meghatározott síknak a másodfokú felületben. 

A térbeli ötszög és a másodfokú felület conjugált, ha az 

ötszög bármely szögsíkjának l lő pólus az ötszög szem-

ő oldalán fekszik. 

A térbeli hatszög azaz a hexagonális octaéder és a má-

sodfokú felület conjugáltak, ha az octaéder bármely lapsíkjá-

nak pólusa az octaéder ő lapsíkján fekszik. 

3. A síkban a t t ől  pontnak homogén viszonycoor-

dinátáit x, y, z-vel, az i pontnak coordinátáit x;, yi, z,-vel és az 
·ik egyenesnek coordinátáit pedig ;ik, IJ;k, ';k-val jelöljük, úgy, 

hogy 

;ik = YiZk - .lJkZi ! 
t/ik = Z;Xk-ZkXi • • 

''k = x;yk-XkY• 

. (a) 

Továbbá az ik egyenes egyenlete 

(iko) = o ..... . . (b) 

és a t ő determináns 

Xi Y• Zi 
Xk Yk Zk = (ikl) ... (c) 
X1 y1 Zt 

A térben a t t ől  pont homogen viszonycoordinátáit 

x, y, z, p-vel, az i pontnak coordinátáit x;, yi, z;, pi-ve1, az ikl 
síknak a coordinátáit, pedig ; ;ki, t}ikl, ';kt, n;k1-lel jelöljük, úgy, 

hogy 

Y• Zi Pi Zi P• Xi 

l ;ikt= Yk Zk pk 11/ikt=- Zk Pk Xk 

y1 Zt pt Zt pt Xt 
(d) 

pi Xi Y• X; Y• Zi l Sikt= Pk Xk Yk ,1l;k1=-x„ yk Zk 
p1 Xt y1 Xt y1 Zt 
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Továbbá az ikl íkna,k az egyenlete: 

(iklo) = o ... (e) 

a t ő determináns pedig 

Xi Y• Zi pi 
Xk Yk Zk pk 

= (iklrn) ... (f) 
Xt y1 Zt p1 
x,„ y„. z,„ p,„ 

4. Legyen a másodfokú görbének az egyenlete pontcoor-

clinátákban a t ő : 

li11x2 + a22y2 + a88y2 + 2a23yz + 2a13xz + 2a12xy = o ... (g) 
akkor az i pont a (g) alatti kúpszeleten fek zik, ha: 

ailx:+a22y;+a88z;+2a28y;z;+2a1aX;z;+2a12Xi,1/i = o, ... (h) 

továbbá a (g) alatti kúpszeletben az i és k pontok conjugált 

harmonikus pólusok, ha 

au XiXk +a22YiYk + aaaZiZk + aza(y;z1, + ykz;) + a a( ~,  + Xkz,)} (') 
( ) 

. „ 1 
+a12 x;yk+xky; = o 

Legyen továbbá a másodfokú felületnek az egyenlete 

pontcoorclinátákban a t ő: 

a11x2+a22y2+a38z2+a44p2+2auxy+2ct1axz+2auyp ~ ... (k) 
+2a28yz+2a24yp+2a34zp = o ~ 

akkor az i pont a (k) alatti másodfokú felületen fek zik, ha a 

t ő feltétel áll: 

a11 xi + ct22Y: + aaa ~ + a44p: + 2a12x1y: + 2 a i aX;z, + 2 a14X;p, \ ... (1) 
+ 2a28y;z; + 2a24.1ji'p1 + 2a34z;pi = o { 

az i és k pontok pedig a t ő feltétel mellett conj ugált 

harmonikus pólusok a (k) alatti másodfokú felüleletben: 

Cl1tXiXk + ClzzYi.lfk + ct33ZiZk+a44p;t'.>k + ll12(Xi,1.Jk+xkyi) 1 
+ai8(x;zk + Xkz;) + au(xpk+ XkP•)+a23(y;zk+ykz,) ... (m) 

+a2ly;pk+ykp;)+aaiz;pk+zkp;) = o 



A MÁSODFOKÜ GÖRBÉK ÉS FELÜLETEK MEGHATÁROZÁSÁRÓL, 9 

1. §. A nuísodfokií görbe ?neghatározása két ponlbúl és ci 

conjugált hd1·ornszögböl. 

5. Legyenek az 123 háromszög csúcsainak coorchuMái 

x1, y1, z1; x2, y2, z2 és xa, ya, za é  a 4 és 5 pontok coordináffLi 
x4, Jfo z4; x5, y5 z5, kerestetik azon kúpszelet egyenlete, mely 
az utóbbi két ponton megy át és az 123 háromszöghöz con-

jugált. 
l1egyen a (g) alatti egyenlet a kúpszeletnek  keresett 

egyenlete, akkor a kérdé hen forgó kúpszelet a 4 és 5 pontokon 

a t ő feltételek mellett megy át: 

a . :: a ~ aaa : a 4 4 + 2n13X4Z4 + 2a12X4.1J4 = o\ ... (1) 
a a ~ a ; a 5 5 + 2ci13x5z5 + 2a12x5y5 = o) 

Továbbá az lő t tt clefinitiók szerint a (g) alatti 

kúpszelet és az 123 háromszög a t ő feltételek mellett 

conj ugáltak : 

rt 11 :t'2::i'3 + Ct22Y2Ya + a33Z2Za + et2a{y2za + yaz2) + 2a1a( ~  
+xaz2)+2a12(x2ya+xay2) = o 

llu· '1.r3+a22y1y8+ a33z1z8+2a28(.if1z8+yaz1)+2a1 l~t a ... (2) 

+xaz1)+2a12(x1ya+xay1) = ol 
a11X1 X2 + a22.lf1.lfz +a83z1z2+ 2a23(y1z2 + Y2Z1)+ 2a1a(X1Z2 

+x2z1)+2a12(x1y2+x2y1) = o 

Ha pedig a (g), (1) és (2) alatti l t ől a bennük 

vonalosan és homogénen, lő l  am stb. állandókat elimi-

náljuk, a kérdéses kúpszelet egyenlete, a t ő jelölés hasz-

nálata mellett : 

2yz 2xz 2xy 

~ ~ ~ 2.1J4Z4 2X4Z4 2X4}f4 

~ y; ~ 2y5Z5 2X5Z5 2 X5.1J5 - }( ,,; (  ) 
- H3•„ ll 

X2Xa YaY2 z2z8 J}2Za+yaz2 X2Za +xaz2 X2.1fa+.xay2 

X1Xa YiYa z1za y1za +yaz1 X1za+xaz1 X1Ya+Xa.1f1 
X1 X2 Y1Y2 Z1 Z2 Y1 Z2 + .1J2Z1 X1 Zz + X2Z1 Xi Y2 + X2Y1 

ez lesz : 

x,:;= o ...... (3) 
6. A K ~: determinánst még átalakíthatjuk, ha azt a követ-

ő hatodfokú determinánssal sokszorozzuk : 



0 
...... 

;;2: tJ.; ~;. a~  

;. ~ 11.; '·i t/31 ,31 

;;2a112a 

;81 l/31 

;,~ 1Ji; ,,; 1/12,12 

2;1 2;1 a 211121/ia 2,1 2,12 11i2'13 + 11ia,12 

; ~  

;81 ,31 

§12,12 

;1 2'1a+;1a,12 

;;121/J 2 

;I 21Ji3 + ;J 3l/12 „ ..... (n') 

1

2;12;23 1/12,23 + 1]23,12 
2;1s;2a '~  + lfas,1 a 

melynek három utolsó oszlopát 2-vel sokszorozva és három utolsó sorát 2-vel osztva, egy 
melynek értéke : = (123) S") 

A. sokszorozás eredménye a t ő : 

(023)2 (013)2 (012)2 

(423)2 (413)2 (412)2 

(523)2 (513)2 (512)2 

0 0 0 - (123)2 0 
0 0 0 0 (123)2 

0 0 0 0 0 

0 

0 

(123)2 

= (123)G (023)2 (013)2 (012)21 

(423)2 (413)2 (412)2 ' 

'(523)2 (513)2 (512)21 

(023)2 (013)2 (012)2 

a honnét végre ered hogy : K,;~ (123)2 = (423)2 (413)2 (412)2 ..... (4) 

(523)2 (513)2 (512)• 

determinánsba megy át, 

') Lásd Scholtz : >A kúpszeleten ő hat pont és a hexagrammum mystfoum tétele« czimü értekezésében a (6) alatti 
egyenletet. (Müegy. lapok II. köt. 68. l.) 

--= 
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és így a 4 é  5 pontokon t ő s  ' az 123 háromszögnek con-
iugált kúpszelet egyenletét még a t ő alakban írhatjuk : 

(023)2 (013)2 (012)2 

(423)2 (413)2 (412)2 = 0 . • . . (5) 
(523)2 (513)2 (512)2 

2. §. A három pontból és conJ°ugcílt ől meghatá1·ozott 

kúpszelet. 

7. Legyenek a négyszög zögpontjai rend zerént J, 2, 3, 

4 és ezek coorclinátái x1, !/1, z 1 ; ;r2 •••. ; x3 ..•• ; x •... . , az 
adott pontok pedig 5, 6 és 7, melyeknek coorclinátái x5, y5, z5; 
x6 .••• és x7 •••• , akkor az 5, 6 é  7 pontok a (g) alatti kúp-
szelet kerületén feküsznek, ha a t ő egyenletek állanak : 

ct11 xi + a22y;, + a33z;. + 2a28y5zs + 2a, aXszs + 2a12x5y5=01 
a11x;+a22y;+a33z!+2a28y6z6 + 2a13x6z6 + 2a12x6y6=o .•. (1) 
a11 x; +a22y;+a38z;+ 2a2a?J1Z1+2a1aX1Z1+2a1 2X1y1=0 

az 1  2  3 4 négyszög é · a (g) alatti kúpszelet az - ő számban 
adott definitiók szerint conjugáltak a t ő feltételek 
mellett: 

a11 X1Xa +a22!.f1!.fa +aa3z1za + ct2a(1J1Za + .1J3Z1) + a1a(x1za I) 

1 

+xaz1)+a12(x1ya+x8y1)=0 l.„(2) 
I a11X2X4 +a22y2y4 +aaaZ2Z4 +a2a(y2z4 + .1J4Z2)+ arn(x2z4 IJ 
1 +x4z2) +a12(x2y4+x4y2)=0 

Ha tehát a (g), (1) és (2) alatti l t ől az aw ... 
mennyiségeket elimináljuk, a t ő jelölés használata 
mellett: 

x2 y2 z2 2 yz 2xz 2xy 

~ yi ~ 2y5z5 2x5z5 2x5y5 

x: ~ ~ 2y6z6 2xsz6 2x6ys 

~ y; z; 2y7Z7 2X7Z7 2X7.7J7 
= K,!:!.„(o) 

X1 Xa !h?Ja z1 Za Y1 za + YaZt X1 za + xaz1 X1Ya + XaYl 

X2X4 Y2Y4 z2z4 y2z4 + y4z2 X2Z4 +x4z2 X2Y4 +x4y2 J 
K ~:: = o ...... (3) 

a lciküszöbölési dő, mely a nevezett három pontból és conju-

gált ől meghatározott kúpszeletnek az egyenlete. 
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8. Az (o) alatti determinánst még átalakíthatjuk, ha azt 
a t ő hatodfokú deterrninánssal sokszorozzuk : 

;,; IJ,; ~.; l/ ~  ;12S12 ;121/i2 

;,; 11,; ~'~ 11zas2a ;2aS2a S2a112a 

~  ~ 1/s ~ ~:t~ l/ 4~ 4 ~ 4~ 4 ~a4// 4 (  ) „ „ „. p 
;,~ 11,; ~.; 4~ 4 ;14sl4 ;1411u 

~,; IJ,; s,; l/24S24 ~ 4  ~ 4 / 4 

;,; 11,; ~.; 11ias1a ;13S1a ~ ia 

A sok ·zorozás eredménye a t ő : 

(012)2 (023)2 (034)2 (014)2 (013)2 (üU)2 

(512)2 (523)2 (534)2 (514)2 (513)2 (524? 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  

(712)2 (723)2 (734)2 (714)2 (713)2 (724)2 

0 0 0 0 (124)(324) 0 

0 0 0 0 0 (213)(134) 

= (234) (134) (124) (123) (012)2 (023)2 (034)2 (014)::, 
(512)2 (523)2 (534)2 (514)2 

(612)2 (623)2 (634)2 (614)2 

(712)2 (723)2 (734)2 (714):l 

A (p) alatti determináns értékét legeg:y ·zerlí.hhen úgy 

puhatoljuk ki, ha azt a t ő l sokszorozzuk: 

\ X3X4 YaY4 Z3Z4 .1J3Z4 +.1J4Fa J'3Z4 +x4z3 X3y4 + ,l'4.IJ311 
X1X4 yi .1/4 z1Z.t Y1Z4 + .1f4?;1 X 1Z4 + X4z1 X1Yrht·.1.l/1 

X1X2 Y1Y2 z1z2 !)1?;z+Y2·ö1 X1z2+x2z1 X1Y2+J.'2,1/1 (q) 
1 
X2Xa YzYa ZzZa !)2Z3 + .lfaZ2 Xz?.'3 + X3Z2 X2'!}3 + .rJ!/2 '  ' · ' 
:t'1Xa .1/1.1/a z1za !f1Za+!faZ1 .1\za+xaz1 X1Ya+,1·a.l/11 

1 X2X4 .1/2!/4 Z2Z4 !)z.?4. + .1f4Z2 X2Z4 + X4Z2 X2,lf4 + .l'4,lj2 

melynek értéke a t ő : 

- (234) (134) (124) (123) ;(1 

a (p) és ( q) alatti determinánsok sob:zorozásának eredménye 

peclig: 

(234)3 (134)8 (1Ú)3 (123)3, 

és így a (p) alatti cleterminánsnak az értéke ez : 

- (234)2 (134)2 (124)2 (123)D 

') L. A müegyet.emi lapok IT. kötetének 256. lapján a 3:l, feladatot. 



A 1ÚSODFOKÚ GÖRBÉK l~  FF.T.ÜI,E'rEK MEGilATAROZÁSARóL. 1 ~ 

a i ől •(•gre az lő i t'l fogva ~ t i , hogy 

K,;gI (234)(13-±)(124)(123)=-1(01 2)2 ( ) ( 4)~ ( 014)2 

(512)2(523)2 (534)2 (514)2, 

J

(612)2(623)2(634)2(6l4)2 „. C
4) 

(712)2 (7 2 3) 2 (7 34)2 (714)21 

a miért n,z 5, 6, 7 pontokból és az l 2 3 4 conjug{ilt n('gyszüg-

l megl1n,'cározott ~ t egyenletét a T t ő  írhatjuk: 

(012)2 (023)2 (034)2 (014)2 

(312)2 (523)2 (534)2 (514)2 

(612)2 (62:3)2 (634)2 (614)2 = 0 .••. (
5
) 

(712)2 (723)2 (734)2 (714)2 

8. §. A kú1Jszelet meghatcírozcísa a conjugált ől és 
ntSgyszögbi:Jl. 

9. Legyenek az 123 háromszög szögpontjainak coordiná-

túi x1, y1, z1; x2 •••• ; x3 .... ; a 4567 négyszög csúc ainak 

coordinátái peclig x4, y4, z4; x5 •••• , x6 •••• , x7 • .•• , akkor a 
(g) alatti kúpszelet, a 4567 négyszögnek conjugált a t ő 

feltételek mellett : 

rcll X4Xn + C122.l/4Y6 + a33Z4Zn + a2a(y4zs + ynz4) + a1a(X4Zn \ 
+xnz4)+a12(x4y5+x5y4)=0 ... (1) 

anX5X7 +a22.1Js!/7 + a33Z5Z7 +  a2a(y5z7 + y1z5) + arn(X5Z1 

+ X7Z5) + Cl12( X5y7 + X7y5)= 0 

az 123 háromszög pedig szintén a (g) alatti kúpszeletnek con-

jugált, ha a t ő feltételek állanak: 

a1 i XzXa + a22.lf2Ya +  a83z2zs + a2a(y2za + yaz2) + ll1a (x2za l 
+ X3z2) + a12( X2.lfa + XsY2) = O 

anX1Xa+a22Y1Ya+aaaz1za+a2a(y1za+y3z1)+a13(X1Za ... (2) 

+xaz1)+a12(:i:iya+XaY1)=01 
rtnX1X2 +a22Y1Y2 +aaaZ1Z2 +a2s(Y1Z2 + y2z1) + a1a(X1Z2 

+x2z1)+a12(x1y2+X2.1J1)=0 

ezért az 123 háromszögnek és a 4567 négyszögnek egyinejíí.leg 

conjugált kúpszeletnek az egyenletét úgy kapjuk meg, hogy a 

(g), (1) és (2) alatti l t ől az ctn sat. mennyiségeket 

elimináljuk. A kiküszöbölés eredménye a t ő jelölé 

használata mellett : 
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1 

x2 y2 z2 2yz 2xz 2xy 

x4x6 Y-tY6 z4z6 y4z6 + y6z4 X4ZG + x6z4 X4y6 + XGY4 

X5X1 YsY1 Z5Z1 YsZ1 + y1zs X5Z7 + X7Z5 XsY1 + X1Ys = v (r·) . l .ll.l28t456'\ 
X2X3 Y2Ya Z2Za Y2Za + YaZ2 X2za + X3Z2 X2Ya + XaY2 . 
x1x8 y1y3 z1z8 y1z3+yaz1 X1za+xaz1 X1Ys+xay1 1 

X1X2 Y1Y2 z1z2 y1z2+y2z1 X1z2+x2z1 X1Y2+X2Y1 

ez lesz: 
K12a,4567 = 0. . ... (3) 

10. A háromszög és négyszögnek id l  conjugált 

kúpszelet egyenletét transformátiók által még két nevezetes 

alakra hozzuk. Ha nevezetesen lő  az (r) alatti determinánst 

a (n') determinánssal sokszorozzuk, a sokszorozás eredménye ez 

esetben a t ő lesz : 

(023)2 (013) 2 (01-2)2 

(234)(236) (134)(136) (124)(126) 

(235)(237) (135)(137) (125)(127) 
0 0 0 - (123)2 0 0 1= 

0 0 0 0 (123)2 0 1 

0 0 0 0 0 - (123)2j 

= (123)6 (023)2 (013)2 (012)2 

(234)(236) (134)(136) (124)(126) 

(235)(237) (135)(137) (125)(127) 

a i ől következik, ha még a (n') alatti determináns értékét 

(l. a 6. számot) tekintetbe vesszük, hogy: 

K123, 4567 (123)2 = (023)2 (013)2 (012)2 

(234)(236) (134)(136) (124)(126) ... ( 4) 

(235)(237) (135)(137) (125)(127) 

és ezért az 123 háromszögnek és az 4567 négyszögnek egyide-

jüleg conjugált kúpszeletnek az egyenletét még a t ő 

alakban nyerjük : 

(023)2 (013)9 (012)2 

(234)(236) (134)(136) (124)(126) = 0 .... (5) 
(235)(237) (135)(137)  (125)(127) 

11. Az (r) alatti determinánst még úgy is transformál-

hatjuk, hogy azt a t ő l sokszorozzuk: 



(045)2 (056)2 (067)2 (047)2 

1 

~  
i::s ~ 

0 0 0 0 -(457)(567) 0 CD '-<: > 
:>;" i::s ;;:: 

0 0 0 0 0 -(456)(467) µ... ,_... CD >-.., p;-

"' - "' 
,...... 0 

(245)(345) (256)(356) (267)(367)  (247)(347) 0 
s;o„ Cl>'-

0 „...-~ 
p;- ~ . c+- ..g 

1 (145)(345) (156)(356) (167)(367)  (147)(347) "' 
::::: ct>" 0 

N p;- p;- ::q 
0 .. CD' 

(145)(245) (156)(256) (167)(267)  (147)(247) 
1-:i c:T C:· 
0 ~ 

f/'rr l,/W cI'rr if'rr tl"r\" (J'rf i:p 
N ,_ cn ""' .,, cn "" 

C> l::t -• 1;1 - 1 10 _, U) OI 10 c,r1 UI o: 
!">' .., ,...... 

= (567) (467) (457) (456) (045)2 (056)2 (067)2 (047)2 "' 'O ...=:: ~..:::: ..=:::-=:::..:::: l:d 
CD 

,...... 
00 '-' :;,.:. ~ t :i ~t  ~  ~ t :  t.ro = <;;< l?:I• 

(245)(345) (256)(356) (267)(367) (247)(347) 
1-:i O'> 
. .., 

CD _, 
"' -<T'r <T'r <T'r <T'r <T'r <T'r ::q 

p... 
'-' N !"> ;;,, ~ I:  ~l:;  :;tcl gl:I c!i.lll 1?;1-

(145)(345) (156)(356) (167)(367) (147)(34 7) s "' ~  ~ a> 
Cl>' 

,...... s ~  ..:::: ~..:::: ~ ...=:: ...=:: "i 
(145)(245) (156)(256) (167)(267) (147)(247) i::s >!>-- l : l.Ql~Q)Qtl l ,. 

O'> ~t;' 
0>-1-1-:tCDClt l."l 

'-<: 
-:i <T'r <T'r <T'r <T'r <T'r <T'r t' CD 
'-' '-' .,... l l .Qtl l . C ~ C::: 0>-1-:t--10> cn 

CD "" CD t' 

a miért, ha még az (s) alatti determináns értékét figyelembe vesszük, talál-
N ......... 1-:i 

~ 13 <rrr <rrr <rrr irrr <rrr trrr t?;I 

CD <;;< l l . Q l l .Q) I~ 
.,, 

juk, hogy 
00 -:i s· 0'.1-1-1-:tQlQl l."l 
CD '-' :cr g;r :cr g;r g;r p ::q 
e+-

..,, 
o" "' i::s 

CD -1-1-1CDQ1 

is: ,...... 
K128,4667 (567)(467)(457)(456) = 

@ ~ 00 
IJ'r\" !J'rr !/'rr (j"rf' l/'rr l/'rr l."l 

°' --Qtl l .Q)QI~ ~  .., O'> CD' O> -1 -1 -1 CD cn >i; 

(045)2 ( 5 )~ (067)2 (047)2 1 
'--' „ ~ ~..:::: ~ ~..:::: 

p;- .• c:T ~ li i .CDQt~ > 
(t>' CD -1 -1 -1 O> Qf .,, 

(245)(345) (256)(356) (267)(367) (247)(347) 1 .... (6) 
o: p;- >-· <:! 
CD 

(t>' l:d .,... o" 0 

(145)(345) (156)(356)  (167)(367) (147)(347) p;- 0. :'1 
CD - >· 

(145)(245) (156)(256) (167)(267)  (147)(247) 
N .., 

"' 0. ;... 
p;- ~ ::0 o: .._, 0-

és ezért az 123 háromszögnek és a  4567 négszögnek egyidejüleg conjugált 
<:! ;:-' CD 
e+-

kúpszelet egyenletét még a t ő alakban is írhatjuk: 
p;- ,.... 
Cf' 

°' 
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(04 7)2 (056)2 

(245)(345)  (256)(356) 

(145)(345) (156)(356) 

(145)(245) (156)(256) 

(067)2 (047)2 

(267)(367) (247)(347) 
(167)(367) (147)(347) = 0 ••. . (

7
) 

(l 6 7)(267) (147)(24 7) 1 

4. §. A kúpszelet rneghatá1·ozása egy pontb6l és két conjugált 

ől. 

12. L egyenek az adott pont coordinátái x9, y9, z9 az 1234 

és 5678 négszögök csúcsainak coorclinátái pedig x1, y1, z1 ; .. 

. . . x8, y8, z8, akkor a (g) alatti kúpszelet a  9 ponton a követ-

ő feltétel mellett megy át : 

; a ; a ~ a a a a a  = o ... (1) 

továbbá a (g) alatti kúpszelet az 1234 és 5678 négyszögöknek 

conjugált, ha a t ő feltételek állanak: 

+x3z1)+a12(X1Ya+xay1)=0 (2) 
riux1xa+a22Y1Ya +assz1za a a( ~'a ) a ( a  

a11X2X4 +a22Y2Y4 +aaaz2Z4 +a2a(Y2Z4 +y4z2) +a1a(X2Z4 ' · 

+x4z2) +a12(x2y4 +x4y2)=0 

a11X5X1 + ag2y5y1 + a3az5z1 + a2a(y5z1 + y1zs) +arn(X5Z1 ~ 
+x7z5) +a12(XsY1 +x1y5)=0 . .  (3) 

an X6Xs + ag2Y6Ys + aasz6zs + a2a(y6zs + Ysz6) + a13 ( XGZs 

+ x8z6) +a12(X6Ys +xsy6)=o 
és így a  9 ponton t ő még az 1234 és 5678 négyszögöknek 

conjugált kúpszelet egyenletét nyerjük, ha a (g), (1), (2) és (3) 

alatti l t ől az a-kat kiküszöböljük. Az dő egyenlet 

a t ő jelölés használata mellett : 

1 

~ y2 z2 2yz 2xz 2xy 

x; y; z; 2y9z9 2x9z9 2x9y9 

X1 Xa y1y3 Z1 zs Y1 za + ysz1 X1 zs + X3Z1 X1Ya + XaY1 
X2X4 Y2Y4 Z2Z4 Y2Z4 +y4z2 X2Z4 +x4z2 x2y4+x4y2 

x5x7 y5y7 z5z1 y5z1 + Y1Z5 X5Z1 + x1z5 X5Y1 + ahYG I 
XoXs YGYs zozs y6zs + YsZG XsZs + XsZo XoYs + XsYs 

ez lesz: 
K,."„,.c1s = o .•.... ( 4) 

mely, amint már említettük,a kérdéses kúpszeletnek az egyenlete. 



~ 

.., 13. A (4) alatti kúpszeletnek az egyenletét még másalakokban is nyeijük, ha a (t) determinánst 
? transformáljuk, sokszorozzuk tehát ezen czélból lő  a (t) alatti determinánst  a (p) alattival, akkor a sokszo-
~ rozá eredménye ez lesz : 
l<· 
= 
:' 
!>-

(012)2 

(129)2 

0 

0 

1 

(125)(127) 

(126)(128) 

(023)2 

(239)2 

0 

0 

(235)(237) 

(236)(238) 

(034)2 (014)' 
(349) 2 (149)2 

0 0 - (124)(234) 0 
0 0 0 - (123)(134) 

(345)(347) (145)(147) 
(346)(348) (146)(148) 

~  ~  ~  ~  

= (234)  (134) (124) (123)  (129)2 (239)2 (349)2 (149)2 

(J 25)(127) (235)(237) (345)(347) (145)(147) 
(126)(128) (236)(238) (346)(348) (146)(148) 

:;; és ha még a (p) alatti determináns értékére (1. a 8. számot) vagyunk tekintettel, úgy találjuk, hogy 

K, ~ ,;  (234)(134)(124)(123) = 

1 

(012)2 (023)2 (034)2 (014)2 

=  - (129)2 (239)2 (349)2 (149)2 

(125)(127) (235)(237) (345)(347) (145)(147) ..... (
5
) 

(126)(128) (236)(238) (346)(348)  (146)(148) 
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és ezért a 9 ponton t ő még az 1234 éq 4567 négyszögek-
nek conjugált kúpszelet egyenletét a követk ő  írhatjuk: 

(012)2 (023)2 (034)2 (014)2 . 

(129)2 (239)2 (349)2 (149)2 -

(125)(127) (235)(237) (345)(347) (145)(147) -o .... (G) 

(126)(128) (236)(238) (346)(348) (146)(148) 

Ugyan ilyen módon a  kérdé e l„úp zeletet még más 

egyenlet által fejezhetjük ki; az átalakítít levezeté e ez ~ t

ben felesleges volna, miután az  az lő i  egé. zen hasonló 

és abból ered, ha a kérdésben forgó négy. zögöket egymá kö-

zött felcseréljük. A nevezett kúp ·zelet egyenletét ez esetben 

még így is írhatjuk : 

1 

(056)2 (067)2 (07 )2 (05 )2 

(569)2 (679)2 (789)2 (589)2 - ~ 

(156)(356) (167)(367) (178)(378) (158)(35) -o„ .. (I) 

:(256)(456) (267)(567) (278)(478) (258)(45 ) 

5. §. A másodfokú, felület meghatározása há1·om pontliúl és 

egy conjugált tetraéde1·bül. 

14. Legyenek az 1234 tetraéder csúcsainak coordinátái 
X1, y1, z1, p1 ; ...... x4, y4, z4, p4, az 5, 6, 7 pontok coorclinátái 
pedig x5, Ysi z5, p5; sat., akkor ez utóbbi pontokon a (k) ahtti 

másodfokú felület a t ő feltételek mellett megy át: 

a1ix;+a22Y; +a aa ~ + a44p1+2a12x5y5 + 2a13x5z6 + 2a1 4X5ps • 
+ 2a2aY5Z5 + 2a24y5p5 + 2aa4hPs =o 

a ~ a ~ aaa ; a44 ; + 2a12x6y6 + 2a13x6z6 + 2aux6p6 (l ) 
+ 2a2aY6z6 + 2a24Y6P6 + 2aa4zsp5=0 

auxi+ a22yi+ aaa ; a ~  2a12x,y7 +2a13x1z1+2au.X1P1 

+2a2aY1Z1+2a24Y1P1+2aa4z1p1=0 

és a (k) alatti másodfokú felület az 1234 tetraéclernek conju-
gált, ha a l< t ő feltételek állanak : 



aux1x2 +a22Y1Y2+aaaz1z2 +a,u,P1P2+ a12(x1 y2 +x2y1)+a1 a(x1z2+x2z1) +au(x1p2+x2p1) + a2a(Y1z2+y2z1) 

. +a24(Y1P2+Y2P1)+au(z1p2+z2p1)=0 J 
a11 X1 Xa + a22Y1Ya + aaaz1za +a44p1pa + a12(x1ya+xay1) + a1a( X-1 za +xaz1) +a, 4(X1Pa + Xap1) + a2a(Y1Za + Yaz1) / 

+a24(y1pa+ YaJJ1 )+aa4(z1pa +zap1)=0\ 
a11X1X4 +a22y1 y4 + Cl33Z1Z4 +n44p1p4 +a12(X1!f4 +x4y1) +a13(X1Z4 +x4z1) + aH(x1p4 +x4p1) + a2aCy1z, +y.z1)

1 
(3) 

+cc24(1J1P4 + y4p1)+aa4(z1p4 +z4p1)=0) 

ClnX2xa+a22y2y8+aaaz2za-+ci44p2pa+a12(x2pa+xap2) + · · · · · · ·. · · · ·. ·... . ....... · · · · · · · · · · · · · _ o 
ci11x2x4+ .  .  . +cc12(x2y4+x4y2)+ · · „ · · · · „ „ · „ „ „ „ „ „ .... „ „ .. · „ „. „ · . .. -o 
a11x3x4 + + a12(x8y4 + x4ya) + .. · · · · . . . · · · · · · · · · . .......... . .... . .......... . . . =o 
és ezért az 5, 6 és 7 pontokon t ő még az l 234 t traédernek conjugált má oclfokú felület egyenletét nyer-
jük, ha a (k), (1) és (2) alatti l t ől az a11 at. mennyiségeket kikü zöböljü1. Az elimiuáiió eredménye 

a t ő jelölés használata mellett. 
x2 y2 z2 p2 2xy 

x; yij ~ pii 2x6y5 

xg y6 ~ ~ 2x6yG 

x; y; ~ ~ 2x7y7 

2xz 

2X5Z5 

2x6z5 

x1x2 y1y2 z1z2 p1p2 x1y2+x2y1 x1z2+x2z1 

X1Xa Y1Ya z1za P1Pa X1Ya+xay1 x1za+xaz1 

X1X4 Y1Y4 z1z4 P1'P4 x1y4 +x4y1 
X2X3 X2Ya+xay2 

X2X4 Xz!}4+X4!J2 

2xp 

2x5p5 

2xGp6 

2x7p7 

X1P2+X2P1 

X1Pa+xap1 

,, ~  ......... . 

2yz 

2,ljóZ6 

2y6zG 

2.IJ7Z7 

2yp 

2y5p5 

2.1/6P6 

2'!/7P1 

Y1P2+.Y2P1 

Y1Pa+YaP1 

„ . (3) 

2zp 

2z5p5 

2z6pG 

.~  

Z1P2+z2p1 

Z1Pa+zap1 
-F ~ ' (  ) - „ .. „ .. u 



15. A (3) alatti másodfokú felület egyenletét más alakban az (u) alatti determináns átalakításából nyer-
jük, ha azt a t ő tizedfokú determinán al sokszorozzuk : 

:;,; ' 11,;. ~.;. :ir,;, :;2341/234 :; 4~ t :;234'1' 234 / 4~ 4 1/234'1' 234 ~ 4 4 
\: . \: 
Sa• 1 5341l]341 

:;,;, :;41211u2 

:;,:. :; ~  
2;23,;3u 21]2!J4.'1j3o ~ 4~ 4  27t2341ta•1 ~ a /a  ~a  I ~a  ~ ~a  ~a  ~ 4 ~ :l4 'a4  ~a4 ' a  l/ : ~a  : ~ a  ']2a,1l'au+1]a41n·2s• ~ 4 l'a ~a, ' a  

2:;2a4:;412 • • • S2a41/,m + :;412'/234 • • • • • ,(v) 

2:;284:;123 S2a41Ji23 + :;1231/234 

2;341S412 sa4111412+;412'la41 

2;341;123 :;3411/123 + ;1231/341 

2:;,U2:;123 :;41211123 +:;1231/412 

melynek l ő négy sorát ttő l sokszorozva, l ő négy oszlopát pedig 2-vel elosztva, könnyen belátjuk, hogy az a 
ő t ő i  értekezésében »A másodfokú felületek elméletéhez« 23. lapján lő d l  (17) alatti determi-

nánstól nem különbözik,*) az utóbbinak értékét pedig ugyanott találtuk, hogy 

(1234)15 

A sokszorozás eredménye a t ő : 

*) Ért, a math. tud. körébí51 VII. köt. V. szám, 



(0234) 2 

(2345) 2 

(2346) 2 

(2347)2 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

(0134)2 (0124)2 (0123)2 
(1345) 2 (1245)2 (1235) 2 

(1346)2 (1246) 2 (1236) 2 

(1347) 2 (1247) 2 (1237) 2 

0 0 0 - (1234)2 0 0 0 
0 0 0 0 (1234) 2 0 0 
0 0 0 0 0 - (1234) 2 0 
0 0 0 0 0 0 - (1234) 2 

0 0 
0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

= (1234)12 (0234)2 (0134) 2 (0124) 2 (0123) 2 

(2345) 2 (1345) 2 (1245)2 (1235) 2 

(2346)2 (1346)2 (1246) 2 (1236) 2 
(2347) 2 (1347)2 (1247)2 (1237)2 

0 
0 

és így míg a (v) alatti determináns értékét tekintetbe véve találjuk, hogy 

F,::J (1234) 3= (0234)2 (0134) 2 (0124) 2 (0123)2 i 
(2345) 2 (1345)2 (1245)2 (1235)2 1 

(2346) 2 (1346) 2 (1246) 2 (1236)2 ....... (4) 
(2347) 2 (1347)2 (1247)2 (1237)2 

0 0 
0 0 
0 0 
0 0 

(1234) 2 0 
0 - (1234)2 



" 

22 HUNYADY ENŐ. 

a honuét következik, hogy az 5, 6, 7 pontokon t ő és az 

1234 tetraédernek conjugált másodfokú felület egyenletét a 

t ő alakban írhatjuk: 

(0234)2 (0134)2 (0124)2 (0123)2 
1 

(2345)2 (1345)2 (1245)2 (1235)2 =o . (5) 

: (2346)2 (1346)2 (1246)2 (1236)2 

(2346)2 (1347)3 (1247)2 (1237)2 

6. §. A másorlfokú felület meghatá1·ozása négy pontb6l és ci 

conjugált pentaéderböl. 

16. A 6789 pontok coordinátáit x6, y6: z6, 7J6 •• . 
x9, y9, z9) p9 az 12345 pentaéder csúcsainak coorclinátáit 

x1, y1, z1, Pi; ........ x5, y5, z5, p5-tel jelölve, a (k) alatti 
másodfokú felület a 6, 7, 8, 9 pontokon a t ő feltételek 

mellett megy át: 

a11 x;+ a ~ i ~  a44 ~  2a12x6y6 + 2a13x6z6 + 2a14x6p6 
2a2aYsZs + 2auy6p6 + 2aa4z6ps=o 

a11 x; + a22y; + a ~ + ci44p; + 2a12x1 Y1 +  2 a13x7z7 + 2a14x1p1 
2 ' 2 + ~a ;  + 2a24Y1P1+2a34Z7p7=0 (1) 

a, 1Xs + ct22y.+aa3Zs + aupa+ 2a12XsYs + 2a1aXsZs + 2a14XsPs) 
+ 2a23x8z8 + 2a24y8p8 + 2a84z8p8=o 

a11 x; + a22y;+ a ~ + a44 ~ + 2a12x9y9 + 2a1 3x9z9 + 2a14x9p9 

+ 2a2aY9Z9 + 2a24y9p9 + 2a34Z9p9=0 

az 12345 pentaédernek pedig conjugált, ha a t ő felté-

telek állanak : 



a11x1xa+a22.l/1Ya+aaaz1za+ a44p1pa+ai 2(x1ya+Xa?J1) +a1a(:.r1za+xaz1) + ou(x1pa+xap1) + a28(y1z8+ yaz1) 1 

+ a24(1J1Pa + Ya.P1) +aa,iCz1Pa + z3p1)=0 
011X2X4 + az2Y2.1J4 +ct33Z2Z4 +a44p2p4 + a12(X2Y4 +x4y2) + a13(X2Z4 + X-1-z2) + C114(X2p4 + X4p2) + C12a(Y2Z4 + //4Z2) 

. +a24(.1;2p4+y4p2)+aalz2ZJ4+z,ip2)=o 1 

a11X3X5 + Clz2YaYs + aa3Z3:<'5 +a44p3p5 + a12(X3.1J5 + X5y3) + a13(X3Z5 + X5Z3) +a1ixap5 + X5p3) + Cl23(y3.Z5 + J)5Za) ~ (2) 

+ci24(.1JaPö+YsPa)+aa4(zap5 +z5pa)=o 1 

OnX4X1 +a22y4y1 +ct33Z4Z1 +a44p.1p1 +a12(:r1y4+X4,IJ1)+a13(X1Z4 + X4Z1)+a14(:r1p4+X4ZJ1) + C123(y1z4+y4z1) 

+a24(y1p4 +JhP1)+aa4(z1p4 +z4p1)=0 J 

a1 iX5X2 + a22!/sY2 + aaaz5Zz + aup5p2 + a12(:.r2y5 +x5y2) + a1a(x2z5 + X5z2) + a14(x2p5 + x5p2) + C12a(1;2z5 + y5z2) J 

+au(y2p5 +JJ5p2) +r1a4(z2p5 +z5p2)=0 J 

A kérdéses másodfokú felületnek az egyenletét tehát nye1jük, ha n, (k), (1) és (2) alatti egyenletek-
ől az aw sat. mennyi égeket elimináljuk. A kiküszö1iölé i dő a t ő jel ölé, lta ználata mellet t : 

x2 y2 z2 p2 2X.1J 2xz 2xp 2yz 2.lf P 2zp 

~ yi ~ p6 2x6y6 2x6z6 2xüpG 2.1;6z6 2y6p6 2z6p6 
~ 2x1y7 
xii 2xsys 

2:r9y9 1" 6750 (20) 
i 12315 •••••• 

z1za pipa X1Ya+.xay1 X1za+xaz1 X1Pa+xap1 !/1za+yaz1 Y1Pa+YaP1 Z1Pa+zap1 

~ 

X1X3 Y1Ya 
X2X4 x2y4+x4y2 
X3X5 XaYs+XsYa 
X4X1 X1.1J4 +x;1y1 
x„x2 X2Ys+xsy2 

ez lesz F 6789 (3) 12a•j=o,. · ·. · · ..... . 



mely a 6789 pontokon t ő és az 12345 pentaédernek conjugált másoclfokú felületnek az egyenletét 

fejezi ki. 

17. A (3) alatti másodfokú felületnek az egyenletét, a (w) alatti determináns átalakitása által, 
más alakban nye1jük, ha az utóbb említett determinán t  a t ő tizedfokú determinán sal sok zorozzuk: 

l: 2 
S512 

;,;. 
~ :4 

;.~. 

;..· ,, 
~ :5 
\:' 
S1u 

;,;; 
;2;ü 
~.~ , 

melynek értéke 

1i,;. ,~;  7[.;. ;51211512 ;512si;12 ;5121'1'512 11512s512 

;1231/i23 

;234//234 

;3451/345 

;451 l/451 

;rn;1/i35 
;124IJi24 

;23511235 

;2451/245 

;134l/134 

(2345)3  (3451)8 (4512)8 (5123)8 (1234)8 *) 

A sokszorozás eredménye ez : 

~ *) L. az e. i h. 15. számának (m) és (23) alatti egyenleteit. 

....... (x) 



(0512)2 (0123)2 (0234)2 (0341)2 (0451)2 

(5126)2 (1236)2 (2346)2 (3416)2 (4516)2 

(5127)2 (123 7)2 (234 7)2 (3417)2 ( 4517)2 
(5128)2 (1238)2 (2348)2 (3418)2 ( 4518)2 

(5129)2(1239)2(2349)2(3419)2(4519)2 

, o 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0-(1235)(1345) 0 0 

0 0 0 0 0 0 -(1234)(1245) 0 

- (1245)(2345) 

0 

0 

0 0 0 0 0 0 0 (1235)(2345) 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 

= (2345)2 (3451)2 (4512)2 (5123)2 (1234)2• 

'(0512)2 (0123)2 (0234)2 (0341)2 (0451)2; 

(5126)2 (1236)2 (2346)2 (3416)2 (4516)21 
(5127)2 (1237)2 (2347)2 (3417)2 (4517)2 „ 
(5128)2 (1238)2 (2348)2 (3418)2 (4518)2 'i 
(5129)2 (1239)2 (2349)2 (3419)2 (4519)2 

0 

0 

0 

0 

0 

(1234)(1345) 

> 
~ 
>· 
rll 

g 
"l 
0 
~ 
~
Q 
O: 
l:ll 
e;;J 
l'l-
P< 
l'l-
rll 

'<J 
tr: 
t" 
C::: 
t" 
toj ..,, 
~ 

"' ~ 
e<: 

e 
~ 
;... 
p: 
0 
N 
>· 
rll 

>· 
t:d 
C· 

H a  tehát még az (x) alatti determináns  értékér e  t ekintettel vagyunk, a t ő azonos  egyen- r' 

letünk van: 



26 HUNYADY JENÖ: 

,:~~~ (2345) (3451) (4512) (5123)  (1234) = 

(0512)2 (0123)2 (0234)2 (0341)2 (0451)2 

(5126)2 (1236)2 (2346)2 (3416)2 (4516)2 

(5127)2 (1237)2 (234 7)2 (3417) 2 ( 4517)2 .... ( 4) 

(5128)2 (1238)2 (2348)2 (3418)2 ( 4518)2 

(5129)2 (1239)2 (2349)2 (3419)2 (4519)2 

és így a (3) alatti másodfokú felületnek az egyenletét még a 

t ő  ír?atjuk: 

(0512)2 (0123)2 (0234)2 (0341)2 (0451)2 

(5126)2 (1236)2 (2346)2 (3416)2 (4516)2 

(5127)2 (1237)2 (2347)2 (3417)2 (4517)2 =o, .... (5) 

(5128)2 (1238)2 (2348)2 (3418)2 (4518)2 

(5129)2 (1239)2 (2349)2 (3419)2 (4519)2 

mely a 6, 7, 8, 9 pontokon t ő és az 12345 pentaéclernek 

conjugált másodfokú felület egyenlete. 

7. §. A másodfokú f elillet nieghat<irozása hat pontból és a 

conjiigcílt háromszögbül. 

18. Legyenek az 1, ... 6 pontok coordinátái x1, y1, z1' p1, 
.•..•. x6, y6, z6, p6, a 789 háromszög csúcsainak. coorclinátái 

pedig x7, y7, z7, p7, akkor a (k) alatti másodfokú fe1ület az 
1, 2, 3, 4, 5, 6 pontokon a t ő feltételek mellett megy át: 

a11 x: + a92'!J; + a33z; + a44p; + 2a12x1y1 + 2a13X1Z1 + 2a14X1P1 
+ 2rr28x1z1+2a24.1J1P1+2a34Z1P1 =o 

. . . .  . . .  . . . . .  .  . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . (1) 

a11 ~ + a ~ + a ~ + a ~ + 2a12x6y6 + 2a13x6z6 + 2a14x6p6 
+ 2a23X6Z6 + 2a24J/6P6 + 2a34Z6p6=0 

és  a 789 háromszöghöz conjugált, ha a t ő feltételek 

állanak: 

a11x8x9 + ct22YsY9 + C133Zsr:9 + G44psp9 + ai2(Xs'!J9 + X9 Ys)i 
+ a13(x8z9 + ::C9zs) + au( ::CsZ79 + X9ps) + a2a(yszv + Yvzs) 

+ au(YaPa + ygps) + aahsPa + Z9ps)=o · · (2) 
a11x1x9+ ...... +a12(x1y9+x9y1)+ ......•.. =o 

anx7x8+ ••.• +a12(x1ys+xsy1)+ .... · ... =o 



és így a  kérdéses másodfokú felület egyenletét nyeijük, ha az (1) (k) és (2) alatti l t ől az ·a mennyiségeket 

kiküszöböljük. 
J elöljük a i l i- dő egyenletnek l ő tagját 

F ~;~  -el, 

akkor, ha abban  az utolsó három sort 2-vel sokszorozzuk és az utolsó hat  oszlopot 2-vel  elosztfuk, találjuk, hogy: 

Y.: 2 z, X1Y1 

X2Y2 

XaYa 

X4y4 

~ X5y 5 

~ X6YG 

x 2 y2 z2 p2 xy x z xp 

2XsX92ysy92ZgZ92pgp9 Xs'!}9 + X9Ys XgZ9 + X 9Zg Xgp9 + X9pg 
2 X7X9 X7y9 + X9'!}1 
2 X1Ys lfhY s + XsY1 

Y1Z1 

yz 

JJsz9+y9zs 

Y1P1 Z1P1 

• 

..... (y) 

YP zp 

YsP9+:1f9:ps zsp9+z9ps 

·és így azon másodfokú felület  egyenlete, mely az l,. . . 6 pontokon átmegy és az 789 háromszöghöz conjugált, 

a t ő : 
1 Fi 12SIOG 0 (3) b 789 = .............. . 

19. A (3) alatti  másodfokú felületnek  az  egyenletét  más. alakban nyerjük, ha az (y) alatti determi-

nánst átalakítjuk, ezt  pedig  átalakítjuk, ha azt a t ő l sokszorozzuk: 



;ua;•z:a '/i es ']06 ~  aa~  7t1931t',iso .;us / a-:-~ a ~ a ;, ~  ;u37f4Go +;•rioi:123 '/12sS•;io + t/ it ~  'J1137toc + 17, ru;1C11a S12a7t456 +Suon'i 23 
;134;256 ;;1341/250 + ;;2551/134 

;145;236 • ;qö112a6 + ;2361/145 
;rn;;a4G ;121;11346 + ;a46 IJi25 

) 
;236;456 ;23611.urn +;4561/23s 

(z l: t i: +i: 
':>13;1,S45s '=>1341hiss ':>4551Ji34 

;125;;456 ;rn;11456 + ;;4;;slJi25 

;;123;256 ;12a112ö6 + ;;2551/123 

;;123;346 ;;1231/340 + ;;3451/123 

;;123;;145 ;;1231/145 + ;;ur,11123 
melynek értéke ez : 

(1234)2 (1235)2 (1236)2 (1456)2 (2456)2 (3456)2 [(1245)(1346)(2356)-(1256)(1345)(2346)] 

(1. az i. h. a 13. szám (21) alatti egyenletét]. A sokszorozás eredménye ez: 
0 0 0 0 (1230)(1456) 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 - (1234)(2456) 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 (1235)(3456) 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 (1234)(2456) 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 -(1235)(3456) 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 (1236)(1456) 

(0123)(0456) (0134)(0256) (0145)(0236) (0125)(0346) 
(8123)(!!456)+(9123)(8456) (8184)92561+(9134)(8256) (81-15)(9236)+ (9145)(8236) (ijl25)(93!6J+(9125)(8346) . 

(7123)(9456)+(9123)(7456) (713!)(9256)+(9134)(7256) (7145)(9236) + (9145)(1236) (7125)(934 6J+ (91•5)(7346) . 
(7123)(8456)+ (8123)(7456) (7134)(8256)+( 134)(7256) (7145)(8236)+(8145:(7236) (7 l25)(8S.W)+(8125)(734G) . 



= (l234)·(l235)·.
1 

(0123)(0456) (0134)(0256) (0145)(0236) (0125)(0346) 

? 236)'(1456)'. (8123)(9456)+(9123)(8456) (8134)(9256)+(9134)(8256) (8145 )(9236)+(9145)(8236) (8125 )(9346)+(9125)(8346) 
. 
2456

)• (
3456 
)'1(7123)(9456) +(912 3)(7 45 6) (7134)(9256)+(9134)(7256) (7145)(9 236)+(9145)(7 236) (7125)(9 346)+(9125)(7 346) 

(7123)(8456)+(8123)(7 456) (7134)(8256)+(8134)(7256) (7145 )(8236)+(8145 )(7 236) (7125 )(8346) +(8125)(7 346) 

vagy még a (z) alatti determináns értékét tekintetbe véve, találjuk: 

~ ;;~
 [(1245)(1346)(2356)-(1256)(1345)(2346)] = 

= (0123)(0456) (0134)(0256) (0145)(0236) (0125)(0346) 

(8123)(9456)+(9123)(8456) (8134)(9 256)+(9134)(82 56) (8145)(9 236)+(9145)(8236) (8125 )(9346)+(9125 )(8346) 

(7123)(9456)+(9123)(7 456) (7134)(9256)+(9134)(7256) (7145 )(9 236)+(9145)(7 236) (7125)(9346)+(9125)(7 346) 

(712 3 ;(8456)+(8123)(7 456) (7134)(8256)+(8134)(7256) (7145 )(8236)+(8145)(72 36) (7125 )(8346)+(8125)(7 346) 

végre pedig a kérdéses másodfokú felületnek az egyenletét a t ő alakban: 

(0123)(0456) (0134)(0256) (0145)(0236) (0125)(0346) i 
(8123)(9456)+(9123)(8456) (8134)(9256)+(9134)(8256) (8145)(9236)+(9145)(8236) (8125)(9346)+(9125)(8346) = .. (5) 

(7123)(9456)+(9123)(7 456) (7134)(9256)+(9134)(72 56) (7145 )(9 236)+(9145 )(7 236) (7125)(9346)+(9125)(7 346) 
0 

(7123)(8456)+(8123)(7 456) (7134)(8256)+(81. 34)(7 256) (7145)(8236)+(8145 )(7236) (7125)(8346)+(8125)(7 346) 

8. §. A másodfokú f el1ilet meghatározása a conjugált tetraédel'böl és a conjugált háromszögböl. 

20. Legyenek az 1234 tetraéder csúcsainak coordinátái x1, y1, z1, p1; •••••• x,, y4, z4, p4, 507 háromszög csúcsainak 
coordinátái pedig x5, y5, z5, lJ5; ••••.. x7, y7, z7, lh, akkor a (k) alatti misodfokú felület az 1234 tetraéderhez és 567 há-
romszöghöz a t ő feltételek  mellett conjugált: 

' 



a11X1X2 +a22Y1 '!/2 + C133Z1Z2 + aHp1p2 + a12(x1y3 +x2y1) a a( ~~a + x 2z1) +a14(X1Z?2 +x2p1) + a2a(Y1Z2 +y2z1) 

+ a 2l X1JJ2 + x2p1) + cra4(z1p2 + z2p1)=0 
a11X1Xa+ .................... +a12(X1Ya+ xay1)+ .......................... . ........... = o 

au:r1x4+ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · + ct12(x1y4+'l'4?J1)+ ...................................... = o (1) 
a11X2Xa+ .......... · .... · · · · · + a12(:r2ya+xay2)+ ...................................... =o 

a11X2X4+ •.•.........••.•... + a12(X2y4+ X4y2)+ .........•............................ =o 

a11x3x4+ .................... + a12(x3y4+ X4ya)+ ..... · · ·. · · .......................... = o 

a11X6X1+ •••......••.....•.• + a12(X6!f1+X1!/6) + ...........•..•.•.•..•.••..••. • .•..... =o} 
a11x5x1+ ..•....•.••.•..•.•.. + a12(x5y7+ x7y5)+ ...... · ............................... =o (2) 
a11X5X5+ ................... . + et12(xsy6+x6y5)+ ...................................... =o 

és ezért a kérdésben forgó másodfokú felületnek az egyenletét, az a mennyiségek kikü zöbölése által az (1), (k) 
és (2) alatti l t ől nyeijük. A kiküszöbölés dő  a t ő j elölés ha ználata mellett: 

g ez lesz 

X 1X 2 Y1Y2 Z1Z2 1hP2 X1y2+X2Y1 X1z2+x2z1 X1p2+X2P1 Y1z2+y2z1 Y1P2+Y2P1 z1p2+z2p1 
X1 Xa X1Ya + XaY1 

X1y4+X4!J1 

X2Ya+XaY2 
X 2X 4 X2Y4 + x4y2 

:7'3X 4 X3y4 + X4y3 
x2 y2 z2 ~ 2x y 2xz 2xp 2yz 2yp 2zp 

XsX1 YGY1 Z5Z1 P6P7 X5y1+X1Y6 Xsz1+x 1z6 XG]J1+X1P6 y6z1+y1z6 !/6P1+Y1P6 z6p1+z1p6 

X5X1 X5Y1 + x1y5 

X5X5 X5y5 + X6Y5 
= F12a4,ss1 · . . . . . . . . . . . . . (x) 

F 12u,s(n=O .............. (3) 

• 



21. Az 1234 tetraéclerhez és az 567 háromszöghöz egyiclejií.leg conjugált má oclfokú felületnek (3) 

alatti egyenletét még átalakíthatjuk, ha az (x) alatti determinánst a (v) alattival sokszorozzuk. A sok zorozás 
eredménye a t ő : 

0 

0 

0 

0 

0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-(1234)2 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

(0234)2 (0341)2 (0412)2 (ül 23)2 

(6234)(7234) (6341)(7341) (6412)(7412)  (6123)(7123) 

(5234)(7234) (5341)(7341) (5412)(7412) (5123)(7123) 

(5234)(6234) (5341)(6341)  (5412)(6412) (5123)(6123) 

0 (1234)2 0 0 0 0 

0 0 -(1234)2 0 0 0 

0 0 0 -(1234)2 0 0 

0 0 0 0 (123-!)2 0 -
0 0 0 0 0 -(1234)2 -

= (1234)12 (0234)2 (0341)2 (0{12)2 (0123)2 

(6234)(7234)  (6341)(7341)  (6412)(7412) (6123)(7123) 

(5234)(7234) (5341)(7341)  (5412)(7412)  (5123)(7123) 

(5234)(6234)  (5341)(6341) (5412)(6412)  (5123)(6123) 1 

ha tehát még tekintetbe vesszük, hogy a (v) alatti determináns értéke: (l234)1ö, akkor a kérdéses má odfokú 
felület egyenletét még így is írhatjuk: 



F12a4,i;s1(1234)3= (0234)2 (0341)2 (ü4J 2)
2 ( ~)

 

\ 

(6234 )(7234) (6341)(7341) (G-t 12)(7-U2) (6123)(7123) _ 
(5234)(7234) (5341)(7341) (5412)(7412) (5123)(7123) - o .... (

4
) 

(5234)(6234) (5341 )(6:341) (54] 2)(6412) (5123)(6123) 

9. s. A má odfohí felül t meghatározása egy pontból, egy co11jiigcílt pentaéúerúül é egy ~ ' lt , ől . 

22. Legyenek :r
0
, y
0
, z
9
, p
9 
az adott pont coorclinátái, a 678 három zög e úc ainak coOTdinátái peclig 

x
6

, •••• ; x
7
, .... ; x

8
, .... ; végre az 12345 penta' cl r (térbeli öt zög) csúcsainak coorclinátái : x1, y1, z1, p1; .... 

x
6
, y
6
, z
6
, p
5
, akkor a (k) alatti má l  felület a  9 ponton a t ő feltétel mellett megy át : 

a ~ + a
22
y; + a33z; + ci44p: + 2ct12X9y9 + 2a13x9z9 + 2a14 •9p9 + 2ri23y0zo + 2a24Y0Po + 2a34Z9p9 =o · · · · • . · · · (1) 

ugyane felület pedig a 678 háromszöghöz és az 12345 pentaéclerhez a t ő feltételek mellett conjugált: 

a11X1Xs +a22Y1Ys +a33Z1Zs + aup1Ps + a12(X1Ys + x8y1) + a13(x1z8 +xsz1)+ au(X1Ps +xap1) + a23(y1zs + Ysz1) ! 
+a24(y1pa+.11sP1)+ash1Pa+zap1)=0 .. (2) 

ct11X5Xs+ .......•............ +a12(xGys+xsy6)+ ..................................... =o 
a
11
x
6
x
7
+ .................... +a

12
(x
6
y7+x7y6)+ ..................................... =o 

a11X1Xa + a22Y1Ya+ ctaaz1za+auP1Pa + a12(X1Ya + x3yS+ri13(::i\za + x3z1) + au(Xipa + X3p1) +a2a(y1za+Yaz1) 
+a24(y1pa+YaP1)+aaiz1pa+zap1) =o 

Ct11X2X4 + • • • · • • • . • • • • • . • • · . • · + et12(X2y4 + x4y2) +  . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . , . , ............ . =O 
a
11
x
3
x
5
+ .................... +a12(x3y5+x6y3)+ .................................... =o 

ct11X4X1 + ...........•........ +a12(x4y1 +x1y<1c)+ .....•............................... =o 
~ ltn X2X5 + ••.................. + a12( X2Ys + X5y2) +  . . . . . . . . • . . . • . . . . . . . .  . • . . .  . ......... = 0 

.. (3) 



~ H a tehát a (k),  (1), (2) és (3) alatti l t ől az a-kat elimináljuk, a kiküszöbölési dő a kö-
c:i 

!=' t ő jelölés használata mellett : 

x2 y2 z2 

~ y; • Z9 
X7Xs .1/7.1/S Z 7Zg 

X6X8 

XsX1 

X1X3 

X2X4 

X3X5 

X4X1 

X5X2 

...... 

p2 
p; 
P1Ps 

2x y 

2x9y9 

X1Ys+XsJj7 

XsYs+XsYs 

.TGY1+X1Y6 

X1Ya+XaY1 

X2y4+X4y2 

X3y5+X5y3 

x4y1 +x1y4 

X5.1f2+X2Yo 

2yz 
2y9Z9 

= ,,~.5'~  ................... ((J) 

2yp 

2719p9 

Y1Ps+YsP1 

2zp 

2z9p9 
Z7ps+zsp; 

!Xl eY. lesz: 
"' ~ ,;~.;, , · · · · · · ......... ( 4) 

mely a kérdésben forgó másodfokú felület egyenletét fejezi ki. 

"" 23. A  ( 4) alatti felületnek az egyenletét más  alakban nyerjük, ha a benne lő d l  determinánst 
átalakítjuk, mi olyképen történik, hogy a (~) alatti determinánst az (x) alattival sokszorozzuk. A sokszorozás 
eredménye a t ő : 

„ 



1 

(0512)2 (0123)2 (0234)2 (0345)2 (0451)2 0 

(9512)2 (9123)2 (9234)2 (9345)2 (9451)2 • 

1 

(7512)(8512) (7123)(8123) 7234)(8234) (7345)(8345) (7451)(8451) . 

(6512)(8512) (6123)(8123) (6234)(8234) (6345)(8345) (6451)(8451)  . 

0 0 0 0 

• (6512)(7512) (6123((7123) (6234)(7234) (6345)(7345) (6451)(7451)  . 

1 

0 0 0 0 0 0 0 0 - (1245)(2345) 0 
0 0 0 0 0-(1235)(1345) 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 -(1234)(1245) 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 (2345)(1235) 0 0 

0 0 0 . u 0 () 0 0 0 (1234)(1345) 

= (2345)2 (1345)2 (1245)2 (1235)2 (1234)2• 

(0512)2 (0123)2 (0234)2 

(9512)2 (9123)2 (9234)2 

1 (7512)(8512) (7123)(8123) (7234)(8234) 

1 

(6512)(8512)  (6123)(8123) (6234)(8234) 

(6512)(7512) (6123)(7123) (6234)(7234) 

(0345)2 (04pl )2 1 

(9345)2 (9451)2 

(7345)(8345) (7451)(8451) 1 

(6345)(8345) (6451)(8451) 1 

(6345)(7345) (6451)(7451) l 
és így  még az (x) alatti determináns értékét  tekintetbe véve, találjuk: 

. ~ •• ,.„ (2345)(1345)(1245)(1235)(1234) = 
- , (0512)2 (0123)2 (0234)2 (0345)2 (0451)2 

(9512)2 (9123)2 (il234)2 (9345)2 (9451)2 

(7512)(8512) (7123)(8123) (7234)(8234)  (7345)(8345) (7451)(8451) = o ... (5) 
(6512)(8512) (6123)(8123) (6234)(8234) (6345)(8345) (6451)(8451) 

(6512)(7512) (6123)(7123) (6234)(7234) (6345)(7345) (6451)(7451) 
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mely a  9 ponton t ő és az 12345 pentaéderhez, valamint 

a 678 háromszöghöz conjugált másodfokú felület egyenlete. 

10. §. A kúpszelet meghatcfrozcísa ci conjugált ötszögböl. 

24. Legyenek az 12345 sík ötszög csúcsainak coordinátái 

x1, y1, z1 ; . . .... x5, y5, z5, akkor a (g) alatti kúpszelet a neve-
zett ötszöghöz a t ő feltételek mellett conjugált: 

l111X1X3 +a22Y1Ya+ lt33Z1Z3 + a12(X1Ya + X3y1) + Cl13(X1Z3 

+xaz1)+a23(y1za+yaz1)=0 

aux2x4 +a22Y2.lf4 +aaaZ2Z4 +a12(x2y4 +x4y2) +arn(x2z4 

+x4z2)+a2a(Y2Z4 + y4z2)=0 
a11X3X5 +a22YaYs +a33Z3Z5 + a12(xay5 +xoya) + a1a(XaZ5 

+x5za)+a2a(yaz5+y5za)=o 

Cl11X4X1 +a22.Y4Yl +a33Z4Z1 +a12(X4Y1 + x1y4)+a1s(X4Z1 
+x1z4)+cc23(y4z1 +y1z4)=0 

a11X5X2 +a22YöY2 +-aaaz5z2+a12(x5y2 +x2y5)+a1a(X5Z2 

+x2z5)+a2a(y5z2+y2z5)=0 J 

.  . (1) 

és ezért az 12345 conjugált t ől meghatározott kúpsze-

let egyenletét nyerjük, ha a (g) és (1) alatti l t ől az 
a mennyiségeket kiküszöböljük. A . kiküszöbölési lő a kö-

t ő jelölés használata mellett: 

1 

x2 x 2 z2 2xy 2xz 2yz \ 

X1Xa Y1Ya z1za X1Ya+Xa!J1 X1za+xaz1 Y1za+yaz1 
1
\ X2X4 Y2!J4 ZzZ4 Xz!J4 + X4Y2 X2z4 + X4Z2 Y2Z4 + YiZ2 _ K (·) 

+ 
- 12345 i' 

1 X3X5 Ya.1/5 Z3Z5 X3!f5+XsYa X3z5+X5Z3 .YaZ5 y5za 

\ X4X1 Y4Yt Z4Z1 X4!f1 +x1y4 X4Z1 +x1z4 y4z1 +y1z4 

X2X5 'l/2.1/5 Z·1Z5 X2?f5 + X5.lf2 X2Z5 + X5Z2 Y2Z5 + .1J5Z2 1 

ez lesz K12345 = o ........... (2) 

mely a kérdéses kúpszeletnek az egyenlete. 
25. A (2) alatti kúpszelet egyenletének még más alakot 

is adhatunk, melyet nem csak sajátságosnak, hanem l ő

nek is mondhatunk. A nevezett czél elérésére a (p) alatti de-
termináns átalakítása szükségeltetik. 

Ha lő  a p) p1) p2) p8, p4) p5 niennyiségek alatt 
egészen t t ől  mennyiségeket értünk, akkor a (y) alatti 
determinánst a t ő tizedfokú determináns alakjában 
írhatjuk: 

3·;;. 



x2 y2 ~  „ pi 2xy 2.rz 2:rp 2.IJZ 2yp 2zp 
.C1X3 y1y3 Z1Z3 p1p3 .r1ya+xay1 X1z3+XaZ1 X1fa+:rap1 Y1z3+.1Ja?é1 JJ1Pa+YaP1 z·1pa+zap1 
X2X4 !/2Y4 Z2Z4 P2P4 '1'2.lf4+X.tY2 X2z4+X4Z2 X2p4+X.iP2 .lf2Z4+y4z2 Y2P4 + .'/.iP2 ~: ~ :i4 ~ 

X3X5 yayr, Z3Zr; J?3p5 .f'3!f5+X;,y3 X3Z5+X5Z3 X3pr.+X;,p3 .1J3D5+yr,z3 .l/al's + Jjr,pa Z3p5+.o5p3 
X4X1 Y4Y1 ?;4Z1 J?4p1 X4Jjt +x1!f4 X4Z1 +x1Z4 X4p1 +.1'1p4 Jf4Z1 +.1f1Z4 .'/4P1 +y1p4 ,;.,_p1 +.<=1P-1 

X5X2 y5y2 '.';5Z2 pr;p2 x5y2+x2y;; Xn82+X2Z5 x:-,p2+x2p;, !Jrh+y2zr. Yr.P2+Y2Jh. ~;5  + ?.:2pr, 

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

'° 0 0 0 0 0 0 () 0 0 1 ;<; 
~ 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ..., 
I>< (\ ezt az (x) alatti detcrminánssal okszorozva, a ok zorozás eredménye a t ő lesr.: ~ 
-<: 

(0512)2 (0123)2 (o:rn4)2 (0345)2 (0451)2 > z 
0 

0 0 0 0 0 0 0 0 -(1245)(2345) 0 ::i: 

0 0 0 0 0 -(1235)(1345) 0 0 0 0 
1) 0 0 1) 0 0-(1234)(1245) 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 (2345)(1235) 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 (1234 )(1345) 

~ ; 5  ~ :  23 
\: 
\o234rrz34 ~ 4 4-5 :;,,.51rr451 

l/512:-l'r,12 1/J237t123 l/2347t234- l/341;:'r345 ~/< ,5 :45  

sri127tri12 s12arr12a s2a477'2a.,_ sa4;;7!' 345 1;4517!:451 

~ • ~:  
""' 

rr !112 IT ~-  :t ~ 'l - ~l 
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=-(2345)2(1345)2• (0512)2 (0123)2 (0234)2 (0345)2 (0451)2 

.(1245)2(123 5)2. Ss12n-ó12 ;123rrrn1 S234rr2a4 S345n"345 Sm :t451 

.(1234)2 11512rró12 IJi23rr123 l/234'7T 234 l/345rr345 l/451rr451 

S512 7T512 S123n'123 S234n'234 S345n'345 S451n'451 

vagy ha még az (x) alatti determináns értékére :figyelünk, akkor 
találjuk, hogy 

a miért 

-K12345 (2345)(1345)(1245)(1235)(1234) 

(0512)2 (0123)2 (0234)2 (0345)2 (0451)2 

S512n'512 S123n'123 S234?l'.234 ;345?r345 S451?r451 

1/s12n'512 IJi23l'T123 lfo34n'234 l/345n'345 l/451?r451 l • • · • (3) 

S512n'512 S123n'123 S234l'T234 S345n'345 S451?r451 

a (2) alatti kúpszeletnek az egyenletét még így is 
írhatjuk: 

1 (0512)2 ( )~ (0234)2 (0345)2 (~5 )  
1 -7T 512 . n-123 rr234 :Z:345 n'451 

1 S512 
:e 

;234 
:e :e l=o .. (4) 1 

• 5123 ':1345 5451 

l/512 1/i23 1/234 l/345 l/451 

s512 s12a S234 ~ 45 ~45  

1 ?r512 :T123 rr234 rr345 rr 451 

Ezen egyenlet mértani magyarázata miatt szem lőtt kell 

tartanunk, hogy x y z alatt a sík valamely pontjának homogén 

viszonycoorclinátáit értjük, úgy, hogy azon pont orthogonál 

coordinátái ~' Y ; a t t ől  p mennyiségnek pedig oly 
z z (  ) mértani jelentést tulajdoníthatunk, hogy .1!__ az ~' J!. pon-

z z  z 
ton t ő és annak síkjára ől  álló egyenesben bár-

mely pontnak coorclinátáját jelenti. Igy tehát a sík 12345 
pontjainak l lől  végtelen sokféleképen vehetünk fel öt 

pontot a térben, melyet ugyanazen számokkal jelölve, szintén 

l  2 3 4 5 lesz és ezeknek orthogonál vetületei az( x , JJ ) sík-

ban a sík adott öt pontja. z z 

Ha tehát a sík adott ötszögének l lől  egy térbeli 

ötszögöt veszünk fel, mely csak azon feltételnek van al ~ t , 

hogy a sík-ötszög a térbeli ötszögnek vetülete, akkor a 

(0512)=0 (0123)=0, (0234)=0, (0345)=0 (0451)=0 ... (5) 
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síkok egyenletei az 1 2 3 4 5 térbeli ötszögben a szügsíkok 

egyenletei és az 12345 síkszöghöz conjugált kúp zelet egyen-
lete olykéut v<t11 compouálva az (5) alatti ík-egyenletek l ő 

tagjaiból, amint azt a (4) alatti egyenlet mutatja. 

11. §. Az lő i felcidatoknak nie,qfelelö 1·eciprokcílis feladatok. 

27. Az lő  megoldott feladatok közül azok, melyek a 

kúpszelet meghatározására vonatkoznak, az 1, 2, 3, 4 é 10. §§-han 

tárgyaltattak, a nékiök l lő reciprokális feladatok a kö-

t ő : 

a) A. kúpszelet meghatározása a conjugált három-oldal-
ból és két i tő ől. 

b) A. kúpszelet meghatiLrozása a conjugált négy oldalból 
és három i tő ől. 

e) A. kúpszelet meghatározása egy conjugált három ol-
dalból és egy conjugált négy-oldalból. 

d) A. kúpszelet meghatározása két conjugált négy oldal-
ból és egy i tő ől. 

e) A. kúpszelet meghatározása a couj ugál t ötoldalbó1 
(Fünfseit). Ezeknek megoldásait 

1. 2. 3. és 4. §§. 
_.._ .--._.. _....._ --

a ........ (3),(5) (3),(5) (3),(5),(7) ( 4),(6),(7) alatti egyen-
letek adják, ha azokban Xk J/k Zk alatt a (k) egyenesnek vonal-
coordinátáit értjük és ehhez hasonlóan a (g) alatti egyenletben 

x, y, z alatt a kúpszelet t t ől  i tő  coordinMáit. 
Ezen felvételek mellett az a) alatti feladat megoldása az 1. 

§-ban tárgyalt feladat t ől a t ő  leol-
vasandó. 

Az (1) alatti egyenletek fejezik ki, hogy a  4 és 5 

egyenesek a (g) alatti másodosztályú vonalat (ha t. i. x, y, z 
alatt vonalcoorclinátákat értünk) érintik, a (2) alatti egyenle-

tek pedig, hogy 123 három-oldalhoz conjugált a (g) alatti má-
sodosztályú vonal. A. (g) (1) és (2) alatti l t ől az a 
mennyiségeket kiküszöbölve, nyeijük a (3) alatti egyenletben 

azon másodosztályú vonal egyenletét, mely az 123 három-ol-
dalhoz conjugált és a 4 és 5 egyeneseket érinti. A (3) alatti 

egyenletnek további átalakítása vezet azután az (5) alatti 
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egyenletre, melyben a zérussal összehasonlított x y és z..ben 
lineáris polynomok a három-oldal csúcsainak egyenleteit feje-

zik ki. 

A 10. §. (2) és (4) alatti egyenletei pedig az e) alatti fel-

adatra vonatkoznak, ha a (2) alatti egyenletben x,' y, z alatt 
vonalcoordinátákat, a (4) alatti egyenletben x, y; z, p alatt 
íkcoordinátákat értünk. 

28. Az 5. 6.  7. 8. 9. §§-ban a másodfokú felületekre vo-

natkozó feladatoknak reciprokális feladatai a t ő  : 

a) A másodfokú felület meghatározása a conjugált tetra-

d ől és három érintösíkból. . 

b) A másodfokú felület meghatározása a conjugált penta-

d ől és négy i tő l. 

e) A másodfokú felület meghatározása a conjugált há_ 
ől és hat i tő l. 

d) A másodfokú felület meghatározása a conjugált hft. 

rom ől, és t t a d ől. 

e) A másodfokú felület meghatározása a conjugált há-

rom ől ta l ől és egy i tő l. 

Az lő  említett §§-ban a t ő egyenletek: 

(3),(5); (3),(4); (3),(5); (3),(4); (3),(5) 
fejtik meg ezen feladatokat, ha a (k) alatti egyenletben X; y, z; p 
síkcoordinátákat, valamint Xi, y;, z;, p; egy adott i-sík coordi-
nátáit jelentik. 

Budapesten, 1880. július hónapban. 
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10 kr. 
II. S eh u 1hofLipót.Az1871.II.sz.Üstökös deiinit1v pályaszámitása.10 kr. 
III. Szily Kálmán . .A. ő elmélet második i t l , levezetve az l ő lll 

10 kr. 
IV. K o n  k  o 1 y Miklós. Csillagászati megfigyeléseim 1874 és 1875-ben. 50 kr. 
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v. Ii. o n  k  o 1 y Mikl6s. Napfoltok megfigyelése az ó-gyallai csillagdában 
40 kr. 

VI. Huny ad i ő. A kúpszeleten ő hat pont feltételi egyenleténék 
l ő alakjairól .  . 20 kr. 

VII. Réthy Mór . .A: három méretü homogén tér (u. n. nem euklidikus) siktan. 
trigonometriája. 20 kr. 

VIII. Réthy Mór. A propeller és peripeller felületek elméletéhez. 30 kr. 
IX. Fest Vilmos. Temesi Reitter Ferencz emléke ío kr. 

Ötödik kötet. 
I. Kondor·Gusztáv.ErnlékbeszédNagyKárolyr.tagfelee. 10 kr. 
II. Kenessey Albert. Adatok foly6ink vízrajzi ismeretéhez . 20 kr. 
III. Dr. Hoitsy Pá 1. Csillag-észlelés a kelet-ny11got vonalban (egy szám-

táblával.) 30 kr. 
IV. Huny ad y ő. A kúpszeleten ő hat pont feltételi egyenletének 

l ő alakjairól. (Folytatás a IV. kötetben ugyane czim alatt meg-
jelent értekezésnek.) .  .  . • .  . . • 10 kr. 

V. Huny ad y ő. Apollonius feladáta a gömbfelületen . 10 h. 
VI. Dr. Gruber Lajos. 2417 C:rnsiopeiae ttő  csillag mozgásnról • 10 kr. 
VII. Martin Lajos. A változtatási hánylat alkalmazása a propeller-fölü'et 

egyenletének lefejtésére. • 20 kr. 
VIII. Konkoly Miklós. A teljes holdfogyatkozás 1877. február 27-én és 

az 1877. (Borelli) I. számu üstökös színképének m egfigyelése az ó-gyallai 
csillagdán. • . 10 kr. 

IX. K o n  k o 1 y Miklós. A napfoltok s  a nap fell\letének kinézése 1876-b•m 
(három képtáblával.) 40 kr. 

X. K o n k  o 1 y Miklós. 160 álló csillag színképe. Megfigyeltetett az 
ó-gyallai "·•illagdán 1876·ban 20 kr. 

Hatodik kötet. 
I. K o n k  o 1 y Miklós. Hulló csillagok megfigyelése a magyar korona 
területén. I. rész. 1871-187(1. Ára . 20 kr. 

II. K  o n k  o 1 y Miklós. Hulló esi l lagok megfigyelése a magyar korona 
területé11. n. rész. 1874-1876. Ára 20 kr. 

III. Az 1874. V. (Borelly-féle) Üstökös dennitiv pályaszámitása. Közlik dr. 
G r  u be r  L aj o s és K  u r  1 a n de r  I  g n  á ez kir. observatorok. 10 kr. 

IV. S eh e n z 1 Guido. Lehajlás meghatározások Budapesten és MagyÚ-
ország délkeleti részében. 20 kr. 

V. Gruber Lajos. A november-liavi hullócsillagokról . 20 kr. 
VI. K  o n  k  o 1 y Miklós. Hulló csillagok megfigyelése a magyar korona terü-
letén 1877-ik évben. III. Rész. Ára .  .  .  .  .  .  .  . 20 kr. 

VII. K  o  n  k  o 1 y M i  k  1 ó s. A napfoltok és a napfelületének kinézése 
1877-ben. Ára .  .  .  .  .  . ~ .  . 20 kr'. 

VIII. Konkoly Mik 1 ó s. Mercur átvonulása a nap ell5tt. Megfigyeltetett az 
ó-gyallai csillagdán 1878. május 6-án 10 kr. 

Hetedik kötet. 
1. K  o n  k o 1 y Miklós. Mars feli;Uetének megfigyelése az ó-gyallai csillag-
dán az 1877-iki oppositíó után) Egy táblával. . . 10 kr. 

II. K  o n k o 1 y Miklós. Alló csillagok színképének mappirozása. 10 kr. 
Ill. K  o n k  o 1 y Miklós. Hnl]ócsillagok megfigyelése a magyar korona 
területén 1878-ban. IV. rész. Ar'1. 10 kr. 

IV. K  o n  k o 1 y M i k 1 ó s. A nap fefületének megfigyelése 187 8-bHn az 
ó-gyallai csillagdán. 1 O kr. 

VI. Huny ad y ő. A Möbius-féle kritériumokról a kúpszeletek elmé-
letében . 10 kr. 

VII. K  o n  k o 1 y Mik 1 ó s. Spectroscopicus megfigyelések az ó-gyallai csil-
Jagvizsgálón 1 O kr. 

VIII. Dr. Wein e k László. Az instrumentális fényhajlás szerepe egy 
Vénus-átvonulás photographiai felvételénél 20 kr. 

Budapest, 1880. Az A t h e  n  a  e u m r. tars. köuyvnyomd<\ja. 
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