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A Bólyai-féle al gorithmus. 

Nevezzük így Bólyai Farkas által Tentamenjának s  

kötetében a 412., 413. és 414. oldalokon s  tárgyalt 

kifejezést, mely az xm=a + x egyenletben gyökeredzik. Ez 
m 

 folyólag x= -V ;+x. A jobb-oldali x-et szakadat-
lanúl a teljes jobb-oldallal váltva fel, jutunk Bólyaival algo-
rithmusához, a mi tehát nem egyéb, mint végetlen gyökláncz. 
Sem Bólyainál, sem egyebütt nincsenek kutatva azon föltéte-

lek, melyek alatt ez algorithmus valóban gyöke az egyenlet-
nek,  származik. Dr. König Gyula úr tett figyelmessé 
e körülményre s az itt  eme hézag némi pótlá-
sát czélozzák. 

A tárgyalás egyszerüsítése végett az 
1. xm=a+bx 

általánosabb alakú  indulok ki, és noha az elértem 

eredmények némelyei más esetekben is érvényesek, hogy bizo-
nyos tekintetben kikerekített egészet képezzenek, már 
sen fölteszem, hogy m positiv egész szám és a) b reális véges 
mennyiségek. Irjuk 

m m 

2. X2= ~ 

Nyilvánvalólag, x00=x) ha 

3. (xk+1) = (xk) 
k=::t) k=:x>' 

és csakis ekkor. Mondjuk az e föltételnek eleget   

hogy összetartó. 

I. Minthogy az 1. egyenlet minden gyöke véges, az össze-
iartáshoz okvetetlenül szükséges, hogy az algorithmus értéke 

véges legyen. Erre nézve állítom, hogy m> 1 miatt az algo-
ritlimus értéke mindig véges. 
ll, T. AK, i;RTEK. A MATH, TUD, KÖRli:IlÖL. 188 l. VIII. K. 3. SZ. l 'i< 
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Bizonyítás. Tegyük fel, hogy a és b positiv, és hogy min-

denkor a positiv reális gyök  számításba, vagyis hogy min-

den egyes gyökjel 0 argume)ltumra lesz vonatkoztatva. Ha p 

reális positiv szám és elég nagy arra, hogy 

legyen, ha továbbá 

m m m 

z1=Ya+bp, z2=Ya+bz1, z3=Y;+bz2, ••• 

teszszük, úgy p>z1 miatt, z1 >z2, e miatt z2>z3, e miatt 
z3>z4 s i. t . .Azonban xk<zk, és ha a, b és a gyökök 

ségének megszorítását  ~  irunk xk helyett, xk> 

mocl. ~  

II. Azon esetek, melyekben a (tulajdonképen hátulról 

 kiszámítandó) gyökláncz bármelyik gyökvonásnál 

imaginárissá válik, kizárják használhatóságát. Ez eseteket már 

csak ezért is  A többit így osztályozom: 

1. a positiv, b positiv, 
m 

2. a positiv, b negativ, a> mod bY a., 

3. a positiv, b negativ, a< mocl bV a, l 
4. a negativ, b positiv, 

5. a negativ, b negativ, 

m 

páratlan . 
.....___ 

Hozzáteszem még, hogy az 1. és 2. alatti esetekben, 

akkor is,  m páros, minden gyökjel 0 argumentumra 

lesz vonatkoztatva. Ha ugyanis páros m-nél a gyökjeleket 0 
helyett mn argumentumra vonatkoztatjuk, ez annyi, mint b 
és az egész kifejezés   változtatva, a gyök-

jeleket 0 argumentumra vonatkoztatni, odaértve, hogy ez egy-

álta,lán lehetséges,  esetben feltevésünknek, hogy t. i. 

a kifejezés minden pontjában reális, vége szakad. 

Fontoljuk meg tovlibbá, hogy, ha m páratlan, 

xk f(a,b) téve,f(-a,b) =-f(a,b). Ennek következtében 
a 4. és 5. alatti esetek nem tartalmaznak újat. 
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)II. A  tételeket fogom megállapítani: 

az 1. alatti esetben az algorithmus összetartó, 

a 2. alattiban, ha valamely, különben s s véges 
k mellett mx2k'"-' > - b) 

tehát 

a 3. alatti esetben ucm összetartó. 

1. Irjuk 

Ha p reális positiv szám, 

4. 
111 11 
-v--< 1 + ---. 1+p ni 

Ennek folytán 
Dl 

(a·2= ~  < X1 +Voi 

m m 

(.:ra= -V a+ bx2)-< -V a+ b:r1 + bt:o 
és igy 4. 

tehát 
m m 

(x4='= V a+bxa) < -V a_+_ b_x-2+-bv0v1 
és így 4. 

Folytatólag találjuk, hogy 

Xk tl < Xk + Vo'V1 V2 • • • Vk-1• 

Behelyezve ide a v értékeket, ~  téve és kissé más 

rendezést eszközölve, lesz 

Másrészt pedig 

Xk+1--Xk >o. 
Világos, hogy (xk+1-Xk )k=oo =o. 
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2. Irjuk b=-b', s fontoljuk meg  hogy 

a>l/x1 miatt még inkább 

a>b'x2, a>b'x3, •••• 

N yil vánvalólag 
m m 

o<Va-b';-; < -Va, 

azaz 

Ennek alapján 

azaz 

Ennek alapján 
m m m 

-v------a-b'x1 < -V a-b'x3 < Y a-b'x2, 
azaz 

Igy haladva, ezen hármas s  sorozathoz 

jutunk: 

1 
x1>xs>x5> .. · 

5. x2<x4<x6< .. . 
x1>x2<xa>x4<x5>x6< ... . 

Vezessük be a  rövidítéseket: 

A 4. alatti s  folytán 

m 

(X1 = -v ~ +b'x1) <x2+X1tl·1, 

tehát 
m m 

(x3= -V a-b'x2) < -Va-b'x1 +b'x1ii1 
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és így 4. 

tehát 
m m 

(x
3
= Y a-b'x2) < y·a----b-, x_

3
_+_b-'x_

1
_u_
1
; 

és így 4. 

tehát 
m m 

(x5= Ya-b'x4) < ~  

és így 4. 

Ekként folytatva találjuk, hogy 

{ 

X2k-1-X2k < X1(U1U3 • • 0U2k-3):U2k-1J 
X2k+1-X2k < X1(U1U3 • • • U2k-1)-. 

7 

A jobb-oldalok /c-nak növekedtével o végértékhez fognak 
közeledni, ha valamely véges h mellett 

b'x2h 
--b, - < m. 
a-X2h-1 

Ugyanis a 

b'x2h b' l-m 
, = X2h 

a-bx21i-1 

iclentÍtás alapján ezen föltétel így is formulázható: 

b' 
- <x211m-l, 
m 

Ámde  folyólag még inkább 
b' . b' 
- <x2(11+1) m-i, - <X2(h+2) m-1, 
m m 

Minthogy továbbá 5. 

X2k-1-X2k >o,. 
bizonyos, hogy ha a mondott föltételnek elég van téve, 

(xk+1)k=oo=(xk )k=«>· 

Hogy vajjon áll-e ez tágabb föltétel alatt is, az további 

kutatást igényelne. 
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· 3. Nyilvánvalólag 
m 

x1 = ~ s  

m m 

x
2
= Ya-b'x

1 
~  

m 

m  _ ___ \/--m ___ positiv, 
xa= Va-b'x2= a+b'Yb'xi-a 

továbbá, minthogy a<b'x1 miatt még inkább a<b'x3, 

m m 

x4 = Y ~~  negativ, 

m 

m - - - \/ m ---positiv, 
Xs= Ya-b'x4= a+b'Jlb'x8-a 

minthogy a<b'x1 miatt még inkább a<b'x5, 

m m 

x6=Va-b'x5 ~  

m 

m __ \j m ___ positiv, 
x7 = Ya-b'x6= \ ci+b'}ib'x5-a 

s igy t. Felváltva positiv és negativ értékek következnek. E sze-

rint csak úgy s  összetartás, ha az értékek o vég-
határ felé közelednének. Ez azonban nem történhetik, mert, 

mint már látók, inkább, mint a< b'x1 áll, hogy 

a< b'x2k-l· 
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