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’ K’URZER GRUNDRISS EINES VERSUCHS - °

Dic Arithmetik, durch zvekmiissig constru~

irte' Begriffe, von ecingebildeten und un-
‘endlich-kfeinen. Grissen gereinigt, an-

schauhch und log:sch-streng darznstellen.

H.

ln ﬁer Goomezrw, die Begriffe der gera—»v
~dcn::Linie,: der Ebene ; des Winkels allge- -
méin ;- der winkellosen Formen, und de¢ -
~IK¢rummen, der verschiedenen Arten der,
. Gleichheit u. d. gl. nicht nur scharf zu be-

--sstimmen; -sondern auch ihr Seyn im Baume
" zu bewsisen: und da die Frage, o0 swey
- won der dritten gesclmttlene Geraden, wenn

die summe der inneren Winkel nicht =2R,
sich  schnetden oder nicht* niemand auf der

 Erde ohne ein Axiom (wie Euclid das XI)
- aufzustellen, beantworten wigd ; die davon

unabhiingige Geometrie abzusondern; und
eine -anf die Ja- Anwort, andere auf das
Nein 80 zZu bauen, dass die Formeln der
. letzten, auf einen Wink auch in der ersten
gultlg seyen. .

Nach einem lateinischen Wcrke von

$829. M. Vasiarhely , und eben daselbst ge-
druckten nngnschen. ;

A

" MAROS VASARHELY 1851.



‘veviw

NEWTON sagt:

Multiplicatio aptioris vocabuli defectu dici
solet, quaerendo novam quantitatem in ea
quacunque ratione ad multiplicandum, quam ha-
bet multiplicator ad unitatem. Neque tantum
fit per abstractas, sed etiam per concretas quan-
titates, ut per lineas, superficies, pondera, mo-
tum localem etc. quatenus haecad aliquam sui
generis notam quantitatem, tanquam unitatem
relatae, rationes numerorum exprimere possunt
et vices supplere. Quemadmodnm si quantitas
A multiplicanda sit per lineam 12 pedum, po-
sito quod linea bipedalis sit unitas; produce-
tur per istam multiplicationem 64; quum 64 sit
in ea ratione ad 4, quam habet linea 12 pe-
dum ad unitatem bipedalem.

Atque ita si duas quasvis lineas per se
multiplicare oportet: producetur linea, quam

.Geometria posita unitate rite exhibet . . .

Mos quidem obtinuit, ut genesis seu de-
scriptio superficiei per lineam super alia linea
ad rectos angulos metam, dicatur multiplicatio
istarum linearum; quamvis linea utcunque mul-
tiplicata non possit evadere superficies; adeo-
que haec superficiei e lineis generatio longe
alia sit a multiplicatione: at non alius sensus
est, quam quod productum e duabus lineis eam
ad linearem wunitatem habeat rationem, quam
superficies dicta ad superficialem unitatem , si
pro hac quadratum, cujus latns unitas linearis
est accipiatur . . . Idem ad productum e tri-
bus lineis applicatur . . .
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I. So klar und bestimmt auch diese Wor-
te des grossen Mannes waren: demungeachtet
nahmen viele aus der gemeinen Sprache den
Sinn mitnehmende Worter zu Fiihrern der Wis-
senschaft, gaben ihr Vorrecht der freyen Con-
struction, Begriffen bescl¥inkter Sphiire zu Prei-
se; und um nicht zu sagen linic—mal Lirmie,
und die Division bles theilen zu lassen, weil
der Piobel 2 mal 3 mal nimmt, und in zveye dreye
theilt, scheuten keine Kiinsteleyen, bis zu ei-
nem sonderbaren Gaukelspiele, wo unmigliche
. mit unmoglichen gepanrt reelles gebihren, zu.
cinem griosseren Wunder, als aus Nichts et-
was zu schaffen. _

Die Mathematik miisste sich solcher Wun-
der schiimen: alles was sie behandelt, soll re-
ell anschaulich seyn; und die Operationen
sollen so construirt werden, dass alle die Wun-
der natiirlich geschehen. Das wiire ein Wun-
der: dass auf solchen Griinden, Pfeiler theils aus
unmdiglichen Stiicken, theils ohne vereinigende
Kraft allumfassender legriffe, zwar mit allen
Ordnungen des Unendlich-kleinen geziert, den
in die Himmels-hGhen steigenden Tempel tragen;
welcher den seinigen gegen die dussere Stiirme
Zufiuclit bietet, des Wetters manche Blitze ab=
leitet; und zeigt die Erde dem Wanderer der
Ewigkeit, als einen bald zuriichbleibenden
kothigen Fleck, auf dem hciligen Wege zur
Urgnelle der Wahrheit, und der alles zu Eins
schaffenden Liele. .

II. Newtons Worten gemiis, soll fiir alle
homogene Grissen eine Einheit gedacht” wer-
den: woraus auch ferner mannigfaltiger Vor-
theil entspringt; und sonst manche Ungercimte
heiten entstehen: . B.

1. Wenn der Multlplxcatg.rB einer lee a

1
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nur absract (z.5. 2 drittel) seyn soll: das Pro-
duct wird Linie seyn, wie der Multiplicand.
Was ist denn der andere Factor? ist es blos
ein Zeiger? oder wovon ist es 2 drittel? ganz
abstract hat auch 2:3 keinen allgemeinen sinn;
denn 2 ist dann von jeden zveyen abstrahirt,
und es list sich davon nur das behaupten, was
jedem zukimt: 2 Puncte aber lassen sich durch
3 nicht theilen.

Eigentlich soll man, wenn vem allgemei.
nen gesprochen wird, immer von den darun-
ter begriffenen eines denken, obwohl jedes
gedacht werden kann; man spricht nicht vom
Worte, sondern von denen die damit benannt
sind,

2. Demnach kinnte B nicht = « seyn,
wenn & eine Linie ist: folglich wiire ag Une.
sinn: obwohl von vielen gesagt wird, dass o+
a*4a® darum keinen Sinn habe; weil @ eine
Lihie, a* Fliche und &3 Korper sey. Was wird
nun a*, da der Raum nicht 4 Dimensionen
hat? und nach was fiir eincin Begriffe der Mul-
tiplication kann eine multiplicirte Linie ande-
res als Linie seyn?

3. Wenn der Multiplicator nur abstract ist:
um so mehr verschieden ist es; ob in der Divi-
sion der Multiplicator oder der Multiplicand zu
suchen sey.

4. Da viele auch zum Divisor blos ab-
stracte Zahl nehmen, und behaupten, dass blos
concrete negativ seyn' kann: so konnte kein
‘negativer Divisor seyn, -

5. Das Ubrige wird aus den folgenden er-
hellen: da es nicht versagt werden kann, Be-
- griffe zu construiren, bis zu ¢inem leichter und
anschaulicher zum Zwecke fithrenden Versuche.

§. 1. Die erste Operation ist das Fegnch-
men von dem, was irgendwo ist: und wenn
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in dem Gedanken alles bis auf etwas, und
dann auch dieses davon weggenommen wird;
so sagt man, dass Nichts bleibe, und bezeich-
net es mit 0.

§. 2. Dann folgt die Operation des Hinzu-
thuns des A zu By wovon das Resultat durch
A+ B bezeichnet werden kann. Es wird ge-
zeigt, dass wenn A oder B, 0 ist, A+ B das
andere sey; wornach 04-0=0 wird. ,

§. 3. Nun kémmt diec Operation des Zdh-
lens nach #; wenn nehmlich zuerst 0 gedacht,
und immer % hinzugethan wird: ensteht fol-
gende Reibe 0, wu, wdu, ututu...; wo
jedes Glied Zahl in Hinsicht des # genannt,
und jedes besonders bezeichnet wird; . B. Ou,
tu, 2u4, 3u..., wo die Zeichen vor », diec un-
terscheidende Zahl-namen bedeuten.,

Aus §. 2. folgt: dass wenn =0, die 0
jedes namens Zahl in Hinsicht des u=0 seyn
kann; aber wenn « nicht 0 ist, kann 0 in Hin-
sicht eines solchen # nur Zahl namens 0 seyn;
welches in Fillen der Multiplication und Di-
vision klar zum Gesuchten fiilhren wird.

§. 4. Wenn nun 4 und B, jedes ein Glied
der gesagten Reihe ist; 2.B. A=3u, B=2u
ist (wo jedes von 2 und 3, Repracsentant je-
des Zahl-namens ist): so wird 4 vom B drey
sweytel, und B vom A swey drittel genannt;
und dieses zu finden heist 4 und ‘B gegen-
seitig zu messen ; und die Operation wird Mes-
sung genannt. Wenn von A gesagt. wird, dass
¢s vom B drey sweytel sey, so wird B die
Mass, und A das Gemessenc, und wenn vom
B gesagt wird, dass es vom 4 zwey drittel
sey, so wird 4 die Mass; und B das Gemes-
sene genannt. '

§- 5. Nach ¢iner Messung folgen zweye:
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und wenn in der Zahl-reihe o statt u gesetzt,
== 3v und b=20; so kann man sagen, dass
. A mit B und & mit & gleickmdssig ( oder in
- Gleichmdssigkert) sind; oder dass A so vieltes
von B ist, wie @ von & (das Wort viel nicht
wortlich genommen). '

Anmerkung. Indessen wird dieser Begriff
der Proportion, nach der Verbindung der Quan-
titit mit der Qualitit erweitert; schon hier
ist allgemeiner folgendes: wenn 7, m Zahl-
namen bedeuten; und fir jedes A==nu wund
a=nv, scy entweder B =wmu und &s==mu, oder
B=mu+ (0<<u) und b=mv+(A<v); so sind

sy B,a b in Proportion.

§. 6. Nach zwey Messungen folgen meh-
rere: und um Grissen derselben Gattung leich-
ter zu vergleichen, und die Mass nicht immer
nennen zu diirfen; entsteht der Gedanke; fiir
Jede Gattung gewisse Mass subestimmen, und
wenn keine Mass genannt wird, z. B. unter 2
drittel, das 2 drittel von jener (Unitas Ein-
beit) zu verstehen; und dieses auch auf die
Zahl-namen auszudehnen, so dass wenn U die
Einheit wire, 2 bedeute 2U. So 2.B. venn der
Linien Einheit 2’ wire, 2 drittel bedeute (wenn
von Linie die Rede ist) 87, und 2 bedeute 4’.

§ 7. Und nun entstehen zweyerlei Mes-
sungen:. Hauptmessung, wenn etwas mit seiner
Einheit gemessen wird; und relative, wenn die
Mass genannt wird.

§. 8. Aus der Haupt-messung und der re-
lativen, entstehen die Begriffe de Multiplica-
g$ion und Division, in einer Zeile dargestellt,
wobey aber gesagte Worte nicht wortlich ge-
nommen werden,

Wenn nehmlich 3 und 2 jede Zahl-namen
varstellen , und 13w, B=2u; a=3v, b=2v,
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wo 1 die Einheit jeder Gattung bedeuten mag:
so sagt man, dass @ mit B multiplicirt & zum
Producte gebe; und wird kurz gesagt, dass B
mal @ sey b; worunter aber das verstanden
werden soll; dass é.in Hinsicht des @ gleick-
mdassig dem B sey (bey B da kéine Mass ge-
nannt wird, die Einbeit verstanden ), Es ist
der Hauptmessung gleiche relatice.

§. 9. Wenn aber aus 4 und einem von den
Factoren ¢ und B, der andere gesucht wird;
die Operation wird Division genannt: es fillt
in die Augen, dass hier 2 Fille sind; nehm-
lich in einem wirdim vorigen Beyspiele 2 drit-
tel, im anderen die relative Mass gesucht;
und auf die Frage, wie vielmal & ist h?
oder wie vieltes ist & vom a? antwortet der
erste Fall; und auf die Frage, was ist wo-
von & 2 drittel ist, oder was enthillt & 2dritt-
mal? der zweyte. Der letzte ist Theilung, ob-
wohl der gemeine Sinn auch am Theilen in 2
drittel anstist. Der erste giebt sovieltes von der
Einheit als 4 von a ist. :

Bey dem Bruche . B. 2C ist der zweyte

3
Fall; in der Proportion 4: B=a:J ist der erste.

Die Antwort wird auch auf verschiedene
Art hervorgebracht: auf die Frage, wie vielmal
so gros ist 2C als 4C? beyde C werden aus-

3 5
gestrichen, und es wird 2.5; wenn aber ge-
3.4
fragt wird, was enthilt 2C in sich 4 mal?

ot -~
N

3 b}
so mus das C bleiben, und es wird 5.2 C.
3.4
§. 10. Der Multiplicator von a, mag .Linie,_
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Gewicht, Zeit. oder was immer seyn; wenn
es von seiner Finheit ebensovicltes ist (3. B. 2
drittel ); gicbt dasselbe Product, nehmlich 2
drittel von a. Ebenso ist, wenn & durch & divi-
dirt wird, der erste Fall der Division, und je-
des kann Quotient seyn, was seiner Einheit
2 drittel ist, in sofern, dass ¢ damit multi-
plicirt, & hervorbringt: aber abgesehen von
der Gattung kommt in diesem Falle nur das
" in Betracht, wie vieltes es von seiner Einheit
ist. Im zweyten Falle aber kanna, wenn b eine
Linie ist, nur Linie seyn.

Was die Umtauschung der Factoren anbe-
trift: kommt in jedem Falle ebensovieltes von
der Einheit des Multiplicanden heraus.

Unten (§ 28 ) wo auch heterogene durch
gerade Linien vorgestellt werden: wird alles
anschaulicher. :

Nach der gleich folgenden Verbindung der
Quantitit mit der Qualitit: wird auch der Be-
griff der Multiplication und Division erweitert
(wie § 5 die Proportion).

§. 11. Wenn @ und ¢ solche Qualitiiten
sind, und die Bedingung dessen, was zu thun
‘und zum Resultate zn nehmen sey, wenn eine
von den Grissen G mit @ und g mit ¢ zu der
anderen gesetzt wird, solche ist; dassdas Re-
sultit 0 sey wenn G=-g, und wenn G> g, das
Resultat dasjenige aus G mit der Qualitit @
sey, welches (wenn die kleinere zuerst gesetzt
wiirde) nicht seyn sollte, dass 0 das Resultat
wiire: so heissen G mit Q und g mit ¢ ens-
gegon gesetzte Grissen(unter gesagter Bedingung).
Das eine wird positiv, das andere negativ ge-
nannt: und wenn G=g, wird G mit @ des g
mit ¢ Entgegengesetstes genannt.

Das Zeichen vom positiven mag ¥ und



wa YOm negativen: +a bedeute das was a, a-
ber —abedeute das entgegengesetszte von dem
was @ bedeutet; folglich kann —a auch Juseyn.,
' Beyspiele. G und g sollen Wege eines in
einer Geraden vom Puncte a derselben beweg-
ten Punctes, und @, ¢ die Richtungen der Be-
weguny (rechts, links) seyn; und zum Resul-
tate soll der Abstand des Endpunctes von q
‘genommen werden.

Die Gerade mag was immer fiir eine Lage
haben. Und ebenso kann der Abstand von einer
Geraden oder Ebene gefragt werden. .

So. sind auch Schulden und Vermigen;
und auf einen Punct in derselben Geraden ein-
ander entgegen wirkende Krifte u.d.gl. ,

Sogar jede Grosse kann, ohne eine ande-
re Qualitit, blos mit der, dass aus ihr eine
andere nach Maoglichkeit abzuziehen verlangt
werden kann, als Je, und die abzuzichende
als = angesehen werden: die Bedingung kann
fordern, dass nachdem soviel als michlich ab-
gezogen worden, zum Resultate das genommen
werde , *was bleibt, entweder aus jenem, oder
aus diesem was nicht abgezogen verden konnte,

" Es bedeute 2 soviel als s 2, und 2:3 po-
sitives 2drittel der Einheit: aber —2 bedeute
negative 2 Einheiten, ~~(2:3) negatives 2 drit-
tel der Einheit.

Aumnerkung. 1. Wenn Peter 4 Gulden im
Beutel und 8 Gulden Schulden, Paul 12 @
und 2 G Schulden haben: dass sie nichts ha-
ben, sollten Peters 4G Schulden nicht seyn,
und demPaul 10 @ im Beutel fehlen. Allcin Pa-
uls positives tilgt Peters negatives nicht: es sey
denn die Bedingung, dass beyder Vermigen zu
einem Ziele zusammengeschmolzen werde.

2. Zur Rechtfertigung.  der sehr vortheil-

2 ,



haften Anwendung der Entgegengesetzten auf
die Geometrie, mus die Bedingung auch con~
struirt. werden,

~ Es soll in ¢iner Ebene E, eine Gerade X
vor Augen seyn, und ein Punct a in ihr; fer-
ner soll in X aus a ein Punct links und ein
anderer sich rechts bewegen, und Wege des
ersten sollen # und des andern 2’ heissen.
Und es mag irgend ein 2 oder #/ seyn: von
dessen Ende sollen wieder zwey Puncte sich
in der Senkrechten auf X in E bewegen; der
vorne Weg heisse gy, der hintere ¢'. Ferner
‘mag irgend eines von y oder g’ seyn: zwey
Puncte sollen sich wieder von dessen Ende in
der Senkrechten auf E bewegen; und der obe-
re Weg heisse g, der untere 2'.

Das eine von 2 und 2z’ wird J¢, und das
andere ., , y und & werden W, y* und 2'
genommen. :

Was 2 und 2' anbetrift: es sey = o ;dass
wenn r=2"' ist (ungeachtet der Lage) zusam-
men 0 gebe, kann die Bedingung folgende
seyn, welche auch zu dem Falle dient, wenn
& nicht =2’. Die gesagte Bewegung von 2
Puncten soll durch einen einzigen verrichtet ge-
dacht werden: so dass von a angefangen zuerst
der eine Weg, wund von dessen Ende riick-
wiirts der andere beschrieben werde: der Ab-
stand des Endpunctes ist 0, wenn beyde We-
ge gleich sind; und es ist der obige Fall; auf
‘welchen auch der andere durch folgende Con-
struction redncirt wird.

Wenn irgend eines von z, ¢, %, zu irgend
einem vom 2' y' =’ unter der Bedingung ge-
setzt wiirde; dass die Bewegung der zweyen
durch eine, in X repraesentirt sey, und zwar
so; dass die Bewegung von q beginne, und z,



— 1 —

¥, 3, durch links, 2!, y*, 3" dorch rechts ge<
hende beschrieben werde; und das Resultat
auch hier der Abstand des Endpunctes von @
sey.

d Auch die Peripherie wird von einem Pun-
cte derselben von einer Seite o, und oy von
der andern genommen; zwey Puncte wie vor~
hin vom ersten angefangen miégen immer fort-
gehen: auch hier kann die Bewegung zweyer
auf die eines Punctes reducirt werden; sogar
konnen der erste Punct in a, und die Wege
in X wie vormals gedacht werden.

§. 12. Wenn a, b . . . durch Geraden vor-
gestellt werden; und @ mit cinen Ende in o
von da links in X gelegt wenn es s ist, rechts
wenn es mm ist, und von dessen Ende b in
X gelegt wird, links wenn es o, rechts wenn
€s w ist, und sofort: der Abstand des letztem
Endpunctes von a, wird die Summevon a,5..,
genannt. Und es wird bewiesen, dass die Sum-
wanden in jeder Ornung dasselbe hervorbrin-
gen; also auch wemn zuerst alle Jeve und
dann alle negative gesetzt werden. Dasselbe
wird von jeder Ordnung der Factoren in d
Multiplication bewiesen , ihre Anzahl mag be-
liebig gross seyn.

Wenn nun A4+ B=8; so kimmt der Ge-
danke, aus 8 und 4 das zu suchen, womit es
8 zur Summe hervorbringt: diese .Operation
heist Subtraction. Es ist klar, dass das gesuch-
te B—~S—A; denn A4+ S—A=S8; wovon die
Regel folgt, dass das Entgegengesetzte dec Sub-
traheuden, also der Subtrahend mit. umgein-
derten Zcichen zu S nehmlich zum sogenann-
ten Minuenden addirt werde.

§. 13. Da nun auch die Einheit sowohl 3k
als ., genommen werden kann: so entstehem

. 2 »
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Grossen mit J« 1 und Grissen mis —1 begabe;
beyde gleich reell, und die" letstcren sind,
welche man imogindre nennt.

Und nun entseht die § 5 und 10 verspro-
chene Erweiterung der Begriffe. Wenn nelime
lich einc Grisse mit der anderen gemessen
wird: so wird (um das Gemessene in Hinsicht
der Mass niher zu bestimmen) ein Messbild
aus Antworten auf 3 Fragen gestaltet: I, II,
III werden vertical geschriecben; und nach I
schreibt man, wie vieltes das .Gemessene der
Mass ist? (abgesehen von der dazu gelegten
Qualitit ) ; nach II schreibt man Ja oder Nein,
nachdem beyde o« oder beyde = sind, oder
nicht (nehmlich das eine ¥k das andere = ist);
und nach III wird Ja geschrieben, wenn bei-
de mit positiver, oder beyde mit negativer
Einheit begabt sind, und wird Nein geschrie-
ben, wenn das eine mit positiver, das andere
mit negativer Einheit begabt ist.

Nach diesem wird also dann Gleichmadissig-
keit , wenn die zwey Messbilder gleich sind.
Folglich erfordert ‘auch die Multiplication Gleich-
heit des Messbildes der relativen Messung, mnit
dein Haupt- Messbilde (nehmlich dem Messbilde
der Haupt-messung); wornach die Division so-
gleich bestimmt wird.

Anmerkung. 1.Dass auch bey Umtauschung
der Factoren (2. B.wenn beyde Geraden sind)
immer’ dasselbe Product sey; wird festgesetazt: .
dass die swey Messbilder sonst gleich, in dem etn~
sigen Falle in sofern ungleich seyn solleu; dass
wenn der Multiplicator mit negativer und die
relative Mass (nemlich der Multiplicand ) mit
positiver KEinheit begabt sind; im relativen
Messbilde soll nach II, Ja geschrieben werden,
‘wenn im Hauptmessbilde nach II, Nein steht,
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- und Nein wenn da Ja steht; Dasselbe kimmt
heraus, wenn fiir die Antwort nach Ilin die-
sem Falle -+ 1 stait —1 gedacht wird.

2. Grissen mit 41 seyen kurz recll dle
mit —1 dmagiuir, und beyde recine Gréssen
benannt. Sie sind zwar alle reell: aber im ge-
sagten Sinne konnen die gebrauchte Worter
‘bleiben.

3. Unten (§. 26) wird fiir das Messhild,
wenn auch Gemischtes da ist, Regel geveben.

§. 14. Dic Einheit kann zwar beliebig fiir
jede Gattung bestimmt werden; z. B. fir alle
Linien kann gewisse Gerade E gedacht seyn:
welche ohne ausdriichliche Erinnerung nicht
geindert werde; sogar als Fiihrerin aller von
der Hauptmesgung abhiingenden Operationen,
kann sie, selbt mitihr gleichen nicht verwech-
selt allein stehen; dass dieselbe znr Hauptmes-
sung jeder Linie, wenn diese reellist mit po-
sitiver, und wenn sie imaginir ist, mit nega-
tiver Qualitit diene; sie selbst in beyden Fil-
len reell gedacht, nehmlich sowohl diesem o« E
als diesem = E soll, wenn ihre Hauptmes-
sung erfordert wiirde, das erste zur Mass die-
nen. .
§. 15. Wenn nun zuerst alle viere in zwey
Messungen reine Gossen sind; und das Reelle
mit + das Imaginire mit = bezeichnet wird: so
entstehen folgende vier (alle Fille enthaltende)
Zeilen; die 2 ersten in. Hinsicht des o« und
=, und die 2 letzten in Hinsicht des Reellen
und Imaginiren. Jede Zeile enthilt 4 Fille;
jeder besteht aus 4 Zeichen; die 2 ersten ge-
hiren der ersten, die 2 letzteren der zweyten
Messung, und das erste gehort der Mass, das
zweyte dem Gemessenen, Es ist leiht einzu-
sehen, dass alle Fille enthalten sind.
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Es ist sichtbar: dassin jedem Falle, wenn
die mittleren Zeichen gleich oder ungleich sind,
so sind auch die iusseren gleich oder ungleich.
Aber dic 3 erste ‘Zeilen betreffen die Multi-
plication (und Division zugleich): die 2 ersten
in Hinsicht der Einheit, die dritte in Hinsicht
der Realitiit. Das erste Zeichen gehort iiberall

der Einheit, das zweyte dem Miltiplicator, das
~ dritte dem Multiplicanden , das viertedem Pro-
ducte.
1. Aus der dritten Zeile ist offenbar: dass
wenn die Factoren reell, oder beyde imaginir
sind, das Product reell sey; denn sonst wiren
die Antworte nach IIf verschieden. Aus dersel-
ben Ursache ist klar: dags wenn das vierte
dem Dividend und eines von den mittlern dem
Divisor angehirt; Reell durch Reell oder Ima-
ginir durch Imaginir dividirt ceelles gebe,
uud sonst der Quoticnt imagindr sey. ,

2. Aus der oberen Zeile ist zu sehen: dass
wenn die Einheit o« ist, das Product wenn
beyde Factoren zugleich g« oder zugleich wm-
sind, Jk sey, sonst is es w.

3 Die zweyte Zeile zeigt: dass wenn die
Einheit w ist, das Product, wenn beyde Fa«
ctoren zugleich ¢ oder beyde ™ sind, ww,
und sonst i sey, -

4. Im ersten Falle der dritten Zeile gehirt
'das zweyte Zeichen dem Multiplicator, und da
dieser reell ist, so ist die Einheit Ju . Dasselbe
gilt von folgenden Falle. Im vierten Falle ist
die Einheit negativ, wo Reelles durch Imagi-
mares dividirt imaginires giebt, und zwar ne=-

Ay
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gatiwes, wenn beyde Ju sind. Der dritte Fall
wird (§. 13. Anmerk.) in Hinsicht der Ant--
wort nach II auf 4 1 reducirt. ,

§. 16. Das Zeichen-Gesetz fiir + wnd —
folgt hieraus anschaulich: es werde zuerst die
oberste Zeile betrachtet: die zweyte wird auf
" die nehmliche Art ertwiesen.

Es sollen zuerst ¢, & beyde W oder bey-
de w seyn; so sind auch —a und —b& beyde
ws oder beyde o ; also +a. 445 sowie a. b=
4ab, und —ab wiire w« . Aber +a.(—8) ist
~—ab; denn ¢ und —& sind dann weder beyde
¥ noch beyde = , das Product ist also w ,
und 4ab wire k. '

Wenn aber +a und 45 nicht beyde J« o-
der = sind; so sind es auch —a und =& nicht;
folglich 6.6 = +ab istw , so wie —a.(=0);
und —abd wire J. Und dann sind — @ und + 4
entweder beyde o, oder beyde . ; folglich
mus — ab seyn; denn - ¢b wiire == statt o,

Eben so folgt: dass wenn die Einheit w
ist, gleiche Zeichen — und ungleiche + geben:

Dasselbe Gesetz ist bey der Division: denn
der Divisend ist 4+ oder —, und gleichfalls
der Divisor: es sind also 4 Fille leicht zu durch
sehen; 2. B. wenn die Einheit Juist, und der
Dividend 4, der Divisor — ist; mus der Quo-
‘tient — seyn, dass er mitdem Divisor, < im
Producte gebe,

Ein Sternchen vor der Grisse links oben
bedeute, dass sie mit —1 begabt ist: so istz.
B. folgendes; 46: 4 2= —*3; 4+6: —*3 =
+"3; —6:4+"2 =+ "3; —6:—*2 = —"3.Fiir
den imaginiren Dividenden sind dic 2 mittle-
re Fille in der dritten Zeile (§15).; wo die
2 erste Fille haben 41 am Anfange, und der
dritte kommt auch in Hinsicht des -1 oder
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—1 dazn, wie es am Ende von §. 15 gesagt
wird). , )

§. 17. In Hinsicht der Einheit ist auch be-
merkenswerth: dass venn etwas in Hinsicht
des & als respective Grosse z genannt wird ;
so mus die Einheit des 3 die Einheit des &
seyn. Und wenn y in Hinsfcht scines Werthes &
fiir 'z =1, als respective Grisse % genannt wird;
" die Einheit der s soll dasjenige y seyn, des-
sen Werth fiir =1 die Einheit des & ist.

Beyspiele fiir das este: jede krumme Li-
" nie ist respective Grisse in Hinsicht der Gera=-
den, welche die' Griinze der Summe der nach-
einander gelegten Sehnen ist, wie jede krums-
me Fliche in Hinsicht der Grinze der Summe
~ der nacheinander gelegten Triangel u. d. gl.

Fiir das Zweite ist die Einheit der Ge-
schwindigkeit, diejenige, mit welcher die Ein-
heit des Weges. in der Einheit der Zeit be-
schrieben wird, So die Einheit der Dichtig-
keit ist die, wo die Einheit der Masse in der
Einheit des Volumens ist.’

Man kann sogar alle Flichen als respecti-
ve Grissen betrachten, in Hinsicht der Linge
eines Rectangels wovon die Héhe Einheit der
Geraden ist; und jeden Korper in Hinsicht
der Linge eines Paralellelopipeds., wovon der
Boden Quadrat der Einheit der Geraden ist.

§. 18. Um aber die in Zahlen gegebene
Grissen behandeln zu kionnen; ¢nsteht die Auf-
gabe, die Zahlen zu bezeichnen? Wenn von 0
begonnen, jeder bis zu einer gcwissen, beson-
deres Zeichen gegeben wird, und sammt 0
und dem letzten, n Zeichen sind: der gliickliche
indische Gedanke, dass jedes um eine Stelle
links # mal soviel bedeute, brachte es auf eiue
selbst dem Archimed unbekante Art_zu stande.



§. 19, Diesem nach sey ...1118,111...

o und darunter «e:e3210-1-3-3.,}
In der unteren Reihe zeigt 1 die Stelle an, we

- in der oberen das Zeichen 1 seinen Werth
links zuerst indert; von da folgen links die
2te 3te Stellen; und auf einen Gedanken sind
beyde Reihen links und reckts ins Unend-
liche ausgedehnt; und die Glieder der unteres,
als Stellzeiger der dariiber stehenrden angesehen.
Ferner kommt der Gedanke, anstatt u-jede
beliebige Grisse & setzen zu kinnen. Und nun
da leicht bemerkt wird, daas wemn P, @
Glieder der oberen Reihe sind, wo der Werth
o iber t steht, und s.B. p das unter P
steht, % mal so gross ist wie ¢ das unter @
steht, dann P==Q@ ist: so entsteht die Fra-
ge, wie vielmal so gross der S8tellzeiger
eines Gliedes als des andern ist? Ist 5. B
der Stellzeiger des P ¢mal so gross, wm der von

Q; so wird P mit Q°, und @ mit l/P be-
zeichnet (in Hinsicht des a). Es ist P gleich-
sam ¢ mal stellzgtes Q, und @ cmal entstellig-
tes P. Es ist offenbar: dass wenn ¢ unter @,
und p unter P steht, und ¢ nicht0ist, c=p: q'

\

ist; weil (p:g).g=p ist. Ebenfalls ist Q-I’l' L
wenn p nicht 0 ist; folghch wenn von p,g -

keines O ist, ¢ c=p: g, und l/ P:P'

Z.B. Wenn p=2, und g==—5 ist: so
istder Stellz. von P, ( 2 :5) mal so gross wie
der von @, und der Stellz. von @ ist (—5:2)
mal so gros wie p:==2; denn —-5_(-—5 2) 3

Es ist also eben das, was mit ;/ P bezeich-

net wird. Wenn P=aP ist,so ist P? =1, weil

der Stellz. von 1 nehmlich 0=20.p ist; also
3
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:o . ’ -~ N
V71 = P; welches weil Pjedes bedeuten kann,
unendlich viele Werthe hat. Soist a=a! , weil

)
1.4==1; P=aor, Q=a1,und P=Q¢ ; und
ed=maa, 67*=1:a2... B :

... Unten wird noch der Begriff erweitert, wo
das Haupt der Reihe- bestindig wird, . .
§. 20. Nun is es leicht zu beweisen.
-1, Das wenn P, @ Glieder der vorigen
oberen Reibhe sind, und p unter P, und ¢
unter @ steht: so steht PQ iiber p+g: denn
-~ es is leicht 4 Fille zu durchsehen: "es sey
guerst p=2, dann —3, und ¢ zuerst3 dann—3,
2. Wenn #—v1; 80 ist «* =—v9; denn es
sind auch hier 4 Fille leicht durch zusehen; es sey
¢ zuerst 2 dann —2, und s zuerst 3 dann —3;
% b, wenn ¢=2 und s=-—3, so ist y' =

(%) = 1:(0*) 2= 1:0*3 =02,

3. Wenn zum Haupt der Reihe so ein
o1 gesetzt wird, dass o* —a sey: so wird ¢
unter @ stehen; denn (v1)r =ov =(v*)1 —a1

2=Q. Es stehe R iiber r; so ist B=S(v1) ==
. . .
o¥, und gugleich R==Q's,und inder Reihe des

2
& war P=Q« . v
- Es sey nun o das Haupt: unter ev=Q
wird ¢s, und unter o =R wird gr, und un-
ter oP*=(v")? = a? =P wird ps stehen. Fol-

) P x
glich ist P=@Qi ="Qv , und R=@ =
rq

Q@v". Es kinnnen also die Exponenten auf

einerley Benennung gebracht verden,
Es ist auch nmach 1 sichtbar; dass unter
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: setee
PR ps+gr steht: folglich ist PR = @ «
, ® r)
= Qi ++v
Und hieraus ist u¥ : wb = uk—b, Denn u*.
“k—h= u‘l-l-k—ll = uk o ’ N

-
( X )-‘ pr_ ] .

4. \P=@ =Qus . Denn dieses ist in
der vorigen Reihe das iiber pr stehende Glied;
dessen Stellzeiger pr also, (pr:psj=(r:s) mal
so gross ist, wie psder Stellzeiger von P, und
gugleich (pr: gs)mal so gross wie gsder Stelz.

: pe_
von Q. Also ist Pc == @3 .

c 1 »

. Hieraus wird (§. 19.) |/ P=sPs =Pac

5. Es sey a ¢ und reell (der Anschaulich«
keit wegen durch eine Gerade vorgestellt), und
x bedeute jedwede Ju oder wu Gerade. Es wird
bewiesen, dass a* (wenn auch 2 mit der Einheit
incommensurabel ist) eine bestimmte Gerade
sey : weleher dann # in Hinsicht der Basis @
logarithm gepannt wird, ,

Um aber die den Logarithmen entspre-
chende Grossen leichter zu vergleichen, und
die Basis nicht immer nennen zu diirffen (wie
eben die Einheit entstand); wird eine Basis
festbestimmt, und diese ist gemeiniglich 10.
Es wird bewiesen: dass fiir jede ot ve Gera-
de G, so ein 2 giebt, dass 10* == G sey; und
weun 2 J ist und wiichst, auch 10* wachst,

Demnach werden vorige Rechnungsvorthei-
le ( 3,4, ) anwendbar:. da Tafeln sind, durch
welche sich entsprechende Logarithmen und
Zablen gefunden werden.

Sogar aus B¢ == P wird 5 gefunden: da

3 [ ]
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log (B* ) das ist slog B =leg P, alsé¢ 2==(log
P): logB. Nehmlich es sey B—10*, und P
= 10r ; soist B* ==10> ( 4 ); folglich bzz
- slog B—p:: log P.

Z.99. a zu ¢ pro Cent gelichen, und die
Zinsen zugeschlagen, wiichst auf das Ende des
nten Jahres zu u s=ap”, wo P2=(1004c¢):100.
Woraus log s =2 nlog p+ log @, und der Werth
von s auf die Gcgenwarth reducirt werdon
kann. Wenn aber mit Ende jeden Jahres /¢
weggenommen wird, wo % die jihrliche Zin
sen von @, und +¢ positives bedeuten; und der
Rest R am Ende des nten Jahres gesucht
wird : 80 ist R—=a--(100¢:c)(1—p" ) Und dass
R=0 sey fir 4+¢, ist 6 = (lOOg:c)(p "_-1),
und n=[log(k+ ¢)—logg]:logp.

§. 21. Derselbe Weg fithrt zu einem hd-

leren Begriff der Potens und Logarztlmum.
- Es werde in §.19 statt 1 mit dem Comma,
s und s statt #, und in’ der unteren Belhe A
statt 0, und d: « anstatt 1 gesetzt; und u be-
deute positive Zahl die so gross genommen
werden kann, wie beliebt, jedes von d, r,s, A
aber mag jedes belicbige bedeuten, Der lmke
Arm 'soll rechts und links der rechte gesetst
werden : und r mit dem darunter stchenden 4
sollen Mittelglieder , und rst Haupt-glied ge-
nannt werden : welche aber im Falle wennra=1
und h=0, normale heissen sollen,

Auch hier kionnen die unteren Glieder
8tellzeiger der oheren seyn; und wenn zwey
Glieder der obern K und J sind, und A+R
unter K und A+i unter 7 stehen; des K Stell-
geiger ist (A+E):(h+i)mal so gross als der
von

Es seyen nun zwey Paar Reihen 4 und B,
beyde mit nermalen Mnttel-glxedem. Im 4 sol-




len s und d positiv und reell seyn, und das
Haupt-glied heisse e, alle Glieder werden s
und reell. ,

Im B soll d rein imaginir =%, und das
Haupt-glied =< ‘1 seyn: es wird bewiesen, dass
80 ein positives £sey, dass ¥ ="1, und wenn
p auch ins oo wiichst, beyde Haupt-glieder
bestindig bleiben. ’ '

Nun wird es auch bewicsen: dass fiir je-
des gegebene g, sey so ein N des A und Mdes
B (als Glieder der oberen Reihen), ' dass NM
‘=g sey. Jedes Gliedes sawohl in A4 alsin B
ist das darunter stehende Stellzeiger, so dass
§. 20 bis auf 5 beyden gemein ist. :

Wenn der Stellz, des N, nd: 12 und m*q; p der
Stellz. von M ist; und aus dem oberen allge-
meinen Reihen- Paare, in B zu Mittelgliedern
N mit dem darunter stehenden nd:s. gesetzt
wird, so wird NMan die Stelle von M kom-
men, und darunter (nd-m"g) : p Stellzeiger seyn.
Aber um (NM)* hervorzubringen, miissten aus
A das Glied N* mit dem darunter stehenden
2nd: u, in B zu Mittelgliedern genommen wer-
den; wo dann iiber 2nd:u + 2m*q: u, in‘der
obern Reihe N*.M* stehen wird. )

Um aber das verinderliche. Mittelglied zu
vermeiden : list man die normalen in ‘4, B, und
addirt den Stellzeiger des N aus A zum Stellz.
des M aus B. Es wird auch d=1 genommen;
und da 1 unter e steht, nimmt man sie zur
Basis : und es werden N, M, NM demselben
e auf n:p, m:pu, (n+m*g):n erhoben gleich:
dennz.6. der Stellz. von NM ist (nkm*q): p
mal lo v

Zwey Griinde sind dessen, das ¢ imagini
genommen wird . 1 Wenn beyde Stellz. zusam-
men zihlbay wiren, und wire %.9. der eihe 2
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der andere *3, und wiirde 3 anstatt *3 genom-
men; e wire was anderes als e*{"*

" 92, Es wird auch bewiesen: dass so ein ¢
sey , dass wenn es imaginir genommen wird,
aus jedem Stellz. das obere Glied bestimmt
werden kann; worauf die nehmliche Art wird
auf 4angewandt, folglich auch ¢ bestimmt.

§. 22. Wenn in diesem Sinne £ Stellz. von
K ist; so kann K mit Q£ bezeichnet werden.
Und da bewicsen wird,dass 9%, @ h= Q (kth)
sey: so ist 2'q="l,_\ 2% =—1, R3¢ =
—*1, 924"¢=1 == Q »*¢, wenn a==4¢g und
¥ jede ganze Zahl bedeutet J¢ oder w auch0
nicht ausgeschlossen; und so ist Q (%7 %x) =

Q %; und es ist auch 9[(&-{-;"«:)]";‘ Q&
: ——

m L)
Folglich auch 715 @7°¢; wo gezeigt
m.

wird, dass wenn anstatt » dieZahlen 0,1...
wn—1) gesetzt werden, m verschiedene Werthe
herauskommen . und alle andere Zahlen geben
pur solche, welche unter denen gjind.

Wobey zu bemerken ist: dass sie alle aus
+ dem leichtenSatze dargestellt werden konnen,
{cos_g +* sin ¢ )™ ==cosg+ *sing=*1, wenn ¢

m m .
den quadranten des Zirkels vom radius 1 be-
deutet. ' .

Dieses vorausgesetzt wird da eine allge- -
meine Theorie gegeben, nebst cinem allgemei-
nen Begriffe von Potenz, Wurzel, und Loga-
rithm, ' -

§. 23. Aber eben daselbst ist auch eine
amdere rcin arithmetische Methode: . nachdem
der binemische Satz (zuerst bloss firganzen o
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Expon.) bewiesen worden; wird bewiesen, dass
wenn n ins ¢ wichst, (14 _g)" am Grinz-
n
werthe = 1+v + ¢* <+ of. ., welches mit H o
' ) 2 2-3 '
bezeichnet wird; und ferner, dass wenn die
Summe der Glieder deren Anzahl ungerade ist,
mit v, und deren Anzahl gerade ist mit Do
bezeichnet wird, (€ v)*—(Dv)*=1 sey in jedem
Falle ; wenn aber o="u, so wird € v =cosu,
und Y r="sinu. '
"Ferner wird rein arithmetisch cbendaselbst
bewiesen: dass es so ein ¢ gebe, dass {"g="1.
Dann wird bewiesen: dass ho. ht =
h(v+E); also [h(e:m)]”=Hhe, (ho)t =
Kok, demnach (R 1)k = Hh & sey.
Woraus (§. 21) e=H1 =(h(1:4)}; und
alles von @ gesagte gilt von . Z.B h (v"a:m)

enthilt alle Werthe von p"1,s0 wi  (2*¢1v *a
‘ ' : m

von —1, und # *g+»*c von "1 alle s te Wur-

m

zeln. :

~ §. 24. Und nun kommt die Definition der

Potens und Logarithm; vermittelst folgender

verschiedenen Gleichheitszeichen:

3 (=j bedeute, dass jeder Werth des 2 irgend

einem Werthe von j gleich sey; dasselbe be-

bedeute J =)a. : : ,

% (=) bedeute: dass eines jeden von zund j,

jeder Werth, irgend einem Werthe des ande-

ren gleich sey. ‘ -

8)=j so 'wie g ==(5 bedeute: dass irgend ein

Werth des g irgend einem'Werthe des gleich sey.

$=j bedeute: dass jedweder Ausdruck, wel-
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cher im det Gleichung gleich ist, auch glei- .
ches bedeute .z6.

*1 (=1~ —1, aber "1 ist nicht (=)1b"—1;
" —1+4L”"—1 = aber nicht (=) 2171; da im
letzteren Gliede der Gleichung, jedes Ausdrucks
. jeder Werth genommen werden kann: es ist
wie das Auflésungszeichen in der Musik.

Da nun Qv —*hv war; es sey gleich V,
Von diesem Vwird v lognat genannt, aber mit
dem Zeichen » (=fgV. Und wenn jedes von
¢, C,a einzigen Werth hat, und clge )=IgC;

[

so wird C (=a°, und ¢ (= 7C, und ¢ (=
logC in Hinsichlit des o bezeichnet und benannt.
Wenn ¢ =% 1 ist, so ist es e Basis des na-
tirlichen Systems. : \

Und wenn e=thb, und C(=a°; so ist
C=4%bc; und 1:4, durch welches derlgC mul-
tiplicirt, den log € in Hinsicht der Basis @
giebt, wird Modul des Systems der Basis a ge-
nannt. Daher giebt % (1:0) die Basis 4, wennt
¢ den Modul bedeutet. ' ' ,
. Anmerkung. Das Zeichen )== ist darum:
weil clgs mnicht (== 1gC, noch lge (= IgC:c
ist. Denn (wenn £ ein (ga ist), fiirs erste wi-
ve cktcrfa (= ck+ r*a; wenn aber c=2:3
und »=5, miisste 2.5:3 ganze Zahl seynj;
fiirs zweyte wire A+ v*a (=% + r*a:c;. fol-
glich ¢ (,:'-_-.";‘, also 2.5:3 miisste ganze Zahl
- seyn. L

k

Soauch (7 Ay istnur )= 7 (h° );undaus

AP=DB" folgt selbst A)—=B™ nicht;s.5. firs
erste sey A=3:2, und ¢=1:2, und A=1.
Der erste Ausdruck' hat 6 und der zweyte 7
‘Werthe; und nur dreye von jenen sind dreyen
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von diesen. gleich. Fiir das zweyte 1° =(-1)¢,
] . ‘
aber13 ist nicht —1, Wenn aber », m unter

a
sich Primzahlen sind, so folgt A (=B~ .
Auch a@*. a° ist allgemein nur e=s) abte,
Im Werke sBhd die und @hnliche Fille vermit-
telst des Zcichens @ durchgesehen, und mit
Beyspielen erliutert. o
§. 25. Da nun ferner bewiesen wird, dass
jede Grosse durch ycosu + y*sin» ausgedruckt
werden kann; wo gy und # reell sind, und o
den Weg eines Punctes in der Peripherie vom
Halbmesser 1 bedeutet: so sind daselbst nicht
nur dic Grisse, sondern auch ihre Potenzen
(der Exponent mag reell oder imaginir oder
gemischt seyn) sammt allen Logarithmen dar-
estellt, : '
§ Es sind nehmlich zwey parallele Abscissen-
Linien: auf beyden sind die Abscissen z gieich;
von einem Puncte a in jeder rechts o links we;
auch die Ordinaten g sind in.bcyden, an den
Enden p der gleichen 2 gleich. Es sey nun am
Ende p jeder Abscisse 2, ein darauf senkrech-
ter Kreis des radins 1; und vom oberen Ende
des auf 2 aus dessen Ende p senkrechten Durch-
messers, bewege sich ein Punct immer weiter,
zuerst hinter die Tafel gerichtet; sein Weg
sey u, und der EndPunct immerwo scy p’,
und K zsey y. Und auf der oberen Abscissen-
Linie werde von p auf pp* (gegen p’) ycosu, auf
der unteren g"sinu aufgetragen: es ist leicht
zu beweisen, dass das erste die Gestalt 8, das
zweyte die Gestalt oo giebt; welche immer
dhnlich, rechts unendlich zu und links unend-
lich abnehmen. Das erste Reelle ist da zum
Unterschiede schwarz, das zweyte (rein imagi-
nir) roth angede .tet. . :



Jeder Grisse @=y cosu -+ y"sins entspricht:

demnach gewisses p und gewisses u, folglich

cosu im obercn Theile des Schema, und y*sinee
im unteren. Und jeder Jognaet Q ist im ap 4w
% % begriffen. '

§. 26. Oben (§. 13) erw&hﬂe Regeln fiir
die Messbilder der Gemischien sind.

1. Fir das Messbild der Hauptmessung
einer Reellen ¢ mitrein imaginiren *4 verbun-
~denen: soll jede mit ilrer Einheit gemessen
werden; aber mnach I, II, III soll links das
Messbild des ¢, und_ rechts des *d geschrichen
werden, , |
- 2. Wenn o+*2 mit einer reinen gemessen
wird : zuerst soll diejenige gemessen werden,
wclche mit der Mass dieselbe M oder i Ein- ‘
heit hat; und dieses Messbild links, das an-
dere rechts geschrieben werden, .

3. Wenn aber die Mass gemischt ist; x.b
a+®, wo a, b reell sind, und K mit g4*5
gemessen werden soll: so kaun K immer ==
P+Q seyn, wo sowohl P als @ gemischte
Grossen sind; und wenn P mit o, uud @ mit
~ *b gemessen gleiches Messhild geben: so soll
dieses, Messbild der Messung von K mit at®6
seyn. Nehmlich K sey c+"d=P+@Q, wo o ‘
und d reell sind: so ist P=ovr—a"y, und Q=
%y —by, und =4 + abc—a®d und y=bc—ad.

b5 aPb—4% a'—b%
Dass aber P:a==Q:"0 sey; sollte P=az
 4*ay und r=3 d + abe—a>d und y=ad—be

b o+ ENT
genommen werden. Denn das vorige ist fiir
. die Gleicheit der Messbilder, welches mit der
Gleicheit der Quotienten nicht identisch ist, wie
leicht gezeigt werden kann; aber der Kiir-
2e wegen sammt der Art, die Werthe von P, Q,
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2, y zu finden wegbleibt. Imletzteren wird
K=P+ Q=a(x+%) 1 *H(z4+")=(at"8)(+1"9);
denn dass Messbild von Kin Hinsicht des
(a+"0) ist gleich der Hauptmessung des (2{"¢)
(mit der gesetzlichen Ausnahme §.13 Anmerk).

§. 27. Endlich wird bewiesen: dass aus
jedweder Anzahl der Glieder die Factoren
bestehen migen; es kimmt dasselbe heraus ,
wenn jedes Glied des Multiplicanden mit je-
dem Gliede des Multiplicators multiplicirt wird;
und diese partial-Producte addirt werden;
als wenn die Summe a+*6 des Multiplicanden,
mit der Summe z+% des Multiplicators mul-
tiplicirt wird; wo jedes auch 0 seyn kann.

Dass auch die Factoren, wie viele und
wie beschaffen sie seyn migen: in jeder Ord-
nung dasselbe Product geben, wird freylich
erwiesen.

§. 28. Jede auch heterogene Grissenkinnen
vermittelst der Einheit zugleich auf der Tafel
erscheinen s jede nehmlich durch einen Reprae-
sentanten, welcher des E (§. 14. Einheit der
Geraden) eben sovieltes ist, wie die rcprae-
sentirte der. Einheit ihrer Gattung. Ferner soll
" jeder Repraesentant auf den Fall.der Addition
"und Subtraction mit positiver oder negativer
Qualltit, und auf den Fall der Hauptmessung
mit 41 oder —1 begabt werden.

Es sind zwey Hauptfragen, 1 Wenn ge-
wisse Grissen mit gewissen Qualititen begabt,
mit gewissen Operationen bebandelt werden,
was das Resultat wird ¢

2. Um gewisses Resultat zu erhalten, was fiir
Grissen mit welchen Qualititen begabt, mit
welchen Operationen behandelt werden sollen?

Wenn nun die gesuchte Griosse z.0. aly

4'



2 drittel der Einheit £ heraus kémmt: so ist
sie 3 drittel der Einheit ihrer Gattung.
 Anmerhung. 1. Des gesagten Sinn aber ist
‘nicht, die Operationen mit den repraesenti-
renden Geraden geometrisch auszufiihren: es
ist nur eine die gewdhnliche Erscheinung der
Heterogenen auf der Tafel, rechtfertigende
Vorstellungs-Art, welche es in helles Licht
setzt. Es kinnen gwar diese Repraesentanten
nmit ihrer Einheit gemesseu, auch in Zahlen
ausgedruekt werden. '

2. Die Geometrie kann zwar die Gerade
zur Geraden hinzuthun, eine aus der anderen,
wegnehmen, auch is.6, a:8, |/ a, a° wenn
¢=n:3"™, vollkommen herausgeben, wenn auch
@ oder b oder beyde mit der Einheit incom-
messnrabel sind, m, n aber ganze W Zahlem
sind.

*Sogar wenn die Grissen nicht in Linien
gegeben werden; kann sie sie in Linien aus-
driicken, die Einheit theilend, und der Theile
Anzahl nehmend ; und so auch umgehehrt eine
Gerade mit der, Einheit messen. Auch im Fal-
le, wo sie das Resultat nicht vollkommen giebt,
annihert es ohne Ende. '

Die Arithmetik hingegen braucht eine E-
wigkeit 2.6. zu ¢~°2; sogar die Multiplication
jéder Linie ¢ kann sie mit einer mit der Einheit
inconmensurablen niht vollenden: sie kann sich
auch gar nicht rfihren, wennihr die Grissen
nicht gemessen gegeben werden; wie die Geo-
.metrie ohne Einheit, in den von der Haupt-
;{neasnng abhiingenden Operationen nichts thun

ann, '

3. Zur ersten der 2 Fragen gehtren: was
‘giebt *s mit *5 was mit —°6 multiplicirt # Das
erste is —aé, das zweyte ab (jedes von @, 8
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mag o oder m« seyn). Was giebt % mit *3,
was mit —*5, was mit b, was 4 mit *5, was
mit —"3 dividirt?

Zur 2ten Frage gehdren: womit soll ¢$*d
multiplicirt werden, dass a-° herauskom-
me? es is leicht einzusehen, dass allgemein we-
der z noch "y allein, sondern 2{°y seyn seoll;
und es wird (ac+bd4"bc—="ad): (c*+d*). Was
ist, welches mit ibhrem Entgegengesetzten
multiplicirt, 16 giebt? esist *4 auch —*4. Giebt
es 80 ein *r, dass (*z)*=s4 sey? Das ist un-
moglich.

Der Preis von 1 Elle ist 3 Gulden , was
ist von 2% der Multiplicator 2 mit —1 begabt
wiirde *6 Gulden geben: welches zwar eben
soviel ist, als wenn es mit +1 begabt wiire;
aber wenn ferner eine Multiplication mit *f
ist, kime =6 heraus, weil *6. *1 ==6. Ea
soll der einfachste Weg gewihlt werden: und
nur da ~1 gegeben werden, wo es néhtig
ist, und wenn es das Resultat der Operation
erfordert; besonders welche zusammenzugihlen
sind, sollen mit derselben Einheit begabt seyn.

§. 29 In jedem von A+B=S, &.B=),
C (= a° sind 3 Dinge, und 3 Dinge haben 3
Amben: woraus die Frage entsteht; aus jeder
" Ambe ihr drittes zu suchen. ‘

Durch Wiederholung der Operationen, (wo-
zu anch gewisse Bedingung hinzukommen kannj
entstehen die Reihen, und Reihen aus Reihen,

Und aus allen diesén eontsteht das, was
man Function nennt: ein Ausdruck, in welchen
eine oder mehrere Verinderliche mit Constan~
ten, und gewisser Bestimmung zusammenge~
fiigt sind. '

- Das Ganze ist unter dem Sinnbilde eineq
Baumes dargestellt: dessen Stamm, aus dem



Griinden, durch eine im Ungrischen vermit-
telst der (§. 24.) Gleichheits-Zeichen kurze,
auch die Axiomen darstellende Logik, empor-
gewachsen, sich in eine mit der Theorie der
Functionen blihende Krone ausbreitet; und die.
“erhabene Frucht bringt, dass ein- sterbliches
Aug die Gesetze der unendlichen Natur lescn
lerne. : ‘

§. 30. Mit der Function entstechen folgende
Hauptfragen. . .

1. Was der Werth der Function sey, wenn
" jeder der darinn verhandenen Verinderlichen
gewisser Werth gegeben wird?

2. Was fiir ein Werth den Verinderlichen
gegeben werde, dass der Function Werth ge-
visser Bedingung entsprechets. 6. das es Ma-
zimum oder. Minimum , oder der Werth =0
sey? (das letzte ist der Gleichungen Aufgabe)
oder was soll v seyn, dass ho=K sey?

3. Was fiir eine Function soll seyn, dass
sie gewisser Bedingung entspreche?

4. Was ist .das Increment I der Function
F, fir gewisses increment ¢ der Verinder-
lichen? s.6. wennaus v, 4+ wird. Hicher
gehort nicht nur das Binom, (z.9. wenn F—
ah, fir (z4i)* wird 2t +1I), sondern auch
Taylors Satz.

"5, Aus der Vergleichung des I mit ¢, ent-
steht die Frage: was 7:¢ wird: wenn ¢ Klei-
ner als jedes gegebene wird$ Ob es nicht eine
gewisse Function zur Grinze habe? Und dann
wie aus dieser zu der ersten Function zu kom-
men sey? .

6. Und wenn dieses mit der Grinz-fun-
ction, und immer weiter wiederholt wird; ent-
steht der Gedanke: ob es nieht miglich sey
Fickwiirts zur crsten Function zu gelangen,



das heisst, diese durch jene auszudmicken?
Maclaurips Reihe , welche vom La Grange die
Beweis-art, und wo man aufhdéren will, die
Bestimmung der Grinzen, zwischen welche
die Erginzung der Reihe fillt, erhalten hat;
welches im Ungrischen anschaulich dargestelit
ist. ) :
7. Wenn nun zweyer Functionen F - und
F! Incremente Z und I', in beyden fiir das In-
‘crement § der Verinderlichen sind; entsteht
die Frage: ob aus dem Verhiiltniss des I zu
"I nicht auf das Verhiltniss des F zu F' zu
schliessen sey? .6, wenn des [I:I' Griinz-
werth 1 ist, in dem ¢ kleiner als jedes gege-
bene wird. Hieraus entspringt der folgende
§. Schon Archimed, den Newton, Princeps Ma-
thematicorum nennt, hat aus der Gleicheit der
Grinzwerthe des I:3 und I':7 auf die Gleich-
heit des F zu F' geschlossen.
Es seyen folgende Bezeichungen.
v 1. Q )~~~ b bedeute: dass wenn b eine end-
liche bestindige Grisse oder =0 ist; fiir jedes
zu & und Q addirbare ® nicht0, so ein @sty,
dass @—b < @ sey; wenn aber b=:, , so
bedeute @ ~~ oo, dass @ groaser als jedes
gegebene werden konne, Es wird & limes~ des
@ genannt. '
2. Aber s cbedeute: dass a (abgesehen von
¥, w {1, —1) gleich einem Theile desc sey;
a < d aber bedeute, dass wenn beyde vom @
Punete einer Abscissen Linie in dieselbe gelegt
gedacht werden, was e ist rechts und links
Was w ist, der Endpunct des @ vom Endpunc-
te des d links fallt, So ist—3 <0, 0 <1 nicht 0 <t
Anmerkung, - Folgender in der §. 29 er-
withnten Logik bewiesener Satz, ist zum Be-
weise des limes néthig, und auch in manchen
anderen Fillen dicnlich,
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Wenn nach dem Puncte a einer stetigen
. Zeit ab, in jedem ihrer Puncte ist 4, nach b
aber in irgend einem Puncte ist A nicut: die
* Zeit, binnen welcher vor ihrem Ende bis a
jmmer 4 ist, muss einen Endpunct p haben;
so dass wenn der Zeitpunct ¢ nach p ist, von
dem £ bis @ nicht immer A4 ist. Und in dem

p ist entweder das letzte 4, oder das
erste Nicht A, und zwar so ein Nicht A, nach
welchem eine Weile immer Nicht « ist, im
Falle, wenn nach p nicht jeder p’ (bis zu ei-
nem gewissen) solcher ist, dass zwischen p
und p’ sowohl 4 als Nieht 4 sey.

§. 31. Nun folgen nach5und 7 im vorigen
§. die erstc Griinde der Differential Reehnung.

I Wenn auch mehrere Verinderliche zu-
gleich gesetzt wiiren: diejenige .6 x, welcher
ein gewisser Werth y durch eine Jju ganze Zahl
n getheilt gedacht werde; soll die Hawpt-ver-
énderliche; heissen,und y:n soll mit % bezeich-
net werden.

IL Jeder Verinderlichen s.6. y, welche
mit » zugleich vorkommt, soll derjenige
Werth verstanden werden, welchen sie am En-
de dessen 22 hat: und y bedeute , unter
¢’ denjenigen Werth von y verstanden, welchen
es fir z—x hat, wenn vom Ende des 2 ein
% weggenommen wird.

1II. Ein Buchstab (oder Zeichen) in Klam-
mern geschlossen, mit nachgesetzten einer oder
mehreren Veriinderlichen : bedeute eine diejeni-
ge Verinderlichen enthaltende Function .8.b.
(4)= kann einen von x abhingenden Ausdruck
bedeuten; kann aber als selbst mit & verdn-
derliches, « genannt werden; also (nach II)
wird u=(4)2—(4) (s—3%)=u—(4) (z—%); fol-
glich ye—i=(4)(z=x%). Es soll u auch duzch
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(#)x bezeichnet werden: und dieselbe Bezeich-
nung gelte auch fiir andere Buchstaben. Es
heisse auch (a)r das vahre Differential des
(Myz; von dem mit diesem zur folgenden Ab-
sicht gleichgeltenden Differentiale wird unten.

IV. Aus (A)x, wenn anstatt x zuerst nx
=y, dann (n—1)%, nachdem (s—2)%, und
80 w. bis (p—1)x =B gesetzt wird, (unter P
ganze wf Zahl verstanden): entsteht folgende
Reihe (4)ux, (4)(n=—1)% ... (d)px, (4)p—1)x.

Es ist offenbar: dass (4)px — (4) (p—1)x
das dem pten x entsprechemf: Increment des
(4)(p—1)x =(4)3 sey; und so dem pten, pi1
ten.... nten X entsprechende Incremente, fol-
gende Reihe darstellt (von der Rechten gegen
die Linke gehend). :

(A)mi—(A)(n-—l)i’,.(A)(n—-i)s:c —(4)(n—2)x,
(A)(n—=2)x—(4)(n—3)% . .. .(A)p% —(A)(p—1)5;
welcher allgemeines Glied (A)mx—( A)(m—1)%
mit @m bezcichnet werden kann; wo m jede
ganze Zahl von p bis n (einschliesslich) bedeu-
ten kann. Wenn aber n 5.6 3mal so gross
‘wird, auch pund die Anzahl der Glieder wird
3 mal s0 gross.

Es ist auch klar: dass die Summe dieser
Reihe, da die mittlere Glieder sich aufheben,
(Dnx —(A)(p—1)x%, das ist (A)y — (4)B das

em y—p entsprechende Increment des (A4)3
sey; welches hier mit (4) bezeichnet werden
kann.

V. Wenn n A~ o ; jede Reihe wird im-
mer endliche Zahl der Glieder und letztes Glied
haben: aber letzte Reihe ist nicht.

Es giebt Functionen, in welchen dem 7—B8
entsprechendes Increment von 2 unabhiingig ,
und  solche wo es abhingig ist: es sey
£.b. ein [\ abe; ab sey die Grundlinie, und be

) 5



L_ab; es sey- a Anfang der Abscissen, und ab
=y, n=7 und p=3; folglich p=2x, y=17x.

" Es bedeute (A)x die Fliche des [\, dessen
‘Basis x und Héhe die Ordinate am Ende des
x ist: so ist das dem pten x entsprechende -
Increment das Trapes zwischen den Ordina-
ten am Anfange und Ende desselben %, undso
w. und das dem y—pB entsprechende ist das
Trapez, welches auf y—p steht zwischen den
Ordinaten der Enden von 3 und y. Welches
dassselbe bleibt,, » moge wachsen wie es will.

Nuan werde vom oberen Ende der Ordi-
nate von ﬁ’ parallele bis zur nichsten Ordi-
nate zur Basis gedacht: so entsteht ein Rec-
tangel, wovon die Basis X und die Hohe die
Ordinate am Ende desselben x ist. Wenn dieses
- bey jedem X bis a fortgesetzt wird, und die
Bumme dieser Rectangel (V)x benannt wird;
#o ist die Function offenbar von n abhingig.
Dasselbe ist, wenn vom Ende jeder Ordinate
die parallelé bis zur nichsten Ordinate vorwiirts
gegen b gedacht wird: die Summe dieséer Rect-
angel sey (U)x. Es ist auch klar, dass sowohl
(V) als (U) von n abhingig sind.

VI. Wenn %:2' =s oder ~ 1; so heissen
s und o' gleichgeltend; es wird (in den am

Titelblatte geuannten Werken) z'—‘-os’ bezeich-
net: wo vorziiglich im spiiteren vieles zur ab-
sichtlichen Verwandlung der Differentiale in
gleichgeltende bewiesen wird.

Wenn 3—3’ < (2': N) fiir beliebig grosses
N; so0 ist 5:4' /= 1. Denn durch s! dividirt,
wird (s:8")—1 <(1:N),

Wenn s:35’ ~= 1; so0 sind g und 2’ ent-
weder beyde ¢ oder beyde wi. [Denn sonst
Wire 2: 8" m, und (2:8)—1 wiire ) 1 (nach p.31).

Wenn (c)x: ¥ = oder pwm v;80 ist $u:(c)x
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= oder ~ 1, und wenn u eine von n
unabhangnge Function ist, heisst vu l)m‘creu-
tial des (O)x, dessen wahres Differentiul (c)x
ist, bey jenem wird das Wort wakres wegge.’
lassen
VII. Wenn g das Differential des (A).r,
und 2' =(a)x ist: so ist fir ' <zigs
% ~== 0.Denn s :(¢)x ~1(Wo mcht—.ut),fo?
ch (bey endlichen ¢) wird —¢g>(1f¢) : N (fiix
w); denn (3:3)—~1 < (lzN), folglich
*-— (z+qz)<(=+qz) (N
Wenn nun # das Differential des (B)xund,
#'= (b)x ist; so ist gleichfalls #'SStiq't, wo,
g'~~ 0.
Folglich wenn g: t A~=1q; ist auch (e)x:
(0)x ~ 1. Denn es ist auch ¢ —'51-9"3 und,
q" r~=0. Also (z/—t’):¢' (das ist (' :t')—i)
=xtag—(zts¢"t2g'te'q"s) =9—(g'19""t¢'q"),
stgste'stq'ql'z ~  1i¢tie/ +g'te™
welches ~— 0, da nur der Ziihler r~~— 0,
Wenn also die Differentialen der (4)x,
(B)x gleichgeltend sind (wenn sie auch in Hin-
sicht verschiedener Verinderlichen genommen
wiiren) : so sind auch (a)x und (b)x gleichgeltend.
VIIL. Wenn (a)x: (6)x 7~~~ 1; 80 ist auch
m :bm A= 1. Deon an , én smd unter (a)x,
(6)x begriffen (IV ). Und wenn ap : bn 7~ 1,
und zwar jedes fiir dasselbe n; also om —bm .
e fubno (Wo fn ichter oder wi Bruch),
und ¢==1: N ist ): es ist dann (4) ==(B) (IV) ;
Denn substituirt dem m von 5 bis p,
entstehen folgende 3 verticale Reihen,
—b = fabho Wo die Summe der 2
an-a-—bn.x-_-. f..-xb...,g ersten Columnen (4)
- - - - - —(B)ist; und die drit-
- - te < L(B)o=(E):N],
Gp = 6, =8 f’ b’ e Welcl:es S o\.
5
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‘A~ o0 » Es kann auch in jedem Gliede Ax
substituirt werden, wo k==(B):(y—f) bedeu-
tet; wornach alle x die in y—p sind, zusam-
men gleichsam ein Rectangel bilden, wovon
die Basis y—f3 und die Héhe % ist; welches
wenn auch n wichst, bestindig bleibt, da wenn
n dreymal grisser wird, {x dreymal kleiner
wird, aber 3 Glicder mit der nehmlichen Héhe
darauf kommen. Dieses auch wird mit dem
Factor ¢ kleiner als jedes angebliche. Folglich
ist keine Grisse g dass (4)—(B) g sey. Al-
so ist (4) =(B), wie 2 Geraden, derenUn-
terschied nicht gfosser als eine angebbare ist ),
gleich sind. T

Wenn also die Differentialen von (4)x und
(B)x gleichgeltend sind: so ist' (1) ==(B).
Dass es fiir ein gegebenes .V, fir alle
Glieder von g bis y dasselbe n gebe ;' ‘erhellet
so: in jedem Puncte von B bis 4 kann das
hinlingliche % als Ordinate gedacht seyn; und
es kann n auch noch grisser als jede genom-
men werden. ‘ o ‘
IX. Wenn (4) =(B) das ist (4)y—(A)p
=(B)y —(B)a;so ist (4)y =(B)y—(B)at(J)B;
welches mit (4)x =(B)xtconst. bezeichnet wer-
den kann, da (4)g8 —(B)B constant ist.
Diese constante ist ¢« —(B)A, venn so ein
b gefunden wird, dass (4)h=c, und das ge-
sagte von A bis g gilt; denn da wird (4)8
—(A)h =(B)3—(B)h; also (A)p=ort(B)8. —(B);
folglich (d)y =(B)yte—(BYh. Dasselbe ist,
wenn das Ende des ‘5 weiter als des g ist. .
X. Es kann y beliebig gross genommen
~werden, wenn das gesagte Statt findet. Auch
wird die gesagte Gleichheit nicht gestihrt; wenn
solchem Theile des y —3 , welcher A==\ 0, ent-
sprechendes Increment auch /~—\ 0.
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X1. Wenn das von (4)x gesagte auch von
K)x gilt: wird auch (K)y =(B)y —(B)Bt(K)B;

und nachdem (4)B oder {(K)3 zu {B) addirt,
wird, kann das [utegral des Differentialen des
(B)x in Hinsicht des (4)x oder (K)x benannt
werden : Das Zeichen des Integralen ist £ vor
das Differential gesetzt.
' Freylich sind diese Integralen nur um
eine Constante unterschieden: denn (4)B —(K)8
ist constant. Auch umgekehrt, nur um Constan-
te unterschiedene Functionen, haben gleiche Dif-
ferentialen: denn 2.6 a-&x‘—[a-ﬁ-(x—x)*]—x'
—(x—x)t.

XII. Oben {(VI) war Vu Differential | des
(C)x genannt: das gewuhnlwhe Zeichen davon
ist d (C)x, und » wird Dgﬁerentmlquotwnt ge-
nannt; welches da (so wie das Differential) in
Hinsicht dec Verinderlichen v ist. Des Diffe-
rentialquotienten Diff. quotient wird der zwey- -
te und des pten der pil te genannt; nach Le
Grange ersteé , zweyte . . . pte (pti)te Fun-
ction, nelamllch abgelelteten aus der Haupl
(oder ur) Function, die er Fonction primitive
nennt. Er bezeichnet eine Function von x mit
Jx, die abgeleiteten mit fix, f'x, f*x... oder
wenn fx —y, bezeichnet die abgelelteten mit
y!,y", y"..—; Nach der gewohnlichen Art
wird die pte abgeleitete mit d® X bezeichnet,

dxp

wo X eine Function von x bedeutet.

"~ So wie alle obige Bezeichnungen bloss zu
dem Endwecke gewahlt sind, dass die Theo-
rie leichter praeciser und anschaulicher werde
sey es auch hier erlaubt, (theils wegen der Buch-
staben und A ccente Sparung zu auderem zwecke,
theils der Bequemlichkeit mehrfacher Bestim-
mung)', das Differential anstatt d mit ¢, und



die abgeleitete mit J. zu bezcichnen; *JX be-.
deute das Differential des X in Hmslcht des ¢
genommen, *Je X (bedeute_die pte abgeleitete’
des X in Hinsicht des s. Wenn es einmal ge-
sagt wird, dass sie $.6.in Hinsicht des x ge-
nommen werden, braucbt man es nicht hinzu,
schreiben; wornach dX, JX das Differential
und die erste abgeleitete in Hinsicht des x,
bedeuten

So kann auch das Integral-Zeichen der.
abgeleiteten vorgesetzt werden: fu kann die
Function bedenten, welcher die erste abgelei-
tete u ist in Hmsncht des x, und x {™4 solche,
welcher die mte abgeleitete « ist.

XIIL Wenn (v)x >(a)x> (u)x, (entweder.
alle dreye J¢, oder alle negativ), und (ox):(u)x
/A~ 1: s0 ist auch (o)x: (a)x A~n 1und (u)x:

: (a)x N\ 1. Denn es ist dann fiir jedes grosse
N s0 ein n, dass [(0)x : (u)x]—1<<(1: N),
also (0)x—(u)x < (u)x: N. Aber (v)x—(a)x <
(v)x—(u)x, und (a)x » (u)x; folghch (e)x—
@)xZ (a)x: N; also [(v)x: (a)x]-—l (1:N).
Gleichfalls ist (a)x—(u)x <(a)x:N, TYolglich’
dividirt durch (a)x, wird 1 --[(u)x (a)x]
<1: N also [(w)x: (a)x]—1 <<1: N (p. 31.).

V- U das Diffciential zu finden : muss
80 eine von n unabhingige Function » gesuchg
werden, dass wenn ¢ das wahre Differential
der Fllllctloll 3.6. X bedeutet, und dessen Dif-
ferentlal in Hinsicht .6. des x gesucht wird,
J:x= oder ~~= wusey.(VI) Wozu das! vo-
rige XIII oft dienet. Riickwirts von dem
gegebenen Differential (oder abgeleiteten) auf
das Integral (Ur-Function), haben den Weg
die Riesen der Paar — Jahrhunderte weiter zu
bahnen der Zukunft¢ iiberlassen. Das bisher ge~
fundene ist in Iuzegrai-tafein gebrachs.



- XV.Wiemandie héhere Differentiale nimmt,
erhellt ans folgendem Beyspiele: es ist bewie-
sen, dass wenn m nicht 0 ist, so ist d(x™)=—=
mxn—1dx; nun differenzirt man dieses so dass
dx constant betrachtet werde; es wird (m—1)
mx=—3dz*, welches man dd(x™) oder d°x™
schreibt; und hier ebenfalls dx* constant ge-
setzt’, differenzirend , wird dddx™ oder d® x™
= (m~—2)(m—1)mx=—3dx3 und so w. Und da
werden diese héhere Differentialien Adhere Ord-
nungen des unendlich kleinen genannt. Allein
ausser dem, dass die. einfache Reinheit, dieser
gezwungenen Krzeuguns-artder Hirngespinnste
fremd ist: erschwert sic ohne alle ,Noth die
Bezeichnung. Z. . die Taylorsch‘é Reihe ,
welche das ausdriicket, was aus X wird, wenn
darinn- x{i austatt x gesetzt wird, ist X+idX

: dx
+ #*d*X 4+ 243X ..., welches mit X+idX +
2 dx® 2.3 ax3 '

¢2J'X + #JiX... oder nach Lagrangemit fx}
2 23
if 'xtd%f"x 1+ "< .,.odergy iy’ Yl ity ...
2 2.3 T2 4.3
(wenn fx — X=y), bezeichnet werden kann,
So wird der Kriimmungs-halbmesser

3

(dx*+dy?)a— einfacher durch (1{Jy?) ;‘

dyddx—dxddy® Iy

bezeichnet, welhes wieder = — N3 ist,
y*d'y

wenn NN die Normale bedeutet, 'velche ==
o/ (1+dy?) ist. »

Lagrange behandelt alles sogar ohne
erste Diferentialen, braucht selbst das Zeichen
_f nicht:. beydes kann aber wo es erleichtert
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und veranschaulicht, gebraucht werden. Al-
ein die héhere Differentialen, compliciren die
einfache Theorie, verdunckeln die Klarheit, er-
schweren die Bezeichnung, und das alles ohne
Vortheil: die Vernunft gebietet also das Feld
von der ganzen Legion dieser aller Ordnungen
des ¢ kleinen, zur helleren Augsicht zn riu-
men. 3
Indessen ist zu bemerken: dass dx® so-
viel bedeutet als (dx)*, welches von d(x?)ver-
schieden ist, eben so bedeutet Jy* nicht J(y?)
sondern soviel als (Jdy)?; also auch f'x*ist
x)%. '

& Es ist auch klar: dass x =xdx, undxJx=1,
wenn auch x nicht die Hauptveriinderliche ist,
nur mit ihr verindert wird. Z.6. Es sey ¢
die Zeit die Haupt-verinderliche, und (D)¢ be-
deute die Geschwindigkeit ¥ am Ende des 2 ;
so wird (D)mt —(D)(m—1)t =V, und ¥ : v =1.

XIV. Die Biicher (am Titelblatte) abzu-
schreiben war nicht der Plan; also sammt an-
deren, auch hier die Anwendnng auf Geometrie
und Mechanik, und die Variations—Rechnung

wegbleiben muss: dennoch muss die Theorie

glit Paar leichteren Beyspielen erleuchtet wer-
en. '

1. Es seyen auf der Ebene die Abscisse
x, und die senkrechte Ordinate y, und x sey
die Hauptverinderliche. Die Flache zwischen
x, ‘'den y an beyden Enden, und der durch
dic Enden der y crzeugten Linie sey (4)x.Aus
XIII soll (v)x und (u)x genommen werden ; es
. ist leicht einzusehen, dass (a)x inzwischen fallt,
und (0)x:(u)x ~~1; folglich kann ( VIL )
angewandt werden; und d(4)x=xy, und J(4)x
==y; es soll also y ausgedruckt, und dasjenige
(B)x gesucht werden, dessen abgeleitete dassel-

-
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be ¢ ist. s. 6. Es sey y==1:(1+x), wie bey
der gleichseitigen Hyperbel auf der Assympto-
te: so wird (B)x = lognat (1+x); denn eswird
bewiesen, diss dlognat = = z:2; Folglich
(d)y—(4)3=(B)y— (B)§ ; also fiir § =0, wird
(A)y=lognat(1ty), weil lognat (140)=0.

2. Wenn (H)x den Inhalt eiues durch die
Rotation des vorigen, éntstandenen Korpers
bedeutet : so wird auf vorige Art d( H)x=xy*n,
nebnilich ein Cylinder dessén Héhe x , Grund-
fliche der Kreis des fadius gist: also J(H)x=3
y*=. Also im vorigen Falle wird y¥2=(1¢x)x;
und es ist sowohl --~-7:(1,-(-x)-'i als nx(1tx)—! so
eine Function (I)x, welcher abgeleitete (14x)—%7%
ist; welche freylich beyde nur um Constante
unterschiedeit sind.

Also(H)y==(Hf==ny —xf ; also fiir f2=0 wird

ity 118 ‘

(H)y = ny. Dasselbe ist fiir den anderen Werth
iy .

von (Ix; denn es wird (H)y ——= + n=1y,

1ty 1 1}y

Wenn x A~ o ; die vorige Fliche r==
& » aber dieser Korper ~= =,

, 3. Es sey r der Halbmesser der Erde, ¢

il Mittelpunct; und in der Verlingerung des
¢ ein Puanct a; und d¢ soll 4 genannt werden,
und s der Weg eines aus a gegen ¢ in der
Zeit ¢ fallenden Punctes, und am Ende des s
und des ¢ sey die Geschwindigkeit ¢, und die
besehleunigende Kraft w. Die Hauptwerinder-
liche sey ¢, und 6—s sey x genannt.

Weil die 8chwerkrift sich umgekehrt wle
das Quadrat der Entfernuttg verhilt; so ist
w=r’g': (¢—s)*, wenu an der Oberfliche
der Erde, w™g’ ist; nehmlich die Einheitder

6
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Zeit ==1" gesetzt, die Geschwindigkeit ist def
Schuche Anzahl, welche ein Punct bloss nach
der vorherigen Ursache in 1" Beschriebe; und
w ist die Geschwindigkeit, welche eine Kraft,
withrend eimér Secunde gleichwirkend, an der-
selben Ende hervorbrichte. Und so ist g=2
wenn der fallende Korper an der Erd-Ober-
fliche in 1” den Weg g beschreibt. ‘
Sowohl o2: 2 als #¥g/:(a—s) sind von 3
abhingende Ausdriicke: es scy also jenes (G)f.
und dieses (Sj¢.
Es wird bewicsen; dass ov =ws,0¥ Differen-
tial von 0 *:2, und w§=r?g’s Differentral vonr?g’
s a—s
ist. Folglich ist (G) == (8) (p.36); 7also (G)y
—(@)3 = (8)y —(S)8; nehmlich. wenn am En-
de der Zeit y der Weg s=¢, wird fir f==0,
o = r’g! —r3g’; und o*=2rg! (1—1_),
2 a—o a x/ a
wenn x’ das x am Ende der Zeit y bedeutet.
Folglichist v =r~2g'(1 — 1 ). Und wenn
X @
xX'=% ¢, 0 wird ex=ry”/2g' (1 —1), Welches
w
- V2rg', wenn 6 ™~ @3 welche eben
die der Héhe # entsprechende Gesciewindigkeit
ist.
" Woraus erhellet,, dass von der Oberfliche
jedes Himmel- korpers, wenn da die Schwer-
kraft g, der raduis ' ist, die kleinste Ge»
schwindigkeit, mit welcher eine Kugel in der
Richtung des Halbmessers weggeschossen, nie
zuriickkehrte (alle Hindernisse weggedacht)
der Hohe o entsprechende wiirc : nehmlich die
Endgeschwindigkeit aus dem o gefallenen,
ist dann die anfingliche.




VON DEN GRUNDEN DER GEOMETRIE. (30. viek
als kurz und ohne Figuren seyn kann),

§. 32. Nic. Lobatschewsly Kais. rnss. wirkL
Staatsrath und ord. Prof. der Mathematik' bey
der Universitit Kasan, sagt in_einem, teflichen
zu Berlin 1340 gedruckten Werke: dass ,,Dup.
Kelheit in den erstep Begriffen, Art und. Wei-
se, wie man sich die. Ausmessnng der geom,
Grossen  vorstellt, mnund: die. wichtigg. Liicke
der Parallelen, sind hauptsichlich, warum,
die Geometrie, sglange sie picht in dip. Ang-
lysis iibergeht, bis jewst keinen Schritt vor-
wirts thun konnte ans demjenigen Zustande,
in welchem, sie von Enclid iiberkommen jst.*

Obwohl kein anderes Werk von -ihm hie-
her angelangt ist; dieses allein jst ein Beweis
eines ausserordentlichen Geistes: Hauptgegens-
stand davon ist die Theorie der Parallelen, Yop
andern Grinden der Geometrie steht nichts
mehr, als 1. dass die Gerade eine Linie sey,
welche ihren Ort nicht verindert, wenn sie 2
unbewegliche. Puncte. mit einer sich drehen-
den Fliche gemein hat. 2. ,dass zwey Ober-
flichen gleich sind, wenn sie. durch Zusammen-
figung oder Trennung gleicher Theile entste-
hen. Wahrscheinlich wird in den gelehrtep Schrif-
ten der UniversititKasan, davon womit er  Jahg-
thausende beschuldigt, noch mebr getilgt. ,
) Auch hier erschicn im Jahre 1832 am Eg-
de des ersten lateinischen Bandes eine Appen-
dix, welche jenem so sehr &hnlich ist: dass
beyden (da keiner den auderen gesehen hat)
dasselbe Orginal der Wahrheit nach Jahrthay-
senden erschienen sey. :

Doch sind sie auch in manchen verschiedep:
theils einigermassen am Wege, und durchans

(] 5
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in den Bczenchmmgen, von welchen nur dexx
Buchstabe ¢ beyden gemein ist; welchen der
hiesige als Basis der natiirl. Logar agsdriick-
lich braucht, sogar in seinem Gange darauf
geleitet angenommen hat; jener aber jede Grdsse
die > 1 darunter verqteht, mit dem Zusatze .
dass es auch die Nepersche Basis seyn konne-

, "Von hiesigen smd einige nach Wien, Ber-
lin, Géttingen.. noch dazumal hinausgeschicke
worden: aus Gﬁttingen schrieb der Mathema-
tische Ricse, welcher aus erhabenen Thiirmen,
von den Sternen bis anf’ die tiefe Griinde mit
gleichem Auge sieht; dass er tiberrascht war,
gethan zu sehen, was er begonnen hat, um es
unter seinen Papleren zn, hlnterlassen.

Es betrifft die am Titelblatte geschriebene
grosse Prage : violes wird unseren zu kleinen Wei-
“ten gewdhnten Sinpen zuwider; die Winkelsum-
me des [\ /-~ 0, wWenn die Seiten /— o
und sie /~= 2R nur wenn diese /= 0; es
ist kein Rectangel, kein Quadrai, obWohl in
der Reripherie 3, i1... glelchsentnge Figuren
‘gind; ist auch keme vollstindige .ahnlichkeit.

In jenem wird diese Jnagindre Geometrie
genannt: im  hiesigen ist der Titel Absolus-
wahre Raumlekre; nehmlich unter der auf' die
Nein-Antwort gebauten Geometrie, nur soviel
verstanden, dass es nicht gewiss sey, dass die
AntWort .Ia sey; und es werden auf jeden Fall
_ solche Formeln herausgebracht, dass die Wer-
" the von einer Geraden% abhangen, ‘welche auf
den Fall der Neu;-Antwort zwar gewisse Con-
stante ist, aber a priori nicht bestimmt wer-
den kann, ob sie ein Schuch oder Syrius-Wei-
te soy; und je grosser sie wire, desto niher
wiren die Werthe denen, welche im Falle der
Ja-Antwort wiren. So dass.in den Formeln



des Hiesigen, im Falle der Nein-Antwort dem
¢ sein Werth den er dann hat, substituirt, und
auf den Fall der Ja-Antwort ¢ ~~ o, gesetzt
werden muss, um den wahren Werth zu er-
halten.

Der Theil der Geometrie, welcher unab-
hiingig von der Ja oder Nein Antwort, folglich
von der Grisse des hiesigen ¢ ist, abgeson-
dert enthiilts Gleichheit der Triangel.. Gleichen
Seiten gegeniiber stehen gleiche Winkel, gris-
seren grossere, und umgekehrt. Grosse der
Winkel um einen Punct; auf der Geraden die
Summe 2R, und umgekehrt. Daher die Scheitel-
Winkel. Des /\ dusserer Winkel grosser als jeder
innere gegeniiber. Senkrechte aufrichten, fil-
len. Sie ist einzige aus einem Puncte anf eine
Gerade. Sie ist auch die kiirtzeste Gerade. Ge-
rade und Winkel halbiren; zu einem /\ oder
Winkel gleichen zu construiren. Gerade mit
dem Kreise einen Punct, zwey Puncte gemein,
mehr nicht. Aus seinen 3 Puncten den Mittel-
punct zu finden. Mehrere den Kreis schneiden-
de Geraden. Moglichkeit der Polygone, aber
‘Construction nur des 4, 8, 16,... ecks. Kreis
mit dem Kreise ¢inen Punct, zweye gemem,
mehr nicht.

Achnlichkeit aber, Theilung der Geraden
in 3, um jeden /\ einen Kreis zu beschrei-
ben, absolute Grogse eines Polygon-Winkels,
mit einem Worte alles was zusammenhiingt
mit der 2Rechten glelchen Winkel-Summe des
[\ bleibt weg: da es bewiesen wird; dass
wenn die Antwort nicht Ja ist, die Winkel-
summe verschieden und awischen 0 und 2R
unbestimmt sey, nur % 2R nicht seyn koane.

Auch vieles auf der Sphaere gehort in die
unabhiingige Geometrie, wo (da sich diese Fliche

»



- 46 -
puch wie die Ebene) um jedon ihrer Puncte.
in sich bleibend drehen kann, viel analoges.
Statt bat. Das. Lineal vertritt ein auf gewisse.
Arteingerichteter beweglicher Kreis dessen Halb-
messer == jenem der Sphire ist: mit dem blossen

 Cirkel wiirde es unendliche Anzah] von Operati=
onen erfordern, Unter andern ‘werden, die Sphir.
[\ Thre Gleichheit ; gleichen Seiten gegebeniiber.
%Velchankel und umgekehrt u. d. gl. Seiten,

inkel zu halbiren, Senkrechte errichten, fil-
len. Gleiche /\, Winkel zu construiren. Kreise
zu heschreiben. Berithrungen hervorbringen. Po-
lygone von 4, 8, 16. . Seiten zu ognstruiren.
Sogar der Mittelpunct auf der Sphaere, der
durch jede darauf gegebene 3 Puncte gehenden
Peripherie kann gefunden werden; welches auf
der Ebene eine ohne die Ja-Antwort njcht
auflosliche Aufgabe ist: kinnten jede 3 Puncte,
dic nicht in einer Gerade sind, in eine sphii-
re fallen; so wiire das Eucl. Ax. XIbewiesen.

Beyde Schriften beweisen guch: dass die
Sphiirische Trigonometrie, unabhiingig sey von
der Ja oder Nein Antwort. Die hicsige berech-
net auch die Kugel—Obcrflaclne unubhingig de-
von. Also gehort das auch hicher, Auf dem
Fall der Nein Antwort zeigt aber die hiesige
Sehrift auch die Quadratur des Kreises.

~ Beyde leiten Formeln ab, welche die Ab-
hiingigkeit der Seiten und Winke] im A aus-
driicken ; welche zwaur verschieden aussekhen,.
aber wirklich iirhereinstimmen.

Beyde haben auch, obwohl auf verschie-
denen Wegen die Formeln beyder Trigonome-
trien zur Uberemstlmmung gebracht : das hie-
sige steht im 2ten Bande des Lateinischen ( (1833)
png. 380, aus den Formeln der ge,radll_mgen
Trigonemetrie unmittelbar gefolgert, wo auch




der pythagorische Satz auf den Fall der Ja
Antwort gezeigt ist, _

Beyde erzeugen eine Fliche, wo Ja die
Antwort, und die Euclidische Geometrie wahr
ist; ob sie aber mit der Ebene eineiley sey ,
bleibt unbestimmt: esist die Grinze der Sphi-
ré, “wenn der Halbmesser A~~~ o ; und die
Stcle der Geraden darinn vertrctende Linie
ist der Kreise Grinze da der radius ~\ .
In der Kasanrischen Schrift wird diese Fliche
Orisphaere, und die Linie Oricykel genannt;
di¢ hiesige nennt die Fliche F, und Z die Li-
nie.

Auch darinn stimmen sie iiberein: dass es
bloss anf Messungen a posteriori ankomme,
zu entscheiden: ob auf die Ja Antwort gegtiin-
dete Geometrie soweit unsere Messung reicht,
keinen in unsere Sinne fallenden Fehler zeigt.
Auch pag. 489 des Iten Lateinischen Bandes
steht folgendes : Tempus ab aeterno connata spa-
tii sorer, ci auzilfo venit; ¢t qunws motus cor-
porum coelestium calculis Av. XI posito innizis
conveniant . pro omni mensurationum nostrarum

‘sphaera,y in praxi cidem talo conguiescerc mo-
nels ‘ '

Dieses i voraus: etwas mehr (so viel als
hier seyn kann) wird unten gesagt. '

Die Frage ist aber do¢h: ob nicht e¢in an-
nemnbarés Axiom zu finderr sey ? Im 1 ten la-
teinischen Bande sind mehrére, von welchen
jedes hinreicht, wenn es angenommen wird.
Von denenist auch das folgende. Wenn ein Theil
T des Raumes so beschaffen ist, dass ér nmal
neben eihander gelegt, den ringsum unendlichen
Ratm awsfillt: aus demsetben Theile konnen
nicht i ringsum unendliche Riume ausgelegt
werden, Obgleich n wie immer grosse Zahl

2l
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bedenten kannj fiir ein Axiom ist keines eins
fach genug. T kann den Theil des Raumes
zwischen zwey sich aus einer Gerade gehen-
den auf_einer Seite oo und einen beliebig klei:
nen Winkel bildenden Ebenen seyn. ’

Indessen wenn auch die Ja Antwort bes
stimmt wire: die auf jeden Fall allgemeine
Geometrie bliebe fiir die Wissenschaft interes-
sant. .

§. 53. Dieses vorausgeschiekt ist die Ord-
nung folgende.

I. Nach der Anschanung des Raumes, ei-
nige Begriffe, und Erzeugung der Gerade, und
der Ebene, und daraus enstandene Begriffe.

II. Die Ebene ifnet éin Feld hellerer Aus-
sicht dem forseheunden Auge: da kimmt zuerst
die einfache Bewegung, dann die aus zweyen
zusammengesetzte in Betracht. ‘

' 1L Nach einer hinLinglichen Untersuchung,
hebt es sich mit dem da erworbenen Sehatze
in den unendlichen Raum zuriick.

. 34, Der Begriff des Raumes entsteht
durch das Wegdenken aller Erden und Son-
- nen: es ist der Ort der ganzen Aussenwelt — -
eine heilige Nacht, in welcher die zahllose
Lampen zum Unsichtbaren hinleuehten — und
ein unendliches Feld das innere Aug erifnet—

Die Anschauung zeigt ihn ringsum unend-
lich, ewig, stetig, homogen , unwandelbar, so
dass kein Theil andere Verinderung erfahren
kann, als dass er bald einem bald einem ande-
ren Beweglichen zum Orte dienen kann.

" §. 35. Aligemein kann ¢ Theil von A ge-
nannt werden: wenn 4 das @ in sich hat und
ausserdem auch anderes in sich hat. Der Thei?
aber heisse unxertrenulich , welcher zwar ab-
strabirt Gegenstand des Denkens werden kant,
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abher so getrennt kann nicht gedacht werden,
dass er nicht ganz da bleibe .3.6. Punct oder
Puncte aus der Linie, Linie aus der Fliche
u.d.gl.

gBestandtheile werden sowohl 4 als & ge-
nannt: wenn der Inbegriff beyder, A selbst
ist; und a und 4 entweder keinen Theil gemein
haben, oder das beyden gemeine bcyder un=
zertrennliches ist.

Solcher Theil, welcher gewissemal nach
einandex gelegt das A vollkommen ausfiill¢
und herstellt: kann ausfillender heissen.

§. 36. Wenn von etwas gesagt wird, dass
es aus a, B... besteht: soll es ausser «,8...
nichts enthalten, und jedes der «,8... soll
Bestandtheil davon seyn.

§. 37. Wenn jede Bestandtheile des 4 aus
welchen es besteht, etwas gemein haben: wird
A stetig genannt. ‘ )

§. 38. Wennvonetwas s.0.a gesagt wird,
dass es gleich dem f sey, und die Gleichheit
nicht niher betimmt ist: bedeutet, dass a von
B, abgesehen vem Orte (Lage), nicht zu un-
terscheiden sey.

§. 39.. Wenn @ aus 4, B... besteht, und
g ans @, b... eben sovielen Theilen; und die
gleichnahmige Buchstaben gleiche bedeuten: so
werden Q und g theilweise gleich genannt. Die-
selbe Benennung bleibt, wenn die gleiche An-
zahl der Theile heyder ins o0 wachst, und
das was aus @ und g¢ iibrig bleibt, ~~ 0.
Es ist im Lateinischen mit @ Xt ¢ bezeichnet.

§. 40. Quantitit wird daselbst. 4 genannt:
wenn es entweder keine eder solche Bestand-
theile hat; dass jeder, selbst oder ein Bestand-
theil davon, dem anderen oder einem Bestand-
theile davon', gleich sey. Z.6. Raum, Zeit,

' 7
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Gerade, Kreis, Schraubenlinie, Ebene , Sphii-
re, Cylinder-fliche, Raumpunct, Zeitpunct, 0.
Der Zeitpunct ist, welcher, obgleich ihm kei-
ne Bewegung entspricht, die heftigste Bewe-
gungen verewigt (auf der Mahlers-tafel). Es
kann auch etwas in jedem Puncte einer Zeit
vor und nach einem gewissenPuncte seyn, nnd
in dem einzigen nicht.

Aus §. 17 ist ersichtlich, wie auch Dinge
die in diesem Sinne nicht Qauntititen sind;
auf Quantitit reducirt respective Grassen wer-
den.

§. 41. Die Anschanung zeigt: 1. Das jeder
stetige Bestandtheil des Raumes, aus zwey
solchen Theilen besteht, welche ein stetiges,
beyder unzertreunliches ¢ gemein haben. 2.
Dass dieses ¢ gleichfalls aus zwey solchen
Theilen besteht, welche wieder ein stetiges,
beyder unzertrennliches d gemein haben. 3.
Dass dieses d auch so einen unter seinen Be-
standtheilen hat, welcher selbst stetig ist, aber
mit dem iibrigen, zwey bestandtheilose Puncte
genannt gemein hat, und nichts mehr.

Sowohl ¢ als jeder Bestandtheil daven, so-
gar alles was aus solchen Theilen besteht heisst
Fliche, gleichfalls d und jeder Bestandtheil ,
auch jedes was aus solchen Theilen besteht,
Linie. Der Punct ist eigentlich Raumpunct;
und die Anschauung zeigt, dass solche in Rau-
me iiberall, und alle gleich sind.

Anmerkung. 1. Je feiner zugespitzter Bley-
stift, und dessen Spur fiihrt auch auf ideellen
Punct und Linie.

2. Wenn der Punct aus jedem Puncte eines
stetigen riumlichen, in [diesem endliche Zahl
von Wegen hat, so ist es eine Linie; wenn
es aber aus jedem Puncte unzihlige Wege hat,
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und dabey keinen Bestandtheil des Raumes in
sich hat, so ist es eine Fliche. .
3. Die Linic wird einfach genannt, wenn
der Punct aus keinem Puncte in ih¥ mehr als
2 Wege hat: und Figwr wird sie genannt, wenn
ein Punct sie so beschreiben kann, dass er bloss
in den ersten Ortzuriickkehrt, z.6. A, 0...
§. 42, Da aber der Raum unwandelbar ist:
80 kann kein /\ auf den andern gelegt wer-
den, ohne folgendes geometrisch zu construiren.
Ein Riickblick aus dem abstrahirten Raume
in die Aussenwelt, leitet auf die Frage: ob
diejenige Orter, in welchen derselbe Kor-
per zu verschiedenen Zeiten war, gleich seyen?
Und da diec Antwort anschaulich bejahendist; so
wird das geomctrisch Bewegliche construirt,
welehes von Kérper nichts weiter hat ausser
der Bewcglichkeit, und dass es in derselben
Zeit an verschiedenen. Ortern nicht seyn kénae, -
Und hiemit entsteht das Aziom der Con-
gruens : dass wenn so ein Mobile zuerst mit 4
hernach mit B zusammen fall¢, so ist 4 gleich B.
§. 43. Wenn a, b.. Puucte sind: a,b...
bedeute dieselben unveriindert in ihrer Lage,
und ¢b... = a',0'... bedeute, dass in dem
Beweglichen, in welches zuert a, b... fielen,
hernach o’ dahin fallen kinne wo a war, und
o gahiu. wo b war, und sofort, wenn mehrere
sind.
‘ Und wenn kein soleher vom Puncte e ver-
schiedener Punct b ist, dass a6,¢==0.050; so
kann man sagen, dass e cinsiges des a:fv sey.
§. 44. Der Inbegriff aller Puncte, deren jo-
der p so beschaffen ist, dass fiir bestimmte
Puncte ¢,6 allgemein sey ep==¢b; heisst
Sphire (aus ¢ mit b). Die Anschanung zeigt,
dass sie iiberall gleichfﬁrmi§ , stetig, und des
7



Raumes unzertrennliches, ihnin zwey Bestand-
theile theilt, von welchen sie einen einsperrt;
der andere bleibt draussen rmgsherum oo ; und
kein Punct kann von aussen in das innere (o=
der von innen hinaus) kommen, ohne durch
sie zu gehen. Das letzte wird auf alles auf dies-
seits und jenseits gewissermassen ausgedehnt.

Das eingesperrte sammt der Oberfliche wird
Kugel genannt; unter der Sphire wird nur das
gesagte verstanden.

§. 45. Wenu des 4 jede zwey Punctea, 6
so beschaffenn sind, dass jeder Punct im Rau-
me, welcher des q,b einziges ist, in Asey: so
wird A, wenn es-Linie ist, Gerade, wenn es
Fliche ist, Ebene genannt; wenn Kirper, s¢
ist es der Raum (jedes ganz unendlich), -

Anmerkung. 1. Eine Linie ab ist (kurz)
gerade, wenn von a bis b keine ihr gleiche von
ihr verschiedene ist. '

" 2. Richtung ist idem per idem. Der kiir-
Zeste weg ist unlogisch: kleiner ist @ als b,
bedeutet, dass a7 einem Bestandtheile des &
sey: wie kann man von einer Linie sagen, dass
sie kleiner als eine andere sey, wenn kein Be-
standtheil der einen irgend einem der andera
gleich ist? Selbst die Peripherie vom einem
Zoll-durchmesser kann kleiner als die Syrius
Weite nur als respective Grosse (§. 17.) be-
hauptet werden.

3. Der Inbegriff aller Puncte, deren jeder
9, fiir gewisse 2 Puncte a, b (welche dieselbe
bleiben) so beschaffen ist,dass a,p= 6,p, heisst
Ebene; und der Schnitt zweyer Ebenen, Ge-

" .sade. .

4. Im folenden § werden sie auf eine an-
dere Art, wie im, Lateinischen ist, construirt:
hauptsiichlich um das enthehren zu kénnem,
dass die Sphiire einc endliche Grisse sey.

P
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8. 46, Zur Construction der Gerade wund
der Ebcne, wird folgendes axiomatisch gesetzt:
von welchen die meisten anch sonst Stillschweis
gend gesetzt werden.

* 1. Gleiche Bestimmungen erzeugen gleiches,
dieses ist ein Grundsatz sowohl in der Geo-
metrie als in der Arithmetik,

2. Jeder Punet kann zu jedem hingehen,
sammt jedwedem, in welches er fallt,

3. Fir jeden Punct ¢ und jedes im Rau-
me hegrenzte C, ist aus dem Mittelpuncte ¢
eine das C einschliessende Sphire.

4. Wenn die Puncte a, b iu das Beweg=
liche fallen: so kann 4.6 um aq auf unzihlige
Art (auch bis zur Riickkehr bewegt werden.

5. Wenn die Puncte a, 6 ,b in dem Be-
weglichen @ in o/, b in 6, b in o’ fallen; und
a,6, 9 so gelegt wird, dm ain 6" und 6 in o’
fallen: wenn d um a,8 beweglichwar; wird
dann 9’ auch um §',a bewegﬁcb

6. Wenn a‘,b,b um q,8 bewegt wird: so
hat © aus jedem Orte 2 und nicht mehr Wege,
nehmlich vorund riickwiirts, und beyde gleicher
weise.

7. Wenn um a,6 jeder der Puncte b, ¢..
beweglich ist: so ist auch ihr'Inbegriff um a,%
beWeinch und jeder Punct thut das was er
allein®in der Bewegung um aq_, b.thite.

8. Wenn 2 Sphiren s und § aus den Mit-
telpuncten ¢ und ¢, ringsum stetiges g gemein
baben, soist dieses ringsum in Hinsicht des¢, &
gleich bestimniR; so dass es um ¢, ¢ in sich
bleibend bis gur Riickkehr bewegt werden kann.

9. Aus einem Puncte a bewegter Punct
kann nicht in einen anderen b gelangen; ohne
zuerst eine Weile durch die Sphiiren des Mit-
telpunctes a, aus inneren immer weiter in
iiussere zu_gehen.,
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§. 47. Es [sollen auseund € gleiche Sphi-

ren & und S paarweise erzeugt werden, zuerst
" aus ¢ mit € und aus € mit ¢; dann immer
weiter ausgedehnt ins oo.
. Jedes von diesen Paaren (s und S) muss
etwas ringsum stetiges gemein haben. Denn
etwas von S muss ausserhalb s seyn; denn
sonst miisste die Kugel der 8 ganz in die Ku-
gel der s fallen: als Theil kann nicht dem
Ganzen gleich seyn, (auch fiele auch die an-
dere Kugel als Theil in diese); also miissten
beyde zusammenfallen, dessen Unmiglichkeit
- gleich bewiesen wird. Allein etwas won 8
mnss auch innerhalb s seyn; denn sonst fiele
die Kugel der S ganz ausserhalb s, obwohl ¢
welches in ersten Falle in §, in anderen Fil-
len incrhalb 8, und immer innerhalb s ist.

Folglich hat 8 irgend einen Punct p ausser-
halb s, und irgend einen p’ innerhalb. Also da
ein Punctaus pnach p’ im S gehen hann, muss
es durch s gehen (§. 44.); folglich S und s
etwas gemein haben. Dieses gemeine kann aber
nicht nur ein Punct weder Jgetrenntes seyn:
denn so kinnte der Punct aus p in & nach p!
~ hingelangen, ohne durch s zu gehen. Folglich
muss es ringshernm stetig, und in Hinsicht
des ¢, € gleich bestinmt, um ¢,€ einen Ring
haben (§. 46.). ¢

Dass 2 gleiche Sphaeren nicht verschiedene
Mittelpuncte haben, erhellet so: wenn der Mit-
telpunct  einer Sphire sin einen andern Punct
m' geht; die sphaere s fillt mit ihrem ersten
Orte nicht zusammen. Denn es sey ¢ die
Sphaere aus m mit m*: wenn ¢ mit ihrem er.
sten Orte zusammen fillt, so ist wieder der
erste Full: und so wie m in »' kam, kann
von da in m"” kommen, durch ein nemes aus
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o beschriebenes 5; und der erste Fall kémmt
immer wieder. Der Punct m kann aber nach
jedem Puncte des Raumes hingehen, welches
nlcht anderst, als durch solche o geschehen
kann, Folglich wiirde die Sphaere s ihren Ort
nicht verlassen kionnen; und es wiire nur die
einzige der s gleiehe sphaere im Raume, nehm-
lich sie selbst. -

§, 48. Es sey zuerst das erste Paar, wo ¢
im 8 ist, und es soll indem Segmente des ge-
meinen Ringes, in welchem Segmente nehm.
lich ¢ ist, aus ¢ ein Punct in 8 bis zum Rin-
ge gehen, und mit jedem Puncte dieses Weges
sollen aus ¢ Sphaeren gedacht werden; diese
werden von ¢ begonnen, bis zum Ringe seyn,
und alles vorige gilt von jeder; denn ¢ bleibt
in ‘8§, und alles von 8 was vorhin ausserhalh
8 var, ist auch ausserhalb der inneren. Fol-
glich hat jeder Punct des Weges einen Ring,
und die ganze Linie kann um ¢in S bis zur
Riickkehr bewegt werden (§.46 7). '

Folglich venn ein Punct aus ¢ im 8 be-
wegt wird; muss in seinem Wege so ein Punct
p seyn, dass der Weg ¢p eine einfache Linie
sey, und von ¢ begonnen der Punct immer in
dussere Ringe kemme: denn waer den Weg in:
derselben Sphaere thiite, oder zuriick in innere
kime, das miisste irgendwo zum erstenmal
seyn. Diese ¢p 'also wird im § von ¢ bis p im--
mer weitere Ringe bilden.

- §. 49. Wenn ¢, € £ == ¢, €. F (wo die
Buehstaben Puncte bedeuten): so kann ( wenn
F und f verschieden sind) ¢, €, ¢ am ¢, € durch
2’ bis zur Riickkehr bewegt werden.

Denn es seyen 3 Sphaeren § und s aus €
uwnd c, beyde mit £; so werden £, ¥’ beyden
gemein, - Die 2 Kugeln sind entweder gleich ,
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eder die eine ist kleiner. Wenn sie gleich sind;
80 hat S etwas ausserbalb s; es soll der Punct
b seyn; es werde eine Sphaere ¢ aus ¢ zwischen
s uud der Sphaere aus ¢ mit b; dieses o schliesst
die s, folglich die Puncte £ und ¢ des S und s
ein; also hat 8 den Punct b ausserbalb 6 und
t innerhalb o; folglichbilden § und o einen Ring
in 8(§.47). Und (der gleichen Bestimmung we- -
gen) miissén €, ¥/ auf derselben Seite des Rin-
ges fallen.

Wenn S und s ungleich sind: es sey s klei-
ner, und es sey eine Sphaere ¢! aus ¢ der §
gleich; so wird (wie verher) ¢ innerhalb ¢’ seyn,
und S und ¢ bilden einen Ring. ’

In jedem Falle sey der Ring R genannt,
und 2 das Segment, wo ¢t und € sind; und sey
P ein Punct des R; R hat so einen Punct g
( §.48), dass ein Theil ¥ des Ringes, von %
begonnen jeder weitere Punct immer weitere
Ringe im 8§ bilde, den Punct %) einschliessend.
Es soll g in so einer aus %) beschriebenen inne-
ren Sphaere genommen werden, welche durch
einen inneren Punct des z geht. Auf der ande-
ren Seite des ) im Ringe sey Pg' =Pg, und
jedem Puncte des g im Ringe soll das ent-
sprechende in §)g' gedacht werden. Vom Ringe
jedes Punctes g fillt ein Theil in s; wie g
durch g in ¢’ geht, und er kann durch keinen
-anderen Punct zwischen g und ¢' gehen, sonst
hiitte eine dussere Sphaere mit der inneren ge-
meines. Dasselbe gilt von den iibrigen Puncten
des Yg.

Jeder in g fallende Ring-theil soll halbirt
werden: es gehe nehmlich ein Punct aus ¢ ge-
gen ¢/ und ein anderer aus g’/ gegen g, bey-
de gleicherweise; wo sie sich begegnen, da
ist die Mitte. Der Inbegriff aller dieser Mitten
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ist eine einfache Linie, denn in jedem Bogen
hat es nur einen Punct, und ein durch die
Mitten; gehender Punct geht immer in &ussere
Sphaeren. ,

Diese Linie steht anf dem Ringe beyder-
seits gleich bestimmt; ist aus allen Puncten des
Ringes gleicherweise zu errichten; so dass ein
Punct in R gehend sie im S mitfithren kann.
Sie heisse A.

Jeder Punct p des Bewegten 4 bleibt ent-
weder an demselben Orte, oder ist ringsherum
in Hinsicht des ¢, € gleich bestimmt: folglich
macht einen Ring. Vom Anfang % des 4 in R
kann eine Weile nicht jeder Punet des 1 ru-
hen; denn da wiirden solche Puncte p und p?
des A seyn, um welche der Theil von da bis
R (nehmlich pJ) um p, und p'P um p’) rings-
um - bewegt das Segment s beschriebe; folg-
lich pP=p’] wiire (Theil dem Ganzen).

Demnach sind von R begonnen, eine Wei-
le immer Ringe (p.56). Und wenn £ keinen Ring
hat; so kann (§.30.Anm.) angewandt werden:
es muss nehmlich in dem, Wege eines Punctes
in § von 9 bis £, ein letzter seyn, vor wel-
chem bis ¥ immer Ring ist, und da entweder
der letste Ring oder suerst hein Ring  ist,

Der letzte ist nicht: denn es waere wieder
ein Segment, und das vorige anwendbar. Also
hat der Punct keinen Ring, und der Inbe-
griff der vorigen Ringe bis R ist das Segment
z. Dieser Punct ist entweder ¥, oder ein an-
derer : £ kann nicht seyn; denn ¥ ist ausser ¢
in s, folglich hat es einen Ring; und wegen
beyder gleiche Bestimmung miisste auch ¢ ei-
nen haben. Es ist also ein anderer: und so-
wohl £ als # haben Ring; beyde Ringe miis-
sen aber eines seyn; denn wenn des ¥ Ring

8



weiter wiire als des £, miisste auch dieser
weiter als jener seyn.

Folglich kann ¢, € ¢ um ¢ € durch ¢ bls
zur Riickkehr bewegt werden.
~ 8. 50. Es sollen nun (wie $. 47.) aus ¢
und € gleiche Sphaeren paarweise erzeugt wer-
den, zuerst aus ¢ mit €, fund aus € mit ¢;
und dann immer weiter ing on.

Es sey zuerst der erste Ring, aus a einem
ihrer Puncte,in ® halbirt: nehmlich durch das
Begegnen zweyer aus g zu beyden seiten glench
bewegten Puncte; es ist mehmlich jeder, zwi-
schen a und dem andern ( p.52 ). Gleichfalls
sollen p und q die Mitten der zwey Halftcn'
seyn.

~ Und ein Punct £ gehe ausadurch alle dus-
sere, durch die immer weitere Sphaeren-Paarc
gebildete Ringe: und es werde in jedem ge-
fragt, ob der Punct einziges des a,b sey? wo
die Antwort Nein ist; da kann sich £ um a*b
bewegen (3. 49.). Es ist aber auch a,b,e=
a,b,€; folglich kann sowohl ¢ als € um a, .6
bewegt werden, und wenn ¢in € kommt, wnrd
€ wo ¢ war seyn. Es sey nun das vorige
Schema fur diesc Lage des ¢ und €-gedacht:
die Sphaere des ¢ wird in dic des €, und die-
se in jene fallen; und jedes Sphaeren-Paares
gemeiner Ring derselbe seyn; und £ auch in
denselben Ring fallen, es falle in f. Dieses #
kann mit € nicht dasselbe soyn; denn es be-
schriebe dann um a,b keincn ng, und die
Antwort wire nicht Nein gewesen,

Eis sey die Mitte m des Bogens ¢!, und derselbe
Ring sey aus m halbirt in i, auch die 2 Hiilften
inp/, q' Und es sollen 2 Puncte aus m in mq't
und mp'i gleich bewegt werden; die Endpuncte
der gleichen Wege seyen 2 und 2#. Es wird
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a,b =a,ba'sowollals i m, = i m, o
also 2 kann sich mit ruhenden a, 6, i,m um -
sie bewegt werden. .

Wenn nun £ durch alle Ringe aller Sphae-
ren-Paare ins oo gehend, und in jedem die mit
a,b oben ruhende Puncte m, m' und von einer
Seite p, p’... von der andern. q, ¢’..., und
die unten mit a,b ruhende Pancte i, ... ge-
dacht werden: so wird der Inbegriff aller Rin-
ge mit den ruhenden a, b, m, m'... bewegt
werden konnen (§. 46.). Es heisse I diescr
Weg. v
Der Inbegriff der Ringe ist stetig: denn
zwischen jeden zweyen sind wunzihlbar viele
Sphaeren, sich von inneren his dahin ausdeh-
nend. Der Inbegriff der a, m, m’... ist eine
einfache Linie; denn das eben gesagte gilt
auch hier, und da es in jedem Bogen p'mg’
nur einen Punct hat, kann kein Punet in ihr
einen dritten Weg haben. Ebenso ist der Inbe-
griff der p, p’.. und so der q, ¢'.. und der
b, i,i/..So dass den Inbegriff der Ringe gleich-
sam ein Kreutz in 4 gleiche Theile theilt. ‘

§. 51. Zwischen jeden 2 Puncten f und ¢
ist eine solche Linie wie amm’.. Denn eswer-
de die Sphaere ausfmit g,indas vorige Schema,
so gelegt, dass f in a falle; und es sey aus f
eine die hingebrachte einschliessende Sphaere.
Der Punct, welchen diese mit ihrem Paare der
Linie am..giebt, liegt ausserhalb jener, folg-:
lich geht die Linie durch die hingebrachte
,Sphaere; es sey in v, und bewege sich ¢ um
a bis in . '

§. 52. Da jeder der Puncte des am... ein-
ziges des a, 0 ist; ist auch jeder b desselben
jeder zweyen m, n' einziges: denn in der Be-
wegung um das ruhende a,B'ruhte zugleich m,

| '8,



m’,m  folglich wemnn d um m,m' beweglich
wiire, konnte es sich um m,m' bewegen und
nicht bewegen.

§. 53. Wenn nun die Linie mm’ verkehrt
gelegt wird, dass m in m’ falle; sie werden
sich decken: denn wenn ein Punct o der mm’
ausserhalb m m’/ in 9’ fiele, wiirde m/ m b/
am m’,m beweglich, und dann wire (§. 46. 5)
auch m,m/,5 um m,m/ beweglich. Jeder
Punct nehmlich in den halben Ringen paq,
p'mq’.... folglich auch ihr Inbegriff ist um
amm’... bis zur Riickkehr beweglich; und die
vorige Linie mm/ fillt innerhalb dieses Weges:
es soll nun ein Punct in der umgekehrten
Linie vom vorigen m bis zum vorigen m/ ge-
hen; sobald der Puuct aus der vorigen mm’
ausgeht, fallt er in beweglichen Puuct.

§. 54. Demnach ist die Linie von m nach
m' und von m' nach m gleich gestaltet: wenn
also von beyden Enden2 Puncte sich gleicher
Weise entgegen gchen, begegnen sie sich in der
Mitte. Da von m eine Sphaere mit a,b (nem.
lich a als Mittelpunct in w gesetzt) gedacht
werden kann; es sey m’ wo die Linie durch
die Sphacre geht; die mm' sey nun so gelegt,
dass min a und m/ in b falle; und die Mitte
sey M.

Es sollen uber die erste Nameu a, 6 blei-
ben: und es werde die Linie Mam... auf dem
Ringe apg (oder um ¢, €) bis zur Riickkehr be-
wegt: so ist der Inbegrifit I der Ringe ge-
schiossen; sey ganz P genannt; zeigt gu beyden
Seiten gegen ¢ und € gleiches Gesicht, und theilt
den Raum in 3 Theile, in deren jedwedem, je-
dem ausserhalb P liegendem Puncte ein gleich-
liegender im anderen ist. :

§. 55. Jeder Punct des P ausserhalb der



.. i6%Ma . . . hat sein Paar, welches dem zu
einer Seite fallenden an der anderen entspricht;
folglich ist ganz P um die ...0Ra... bis zur
Riickkehr beweglich. Es ist auch kein Punct
im Raume, welcher nicht in diesen Weg falle:
denn es sey von der einen seite des ersten P,
so ist ein gleichliegender auf der anderen,
folglich. ist ® um 6.4 beweglich, und der be-
schriebene Ring geht bey der Bewegung des
P, in b.

’ §. 56. Die Linie'..6Ma.. ist eine Gerade,
und P ist eine Ebene. Denn jedweder Punct
im Raume, welcher jedweder zweyen in sio
fallenden einziges ist, ist in ihnen.

L Denn es seyen f,g Puncte der Linie: je.

der Punct der ?;ist cinziger des f,4; und es

ist kein Punct ausserhalb fg, welcher einziger
des f,g wire: denn wennes ausserhalb Pfallt
ist von der anderen Seite noch ein gleichlie-
gender; und auch wenn es in P fillt, jeder

ausserhalb fg liegende Punct ist um f,§ be-
lich (§. 52) |

~ Anmerk. Wenn ab eine Gerade ist: bedeuts
ab dieselbe beyderseits oo, a 6 aber dieselbe
aus ¢ auf der Seite wo b ist, oo.

IL. P ist eine Ebene. Denn es seyen jed-
wede 2 Puncte A und 9 in ihr: jeder Punct
welcker dey A, B einziges ist,; fillt (nach vo-
rigen) in AP, und kein Punct der Gerade AP
filt ausserhalb P, , '
~ §. 57. Die Gerade Mam... geht aus jeder
Sphaere des Mittelpunctes M hinaus. Denm es
sey aus € eine Sphaere von welcher jene ein~
geschlossen ist: die wird mit ihrem Paare ei-

nen Punct der Linie 9){;’ ausserhalb der eysten
Sphaere gcben. _
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§. 58. Jede Geraden decken sich wenn ih-
re Enden f, ¢ zusammenfallen. Denn es soll
fin M und g in irgend ein m fallen: wenn

irgend ein Punct ausserhalb der Mm fiele,
wiirde_der obige Fall: auchin die Linic weiter
als m kann er nicht fallen, denn Theil wire
dem Ganzen gleich.

Daher wenn ein Punct in der oo Geraden
fortgeht, kann eine Gerade in derselben mitfiih-
ren: denn aus jedem Puncte sind die Geraden
gwischen gleichweiten Endpuncten congruent.

§. 59. Durch jede 3 Puncte A,B,K ist eine
Ehene, und nur eine, wenn die 3 Puncte hicht
in ciner Gerade liegen. .

Denn mit Geraden verbunden, sey Y in
M und B in ein m gelegt; und wenn £
nicht in P fillt, drehe sich P um a,b bis es
den Punct® erreicht.

Es sey nun aus einem inneréen Puncte t
der Gerade A%®, dieGerade bR, und aus_einem

inneren Puncte 19 der 9§ bewege sich w9 rings
um auf dein Dreyecke: jeder Punct von der
bewegten Linie ist in P, aber auch jeder Punct
"des P ist in diesem Wege; denb dieser Punct
ist entweder ausserhalb; oder im Dreyecke;
die Gerade von aussen geht durch den Peri-
meter des A; ist er innerhalb, so geht die
Gerade durch ihn aus w durchden Perimeter.
§. 60. Um jeden Punct des P kann mit
jedveder gerade @ ein Kreis beschrieben wer-
den; und dessen Peripherie (sammt dem was
sie einschliest) kann in sich selbst bewegt wer-
den. Denn der vorige /\ kann in P so gelegt
werden, dass w in den gegebenen Punct falle:
es seyen alle Geraden aus ¥ im vorigeu der
G gleich: der Inbegriff der Endpuncte ist die
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Peripherie Denn es mag t®m wm w bewegt
ringsum in jede der vorigen Geraden kommen;
das vorige wiederhokt bringt immer dasselbe
heraus. '

Also kann auch P um jeden Punct in sich
bleibend bewegt werden: und wenn ein Panct
in P geht, kann den Kreis in P mitfiihren.
. Anmerk. Nur die Sphaere ist noch (im
Eucl. Syst) um jeden ihrer Puncte in sich bee
weglich; im antieuclidischen sind unzihlige.
Um einen Punct sind Kegel, Paraboloid u. d.
gl. in sich beweglich. Ohne Ruhe in sich kén-
nen, Gerade, Schraubenlinie, Kreis, und ge-
‘wisse nach diesen construirte, sich forthewe-
gen. Selbst ganz in sich bleibend kann (ohne
dass etwas davon ruhe), jedes beliebigen um
eine ausserhalbige Axe bis zur Riickkehr bee
wegten, Weg bewegt werden.

§. 61. Nach der Construction der Gerads
und der Ebene, werden folgende Begriffe con~
struirt. .

Zwey Ebenen, und so Ebene und Gerade,
auch zwey Geraden in derselben Ebene, wer-
den paraliel genannt, wenn sie ins o gedehnt
sich nicht schneiden.

Im Eucl. Syst. ist durch einen Punct zu
einer Gerade eine einzige Parallele; sonst sind

unzahlige: nehmlich die Gerade a® um a auf
~
der gerade b b forthewegt, bis sie es zuerst

verlisst, wenn sie dann a 6’ ist, sey mit
ab' (]| bb bezeichnet. Dieses ist im Eucl. S§st.
wenn die Summe der inncren Winkel = 2R
ist, und da kommt anstatt ||| das Zeichen ]I.

§. 62. Der Inbegriff aller gleichen Ge-
- raden, die zu einer derselben bb ||| sind, und
deren  Anfangspuncten Inbegriff eine Form ¥
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ist: heisst prismatisch; welches demnach von F
und ] oder I abhiingt. Wenn Feine Gerade ist,
so wird fiir ]I ein Parallelogramm, und Cy-
linder wenn F ein Kreis ist. Fiir {|| unend-
Jich verlingert, gehen die Geraden unendlich
nahe zu einander, ohne sich zu erreichen: gleich=
sum wie alle Ich in der Ewigkeit zu einan-
der, und dem Iche aller.

v Anmerk. Wenn P, @ Ebenen sind, und
Pl Q; und p (Linie oder Ebene) zuerst
in P fallend, £eliebig bewegt wird, bis es in
Q fallt, nur dass es immer weiter in eine solche
zu P parallele Ebene falle, in welcher es vor-
her nicht war: der Weg hiingt von p, und der
Bewegung ab; wenn p eineGerade ist, und ihr An-
fangspunct in einer Senkrechten auf P geht, und
der Endpuncteine Schrauben-Linie beschreibt,
entsteht eine in sich fortbewegliche Fliche;
gleichfalls kann der Endpunct zugleich Mittel-
punct eines dem P parallelen Kreises von Klei-
nerem Halbmesser als das vorige p seyn. Und
durch gleiche p von Pbis @ erzeugten sind nur
in gewissen Fillen Iz, wenn p eine Linieist;
aber immer wenn p Fliche ist.

§. 62. Aus sich schneidenden Geraden ent-
steht: das pyramidale, die winkelige Form,
die winkelfreye, das Krumme..., die verkehsr-
te, die allgemcine geometrische Gleichhest , und
fiir |} die Aehnlichkeit.

Der Inbegriff aller gleichen Geraden aus
einem Puncte ist die Kugel, und wenn sie in

“einer Ebene sind, der Kreis. Der Inbegriff al-
ler Geraden, die aus einem Puncte zu allen
Puncten einer Form F sind; heisst pyramidal.
Ist Fein Kreis, und der Punct ausserhalb der
Ebene, so wird es Kegel; ist I cine Gerade,
und der Punct in der Ebene (ausser F ), so



ist es ein' /\. Es sind also Flicken- und Kor<
per—pyramidalen. o

§. 63. Wenn b eine einfache Linie ist; welche
Bestandtheil von B ist, wenn B ein¢ Linie ist,
wenn aber I eine Fliche ist, Bestandtheil des
Schnittes einer unendlichen Ebene mit B ist;
und p so ein Punct zwischen den Enden der
Linie 4 und K so ein Kegel ist; dass der
Punctpin die Spitze des Kegels &, und » aus-
ser p ganz innerhalb des Kegels falle: so wird
gesagt, dass B in p Winkel bilde; und wird
auch von jeder Fliche gesagt, dass sie an der
Linie Z Winkel habe, wenn sie an jedem Puncte
der L Winkel hat. - o

Anumerk. Der Winkel zweyer Geraden ist
eine respective Grisse (§. 17),in Hinsicht des-
sen, wie-vieltes, der Bogen Zwischen den Schen-
keln, der ganzen Peripherie ist, der Halbmes-
ser mag beliebig scyn. Ist es ein viertel, so
wird es rechter Winkel genannt. Ein Schenkel
@ wird dann auf den andeten ﬁ’ senkrecht ge~
nannt, und mit o [ g bezeichnet. Es wird
auch (§. 54) die Gerade €M [ P genannt, weil
€M auf jede durch M, gehiende Gerade der
Ebene P ist. Und wenn & ein Punct ausser-
halb P ist, auf derselben Seite wo € ist: so
wird das Complement des Winkels €S zu
einem Rechten, fiir die Grosse des Winkels der
Gerade M mit P genommen. Und wenn die
Ebenen P, @ den Punct 9 gemein haben: so
‘wird, wenn MK L. @, dér Winkel EMR fiir
die Griosse des Winkels der Ebenen P, @ ge-
nommen: und dieser is auch == dem Winkel
der Senkrechten in P und Q aus % auf ihrea
-Schnitt. - o

Fir den Winkel c¢iner Geraden mit der
Ebene kinnte man auch den auf der Sphaers

' 9
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des M, kiirzesten Weg von der Linie bis zur’
Ebene nehmen; dass nehmlich kein kiirzerer
sey, (fiir denselben Halbmesser). ‘
"~ § 65. Hateine Formin keinemihrer Puncte
‘einen Winkel: soist sie winkelfrey; und Arusmm
.wird die winkelfreye Form genannt, wenn
kein Bestandtheil daven Gerade oder Ebene
ist. Gerade mit einem Bogen kann winkelfrey,
aber nicht krumm seyn.

- § 66. Wenn winkelfreye Formen A4 und
B so ein k (Punct oder einfache Linie) ge-
mein haben, dass aus jedem Puncte des &, so
ein Bestandtheil  des 4 und 4 des B sey; dass
der Inbegriff des @ und 4 stetig und winkel-
frey sey: so wird gesagt, dass A und B sich
@n k berdihren. : :

' §. 67. Wenn.d eine die Form B imPuncte

p beriihrende Ebene ist, und eine Gerade pq
L4 ist: so wird p q auch auf B senkrecht ge-
‘nannt ; sogar wenn eine Linie o in eine Fliche
Cfillt, und aus jedem Puncte der v Senkrechte
auf C giebt; der Inbegriff aller dieser Senk-
- rechten wird auch [, auf C genannt. '
. 8. 68. Geraden aus einem Puncte it der
Multiplication: Wenn Q gewisse Puncte, Form,
oder was immer im Raume (wenn auch den
‘Ort eines Sonnen - systems) bedeutet; und jede
Gerade welche sich ans demselben Anfangspun-
cte p in @ endigt 2, und sein Endpunct q, und
« mit einer bestindigen Grisse ¢ multiplicirt
y desselben 2 genannt werden ; und auf jedes

sein y==a2 von p aus in pq gelegt wird: so
wird der Inbegriff aller von p verschiedcner
- Endpuncte der y, dem @ dhulich genannt. Al-

lein wenn jedes y auf der anderen Seite des
x genommen wird; so kann es verkehrs dhn-



— 67 —

lich genannt werden. Der Inbegriff der von p ver-
schiedenen Enden gewisser y, und diesen entspre-
chenden q Inbegriff, werden homolog genannt.

Anmerk. 1. Wenn @ ein A ist, so sind
alle den homologen Seiten gegeniiberliegende
Winkel, wenn & nicht ==1, allgemein nur un-"
. ter der Bedingung des Eucl. Axioms gleich.

2. Wenn alle y auf der anderen Seite ge-
nommen werden: konnen auch wenn a=1,
uncongruente Formen entstehen; s.6. wenn @
die rechte Hand ist, wird jene eine linke, auf
velche® der Handschuch der Rechten nur um-
gewendet passen kann. ’

- 3. Fs kann leicht gezeigt werden: dass
ein gleiches hervorgebracht werden kann, wenn
aus “jedem Puncte des @ auf ¢inc Ebene ge-
fillte Senkrechten "auf der anderen Seite gleich
verlingert werden; es ist wie das Bild im e-
.benen Spiegel.

4. Dies ist nun eine verkehrte Gleichheit :
und geometrisch gleich kinnen 4 und B ge-
nannt werden; wenn das Bewegliche, nachdem
es mit Acongruirt, auch entweder mit B selbst,
oder weninstens mit seinem gesagten Bilde
congruiren kann. '

5. So wird das Parallelepiped durch- die
Diagonalen, in zwey gleiche triangular-Pris- -
men getheilt, welche aber nur in gewissen Fiil-
len congruiren konnen. Nehmlih es sey ein
Parallelogramm A€Be, und € der Durchschnitt
der Diagonalen AV und €¢; und die parallele
Kanten seyen AYA', BY’, €€/, c¢’; die Prismen
der AACB und AeB decken sich nur wenn
die Ebene 'S¢ senkrecht auf die Grundfiiche,
und entweder AC'€t=R, oder AE€=EPB. Denn
selbt N\ ABc kann den [\ ABE nicht anderst
decken, wenn die untere Seite sehwarz, und

, 9°



> (8 <

die andere weiss gedacht wird, ausser dass
verschiedene Farben auf einander fallen, im
Falle wenp A€ nicht =&Y ist; allein wenn
diese glcich sind, kann %mc um AP bewegt
auch mit der schwarzen Farbe auf die schwar-
ze des andern fallen;im ersten und jeden Fal-
le kann A\ AB¢ uin £ bewegt, bis ein Punct
einen halben;Kreis beschreibt, mit der schwar-
- cen Farbe auf die weisse jener fallen.

Wenn nun €€ €c¢; so wird des beweg-

ten Triangels Prisma in dds andere kommen. ~

Wenn aber 2.8. A€'€c <R ist, und AC=CJ;
s0 wird ¢'emit derVerlingerung der €c dem A €'Se
gleichen Winkel machen. Folglich wenn A\ ABe
um YB bewegt mit der schwarzen Farbe.anf
die schwarze des AUBE fillt: die Kante an
¢ des mitgefiibrten jetzt unten fallenden Pris-
ma, wird in die Verlangerung der €'€ fallen;
also das untere Prisma in das obere gescho-
ben werden kénnen. ,

Die Unmaglichkeit der iibrigen Fille kannt
gleichfalls bewiesen werden: allein die Hiil-
le des e¢inen umgewendet, congruirt mit der
anderen. In manchen Fillen erfordert auch die
- Umwendung Vorsicht: einem Cubus kann eine
Pyramide so aufgelegt werden; dass die Spitze
unterwirts falle. Es muss jedem Winkel sein
verticaler entsprechen. 8o entsteht auf einem
sphaerischen Dreyecke ADE auf der ‘Sphaé‘re
ein anderer abe, wenn (3. 68.) p der Mittel-
punct, und a=1 ist,und die y jenseits genon-
men werden: allein wenn der AABE nicht
gleichschenkelig ist, kinnen sich nie ‘decken.

: Nehmlich iiberhaupt konnen 2 nicht gleich-
schenklige sphaerische A\ABE, abe (die gleich-
nahmige Seiten gleich vérstang;n) nur ‘dann con-
gruiren: wenn AT und g¢ in*demselben griss--
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ten Kreise Cliegen,und 9f in C so béwegt, dass
es gegen € gehend und den Bogen %€ vor sich
schiebend, den N\ ABE auf der Sphaere mit
sich fihre, bis 2 in a gelangt; nicht durch ¢
gegangen ist im Falle, wenn beyde A in die-
selbe chemiﬁ'chphaere sind, abér im Falle dass
sie auf verschiedené Hemisphaeren fallen, zu-
erst durch ¢ hat gehen miissen.

Allein ein schoner Geddnke ist i def oben
gepriesenen Kasaner Schrift, um die theilweise
sich decken zu lassen: sie lisst Kreis um die
Spitzen beschreibert, und aus dem Mittelpuncte
des Kreises atuf der Sphaere, erzeugt durch an
die Spitzen des ‘9 gefithrte Bégen 3 gleich-
schenklige [\, telche mit den im anderen ,
entsprechénden sich decker konnen. Es gilt
freylich nur, fiir den Fall, wenn der Mittel-
purict innerhalb des A fallt:allein der scharf-
sinnige Verfasser dat die Allgemeinheit waht-
dcheinlich dem Leser fiberlassen.

Wenii A€ vor den Augen ist,und B obeh,
¥ links und € rechts liegt, and AB<LBE ist,
und dér Bogen aus dem auf der Sphaeré unten
fallenden Mittelpuncte 8 zur Spitze B, den Bogen
%€ in Dschneidet: wird der A%b@ ein stuinpfer,
und im /\ werden keine 2 Beiten gleich, BE
wird > ,HE DE, DESBD; woraus un-

eachtet der entstandenen 3 gleichschenkeligen

» das theilweise Decken nach dem obgesag-

ten nicht gelingt. - ' '
~_Allein auf jeden Fall gelingt das theilwei-
se Decken folgendermassen: es ‘sollen des
afe zwey Winkel a, 6 halbirt werden; und aus
@em Puncte ¥, wo sich, 2 halbirende BOgeh
schneiden, Sollen auf alle 3 Seiten sénkrelite
Bugen ‘gefallt Yverden, F auf ab; ff auf ¢, und
¥3 auf de, wund ¥s scy auch ein Bogon ‘atis ‘%
nach ¢, Es sind 6 Triangel entstanden; \6OES y
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6ft, \abf=agF; also die 3seknrechte Bigen sind
gleich ; woraus auch /\¢ff=cgf wegen der ge- °
meinen Neite €¢c, des rechten Winkels bey
und g, und der gleichen Senkrechten f¢ und
of: also’istauch der Winkel ¢ halbirt. Folglich
ist in jedem von diesen 6 Triangeln kein Win.
kel an den iusseren Seiten grisser als ein
Rechter, es ist also die Frage nur von den 6
Winkeln an der gemeinen Spitze I Bey jedem
Winkel des Aabe, macht der halbirende Bogen
mit den ihm niichsten Senkrechten gleiche Win-
kel; wenn also diese zwey Senkrechten, bey
allen Winkeln an der Spitze € kleineren Win-
kel als 2 B machen; so wird keiner von den
Winkeln der 6 Triangel )» R seyn. Also da
durch die Sehnen gebildete Winkel kleiner
werden; so wird durch die Sehnen aus jedem
von den 6 Triangeln ein spitzwidkeliger: fol-
glich 'fillt der Mittelpunct des um jeden be-
- schriebenen Kreises innerhalb der Pyramide,
folglich innerhalb des /\ auf der Sphaere. Dem-
nach enstehen 18 gleichschenklige /\ , welche
die im anderen /\ YWE entsprechende decken
kénnen. ‘ .

Im Falle aber, wenn x.6. #f mit £g gegen
¢ convexen Winkel bilden: dieses kann dann
bey keinem von den zwey anderen seyn; und
dann sind fe und g¢ jedes grosser als ein
Quadrant; und ¢ zum Pole genommen, fillt €
in die untere Hemisphaere des aus ¢ beschrie-
benen grossten Kreises; welcher die Bigen ca,
¢b in m,n schneiden soll. Der Punct in welchem
diesen Kreis . der Bogen ¢t schneidet, sey p;
es entstehen 4 rechtwinklige Dreyecke; fgm
mpl, ffn, npf, deren jede Seite kleiner als ein
Quadrant ist; nchmlich £f, tg, pm, pn, df
~ 3nd mp, fu sind kleiner, und da fm, tn Hy-



potenusen sind, ist cosfm=cosfg.cosgm, also ft,
gleichfalls fn ist kleiner als ein Quadrant. A}-
so ist in diesen Triangeln kein Fall des con- -
vexen Winkels; folglich gilt das oben ge-
sagte, auch fiir die obere Triangel. Dass €g klei-
ner als ein Quadrant sey, erhcllet daraus, dass
wenn dem halben ‘Winkel bey ¢ am anderen
Pole ¢’ entsprechende « genannt wird; ist 1: sin
o = sin ¢'f: singf; folglich singf==sine, sin¢'f,
welches <1 ist,
. Was die Grisse anbelangt: von den obigen
Triangeln, AP E und ab¢ kann keines grisser seyn’
wie das andere; denn da miisste auch dieses
grisser wie jenes seyn. Und was die Con-
gruenz anbetrift; jede sphiirische Formen kin-
‘nen in beliebig kleine gleichschenklige /\ zer-
gliedert werden; und wenn das iibrige von
beyden ~~ 0; werden sie unendlich theilweis
. Welches augh auf Kirpern und respegctive
‘Grossen angewandt werden kann. '
_ §. 69. Nun da den o Raum die Ebene
in zwey gleiche Theile theilend, eine klare Aus-
sicht darbietet: lisst sich das forschende Aug
eine Weile darnieder; wornach es wieder zu~
‘riickkehren wird. _
Auf der Ebene kommt zuerst die einfache
‘Bewegung , dann die susammengesetste in Be- -
‘tracht: Die erste ist, wenn jede Bewegung
eines Punctes zuerst vollendet wird, ehe die
"Beweguug eines andern anfingt; die zweyte
ist, wenn wirend der Bewegung eines Pun-
ctes, in einer mitgefiithrten Forin auch ein an-
derer Punct bewegt wird: denn alles’ wird
durch Punctes Bewegung verrithtet; nehmlich
ein Punct kann gerade, oder sonst, oder um
_einen Punct in der Ebene bewegt werden,
kann in derselben zu jedem Puncte hinkom-
men, jedes wo ¢s hineinfillt mitfithrend. Zu-
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sammengesetzt ist, wenn indem ein Punct
den Weg z beschreibt, in der ~ mitgefiihrten
Senkrechten, ein anderer den Weg y beschricbe,
‘wo y eine Function des x seyn, und der In-
begriff der Endpuncte der y verschieden seyn
kann: folgendes mag zur Erlanterung dienen.

1. Wenn ()7 ~(2)r=0, kein Glied enthalt,
welches nicht unter die Formel azry fillt (wo,
@ eine Constante, 0 oder eine andere, jede
dér p und g aber entweder O oder andere
ganze Zahl bedenten); und wenigstens in ii-
.gend einem Gliede, in welchem der constan-
te Factor nicht 0 ist, p4g=m ist: so heisst
die darch die Endpuncte der y erzeugte Linie
der mten Orduung. So wird die Gerade der
ersten, der Kreis der zweylem Orduung; -es
werden auch alle Kegelschnitte Linien der 2-
ten Ordnung, und alle Linien der 2-ten Ord- -
nung Kegelschnitte. ’

11. Wenn 2 Functiopep § und ¥ fiir die-
selben » die Linien ¢ nud L erzeugen, und
tiir jedes % ( welches eine ¥ ganze Zahl von
4 bis b einschljesslich bedeute), J<¥==Jty fiir
s==p, aher Ji1Y nicht=Jttly ist: so wird
gesagt, dass L und I sich am Ende der;Ordi-
nate des 2==c im Atem Grade berihren.
.~ Es wird gezeigt: dass die Gerade nur im
raten, der Kreis auch im 2ten (héher nicht)
‘beriihgen kann; und dann wird sein Halbmes-
mer, Krimmungs-Halbmesser der Krumme an
.dem Berithrungspuncte genannt. Wenn Gerade
‘heriihrt, kann zwischen ihr und der Beriihrten
- keine Gerade gezogen werden: gleichfalls ist
xwischen dem gesagten Kreise und der be-
xithrten Krumme kein Kreis. ‘

Ifl. Wenn eine Gerade und eine Krumme
_michts ,gemein baben, dennoch keine Gerade
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gwischen ihnen ins oo verlingert werden kanns
so heist jene dsymptote. Auch zwey Krum-
men kinnen sich asymptotisch nihern, wenn
fiir dieselbe Abscissen, der Ordinaten Unter-
schied ~~ 0.

IV. Der Inbegriff V der Endpuncte der
Kriimmungshalbmessern an allen Puncten ei-
ner Krummen o; heisst Evolute der v, und ¢
Evolvente der V.

. V. Wenn sowohl die beriihrende .Gerade,
als der auf diese (aus dem Beriihrungspuncte)
senkrechte Krimmungshalbmesser.,, bis zue
Abscissen-Linie verlingert werden: die erste
vom Beriihrungspuncte bis zur Absc. Linie
wird Tangente, die zweyte wird Normale ge-
nannt; und bis zur Ordinate, wird die Absc.
Linie von ihrem Schnitte mit der Tangente
Subtangente s,und mitder Normale Subnorma-
le genannt, ‘ :

VI. Es wird (wenn g/ die Senkrechte vom'
Ende der Abscisse 2—x bis zur Tangeute) ist,
s:y=353-x:9y'. Es wird auch bewiesen, dass
s=y: dy; folglich y'=y—+xdy. Und da s:y=t:
tang o ist, wenn ¢ den Winkel der Tangente
mit s bedeutet: so wird tangr=Jy.

Welches nicht nur die Lage der Tangents
‘an jedem Puncte der Curve, sondern auch die-
ser Gang vermittelst des Taylorischen veigt.
Nehmlich wenn y==(F)z, so wird (F)Xz4=x)
=ytxdy + x*Jy:2...; und es wird bewiesen,
dass % so klein genommen werden kann, -dass

jedes Glied grosser als die Smmme aller nach-
~ folgenden werde; Ausnahme ist nur bey ein-
zelnen Puncten, wo die Linie auch etwas be-
sonderes hat: Wenn nun Jt y der Kiirze wegen
mit J& bezeichnet wird, und m eine ganze
‘Zahl zwischen 1 und n bedcutet, und n cine

10



paare Zahl ist: so istsic filr den Werth des #, wo
" J% & nnd nicht 0iist, wenn kein J™ ist wel-
ches nicht 0 wire, convex gegen die Abse. Linie,
und concav wenn es8 ww ist. Denn ' war =
y+-xJy, folglich wenn das iibrige der Reihe
ok ist, geht die Linie iiber die Tangente, und
darunter venn es ww iSt: wenn nun 2.6. n=2
ist, und J* Jist, so ist sowobl fir x als —g
dasselbe; denn /—x)*==x*, also ist zu beyden
Seiten gt wenn J? Juist, und . Wenn J? w ist,
wenn y zu beyden Seiten reellen Werth hat,
sonst auf der, wo es einen hat.

Die Tangente hingt aber von J ab, denn
tange=Jy; wenn J=:1, so ist o=R:2; wenn
J=, so ist v=R; wennd =0, soistdie Tang. ||

Mazimum oder Minimum erfordert so ei-
nen Werth des 2, dass wenn J nicht o ist, =0
scy; (obwohl aus J==0 Maximum oder Mini-
mum nicht folgt ): denn (F)z 4 o)—(F)z so wie
(F (z—o0) —(F)z ist (0:2)d*(F)z, nebst einer
Grosse, welche kleiner als diese wird, wenn
w ~= 0. Auch fiir J== ¢o kann Maximim oder
Minimum seyn; und der Werth dafiir des =
wird im ersten Falle aus J=0 im zweyten aus
1:J=0 gesucht, nehmlich aus J—1:0 wird
1:d==0.. Ob es aber fiir diesen Werth o ein

Maximum oder Minimum sey, wird durch ein
- je kleines w versucht; nemlich = statt a, in
y gesetzt. ’
‘ Es sey nun y—g¢ fir 2z==p, und p das
Ende des 4. Wenn J einzigen Werth uhd die
Curve 2 solche Zweige hat aus p, dass entwe-
der beyde¢ convex oder beyde concav gegen
die Abse. lLinie sind, oder die eine convex
die undere concav, beyde auf eine Seite des ¢
fallen: so wird die Form am p cwuspis genannt.
Wenn aber im letztep Falle der eine Zweig auf
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die eine und der andere auf die andere Svite
des g fillt; so wird es inflerio, und p Wendungs-
punct genannt. In allen diesen Fillen ist -fiir
2z :=p dieselbe Tangente aus p fiir beyde. Zwei-
ge. Der Cuspis sind 2 Arten, nachdem jeder. ge-
gen den andern die convexe Seite kehrt, oder
es nur einer thut; und jeder ausser dem letz-
ten Falle, hat 2 Fille, nachdem sie gegen die
Absc. Linie convex oder concav sind.

Inflexion kann nicht seyn wenn das obe-
re J® nicht 0 ist; denn da wiire es zu heyden
Seiten convex, oder concav. Alleinaauch cugpis
ist nicht wenn J"=0. ‘

- Ob aber der Zweige einer und der andere
convex oder concav sey ? thut inan einmal ptx
in J* und fiir den anderen Zweig p—x ( nach
VI). Es kann von einer Seite imaginir seym,
und auf der anderen 2 Werthe haben.

Wenn J fiir 2 =p verschiedene Werthe hat:
so wird p punctum wmultiplex, fiir die mit ver-
schiedenen Tangenten begabte Zweige.

Es giebt auch solche Function, welche fiix
gewissen Werth des # nur isolirten Punct giebt.

- Alle diese werden singulire Puncte genannt.

Es ist zu bemerken: dass wenn z.6. y=
L~z (welches die Parabel mit parameter = {
giebt); und die Frage fir den oberen Armist,
ob es convex oder concav sey? g ist df &y
folglich muss auch in J'=—(1:4)r 3= dio
Wurzel aus ! J¢ genommen wesden , und
unten wi it J2=(1:4) 2 3; und so wird bey-
dey s und beyde gegen die Absc. Linié con
cav. Fir 2220, wird % o , was weder con-
vex roch concav giebt. Und fir o=z ist J*
Watnginir, fér x aber reel. ,

: 10°
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, Beyspiele.y::b-(-.rf s y==bt+a¥ , y=b—
3

zv y-w’+:v" geben fir 2=0 mehrere Ar-
ten der Cuspis: die 3 ersten geben die erste,.
die 4 te die 2 te Art. Bey der ersten und 4 ten
ist J==0, bey der 2ten und 3ten ist oo; folglich
ist in jenen die Tangente parallel, bey diesen
senkrecht. Bey den 3 ersten ist-J* = oo, aber
bey der 4ten ist es =2 fiir 2=0, und die
2 Zweige fallen im letzten auf eine "Seite dev
Ordinate V& auf der anderen wird es imaginir.

Das viecte giebt aber fiir gewissen Werth
des 2, J°=0, und da wird cin Wendungspunct.

Das zweyte giebt auch Minimam, und das
dritte Maximum, mit J= oo . Allein mit J=0,
giebt y= b+ 2* (welches die Parabel ist, die
Abcissen - Linie senkrecht auf die vorige ge-
nommen), das & fiir Minimum.

Isqllrten Punct giebt y=~ (x’—-x’) fiig
x=0.

Und y==(x*—x*) giebt fiir x=0 einen viel-
fachen Puanct, und eine Linie der Gestalt eg.

Die zZusammengesetzte Bewegung kann
vielerley seyn: s.6. im vorigen kann y mit
der Absc. Linie ecinen Winkel bilden, welcher
constant oder veranderlich seyn kann. Auch
kann eine Linie um das eine Ende ¢ auf einem
Kreise des Halbmessers ¢p=1, und in der Linie
ein Panct bewegt werden; und dieser Weg
kann y , der Weg des mit "dem Kreise gemei~
nen Punctes der bewegten Linie kann u ge-
nannt werden; und g aunf gewisse Art von u
abhiingen .3.6 y=qu giebt die Arhimedische,
y=a" Jac. Bernoullis Spirale; welcher ¢nt-
deckend dags dje Linie ihrer Evolute gleich sey,
sic auf den Grabstem mlt der Inschnft Haeg
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cadem mulata resurget verlangte. Auch ande-
re Curven kinnen durch solehe Polar gcnannte
Coordinaten ausgedruckt werden. .

§. 79. Nun auf dem im vorigen §. gewie-
senen Wege weiter folgt, in der Ebene die
Untersuchung zuerst der einfachen Bewegung:
und bloss Lsnien zuerst, nachdem der Flashens
inhalt.” '

Die Linien fangen mit Geraden an, dann
kommen die Kreise dazu. Zuerst 2 nachdem
mehrefe Geraden: aus einem Puncte zuerst;
gweye bilden Winkel (Viertel, grosser, kleie
ner); zu einer dritten bilden den /\; mehrere
~wachseu von der Senkrechten weiter, und der
A ~~ 0. Ob aber von der dritten geschnittene
sich schneiden oder nicht? ist die Frage am
Titelblatte, wovon noch etwas unten gesagt
wird. Beweis dass allgemein nur 4 Bedingun-
gen der Gleichheit der A sind. Abhiingigkeit
der Seiten und Winkel von einander; vozu die
Hauptsitze der Erginzung gleich nach der
Aehnlichkeit- kurz und lcicht folgen kann. Al-
les wird nun im Eucl. Systeme verstanden. 2

4. Geraden: entweder ist kein Paar [,
oder nur ¢in Paar, oder melirere. Wenn nur
ein Paar ist: entsteht die Aehnlichkeit der;
5 Bedingungen, deren jede hinreicht. Multi-
plication, Division, Quadrat-Wursel in-Gera-
den; und ¢* =e*+06?, wenn o, 4 Kathede und
¢ Hypot. sind.

Gerade und Kreis: kleinster Schnitt, griss-
ter. Mchrere Geraden mit dem Kreise, aus ei-
nem Puncte, inneren, aiisseren, oder in die
Peripherie fallenden; Winkel an der Periphe-
rie. Entstehen der Polygone: ihre Constructi-
- on, welche durch die Gaussische Theorie eor
ginzt wird. .

Kreis und Kceis: kleinster Schnitt, gedsstos
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~ Mechrere sich beriibrende Kreise, Winkel-
Jose Formen, auch Gerade daau genommen.
. Nachdem kommt der Flécken-inhalt der
&Seometrisch construirten, Zuerst vom Regtangel ,
.dessen Basis &, Hdhe a ist, wird bewiesen;
dass das Product aus den Linien @ und 4 so¢
cine Gerade sey, welche sovieltes der Ein~
heit der Geraden ist, als das Rectangel des
Quadrats dessen Seite jene Einheit ist. Ferner
wird bewiesen: dass alle Parallelogramme von
gleicher Hdéhe einander I und zwar end-
lich gleich sind (§. 39); ebenfalls alle /\ ven
- gleicher Basis und gleicher Héhe; und die
gleiche [Theile werden construirt gezeigt.

Ferner wird bewiesen: dass wenn a, A,
b, B Getade sind, und die Gerade A.5=B.5;
das Parallelogramm aus 4, ¢ dem aus B,/
(und zwar endiichgleich) ist, wenn A\ da = \bB
ist, auch hier werden die entsprechende Thei-
le construirt; und nach derselben Regel werden
die Theile constnmt aus welchen das Quad-
rat der Hypot. aus den Quadraten der Ka-
theden ausgelegt werden kann. Und auf die-
setbe Art, wird jede Fliche it se ¢in Rect-
angel verwandelt, dessen Hdéhe die Kinheit
der Geraden ist (§.17).

Endlich felgt die Krcmjaclw nebst seiner
Linge.

Nach diesem kimmt die Zusomengescinte
Bewegung in der Ebene: Linien zuerst, deren je-
der Punct jgeometrisch cemstruirt werden kann,
ale aber nie. .

Eingenschaften, Flichen und Lingen.

- & 80. Endlich wird aus. der Ebene in dest
Raum zurtickygetreten. Und da kéme zuerst die
Ebene miit ciser dana mechreren Gerades;
nachdem mehrere Ebenep, auch mit e¢iner und
wmohreren Geraden.
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- ‘Nun kapn auch hier zuerst einfacke Bewe-
gung Gegenstand der Untersnchung seyn:nehm-
lith ‘Bewegung um cinen Punct, dann Bewe-
gung um 2 Puncte; zum ersten. gehort, wenn ei-
ne oo Gerade um einen ihrer Puncte auf einer
Linie L bewegt wird; und es kann hiezu ge«
nommen werden, wenn die Entfernung des
Punctes A~~~ =, da alle Gerapen auf der Li-
nie |] werden. Das erste erzeugt das pyra-
midale , wo wenn L ein Kreis ist, ein Kegel
entsteht; das zweyte giebt ein Prisma.
Um 2 Puncte. Wenn 2 Geraden sich schnei-.

den, nnd die eine sich um 2 Puncte der an~"

dern (also um die andere) dreht; entsteht eine
Ebene, wenn des Schnittes Winkel R ist, sonst
2 verticale Kegel. Ist die bewegte ||, so ent-
stcht ein Cylinder; und wenn das Bew-egte
ein’ Halb-Kreis ist, so wird es Splaere; welche
wie die Ebene dem forschenden Auge, da sie
nur allein (im Euclk. Syst.) das mit der Ehene
gemein hat, dass sie sich um jeden ihrer Pune
cte in sich bleibend bewegen kann: ein eige-
genes Feld: darbietet. Hieher gehiren in die
Sphaere eingeschriebene Korper aller Art,
- Bewegung um 2 Puncte erzeugt manni
fajtige: 36 Paraboloid, Ellipsoid. u. d: gl. )
" Inhalt und Fhiche wird untersucht.
Endlich werden die durch Zusammense-
tzung der fentstandenen, mit der Ebene, und
- 'mit einander entstandenen. Formen untersucht;
Der Inhalt wird duarch die in §39 mit-ybezeich-
. Meten Gleichheit und iiberall (wo es angéht;
und gewusst ist) durch endliche béwiesen: mit
Parallelepipeden geht es an ; aber von A Pyra
miden wird nar die unendliche Gleichheit be-
wiesen; die zwey triangulare Prismen, in weks
¢he das Parallelepiped getheilt wird,konner auck
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in ‘den Fillen ; wo sie nicht.congruent :»ind;
theilweise ausgelegt werder. = - - i
Allein die Inhalts-Berechnung - hegiant bey
den Parallelepipeden, wie in der Ebend dey
den Parallelogrammen; und wicd hewiesem:
dass wenn die Linge, Breite, Héhe 4;a; «
sind, die Gerade, welche aus der Multiplica~
tion dieser 3 Geraden herauskommt , sovielr
tes der Geraden-Einheit ist. als das. Paralle-
lepiped des Cubus dessen liniarische ;Seise die
Geraden-Einheit ist. Und wenn auch B, é,.&
-@eraden sind, und die Producte 4. 6¢..a
und B. 6. gleiche Geraden sind, das Paralie~
lepiped nus A, @, o ist endlicher Weise I
dem Parallelepiped aus B, b; 3, wenn ihr:Win¢
kel gleich ist, 3.5. wenn sie rechtwinklig sink
Also werden auch alle Kiorper, (wie vorr
hin die Flichen ) auf Geraden reducirt, nem:
lich auf die Linge eines rechtwinkligen Paral-.
lelepipeds, wovon der Boden Quadrat der Eiu-
heit ist . . . _ L
~ Aus dem Parallelepiped folgen alle Prismen:
wio aus der triangular-Pyramide, andere Py-
ramidalen. Die triangulave Pyramide wird im
Lateinischen nur so in ein Parallelepiped. ans-
gelegt, dass der iiberbleibende Theil ~— 0.
- §. 71. Nach den durch die einfache Be-
-wagung hervorgebrachten folgt die zusammen-.
esetzte : im ersten Falle kann ein Punct in
r bewegten Gerade nach gewissem Gesetze
fortgehen, und sein’ Weg untersucht werden ;
sowohl wenn die Gerade um einen bestimm-
‘ten Punct, «ls wenn sie zur ersten ][ geht;
auch im 2 ten Falle, wo die Bewegung um 2
Puncte ist, kann diese Bewegung gleichfor-
mig oder sonst bestimmt soyn, und wihrend
dem kann im Bewcgten ein Punct nach gewis-
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sen Gesetze bewegt werden, (s.6. im um den
Durchmesser bewegten Kreise ); oder auchkann
die obige Ebene (§.69) mit dem in der Ordi-
‘date bewegten Puncte um die Abscissen -Li-
nie bewegt werden; und der Punct auch ein
Bewegungs-System mit sich fihren; und es
kinnen ins unendliche gehende mannigfaltige
Bewegungen zusammengesetzt werden,

Allein allgemein wird ein Punct im Raume
auf folgende Art bestimmt: in der Ebene B
sollen sich 2 unendliche Geraden X und Y senk-
recht in a schneiden, und aus a auf E die
Gerade Z senkrecht seyn; und die Ebene
der Z und X soll X', und die der Z - und
Y soll Y’ bezeichnet werden; sowohl X’ als
¥’ werden senkrecht auf K seyn; und sie
sollen sammt Z unendlich gedacht seyn. Der
Raum wird in 8 gleiche Theile getheilt. Es ist
einleuchtend , dass jeder Punct, durch seine
¥ernen von E, X', Y' bestimmt wird; wenn
dic Entfernungen von jeder der 3 Ebenen auf
einer Seite Jo und = auf der anderen genom-
men werden. Dasselbe gilt von einem anderen
Puncte, also von zwey Enden der Gerade,
und von allen Puucten jeder Form. '

Es kann auch durch denPythag. Satzleicht
bewiesen werden: dass wenn ein Punct p ist,
und 2, y, % in obiger ( p.10 ) Bedeutung ge-
nommen werden, ap? = 2*’+y*+3*, nehmlich
das Quadrat der Gerade ist gleich der Summe
der Quadrate ihrer Projectionen auf die Gera-
den X, Y, Z; und dasselbe ist von der Ge-
rade pq, wenn anstatt a ein anderer Punct q ge-
setzt wird.

Wenn nehmlich B eine Gerade oder Ebe-
ne ist: der Inbegriff der Enden der Senk-

a

11
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rechten aus allen Puiicten des 4 auft B, heisst
Projection des A auf B.
, Es ist offenbar: dass der Punct p' wo die
Senkrechte aus p auf E fillt, seine horizon-
tale Projection, ist, wenn E horizontal ,genom-
- men wird; und, wenn ausser diesem guwph 3
die verticale Hohe des p gegeben ist; sq;ist
die Lage des p bestimmt. Wenn die Projection
des p auf - Y’ der Punct Y ist, und die Senk-
rechte aus ) auf Y in P fille; so ist PP ==.
Wenn also Y’"um Y gedreht wird, bis es in

E kommt; so wird Pin 'y fallen; es ke{*
der Ort mit p” bezeichnet. Ebenfalls soll ein-
Punct q den Punct " in E geben: so wird
die Gerade pq auf der Ebene E durch p’q’ und
p'q” dargestellt: nehmlich die aus p” und ¢"
auf die Gerade Y Senkrechten, sind die verti-
cale Héhen der ‘Endpuncte der Gerade pq.
Welches der Anfang der darstellenden Geo-
melrie ist: die jeden im Raume bestimmten
Korper auf eine Ebene so darzustellen lehrt,
dass er mit Hiilfe geschickt uuterscheidender
Zeichen, ans der Zeichnung hergestellt wer-
den konne,
" §. 72. Endlich soll dem obigen Verspre-
chen gemiiss, das dort gesagte, soweit es der
beschrinkte Plan dieser Schrift zulasst, und
~ohne Figur thunlich ist, erginzt werden.
Beyde nehmen auf der Nphaeren-granze 2

Puncte, a und 6, und zwey Axen a¢ und 6d
derselben; und .beweisen, dass wenn « der
Kreis-Grinz-Bogen von a bis b ist, und auf
gleiche Weiten von a und 6 die Axen mit
) gleichlaufenden solchen Bdgen verbunden,

und der Bogen auf gewisse 1 Weite ' und auf

gewisse » Weite y genagnt werden;a:y=(a:p)*-
‘ey. ' .
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Hier ist das einzige beyden Bchriften ge-
- meine Zeichen : nehmliich die Kasanische driickt
dies y mit e aus, mit der Bemerkung, dass der
Werth des e gleichgiiltig, hur dass es>1 sey ; also
auch die Nepersche Basis seyn kinne,

Die hiesige wird ausdriicklich auf die Basiy
e der natiirlichen Logarithmen geleitet : nehm-
lich der Quotient a«:y auf z Weite wird mit
X, auf y Weite mit ¥, auf ; Weite mit 7 und
80 w. bezeichnet. Also wenn a: 3_3 wird X=2

o oz, ._.6¥ I=3 ; also Y==Ii ; denn’ Iath

folghchI i = r=Y. .

: Nachdem beweist die hlesigc dass in je-
dem geradlinigen [\, die sinus der Winkel
sich so verhalten, wie die Peripherien der mit
den gegeniiberliegeden Seiten als Halbmessern
beschriebener Kreise. Und darauf beweist, dass
in jedem sphaerischen A, die sinus der Win-
kel, Wie die sinus der gegenuberhegenden Sei-
ten sich verhalten.

Nachdem beweist die hiesige: dass Y=
cot(u:2), 'wenn u den Winkel bedeutet, wel-
chen am Anfange der Geradey mit ihr die Ge-
rade macht, welche aus ihr um diesen Punct
auf der auf y am anderen Ende derselben er-
richteten Senkrechten bewegt, sie zuerst verliisst.

Woraus folgt: dass (wenn das Complement
des  zu einem Rechten 3 genannt wird), tangs
=(¥Y—Y-1):2. Esist nehmlich ¥= cot(z:2)=*
tang (z+u/), (wenn »/=u:2); und dieses ist==
sin & cos »' 4+ cos & sin #'— tang % + tang e’y
cosx cosu’' —sing siny’  1— tangs. tang'y’
und weil dies:= Y,  wird ¥Y— Ytangs. tangll
= tangs -+ tang und weil tang ' =1 : cot &
=1:Y, wird Y—tangz =2 tangzg+ (1:Y).

11*

»
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sh :Folglich tangs(l4+1)=¥=Y L I —g)
"'a'r,:;_a‘a' A o . e
. P S '
" Nachdem wird daselbst bewiesen dass ¢:
tang s eine constante Grisse ist, welche # be-
nannt wird, wo y die Senkrechte aus einem
Fnde des Kreis-grinz-bogens r auf die Axe;
‘welche aus dem anderen Ende des r, also die
Lalbe Sehne des Bogens 2r ist. Wenn also
dieser Bogen 2r durch seine Sehne 2y dividirt
s~ 1indemy A~ 0; so wird y: tangs /= 1;
also den Werth von tangs substituirt, und mit

T y

£ dividirt, wird (2y :¢=k gesetzt)Ali  r~— 1.

R 11 :
Und wenn ! = lognat I, wird I —1 =k

RN

4w (den Werth 2°2 + BB, ..=gu gesetat);

2 2.3 :
— Y
so wird L~ /~1;alsowenny r~~0,
I+ w:k '
. . | Y
und zugleich w:5 0, wirdli= ~—1,
und lta:k 7~ I folglich 1 ,und 1 beyde
E ~ lognat/
. M : N
sind Grinz-werthe des I+ ; also 1
4wk lognat

=1, folglich I=e.

- Da nun in der Sphaeren - Grinze (wo
die Euclid. Geometrie gilt) die Peripherie des
Halbmessers r=<2nr, und diesclbe beschreibt
qer‘ Halbmesser y; so ist diese =2x{ tangs,
weil =i tangs war; also denWerth der tangs
substituirt, wird die Peripherie des Halbmes-

—"

sors gz mi (Y—¥-1) =t ni(eT =¢ 5 ).
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~ Woraus alle’nithige Formeln hergeleitet wer-
den. Das einzige wird hier gemerkt: dass da
bewiesen war, dass-im geradlinigen A die sinusse
der Winkel sich wie die Peripherien der Seiten
als Halbmessern verhalten; so wird wenn @, b die
Seiten, und ¢, p die gegeniiberlicgende Winkel
sind; sinc: sinpB = ni(4—A41): 7i (B— B')
PRI a2 b b e B b 2
el — el el —el el —el tel —ek"
B I =
.p Y

3
==sinfay/ —1):sin(b§~”"—1) wenn €i —eT
s W —1
sinp genannt wird (fiic jeden Werth des p.)
Also wirenin beyden Trigonometrien die
Sinus der Winkel, wie die Sinus der gegen-
iiberliegenden Seiten, nur dass in der Sphaere
die Seiten reell, und in der 'Ebenc Imaginir
genommen werden, als wenn die Ehene cine
imaginire Sphaere (nach der hiesigen Schrift)
wiire.
. Das gesagte Herleiten des ¢ war zur nich-
sten Proportion nicht unumginglich nithig. Denn
wenn r: tangs = ¢ gesetzt wird, die Peri-
-pherie des r=ng(¥—¥1) = der Peripherie
des y; woraus dieselbe Proportion folgt: venn¢
die Weite bedeutet, wo der Quotient I= e
ist, ‘
Wenn das XI Axiom nicht wahr ist: so
_existirt ein bestimmtes i, welche in die For-
meln gesetzt wird. Auf den Fall der Wahr-
heit des XI Ax. wird in den Formeln i s
' @ genommen, wiees daraus erhellt, dass oben
( p-82 ) der Quotient immer 1 ist, da in dem
Falle die Sphaeren - Grinze die Ebene ist, und
die Axen euclidisch {} sind; folglich muss der
Exponent 0 also i im Nenner des Expenenten
o seyn.
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- Mehr von dieser Schrift erlanbt die noth-
wendige ‘Kiirze micht zu sagen. ' S
- Die trefliche Kasanische Schrift sagt: dass
ihre Formeln fiir sehr klcine Seiten des /\'hy
die gewbhnliche Geometrie tibergeheh; ‘und setzt
am Ende hinzu: dass es bemerkenswerth sey;
. dass ihre Gleichungen fiir die Ebene Trigonomet>
rie in die Gleichungen der Sphaerischen’ fibér-’
gehen, wenn man statt der Seiten a, 6, ¢ setzt
a” =1, b/ —1, cb”"—1. b
Indessen stimmen doch heyde iiberein,' wie
verschieden auch sie aussehen. Das obige '¥
wicd im kasanischen ¢7 , und » mit II(g) bezeick:
net. Demnach ist da eine Hauptformel tang FI(
=sinB tangll(p), wo s Hypotenuse und B deix
der Kathede p gegemiberliegenden Winkel bé=
deutet. Nach der hiesigen Schrift ist 1: sinB=
A—A? : P—P welches = tangIX(p) : tnngﬂ(’tf_&i
ist. Denn es scy II(k) kurz (k) bezeichnet, und
(k):2 mit &% so wird tang(k)=rtang2h’; it
den Werth von 4, Psubstituirt, wird tang2p*:
tang2ae' = cota’— tanga’: cotp'—tangp'. Deni das
Product der dusseren ist gleich dem Producte
der inneren: nemlich cosa’—sina’: cosp’—sifip?
sina’ cosa’ sing’ Gosp’
= sinp'cosp’ :  2sina’cosa’ . Denn’ die
cos’p/—sin’p’' cos’a/—sin’a’ .
2 ersten Glieder der Proportion werden
cos*a’~—sin*a’ und cos?p’—sin?p!; folglich das
~_ sind’cosa’ sinp’cosp’
Product der iiusseren ist 2, so wie der Mittleren.
Schluss. Die Abweichung von der Heer-
strasse war nicht vorsitzlich: es war der
Magnet-Nadel ihre auf der unendlichen Tiefe;
die Berichtigung wird eben so willkommen seyn,
alsihr treu zu folgen, dem allein nach Wahr-
heit rein strebenden frey war. . '
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Errata: Pag 1 statt Anwort sey Antwort;
P. 3 statt beschinkter sey beschrimkter, Meh-
rere der Art sind leichter zu verbessern: den
Sinn betreffen folgende: pag. 6 statt s sey 2. 8;
Fag. 16 statt Werthes sey Werthes &; p- 2%
statt e* sey e und statt p—1 sey m—1; p,
24 statt log C sey {3C; und unten state h=3:2;
sey..4=3:2; p. 38 statt 2] sey 3J; p- 54 statte
- 8ey¥ ¢; p* 60 statt mm' sey mm'; pap. 63 statt
ab’ [ ad sey ab' (|| 6b. - .
- . Pag. 32 am Ende des § 30 fehlt die 2.te An-
merkung : nehmlich der Grinz-werth des Be.
sultats, indem jede veriinderliche sich ihrer
Grinze nihert, wird in Hinsicht djeser ‘Griip-
zen mit demselben Namen belegt. So ist 1 0
=0 . . :

In®den am Titelblatte genannten Werlsen
sind anch viele Fehler. In Hinsicht der Con~
vergenz der Reihen ist die Verbesserung hin-
zugesetzt; indem cinige Merkmale, nebst dgm
Fehler mehrerer in ihres Ruhmes ‘wiirdigen
Biichern stehenden gezeigt werden. Auch eini-
ges der Chronologie im 2 ten latein, Bande vere
bessert das ungrische. :

. Der elementare Schliissel zar Theilbarkeit
der Zahlen ist zwar allgemein bewiesen ; aber
in einigen Ziffern gefehlt: von der ‘Rechten
zur Linken gollen unter decadisch geschriebene
Zahlen 1,3, 2,—1,=3,—3...fir?; 1,—1
.o fiir 115 .4, 10, 9, —1, —10, —9
fiir 13; u. sow; 1, 10, —11, 1, 10—11 ., .
fiir 37 u. sow. stehen; und wenn jede mitder
dariiber stehenden multiplicirt, die Summe dep
Reste aus der Division der einzelnen Producte
theilbar ist, so istes auch dje Zahl, sonst niche,

Jede Primzahl die >3 ist, gehirt untep

die Form 6n-+1; aber nicht umgekehrt. Z, 5,
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92M.4.1 hat wenn m gerade ist immer die Form
6n—1, allein -ist nur dann eine Primzalil, wenn
m Glied der Reihe 1, 2, 4..., oder —0 ist,
und auch dann fiir m==32 schon nicht; iiber

 die folgende im voraus zu entscheiden ist héher,

‘Alle und nur dieder Form.2 ™1 sindnach Gauss

die Primzahlen, in welche der Kreis durch geo-
metr. Constr. getheilt werden kann; wozu jedes
Product kommt, dessen Factor keine andere
Primzahl und keine (ausser2) mehrmal ist.

Jede Primzahl ist auch ungerad: und wenn
die Qnadrat. Wurzel einer ungeraden N keine
ganze Zahl ist, und jede Primzahl die >1 und
<V7N ist, « genannt wird, und fiir jedes u
die ; Halfte von N—« durch 2 solang dividirt,
bis ungerades ¢ herauskommt, ¢ durch « nicht
theilbar ist: so ist N eine Primzahl und sonst
nicht. - ‘

‘Denn es sey N das nte und u das n’' te
Glied’ der Reihe 1, 3,5, 7... Es sind N und
n—n' durch u zugleich theilbar.Denn esist u=
2a'—~1, und N=2n=—1 =2n/—14 2(r—n');
folglich wenn n—n/ durch 2n/—1 theilbar ist,
ist es auch 2nl—1 4 2(n—n'). Und wenn n-—n/
duarch-u nicht theilbar ist, ist auch 2(n—n") nicht;
weil u ungerad ist; folglich auch u+2(n—n')==
N nicht. Es ist aber n= (N+1):2, und ' ==
(u+1):2, folglich n—n/ =(N—u):2. Und N ist
ohne einen u Factor zu haben, nicht theilbar;denn
2 Primfactoren, deren -jeder >IN ist, kann
es nicht haben. ‘
<y Eine grosse Zahl zu priifen und ihre Prim-
. factoren zu finden, zeigt Gauss 2 kiirzere:
Wege, im unsterblichen Werke: worinn die un-
endliche Zahlen- Wissenschaft, sowohl durch die
aus dem Ocean gchobene Wunder, als die un-
ergriindliche Tiefen, in ihren hohen und ecigent-
lichen Reizen erscheint.
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