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A pérhuzamosak elmélete.

[A Gausshoz intézett, 1804 szeptember hé 16-ikin kelt levél melléklete.]

Megjegyzés [az eredeti szoveg abrdainak téabléjén].

1. Valamely oldalt [fél vonalat, fél sikot] gyakran olyasvalami-
r6l nevezek el, a mi benne van.

9. Feliil vonassal jelolt betii pontot jelent.

3. Az olyan [egyenes| vonalat (pl. du-t), mely mindkét részen &
oo-be van meghosszabbitva, dico-nel jelolom.

4. Ha du a '-t61 [olvasd: vonasos d] kezdve azon & részen
van a co-be meghosszabbitva, a melyben u' van: akkor azt dbuu'co-nel
Jelolom.

5. Az elsé feladat [1.] corollariumét (10. o.) nem kell elolvasni,
mert henne més helyen adott értelmezésekre torténik hivatkozés.

1.] Feladat. Az
1. 4braban legyen bu 8- i- 5 ot
az An egyenesre mers- T —1
leges (a P sikban), és
legyen QAu = un. A du-
bl s An-bsl ssszetett
\fonalat nevezziik -nek,
€8 mozgassuk T-t, a
P-ben oly médon, hogy Rn az AUnn'co-ben mindig tovabb mozogjon
egészen a végtelenig. Egyidejiileg mozgassunk P-ben valamely mas
Lt ugyanazon a moédon, mint az elsét, gy hogy ennek az AUn-je
m)'l)'oo-loen mindig tovébb mozogjon egészen a végtelenig. Kérdés
mir mostan, hogy a mozgd d' milyen vonalat ir le.

Megoldds. Nevezziik ezt a vonalat £-nek; £ egyenes.

Bebizonyitds.

I. £ nem tér vissza oOnmagaba; mert kiilonben két ugyanarra
o <2lcBoo-[egyeneslre merdleges egyenes taldlkoznék. Ez pedig nem
lehetséges; mert akkor (az esetek egyenld volta miatt) ugyanazok &
merdlegesek az AVoo egyenes masik oldaldn is talilkozndnak.

1. Abra.
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II. Ha pedig £ nem volna egyenes, akkor Onmagaba térne
vissza, mert:

IIL Vegyiik fel az 1. ébra alapjén a 2. dbrat ugy, hogy 8imoo
legyen £, fiico pedig Rnoco; a a'-t vegyiik fel tetszés szerint barhol
az AUnco-ben, csakhogy of = an legyen; 8f = nm = du = i legyenek
merblegesek ugyanarra a fn-[egyenesire. Ekkor 8i=im, mert ezek

£-nek egyenlé modon szédrmazd részei;

i I " még pedig 1ugy, hogy u'-t «'-ba és d'-t
7 o =17 i"be helyezzilk, -t pedig (igy mint fent)
addig mozgatjuk, mig d az im vonalat
irja le, és egyszersmind a masik T-t is
+ e & addig mozgatjuk, mig ennek d'-je az i8

8 kbias vonalat irja le. A szdrmazdsnak e meg-

egyezésébdl kitlinik az is, hogy az «ig

sz0g mint az aim-mel egyenld szdg keletkezik. E gzerint az elmondot-

tak még akkor is érvényesek, ha i3-t és im-et egyeneseknek tekintjik;

mert, ha £-nek i3 és im részei egybeesnek, az i3 és im egyenesek is
egybeesnek.

IV. Az ai egyenes, mely az $m egyenest o'-ban metszi, azt
merélegesen metszi. Ha ugyanis oanm-et redhelyezzitk oofd-re: akkor
o' megmarad o'-ban és o' o'-ban, n' f'-ra esik (mert a szerkesztés
szerint pof és now derékszogek), m' pedig 8'-re esik (mert a szerkesz-
tés szerint az af sz0g — onm-mel, nm = #8). K szerint az om egye-
nes pg-re esik, é8 igy az oaod sz6g = com-mel. Tehdt mind a kettd
derékszog.

V. Ha tehdt £-ben két tetszés szerinti pontot vésziink fel: 8'-t
és m'-et: akkor az 8m egyenes o' felez6 pontjdban magira erre az
gm egyenesre allitott Voo merdleges felezi L-nek azt a részét, mely
8' és m' kozott van (azaz 8'-t61 m'-ig terjed).

VI. Ha tovdbbd a i'-bél kiindulé £-nek a &' oldalon van a
B (vagyis ai) merdlegessel egy kozos b pontja: akkor ugyanennek &
b'-nek kozosnek kell lennie #-nek a i'-bél kiindulé mésik, m’ oldaléval
is. Bz kittinik a két oldalnak egyenld szarmazdsabol, és az épen mondot-
takbol is nyilvdnvalovd valik, ha az imm'co-bdl és iaco-b8l oOsszetett
vonalat redhelyezziik az i88'co-b8l 68 az ioco-bll Osszetett vonalra, a
midén &' megmarad «'-ban és i’ i'-ben, (lisd a 2. axiémat). ,

VIL Ha m'-et m'-bél kiindulva, mig-ben (£ egyik részében) egé-
szen $'-ig mozgatjuk: akkor, ha feltételezziik, hogy £ nem egyenes,
m'-nek, mihelyt m’-bél kiindul, azonnal el kell hagynia az ms egye-
nest (mert ha barmi keveset is ebben mozogna, az Gt melyet e koz-
ben leirna, egyenes volna; ha pedig £-nek valamely része egyenes,
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akkor a végtelenig egyenletesen folytatodo szérmazésa miatt az, egéss
£ is egyenes volna). Amde (az mig-ben mozgatott) m', midén §'-be
ér, 1jbol belejut az m$ egyenesbe, és igy ez mér el6bb is megtortént,
vagy pedig nem. Tekintsik az mSoo egyenesnek azt a pontjat, a
Mmelybe m', miutén m'-et elhagyta, legel§szor jutott, és nevezziik ezt a
pontot ¢'-nek (1. 4bra): akkor £-nek cbm (vagyis cm) része a cm
egyenesnek ugyanarra az oldaldra esik.

VIII. Felezziik az emlitett cdbm [részt] (V. szerint) d'-ben : akkor
ott & Acdm szarmazik.

IX. A ¢n tial vegyik fel £-nek fc=cb darabjat. Az fcb
8208 = ¢bm (mert tigy, a hogy az mbdc vonal szdrmazik, ugyanazon
& mdédon szdrmazik a Def vonal is). Ha tehdt az mbd, de, cf egyene-
Seket htizzuk, és a cbu szdg < a derékszognél: akkor fe2 is < a

b f
b
e c. :
b ; b
'\o‘
b A u u Y A u n
3. dbra. 4. 4bra.

derékszognél, az feRA, dcRA, c¢dbu, udbm szogek pedig (2 mind a két
oldalon torténd egyenld szédrmazds miatt) egyenlék (I a 2. axiémat).
Derékszogek azonban nem lehetnek ; mert ¢b a dm-mel két derékszog-
nél kisebb (vagy a masik oldalon nagyobb) szoget alkot, minthogy
m A (VIIL).

. X. Ha cdbu < a derékszognél (3. abra): akkor ¢dbm < 2 derék-
Bzfignél. E szerint a dm egyenes a cboo egyenesnek arra az oldaldra
esik, a melyen du van. Xpen tgy fcb is < 2 derékszognél. E szerint
8z fc ogyenes a cboo eogyenesnek A’ (vagy u') oldaldra esik és fc
meg dm a ¢d egyenesnek ugyanarra az oldalira esnek. Szembetiing,
ho'gy ez Orokké igy folytatédik; tehit egy egyenld szigek alatt egy-
maB}.JOZ hajlé egyenlé egyenesekbGl Osszetett mbdef... vonal szér-
mazik; még pedig tgy, hogy az a két koz, mely valamely kozhoz
¢satlakozik, mindig ennek ugyanarra az oldalira esik.

Ha azonban cdbu > a derékszdgnél (4. abra): akkor cdu-+ubdm
e 9 derékszognél (de mindenesetre kisebb 4 derékszognél, mert
ebbl még hidnyzik az a szdg, a melyet ¢d a méasik oldalon alkot

gz‘"mel)- Igy tehat sziikséges, hogy bdy' (azaz cd-nek meghosszab-
tdsa) dm és du kozé essék, és ezért dm a cboo egyenesnek arra
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az oldaldra esik, a melyen u' nincsen. Ekkor tovdbba dcQ is >
a derékszognél és deA+Acf > 2 derékszognél. Ebbsl kovetkezik,
hogy ¢h (t. i De-mek meghosszabbitisa b’ felé) ¢f és A kozé
esik, és igy fc a cboo egyenesnek arra az oldalara esik, a melyen
1’ ninesen (mert QA' és u' a dh egyenesnck ugyanarra az olda-
lara esnek). fc és bm tehat a ¢d egyenesnek ugyanarra az oldaléra
esnek.

Ha tehat ezt az eljarist a végtelenbe folytatjuk, mind a két
esetben a szdrmazé vonal olyan, mint elgbb vildgosan megmondtuk, és
még sem tér vissza; mert kiilon-
4 ben két merdleges talalkoznék

3 egymassal (1. abra).
XI. Képviseljen az 5. ébra
ilyen mbdefg... vonalat és jelol-
jik azt Il-vel. Allitsuk mbd-re a

f u ¢@foo  merdlegest és  nevezzik
/ y (oot Q-nak. Mozgassuk mér

/ mostan Q-t £ koril a defg. ..
vonal mentén, ugy azonban, hogy
¢ Q ne menjen tul @f-n. Mikor
0 Q eléri fec'oo-t, akkor of (mely
a (Doo egyenesnek ugyanarra az
i 3 oldaléra esik, mint dm) vagy cu
: : \ és ¢t kozé, vagy of és ¢d kouzé,

q vagy pedig cff'co-be esik.
Ha az utobbi torténik: akkor
&, iboa. f' vagy ¢ és t' kozé esik, vagy
t'-ba, vagy pedig tul a f-n. Ha
f' a A'-ba esnék: akkor 4llitsuk a o' pontban, mely Ac-nek felezd
pontja, a cA-ra meréleges vqoo egyenest. Ekkor (V.) ogoo felezné
£-nek azt a részét, mely ¢-t6l f'-ig terjed, és azonkiviil sziikséges
volna, hogy valamelyik kozon keresztiil kilépjen ZI-b6l és messe
f-nek azt a részét, mely ahhoz a kézhoz tartozik. Igy tehat £ on-

magéba térne vissza (VI.).

Ha azonban cf a cf és a ¢d kozé esnék : akkor cf teljesen beliil
maradna azon a vonalon, a mely fc-bsl és /l-nek abbdl a részé-
bél van Osszetéve, mely f'-t6l kezdve egészen c-ig szérmazott; mert
kiilonben «f (a X. z4r6 megjegyzése ellenére) a If nek épen emli-
tett részén haladna keresztiil. fgy tehat a cf-re a felezé pontjaban
emelt merdlegesnek a II emlitett részének valamely kozén ét ki kell
lépnie, és igy £-nek az ehhez a kézhoz tartozd reszét is metszenie.
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Ezen kiviil (V.) metszené még £-nek azt a részét, a mely magahoz
2z fe-hez tartozik, és igy tehat (VL) £ onmagaba visszatérd volna.
Megjegyzendd még, hogy ha fc a cf-ra esnék, akkor f'-nek ¢’

"éS ' kozé kellene esnie ; mert kiilonben esorba esnék a X. zér6 meg-

Jegyzésén,

XIL. Ha azonban f' a cu és a cf kozé esik: akkor az ucf4-fed
820g = 2 derékszoggel = cd8+com. Amde (X.) cdm = fcb, és igy tehat
€08 — ucf.

XIII. Jelentse R a Q-nak azt a részét, a mely a [In til
fekszik, mint cyp'co és D88'co. Ha mdir mostan Q-t az el8irt médon
¥ koriil /7 mentén tovabb mozgatjuk : akkor minden egyes koz vég-
bontjdhoz érve, az a kérdés meriil fel, vajjon a kovetkezd koz magara
2 Q-ra esik-e, vagy pedig ezen belil vagy kiviil?

Ha a két els6 eset valamelyike 4ll be: akkor £ énmagéba vissza-
tré (XL); mert az eset itt ugyanaz [mint elébb]. Ha azonban
[@ kovetkess kiz] mindig Q-n kivil esik: akkor annak a koznek
meghosszabbitdsa (a melynek a végéhez Q épen ért) (mint a milyen
W a ¢d koz esetében) Q-nak azon az oldaldn, a hol a kovetkezd
kéz van, R 65 a kovetkezd koz kozé esik. Ebbol kovetkezik, hogy
R, midén a kovetkezs koz kezddpontjahoz ér, ennek mindig a tulsé
oldalan, t§le bizonyos eltérésre fekszik, a melyet N az emlitett meg-
hosszabbitassal alkot (mint a milyen ycu), és ehhez még egy éallando
eltérés jarul hozzd, mely a cd8 szoggel egyenlé (XIL). Az alatt
tovibba, mig Q az elgirt mozgds kozben [l-nek valamely koze
m?ntén elhalad, ezt mindjart kezdetben metszi és majd tovabb is
_II}llndig metszi. [gy tehat Q mindig szoget ir le £ koriil, és ennyivel
kbzelobh jut a @t egyeneshez.

E szerint R mindig bizonyos eltéréssel til marad /I-nek azon
? Tészén, melyet Q épen befutni kezd, és ez az eltérés messze van
attol, hogy elenyészszék ; s6t, mihelyt Q valamely koz végpontjaban
megkezdi mozgasat, mindig nagyobb az éllandé 8 szognél.

Igy tehat R nem keriilhet sohasem II-n belil; mert nem
'e'hetSégeS, hogy az eltérés elenyészszék, minthogy az olyan mennyi-
i‘;g’ f_I.lely — még ha egyszer fogynia is kell — miel6tt teljesen

Merlilne, mindig ugyanarra az dllandora, vagy anndl még nagyobb

Mennyiségre egésziil ki, nem enyészhetik el.

P ﬁZél‘t Q-t az el(')’i]jt médor} addig mozgathatjuk, mig fg@'co-be
i akkor I [egyik pontja] szintén ott van, mert kiilonben
ékﬂepétt volna /I-b6l, a minek lehetetlenséget bebizonyitottuk.

@kkg‘[) rpej(;lg ey I valamelyik kozének végpontja van a gfoo-en, és

mek is valamely pontja (t. i. épen ugyanaz) gfoo-be esik,
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vagy pedig /I-nek valamely koze tjra atmegy gfso-en, és ekkor £ eme
koz végpontjai kozott levo részének szintén 4t kellett mennie a
¢foo-en. Mind a két esetben £ Gnmagdba visszatérs (VI.).

E szerint £-nek, ha feltételezziik réla, hogy nem egyenes, 6n-
magédba visszatérének kell lennie, és igy, minthogy (L.-ben) bebizo-
nyitottuk, hogy £ nem tér vigsza onmagéba, hibas 4llitds az hogy
£ nem egyenes; mert ez a bebizonyitott igazsdgot lerontans. Vals-
ban pedig minden, a mi az igazsiggal ellenkezik, hibas.

[1.] Corollarium. Igy tehat £ (1. dbra) az Anoo-nel phrhuzamos egyenes
mert (a 42. értelmezés szerint) minden térbeli y, a mely — més valamely ilyen
3-tel, ezzel hasonlé is, ha ugyanabban az értelmezésben (kiilsnosen) azt tételez-
ziik fel, hogy a=p, és p'-t y-ban veszsziik fel, y-t és 3-et pedig oly helyzetbe
hozzuk, hogy egymésra essenek. Ha tovébbé, midén az £ és Unco egyenesek
mér olyan helyzetben vannak, mint az 1. Abrdban, £-nek két tetszés szerinti
pontjin &t egyenest hiizunk és noo-nek két tetszés szerinti pontjén 4t egy mébsi-
kat: akkor ezek az egyenesek ugyanabban a sikban lesznek és nem taldl-
koznak egyméssal; mert az egyik koziilok £-re, a masik pedig itco-re esik.
Minthogy tehat ugyanez £-nek bérmely két pontjira nézve és a vele hasonléd
QAnoo-nek barmely két pontjira nézve érvényes, [azért] érvényes a megfeleld.
pontokra nézve is, és igy (a 44. értelmezés szerint) £ és Unoco phrhuzamosak.

Megjegyzés. Mindazonaltal eddig ninesen bebizonyitva, hogy
nem lehet més olyan az 2Un-nel parhuzamos, mely #£-nek valamely
pontjdn dtmegy. Mindaddig, mig ez meg nem térténik, parhuzamosak
alatt mindig olyanok értendék, melyek ezen a moddon szdrmaznak
vagy szarmaztatanddk.

2. corollarium. £ szirmaztatésénal (1. dbra) du mindig egyen-
letesen viselkedik, akdr valamely helybsl kiindulva elére megy, akér:

pedig azon az uton, a melyen jott, visszatér;
igy tehét mindeniitt és mind a két oldalon

(24
/ egyenld, vagyis derékszoget alkot #£-lel.
W ‘ 1. tantétel. (6. dbra.) Egyenes kirt kettd-
B él 16bb pontban nem metszhet.
€

Ha ugyanis az AV egyenesnek «’ pontja

a kertiletben fekiidnék: akkor (az 1. feladat-

hoz tartozé I. bebizonyitds ellenére) az ugyan-

6 ibna arra az egyenesre meréleges co és ¢8 egye-

; nesek taldlkoznédnak egyméssal. Ha t. i. ¢’ a
kozéppont, oo = o és $a = 8BV: akkor a o' mellett fekvd szogek
derékszogek ; mert egyenldk (ugyanis ¢co kozos, ¢ = ca é8 va = o).
Corollarium. Igy tehat AVoo-nek az a része, a mely még
AB-n kivil megvan, a keriileten kiviil esik. Vegyiink fel ugyanis
ugyanabban a sikban olyan kort, melynek kozéppontja B', és a

I
|
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mely az AUaB kort bezdrja. (Hogy ez lehetséges, kittinik, ha az
emlitett sikban B' koril, mint kozéppont koril minden olyan radius-
sal, melynek mésik végpontja az AaBV keriiletnek valamely pontja,
kort irunk le, és azutén a B’ kozéppont koril leirt legkiilsébb ilyen
koron tal ugyanabban a sikban egy tetszés szerinti p’' pontot vesziink
fel, és a B’ kozéppont koril a Bp egyenessel kort irunk le.) Ekkor
majd az AV egyenes a legkiilsébb kort a RA'-n tul taldlja, és egy-
altaldhan nem tér tobbé vissza az UaB keriilet belsejébe ; mert igy
az egyenes harom pontjaban metszené fezt] a kort. Ugyanaz bizonyit-
haté be az ABoo egyenes masik részérdl is, ha A'-t veszszitk kozép-
Pontnak. :

2. tantétel. (1. dbra.) Ha az eqyik befogd novekszik: akkor
"ovekszik az ditfogd is.

[rjunk le ugyanis a O' kozéppont koril a Jf8 radiussal kort.
Ennek fuoo'oonel még egy pontja, a B' kozos, ha Bo = af (mert

0 D 0
¢ B _m
s
0
! o o (i
© e N SO ®
7. dbra. 8. 4bra. 9. abra.

Aaaﬁ = AdaB). Igy tehat a BB egyenes (eltekintve a B-tol),
€ igy 5 is a kerileten kiviil van (I tant. corr.), tigy hogy dy>0p.
1. corollariwm. (7. és 8. dbra.) E szerint derékszogi hérom-
820gek esetében a befogd és az atfogd allapitjik meg az egyenlSséget.
Helyezziik ugyanis ®A-t der-ra, gy hogy D' a O'-ra és A' a a'ra
886k ; 4 DAS ¢s docy subgek derékszogek; végre sziikséges (mint-
hogy DB =0y), hogy &' a y'-ra essék; mert valamennyi tobbi dtfogo,
Mmelyet J'-t] ayy'so-ig hiizhatunk, vagy nagyobb [mint amaz], vagy
Podig kisepb,
: Megjegyzés. Altalz’mossz’xgban azonban nem iga%, hogy két oldal
5 egy s76g a héromszdget meghatarozza. Igy pl. ABdy része a
3 J’(-;nuk, habdr a y szdg bennilk kozds, a 0y oldal is kozds és
" 9 corollarium. Ha tehdt (az 1. abrabdl) kiveszszuk cmnR-t, és
Bg_huzzuk RAm-et (9. dbra): akkor A meA = A Anm. Helyezzik az
®8Yiket a masikra: akkor kitinik, hogy a derékszégli A valamennyi
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sz0gének Osszege négy derékszognek fele. Ugyanaz bérmely derék-
sz0gl A-re nézve érvényes; mert Un és Ac tetszés szerinti nagynak
vehetd fel.

3. corollariwm. Minthogy minden A két derékszogli A-re
bonthato fel, e szerint bérmely A szogeinek Osszege = 2 derékszoggel.

3. tantétel. Ha valamely egyenes két pdarhuzamost, em-et és
RQUn-t (9. abra) a A' s m' pontokban metszi: akkor az mUn és
AUme viltdszogek: egyenlik, és mAE = Amy.

Felezze ugyanis o' az Am-et, és bocsdssunk o’-bol merslegest An-re.
Ha ez egybeesik 0Rl-val: akkor (az 1. feladat 2. corollariuma szerint)
a valtoszogek derékszogek és egyenldk.

Ha [a 0'-bol az RUn-re bocsatott meréleges] oRA-n kiviil (pl. oa-ra)
esik: akkor sziikséges, hogy oa meghosszabbitdsa (em-nek az 1. fel-
adat és abra szerint valé szdrmazésa miatt) a cm egyenest messe.
Miutdn oo az Um egyenes masik oldaldra ment 4f, messe az mc
egyenest 3'-ban: akkor ARlao =— mfBp. A csucsszégek egyenlk és az
a és [3 szogek (az 1. feladat 2. corollariuma szerint) derékszogek, ugy
hogy a harmadik szég is egyenlé a harmadikkal, és az 2o oldal = om.

E szerint azok a szogek, melyek est a két valtoszoget két
derékszigre egészitik ki, és ugyancsak valtoszogek, szintén egyenldk.

1. corollarium. E szerint a kiilsd

o/ /m szog is — az atellenben fekvd belsdvel,
t. i ymd = mRUAn; mert ymd = cstics-
szogével, Ame-vel, a mely = mAn-nel.
2. corollarium. Ha tehat két par-

{0, f::m_ huzamos, ¢ és mn (10. dbra) metszi

a cm és AUn parhuzamosakat, és a

metszéspontok ¢/, m’, A" és n': akkor em = An és A = mn. Ugyanis
AcUAm = nm2, minthogy a viltoszogek egyenlék és Am  ben-

niik kozos.

4. tantétel. Ha a vdltisziogek eqyenldk (9. dbra): akkor a
metszelt egyenesel: nem taldlkozhatnak egymdssal.

Ha ugyanis em® = mUn: akkor egyszersmind Amy = mAL
Helyezziik az Um-bél, myy'so-b6l és AUnn'co-bdl Gsszetett vonalat az
RAm-b6l, Atf'co-bél és mec'co-bbl Gsszetett vonalra: akkor majd ' a
m-re, m' a A'-ra, myy'oo az Wtf'co-re és AUnn'co az mec'oo-re esik.
Ebb8l kovetkezik, hogy ha mec'co s Utt'oo talilkozndnak, WUnn'co
és myy'so-nek is kellene talalkozniok, és akkor két egyenes, melynek
két kozos pontja van, nem esnék egybe.

Corollariwm. Hogy ha valamely belsé szog az dtellenben fekvd
kiils6 szoggel egyenlé: akkor ugyanaz bizonyithato be.
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5. tantétel. (11. abra). Ha valamely A valamelyik oldalit
meghosszabbitjuk : akkor a killsé sz0q: x=y-z Ugyanis x4-v=
2 derékszoggel = y-+z+.
Ha tehat mind a két ol-
dalon v-tkivonjuk, x=1y -+ 2.

6. tantétel. Ha (a
12, 4braban) ab = db s

af =fc: akkor of = _Ia’)i

Q

11. ébra. 12. abra.
Huzzuk ugyanis a d'-n

dt a paArhuzamosat a be egyenessel: akkor szilkséges, hogy az bizonyos
f pontban az ac-n menjen at; még pedig azért, mert a beoo egyenes felett
2 baa'ss egyenesnek egyik oldaldrél a mésikra kell atmennie. Magara
baa'co-re ugyanis nem eshetik, mert igy mem volna parhuzamos. Igy
tehat belép Aabe-be és (a mint az 1. tantétel corollariumabol koleson-
Z0tt eljarassal bebizonyithat6) ebbdl ki is kell 1épnie, a minek, mint-
hogy be-n 4t, mely t. i. vele parhuzamos, nem torténhetik, ac-n at kell
Megtorténnie. Torténjék meg f'-ben. Huzzuk azutén d'-n at az ac-vel
Pérhuzamosat, a mely e'-ben menjen 4t be-n: akkor Abdbe = abdf; mert
& Dbe szig — adf (t. i. a bels§ szog az atellenben fekvé kiilsGvel),
bd=:ba 65 a bde szog = daf (a kiils6 szog az atellenben fekvd belsGvel).
Igy tehat be — bf — ec, 3. tantétel, 2. corr., és be = 2f.

2. feladat. A szerkesztendd olyan adott =, y, z sz6gekbdl,
Melyelnel; isszege — 2 derékszoggel.

Megoldds. 13. abra. Illeszsziik az ab és ac egyeneseket a'-ban
82 x szog alatt egymdshoz, és huzzuk meg be-t: akkor (a 2. tant. 3.
COTr. §z.) az ach és abe szogek Osszege — y--z. Igy tehat vagy az
egyik kozilik egyenlé y-nal, a masik z-vel, vagy pedig az egyik
koziil ik bizonyos mennyiséggel nagyobb az y és z egyikénél, a masik
Pedig ugyanannyival kisebb az 1y és
Z misikdnal. Legyen abe > y; azutén
Mozgassuk Hee'oo-t b’ koril ca men-
%0 tovabh, mig baa'co-be el nem jut,
98y hogy az abe szog O-si valjék. 13. 4bra.

mozgds kozben (mely alatt az abe
8298 minden olyan sz6gon megy at, mely maginal abenél kisebb)
:}ttsuk meg bec'oo-t azon a helyen, a melyen ba-val olyan szoget
of, mely = y. A Dbec'so még ekkor is dtmegy ac-n; mert minden

3_B’~b61 kiindulo egyenes, melyet ab és ac kozott huzunk, ac-n
J(“]ajrtOZik atmenni. Evvel tehdt ‘megvan a kivant /\; mert a harma-
1k 8z0g = 9 derékszﬁg — (@+y) = =.
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3. feladat. Legyen (a 14. abraban) o= x, cxxu =1y, opux =z
és legyen adva bizonyos meghatdrozott b egyenes ; meghatdrozandd
a b-nél nagyobb olyan egyenes, melynek eqyik végpontja az e (10'co)
szdrban, mdsik végpontja pedig az «aa'so szdrban van és pdrhuza-
mos ux-val.

Megoldds. Tegyiik fel, hogy xw=x« és ua=pa: akkor (a 6.
tant. szerint) a wa egyenes egyenlé 2 wx-val. Ha awiv'co-ben v'-t61
kezdédve ismét az atw-vel egyenlé egyenest vesziink fel, eaa’so-ben
pedig a a’-ban kezd6ds aa egyenesi és ezt az eljarast folytatjuk: akkor
#u geometriai haladvény szerint novekedik (s ennek hinyadosa 2),
teh4t valamikor nagyobba valik b-nél.

1h, s h Ny

Corollarium. Kpen tugy, ha ux nagyobb a b-nél, wsx olyan a
a b-nél kisebb egyenesbe valtoztathaté 4t, melynek egyik végpontja
au-ben, a masik pedig ax-ban van; még pedig oly moédon, hogy
au-t és ox-t felezziik és az épen alkalmarzott eljardst visszafelé foly-
tatjuk, ugy hogy xu olyan geometriai haladviny szerint kisebbedjék,
melynek hanyadosa % (6. tant.).

4. feladat. 14. abra. Legyen (az eldbbi feladat szerint) xu<b
és wa>b, tovdbbd w8 = b és xx = b ; meghatdrozands olyan a b-vel
eqyenld eqyenes, a melynek eqyik végpontja aw-ben, mdsik végpontja
aa-ban van, és ux-val pdrhuzamos.

Megoldds. Hizzuk meg $r-t; ez t'-ben menjen 4t wa-n. Hizzuk
meg tu-t oly médon, hogy az atu szog egyenls legyen epsx-val: akkor (a
4. tant. corr. sz.) fu, #4 és wa nem talalkozhatnak soha, és igy tu-nak
#w-n kell atmennie ; torténjék ez u'-ban. Tovabba r8 parhuzamos xw-vel ;
mert, ha t'-bol és 8"-b6l merslegeseket bocsitunk ovoo-re, azok vagy
maguk a wx és 8m lesznek, és ekkor, minthogy tx=8w, (az 1. feladat
szerint) v8 és xw pdrhuzamosak, vagy pedig a t'-bél bocsdtott merd-
leges tq és a masik, a 8'-b6l bocsatott 8h. Ekkor azonban Arqx=8hw ;
mert ¥ =1, q=10, és igy tehat r =8, tovibba rx = 8w. B szerint
rg=28h és (az 1. feladat szerint) t8 parhuzamos sw-vel. Tovibba
tu is parhuzamos #w-vel; mert t'-n 4t lehet parhuzamosat hizni
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$1v-vel, és ennek olyannak kell lennie, hogy a waer szg = uta (mint
belsé szog az atellenben fekvd kiilsével); tu pedig ilyen, és az aa
egyenesnek ezen az oldalan mas olyan egyenes nincsen, mely t'-ben
of-vel olyan szoget alkotna, mely otu-val egyenld. E szerint ez az
egyenes az egyetlen, a mely (az 1. feladat 1. megjegyzésének értel-
mében) parhuzamos 8w-vel és dtmegy t'

Icry tehat (a 3. tant. 2. corr. szeunt) tu = 8w = b, a mint azt
koveteltiik.

Corollarium. E szerint a 2., 3., 4. feladatokbdl kittinik, hogy
lehet olyan haromsziget szerkeszteni, a melynek egyik oldala az adott
b és a mellette fekvs szogek kozil az egyik az adott y, a masik
Pedig az adott z

7. tantétel. (15. dbra.) Legyen AV valamely tetszés szerinti
egyenes, a BD és AC egyenesek legyenek az AB eqyenesnek ugyan-
azon az oldaldn ugyanabban a sikban, és leqgyen a CAB + ABD
8209 < 2 derékszognél: akkor UCC'w és
BOD oo metszilk egqymast. e

Legyen ugyanis (a 4. feladat és corr. sze-
rint) az QU szog =1y, a B sz0g = 2 és AV =
68 Q' essék u'-ra, B’ pedig t'-re: akkor majd
%@00 68 fuco egybeesnek és épen ugy UCeo ¢
€ uxoo is, ugy hogy az a pont, a mely kozs \%
8 fllo €8 Uxco egyenesekben, kozos pontja egy- fE S
szersmmd a BDeo é8 UCco egyeneseknek.

8. tantétel. Valamely tetszés szerinti ponton csak egyetlen
olyan eqyenes megqy dt, mely valamely egyenessel pdrhuzamos.
(44, értelmesnds.)

Huzzunk ugyanis egy mésik [egyenest] (1. 4dbra), mely az
©8yik oldalon, az ott szerkesstett parhuzamoson beliil fekszik : akkor
OITe nézve a belsé szogek Osszege kevesebb lesz két derékszognél;
Tnert ugyanott (az 1. feladat 2. corr. szerint) a két belsé szog mind
8 kettd derékszog, és igy (a 7. tant. szerint) Unoonek és annak a
Vonalnak, melyet az 1. dbraban el6fordulé pirhuzamoson kiviil ugyan-
8200 a ponton at hiznédnk, metszenick kellene egymast.

B




A parhuzamosak .elméletének toldaléka.
[A Gausshoz intézett, 1808 deczember hé 27-ikén kelt levél melléklete.]

XL Az 5°. abra képviseljen ilyen mdcfg . . . vonalat és nevezziik
ezt [lI-nek ; md-re allitsuk a @#oo merdlegest, tovabba nevezziik md (d'co)-t
()-nak és mozgassuk (-t m’ kariil az mdefg ... vonal mentén min-

dig tovdbb, egészen a végtelenig. Midén () az mc(¢'co)-be ér, az a
kérdés meriil fel, hogy hovd esik a kovetkez$ koz. Hogy ezt tisztaba
hozhassuk, el6bb még a kiovetkezé szakaszszal toglalkozunk,

XIT. £ sziikségképen
¥ mdefg . . .-n kivil esik
(azaz oda, a hol a kozok
dombort szoget alkotnak);
mert :

1. 5'. abra. Ha £-nek
olyan része van, a mely-
nek kozepe és két vég-
pontja valamely kor kerii-
letébe esik: akkor az egész
£ [mintegy] gytirtiben csa-
varodik koériil. Ama pon-
tok ugyanis legyenek o,
b', d. Vegyiik fel a bde
szoget egyenlének abd-
vel: akkor majd ¢ az
£-ben és ungyanabban a

5oL abis. korkeriiletben lesz ; mert

¢/ oda esik, a hol az

az iv végzédik, mely d-n til van és a db ivvel egyenls. Ekkor
ugyanis (ama hdrom héromszig és az alapjaik mellett fekvé szogek
egyenlGsége miatt) a bde szog — abd. Ha tehdt a db ivet ¢'-n tul igy
tovabb felrakjuk : akkor £ (a hanyszor csak tetszik) korilvonul. Ekkor
ab vagy bizonyos hanyadrésze a keriileinek, és igy £ visszatér a’-ba,
vagy pedig nem; ebben az esetben pedig szdrmazik az if koz. Ekkor
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az a mer6leges, melyet bdrmely koz felez6 pontjdban éllitunk, midén
kilép, majd valamelyik més kozt metsz, és igy az £ vonalat leg-
alabb két ponthan metszi. (Metszené az £ vonalnak azt a részét, a
mely ahhoz a kozhoz tartozik,
& melyre a merélegest allitot-
tuk, és mésodszor, mely ahhoz
& kozhoz tartozik, a melyen
atment.) Ezen a moédon £ on-
magdba tért vissza. (VL)

2. 5". 4bra. Az £ vonal-
nak az a része, mely [l-nek
Valamely tetszés szerinti kozé-
hez tartozik, ennek a koznek
csak egyik oldaldra esik. Min-
denekeltt ugyanis valamelyik
oldalon kezdidnie kell (példaul
kiviil, mint co). Tegyiik fel,
hogy [o'-ban) atmegy a masik b
Oldalra. A masik végpontban
(. a 2 axiémat) szintén ugyanazon az oldalon egészen azonos mé-
don kezdsdik. A 7'-ban menjen 4t a masik oldalra (vajjon o' és o'
kozott mar visszatért a masik oldalra, nem j6 tekintetbe). Az egye-
Desnek [t. i cd-nek] «', y/, d' pontjai kozosek #£-lel. Vegyiik fel
b4 az also oldalon, és legyen (az £ vonalnak része) ad = by: akkor
b = Dy. Legyen tovabba bf egyenld a yo részszel : akkor majd ' a
¢ és o koué esik. Sziikséges ugyanis, hogy of = by = ab legyen,
fe-nek pedig fenn kell maradnia. Ha ugyanis a yd-vel egyenld ca

b

*é87t A-val jeloljiik és az ay részt B-nek ¢ §
nfévezzﬁk: akkor a ¢d egyeneshez tartozd - P
82 9441 lesz, és ha ebbél elveszsziik | S

3 b

-t (mely kisebb A-ndl), tobb marad
fe"m, mint A+4-B; s6t az A+ B-n feliil
Még fenn kell maradnia fenek. Ekkor azonban az abt rész = dy«a
B, v ugyanabba az egyenesbe esnek. De ekkor az ab egyenes,
{L mikor az egyik oldalrdl a mdsikra megy af, metszi acd egyenest
e?_ .épen ugy, midén b'-bél t-ba halad; két egyenesnek tehdt két
9208 pontja van és (a fenntebb bebizonyitottaknak ellenére) még
Sem esik egybe. E szerint £-nek valamely egyenessel nem lehet harom
9208 pontja, _

A bebizonyitas ugyanaz marad, ha azt az egyenest veszsziik koznek,
ey az £ vonal (harom emlitett) pontja kzil a kiilsket koti ossze.

Steickel ; Bolyai Farkas és Bolyai Jinos. II. 2

5", dbra.
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3. 5", dbra. Az £ vonalnak az a része, mely valamely kozhoz
tartozik, ennek a koznek kiilsé oldalan fekszik. Legyenek ugyanis
of és ¢d a /I vonalnak kozei, legyen co az fcd szdget felezé egyenes,
a' és b’ pedig legyenek az emlitett kozok felezé pontjai. Ha az ezek-
ben [a pontokban| (a kozokre) emelt merblegesek a cooo egyenest met-
szik : akkor a A-ek egyenlfsége miatt f', ¢/, b’ ugyanannak a kérnek
keriiletében fekszeneck, és igy £ (1. szerint) 6nmagéba tér vissza. Ha
azonban a' és ¢’ kozott van bizonyos az fe-re merdleges egyenes, a

5", 4bra.

mely, ha az fe-re merdleges egyenest ¢'-t61 kezdve c¢o(0'cc) mentén
mozgatjuk (cf—et meghagyva cf (f’oo)-ben), azt a hatart alkotja, a mely
elétt a mozgatott egyenes a coco egyenest mindig metszi, és a melynél

azt el6sz0r nem metszi: akkor boesassunk p’-b6l merdlegest fe-ro, mely
ezt w'-ban messe, és a o' kozéppontbol irjunk le kort a co radiussal.
Ez majd (minthogy az o¢ dtfogé > az uo befogonal) cf-en kivil kez-
d6dik és u' és f' kozott megy 4t uf-en; mert uf > uc, és igy (az elb~
biek szerint) fo > co. :

Igy mér mostan az £ vonalnak olyan része, mely valamely
kozhoz tartozik, (2. szerint) ennek vagy a belsé oldaldra, vagy pedig
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8 kiilsé oldalara esik. Ha a bels§ oldalira esik: akkor vagy belép
& korbe (mint crd), vagy pedig nem. Ha az elsé eset 4ll Dbe,
hogy p’-be juthasson (mely a koron kiviil fekszik), ki is kell lépnie,
€8 ekkor ¢/, t), ' a keriiletbe esnek, és igy (1. szerint) £ visszatér.
Ha nem 16p be a korbe, a cd kozhoz tartozé rész vagy cqab,
vagy cprd, a cf kozhoz tartozé rész pedig cprd-nek megfelelsleg
f és cq8d-nek megfelelgleg cvsf. (A ¢d koznek megfeleld rész
Ugyanis nem mehet at f'-en; mert a of kozhoz tartozé rész f'-ig ér,
és igy £ onmagéiba térne vissza.) Mindegyik esetben az £ vonal
Tészei metszik egymdast; az elsG esetben 1'-ben, a masodikban pedig
8'-ben, és akkor £ onmagdiba tér vissza. Ennek kdvetkeztében az
L vonalnak valamely kozhéz tartozé része mindig a domborusig
oldaléra esik (melyet kiilsének neveztiink), és £ egészen a II vonal
kills¢ oldalara esik.

XIII. Most azt kérdezzik, hogy hové esik a cf koz. Minthogy
2 of és dm kozok a cd egyenesnek ugyanarra az oldalara esnek, az
f¢ koznek vagy me-n felil, vagy cm(m'oo)-be, vagy cm és ¢d kozé
kell esnie. Ha a masodik eset 4ll be: akkor majd ' vagy m' és ¢
kozg, vagy m'-re, vagy pedig m'-en tul esik. Ha m'-re esik: akkor
L Onmagdba tér vissza. Ha m'-en tul o-ra esik: akkor az mrv koz-
hgz tartozé rész metszi a of kozhoz tartozo részt, és £ onmagaba
téy vissza. Ha m’-en beliil esik: akkor a of koz felezé pontjaban
emelt ég mindkét felé a végtelenbe meghosszabbitott merdleges az
£ vonalat legalabb két pontban metszi (a mennyiben elészor az £
Yonalnak az fe kozhoz tartozé részén és masodszor az #£ vonal-
Dak mbde részén megy 4t), 6s igy (VL és I szerint) £ visszatér. Mint-
198y ezeket minden egyes kovetkezé koz helyzetére alkalmazhat-
Ju}i, azért minden kovetkezd koz is mbd (D'oo)-en (vagyis Q-n) feliil
SIk; t. i, fe az me-n felil, fg az mf-en feliil sth.

XIV. Ha most meghatdirozzuk minden egyes rész kozepét (mint
& Milyen a7 md részé t'-ben) és oda a kozok végpontjaibol egye-
nfseket hizunk (mint a milyenek mt és tb), tovdbba az mt rész
*0Zepét iy meghatérozzuk és oda m'-bél és t'-bdl huzunk egyeneseket,
S et gy vég mnélkiil tovabb folytatjuk, ugy hogy az £ vonalnak
lmn(.ien kozhoz tartozé része olyan geometriai haladvény szerint
fogYJon, a melynek hédnyadosa %: akkor (XII. szerint) az mt rész az
m,t f8yenesen kiviil, és igy £ valamennyi ilyen kézon (azaz II-n)
kivii] g,
j XV. A ¢f rész a oy 68 a of egyenes kozé esik. Ha ugyanis a
c})‘on, alil esnék : akkor ¢-bél f'-be dtmenve, £-nek és az egyenesnek
€ m'-en kiviil még valamijok kozos volna, és igy £ onmagiba

9%
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visszatérne. Hasonloképen kittinik, hogy a cf rész a cu és a of
egyenesek kozé esik.

XVI. 5"". abra. Az a sz0g, melyet md azzal az egyenessel
alkot, melyet m'-b6l a II barmely kozének végpontjahoz huzunk,
egyenlé azzal a szoggel, a melyet az a koz ugyanazzal az egyenes-
sel alkot. Pl gmd = mgf és
bmd = mbg. Ugyanis m’-t61
kezdve egészen ama végpontig
a Il vonal kizeinek szdma
vagy pdros, vagy pedig péarat-
lan. Ha paros (mint pl. m'-t61
egészen g'-ig), legyen 3 a
gm egyenesnek felezé pontja.
Huzzuk a cj egyenest, és az-
utdn fektessiik a gfey-et az
mdez-re. A ¢ maradjon meg
¢’-ben: akkorf' red eshetik d'-re,
g’ pedig m'-re, és ekkor majd
3 red esik 3'-re; mert a cj koz
kozos és my = g3, c3 és my
5 pedig (az el6bbiek szerint)

5" 4bra. azon az oldalon csak egy
pontban metszhetik egymést.

Ha az a szdm paratlan (mint hgfedm-ben), legyen w' a of koz
felez6 pontja, i’ a hm kozé. Fektessiik wfghi-t wedmi-re; maradjon
meg W’ w'-ben : akkor ' red eshetik ¢'-re, g’ d'-re és )’ m'-re. Ekkor
az mi = bhi és az Onmagdval = wi ezen az oldalon csak egy pontban
metszhetik egymast.

XVIL. Minthogy e szerint a m' mellett levd szég a () egyenes
mozgdsaval novekedik, és a cstesszogek egyenltk, az a szog, a mely
d-nél =0 és ¢'-nél = &, nagyobbodik egészen [3-ig és tovabb nagyob-
bodik, mig y-v4 vilik és tovabb novekedik, mire az ennél nagyobb
O-t éri el és igy tovabb vég nélkill (a mivel azonban nem llitjuk,
hogy a oo-ig novekedik).

XVIIL 5°. dbra. Az a szdg, a melyet minden egyes koznek
meghosszabbitdsa a tovabb terjed6 £ vonallal alkot, (a mondottak
szerint) mindeniitt egyenld. Az a szbg, a melyet cu az £ vonalnak
(a cf és cu kozé es6) cf részével alkot, egyenld azzal a szbggel, &
melyet fo alkot az £ vonalnak (az fo és fg kozé esd) fg részével, és
vilagos, hogy ez igy tovabb vég nélkiil folytathaté. Ha azonban
hozzdadjuk az ucy szoget, t. i. azt, a melyet R a koz meghosszab-
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bitdsaval alkot (hol R a (Q-nak, azaz md (d'co)-nek az £-en tul esé
1é876t jelenti): akkor, minthogy (XVIL szerint) ez [a sz0g] novekedik, az
Osszeg is novekedik. Hogy ezt pontosabban felfoghassuk, irjuk le bizo-
nyos radiussal (pl. cf-fel), a mely mindig ugyanaz maradjon, bizonyos
kozéppont (ebben az esetben ¢) koriil az fy ivet: akkor ez szolgal-
hat annak a szognek mértékéiil.

XIX. Vizsgaljuk meg azonban, vajjon az a szog, a melyet R az £-lel
alkot, mindig tovdbb, vég nélkiil folytonosan novekedik-e. Ha I+ a
XIV. értelmében gy valtoztatjuk, hogy kozei minden megadhato
mennyiségnél kisebbekké valjanak, és [igy| végpontjaik barmely
megadhaté mennyiségnél kozelebb jussanak egymdéshoz: akkor is a
Széban levé szog minden egyes koz kezdeténél novekedik. Ninesen
azonban olyan id6, a mely alatt nem névekednék. Ennek az idének kez-
detével ugyanis messe () az £ vonalat valamely &' pontban (5. ébra)
€8 végén x'-ban: akkor az £ vonalnak &y része t6bb mint harom-
- Szorta magyobb, mint az (mtd rész). (—%)n= —n;—tf— (hol n valamely tet-
8268 szerinti nagy szamot jelent) a mi egy minden megadhaténal
kisebh mennyiséggel egyenls. Ha tehdt a ‘koznek
Végponija nem is &-ba, hanem a’-ba esik: akkor,
minthogy ea kisebb az £ vonal olyan részénél,
Mely csakis egyetlen kozhoz tartozik, még mindig
marad fenn valami, ha a'-t6]l kezdve két oldalt vesziink fel 7' fels.
E szerint az emlitett szog ez alatt az id6 alatt is novekedik; mert
Mminden koz végénél novekedik,

XX. Minthogy ez a szig (melyet x-nek akarunk nevezni) egy-
idejilleg azzal a szoggel, melyet () az elsé kozzel alkot, vég mnélkiil
folyfonosan névekedik, az vagy annyira novekedik, hogy O a
Ploc-en tulmegy, és akkor, ha az eddig mondottakat a d'-b6l kiindulé
Misik részre alkalmazzuk, az £ vonalnak mind az mtdefg. .. része,
™nd a dmr... része majd tilmegy ¢foo-en, és igy @foo-ben vagy
két régy taldlkozik, vagy pedig ¢foo-nek t'-n kiviil még két kozos
Pontja lesz £-1¢l, és igy az £ visszatért; vagy pedig x-nek van olyan
4 hatara, a melyhez kozelebb jut minden megadhaté mennyiségnél,
a"melyet azonban nem ér el soha az alatt, mig Q az £ mentén m'
k?rﬁl mozog. Legyen akkor d'-ben x=A és a mindig ujabb és wjabb
nfWelﬂ:ne')nyei legyenek o, 3, 7, 0,... A novekményck a folytonossag
OI:Vénye szerint keletkeznek ugyan, ugy hogy barmely ketté kozott
MEg szdmtalan mds van, mindamellett igy allithatok elé. Fzen a
Jflédon az A—{—a—}—ﬂ-{—y—{—(s-{—m végtelen sor szarmazik, a melynek
088zege hatarértékiil a A-t birja, azaz, a melynek akérhdny tagjat is

a Y

5Y. ébra.
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visszatérne. HasonlOképen kittinik, hogy a cf rész a cu és a cf
egyenesek kozé esik.

XVIL 5"". dbra. Az a szdg, melyet md azzal az egyenessel
alkot, melyet m'-bél a II bérmely kozének végpontjihoz htizunk,
egyenlé azzal a szdggel, a melyet az a koz ugyanazzal az egyenes-
sel alkot. Pl gmd = mgf és
bmd = mbg. Ugyanis m'-t6l
kezdve egészen ama végpontig
a [l vonal kozeinek széma
vagy pdros, vagy pedig péarat-
lan. Ha paros (mint pl. m'-t61
egészen g-ig), legyen 3 a
gm egyenesnek felezé pontja.
Huzzuk a cj egyenest, és az-
utén fektessiik a gfcz-et az
mbdez-re. A ¢ maradjon meg
¢’-ben : akkorf' red eshetik d'-re,
g' pedig m'-re, és ekkor majd
3 red esik 3'-re; mert a cj koz
kozos és my = g3, ¢z és m3

5 pedig (az el6bbiek szerint)
51 dbra. azon az oldalon csak egy
pontban metszhetik egymast.

Ha az a szam paratlan (mint hgfcdm-ben), legyen w' a of koz
felezé pontja, i’ a hm kozé. Fektessiik wfghi-t wedmi-re; maradjon
meg ' w'-ben : akkor f' red eshetik ¢’-re, g’ d'-re és [’ m'-re. Ekkor
az mi= bi és az Gnmagdval = wi ezen az oldalon csak egy pontban
metszhetik egymast.

XVIL. Minthogy e szerint a m’ mellett levé szég a () egyenes
mozgdsdval novekedik, és a cstcsszogek egyenlék, az a szog, a mely
b nél =0 és ¢’-nél = &, nagyobbodik egészen S-ig és tovabb nagyob-
bodik, mig y-va valik és tovdbb novekedik, mire az ennél nagyobb
0-t éri el és igy tovabb vég nélkil (a mivel azonban nem allitjuk,
hogy a oo-ig novekedik).

XVIIL. 5°. dbra. Az a szdg, a melyet minden egyes koznek
meghosszabbitdsa a tovabb terjedé6 £ vonallal alkot, (a mondottak
szerint) mindeniitt egyenld. Az a szog, a melyet cu az £ vonalnak
(a cf és cu kozé esd) cf részével alkot, egyenlé azzal a sziggel, &
melyet fo alkot az £ vonalnak (az fo és fg kozé esé) fg részével, és
vilagos, hogy ez igy tovabb vég mélkiil folytathaté. Ha azonban
hozzdadjuk az ucy szoget, t. i. azt, a melyet R a koz meghosszab-
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bitdsaval alkot (hol R a Q-nak, azaz mbd(d'co)-nek az £-en til esé
16876t jelenti): akkor, minthogy (XVIL szerint) ez [a szdg] novekedik, az
Osszeg is novekedik. Hogy ezt pontosabban felfoghassuk, irjuk le bizo-
nyos radiussal (pl. cf-fel), a mely mindig ugyanaz maradjon, bizonyos
kozéppont (ebben az esetben ¢) koriil az fy ivet: akkor ez szolgdl-
hat annak a szognek mértékéiil.

XIX. Vizsgaljuk meg azonban, vajjon az a szdg, a melyet I? az £-lel
alkot, mindig tovabb, vég nélkiil folytonosan névekedik-e. Ha II-t a
XIV. értelmében tgy valtoztatjuk, hogy kézei minden megadhato
mennyiségnél kisebbekké véljanak, és [igy] végpontjaik barmely
megadhaté mennyiségnél kozelebb jussanak egyméshoz: akkor is a
sz6ban levé sz0g minden egyes koz kezdeténél noévekedik. Ninesen
azonban olyan idd, a mely alatt nem novekednék. Ennek az idének kez-
detével ugyanis messe () az £ vonalat valamely & pontban (5". dbra)
€8 végén n'-ban: akkor az £ vonalnak &y része tobb mint hérom-
Szorta nagyobb, mint az (mtd rész). (%)n: —néinb— (hol n valamely tet-
8268 szerinti nagy szémot jelent), a mi egy minden megadhatonal
kisebh mennyiséggel egyenls. Ha tehdt a ‘koznek L
Végponija nem is ¢’-ba, hanem a’-ba esik: akkor, \n:\_/,]‘
minthogy ea kisebb az £ vonal olyan részénél,
Mely csakis egyetlen kozhoz tartozik, még mindig
marad fenn valami, ha a'-t6]l kezdve két oldalt vesziink fel 7;' felé.
E szerint az emlitett sz0g ez alatt az id6 alatt is novekedik; mert
Minden koz végénél novekedik,

XX. Minthogy ez a szig (melyet x-nek akarunk nevezni) egy-
idejiileg azzal a szoggel, melyet Q az elsd kozzel alkot, vég nélkiil
folytonosan novekedik, az vagy annyira novekedik, hogy O a
Ploc-en tulmegy, és akkor, ha az eddig mondottakat a d'-bél kiinduld
Wisik részre alkalmazzuk, az £ vonalnak mind az mtdefg. .. része,
mind a dmr... része majd tulmegy gfoc-en, és ‘igy @foo-ben vagy
két régg talalkozik, vagy pedig @foo-nek t'-n kivil még két kozos
Pontja lesz £-lel, és igy az £ visszatért; vagy pedig a-nek van olyan
* hatéra, a melyhez kozelebb jut minden megadhaté mennyiségnél,
a.melyet azonban nem ér el soha az alatt, mig O az £ mentén m’

(Eriﬂ mozog. Legyen akkor d'-ben x=A és a mindig tjabb és wjabb
’{?Vekményei legyenek «, 3, 7, Qi LK novekmények a folytonossig
Orvénye szerint keletkeznek ugyan, tgy hogy barmely ketté kozott
Még szimtalan mds van, mindamellett igy allithatok el6. Kzen a
IfmeD az A+a+,3+y+(§+~-- végtelen sor szdrmazik, a melynek
988zege hatarértekiil a A-t birja, azaz, a melynek akirhiny tagjét is

5Y. 4bra.
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adjuk Ossze (elhagyva azt a részt, a mely a végtelenig terjed), az
osszeg mindig ‘kisebb lesz A-ndl, és barmilyen ¢ mennyiséget is adunk
meg, bizonyos tagig valamennyi tag Osszege annyira terjeszthetd ki,
hogy az ¢-nal kevesebbet kiilonbézzék A-t6l. Ha azonban a végtelen
sor valamennyi tagjat Osszegezhetnék, ugy hogy egy sem maradna
fenn : akkor maga a hatarérték allana el§ (ebben az esetben A). Itt
azonban (), miutén az £.o vonal mtdefg... részének minden pont-
jan. ment 4%, valamennyi névekményre tett szert. Ha tehdt a sornak
mér valamennyi tagjat osszegeztik — és ez épen abban a rész nél-
kiili id6pontban all majd be, midén () elészér nincsen £-ben, a
mely idépont és az £ vonalnak elhagydsa kozott semmi valtozas
nem mehetett végbe, mert a véltozdshoz két id6rész sziikséges, az
idépont pedig, a melyben () elGszor lépett ki £-b6l rész nélkiili —
akkor az x szog csak akkor valhatott egyenlévé A-val, miutan O
az £-b6l kilépett. Ez azonban képtelenség, mert akkor x a 0-sal valt
egyenlévé. Igy tehat képtelenség feltételezni azt, hogy @ nem néve-
kedett mindaddig, mig Q a gfoo-en megy 4t. Igy tehdt £, hacsak
nem egyenes, (az I. ellenére) visszatér. Tehat £ egyenes.
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I

Bevezetés,

Két eltoriilhetetlen jellemvonédsa van az Isten képének: az igaz-
Sdg és a szeretel. Ezek a fény és a meleg, a halandé porban tiin-
dokls érokkévalo nap sugaranak szalai, melynek vilagossdga a vég-
telennek fellegein 4thatolva, mind a kiils§, mind a belsé vilagban
magénak az Osképnek feltétlen szépségét hirdeti. Viszonylagosan
8zépnek mondjuk azt, a mi az 0] gondalatit ébreszti benniink, szét-
Yebbentve a tiszteletremélto fellegeket, hogy a tavaszi fény az egeket
keres§ szarnyakat meginditsa, a mikor a boldog hazdba vezets 1t a
Végtelenben megnyilik.

Ez gziikségképen arra serkent benniinket :

1. hogy hasonléan a csoddlatramélté mindensegbe behatold, leg-
felsébh szemhex vég nélkil arra torekedjiink, hogy a mennyire csak
lehet, az egészet minél behatébban attekintsiik ;

2. hogy hasonléan az egész vildgot atolels legfelsobb Atyahoz,
kftéul‘va karjainkat minden érzé vagy értelmes lény felé, id6ben és
trben barhol is legyenek azok, buzgén torekedjink arra, hogy min-
den a kslesonos szeretetben egyesiiljon, és hogy a visszavondst mind
4% Osszességnek, mind az egyeseknek (erére és terjedelemre nézve)
lehetg legnagyobb boldogsdgdinak 6sszhangjdba valtoztassuk at.

I. Az igazsag.

Az igazsagok feloszthatok droklkévaldkra, azaz olyanokra, melyek

& Minden idében meglové dolgokrol zengenek, és bizonyos idore tar-
‘?Zdlc'ra, a melyek t. i. azokrél a dolgokrol szélanak, melyek csak
'Z0nyos idében (tehat a jelenben, a multban vagy a jovében) vannak
meg- A multat el6adni a Tdrténelem feladata. Fz magyardzza meg
: %iﬁlsfi 68 belsd vildg fejlédésének minden nemét, hogy megértsiik :
3 glele.n miért olyan, a milyen. Magasabb értelem dolga volna meg-
4l azt a feladatot, hogy (miutén a jelen a multnak lednya és a
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jovének anyja, és amaz mint eredményére, ez pedig mint okara vezet
a jelenhez) az adott jelenb6l a jovét és részben a multat hata-
rozza meg.

1. Képzetet alkotok, gondolkodom, kivetkeztetek : Mik e tevékeny-
ségnek formdi? vajjon megfelel-e neki valami olyan, a mi a képzeten
kiviill van? fiigg-e ett6l? tovabbd melyek azok a végsé helyek, a
melyekben a képzetek, egyik a madsik utan, és az elképzeltek, egyik
a masikon kivil (f. i. a kilsé vilag) elhelyezhet6k? Ezeket vizsgilja
a Philosophia.

Bzeknek a végs6 helyeknek, t. i. az idének és a térnek termé-
szetét, a mint azok az abstractio altal a szemléletben megmaradnak,
a tiszta Mathesis vizsgalja, a melybdl az alkalmazott szérmazik.

Mind a kettét [a teret és az id6t] elvalasztiuk a képzetek kote-
16kétdl, hogy a gondolkodas targyai lehessenek; de a képzelet 4ltal
tgy szolvan feltett és az evvel egyidejiileg sziiletett helyek valdsagat
a szemléleten kiviil itt sem nem allitjuk, sem nem tagadjuk.

Azt mondjuk, hogy kivetkeztelink, ha valamely itélethdl, vagy
az A, B, ... itéletekb6l ujat allitunk eld.

Itéletnek nevezziik azt, a mi erre az alakra hozhaté : «az A B ¥,
(vagy B-vel jar).» A-t alanynak, B-t pedig dllitmdnynak nevezziik.
Megforditdsdnak nevezzik a kovetkezdét: «a B A, (vagy A-val jar).»
Ha B a nem-C-t jelenti: akkor az «A a B-vel jar» itéletb6l lesz:
«A a nem-(-vel jar.»

Az itélet egyszertiekb6l [t. i. itéletekbl] teheté 6ssze, de az
osszetettek is az emlitett alakra vezetheték vissza. Mind A, mind B
lehet Osszetett, még pedig tobbféle mdédon. Mind a kett lehet col-
lectiv, disjunctiv, feltételes, vagy bizonyos médon korlatozo.

A valamelyik, a néhdny, vagy a mindenil: szemben all a seini-
lyennel, a mindenik pedig a nem mindenikkel, és a nem mindenik
meg lehet vagy semilyen, és lehet valamelyik, vagy néhdny kizdro-
lagosan. Még maga A is valamelyik az A-b6l [valék koziil]. Az A
alany jelenthet bizonyos a, b, ¢,...-b6l vagy valamelyiket, vagy né-
hényat, vagy mindeniket, vagy nem mindeniket, vagy semilyent. Ha
A jelenti a felsoroltaknak nem mindenikét és B jelenti a nem-C-t:
akkor az «A a B-vel jér» itéleth6l ez lesz: «a, b, ¢,...-nek nem
mindenike jar a nem-C-velr. Hogy «A4-bél semilyen sem jar B-veln,
kifejezhet6 igy is: «Az A-b6l mindemk a nem-B-vel jar.» Akdr az
alany, akir az 4llitmény, s6t mind a ketté disjunctiv is lehet, s6t
itélet is [lehet mindegyik.] PL. «4 vagy a B-vel, vagy a C-vel jar,

* [A est B].
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vagy pedig: «vagy A, vagy B a C-vel jar.» Epen ugy «A a B-vel
Jars egyiitt jar a «C a D-vel jar» itélettel, azt jelenti, hogy ha A a
B-vel jar: akkor C a D-vel jar. Nyilvédnvalo, hogy ezeken kiviil még
véltozatos médon kiilonféle ilyen kapesolat létesithetd.

Ertelmezni azt jelenti, hogy valamely fogalomnak nevet adunk,
vagy, hogy valamely dolognak az 6t egyediil megilletd tulajdonsagét
fejtegetjiik.

Az értelmezés szabatos, ha minél egyszertibb, és nem tartalmaz
olyan A-t és B-t, hogy A allitja B-t is.

Mindazonaltal meg van engedve, hogy barmely médon alkotott
fogalmakat valamely jellel vagy széval jeloljiink, a nélkiil hogy
valésdguk bizonyos volna, vagy bizonyittatnék, s6t akkor is, ha
valésaguk lehetetlen. De egyenld jelek mindig egyenldket jelentse-
nek, hacsak mas megallapodds nem tortént; egyenlétlen jeleknek
azonban, csakis azért, mert egyenlGtlenek, nem kell egyenldtleneket
Jelenteniok.

Az axidma olyan itélet, a melyrél a jozan emberi ész minden
okoskodas nélkiil, mér természeténél fogva belitja, hogy fennall.

Valamely B-t bebizonyitani azt jelenti, hogy kimutatjuk rola,
A-nak, azaz axiémaknak és értelmezéseknek valamely esoportja segit-
8égével, hogy sziikségképeni, hogy tehat A a B-vel jar.

A bebizonyithatd itéletet tételnek nevezziik.

A tudomdny, vagy inkabb a tudomdny rendszere attekinthetd
rendben valé osszefoglalasa :

[1.] a szabatos értelmezéseknek, hol a legegyszeribb fogalmak-
b6l indulunk ki és a megalkotottakrél ujabb osszetettekre haladunk
elére (mindaddig, mig el6 mem allanak azok [a fogalmak], melyek
legaldbb mindazt felolelik, a mi odatartozik);

[2.] a legegyszerlibb axiomdknak, a melyek kozil egyik sem
Vezetheté le a tobbibdl ;

[3.] az ezek segitségével bebizonyitott tételeknek.

Sem mindent értelmezni, sem pedig mindent gy bebizonyitani
hem lehet, hogy a végtelenig megyiink vissza (a mint a térnek fenekét
Sem lehet elérni.) Vannak dolgok, a melyeknek semmi tovdbbi okét
hem létjuk és olyanok, a melyeknek értelmezésére tovabbi viligosabb
Szavaink nincsenek. Krdemes volna ezeket osszedllitani.

2. A kiils6 vildg helyérél visszatérek magdhoz a bamulatos
Mindenséghez és annak a megmérhetetlen Gramiinek szerkezetét és
gépezetét torekszem megismerni, melynek lincza a megszamldlhatlan
tejutaknalk gytiribol alakul, és nehezéke semmiféle talajt nem ér, ora-
lapja pedig a Napnak és a Holdnak palydjaval és ezer mas korrel
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van befestve. A legf6bb gépésznek alkotdsa az, az egyetlen 6rokké
mozgo.

A legpompasabb templom valtozatos ékességgel diszitett sokféle
oszloprenddel, melynek boltozatdn a napoknak miriddjai ldmpakként
égnek, mig a spherdk a lithatatlan hatalom dicséségérél zengenek.
A legf6bb épitémesternek alkotésa.

Konyv, a melynek az egész lathaté vilag csak kiilsé foglalatja,
és az a osillagok flizével irt csodalatramélté hieroglypha a legfébb
Szerz6 munkajanak czime.

Az 6ramt gépezetét megérteni, a templomnak vézlatit, oszlop-
zatét, épité koveit és az Osszekété anyagot felfedezni, még az utolsé
betiit is felismerni és a titkos irds kulesat megtaldlva, a mondatokat
és az egészet [teljességében] elolvasni ohajtjuk. Olyan munka az, a
melyet az egész Orokkévalosiagon at folytatnunk kell.

Erre torekszik (a bévebb értelemben vett kiils6) Physika, még pedig
a mathesis alkalmazdsaval. A mathesis segitségével emeljiik azt a
Jakab létrajat, a melyen az égig hdgunk fel, a honnan tiizes szér-
nyak emelnek benniinket minden tejuton és az ég6 napok 6czednjin
tal, hogy beléhatoljunk a szentséges éjszakdba, a hol a legfenségesebb
Atya végtelen karjaival koriilfogja az egész vildgot és fogadja vissza-
téré gyermekeit, kiket a szornyt vihar kihajitott az trbe.

II. A szeretet.

1. A kiils6 vilaghol belépiink a kiilsének megfelelé belsébe, hogy
természetét kutassuk. A fiszta Psychologia, azaz a belsé Physika a
lélek tulajdonsagait vizsgalja. Minthogy tovabbsd az akaratra valo
képesség szintén a lélek természetéhez tartozik, az akaratnak 6roktél
fogva eldirt torvényeit a tiszla Ethika tanitja.

2. Mind a két vilag egyesiilésében a lélek természetét, a mint
az a valésigban mutatkozik, a tapasztalali Psychologia vizsgalja.
Az egésznek végtelen gazdagsiga ugyanis a kiilonféléknek egységes
voltdban és az egységesnek kiilonféle voltaban rejlik. Csoddlatos minden
egyén, mely a két rendszer (a szellemek és testek rendszereinek) egy-
ségében él. A kiils§ vilidg a belsének kifejezése és mintegy arcza;
mind a kettét hasonlo torvények igazgatjak, a melyek egymdsnak
kolesonosen megfelelnek. fgy valamennyi lelket, mely egymdst vonzza,
mugéhoz vonzza az Isten, mint az egyetemes szeretet kozéppontja;
és vannak més erdk is, hasonlék azokhoz, melyek a kiilsé vildgban
nem engedik, hogy a bolygék napjaikba belé essenek, hanem dket
palyaikba terelik. Ha a vonzdson kiviil més er6 nem volna, az
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€gész mint valami roppant nagy holt tetem az 6rok nyugalom sirjdba
hullana.

Ide tartozik az is, hogy megvizsgaljuk azoknak a dolgoknak a
tulajdonsagait és szabélyait, a melyeket az imént emlitett egyesiilés-
ben (az el6bb mondott értelemben véve) szépeknek taldlunk. Kz az
Aesthetika targya.

Hogy a két vilagnak ebben az egyesiilésében mi t6rténjék, hogy
egymés koreit nem zavarva, mindnydjan minél gyorsabban siethessiink
az egyetemes szeretet czélja felé, a melyre a fent mondottak szerint
torekedniink kell, arra tanit az alkalmazott Ethika, a melybe a jogok
minden neme is bels tartozik. A kilelesség (subjective) az az édes
Sziikségszertiség, a mely mindenkit barhonnan is az emlitett czél felé
Vezet és a melynél fogva mindenki ahhoz kozeledik, hacsak utja ki
van vildgitva és a foldi szenvedélyek bilinesei nem tartjak vissza az ég
gyermekét. A kdtelesséy (objective) maga ez az ut. Miként valamennyi
Igazsag, tgy az oOsszességnek valamennyi kotelessége is osszefér egy-
massal ; s a mennyiben mindenkinek kotelessége, hogy senki mést a
Maga tevékenységében meg ne akaddlyozzon, ezt az utébbi jogdnak
Nevezziik, a melyet (dgy, mint a kotelességet) kiilonboz6 meghatéro-
2888 szerint kiilonboz6 névvel illetiink meg. Az el6irt szabaly szerint
eltelt slet mutatja az Istennek lathato képét, mely tanusdgot tesz az
eredetirsl, és az idének halvany nyugotjit az orikkévalosag hajnald-
Vi_” sugdrozza be. Az erénynek gyakorlata napfény, tole fakadnak a
hitnek amay égi virdgai, a melyek a f5ldt6l elforditott arczulattal
Vilogatott dragakovekként ragyognak.

A mathesis tiszta forrdsabdél meritett igazsiag az Istennek, az
el‘kﬁlcsiségnek és a halhatatlansagnak veliink sziiletett érzetét ébreszti
fel benniink, és bizonyos édes és kimondhatatlan gyonyériiséggel tolt
e]. benniinket, Segitségével behatébban ismerjiik meg a belsé és kiilsd
Vildgot, ugy hogy napfényre keriil a vilagban 616 igazsig, és meg-
Sztiletik az orény.

L A mindeniitt jelenlevs, sehol sem lathaté és mindent meglato
I8tenség arczanak fensége sugdrzik az égbol és a foldbél, és mikoz-
‘?11 & sugarakrol a naphoz, a melyb6l erednek, a viligban kifejezett
?pekl‘ﬁl az 6sképhez emelkediink fel, a vilagnak dithongd zivatarai
,07‘5“' a halandé keblekbe az isteni nyugalom szall ald, és a hul-
c:]']mk lecsendesiiltével a megmérhetetlen firben ujbél a vigasztald
Ulagok titnnek fel; sokat hanyatva ennek a vilagnak a partjain és
dradtan végre a mindenség Atyjanak végtelen keblén lehunyt sze-
Inekke} nyugszunk meg.

lgy tehat a tetépontot a Theoligia foglalja magéaban, a mely a
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vildgnak, mint valamely a pusztaban bolygé arvanak, megmutatja atyjat
és az utat, mely az utazasnak minden viszontagsiga kozott 6 hozzd
vezet, a Szentiras faklyajaval vilagitja be, és lerantva a haldlrél az
iszonyu alarczot, 6t mint lekildott angyalt lattatja, a ki eltori a kiilsé
burkot és az égi magot emeli ki beldle. Nincs a f6ldon fenségesebb,
mint midén a belsé emberben Isten eszméje fejlédik, és a végesben
mintegy a véglelen jelen meg; ez az 1) angyalnak elsé életjele.
A polusokat mintegy felcserélve, minden megvaltozik. Minden évnek
vége a masiknak kezdete, és a foldbe kivankoz6 aggastyan teste lehulls
burokja az ég felé torekvé embriénak: a kesertbdl érett gyiimoles
valik, a sebekbdl az égbe nyilé ajté, a kimulénak fijdalmaboél tartos
0rém, és a rut keresztbél a vilaignak fénye, az a I+, mely meg-
szlinteti a ~—-t.

I1.
Eldleges megjegyzések.

A.

Az aziomdk és a mik beldliik eldlegesen levezetenddk, nehogy
eqyes esetekben szikséges legyen azokat ismételni, dltaldnos alak-
ban Fkifejtve (a pontosabb térszemléletre vonatkozdkat a maguk helyé-
nek fentartva).

Midén az ész valamely jelenségrél tigy, mint a foly6rdol azt
kutatja, hogy honnan ered, akkor okrol okra emelkedve, végre meg-
allapodik valahol, a honnan tovdbbra elfrehaladni nem tud, és ha itt
olyan igazsidgokra akad, a melyeknek érvényességét minden tovabbi
ok nélkil helyeseknek ismeri fel: akkor megnyugszik, és az ilyen
esetekben taldlt igazsdgokat dltalanos formuldkban fejezi ki, részint
a rovidség kedvéért, részint pedig azért, hogy tisztan felismerhetdvé
valjék, hogy mik azok, a miket bebizonyitds nélkil allitunk, és
hogy mi az egész rendszer alapja.

I. Az id6 folytonos mennyiség; de csak rész nélkiili van belsle
jelen, és ez mindig mas és mas ; és barmelyik ilyen [rész nélkiili rész] azt
mindeniinnen multra és jovére osztja fel, melyek (ha eltekintiink a
multnak és a jovének iranydtél) mindkét felé teljesen egyenldk.

IL. Bérmely véges id6, a mely még nem volt meg, majd eljon,
de az id6 Osszessége sohasem. Igen gyakori eset az, hogy valamit
barmely egyesrél ki lehet mondani, de az Osszességrél nem.
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ITII. A mi az idének p oszthatatlan része alatt megvan, vagy
a B igenjével, vagy a B nemjével (azaz DB-vel, vagy mnemi-B-vel)
van meg.

IV. Ha A és B a p id6 alatt € igenjét és nemjét allitjak, és A
all: akkor B nem 4ll; ha pedig A nem 4ll: akkor B 4ll. Ez alapja
az apogogikus bebizonyitasnak, melynél a kovetkeztetés a kovetkezd
médon torténik.

1. Ha B a kovetkez6 alaku itélet: a nem jdr az x-szel, és A
@ll: akkor B nmem dll, azaz nem all, hogy a nem jar x-szel. Amde
(IIL. szerint) valamelyiknek allania kell, t. i. vagy annak, hogy a az
X=-szel jdr, vagy annak, hogy a nem jdr az x-szel; az utobbi azon-
ban nem 4ll, tehat allania kell a masiknak, hogy a az a-szel jdr.
Ebbél az is kovetkezik, hogy mihelyt kittinik, hogy nem 4ll az, hogy
O nem jdr a Z-vel, az elmondottaknak ismétlése nélkiil azt kovet-
keztethetjiik, hogy () a Z-vel jdr.

2. Ha B a kovetkezd alaku: a az x-szel jdr, és A dll: akkor
az, hogy B nem all, azt jelenti, hogy nem all az, hogy a az x-szel
Jar, azaz, hogy a men jdr az x-szel. gy tebat mihelyt bizonyos,
hogy egyidében 4llitva -t és A-t, mint olyan igezsdgot vagy igaz-
sdgokat, melyek akar véaltozhatatlanul, akar hipotézis dltal vannak
Megillapitva, egyidében C-nek fennallasa és nem léte is allittatik:
akkor a kifejtett eljardst minden egyes esetben ismételni felesleges.

V. Minden dolog az, a mi, és 6nmagaval tokéletesen egyenld.
Ha azonban A és B absolute egyenlék és azokat az absolute egyenld D)
s K miiveleteknek vetjiik ala: akkor barmely a ) altal A-bol szér- -
maz6 eredménynek megfeleloleg lesz az K 4ltal B-bol szdrmazé ered-
mények kozt egy olyan, mely vele egyenl.

Ha a miivelet csak egyetlen eredményre vezet, azaz olyan, hogy
4 A-b6l szarmazé eredmény csakis a és a B-bél szdrmazé eredmény
¢sakis §): akkor a egyenls b-vel.

A B-b6l szérmazé eredmények kozoth egy van ugyanis olyan,
& mely egyenls a-val; legyen ez C: akkor (IIL. szerint) ez a C vagy

» Vagy nem-b. Ha (' nem-b volna: akkor avval, hogy b-n kiviil
van, és avval, hogy b-n kiviil més eredmény nincsen, allitandk,
98y b-n kiviil van is és nincsen is mas eredmény.

Ha a mitivelet természete olyan, hogy tobb eredményre vezet:
a‘k}‘ol‘ csak azt mondhatjuk, hogy minden az A-bdl szdrmaz¢6 ered-
Ménynek ‘megfelelleg van a B-bél szdrmazo eredmények kozott egy
Olyjan, a mely vele egyenldé. Ha A-t és DB-t egymassal egyenld olyan
I'I“Weletekne]st vetjiikk ald, melyek csak egyetlen eredményre vezetnek
5 ezen a réven az a és b egyenlé eredmények szdrmaznak: akkor,

Stdckel: Bolyai Farkas es Bolyai Janos. II. 3
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ha A é B az a-bél és a b-bél szintén egyenl, egyetlen ered--
ményre vezeté miiveletek alkalmazdsa révén szdrmaznak, A4 és B
is egyenlGk.

Ha A egyenlé B-vel: akkor B az A helyébe helyettesithet ;
a mennyiben, ha A-t barmely miiveletnek vetjik ald és ugyan-
annak a miiveletnek vetjiik ald B-t is, az el6bbivel egyenlé ered-
ményt nyertink. E szerint, ha A egyenlé B-vel és B egyenls C-vel:
akkor (' a B helyébe teheté tugy, hogy ez szdrmazik: A egyenls
C-vel. Legyen ugyanis az [alkalmazott] miivelet az Osszehasonlités,
akkor B és A Gsszehasonlitdsanak eredménye a megkiilonboztethetet-
lenség, és (/ meg A Gsszehasonlitisénak eredménye szintén a meg-
kiilénboztethetetlenséggel egyenld.

E.

Ha bizonyos, hogy a folytonos 7' id6tartam minden pontjaban
A fennall, és valamikor a ¢ alatt, mely a T utén koévetkezik be, A
mér nem 4&ll fenn: akkor a végtelenbe novekeds T elejétsl szamitva
[mindenesetre] taldlhatunk olyan p-t, a mely az utolsé azok kozott
az id6pontok kozott, a melyek mindegyikérsl elmondhatjuk, hogy
kozte és a T' eleje kozott A mindig fenndll; p-ben azonban vagy
utoljdra 41l fenn A, vagy legeldszor 4ll fenn nem-A. Ha p-ben
nem-A dllana: akkor a p utén vagy egy darabig, vagy mindig A
all, vagy mindig nem-A; haesak p utéin nem wminden p' pont
olyan, hogy p és p' kozott mind A, mind nem-A fordul els. Ez alapja
a hatdr fogalmdnak és sok mas dologhan is kisegit.

F.

Ha A, B, C,. .. egymésra kovetkeznek (akdr végiik szakad vala-
hol, akdr nem) és koziilik barmely A olyan, hogy valahanyszor K
az x-szel jdr, egyszersmind L is az a-szel jdr (hol L a K utan
kovetkez6t jelenti), és ha 4ll, hogy A az a-szel jdr: akkor az
A, B, C, ... kbzil barmely Q szintén az x-szel jar. Vegyiik fel ugyanis
bizonyos pontbdl kiindulva, a jové irdnyaban az idének folytonos t
részét, és bdrmely ¢ utdn kovetkezzék egy mésik ¢ egészen a végtelenig,
és gondoljuk, hogy A megfelel az elsé6 t-nek, tovabbd A, B, C,...
koézil mindegyik kovetkez6 a kovetkezd t-nek, és haladjunk elére

* [A B, G, D szakaszok elmaradtak, mert a kovetkez6kben nem jonnek
tekintetbe. ]
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A-t61 B-ig, innen C-ig stb., mig elérjik azt a f-t, a mely (-nak
fele]l meg. A (II. axiéma szerint) majd ez a t bekivetkezik; ezért a
neki megfelel§ Q-rél is bizonyos [hogy x-szel jar]l. A kovetkeztetés-
nek ezt az igen gyakran alkalmazott moédjét n-r61 n--1-re valéd
kovetkeztetésnek nevezziik. Azokat a dolgokat, a melyek a mondot-
takbél még tovabb kovetkeznek, itt mell§zhetjiik.

IIL

Részletek az arithmetika 4ltaldnos vézlatéabdl.

1,8

Az emberi szellem természeténél fogva az igazsdg utan vald
vagytol Oszténdzve, a megismerés hatdrait mindig tovébb torekszik
kiterjeszteni, és sziinet nélkiili tevékenységgel részben azokbdl, a
melyeket a képzeletben taldl, némely dolgokat kivdlaszt, részben
ezeket azokkal, a melyek neki valamikor megjelentek, valtozatos
médon osszeteszi, és az akirhogyan is elébe keriilteket egyméssal
?Sszehasonlitja. Azokat, a melyeket arra érdemeseknek tart, éllando
Névvel jeloli meg, élve avval az 6si jogdval, hogy mindent tetszése
Szerint valami jellel ‘lathasson el; csakhogy akkor ugyanannak a jel-
Nek, ha egyéb kikotve nincsen, mindeniitt ugyanazt kell jelentenie.

9. §.

‘

Ha barmit (mondjuk A-t) megfigyeliink, mindenekel6tt szemiinkbe
tinik valami (mondjuk @), a mit A magdaban foglal (azaz a mi A-bol
vald), de a mi ettsl mégis kiilonbézé (azaz nem azonos A-val); ezt
8% a-t az A részének mondjuk, A-t pedig és mindazt, a minek részei
Vannak (barmilyen mdédon is teszsziik Ossze szemléletiinkben, kizdrva
Minden mést) egésznek nevezzilk. Ebben az értelemben A-nak bizo-
]flyoﬂ tulajdonsaga is, pl. bizonyos falnak fehérsége, ennek része (értve
°Pen azt a fehérséget, a mely benne megvan). Ha a egyszersmind

Nek ig része: akkor azt mondjuk, hogy kiozds A-ban és B-ben. Az
D, osszessége alatt értjiik azt, a mi ezek mindegyikét magé-
4n foglalja, de azon kiviil semmi egyelet.
. Ha a részeket vizsgaljuk, olyan .r-re akadhatunk, hogy az egész-
bé] mindazoknak Gsszessége [v. Osszefoglaldsa), a melyek nem z-bél
Valgk, magaban foglalja a-et is. Az ilyen résat elvdlaszthatatlan-
3*
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nak* nevezziikk. Lehetséges azonban, hogy barmirél, a mi a-nek ki-
zardsaval az egészbOl vald, allithaté olyas valami, a mit x-re nézve
tagadunk. A nyolezadik 6ranak vége és a kilenczediknek eleje része-
annak az idének, a mely a hetedik 6ratél egészen a tizedikig lefoly ;.
de elvilaszthatatlan része. Epen olyan a tengelye valamely testnek,.
a melyet ugy mozgatunk, hogy két pontja nyugalomban marad.
Amde, ha valamely egész egy pontbél és valamely ezt nem tartal-
maz6 gémbbél all, akkor a pont az egésznek nem ilyen része.

Az olyan p részt, a melynek semmi része vagy csak elvalaszt-
hatatlan része kozos mindannak az Osszességével, a mi az egészben
a p-n kiviil megvan, alkotoé résznel nevezziik. Igy pl. az olyan vonal,
a mely valamely felileth6l kiemelkedik, az egésznek alkoté része, a
mint az el6bb emlitett pont is az. Amde az az Gsszesség, a mely az
emlitett vonalbol és valamely a feliiletbe esé vonalbol all, része ugyan
annak az egésznek, mely a feliilethél és abbél a vonalbdl 4ll, de nem
alkot6 része, sem pedig elvalaszthatatlan része.

Mindannak az 0sszessége, a mi (pl.) az A-n kiviil megvan, ugy
képzelendd, a mint az a valésagban fenndllhat.

Legyen szabad ehhez még csak néhany megjegyzést fiiz-
nom, nehogy a sok beszéd farasztéo fecsegésnek lassék és undort
keltsen.

A p részmek elvalaszthatatlan ¢ része a T egésznek elvdlasat-
hatatlan része. Ha ugyanis ¢ Osszessége mindannak, a mi p-ben i-n
kiviil megvan, és () Gsszessége mindannak, a mi 7-ben ¢-n kiviil meg-
van : akkor vildgos, hogy () magaban foglalia ¢-t, és igy tehat i-t, a.
melyet magaban foglal ¢, magaban foglalja () is.

Az elvalaszthatatlan 7 résznek p része a 7' egésznek elvilasat-
hatatlan része. Ha ugyanis ¢ Osszessége mindannak, a mi i-ben p-n
kiviil megvan, és () Osszessége mindannak, a mi a 7-ben i-n kiviil
megvan : akkor (az értelmezés szerint) ¢-t magaban foglalja (), és igy
(Q és q) is.

A P alkoté résznek p alkoto része a T egésznek alkoté része.
Legyen ugyanis )’ mindannak 0sszessége, a mi P-ben p-n kiviil meg-
van, és [? Osszessége mindannak, a mi 7-ben P-n kivill megvan,
legyen tovdbbd A az, a mi P-ben és R-ben kozos, és () legyen mind-
annak az Gsszessége, a mi P-ben A-n kiviil megvan, a pedig legyen

* Az elvélaszthatatlan rész figy is értelmezhetd, hogy a T egésznek olyan
része, mely T-b8l tigy elvonhatd, hogy a tobbi nélkiil is lehet tArgya a gondol-
kodasnak ; 6 maga azonban még gondolathan sem vélaszthaté el gy, hogy &
tobbi nélkiile elgondolhaté legyen.
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2z, a mi kozos R-ben és p-ben, és a' az, a mi R-ben és p'-ben kozos:
-akkor kitlinik, hogy A-ban benne van a és o', de ezeken kiviil semmi
‘egyéb nincsen A-ban. Legyen g mindannak az 0sszessége, a mi p-ben
a-n kiviil megvan, és ¢’ 0sszessége mindannak, a mi p'-ben a’-n kivil
megvan : akkor vildgos, hogy (¢ és ¢') magdban foglalja mindazt,
ami P-ben A-n kiviil megvan, tehat magit O-t is. Amde (a feltevés
‘szerint) P alkoté része T-nek, és ezért (az értelmezés szerint) A el-
valaszthatatlan része P-nek; igy tehat () magdban foglal mindent,
a mi A-hoz tartozik, tehét a-t is, a mi nem lehetséges, hacsak «
nem elvdlaszthatatlan része p-nek. Ha ugyanis ez nem volna ilyen:
‘akkor olyan a-bol vald b-nek kellene lennie, a melyb6l semmit sem
foglal magdban ¢q. Ha azonban ¢ nem foglalja magdban, (7 és ¢')
sem foglalja magaban ; mert p'-ben, és igy ¢'-ban is csak a p-nek el-
valaszthatatlan része az, a mi kozos ¢-val (minthogy p alkot6é része
Ponek). igy tehat volna valami az A-bél valé, a mit (g és q') és
¢ szerint () sem foglal magaban, és (a feltevés ellenére) P nem lenne
alkoté része T-nek. Ha azonban p-nek semmije sem kozos mindannak
‘az Ogszességével, a mi T-ben p-n kiviill megvan: akkor az [4llitds
helyessége] (az értelmezés szerint) be van bizonyitva.

Legyen Pa T-nek alkoté része, és mindannak Gsszességét, a mi
T-ben P-n kiviil megvan, nevezziik p-nek: akkor p is, ha a valésig-
ban megvan, alkoté része T-nek. Legyen ugyanis A az, a mi P-ben
63 p-ben kozos, és ¢ legyen Osszessége mindannak, a mi p-ben az A-n
kiviil megvan, azaz mindaz, a mi 7-ben P-n kiviill megvan (mert A
megvan [-ben is): akkor vildgos, hogy ¢, ha a valésaghan megvan,
azonos p-vel, és e szerint, minthogy p magiban foglalja A-t, ezb
magaban foglalja ¢ is. fgy tehdt (az értelmezés szerint) p is alkoto
része T-nek.

9. 6

A részbdl és az alkoté részbél szdrmazik a mathematikai semini
€8 a rdsz ndlkili. Ha ugyanis minden részt elvesziink, akkor szar-
mazik a semmi fogalma, melynek jele 0. A mindentél a semmiig
Toppant nagy a lépés; egyetlen széval mintegy megsziintetiink min-
dent, a mi a magasztos «Legyen» széra keletkezett. A minek nin-
cSen semminem@ alkoté része, azt rész nélkiilinek nevezzik. Ilyen
Pl a térnek pontja és az idének eldbb emlitett pontja, a mely alatt
Semmi valtozdas nem mehet végbe, de a Rajna zuhataga, Réma
€gése vagy valamely héstett, mint az idé ilyen pontjai orokre rig-
Zittetnek a vészonra.
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4. §.

Ha a részek vizsgalatat tovabb folytatva, olyan A-ra akadunk,
a melynek minden A’ alkoté része olyan, hogy valamije kozos avval
a B-vel, a mely A-ban a A'-n kiviil megvan : az ilyen A-t kontinuwm-
nak nevezzik. Ennek példai a tér, az id6, a vonal, a feliilet stb.

5. §.

A tovabb kutaté ész kiilonféle dolgokat vesz észre, a melyek
A-n kiviill megvannak és ett6l meg is kiilonboztetheték; de akad
olyasvalamire, a mi A-hoz tartozik, és olyasvalamire, a mi B-hez
tartozik, a mik habar A-t is meg B-t is jelenlevének tekint-
Jik, nem kiilonboztetheték meg egymastol. Ekkor azt mondjuk, hogy
A és B ezekre vonatkozolag egyenlok. Ha ez az olyasvalami maga
A és maga B: akkor azt mondjuk, hogy A azonosan eqyenld B-vel,
a mi csak akkor van igy, ha A maga a B. Ha ez az olyasvalami A
‘é8 B eltekintve helyiiktdl, azaz, ha a jelen levé A és B eltekintve
a helyt6l, nem kiilonbdztetheték meg egymastol : akkor abszolut egyen-
loségroél beszélink. Ennek jelolésére szolgal: A = B. Ilyen médon
egyetlen balra csavarodé csavar sem lehet egyenls valamely jobbra
csavarodoval.

Ha az az olyasvalami valami egyéh: akkor respectiv eqyenld-
ségrdl beszéliink, a melynek szémtalan faja van. Valamely agyagbol
késziilt golyo a helyet illetleg egyenlé lehet valamely arany golyoval.

6. §.

De az abszolut egyenl6séghél és P-nek, valamint p-nek is alkoto
részeib6l még egy masik respectiv egyenléség és a mennyiség fogalma
is szérmazik.

. Ha ugyanis valamely A-val olyan ¢ van egyiitt, melynek
vagy semmi alkoté része nincsen, vagy a melyre nézve [A-nak]
minden @ és [¢g-nak] minden b alkoté része [magdt A-t és g-t is
beleértve] olyan, hogy « (maga vagy pedig valamely része) = b-vel
(magival vagy pedig valamely részével) : akkor azt mondjuk, hogy A
a g-ra nézve mennyiség. Még pedig, ha az a ¢ épen maga A :
akkor abszolut mennyiségrél, kilonben pedig respectiv mennyiségril
beszélink. Az abszolut mennyiség példai: a tér, az id§, ennek mind
a kettének pontja, az egyenes, a kor, a csavarvonal, a sik, a gomb,
a henger, tovibbéd az egyenesekbsl oOsszetett vonal, valamint az
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egyenld. radiussal leirt koroknek iveibdl Gsszetett vonal és 16bb més
efféle. A respectiv mennyiség kiilonféle példdi: egy tomb arany és
egy tomb vas, ha csak is sulyukat vagy térfogatukat, vagy fém wvol-
tukat tekintjik. Ha valamely L vonalat, a mely nincsen egyenesekbdl
Osszetéve, Osszehasonlitunk valamely mésikkal, a mely olyan, hogy a
kettének Gsszessége nem abszolut mennyiség: akkor mindig bizonyos
olyan egyenes [egyenesvonalt koz] értendd, a mely L altal meg van
hatarozva (L. alabb), és ép gy barmely feliilet is a sikra vezethetd
vigsza (l. u. 0.). S6t az egyszertibb targyalds végett alabb magukat
az abszolut mennyiségeket is bizonyos respectiv mennyiségekre vezet-
Jik vissza. Ezenkiviil az alkoté részek megvalasztdsa is megéllapit-
haté bizonyos médon. Igy pl. az ember és a féreg (a pont és pont
mintdjara) respectiv mennyiséget alkotnak, ha feltételiil kotjik ki,
hogy ne tekintsiik az embernek és a féregnek valamely alkoté részét,
hanem az embernél és a féregnél pl. egyediil csak azt vegyiik figye-
lembe, hogy mind a kett6 halandé és a foldnek neveltje.

9. Ha P az A, B,... alkoté részekbdl all,

] p az a, b,... alkoté részekbél 4ll,
és
VAN R 2 T

gy hogy az egyenlé alkoté részek barmely parjara egy mésik ilyen

kovetkezik mindaddig, mig P-b6l és (Q-b6l semmi sem marad fenn:

akkor ebbdl 1j, az alkoté részekre vonatkozd egyenléség szarmazik.
PL

A B a
SR EAD A0

P

Ebben az értelemben barmely egyenesvonalt idom egyenld egy
lalkalmasan meghatdrozott] négyzettel. De mi van akkor, ha P és
b olyan — mint pl. a kor és bizonyos négyzet — hogy A, B,... és
@, b, ... sohasem fejezédnek be, hanem mind a kett6b6l fennmarad-
hat valami, a mi bérmely megadhaténal kisebb? Hogy ilyen négyzet
van, az bizonyos és a kor négyszogesitGjének feladata nem egyéb
‘Mint, hogy ezt véges szamu olyan miivelettel hatdrozza meg, a melyek
Mmindegyike abban all, hogy egyenest vagy kért huz. Kzt a tarta-
lomra, vonatkoz6 egyenloséget az elsd esetben végszeriinek, a masodik
e8ethen pedig végszeriitlennek nevezhetn8k. Vajjon a felhozott eset-
“ben végszerii-e vagy végszertitlen, azt még senki sem mutatta ki.
Jelolésére szolgdl: P = p.
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Azt, hogy mely egyenléség az, a melyet a = jellel jeloliink,
lasd alabb, és a kifejezések kiilonféle egyenléségére vonatkozokat sthit
még alabb.

1%

Mennyiség kapcsolatban mennyiséggel létrehozza a homogeneitas,
valamint a nagyobb és a kisebb fogalmét. Ha t. i. az A és B meny-
nyiségek, a melyeknek csak a kettének valamely elvalaszthatatlan
része kozos, olyanok, hogy Osszességiik mennyiség : akkor azt mond-
juk, hogy A és B homogeének.* Igy pl. a négyzet oldala és atléja
homogének, habar bizonyos, hogy ugyanarra az egyre nézve nem
fejezhetdk ki szamokkal.

Ha azonban A tartalméra vonatkozélag egyenlé B-nek vala-
mely b alkoté részével: akkor azt mondjuk, hogy A kisebb. B-nél és
B nagyobb A-nal. Ezt jelekben igy fejezaiik ki: A <! B vagy B> A.
Ez a jelolés megtarthaté akkor is, ha A és B (mint aldbb) bizonyos
meghatérozdssal vannak elldtva, gy hogy azt is mondhatjuk, hogy
2<—5. Azutdn még az a kérdés is meril fel, hogy mi marad fenn
B-bél b-n felil? Ha ezt C-nek nevezziik: akkor azt mondjuk, hogy
B a C-vel mulja feliil az A mennyiséget. Azt a mitiveletet, a melylyel
meghatarozzuk, hogy mi marad fenn D-bél a d-n feliil, ha d a D-bél
vald, és A tartalmara vonatkozdlag egyenlé d-vel (A =), tgy ne-
vezzik : A-nak elvétele D-bél.

8. §.

Minthogy kiilonféle olyan dolgok is fordulnak eld, & melyeknél
az elvétel miivelete nem olyan attekintheté, mint az id6 és az egyenes
esetében, azért az ész, mely mindig egyszertiségre és vilagossagra
torekszik, olyan modrol gondoskodik, melylyel minden mennyi-
séget ilyen alakra lehet visszavezetni. Ha az A, B,... mennyi-
ségek olyan A’, B',... mennyiségekre vezethetdk vissza, hogy min-
den 'A', B',... olyan, hogy A=A', B= B',... és kozilik bar-
melyik A’ és B’ olyan, hogy az egyik abszolute egyenl a masikkal,
vagy annak részével: akkor azt mondjuk, hogy A, B, ... az idd
alakjdra vannak visszavezetve. A = B azt jelentse, hogy A'== B'. Hogy
ez lehetséges és hogy minden csak is egyetlen ilyenre vezcthetd vissza,
az aldabbiakban fog kitdinni.

* Vagy pedig, ha az A és B mennyiségek koziil mindegyik a tartalomrs
vonatkozolag egyenlé a mésikkal, vagy annak valamely alkotoé részével : akkor
azt mondjuk, hogy 4 és B homoycinek.
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Barmely feliillet visszavezetheté olyan derékszogii négyszogre,
melynek magassaga pl. | 01, barmely test olyan parallelepipedonra,
melynek magassiga és szélessége szintén 1 61, és végill minden ugy
redukdlhat6, hogy nagysdga id6vel vagy egyenessel fejezhetd ki.

SR

Az arithmelika az a tudomény, a mely csupan csak méar az
1d6 alakjara visszavezetett mennyiségeket és valamennyi mtveletnek
szintén erre az alakra visszavezetett eredményeit szemléli. Tiszia
akkor, ha targya az id8 vagy az egyenes, mely miutdn levezettik és
szdrmaztattuk, az elmult idének mintegy orokké megmaradé képe.
Az itt talalt igazsagok konnyen alkalmazhatok més helyen.

Az arithmetika dltaldnos, ha a mennyiségeket altaldnosan tar-
gyalja a nélkil, hogy az egyikrol vagy mésikrol kiilén valamit mon-
dana; hiszen az észnek az a természete, hogy arrdl, a mi szem eldtt
van, az altalanosabbhoz és elvontabbhoz emelkedik [el.

A tiszta arithmetikénak elsé targya, az id6, reamutat arra, hogy
az mintegy az id6 tudomdnyanak, a geometria pedig a tér tudoménya-
nak nevezheté; habar, mintegy oOrék hézassdghan élve, az egyik a
mésiknak segitségére van, és mind a kettd egybegyckerezett fainak
koronai a mérhetetlen egekben folynak Gssze.

10. §.

A mennyiséy most mér a mindséggel kapcsolatban létrehozza
az . n. ellenkezdket, a -1+-t (pozitivot) és a —-t (azaz a megativol),
valamint a -+ -t és a — -t.

Akadunk ugyanis olyan homogén mennyiségekre, a melyek
kiilsnboz6 meghatdrozasokkal vannak megadva. Legyen pl. valamely
egyenes kezdete a p pontban, és ugyanabba az egyenesbe helyezziink
gy masikat ugy, hogy ennek kezdete és az eldbbinek vége azonosak
legyenek. Itt kiilonféle kérdések meriilhetnek fel: Milyen nagy az egész
Ut? vagy milyen nagy vonal van p és az utébb odahelyezetinek vége
koziit? vajjon ez p-t6l jobbra vagy balra esik-e? Vildgos, hogy az
eredmény annyira valtozatos lehet, hogy nagy vonatkozdssal az el6bbi
kérdésre és 0 vonatkozassal az utobbira.

Ebb6l a kovetkezé fogalmat alkotjuk:

Ha P és N olyan meghatarozisokat jelentenek, hogy, a mennyi-
ben A4 a P meghatdrozdssal és B az N meghatdrozdssal van meg-
adva, bizonyos C feltétel mellett abban az esetben, ha A =5,
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az eredmény 0, ha pedig A > B és ezt feliilmilja a-val, fennmarad
a a P meghatirozassal ellitva, ésha B> 4 és ezt feliilnralja b-vel,

fennmarad b az N meghatarozassal ellitva: akkor az egyiket, pl. A-t

pozitivnak, a mésikat, t. i. B-t negativnak nevezziik, és A-rél és B-r6l .
azt mondjuk, hogy ellenkezd mennyiségek. A pozitivot a I+ jellel,

a negativot a — jellel lehet jelolni; de vilagos, hogy evvel csak az

emlitett P és N meghatdrozdsokra akarunk reamutatni.

Ha A =B, akkor a ;- A és — B mindegyike a mdsiknak az
ellenkezdje, és —k-val jeloljiik az ellenkezdjét annak, a mit & kifejez,
akdr ~f--of, akdr ~—-ot jelentsen k; ellenben a -+ jel nem val-
toztatja azt az értéket, a melynek eléhe van téve. A 4k —=Fk lehet
=—5=—35, é8 ekkor —k=5=4-5=+1-5, igy hogy abbél, hogy vala-
mely betti elé a + vagy a — jel van téve, nem kovetkestethetiink
arra, vajjon az pozitiv. vagy negativ értéket jelent-e. Gondolathan
helyezziik pl. akér az id6ben, akér az egyenesben a folytonos A4, B, . ..
részeket az egyiket a masik utdn a kovetkezd moédon: Nevezziik
mindegyiknek az egyik hatarit kezdetnek, a masikat pedig végnek,
é8 annak a kezdete, melyet egyediilinek vagy pedig elsének vettiink fel,
essék bizonyos p pontba, és minden mésiknak kezdete legyen azonos a
kozvetetleniil elétte felvettnek végével. Legyen tovabba bizonyos ¢ pont
olyan, hogy valamennyi [rész] azon beliil végzédjék, ha tigy helyezziik
el azokat, hogy mindegyiknek csak a kezdete legyen kozos avval, a
mit elébb odahelyeztiink, p' pedig legyen annak [a résznek] a vége,
a melyet az elészor emlitett médon utoljara odahelyeztiink: akkor,
ha p kilonbozé p'-t6l, nevezziik p-t a pp’ kezdetének, p'-t pedig végé-
nek, és A, B,... kozil, valamint abbél, a mi p és P’ kozott van,
minden olyanrél, a minek a vége kozelebb van ¢-hoz, mint a kez-
dete, azt mondjuk, hogy a P meghatérozdssal van megadva, arrél
pedig, a minek a kezdete kozelebb van hozzé, azt mondjuk, hogy az
N meghatarozassal van megadva.

Ezen a médon kittinik, hogy ha a C feltétel az, hogy eredmény-
nek pp’-t vegyiik: akkor, ha megadjuk - A-t és — B-t és A = B,
az eredmény 0; ép gy fennmarad ~f~a, ha A > B és ezt felillmilja
a-val, és fennmarad — b, ha B> A és ezt feliilmalja b-vel. Azt is
mondhatjuk, hogy az, a minek csak a kezdete kozos az el6bb oda-
helyezettel, evvel megegyezo, ellenkezdleg pedig téle kiillonbozé meg--
hatdrozasu.

1 15

Tetszés szerinti mennyiségek azonban a kovetkezé modon vezet-
heték vissza erre a meghatérozdsra.
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Ha azt mondjuk, hogy a B az A-ra nézve mint az elvétel muta-
t6ja van megadva, ez a kovetkezd miiveletet jelenti. Ha A-t mar meg-
adtuk, és megadunk olyan B-b6l valé b-t, hogy A-ban benne van
egy vele egyenlé, de nagyobb ilyen B-bdl valé b-nél nincsen benne,
akkor A-bél el kell venniink b-t; ha b = B, akkor azt mondjuk, hogy
az elvétel mutatdjanak eleget tettiink, ha azonban b-n feliil még
Valamely b’ is megvan B-ben, akkor az elvétel mutatojabol fenn-
marad b’, ha pedig semmi b-t sem lehetett elvenni, akkor fennmarad
maga a B, a melynek nem tettiink eleget. Az emlitett esetek mind-
egyikében azt mondjuk, hogy az elvétel mulatdjdanak a lehetdséqig
eleget tetliink.

Most mér az N meghatdrozds, a melylyel B meg van adva,
Jelentse azt, hogy B-t minden olyan mennyiségre nézve, mely bizo~
nyos P meghatdrozdssal van megadva vagy pedig majd azutdn
adatik meg, elvétel mutatdjinak vegyiik, és a (I feltétel alljon abban,
hogy, ha A mér a P meghatdrozéssal van megadva, és A egyenld
B-vel vagy nagyobb B-nél, [eredménynek] vegyiik azt, a mi A-bol
fennmaradt, miutdn az elvétel mutatdjanak eleget tettiink; ha azonban
ennek eleget tenni nem lehetett, azt vegyiik [eredménynek], a mi az
elvétel mutatéjabol fennmaradt, miutin ennek a lehetdségig eleget
tettiink, és azt, a mi az elvétel mutatéjabol fennmaradt, tartsuk meg
mindig tovabbra is az elvétel mutatéjanak azokra a mennyiségekre
Dézve, a melyek mint avval homogén mennyiségek a P meghatdro-
Z88sal vannak megadva. Vildgos, hogy itt is a P meghatdrozds a
F jellel, a masik pedig a — jellel jelolhets. Ha ugyanis A =B, .
akkor ay eredmény 0, ha A > B, akkor az eredmény a a P meg-
hatérozgssal ellatva, ha pedig B> A, akkor az elvétel mutatojabol

marad fenn, és igy az eredmény b lesz az N meghatérozdssal elldtva.
i

A rdl ot =4

a
B B oo

b

Igy jelenthet A bizonyos embereket, kiket bizonyos czélbol alli-
tu,nk fel, és B szintén bizonyos embereket, kiket A-ra nézve az el-
Vetel mutatéjanak vesziink, vagy A jelenthet bizonyos pénzmennyi-
Séget, ¢s B is bizonyos pénzmennyiséget, mely /A-ra nézve mint az
elvéte] mutatéja van kitéve stb.
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12. §.

Az Osszeadds az a miivelet, a melylyel megallapitjuk, hogy a
C feltétel mellett mi az eredmény, ha A, B,... kozott vannak
pozitivok és negativok, vagy pedig masképen, hogy mi szérmazik,
ha A, B,...-t egyiitt veszsziikk (a hol minden egyes esetben mind-
egyikiiket, a mely O-t jelent, elhagyjuk); az eredményt pedig az
A, B, ... osszeadottak dsszegénel nevezziik.

S6t az Osszeg fogalma altalanosithaté is, a mennyiben azt
mondjuk, hogy Sés s az A, B, ... valésok és az a, b, ... képzetesek
Osszege, ha azoknak Osszege S, és ezeké s (. alabb). Az el6bbi esetet
illetéleg vildgos, hogy fentebb A és — B osszege 0, --a, vagy
—b; épen ugy viligos, hogy

+4 B
A és B 0Osszege. WA e

13. §.

Itt 6nként az a kérdés tamad, vajjon, ha (a 10. §-ban) barmely
sorrendben veszsziik fel az A, B,... mennyiségeket, az utoljara fel-
vettnek mindig ugyanaz lesz-e a végpontja? Ks ugyanaz a kérdés,
ha az elvétel barmely modon torténik; akar ugy, hogy itt is, ott is
vesziink el valami részt, akdr pedig ugy, hogy valamennyi pozitiv-
nak Osszegébdl elveszsziik valamennyi negativnak 6sszegét (I alabb.)

Az Osszeadandok Osszegének kényelmes jeldlésére is toreksziink.
Olyan jeleknek Gsszessége, a melyekkel mennyiségeket jeloliink, egyiitt
a mindegyik elé helyezett 4, —, -+, — jelek egyikével, jelolje ezek-
nek (az eléjiikbe tett jellel felvett) mennyiségeknek dsszegét. Bat az
osszességet komplex mennyiségnel nevezzik. A +, —, -, — jelek
utolséja utdn, vagy elseje elé irt mennyiséget, vagy pedig mind-
egyiket, a mely két szomszédos ilyen jel kozott all, az elébe tett
jellel egyiittvéve, a komplex mennyiség tagjinak nevezzik. Amde,
ha mas mitveletet tobb [el6jelekkel Osszekapesolt] mennyiségre ter-
Jesztiink ki, az emlitett jelek az [ama miivelet jelével] oOsszekap-
csolt mennyiségek kozill nem vélasztanak el tagokat [az egészbdl,
hanem csak abbél az osszegh6l, a mely a miveleti jel alatt all].
Igy pl. d nem tagja a + ¢/ c—d-nek, de a és y/c—d igenis tagjai.

14. §.

Ha valahol meghataroztuk A-nak és B-nek S sszegét, onként
az 8 kérdés tdmad, vajjon S-bél és A-bol meghatdrozhaté-e A-nak
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tdrsa, B? Ezt a miiveletet nevezziilk A-nak S-bél vald kiwvondsdnalk,
68 B-t nevezziikk A-nak S-tdl vald killonbségének. Nyilvanvalo, hogy
a 11, és 12. § schémdiban S el6szor 0, azutdn -, azutdn pedig
~b és végre +1A-T-B; épen ugy lehetne —A—B is. Tovdbba a

§-ban S—(-1+4) kiadédik mint —B, az S—(—I) pedig mint
=4, és a kovetkezd esetben S—(+4B) egyenld + A-val. Ebbél kitiinik,
hogy a feltételezett osszeghez a kivonandénak ellenkezdjét kell hozzé-
adnunk, hogy a kivonandé tarsat, t. i. a kiillonbséget nyerjiik. Valami-
nek ellenkezdje pedig ugy szarmazik, hogy az elébe tett jelt megval-
tOZtatJuk t. i. a 4+ helyébe a — -t és a — helyébe a -+ -t teszsziik.
Igy tehat a kivonandét megvéaltoztatott jellel adjuk hozza. Itt azon-
ban még esak egytaguakrol van szé; a tobb tagbdl dsszetett mennyi-
8égekre csak késébb tériink &t.

15. §.

Tovabba még olyan p és s mennyiségekre is akadhatunk, hogy
P-nek s-t6l valé d kiilonbsége egyenlé P-nek S-t61 vald kiillonbségé-
Vel. Innen [csak] egy lépés ahhoz, hogy P maga legyen az s, és
mindegyik mennyiség utdn kovetkezzék olyan mésik, a melytél a
Megelézének kiilonbsége ugyanavval a d-vel egyenld. Kzt nevezzik
arithinetikai sornak. Itt t. i. szérmazik a sor fogalma, a mely név-
Vel illetjiik az olyan mennyiségek Osszességét, melyek bizonyos tor-
Vény szerint kovetkeznek egymésra. Mihelyt ugyanis egyetlen ilyen
wl‘Vény valik ismeretessé, szdmtalan (0rvény kigondoldsara nyilik
Meg a mezi. A bizonyos torvény szerint egymdsra kivetkezé meny-
Byiségek mindegyikét a sor tagjdnak nevezziik.

16. §.
Kénnyen jutunk azutdn arra, hogy p-t O-nak vegyiik, és a
U, 4, 8, L,.

S0rt llitsuk fel, a melyben minden tagnak a kovetkez6t6l valé kiilonb~
86ge u, és hogy épen tugy egy masik

8100 Al e

S0rt is allitsunk fel, a melyben minden tagnak a kovetkez6t6l valo kiilonb-
sege v, gy hogy 0-t 0-sal, A-t a-val egyidejiileg adjuk meg, és (az egyik
% a masik sorban) az egyidejiileg megadott tagokra kivetkezé tagokat
ls egyidejiileg adjuk meg. E sorok mindegyik tagjat szdmmnak nevez-
24k, még pedig az elSbbiét szdmnak az wu-ra mézve, az utébbiét
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szdinnak a v-re nézve. Szabadsigunkban 4ll, hogy mindegyiknek
sajit nevet adjunk, még pedig az egyidejiileg megadott tagoknak
ugyanazt ; csakhogy az elsd sor tagjainal hozzatessaik ezt: u-ra nézve,
a mésodik sor tagjaindl pedig: v-re néazve. Igy pl. 0-rél mondjuk,
hogy zérus az u-ranézve és zérus a v-ra nézve is, A pedig 1 az u-ra
nézve, és a-rél mondjuk, hogy 1 a v-re nézve sth., vagy révidebben
azt mondjuk, hogy 0 az Ou és Ov, A pedig 1u, a meg 1v sth.;
azt az I[-et pl, a mely az » névvel megjelolt szam wu-ra nézve,
nu-nak nevezzilk és a vele egyidejiileg megadott [ tagot nu-nek.
Arra a kérdésre, hogy I hany w? azt feleljiik, hogy nu, és azt mond-
Juk, hogy I az u-t n-szer foglalja magaban ; azt pedig, hogy F-bél és
n-b6l meghatérozzuk u-t, gy nevezziilk, hogy F-et n-nel osztjuk.
Nincsen itt sz0 azonban a szorzasrél és az osztasrdl, a melyeknek
értelme altalanosabb.

Mind wu-t, mind v-t egynek nevezziik, a mi megkiilonboztetendé
az egységtél (23. §.).

0 ABELTY ol e IM, o
Ou 1u Qu 3u

O av_’ b.ﬂ.-v_’ CB‘LL...
Ov 1v %u 3v

0 * * * * %k =
O* 1* 2* 3*

0 0 0 0

0 zérus 1 zérus 2 zérus 3 zérus

Vildgos, hogy ha az egyel zérusnak vessziik, akkor minden tag O;
mert mindegyikbél a O all el§ mint eredmény, minthogy (a 12. §
sz.) 040 = 0.

758

Ezzel kapesolatban mindjért a kévetkezs kérdések tamadnak :

I. Mily médon nevezheték el a szamok a legegyszertibben ?

2. Ha N és M szamoknak nevei, akkor Nu és Mu egyiitt hany
u? és ha Nu < Mu és amazt ebbél elveszszik, akkor hény w marad?

3. Ha U= Nu, akkor MU hany u? Mondjuk, hogy nu: akkor
N-bél és M-b6l meg kellett hataroznunk az n nevét. Azt is lehet kove-
telni, hogy n-bél és az N és M egyikéb8l meghatérozandé a mésik.

Ez a szdmlalds és a négy szimoldsi mivelet, és habar ezek a
fogalmak nélkiilszhetetlenck, a négy mivelet fogalma szélesebb korti.
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A két els6t mar értelmeztilk és kittint, hogy A és B Gsszegét szem-
1éltetden allithatjuk el6, habar nincsen is szam dltal kifejezve; s6t
még akkor is, ha pl. A valamely négyzetnek oldala és B ugyan-
annak a négyzetnek atloja, a mikor A és B ugyanarra az [egyre]
nézve nem is lehetnek szamok. :

18. §.

Ezeken kiviil még kiilonféle kérdések meriilnek fel.

1. Lehet-e barmely mennyiség barmely nevil szdm ?

2. Lehet-e ugyanaz ugyanarra az u-ra nézve kiilonbozé (azaz
Most ilyen, késébb mas) nevli szédm ?

3. Van-e A barmely a alkoté részének megfeleléleg olyan n
8zamnév, hogy na > A sth.?

Ha a ¢ mennyiségnek vagy nincsen alkoté része, vagy minden
alkot6 része olyan, hogy annak ilyen n felel meg: akkor ¢-t véges
Mennyiségnek nevezziik. Ilyen mennyiségekkel foglalkozik az arith-
etika. Ha u valamely idépontot jelent, 2u ecsak olyan szém lehet,
2 melynek neve 2 és 1; t. i. az utobbi akkor, ha egynek vesz-
8ziik 2y-t. Hasonl6képen, ha egynek a O-t valasztjuk, a O is lehet

bé»I‘mely nevti szam, de az, a mi nem 0, nem lehet a zérus névvel
ellatott szam.

9. §.

Uj kérdés tovabba az, vajjon B az A-ra nézve szdm-e, és ha igen,
Wi akkor a neve? Abban az esetben pedig, ha B az A-ra nézve
Bem gz4m, az a kérdés tamad, vajjon van-e olyan u, a melyre nézve
Mind A, mind B szdm, és milyen nevii szém akkor A, milyen nevii B?
zekbél a kovetkezé fogalom szarmazik :
Akér szdm a B az A-ra nézve, akdr nem az, azt mondjuk, hogy
“t A-val (vagy A-ra vonatkozélag) mérjiik, ha meg kell allapitanunk,
08y A-nak és B-nek vagy — B-nek ugyanarra az u-ra nézve mint
S28moknak mi a neviik. A-rél azt mondjuk, hogy a mérték, B pedig
% A-nak inértje. Ha pl.

A=3u, B=2 vagy' B=—2u:

akkor grrg g kérdesre, hogy mely mértje B az A-nak, az els6 eset-

2911 azt vilaszoljuk, hogy 2 (3)-a, a masodik esetben pedig, hogy
G)nak az ellenkezije. Epen tgy, ha A-nak mértékéiil u-t veszsziilk :

8kkor az az w-nak 3(1)-e, gy hogy ez és 3w ugyanazi jelentik.
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20. §.

o

De olyan A-ra és B-re is akadhatunk, hogy habar homogének,
nem taldlunk olyan u-t, a melyre nézve mind A, mind B szém;
ez konnyen vezet annak megfontolasira, hogy mi van akkor, ha
ilyen [2] nincsen. Nem bizonyos ugyanis, hogy ilyennek lennie kell
(és majd késébb kittinik, hogy az arithmetikdban is fordulnak eld
ilyenek, mint pl. a ¢/2). Az ilyen mennyiségeket egymdas kozott in-
konumenzurabiliseknek nevezziikk. Konnyen belathaté azonban (a mit
majd késébb bebizonyitunk), hogy ha w-t mindig felezziik, akkor
B-b6l barmely megadhaté z-nél kevesebb marad fenn, és a madsik
része az /-ra vonatkozélag mérhetd.

2 e

Itt el6szor keletkezik a wdltozd és a hatdrériek fogalma. Ha p
altaldnos neve azoknak a véges mennyiségeknek, a melyek bizonyos
feltétel mellett szdrmazhatnak, és 1~ vagy —p barmely adott vele
homogén mennyiségnél nagycbba védlhatik, vagy pedig p-nek K-tél
valé kiilénbsége sohasem vilik ugyan O-sa, de barmely adott z-nél
kisebbé valhatik: akkor az elsé esetben azt szoktuk mondani, hogy
(a co-nel jelolt) végtelen, a mésodik esetben pedig, hogy K a p-nek
hatdrertéke. Azt, hogy p a hatarérték felé kozeledik, az els esetben
a kovetkez6 modon jeloljik: - vagy —p -—-4 0. * a masodik eset-
ben pedig igy: p-—K. T. i. ott, a hol a ~— jel uwtdan + oo &ll, az
elsé esettel van dolgunk, a hol pedig a —— jel utén véges mennyiség
all, a méasodikkal.

A nagyobbat és a kisebbet itt ugy allapitjuk meg, hogy a -
és — jelektdl eltekintiink. Az arithmetika ugyan a véges mennyisé-
gekkel foglalkozik és az infinitezimélisnak nevezett szémitdsban sincsen
szlikség a végtelenre; de minthogy tobben a végtelent is elfogadjik
hatdrértéknek, meg van engedve a hatarérték fogalmat red is kiter-

* A tiszta arithmetikdban, a mely nem foglalkozik més mennyiségekkel,
mint & 0-sal és pl. (a geometriabol kolesonzott) egyenessel, oo alatt nem értiink
egyebet, mint olyan pont utjdnak hatdrértékél, mely az egyenesnek p pontjdabol
kiindulva, abban mindig tovdbb, barmely adott ponton til mozog. A végtelen elébe
tett + és — jeleket illetéleg ugyan a C feltétel nem érvényes (10. §), de € érvé-
nyes barmely véges utakra nézve, melyek koziill némelyik pl. jobb felé, némelyik
pedig bal felé iratott le, ha a balra megtett 1t kezdetét, p-t a masik 1t végéhez
esatoljuk, és ekkor —oo alatt a p-ben kezdédé balra megtett itnak hathrértékét,
+oo alatt pedig a p-ben kezd6ds jobbra megtett itnak hatarértékét érthetjik.
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jeszteni. (A geometridban vannak végtelenek; ilyen pl. azoknak a
Pontoknak az Osszessége, melyek bizonyos két ponttal egyttt ugyan-
abban az egyenesben fekszenek, a mely a mindkét felé végtelen
égyenes sth.)

Legyen pl., ha { az u-ndl kisebb mennyiséget jelent,

A=nu, B=mu-+tt, és legyen {-—0:

akkor arra a kérdésre, hogy milyen mértje I3 az A-nak, azt vélaszoljuk,
hogy eltekintve valamitél, a mi a O felé kozeledik, annak mm (n)-ede.
Vilagos azonban, hogy, a mint u-t kisebbnek veszsziik fel, m és n
Viltozik. Azonban ott, a hol tobbszor fordulnak els, egyenlé jelek az
6gyidejiileg valtoztatott egyenldket jelentsék, egyenlétlen jelek azon-
ban (hacsak mas ninesen megallapitva) egyenléket is jelenthetnek.

29, §.

Miutén a B-t A-val megmértilk, konnyen megesik, hogy C-t is
Ugyanavval az A-val meérjik meg, és ekkor B és C mindegyikét a
Wasik 16rtjénel nevezziik,

O

) 9
2O §

Ha mar mostan B-t és (-t ugyanavval az A-val megmértiik,
kaze) esik, hogy D-t is és azutén D, E,.. .-t és végre minden homo-
8ént ugyanavval az A-val mérjiik meg, és ezt a mértéket valamennyire
nfS*ZVe eqységnek nevezziik, valamint az is, hogy a megmért mennyi-
S€gek megnevezésénél a mértéket ne mindig ismételjiik. Igy pl. az
‘?gyﬂég 2 (5)-6t a mérték megnevezése nélkiil esak 2(5)-nek nevezziik ;
‘Pen igy ha A az egység, A-nak 2(1)-ét, azaz 24-t csak 2-nek
Bevezziik, ¢s —1 jelenti a —1.A-t.

L

IV.
A geometria dltaldnos vézlata.

Ha A kii:llﬂ('i vilagrél az absztrakezio vezet a liszla lér fogalméra.
t&la;lgygm? gondolatban eltavolitjuk a testet, a melyet a kiilsé tapasz-
elf, lmllfldlg helyével egyiitt ad meg: akkor megmarad a hely, melyet
o g }tlllnl létgzott, és a hatar, a melyen belil volt. Ha azutén kutat-

> 108y mi van ezen a hatdron til, és a tapasztalatilag meg-

Stéickey - e ;
liicke ; Bolyai Farkas és Bolyai Janos. I1. 4
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adott vilagot gondolatban eltavolitva, mindig tovabbra terjesztjik ki
kutatdsunkat, odaérink a szent éjszakahoz, mely meggyujtott lampai-
nak miriddjaival a Legmagasabb Fenség jelenlétét hirdeti. Benne
szamtalan égi test kering, testvéri karjaikat egymds felé kitdrva, mig
mindeniinnen fohaszok a viddm és a szomort szivek kozds Atyjat
keresik. Benne viszi a Foldanya a virdgos keble alatt szunnyadé szii-
lottjeit az 6rokkévalésdag hajnala felé. Benne van minden anyag és
benne sziiletnek csirdikbél a csoddlatos életeré létrehozta vilagok,
melyek fejlédnek, élnek és kovetik az 6rokolt 6sztont, hacsak masfelé
nem térittetnek ; végre pedig elpusztulnak mint a pdra, mely ziva-
tarok csattogasa mellett hull vissza az 6czednba, hogy 1] szdrmazzék
beléle. De a geometernek észlel6 lelki szeme el8l elttinik a vildgban
mutatkoz6 minden meghasonlés, melynek nagy problémajét egyetértéssé
a halal egyenlete oldja meg, valamint mindannyinak kiizdelme mind-
annyi ellen, a vildgoknak minden zsibongdsdval és zajaval egyiitt —
és azt, a kit a zivatarok fenyegetd arja kivetett, a csendes éjnek hékés
és az Igazsag jotékony fényétl megvilagitott kikdiGje fogadja o6lébe.

1583
[Tér és idd.]

A kozvetetlen szemlélet a kovetkezdket mutatja: a tér inennyi-
seg, kontinuwuwm, mindenfelé végtelen, orokkévald, minden része min-
dig jelen van, azon kivil egyetlen és akir Onmagdban, akdr bar-
mely részét tekintve, vdltozhatatlan, csakhogy a tobbi dolgok valtogat-
hatjak a benne elfoglalt részeket, t. i. helyiiket.

Az 1d6 is mennyiséy, kontinuum, egyetlen és véglelen, de csakis
kétfelé barmely részétl kezdve, mely mindig esak mint rdsz nédlkiili
van jelen, és mindig mds meg mds.

2. §.

[Pont, feliilet, vonal, alakzat, metszés.]

A szemlélet tovabbd a kovetkezbket mutatja: A tér barmely
alkoté részénmek hatdra olyan kontinuum, a mely akként oszthaté kéb
alkoté részre, hogy az, a mi e kettének hataraban kozos, szintén
kontinuum, mely akként oszthaté ujra két alkoté részre, hogy a
kozos ezek hatdrdban rész nélkiili.

Ehhez képest :

1. A térnek ilyen rész nélkiili részét térbeli pontnak nevezzik:
ez teljesen kiilonbozs az idd pontjdtdl.

E—
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Hogy a tér barmely részében van pont, és hogy a tér minden
pontja egyenld, szintén a szemléletbdl tiinik ki.

9. Az eloszor szarmazott kontinuumnak alkoté részébol és
azutan az utobb szarmazott kontinuumnak alkoté részébdl, ha az efféle
alkoto részeket oOsszekapesoljuk, a kovetkezd fogalmak szdrmaznak :

I. Ha a kontinuum A, B,..., F-b6l 4ll és ezek mindegyike a
tér valamely alkoté része hataranak alkotd része: akkor azt feliilet-
nek nevezziik.

II. Ha azonban a kontinuum a, b, ..., k-bol all, és ezek mind-
egyike valamely feliilet hatardnak alkotd része: akkor azt vonalnak
nevezziik.

III. Ha pedig a kontinuum a, §,..., A-b6l &ll, és ezek mind-
egyike vagy feliillet, vagy vonal: akkor azt a sz6 tulajdonképeni ér-
telmében alakzatnak nevezzik.

IV. Ha pedig P és () a térnek barmely két olyan kontinuuma,
melyben valami kozos van, és ha az az I, a mely a kettében kozos-
bek Ggszessége, mind a kettének elvélaszthatatlan része (35.—36. o.):
akkor It az egymdst kolesongsen metsz6 P és () metszésének
nevezziik, '

3. Egyszersmind azt is mondhatjuk, hogy a feliilet a térnek
olyan folytonos elvalaszthatatlan része, a melynek semmi alkoté része
Sém vonal. SOt az azonnal értelmezends geometriai mozgds fogal-
Ménak megdllapitdsa utén még azt is mondhatjuk, hogy a vonal a
Pontnak utja, és hogy a vonal utja felillet ugyan, de nem minden
feliilet vonalnak ttja.

8.8,

[Test vizsgalata kiildnbozé helyeken. Mozgathaténak szerkesztése.
A kongruenczia axiomaja. A geometriai mozgés.]

Ha a térbol visszatériink a kiilsé vildgba, a melybdl azt leszdr-
Maztattuk : akkor ugyanazt a testet més és més helyen létva, az a
k’él'dés meriil fel, vajjon annak kiilonbozd helyei eqyenldk-e? A szem-
Lot azt mutatja, hogy egyenldk.

L Minthogy a tér minden alkoté részében testet gondolhatunk,
Minden erg felvétele nélkil a tér bérmely alkoté részének meg-
felel('ileg olyan mozgathatdt allothalunk, a mely vele egybeesik, de
8ondolathan téle elkiilonittetvén, a térben mindentivé, a hova esak
1821k, vihet$; a kiilsé test tulajdonsagaibol semmi egyebet nem
Wt meg, mint azt, hogy ugyanabban az id6ben kiilonbozé helyeket
nem foglalhat ol,

IT. Az igy megalkotott mozgathatoval ismét visszatériink a térbe,

4*
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és megalkotjuk a kongruenczia axiomdjat. T. i., ha feltételeziink
ilyen mozgathatot, és ez kiilonboz6 idékben A-val és B-vel eshetik
egybe : akkor a szemlélet azt mutatja, hogy A = B.

Amde ugyanaz a mozgathaté nem eshetik egybe barmely
vele geometriailag egyenld A-val és B-vel (e fogalomrél késébb lesz
sz6). Példaul, ha A és B csavarok, a melyek koziil az egyik jobbra,
a masik balra csavarodik, még ha egyébként egyenlék is. Majd ki-
tinik, hogy szémtalan ilyen eset van. De a 60. oldal szerint bizonyos
megallapitassal olyan A és a létesithetd, hogy ugyanaz a mozgathato
kiilénb6z6 idékben a-val és B-vel eshetik egybe.

Ha bérmely P-r6l azt mondjuk, hogy mozgatjuk : akkor mindig
olyan folytonos mozgathatot kell gondolnunk, a melybe az egész P
beleesik, még akkor is, ha P pontoknak Osszessége.

Ha pedig azt irjuk, hogy

AxB+Cx...=ag>b*cx...,

ez ugy értendd, hogy az a mozgathatd, a melybe A, B, C,... bele-
esnek, olyan helyzetbe hozhato, hogy A a-val, B b-vel, C c-vel,...
egyid6ben esik egybe.

Ha az emlitett mozgast megengedjik, a geometria élénkebbé,
kénnyebbé és érthetébbé valik, és a gordg és a briltaniai Arcrmiepes
alkalmaztik is a mozgdst; és mihelyt az egyik haromszoget a masikra
helyezziik, mint azt Kukripes teszi, a mozgist a kifejtett értelemben
mindig meg kell engedniink. Valoban ugyanis a térnek egyetlen része
sem képes helyét viltoztatni, hanem csak azt a dolgot, a melyet bizo-
nyos idépontban tartalmaz. Ugyanezek a dolgok a mozgds igény-
bevétele nélkiil is targyalhatok, csakhogy sokkal hosszadalmasabban.

4. §.
[A geometriai mozgasra vonatkoz6 alapfogalmak.]

A mondottak szerint a tovabbiakra nézve hasznos lesz, ha a
mozgasra vonatkozo fogalmak meghatarozasiat behatoan vizsgaljuk.

1. Az A helyének nevezziik a térben mindannak az dsszességét, a
minek valamijével ugyanabban az idéponthan A-nak valamije egybeesik.

2. Arrél, a mi a 7" idének minden pontjdban van, azt mond-
juk, hogy mindig megvan a T alalt.

3. Valahdnyszor bizonyos tekintetben fellép az a széldasmad,
hogy M-nek T alatt L a helye, vagy hogy T alatt az L hely M-é,
az a kérdés meriil fel, hogy mit jelent majd az, ha valamennyi kap-
csolaton végig menve, M-et ezekkel helyettesitjik : valami az M-bol,
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minden az M-bdl, nem wminden az M-bdl, semmi az M-bdl, vagy
valami, a mibdl M ki van zdrva; T helyébe pedig ezeket teszsziik:
néhdny iddépontja, minden iddpontja, semuni idépontja, vagy néhdny
tddpont, melyek nem meritik ki a T-t, és L helyébe ezeket teszsziik :
ugyanaz, nem ugyanaz. Ily modon ezek mindegyikét lassuk el
kiilonboz6 meghatdrozdssal, és az igy szdrmazé eseteket kapesoljuk
Ossze egymassal kiillonboz6 médon. Amde a rovidség kedvéért csak
néhiny a legsziikségesebbek koziil sorolhaté itt fel, megjegyezve
azt, hogy az Osszekapcsolds értelmére figyelem forditando. Pl min-
dennek a helye nem ugyanaz, és nem mindennek ugyanaz a helye,
nem egyenld értékii kijelentések. Az elsé t. i. azt jelentheti, hogy min-
dennek nem ugyanaz a helye, azaz semminek a helye sem ugyanaz.

4. Ha mindennek az M-bdl, azaz mindennek, a mi M-bdl valo
a folytonos 7' id6 alatt a térben a helye wugyanaz [marad]l, azt
mondjuk, hogy M a T alatt nyugalomban van.

5. M mozgdsa alatt azt értjik, hogy valwminek az M-bdl T
egyes pontjai alatt nem wugyanaz a helye.

6. A 7T minden alkoté része alatt véghbemend mozgasrol azt
mondjuk, hogy mozgds a T alatl.

7. Ha azonban valaminek egymagiban a helye mindig ugyanaz,
akkor vagy az eqy helyben valé mozgdssal van dolgunk, mint a milyen
Példaul a gémbé, ha az a valami az M maga, vagy pedig a nyuga-
lom és mozgds dsszelélelével, t. i. ha valami nyugszik, midén M mozog.
A gombot valoban egy helyben mozgathatjuk, ugy hogy vagy esak
kozéppontja, vagy pedig valamelyik dtmérdje is nyugalomban marad.

8. Ha valamely O a mozgdé M-bdl nyugalomban marad, azt
mondjuk, hogy M a Q kéril mozog.

9. Tovibba 7" néhany pontja alatt értheté két bizonyos mddon
Meghatarozott pontja is.

a) Ha mindennek az M-b6l valamely idének elsé és utolsé
Pontjaban a helye ugyanaz, akkor azt leljes visszalérésnek nevezzik.

b) Abbol, hogy M-nek T bizonyos a és b pontjdban a helye
hem ugyanaz, a kovetkezd fogalom szdrmazik. Ha a hely nem
Ugyanaz: akkor az elébbinek az utobbival vagy van valamije kozosen,
Yagy pedig nincsen. Ha dltalaban semmijilk sem kozos, vagy pedig
%z, a mijiilk kozos, a kettének elvalaszthatatlan része: akkor azt
mondjuk, hogy M teljesen elmozdult.

¢) Ha 7 minden a pontjanak megfelelsleg van T-nek az a-t
Magiban foglald olyan folytonos része, hogy ennek ninesen két olyan
Pontja, a melyben M-nek, vagy valamely alkoté részének a helye
U8Yanaz : akkor ast mondjuk, hogy M tova mozog.
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5. §.

[A mozgés harom primitiv faja.]

A mozgds elsé szemléletes faja.

[Szabad mozgas.)

Ebbél kiilonb6z6 kérdések szarmaznak :

I. Elmozdulhat-e a p pont barhonnan mindaddig, mig a tér-
nek valamely tetszés szerint megadott M pontjaba el nem jut; még
pedig tgy, hogy mindent, a mibe belé esik, magaval ragadjon? és
milyen utat ir le p?

A szemlélet mutatja, hogy p mindent, a mibe belé esik maga-
val ragadva, barmely olyan uton, mely p-t M-mel Osszekéti (valoban
tehat szdmtalan uton) mozgathaté egészen M-ig, és hogy minden
ilyen utja vonal.

Ez a mozgds elsd szemléletes faja.

A wvonalat egyszeriinek nevezziik, ha egyetlen olyan pontja
sinesen, a melybdl a pontnak ketténél tobb tutja nyilik; a feliilet-
pedig egyszerii akkor, ha semmi olyan harom alkoté része nincsen,
hogy azoknak kettenként ugyanaz az egyszerti vonal a metszésiik.

Az egyszerd vonalrdl azt mondjuk, hogy dnmagdba visszatérd,
ha valamely benne mozgé pont elsé helyére térhet vissza a nélkiil,
hogy elébb valamely mar elfoglalt helyen lett volna.

A mozgés mdsodik szemléletes faja.
[Forgas eqy szilard pont koril.]

II. Az a kérdés tamad, vajjon mozoghat-e valamely mozgat-
haté tgy, hogy valami beléle nyugalomban maradjon? Vajjon nyuga-
lomban maradhat-e egy pontja és csakis egy? Vajjon ketté-e vagy
tobb? és ekkor milyen mindannak az Gsszessége, a mi a mozgis
kozben nyugalomban marad? milyen nem lehet az?

A mi az elsét illeti, a szemlélet azt mutatja, hogy minden olyan
M, a melybe p beléesik, szamtalan tton mozoghat p koriil; még
pedig ugy, hogy minden az M-be esé (és p-t6l kiilonbozé) a pont
visszatérjen.

Ha err6l attériink az egészre, szdrmazik a gémb feliilete, t. i.
mindazoknak a b pontoknak Gsszessége, a melyekre nézve p+a == p « b.

A szemlélet azt mutatja :

1. Hogy ez az ésszesség feliilet, mely a teret két alkoto részre
vilasztja szét, melyek koziil az egyiket, t. i. azt, a melynek p belsé
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pontja, minden oldalrél koriilzarja, a masikat pedig, mely koroskoriil
a végtelenig terjed, kizdrja; maga pedig e kettének kozos hatara.

9. Hogy egyetlen ponl sem juthat az egyik alkoto részbdl a
masikba a nélkil, hogy a kozos hatdron 4t nem menne, Ez azutdn
- kiterjeszthetd minden kontinuumnak bdrmely két olyan alkotd részére,
a melyeknek kézos hatdruk van, ha a pontnak abban a kontinuwm-
ban kell mozognia.

Az emlitett gombrél mondhatjuk, hogy az a pontnak az a
Yombje, a melynek kozéppontja p; a felilet pontjairél pedig mond-
hatjuk, hogy a kozépponttél egyenld tdvolsigra vannak, ha a p és
a tdvolsdgat (az 52. oldal értelmében) a » p fejezi ki.

Ha nem fogadjuk el axiomdnak, hogy a kézépponttél egyenls
tavolsagra levé pontok Osszessége feliilet, azt be is lehet bizonyitani.
Ha ugyanis a térnek alkoté részét foglalna magaban, ennek koros-
koriil meg kellene lennie, még pedig minden kiemelkedés nélkiil ;
mert akkor az ilyennek koroskoril mindeniitt is meg kellene lennie,
és igy két olyan feliiletiink volna: egy kiilsé és egy belsé, a melyek
& kozéppontot minden oldalrél egyenlé tavolsagra levé pontokkal
zérngk koriill. Hogy ezek azonban kiilonbdz8k nem lehetnek, az ismét
& szemléletbdl tlinik ki.

A mozgds harmadik szemléletes faja.
[Forgas két szilard pont koril.]

III. Ha azonban a gémbot vizsgéljuk, a szemlélet tovabba azt
Mutatja, hogy ha az a, b, p pontok M-be esnek, és b-nek olyan utja
Van, mely a * p-re vonatkozélag koroskoril egyenletesen meg van
hatdrozva : alkkor M az a « p koril ugy mozgathato, hogy b az emli-
tett dtat irja le.

IV. Amde most az a kérdés téamad :

I. Miképen lehet olyan b pontot felmutatni, a melynek a* p
Kbriil van vtja 2

2. Vajjon lehetséges-e az is, hogy b-nek megfeleldleg esak egyet-
len olyan d van, a melyre nézve a xp b ==axp+d?

3. Végre, vajjon lehetséges-e az is, hogy nincsen olyan b, a
melyre nézve a*p*bia*p*b?

Ha mar mostan a  p-t valamely tetszés szerinti A-val helyettesit-
% ebbdl a kovetkezd fogalom szérmazik. Ha nincsen olyan a B-tol
m.la’nbﬁzc'i (, a melyre nézve A x B = A » G, még pedig ugy, hogy
:ilddn A-nak minden pontja megmarad elsé helyén, € nem ugyan-

™ & helyre esik mint B : akkor azt mondjuk, hogy B az A-ra nézve

Jiik,
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eqyetlen. Ha pedig B-nek egyetlen pontja sem eshetik méshova :
akkor azt mondjuk, hogy B az A-ra nézve teljességgel egyetlen.

Kénnyen beldthaté, hogy A egybeeshetik 6nmagaval, még ha
nem is minden pontja marad az el6bbi helyén. Ha példdul p a gomb
kozéppontja, a pedig felilletének valamely pontja, és a*p-t A-val
jeloljiik : akkor, még ha p az a-ba és a a p-be esik is, a kettds gomb A-ra
nézve egyetlen. Lehetne ennek az esetnek kiilon nevet is adni.

Egyébként még az a kérdés is meriil fel, vajjon axp==pxa?
A szemléletb6l kittinik, hogy ez igy van.

Példdf :

Ha a, b, ¢ valamely haromszog cstesai, akkor minden, a mi
a térhez tartozik, az a Db » c-re nézve teljességgel egyetlen. Az a
feliilet, a mely ugy keletkezik, hogy valamely vonalat két pontja
koriil forgatunk, ezekre nézve egyetlen, de nem teljességgel egyetlen.

Ha azonban ab = ac, akkor a x b » ¢ 6nmagdval gy is eshetik
egybe, hogy a 6nmagara, b a c-re és ¢ a b-re esik, és ha a hdromszog
sikjdnak egyik oldaldt e-nak, a masikat pedig S-nak nevezziik: akkor
a hidromszognek az a felszine, a mely elébb o felé fordult, most
majd B felé fordul, mig o felé az fordul, a mely elébb 3 felé
fordu’t. Ha tovabba p valamely pont, mely az o oldalra esik, és fel-
tételezziik, hogy a haromszog e-val egyiitt az a-bol a be-re boesatott
merdleges koriil forog: akkor, midén & a £ helyére jut, p majd szin-
tén (-ba jut, és ha p'-re esik, axbrcxp==arcxbxp’ Ugyanaz
kideriill még akkor is, ha p magaba a sikba, az emlitett mero6legesen
kiviil esik, és igy minden esetben csak egyetlen olyan p’ pont van,
mint a milyent emliteftiink, hacsak p nem esik az emlitett merd-
legesbe. Ekkor azonban szintén ugy lesz, hogy a »bxcxp == a ¢ b * p.

(S0
[Egyenes, sik, kér, gomb.]

Errél éttérink az egészre, azaz mindazoknak a pontoknak
Osszességére, a melyek az q, b pontokra nézve egyetlenek, t. i. az
egyenesre, 6s ezt ismét szélesebbre kiterjesztve, a kiovetkezd fogalom-
hoz jutunk.

A térbél azt, a mi magdban foglalja mindazokat a térbeli pon-
tokat, a melyek bérmely beléle valé két pontra nézve egyetlenek, ha
vonal, egyenesnek, ha pedig feliilet, siknak nevezzitk. Majd kittinik,
hogy az [a térbol valé] maga a minden irdnyban a végtelenbe kiter-
jedd tér, ha a térnel valamely alkoté részét foglalja magdban, S6t
ez az értelmezés az egyenest és a sikot is, mint végteleneket allitja
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elénkbe. Kérdés azonban, vajjon ilyenek egyéltaldban vannak-e? Alabb
majd megmutatjuk, hogy barmely két ponton &t van egyenes és
barmely harom ponton &t van sik.

Minthogy ez az értelmezés egyszersmind a siknak az egyenes-
sel valé rokonségat fejezi ki, t6bb pontos értelmezés mell6zhetd.
Legyen szabad azonban mégis egy ilyent bemutatni.

Az az alakzat, mely bizonyos két pontra nézve egyetlen, és a
mely minden pontjdnak megfeleléleg ugyanaz a p pont olyan, hogy
az emlitett alakzat bérmely két a és b pontjara nézve p x a ==p + b,
abban az esetben, ha vonal, kir, abban pedig, ha feliilet, gdmb.

Az az egyszerti vonal, mely bizonyos két pontra nézve egyetlen,
akkor, ha o¢nmagaba visszatéré, kér, ha pedig nem ilyen, akkor
eqyenes.

Az az alakzat, mely valamely pontra nézve egyetlen, gimb.

Elegans a siknak az az értelmezése, melyet Bownvar. Jénos, az
Appendix szerzéje nytjtott. O mindazoknak a p pontoknak Gsszes-
S€gét, a melyckre nézve p » a==p » b, hol a és b bizonyos két pont
(mely minden p-re nézve ugyanaz), siknalk nevezi, két sik metszését
Pedig eqyenesnek.

Trly
[Egyenesek és sikok kapcsolatai.]

A midén megjelen a sik, a melybe beléesik barmely pontjatol
b‘étl‘mely mas pontja felé huzott egyenes, evvel olyan egyszertibb és
dttekinthetsbh mezd nyilik meg eldttiink, a mely koroskoril a vég-
telenbe terjed, és a teret két egyenld részre osztja fel; habdr ezek
{a mint majd aldbb megmutatjuk) nem eshetnek egybe akkor, ha
nnak, a mi a felosztdst létesitette, minden pontja megmarad a
helyén, Ay értelem, mely ezért a mindenfelé végtelen térbol ide szall
€ mégis elbb az egyenes és a sik kapesolatait vizsgdlja meg alta-
lénosségban.

Barmely A és B, a melyek mindegyike vagy egyenest, vagy
Pedig sikot jelent, vagy metszik egymdst, vagy nem metszik egymést.

érdés tehat, vajjon metszhetik-e egymadst, és lehetnek-e olyanok,
98y nem metszik egymist? és ha metszhetik egymast, mikor tor-
tnik az? ¢5 a motssésiik milyen ?

Majd bebizonyitjuk, hogy minden adott P siknak és p pontnak
Megfelelgleg van olyan a p-t magaban foglalé sik, valamint egyenes
% & mely Pt nem metszi, ha mindjart egyidejiileg végteleneknek
Sondoljuk az egyes alakzatokat. Kpen ugy kittinik majd, hogy vala-
Wely adott A egyenesnek és barmely p pontnak megfelelleg van
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olyan a p-t magaban foglalé B egyenes, a mely, habdr végtelenneck
gondoljuk mind a kettét, nem metszi A-t; még pedig van ilyen
abban a sikban, a mely A-t és p-t magiban foglalja, valamint azon
kivil is. Kittinik tovabba az is, hogy egy és ugyanazon a ponton
szdmtalan sik megy &t, és hogy barmely két végtelen P és () siknak,
a melyeknek kozos pontjuk van, a metszése egy mindkét felé a vég-
telenbe terjedé egyenes. Iipen gy barmely ponton szémtalan egyenes
megy at, és két egyenesnek, a melynek valamije kozos, a metszése
egyetlen pont.

Amde most mér az a kérdés timad, vajjon csak egyetlen, vagy
tobb olyan sik van-e, a mely p-n megy 4t és a P sikot nem metszi?
Ha csak egyetlen ilyen volna: akkor ennek az egyetlen P'-nek és a
P siknak valamely harmadik (a P egyik pontjabdl a P’ egyik pont-
jahoz htuzott egyenesen #tmend) () sikkal valé metszete olyan par
egyenest adna, mely a () sikba esik és nem metszi egymadst, mig
minden mds egyenes, a mely a p pontun megy at és ugyanabba a
() sikba esik, a Pés () sikok ko6z0s egyenesét metszi; mert, ha nem
metszené, konnyen bebizonyithatnok, hogy van olyan ezt a p pontot
tartalmazo egyenesen atmend sik is, a mely nem metszi a P sikot. Igy
tehat ekkor, fennallana Kuxripes XI. axiéméja, a melyr6l azonban
bovebben csak késébb lesz szo.

(o
[Ugyanazon a ponton atmend egyenesek.]

Ha itt eldszor is t6bb ugyanabbdl a pontb6l kiinduld egyenest
foglalunk Ossze, a kovetkezd fogalom szarmazik.

I [Gtla, hasonldsag, geometriai egyenldség.]

Ha ugyanabbdl a p pontbol kiindulé egyenesek valamely [
alakzathan végzGdnek (akar része ez a siknak, akdr nem): akkor
azoknak az egyeneseknek az Osszességét, a melyek p-t6l az [ alakzab
pontjaiig terjednek, (tdgabb értelemben) az [ alapon nyugvé gildnak
nevezziik. Ide tartozik a haromszog is, ha az [ alakzat egyenes.

Evvel egyszersinind meg van hatirozva amaz egyenesek mind-
egyikének nagysiga is. Ha ezeket az egyeneseket p-bél kiindulok-
nak tekintjiik, és végpontjaiknak Osszességét teszsziik a vizsgdlat
targydvd, konnyen meriil fel az a kérdés, hogy mi lenne akkol,
ha mindegyikiik példdul kétszer, haromszor stb.-szor hosszabbs vagy

rovidebbé valnék? széval, ha mindegyikilk az el6bbinek —;%-edévé
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Vilnék ? Es ebbdl szarmazik a kovetkezd fogalom, ha megallapitjuk,
hogy A-nak k oldala alatt értjik az e és B alkoté részekbsl &llo
4 kontinuumnak azt az e alkoté részét, a melyben benne van Fk,
Ugy hogy @, ha ugy van réla sz6, hogy ki legyen beléle zirva az
&, (-ban kozds ¢, k-nak c-bdl vald kornyékének nevezhets. A kon-
tinuum belseje alatt pedig értjiik azt az ahhoz hozzétartozét, a minek
& hatirral semmije sem kozos.

1. Ha ( valami tetszés szerinti a térbél vald, a minek valamely
Pontjat 4ltaldnossdgban Q-val jeldljik, és valamennyi Q-nak ugyanaz
& D pont és ugyanaz a [ mennyiség felel meg, és minden a p-bél
kiindulg és valamely Q-n 4tmend egyenesben a pq egyemes = - pQ,
9t mindig a pQ egyenes abban az oldaldban vilasztva, a hol Q
Van : akkor valamennyi g-nak [P 0Osszességérdl azt mondjuk, hogy
hasonls (-val, és a q-k barmely Osszességérél mondjuk, hogy honio-
lOgonja azon W-k Osszességének, a melyek ama g-knak megfelelnek.
HOgy ilyen értelemben hasonlok csakugyan vannak, az vilagos.

Hasonléknak mondhatjuk P-t és -t akkor is, ha a P és (Q
barmelyike minden pontjdnak megfelel a masiknak bizonyos pontja;
még pedig mas-mas pontnak az egyikbdl mindig mds-més pont a
mésikh6], és mindannyinak megfeleléleg ugyanaz a 3 mennyiség olyan,
hogy ha U, B a Pnek tetszés szerinti pontjai és a, b az ezeknek meg-
felel pontok (Q-ban, akkor UV = S-ab. Hogy ilyenek lehetségesek,
2 Fukrmpes XI. axiéméja fennall, olyan héromszdgek segitségével
Mutathato ki, a melyeknek p a kozos estcsuk.

Vagy pedig, ha a harom A, B, € pontot tetszés szerint veszszik
fel P-ben, és ezeknek az emlitett modon Q-nak a, b, ¢ pontjai felel-
ek meg, és a szogekre nézve (a melyekrdl alabb lesz szd) all, hogy
ABE = abe, BAC — bac és BCERA = bea : akkor, feltételezve Evkrines

L axiomdjat, P és () szintén hasonldknak mondhatok.

Elegans a hasonldknak az az értelmezése, melyet Borvar Janos,
R Appendiaz szerzdje nyujtoth. Ha ugyanabbol a tetszés szerinti p
Ponthg) () minden pontja felé egyenest gondolunk hizva, a p-bél

Valamennyi pontja felé huzott egyenesek koziil a végtelenbe
zleghosszabbitott legszélsébbeknek Gsszességét Q) relativ formdjdnalk
e.V.eZVQ’ P-t és (-t hasonléknak mondja, ha P minden relativ for-
Majéngk megfeleléleg van ()-nak olyan relativ formdja, mely vele
“gyenls, '
Hogy ezeknek az értelmezéseknek mindegyike barmelyik mésik
be tehetd, bebizonyithatd, ha Eukumrs XI. axiémaja fennall.
merﬁlg. De az elsé értelmezéssel kapesolatban konnyen az a kérdés
fel, hogy mi lesz akkor, ha minden ¢-t a mdsik oldalban ve-

helyg
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sziink fel (nem abban, a melyben a megfelel6 Q van)? Vilagos, hogy
ezen a moddon is bizonyos tekintetben hasonlé alakzatok szdrmaznak,
ha ugy tetszik, hogy e fogalmat ekként bovitsiik ki. De abban az eset-
ben is, ha B=1, olyan egy kozos csucsesal bir¢ alakzatok keletkez-
nek, melyek, ha egyébként bizonyos mindjart jellemzend$ tekin-
tetben egyenl6k is, még sem eshetnek egybe soha, és ha egy-
idejilleg vannak jelen, a helyt6l eltekintve is megkiilonboztethetok
egyméstol. Legyen pl. O a jobb kéz: akkor a masik oldalon p-n tul
a bal kézzel egybevigd alakzat szarmazik. Ha t. i. a keletkezett alak-
zatot ugy forditjuk meg, hogy az, a mi fenn volt, lefelé, és a mi lenn
volt, felfelé keriiljon: akkor olyan kép 4ll el6, a milyen valamely a
p ponton dtfektetett S tiikorben keletkezik, ha t. i. az emlitett, a
p pontban az S tikorre
boesatott meréleges koril
végzett forgatas két derék-
szognyi volt. A () képe
alatt pedig itt azoknak a
pontoknak az Osszessé-
gét értjiik, melyek a 0
minden pontjabél az S
sikra bocsatott és a md-
sik oldalon veliik egyenld
darabbal  meghosszabbi-
tott merdlegeseket hatd-
roljak. Konnyen beldt-
haté, hogy az emlitett
1A Bha, forgatds utén a barmely
egymasnak megfelels U
és a pontokbdl az S-re el6bb bocsatott merélegesek, melyek egyen-
16k voltak, mostan S-nek ugyanabban a pontjaban végzédnek. Vegyiik
fel ugyanis (1. dbra) a tiikor sikjaban a p-n dtmend és a rajz sikjard
meréleges egyenest, és legyen DAV E-nek D pontja a rajz sikja feleth
ABE a rajz sikjaban, és ap = Ap, bp = BVyp, p = Cp és dp — Dp*
akkor nyilvinvald, hogy b a rajz sikja alatt lesz, és hogy a kozds
cstiesesal biro egybevagé hdromszogek miatt az egyenlé nevii betiik
kel jelolt pontokbol a tiikorre bocsatott merélegesek egyenlék. Ha
tehdt a kis bettikkel jelolt alakzatot a pt-ra mersleges Pp koril
két derékszognyivel elforgatjuk: akkor az m pont M-be esik sth. €8
D szintén a rajz sikja felett szembe keriil ®-vel.
Ezt a dolgot még megvilagitja, ha két egyébként egyenls csaver
koziil az egyik jobbra, a mésik pedig balra esavarodik, és amazt a tiikor”
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t6] oldalt, ezt pedig a tiikér elé tartjuk. Ekkor a balra csavarodd
®Savar képe jobbra csavarodé csavar lesz, mely avval, a melyet oldalt
tartottunk, egybeesni képes. Epen tigy lehet egybevdgd a jobb kéznek
képe a pal kézzel, de a jobb kézre ill6 keztylinek belsé feliletét kifelé
kell forditanunk, hogy a bal kézre illévé valjék.

3. Ebbdl a kovetkezé fogalom is szarmazik. Ha .l-nak ninesen
Minden pontja ugyanabban a sikban, sem pedig A nem olyan a és b
Yszeknek Gsszefoglaldsa, hogy a és b-nek egyidejiileg jelenlevé képe
®Sakis a helyre nézve kiilonboztetheték meg egymastél: akkor A és
Minden olyan B, a mely A-nak egyidejiileg jelenlevs képétdl csak
A helyre mnezve kiilonboztethets meg, ellenkezd értelemben egyenld
akzatok. Fzek t. i. olyanok, hogy nem eshetnek egybe, habar ugyan-
dnak g giknak ugyanazokban a pontjaiban emelt mind a két oldalon
8yenld merslegesek révén az V. axiéma szerint (33. old.) egyenlé
Wiiveletek eredményei, eltekintve attol, hogy az egyik az egyik ol-
daloh, a méasik pedig a mésik oldalon szarmazik.

4. Ebbél ismét 1j fogalom keletkezik. Ugyanis A és B geometiriailag
Jyenliknel; nevezhetsk, ha van olyan C, a mely mindegyikiikkel vagy
Magival, vagy pedig képével eshetik egybe. :

5. Meg kell azonban jegyezniink, hogy figyelemmel kell lenniink
A felszinre is, a mellyel az egybeesheték egybeesnek. Pl valamely
llem egyenlszarti haromszog képe és maga a haromszog csak ugy
eﬁletnek egybe, ha egymdist vagy az egymassal szemben fekvé fel-
Yaineikkel, vagy pedig az egymastol elforditott felszineikkel fedik el.

O,gy kénnyebben fejezhessiik ki magunkat, mondjuk, hogy az egymas
?le forditott felszineik egyenlé sziniiek, pl. fehérek, az egymastol
Sorditottak pedig feketék. Akkor arra, hogy egybeessenek, szlikséges,
Hogy & fehér felszin a fehéret, vagy pedig a fekete a feketét fedje el.

& azonban a parallelogramm egyik felszine fehér és mésik felszine
: ®te: akkor az 416 meghtzasaval szérmazo hdromszogek altaldban
s&k‘ Ugy eshetnek Ossze egymissal, ha az egyiknek fehér felszine a
?Blkl}'&k fekete felszinét fedi el. Ha ellenben a kornek, vagy az
ssgenlf?szarﬂ héaromszognek képét a felez6 egyenes koriil két derék-
k 8uyivel elforditjuk: akkor ezek ugy is eshetnek egybe [az eredeti-

| ha o fekete felsziniiket a fehér felé forditjak.
Hy aIile az elébb mondottakat.még megvilagitjak a ki.jvetkez()'k is.
olda, ﬁromszi&g barmely pontjaban a héromszog sikjara mindkét
nak oil eg)m'nlo. mer(’)’l'egeseket allitunk : akkor az [F' alakzatnak van-
mely &.Y*le reszel.,. a milyenekrél fentebb szo volt. T. i. az az alakzaft,
old&lon dromszighél és abbol a merdlegesbol all, a mely az egyik
van, és épen tugy az, a mely ugyanabbdl a haromszoghol



62 Boryar Farkas, Részletek a Tentamenb6l (1832)

és a masik oldalon emelt merélegeshél all, olyanok, hogy oOsszefog-
laldsuk révén szarmazik [, és mindegyikiik teljesen egyenlé a masik-
nak képével. Tgy tehdt I olyan, hogy képével egybe is eshetik.

De ha a meréleges csak az egyik oldalon van, tovabbd nem
valamely egyenlészara haromszoget felez6 merdlegesbél emelkedik :
akkor az igy szdarmazo alakzatnak nincsen olyan két része, a milyen-
r6l elébb sz6 volt és igy nem is eshetik egybe képével.

Hasonléképen legyen (a 2. éabraban) ABVBED egy ajté; U-nal,
B-nél legyenek sarkai, EFGH legyen a kimagaslé tolozarja, a mely
€ kiszokellésével az ajtét zdrja; képe legyen abed és az egyméssal
szemben levs felszinek legyenek a fehérek. Akkor vilagos, hogy a
zar és kiszokell6 képe egymas felé nyilnak, és midén a fehér felszinek

A B d ¢
—{n —
¢ F b g
9 © ¢ f
—% —Ju
) (63 a b
a c

2. 4bra.

valamint AV és ab egybeesnek, a zdr és képe ellenkezs oldalokra
keriilnek. Ha azonban minden, a mi FE-nél és BGH-nal (fenn és
lenn) van, egyenlé, ugy hogy két olyan rész van, a milyenrdl elébb
sz6 volt: akkor ha abed-t if koriil két derékszognyire elforgatjuk, ugy
hogy a képnek fekete felszine a targynak fehér felszinével keriiljon
szembe, Dcba szdrmazik, melynek fekete felszine (a mint az ébra
mutatja, a tolézarral egyiitt) egybeviagd AVBED-nek fehér felszinével.
Amde, ha tugy mint fent € mellett van valami olyan, a mi $ mel-
lett nincsen, az egybevigésag lehetetlen.

Minden allat kiilsé alakjat, ha rajta semmi rendellenes nincsen,
a természet ugy alkotja, hogy két olyan részbél all, a milyenrdl
elébb sz6 volt; t. i. olyanokbol, melyek egyike a masiknak képe
lehet, mintegy ugyanannak a siknak két oldalén tugy, a mint azt
fentebb jellemeztiik, egyenlé mddon' keletkezve, gy hogy az emlitett
értelemben geometriailag egyenldk.
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Megjegyzend6 azonban, hogy valamennyi feliilet koziil a sik az
egyediili, a mely olyan, hogy barmelyik felszine a mésik felé fordit-
tatva, ezt fedheti, és hogy Evkuipus rendszerében a sik egyediil a gomb-
bel egyezik meg abban, hogy mind a kett6 bérmely pontja koriil
onmagaban mozgathato, és a donté kilonbség [koztik] esak az, hogy
a gomb minden pontja ugyanattél a bizonyos ponttél egyenlé tévol-
sdgra van.

II. [Kor, kup, szog, érintés, merdleges helyzet.]

Miutdn az el6bbi fejezethen tobb, s6t szdmtalan olyan egyenes-
sel volt dolgunk, a melyek a p pontot kozosen tartalmaztak, kénnyen
arra a gondolatra jutunk, hogy a pYP egyenest p koriil mozgassuk és
tjanak alakjat megvizsgaljuk. A lehetséges utak kozott akad olyan is,
hogy a p koriil tovabb mozgd pIP egyenes tutja onmagaba visszatérs. Az
ilyen 1t vagy egészen egy és ugyanabba a sikba esik, vagy pedig nem.

1. Az elsd esetben p kivételével minden pontnak ttjat kdrnek
és ennek, azaz keriiletének minden folytonos részét fwnek, azt az
egyenest, mely p-t6] egészen addig a pontig terjed, a melynek tutja-
r6l sz6 van, radiusnak vagy sugdrnak, p-t kozéppontnak, és az olyan
egyenest, mely a keriilet egyik pontjatél annak valamely mésik pont-
Jaig terjed, mirnak, és ha ez a kozépponton megy at, dlmérdnek,
a siknak olyan részét, a melyet az iv és hur hatarol, kdrszelelnek,
6s a siknak olyan részét pedig, melyet az iv és ennek végpontjaihoz
huzott két radius bezar, Lirczikknel nevezzik.

Ha pedig valamely pontot a-bél (3. abra) kiindulva, a kertilet-
ben egészen valamely tetszes szerinti f pontig mindig tovdbb mozga-
tunk, és utjat, v-t mindig pozitivnak
veszsziik, ha a (fddatmérdnel nevezett)
ab dtinérd felett kezdddik, negativnak
pedig, ha az az ut ab alatt kezdddik,
tovabba az emlitett dtmérdnek részeit
a kozépponttol a felé pozitivoknak, b
felé pedig negativoknak, és az ab-re
bocsatott merdlegeseket, ha ab folott
Vannak, pozitivoknak, ha pedig ab
alatt  vannak, negativoknak vesz-
~ 8ziik : akkor a f pontnak ab-t6l valo
té,volsagé,t (azaz a f-bol a féatmé- 3. 4bra.

*ére hoesdtott merdlegest), fm-et az
emlitett, a-tol f-ig megtett v 1wl sinusdnak nevezzik, akér pozitiv,
akdr negativ irdnyban tétetett meg ez az ut, sét akar gy is, hogy az
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emlitett pont mindig tovabb mozogva, akarhdnyszor ismételten tért vissza
a-ba, mig végre f-ban megallapodott. A kozéppontnak a sinustol valo:
em tavolsagat pedig a v cosinusdnak, de az a kezdépontnak ugyan-
esak a sinustol vald tavolsagat a v sinus versusdnak nevezzik, mig, ha

2 sin 1
a radius=1,

) ; 1
a v tangense és i annak secansa. A v com-

plementwmdnalk nevezziik az o ivet, ha o4v = a quadranssal, ¢-val.
Példaul, ha v = 3¢, akkor o¢ =+—2¢. A sin a-t, tang «-t, sin vers «-t,
sec a-t v-re vonatkoztatva ugyanazzal a mnévvel jeloljiik, csakhogy
a co szotagot teszsziik elébe. Azt mondjuk ugyanis: cosinus v,
cotangens v, cosinus versus v ugy, mintha mondandk: complenienli
stnus stb. Konnyen belathato, hogy a cosinusnak elébbi értelmezése
ezzel megegyezik és hogy a sinus versus mint 1—cos volna értelmez-
het6 ; tovabba, hogy ezek az . n. trigonometrikus fiiggvények vala-
mennyien a kell6 helyen konnyt szerrel geometriai uton is dllithatok
el6. A sinus neve onnan ered, hogy a kétszeves ivnek fél harjat igy
jelolték : s. ins. (azaz seminissis inscriplae).

2. Ha az egyenesnek elébb emlitett utja nem marad ugyan-
abban a sikban, konnyen elképzelheté, hogy a mozgatott egyenes
legalabb mindig bizonyos a p-n atfektetett siknak ugyanazon az
oldaldn marad mindaddig, mig tovabb mozgatva vissza nem tér.
Az ilyen utat p felé csiicsosodd \/ -alakzatnak nevezzik, mert nyilvan-
valo, hogy az ilyen alakzat p-nél olyan kiilonosséget mutat, mely
kozonségesen a csucs néven szerepel. :

3. Igy asztin ez konnyen vezet red benniinket olyan egyszerti
vonal vizsgdlatdra, a melynek egyetlen, még pedig belsé pontja a
\/-be és épen p-be esik, mig valamennyi tébbi pontja a térnek a
\/-t6]l arra az oldalra esik, a mely kiillonb6z6 attél, a melyben a
sik van; tovabbd arra, hogy megvizsgdljdk az ilyen vonalat, ha
valamely feliilethen, vagy végre a sikban fekszik, és azutdn a kovet-
kez6 altalanosabb fogalmat alkossuk. ,

4. Ha [ vagy belsé pontja az olyan [ vonalnak, mely alkoto
része az [ alakzatnak, vagy pedig olyan vonal, melynek minden p
belsé pontja belsé pontja egy-egy sikban fekvé olyan I vonalnak
is, mely egyszersmind kozos az F' alakzatnak valamely nem az illetd
sikba esé alkoté részével; ha tovabba az elsé esetben az [ vonal,
melynek £ pontja p-be esik, az utobbi esetben pedig az L vonal,
melynek p pontja p-be esik, valamely a p-ben ecsticsosodé alakzatnak
belsejébe esik: akkor azt mondjuk, hogy F-nek k-ndl szige van;
mert azt az alakzatot, a melylyel F' a k-nal kezdddik, szdgnek
nevezziik.
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Konnyen belathaté, hogy szdgek eléfordulhatnak vonalokban,
feliiletekben, valamint olyan kontinuumban is, mely vonalbdél és
feliilletb6l van Osszetéve.

5. Amde most az a kérdés meriil fel, vajjon a B egyenes i
belsd pontjabdl htuzott A egyenes alkot-e szogeket? és hany szbget
alkot az i-n til meghosszabbitott egyenes? vajjon néhany ezek koziil
egyenld-e, 6s hogy melyek azok? Konnyen belathaté, hogy azok, a
melyeket cstcsszogeknek neveziink, mindig egyenlok. Ha azonban
mind a négy szarmazott szog egyenlé, vagy pedig az a két szog
egyenld, a melyet az i-n tul meg nem hosszabbitott | egyenes alkot:
akkor mindegyikiiket derékszignek nevezziik. Két egyenes alkotta
sz0g, melyet eqyenesvonalimak neveziink, respectiv mennyiséggé (38. o.)
valik oly moédon, hogy azt az ivet, a melyet a szog csucsa koriil
tetszés szerinti radiussal az egyik egyenestél a masikig leirunk, el-
osztjuk az ugyanazzal a radiussal leirt egész keriilettel. Ha ezek a
héanyadosok két szogre nézve egyenldk, bebizonyithaté, hogy azok a
szégek egybevdgoan kezdddnek; ha azonban az o szignek a ¢, a 5
szognek pedig a () hanyados felel meg és ¢ = w(), azt mondjuk,
hogy az e szog a 3 szognek ue-szerese. Két sik alkotta szog pedig
respectiv mennyiséggé valik oly médon, hogy egész keriiletével elosztjuk
azt az ivet, melyet az egyik siknak barmely pontja leir, ha azt a
metszés koriil a mésikig mozgatjuk. Vilagos, hogy ez a hanyados
mindig ngyanaz.

Az a szog, melyet az ab egyenes a sikkal alkot, respectiv
mennyiséggé valik oly médon, hogy egész keriiletével elosztjuk azb
az ivet, melynél kisebbet az a metszéspont koril az ab radiussal
leirt gomb feliiletében a b ponttél a sikig nem huzhatunk. A szoget
a A jellel jeloljiik.

6. Errél 4ttériink annak meggondoldsara, hogy mi van akkor,

ha valamely alakzatnak egyetlen pontjandl sinesen szég? Ilyen alak-
zatot folyo alakzatnak neveziink, a mely ismét konnyen hozhaté
kapesolatha a mennyiség fogalmaval. Igy keletkezik az olyan alakzat
fogalma, mely foly6 is, és mennyiség is. Az ilyent egyenletes alakzat-
nak nevezhetjiik. Ennek példdi az egyenes, a kor, a csavarvonal, a
Sik, a gomb feliilete, a henger feliilete.
: 7. A folyo alakzatnak fogalma konnyen alkothalé az egyenes
®8 sik kizardsaval is, és ekkor szérmazik az olyan folyé alakzat,
Melynek semmi darabja sem egyenes vagy sik. Az ilyent gorbe
Uakzatnak nevezziik.

8. Tovabba a gorbénck az egyenessel vagy a sikkal valé ossze-
kapesolasara térve at, kérdezhetjlik, vajjon gorbe alakzathél és egyenes-

Stéickel : Bolyai Farkas és Bolyai Janos. 11, 5
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b6l vagy sikbdl allé6 kontinuum lehet-¢ folyé alakzat? Igy szarmazik
az érintd fogalma.

Azt mondjuk ugyanis, hogy az I’ girbe alakzatot a p pont-
ban valamely egyenes, vagy pedig az olyan egyenesek O6sszessége
érinti, a melyek mindegyikének van olyan az F-be es6é belsé pontja,
p, hogy valamely a p-ben kezd6dé alkoto résziik valamely az [-ben
fekvé és p-ben kezd6dé vonallal folyé alakzatot alkot. Mindazoknak
az ilyen egyeneseknek Osszességét, akar csak egy, akér pedig tobb
van, teljes érintdnek nevezzik.

Példaul a gombot egyenes érintheti, de [a gombnek| teljes érin-
t6je sik, mig a koré egyenes.

Ebbél kifolyélag konnyen jutunk azoknak a teljes érint6knek
ismerteté jeléhez, a melyek ugyanannak az I’ alakzatnak kiilonb6z6
pontjaiban teljes érinték. Ha [F-ben van olyan k&, hogy azoknak
Osszessége, melyek & minden pontjaban teljes érinték, ugyanaz mint
a teljes érinté p-ben: akkor errdl az érintérél mondjuk, hogy az F
alakzatot nem csak a p pontban, hanem k-ban is drinti. Igy pl
ugyanaz a sik a hengert egy egyenesben és ennek minden pontjaban
is érintheti.

S6t ebbél kiindulva, tovabbra is kiterjeszthetd ez a fogalom, ha
azt mondjuk, hogy bdrmely I'és f folyo alakzatok kolesondsen érin-
tik egymdst k-ban, ha Lk minden pontjaban F-nek teljes érintje
ugyanaz, mint f-é.

Innen szarmaznak a fentebb emlitett fogalmak is. [A sik gorbe
érint6je, normalisa, subtangense, subnormalisa.]

9. Konnyen kapcsolhaté tovabba 6ssze a teljes érinté fogalma
a derékszognek kevéssel elobb targyalt fogalmaval, és ezen a modon
szarmazik a erélegesséy dltalinos fogalina.

Ha t. 1. T az [ alakzat teljes érint6je a p pontban, és a p-ben
végz6do r egyenes minden a 7T-ben fekvd és p-ben végz6dd egyenes-
gel derékszoget alkot: akkor azt mondjuk, hogy a bérmeddig meg-
hosszabbitott » egyenes p-ben vagy p-bil merdleges T-re, valamint
I-re, ha az efféle mindkét felé végtelen egyenes, a melybe az ilyen
r esik az egyetlen az olyan az I alakzatot magdban foglalo feliletre
nézve is, a melynek teljes érintéje p-ben sik. Azt, hogy A merdleges
B-re igy jeloljiik: A L B.

Ugyanazt dltalinosabban kiterjeszthetjiik k-ra is, mely akar pont,
akar pedig vonal lehet. Ha ugyanis k& minden pontjabol van olyan
merdleges, a milyenrél sz6 volt: akkor azt mondjuk, hogy a k vala-
mennyi pontjéabdl kiindulé ilyen az F-re mer6leges egyenesek Osszes-
sége k-ban, vagy k-bol merdleges F-re.
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III. [Hasab; parhuzamossag.]

Miutén azokat az egyeneseket vizsgaltuk, a melyeket ugyanabbol
a p pontbol valamely tetszés szerinti f alakzat pontjaiig huztunk, koézel
esik az a gondolat, hogy egyikiiknek azt az oldaldt, a melyben p van,
a végtelenbe meghosszabbitsuk és a p pontot mindig tovdbb moz-
gassuk, mikozben a gula csucsa a végtelenbe tavozik, és hogy ekkor
‘kérdezziik, vajjon ez alatt az a szdg, a melyet ezeknek az egyeneseknek
valamelyike a csucsnal alkot, fogy-e? és ha valamennyi [ilyen szdg]
fogy, vajjon mindegyik a O hatdrértékhez kozeledik-e? Majd kittinik,
hogy ez igy van és hogy az emlitett egyenesek mindegyikének meg-
felel6leg egy olyan egyenes van, a melyben az olyan egyenes, mely-
nek egyik végpontja p, masik végpontja pedig az f-ben fekvé q, midén
q koriil az emlitett egyenesen tovébb mozog, ettél legelészor szakad
el; s6t kittinik még az is, hogy valamennyi egyenes, melyeknek p a
kozos pontjuk, ily médon attél az egyenestdl egyidejiileg szakadhat-
nak el legeldszor, és igy valamennyi egyidében valhatik végtelenné.

1. Azonfeliil még valamennyi [egyenest] végessé és egyenlé nagy-
8aglva teszsziik és Osszességiiknek nevet adunk. Nevezhetjik ezt
[az Gsszességet! altaldnos értelemben vett hasdbnak. Ha a végpontok
Osszességét, a melyekben az f-ben kezd6dd egyenld egyenesek vég-
z6dnek, F-nek nevezziik: akkor vilagos, hogy F' és f minden pontja-
nak a masiknak egy bizonyos pontja, még pedig mindegyiknek mds
€8 més, t. i. ugyanannak az egyenesnek mésik végpontja felel meg.

Igy példdul, ha az [ alakzat az r egyenes: akkor (mint majd az
alabbiakbol kitiinik) a sikban fekv$ idom szdrmazik, a melyet a két
8zéls6 egyenes, az 1 egyenes és azoknak a pontoknak ¢ Osszessége
zdr be, a melyek az » valamennyi pontjabol kiindulé azokat az
egyeneseket hataroljak, a melyek ugyanazt az emlitett egyenest elészér
nem metszik. Itt most az a kérdés tamad, hogy milyen az a c? és
Vajjon azok a szogek, a melyeket a szoban levé egyenlé egyenesek
r-nek ugyanavval az oldaldval alkotnak, egyenlék-e?

Errél attériink annak a meggondolésara, hogy mi torténik akkor,
ha egyenlék? Kitiinik majd, hogy ha az r egyenes énmagdban mozog
tovabb, mig kezdete a végére jut, és a szélsd egyenest mindig ugyan-
abban a sikban magaval viszi: akkor a szélsé egyenes végpontjanak
Utja azt a tulajdonsagot mutatja, a melyet F-rol emlitettiink, eltekintve
attol, hogy most mér nem bizonyos, hogy a széban levé valamennyi
®gyenes az el6bbi modon egymast legelészor nem metszi. Ennek
alapjdn a kivetkezé fogalom keletkezik: Ha az F és f alakzatok
Minden pontjdnak megfelel a mésiknak egy bizonyos pontja, még

H*
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pedig més-mds pontnak az egyikbdl, mds-mas pont a masikbél,
tovabbd a megfelelé pontok kozitt elterjedd egyenesek egyenldk, és
barmely kettejiik ugyanabban a sikban van és még, ha végtelenek
is, nem metszik egymast:
akkor mindezeknek az egye-
neseknek Osszességét dltala-
nosabb hasdbnak nevezziik.
2. Most mér az épen emli-
tett 8zéls6 egyenes végpontjd-
nak utja uj fogalomra vezet.
Kozel esik ugyanis, hogy azt
4 o B a szoget, a melyet az [az egye-

4. 4bra nes] 7-rel alkot, derékszognek

vegylik, és ha (a 4. abrdban)

del_ab és ac = c¢b: akkor nyilvinvald, hogy akér jobbra, akér pedig
balra mozgatjuk deab-t, tgy hogy az ab egyenes mindig 6nmags-
ban, és dc mindig ugyanabban a sikban maradjon, a d tutja a mind-
két fel6l és mindeniinnen valé egyenld szirmazdsinal fogva (33. o.)
olyan egyenletes vonal, mely mind a

D

két oldalon és mindeniitt egyenls szoge- i
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ket alkot de-vel. (Hogy szoget alkot, majd Wi b
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az alabbiakbol ttinik ki) A b utjarél, akér a végtelenig folytat-
juk, akdr pedig barmely folytonos részét tekintjiik, azt mondjuk,
hogy a ¢d (dvolsigban egyenléen folyé ab-vel. Bz a vonal pedig
egyenes, ha Kukumrs XI. axioméja fenndll, és ez fennall, ha e
vonal egyenes. Errél alabb lesz sz6.

: 3. Kzek utin konnyen gondolhatjuk, hogy az ab egyenes
valahol végzédik, és ugyanott akdr az elSbbeni sikban, akir mas
sikban valamely mdsik [egyenes] kezdédik, a hol pedig ez végzddik,
ismét valamely masik kezdédik, és hogy az ‘ezeknek az egyeneseknek
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mindegyikével az ugyanabban a ¢d tavolsaghan egyenlen folyd is
megvan, folytatva ezt, a meddig csak tetszik. Jeloljik az emlitett
egyeneseket nagy bettikkel, a veliik egyenlen folyokat az azonos nevil
kis betiikkel; t. i. ABECD ... legyen az UB, BE, €D,.., egye-

5b. abra. de. abra.

nesekb§l sszetett vonal és ab, be legyenek - azok az UV, BVE-vel
egyenlden folyok, melyek egymast b-ben metszik stb.

Most mér az a kérdés tamad, vajjon B és b az ABVab sikban
az Aa egyenesnek ugyanazon az oldalin vannak-e? Ha altaldnosan
feltételezziik, hogy $ a nagy be-
tlik barmelyike és b a megfeleld
kis betd, és HI meg hi a H3Ihi
sikban a 0 egyenesnek ugyan-
arra az oldalara esnek: akkor az 9
egyenesekbél osszetett AVED ...
Vonalrél és az abed... vonalrdl
azt mondjuk, hogy (wlajdonlépent
eqyenld helyzet!i vonalak.

4. Ebb6l ismét a kovetkezd
dltaldnosabb fogalom szérmazik :
Ugyanis bérmely L és | egyszertt ;
Vonalakat dltaldnosan egyenld G
helyzetiieknel: nevesiink, ha bar- s
mely még olyan kicsiny / egye-

Nesnek megfeleléleg vannak olyan tulajdonképeni egyenlé helyzeti
' és 1' vonalok, hogy L és L' akérmelyikének bérmely pontja vagy a
misikba esik, vagy pedig van olyan e pontbdl kiindulo és a mésik
Vonal valamely pontjaban végz6d8 egyenes, a mely kisebb k-nal, és épen
ug:y az | és I' vonalok akdrmelyikének barmely pontja vagy a mésikba
81k, vagy pedig van olyan e pontbol kiinduld és a mésik vonal

Valamely pontjaban végzidd egyenes, a mely kisebb A-ndl.
5. Ebbél végre az I és f alakzatok pdrhuzamossdgdnalk altali-
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nos fogalma ered, ha az F és [ alakzatok barmelyikének, példaul
F-nek valamely P pontjabél huzunk az F-ben fekvé akdrmilyen és
akdrhdny olyan egyszeri vonalat, a melyeknek P-n kiviil semmijiik
sem kozos, és [ bizonyos p pontjabdl kiindulé, olyan velik egyenls:
helyzettieket talalhatunk, a melyek ugyanabban a sorrendben kovet-
keznek egymdsra, és a melyeknek p-n kiviil semmijiik sem kozos.

Vagy pedig révidebben, ha az [ és f barmelyikébe esé barmely
egyszeri vonalhoz a mésik alakzatban van egy vele egyenlé helyzeti :
akkor azt mondjuk, hogy F' és [ pdrhuzamosak.

b : A legtdgabb értelemben az f valamely
4 folytonos részérdl is mondjuk, hogy pdi-
¢ | 4 huzamos F-fel, ha [ és F parhuzamosak.
\ | 7 Az F és [ parhuzamos voltat igy jelol-
¥ ! 7 e
i s jik: F| f.
\ I // -‘7 .. i . b y
i ajjon azonban az az egyenes, a
,*\ mely a masikat , legel6szor nem metszi
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(67. 0.), ezzel parhuzamos-e, vagy pedig vajjon van-e egyaltaldban
egyenessel parhuzamos egyenes, Kukruipes XI. axiéomajanak eldontésé-
tél fiigg, a mirél késébb lesz szo.

Megjegyzendd azonban, hogy mésféle parhuzamossagot is kiilén-
boztethetiink meg. Ha ugyanis az egyenlé helyzettiek értelmezésében
barmely nagy betlinek, $-nak és kis betiinek, h-nak megfeleléleg a
HJ egyenes és az evvel egyenlden folyé az emlitett siknak két kiilon-
bozé felébe esnek: akkor az AVBCED ... és abed... vonalakrol azt
mondjuk, hogy fordilva egyenld helyzetiiek, és ebbél erednek a for-
ditva pdrhuzamosak, mig az elébbiek tulajdonképenieknek nevez-
heték. Ezek utdn az egyenld helyzetiicknek és pdrhuzamosoknak
fogalma daltalanosabban kiterjeszthetd, ha egyenlé helyzetlieknek ne-
vezzik az olyan alakzatokat, a melyekben minden $HJ és hi vagy
egyidében az emlitett siknak ugyanabban a felében, vagy pedig egy-
id6ben két kiilonbozd felében fekszenek.
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Az 5. dbra igen egyszerti példat mutat, a melybdl ez a fogalom
az AVBCED ... sikbeli vonalra nézve ered, és ép ugy a 6. dbra a
forditott parhuzamossiag példajat mutatja. Egyszersmind viligos, hogy
vannak olyan parhuzamos alakzatok is, a melyek egymdast metszik.

9. §.

[Sik idom. Geometriai szerkesztés.]

Ezek utdan, minthogy azok a vizsgalatok, melyek az értelmet
visszatartottak attol, hogy a sikba szalljon le, maguk mutatnak rea,
hogy behatobb megértésiikre még tobb segédeszkoz sziikséges, az
értelem ezeket az egyszertibbek kozt keresve, a sikba szall le, hol:

1. Latja, hogy a végtelen mezén a pontnak végtelen sok utja
nyilik, és szembetlinik, hogy az egyenesen kiviill més egyszerd, még
onmagaba visszatéré vonalak is vannak. Ha az ilyen barmely egy-
szerl feliiletben van, idomnak nevezziik. Az ilyen a sikban is lehet
kiilonféle fajtaju gorbe (ide tartozik a kor is, mint a mozgis méso-
dik szemléletes fajandl a sikra szoritott ut), vagy lehet tisztin egye-
nesekbdl oOsszetéve és vegyes. Ha hdrom egyenesbdl van Osszetéve,
hdromszognek, ha négy egyenesbdl all, négyszognek és épen 1gy,
ha 7 egyenesbsl van Osszetéve, n-oldali egyenesvonali sik idomnalk
nevezzilk. Ha az ilyennek oldalai egyenlSk, egyenlioldalinalk, ha
szégei egyenldk, egyenldszigiinek, ha mind oldalai, mind szégei
egyenlSk, szabdlyosnak nevezzik. Az ilyen fajta négyoldalu idomot
négyzetnek, ha pedig tébboldalt, annyi oldalt szabdlyos sokszognek
levezziltk, mint a hdny oldala van.

2. De ha valoban igaz, hogy barmely két pont kozott egyenes
hizhat6, mely teljesen egy és ugyanabban a sikban fekszik, és hogy
a siknak bdrmely pontja koriil barmely radiussal kor huzhato, mely
teljesen benne van a sikban, mely dolgokat egyébként alabb még be
kell bizonyitanunk : akkor énként az a kérdés tamad, vajjon az elob-
biekben felsoroltak valéban megvannak-e, és vajjon bizonyos szémmal
leve egyenes és kor segitségével bebizonyithaté-e, hogy megvannak?

Arrél, a mit egyenesek és korok bizonyos szémdval meg lehet
hatdrozni, azt mondjuk, hogy geomelriailay szerkesathetd.

Ha valamit geometriai szerkesztéssel eld lehel dllitani, mint
Azt 4, n. problémdban ki szoktuk jelenteni, ez tigy értends, hogy meg-
torténhetik véges szdmmal levé olyan mivelettel, melyek mindegyike
ab'b&n all, hogy vagy egyenest huzunk, vagy pedig kort irunk le, a
Mminek bizony, akér egyenest huzunk, akdr pedig kort irunk le, mozgds
%€ van, még maganal Bukripesnél is, a ki, habdr nem egy példdjat
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nyujtja a geometriai szerkesztésnek, azt sehol sem értelmezi (épen
ugy, a mint azok, kik valamely él6 nyelven jol beszélnek, a gram-
matika szabdlyair6l hallgatnak). De anndl inkdbb kitelessége a com-
mentatornak, hogy mindjért a mésodik propositiéval kapesolathen
(hol a p pont és az 7 egyenes helyzetitkre nézve meg vannak adva,
és ugyanabban a sikban a p-bél kiindulé és r-rel egyenlé egyenes
hatédrozandé meg) a geometriai szerkesztés fogalméat megmagyarazza,
azért, hogy Kukumes géniusdt felfoghassuk. Erre 7-et [t. i. 7 miive-
letet] vesz igénybe. A dolog tgy torténik, hogy minden mozdulatlan
marad, és barmily konnyen lehetne is (a mozgisnak a sikra szori-
tott elsé szemléletes szdrmaztatasa segitségével) r-nek -t a sikban
magaval ragadé végpontjét p-ig elmozditani, mégis van valami na-
gyon szép a geometriai szerkesztés eszméjének abban a kovetkezetes
kivitelében, melyet Eukripes magdnak kittizott.

Azonban az emlitett véges szdmba beleérthetd a mozgasnak
emlitett elsé kivitele is. Ha tehat egyeneseket tételeziink fel, a me-
lyekr6l majd késébb bebizonyitjuk, hogy két tetszés szerinti pont
kozott mindig eldéallithatok, és valami azon a réven szérmazik, hogy
véges szdmban olyan miiveleteket végeziink, melyek mindegyike a
mozgdsnak vagy elsd, vagy pedig méasodik szemléleti kivitele, az utat
és az eredményt a sikra szoritva, és tobb miiveletet ezekhez nem
kapesolunk hozzé, azaz mikézben M-et mozgatjuk, benne semmi mést
nem mozgatunk : akkor azt mondjuk rola, hogy azt geometriailag meg-
szerkesztjik ; még pedig a sz6 sziikebb érteimében. Ha azonban nem
szoritkozunk a sikra, és megengedjiik a mozgds harmadik kivitelét
is: akkor az eljardst tdgablb értelemben vett geomelriai szerkeszlés—
nek nevezziik.

3. Habér az igazsagoknak egyenlé a becsiik (a mint a termé-
szetben is a Nap, a Foldnek nappala, és a Holdnak fényben szegé-
nyebb gémbje a kietlen éjszakiban ugyanavval a végtelen boleseség-
gel ragyognak), mégis az a geomelria, a melyet eleninel neveziink,
még pedig (ldgabb értelemben azokkal, a mik a tagabb értelemben
vett geometriai szerkesztéssel #llithatok eld, és szitkebb értelemben
azokkal, a mik a sziikebb értelemben vett geometriai szerkesztéssel
allithatok eld, koriilhatdrolhatd, ha azokat [a feladatokat], a melyek
csak hozzdkapesolt miiveletels segitségével oldhaték meg, az 1w n.
felsébb geomelria kérébe utaljuk, a mint azt majd alébh t6bb példén
bemutatjuk.
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10. §.
[A sikidomok tulajdonséagai.)

Miutdn a minden irdnyban végtelen térb6l a siknak koérdskoriil

végtelen, nyilt mezejébe leszalltunk, ugyanitt vizsgaljuk meg az alak-
zatok tulajdonsagait; még pedig el6szor azokéit, melyek pontjai-
nak Osszessége, azutdn azokéit, a melyek pontjainak nem ugyan
Osszessége, de barmely pontja a szé szorosabb értelmében megszer-
keszthetd, és végiil azokéit, melyeknek bérmely pontja az elébbi alak-
zatok segitségével megszerkesztheté. ElGszor is tehat egyenesek és
korok minden lehetséges kapesolatdt veszsziik szemiigyre, a mint azt
a fa alabb mutatja [114. o.]. Végre az arithmetika alkalmazdsival az
adott mennyiségekh6l keressiik az ismeretleneket, a hova a sik tri-
gonomelridja is tartozik, a mely arra tanit benniinket, hogy miképen
lehet bérmely olyanokbdl, melyek az egyenesvonalu héromszoget
meghatarozzak, az ugyanazon haromszog altal meghatarozott mennyi-
ségeket szamitas utjan kipuhatolni.
2 Eléadjuk (valamely kovetkezdé §-ban) a gombi lrigonometridl is.
Azokat a haromszogeket ugyanis, a melyeket a gémb feliiletében harom
a kozépponton atmend sik allapit meg, a kell6 helyen szintén szédmi-
tassal fogjuk meghatdarozni. Ha pedig feltételezziik, hogy Euknipes
XL axiomaja fennall: akkor, ha a gomb kozéppontjat a végtelenbe
toljuk el, a sik mintegy geometriai hatdra a gomb felilletének (a mi-
nek értelme konnyen allapithaté meg). Az ellenkezd esetben azon-
ban ez a geometriai hatdr més egyenletes, koroskoriil végtelen feliilet,
a melyr6l az Appendixben be van bizonyitva, hogy benne Eukripus
XL axiéméja az egész Bukriprs-féle sik geometridval egyiitt érvényes;
& gombi trigonometriarél azonban ugyanott ki van mutatva, hogy
Eukrors XI. axiomajatol figgetleniil, feltétleniil igaz.

gy
[Visszatérés a térbe.]

Most mdar visszatériink a megmérhetetlen térbe, a honnan a
8ikba leszalltunk, hogy ott valamennyi a sikban létrejott alakzatnak
& felllitand6 fa szerint [114. 0.] megalkotandé mindennemi kapeso-
latait megvizsgaljuk, és megszerkeszsziik azokat, a melyek a sz6 tagabb
értelmében vett szerkesztéssel megszerkeszthetok, és az arithmetika
alkalmazgsdval a redjuk vonatkozé szémitdsokat elvégezziik.
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1208,
[A pont meghatarozasa a sikban és a térben.]

Végiil a miiveletek fent emlitett Gsszekapesoldsa kovetkezik, a-
mi a fanak [114. o.] megadja a korondjat. Ezen a moédon a tér vala-
mennyi pontjit vagy ezeknek barmely Osszességét a tér egy tetszés.
szerint valasztott bizonyos szilird pontjara vonatkoztatjuk.

Példaul szolgaljanak a kovetkezdk :

1. Mozgassuk az A egyenest egyik tetszés szerinti a pontja koriil
a P sikban mindig tovébb ugy, hogy A-nak b pontja az ab radiussal
leirt kort [annyiszor] fussa be, a hényszor esak tetszik, és nevezziik.
a b pont utjanak hosszusigat 4ltaldnossdgban w-nak. B kézben azon-
ban mozgassuk ugyanabban a mozgatott . egyenesben a ¢ pontot
A bizonyos pontjabdl kiindulva bizonyos térvény szerint uigy, hogy ha
t. i ¢ atjat A-ban y-nak nevezziik: akkor y = f(w) legyen. A kérdés
mér most az, hogy adott f(u)-ra nézve mi a ¢ utja a sikban?

2. Epen ugy mozgassuk a pa egyenest a sajat meghosszabhi-
tasdban gy, hogy a p kozéppont kéril a pa radiussal leirt kort,
mely sikjat nem valtoztatja, magdval ragadja; e kozben pedig a kor
valamely pontjat magédban a kér keriiletében bizonyos torvény szerint
mozgassuk 1gy, hogy utja mindig = F'(x) legyen, hol x a p pont
utjat jelenti az emlitett egyenesben. Ha pl. F'(x) = x: akkor, ha
a mozgatott pont b, cyclois irhato le.

3. Epen ugy mozgathaté p, a C kor kozéppontja, valamely kor
keriiletében, magédval ragadva a sikjat allandéan megtarté C kort,
mely e kézben kozéppontja koril bizonyos térvény szerint, mozog, és-
ekkor meg volna hatdrozandé a ' kér bizonyos pontjanak ttja. S6t
e kozben még bizonyos torvény szerint mozgathaté volna az a kor
is, a melynek keriiletében p van.

4. Vagy pedig, ha a P sikot bizonyos a P-be esé A egyenes koriil
mindig tovabb mozgatjuk, és annak az utnak a hossztisagit, melyet
P bizonyos tetszés szerinti p pontja leir, dltalanossagban wu-val jeldl-
jik, e kozben pedig .1-nak b pontjat, mely a P sikban az .A-ra
mer6legesen 4llo B égyenest magaval ragadja, A-ban bizonyos tor-
vény szerint mozgatjuk, és b-nek tavolsdgat A-nak bizonyos a pontja-
tol (mely minden b-re nézve ugyanaz) dltaldnossagban x-szel jeldljiik,
és e kozben még a B-nek ¢ pontjit bizonyos torvény szerint B-ben
mozgatjuk, a cb egyenest (barhova is jusson ¢) altaldnossdgban y-nak
jelolve : akkor, ha

r=a(m) é y=>b(),
azt kérdezziik, hogy mi a ¢ ttja a térben?
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Vilagos, hogy u, x, y segitségével a tér minden p pontja meg-
hatédrozhaté. Ha ugyanis p-b6l merblegest bocsatunk .A-ra, ez y
lesz, a mely vagy a-ban, vagy pedig az a-b¢l kiindulé egyik vagy mésik
oldalon talédlja [az A egyenest], és ha a P sikot A koril addig for-
gatjuk, mig p-t el nem éri, az alatt p bizonyos w utat irhat le.

5. Hasonloképen, ha a mozdulatlan P sikban fekvo A egyenesnek
bizonyos a pontja szilard, és A bizonyos b pontjaban az ugyanabban
a P sikban fekvé B mer6legesen all A-ra, tovabba B hizonyos
¢ pontjaban ( merdleges a P sikra, és ha az alatt, mig a b pontot
tovdbb mozgatjuk A-ban, magival ragadva a P sikba esé B-t, mely
merdleges A-ra, a ¢ pont bizonyos torvény szerint mozog [-ben,
magaval ragadva a C egyenest, mely mindig meréleges a [ sikra, és
6 kozben ugyanabban a C-ben is a d pont bizonyos torvény szerint
mozog : az a kérdés témad, hogy ha a mozgis (de nem az erdk) ilyen
Osszetételének torvényei meg vannak adva, hogy mi d-nek utja a
térben ?

Ha pl. ab altaldanossdgban x, be dltalanossagban y és ¢d alta-
lénossagban z, tovabba a-et, y-t, z-t mindig Osszetartozd koordina-
taknak tekintjik: akkor

y=a@ é z=p8()

legyen. Vildgos, hogy a tér barmely p pontja 2, y és = altal meg van
hatdrozva. Ugyanis a p-b6l P-re bocsatott meréleges veheté z-nek, és
az a merdleges, melyet abb6l a ponthdl, a melyben az eldbb emlitett
merdleges -t talalta, A-ra bocsdatunk, y-nak, az az egyenes pedig,
2 mely innen egészen az a-ig terjed, a-nek vehets. Bzenkiviil
£, valamint y és z is, majd pozitivoknak, majd pedig negativoknak
veheték ; x t.i. a-t6l kezdve, az A egyenesnek egyik felében pozitiv-
Dak, mdsik felében pedig negativnak, épen ugy az y ordinatak
A-t61 kezdve, a P siknak egyik felében pozitivoknak, mésik felében
Pedig negativoknak, ¢és a P sikra meréleges 2 ordindtak, [-t6l
kezdve a térnek egyik oldalén pozitivoknak, masik oldalan pedig
Regativoknak vehetGk. Ugyanis az elsd kotetben |itt a 42. oldalon| mon-
dottakho] folynak azok a megallapodasok, a melyek alapjan valamely
“8yenesben (vonatkozassal egy benne felvett bizonyos szilard pontra
28 bizonyos a nyerend6 eredményt illeté (. feltételre nézve) pozitiv
8 negativ egyeneseket kiilonboztetink meg. gy az A egyenesre mer-
legesek kil némelyek pozitivok, némelyek pedig negativok, ha mind-
gyik az A-ra merdleges egyenesre nézve annak ott emlitett vége helyett
a'zl'f az A-val parhuzamosat veszsziik, a melyet rajta keresztiil a I-ben
huzh&tunk, és ebbe helyezziik el az elébbire kivetkezé [merdlegesnek]
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kezdetét, és eredményiil az A-ra merdleges utolsé egyenes végének
A-t61 valé tavolsagat fogadjuk el. Epen ugy a P-re merdleges egyenesek
koziil némelyek pozitivok, némelyek pedig negativok, ha mindegyik-
nek végén it a P-vel parhuzamos feliiletet fektetjiik (69.—70. old.),
a melyben azutdn az el6bbire kovetkezd egyenes kezdédik, és ered-
ményiil a P-re meréleges utolsé egyenes végének P-t6l valé tavolsagat
fogadjuk el.

6. Lehetséges az is, hogy az A egyenesben mozgé b pont vala-
mely az A-ra merdleges () sikot ragad magaval ugy, hogy e kézben
a (-ban a kévetkez6 mozgds megy végbe. Legyen s a () siknak
metszése bizonyos olyan szilard P sikkal, a mely az A egyenest
tartalmazza, és mozgassunk a (-ban levs és s-re meréleges bizonyos
egyenesekben levé bizonyos pontokat gy, hogy minden az x 4ltal,
t. 1. az A egyenesben mozgd b pontnak A-nak szilird a pontjatél
valé tdvolsaga dltal bizonyos térvény szerint meg legyen hatarozva.
Ha pedig ez a torvény meg van adva, kérdezhetjiik, hogy milyen
azoknak a helyeknek az Osszessége, a melyeket az emlitett merd-
legesekben mozgd pontok a mozgas kezdetét6l fogva az idé minden
rész nélkiili pontjaban elfoglalnak. Vilagos, hogy ezen a médon nem-
csak vonal, hanem feliilet is jon létre, mely mint a mozgd O
siknak vele valé metszéseinek ¢sszessége foghato fel.

Lehetne még tobb mozgast is kiilonféle mdodon Osszetenni és a
vizsgalat mezejét kiterjeszteni.

T3enge
[Vonalak és feliiletek nagységa.]

Megjegyzendé azonban, hogy minden alakzatot, barmilyen vonal
vagy feliilet is keriiljon elénkbe, ha azt arithmetikai modszerrel akar-
Juk megvizsgélni, a kovetkezé modon respectiv, még pedig az id6 alak-
jara visszavezetett mennyiségbe (38.-—39. 0.) kell atalakitanunk.

Bérmely olyan egyszeri L vonal helyett, melynek semmi része
sem egyenes, veenddé az r egyenes, ha [-nek neveziink egyenesekbdl
Osszetett minden olyan egyszeri vonalat, melynek végpontjai L vég-
pontjaiba és mindazok a pontjai, a melyekben szoge van, L-be
esnek, minden / pedig <r, de barmely @-nak megfeleléleg van olyan
[, hogy r—Il<m.

Hasonloképen barmely olyan egyszeri S feliilet helyett, mely-
nek semmi része sem sik, bizonyos derékszogli négyszog veends, a
mely oly mddon hatdrértéke olyan egyenes vonalakkal hatarolt sik-
darabokbol, pl. haromszogekhdl osszetett egyszert felilletnek, a mely-
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nek minden szogesucsa S-ben van, hogy az ilyen feliiletnek mas,
ennél nagyobb hatérértéke ne legyen.

Ezen a modon minden vonalat az egyenes alakjara, épen ugy
minden feliiletet azonos magassdgu derékszogti négyszogek alakjara
(40.—41. o.) vezetve vissza, azokat arithmetikai tton hasonlithatjuk
Ossze egymdssal.

14. §

[Az egyenes és sik szarmaztatdsa a gombbbl.]

Az egyenest és alaptulajdonsdgait a sikkal egyiitt axiomatice
szokds feltételezni; kérdés azonban, vajjon ezeket [a feltevéseket] axio-
méknak fogadhatjuk-e el? Ugy latszhatnék, mintha az idé fogalma
a térre atvive, az egyenest hozta volna létre; de hogy az annyira
eltéré dolognak képletes atvitelét mégis a kiils§ tapasztalds tamo-
gatta, mutatjak az olyan értelmezések, mint a milyen az, a melyet
Praro a fényrél kolesnzott, a ki eqyenesnel nevezi az olyan vonalat,
melynek elsé pontja a tébbieket eltakarja, valamint az, mely olyan
pontr6l van kolesonozve, a mely bizonyos helyrsl a legrovidebb idé
alatt és a legkisebb eréfeszitéssel valamely masikat torekszik elérni.
De mi sem vezet inkabb az egyenesre, mint mindannak a gondolata,
& mi nyugalomban marad olyan mozgé testbdl, a melynek két pontja
nyugalomban van.

Ha valamit nem fogadhatunk el axioménak : akkor annak abban,
& mib6l levezethetd, implicite benne kell lennie. Az egyenest és sikot
tehat akdr a szokdsos modon feltételezni, akar pedig a kovetkezé modon
levezetni, mindenkinek jogdban és szabadsdgdban &ll.

A minden irdnyban végtelen térnek elsdsziilott gyermeke a
bont, azutin kovetkezik a gémb, mely . sz a kozepén 4ll e két
Széls6ségnek. A gomb révén pedig elsé sorban keletkezé vonal a kor,
azutdn az egyenes és végre a kor és egyenes segitségével j6 1étre a sik.

[T. A tér olyan alkoté részének forgatéasa, melynek két pontja
nyugalomban marad; az 4 gytrik.]

1. Az egyenletes, egyszerli, dnmagiba visszatér6 vonal szdméra,
& melyrdl majd kittinik, hogy kor, mar meg van vetve az alap (55. 0.);
22 egyenes eldallitdsara a kovetkezé alapbol indulunk ki. Ha a tér-
Bek M alkoté részét két pontja koril forgatjuk (55. o.): akkor ez az
1 ugyanazon két pont koriil mindeniinnen egyenléen mozdithato el,

68 tekintettel barmely pontjdnak utjara, csak egyetlen modon for-
gathato koriil.
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2. Ha tehat az a, b pontok nyugalomban maradnak: akkor
majd M-nek mindazok a pontjai, a melyek (az 55. o. szerint) a b
koriil mozgathatok, mindannyian egyidében is mozognak a+b kériil,
mihelyt koziilik barmelyiket mozgatunk; még pedig mindegyikiik
egészen visszatértéig ugyanazon az uton mozog tovabb, a melyet akkor
futna be, ha egymagdban mozogna.

Ezért M egyetlen pontja sem kezdheti meg az a b kériili moz-
gasit, barmely p helyrél induljon is ki, tébb mint két dton; még
pedig egyen, a melyen p-bél elindul, és egy masikon, a melyen oda
visszatér. Induljon ki ugyanis ugyanabbol a pontbol harom 4g, e, S, 7,
a melyek mindegyikében valamely a p-bél kiindulé pont mozoghatna,
ha a * b nyugalomban marad, és mozogjon a p-bél kiindulé pont az
egyik esetben tgy, hogy utjit az o 4gban megkezdi és B-n 4t tér vissza.
Ekkor a y agat nem futhatja be; mert tjat a-ban megkezdve, vagy
£-n 4t visszatérve, ugyanaz a pont nem irhatja le egyszersmind azt a
vonalat is, a melylyel a » ag a p-ben kezdédik. De el6bb sem irhatta
le y-t: mert akkor a tovibb mozgatott pont mér el6bb tért volna
vissza. Gondoljuk mér most az egész idomot ugy elhelyezve, hogy
az a pont, a mely elébb p-ben volt, az elébbeni egyszerti, onmagiba
visszatéré vonalon kivil, y-ba essék, mig ugyanakkor a az a-ba és
b a b-be essélk: akkor (1. szerint) vildgos, hogy a + b korill ugyanaz a
mozgds menne végbe [mint
elébb], de ugyanaz a pont
(1. ellenére) az el6bbenitél
kiilénb6zé gytrtit irna le.

3. Legyen méar mostan
(a 7. abraban) S a € kozép-
pont koriil leirt goémb a c
ponttal, feliletét pedig ne-
vezziik S'-nek, és s legyen
a ¢ pont koril leirt gomb a
¢ ponttal, és ennek feliile-

Tk b tét nevezzik s'-nek. Kony-

nyen beldthato, hogy sem

az egesz s gomb nem lehet az S-en belil, sem pedig az egész
S az s-en belil; mert, ha pl. az egész S az s-en belil volna, a
s' feliilethe es8 € kozéppontja téle elkiilonitve maradna, és nem
volna koriilzdrva. Igy tehdt van s’ nek valamije, a mi S-en kiviil
van, és S'-nek is valamije, a mi s-en kiviil van; ezért pedig
S'-nek és s'-nek sziikségképen valamijiik kozos. Olyan pontnak
ugyanis, mely az s-nek barmely az S-en kiviil fekvé részébe esé
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pontjabol kiindulva, egészen G€-ig jut, okvetetleniil S’-en at kell
haladnia (55. o.).

Epen tgy, ha valamely pont S'-nek valamely az s-en kiviil esé
pontjabdl kiindulva, magdban a S'-ben egészen c-ig jut: akkor ez a
pont a nélkiil, hogy s’-en athaladna, az s gémbon kivil fekvé hely-
rél ennek kozéppontjaba csak tgy juthatna, ha az S'-be esé ¢ nem
volna megszakitds nélkiil korilzarva.

Igy tehdt s’ koroskoril ¢ koriil kilép S-bél; még pedig, a
mint az vildgos, koroskoriil egyenletes szarmazéssal, ugy hogy majd,
ha az S gombot ¢ » € koril mozgatjuk. (az 55. o. szerint) a kilépés
helyének barmely p pontja egyszerd, onmagiba visszatérs, egyenletes
vonalat irhat le.

Ugyanez nyilvanvalé minden az ugyanazon ¢ kozéppont koriil
leirt olyan gombrol, mely az elébbinek belsejébe esik, és ha elképze-
link valamennyi ilyen belsé gombot egészen a kozds ¢ kozéppontig :
akkor majd S'-ben egészen a c¢-ig mindig beljebb esé gytirtik kovet-
keznek egymdsra. Az ilyen egyenletes, egyszerii, onmagukba vissza-
téré vonalakat, a melyekrél még nincsen kimutava, hogy kordk, gyii-
ritknel nevezziik, és altaldnos jeliik legyen A.

S6t ugyanaz vildgos minden ugyanazon ¢ kozéppont koriil
valamely az S’ feliileten belil fekvé i ‘ponttal leirt gémbre nézve.
Fkkor ugyanis az egész S felillet nem -eshetik az uj gomb bel-
Sejébe ; mert ekkor a S’-en belil fekvs i pont nem lehetne az
Uj gomb feliletének pontja. Ebbsl azutdn minden egyéb onként
kovetkezik.

4. Fzekbol azutdan vildgos, hogy valamely pontrél elképzelhet-
Jik, hogy valamely tetszés szerinti A-nak barmely d pontjabol kiin-
dulva, ugyanazon az A gytirtin belil a S feliletben ugy mozgathato
[valamely 1 vonalon] egészen c-ig, hogy mindig a ¢ kozéppont koril
lefrt valamelyik belsébb gombnek feliiletébe jusson, de egyikben sem
foglaljon el egynél tibb helyet; tovabbd, hogy ha a gombét ¢ » € koriil
Ugy mozgatjuk, hogy gytiriik iratnak le, az emlitett I vonal, S’-ben ¢
koriil mindaddig tovdbb mozog, mig helyére vissza nem tér. Ugyanis
4% emlitett pontnak minden helyen, a hol valamely a ¢ koril leirt
80mb, még pedig akér maga S, akdr pedig valamely belsé gomb
S'-hs1 kilép, az elébbiek szerint egy a ¢+ € koriil elterjed6 gytirt
felel meg, és igy tehat minden egyidejiileg mozoghat, mig ¢ » € nyu-
8alomban marad.

5. Minthogy a gémb feliilete koroskoriil egyenletesen szdrmazik,
?bb(il kovetkezik, hogy S’-nek bdrmely f pontjabol olyan ' vonal
Indul ki, a mely az elgbhi i-lel egyenld, ¢s hogy I a S'-ben ¥ koriil
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addig mozgathato, mig eredeti helyére vissza nem tér, mi kozben
konezentrikus, az elébbiekkel egyenl§ gytiriiket ir le.

S6t, minthogy azok, a miket az S és s gémbokrél bebizonyi-
tottunk, barmely més gombre nézve is érvényesek, azért minden
gomb feliilletében van olyan vonal, a mely e felilletben annak bér-
mely pontja koriil addig mozgathato, mig vissza nem tér, mi kézben
mindeniinnen egyenletesen konczentrikus gytiriket ir le.

6. Hogy az ilyen gytirtinek, a mely — mint mondtuk — egyszert,
onmagéba visszatéré vonal, fele részei vannak, a melyeknek két kozos
pontjuk van, valamint minden folytonos részének is van két fele része,
a melyeknek egy kozos pontjuk van, a kévetkezGképen ttinik ki. Gon-
doljuk, hogy a gytirt valamely pontjabol kiindulva, két pontot tovabb
mozgatunk mindaddig, mig eredeti helyiikre vissza nem térnek; még
pedig ugy, hogy tetszés szerinti egyenlé id8kben egyenlé utakat tegye-
nek meg, és hogy ezeket, ugyanabbdl a pontbdl ellenkezd irdnyban
kiindulva, egyidejtileg kezdjék meg: akkor a ketté koziil mindegyik-
nek at kell mennie a masikon, és a hol ez megtorténik, mind a kettd-
nek ttja egyenlé. Epen tgy, ha két pontot valamely ivnek végpont-
jaibol kiindulva, egyenletesen mozgatunk, mindegyikiik, mielétt a
masik végpontba eljut, a mdsik ponttal taldlkozik, és ott van az
ivnek kozepe (33. és 55. o.).

[II. Az L vonalok.]

7. Vegyiik mdr most 6l 4. szerint (a 7. 4brdban) a ¢ pontot koriil
ovezd elsd .1 gytiriiben (8. dbra) a tetszés szerinti £ pontot kozép-
pontul, és mozgassuk az elébbeni [ = f¢

vonalat, melynek egyik végpontja c-ben,

a mdsik pedig £-ban van, f koriil S'-ben,
mig [eredeti helyére] vissza nem tér.
Nyilvénvalo, hogy az I-ben levs bér-
t | mely pont utjanak egyik része a gyi-
riire vonatkozolag S'-nek egyik olda-
liba, mdsik része pedig annak masik
oldaldba esik. Arra ugyanis, hogy a

tetszés szerinti o pont leirta gytliri a

f kozéppontot koriilzdrja, saiikséges,

& hbia. hogy annak valamely p pontja kiviil

essék S-nek azon a szeletén, a mely-

ben ¢ van, és igy az innen egészen o-ig terjedd utnak A-n 4t kell
mennie ; még pedig legalabb két pontban, a melyek f-t6l kétfelé ter-

\

/
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Jjedd egyenl§ iveknek végpontjai. Nem lehetséges ugyanis, hogy
az emlitett gytirlinek az A gytlirivel csupdn csak egyetlen kozos
pontja legyen ; mert akkor ettél a ponttol egészen f-ig vagy egyszertt
vonal volna, vagy pedig nem, és egyik esethen sem lehetne az emlitett
gytirti egyszerti énmagaba visszatéré vonal. I’gy tehdt ennek a gytirt-
nek a f-hoz legkézelebb esé dtmenetei A-n keresztiil csakugyan az a
kett§, melyet fent emlitettiink.

Vegyiik fel tovabbé (6. szerint) barmely oly ivek felezd pontjait,
melyek A-nak nem-c oldalédra, azaz arra az oldaldra esnek, a mely-
ben nincsen ¢, azutén torténjék ugyanaz [mint el§bb], miutan a kozép-
pontot a gytirtinek (melyet a f kozéppont koriil a fc vonalnak vég-
pontja S'-ben irt le) abba az ivébe helyeztiik, mely A-nak a f-hoz
legkozelebb esé két pontjabol kiindulva, S-nek a nem-c¢ oldaldba
esik, és ezt folytassuk vég nélkiil. Akkor ugyanis mindig ugyanaz
az eset ismétlddik, eltekintve attol, hogy a koézéppontot az elsé
A gytirtiben barhol vdlaszthattuk, mig azutdn minden tjabb A-ban
a legszéls6bb ivnek felezé pontjat kell kozéppontul felvenniink, és
ezt vég nélkiil ismételniink.

Az igy nyert valamennyi felezé pont Osszessége kontinuum, gét,
& mint az majd tistént kitiinik, egyszerti vonal. Ez a vonal pedig
az elsg gytrtire, ennek mind a két felére nézve egyenletesen helyez-
kedik el; tovabba ugyanannak a gytirinek minden pontjabol korés-
koriil egyenls szirmazdssal és mindkét fel6l egyenletesen meghata-
Yozva, épen olyan vonal emelkedik. Ebbél kittinik az is, hogy ha
az els6 gytiri barmely két pontjabol kiemelkedé ilyen vonalak
€gymést metszik: akkor az egymést metszé szérak a mindkét fel6l
Valé egyenld szarmazdsuknal fogva egyenlék. Vilagos tovabba az
is, hogy ismét az egyenl szdrmazds miatt minden 1j A segit-
Ségével elGdllitott rész a kovetkezd A segitségével el6allitott részszel
€gyenls.

Hogy pedig a pontoknak emlitett dsszessége kontinuum, kéril-
belil a kgvetkozé modon tiinik ki. Vegyiik fel annak a szamtalan
Pontnak o Gsszességét, melyek barmely A révén, ha a kozéppontot
ebbe helyezziik el, egészen valamely k& ivig bezérdlag szdrmaznak, és
Azutén ama hasonléképen szdmtalan pontnak [ Gsszességét, melyek
©8észen az utolsé ivig keletkeznek. A B pontjai a k utan folytonosan
“8ymisra kovetkezé ivekbe esnek, a melyek egyidében % nélkiil nem
8ondolhaték el, valamint az elébbieknek Osszessége sem, a melyek
°".t alkotjak. Igy tehat [ is tartalmaz egy a & ivbe es§ pontot, a mely,
Miutdn az egyetlen ilyen, a-ban és S-ban kézos.

De azon feliill még valamely pont barmely felsé A ivnek felezs

Stiickel: Bolyai Farkas és Bolyai Janos. I, 6
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pontjabél valamennyi konczentrikus felsé iven at, azaz az elébbeni

A felett esé iveken at mozgathatod egészen a kozéppontig; még pedig
agy, hogy amaz ivek mindegyikének valamely tetszés szerint meg-
adott pontjan menjen 4t. A szemlélet mutatja, hogy ez a legegysze-
riibben a felez6 pontokon &t torténhetik.

De az [az Osszesség! egyszerd vonal is; mert egyetlen ivnek
felez6 pontjabol sem indulhat ki még egy harmadik 4g is. Ennek
ugyanis vagy a megel6z6, vagy pedig a kovetkezd iveken kellene
4tmennie, a melyek mindegyikében csak egyetlen olyan pont van,
a mely mind a két dgban kozos.

8. Legyen L a mneve az ilyen vonaloknak, melyek az elsé gytiri
minden pontjabél annak mind a két felére nézve egyenletesen ki
emelkednek és mindig tovabb is mind a két felére nézve egyenletesek,
és a melyek valamennyien kordskoril egyenlé szédrmazésukndl fogva
egyenlden vannak meghatdrozva. ;

Vagy van két olyan L, a melynek van kozos pontja, vagy
pedig egyaltaldban nincsen olyan kettd, a melynek ko6zos pontja
van. Az utébbi nem lehetséges; mert akkor S'-nek az az alkotd
része, mely valamely A felett egészen az uj A-nak felsé ivéig terjed,
86t az egész A szamtalanszor ismétlddnék magaban az S'-ben, és igy
S’ nem volna véges mennyiség (47. o.). Errél azonban majd alabb
t6bbet szélunk.

Akkor ugyanis, ha a S’ géombot (a 77.—78. o. szerint) ¢» €
koriil mozgatjuk, egyiitt mozog vele az egész L is, és ennek pontjai
egymasra kovetkez6é gytirtiket irnak le. Hogy az L vonal valamely
kés6bb szarmazott pontjdnak gytirtije is hatrabb fekszik, abbdl tinik
ki, hogy ha valamely gytirtitél kezdve a kovetkez6k egy darabig
visszahtuzédndnak, a leirt szdrmaztatds szerint ez vagy mindjart vala-
mely kozéppontnak megfelelé A gytird utén, vagy pedig valamely
az A felett szdrmazott iv felez6 pontja utan torténnék. Az elsé nem
torténhetik ; mert akkor a mindkét fel6l vald egyenls szdrmazdsndl
fogva L-nek valamely pontja a megel6z6 A-n beliil és nem azon
kiviil fekiidnék. De az utébbi sem torténhetik; mert akkor az elébb
emlitett kozépponthol leirt kiilsé gomb feliiletének valamelyik belséével
valamije kozos volna.

Ennek alapjén még egyszeriibben lathaté be, hogy a gémb
feliillete nem volna véges mennyiség, ha nem volndnak olyan L vonalok,
a melyek egymdst metszik. Lehet ugyanis a S'-ben levé barmely
A kozéppontjabdl olyan az A belsejébe esd gytirtit leirni, a mely-
nek (a 9. dbra szerint) sem az azt megelézével, sem a kovetkezovel
semmije sem kozds. Minthogy ennek az egyenld szdrmazdsnal fogvé
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mindig tovabb is volna helye, az emlitett gylird szdmtalanszor
ismétlédnék.

Ha tehat a gomb felillete véges mennyiség, sziikségképen van
két olyan L vonal, a mely egymdst metszi. De ha van ilyen kettd:
akkor majd valamennyi ugyanabban a pontban metszi egymast. Ha
ugyanis (a 10. dbraban) ab az elsé gytirtinek az az ive, a mely-
nek végpontjaibél kiemelkedé L vonalok [p-ben] egymassal taldl-
koznak : akkor az ab iv q felez6 pontjdban emelt L vonal szintén
4tmegy p-n. Legyen ugyanis bg = br, tigy hogy ab = gr, tovébbd
br = 1f, tigy hogy bt = ba (felteszsziik, hogy ab kisebb az elsd gytirii
felénél, mert, ha ab e gytirtinek fele volna, a dolog hasonléképen
konnyen belathatd): akkor az t-bél és q-bol kiemelkedd L vonalok,

9. 4bra. (0. 4bra.

vValamint a b-b6l és t-b6l kiemelkeddk egyméssal taldalkoznak, és
egyenlé szdrmazdsuknal fogva paronként egyenlék. Ezért aztan a
t-bél kiindulé L vonalnak sziikeégképen p-re kell esnie, és arra, hogy
az r-bél és ¢-bdl kiindulé [, vonalok egyméssal taldlkozhassanak,
Szlikséges, hogy vagy az elébbi, vagy pedig az utébbi atmenjen a bp-n,
vagy pedig az el6bbinek a pt-n, vagy pedig a g-ban emelt L vonal-
Nak az ap-n kell dtmennie. E lehetéségek bérmelyike megvalosul,
ha az dtmenet pontja p; de p és t kozott, vagy pedig p és a kozott
Az dtlépés nem torténhetik meg. Ha ugyanis példdul az r-ben emelt
L a P és t kozott 1épne 4t: akkor az dtmenetnek ugyanaz a pontja
ogyszersmind bp pontja is volna; ha pedig az tv-ben emelt L a bp-n
€3 p kozott menne #t, ugyanaz a pont a q-ban emelt vonalnak
18 volna pontja, és igy az r-ben és g-ban emelt L vonalok egészen
talalkozdsuk pontjaig kisebbek volndnak bp-nél. Sziikséges tehdt, hogy
Hgyanabban a p-hen taldlkozzanak.

Ebb6l kovetkeztethetd, hogy ha az iveket vég nélkiil felezziik és

6*
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koroskoril koriilrakjuk : akkor az elsd gytirtinek egymdashoz barmely
megadhatonal koézelebb fekvé pontjaibél kiemelkedd valamennyi L
vonal egymést ugyanabban a p-ben metszi.

Innen van az, hogy ha a gombot ¢ » € koriil mozgatjuk, és az
elsd gylirti valamely pontja egyidében a felez6 pontokban emelt L
vonalok egész alakzatdval toviabb mozog, ez alatt nem lesz olyan idd-
tartam, mely alatt a p pont utat irna le; mert barmely idépontot is
gondoljunk, a mely a mozgds kezdete 6ta bedllott, a gytirtiben mozgd
pont méar megelézdleg szdmtalan olyan ponton ment dt, a melyekre
nézve az L. vonalakbdl allé alakzat p-ben volt.

Igy tehat az S gomb ¢+ € koril ugy mozgathaté, hogy p
nyugalomban marad. Ha tehat S-et ¢ » € koriil mozgatjuk (a 77.—78.
o. szerint) p-nek nyugalomban kell maradnia.

Vilagos azonban, hogy minden, a mit elmondottunk, barmely
[gomb]felilletnek bérmely gytirtijére alkalmazhaté, ha ennek bar-
mely pontjat kozéppontnak véve fel, barmely a gylirii belsejébe esé
vonallal olyan konczentrikus gytrtiket allitunk eld, a milyenekrél
mondottuk, hogy ama gomb feliilletének bérmely pontja koril egyen-
letesen megvannak.

[ITI. Az egyenes szarmaztatéisa.]

9. Nevezzilk mar mostan valamennyi s'-nek az S-be esé fentebb
(78.—T79. o.) emlitett szeleteit altaldinossagban s”-nek, és gondoljuk
minden s”-ben azt a pontot, a melyben az illeté s”-ben az S’ és s’
kozos gylrtije segitségével eldallitott L vonalok talalkoznak: akkor
ezeknek a pontoknak Osszessége c-vel és C-vel egyiitt egyszerti vonalat
alkot, a mi tgy lathaté be, mint fent (a 81.—82. oldalon). De vildgos
az is, hogy ha az S gombfeliletet ¢+ € koriil mozgatjuk, minden
s"-nek minden pontja mozog, kivéve az emlitett benne levd pontot
(55. 0.), 6s ezért, ha az S gombot a ¢« € koril mozgatjuk, valamennyi
s” mozogni fog (77.—78. 0.), de az egész emlitett vonal nyugalom-
ban marad.

10. Amde, midén S-et ¢+ € koriil mozgattuk, S-ben a kilépés
utolsé gytiriije segitségével el6bb megszerkesztett p pont is nyuga-
lombanimaradt, és igy, ha ezt a p-t kozéppontnak vélasztva, ugyan-
azokat végezziik, a miket a mésik oldalon a ¢ kozéppontnak meg-
felel6leg végeztiink, akkor olyan ¢Cp vonal szérmazik, mely nyugalom-
ban marad, ha a gémbot ¢« € koriil mozgatjuk.

S6t, ha e vonal bdrmely méds két pontjit veszsziik szemiigyre,
az S gombnek jellemzett mozgisa gy megy végbe, hogy azok nyuga-
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lomban maradnak. Igy tehat barmely két ilyen pont koril a moz-
gds ugyanaz marad (77.—78. o.).

De az S gombnek egyetlen olyan pontja sem maradhat nyuga-
lomban, mely az emlitett vonalon kivil fekszik; mert az ilyen vagy
a ¢-b6l és p-bol szdrmazott legszélsébb szeleteken beliil fekszik, vagy
pedig ezek kozott, és ilyen koroskoriil egyenletesen meghatarozott pont-
nak (az 55. o. szerint) gytrt felel meg. Ha azonban [a pont] vala-
mely olyan mozgdsdnak, mely két pont koriil megy végbe, gytird felel
meg : akkor ugyanazon két pont koriil mozogva, (a 77.—78. o. szerint)
mindig ugyanazt a gytrtt irja le.

11. Vildgos tovabba, hogy a tér barmely két pontja kozt van
ilyen vonal. Vegyiik fel ugyanis az egyiket kozéppontul és allitsuk
el azt a gémbot, mely a masikat tartalmazza, és alkalmazzuk az S
és s gombokrdl mondottakat. Ebbol kittinik egyszersmind az is, hogy
béarmely ilyen vonal, mely a tér valamely véges alkoté részének vala-
mely pontjabél kiindul, beléle ki is lép; mert abbdl a ponthdl olyan
gomb 4llithato eld, mely azt az egész alkotéd részt magdban foglalja.

12. Kérdés mar most az, vajjon ilyen fajta vonalok, melyek
tetszdleges nem egyenlé gombok kozéppontjaibél szérmaztattak, akkor,
midén a kozéppontok egybeesnek,
egybeeshetnek-e egészen a kisebb
gomb feliiletéig? Bizonyara igen.
Hozzuk ugyanis a kisebb [gémbot]
2 masikba ugy, hogy kozéppontja
& mnagyobbnak € kozéppontjara
(11. 4bra) essék, és legyen a na-
8yobb gombben, ha ezt K x K
korill mozgatjuk, KEK’ az a vo-
Dal, a mely nyugalomban marad,
s ez a kisebb gomb feliiletén ¢ ¢'-
ben hatoljon 4t. Ha mér mostan a T
nagyobh gémbiot K » € koriil moz-
gatjuk : akkor majd a KK’ vonalon kiviil mindene mozog, és ez a
Mozgas ugy megy végbe, hogy ¢, € nyugalomban marad. Ekkor
tehdt a belss gomb is mozog ¢+ € koriil, és igy (a 77.—78. o. szerint)
¢ és € kozott ugyanaz marad nyugalomban, a mi elébb.

13 fgy tehdt minden ilyen vonal barmely gombbél kiindulva,
nfﬁs nagyobb |[gomb] felé mindkét oldalon folytathaté; amde egyetlen
80mb feliilete sem foglalhatja magéban.

14. Ha tovabbé barmely ilyenfajta vonal végpontjai a, b és
Valamely mdséi qf, b, és lehetséges, hogy egyidben a a a'-ra és b a

(T
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b'-re essék: akkor, midén a végpontok egybeesnek, a vonalak maguk
is fedik egymaést.

Hozzuk ugyanis az ab vonalat azzal a gombbel egyiitt, a mely-
ben szérmazott, akdr beléesik a vagy b ennek kozéppontjiba, akar
pedig nem, G-hez, gy hogy a a G-re essék; irjunk le tovabba €
koriil olyan gombit, mely az étvitt gombot magiba zérja, és ugyan-
azon a kozéppont koriil irjuk le a b pont gombjét. Nyilvanvald,
hogy az az emlitett fajtaju vonal, mely a € koril leirt abban a
gombben szdrmazott, mely a masik kett6t bezdrja — e vonal neve
legyen 4 — a b pontnak ugyanazon € pont koriil leirt gémbjének
felilletén valamely f pontban megy at. Mozgassuk most mar A-t a
nagyobb gombbel egyiitt € koriil mindaddig, mig £ a b-be esik, és azutan
mozgassuk ugyanazt a nagyobb gémboét tgy, hogy a b, a pontok
nyugalomban maradjanak : akkor vele egyiitt a korilzdrt dtvitt gomb
is majd 1gy mozog, hogy ama b, a nyugalomban maradnak, és
hogy b és a kozott ugyanaz a vonal marad nyugalomban, mely
nyugalomban maradna akkor, ha csupan csak az atvitt gémbot moz-
gatndk ugy, hogy ugyanazok a pontok nyugalomban maradjanak.
Igy tehat az atvitt ab vonal egybeesik a nagyobb gémbnek a és b
kozott fekvo azzal a vonaldval, a mely nyugalomban marad. Hasonlé-
képen vihetndék 4t az a'b’ vonalat azzal a gombbel egyiitt, a mely-
ben szarmazott oly mdédon, hogy a' a C-re essék; tehat vildgos, hogy
majd a'b’ ugyanavval esik egybe, a mivel ab esett egybe.

15. Ebbél vildgos az is, hogy az ilyen vonal nem térhet vissza;
mert akkor koézos lévén az a pont, a melybél a kiilénbézé uta-
kon el6rehaladé két pont kiindul, valamint az is, a melyben azok
el6szor taldlkoznak, az e két pont kozott fekvd két dgnak egybe kel-
lene esnie.

16. De (a 14.-ben eléforduld) eldbbi vonalok folytatésai is, t. i.
az atvitt gomb kozéppontjabol valé folytatés és a € kozépponthil
valé folytatds egybeesnek. Ha ugyanis az elsének valamely p pontja
a €-b6l szdrmazé és mindkét felé a végtelenbe folytatott vonalon
kiviil esnék, legyen p’ a p pont a € koril leirt gémbjének kizos
pontja a késébbi vonallal. Irjunk le mér mostan olyan "gémbot, mely
ezt a gombot is, meg az atvittet is korilzarja. Ha ezt az utébbi
gombot gy mozgatjuk, hogy a, b nyugalomban maradjon: akkor p’
is nyugalomban maradna, mig p mozogna. Ez pedig nem lehetséges,
ha p az els6 meghosszabbitasba esik; mert akkor p-nek is nyuga-
lomban kell maradnia, ha a, b nyugalomban marad.

17. Egy szoval a leirt vonal (az 56. o. szerint) egyenes; mert
barmely két pontja legyen annak a (mindkét felé a végtelenbe foly-
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tatott) vonalnak q és v (12. és 13. abra), az magéban foglalja a térnek
minden ezekre nézve egyetlen pontjat. Valéban az emlitett vonalnak
minden pontja ¢ * t-re nézve egyetlen, de a térnek semmi mds pontja
nem lehet ugyanerre a ¢ » v-re nézve egyetlen.

Legyen ugyanis p az emlitett vonalnak barmely pontja: akkor
nincsen olyan a p-t6l kiilonbozé £ pont, hogy

grrap=qrr«f

A f mindenesetre vagy abba a vonalba esnék, vagy pedig azon kiviil ;
de ezeknek az eshetéségeknek egyike sem 4llhat be. Ha ugyanis
magaba a vonalba esnék,
vagy a q 6és v egyikével . r - L L
eshetnék egybe, vagy a kettd

kozé esnék, vagy pedig azo- e o
kon kiviil, és épen ilyen hely- - : i i
zeteket foglalhatna el p is. S 7

Ha p az t-re (vagy 13, Abras

q-ra) esik, akkor vilagos,
hogy nincsen olyan f, mely p-t6l (vagy q-t6l) kiilonbozd, gy hogy
csak a tobbi esetet kell megvizsgdlnunk.

Hssék elészor p a q és v kozé; akkor f vagy szintén q és v kozé
t'-ra, vagy f'-ra eshetnék, vagy pedig ezeken kivil, pl. f'-ra. Ha
fa f-ra esnék: akkor arra, hogy

q*r*p#q*r*f’
lehessen, sziikséges volna, hogy
qt’ = qp

(azaz a rész az egészszel egyenld) legyen. Hasonléképen, ha f a £”-ra
esnék,

qt” = qp
Volna. Ha pedig £ a ¥"'-ra esnék,
qt"" = qp

Volna (azaz ismét a rész az egészszel volna egyenld). A mondottak
SZerint ugyanis minden ilyen vonal minden pontjidban egyenletesen
keZd(ﬁdve, egyenletesen folytatodik is.

Ha azonban p a qr-en kiviil, pl. p’-re esnék (13. &bra): akkor
Enak, o mely nyilvanvaléan a p’, q, v egyikével sem eshetik egybe,
agy t-ra, vagy "-ra, vagy f'-ra, vagy pedig f''’-ra kelleno esnie.
F-ra nem eshetik, mert akkor
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ap' = qf’
volna; sem f”-ra, mert akkor
ap’ == qt",
volna; sem pedig f'-ra, mert akkor sziikséges volna, hogy

!

" = o

(azaz a rész az egészszel egyenld) legyen. De a f""’-ra sem eshetik,
mert akkor

H s p’ = 1q + qp

qpl — qfllll = rq + r’fli/ll,

ha pedig ezt a qp’ helyébe az el6bbi egyenléségbe behelyettesitjiik,
nyernék, hogy

volna, és

el tq + 1q 1 N

De a széban levé vonalon kiviil sincsen olyan f a melyre
nézve

qrr*p==qgrrt

Irjunk le ugyanis annak a gombnek a kozéppontjabol, a melyben
az emlitett vonal szérmazdsa kezd§dott, olyan gombot, a mely a f
pontot korilzarja: akkor, ha ezt a gémbst tgy mozgatjuk, hogy
%, 9, p nyugalomban maradjanak, (a 85. o. szerint) majd f is mozog.
Ha azonban, a mikor q a g-ra és v az r-re esik, p a fra esnék:
akkor p, mely el6bb nyugalomban volt (a 77.—78. oldalokon mondottak
ellenére) f-val egyiitt mozogna.

De a térnek semilyen az emlitett vonalon kiviil esé f pontja
sem lehet g « r-re nézve egyetlen; mert, ha az épen emlitett gombot
q * v koril mozgatjuk, majd az a pont is mozog és mas épen ilyen
helyzetti pontokba jut.

Az épen emlitett vonal tehdt Gsszessége mindazoknak a pon-
toknak, a melyek bérmely kettejiikre nézve egyetlenek.

Ha nem volna egyenes, haném egyenesekbél vagy masféle
vonalakbél dllana: akkor konnyen belathaté, hogy nem foglalhatna
magdiban minden pontot, mely barmely két pontjdra nézve egyetlen.

18. Az egyenes mennyisdy is. Vegyiik fel ugyanis tetszés szerinti
folytonos részeit, helyezziik az egyiknek egyik végpontjat a masik-
nak egyik végpontjaba, és ¢ pont koriil irjuk le azokat a gomboket,
melyek a masik végpontokat tartalmazzak : akkor, hacsak a kettd nem
azonos, a belsé gomb feliiletétsl hatarolt két olyan rész szérmazik,
& melyeknek végpontjai, és igy 6k maguk is egybeeshetnek.
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19. Az egyenes onmagdban tovabb mozgathalo. A mondottak
szerint ugyanis barmely p pontjabol kiindulva, egyenletesen folytat-
haté a végtelenbe.

[IV. A sik szérmazasa.]

20. Most mar a kovetkez6 médon a sik is konnyen allithatéd
el6. Nyilvdnvalé, hogy barmely pont, a melyet két pont koril
addig mozgatunk tovabb, mig eredeti helyére vissza nem tér, a
koroskortl egyenld szarmazdsnal fogva olyan egyszerti dnmagéba
visszatéré vonalat ir le, a mely ugy, mint az egyenes és a gomb
feliilete, mennyiség, és szintén minden pontjabol elére és hatra
-egyenletesen van meg hatdrozva.

Vegyiink fel egy tetszés szerinti ilyen gytrit (14. abra); legyen
az (a 80. o. szerint) az a és b pontok altal két egyenld részre osztva,
a felét, adb-t pedig a D pont oszsza két egyenld részre, és az ab
egyenes felezd pontja legyen
¢: akkor a mindkét fel6l valo
egyenlé szarmazasnal fogva a
D és a ca egyenesekbol dssze-
tett alakzat egyenld a ¢d és a
¢b egyenesekbdl osszetett alak-
zattal, és igy (a 65. 0. szerint)
a4 dc egyenes c-ben merdlege- ! b
sen all az ab egyenesre, és a T e
¢ egyenesnek minden pontja
A4 mindkét felé végtelen ab egyenesen kiviil esik. Irjunk le a ¢ pont
koriil olyan gombit, a mely az egész idomot koriilzarja, és mozgas-
suk azt a+ b, avagy a mindkét felé végtelen ab egyenes koriil : akkor
majd a ¢ egyenesnek minden pontja olyan gyfiriit ir le, a mely a
mindkét felsl valo egyenld szdrmazdsénal fogva mind a két felsziné-
Vel [vagyis visszajaval is] onmagdt fedheti (a mi az el6bb emlitett
gylirtikr6l eddig még nem bizonyos). Képzeljik mar mostan, hogy a
® egyenes minden helyen, a melyet utja kozben elfoglal, a d-n tul
@ végtelenbe folytatédik : akkor mindezeknek az egyeneseknek az
O8szessége olyan koroskortl végtelen és korvoskoriil és mindkét feldl
“gyenlé méodon szdrmazé feliilet, a mely ¢ koril énmagdban mozgat-
hato, mind a két felszinével onmagat fedheti és a teret két egyenld
oldalra osztja fel.

Ez a felilet pedig sik. Legyen ugyanis U és BV két tetszés
Szerinti pontja: akkor minden olyan € pont, a mely A » BV-re nézve
“8yetlen, a mindkét felé a végtelenhe meghosszabbitott AV egyenesbe

b
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esik. Az AV egyenes pedig sziikségképen a széban levd feliiletbe esik;
mert gondoljuk, hogy ennek szdrmaztatdsdnal a b felé a végtelenbe foly-
tatott cd egyenes az épen emlitett gytird mentén A-t61 B felé egészen
B-ig mozog: akkor, ha [az a felilet] AVB-n nem megy 4t, min-
dig ennek vagy az egyik, vagy a mésik oldaldra esnék. De a kettd
koziil egyik sem lehetséges; mert mihelyt bekovetkeznék az egyik,
be kellene kivetkeznie a masiknak is. Ugyanaz a meghosszabbitott
ABV-rél is nyilvanvald; mert, ha a ¢ kozéppont korill olyan gémbot
irunk le, melynek radiusa nagyobb bérmelyik a c¢-t6] az AB felé
huzott egyenesnél: akkor majd a mindkét felé végtelen AUV egyenes,
valamint a D felé végtelen c¢d [egyenes! is kilép ebbél a gombbdl,
a mib6l mar a tobbi kovetkezik. Rovidebben azt is mondhatndk,
hogy ha valamely egyenes, mely a felilletnek egyik pontjétél annak
valamely mds pontjaig terjed, az egyik oldalra esnék, a mésik oldalon
is volna [ilyen egyenes], és igy két pont kozott két egyenes ter-
jedne el

22, Ebbdl az is kovetkezik, hogy még a mindkét felé végtelen
AV egyenes is a sikba esik, ha az A és BV pontok abban benne
vannak.

23. Kérdés méar mostan, vajjon van-e olyan sik, mely tetszés
szerinty hdrom ponton, UA-n, B-n, C-n megy dt, méy ha ezek nem
is ugyanabba az egyenesbe esdk? Mindenesetre igen; mert U « B
(@ 15. abrdbol) az emlitett sikba dtviheté, ha -t c-re (14. 4bra)
helyezziik és ¢-t61 b felé az AV egyenessel egyenls egyenest vesziink
fel. Ha mér mostan € nem esnék abba a sikba, irjuk le a ¢ kozép-
pontbél a € ponton dtmend gémbot, és legyen pl.

¢€ = cb = ca.

Nyilvanvalé, hogy a sik a ¢€ radiussal a ¢ kozéppont koriil leirt
gombot egy felsé és egy also félgombre osztja fel, és ha a gombot
ab koril mozgatjuk, a-t61 és b-t6l eltekintve, a gomb feliiletének
minden pontja egy fels§ és egy alsé félgytrtit ir le. Igy tehat oft,
hol a € pont dtmegy, teljesedik az, a mit koveteltiink.

24. S6t ugyanazon a hérom A, B, € ponton &f, mely nincsen
ugyanabban az egyenesben, mas sik nem is fektetheté. Ha ugyanis
az el6bbeniekben A-t ¢-be, V-t b-be helyezvén, € az ugyanott kelet-
kezett sikba esik, fektessiink A+ B » C-n 4t valamely més sikot
(akér pedig ugyanannak a siknak valamely més részét): akkor egyik-
nek sem lehet olyan p pontja (15. dbra), mely a masikon kiviil esnék.
Ugyanis az AV, VE és AC egyenesek, melyeknek végpontjai mind
a két sikba esnek, maguk is teljesen beleesnek mind a két sikba.
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Legyen mér most p az egyikben: akkor vagy az UC-bsl, €B-bsl
68 az APV egyenesnek A-t6l balra és B-161 jobbra eséd folytatésaibol
Osszetett vonal felett, vagy pedig ez ala esik. Ha felette esik: akkor
& pq egyenes dtmegy az emlitett Osszetett vonalon. Ha az AV egye-
nes két meghosszabbitasanak egyi-
kén menne 4t: akkor mind az 4t-
menet pontja, mind ¢, tehat p is
a végtelen AV egyenesbe esnék.
Ha pedig A€-n vagy €B-n menne
at és ez f-ban torténnék: akkor
a fq egyenes mind a két sikban
kozos volna, és folytatésa is, mely
a p pontot tartalmazza, mind a
két sikba esnék. Ha azonban a N

! Yop"
pont az Osszetett vonal ald, p'-re, 15, ' bre.
vagy p”-re esnék: akkor annak
az egyenesnek, mely ezek barmelyikétél egészen a mar mind a
két sikban kozos p-ig terjed, az emlitett Osszetett vonalon keresztiil
az egyik oldalrél a mdasikra kellene dtmennie; tehat ismét két pont,
€8 igy az azokon atmend egyenes is kozds a két sikban.

25. Vilagos az is, hogy bde-nek (14. édbra) a c-n tal valé foly-
tatdsa az elsé izben (89. 0.) szdrmazott sikba esik, és ezt a sikot a
mindkét fel6l valo egyenld szédrmazdsa miatt két egyenld részre osztja.
Minthogy azonban a P siknak barmely egyenese egyidejlileg a P sikkal
Ugy fektetheté cd-re, hogy P az els6 izben szdrmazott sikkal egy-
beessak, azért barmely sikot barmely benne fekvé egyenes gy osztja
két részre, hogy ezek mindannyian egymés kozott és az elébbiekkel
18 egyenlsk. Sét, minthogy a siknak minden pontja tgy vihetd &t az
emlitett c-be, hogy a sikok egybeessenek, az is vilagos, hogy mind-
azok a korok egyenl6k, melyeknek radiusai egyenldk, valamint az is,
hogy valamely a sikban mozgé pont ugy ragadhatja magaval a sikot,
hogy a7 ugyanabban a sikban mozogjon tovébb.

26. Epen 1gy, ha kort huzunk, kittinik, hogy két egyenes alkotta
820g-alakzatok egybevdgdk, ha a cstcsaikbdl egyenld radiussal leirt
zok az ivek, melyek széraik kozé esnek, egyenlék, valamint az is,
hogy valamennyi derékszogti alakzat egyenld; tovabbd, hogy ugyan-
abban a sikban, ugyanabbdl a ponthdl az egyenesnek csak egyetlen
merfilegese lehetséges, és hogy az egyenesnek egyik oldalan a ¢ pont

Ortil fokvé szogek osszege = 2R, valamint megforditva, hogy két
olyan egyenes, a melyben ¢ kozos, egy egyenesbe esik, ha az egyik
Oldalon szogek osszege = 2R, hol R alatt derékszog értendd.
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27. Vilagos az is, hogy a stk mennyiség ; mert ha ennek barmely
két alkoto részét veszsziik fel, és mindegyiknek valamely belsé pont-
jat az emlitett c-be hozzuk, tgy hogy azok az alkoté részek az elsd
izben szédrmazott sikba essenek : akkor majd egybeesnek azok a korok,
a melyeknek radiusdul olyan egyenest vilasztunk, mely nem kisebb
egyik olyan egyenesnél sem, a mely a c¢ ponttél a hatarig terjed,
és igy megvalésulnak a 38. oldalon mondottak.

15. §.
[Egyenesek és sikok kozti kapcsolatok.]

L. Ha van valami, a mi egy eqyenesben és eqy mdsik eqyenes-
ben vagy egy sikban kézds, az csakis pont lehet; mert ha a kozos
pontok szdma ketté volna: akkor az egyenes a végtelenbe meghosz-
szabbitott mdsikba és hasonloképen a sikba esnék.

2. Siknak sikkal, ha mind a kett6t végtelennek veszsziik fel vagy
semmije sem kozos, vagy a kettdnek kozos végtelen egyenese van, és
akdr egyenes, akdr pedig sik az, mely egyenest vagy stkot metsz, az az
eqyik oldalrol a mdsikra megy dt. Messe ugyanis az ab egyenes

(16. abra) a bq egyenest: akkor, ha

P
A nem menne &t az abq meghatarozta
¢ sik masik oldaldra, sziikségképen
[ugyanazon az oldalon] valahova
p bf-ba esnék. A qp-vel ugyanis b-n
a/ . kiviil nincsen kozds pontja; mert
b
“w
q

kiilonben teljesen esnék vele egybe.
Igy tehdt abf egyenes volna és f is,
o+ 3+ is fele volna a bf radius-

sal leirt kor keriiletének.
Ezért ab valamely sikon szin-
16, Abia: tén dtmegy, ha evvel a b pontja
(de semmi egyebe sem) kozos. Ha
ugyanis a siknak ugyanazon az oldaldan maradna, nyilvdnvaléan a
b-ben metszett siknak bérmely q pontjira nézve az elébbi eset
allana elé. .
fgy tehat, ha a b pont két siknak, P-nek és p-nek kozos pontja,
hizzuk az ab egyenest p-nek barmely olyan a pontjabél, mely nem
egyszersmind pontja P-nek is: akkor majd az az el6bbeniek szerint
dtmegy P-n. Irjunk le azutén a p sikban a b koézéppont koriil a ba
radiussal félkort : akkor majd ez is dtmegy P-n, és az az egyenes,
mely az dtmenet e pontjan és a b ponton megy at, I-be is, meg
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p-be is esik, és e kettének azon kiviil kozos pontja nem lehet; mert
kiillonben a ketté egybeesnék. Vilagos egyszersmind az is, hogy a p
sik is a mésik oldalra megy ét.

3. Az egyenesre bdrmely pontjdban merdleges dllithatd (a mi
a 14. abrabol és a 89. oldalon mondottakbél tlnik ki); épen ugy a
stkra is bdrmely pontjaban merdleges dllithats. Minden sik ugyanis,
ha annak barmely pontjit c-be viszszitk at, egybeeshetik az ott els6
izben szdrmazott sikkal.

Habar csak alabb bizonyitjuk be, hogy minden ponthdl az
egyenesre is és a sikra is merdlegest bocsdthatunk, mégis konnyen
belathato, hogy ugyanabbol a ponthdél ugyanarra az egyenesre, vagy
ugyanarra a sikra két kiilonbozé merdlegest nem bocsathatunk. Ekkor
ugyanis ez a két egyenes azzal az egyenessel, mely a két merdleges
talppontjait 0sszekoti, olyan hiromszoget alkotna, melynek alapja
mellett mind a két szog derékszog. Ez azonban nem lehetséges; mert
ha két olyan egyenes, mely ugyanabban a sikban ugyanarra az
egyenesre [merdlegesen all], az egyik oldalon taldlkoznék, a mindkét
fel6l val6 egyenld szdrmazasnal fogva ugyanaz a mdsik oldalon is
torténnék. Igy tehat a két egyenes, mert két kozos pontjuk van,
egybeesnék.

4. Mindazonaltal, ha valamely eqyenes a siknak kél eqyenesére,
d¢-re és fe-re merdleges (17.% 4bra) : akkor mindeqyikre [t. 1. mind-
eqyik a c-n dtmend egyenesrel, és lgy magdra a fcd meghatdrozia
P silkra is merdleges. Legyen ugyanis ¢pl_cf és cql_cd, és mozgassuk
fep-t fe koriil mindig tovabb, mig eredeti helyére vissza nem tér, és
épen gy deq-t De koriil: akkor (a 89. o. szerint) c¢p utja az a N
sik, mely mindazokat a merdlegeseket tartalmazza, melyek ¢-ben
fe-re allithatok, és épen tgy c¢q tdtja az a Q sik, mely mindazokat
& merélegeseket tartalmazza, melyek c-ben bde-re allithatok. Olyan
egyenes, mely c-ben meréleges a I’ sikra csakugyan van, és ez mind
fe-re, mind de-re meréleges. Amde olyan egyenes, mely egyidében fe-re
68 De-re merdleges, csak egyetlen van, t. i. a K és () sikok metszés-
Vonala. Az olyan egyenesnek ugyanis, mely c¢-ben merdleges fc-re,
K-ban, és olyannak, mely c-ben meréleges de-re, ()-ban kell lennie,
és igy annak, a mely mind fc-re, mind de-re meréleges K-ban is,
meg ()-ban is, tehat mind a kett6ben kozosen kell meglennie. Ebbdl
kﬁvetkezik, hogy az az egyenes, mely fc-re és de-re egyidében merd-
leges, magara P-re meréleges.

5. Kgyszersmind minden olyan p sik is, a melybe beleesik

* [A 17., 18, 20,, 21. Abrak a mellékelt tdblan taldlhatok.]
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valamely « P-re merdleges egyenes, merdleges P-re. A két sik
_ alkotta sz0g ugyanis a kovetkez6 mddon allithaté eld. Legyen bde,
fe (18.% abra) két egyenlé egyenes, mely ugyanabban a P sikban
merdlegesen all ab-re; legyen tovabba ac = be, és mozgassuk a siknak
fels¢ felét a b koriil mindig tovabb, mig eredeti helyére vissza nem
tér: akkor majd a b, f pontok a teljesen egyenl$ szdrmazds miatt egy-
idejiileg egyenld radiussal leirt koréknek egyenls iveit irjak le. Epen
ugy, ha ghl_gb és felveszsziik, hogy pg = eq: akkor — ha az idomot
p » q koriil mozgatjuk — a ) és f pontoknak egyidejiileg leirt ttjai az
egyenld szirmazds miatt egyenlék lesznek. Amde f azonos médon
mozog, akdr a x b, akir pedig p ¢ marad nyugalomban; mert ezek
valamennyien egyidében tartoznak nyugalomban maradni. Ebbél kovet-
kezik, hogy majd valamennyi egyenlé merdlegesnek végpontjai egy-
idejiileg egyenlé iveket irnak le. Amde az ilyen 1t (a 65. o. szerint)
a sikok alkotta szognek mértéke, és ha épen negyedkor: akkor
(a 66. o. szerint) a sik merdleges P-re. Ebbdl vildgos, hogy két
sik alkotta szognek mértéke egyenlé annak a szognek a mértéke-
vel, melyet a metszésvonaluk barmely pontjaban allitott merélegesek
alkotnak.

6. Ha két egyenes, vagy két sik koziil mindegyik a mésiknak
magik oldalara megy at, keletkezik a kél egyenes alkotia, ill. a két
stk alkotla szognek a csicsszige. Hogy
ezek egyenesek esetében egyenldk, pl. a
kovetkezd modon is ldthaté be. Legye-
nek ezek a csucsszogek w és v (19. dbra).
Ha nem volnénak egyenlSk, az egyik, pl.
u > volna a masiknal, v-nél, és igy, ha
Bt ¢ kordl addig mozgatjuk, mig vég-
pontja a O ivet irja le, az « és /3 radiu-
sokat egyenléknek véve fel, y><§ lesz.
Legyen z = 0: akkor, ha a-t (ugyanabban
a sikban) addig mozgatjuk ¢ koril, mig
a 2=20 ivet irja le, az egyenlé szdrma-
z4s miatt 2 is < lesz anndl az ivnél, a
melyet az alatt B végpontja ir le. Nyilvan-

R leuadt
19. Abra. val6 azonban, hogy ez az iv az egyenes-

nek a S és ¢ egyeneseknek mésik olda-
lira valo 4tlépése miatt < O-ndl. Ebbél azutén az kovetkeznék,
hogy z, a mely=cs-val, kisebb olyan ivnél, a mely kisebb O-nél.

* [A 17, 18, 20., 21. éibrdk a mellékelt thblan talalhatok.]
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Hasonléképen donthetd el a dolog, ha v>wu volna, és épen tgy a
magik pdr csuesszogre nézve is.

Ha meghosszabbitjuk azokat az egyeneseket, melyek azt a szo-
get alkotjak, a mely nagysagat tekintve egyenld a két sik alkotta
szoggel : akkor vildgossa valik, hogy a sikok alkotta csucessziogek is
egyenlok.

7. Nyilvanvalé, hogy a gomb kézéppontjan 4t fektetett siknak
metszése a gombbel olyan kor, melynek radiusa a gomb radiusaval
egyenlé (89. o.); az ilyent legnagyobb kiérnek nevezziikk. Barmely
a ¢ kozépponton atfektetett két sik pedig, egymést egy a kozéppontbdl
kiindulé egyenesben metszi, melynek a gémb feliiletébe esé p pontja kozos
pontja azoknak a legnagyobb kérdknek, a melyeket a kozépponthol a
két sikban leirhatunk, és vilagos, hogy ugyanaz az egyenes (a mely
a két siknak metszésvonala) meghosszabbitva, ugyanazoknak a korck-
nek masik kozos pontjat is szolgaltatja.

8. Két legnagyobb kor alkotta szoget respectiv mennyiséggé
teszi az az iv, mely az e korcket tartalmazé két sik alkotta szoget
kifejezi. Ha tehdt a rajzlap felett fekvé p pontbél kiindulva (20.*
dbra), mind a két legnagyobb korben negyedkoroket vesziink {fel,
pa-t az egyikben és pb-t a mésikban: akkor a legnagyobb kornek ab
ive fejezi ki az azok alkotta szdget; mert pc a pca és ped sikok met-
szése és pa, pb negyedkorck lévén, a pea, peb szogek derékszogek.

9. Ebb6l azutén kovetkezik az is, hogy azoknak a legnagyobb
kirdknek tvei, melyek az ab fvre merdlegesek, a negyedkirik vég-
pontjdban, annak a kornek u. n. pilusiban taldlkoznak, melynek
ive ab. A pc¢ ugyanis egyidében mer6leges ac-re és De-re, és ezért
az egész abe sikra is mer§leges. Igy tehdt (a 93.—94. o. szerint) mind
az acp, mind a bep sik merGleges az abe sikra, é3 ezért mind a két
negyedkor az ab ivvel derékszoget alkot. Ebbol kovetkezik, hogy az
a-bol és b b6l kiindulé azok az ivek, a melyek ab-re merdlegesek,
p-ben talilkoznak. Amde, ha az egész idomot pe koril mozgatjuk,
kittinik, hogy a-val barmely ivet irathatunk le, és hogy az ab ivnek
barmely pontjabdl csak egyetlen az ab-re merdleges kor ered.

10. Ha a P és Q sithok eqymdst az ab eqyenesben deréliszog
alatt metszik: akkor P-nek bdrmely p pontjabil az ab-re bocsdtott
merdleges eqyszersmind merdleges Q-ra, és ab-nek bdrmely pont-
jdban a Q-ra emell merdleges P-be esik. Legyen ugyanis pb L_ ab,
68 hiizzuk meg o Q sikban az ab-re merdleges bf-t: akkor a pbE
Sz0g derékszog, mert PL.Q. fgy tehdt pb a () siknak két egyenesé're,

* [A 17, 18, 20., 21. 4brék a mellékelt tablin taldlhaték.]
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t. i. ab-re és bf-ra meréleges, és ebbdl kovetkezik, hogy OQ-ra is
merdleges. _

Bérmely az a-ban a () sikra emelt meréleges beleesik a P
sikba. Ha ugyanis kiviile esnék ; akkor ugyanabban az a pontban két a
()-ra merdleges egyenest emelhetnénk; mert az el6bbi szerint az a
P-be es6 egyenes, mely a-ban merdlegesen all ab-re, meréleges egy-
szersmind Q-ra is.

1. Altaldban, ha két sik, P ds p egymdst metszi, és mind a
kettd merdleges a O sikra: akkor az elébbicknek metszésvonala merd-
leges (Q-ra. Ha ugyanis PL_() és egyszersmind pl_(), tovébba a P és
() sikok metszésvonala A és a p és () sikoké @ : akkor majd a (Q-ba esé-
A és a metszik egymést. Ha ugyanis nem metszenék egymést, konnyen
beldthato, hogy akkor az A-n és a-n dtmend sikok, a melyek OQ-ra
merdlegesek, szintén nem metszhetnék egymdst. Legyen az A és a
egyenesek metszéspontja a: akkor az a-ban a (J-ra emelt merdleges
az elébbeniek szerint mind P-be, mind p-be, és igy a P és p sikok-
nak egyetlen metszésvonalara esik, a mely az a-t tartalmazza.

12. A mi azt a szoget illeti, a melyet az ac egyenes a P sikkal
alkot, irjunk le ebben a ¢ kozéppont koril a be radiussal kort, és
tételezziik fel (a mit késSbb majd bebizonyitunk), hogy az dtfogd
nagyobb a befogéndl, és hogy ha ugyanabbdl a tetszés szerinii kiviil
felkvé pontbol a kor keriiletéhez folyton niovekedd egyeneseket htizunk,
a kozépponti sz0g nagyobbodik: akkor kénnyen belathaté, hogy
az achb sz0g minimum, hacsak nem acl_P (65. old.). Legyen ugyanis
b az a pont, a melyben az a-bél P-re bocsatott meréleges ezt metszi:
akkor a bc befogé kisebb az ac atfogonal. Most méar a b¢ radiussal kort
irvdn le P-ben, barmely dca szog > bea szdgnél. Vegyiik fel ugyanis
a-t a dbc sik felett: akkor az egyenesvonald abd haromszigben a b
mellett fekvd sz6g derékszog, mert abl_P, és igy az abd atfogd >>ab-nél.
Vegyiink fel mar mostan két ilyen haromszoget, t. i abe-t és ade-t,
és helyezziik c-t c-re és a-t a-ra és forgassuk mind a két haromszoget
a P sikba, ugy hogy a ca egyenesnek ugyanarra az oldaldra essenek
(21.% abra): akko» feltevéseinkbdl kovetkezik, hogy az ach szog < az
acd szognél.

16. §.
[A parhuzamosak axiémaéja.]
De szolanunk kell még olyan sikokrél és egyenesekrél is @

melyek a végtelenig megnytjtva sem metszik egymast (57. o.). Ha

* [A 17, 18,, 20., 21. &brik a mellékelt tablén talilhatok.]
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(@ 22. abraban) az akdr ugyanabban a sikban fekvd, akdr pedig
kiillonboz6 sikokban fekvé ac és bd egyenesek az ab egyenesre merd-
legesek, akkor (a 93. o. szerint) nincsen kozos pontjuk. Hasonls-
képen, na cabd-t ab koril visszatértéig mozgatjuk, az ac és bd egye-
nesek leirta sikoknak sincsen, még ha azokat vég-
teleneknek is fogjuk fel, semmi kozos pontjuk;
mert kiilonben valamely ac és valamely bd egyenes,
ha ezeket meghosszabbitjuk, metszenék egymast.

Ha ezt a két sikot valamely harmadik metszi:
akkor azok az egyenesek, a melyben ez az el6bbieket
metszi, nyilvinvaléan ugyanabba a harmadik sikba
esnek, de még sem metszik egymast; mert kiillon-
ben az a pont, a melyben egymast metszenék, az
elbbi két sik kozos pontja volna. 99, 4bra.

I. Kérdés azonban az, vajjon az a ponton at-
mend sikok koziil az el6bbeni elsé az egyediili-e, mely az utébbit,
t. 1. az épen emlitett bD egyenes utjat nem metszi? Ez a kérdés
azonban visszavezetheté arra, vajjon az a-n atmené egyenesek koziil
ugyanabban a sikban az G¢ egyenes az egyediili-e, a mely a bo egyenest
nem metszi? :

Majd kittinik, hogy vagy barmely esetben egyetlen ilyen egyenes
6s egyetlen ilyen sik van, vagy pedig minden egyes esetben szémtalan.

II. Mozgassuk az ab egyenest (mely a bd egyenessel a v szoget
alkotja, ez pedig legyen pl. = I, hol R a derékszoget jelenti) a koriil
(22. abra) egy negyedkoron ét egészen ac-ig: akkor majd ab egy
darabig mind a negyedkort, mind a bd egyenest, még pedig mindig
tdvolabb metszi, ac-be érve azonban [bd-t] nem metszi. fgy tehat (a
34 0. gzerint) a negyedkirnek sziikségképen olyan utolsé p pontja
van, hogy az a-bol [feléje] huzott egyenes olyan természetli, hogy
Mminden mas az a-bél kiindulé beljebb fekvs [egyenes] a 6D egyenest
Metszi, de ¢ maga mér nem metszi. Knnek ugyanis a 6D egyenes
Valamely pontjaban kellene torténnie; a bd egyenes azonban a
Metsz6 egyenesen athaladva, ennek [mésik] felsé oldalara menne 4t,
8 igy még szémtalan olyan pontja volna, a melyben az a koriil
tovibh forgatott egyenes metszhetné. Az ap egyenes tehat nem volna
az. Utolsé azok kozott az egyenesek kozott, a melyeken belil esé
Minden egyenes a bD egyenest metszi. fgy tehat ap az elsé nem
Metsz6 egyenes. Keérdés mér mostan, hogy mily nagy az u szog,
Azaz o by fy?9

. Eukriprg tizenegyedik axiomdjinak értelme a kovetkezé: Ha

va AN ;
lamaly akdrmilyen nagy ob egyenesnek ugyanazon az oldalan,
SL(Z('I»‘('[ i

¢

Bolyai Farkas és Bolyai Janos. 11. v
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annak végpontjai mellé rakjuk at az aT és bd egyeneseket, akdrmennyi-
vel is legyen az w és v belsd szogek dsszeqge kisebb két derékszog-
nél, és barhogyan legyen is az elosztva [u és v kozott] : akkor az
at és bD egyenesek metszik egymdst.

Ez tartalmazza a kovetkezé harom tételt, melyek bérmelyike
mdr magdban is teljesen elegendé a masik kettének bebizonyitdsara.

1. Ha csak egyetlen ab-nek megfelelSleg is % nem kisebb R-nél:
akkor barmilyen nagy is legyen ab, valamennyi olyan egyenesre nézve,
a melyek elszor nem metszik egyméast, a két belsé szognek, w-nak
és v-nek Osszege = 2R.

2. Ha fennéll, hogy az emlitett u és v belsé szogek Osszege
nem lehet kisebb barmely megadhaténal, ha mindjart az az egyenes,
- melynek végpontjainal annak ugyanazon az oldaldn rea vannak
rakva, bdrmely megadhatondl nagyobba is valnék: akkor bizonyos

az is, hogy minden egyes esetben
P’ u+v=2R Ha ugyanis, barmilyen

D
/ + ; kicsiny is az w szog (23. dbra), pa-t
€ oty (RIRY,  [w, oly tavolra vihetnok, hogy az a-bol

L a
i / kiindulé egyenesek kozil az wu szig
alatt hajlé az elsé, mely bd-t nem

923. 4bra. metszi: akkor, ha bd-n tul az ab-vel

egyenlé a'b tdavolsagra szintén meg-

szerkesztjiilk az w szoget, (a mint kénnyen belathato) az a-bol és

a’-bél kiindulo, egymidst elészor nem metsz egyeneseknek mind a

két szoge = u és a belsd szogek Osszege 2u, a mi -~—0. Igy tehat

(a mint az majd kitnik) vagy mindig mindegyik u = R, vagy pedig
w=—0, ha ab-—oo.

3. Ha fennall, hogy ha bizonyos egyenes végpontjaibol ki-
indulé és ehhez bizonyos w és v szogek alatt hajlé egyenesek egy-
mast metszik, az ugyanazon egyenes végpontjaibol kiindulé és ehhez
az u+2 és v—z szogek alatt hajlo egyenesek is metszik egymést
(a mikor t. i. a belsé szégeknek ugyanaz az Osszege tetszdleges mas
médon’ van elosztva): akkor konnyen kimutathaté a tébbieknek
érvényessége is.

Alig értheté, hogy olyan nagy geometer ilyen axiomdt allit-
hatott fel. Igaz ugyan, hogy a régi kéziratokban az a postulatumok kozé
van sorolva. Tagadhatatlan, hogy Eukriprs egész geometriaja egyetlen
tételnek tekinthet6, a melyet igy mondhatunk ki: Avval, hogy A-t
allitjuk, dllitjul G-t, A alatt értve a XI. axiémat és G alatt a
geometridt. De épen annak, a mit dllitani kellett, egyenlé joggal az
ellenkez6jét is lehetett volna dllitani, minthogy ugyanis, valamennyl
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t6bbi axioma egyenlSen &ll fenn avval egyiitt, hogy u (a 22. dbrédban)
derékszog, és avval egyiitt is, hogy a derékszognél kisebb, s6t, hogy
akarmennyi, R-t6] bezérolag egészen 0-ig kizarolag. Igy tehit a szerint,
a mint u-t R-rel egyenlének, vagy pedig R-nél kisebbnek tételezziik
fel, két rendszer szdrmazik, mely mind a kettd igaz; még pedig az
egyik, ha feltételezziik, hogy w = R, a mésik pedig, ha feltételezziik,
hogy u < R; természetesen ellenkez6k az eredmények azokra nézve,
a melyek az emlitett u nagysagatol figgnek. S6t, ahhoz képest, a mint
bizonyos ab egyenesnek megfeleldleg az R-nél kisebb u nagysagat valaszt-
juk, szdmtalan rendszert nyeriink, a mely mégis bizonyos tekintetben
megegyezik egymassal, és mely valamennyi benne van az altaldanos
rendszerben, a mely az u < R feltevésen alapszik. Igy pl. az egymaést
elészor nem metsz6 egyenesekre nézve (23. dbra) mindegyikben a
belss szogek Gsszege -—0, ha a tdvolsig ——oo ; épen ugy az egyenes
vonald haromszog szdgeinek 6sszege ~——0, ha mindegyik oldala -— oo sth.

Ha tehat mind a két rendszert kifejtjiik, habar a t6bbi axioma
segitségével nem dontheté el, hogy a valosdgban melyik érvényesiil,
mégis geometridra tesziink szert olyan értelemben, hogy nem csak
az emlitett rendszerek mindegyike feltevései alapjan igaz, hanem fel-
tétleniil igaz az is, hogy a ketté kozil az egyik a valésagban érvényesiil
avval a megszoritassal, hogy abban az esetben, ha fennéllana, hogy
a valosagnak az a rendszer felel meg, a melyre nézve u < R: akkor
azoknak értékei, a melyek épen a derékszognél kisebb u meghatéro-
zott értékétdl fiiggnek, annyiban hatarozatlanok maradnak.

Masképen &ll a dolog, ha ezt a targyat nem a priori, hanem a
gyakorlat szempontjabol tekintjiik, és (a 22. abraban) megadvin ab-t,
az ac egyenes szogét, mig még metszi bd-t, a posteriori megmeérjiik.
Akkor ugyanis legalabb a posteriori vilik bizonyossd, hogy olyan
nagysiagu egyenesekre nézve, a milyenekkel mi probat tehetiink, w
nem sokat kiilonbozik a derékszogtél. De hogyan alakul a dolog
akkor, ha ab egészen a Siriusig, vagy még tovibb is terjedne? Bar-
mint legyen is, az idd, mely oroktél fogva ikertestvére a térnek, ennek
Segitségére jon, és minthogy az égi testek mozgisa megegyezik azokkal
4 szamitdsokkal, a melyek az w = R feltevésre timaszkodnak, arra
tanit benniinket, hogy a gyakorlatban méréseink egész tartomdnyan
beliil ebben a feltevéshen bizton megnyugodhatunk.

III. Valamennyi olyan rendszert, a mely, ha a t6bbi axiomdkon
k%Vﬁl semmi egyebet nem tételeziink fel, reank nézve subjective lehet-
Seges, azaz, a melyek kozott csak egyetlen van olyan, mely absolute
182z, de hogy melyik az, azt eldonteni nem tudjuk, az Appendix
S2€rzdje [Bonyar Janos), ki killonds elmeéllel fog hozzé e dologhoz,

7*
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altalanos anfoglal tossze és olyan geometridt épitett fel, mely minden
esetben absolute igaz; habdr e kotet fiiggelékében a nagy tomeghol
csak a legsziikségesebbeket mutatta be, és a rovidség kedvéért sokat
elhagyott, mint a milyen példaul a tetraeder dltalanos megoldisa
és tobb mas elegdns vizsgalat.

Az emlitett Appendix megtanit arra, hogy barmely adott ab
egyenesnek megfelelGleg geometriai titon miképen szerkesztheté meg
az % szog (22. dbra); w értékét illet6leg azonban, habar konkrét eset-
ben mintegy szemiink elétt all, azon kiviil, hogy nem 0 és nem > R,
a priori semmit sem donthetiink el.

Ugyanott tovabbd ki vannak emelve a tér tudoménydba tartozo
azok a dolgok, a melyek w emlitett értékétsl nem fiiganek, azaz a
melyek egyardnt érvényesek, akdr w — R, akdr pedig barmilyen mas
az értéke 0 és R kozott, és a gombi trigonometridrol és némely méds
dologrél ki van mutatva, hogy ezek soraba tartozik.

Azok a dolgok pedig, a melyek u-nak emlitett értékétol feltétlentil
figgnek, u-nak olyan meghatirozott figgvényeivel fejeztetnek ki, a
melyek u barmely értékére nézve, azaz barmi is legyen u értéke a valo-
sagban, ha ezt a kifejezésbe u helyébe behelyettesitjiik, a kivint mennyi-
séget szolgaltatjak. Ha példaul bizonyos w = f(u) térbeli mennyiség
feltétlentil « értékétél fiigg, és [(u) olyan kifejezés, a mely csupén
u-t és adott mennyiségeket foglal magdban, képzeljiik, hogy az
abszezissza 0-t61 R-ig nd, felvéve w-nak (a 0 kizdrdsdval egészen [i-ig
terjedé) minden gondolhaté értékét, tovabba minden abszczissza vég-
pontjdban mint  ordinatét emeljik az w értékének megfelels [ (w)-t;
ha pedig w = R, az ordinata avval az értékkel legyen egyenls, a melyet
az a kifejezés w — [-re nézve felvesz.

Minthogy azonban az egész térben wu-t6l fiiggé mennyiségeknelk
ilyen kifejezései a t6bbi axiémakkal egyenlé mddon egyestetheték meg,
barmelyikét is helyettesitsiitk benniik az « emlitett szdmtalan értéké-
nek ; ezért ebbdl kovetkezik, hogy azok az axiémak nem szabhatjak
meg u értékét.

IV. Mindamellett az a kérdés tdmad, vajjon nincsen-e olyan
uj axiéma, a melynek alapjén uw meg volna hatirozhaté? Hajdani
erre vonatkozd kisérleteimet roviden eléadom, hogy legalabb mis ne
pazaroljon red faradsagot. ;

Felosztottam azokat az axiémakat, a melyek alapjan Kuknious
tizenegyedik axiémédja bebizonyithatd, és igy a parhuzamosak eukli-
dikus elmélete megdillapithato, a helyzet, a quanlilds, az ellérés €5
« hasonlosdy axiéméaira.

MAGYAR
TUBOMANYOS
AKADEMIA

KONYVTARA
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I. A helyzet axiémdi.

1. Barmennyire is novekedjék valamely egyenes, a belsé szogek
Osszege, melyeket vele két olyan egyenes alkot, a mely tdle ugyan-
annak a siknak ugyanarra az oldalara esik, folytonosan fogyva, nem
valhatik kisebbé barmely megadhatondl, hacsak az a két egyenes nem
metszi egymast.

2. Ha (a 24. dbrdban) z nem foglalja magidban y-t: akkor
2~y gsem foglalja magdban y-f-v-t. Ez Fukripes axiomédjanak harma-
dik része ; ugyanis [a szogeknek] ugyanaz
az Ogszege ugyanannak az egyenesnek vég- N\
pontjainal kilonboz6 mddon van elosztva.

3. Ha ( (23. dbra) a t id6 vége elétt
az egész térnek valamely megadhatd, eset-
leg végtelen alkoté részét oleli fel (a
melybe azonban nem esik belé az egye-
Desnek egyetlen olyan ponija sem, mely
@-n tal jobbra van), és a ¢ id§ végével (1 !
maga az egész térbe megy dt: akkor a 0% 4 buas
térb6l az, a mi C-n kiviil megvan, a
1d6 vége elétt sohasem foglalhat magaban olyant, a mi absolute
egyenls azzal a C-vel, a mi ugyanakkor van. Ugy latszik, mintha
®zen a modon két minden iranyban végtelen tér keletkeznék, a me-
lyekhsl ama félegyenesen kivil semmi mas pont nincsen kizdrva,
haesak nem Hukrmss XI. axiomaja érvényes (a mint majd alabb latjuk).

II. A quantitativ axiémdk.

1. Ha A-nak vannak teljesen egyenlé fele részei: akkor mem
lehet sygmtalan egyméstol teljesen elvalasztott olyan fele része, a
Mely az elgbbickkel teljesen egyenld.

2. Semmi A-nak nincsen szamtalan olyan teljesen elvilasztott
'8z, a mely mindegyike teljesen egyenls A-val.

s | : A
3. Ninesen olyan A, hogy (midén n-—oo) orox magdban foglal-

hatng magat az A-t (agy a hogy van) csak is hidnyédval.

III. Az eltérés axiémdja.

y Ha ket egyszerli, egyenletes, mindkét felé végtelen, a sikban
8YMdst metszd vonal nyildsa (azaz a metszéspontjuknal levd szog) a
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t id6 vége elott mind a két oldalon ugyane vonalak alkotta valamely
allandé szognél nagyobb marad: akkor a t-t a végén hatarolé oszt-
hatatlan idéponthan az egyik nem ugorhatta 4t a masikat.

IV. A hasonlésdg axiéméi.

Egyetlen gomb sem kiilonbozik mds tulajdonsagban barmely
mas gombtél, mint nagysdgiban és helyében.
Vagy ugyanazt mondhatjuk a tér bdrmely két pontjirdl.

Ezek kozil [az axiomdk koziil] barmelyiket is tételezziik fel, a
XL axiémét teljes szigorusdggal be lehet bizonyitani. Vagy ezek egyi-
két, vagy egy valamelyikiikkel egyenlé értékiit kell alapul felvenniink,
vagy pedig mds abszolut geometria nincsen, mint az, a mely az
Appendixben meg van éllapitva. Ez minden esethen feltétleniil igaz,
a mi nagybecsti dolog és még jobban megbecsiilendé; mert a fel-
dllitott axiomak egyike sem olyan egyszert, mint a geometria tobbi
axioméi. Ha tehat a felallitottaknak egyikét sem soroljuk az axiémak
kozé, akkor is lesz geometridnk ; csakhogy w értéke mindig hatérozat-
lan marad. Az igazsig tiszta forrdsa az orokkévalosdgban van, és a
sirok éjszakdjan 4t csalogat benniinket a vildgossagra; mert halando
ajakkal nem szabad beldle sziiresélniink.

Mindamellett sziikséges, hogy a geometridban valamely quan-
titativ axiomat vegyiink fel, t. i. olyant, mely elrejtve megvan azok
kozott az axidmék kozott, a melyek az egésznek a részhez vald
viszonydt fejezik ki. Hz pedig a kovetkezd :

A térnek bdarmely minden oldalrdl hatdrolt alkotd része meg
felilete is, ha egydltaldban mennyiség, véges mennyiség. Ebhol
kovetkezik, hogy a megfeleld respectiv mennyiséyek is végese.

Létni, hogy ez mintegy utat nyit a quantitativ axiémak vala-
melyikének bevezetésére. De bérmint is legyen az, legyen szabad roviden
bemutatnunk, hogy az emlitett [axiémdk] mindegyike segitségével,
kevés téle fiiggetlen alaptételt tételezve fel, hogyan lehet bebizonyitani,
hogy u = R.

a) Az 1. 2. axiémabol ez kénnyen a kovetkezd modon foly-
Ha ugyanis (a 24. dbrdban) u+v<2R: akkor, ha ezeket a szogeket a D
pontnil egymas mellé rakjuk, nevezziik a maradékot y-nak. Fla mar
mostan az y szog szdrdnak valamely tetszés szerinti £ pontjabol egye-
nest hizunk c-ig, nevezziik azt a szoget, melyet fc a cd-vel alkot, z-nek,
és rakjuk fel c-nél, z felett a v suzoget. Szembetiing, hogy 2z nem
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foglalja magéban y-t, és igy (az axiéma szerint) z-+v sem foglalhatja
magaban y-u-t. Ebbol kovetkezik, hogy metszés jo létre, ha a belsé
szogek w és v+3z, és még inkdbb torténik az, ha v-+-2 helyébe a
kisebb v szoget teszsziik.

b) A mi a tobbicket illeti, vizsgiljuk (a 25. dbriban) az AB-re
ugyanabban a sikban merdlegesen 4ll6 RUa egyenes végpontjanak
utjat. Vegyiik fel a-t6l kezdve, ettél akér jobbra, akar pedig balra
ennek az utnak, a melyet L-nek akarunk nevezni, egymdsra kovetkezd
egymas kozt egyenld ab, be, ¢d stb. részeit, és huzzuk az ab, be, cd
sth. egyeneseket. Nyilvédnvalo, hogy akkor egyenl$ szdrmazdsa miatt
valamennyi x szog egyenldé. De, minthogy semmiképen sem bizo-

a b C [ a
= x L3 3 L ~x N a
z, / . ZT| NSl o
«—r RSN RN Rt
o & for o
L. H ’
9 %) o D tl € B
25. 4bra. 26. 4bra.
nyos, hogy az a, b, ¢, D,... pontok ugyanabban az egyenesben van-

nak, az a kérdés meriil fel, vajjon x derékszog, tompa szdg, vagy
hegyes sz0g-e ?

1. Ha = derékszog volna: akkor L-nek az a pontja, mely
AV (26. abra) € felezd pontjdnak megfeleldleg szarmazik, szintén
az ab egyenesnek ¢ felezd pontjaba esnék. A € és ¢ felezé pontokat
OsszekotG egyenes ugyanis a mindkét felsl valé egyenls szdrmazas
miatt @, valamint ¢ mellett is mind a két felé egyenld szogeket, tehat
derékszijgeket alkot. Ha mér mostan az L vonalnak az a pontja, a
mely a G-ben emelt és az o-val egyenlé merélegeshez tartozik, p-be
Vagy g-ba esnék: akkor az els¢ esetben volna a — b-+k-+h, és igy
A>R; mert x=k+h=R volt. De ugyanannak az a-nak R-nél
kisebbnek is kellene lennie; mert az R-rel egyenld p kiilsé szig
hagyobb az a belsé szognél, a mint majd azt a maga helyén fiigget-
lenii] bebizonyitjuk. A masodik esetben azonban lenne i = h, és igy

1<R, noha a kilsé szog i>p = R Ebbol azutin az is kovetkezik,
hogy aQ( = G,
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Hagonléképen az ac egyenesnek felezd pontjaba esnék az L vonal-
nak az a pontja, mely az UAC egyenes felezd pontjanak megfelel, és
vildgos, hogy ez, ha mindegyik felerészt ujbol feleziink, vég nélkil igy
folytatédik. Ekkor azonban az L vonalnak semmi olyan az a-ban kezdsds
folytonos része nem lehet, a mely az ab egyenes felett vagy alatt
van. Ugyanis 2a és valamely olyan egyenes kozott, melyet az emli-
tett, az a-ban kezd6dé vonalnak (melynek a-t kivéve, minden pontja az
ab egyenesen kiviil van) barmely pontjabél merslegesen boesatunk
QAB-re, ugyanannak a vonalnak szémtalan olyan pontja volna, a
mely az emlitett felezés révén szdrmazva, az ab egyenesben van.
Ily moédon tehat az L vonal azonos volna az abed... egyenes-
sel (25. 4bra). Ebb6l majd az aldbbiak segitségével kénnyen kideriil
minden.

2. Ha azonban x hegyes szog vagy tompa szdg volna: akkor az
abed ... vonal egyenesekb8l Osszetett olyan vonal lenne, melynek
ab, be, ¢d... kozei mind a két felé egészen a végtelenig egyenlk,
és melynek minden koze a megel6zével és a red kovetkezdvel ugyan-
azon az oldalon egyenld szigeket alkot. Ha <<}, az ab és be egyenesck
alkotta alsé sz6g < 2R; ha azonban x>R, mindeniitt a felsé szog
< 2R. Bebizonyithaté azonban, hogy az >R eset nem lehetséges ;
mert akkor az a?B 4tlot meghtizvan, két olyan haromszog keletkeznék,
melyek szogeinek Gsszege nagyobb 4/3-nél, és igy volna olyan hérom-
sz0g 18, a mely szogeinek Osszege >2R (minthogy az, a mi nagyobb
4-nél, nem oszthato két részre ugy, hogy egyikik sem >2). Hogy
ez azonban nem lehetséges, az tébbféle modon fiiggetleniil bizonyit-
haté be. Elég azonban, ha most azt az abed. .. vonalat ugy vessziik
fel, hogy minden szoge a 21#-nél kisebb ; ezt a vonalat nevezziik A-nak.

3. Vildgos, hogy a 4 vonalnak nincsen egyetlen olyan koze sem —
példa gyandnt szolgaljon ¢d — mely a jobb oldal felé meghosszabbitva,
metszené A-nak azt a részét, mely AB-nek a € ponttél balra esd
pontjaiban emelt merélegesek révén keletkezett, vagy pedig valamelyiket
a tovabb balra esé merdlegesek kozil. Az emlitett merélegesek ugyanis
valamennyien mindennel egyiitt, a mi kozottiikk van, a siknak arra
az oldaldra esnek, a mely Cc-t6l balra van, és igy, hogy a szoban
levé metszés letre_]oheqqen a ¢d egyenesnek ¢-n kiviil még masutt is
dt kellene mennie a G egyenesen. Elkor azonban ¢d redesnék ¢G-re.

4. Igy tehat egyetlen olyan Ge-nek, melyet A valamely szogé-
nek cstesabol, ¢-b6l AUB-re merdlegesen boesatunk, és a mely bizo-
nydra magit a szoget felezi, ¢-n kiviil A-val (vagy L-lel) semmi
kozos pontja nincsen. Ha a ugyanis /Z-nak még egy p pontja kozos
volna Gc-vel, ez a p az AB-nek valamely E-t61 kiilonbozé pontjéi-
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ban emelt mer6legeshe esnék, és ha p egyszersmind Ge-be is esnék,
két ugyanarra az egyenesre emelt merdleges taldlkoznék egymdssal.

5. Nevezziik (a 27. abraban) az ab, ac, ad stb. egyeneseket,
melyeket ugyanabbdl az a ponthol egészen a A vonal kozeinek vég-
pontjaiig huzunk, Q, Q', Q",...-nak, altalanos neviik pedig legyen Q;
legyen tovabbd @ a A vonal annak a szogének felezdje, mely a
mellett fekszik, és igy az a-n atmendé az az egyenes, mely mero-
leges AB-re ; az abe szog = bed = cde sth. Kérdés mar mostan, hogy
tekintettel valamely (Q-ra merre esik a 4 vonalnak kovetkez$ koze ?
El8szor is mindjart be az ab ala esik, mert (a 104. o. szerint) a szoget
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217. ébra.

{t. 1. abe-t] két derékszognél kisebbnek vettik fel; ¢d tovabba O
ald esik ; mert kiilonben vagy ('-ba, vagy pedig a Q'-n félil kellene
esnie. A ()'-ba nem eshetik ; mert ez vagy a c¢-n belil, vagy pedig a ¢-n
tal, példdul f-ban torténnék. Az utébbi esetben azonban a bef szog
hagyobb volna 2R-nél, a mésikban pedig (ellenkezésben a 104. oldalon
mondottakkal) ¢d metszené A-nak el6bb szérmazott részét. Ugyanaz
torténnék, hogy ha ¢d a Q'-n folil esnék, minthogy ennek ¢b és ()’
k626t kellene megtorténnie; mert ha a c¢b-n kivil esnék, a [bed]
820g nagyobh volna 2R-nél.

Ha ugyanezt a bebizonyitdst mindig tovabb alkalmazzuk, ki-
tlinik, hogy minden kévetkezé koz aldja esik annak az egyenesnek,
Melyet q-bol kezddpontja felé huzunk.

6. Ha tehdt O-t a koril bede. .. mentén mozgatjuk, mig Qa-ba
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jut, akkor valéban a A vonalnak mindig tavolabb és tavolabb esd pont-
jaba ér; még pedig egy darabig metszi A-t, mig ellenben a-t (a
104. o. szerint) [ab-n kiviil] A-nak semmi [méds] kéze nem metszi. fgy
tehdt ugy, mint fentebb (97. 0.), van bizonyos olyan Q' egyenes, mely
a A vonalat elészér nem metszi, de a melyen beliil barmely Q — ha
még olyan kicsiny z szoget is alkot Q'-val — a A vonalat metszi.

Ekkor azonban nem térténhetik meg, hogy a A vonalnak vala-
mely koze (pl. ¢d), ha azt jobbra barmennyire is meghosszabbitjuk,
a Q' egyenest valahol (pl. i-ben) messe. A meréleges ugyanis, melyet
valamely bdrmeddig meghosszabbitott koznek valamely tavolabb (jobb
felé) esé pontjabol bocesatunk, szintén mindig tdvolabbra esik; mert
¢ a Dd merslegestél jobbra esik. Kp ugy a de egyenesnek meghosz-
szabbitdsa is az ¢€ merdlegesen keresztiil a jobb oldalra megy ét, és
mindegyik ennek az egyenesnek az e¢E-t6l jobbra esé pontjabol boesé-
tott mercleges hasonloképen eE-t6l jobbra esik, ép ugy mint az olyan
merdleges is, a melyet annak az egyenesnek bérmely pontjabol boesa-
tunk, mely az uj merdlegesen keresztiil megy 4t a jobb oldalra.

Ha tehat az i metszéspont létrejonne, az egész def... [vonall a
b pont kivételével az adi haromszog belsejébe esnék. Igy tehat [annak
a vonalnak] minden pontja és minden az ilyenbdl az QUAJ-re bocsdtott
nemz6 merdleges az a2l és i3 merdlegesek kozé esnék, és i3-n tal
nem volna t6bbé egyetlen nemz8 meréleges sem. Ugyanaz érvényes,
barhova is essék i; s6t még akkor is, ha abebef... az UDB felé dom-
bortinak mutatkoznék (a mirél emlitettiik, hogy lehetetlensége konnyen
kimutathato). :

7. Ebbdl azutdn vildgos, hogy bérmilyen kicsiny is 2z, példaul

ha 2z < %, hol 7 valamely tetszés szerinti nagy egész szdmot jelent,

a z sz0g szaral kozbefoglaljak valamely dlland6 g szég szarait még
akkor is, ha ezeket a végtelenbe meghosszabbitjuk. Ha tehdt ¢-t
a osuesdbol kiindulva n egyenld részre osztjuk : akkor mindegyik ilyen

n-edrésznek szérai is kozbefoglalnak egy-egy ¢-t a végtelenbe meg-
hosszabbitott széraival egyiitt, és mindezek a ¢ szigek teljesen el lesz-

nek egymdastél valasztva, ha mindegyik q-~ -ben 1gy veszsziik fel a

4

2 << = q -, hogy z-nek a ¢ szig csicsabol knndulo szarai a ') 8208-
nek szdrai kozé essenek.
E szerint az ajanlott (II. 2) axioméval nem egyeztetheté meg
hogy az w sz6g magyobb vagy kisebb R-nél. Igy tehat u derékszog.
8. Ha tehdt (a 25. abrabol kivett 28. abrdaban) aA=0V és az
A, a, B, b mellett fekvo szogek derékszogek : akkor az a+y és '+
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valamint a 3, ' szogek (melyeket vdlld szdgeknek neveziink) egyenldk
ép tgy, a mint egyenlé valamely Fkilsd szdg, példdul " a szemben
fekvo belsé sziggel, [3-val; tovabbd, ha birmely a?B egyenes metszi
ADB-t és ab-t, a belss szogek Osszege egyenlé két derékszoggel. Ugyanis
az AaB és HBa derékszogli haromszogek (a mint majd az a késdb-
biekbdl ettél fiiggetleniil kittinik) egyen-

16k ; mert atfogéjuk kozos és az a%l

! ]
befogd egyenlé a 0B befogdval. Ezért Ty S R R
b Lk o
o =l e = I
és minthogy = B"-vel, t. i csucs-
szogével, egyszersmind B" = B’. Mint-
hogy tovabba
. Neidles..
18/1_"_1/_}‘a = QB, v R;/ ‘{ﬁ ')r! ‘,
| D3]

ebbdl kovetkezik, hogy
,3'+}/+0! —9R. 28. 4bra.

9. Ebbdl ismét kovetkezik, hogy ha béarmely haromszog csuesin
4t olyan vonalat szdrmaztatunk, mint az elébbeniben (29. dbra): akkor

V=7 e P,
a+p+y=a+p'+y =2h.
10. Ebbdél azutan folyik, hogy
0+y = B+a+y = 2R,
0 =a+p,

azaz, hogy ha barmely haromszogben valamely oldalt meghosszabbi-
tunk, a kiils§ szég egyenlé a két szemben fekvo belso szog Osszegével.

11. Ebbél mar mostan konnyen kovetkeztethetd, hogy akkor,
a mikor a belsé szogek
Osszege < 2R (30. dbra),
az egyenesek metszik egy-
mast. Ha ugyanis

Utp+w+tq = 2R

és ezért

és igy

b

6s Bb az elss egyenes,
mely AG-t nem metszi:
akkor, ha Qd-nak vala- 7
mely tetszés szerinti a 29. fbra. 30. fbra.
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pontjébol egyenest hizunk B-ig, (9. szerint) az AaB haromszognek
a-ndl fekvo szoge egyenld

2R—u—p = u+p+e+q—u—p = o+q

-val, és igy mindig > ¢. Hogy ez helytelen, vildgos (a 31. dbrabol). Ha
ugyanis o' =, ép ugy B'=f és igy tovabb folytatva, minden a
B-bél kiindulé uj oldalnak megfeleléleg egy’ ennek végpontjabol
kiindulé egyenldt vesziink fel QUd-ban: akkor egyenlészari hérom-
szogek keletkeznek, melyek vég nélkiil kovetkeznek egymasra. Ezekben

=0 e =l

Ha tehat a 2, 2/, 2”,... szogeket altalanosan z-nek nevezziik: akkor
2-—0. Hogy t. i. az egyenlGszard héromszig alapja mellett fekvo
szigek egyenlék, azt majd aldbb ettdl figgetleniil bizonyitjuk be.

4 A

31. 4bra. 32. 4bra.

12. Nyilvédnvalé, hogy az el6bb eldallitott L (a 70. oldalon
adott értelmezés szerint) parhuzamos AB-vel, és ha az emlitett axiomat
bevezetjiik, vilagos, hogy az ab egyenes nem metszi az AV egyenest,
de minden az a-n 4tmend mds egyenes metszi az AP egyenest,
mihelyt az egyik oldalon a belsd szogek oOsszege < 21, és ugyan-
azon a moédon nyilvanvalé, hogy barmely ponton it barmely egyenes-
hez feldetheté péirhuzamos, még pedig csak egyetlen.

13. Ha tehit az A, B egyenesek (32. abra) egymist a p pont-
ban metszik: akkor, barhol is legyen az A-val parhuzamos A, B
a A'-t is metszi. Vegyiink fel ugyanis olyan egyenest, mely p-t osszekoti
A" valamely tetszés szerinti q pontjdval: akkor
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z-t+vt+u= 2R,
és igy
v+u < 2R.
Ha tehdat B-t p-n tdal és A'-t g-n t4l meghosszabbitjuk : akkor taldl-

koznak egyméssal.

14. Hasonloképen vilagos, hogy ha onmagdval parhuzamosan
barhova is (pl. B’-be) toljuk el B-t: akkor a A" és B’ egyenesek is
metszik egymast, és az elsé metszés alkalmdval 1étrejott z és & szogek
egyenlék a mésodik metszés alkalméval létrejott z és kb szogekkel.

a’,
/ v
/ |
/ I
/ 1
! I
I I
/I :
/ ;
/ |
/ |
1 1
/ |
) |
1 7
, 1
/ |
|
/I Y
I
/I |
' [
/ ]
/ I
1 1
|
lk\"*. s
'I' bt S 1 3b A
0 £ TR | 1p"
120y 3 “bw &
a a b
33. abra.

15. A fent mondottakbdl azonban az is kovetkezik, hogy, hacsak
nem w= 1 (97. o.), valamely még oly kiesiny v szognek a vég-
telenbe meghosszabbitott szarai kozé helyezheté barmely a négy
derékszognél akdrmennyivel is kisebb szog a végtelenbe meghosszab-

bitott szaraival egyiitt.
Ugyanis (az 106. o. szerint) barmely kicsiny v szdgnek szdrai
)

S R 1 P! :
kozé bizonyos b — — szdg helyezhetd, hol It derékszdget és n vala-
mely egész szdmot jelent; s6t még akkor is, ha v = 3 b. Torténjék
ez a v =10 szog csuesatol d tavolsagnyira. Innen huzzuk az abed. . .
polygonalis vonalat (33. dbra), melynek minden kéze = d és minden

8z0ge (értve a két derdkszognél kisebbet)

—9R—1b.
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Legyen o az ab koz folytatdsa, mely be-vel L1b nagysagi szoget
alkot, és huzzuk b-b6l a bb’' egyenest, ¢-bdl a c¢’ egyenest, d-bél a
Dd' egyenest stb., melyek mindegyike a b, ¢, D,... pontokban kez-
d6dé kozokkel egy-egy 3 b nagysdgu szoget alkot, ugy hogy mindegyik
llyen ;b nagysigu szog szdarai kozé a d tdvolsagra az 1b41b =10
sz0g legyen helyezve. Ha tovabbd azt az egyenest, mely valamely
koz kezdbpontjabol kiindulva, ettdl a koztél jobbra esik és vele
bizonyos p szoget alkot, valamely gordg bettivel jeloljiik: akkor
jeloljik az ugyanannak a koznek végpontjabol kiindulé egyenest,
mely a koz folytatasdval a p-vel egyenld kiils§ szoget alkotja, a
kivetkezé gorog betiivel. Igy példdaul 2 alkotja a be koz folytatasaval
az 3 b szoget, 7 alkotja a ¢d koz folytatdsaval a 2-1b szbget, O a
de koz folytatésaval 3 -3 0b szoget és igy tovabb, mig gorog betiivel
jelolt olyan egyenesre jutunk, mely a megel6z6 koz folytatdsdval
a (dn—1)-3b szoget alkotja, és igy a kovetkezd kozzel a 4n -1 b=2R
szoget. P

Vildgos, hogy a sikban /3 a &-n foliil, 7 a 3-n f6liil, 0 a 7-n folil és
igy tovibb mindegyik kovetkezd az 0sszes megelézékon folil esik; sot,
ha a gordg betlivel jelolt egyeneseknek esak azt a részét tekintjiik,
mely a bede... vonaltél jobbra esik: akkor mindegyik valamennyi
megeldzon foliil esik, és az sem metszi &-t, mely a kovetkezé
kozzel a 2R-nyi szoget alkotja, és igy ugyanabba az egyenesbe esik,
mint az. Tehat ez az egész, mindkét felé végtelen egyenes a v =10
sz0g szarai kozott lesz ; mert b6’ az ad'-n, ¢’ a bﬁ'-n, D" a cc’-n stb.
beliil esik. :

Ebb8l azutén kovetkezik, hogy bérmilyen kiesiny is az A, B
egyenesek alkotta v sz0g (34. dbra) ennek barmelyik A szérdra olyan
meréleges dllithaté, a mely barmennyire meghosszabbitva, a bér-

mennyire meghosszabbitott ma-

¢ sik B szart nem metszi. Legyen
\ ugyanis G olyan egyenes, mely

b az el6bbiek szerint, még ha
\ mindkét felé is végtelen, a

szognek az ezen az oldalon a
végtelenbe meghosszabbitott szé-
4 a rai kozott marad, és bocsdssuk
34. fibra. (nek bérmely p pontjabol pg-t

merélegesen A-ra: akkor majd
ez ugyanarra az oldalra esik, a melyre C esik; mert, ha a masik
oldalra esnék, olyan héromszog keletkeznék, melynek egyik szoge
derékszog, egy masik szoge pedig tompa szdg, t. i. a v hegyes sz08-
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nek a mellékszoge. A pq-nak folytatdsa pedig atmegy (-nek masik
oldalara, mely hasonloképen egészen foglaltatik a o sz0g szdrai
kozott.

Ebb6l azutan kovetkezik, hogy (a 35. abrdban) a 2v szog szérai
kozé (a mely ~—0, ha v-—0) nemesak az egész ¢¢' merdleges helyez-
heté, hanem, ha a'c¢=ac, a 4R—2u-vel egyenld b'a’f szdg is a
végtelenbe meghosszabbitott széraival egyitt.

Ha tehat ba-t a koril ac felé mozgatjuk, mig ac-be, ér és miel6tt
ab az ac-t eléri, mindig ugy vesszitk 61 a'-t, és olyan szog alatt,
a milyent ab az ac-vel alkot, a'b’-t, hogy a'b’ és ab egymist ne
messék: akkor vizsgaljuk
mindig azt a teret, a mely,
ha az egész idomot aq’
koril forgatjuk, ab utjatol
balra esik és azt, a mely
az a'b’ utjatol jobbra van.
Ilyen modon a térnek bar-
mely olyan s alkotd része,
a melynek (legalabb is az R
a ponton kivil) semmije
sem kozos az ad' egyenessel, nyll\mnvaloan valamely a bal oldalon
szarmazott olyan térben foglaltatik, a melyre nézve v kisebb minden
olyan szdgnél, a melyet a-bol s-nek barmely pontja felé huzott
egyenes aa’-val alkot. Ha mar mostan a'-t elég tdvolra eltoljuk :
akkor az olyan w-re nézve, mely a masik v-vel egyenld, eldall egy
mésik s is, a melynek az elébbivel semmije sem kozos. Ebbél vildgos,
hogy miképen alkalmazhato az (L. 3. alatt) felallitott axiéma. Mind-
azonaltal nem szdrmazik két tér; mert, midén ab az ac-be ér, létrejon
ugyan az egész tér, de a a’' [pont a végtelenben eltiinvén, az idé-
nek utolsé oszthatatlan pontjaban sehol sem taldlhaté tébbé. Meg-
eléz6leg ugyan minden pont benne foglaltatlk a bal oldali térben,
de a vége elétt az egész sohasem.

16. Xp ugy konnyen bizonyithato be a kovetkezd :

1. Az egyenletes [ vonal (103. o.), hacsak nem egyenes, az
abed . . . vonalon kiviil terjed el és evvel (27. dbra) csak az q, B, ¢,:D
bontjai kozosek, és ebbdl nyilvanvalova valik a IIL axioma alkal.
mazasa., Valoban azok kozil a szogek kozil, a melyeket a ()-knak
also folytatdasai L-lel kiviilrél alkotnak, az alsé kozeledik az « hatér-
hoz, a felss pedig a 2/'—a hatdarhoz (hol R’ jelenti azt a szoget,
a .melyet az aQ egyenesnek folytatasa alkot L-lel), és mind a kettd
mindig nagyobb marad e-ndl. Az alsé folytonosan novekedik, a felsd
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pedig folytonosan fogy, és szembetiing, hogy a szégek minden (-nak
mind a két folytatiasa mellett egyenldk.

2. Ha AB-t A koriil felfelé mozgatjuk: akkor ott azonnal
metszi az L vonalat, ép tigy, mint minden olyan egyenes is, mely a és U
kozott az aRl-ra merdleges. Az ilyen pedig mindjart 2 utan mind a jobb
oldalon, mind a bal oldalon metszi magét az L-t, mind a két oldalon
egyenld szogek alatt, melyek az emlitett o hatartél kezdve fogynak,
és egy ideig valamely adott allandéndl mindig nagyobbak maradnak.

3. Ha a megmarad a helyén és QU az a2l-ban mindig tovibb lefelé
egészen a végtelenbe tavozik az AV merdlegessel egyiitt, ha tovabbi
minden egyes AV felett az aA merdleges segitségével eldallitjuk
az L vonalat, és azt a szoget, a melyet az [ vonalat elészér nem
metszé egyenes a%l-val alkot, dltalanossdgban w-nak nevezziik, és
minden 2A-b6l, mint kézéppontbél az aQ radiussal kort irunk le:
akkor u-—0; mert kilonben az egyenes a szégnek bizonyos nagy-
sdga mellett a barmennyire is elmozditott merdlegest metszené. Az L.
vonalak tovabbd, melyeknek csupin csak a a kézés pontjuk, alabb
szdllanak, de a korok, a melyeknek ugyanaz az a az egyetlen kozos
pontjuk, folytonosan emelkednek és ugyanahhoz a bizonyos geometriai
batédrhoz kozelednek. Hogy ilyen létezik, valamint az a forgasi
feliilet is, mely e vonalnak a?l koriil valé forgasa révén keletkezik,
6s hogy ez a két alakzat egyenletes, az bizonyos; még pedig, ha
Evkumes XI. axiéméja igaz, az emlitett vonal egyenes és a feliilet
sik. Minden esetben azonban mind a vonal, mind a felilet « teobcn
egyértelmiien van meghatarozva.

Az emlitett vonalat valamely pont folytonos mozgasaval a kovet-
kez6 moédon irhatja le. TLegyen (a 36. dbrdban) eleinte wu = R, és
mozgassuk ab-t a koril egészen
ac-ig. A mint b az e ivben valamely
utat ir le, ennek ott valamely ¢
pont] felel meg oly mddon, hogy
az ebben emelt meréleges az elsé
merdleges], a mely nem metszi
az ab egyenest; és hogy ha ca' = o
akkor a'b’ is az az egyenes, a mel}

9 e elészor mern metszi ab-t. A mint

a b pont az « ivbhen tovabb mo-

z0g, a ¢ pont is, a-t6l kezdve, mindig tovabb mozog; mert «
minden belsébb pontjénak megfeleldleg van egy ¢, még pedig egy
mindig tédvolabbra esé. De a-t6] kezdve egyik ¢-n til sincsen olyan
pont, a melynek nem felelne meg «-nak bizonyos pontja; még
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pedig mennél tévolabbra esik az a pont, az a-nak anndl beljebb
esd pontja felel meg neki. Ha ugyanis ab az az egyenes, a mely
¢f-t eloszor nem metszi: akkor majd minden beljebb huzott egyenes
metszi ¢p-t, és igy annak a merélegesnek, melyet ez nem metsz,
tdvolabbra kell esnie. Ha pedig volna olyan ¢, a melynek nem
felel meg o-nak valamely még beljebb es6 pontja: akkor az a-ban
allitott merdleges volna az els§ egyenes, a mely a cp-t nem metszi,
és ekkor az ac egyenesre vonatkozolag igaz volna Euknmms XI.
axiomaja, és azutdn valamennyi t6bbi [egyenesre] nézve is konnyen
be volna bizonyithaté. fgy tehat c¢-t a-t6l kezdve tigy mozdithatjuk
el tovabb, hogy, midén ab az a koril mozog, 6és igy b az a-ban
mozog mindaddig, mig u (mely eleinte = R volt) a 0-sal nem valik
egyenldvé, c¢p mindig olyan legyen, hogy ab az elsé egyenes, a mely
azt nem metszi. Ha ugyaneze-
ket q'-ra alkalmazzuk, akkor
a’-t ugy mozdithatjuk el a-bol,
hogy az ab és a’b’ koziil mind-
egyik legyen az az egyenes, a
mely a mdsikat el6szér nem
metszi.

Ha méar mostan ab-t (37
abra) mindig wugyanabban a
sikban a koriill mozgatjuk a2
felé, mig w (mely eleinte — R
Volt) a 0-sal nem vilik egyen-
16v6, és o kizben ab-ben a b’
bont mindig ugy mozog tovibb, 37. 4bra.
hogy o mozg6 ab-ben mindig
47 u-nak megfelels, elobb jellemzett helyet foglalja el: akkor az az
ut, o melyet b’ ezen Osszetett mozgasa alkalméval leir, a szdban
levd vonal.

A t6bbi pedig, a mi ezen feliil van, onként kovetkezik, valammt
4% is, hogy mi déntené el a dolgot, ha valamelyiket a tobbi fel-
iilhtott axiéma koziil vennék fel alapul; de nem érdemes ebhél tébbet
felhOan mert az Appendishen, mely megérdemli, hogy a tiszta
1g&zxsag minden hive elolvassa, az egész kérdés magasabh szempont-

0l, g dolog mélyébe haté bepillantdssal van targyalva.

a

Stiiclel ; Bolyai Forkas és Bolyai Janos. Il.
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V.

Az arithmetika és a geometria fai,

melyeknek gyckerei ossze vannak néve és korondi osszeérnek.

A kiilsé és belsé képzetekrél absztrakezié tutjan jutunk mind-
annak végsé helyeihez, a mi a kiilsé vildghan megvan és a mi a
kiils6 és belsé vilaghan torténik. Ezek a TER és az IDO, a melye-
ket részint kilon-kilon, részint pedig egyiittesen szoktunk vizs-
galni. Ha t. i. a kiils6 vilagban valamely testet abb6l a helybdl, a
melyet elfoglalni latszik, egészen eltavolitunk, és kérdezziik, hogy mi
az, a mi hétramarad és a mi ezen tul van, szdrmazik a tiszta ter
szemléleti képe, és ugyanabbdl, a mit kiilonb6zé helyeken észleliink,
vagy pedig kiillonb6z6kbol, a melyeket ugyanazon a helyen észleliink,
vagy pedig kiilonhozo képzetekbdl, melyek ugyanabban a képzeteket
alkoté alanyban felmeriilnek, szdrmazik az idd szemléleti képe.

A-bél és olyan nem-A-bol, a mely A-bél vald, szarmazik a
rész fogalma; meg a kontinuumé, ha a részeknek van olyasvalamijiik,
a mi bennik kozos. Ha A-t osszehasonlitjuk B-vel, szdrmazik az
(abszolut és respectiv) eqyenldséq. Az egyenloséghol és a részbol szar-
mazik az (abszolut és respectiv) mennyiséq.

Mennyiség mennyiséggel kapesolatban redvezet a homogeneitdsra
és a nagyobb és kisebb fogalmdra. Ha innen visszatekintiink az idére
és a térre (melyek koziil az elsében a nagyobb mennyiségnek tobb-
lete legottan felismerhetd, mig a térben ez gyakran mésképen van),
az a gondolatunk tdmad, hogy minden mennyiséget az idd egyszer
alakjdra vezessink vissza.

s ilyen, t. i. az IDO alak- Fzeket elérebocsatva, a tissta
jdra viszszavezetett mennyiség az  TER a GEOMETRIANAK TAR-
ARITHMETIKANAK TARGYA. GYA, a melyben, ha sziikséges, a%

arithmetikiaban levezetett igazsi-
gokat alkalmazzuk, ugy hogy mind
a két testvér-fa, melyeknek gyokerei
ossze vannak néve, egyik a mi-
siknak segitséget nytjtva, a Tér €8
1d6 6rokkévals hézassdganak fé-
nyes palyal kozott az ég ren-
geteg magassagdban korondjaval
Osszeérjen.
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L. A mennyiség a mindséygel
kapesolatban (. i. bizonyos meg-
hatdrozds mellett) létrehozza a
pozitivot és a mnegativot (majd
pedig a képzetest is).

II. Ha a P és () mennyiségek
bizonyos meghatdrozassal vannak
megadva : akkor abbdl az ered-
ménybdl, melyel bizonyos feltétel
mellett nyerink, szarmazik az S
0sszeg. Ha pedig S-bél és P-bél
ennek (drsdt keressiik, keletkezik
P-nel; S-t6l vald kilonbsége.

ITT. Ha S-nek S'-t61 vald Fii-
lonbsége, tovabba S'-nek S”-t61
val6 kiilonbsége és igy tovabb
rendre ugyanaz: akkor szarmazik
az S, S, S", 8"'... arithmetikai
sor.

Bs ha az ilyen fajtéja U sor
0O-sal kezdédik és barmely tagja-
nak a kovetkez6tél valé kiilonb-
8ége = y: akkor ebbdl ered a
$2dm wu-ra nézve. I's ha valamely
llyen fajtaju V sor szintén O-sal
kezdsdik és barmely tagjanak a
kbvetkezstsl valo kiilonbsége = v,
‘?S V-nek 0-4t egyidében gondol-
Juk U-nak 0-dval, és akér U-nak,
akir pedig V-nek minden kovet-
kezs tagjat egyidében gondoljuk
avval, a mely a mdasik sorban
kﬁwtkezik: akkor ebbél az egy-
1d6hen gondolt tagoknak azonos
S2dmbeli elnevezése ered, U-ban
u"”af V-ben pedig wv-re
Nézye,

IV. Ebbl kiilonbozs kérdések
erednek. Bgyehek kozt pl. az, vajjon

Szdm-e¢  A-ra nézve? Ha nem

nézve,
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I. A tiszta térbdl elészor is
szarmaznak a felillet, a vonal, a
pont, az alakzat és a metszés.

II. Ha wisszatérink a kulsd
vildgba és ugyanazt a testet ki-
16nb6z6 helyeken figyeljik meg:
akkor redjoviink a lkongruenczia
axiomdjdra és a geometriar moz-
gathatonak szerkesztésére, vala-
mint @ geomelriat mozgdsra (a
mely eszmei, de nem konkrét
egyesitése a térnek és az idének).

IIL. Visszatérés a tiszta térbe
a geometriai mozgathatéval. Moz-
qds nyugalomban levd nélkil (a
mozgds elsd faja); mozgds nyu-
galomban levivel ; nyugalomban
levd egyetlen ponttal (a mozgds
mdsodik faja) ; nyugalomban levd
két ponttal (a mozgds harmadik

faja).

IV. A térnek elsdsziilott gyer-
meke a pont, azutdn kovetkezik
a gomb, mely mintegy kozepe a

S*
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[szam], vajjon van-e olyan u, a
melyrenézve mind A, mind B szdm?
Es ha van ilyen, akkor mi A-nak
és mi B-nek szambeli neve ? Ebbol
szarmazik B-nek A-val valé mé-
rése, a mikor A-t mértéknek és
B-t mértnel nevezzilk. Ts itt
szarmazik az inkommenzurabili-
tds fogalma is (mely mostanig még
csak subjective lehetséges), és ebbol,
ha u-t egyre kisebbed6nek gondol-
juk, a hatdrérték fogalma. Ha pedig
olyan a-ra és b-re akadunk, hogy
arra a kérdésre: milyen mértje
b az a-nak, a vélasz ugyanaz
mint arra, hogy milyen mértje B
az A-nak, ebbdl szarmazik a pro-
porezidé fogalma. Ha azutdn A-ra
vonatkozolag nem csak B-t, hanem
C-t is mérjiik, szdrmazik a {tirt,
és innen csak egy lépés, hogy
valamennyi homogén mennyiséget
ugyanarra az A-ra vonatkozdlag
mérjiik, a mely A-t egységnek
neveziink. A mi ennél kisebb, azt
valodi tortnek mondjuk és a mi
A-ra nézve szédm, azt egésznek ne-
vezziik.

V. Visszatérve IV.-re, ha ott
az egység A, és a-bol meg B-bdl
b-t keressiik: akkor azt mondjuk,
hogy a-t szorozzuk B-vel, és b-t
az A eqységre nézve az a és B
tenyezdl: szorzatdnak nevezziik.

Ha b-t szorzatnak veszsziik,
és az @ és B tényezbk egyikébol
a tényezo-tarsat kell meghataroz-
nunk: akkor azt mondjuk, hogy
b-t osztjuk avval [a tényezdvel],
melynek tarsat keressiik, és eat
[a tarsit] hdnyadosnak nevezziik.

Boryar Farkas, Részletek a Tentamenbél (1832)

két szélséségnek (a kiterjedés nél-
kiilinek és a minden irdnyban
végtelennek). A mozgas harmadik
faja révén a gomb gyermeke a
kor, és alkalmazva a mozgds tobbi
fajat, ezekbol szarmazik az eqienes
és az egyenesbdl és a korb6l a sik.

V. Huzzunk ugyanabbil a p
pontbol  valamely F [alakzat]
minden pontjdhoz eqiyenesekel.

1. Ha valamennyit [t. i. vala-
mennyi egyenest] ugyanavval (akar
1-gyel, akér valami méssal, de
nem a 0-sal) szorozzuk: akkor &
végpontok Osszessége redvezet &
hasonldsdgra és a homoldgokras
tovabba az ellenkezden eqyen
l6kre és a geometriai egyenldséy
altaldnos fogalméara.

2. Maguknak az emlitett egye-
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Es a szerint, a mint (IV-ben)
az egységet ~I--nak vagy — -nak
veszsziik fel, szérmaznak a vald-
sok +1-re nézve és a waldsok
—1-re nézve.

VI. Ha megesik, hogy a té-
nyez6k eqyenlok, akkor a szor-
z8shol és az osztdsbol szarmaznak
az (elemi) hatvdny, gqyok, loga-
Tibmus.

Tovabba az (4gy mint 1.-ben)
bizonyos meghatdrozdssal elldtolt
mennyiség, valos voltaval a —1-re
Vonatkoz6 szorzésra tdémaszkodva,
létrehozza a képzetest és a szor-
zésnak bovebh értelemben vett
fogalmét.

S6t az (elemi) hatviny és loga-
ritmug g kétlagunak [hatvanyra
Valé] felemelégse révén olyan so-
rokra vegzet, melyekbdl a halvdny
1¢s] logaritmus magasabb fogalma

neseknek dsszessége pedig (alta-
lanos értelemben vett) gila és a
p-nél csuesos alakzat a szignelk
altaldnos fogalmat szolgdltatja.

3. Azutén szérmazik a folyd
alakzat, melynél a sziq ki van
zdrva, és az ilyen, ha az eqye-
nes és a sik ki van beldle zdrva,
gorbe, melyhez az egyenest és
a stkol hozzdvéve, redjoviink az
érintd és a merdlegesség dltaldnos
fogalméara.

4. Ha (V.-ben) p-t a végtelenbe
eltoljuk, szarmazik a 0-sz2dg,
vagy az elsd nem-metszés; az em-
litelt eqyenesek dsszessége pedig,
ha azokat végeseknek és egyenldk-
nek veszszik fel, (altalanos és
azutdn még altalanosabb) hasdbba
megy at. Ha pedig F' egyenes és
az emlitett egyenld egyeneseket a
sikban egyenlé szog alatt vesz-
sziik fel, ebbdl szdrmazik a pdr-
huzamossdgnak altalanos fogalma.

VI. Egyszerii geometriai moz-
¢ds, azaz olyan, hogy barmely id6-
ben a (IIL-ban emlitett) harom
mozgds-fajnak csak egyike, még
pedig bizonyos, ha nem is [sziik-
ségképen] ugyanavval a szémmal
ismételten fordul el6. Az egyenes
és a sik IV. alapjan itt mar fel-
tételeztetnek.

Ha a mozgds két els6 fajaval és
azonkiviil mindig bizonyos szdmu
egyenest hozzévéve, leszdllunk
a stkba (és mindent erre korla-
tozunk), a stk geometridjdira ju-
tunk. Itt el6szor (a teriilet mell-
zésével) a  vonalakrdl, ezeknek
(vagy hidnyzé, vagy valamilyen
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ered, ugy hogy a képzetes is fel-
emelkedik a kitevébe.

VII. Mindezekbél, a melyek ugy
szolvdn - dezednnd folynak Ossze,
barmely mitveleteknek aldvetett
barmely mennyiségeknek bérmely
modon torténé Osszetétele révén
szdrmazik az 4 n. FUGGVENY
fogalma, melylyel kapesolatban
(4gy mint IV.-ben) kiilénboz6 kér-
dések erednek, a melyekbsl az
arithmetika fdjdinak KORONAJA
gerken. T. i.

Borvar Farkas, Részletek a Tentamenbél (1832)

szamban meglevd) metszéseirdl,
azutan pedig a teriletrol folyik a
tirgyalds. A planimetria a sz0
szoros értelmében wvett geometriai
szerkesztésnek mezeje.

Ha a mozgas harmadik fajat
is megengedjik és nem szorit-
kozva a sikra, a tér egészébe té-
riink vissza, a testek geometridjdt
nyerjiitk, a melyben a szd bdvebb
értelmében wvelt geometriai szer-
kesztés szerepel.

Megjegyzendé azonban, hogy
az emlitett egyszerii mozgdsnal
minden mozgds-faj elkiilonitve
megy végbe, és nincsen més tor-
vénynyel korldtozva, mint esak av-
val, hogy a mozgathaté adott
helyrél adott helyre jusson. Igy
tehdt a két elsé mozgds-faj, ha
ezeket a sikra szoritjuk, a kovet-
kezére vezethetl vigsza. Elészor
az ab egyenest magdval ragado
a pontnak mozgdsdra, mely addiyg
tart, mig a a p-be nem jul ; masod-
szor az ab eqyenesnek « sikban
a koril végbemend mozgdsdra,
mely addig tart, mig ab bizo-
nyos adott olyan egyenesbe nem
Jut, melynek eqyik végpontja a.

VII. AZ OSSZETETT ' GEO-
METRIAI MOZGAS, azaz olyan,
a melyben ugyanabban az idében
(az emlitett hdrom egyszerd koziil)
tobb faj van Gsszekapesolva, €és
a torvény is meg van adva, a mely
szerint a mozgds tartama alatt az
egyes mozgasfajoknak megfeleld
egyidejii utak kolesonosen egymds-
tol fiiggnek. Ebbol serken a geo-
metria fdjdinak KORONAJA. Az
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Q) Kérdezhetjik : a figguényre
vonatkozd  bizonyos feltételnelk
(vagy tulajdonsdgnak) megfeleld-
leg bizonyos a fiiggvényt meg-
hatdrozé dolgok melyek, milyen
nagyok, nmilyen természetiiek.
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egyméssal Osszekapesolt mozgdis-
fajok :

Q) Vagy véges szdmiiak, még
pedig :

1. Vagy csak ketté van; pl
ha az ab egyenest a P sikban a
koriil mozgatjuk, és e kozben a
p pontot ab-ben ugy mozgatjuk,
hogy ttja y = f(u) (hol u a b pont
atjat jelenti), és keresendé a p
pont ttja.

Vagy pedig, ha ab nyugalom-
pan marad, és az ab-ben mozga-
tott p az ab-re merdleges B-t
magaval ragadja, mi kozben B-ben
a p' pontot ugy mozgatjuk, hogy
tja y = F(x) (hol z a p pont
wtjét jelenti), és keresendd a p’ pont
utja. Ezen a modon olyan alak-
zatok is keletkeznek, melyek, ha
egészilkben nem is szerkeszthetok,
mégis olyanok, hogy minden pont-
juk (t. i barmely megadott a-nek
megfeleléleg a hozzd tartozd Y
szorosabb  értelemben) megszer-
kesztheto.

9. Vagy pedig harom [mozgas-
faj] van egymdssal osszekapcsolvw
Pl ha a p pont a P sik ab egyene-
sében az 2 utat irja le, és magdval
ragadja a p sikot, mely az ab-re
meréleges BB egyenesbol merdleges
P-re, és kozben a B-ben mozga-
tott p' a p siknak azt a (5 egye-
nesét ragadja magdval, mely p'-
ben merdleges B-re, és a p" pont
(-ben a z utat irja le: akkor, ha
a p' pont tutja B-ben y = a @),
tovabba 2z = b (y), kérdezziik, hogy
mi a p” pont utja a térben.

Vagy pedig mozgassuk 2 =
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B) A figguényt meghatdrozo
bizonyos dolgokra vonatkozdé bi-
zonyos feltételnek (tulajdonségnak)
megfeleldleg kérdezhetjiikk, hogy
milyen a fiiggvény természete és
mik az értékei (s6t egyszersmind
bizonyos a fiiggvényre vonatkozo
feltétel is dllithaté fel).

fgy példaul 2A)-bol. Ha a fel-
tétel az, hogy a fiiggvény értéke
0 legyen, a feladat lehet az, hogy
keresendSk a wvdllozok értéker (a
mi nem mds, mint az egyenlet
feladata), vagy pedig az -egyiitt-
haték értékei. A feltétel lehet az
is, hogy a fiiggvény értéke maxi-
mum, vagy mainimum legyen, és
ennek megfeleléleg hatdrozando
meg a valtozo.

fgy més feltételek is lehet-
ségesek; s6t a valtozok helyébe
a fiiggvények bizonyos faja lép-
het (mint az u. n. varidezid-szd-
mitdasban).

A feltétel az is lehet, hog
bizonyos mennyiségek, melyeknek
fajat majd x-szel jeloljiik, semmi
més miiveletnek ne legyenek ald-
vetve, mint annak, hogy bizonyos

sikot a benne lev szilard A egyenes
koriil, és nevezziik az utat, melyet
bizonyos pontja leir, u-nak, e koz-
ben A-ban irja le p, mely magaval
ragadja a P sikban az A-ra meré-
leges B egyenest, az x utat és egy-
idejtileg p' irja le B-ben az y utat ;
legyen & = k (w), y = h(x), és kér-
dezziik, hogy mi a p’ pont utja.

Ily médon t6bb (meghatérozott
szamu) mozgas-faj is kapesolhato
Ossze egyméassal.

B) Vagy pedig szdintalan,
ilyen mozgds-fajt kapcsolunk ossze.
PlL, ha az A egyenes a P sikban
van és a B egyenes merdleges
A-ra, a ( sik pedig a P sikot
B-ben és az A egyenest b-ben
metszi, mozgassuk b-t, mely a ()
sikot magdval ragadja, A-ban, mi
kozben bizonyos a b pont utjatol
fiigg6 torvény szerint bizonyos
pontok (esetleg, a mint azt a tor-
vény megszabja, szdmtalan pont
is), melyeket dltalanossdghan p-
nek neveziink, mozogjanak (Q-ban,
a B-re emelt mer6legesekben :
akkor kérdezziik, hogy mi az 6sz-
szessége a Pp-knek minden rész
nélkiili idépontban egészen a moz-
gas végéig.
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torvény szerint rendeztessenek, és
ekkor az igy szdrmazd csopor-
tok kerestetnek. (Ez a kombi-
natorikus analizis).

A B)-ben is kiilonfélék lehet-
nek a feltételek. Pl az, hogy a
valtozd helyébe esakis egész szamu
érték helyettesittessék ; s6t az is,
hogy a fiiggvény bizonyos tulaj-
donsdaggal rendelkezzék (mint a
sadmelméletben). Ekkor vagy azo-
kat a dolgokat kereshetjiik, a me-
lyek a fiiggvényt meghatarozzdk,
vagy pedig a fliggvény mindségét
vagy értékét.

Abbol, hogy « helyébe xi-t
teszsziik, szarmazik a Taylor-féle
probléma.

Ha pedig x helyébe az mnui-et
teszsziik (hol 4 az %t jeloli),

tovabba m helyébe az 1-t6] kezdve
az egész szamokat helyettesitjiik
és rendbe allitjuk a fiiggvénynek
1gy szdrmazo értékeit : akkor kelet-
keznek sorozatok (a melyekben z,
86t n is vagy az l-et, vagy pedig
mas valamit jelenthet). Az x bizo-
nyos értékeire nézve (pl. ha x = 1)
Vagy n is allando és m helyébe
1-661 kezdve, valamennyi szdmot
helyettesitink, még az n-en feliil
levéket is, vagy pedig n (habar ez
mindig véges és meghatdrozott,
mégis, miutan valamely sorozatot
eléallitottunk, uj értéket vesz fel)
09, és ekkor m helyébe mindig
Az 1-461 egészen n-ig terjedd szd-
mok helyettesitendék.

Ha az utobbi esetben bar-
Mmely tagot a kivetkezével hason-
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litunk Ossze, szarmazik @ ndvek-
mények sorozata, és ha ugyan-
annak az x-nek két fiiggvénye, I és
f koziil az egyiknek, F-nek az ér-
téke ismeretes, és a két fliggvény-
bél levezetett novekmények soro-
zatainak altaldnos tagjai T és ¢

—fﬁ = he
n~—o0): akkor ebb6l nyerhetd a
masik fliggvénynek, f-nek az ér-
téke. Arra, hogy -t (a legegysze-
riibb alakban) meghatdrozhassuk,
a differenczidl-szdmitds tanit, arra
pedig, hogy {-b6l meghatarozhas-
suk az f fiiggvényt, az inlegrdl-
szdmitds tanit.

C) Végre az elébbiek koziil barmely feltételnek megfelelileg
tetszés szerintieket tehetiink Gssze, és bizonyos feltétel mellett keres-
hetjiik az eredményt, vagy pedig az eredménynek megfeleléleg azokat
a dolgokat, a melyek azt létrehoztdk. s ha az ugyanazon id§ alatt
megtett 7-szeres utnak megfeleléleg alkotjuk az n-szeres ok fogalmat,
szarvmazik a tiszta Mechanika.

aequipollensek (azaz
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Rividen vdzolt kisérlet, mely oda irdnyuwl, hogy :

I. Az arithmetikat czélszerfien megalkotott fogalmalk
alapjédn, képzelt és végtelen kicsiny mennyiségekt6l meg-
tisztitva, szemléletesen és logikai szigorisdggal lehessen tér-
gyalni.

II. A geometriadban az egyenes vonalnak, a siknak, a
sudgnek egydltaldban, a szog nélkili formdknak, a gérbék-
nek, az egyenléség kiilonbozé fajainak és mds efféléknek
fogalmdt nemecsak élesen meg lehessen hatérozni, hanem a
térben valé 1étezésiiket is bebizonyitani: és minthogy erre
a kérdésre, vajjon két egyenes, melyet valamely harmadik
metsz, metszi-e egymdast vagy sem, ha a belsé szégek dsszege
nem = 2R? e foldon senki sem védlaszolhat a nélkiil, hogy
axiomdt fel nem é&llitana (a mint Evkumrs 4llitotta fel a
XL.-et), az ett6l fiiggetlen geometridt elkiiloniteni, és egyet
az igenld, egy méisikat a tagads vélaszra tdmaszkodva fel-
épiteni oly moédon, hogy ennek az utébbinak képletei egy
intésre az el6bbiben is érvényesekké vdljanak.

Egy 1829-ben Maros-Vésdrhelyt megjelent latin és ugyan-
ott kinyomtatott magyar munka nyomén.

Maros- Vésdrhelyt 1851.
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KURZER GRUNDRISS EINES VERSUCHS

Die Arithmetik, durch zvekmassig constru-
irte Begriffe, von eingebildeten und un-
endlich-kleinen Grossen gereinigt, an-
schaulich und logisch-streng darzustellen.

In der Geometrie, die Begriffe der gera-
den Linie, der Ebene , des Winkels allge-
mein, der winkellosen Formen, und der
Krummen, der verschiedenen Arten der
Gleichheit u. d. gl. nicht nur scharf zu be-
stimmen; sondern auch ihr Seyn im Raume
zu beweisen: und da die Frage, ob 2wey
von der dritten geschnittene Geraden, wenn
die summe der inneren Winkel nicht =2R,
sieh schneiden oder nicht? niemand auf der
Erde ohne ein Axiom (wie Fuclid das XI)
aufzustellen, beantworten wird ; die davon
unabhingige Geometrie abzusondern; und
eine auf die Ja- Anwort, andere auf das
Neirn so zu bauen, dass die Formeln der
letzten, auf einen Wink auch in der ersten
giiltig seyen.

Nach einem lateinischen Werke von
1829. M. Vasarhely , und eben daselbst ge-
druckten ungrischen.

M R PR P E R s S e

MAROS VASARIIELY 1851.
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[Az arithmetika alapjai.]

NewroN mondja: {Alkalmasabb sz6 hidnyéban szorzdsnak szok-
tuk nevezni, ha olyan 1Uj mennyiséget keresiink, mely a szorzoval
ugyanabban a tetszés szerinti aranyban éll, a melyben a szorzd all
az egységgel. A szorzdst nemcsak absztrakt mennyiségekre alkalmaz-
zuk, hanem konkrét mennyiségekre is, mint a milyenek a vonalak,
a feliiletek, a sulyok, a helyvéltozés stb., a mennyiben azok valamely
sajat nemiikbeli ismert mennyiségre, mint egységre vonatkoztatva,
szémok ardnyait kifejezni és azok helyét potolni képesek. Ha ily
médon az A mennyiség a 12 labnyi vonallal megszorzandd, egysé-
giil a két labnyi vonalat véve fel, e szorzas eredménye 6A; mert 64
abban az ardnyban all A-val, mint a 12 labnyi vonal a két labnyi
egységgel.

Hs ha ily médon barmely két vonalat kell egymassal szoroz-
nunk, az eredmény vonal, a melyet a geometria az egység megallapi-
tdsa utdin a szokdsos médon szolgaltat . ..

Szokdssd valt, hogy feliiletnek vonal mas vonalhoz derékszog
alatt végbemen$ mozgdsa révén valo szérmazdsit, vagy leirdsit ama
vonalak szorzésénak nevezik; habar az akérhogyan is megszorzott
vonal nem valhatik felilletté. S6t a feliiletnek ez a szdrmaztatésa
Vonalbol egészen mds, mint szorzas, és csak azt akarjék azzal kife-
jezni, hogy a két vonal szorzata ugyanabban az aranyban 4ll a
hosszﬁszigegységhe'z, mint az emlitett feliilet a feliiletegységhez, ha
ilyennek azt a négyzetet veszsziik fel, melynek oldala a hosszlsdg
ogysége ... Ugyanez alkalmazhaté hérom vonal szorzatéra is.. .}*

I. Barmennyire vilagosak és hatirozottak a nagy férfinak e
Szavai, mindazondltal a tudoményban sokan oly szokat fogadtak el
IitIIlu‘mt(')ul, melyek értelmiiket a koznyelvbol hoztdk magukkal; a
Szabad alkotdsra valé elSjogukat sziikkort fogalmaknak hoztdk aldo-
zatul; és nehogy kénytelenek legyenek mondani vonal-szor vonal, €8

* [A { )} uhréjelben 4116 bokezdések Nrwron Arithmetica univer.sa.lis, :
London 1707, 14. oldalén 4116 azon helyének forditésa, melyet BoLYAI latinul idéz.]
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hogy az osztds mindig csak oszszon, mert a csGeselék 2-gzer, 3-szor
vesz, és kettébe, hdromba oszt, nem riadtak vissza semmiféle mester-
kedést6l és még az olyan kiillonos szemfényvesztéstl sem, a mely a
lehetetlennel parosulé lehetetlennel valosidgost sziilet, a mi még
nagyobb csoda, mint valamit a semmib6l teremteni.

A mathematikanak az ilyen csodakat szégyelnie kellene; min-
dennek, a mit targyal, valésagosan szemléletesnek kell lennie, és a
mitiveleteket tugy kell megalkotnia, hogy mindezek a csodak termé-
szetes uton menjenek véghe. Csoda az volna, ha ilyen alapokon
nyugvé pillérek, részben lehetetlen darabokbol Osszeallitva, részben a
mindent fel6lelé fogalmak egyesité ereje nélkiil, habar a végtelen
kicsinyeknek minden rendjével feldiszitve, az ég magassigaig emelkedd
templomot tartanak, a mely az Ovéinek menedéket nyujt a kiilso
viharok ellen, a zivataroknak nem egy villimat levezeti, és az 6rokké-
valésdg vandoranak, ki az igazsag Osforrasa és a mindent egygye
teremtd szeretet felé vezeté uton halad, a Foldet ecsakhamar elmaradd
saros foltnak mutatja.

II. NEwroN szavai-szerint a homogén mennyiségek minden fajdi-
nak megfeleléleg egy-egy egységet kell folvenniink, a mibél egyéb
kiilénféle elony is ered; holott kiillonben némely fondksig szdrma-
ziksE Pl

1. Ha valamely a vonalnak B szorzéja csakis absztrakt (pl.
2 harmad): akkor a szorzat vonal, tigy mint a szorzandé. Mi is hat
a mdsik tényezo? csupan csak mutaté? vagy minek a 2 harmada?
Bgészen abstracte a 2:3-nak sincsen altaldnos értelme; mert a 2
akkor valamennyi kett6b6l el van vonva, és rola csak az 4llithato, a
mi mindegyikiiket megilleti. De 2 pont nem oszthaté a 3-mal.

Ha sz6 van az altalanosrdl, tulajdonképen mindig valamelyiket
a benne foglaltak koziil kellene gondolnunk, habar bérmelyikiiket
gondolhatjuk. Nem a szérdl beszéliink, hanem azokr6l, a miket vele
megneveziink.

2. E szerint nem volna lehetséges, hogy B = a, ha « vonal, és
ebbdl kovetkeznék, hogy aa képtelenség, habér sokan azt mondjak,
hogy a-+a®’+a®*nak azért nincsen értelme, mert a vonal, a® feliilet
és a® test. Mi mdr azutdn «*; hiszen a térnek nincsen 4 dimenzidja?
és a szorzasnak mely fogalma szerint lehet valamely megszorzott
vonal egyéb mint vonal?

3. Ha a szorzé csak absztrakt, akkor annal inkabb kiilonbozé
(az eset] a szerint, a mint az osztdsnal a szorzo, vagy pedig @
szorzando6 a keresendd.

4. Minthogy sokan osztéul is csak absztrakt szdmot vesznek
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fel, és azt allitjak, hogy csupan csak a konkrétek [t. i. konkrét sza-
mok| lehetnek negativok, negativ oszté nem volna lehetséges.

5. A tobbi majd a kovetkezbkben deriil ki, minthogy nem tilt-
hat6 meg mindaddig [uj] fogalmakat alkotnunk, mig a czélhoz vezets
kénnyebb és jobban szemléltets eljardshoz mem jutunk.

j R

Az elsé miivelet az elvétel abbél, a mi valahol van, és ha gon-
dolatban valami hijjén mindent elvesziink beléle, és azutdn ezt is:
akkor azt mondjuk, hogy nem marad semmi, és ezt 0-sal jeldljik.

Azutén kovetkezik az A B-hez valé hozzdaddsdnak miivelete.
Ennek eredményét A+ B-vel jelolhetjiik. Ki van mutatva, hogy ha
A vagy B 0: akkor A+B a masik. E szerint 040 = 0.

3. §.

Most méar kovetkezik az u szerint valé szdmldlds mivelete. Ha
ugyanis el6szor a 0-t gondoljuk, és mindig hozzdadjuk u-t: akkor a
kovetkezs sorozat keletkezik: 0, w, w-tu, u-t+u-+u, ... a melynek
minden tagjat az u-ra nézve szdmnak nevezzik, és mindegyiket kiilon
Jeloljiik. PL igy: Ou, lu, 2u, 3u,..., a hol az w eldtt allé jelek a
megkiilonboztetd szamneveket jelentik.

A 2. §-bol kovetkezik, hogy ha w = 0, akkor a 0 barmely nevii
Szém lehet az w = O-ra nézve; ha azonban w nem 0, akkor a 0 az
ilyen u-ra nézve csak a 0 névvel megjelolt szdm lehet. Ez majd a
Szorzas és osztds esetében vildgosan vezet a keresetthez.

4. §.

Ha mar mostan A és 3 mind a ketté az emlitett sorozatnak tagja,
Pl. A =3y, B =2u (hol a 2 és 3 koziil mindegyik minden szim-
névnek képvisel6je): akkor azt mondjuk, hogy A a B-nek hdrom
kettede és B az A-nak két harmada ; ha pedig est keressiik, azt mond-
Juk, hogy A-t és B-t kolesondsen megmérjiik [egymissal]; a miive-
letet pedig mérdsnek nevezzilk. Ha A-rél azt mondjuk, hogy B-nek
hirom kettede, akkor B a mérték és A a mért, ha pedig B-r6l mond-

Juk, hogy A-nak két harmada, akkor A a mérték és B a mert.
9

Stéickel : Bolyai Farkas és Bolyai Janos. 11.
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5. §.

Egy mérés utan ketté kovetkezik, és ha a szdmok sorozataban
u helyébe v-t téve, @ = 3v és b = 2v, azt mondhatjuk, hogy 4 a D-
vel és a a b-vel [mérve! egyyenldmértekiiel (vagyis eyyenlémértékii-
ségben allanak), vagy pedig, hogy A annyiszorosa a B-nek mint
a a b-nek (hol az annyiszor szé6 nem veendd sz6 szerint).

Megjeqyzés. A mennyiségnek a minGséggel valé osszekapesoldsa
utdn azonban a proporczidnak e fogalma béviilni fog. Mar itten is
altalanosabb a kovetkez6: ha n, m szémneveket jelentenek, és minden
A = nu-nak és a = nv-nek megfeleldleg B =mu és b = muv, vagy
pedig B =mu+@<w) 68 b= mv-+(A<v): akkor A, B, a, b pro-
porczicban allanak.

6. §.

Két mérés utan tobb kovetkezik, és hogy az ugyanahhoz a nem-
hez tartozé mennyiségeket konnyebben osszehasonlithassuk, és a mér-
téket ne kelljen mindig megemliteniink, az a gondolat tdmad, hogy
minden nemmnek megfeleldleq bizonyos mértéket dllapilsunk meg, és
akkor, ha a mértéket nem nevezziilk meg, pl. 2 harmad alatt annak
(az egységnek, unitas) 2 harmadat értsiik. Ks ezt kiterjesztjiilk a szam-
nevekre is, igy hogy, ha U az egység, 2 jelentse a 2U-t. Igy pl., ha
a vonal egysége 2' volna: akkor (ha vonalrél van sz6) 2 harmad
jelentse a 2 -8"-et és 2 jelentse a 4'-at.

1153

Es igy mar mostan kétféle mérés szarmaszik : még pedig a
fomérés, ha valamit a maga egységével mériink, és a relativ [mérés),
ha a mértéket megnevezziik.

8. §.

A fémérésbdl és a relativ mérésb6l szarmazik a szorzds és az
oszlds fogalma, egy sorban eléallitva, hol azonban az emlitett szdk
nem veenddék sz szerinti értelmiikben.

Ha ugyanis 3 és 2 bérmely szdmnevek helyett allanak, é8
1=3u, B=2u, a=3v, b=2y, hol az 1 mindegyik nemnek az
egységét jelenti: akkor azt mondjuk, hogy a a B-vel megszorozva
b-t adja szorzalul, és 16viden azt mondjuk, hogy B-szer a az b, &
mi azonban ugy értendd, hogy | vonatkozdssal a-ra eqyenld mértéki
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B-vel (hol B-nél, minthogy a mérték ninesen megnevezve, az egység
veendd annak). Ez o fdméréssel egyenld relativ mérés.

9. §.

Ha azonban b-bdl és az a és B tényezdk egyikébsl meghaté-
rozandé a masik, ezt a miiveletet osztdsnak nevezzik. Szembe 6tlik,
hogy itt 2 eset lehetséges. Az elébbi példaban t. i. az egyik esetben
a 2 harmadot, a masikban a relativ mértéket keressiik. Arra a kér-
désre: b hényszorta a? vagy b hényszorosa a-nak? valaszol az elsé
eset, és arra a kérdésre: mi az, a minek b a 2 harmada, vagy mi
az, a mi a b-t 2 harmadszor tartalmazza? vdlaszol a méasodik [eset].
Az utdbbi a részekre wvald osztds, habsr a kozonséges felfogas a
kétharmad részre valo osztastol is idegenkedik. Az elsd [eset] annyi-
8zorosat szolgaltatja az egységnek, a hényszorosa b az a-nak.

20 \ o
e s tortnél a mésodik eset, az A: B =« : b proporczional

Pedig az elsé eset forog fenn.

A vélaszhoz is kiilonbéz6 médon jutunk. Ha erre a kérdésre kell

[9)
Véalaszolnunk : hényszorosa 2—;— a 4fc-nek? akkor mind akét (-t athtiz-
. D .
zuk, és ‘az eredmény]%——q—; ha azonban azt kérdezzik: mi az, a
it —+—-8z0r tartalmaz? akkor C-nek meg kell maradnia, és [az
ail's a0t L B
eredmsé B s e il
meény] 31

10. §.

Akar vonal, akér suly, akér idétartam, akdr bérmi més legyen
@-nak szorzéja, hacsak mindig a maga egységének ugyanannyi-
82z0rosa (pl. 2 harmada), a szorzat is mindig ugyanaz lesz, t. i. a-nak
2 harmada, Epen ugy 4ll a dolog az osztds elsé esetében. Ha ekkor
elos“juk b-t a-val, a hdnyados lehet mindaz, a mi a maga egységé-
hek 92 harmada, a mennyiben @ vele megszorozva, b-t adja ered-
ményiil; de eltekintve a nemt6l, ebben az esetben csak az jonn
tekintetbe, hogy hanyszorosa a maga egységének. A mésodik eset-
ben azonban, ha b vonal, @ csak vonal lehet.

A mi a tényezdk felcserélését illeti, mindegyik esetben a szor-
Zand g egységének ugyanannyiszorosa az eredmény.

) Alébb (28. §), hol a heterogének is egyenes vonalakkal vannak
abl‘!iZOIva,, mindezek szemléletesebbekké valnak.

A mennyiségnek a minéséggel valé mindjart kovetkezd Ossze-
[
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kapcsolasa utdn a szorzés és osztas (valamint az 5. §-ban eléfordulé
proporezio) fogalma is béviil.

.08

Ha ( és q ilyen mindségek, és annak foltétele, hogy mi legyen
a teendé és mi veendé eredménynek, ha valamelyiket a (J-val ella-
tott G- és a g-val ellatott ¢ mennyiségek koziil a masikhoz hozzé-
csatoljuk, olyan természetd, hogy az eredmény O legyen, ha G = g,
midén pedig G>g¢, az eredmény a () mindséggel ellitva az legyen
(-bdl, a minek nem volna szabad meglennie, hogy az eredmény O
legyen (ha a kisebbiket vennék elsének): akkor azt mondjuk, hogy
a ()-val ellatott G és a ¢-val ellatott ¢ (az emlitett foltétel mellett)
ellenkezd mennyiségek. Az egyiket pozitivnak, a mésikat negativnalk
nevezzik, és ha G = ¢, akkor a (J-val ellatott G-rél azt mondjuk,
hogy a g-val ellatott g-nek ellenkezdje.

A pozitivnak jele legyen -~ és a negativé —; -+« ugyanazt
jelentse mint a, —a pedig jelentse az ellenkezdjét annak, a mit o
jelent. Ebbél kovetkezik, hogy —a +I+ is lehet.

Példdk. G és g legyenek valamely az egyenesben az a pont-
bol elmozditott pontnak utjai, és (), ¢ legyenek a mozgas iranyai
(jobbra és balra); az eredmény legyen a végpontnak tavolsdga a-tol.

Az egyenes helyzete lehet egészen tetszés szerinti. Hs ép ugy kér-
dezhetjiik, hogy mi a [pont] tavolsag(al valamely egyenestdl vagy siktol.

Ilyenek az addssag es a vagyon is, és az ugyanabban az
egyenesben valamely pontra egymds ellenében haté erék stb.

S6t minden mennyiség, mely minden mds mindéséget nélkiiloz,
és csak azzal van felruhdzva, hogy beléle egy masik mennyiség a
lehetdség szerint levonando, ~}+-nak, és a levonandé — -nak tekint-
heté. A foltétel azt kovetelheti, hogy miutén annyit, a mennyi csak
lehetséges, levontunk, eredményiil veendé vagy az, a mi az elébbi-
b6l megmarad, vagy az, a mi megmarad az utébbibél, mint olyan, &
mit mar nem vonhattunk le.

A 2 ugyanazt jelentse, mint a -2, és a 2:3 az egységnek
pozitiv 2 harmadat, ellenben a — 2 jelentsen 2 negativ egységet, €8
a —(2:3) jelentse az egységnek negativ 2 harmadat.

Megjegyzés. 1. Ha Pélernek 4 forintja van erszényében €5
8 forint az adéssiga, Pdlnak pedig 12 frtja [erszényében] és 2 frb
adossaga: akkor arra, hogy semmijiik se legyen, Péter adossagabol
4 frtnak nem volna szabad meglennie és Pal erszényébsl 10 frtnak
kellene hidanyoznia. Amde Palnak pozitivauma nem torli Péternek nega~
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tivumat, hacsak nincsen foltételezve, hogy mind a kettének vagyona
ugyanarra a czélra egyesitendo.

2. Azt a foltételt, mely az ellenkezdknek a geometridban vald
igen elényos alkalmazdsat igazolja, szintén meg kell allapitanunk.

Az E sikban tartsunk szem el6tt valamely X egyenest és ebben
valamely a pontot; tovdbbé mozogjon X-ben a-bél kiindulva, egy
pont balra és egy masik jobbra, és az elsének ttjait nevezziik a-nek,
a mésikéit a'-nek. Legyen mér most valamely = vagy x' megadva.
Ennek a végébsl kiindulva, ismét mozogjon két pont abban az egye-
nesben, a mely FK-ben X-re merélegesen 4all; az elére megtett 1t
legyen vy, a hétra felé megtett y'. Tovabb4 legyen megadva valamely
Y vagy y', és ennek a végébsl kiindulva ismét mozogjon két pont
abban az egyenesben, a mely F-re merGlegesen all; a fel felé meg-
tett ut legyen 2, a le felé megtett pedig z'.

x és x' kozil az egyiket -I--nak veszsziik, a mésikat —-nak,
Y-t és z-t -}--nak, és y'-t és z'-t — -nak.

A mi x-et és x’-et illeti, legyen 22 a ~}+ Arra, hogy abban az
esetben, ha (eltekintve a helyzett6l) x — ', ezek egyiitt a 0-t adjik
eredményiil, a foltétel a kovetkezs lehet, a mely arra az esetre is
8z0lgdl, ha x nem = x’-szel. Gondoljuk, hogy a két pontnak emlitett
Mozgasdt egyetlen pont végzi oly modon, hogy eldszor a-bol ki-
indulva az egyik utat irja le, és azutén ennek végébdl kiindulva
2 masikat vissza felé: akkor a végpontnak tévolsdga O lesz, ha
mind a két 1t egyenlé; ez pedig a fentebbi eset, a melyre a kovet-
kezg eljardssal visszavezetheté a masik is.

Ha 2, y, z valamelyikét oly foltétel mellett csatoljuk x', y', 2’
Valamelyikéhez, hogy a kettének mozghsit egyetlen, az X-ben végbe-
mené [mozgds] képviselje, még pedig tgy, hogy a mozgis a-ban kez-
_ d6djék ¢5 -et, y-t, z-t balra irdnyulo, x'-et, y'-t, 2’-t jobbra irdnyulé
[mozgas) irja le: akkor az eredmény itt is a végpontnak a-tél valo
téVolsé,ga legyen.

A [kor keriiletet is az egyik pontjira vonatkozdlag az egyik
oldalrs] ~J--nak, a mésikrél — -nak veszsziik. Ha két pont gy, mint
el6bb az elsgbél kiindul és mindig el6re halad: akkor a kettének
Mozgdsa itt is egy pontéra vezethets vissza; sét lehet gy, mint
©lébb, az elgs pontot a-ban és az utakat X-ben gondolni.

12. §.

Ha a-t, b-t,... egyenesekkel dbrézoljuk, és a-t egyik végpontjéj
val q-hg g ettél, ha I+ az X-ben bal felé, ha pedig —, jobb felé
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helyezziik el, és a-nak végétél b-t ha -+, az X-ben bal felé, ha pedig
~—, jobb felé helyezziik el stb.: akkor az utolsé végpontnak a-tél
valé tévolsagat a, b,... dsszegének mnevezzik. s be van bizonyitva,
hogy az dsszeadandok minden sorrendben ugyanazt eredményezik,
tehdat akkor is, ha elébb valamennyi +}+-ot és azutdn valamennyi
negativot veszszilk. Ugyanaz van bebizonyitva a szorzasnal a ténye-
z6k minden sorrendjérdl, barmekkora is legyen azok szédma.

Ha mar mostan A+ B = S, az a gondolatunk tamad, hogy S-bél
és. A-b6l meghatarozzuk azt, a mivel [az utobbi] S-t mint Gsszeget
hozza létre. Ezt a miveletet kivondsnak nevezik. Vilagos, hogy az,
a mit keresiink, B=S—A4; mert A+S—A = S. Ebbdl az a szabély
kovetkezik, hogy a kivonandd ellenkezdjét, tehdt a kivonanddt meg-
vdaltoztatott jellel kell S-hez, az gy nevezell kisebbitendihioz hozzd-
adnunk.

13. §.

Minthogy az egység is akar ~}--nak, akar —-nak vehetd, szér-
maznak olyan mennyiségek, a melyek ~}~1-gyel és olyan mennyiségek,
a melyek —1-gyel vannak felruhdzva. Mind a kettd egyarant valo-
sdgos és az utébbiak azok, a melyeket képzeteseknek neveznek.

Es most mar kialakul a fogalmaknak az 5. és 10. §-ban jel-
zett bévitése. Ha ugyanis valamely mennyiséget valamely mésikkal
megmériink : akkor (hogy a megmeértet tekintettel a mértékre kozelebb-
r6l meghatdrozzuk) 3 kérdésre nyert vélaszokbol alakitjuk a mérés
képet. Az I-et, 11-t, Ill-at egymés ald irjuk. I utdn irjuk, hogy a
megmért (eltekintve a hozzakapesolt minéségtél) hanyszorosa a mér-
téknek ; II utdn ezt irjuk: igen vagy nem a szerint, a mint mind
a ketté -1~ vagy —, vagy pedig nem ilyen (. i. az egyik ++ és a
mésik —), és III utdn az igent irjuk, ha mind a kettd pozitiv,
vagy mind a ketté negativ egységgel van felruhdzva, a nemet
pedig, ha az egyik pozitiv egységgel, a mdsik pedig negativ egy-
séggel van felruhdzva.

E szerint tehat egyenldmeértékiiséy akkor forog fenn, ha a két
mérés képe egyenld. Ebbol kovetkezik, hogy a szorzas is megkovetell
a relativ mérés képének a mérés [oképével (azaz a fomérés mérési
képével) vald eqyenliséget. Ezutdn mindjart kovetkezik az osztds meg-
hatérozasa.

Megjegyzés. 1. Hogy a tényezdk felcserélése utan is (pl. ha
mind a ketté egyenes) a szorzat mindig ugyanaz maradjon, meg-
allapitjuk, hogy a két mérés képe, mely kiilinben egyenls, abban az
egyetlen esetben annyiban ne legyen eqyenld, hogy, midén a szorzo
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negativ egységgel és a relativ mérték (t. 1. a szorzd) pozitiv
egységgel van felruhdzva, a relativ mérés képében a Il utdn igent
irjunk, ha a mérés foképében a II utdn nem &ll és nemet, ha ott
igen all. Ugyanarra az eredményre jutunk, ha a II utén irandé
vilaszra nézve ebben az esetben +1-et gondolunk —1 helyett.

9. Mennyiségeket -+ 1-gyel nevezziink roviden valosaknak, azokat
—1-gyel képzeteseknek, és mind a kettdt tiszldhnak. Valamennyien
ugyanis valosagosak, de a mondott értelemben megmaradhatnak a
hasznélt szok.

3. Alabb (26. §) a mérés képének szabalyat adjuk arra az
esetre, ha vegyesekkel van dolgunk.

14. §.

Az egység pedig minden nemnek megfeleléleg tetszés szerint
hatarozhaté meg; példdul minden vonalnak megfeleléleg bizonyos
E egyenes vehetd annak, és ez a nélkiil, hogy kiilon megemlitendk,
ne viltoztassék meg. S6t minden a féméréstsl fiiggd miivelet vezetlje
gyandnt, még a vele egyenlSkkel sem cserélve fel, mint egyediili
maradhat meg, még pedig ugy, hogy minden vonalnak fomérésére,
ha valés, pozitiv, ha pedig képzetes, negativ mindséggel szolgal-
jon. O maga mind a két esetben valosnak gondolandd; t. 1. mind
ennek a ~J-E-nek, mind ennek a —J-nek, ha fémérésiiket kovetelnok,
az elsd szolgaljon mértékil.

15. §.

Ha mar mostan két mérésben eloszér mind a négy tiszta
mennyiség, és a valésat - -tal, a képzetest pedig -gal jeloljilk, akkor
& kovetkezd négy sor keletkezik (mely valamennyi esetet tartalmaz);
még pedig a 2 elsé a ~1--ra és a —-ra nézve, és a 2 utolso a valosra
€8 a képzetesre nézve. Minden sor tartalmaz 4 esetet, melyek min(‘l-
egyike 4 jelbsl all. A 2 elsé az elsd mérésre ég a 2 utébbi a masodik
mérésre, az elsd a mértékre, a méasodik a mértre tartozik. Konnyen
beldthaté, hogy valamennyi eset benne van.

R T T s S an e shente shan e alanianis 3
s Al e sl ey
. . ‘. . . . * * . * . * . * * )

o L e A TN A LSO A R BT o Ten | Bk

: Lathaté, hogy minden egyes esetben a szerint, hogy & kozéps6
Jelek egyenlk vagy egyenlétlenek, a kiilsdk is egyenlGk vagy egyen-
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16tlenek. A 3 elsé sor a szorzast illeti (és egyszersmind az osz-
tast is); a 2 els6 vonatkozdssal az egységre, a harmadik vonatkozas-
sal'a valds jellegre. Az elsé jel mindeniitt az egységre, a mésodik
a szorzdora, a harmadik a szorzanddéra és a negyedik a szorzatra
vonatkozik.

1. A harmadik sorb6l nyilvanvald, hogy ha a tényezdk valdsak,
vagy mind a kett6 képzetes: akkor a szorzat valés; mert kiilonben a
IIT utdan kovetkezé valaszok egyméstél killonboznének. Ugyanabhol
az okbol vilagos, hogy ha a negyedik az osztandéhoz és a kozépsdk
egyike az osztohoz tartozik, hogy wvalds wvaléssal osztva és képzetes
képzetessel osztva wvaldsat ad eredményil, és hogy Fkilonben a
hdnyados képzetes.

2. A felsé sorb6l lathaté, hogy ha az egység ~: akkor a
szorzat 1, ha mind a két tényez6 egyidében I~ vagy egyidében — ;
kiilonben pedig a szorzat —

3. A mésodik sor mutatja, hogy ha az egység —: akkor a
szorzat —, ha mind a két tényez6 egyidében +}~, vagy mind a ketté ~—; |
kiilonben pedig a szorzat -

4. A harmadik sor els6 esetében a masodik jel a szorzoéra
vonatkozik, és minthogy ez valds, az egység -}~ Ugyanaz érvényes a
kovetkezd esetben is. A negyedik esetben, az egység negativ, és
ekkor valés képzetessel osztva képzetest ad eredményiil, még pedig
negativot, ha mind a kett6 ~f~. A harmadik esetet, tekintettel a II
utan irand6 valaszra (13. §, megjegyzés) a -+ 1-re vezetjik vissza.

16. §.

Ebbél a + és — -ra vonatkozd jelszabaly szemléletesen kovet-
keztetheté. El6szor csak a legfels6bb sort tekintsiik, a masodikra
nézve a dolog ugyanazon a moédon mutathaté ki.

Legyen el6szor a és b vagy mind a ketté -+ vagy mind a
kett6 —: akkor —a és —b is vagy mind a ketté —, vagy mind a
ketté ~I-, tehat 4« - +b, valamint «-b=+4ab, és —ab — volna.
De 4+a-(—b)= —ab; mert a és —b ekkor nem mind a kett6 |,
és nem is mind a ketté —, szorzatuk tehat — és +4ab -~ volna.

Ha azonban -+a és +b nem mind a ketté -+ vagy —: akkor
—a és —b sem ilyenek. Ebbél kovetkezik, hogy ab=-+ab ekkor —
valamint —a - (—b) is ilyen, és —ab -~ volna. Ugyanis ekkor —a
és +b vagy mind a ketté I+, vagy mind a ketté —, a mibél kovet-
kezik, hogy —ab-nek [-}«-nak] kell lennie; +4ab pedig I helyett
~— volna.
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Ep tigy — egység esetében kovetkeztethetd, hogy egyenld jelek

—-t és egyenlétlenek -t adnak.
Ugyanaz a torvény érvényes az osztdsra nézve is. Az osztandd

ugyanis lehet 4 vagy —, és hasonléképen az oszté is; tehat konnyen
dttekinthetd négy eset meriil fel. Ha példdul az egység - az osz-
tandé -, az oszté —: akkor a hanyadosnak — -nak kell lennie,

hogy az osztoval megszorozva -+ -t adhasson szorzatul.
BEgy csillagocska a mennyiség el6tt, fenn a bal oldalon,

jelentse azt, hogy az —1-gyel van felruhdzva. Példdk a kovet-
kezdk: +6:+*2=—*3, +6:—*2=+*3, —6:+*2=+4"3,
—6:—*2 = — *3, Képzetes osstandora vonatkozik a két kozépsé

eset a harmadik sorban (15. §), a hol a 2 elsé esetben +1 van
az elején, és ezekhez hozzajarul a harmadik vonatkozassal a -+1-re
vagy a —Il-re (a mint az a 15. § végén el van mondva).

1l

Az egységet illetéleg, figyelemre mélté az is, hogy ha valamit,
mint k-ra nézve respectiv mennyiségel z-nek neveziink, sziikséges,
hogy a 2 egysége a k egysége legyen. Ha pedig y-t, mint k-nak az
2=1-hez tartozo értékére nézve respectiv mennyiséget z-nek nevez-
zilk: akkor z egysége az az y legyen, melynek értéke x=1-re nézve
k-nak az egysége.

Példak az elsére vonatkozolag: Minden gorbe vonal respectiv
mennyiség tekintettel arra az egyenesre, mely az egymasutdn elhelye-
zett hurok Gsszegének hatarértéke, a mint minden gorbe feliilet ilyen,
tekintettel az egymésutan elhelyezett hdromszdgek osszegének hatdr-
értékére stb.

A mésodikra vonatkozolag a sebesség egysége az [a sebesseg]
& melylyel az ut egysége az id6 egysége alatt iratik le. Ep ugy a
suTUSeg egysége az [a siiriség], mely mellett a térfogat egysége a
tOmeg egységét tartalmazza.

S6t minden feliilet respectiv mennyiségnek tekinthet6 tekintettel
Olyan derékszogli négyszog hossziisdgara, a melynek magassaga az
®gyenes egysége, és minden test tekintettel olyan parallelepipedon
hosszuﬂ&gém, a melynek alapja az egyenes egységének négyzete.

18, .

Hogy azonban a szdmokban megadott mennyiségekkel elban-
assunk, az a feladat szdrmazik, hogy a szdmokat jeloljilk. Ha
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16tlenek. A 3 elsé sor a szorzast illeti (és egyszersmind az osz-
tast is); a 2 elsé vonatkozdssal az egységre, a harmadik vonatkozas-
sal'a valds jellegre. Az els§ jel mindeniitt az egységre, a masodik
a szorzdéra, a harmadik a szorzanddéra és a negyedik a szorzatra
vonatkozik.

1. A harmadik sorbdl nyilvanvald, hogy ha a tényezék valdsak,
vagy mind a ketté képzetes: akkor a szorzat valds; mert kiilonben a
ITI utdn kovetkezd vélaszok egymastél kiilonbdznének. Ugyanabbol
az okbol vildgos, hogy ha a negyedik az osztandéhoz és a kozépsék
-egyike az osztéhoz tartozik, hogy wvalds wvaldssal osztva és képzetes
képzetessel osztva wvalosat ad eredményiil, és hogy kilonben a
hdnyados képzeles.

2. A felsé sorbol lathaté, hogy ha az egység +I-: akkor a
szorzat -, ha mind a két tényez6 egyidében I+, vagy egyidében — ;
kiilonben pedig a szorzat —.

3. A masodik sor mutatja, hogy ha az egység —: akkor a
szorzat —, ha mind a két tényez6 egyidében +J~, vagy mind a kettd ~—;
kiilonben pedig a szorzat -

4. A harmadik sor els6 esetében a masodik jel a szorzéra
vonatkozik, és minthogy ez valds, az egység ~-. Ugyanaz érvényes a
kovetkezé esetben is. A negyedik esethen, az egység negativ, és
ekkor valos képzetessel osztva képzetest ad eredményiil, még pedig
negativot, ha mind a ketté -J~ A harmadik esetet, tekintettel a II
utdn irand6 valaszra (13. §, megjegyzés) a +1-re vezetjik vissza.

16. §.

Ebbél a + és — -ra vonatkozd jelszabély szemléletesen kovet-
keztethetd. Iilészor csak a legfels6bb sort tekintsiik, a mésodikra
nézve a dolog ugyanazon a modon mutathaté ki.

Legyen el6szor a és b vagy mind a ketté ~f4 vagy mind a
kett6 — : akkor —a és —0b is vagy mind a ketté —, vagy mind a
ketté -, tehat +a - -+b, valamint «-b=-4ab, és —ab — volna.
De +a-(—b)= —ab; mert a és —b ekkor nem mind a ketté -
és nem is mind a ketté —, szorzatuk tehat — és +ab -~ volna.

Ha azonban +« és +b nem mind a ketté -~ vagy —: akkor
—a 6s —b sem ilyenek. IEbbol kovetkezik, hogy ab=-+ab ekkor —,
valamint —a - (—b) is ilyen, és —ab I~ volna. Ugyanis ekkor —a
és +b vagy mind a ketté -1+, vagy mind a kettd —, a mib6l kovet-
kezik, hogy —ab-nek [-]--nak] kell lennie; +ab pedig I helyett
~— volna.
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Ep ugy — egység esetéhen kovetkeztethetd, hogy egyenl jelek
— -t és egyenldtlenek -t adnak. ;

Ugyanaz a torvény érvényes az osztdsra nézve is. Az osztando
ugyanis lehet + vagy —, és hasonléképen az oszto is; tehdt kénnyen
dttekintheté négy eset meriil fel. Ha példdul az egység =, az osz-
tand6 +, az oszté —: akkor a hényadosnak — -nak kell lennie,
hogy az osztéval megszorozva + -t adhasson szorzatul.

Egy csillagocska a mennyiség el6tt, fenn a bal oldalon,
jelentse azt, hogy az —1-gyel van felruhdzva. Példdk a kovet-
kez6k: +6:4+*2 = —*3 +6:—*3=4*3, —6:4+*2= 473,
—6:—*2 = — *3, Képzetes osztandéra vonatkozik a két kozépsé
eset a harmadik sorban (15. §), a hol a 2 elsé esetben +1 van
az elején, és ezekhez hozzajarul a harmadik vonatkozdssal a -+1-re
vagy a —1-re (a mint az a 15. § végén el van mondva).

{74085

Az egységet illetéleg, figyelemre mélté az is, hogy ha valamit,
mint k-ra nézve respecliv mennyiséyet z-nek nevesiink, sziikséges,
hogy a z egysége a k egysége legyen. Ha pedig y-t, mint %-nak az
&=1-hez tartozé értékére nézve respectiv mennyiséget z-nek nevez-
zik : akkor z egysége az az y legyen, melynek értéke x=1-re nézve
k-nak az egysége.

Példék az elsére vonatkozélag: Minden gorbe vonal respectiv
mennyiség tekintettel arra az egyenesre, mely az egymasutan elhelye-
zett hurok osszegének hatarértéke, a mint minden gorbe feliilet ilyen,
tekintettel az egymasutan elhelyezett haromszogek osszegének hatar-
Srtékére stb.

A miésodikra vonatkozélag a sebesség egysége az [a s’ebesség],
& melylyel az ut egysége az id6 egysége alatt iratik le. Ep ugy a
Slirliség egysége az [a siiriség], mely mellett a térfogat egysége a
tomeg egységét tartalmazza.

S6t minden feliilet respectiv mennyiségnek tekinthetd tekintettel
olyan derékszogli négyszog hosszlsdgara, a melynek magassiga az
®gyenes egysége, és minden test tekintettel olyan parallelepipedon
hOSSZﬂségﬁra, a melynek alapja az egyenes egységének négyzete.

18. §.

Hogy azonban a szémokban megadott mennyiségekkel elbén-
hassunk, az a feladat szdrmazik, hogy a szamokat jeloljik Ha



138 Borvar Farkas, Roviden vazolt kisérlet (1851)

a 0-t6] kezdve egészen egy bizonyosig mindegyiknek kiilon jelt tulaj-
donitunk, és igy a 0-sal és az utolséval egyiitt n jelre tesziink szert:
az Indiabol szdrmazd szerencsés gondolat, hogy mindegyik egy hely-
lyel balra n-szer annyit jelentsen, ezt [t. i. a szamok megjel6lését]
olyan moédon tudta megvaldsitani, melyet még ArRCHIMEDES sem ismert.

19. §.

it T 1 TRl
0 —1 —2 —-3..

E szerint legyen ...1 1 1
és alatta et Al
Az alsé sorozatban az | azt a helyet mutatja, hol a felsé sorozat-
ban az | jel értéke bal felé legeldszor valtozik. Innen balra kévet-
kezik a 2-dik, 3-dik hely, és egy gondolatra a két sorozatot bal felé
és jobb felé a végtelenbe terjeszthetjiik ki, és az alsonak tagjait a
felettiik allé felsok helymutatéinak tekinthetjiik.

Tovabba az a gondolat tdmad, hogy 7 helyébe bérmely tetszés
szerinti @ mennyiséget tegyiink. Minthogy konnyen észreveszszik,
hogy, midén P és () [annak] a felsé sorozatnak tagjai, a melyben
az a érték az | felett all, és példdul p, a mely P alatt all, 2-szer
olyan nagy mint ¢, a mely ( alatt all, akkor P= Q(): az a kérdés
tamad, hogy valamely tag helymutatéja hanyszorta olyan nagy, mint
valamely mésiké? Ha példdul P helymutatéja c-szer oly nagy, mint
a ()-é: akkor (a-ra nézve) a P-t (Qc-vel és a (-t f/p-vel jeloljik.
P mintegy a c-szeres hely szdmii ) és Q a c-edrésznyi hely szamua P.
Nyilvdnvalo, hogy ha ¢ a Q alatt és p a P alatt 4ll, és ¢ nem 0:
akkor ¢ =p:q; mert (p:¢)q = p. Hasonloképen, ha p nem O,
= 1’71'_. Ebbél kb‘veitkezik, ha a p és ¢ kozil egyik sem 0, hogy
e=1p:q 68 f/j5=P?.

Pl. ha p=2 és q=—>5: akkor P-nek helymutatéja (—2 : 5)-szor
olyan nagy, mint a ()-é, és () helymutatéja (—5 : 2)-szer olyan nagy,
mint p=2; mert —5=(—>5:2) - 2. Tehat [Q] épen az, a mit i :15/73-vel
jeloltimk. Ha P=qa?: akkor P°=1; mert az | helymutatoja, t. i. a
0=0 - p. Tehat 10/ 1=P, a mi, minthogy P barmit jelenthet, vég-
telen sok értékt. fgy a=a', mert 1 .1=1; P=ar, Q=ad é8
P = Q%, tovabba a® = aa, a® = —é,—

Alébb, hol a sorozat feje allandévéa valik, e fogalom még boviil-
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2. §.

Most mér kénnyen bebizonyithato :

1. Ha P és Q az el6bbi fels§ sorozatnak tagjai és p a P
alatt és ¢ a(Q alatt all: akkor a PQ a p+q felett 4ll. Kénnyt ugyanis
4 esetet attekinteni. Legyen elészor p = 2-vel, azutdn —2-vel és ¢
elészor 3-mal, azutdn —3-mal.

2. Ha u =9, akkor wuf=v?. Ugyanis itt is konnyt 4 esetet
dttekinteni. Legyen elészor ¢ = 2-vel, azutén —2-vel és s elGszor
3-mal, azutin —3-mal. Ha példdul q =2 és s =— 3: akkor

W= t=1:()=1:022=0v?"

3. Ha a sorozat fejéiil olyan vd-ot vélasztunk, hogy v* ot i
akkor majd s a Q alatt all. Ugyanis (v9)* = 195 = (v%)7 = a4 =,-Q' Alljon

R az r felett: akkor R = (v9)" = v, és egyszersmind R = 0¢, mig az

P
@ sorozatdban P = Q7 volt.

Legyen mar most v a fej: akkor majd a v = Q alatt gs, &
V1" = [} alatt qr esNa Pt N 0l — P alatt ps all. Ebbdl kovet-
B o pEOTR DE RS Q. Tgy teht o Kitevdk
egyenlé nevezdére hozhatok.

Az 1. pont alapjan is belathaté, hogy P’I@ alatt ps+4-qr all,

‘ ps+qr (25 7_)
a mibgl kovetkezik, hogy PR=Q ¢ = Q9 $/. 5
Ebb6l azutdn kovetkezik, hogy uk :w! = w*~"; mert whopilish =
= uh+k—h e uk.

pr pr
4 (P= Q1)s= Q. Ez ugyanis az el6bbi sorozatnak az &
tagja, a mely pr felett all; ennek pr helymutatdja tehat .( prips) =
= (r:s)-szer olyan nagy, mint a P-nek ps helymutatdja, és egy-
Szersmind (pr: ¢.)-szer olyan nagy, mint a ()-nak ¢s helymutatoja.
2 .Bf. .
Igy tehat Pc= Qu . i
Ebbsl (a 19. § szerint) szdrmazik : f/._l—’: Pe= Q.

5. Legyen a1 és valos (és a szemlélhetdség végett egygnessel
. dbrézolva), és x jelentsen bérmely 1« vagy ~— egyenest. Be van
bizonyih’&: hogy a* (még akkor is, ha x az egységgel inkommen-
zurabilis) meghatrozott egyenes, melynek aztdn  az a alapra vonat-
koz6 logaritmusa.

Hogy azonban a logaritmusoknak megfeleld mennyiségeket kény-
Nyebben @sszehasonlithassuk, és feleslegessé valjék az alapot mindig



140 Boryar Farkas, Roviden véazolt kisérlet (1851)

megnevezni (a hogyan fentebb az egység szarmazott), bizonyos alapot
szilardan hatdrozunk meg, és ez kozonségesen a 10. Be van bizo-
nyitva, hogy minden I G egyenesnek megfeleldleg van olyan x,
hogy 10 = @, és ha x -~ és novekedik, hogy akkor névekedik 10 is.

E szerint az el6bbi szdmolasi elényok (3, 4) alkalmazhatékks
valnak ; mert vannak olyan tdblazatok, a melyekben az egymésnak
megfelel6 logaritmusok és szamok feltalalhatok.

86t B* = P-b6l meghatérozhaté z; mert log (B?), azaz zlog B =
= log P; tehat z = (log P) : log B. Legyen ugyanis B = 10? és P=10»:
akkor (4 szerint) B* = 10%, a mibd6l kovetkezik, hogy bz = zlog B =
= =lag

Pelddul a [tokel, ha ¢ szdzalékra van kikolesondzve, és a kama-
tokat hozzdcsatoljuk, az n-dik év végéig s = ap”-re novekedik, hol
p = (100 + ¢) : 100. Ebb6l logs = nlogp + loga szdrmazik, és s
értéke redukalhaté a jelenre. Ha azonban minden év végén k + g-t
elvesziink beldle, hol & az a-nak évi kamatjat és +-q valamely pozi-
tivot jelent, és az R maradékot az n-dik év végén keressiik: akkor
R=a+ (100q:¢)(1—p"; hogy pedig +g-ra nézve R =0 legyen,
sziikséges, hogy

a=(100q : ¢c) (pr—1) és n = [log(k+q)—logq]:logp
legyen.

91. §.

Ugyanaz az ut vezet a hatvdny és a logaritmusok magasabb
fogalmdhoz.

Tegyiik a 19. §-ban a vesszo elotti 1 helyébe r-t és n helyébe
s-t, tovabbé az alsé sorozatban a 0 helyébe h-t és az 1 helyébe d : u-t,
a hol w pozitiv szdmot jelent, a mely oly nagynak vehet§, a mint
csak tetszik, d, r, s, h kozil pedig mindegyik barmely tetszés sze-
rintit jelenthet. A bal oldali kart helyezziik jobbra és a jobb oldalit
balra, és nevezziik r-t meg az alatta allé h-t kozépsd tagoknak,
rsk-t pedig fétagnak, melyeket abban az esetben, ha r=1 és h=0,
normdlisoknak mondunk.

Itt is az alsé tagok helymutatéi lehetnek a felséknek, és ha a
fels6k koziil két tag K és I, tovabba K alatt 411 h+k, I alatt pedig
h-i: akkor a K helymutatéja (h+Fk): (h+1)-szerte nagyobb, mint a [-é.

A és B legyen mar mostan két pér sorozat, a melyben mind a
kettdben a kozépsé tagok normélisak. A-ban s és d legyenek pozitivok
és valosak, és a fétag legyen e; akkor majd valamennyi tag +J- é8
valds lesz. '

B-ben d legyen tisztdn képzetes és —*g-val, és a forag legyen
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=*|-gyel. Be van bizonyitva, hogy van olyan pozitiv {, a melyre
nézve ¢ =*1, és hogy ha a p a oco-be is nd, mind a két fétag
alland6 marad.

Az is be van bizonyitva, hogy minden megadott ¢-nek meg-
feleloleg van A-nak olyan N-je és B-nek olyan M-je (mint a fels6
sorozatnak tagja), hogy NM = g. Minden tagra nézve mind A-ban,
mind B-ben az alatta 4ll6 a helymutaté, gy hogy a 20. § egészen
az 5. pontig mind a kettdre nézve érvényes.

Ha N-nek helymutatéja nd: u és M-nek helymutatdja m *q:
tovabbd [B-t ugy megvaltoztatjuk, hogy! a fentebbi &ltaldnos sorozat-
parbol B-ben kozépsé tagoknak N-t az alatta 4llo nd: u-vel vesi-
sziik : akkor NM jut M-nek helyére, és alatta (nd—+m *q): @ lesz a
helymutaté. Hogy azonban az (INM)>-et elééllithassuk, sziikséges volna,
hogy A-b6l az NZ2-et az alatta allo 2nd: u-vel vegyik B kozépso
tagjainak, ugy hogy ezutdn a 2nd : te+2m *q : i felett a felsé soro-
zatban N?. M? 4ll.

Hogy azonban a véltozo kozéps6 tagot elkeriiljiik, A-ban €s
B-ben meghagyjuk a normalisokat, és hozzdadjuk N-nek A-bol valo
helymutatéjat M-nek B-b6l valé helymutatéjahoz. A d-t is [-nek
veszsziik, és minthogy 1 az e alatt 4ll, ezt veszsziik alapnak, és
N, M, NM ugy éllanak el6, hogy ezt az c-t az n:u-re, m*(q: u-re,
(n 4 m*q): u-re emeljiik fel; mert példaul NM helymutatoja
(n+m *q) : p-szer 1.

Keét oka van annak, hogy a ¢-t képzetesnek veszsziik.

I. Ha a két helymutaté ossze volna szamlalhato, és példdaul az
egyik 2 a masik pedig *3 volna [22.§], és a 3-mat tennék a *3
helyébe : akkor e® mas valami volna, mint ¢+,

2. Be van bizonyitva olyan tulajdonsdgu ¢ létezése, hogy abban
az 'esetben, ha azt képzetesnek veszsziik, mindegyik helymutatébél
Meghatdrozhaté a felsé tag. Ha ezutin ugyanazt a moédot alkalmaz=
Zuk A-ra, evvel meghatdrozzuk e-t is.

Ha ebben az értelemben k a K-nak helymutatoja, akkor K-t

9 k-val jelolhetjiik, és minthogy be van bizonyitva, hogy k- Q /l; =

= Q (k+h), emért @*q=*1, 92*%q=—1, 93*q=—"1, 9d*q=

=1l=97P*« ha a=4q és a ¥ barmely egész szamot jelent, akir

F-ot, akir —-ot, s6t a O sincsen kizdrva. Igy tehdt ¢ (k7 *a) =gk
((k+7 *a)]"

o8 egyszersmind @ —————— = @ k. Kovetkezésképen «»gyszvrsmlnd
n
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5 3y *
Vi=g >

m ’

a hol ki van mutatva, hogy, ha 7 helyébe a O, 1,...,(m—1) szd-
mokat helyettesitjik, akkor m kilonboz6 érték szdrmazik, minden mas
szam pedig csak olyant szolgdltat, a mely méar ezek kozott megvan.

Erre vonatkozdlag megjegyzends, hogy mindezek a kovetkezd
konnyen bebizonyithaté tételb6l szarmaztathatok le:

COS g + *gin l)m: €08 ( + *sin g = *1
m nm 1 st

hol g az 1 radiussal leirt kor negyedét jelenti.
Ezt foltételezve ott olyan altaldnos elmélet van eléadva, mely
a hatvany, a gyok és a logaritmus altaldnos fogalmait nyujtja.

23. §.

Ugyanott azonban még egy masik, tisztan arithmetikai moédszer
is fordul elé. A binomidlis tételnek (elészor esakis -+ egész kitevokre
szoritkozd) bebizonyitdsa utan be van bizonyitva, hogy, ha n a

[ n \n
sl 1, v (1 i LW) ok Ttarsrteke

v? v?
I b R A B

a melynek jelolésére fv szolgdl; és ha tovabb4 azoknak a tagoknak
osszegét, melyeknek helyszdma paratlan, Cu-vel és azokét, melyek-
nek helyszdma péros, D v-vel jeloljik: akkor minden egyes esethen

C*=0Ov*=1;

ha pedig v = *u: akkor Cv = cosu és D v = *sin w.

Tovdbba ugyanott tiszta arithmetikai modszerrel be van bizo-
nyitva, hogy van olyan ¢, a melyre nézve h*q = *1.

Azutdn be van bizonyitva, hogy hv - -hk=Hh(@ +k); tehdt
[h@w:m)]» =hv, vk =huk, és e szerint (i 1)k = Rk.

Ebbél kovetkezik (21. §), hogy e=™hH1=(h(l: )P, és hogy
minden, a mit a ¢ jelr6l mondtunk, érvényes a h jelre nézve

s, Példdul a B @ *et : ) tartalmazza "f/l'-nek valamennyi értékét,
2*q+7 *a) PR b
—————a —1-nek é8 h—L+—
4 m '
m-dik gyckét szolgaltatja.

a mint a *1-nek valamennyi
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21. §.

Ezutan kovetkezik a hatvdnynak és a logaritmusnak . értelme-
26se a kovetkezé kiilonbozd egyenldségi jelek segitségével.

z(=7 jelentse, hogy z-nek minden értéke j-nek valamelyik
értékével egyenlé. Ugyanazt jelentse j —z.

2=y jelentse, hogy z és j mindegyikének minden értéke a
mésiknak valamely értékével egyenlo.

zr=7j, valamint j=z jelentse, hogy z-nek valamelyik értéke
J-nek valamelyik értékével egyenld.

z = j jelentse, hogy mindegyik kifejezés, a mely az egyenldség-
ben egyenld, egyenl6t is jelent. ;

Pl. *1l=19 =1, de *1 nem =y —1; ¥Y—1+¢y—1=,
de nem =2 ¢/ —1, minthogy az egyenléség utobbi tagjaban mind-
egyik kifejezésnek minden értéke vehets. Olyan ez, mint a zenében
a feloldas jele.

Minthogy pedig ¢ v="H v volt, legyen ez egyenld V-vel. Av-te V
természetes logaritmusdnak nevezziik, jelekben pedig: ve=Ig V. Ha
pedig a ¢, C, a mindegyikének egyetlen értéke van, és clgar=Ig C:
akkor a kovetkezd elnevezéseket és jeloléseket haszndljuk: GCr—a:
és at=1/C, és ct=1log ( vonatkozéssal a-ra. Ha a=Hh1, akkor az
@ természetes rendszer alapszama, e.

Ha pedig a=HQb és Ce=ac: akkor C=Hbe, és 1:b-t a
mivel meg kell szoroznunk Ig C-t, hogy az a alapra vonatkozd log C—t
nyerjiik, az a alaphoz tartozé rendszer modulusdinak nevezzik. Igy
tehat (1 :0) szolgdltatja az a alapot, ha ¢ a modulust jelenti.

Megjegyzés. A = jel azért nyer itt alkalmazdst, mert clga
nem t=[gC, sem pedig Igae=Ig(C:c. Ugyanis (ha k az egyik
g a-t jelenti) az elsére nézve

ck + ¢? *ai=ck + 7 *a
Volna; ha azonban ¢ — 2:3 és » = 5, saiikséges volna, hogy 2-5:3
©gész szam legyen. A mésodikra nézve
k+?*at=k+4+r*a:c
Volna, kovetkezésképen 7c¢t=7 volna; tehdt 2-5: 3-nak egész szdm-
Dak kellene lennie. 2
Ep tgy (f/ﬁ)c is csak rzi‘/ii‘;, és Am = Br-b6l még Ar=B"
8em kovetkezik. Az elsére nézve legyen pl. k =3:2, c=1:2és h e 1.
Az elsg kifejezésnek 6 és a mésodiknak 7 értéke van, és esak harom
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amazok kozil egyenlé hdrommal ezek kozil. A mésodikra nézve
2

12=(—1)2 de 12 nem —1. Ha azonban 7, m relativ torzsszamok,
n

akkor A== Bm.

abaf is altalanossdgban csak = abtc. A miiben ezek és hasonlo-
esetek a ¢ jel segitségével vannak dtvizsgalva és példiakkal meg-
vilagitva.

8]

25. §.
Minthogy tovabba be van bizonyitva, hogy minden mennyiség
1 €08 U Y *sin u

segitségével kifejezhetd, hol y és w valésak és w valamely pont utjat
az 1 radiussal leirt korben jelenti, ugyanott nemecsak a mennyiség,
hanem hatvényai (akdr valds, akar képzetes, akar vegyes a kitevdjiik),.
valamint minden logaritmusa is el6 van allitva.

Van ugyanis két parhuzamos abszczissza-vonal, és mind a ketto-
ben az x abszczisszak egyenlék; még pedig mindegyikben bizonyos
a ponttél kezdve jobb felé ~f--ok, bal felé pedig —-ok. Az y ordi-
natak is mind a kett6ben az egyenlé a-eknek p végeiben egyenldk.
Mindegyik a abszczisszanak p végében legyen egy arra merdleges
kor, melynek radiusa 1, és az ax-re annak p végében merélegesen
allo dtmérének felsé végébdl kiindulva, mozogjon egy pont mindig:
tovabb, elészor is a tabla mogé iranyulva. Utja legyen u és vég-
pontja mindenkor legyen p’, és ha legyen az y. A fels§ abszczissza-
vonalon rakjuk pp'-re p-t6l kezdve (p’ irdnyaban) y cos u-t, az alsén
pedig y *sin u-t; akkor konnyen bebizonyithatd, hogy az elsé a
8 alakot, a méasodik a oo alakot szolgaltatja, a melyek mindig hason-
16k, a jobb oldal felé a végtelenbe nének, a bal oldal felé pedig minden
hatdron tul fogynak. Az elsé, a valds, itt a megkiilonboztetés végett
feketével, a masodik (a tisztdn képzetes) vorossel van jelezve.

E szerint barmely () = y cos u+y *sin w mennyiségnek megfelel
bizonyos p és bizonyos u, tehat [bizonyos] ycosu a schéma felsd
részében és y *sinu az alséban. Minden log nat () benne foglaltatik
az ap-+*u-+7 *o alakban.

26. §.

A fent (a 13. §-ban) emlitett szabdlyok, melyek « vegqyesek
merés Lépeire vonatkoznak, a kovetkezok.

1. Hogy valamely tiszta képzetes *d-vel Osszeflizott valos ¢ fé"
mérésénel: mérés képél nyerjiikk, mindegyik a maga egységével mé-
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rendd meg; azonban I, II, IIT utdin a bal oldalon a ¢, a jobb oldalon
pedig a *d mérés képe irandd.

2. Ha ¢-*d-t valamely tiszta [mennyiséggel] mérjiik, eldszor
megmérendd az, a melyre nézve a -~ vagy — egység ugyanaz, mint
a mértékre nézve, és a mérésnek ez a képe irand6é balra, a mdsik
pedig jobbra.

3. Ha azonban a mérték vegyes, pl. a+*b, hol a és b valdsak,
és K megmérend§ a-+*b-vel, K mindig egyenlévé teheté P-(Q-val,
a hol mind P, mind Q vegyes mennyiség, és ha P az a-val és a Q
a *b-vel megmérve, egyenl§ mérés képeket szolgaltatnak: akkor ez
legyen K mérés képe, ha azt a+*b-vel mérjiik. T. i. K legyen c4*d =
=P+, hol ¢ és d valésak. Akkor P=ax—a*y és Q= *bx—by;
tovabbé

s dﬁ_{_ abec—a*d S dy be—ad
Bl T Bl e e

Arra azonban, hogy P: *a=(Q:*b legyen, sziikséges volna, hogy
P = agx+*ay és

po L abomatd. _ ad=bo
Sndl a0 VT g

legyen.

Az elébbeni ugyanis arra sziikséges, hogy a mérés képek egyen-
16k legyenek, a mi nem azonos a hényadosok egyenléségével, a mint
az konnyen kimutathaté. Ezt azonban, valamint azt a modot is,
a mely szerint a P, (, &, y meghatdrozhaték, a rovidség kedvéért
mell6zziik. Az utobbi esetben

K = P+Q = a (x+*y)4*b (x+*y) = (a+*b) @+*y);

mert K-nak mérés képe (a+*b)-re nézve (a 13. § jegyzetében emli-
tett torvényszert kivétellel) egyenld x+*y féméréseével.

27. §.

Végiil be van bizonyitva, hogy akérhiny taghol is allljfu.]ak a
tényezok, ugyanarra az eredményre jutunk, ha a szorzandé minden
tagjit megszorozzuk a szorzé minden tagjaval, és ezeket a részlet
Szorzatokat osszeadjuk, mint akkor, ha a szorzando6 a-+*b osszegét
Megszorozzuk a szorzé x+4*y osszegével, a hol mindegyik O is lehet.

Természetes, hogy be van bizonyitva az is, hogy a tényezok,
ak*il'mennyi is legyen azok széma, és akarhogyan is vannak alkotva,
bé’rmely sorrendben ugyanazt a szorzatot szolgaltatjak.

Stéickel Bolyai Farkas és Bolyai Janos. II. 10
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28. §.

Barmely, még heterogén mennyiségel: is, az eqység segitségével
egyidejiileg dbrdzolhaték a tdbldn; mindegyik ugyanis oly képvisels-
vel, mely FK-nek (14. § az egyenes egységének) annyiszorosa, mint
a képviselt a maga neme egységének. Tovdbba mindegyik képviselé
az Osszeadas és kivonds esetében pozitiv vagy negativ mindséggel,
és a fémérés esetében +1-gyel vagy —1-gyel legyen felruhazva.

Itt két alapvetd kérdés [szarmazik].

1. Mi az eredmény, ha bizonyos minéségekkel felruhdzott
mennyiségeket bizonyos miiveleteknek vetink ala? ’

2. Milyen és mily minéségekkel felruhdzott mennyiségeket milyen
miiveleteknek kell aldvetniink, hogy bizonyos eredményre jussunk?

Ha ekkor a keresett mennyiség példdul mint az FE egység-
nek kétharmada adodik ki: akkor az a maga neme egységének két-
harmada.

Megjeqyzés. 1. Az elmondottaknak azonban nem az az értelme,
hogy a miiveleteket a képvisel6é egyeneseken geometriailag hajtsuk végre.
Bz csak oly moddja a megjelenitésnek, mely a heterogéneknek a
tablan valé kozonséges abrazolasat igazolja és teljes vilagitasba
helyezi. Ezek a képviselok ugyanis a maguk egységével megmeérve,
szémokkal is fejezheték ki.

2. A geometria egyenest egyeneshez hozzatehet ugyan és elveheti
az egyiket a masikbol; a - b-t, a: b-t, 1/E-t, ac-t is, ha c=n: 2™,
pontosan allithatja el6, még ha a vagy b, vagy pedig mind a ketté
az ogységgel inkommenzurabilisek is, de m, n egész I+ szdmok.

S6t, ha a mennyiségek nincsenek is vonalakkal megadva, (&
geometria| azokat, ha az egységet felosztjuk és bizonyos szamu részt
vesziink, vonalakkal fejezheti ki, és ép tgy megforditva valamely
egyenest megmérhet az egységgel. Abban az esetben is, melyben az
eredményt nem szolgaltatja pontosan, megkozeliti vég nélkiil.

Az arithmetikdnak azonban egy orokkévalésagra van sziiksége,
példdul a 1/ 9-hez; 86t nem fejezheti be minden « vonalnak meg-
szorzasdt egy olyannal sem, mely az egységgel inkommenzurabilis.
Meg sem mozdulhat, ha nem megmérve adjuk elébe a mennyiségeket,
a mint egység nélkil a geometria sem mehet semmire az olyan
miiveletekben, a melyek a féméréstél fiiggnek.

3. A két kérdés kozil az elsére a kovetkezék tartoznak: Mi az
eredmény, ha *a-t *b-vel megszorozzuk és mi, ha megszorozzuk
—*b-vel? Az els§ esethen az eredmény — ab, a masodikban ab (a hol
a 68 b koziil mindegyik akdr +}-, akar — lehet). Mi az eredmény,
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ha *@-t *b-vel, mi, ha —*b-vel, mi, ha b-vel elosztjuk, és mi, ha
a-t *D-vel, és mi, ha —*b-vel elosztjuk?

A mdsodik kérdésre tartozik : Mivel kell megszoroznunk c--*d-t,
hogy a-+*b adédjék ki? Konnyen beléthaté, hogy 4ltaldban az sem
egyediil a;, sem egyediil *y, hanem o+*y, még pedig:

(ac+bd+*be—*ad) : (c2+d?).

Mi az, a mi az ellenkezfjével megszorozva a 16-ot adja? Ez *4,
valamint —*4 is. Van-e olyan *x, hogy (*x)®*=4? Kz lehetetlen.

Egy réf ara 3 forint, mi az ara 2 réfnek? A —1-gyel felruhé-
zott 2 szorzé *6 forintot adna eredményiil, a mi ugyan épen annyi,
mintha +1-gyel volna felruhdzva; de ha még egy szorzést végziink
*1-gyel, az eredmény —6 volna, mert *6 - *1=—6. A legegyszertibb
utat kell vdlasztanunk, és csak ott kell a —1-et megadnunk, a hol
ez sziikséges, és ha a mivelet eredménye megkoveteli. Kiilonosen
azok, a melyeket Gssze kell szamldlnunk, ugyanazzal az egységgel
legyenek felruhdzva.

29 §.

Az A+B=S, a-B=0b, C= a°® mindegyikében 3 targy fordul
els. Amde 3 targynak 3 amboja van; ebbél pedig az a kérdés szér-
mazik, hogy minden ambohoz hatarozzuk meg a harmadikat.

A miiveletek ismétlése révén (a mihez még hizonyos foltétel
is jarulhat hozzd) szarmaznak a sorol és a sorok sorai.

Mindezekbdl szarmazik az, a mit figguénynek neveznek. Hz
olyan kifejezés, a melyben egy vagy tobb valtozé bizonyos meg-
hatirozas szerint allandokkal van osszefiizve. ‘

Az egészet egy fa mint jelkép ébrazolja, melynek torzse — a

Mmagyarban az egyenléségi jelek (24. §) alapjan el6adott, az axiomé-
kat is bemutaté rovid logika kozvetitésével a — mélyb6l magasra
_Nbve, g fiiggvények elméletével virdgként diszitett korondba terjesz-
kedik ki, és azt a magasztos gylimélesot hozza, mely a halando
Szemet arra képesiti, hogy a végtelen természet torvényeit elolvasni
Mmegtanulhagsa.

30. §.

' A fiiggvénynyel kapcsolathan a kovetkez$ alapvets kérdések
SZarmaznak.
L. Mi a fiiggvény értéke, ha a benne meglevs valtozék mind-
“8¥ikének bizonyos értéket tulajdonitunk ?
10*
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2. Milyen értéket kell a valtozénak tulajdonitanunk, hogy a fiigg-
vény értéke bizonyos feltételnek megfeleljen? pl. hogy maximumot
vagy minimumot vegyen fel, vagy hogy értéke O legyen? (az utébbi
az egyenlet feladata), vagy hogy mi legyen v, hogy hv = K legyen?

3. Milyen legyen a fiiggvény, hogy bizonyos feltételeknek meg-
felelhessen ?

4. Mi a fiiggvénynek I noévekménye a valtozé bizonyos ¢ novek-
ményének megfeleléleg? pl. ha x atmegy x--i-be. Ide nemesak a
binomium tartozik (pl. ha F = x" akkor (z-+i)nak megfelelsleg
lesz x"—f—[), hanem Tavror tétele is.

5. I-nek i-vel valo Osszehasonlitdsa révén az a kérdés tamad,
hogy mi lesz [I:4-b6l, ha ¢ kisebbé valik, mint barmely megadott
[mennyiség] ? Vajjon hatarértéke nem bizonyos fiiggvény-e ? Ks azutén,
hogyan lehet errdl az elsé fiiggvényre visszatérni?

6. Ha pedig ezt a hatér-figgvénynyel és mindig tovabb ismételjiik,
az a gondolat tamad, vajjon nem lehetséges-e, hogy visszafelé az
elsé fiiggvényhez jussunk, azaz ezt azok altal kifejezziik? Erre szol-
gal MacnavriN sora, melynek bebizonyitdsa LacraANGE-t0l szdrmazik,
a ki meghatarozta azokat a hatarokat, a melyek kozé a sor kiegészitése
esik, ha azt valahol meg akarjuk szakitani. Kz a magyarban szem-
léletesen van bemutatva.

7. Ha méar mostan két figgvénynek, [F-nek és ['-nek novek-
ményei / és I', ha mind.a kettében a valtozé noévekménye 7; az a
kérdés tamad, vajjon nem kovetkeztethetiink-e I és I’ ardnyabol F
és F'" aranydra? példdul akkor, mikor [:1' hatdrértéke 1, ha ¢ minden
megadhatondl kisebbé vélik. Ebbol ered a kovetkezdé §. Mar ArcuiMepns,
kit Newrox Princeps Mathematicorum-nak nevezett, az [:1 és 1':4
hatarértékek egyenloségebdl kovetkeztetett az I és F' egyenléségére.

A jelolések legyenek a kovetkezdk :

l. Q-—b jelentse, hogy ha b véges allandé mennyiség, vagy a
0-sal egyenl$, akkor minden a b-hez és ()-hoz hozzéadhaté @-nak
. megfelelleg, a mely nem 0, van olyan (), hogy Q—b<®; ha pedig
b = oo, akkor (-—oco azt jelentse, hogy () nagyobba valhatik bar-
mely megadottnal. A b-rél azt mondjuk, hogy a Q limese.

2. a<c azonban jelentse, hogy a (eltekintve a ~f, —, +1,
—1-t61) egyenls a c-nek valamely részével; a<|d pedig azt jelentse,
hogy ha mind a kettot valamely abszezissza-vonalra, annak 0 pont-
jitél kezdve redrakva gondoljuk, még pedig azt, a mi I« a jobb
oldalon és a mi — a bal oldalon: akkor a végpontja balra esik d
végpontjatél. E szerint —3<10, 0<'1, de nem 0<1.

L. Megjeqyzés. A 29. §-ban megemlitett logikdban bebizonyi-
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tott kovetkezé tétel a limes bebizonyitdsdra sziikséges és némely mas
esetben is hasznos.

Ha valamely folytonos ab id6 a pontja utén minden pontban
van A, de b utdn valamely pontban ninesen A: akkor annak az id6-
nek, a melynek vége el6tt egészen a-ig mindig van A, sziikség-
képen bizonyos p végpontja van, ugy hogy, ha a f idépont p utén
van, f-t6l a-ig ninesen mindig A. A p pontban pedig vagy az utolsd
A van, vagy az elsd mem-A; még pedig olyan nem-A, a melyre
egy darabig mindig nem-A kovetkezik abban az esetben, ha p utdn
(egy bizonyosig) nem minden p’ olyan, hogy p és p' kozott A is és
nem-A is van.

[2.1% Megjeqyzés. Ha minden valtozé a hatardhoz kozeledik, az
eredmény hatarértékének ezekre a hatdrokra nézve ugyanazt a nevet
adjuk. E szerint 1:0=oco.

31. §.

Most az elébbi § 5. és 7. pontja alapjin kovetkeznek a differen-
czidlszamolds elsé alapja.

I. Még ha egyidejiileg tobb - valtozo is szerepel, azt a véltozot,
példdul x-et, melynek bizonyos y értékét valamely -+ egész szam-
mal, n-nel elosztottnak gondoljuk, févdltozénak nevezzik, és y:in-t
a-szel jeloljik.

IT. Barmely olyan valtozénak, példdul y-nak, mely x-szel egy-
idejilleg szerepel, az az értéke értendd, melyet annak az a-nek a
végén vesz fel, és i jelentse y—y'-t; y' alatt értve y-nak azt az
értékét, melyet x—i-nek megfeleléleg vesz fel, hol az w-nek végé-
bol egy i-et elvettiink.

III. Valamely zaréjelbe foglalt betii (vagy jel) uténa &llo egy
vagy tobb valtozoval jelentsen valamely e valtozokat tartalmazo
fiiggvényt. Pl (A)a jelenthet valamely az a-t6] figgd kifejezést, a
mely azonban maga is, mint olyan, mely a-szel egyitt valtozik, u-nak
Nevezhet6. fgy tehdt (II. szerint) w=(A)x—(4) (x—x)=u—(4) (®—2),
& mibél kovetkezik, hogy u—u = (4)(@—). Az u jelolésére SZOP
giljon « () is, és ugyanez a jelolés legyen érvényes més betiik esetet
ben is. (a)a-et nevezsiik (A)a igazi differenczidljdnak; a késobbi
¢zélra a vele egyenldérvényti differenczidlrdl alabb lesz sz0.

IV. Az (A)a-bél, ha a helyébe eldszor nd = y-t helyette-
Sitjiik, azutdn (n—1) d-et, tovabba (n—2) d-et s igy tovibb, végr(?
‘(])“l);i.‘ = 16't (hol P \'a,]a,mely e egéSZ gzamot jelent), a kovetkezo

* T mogjogyzés az erodetinek errata-i kozott a 87. oldalon be van toldva.
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sorozat keletkezik :
(A)yni, (A)m—1x,...,(A)px, (4)(p—1).

Nyilvénvalo, hogy (4) pic—(A) (p—1) & az (A) (p—1) =(A4) B-nak
az a novekménye, mely a p-dik -nek megfelel. Igy tehdt a p-dik,
p+1-dik, ..., n-dik Z-nek megfelel6 novekményeket (jobbrél balra
menve) a kovetkez$ sorozat szolgdltatja :

(A)ni—A)(mn—1) &, (A)n—1)z—A)n—2)x,
(A)(m—2)x—(A)(n—3) &, ..., (A) pt—(4) (p—1) a.

Ennek altaldnos tagja (A) ma—(A) (im—1) &, a mely a,-mel jelolhets,
hol m minden egész szdmot jelenthet p-t6l egészen n-ig (bezardlag).
Ha azonban n példdul 3-szorta nagyobba valik, p és a tagok szdma
is 3-szorta nagyobb lesz.

Az is vilagos, hogy e sorozat [tagjainak] Gsszege, mert a kozbe-
es6 tagok egymdst megsemmisitik, (A)ni—(A)(p—1)&, vagyis
(A)y—(A) B, a mi az (A)S-nak az a novekménye, mely a y—fB-nak
felel meg. Ez itt (A4)-val jelolhetd.

V. Ha n-—oco, minden sorozatban a tagok szdma véges és
minden sorozatnak van utolsé tagja, de utolsé sorozat akkor nincsen.

Vannak olyan fiiggvények, melyeknél a y—pf-nak megfelels
novekmény fiiggetlen 7-t61 és olyanok, a melyeknél az n-t6l fiigg.
Szolgaljon erre példdul valamely Aabe; ab legyen az alapja és bel_ ab;
legyen a az abszczisszak kezdopontja és ab=y, n=17 és p=3,
ugy hogy B= 2%, v =1Ta:

Jelentse (A)x annak a haromszognek a teriiletét, melynek alapja
x és magassiga az ordinata az x végében: akkor a p-dik .i-nek meg-
felel6 novekmény az ugyanannak az :-nek elejéhez és végéhez tar-
tozé ordindtdk kozott elterjedd (rapez stb., és a y—-nak megfelelé
novekmény az & trapez, a mely y—/-n a y és 3 végéhez tartozé ordi-
natdk kozétt 4ll. Ez véltozatlan marad, barhogyan is novekedjék mn.

Gondoljunk mar mostan a y-hoz tartozé ordindta felsé végébol
az alaphoz parhuzamost huzva egészen a legkozelebbi ordindtéig :
akkor olyan derékszégli négyszog keletkezik, melynek alapja . és
magassaga az & végéhez tartozo ordinata. Ha minden @-nél igy
Jarva el, ezt egészen a-ig folytatjuk, és ezeknek a derékszogii négy-
szogeknek Osszegét (1) w-szel jeloljiik : akkor e fiiggvény nyilvan fiigg
n-t6l. Hp ugy van az akkor is, ha minden ordinita végébdl a par-
huzamost a legkizelebbi ordinataig elére a b felé huzzuk. Kzeknek
a derékszogli négyszogeknek osszege legyen (U)x. Az is vildgos, hogy
mind (V), mind (U) az n-tél fiigg.
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VL Ha z:2' = vagy -—1, azt mondjuk, hogy z és 2’ egyenli-
ervényiick. Ennek jelolésére (a ezimlapon emlitett munkakban) szol-
gal: z==:'. Ott kiilonosen a késébbiekben sok olyan dolog van
bebizonyitva, a mi a differenczialoknak egyenléérvénytiekbe valé szén-
dékos dtalakitasdra vonatkozik.

Ha tetszés szerinti nagy [N-re nézve z—2'<<(2': N): akkor
z:2'=—1; mert ha z'-vel osztunk, szarmazik (z:2")—1<(1:N’).

Ha z:2'-—1, z és 2’ vagy mind a kett§ -1, vagy pedig mind
a ketté —; mert kiilonben z:2' negativ és (a 148. o. ellenére)
(2:2)—1>1 volna.

Ha (c)x:9= vagy ——wu, du:(c)x= vagy -—1, és ha u az
n-t6l fiiggetlen fiiggvény, azt mondjuk, hogy 0w annak a (C)x-nek
differenczidlja, a melynek igazi differenczidlja (c)x. Az elébbinél
az igazi szot elhagyjuk.

VIL. Ha z az (A)x differenczidlja, és z' = (a)x: akkor, ha
3" = 24z, a ¢ ~—0. Ekkor ugyanis z : (a) x (ha nem = 1)-—1, a mibél
kévetkezik (-t végesnek tételezve fel) hogy —q<(14-q): N (ha N-—o0);
mert (z:2)—1<(1:N), és igy z2—(z+¢z) < (2+q2) : V.

Ha mar mostan { a (B)a differenczialja és t' = (b)x: akkor
hasonloképen ' = t+4q¢'t, hol ¢'-—0.

E szerint, ha z2:{-—1, egyszersmind (a)x:(b)x-—1; mert itt
18 t = z4-¢"2, hol ¢"-—0. Igy tehat

(2'—1): t' (azaz (z':1)--1)=
_ 2+29—(s429"+2¢9'4¢'¢"2) _ 9—(g'+q'+9'9")

A z+qllz+qlz+ql(]U: 1+ql+q”+qlqll b

& mi -—0; mert csak a szamlalé -—O0.

Ha tehat (A)ax és (D)x differenczidljai egyenléérvénytiek (még
?1& kiilonb6z8 valtozok szerint is alkottuk volna azokat), (a)a és (b)x
18 egyenléérvénytiek.

VIII. Ha (a)a: (b)x-—1, egyszersmind dm : bpm=—1; mert ap,
Om 2z (@), (b)z-ben benne foglaltatnak (IV). Ha pedig dp : by ——1,
Még pedig mindegyik ugyanarra az n-re nézve, tehit am—bm = fmbm@
(hol f£,, I vagy — valédi tért és o= 1:N): akkor (4)=(B) (IV).

Ha ugyanis m helyébe [minden egész szdmot] n-t6l egészen
Drig helyettesitiink, a kovetkezé 3 fiiggbleges sor keletkezik :

an"‘bn B fﬂan’

Ap-1—bp-1 = fn—ibu—-lf)y

ap—bp = fpbQ,
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a hol a két elsé oszlop osszege (A)—(B), és a harmadiké

<[Be=(B):N],

a mely -—0, mert N-—oco. Mindegyik tagha ki is helyettesithetd,
hol k= (B): (y—p). E szerint valamennyi 4:, a mely benne van

— fB-ban, egyiittesen ugy szélvan egy derékszogli négyszéget alkot,
melynek alapja y—/f és magassdga k. Ez, ha n novekedik is, allando
- marad; mert, ha n hdromszorta nagyobbd vélik, akkor az & harom-
szorta kisebb lesz, de hérom tag ugyanazzal a magassiggal esik red.
Ez is a @ tényezdvel egyiitt kisebbé valik minden megadhatonal.
E szerint nincsen olyan ¢ mennyiség, a melyre nézve (4)—(B)>g.
Tgy tehat (A)=(B), a mint egyenls két olyan egyenes, a melynek
kiilonbsége nem nagyobb valamely megadhaté mennyiségnél.

Ha tehat az (A)a és (B)x differenczidljai egyenléérvénytiek :
akkor (4) = (B).

Hogy valamely megadott N-re nézve valamennyi a f-tol y-ig ter-
jedd tagnak megfeleléleg n ugyanaz lehet, a kivetkezé moédon tiinik
ki. B-t6l y-ig minden pontban az elegend$ nagy n ordinaténak gon-
dolhatd, és azutén az n nagyobbnak vehet6, mint azok mindegyike.

IX. Ha (4) = (B), azaz (A,)y—(A),B - (B)y—(B)B: akkor

(A)y = B)y—(B) f+(4) B,

a mi igy is irhaté: (Ad)x = (B)ac—}— const.; mert (A) B—(B)B dllando.

Ez az 4lland6 [nem egyéb, mint] oz—(P) h, ha talalhaté olyan /i,
a melyre nézve (A)h = ¢ és az, a mit mondtunk, h-tél egészen p-ig
érvényes. Ekkor ugyanis

(A) B—(A) h = (B) B—(B) h;
(4) B =+ (B) p—(B) I,

3 tihal Ko vetkenk, Hogs
(A)y =@B)y+a—(D)h.

Ugyanaz érvényes akkor is, ha h vége tavolabbra esik, mint a [-é.
X. Ha az, a mit mondtunk, érvényes: akkor i tetszés szerinti
nagynak valaszthatd, és az emlitett egyenlGséget az sem csorbitja, ha
a y—f3 olyan részének megfelel6leg, a mely =——0, a novekmény is ~—0.
XL Ha az (A)ax-r61 mondottak (K)ax-re nézve is érvényesek :
akkor egyszersmind

H)y=B)y = (B) B+ (K)pB,
és miutdn (A4) Bt vagy K(B)-t (B)-hez hozzdadtuk, azt mond-

tehat
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hatjuk, hogy ez (B)x differenczialjanak integrilja (A)x-re vagy
(K)2-re nézve. Az integral jele [, mely a differenczidl elé van irva.

Ezek az integralok természetosen csak egy allandoban kiilon-
boznek egymdstol; mert (A) S—(K) B dllandé. Azonban megforditva
Is az olyan fiiggvényeknek, a melyek csak egy allandéban kiilénboz-
nek egyméstol, a differenczidljai egyenlék ; mert pl.

a+a*—fa+(x—3)*] = £ —(x—a)>

XIL Fent (VI-ban) du-t (C)a differenczidljinak neveztiik.
Ennek kozénséges jele d (C)a, és u-t differenczidlhdnyadosnak nevez-
zik, a mely (ép tgy mint a differenczial) a v valtozé szerint van
- alkotva. A differenczialhanyados differenczidlhanyadosat masodik és a
p-dik differenczidlhdnyados differenczialhdnyadosat p+1-dik differen-
czidlhanyadosnak nevezziik, LiaeraNGE szerint pedig elsé, masodik, . . .,
p-dik, p+1-dik fiigevénynek, t. i a [dfiigguénybil (vagy dsfigguény-
bil) derivalt fiiggvénynek, mely elébbit 6 fonction primitive-nek nevez.
Az x-nek valamely fiiggvényét fa-szel, a derivaltakat 'z, [,

M@, -vel, vagy pedig, ha fr=vy, y, y", ¥, ...-val jeloli.
Kozonségesen a p-dik derivalt jelolésére szolgal

darX
dxr
hol X az a-nek valamely fiiggvényét jelenti.

A mint valamennyi fentebbi jelolés csak annak a végezélnak
megfeleloleg van vélasztva, hogy az elmélet kénnyebbé, szabatosabba
68 szemléletesebbé valjék, legven itt is megengedve (részben, hogy a
betiiket ¢ vondsokat mds  czélra megtakarithassuk, részben pedig,
hogy o tibbszirss meghatarozds konnyebben legyen elvégezhetd), a
differencziglt a helyett J-vel és a derivaltat e-vel jeloljiik. 2d X
Jelentse X-nek differenczidljit z szerint és 2PN az X-nek z szerint
Vett p-dik derivéltjat. Ha egyszer ki van mondva, hogy példdul az x
Szerint veendgk, akkor ezt mar nem kell kiilon hozzdirnunk, ugy
hogy  azutan JX, oX az 2 szerint velt differenczidlt és els6 deri-
Valtat jelentik, :

Az integrdl jele a derivalt elébe is tehetd. | u jelentheti azt a
fﬁggvényt melynek a szerint vett elsé derivdltja u 68 “i}mu azt,
& melynek m-dik derivaltja .

XIIL. Ha ()& > (@)a > w)x (és vagy mind a harom -, vagy
Pedig valamennyi negativ) és (v)a:(w)ax-—1: akkor egyszersmind
W (@) w-—1 ¢ () @ : (@) -— 1. Ekkor ugyanis minden nagy N-nek
mﬁgfelul(’)’lug van olyan n, hogy '
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[(Wx:w)x]—1 < (1:N);
tehat
y Wx—w)x < (wax:N.
Amde

W x—(@)x < V) x—(u) x,

és (a)x > (u) ¢, a mibdl kovetkezik, hogy

- W) x—(a)x < (@)x : N.
Igy tehat

(@ a: (@)x]—1 < (1:N).
Hasonléképen

(@) x—w) x < (@) : N,

a mib6l, ha (a)a-szel osztunk, kovetkezik, hogy

1 —[@)x: (@)x] <1:N,
gy hogy
(Wax:(@)x]—1 < 1:N (148. o.).

XIV. Hogy a differenczialt talaljuk, olyan az n-t6l figgetlen w
fiiggvényt kell keresniink, hogy, ha d a fiiggvénynek, példdul X-nek
igazi differenczialjat jelenti, és ennek differenczialja példdul a szerint
hatarozand6 meg, 0:d = vagy -——u (VI) legyen. Ebben gyakran a
megel6zé XIII van segitségiinkre. Hogy visszafelé a differenczialrol
(vagy derivaltrdl) az integralra (8sfiiggvényre) kovetkeztessiink, ennek
utjat tovdbb egyengetni, a két évszazad oridsai a jovére hagytik.
A mit eddig talaltak, az az integrdl-tabldkban van osszedllitva.

XV. Hogy a magasabb differenczidlokat miképen kell alkotnunk,
a kovetkezd példdbol tlinik ki. Be van bizonyitva, hogy, ha m nem 0,

d (@™ = mam-1dz.

Differenczialjuk most mér ezt ugy, hogy da-et éllandénak tekintjiik :
akkor ezt nyerjiik: (m—1)ma™2dx? a mit dd (x™)-vel, vagy d?x™-vel
Jeloliink. Ha itt szintigy da*-et allandénak veszszik, ddda™, vagy

d®xm = (m—2) (m— 1) max™—3dax®

stb. Ezeket a magasabb differenczialokat magasabbrendii végtelen
kicsinyeknek nevezik. Eltekintve azonban attél, hogy az egyszeri
tisztasdg az agyrémeknek e mesterkélt eldallitasi modjatol tavol all, ez
még minden sziikség nélkiil megneheziti a jelolést is. Példdul a Taylor-
féle sor, a mely azt fejezi ki, a mi X-b6l valik, ha x helyébe a-i-t
teszsziik, a kovetkez6 lesz :
xo UX | #0X X
da 2daxc? 2.3 -da® i
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a mi a kovetkezé modon irhato :

At i
X g s e

vagy pedig LAGRANGE szerint igy:

. A
o ki )f3

vagy :

;9 1 +3, 111
. v*y P*y

1 1 ! gieLt ] .o
Y+ + 9 9.3

(hol f%‘ = y)_
Ily médon a
(d:v%—}—dyz)%
dyddax—duddy

gorbiileti sugdr egyszertibben igy jelolhetd :

(1 4oy’
—y
N g P
vy

ha N a normalist jelenti, a mely

& mi ismét

=y ¥ 1+dy*

S6t Lacranee mindent elss differenczidlok nélkiil tdrgyal, és
még az J jelt sem hasznalja, habdr mind a kettd hasznalhaté ott, hol
konnyitést nyujt és a targyalast szemléletessé teszi. A magasabb
differencziglok azonban bonyodalmassé teszik az egyszerti elméletet,
elhométlyositjzik a vildgossigot, megnehezitik a jelolést, és ezzel szem-

N nem nyujtanak semmi elényt, dgy hogy az ész parancsolja, hogy
a.tiSthbb beldtas kedvéért megtisztitsuk a mezot o minden rendd oo
Iesinyeknek egész 16gidjatol.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy da® ugyanazt jelenti mint
()2, 5 mi megkiilénboztetendd d (x®)-t6l, és ép gy a oy® sem jelenti
% o (y?)-et, hanem a (ofy)*-ct; tehdt a f'w® is ugyanaz mint (f'x)™

Az is vildgos, hogy & =“dx és hogy wglar = | még akkor is,
ha: © nem @ f4viltoz6, hanem csak ozzel egyiitt valtozik. Liegyen
p?lddul t, az 16, a f6valtozo és (D)t jelentse a v sebességet a ¢ [id6]
Végén : akkor (D) mi—(D)(m—1){ =10 és v:0=1.

XVI. Nem volt terviink, hogy (a czimlapon idézett) kényveket
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leirjuk ; ezért egyebek kozt a geometriara, a mechanikdra és a varidaczio-
szamitasra valo alkalmazdsoknak itt el kell maradniok. Mindazondltal
sziikségesnek tartjuk, hogy az elméletet néhany konnytd példaval meg-
vilagitsuk.

1. Legyen a sikban az abszczissza x, a red merdleges ordinata
1, 6s legyen x a févaltozd. Az a teriilet, mely a, a két végéhez tar-
toz6 y-ok és az y-ok végei alkotta vonal kozott elterjed, legyen
(A)2. XIII-bol vegyiik v (x)-et és (u)ax-et: akkor konnyen beldthato,
hogy (@) a ketté kozé esik, és hogy (v)x:(u)x-—1. Ennélfogva
alkalmazhato (VII), és azt talaljuk, hogy d (A)x =y és o (A)x = ¥.
Fejezzitk ki tehat y-t [x-szel] és hatarozzuk meg azt a (B)x-et, a
melynek deriviltja ugyanaz az y. Legyen példdul y =1 :(1+4x), mint
az asymptotara vonatkoztatott egyenléoldali hyperbola esetében : akkor
(B)x = log nat (1 4a): mert be van bizonyitva, hogy

E szerint (4)y—(4)B= (B y—(B) B, tugy hogy =0 esetében
(A)y = log nat (14y); mert log nat (1-+0) = 0.

2. Ha a (H)x valamely az el6bbinek forgatisa révén szdérmazo
testnek térfogatat jelenti: akkor az elébbi médon talaljuk, hogy
d (H)x = @y®n, azaz olyan henger, melynek magassaga & és alapja
olyan kor, melynek radiusa y. Igy tehdt o (H)ax = y*r. B szerint
az el6bbeni esetben y?m = (1+4x)2n, és mind —7zt (142, mind
7t (142)™* olyan (I) 2 fiiggvény, melynek derivaltja (1+4x) 2. E kettd
természetesen csak egy allandéban kiilonbozik egymastol.

Igy tehdt

(Hyy iy gl B il

I+y ~1+8°
ugy hogy, ha B=0,
Bhi
iy T T >
Ugyanerre jutunk, ha az (I) x masik értékébsl indulunk ki ; mert ekkor
N S
By =115 +7

Ha x-—o0, az elébbeni teriilet — oo, ez a test pedig ~—7t.

3. Legyen r a Fold félatmeérdje, ¢ a kozéppontja, és a valamely
pont az 7 meghosszabbitdsaban. Nevezziik ac-t a-nak; s legyen vald-
mely pontnak utja, mely a { id6 alatt a-bol ¢ felé esik, s és { v6geD
legyen a sebesség v és a gyorsité eré w. A févaltozé legyen i, 68
jeloljik a—s-et 2-szel.
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Minthogy a nehézségi erd forditva aranyos a tavolsag négy-
zetével,
w=1%":(a—8)%

ha a f6ld felszinén w = ¢'. Ha ugyanis az id8egység 1", a sebesség
azoknak a ldbaknak a szama, melyeket valamely pont csupdn csak
a megel6zé ok kovetkeztében 1" alatt leirna, w pedig az a sebesség,
melyet valamely egy masodperczig egyenletesen haté eré annak végén
létesitene. Igy tehat g’ = 2¢, ha az es§ test a fold felszinén 1" alatt
a g utat irja le.

Mind v*:2, mind »%g":(a—s) a (-t6l fiiggé kifejezés. Az elobbi
legyen tehat ((r)f, az utébbi pedig (S)¢.

Be van bizonyitva, hogy v ==ws, hol v a v®:2-nek differen-
czialja és

A
Sl=—= oA
7"2g, . . pqe ’ K ~ ’ ’
¥ differenczidlja. Ennélfogva (G) = (S) (152. o.), és igy

(@) y—(G)B=(S)y—(S)pB.

Ha ugyanis a y id6 végén az ut, s = o: akkor, ha =0,

Uz va: rﬁg’ ,',2!/'
9 a—s a
és
| i
0t = Onfg! (—, ——],
e\ a

hol ' az a-nek értéke a 7 id6 végén.

Tehat
il “1_)
R | 4 e
il l/"g (m' a
v 'T_"T)
=r1/ 2'(— — )
a8 ‘/ g ( r a

& mi ~— /9, ha @ ——oo, és épen ez az 1 magassignak megfeleld
Sebesség.

és ha .’L" =

Ebbél vildgos, hogy, ha valamely vildgtest radiusa ¢, és fel-
Szinén g nehézségi eré ¢'', a legkisebb sebesség, melylyel felszinérdl
Valamely goly6t a radius irdnyaban ki kell 16niink, hogy (minden
8bk&dz’tlytél eltekintve) soha vissza ne térjen, a 7' magassagnak meg-
fe_1916 Y/ 2r7g" sebesség]; ekkor ugyanis a co-bél leesének végsebes-
86ge épen a kezdbsebesség.
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A geometria alapjai

(a mennyi roviden és abrdk nélkil lehetséges).

39. §.

LoBarscEEVSZKY MIKLOS, orosz csdszari valésagos allamtandcsos
és a kézani egyetemen a mathematika rendes tandra, egy 1840-ben
Berlinben nyomtatott jeles munkdjaban ezeket mondja: «Homdalyossig
az elsé fogalmakban, a mdd, a hogyan a mennyiségek mérését elkép-
zelik, és a parhuzamosak fontos hézaga f6leg azok, a miért a geometria
addig, a mig az analizishe 4t nem megy, mostanig egy lépést sem
haladhatott elére abbol az dllapothol, a melyben Eukrnipesrél reank
maradt.

Habar més munkaja nem jutott ide, ez magaban mar bizo-
nyitéka rendkiviili szellemének. Fétargya a parhuzamosak elmélete.
A geometria tobbi alapjaibél nem &ll benne més, mint 1. hogy az
egyenes olyan vonal, mely nem valtoztatja helyét, ha 2 mozdulatlan
pontja kozos valamely forgo feliilettel; 2. hogy két felillet egyenld,
ha egyenld részek Osszeillesztése vagy elvalasztéisa révén szarmazik.
Valoszintileg a kazédni egyetem tudos irataiban még tobbet torleszt
abbol, a mivel évezredeket vadol.

Itt is 1832-ben a latinnak els6 kotete végén megjelent egy
Appendix, a mely az el6bbire annyira hasonlit, hogy évezredek utén
mind a kettének (hiszen egyik sem latta a masikat) az 1gazsagnak
ugyanaz az Osképe jelent meg.

De némely dologban kiilonbéznek is egymastol ; részben némileg
az tutban és teljesen a jeldlésekben, a melyek koziil esak az e betd
mind a kettében kozos. Ezt az itteni hatdrozottan mint a természetes
logaritmusok alapszdmdt hasznalja, s6t menetében redvezettetve el-
fogadta; amaz pedig bédrmely az 1-nél nagyobb mennyiséget ért rajta
avval a hozzatétellel, hogy a Neper-féle alapszdm is lehet.

Az ittenib6l még akkor kiildtek ki néhanyat Bécsbe, Berlinbe,
Gottingaba ... Gottingdb6l a mathematikus-6rids, a ki magas tor-
nyokbol egyforma [éles] szemmel lat a a csillagoktél egészen @
legmélyebb mélységig, azt irta, hogy meglepte, midén befejesve
latta azt, a mibe 6 maga kezdett bele, hogy iratai kozt orokségil
hagyja.

A czimlapra irt nagy kérdést illet6leg sok van olyan, a mi @
kis tdvolsigokhoz hozzdszokott érzékeinkkel ellenkezik. Hogy & A
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szogeinek Osszege -—0, ha az oldalok ~—oo, és hogy az el6bbi csak
akkor -——2R, ha az utébbi -——0; hogy ninesen derékszogli négyszog
és négyzet, habdr vannak a korbe irt egyenld oldali idomok; hogy
nincsen teljes hasonlosag.

Ama munka ezt imagindrius geometridnak nevezi, az itteni-
nek a czime pedig: A tér abszolut igaz tudomdnya; t. i. a tagadd
vdilaszra épiilt geometria alatt csak annyit ért, hogy nem bizonyos,
vajjon a valasz igenld, és minden esetnek megfeleléleg olyan képleteket
allit fel, hogy az értékek bizonyos ¢ egyenestSl figgnek, mely a
lagado valasz esetében bizonyos dllandé ugyan, de a priori nmem
dénthetd el, vajjon egy libnyi-e vagy pedig Syrius-tdvolsignyi. De
mennél nagyobb volna, annil koézelebb esnének az értékek azokhoz,
a melyek az igenld vélasz esetében a megfeleldk. Igy tehat az itteni-
nek a képleteibe a tagado vélasz esetében ¢ helyébe annak tényleges
értékét, a melyet akkor felvesz, az igenlé vélasz esetében ¢-—oo-t
kell helyettesiteniink, hogy az igazi értéket nyerjiik.

A geometridnak az a része, a mely az igenld vagy tagado
valasztol, tehat az itteni ¢ nagysdagatol figgetlen, a t6bbitél elkiilo-
nitve a kovetkezdket tartalmazza: A haromszigek egyenldségét; hogy
egyenlé oldalokkal egyenlé szogek fekszenek szemben, és hogy a
nagyobb oldallal nagyobb szog fekszik szemben és viszont; a szogek
nagysagat egy pont koriil, a melyeknek Osszege az egyenesen 2R és
Viszont; hogy e szerint a cstcsszogek egyenlék; hogy a A kiilss
Sz6ge nagyobb, mint mindegyik szemben fekvé belsd; meréleges 4lli-
tédsdt és ejtését; hogy egy ponthdl egy egyenesre csak egyetlen ilyen
lehetséges és hogy az egyszersmind a legrividebb egyenes; egyenes
6s suig felezését; A-hoz vagy szoghoz vele egyenlének szerkesztését ;
hogy az egyenesnek a kirrel egy vagy két kozos pontja van, tobb
Pedig ninesen; [a kor] kozéppontjanak harom pontjabol valé els-
allitdsat; a kort metszo tobb egyenesre vonatkozdkat; a polygonok
1ehet63égéi, de csak a 4, 8, 16,... oldalinak szerkesztését; hogy
kornek korrel egy vagy két pontja kozos, tobb [ilyen! pedig nincsen.

Elmarad azonban a hasonlésig, az egyenes felosztdsa harom
Tészre, hogy bérmely A koriil kort irjunk le, a polygon szogének
abszolut nagysaga, sz6val mindaz, a mi dsszefiigg avval, hogy a A\ sz6-
8einek Gsszege két derdkszdggel egyenls; mert be van bizonyitva,
hogy, ha a vilasz nem igenld, a szogek oOsszege kiilonféle és O és 217

0z6tt hatdrozatlan marad, és esak 2R-nél nem lehet nagyobb.

A gomb foliiletén szintén sok a fiiggetlen geometriaba tartozik ;
Mert ott, minthogy (ez a felilet is ép tgy, mint a sik) minden
Pontja  koriil onmagaban forgathat6, sok az analdgia. A vonalzot
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bizonyos médon berendezett mozgathato kor képviseli, melynek radiusa
egyenlé a gomb feliileteével. Ha csak pusztan a korzére szoritkoz-
nank, végtelen sok miiveletet kellene végezniink. Egyebek kozt ide
tartoznak : a gombi haromszogek ; ezeknek egyenlésége; hogy egyenld
oldalokkal szemben egyenlé szogek fekszenek és viszont és mas efféle ;
a szog felezése; merdleges allitdsa és ejtése; egyenld A\ -ek és szogek
szerkesztése ; a kor leirdsa; érintések eldallitdsa; a 4, 8, 16,...
oldalt polygonok szerkesztése ; s6t a gomb feliiletében a harom ponton
atmend kor kozéppontjat is megtalalhatjuk, a mi a sikban az égenld
valasz nélkiil megoldhatatlan feladat. Ha barmely olyan hérom pont,
mely ninesen ugyanabban az egyenesben, mindig egy géomb feliiletébe
eshetnék, evvel be volna bizonyitva Euvkrnipes XI. axiomédja. '

Mind a két mii bebizonyitja azt is, hogy a gémbi trigonometria
az igenld vagy tagado vélasztol figgetlen. Az itteni még a gdmb
felszinél is ettdl figgetlendl szdmitja ki; tehat ez is ide tartozik.
A tagado valasz esetére pedig az itteni mt megmutatja a kor négy-
szigitéset is.

Mind a ketté olyan képleteket vezet le, melyek a A oldalainak
és szogeinek egymastol valé fiiggését fejezik ki; kiilsé alakjaik kiilon-
bézék ugyan, de a valésdghan megegyeznek egymassal.

Mind a kett6, habdr kiillonbhoz6 uton egyeztette meg egymdssal
a két trigonometria képleteit. Az itteni 4ll a latinnak mésodik koteté-
ben a 380.% oldalon (1833.), a hol a kovetkeztetés kozvetetleniil az
egyenes vonalu trigonometria képletei alapjan megtortént és az igenld
valasz esetére PyrHAacorAs tétele is le van vezetve.

Mind a kettd olyan feliiletet allit el6, a melyben a vdlasz igenld
és az euklidikus geometria érvényes. Vajjon azonban ez a sikkal
azonos-e, eldontetlen marad; a gombnek hatira ez, ha radiusa -— oo,
és az a vonal, a mely benne az egyenest helyettesiti, a kor hatara,
ha radiusa -—oo. A kazani iratban e felilet neve orisphaera és e
vonalé oricyklus, az itteni pedig a felilletet F-nek és a vonalat
L-nek nevezi.

Abban is megegyeznek, hogy csak a posteriori végzett mérések-
kel volna eldonthetd, vajjon az igenld valaszra épiilt geometria, &
mennyire mérésiink ér, nem muiat-e érzékeinkkel észlelhoté hibat.
A latin I kotetének 489. oldalén is a kovetkezé all: «Az idd, mely
010kt6l fogua ikertestvére a térnek, ennek segitségére jon; és mint=
hogy az égi testek mozgdsa megegyezik azokkal a szdmitdsokkal,
melyek a XI. axidmdra timaszkodnak, a gyakorlatban méréseink

* [Leia 232.—235. o.]
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egesz  tartomdnydn belill ebben a feltevésben bizton megnyugod-
hatunky». ¥

Ennyit elérebocsdtottunk ; késébb (a mennyire itt lehetséges)
még tobbet mondunk el ezekrél.

A kérdés mégis az, vajjon nem taldlhato-e valami elfogadhato
axioma? A latinnak elsé kotetében tobb ilyen van felsorolva, melyek
mindegyike elegendd, ha [alapul] felveszsziik. Koziilik egyik a kovet-
kez6: Ha a térnek valamely 7' része olyan természetti, hogy n-szer
egymas mellé helyezve a koroskoril végtelen teret kitolti: akkor
ugyanabbol a részbél nem rakhato Ossze n koroskoril végtelen tér.
Habar » barmilyen nagy szémot is jelenthet; axidménak egyik sem
elég egyszerd. T lehet a térnek az a része, mely két ugyanabbol az
egyenesh6l kiinduld, az egyik oldalon oo és tetszés szerinti kicsiny
szoget alkotd sik kozott van.

Azonban, ha az igenld valasz bizonyos is volna, a minden
esetben érvényes dltalanos geometria a tudoméany szempontjabol mégis
érdekes maradna. ;

Ezeket elérebocsatva, a sorrend a kovetkezd [lesz]:

I. A tér szemlélése utdn néhany fogalom és az egyenes és sik
szarmaztatasa, és ebbdl eredé fogalmak.

II. A sik a vizsgalodd szemnek tisztabb kilatast mezdét nyit.
Ebben el¢szor az egyszerti és azutén a kettobol osszetett mozgas jo
tekintetbe.

III. [A sik] kielégit6 vizsgalata utin [a szem] a megszerzett
kinesesel felemelkedik vissza a végtelen térbe.

A tér fogalma ugy szérmazik, hogy eltekintiink minden foldtdl
s naptol. Az egész kiilsé vilag helye — szent &jszaka, a melyben
Szamtalan lampa a lathatatlan felé vildgit — és végtelen mezd, mely
& belsé szemnek megnyilik.

A szemlélet [a teret] koroskoril végtelennek, orokkévalonak, foly-
tC?lrlosnak, homogénnek, valtozhatatlannak mutatja, ugy hogy semmi
'€8z¢ més viltozdst nem szenvedhet, mint azt, hogy majd egyik, majd
Misik mozgathaténak helyéiil szolgalhat.

* [A Tentamenhél vett latin idézet itt magyarra van leforditva. L. e rész
99. oldalat.)

Stéickel : Bolyai Farkas és Bolyai Jdanos. II. 11
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35. §.

Altalanossagban @ az A részének mondhaté, ha A magéban
foglalja a-t és ezenkivil még mést is foglal magdban. Az olyan
részt pedig, mely elvontan térgya lehet ugyan a gondolkoddsnak, de
nem gondolhaté el oly moédon elvalasztva, hogy egészen meg ne marad:
jon, elvdlaszthatatlannak nevezzik. Ilyen pl. egy vonalbél valé pont
vagy pontok, egy feliilletb6l valé vonal stb.

Alkoto részeknek akkor nevezziik mind a-t, mind b-t, ha a ketto-
nek Osszessége maga A, és a-nak és b-nek vagy semmi kozos résziik
ninesen, vagy pedig a mijok kozos, mind a kettének elvalaszt-
hatatlanja.

Az olyan részt, mely bizonyos szammal ismételten egymds utén
helyezve, A-t teljesen kitdlti, killtd részmek nevezhetjiik.

36. §.

Ha valamir6l azt mondjuk, hogy e, £, ... -b6l 4ll, akkor e, 3, ...-n
kiviil ne tartalmazzon semmi mast, és mindegyik az e, 3, ... koziil
legyen alkoté része.

37. §.

Ha minden egyes alkoté résznek, a melyekbél A 4ll, valamije kozos
[egy masikkal], azt mondjuk, hogy A folytonos.

38. §.

Ha valamirdl, pl. a-rél azt mondjuk, hogy egyenld pB-val, és az
egyenléséget nem hatdrozzuk meg kozelebbrél, ez azt jelenti, hogy
a eltekintve a helyétél (helyzetétél), nem kiilonboztetheté meg [-tol.

39. §.

Ha Q az A, B,...-bdl all és q ugyanannyi részbél, a, b,...-bol;
tovabba az egyenlé nevii betiik egyenléket jelentenek: akkor ()-rél
és g-rol azt mondjuk, hogy részenként [lartalmukra vonatkozilag/
egyenlok. Ugyanezt az elnevezést megtartjuk, ha mind a ketté részei-
nek egyenld széma a co-be né és az, a mi Q-bol és ¢-bol fennmarad,
~—0. A latinban ennek jelolésére szolgdl () ==q.
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40. §.

Ugyanott A-r6l az van mondva, hogy mennyiséy, ha vagy
nincsenek alkoté részei, vagy pedig {esak] olyan alkotd részei van-
nak, hogy mindenik vagy maga, vagy pedig valamely alkotoé része, a
masikkal vagy ennek valamely alkoté részével egyenls. Ilyen pl. a
tér, az id6, az egyenes, a kor, a esavarvonal, a sik, a gémb feliilete,
a henger feliilete, a tér pontja, az id6 pontja, a 0. Az idé pontja,
habar neki semmi mozgds sem felel meg, az, a mi a leghevesebb
mozgasokat (a festd tablajan) megorckiti. Az is lehetséges, hogy
valamely id6 minden pontjaban, mely annak bizonyos pontjat meg-
elézi és koveti valami megvan, de abban az egyetlen pontban nin-
csen meg. _

A 17. §-b6l kittinik, hogy olyan dolgok is, a melyek ebben az
értelemben nem mennyiségek, a mennyiségre visszavezetve, respectiv
mennyiségeklé valnak.

41. §.

A szemlélet azt mutatja :

1. Hogy a térnek minden folytonos alkoté része két olyan rész-
bol 411, a melyekben valamely folytonos, mind a kett6tsl elvilaszt-
hatatlan ¢ a kozos.

2. Hogy ez a ¢ hasonloképen két olyan részbdl all, a melyek-
ben ismét valamely folytonos, mind a kett6tél elvalaszthatatlan d
a kozos.

3. Hogy ennek a d-nek alkoté részei kozott ismét olyan van,
& mely maga is folytonos, de az, a mije a tobbivel kozos, két alkoté
Té8z  nélkiili [dologl, a melyeket pontoknak neveziink, és semmi
€gyéb mds.

c-t ig, valamint minden alkoto részét, s6t mindazt, a mi ilyen
Tészekhol 4ll, feliiletnel, hasonloképen d-t, valamint minden alkoto
ré8zét g mindazt, a mi ilyen részekb6l &ll, vonalnak nevezzilk.
A pont tulajdonképen férbeli pont, és a szemlélet azt mutatja, hogy
llyenek a térben mindeniitt vannak, és hogy mindannyian egyenlGk.

Megjeqyzések. 1. Egy minél finomabban meghegyezett iron és
“Inek nyoma szintén redvezet az idedlis pontra és vonalra.

2. Valamely térbeli kontinuum akkor vonal, ha minden pontja-
ban 4 pontnak véges szdmu utja nyilik; ha azonban minden pontja-

A a pontnak végtelen sok utja nyilik, és e mellett nem tartalmazza
& térnek gemmi alkoto részét: akkor feliilet.
3. A vonalat egyszeriinek nevezzilk, ha egyik pontjaban sem
11
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nyilik a pontnak tébb mint két utja, és idomnak nevezziik, ha vala-
mely pont oly mdodon irhatja le, hogy csakis az els§ helyére tér
vissza. Ilyenek pl.: A, O,...

49, §.

Minthogy azonban a tér valtozhatatlan, azért egyetlen A sem
fektetheté valamely masikra a nélkiil, hogy geometriailag megszerkesz-
tenék a kovetkezot. Egy visszapillantds az elvont térb6l a kiilsé
vilagha arra a kérdésre vezet, vajjon azok a kiilénbozé helyek, me-
lyeket ugyanaz a test kiillonbhoz6 idékben elfoglalt, egyenlék-e? Mint+
hogy pedig a szemlélet szerint a valasz erre igenld, megalkotjuk a
geometriai mozgathatdt, a melyben a testb6l ninesen meg semmi
egyéb, mint a mozgathatosdag és az, hogy ugyanabban az idében
kiilonbozé helyeken nem lehet.

Ebb6l pedig szarmazik a kongruenczia axiomdja, t. i. hogy ha
valamely ilyen mozgathatd elészor A-val és azutdn B-vel esik egybe :
akkor A egyenl B-vel.

43. §.

Ha a, b,... pontok, akkor a«b... jelentse azokat véltozatlan
helyzetiikben, és a x b .-+ == a’+ b'--- jelentse azt, hogy abban a moz-
gathatoban, a melybe eldszor a, b,... estek, azutin a' eshetik oda,
a hol a volt, és b’ oda, a hol b volt, és igy tovabb, ha még tébb
is van.

Ha pedig nincsen olyan a ¢-t6l kiillonbozé d pont, hogy

axbrc=a+bsb,

akkor azt mondjuk, hogy ¢ az ab-re nézve eqyetlen.

A4, §.

Gombfeliletnek (c-b6l b-vel) nevezziik azoknak a p pontoknak
osszességét, melyek barmelyike olyan természetd, hogy meghatdrozott
¢, b pontokra nézve altalaban ¢+ p==c+b. A szemlélet azt mutatja, hogy
ez mindeniitt egyenletes, folytonos, és elvalaszthatatlanja a térnek, &
melyet két alkoté részre oszt fel, a melyek koziil az egyiket bezdrja,
a masik pedig kiviile marad koroskoril a végtelenig. s kiviilrol egyet-
len pont sem juthat a belsébe (vagy beliilrdl kifelé) a nélkiil, hogy
rajta 4t nem menne. Az utébbi bizonyos tekintetben mindazokra a%
esetekre terjeszthetd ki, a melyekben az innenrél és talrél van §20-
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A bezart [térrész] a feliilettel egyiitt a gomb; gombfelillet alatt
csak azt értjik, a mit az imént mondtunk.

45. §.

Ha A-nak minden két a, b pontja olyan természetd, hogy a
térnek minden pontja, mely a  b-re nézve egyetlen, benne van A-ban:
akkor A, ha vonal, egyenes, ha feliilet, sik, ha pedig test, akkor, a
tér (még pedig mindegyik egészében a végtelenig).

Megjegyzések. 1. Valamely ab vonal (roviden) egyenes, ha a-tol
b-ig nincsen vele egyenls, a mely téle kiilonbozik.

9. Irdny, az idem per idem. A legrovidebb ut logikétlan. Az,
hogy a kisebb b-nél, azt jelenti, hogy @ ==b-nek valamely alkoto
részével. Hogyan lehet azonban valamely vonalrdl azt mondani, hogy
Kisebb valamely mésiknal, ha nincsen olyan alkoto része, mely a
masiknak valamely alkoto részével egyenlo? S6t a hiivelyknyi dtmé-
r6jli korrél is csak mint respectiv mennyiségrél (17. §) allithato,
hogy kisebb a Syrius-tavolsdgnal.

3. Siknak nevezziik azoknak a p pontoknak Osszességét, melyek
mindegyike olyan természett, hogy bizonyos két a, b pontra nézve
(melyek [mindig] ugyanazok maradnak) a+p==0*p; két sik met-
8z6sét pedig egyenesnek nevezziik.

4. A kovetkezd §-ban ezeket méas modon fogjuk eldallitani, a
mint a latinban tortént; féleg azért, hogy nélkiilozhessiik azt [a
feltevést), hogy a gémb véges mennyiség.

16. 8.

Az egyenes ¢s a sik eladllildsdra axiomatice a kovetkezdket téte-
lezziik fel, mely dolgok koziil a legtébbet egyebiitt is hallgatolag fel-
tételezni szoktak.

1. Egyenlé meghatarozdsok alapjan egyenlék szdrmaznak. Ez
Mmind a geometridinak, mind az arithmetikdnak egyik alapfeltevése.

2. Barmely pont barmely mésikhoz haladhat mindavval egyiitt,
& mibe heldesik.

3. Barmely ¢ pontnak és barmely térbeli hatérolt C-nek meg-
felelc’ileg van a ¢ kozépponthél olyan gémb, a mely (-t bezdrja.

N 4. Ha az a, b pontok a mozgathatéba esnek: akkor a + b az a
Oriil szamtalan médon mozgathato (egészen visszatértéig is).

. 9. Ha a mozgathaténak a, b, d pontjai koziil a a a’-ba, b a b'-be
S D a d'-be esik és a b+ d-t oly helyzetbe hozzuk, hogy a a b'-be
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és b a a'-ba essék: akkor, ha D az a b koril mozgathaté volt, ' is
mozgathaté a b’ a’ koril

6. Ha a»b»Dd-t axb koril mozgatjuk: akkor D-nek minden
helyrél két ttja nyilik és nem tobb, t. i. egy eldre és egy hétra felé,
és mind a ketté egyenlé moédon.

7. Ha a D, ¢,... pontok mindegyike mozgathaté a b koril :
akkor 0Osszességiik is mozgathato a+b koril és mindegyikik
ugy viselkedik, mint a hogyan viselkednék, ha egyediil mozogna
a* b kordl

8. Ha a ¢ és € kozéppontokbol leirt s és S gémbfeliileteknek
olyan g-jik kozos, a mely koroskoril folytonos: akkor ez vonatkozds-
sal a ¢» G-re egyenletesen van meghatérozva, ugy hogy ¢ € koriil
egészen visszatértélg oly modon mozgathaté, hogy mindig énmaga-
ban marad.

9. Valamely az a ponthol elmozditott pont nem juthat valamely
mas b pontba a nélkiil, hogy el6bb nem haladna egy darabigaz a kozép-
pont gombfeliiletein keresztiil a bels6kbél mindig tovabb a kiilsékbe.

4744

A ¢ és € kozéppontokbol paronként dllitsunk el6 egyenld s és
S gombfelilleteket; még pedig elészor c¢-bsl C-vel és G-bol c-vel,
azutan pedig mindig tovabb terjeszkedve a végtelenig.

Ezen (s és S) parok mindegyikének okvetetleniil olyan valamije
kozos, a mi koroskoriil folytonos. S-bél ugyanis valaminek kiviil kell
lennie s-en; mert kiilonben S nek gémbje egészen beléesnék s gomb-
jébe, és igy mint rész nem lehetne egyenld az egészszel (és a masik
gomb is mint rész beléesnék ebbe), tgy hogy a két gémbnek egybe
kellene esnie, a minek lehetetlenségét azonnal kimutatjuk. Azonban
S-bol valaminek s-en beliil is kell lennie; mert kiilonben S gombje
egészen s-en kiviil esnék, habédr ¢, a mely az elsé esethen S-ben, @&
tobbi esetekben pedig S-en beliil van, mindig belil van s-en.

E szerint S-nek van valamely p pontja s-en kiviil és valamely
p’ pontja ezen beliil. Tehit minthogy S-ben valamely pont p-bél
haladhat p’-ig, annak s-en &t kell haladnia (44. §), a mibsl kovet-
kezik, hogy S-nek és s-nek, van valamijiik, a mi kozos. Fz a koz0S
azonban nem lehet csak egyetlen pont vagy valami szakadozotts
mert igy S-ben p eljuthatna p'-be, a nélkiil, hogy s-en athaladng.
Ebb6l kovetkezik, hogy az [a kozos] koroskoril folytonos, és hogy
mint a ¢* €-re nézve egyenletesen meghatdrozottnak € » ¢ koriil gyt-
riije van (46. §).
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Hogy két egyenldé gombfeliiletnek nincsenek kiilonbozé kézéppont-
jaik, a kovetkezé moédon ttinik ki. Ha valamely s gombfeliiletnek
kézéppontja valamely més m’ pontba jut: akkor az s gombfeliilet
nem esik egybe elsé helyével. Legyen ugyanis o a gomb m-bél a
m'-mel. Ha s egybeesik elsé helyével, ismét az els6 eset all el§ és
ugy, a mint m a m'-be jutott, innen egy 1uj, m'-b6l leirt & segitségé-
vel juthat m”-be, és az elsé eset mindig visszatér. Az m pont azon-
ban a tér barmely pontjaba mehet, a mi nem torténhetik mésképen,
mint ilyen o-k segitségével. E szerint az s gombfeliilet nem hagy-
hatna el helyét, és a térben csak egyetlen gombfelilet volna, a mely
egyenld s-sel, t. i. 6 maga.

48. §.

Tekintsiik el6szor az elsé |gombfelilet-] part, midén ¢ az S-ben
van, és a kozos gytirti szeletében, t. i. abban a szeletében, a melyben
¢ van, S-ben ¢-b6l kiindulva haladjon valamely pont egészen a
gytirtiig, és ennek az utnak minden pontjaval gondoljunk a ¢-bsl egy-
egy gombfeliiletet. Ezek majd ¢-t6l kezdve egészen a gytirtig terjed-
nek, és az, a mit el6bb elmondottunk, érvényes mindegyikre nézve ;
mert ¢ benne marad S-ben, és S-b6l mindaz, a mi el6bb kivil
volt s-en, kivill van a belsékon [t. i. a ¢ kortl leirt gombfelileteken]
1s. E szerint az ut minden pontjdnak van egy-egy gytirtije és az egész,
vonal mozoghat S-ben ¢ koril mindaddig, mig vissza nem tér
46. §, 7.).

Ha tehat S-ben valamely pontot ¢-b6l elmozditunk, utjaban
olyan p pontra kell akadnunk, hogy a c¢p 1t egyszerti vonal legyen,
€s ¢-t61 kezdve a pont mindig kiilsébb gytirtikbe jusson; mert annak,
hogy az utat ugyanabban a gombfeliiletben tegye meg, vagy belsékbe
térjen vissza, valahol eldszor kellene megtorténnie. Ez a c¢p [vonall
tehdt ¢-t6l p-ig az S-ben mindig tagabb gytirtiket fog alkotni.

49. §.

Ha ¢» Cxf==cx €t (hol a betiik pontokat jelentenek): akkor
(ha £ ¢s £ kiilonbozék) ¢ €+ tgy mozgathaté ¢« € koriil eredeti
helyére vals visszatértéig, hogy kozben f'-n menjen dt.

Legyenck ugyanis S és s 2 gémbfeliilet €-bsl és ¢ b6l, mind a
ketts f-val: akkor £, ' mind a kettében kozos. A két gémb vagy
e‘gyenl('i egymassal, vagy pedig az egyik a kisebbik. Ha egyenlék : akkor
Saek van valamije, a mi az s-en kivil van; legyen az a D pont.
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Allitsunk el ¢-bdl olyan & gombfeliiletet, mely s és a d-nek ¢-bél valé
gombfeliilete kozott van. Ez a o koriilzarja s-t, és igy S-nek és s-nek
t és t' pontjait is; tehat S-nek d pontja o-n kiviil,  pontja pedig 6-n
belil van. E szerint S és o gylirtit alkotnak S-ben (47. §), és (az
egyenld meghatarozas kovetkeztében) f-nak és f'-nmak a gytiri ugyan-
azon az oldaldn kell fekiidniok.

Ha S és s nem egyenl6k, legyen s a kisebbik, és c¢-bdl allit-
sunk el6 olyan o' gombfeliiletet, a mely S-sel egyenld: akkor (ugy
mint elébb) £ a 6'-n belil lesz, és S és o' gytlrilt alkotnak.

Mindegyik esethen nevezziik a gytiriit R-nek, azt a szeletet pedig,
a hol f és f' vannak, z-nek és P legyen R-nek valamely pontja.
R-nek (a 48. § szerint) van olyan g pontja, hogy a gytiri egyik Pg
részében P-t6l kezdve minden tovdbbra esé pont mindig tégabb és
tagabb gyurit ir le S-ben, és ezek [a gytirtik] mindannyian koriilzarjak
a P pontot. Vegyiik fel a g-t a P-bol leirt olyan belsé gombfelilet-
ben, a mely z-nek valamely belsé pontjan megy at. Legyen a gytird-
ben P-nek mésik oldalain Pg' = Pg, és Pg minden a gyfiriben
levé pontjahoz gondoljuk a megfelelot Pg’-ben. Minden g pont gytirt-
jéb6l egy rész z-be esik, a mint g a 2-n at g'-be megy, és g és g' kozé
es6 semmi mas ponton nem mehet at; mert kilonben valamely kiilso
gombfeliiletnek valamije k6z6s volna valamely belsével. Ugyanez érvé-
nyes Pg t6bbi pontjaira nézve is.

Minden a z-be esé gytrtirészt felezziink. Haladjon ugyanis vala-
mely pont g¢-b6l g’ felé és valamely masik g'-b6l g felé, még pedig
mind a ketté egyenlé moédon : akkor ott, a hol talalkoznak, van a
felez6 pont. E felezd pontok 0Osszessége egyszerti vonal; mert min-
den ivbe esak egy pontja esik, és valamely a felezd6 pontokon dt-
haladé pont mindig kiils6bb gombfeliiletekbe lép.

Ez a vonal mind a két oldalon egyenletesen meghatarozva all
a gytirtin, és a gytird minden pontjaban egyenld modon dllithato
oly forman, hogy valamely az R-ben halado pont S-ben magéval viheti.
Neve legyen A.

A mozgatott A-nak minden p pontja vagy megmarad a helyén,
vagy pedig a ¢* C-re nézve koroskoril egyenletesen van meghatd-
rozva, és e szerint gytirtit alkot. A-nak R-ben levé P kezdetétsl egy
darabig A-nak nem minden pontja maradhat nyugalomban; mert
akkor A-nak olyan p és p’ pontjai volndnak, a melyek koriil az ezck-
t6l az R-ig terjedd rész koroskoril forgatva (t. i. pP a p koril és
PP a p' koriil) a z szeletet irnd le, a mibdl kovetkeznék, hogy p‘)):P'CD
(azaz a rész [=] az egészszel).

E szerint R-t6] kezdve egy darabig mindig vannak gytirtlk
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(168. 0.). Ha pedig f-nak nincsen gytrdje, alkalmazhato red a 30. §
megjegyzése. Szitkséges ugyanis, hogy valamely pontnak az S-ben
P-t6l £-ig terjedé utjaban olyan utolsé pont legyen, a mely el6tt
egészen P-ig mindig van gytird, és itten vagy az ulolsé gyiiri van,
vagy legeldszor nincsen gyiirii.

Nem az utolsé; mert akkor ismét szelettel volna dolgunk, és az
elgbbenit alkalmazhatnok. Igy tehét annak a pontnak ninesen gytirije,
és az el6bbi gytirtik Osszessége egészen R-ig nem egyéb, mint a 2
szelet. Az a pont vagy f, vagy pedig valamely masik. £ nem lehet;
mert f-n kiviil £’ is benne van a z-ben, a melynek e szerint van gyf-
riije, és igy a kettének egyenlé meghatarozésa kovetkeztében sziik-
séges volna, hogy f-nak is legyen gyftrtje. fgy tehat mas pont az,
és mind f-nak, mind f'-nak van gytrtje. E két gytirinek azonban azo-
nosnak kell lennie; mert ha f gytirtje tdgabb volna mint a £'-é, az
utobbinak is tdgabbnak kellene lennie mint az el6bbinek.

Ebbél kovetkezik, hogy ¢+ € +f ugy mozgathaté ¢+ € koriil
eredeti helyére valo visszatértéig, hogy kézben f-n menjen 4t.

50. §.

Allitsunk mar most el6 (4gy mint a 47. §-ban) ¢-bdl és G-bél
paronként egyenld gombfeliileteket; még pedig elészér ¢-bol E-vel és
C-bél c-vel, és azutan mindig tovabb egészen a végtelenig.

Legyen eldszor is az els6 gytirtt valamelyik a pontjatol szamitva
b-ben felezve, t. i. az altal, hogy két az a-bol kiindulé a két oldal
felé egyenlden mozgatott pont egyméssal itt talalkozik. Kzek mind-
egyike ugyanis a és a masik kozott van (168, o.). Hasonloképen legyen
P és q a két felerésznek a felezé pontja.

Valamely f pont pedig haladjon a-b6l minden kiilsé, a mindig
tovdbb egymasra kovetkezd gombfelilet-parok alkotta gytirikon keresz-
til, és mindegyikre nézve kérdezziik azt, vajjon ez a pont egyetlen-e
az qx b-re nézve? Ott, hol a valasz tagadd, t az a b koril mozoghat
(49. §). Amde ogyszersmind axbxc==axb»€; e szerint mind c,
mind € mozgathaté a » b koriil, és a mikor ¢ a C-be jut, € ott lesz,
& hol ¢ volt. Gondoljuk mér most ¢ és € e helyzetének megfeleléleg
az el6bbi schémit. Akkor a ¢ gombfeliilete a C-ébe esik és ezé az
elébbidbe, és mindegyik gombfeliilet-par kbzos gydrije a régi marad.
£ ig ugyanabba a gyfirlibe esik, mint elébb; legyen, a hova esik, f'.
Bz & £ nem lehet azonos f-val; mert ekkor ez nem irna le gytiriit
axb koriil, és a vdlasz nem lett volna lagadd.

Legyen a £t iv felez6 pontja m, és ugyanazt a gyfirtit m-tol szd-
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mitva felezze i, és két felét p’, q’. Két pont m-bél kiindulva mozogjon
egyenletesen mq'i-ben és mp'i-ben, és az egyenld utak végpontjai legye-
nek x és a'. Ekkor axbrx=axbxx', valamint i»m+x=irm»a".
Igy tehét, hogy ha a, b, i, m nyugalomban maradnak, az x mozog-
hat koralottiik.

Ha mar mostan f valamennyi gémbfelilet-par valamennyi gyi-
riijén 4t a végtelenbe halad, és mindegyikben a fent a x b-vel egyiitt
nyugalomban marad6 m, m' pontokat és az egyik oldalon a p, p’,...
pontokat, a méasik oldalon pedig a q, q',... pontokat és alant az
axb-vel egyiitt nyugalomban maradé i, i',... pontokat elképzeljiik :
akkor valamennyi gytiri 6sszessége gy mozoghat, hogy a, b, m, m',. ..
nyugalomban maradnak (46. §). Nevezziik ezt az utat [-nek.

A gytirtik osszessége folytonos; mert barmely kettd kozott szam-
talan sok gombfeliilet van, a melyek bels¢kt6l egészen odaig terjed-
nek. Az a, m, m',... Osszesség egyszeri vonal; mert az épen elmon-
dott itt is érvényes, és mert minden p'mq’ ivben csak egy pontja
van, benne egyetlen pontnak sem nyilik harmadik dtja. Epen olyan
p,p,...,9 4q,... és a b, i, i'... Osszesség, ugy hogy a gytirik
Osszességét gy szolvan egy kereszt 4 egyenld részre osztja.

518

Barmely 2 pont, f és g kozott van olyan vonal, mint a milyen
amm'... Helyezziilk ugyanis az f-bél g-vel valé gombfeliiletet az
el6bbeni schémaba gy, hogy f az a-ba essék, és f-bél allitsunk el
olyan gombfeliiletet, mely az odahelyezettet koriilzarja. Az a pont, a
melyet ez_a pdrjaval egyiitt az am... vonal szamdra szolgaltat, kiviil
fekszik az el6bbin, és igy ez a vonal keresztiilmegy az odahelyezett
gomboén. Torténjék ez r-ben, és g mozogjon a koriil egészen r-ig.

52. §.

Minthogy am... minden pontja egyetlen az a«Db-re nézve,
azért ugyanannak minden d-je is egyetlen barmely két m, m'-re nézve.
A nyugvé axb koril végbemené mozgis kozben ugyanis egyidejileg
nyugalomban maradt m’m, és e szerint, ha d az m»m’ koriil moz-
gathaté volna, akkor m+m' koriil mozoghatna is, és nem is mozog-
hatna.

53. §.

Ha mar mostan az mm’ vonalat forditva helyezziik el oly modon,
hogy m a m'-be essék: akkor el6bbi helyzetét fedi. Ha ugyanis mm
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valamely D pontja mm'-en kiviil, d'-be esnék: akkor m'*m«*d" moz-
gathato volna mxm' koril, és igy (a 46. §, 5. szerint) m+m’xd is
mozgathato volna m»m' koril. A paq, p'mq’,... félgytirtk minden
egyes pontja ugyanis, és igy Osszességiik is mozgathaté amm’... koriil
mindaddig, mig vissza nem tér; az el6bbi mm’ vonal pedig belé-
esik ebbe az utha. Haladjon most mér valamely pont a megfordi-
tott vonalban az el6bbi m-t6l az el6bbi m'-ig: akkor mihelyt e pont
az el6bbi mm'-bdl kilépne, mozgathaté pontba esnék.

54. §.

E szerint tehdt ez a vonal m-t6l m'-ig és m'-t6l m-ig egyenld
alkotdst; ha tehat két végébdl kiindulva, két pont egyenlé moédon
halad egyméssal szembe, a felez6 pontban taldlkozik egyméssal.
Minthogy m-hél elképzelhetd egy gombfelillet axb-vel (t. i. ha a-t
mint kozéppontot m-be helyezziik), legyen m’ az [a pont], hol a vonal
a gombfeliileten dtmegy. Az mm’ mar mostan ugy legyen elhelyezve,
hogy m az a-ba és m' a b-be essék, és a felezd pontja legyen M.

Tartsuk meg azonban az a, b elsd elnevezéseket és mozgassuk
az Mam ... vonalat az apq gylrd mentén (vagyis ¢ » € koril) mind-
addig, mig vissza nem tér: akkor a gytirtik [ Osszessége zdrt; nevez-
ziik az egészet P-nek. Ez mind a két oldalon, ¢ és € felé egyenld
felszint mutat, és a teret 2 részre osztja, a melyek mindegyikében
minden a P-n kivil fekvé pontnak a masikban egy egyenlé helyzett
felel meg.

55. §.

A P minden az ...ibMa...-n kivil fekvé pontjanak megvan
a parja, a mely mint az egyik oldalban fekvé a masik oldalban fek-
vének megfelel. E szerint az egész P a ...bMa... koril egészen
visszatéréséig mozgathato. Nincsen is a térnek olyan d pontja, a mely
nem esnék belé ebbe az tutha. Legyen ugyanis az elsé P-nek egyik
oldalab6l vald: akkor a masik oldalon van egy vele egyenl$ hely-
zetli, gy hogy d a b« a koriil mozgathato, és a leirt gytird P moz-
gdsakor dtmegy bd-n.

56. §.

A .. bMa... vonal egyenes, és P sik. A térnek ugyanis min-
den olyan pontjit tartalmazzak, mely barmely benniik fekvé kettdre
nézve egyetlen. [45. §.] L

L. Legyenek ugyanis f, g annak a vonalnak pontjai: akkor fg
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minden pontja fx g-re nézve egyetlen, fg-n kiviil pedig nincsen olyan
pont, mely fxg-re nézve egyetlen. Ha ugyanis valamely ilyen a P
kiviil esnék, a masik oldalon volna még egy vele egyenls helyzet;
ha pedig P-be esnék, minden az ﬂ;-n kiviil fekvé pont f g koril
mozgathato (52. §).

Megjeqyzés. Ha ab egyenes, akkor ab ugyanazt [az egyenest]
jelentse, ha mind a két oldalon a végtelenbe terjed, ab pedig szintén
ugyanezt [az egyenest], ha az az a-bél indul ki, és azon az oldalon,
a hol b van, végtelen.

IL. A P sik. Legyen ugyanis Q1 és B két tetszés szerinti pontja:
akkor (az el6bbeni szerint) minden pont, a mely QA+ B-re nézve
egyetlen, AB-be esik, és az AB egyenes egyetlen pontja sem esik
P-n kivil.

57. §.

Az Mam . .. egyenes az M kozéppont bérmely gombfeliiletébol
kilép. Allitsunk el§ ugyanis G-b6l olyan gombfeliiletet, a mely az
elobbit bezarja: akkor ez parjaval egyiitt az M@ vonalnak olyan
pontjat szolgdltatja, mely az elsé gombfeliileten kiviil esik.

0

58. §.

Bérmely egyenesek fedik egymast, ha f, g végeik egybeesnek.
Essék ugyanis f az M-be és g valamelyik m-be. Ha valamelyik pont
Mm-en kiviil esnék, a fenti eset allana eld. De a vonalban tdvolabbra
sem eshetik, mint m; mert akkor a rész egyenld volna az egészszel.

Ha tehat valamely pont a végtelen egyenesben tovabb halad,
ebben egy egyenest” magaval ragadhat; mert barmely pontbél két
egyenld tavolsiagt végpont kozott az egyenesek egybevagok.

59. §.

Barmely hdrom QA, B, K ponton atmegy egy sik, és csakis
egy, ha a 3 pont ninesen ugyanabban az egyenesben. :

Azokat egyenesekkel kotve ossze, fektessiik QU-t IM-be és V-t
valamelyik m-be, és ha K nem esik P-be, forogjon P az a0 koriil,
mig eléri a ] pontot.

Hazzuk mar mostan az AV egyenes valamely v belss pontji-
bol a v egyenest, és pR-nak valamely w belsé pontjabél mozogjon
wd koroskoril az [AVK] haromszég mentén : akkor a mozgatots
vonalnak minden pontja P-ben van, de P-nek is minden pontja ebbe
az 1tha esik. Az ilyen pont ugyanis vagy a haromszogon kiviil, vagy
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pedig azon belil van. A kiviilr6l valé egyenes a A keriilletén megy
at; ha [az a pont] pedig beliil van, akkor a w-b6l kiindulé és rajta
atmend egyenes atmegy a keriileten. .

60. §.

P barmely pontja koriil barmely G egyenessel kor irhaté le, és
ennek kertilete (avval egyiitt, a mit koriilzar) 6nmagdban mozgathatd.
Az el6bbi A ugyanis ugy helyezheté I>-be, hogy v az adott pontba
essék. Valamennyi egyenes, mely az el6bbeniben iv-bél indult ki,
legyen egyenlé (i-vel: akkor végpontjaik osszessége a kor keriilete.
Jusson ugyanis 9w, ha azt w koril koroskoril mozgatjuk, az eldhbi
egyenesek mindegyikébe: akkor, ha az el6bbenit ismételjik, az ered-
mény mindig ugyanaz lesz.

Igy tehat P is minden pontja koril énmagaban mozgathats, és
ha P-ben valamely pont halad, a kort P-ben magival viheti.

Megjegyzés. (Az euklidikus rendszerben) csak még a gomb-
feliilet olyan, hogy minden pontja koriill onmagaban mozgathato; de
az antieuklidikus rendszerben még  szamtalan ilyen [feliilet] van.
Egyetlen pontja koriil énmagdban mozgathaté a kap, a paraboloid
és mas efféle. Onmagukban, a nélkiil, hogy valamijok nyugalomban
maradna, elmozdithatok az egyenes, a csavarvonal, a kor és més
azok mintajara alakulok. S6t ugy, hogy egészen dnmagaban maradjon
(a nélkiil, hogy valamije nyugalomban maradna) mozgathato az tutja
barmi tetszés szerintinek [t. i. alakzatnak], a melyet valamely kiilsé
tengely koriil addig mozgattunk, mig eredeti helyére vissza nem tért.

61 8¢

Az eqyenes és a sik elddllitdsa wtdn a kivetkezd [ogalmak
alakitdsdra keril a sor.

Két sikrol, és épen gy egyenesrdl és sikrol, és ugyanabban a
sikban levs két egyenesrdl is azt mondjuk, hogy pdrhuzamosak, ha
a végtelenbe kiterjesztve nem metszik egymast.

Az euklidikus rendszerben valamely ponton csak egyetlen olyan
egyenes megy dt, mely valamely egyenessel parhuzamos; kiilonben
Szamtalan van ilyen. Ha t. i. az ab egyenest a koriil a bd egyenesen
addig mozgatjuk tovabb, mig ezt elészor elhagyja, és ekkor ab’-nek
nevezziik, ezt ab’ ||| bd-vel jeloljiik. Ez az euklidikus rendszerben akkor
torténik, ha a belsé szogek Osszege = 2R, és itt a ||| jel helyébe
a || jel 1ép.
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62. §.

Mindazoknak az egyenlé egyeneseknek Gsszességét, melyek ugyan-
avval a bd egyeneshez [||-ak, és melyek kezdépontjainak Gsszessége
valamely K alakzat, prizmatikusnak nevezzilk. E szerint az ilyen
fiigg F-t6l és a |||-t61 vagy || -t6l. Ha F egyenes, akkor a | eseté-
ben parallelogramm szdrmazik, és henger akkor, ha F' kor. Ha a |||
esetében az egyeneseket a végtelenbe meghosszabbitjuk, akkor vég-
telen kozel jutnak egymdashoz a nélkiil, hogy egymast elérnék; épen
ugy, mint az orékkévalésagban valamennyi én kozeledik egyméshoz,
és a mindenek énjéhez. :

Megjegyzés. Ha P, () sikok, és Pl Q, és az el6szor a P-be es§ p-t
(mely vonal vagy sik) tetszés szerint mozgatjuk mindaddig, mig ()-ba
nem esik, csak [azt kotve ki], hogy mindig tovabb is olyan a P-vel par-
huzamos sikba essék, a melyben el6bb még nem volt: akkor tutja p-t6l
és a mozgastol fiigg. Ha p egyenes, és kezdGpontja valamely a P-re
merdleges egyenesben halad, végpontja pedig csavarvonalat ir le : akkor
onmagéban mozgathaté feliilet keletkezik. Hasonloképen lehet a vég-
pont egyszersmind a P-vel parhuzamos olyan kérnek kozéppontja,
melynek radiusa kisebb az el6bbi p-nél. Ha p vonal: akkor azok
‘a feliiletek], melyek egyenldé p-k révén P-t61 ()-ig szdrmaznak, csak
bizonyos esetekben —=-k, de mindig ilyenek, ha p feliilet.

63. §.

Egymést metszd egyenesek révén szarmazik a piramiddlis, a
szigos alakzat, a szig nélkili alakzat, a gorbe,. .., a megforditott
eqyenldség, az dltaldnos geometriat eqyenldség, és a || esetében «
hasonlosdyg.

Az ugyanabbol a pontbél kiindulé egyenls egyenesek osszessége
a gomb, és ha azok ugyanabban a sikban vannak, a kér. Azoknak
az egyeneseknek Osszességét, a melyek valamely pontbél kiindulva,
valamely [ alakzat minden pontjaig terjednek, piramiddlisnak ne-
vezziik. Ha ' kor, és a pont annak sikjan kivil van, kap szér-
mazik; ha pedig I’ egyenes, és a pont a sikban (/:en kiviil) van,
‘a szarmaz6 alakzat! A. Vannak tehdt felitletszerii és testszerii pira-
middlisol:.

64. §.

Ha b olyan egyszeri vonal, mely alkoté része B-nek, ha B
vonal, ha pedig B feliilet, alkoté része B és valamely végtelen sik
metszésének, és p olyan pont a b vonal végei kozott, K pedig olyan
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kup, hogy a p pont a K kup cstcsdba és b, eltekintve p-t6l, egészen
a kup belsejébe esik: akkor azt mondjuk, hogy B a p-ben sziget
alkot, és barmely feliilletr6l is mondjuk, hogy az L vonal mentén
szOget alkot, ha L minden pontjaban szége van.

Megjeqyzés. Két egyenes szdge respectiv mennyiség (17. §)
tekintettel arra, hogy a szdrai kozott elterjedd iv hanyadrésze az
egész keriiletnek, barmi is Jegyen a radius. Ha negyedrésze, akkor
derékszognel mnevezzilk. Azt mondjuk akkor, hogy az egyik szér, «
meréleges a mésikra, S-ra, és ezt igy jeloljik: o L. B Azt mondjuk
tovabba, hogy a CIM egyenes L. Pre (54. §); mert CIM L a P
siknak minden az M-en dtmend egyenesére. Ha pedig & valamely a
P-n kiviil levé pont ugyanazon az oldalon, a melyen € van: akkor azt
a szoget, a mely a CIMOG szdget derékszoggé egésziti ki, veszsziik
a BIM egyenes és a P alkotta szog nagysdginak. Ha pedig a Pés
sikokban az M pont kozds: akkor, ha MK L. Q, a CMK szdget
veszsziik a P, () sikok alkotta szdg nagysigénak, és ez egyszer-
smind = avval a szoggel is, melyet az IMN-b6l a P-ben és (-ban
azoknak metszésére merdlegesen huzott egyenesek alkotnak.

Valamely egyenes és a sik alkoita szognek veheindk az IM-bol
valo gombfelilleten a vonaltél a sikig terjed6 legrovidebb utat is,
mely t. i. olyan, hogy (ugyanazon radius mellett) nala révidebb [ilyen
Ut ninesen.

65. §.

Ha valamely alakzatnak egyetlen pontjaban sinesen szoge: akkor
$30g nélkuli; gorbének pedig nevezziik a szog nélkiili alakzatot
akkor, ha semmi alkoto része sem egyenes vagy sik. Ivvel egyesitett
¢gyenes lehet ugyan szog nélkiili, de nem gorbe.

66. §.

Ha a szog nélkiili A és B alakzatokban olyan £ (pont vagy
egyszerti vonal) a kozds, hogy k& minden pontjabdl [kiinduldlag] van
olyan ¢ alkoté része A-nak és olyan b alkotd része B-nek, hogy «
e b Osszessége folytonos és szog nélkiili: akkor azt mondjuk, hogy
A & B érintik eqymdst k=ban.

67.7 8.

Ha 4 olyan sik, mely a B alakzatot a p pontban érinti, és vala-
Mely nq egyenes |- A: akkor a pg-rél mondjuk, hogy merdleges
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B-re is. S6t, ha valamely v vonal valamely C feliilethe esik, és v
minden pontjaban mer6leges allithaté C-re: akkor e merdlegesek
osszességérdl is mondjuk, hogy L. C-re.

68. §.

Ugyanabbol a pontbol kiindulo egyenesel kapesolatban a szor-
zdssal. Ha a () bizonyos pontokat, bizonyos alakzatokat, vagy bar-
mit jelent a térben (akdr valamely naprendszer helyét is), és ha min-
den egyenest, a mely ugyanabbél a p kezddpontbdl kiindulva (-ban
végz6dik, [altalanosan| a-nek, végpontjdt pedig q-nak, és a-et az
dllandé @ mennyiséggel megszorozva y-nak nevezziik, és minden x-re
a hozza tartozé y = ax-et a p-t6l kezdve a pq-ra redrakjuk: akkor
az 1-oknak valamennyi a p-t6l kilénb6zé végpontjainak osszességércl
azt mondjuk, hogy hasonlé Q-val. Ha azonban minden y-t a-nek
masik oldalan veszsziik fel: akkor azt [az Osszességet] forditva hasonlo-
nak nevezhetjik. Bizonyos i-oknak a p-t6l kiilonboz6é végpontjai-
nak 0Osszességérél és a nekik megfelelé g-knak Gsszességércl azt
mondjuk, hogy homologok.

Megjegyzések. 1. Ha Q A : akkor, ha « nem = 1, valamennyi
a homolog oldalokkal szemben fekvé szog dltaldban csak Eukrines
axiomajanak feltevése mellett egyenld.

2. Ha valamennyi y-t a masik oldalon veszsziik fel, még akkor
is, ha a =1, nem egybevigo alakzatok keletkezhetnek. Ha pl. () a
jobb kéz, amaz a bal kéz lesz, a melyre a jobb kézre ill6 kesatyl
csak ugy huzhaté red, ha megforditjuk.

3. Konnyen kimutathaté, hogy valami [a (-vall egyenld ugy
létesitheté, hogy a () minden pontjabél valamely sikra bocsatott
merélegeseket a masik oldalon [6nmagukkal] egyenléen meghosszab-
bitjuk. Ilyen az, mint a kép a sik tiikkorben.

4. Bz mar mostan forditott eqyenldség, és geometriailag egyenlo-
nek nevezhetd A és B akkor, ha az a mozgathat6, mely A-val egybe-
esett, vagy magdval B-vel, vagy legalabb az emlitett képével eshetik
egybe.

5. Ilyen médon a parallelepipedont atlésikjai két egyenlé harom-
oldalt hasdbra osztjdk fel, a melyck azonban esak bizonyos esetek-
ben lehetnek egybevigék. ACVe ugyanis legyen parallelogramm és
faz ADVB és Cc 4atloinak metszéspontja; a parhuzamos élek pedig
legyenek QAA', VB!, EC', cc. Az ACBV és AcB haromszogek
‘hasabjai csak akkor fedik egymdst, ha a €'Gc sik meréleges az alap
sikjara, és vagy AG'Ct= R, vagy AC = €B. Hiszen, ha AAVe¢
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és AUABCE alsé felszinét feketének, a masikat pedig fehérnek gon-
doljuk: akkor abban az esetben, ha AC nem = EB, még ezek a
haromszogek is csak tgy fedhetik egymast, ha kiilonboz6 szinek
esnek ~ egymasra. Ha azonban azok [az oldalak] egyenl6k: akkor
ARUABE az AV koril mozgatva, a fekete szinnel is eshetik a mésik-
nak fekete szinére. Az elsé és mindegyik esetben ABVE, miutan azt
f koril addig mozgattuk, mig egyik pontja félkort irt le, fekete szind
felszinével eshetik a mésiknak fehér szinti felszinére.

Ha most €'€ L. €c¢: akkor majd a mozgatott haromszog hasdbja
a masiknak helyére jut.

Ha azonban AC'Cc pl. <R, és AC=CEB: akkor ¢'c a ¢€
meghosszabbitasaval a A C'Ce-vel egyenld szoget alkot. E ezerint,
a mikor AABe¢, miutdn azt az AV koril mozgattuk, fekete felszinével
AABE fekete szinére esik, a magaval vitt, most alulra keriilt hasab-
nak ¢-bél kiindulé éle €'C-nek meghosszabbitdsaba esik, és igy az
alsé hasab bele lesz tolhaté a felsSbe.

A tobbi eset lehetetlensége hasonlé modon bizonyithaté be;
mindazonaltal az egyiknek kiforditott burka egybevagé a masiknak
burkdaval. Némely esetben a kiforditas is el6vigyazatot igényel: koczkéra
gtla ugy teheté red, hogy a cstues alul keriiljon. !

Sziikséges, hogy minden szognek cstcsszoge feleljen meg. ig
a gémbon valamely ABE gombharomszoghdl szarmazik egy mésik
LA], abe, ha p-nek (68. §) a kozéppontot veszszik, a =1, és az
y-okat a tils6 oldalon veszsziik fel. Amde, ha AUABE nem egyenls-
szdart, sohasem fedhetik egymast.

Két nem egyenlészara gémbharomszog, UBE, abe (melyeknek
€gyenlé nevii oldalait egyenldknek gondoljuk) egyéltalaban csak akkor
fedheti egymést, ha AC és ac ugyanabban a C legnagyobb korben
fekszenek, és A a C-ben gy mozgathato € felé, hogy az UAC ivet maga
elétt tolva és AABE-t a gémbon magdval ragadva, az alatt, mig 2
4% a-ba jut, ne menjen &t ¢-n, ha mind a két hdromszdg ugyanazon
félgémbon van; abban az esetben pedig, ha kiillonbozé félgombokben
Vannak, el6bb még ¢-n menjen &t.

Szép gondolatot tartalmaz azonban a fent dicsért kdzdni irat
lannak megvalositdsaral, hogy részenként fodjék egymést. Kort irat
le, mely a cstcsokon megy at, és e kor gombi kozéppontjabol a
héromszég csticsaiig terjedd ivek segitségével eldallitott harom egyenld-
S28ri hiromszog fodheti a méasik hdromszogben a megfeleloket. Ez
természetesen csak akkor érvényes, ha a kozéppont a hdromszog
belsejéhe esik ; valészindi azonban, hogy az éles elméjii szerzé az
altaldnos oset vizsgalatat az olvasora bizta.

Stickel : Bolyai Farkas és Bolyai Jdanos. Il 12
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Ha A€ a szemiink elott és B fent, A balra és € jobbra fekszik,
és ABVB<LBE, az az iv pedig, mely a gombfeliilethen alul esé K kozép-
ponttol a B cstcsig terjed, az AC ivet D-ben metszi: akkor A BDE
tompa szdg, és a A [BDE]-ben ninesen két egyenls oldal, BE>VBD,
BE>DEC; DE>VD. Ezen az alapon a szarmazott hérom egyenls-
szdra /\ ellenére a részenkeénti fedés a fent mondottak szerint nem
sikeriil.

Amde minden egyes esetben a részenkénti fedés a kovetkezd
moédon sikeriil : Felezziik Aabe két szogét, a-t, b-t, és a f pontbol,
a melyben a két felezé iv egymdst metszi, bocsassunk mind a harom
oldalra meréleges iveket, még pedig fd-t ab-re, ff-et be-re és fg-t ac-re,
és huzzunk egyszersmind ivet f-tol c-ig. Ezen a mddon hat harom-
sz0g keletkezik, Abdf = bff, A adf = agf, tigy hogy a harom merdleges iv
egymassal egyenld, a mib6l egyszersmind kovetkezik, hogy Acff = cgt;
mert a fc oldal kozos, a szogek f-nél és g-nél derékszogek és az ft
és gf merdlegesek egyenlok. [gy tehdt a ¢ szog is felezve van. E sze-
rint e hat hdromszog egyikében sincsen a kiilsé oldalok mellett fekvo
szogek kozott olyan, mely nagyobb a derékszognél, és igy csak az a
kérdés marad fenn, hogy a f kozos cstesndl fekvé hat szog milyen.
A Aabe barmelyik szogét felezd iv a hozza legkézelebb es6é merdlegesek-
kel egyenlé szogeket alkot; ha tehat mindegyik szognek megfeleldleg
ez a két merdleges a f cstcsndl a 2R-nél kisebb szoget alkot, akkor a
hat hiromszog szogei koziil egyik sem nagyobb R-nél. Igy tehdt,
minthogy a htrok alkotta szogek kisebbek, mindegyik héromszignek
megfeleléleg a hurok alkotta haromszog hegyesszogti, és ezért a bar-
melyik koriil leirt kornek kozéppontja a piramison beliil, és igy a
gombfeliileten a A-6n belill esik. E szerint 18 egyenlészaru A\ kelet-
kezik, a melyek a mdasikban, a AABCE-ben megfelelsleg keletkezet-
teket elfedhetik.

Abban az esetben azonban, ha pl. ff a fg-vel ¢ felé dombort
szoget alkot, ugyanaz nem lehetséges a tobbi ketté egyikénél sem,
és ekkor fc és ge.mindegyike nagyobb a negyedkornél. Ha c-t polus-
nak veszszilk, £ a ¢ koril leirt legnagyobb kor megallapitotta also
félgombfeliilethe esik, és m, n legyenek azok a pontok, a melyek-
ben az a legnagyobb kor a ca és cb iveket metszi, az a pont pedig,
a melyben ezt a kort a cf iv metszi, legyen p. Ezen a moédon négy
derékszogti haromszog keletkezik : fgm, mpt, n, npf, a melyck mind-
egylkének minden oldala kisebb a negyedkiornél. Ugyanis ff, fg, pmh
pn, pt és mp, fn kisebbek, és minthogy fm, fn atfogok,

cos fm = cos fg. cos gm,
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tehat fm és hasonloképen fn is kisebb a negyedkornél. Igy tehat
ezekben a haromszogekben nem fordul el6 a dombort szdg esete, ugy
hogy a fent mondottak a fels6 haromszogekre is érvényesek. Hogy
fg kisebb a negyedkornél, abbol tiinik ki, hogy ha a ¢-nél levé fél-
szognek a mésik polusnal, a ¢'-nél megfelel6t e-nak nevezziik : akkor

1 :8in ¢ = sin ¢'f : sin gf,
és igy
sin gf = sin o sin ¢'f,
a mi <l1.

A mi a nagysigot illeti, az ABVBE és abe haromszogek egyike
sem lehet nagyobb a masikndl; mert kilonben az utébbinak is
nagyobbnak kellene lennie az el6bbinél. A mi pedig a fedést illeti,
barmely gombi alakzatok tetszés szerinti kiesiny egyenldszért harom-
szogekre bonthatok fel, és ha az, a mi mind a kett6bél fennmarad,
-—0, akkor végszeriitleniil részenként ==-k. Ugyanez alkalmazhaté
testekre és respectiv mennyiségekre is.

69. §.

Minthogy a sik, mely a végtelen teret két egyenld részre osztja
fel, tiszta kildtast nyuajt, a vizsgalédé szem egy darabig ide boesat-
kozik le, Logy azutin ismét visszatérjen.

A sikban eldszor az egyszerii, azutin az dsszeletl mozgds j6 tekin-
tethe. Az elsével akkor van dolgunk, ha valamely pontnak minden
mozgasa elébb fejezddik be, mielétt valamely mésiknak a mozgésa
kezdédnék; a mésodikkal pedig akkor, ha valamely pont mozgésa
kozben valamely olyan alakzatban, melyet az magéval ragad, valamely
masik pontot is mozgatunk. Mindent ugyanis a pont mozgdsdval
intézhetiink el. A sikban t. i. valamely pontot egyenesben, vagy pedig
masképen valamely pont koriil mozgathatunk, abban annak bdrmely
Dontjahoz juthat el, és mindent, a mibe beléesik, magéaval ragadhat.
Osszotett [a mozgds] akkor, ha az alatt, mig valamely pont az & utat
irja le, az avval ragadott merélegesben valamely mdsik pont az y utat
irja le, hol y az a-nek fiiggvénye, és az y-ok végpontjainak Gsszessége
kiilonféle lehet. Bzeknek magyardzatéra a kovetkezd szolgdljon.

I Ha az («)x—(B)y = 0 egyetlen olyan tagot sem tartalmaz,
mely nem tartozik az axPy? képlet ala (hol a dllandot, O-t vagy mds
Szémot, ) és ¢ mindegyike pedig O-t vagy valamely 1= egész szamot
Jelent), és legaldbb egy tagban, melynek allandé tényezéje nem 0,
P+q = m: akkor arrél a vonalrdl, melyet az y-ok végpontjai szol-
Qaltatnak, azt mondjuk, hogy m-edrendii. gy az egyenes elsdrendi,

12%



180 Boryar Farkas, Roviden vézolt kisérlet (1851)

a kor mdsodrendii vonal. Valamennyi kupszelet is'2-odrendii vonal,
és minden 2-odrendii vonal kupszelet.

II. Ha két fiiggvény, y és Y ugyanazokra az a-ekre nézve az
l és L vonalakat szolgaltatjék, és ha « = o, minden k-ra nézve
(mely valamely I~ egész szamot jelent 1-t61 h-ig bezérélag)

0”‘)"_—“0"‘!/, de thY nem :dh-ﬂ”:

akkor azt mondjuk, hogy az L és [ vonaloknak érintése az x = o-
hoz tartozé ordinata végpontjaban /h-adfokil.

Be van bizonyitva, hogy az egyenes érintése [altalaban] csak
els6foku lehet, a koré azonban mésodfoku is (de magasabb fokd nem),
és ekkor radiusarél mondjuk, hogy az érintési pontban a gérbe gérbiileti
sugara. Ha az egyenes érint, akkor kozte és az érintett kozott egyenest
nem huzhatunk; hasonléképen az emlitett kor és az érintett gorbe
kozott ninesen kor.

III. Ha valamely egyenesnek és gorbének semmije sem kozos
és mindazonaltal koztik egyetlen egyenest sem hosszabbithatunk meg
a végtelenig : akkor amazt asymplotdnak nevezziik. Két gorbe is asymp-
totikus moédon kozeledhetik egyméshoz, ha az ugyanazoknak az
abszezisszaknak megfelelé ordinatak kiilonbsége ——0.

IV. Valamely » gorbe valamennyi pontjahoz tartozé gorbiileti
sugarak végpontjainak V Osszessége v-nek evoluldja, és V a v-nek
evolvense.

V. Ha mind az érinté egyenest, mind az erre (az érintési pont-
ban) merdleges gorbiileti sugarat az abszezissza-vonalig meghosszab-
bitjuk, akkor az érintési ponttdl egészen az abszezissza-vonalig az
els6t tangensnek, a masodikat pedig normdlisnak nevezziik ; tovabba
az abszezissza-vonalat az érintovel valdo metszésétél kezdve az ordi-
nataig sublangensnek, s-nek, és a normdlissal valé metszéspontjatol
kezdve [az ordinataig] subnormdlisnak nevezziik.

VI. Ha y' a merdleges az x--:i abszezissza végétol egészen az
érintéig : akkor

sy =(sta):y"
Be van bizonyitva az is, hogy

s=y:ey,
és igy

Minthogy azonban

y'=ytady.
s:y =1:tangv,
a hol v az érinté és s alkotta szoget jelenti,

tang 1 = oliy.
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Fz nemesak az érinté helyzetét mutatja a gérbe minden pontjd-
ban, hanem a Taylor-féle sor segitségével a gorbe menetét is. Ha
ugyanis y = (I) x, akkor

(F)@4a) = y+ady+a%dy:2...;

be van pedig bizonyitva, hogy i olyan kicsinynek vehetd, hogy minden
tag nagyobba valjék valamennyi utdina kovetkezének osszegénél. Kz
alol csak egyes pontok mutatnak kivételt, a melyekben a vonalnak
valami kiilonés tulajdonsédga van. Ha mér mostan a o/fy-t rovidség
kedvéért of-val jeloljik, és m valamely az 1 és n kozott levé egész
szdmot jelent, n pedig péros szam: akkor, ha a értéke olyan, hogy
nincsen olyan o™, a mely nem 0, és o -~ és nem O, a vonal az
abszezissza-vonalrol nézve dombort, homord pedig akkor, ha ["] —
Lattuk ugyanis, hogy

y'=y+ady,

6s igy, ha a sornak tobbi része -+, akkor a gbrbe az érint6é felett
vonul el, és alatta, ha —. Ha mér mostan pl. m=2 és o
akkor akdr d-re, akdr —d-re nézve [a sor tobbi részel ép olyan ;
mert (—ax)? — 22 Igy tehat mind a két oldalon ---ot nyeriink, ha
o I, és —-ot, ha o/*> —, ha t. i. y értéke mind a két oldalon valos,
kiilonben pedig csak azon az oldalon, a melyen az értéke ilyen.

Az érint6 azonban a ¢-t6l fligg; mert

tang v = @y-

Ha o/ =1, akkor v = R:2; ha o = oo, akkor v = R; ha ¢ = 0, akkor
az érintd || .

A maximum vagy minimuwm x-nek olyan értéket koveteli,
Melyre nézve ¢, ha nem oo, egyenlé O-sal (habdr a o = 0-bol még
Nem lehet kivetkeztetni maximumra vagy minimumra). Ugyanis [ebben
az esethen |

a

(F)(x+)—(F)x, valamint (F) (r—o)— ) x

Ugy szdrmazik (@*:2)*([) 2-b6l, hogy olyan mennyiséget csatolunk
hozzs, mely ndla kisebbé vélik, ha @-—0. Maximum vagy minimum
akkor i 4llhat be, ha o = co. Az ezekhez tartozo értéket az
0186 esethen a o — 0-bol, a masodik esethen pedig az 1 ;¢ = 0-bol
hatarozzuk meg. A o = 1:0-b6l ugyanis szdrmazik 1:¢ = 0. Vajjon
azonban erre az o értékre nézve maximum vagy minimum all-e be,
4zt igen kicsiny @-val probdljuk ki; t. i ugy, hogy y-ba o helyébe
%+ @-t helyettesitjiik. ' :
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Legyen mar most & = p-re nézve y = ¢, és p legyen ¢-nak vég-
pontja. Ha a o/-nak csak egyetlen értéke és a gorbének két olyan
p-b6l eredé dga van, mely mind a kettd az abszezissza-vonalrél nézve
dombord, vagy mind a kett6 homord, vagy pedig az egyik dom-
bord, a méasik homort és mind a ketté g-nak ugyanarra az oldalara
esik: akkor azt mondjuk, hogy az alakzatnak p-nél csicsa van. Ha
azonban az utébbi esetben az egyik 4g g-nak egyik oldaldra, a masik
pedig annak masik oldalara esik, akkor enflexidrol beszélink, és p-t
forduldpontnak nevezziik. Mindezekben az esetekben a = p-re nézve
p-ben mind a két 4gnak az érintéje ugyanaz. A csicsnak két faja
van a szerint, a mint mindegyik [4g] a masik felé a domboru oldalat
forditja, vagy pedig ezt csak az egyik teszi, és az utobbi esetet kivéve,
mindegyiknek két esete van a szerint, a mint az abszczissza-vonalrol
nézve dombortak vagy homoraak.

Inflexié nem lehetséges, ha a fentebbi @ nem 0, mert kiilon-
ben mind a két oldalon domborisidg vagy mind a két oldalon homo-
risdg mutatkoznék. Amde cstics sincsen, ha o = 0.

Annak eldontésére pedig vajjon az egyik dg-e vagy a mésik a
dombort vagy a homort, (VI szerint) o/>be egyszer p-i-et és a
masik agnak megfeleléleg p—i-et helyettesitiink. Lehetséges, hogy
az egyik oldalon képzetest és a masikon két értéket nyeriink.

Ha a ol-nak x = p-re nézve kiilonhoz6 értékei vannak: akkor
p a kiillonbozé érintékkel ellatott dgakra nézve (dbbszords pont.

Van olyan fiiggvény is, mely @« bizonyos értékére nézve csak
elszigetelt pontot szolgdltat.

Mindezeket singularis pontoknak nevezziik.

Megjegyzendd, hogy ha pl. y = Y/ (a mi azt a paraboldt szol-
galtatja, melynek parameterje = 1) és az a kérdés dontendd el, vajjon
a felsé 4g dombort-e vagy homort: akkor itt y I, és ezért sziik-
séges, hogy

-3

P=—(l:hx?
-ben a gyok az a7%-bol pozitivnak vétessék, és az also agnal

sufi
R=1:4Hx?
-ben —mnak. Igy tehat mind a ketté — és mind a ketté tekintettel
az abszezissza-vonalra homord. Ha a = 0, akkor ¢/* = oo, a mi sem
dombortt, sem homorit nem szolgaltat. Ha x értéke —.i, o* képze-
tes, ha pedig # [~ akkor valds.
Példiil :

y=b4+al, y=b+ta! y=b—a! y=2o'+o
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£ = 0-ra nézve tobb fajat szolgaltatjak a csticsnak. A harom elsd
szolgdltatja az elsé fajt, a negyedik a masodik fajt. Az elsének és
negyediknek megfeleldleg o =0, a misodiknak és harmadiknak meg-
felelleg oo, és igy az elébbieknél az érintd parhuzamos, az utébbiak-
nél pedig merGleges. A harom elsé esetben o2 = oo, a negyedikben
pedig = 2, ha =0, és a két ag az atolsé esetben a ¢ ordinatdnak
ugyanarra az oldalara esik, a mésik oldalon pedig képzetest nyeriink.

A negyedik esetben x-nek bizonyos értékére nézve o> =0, €8
itt fordulopont van.

A mésodik esethen minimum és a harmadikban maximum 4ll
6l a of = co-bél; &mde a o = 0-b6l y = b+a®nek (& mely para-
bolét szolgaltat, az abszczissza-vonalat. [ugyanis] az el6bbire mero-
legesnek vettiik f61) a b minimuma gzarmazik.

Tt 25 —2® az @ — O-ra nézve elszigetelt pontot szolgdltat.

y = Y/ 2*—x** az x = O-ra nézve tobbszords pontot szolgaltat
és egy oo-alaki vonalat.

Az Gsszetett mozghs sokféle lehet. Az elébbiben példdul y az
abszezissza-vonallal szoget alkothat, a mely 4lland6 vagy valtozo
lehet. Mozgathaté valamely vonal egyik vége, a ¢ koriil a cp =1
radiussal leirt koron is, és ama vonalban egy pont. Ha ennek utjat
y-nak és a mozgatott vonalnak a korrel kozos pontjénnak utjat w-nak
nevezziik : akkor y bizonyos moddon fiigghet wu-t0l. Ha pl. y = au,
akkor az Arcmmepes-féle spiralist, haka— 0k, Brrnouvrir Jakab
spirdlisdt nyerjilk, ki, miutdn folfedezte, hogy ez vonal egyenlé
evolutdjaval, meghagyta, hogy azt a «Haec cadem mutata resurget)
felirassal sirkovére véssék. Ilyen koordinatakkal, melyeket poldris
koordindtdknak nevezink, mis gorbék is kifejezhetok.

70.

b7e

Most mar az elébbeni §-ban kijelolt tton tovabb haladva, a sik=
ban elgszir az egyszerli mozgis vizsgalatara keriil a sor, még pedig
elészor csupan a vonalakra, azutin pedig a tertiletre.

A vonalak kezdédnek az egyenesekkel, és azutdn a korok csat-
lakoznak hozzajuk. Elészor is két egyenes, azutdn tobb. Eldszor az
Ugyanabbél a ponthol kiindulék. Ilyen kotts szoget alkot (negyed,
nagyobb, kisebb). Kgy harmadikkal /\-et alkotnak. Ha tobb van, 2
Mmer¢legestsl kezdve nonek, és a A-—0. Vajjon azonban & harmadik-

kal metszettek metszik-e egymast vagy sem? ez & kérdés az, a mely

* [Az evedetiben a ¥ hifnyzik.]
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a czimlapon szerepel és a melyrél alabb még egyet-médst elmondunk.
Annak bebizonyitdsa, hogy a hdromszogek egyenldségének altaliban
esak négyféle feltétele van. Az oldalok és szdgek egymastol valo fiig-
gése, a mihez mindjart a hasonlésdg utén réviden és konnytiséggel
a kiegészitésre vonatkozé f6tételek jarulhatnak hozzd. Mindezeket
mostan az euklidikus rendszerben értjiik.

Néqgy egyenes. Vagy egyetlen par sem ||, vagy csak egy par,
vagy pedig tobb. Ha esak egy ilyen par vam, abbdl szérmazik a
haromszogek hasonlosdga. Ennek oOtféle feltétele van, melyek mind-
egyike elegendd. Szorzds, oszlds, néqyzetqydkvonds egyenesekkel,
tovabbé ¢ = a®4-b2 hol a, b a befogok és ¢ az atfogo.

Egyenes és kor. A legkisebb metszés, a legnagyobb metszés.
Ugyanabbdl a belsé, kiilsé vagy keriileti ponthél kiindulé tébb egye-
nes kapesolathban a korrel. Keriileti szogek. A sokszogek szdrmazdsa,
szerkesztésiik, a mely a Gauvss-féle elméletlel kiegészitheto.

Kor kapesolatban kérrel. A legkisebb metszés, a legnagyobb
metszés, .

Tobb egymést érint6é kor. Szog nélkili alakzatok; itt egyenese-
ket is hozzavéve.

Ezek utdn kovetkezik a geometriailag szerkesztetteknek teriilete.
Elészor is a derékszogti négyszogrol, melynek alapja b, magassiga «,
be van bizonyitva, hogy az a és b vonalok szorzata olyan egyenes,
mely annyiszorosa az egyenes egységének, a hényszorosa a derék-
sz0gl négyszog annak a négyzetnek, a melynek oldala amaz egység.
Tovdbbd be van bizonyitva, hogy valamennyi egyenlé magassagi [és
egyenld alapi] parallelogramm egymdssal ==; még pedig végszertien
egyenlé (39. §). Hasonléképen ilyenek mindazok a héromszdgek,
melyeknek alapjaik és magassagaik egyenlék. Az egyenlé részek meg-
szerkesztve keriilnek bemutatasra.

Be van bizonyitva tovabba, hogy ha a, A, b, B egyenesek és
az A-a egyenes egyenlé a B -b egyenessel: akkor, ha A Aa =AbD,
az A, a-bol alkotott parallelogramm == (még pedig végszertien egyenld)
a B, b-bél alkotott parallelogrammal. Itt is a megfeleld részek meg-
szerkesztetnek, és ugyanazon szabély szerint szerkesztetnek meg azok
a részek, a melyekbsl az dtfogd négyzete Osszerakhatéo a befogok
négyzeteib6l. Ugyanazon a moédon térténik minden teriiletnek dtala-
kitédsa olyan derékszogt négyszoghe, a melynek magassiga az egyenes
egysége (17. §).

Végiil kovetkezik a kor leriilete és egyszersmind hossza is.

Ezek utén kovetkezik az dsszetell mozgds a sikban. Elészor is
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olyan vonalok, melyeknek minden pontja geometriai titon megszer-
keszthets, de valamennyi sohasem.
Tulajdonsagaik, teriiletiik és hossziusaguk.

7Lk

Végre a sikbél visszatériink a térbe. Itten elészor a sikra keriil
& sor egy és azutdn tobb egyenessel egyiitt, azutdn pedig tobb sikra,
szintén egy és tbb egyenessel egyiitt.

Itt is el6szor az eqyszerit mozgds lehet a vizsgdlat tdrgya: t. i
& mozgis egy pont koril és azutén a mozgds két pont kéril. Az
elsé eset ald tartozik, ha valamely végtelen egyenest egyik pontja
koril valamely /. vonalon mozgatunk, és ide szdmithato az az eset,
ha ama pont tdvolsdga ~—oo, a mikor a vonalon mozg6 valamennyi
egyenes |[|. Az elsé eljardsbol szdarmazik a piramiddlis, a mikor,
ha L kbr, kip szarmazik, a masodik szolgiltatja a prizmdt.

Két pont kiril. Ha két egyenes egymast metszi, és az egyik a
misiknak két pontja (tehat a masik koril) forog: akkor sik szédrma-
zik, ha a metszés szige [1; méskiilonben két a cstcsailkal Ossze-
illesztett kup. Ha a mozgatott [egyenes] ||, henger szdrmazik, és ha
félkor, akkor gombfeliilel, mely gy mint a sik a kutaté szemnek
kiilén mezét tar fel; mert (az euklidikus rendszerben) az egyediili
Hfeliilet ], melynek a sikkal az a kozos tulajdonsdga van, hogy minden
bontja koriil snmagahan mozgathato. Ide tartozik a gémbbe beléirt
testeknek mindenféle fajtaja.

A két pont koriili mozgds révén kiillonfélék szdrmaznak. Pl a
baraboloid, az ellipszoid sth.

Ezek térfogata és felszine is targyaltatik.

Végre targyaldsra keriilnek azok az alakzatok, a melyek a szdr-
Mazottaknak és a siknak, valamint a szérmazottaknak egymds kozott
Valé Gsszetétele révén kelotkeznek.

A térfogat annak az egyenldségnek alapjin, melyet a 39. §-ban
==-vel jeloltiink, még pedig mindeniitt (a hol esak lehetséges és
tudtuk) a végszeriivel bizonyittatik be. A parallelepipedonokndl ez
lehetséges volt, de a héaromoldali pirdmisndl esak a végszertitlen
“gyenléség van kimutatva. Az a két haromoldald hasdb, a melyre
 parallelepipedon oszlik, azokban az esetekben, ha nem egybevégo,
Szintén részenként rakhaté dssze.

A térfogatszamitas a parallelepipedonokéval kezdédik, mint .a
Sikban [a teriiletszamitds] a parallelogrammokéval. Be van bizonyitva,
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hogy, ha a hosszusig, szélesség, magassdg A, a, a, akkor az az egyenes,
mely mint e hdrom egyenes szorzata all eld, annyiszorosa az egyenes
egységének, a hdnyszorosa a parallelepipedon annak a koczkénak,
a melynek vonalas oldala az egyenes egysége. Ha pedig B, b, Sis
egyenesek, és az A.a.o, B.b. S szorzatok egyenld egyenesek, akkor
az A, a, o-bol alkotott parallelepipedon végszertien == a B, b, $-hol
alkotott parallelepipedonnal, ha szogleteik egyenldk, pl. derékszogtiek.

Ily médon torténik minden testnek is visszavezetése egyenesre
(mint el6bb a teriileteké), t. i. olyan parallelepipedon hosszusagara,
melynek alapja az egység négyzete. ..

A parallelepipedonrél lehet kovetkeztetni minden hasabra, a
mint a héromoldald gulirél minden mas galira. A héaromoldald
piramisb6l parallelepipedon 0Osszerakasa a latinban oly médon tor-
ténik, hogy a hatramaradd rész -—0.

il

Azok utdn, a miket az egyszerti mozgds hoz létre, kovetkezik
az Osszetett [mozgds]. Az elsé esetben valamely pont a mozgatott
egyenesben bizonyos torvény szerint haladhat tovabb, és megvizs-
galandé annak utja, akédr bizonyos pont koriil, akdr pedig elsd hely-
zetével parhuzamosan mozog az egyenes. A midisodik esetben is, a
mikor a mozgds két pont koriil megy végbe, e mozgds mint egyen-
letes vagy mds valami médon lehet meghatarozva, és lefolydsa kozben
a mozgatottban valamely pont bizonyos torvény szerint mozgathaté
(pl. az atmérdje koriil mozgatott korben); vagy pedig a fentebbi sik
(69. §) mozgathaté az ordinatdban mozgatott ponttal egyiitt az
abszezisszavonal koriil. Az is lehetséges, hogy a pont mozgé rendszert
visz magdval ; és vég nélkil kiilonféle mozgdsok teheték ossze.

Amde a pontot a térben #ltalanossigban a kivetkezé mdédon
hatdrozzuk meg: Az I sikban két végtelen egyenes, X és Y derék-
szog alatt messe egymést a-ban, és a-ban a Z egyenes dlljon merd-
legesen K-re. Z és X sikjat jelsljik X'-szel és Z és YV sikjat Y'-nal:
akkor mind X', mind Y’ merdleges [-re. Ezeket, valamint Z-t is
gondoljuk végteleneknek. A teret nyolez egyenld részre osztjak fel.
Vildgos, hogy minden pontot meghatéroznak az kK, X', Y'-t6l vald
tdvolsdgai, ha e harom sik mindegyikétél az egyik oldalon a tévol-
sagot ~-oknak és a mésikon — -oknak veszsziik. Ugyanaz érvényes
mas pontra nézve is, tehat az egyenes két végére és minden alakzab
minden pontjara nézve is.

Pythagoras tételével is konnyen bebizonyithaté, hogy ha p vala-
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mely pont, és x, 1, 2-t a fentebbi (133. 0.) értelmében veszsziik : akkor
apﬂ o :02+y2+22’

t. i az egyenes négyzete egyenls az X, Y, Z egyenesekben eldalli-
tott vetiiletei négyzeteinek osszegével. Ugyanaz érvényes a pq egye-
nhesre nézve is, hol a helyébe valamely més q pontot tettiink.

Ha t. i B egyenes vagy sik, az A minden pontjahél e B-re
boesétott merélegesek végpontjainak osszessége A-nak vetiilete 5-ben.

Vildgos, hogy a p’ pont, a melyben a p-hél az FE-re bocsatott
merdleges ezt taldlja, annak vizszintes vetiilete, ha K-t vizszintesnek
vessziik ; és ha ezenkiviil meg van adva z, a p-nek fiiggéleges magas-
saga is, evvel p helyzete meg van hatdrozva. Ha p vetiilete V'-ban
a P pont, és a P-b6l V-ra bocsatott merdleges ezt YP'-ben metszi:
akkor PP'=2 Ha tehdt V't ¥ koriil forgatjuk, mig E-be jut:
akkor P a P'p'-re fog esni. Ezt a helyet jeloljik p”-vel. Hasonlo-
képen szolgdltassa valamely q pont a " pontot K-ben: akkor a pq
egyenest az [ sikban p'q’ és p'"q"" dbréazoljik. T. i a p”-b6l és q'-bol
az Y egyenesre bocsatott merélegesek a pq egyenes végpontjainak
fiigg6leges magassagai. Bz kesdete az dbrazold geometridnak, a mely
arra tanit, hogy miként lehet barmely a térben meghatérozott testet
a sikban ugy #brdzolni, hogy tigyes megkiilénbizstets jelek segitségé-
vel a rajzbél el6 legyen sllithato,

72§

Végiil még a fentebbi igérethez képest az ott mondottakat
kiegészitjiik, a mennyire ezt e mtinek korlatozott terve megengedi, és
dbrak nélkiil lehetséges,.

Mind a két [mi] a gémbfeliilet-hatdrban két pontot, a-t és b-t
68 ennek két tengelyét, ac-t és bd-t veszi fel, és bebizonyitja, hogy
ha « o korvonal-hatér ive a-tol b-ig, és a-tol és b-t6l egyenld tavol-
Sigra a tengelyeket egyenkozti ilyen ivekkel kotjiik Gssze, és bizonyos
1 tdvolsagra az ivet [-nak, bizonyos 2 tévolsagra pedig y-nak nevez-
ziik : akkor

oy == (o 2 8%

Itt 1ép fel a két mi egyetlen kozos jeldlése. T. i. a kazani
ezt a y-t e-w-yel fejezi ki, hozzacsatolva azt a megjegyzést, hogy
¢ értéke kozombos, csak nagyobb legyen 1-nél, gy hogy a NrpEr-
féle alapszam is lehet.

Az itteni mi hatdrozottan a természetes logaritmusok alap-
8z8mdra, e-re jut. T. i. az a:y hanyados az x tivolsdgnak meg-
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feleloleg X-szel, az y tavolsdgnak megfeleléleg Y-nal, az i tévolsag-
nak megfeleléleg I[-vel stb. van jelolve. Ha tehdt

o«:B=0:

akkor !
X=0», Y=0v, [=07,

ugy hogy

g Y
=
mert
I=0
és igy
Y
Ii=0dv=Y,

Ezek utdn az itteni miiben be van bizonyitva, hogy minden
egyenesvonali hdromszoghben a szogek sinusai ugy ardnylanak egy-
mashoz, mint a szemben fekvs oldalokkal, mint radiusokkal leirt
korok keriiletei. Erre azutdn kovetkezik annak bebizonyitésa, hogy
minden gombhéromszégben a szogek sinusai ugy ardnylanak egy-
mashoz, mint a szemben fekvd oldalok sinusai.

Ezutdan bebizonyitja az itteni md, hogy

Y = cot (w: 2),

hol w azt a szbget jelenti, melyet az y egyenesel, ennek [az egyenes-
nek| kezdeténél az e pont koril az y mésik végpontjdban red merd-
legesen allitott egyenes mentén mozgatott egyenes akkor alkot, mikor
azt [az y-ra merdleges egyenest| eldszor elhagyja.

Ebbél kévetkezik (ha azt a szoget, a mely wu-t derékszogre
egésziti ki, z-nek nevezziik), hogy

tang 2 = (Y=Y : 2.
Ugyanis
Y = cot (u : 2) = tang (z+u),

(hol ' =w:2); ez pedig egyenld a kovetkezdvel :

sin z cos u'4-coszsinu’  tang z-4tang u'
coszcosu'—sin zsinu' ~ 1—tangz - tangu' ’

€8 minthogy ez egyenl§ Y-nal,
Y- Ytang z - tangu' = tang z + tang ' ;

minthogy pedig

tangu'=1:cotu'=1:%,
azért

Y—tang z = tang z--(1: Y).
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E szerint tehat
2y v
tangz2(1+1)=Y—-Y = (7 —1): I,

Ezek utéin ott be van bizonyitva, hogy r:tang z 4llandé mennyi-
ség, a mely i-vel van jelolve, hol Yy azt a merdlegest jelenti, melyet
a korvonal-hatér » ivének egyik végpontjab6l arra a tengelyre bocsd-
tottunk, a mely az » mésik végpontjabél indul ki, tehat a 2r ivhez
tartozé hurnak felét. Ha tehdt az a hanyados, melyet nyeriink, ha
a 2r ivet a 2y hurjdval elosztjuk, -~—1, ha y-—0: akkor

Y : tang z -—d.

Ha tehat ebbe tang z értékét behelyettesitjiik és i-vel osztunk (2y:7 = k-t
is helyettesitve), azt nyerjiik, hogy

v
Ry

Ha |=log nat I, akkor [t—| — kl4+@, (hol
RE kR

van helyettesitve), és igy azt nyerjiik, hogy
Y

& [
I+e:k X

z .

Ha tehat Y =0 és egyszersmind @ : k~—0: akkor I -—1 és QEyRIUi:

Smind [+ : k-—|. Ezek szerint I :log nat I is és 1 is, mind a kettd

hatdrértéke az
y

Ii:(4e:k

Mak ; tehdt longtI =1, és igy I=e. 2 :

Minthogy a gémbfeliilet-hatdrban (hol az euklidikus geometria
ér"ényeﬁ) az 7 radiussal leirt kor keriilete 27z, és ugyana‘z'G az y
radius is irja le, tehdt e keriilet — 27 tang z; mert 7~:ztang i
Ha toht tang = értékét behelyettositjiik, azt nyerjiik, hogy az y radius-
Sal lefrt kor keriilete :

(Y=Y = m'(e." — gt

Ebbsl  minden suiikséges képlet le van vezetve. Itt csak azt
Az egyet jegyezziik meg, hogy miutan be volt bizonyitva, hogy az
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egyenesvonald hdromszogben a‘szégek sinusai gy ardnylanak egy-
mashoz, mint az oldalokkal, mint radiusokkal leirt korok keriiletei,
ezért, ha a, b oldalok és a, B a szemben fekvd szogek,

sina:sin =mi(A—A"":mi (B—B‘l) iy
a —a b —b 1 a

= (et—et):(ei—e )—Q—V—f—T(e ) 21/_(6 Slp

= gin (@ 1/—-—1):sin(b 1/—1),

q Bl p
1 i

Pyl Y

-et (p minden értékére nézve) sin p [ — 1]-nek nevezaziik.

Igy tehat mind a két irigonométridban a szogek sinusainak
aranya ugyanaz volna, mint a szemben fekvé oldalok sinusainak
ardnya; csakhogy a gombfeliiletben az oldalokat valésaknak, a sikban
pedig képzeteseknek veszsziikk, mintha a sik (az itteni mi szerint)
képzetes gombfeliilet volna.

Az utolsé proporeziohoz az e-nek emlitett levezetése nem volt
elkeriilhetetlentil sziikséges. Ha ugyanis azt irjuk, hogy

b

)=

ha az

7 tang 2 = g,

akkor az r-hez tartozo keriilet, 7tg (Y—Y ') = az y-hoz tartozo kerii-
lettel, a mib6l ugyanaz a proporezié kovetkezik, ha ¢ azt a tavolsagot
jelenti, a melyre. nézve I = e.

Ha a XI. axiéma nem igaz: akkor van bizonyos ¢, a melyet
a képletekbe kell tenni. A XI. axioma igaz volta esetében a képletekbe
t~—oo-t kell tenniink, a mi abbol kovetkezik, hogy a fentebbi hanya-
dos (187. 0.) mindig 1; mert ebben az esetben a gombfeliilethatér a
sik és a tengelyek euklidikus mdédon [[-ak. E szerint sziikséges, hogy
a kitevé 0, tehdt az i a kitevé nevezbjében oo legyen.

Hogy err6l a mitrél még tobbet beszéljink, azt a sziikséges
rovidség nem engedi meg,

A kitiind kéizdni mt azt mondja, hogy képletei akkor, ha a
A oldalai igen kicsinyek, a kozonséges geometria képleteibe mennek
it, és a végén azt teszi hozzd, hogy figyelemreméltd, hogy a sik trigono-
metridba tartozé egyenletei a gomb tlloonometrlajéllak egyenleteibe
mennek dt, ha az a, b, ¢ oldalokat « Y—1,b¥ ¢ 1/ —1-gyel
helyettesitjiik.

Mindazonaltal megegyezik mind a kettd, barmennyire kiilon-
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bozéknek is ldtszanak. A fenti Y a kdzdniban e¥-nal, az u pedig
I (yy)-nal van jeldlve. E szerint ebben az egyik foképlet

tang I/ (a) = sin I3 tang 11 (p),

hol a az atfogét és B a p befogdval szemben fekvd sziget jelenti.
Az itteni mu szerint

1:8in B=(4—-A47Y:(P-P™,
a4 mi egyenld [jelentésti] a
tang /1 (p) : tang 11 (@)

-val. Legyen ugyanis 7I(k) roviden (k)-val jeldlve és (k):2 Kk'-val:
akkor
tang (k) = tang 2k',

€s A, P értékeit helyettesitve, azt talaljuk, hogy
tang 2p' : tang 2a’ = (cot a’ —tang ') : (cot p'—tang p’).

A kiils6 tagok szorzata ugyanis egyenlé a belsék szorzatdval. T. i

( cos a’ sin a' ) j ( cos p' sin p' ) .
sin ' cosa’' /" \ sinp' cosp’
2 sin p cosp 2 sin a' cos o'

cos®)’—sin?p’ " cos?u'—sin®a’’

A proporezié két elsé tagja pedig igy irhato:

cos®a’—sin®a’  cos®p'—sin’p’
sina’cosa’ ' sinp'cosp’

E szerint a kiilso tagok szorzata 2, valamint a belsdké is annyi.

Befejexés. Az orszaguttél valé eltérés nem volt széndékos, a
Végtelen mélység felotti magnestdé volt. A helyreigazitds ép oly
Szivesen ldtott lesz, a mint azt hiven kovetni az egyedil az igazsagra
tisztdn torekyvének szabadsdgaban dllott.
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A Tér Tudoménya

fiiggetlentil a hirhedt XI. Euklides-féle axiéma (a Rriori soha el nem
dontheté) igaz vagy nem igaz voltatél : annak' nem igaz volta esetére
a kor geometriai quadraturajival.x
Irta :
bolyai Bolyai Jdnos

cs. k. mésodosztélyd mérnoktestileti kapitény.

© A rovidités czéljgb6l haszndlt jelek magyarszata.

ab jelentse valamennyi olyan pontnak Osszességét, mely . ugyan-
abban az egyenesben fekszik, mint az a, b pontok.

ab « az a-ban felezett ab-nek azt a felét, mely a b pontot
tartalmazza. ,
abe  « valamennyi pontnak Gsszességét, mely ugyanabban a sik-

ban fekszik, mint (a nem wugyanabban az egyenesben
fekvé) a, b, ¢ pontok.

abe « az ab-vel felezett abc-nek azt a felét, a melzben ¢ van.
abe « a két darab koziil a kisebbet, melyre a ba, bc egyenesek

egytiittesen felosztjak abe-t; vagyis azt a szoget, a mely-'
nek szérai b@, be. ;
abed  «  (ha b az abe-n belill van és ba, cd egymést nem metszik)
abe-nek azt a részét, mely a ba, be, ¢d kozott van; bacd
pedig abe-nek az ab, ¢d kozott levé részét.
L« a mer§leges helyzetet.
A jelentsen szoget.

R « derékszoget.
ab=xcd jelentse, hogy cab = acd.
= (« a kongruenczigt.**
& -—q « hogy x az a hatir felé tart.
O « az r radiussal leirt kor keriiletét.
©r « az r radiussal leirt kor teriiletét.

* [Ez a «Tér Tudomdnyar az Appendix egy német ftdolgozdsinak f;)rs-
ditéga, g melyet 1832-ben Bolyai Jénos maga készitett. Az ?lsd 31 pj:l‘&gf’a‘ll(
Béhiny helyts] eltekintve, hti Attétele a latin szdveg megfelel.o p’ar&égra‘ u:ﬁia'

de a 82. és 33 paragrafusok lényegesen térnek el az Appendlx't(ﬂ: 5 al;b ol z
Paragrafusok, melyek ondllé fejezetet alkotnak, elmaradtak b‘elole. Ebbél a
okbél & kiadé a «7ér Tudomdnydr-hoz hozzécsatolta az Appendiz 32—43. para-
8rafusaing forditésat. ] o i i

** Logyen szabad evvel a jellel, melylyel Gauss, n'nagy geoﬂfle i th.oo
mok kongrueuczié,j{n,t jelolte, a geometriai egyenldséget is kifejezni, minthogy
ebhs) félreértés nem thmadhat.
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1, 5

Ha az (ugyanabban a sikban fekvd) am, bit egyenesek (1. abra)
egymést nem metszik, de minden (az abn-ben levé) bp az aii-et metszi:
n akkor ennek jelolésére szolgiljon

W b ||| am.*
Hogy minden (az dm-en kiviil levé) b pontbél
egy és csak is egy ilyem bR wvan {és hogy
bam + abn nem > 2R}, az viligos: mert, ha
q be-t a b koril addig forgatjuk, mig
: bam + abe = 2R
lesz, sziikséges, hogy valamikor b¢ az afi-et leg-
¢ eldszor ne messe, 6és ekkor be || am.
\9 Ugyancsak nyilvanvalé az is, hogy bn || em,

barhol is legyen e az ma-ban.
Ha tovabba ¢ az af-ben a-t6l a végtelenbe
tavozik, és e kozben mindig ¢d = c¢b: akkor egyszersmind mindenkor

edb = (cbd < nbe).

=2

1. abra.
Amde nbe——0. Ezért egyszersmind adb-—0.

m 5 n
2R\ 4 9. §.
: Ha bul|am (2. dbra): akkor eqyszersmind
et || am.
C Legyen ugyanis d barhol az macn-ben. Ha ¢
a bfi-ben van: akkor 6D metszi af-et, minthogy
a y bullam. E szerint ¢d is metszi af-et. Ha pedig ¢ &
bp-ben van, legyen bq || ¢d. Ekkor bq az abn-be esik
és metszi am-et, a miért ezt ¢d is metszi.
§ Mind a két esethen tehat minden (az acn-be
P

esé) ¢d metszi am-et a nélkill, hogy ¢it az afi-et
2. fbra. metszené. B szerint tehat mindig cn || am.

* [Ez igy olvasandé : bn asymptotikus am-hez.]
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3. §.]

{Ha mind br, mind ¢8| am (2. dbra), és ¢ nincsen br-ben:
akkor br, ¢ nem metszik egymdst. Ha ugyanis d a bt és ¢8 kozos
pontja volna: akkor (a 2. § szerint) dr és D8 egyidejiileg volndnak
[l-ak am-hez és (az 1. § szerint) d3-nek di-re és c-nek (a feltevés

ellenére) br-be kellene esnie.}"‘ m/
? —p
4. §.
Ha man > mab (3. dbra) : akkor ab minden
b pontjanak megfeleldleg van aw-ben olyan ¢
T

pont, hogy bem = nam.

Van ugyanis (az 1. § szerint) olyan bdm,
mely >nam; ezért van olyan az man-nel egyenld 3. fbra.
mdp, hogy b az nadp-be esik. Ha mar mostan
Nam-et am mentén eltoljuk addig, mig aii a dp-be jut: akkor koz-
ben afi-nek valamikor &t kell mennie b-n, és igy sziikséges, hogy
valamelyik bem = legyen nam-mel.

G

Ha bn|am (1. abra): akkor van dm-ben olyan f pont, a
melyre nézve fm 2= bn xx

Van ugyanis az 1. § szerint olyan bem, mely > cbn; és ha
e = cb, tehat ec <= ¢b: akkor nyilvanvalo, hogy bem < ebn. Ha mar
mostan p befutja ec-t, és e kozben bpm-et mindig u-nak, pbn-t pedig
tU-nek nevezziik: akkor nyilvanvals, hogy eleinte w < a neki meg-
felel6 v-nél, utoljdra pedig u > mint a hozzé tartozo v. Amde w foly-
tonosan novekedik bem-t61 kezdve egészen bem-ig; mert (a 4. § szerint)
nagysdgra nézve bem és bem kozott nincsen olyan szog, melylyel u
em vilnék egyszer egyenlévé. Hasonlképen v ebn-tél kezdve egésfzen
¢bn-ig folytonosan fogy. fgy tehdt van ec-ben olyan f, a melyre nezve
bfm = fon,

Ha bn (| am (1. dbra] ds e bdrhol van ma-ban, meg g bdrhol
Wh~ben: akkor gn||em ds em || gn.

* [Az Appendiz 3. §-a a német fogalmazdsban hidnyzik. Helyébe a latin-

Bak magyar forditésat tottiik. |
** [Ez igy olvasandé: fm egyenlé magassigi bn-nel.]
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Az 1. § szerint ugyanis bn || em, és ebbdl (a 2. § szerint) kovet-
kozik, hogy gn || em. Ha tovdbbd fm == bn (5. §): akkor mfbn = nbfm,
és igy (mert bn || fm) egyszersmind fm || bn és (az elébbiek szerint)
em || gn.

7098

Ha mind bn (4 dbra), mind cp || am, és ¢ a bu-en kivil van:
akkor egyszersmind bn || cp.

mab, mac ugyanis vagy szdget alkotnak, vagy bn, am, cp

ugyanabban a sikban fekszenek. Az elsd esetben cbn-ben és abn-ben

csak bn kozos, am-ben és bi-ben pedig, és igy

Lon m ®  nbe-ben és am-ben is, semmi kozds ninecsen.

Amde barmely a cba és cbn kozott levé cbd

nyilvén metszi abn-t, és igy (minthogy bn || am)

q am-et is. Ha tehat bed a be koriil addig forog,

mig am-et eldszér nem metszi: akkor végiil

e ben-re kell esnie. Hasonlo okbol esik bed a

/ bep-re is, a miért bn a bep-ben is van, Ha tovabbd
 br|cp: akkor (minthogy am is [|c¢p) hasonld
£ b " okb6l br a bam-be esik; de (mert br || cp) bep-be

is. E szerint bt egyidejileg benne van mab-ben
és pcb-ben, és azonos bn-nel; igy tehat bn || cp. Az is vilagos, hogy
ha ¢p || am, és b a cam-en kivil van: akkor bam, bep metszésvonala,
t. 1. bn mind am-hez, mind cp-hez .

A mdsodik esetben legyen bn, am, cp
sikjan kivil (7. abra a 202. oldalon) f8 || am:
akkor (az elsé eset szerint) f8 || bn és f8 || cp;
ezért (ugyanazon eset szerint) bn is || cp.*

n .

8. §.

X A Ha bu|| és =cp (5. dbra), vagy rovi-

debben bu || =« cp, és az (nbep-ben levd) am
K e a be-t merdlegesen felezi: akkor bu || am.

Ha ugyanis bii metszené ai-et: akkor

(minthogy mabn=macp) sziikkségképen ¢p is ugyanabban a ponthan

metszené ai-et, a mely pont tehat kozos pontja volna bn, cp-nek is,

* [A latin fogalmazisban elészor a mdsodik és csak azutin az elsé eset
keriil térgyalisra; az Appendix erratdi kozott azt a megjegyzést taldljuk, hogy
a bebizonyitfis rovidebben és elegAnsabban alakul, ha a sorrendet megforditjuk.
Fzt a cserét itt keresstiilvitte Boryar Jinos.]

MAGYAR
TUDOMANYOS

AKADEMIA
KONYVTARA
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jollehet bn || ¢p. B szerint bfi, am nem metszik egymast. Barmely
(& cbm-ben levd) bF pedig metszi cp-t; mert bn [f cp. Bzért bg metszi
am-et is. Igy tehat bn || am.

9. §.

Ha bn || am, map L mab (6. dbra), és az a szig, melyet (mabn-
nek ugyanazon az oldaldn, a melyen map van) nbd alkot nba-val
<R: akkor map metszi nbd-t.

Legyen ugyanis P
’ ba L. am, acl_bn,
és

ce L bn (nbd-ben):
akkor (a feltevésnél fogva) ace < I3, és a ce-re me-
r6leges af beléesik ace-be. Legyen az a pontot

kozosen tartalmazé abf és amp sikok metszése
ap: akkor

6. abra.

bap = bam = R;

mert bam L_ map. Ha tehdt abf-et ab koril beléforgatjuk abim-be:
akkor majd ap redesik am-re, és mert

aclbn és af <ac

nyilvanvalé, hogy af mindig bi-en innen esik, és igy bf az abn-b?-
Ebben a helyzetben tehdt bf metszi ap-t (minthogy bn [| am); igy o
ap és f)f az eredeti helyzetben is metszik ogymést. B metszéspont
az map, nbd-ben is kozos, gy hogy map, nbd is metszik ngmés’t.

Ezen az alapon konnyen kimutathaté, hogy map és nbp 4ltalaban
etszik egymast, mihelyt a két belsé szog Osszege, melyeket mabn-
nel alkotnak, < 2R.

10. §.

Ha, mind bu, mind: o || =iau (7, 4brio s 902. oldalon): akkor
gyszersmind bun || < cp.

Ugyanis mab, mac vagy szdget alkotnak, vagy
8ikba esnek.

Els8 eset. Ha df merdlegesen felezi ab-t: akkor quab’
tehit b || am (8. §). Hasonloképen, ha ers merdlegesen f_elezl fc-t:
akkor e || am. B szerint bq || e (7. §). Ebbél (a 9. § alapjén) kovet-
kezik, hogy qbf, er8 egymdst metszik. Az 8 metszésvonal || ad (7. §),

pedig ugyanabba a
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és mert bn || dq, egyszersmind

f8 || bn.
Tovabba fg barmely pontjara nézve

il =fa =1

a_miért f8 a be-t merdlegesen felezd
tgf-be esik. Amde, minthogy f3 || bn,
egyszersmind

gt || bn
(7. §). Hasonléképen gt || cp. Amde gt
merélegesen felezi be-t. Ebbdl kovetke-
zik, hogy tgbn =tgep (1. §), és hogy

bn || == cp.

7. dbra.

Mdsodik eset. Legyen azon a sikon kiviil, a melyben ba, am,
¢p vannak, f8 || == am: akkor (az elsé eset szerint) mind bn, mind
op || =8, és épen ezért bn || = cp.

Ll S

Az a-nak és mindazoknak a b pontoknak Osszességét, a melyekre
nézve egyidejiiley lehet bn || == am, nevezziik F-nek; [ és valamely
az am-et tartalmazé sik metszését pedig nevezzitk L-nek. Késébb
majd megmutatjuk, hogy [ felillet, L pedig vonal.

Minden olyan egyenesben, a mely || am, [-nek eqy és csak egy
pontja van (5. §), és nyilvdnvalo, hogy am az L-t két egybevagod
részre osztja fel. Fzért am-et ag L lengelyének, ezt pedig az am
(tengely) L-jének nevezziik (a széban levé sikban). Ha L-t az am
koriil forgatjuk, nyilvan olyan [-et ir le, a melynek egyik tengelye
am, és azt [az [F-et] magat az am [*-jének nevezziik.

12. §.
Ha bu || <= am: akkor az am L-je és a bn L-je eqybeesnek.
Ha ugyanis ¢ béarhol van a bt L-jében és ¢p || == bn (a mi a 11. §
szerint lehetséges): akkor, minthogy bn is || <= am, [azért] cp || <= am
(10. §), és igy ¢ benne van az am [L-jében is. Ha pedig ¢ barhol van
az aim L-jében és cop || <= am: akkor cp is || = bn (10. §), és igy ¢
benne van a bit L-jében is (11. §). Igy tehét az aft L-je és a DTt
L-je teljesen egybeesnek; minden bn (mely || <= am) az ai L-jének
is tengelye, és ugyanannak az L-nek valamennyi tengelye -
Ugyanaz hasonlé médon mutathaté ki F-rol is.




Az Appendix német fogalmazvényénak forditasa, 10 —14. §. 203

13, §.

Ha bu || am, ¢p || dg (8. dbra) és bam + abn = 2R: akkor eqy-
Ssersmind dep + cdq = 213, :

Legyen ugyanis ea = ¢p ¢ efm=>0cp (a mi a 4 § szerint
lehetséges) : akkor, minthogy

bam-abn— 9R — abn--abyg,
azért
ebg = eaf;

ha tehat egyszersmind bg =
= af: akkor

Aehg = A eaf,  beg = qef,

€8 g beléesik feé-be. Tovabba
8 is || fm (6. §); ha tehat 8. &bra.
Mfr8 = pedq: akkor rg [ gn
(7. §), és ¢ vagy fg-n beliil esik, vagy pedig azon /[iviil (hacsak cb
€M egyenl§ fg-vel, a mely esethen a tétel mar vilagos).

I Az elsé esetben fr8 nem > (2R—rfm = fgn), mert 8 || fm;
Minthogy pedig v8 is || gn, fr8 nem is <fgn. Igy tehat frs=fgn, és

tfm + fr8 = gfm - fgn = 2R.

E szerint tehat egyszersmind dep 4 cdg = 2R. B
. IL. Ha azonban v az fg-n kiviil esik: akkor ngr = mft; tovabbd
legyen mfgn = nghl = (ko sth. mindaddig, mig nem ff=, vagy leg-
eloszor ~ fr. Itt £ || 9| fm (7. §). Ha £ ag r-re esik; akkor fo red-
®8ik t8-re (1. §), és ezert

vfin + frs = fm + o = fm + fon = 208;
ha zonban r a pf-n belil esik: akkor (I. szerint)

thl + hr8 = 2R = rfm + fr8 = dep + cdg.

14. §.

Ha pn [lam, ¢p||dq és bam -+ abn < 2R: akkor egyszersmind
%P+ g <R g
Ha ugyanis dep - ¢dq nem volna < 2R, (az "1. "s szerint)
bcp+°bq221f volna, és ekkor (a 13 § szerint) sziikséges volna,
98y a felteves ellenére bam + abn = 2R legyen.



204 Boryar Jénos, Appendix (1832)

‘ 15. §.

Jol megfontolva a 18. és 14. § eredményeit, nevezzik a
geomelridnak azt a rendszerét, mely Kvkrwes XI. axidmdja igaz
voltdnak feltevésén épil fel, X-nak, az ellenkezd feltevésre tdmasz-
kodo tértudomdnyt pediy nevezziik S-nek. Mindazok a tételek, a
melyeknél az a hozzdtétel hidnyzik, hogy 2-ban vagy S-ben érvé-
nyesek, absolute, vagyis feltétlenil igazaknak tekintenddk.

16. §.

Z-ban L (5. abra a 200. oldalon) a sajdt tengelyére merdleges
egyences. »
Legyen ugyanis bn ennek az L-nek valamely mas tengelye:
akkor 2-ban
bam + abn = 2bam = 2R

(13. és 15. §); tehat bam = R Ha pedig ¢ bérhol is van ab-ben és
¢p || am: akkor (a 13. § szerint) cp-am, ugy hogy ¢ benne van az
am L-jében (11. §).

S-ben azonban IL-nek vagy [F-nek 3 pontja, a, b, ¢ sohasem
fekszik ugyanabban az egyenesben.

Ha ugyanis a hdrom tengelyiik am, bn, c¢p ugyanabban a sik-
ban fekszik: akkor az egyik kozilik, pl. am a mésik ketté kozé
esik, és ekkor a (14. § szerint) mind bam, mind cam < R.

17

Az L vonal és az F feliilet.

Ha ugyanis am, bn valamely /*-nek két tengelye: akkor [ ha
azt bn vagy am koril forgatjuk, (a 11. § szerint) feljesen onmagdban
marad. Amde a bn koriil valé forgatds kézben I minden pontja egy-
egy kor keriiletét irja le; és minden ilyen korkeriiletbdl, ha azt
am koril forgatjuk, feliillet szdrmazik, a miért is F egyenleles felilel,
a mely t. i. ha a, b annak barmely pontjai, mindig tgy helyezhetd
onmagdra, hogy a a b-re essék. Hs ebbdl tekintettel a 11. és 12. §-ra
kovetkezik, hogy L egyenletes vonal.®

* [Az Appendix erratdi kozott erre vonatkozdlag a kovetkezd megjegyzéﬂt
talaljuk : «Nem sziikséges a bebizonyitdst S-re szoritani, mert az konnyen gy
adhaté el6, hogy foltétleniil (azaz S-re és 3-ra nézve egyarint) érvényes legyen-’]
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M

S-ben minden olyan sik, mely F-nek valamely a pontjdn
(7. dbra a 202. oldalon) megy dt, és az am tengelyre ferdén dll, F-et
egy kor keriletében metszi.

Legyen ugyanis b, ¢ e metszés tovabbi két pontja és bn, cp
legyenek tengelyek : akkor ambn, amep szoget alkotnak; mert kiilon-
ben (a 16. § szerint) az a, b, ¢ meghatdrozta sik a feltevés ellenére
tartalmaznd am-et. E szerint azok a sikok, melyek ab, ac-t merdle-
gesen felezik, (igy mint a 10. §-ban) metszik egymast; még pedig
4 adott F valamely 8 tengelyében, és fb = fa = fc. Ha af L8, és
fab az f8 koriil forog: akkor a olyan O pa-t ir le, a mely b-n és cn
Is megy 4t, 6s egyidejiiley F-ben és abe-ben fekszik, a miért nem
€gyéb, mint /nek és abe-nek metszése.

Nyilvénvalé, hogy az F-ben f koriil forgatott fa L-darabnak a
Végpontja is ugyanazt a korkeriiletet irja le.

19. §.

S-ben az olyan bt (5. 4bra a 200. oldalon) mely valquly
Lenek pn tengelyére (az L sikjdban) merdleges, az L-nek érintoje.

L-nek ugyanis b-n kiviil ninesen pontja Dt-ben (14. §). Ha
8onban bg a tbn-be esik: akkor a bg-n 4t a tbn-re merdlegesen f(fk-
tetett sik ¢s a bi I[-je (a 18. § szerint) koralakt metszésének k6zep-
Pontja nyilyin bq-ba esik; és ha bq az 4tmérdje: akkor bq a bn
L-jét nyilvan q-ban metszi.

20. §.

~ Fnek bdrmely két pontja meghatdroz egy L-t (11. €8 18. §),
S minthogy a 16. és 19. § szerint L merdleges mindegyik tfange-
lyére, azért F-ben minden L-vonali szig egyenld avval a szoglgelv
"Melyet o szirain dt az F-re merdlegesen fektetett (tengely-)stkol
alkotnal,

21. §.

. o i e lon),

Ugyanabban az F-ben két L-vonal, ap, bd (6. dbra a lOJi)olldfl 0;(;_

"elyel ugyanavval a harmadik L-vonallal, ab-vel olyanf \‘esl(; ts e

9eket alkotnak, melyeknek dsszege < 2R, metsz eg_yma.st. ( b P

Jelenti a7 f.hen az a, p-n 4tmend L-vonalat, ap pedig annak a-ban
02d6d6 apt g felét, mely p-t tartalmazza.)
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Ha ugyanis am, bn F-nek tengelyei: akkor amp, bnd metszik
egymast (9. §); tovdbbd (a 7. és 11. § szerint) F' metszi ugyan-
azoknak a sikoknak metszését. Tehdt ap, bd is metszik egymdst.

Ebbél vilagos, hogy ha az egyenesel helyébe L vonalak lép-
nek: akkor F-ben Eukumrs XI. axiéméja, és evvel egyiitt a sik
egész geometridja és trigonometriaja feltélleniil érvényes ; vagyis, hogy
F-ben egy a XI. axiémara éptil, a kozonségessel teljesen analdg [tér]-
tudomanynak van helye. Kovetkezésképen valamennyi trigonometriai
fiiggvényt itt a kozonséges értelemben haszndlunk; igy pl. (a sin.
totust itt mindig = 1-nek véve) sin 2 R =21, tovabba F-ben annak a
kornek keriilete, melynek L-alaku radiusa = r, = 27mr és ép ugy
®r (F-ben) =mr? sth., a hol 7z a 1O 1-et (F-ben), vagyis az isme-
retes 31415926 . . . szdmot jelenti.

99. §.

Ha ab (9. dbra) az am L-je, ¢ benne van af-ben, és az am
és az L-alaki ab vonal alkotta cab sziget eldszir ab mentén, azutdn
pedig ba mentén a végtelenbe toljuk el: akkor
c-nek ¢d dtja a cm L-je.

Ha ugyanis D ennek az ttnak barmely pontja,
on||em és b az am L-jének dn-ben levé pontja:
akkor bn==am, és ac=bD, tehdt dn = cm, agy
hogy b benne van a c¢m L-jében. Ha pedig d a ¢t
L-jének bérmely pontja, tovabbd dn || cm és b az
af L-jének dn-be esé pontja: akkor am = bn 68
em 2= dn, és igy nyilvanvald, hogy bd = ac, meg
hogy d a cnek fent jellemzett utjaba esik, €8
hogy ez az Ut a ¢m L-jével egybeesik. Az ilyen
L-vonalok tehat nyilvanvaloan mindeniitt egyenld
tavolsdgra vannak egymdstdl, vagyis pdrhuzamosak, a mit Wgy
jeloliink, hogy kozéjik a || * jelt teszsziik.

9. ébra.

23. §.

Ha a ¢df L-vonal (9. dbra) |abe (22. §), tovibbé ab = be, €8
am, bn, ep tengelyek : akkor nyilvanvald, hogy ¢d = df. Ha pedig @, b,
¢ az am L-jének barmely harom pontja: akkor nyilvanvalé, hogy
fennall az
ab el =aeic of

* [Igy olvasands : parhuzamos.)
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proporezié. Igy tehat az ab : ¢d hanyados az ab-16l teljesen fiiggetlen
€s méir az ac dltal (okéletesen meghatdrozott érték. A kovetkezékben
majd az ilyen hanyadost, ha a hozzd tartozé ac hosszisagot valamely
kis bettivel, pl. a-szel jeloljiik, a rovidség és egyszertiség kedvéért
mindig az ugyanilyen nevii nagy betiivel, X-szel fejezziik ki.

9. §.
Bdrmely két hossziisdgot is jelentsenek x, y (9. 4bra a 206.

oldalon), mindig Y = XT“; (23.58))

Az 2, y kozil ugyanis az egyik vagy tobbszorose a mésiknak,
vagy nem az.

Ha pl. y =nx: akkor legyen x — ac= ¢g = gh s igy tovdbb
mindaddig, mig nem af) =y ; legyen tovdbba cd gt bl: akkor (a
23. § szerint)

X_ab_cb_gf

TLwbi gb o Wl
ugy hogy s S 9
ab ab)"
: bl *(?S“ ’
Vagyis
Yy
¥ Xin o R0y

Ha azonban a, y az i-nek tébbszorosei; még pedig

r=mi, y=mni:
akkor (az el§bbi szerint)
k', X = sy,
s 1gy
y

Y=Xm=Xv,

Abban az esetben, ha w, y inkommenzurabilisek, a tétel mar
Most syintén kénnyen bizonyithaté be, a mit azonban a rovidség ked-
Véért mellgziink.

Egyébként konnyen belathaté, hogy, ha g=y —: akkor
OQ=y : X, valamint az is, hogy X-ban minden x hosszusaghoz ta{-
bozo X — 14, mig S-ben mindig X > 1, és hogy az utdbbi esetben
béﬁ‘mely két /.-darabnalk, ab, abe-nek megfeleldleg van olyan cdf || abe,
& melyre nézve ¢df = ab, a miért ambn = amep, annak ellenére, hogy
mep : ambn = abe : ab, tgy hogy tehat amep az ambn-nek tetszeés
Szerinti tébbszordse lehet. Kz olyan korilmény, a mely magaban
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véve mindenesetre elég kiilonos, a nélkiil azonban, hogy beléle S
megengedhetetlen voltdra kovetkeztetni lehetne.

25. §.

Minden egyenesvonalts hdromszigben (10. 4bra) ama korik
keriletei, melyeket az oldalokkal mint radiusokkal leirunk, gy
ardnylanak egymdshoz, mint a szemben fekvd szdgek sinusai.

Legyen ugyanis abc = 77, am L_bac, és legyenek bn, ¢p || am: akkor
cab L ambn, tehat (mm’chogy b L_ba) ¢b L ambn, és igy cpbn L ambn.
Messe a ¢f F-je bn, dm-et D, illetéleg e-ben, és a cpbn, cpam, bnam
savokat a cb, ce, de L-darabokban : akkor (@ 20. § szerint) cde = az
nde, nde sikok alkotta szoggel, tehdt = R,
és épen ugy ced = cab.

Amde (a 21. § szerint) az L-vonali ced
haromszigben

ec: cd =1 :sin dec = 1 : sincab.
A 21. § szerint még
ec:dc=Qec: Obde (F-ben)
—e@lace@RBe R 82N
E szerint egyszersmind
@iac: 1@ be="1"v'sin cab.

Minthogy igy a feldllitott tétel derékszogli hédromszigre nézve
be van bizonyitva, az oly médon, hogy béarmely héromszoget 2 derék-
szoglire bontunk fel, konnyen altaldénosan is igazolhato.

10. ébra.

26. §.

Bdrmely gombhdaromszégben (11. abra) az oldalok sinusai gy
ardnylanak eqymdshoz, mint « szemben fekvd szégek sinusai.

Legyen ugyanis abc = R, és ced legyen meréle-
ges a gombnek oa atmérdjére: akkor ced L apb, és
(minthogy boc is [_boa) ¢d L. ob. A ceo, ¢cbo harom-
szogekben azonban (a 25. § szerint)

S G

@iee @ be 2O De = Bincoels 1 ¢ sIn coh ==
=gin ac : 1:sin be.

Amde (a 25. § szerint) egyszersmind

11. édbra. O ec: O de = sin cde : sin ced.
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Ezért
sin ac¢ : sin be = sin cbe : sin ced.

Amde cdbe = R = cba, és ced = cab. Ebbél kivetkezik, hogy
sin ac : sin be = 1 : sin a.
Ebbél a tételb6l — mint ismeretes — levezetheté a gomb egész

trigonometridgja, a mely e szerint a XI. axidmdtol figgetlen alapot
nmyert.

97. §.

Ha ac, bd (12. dbra) merdlegesek ab-re, és cab-t ab mentén el-
toljuk :  akkor c-nek 4tja (melynek neve itt cd legyen) gy ardnylik
ab-hez, mint sin % : sin v.

Legyen ugyanis de L_ca: akkor az
ade, adb haromszogekben (a 25. § szerint)

Qed: Qad: Qab=sinu: 1 : sinw.

Ha bacd az ac koril forog, b egy O ab-t,
?egy O ed-t ir le, és az emlitett cd utjat
Jeloljiik itt @ cd-vel.

Ha tovéabba ©® ab-be barmilyen (egye- 12. 4bra.
es vonali) bfg... sokszoget irunk be:
akkor, ha annak valamennyi bf, fg, ... oldalan dt olyan sikokat fek-

tettink, melyek © ab-re merélegesek, © cb-ben is egy ugyanannyi
oldaly sokszogti idom keletkezik, és (ugy, mint a 23. §-ban) kiadd-
dik, hogy

¢d:ab=>0ph: bf = bt : fg stb,

b + bE + stb. : bf + fg + stb. = ¢d : ab.

Ha o bf, fg, ... oldalok mindegyike az elttinés felé tart: akkor nyil-
Vénvalé, hogy

és igy

bf + fg - stb. ~— O ab
oh + bE + sth. ~—O ed.

ég

{1 & 2
E Szerint egyszersmind

Amgq Oedb: Oab=cb:ab.
(&}
Oeb: Oab=sinu:sinv

Volt. Ehhsl kovetkezik, hogy

¢b : ab = sin w : sin 2.
Stée 14
4ekel: Bolyai Farkas és Bolyai Janos. II.
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Ha ac a bd-t6l a végtelenbe tavozik: akkor

¢d : ab,
és igy
8in 2 : sin v

is dllandé marad. Amde (az 1. § szerint) wu-—R, és ha dm || bn:
akkor v-—z. Ebbdl kovetkezik, hogy

¢d:ab=1":sin 2.

Az emlitett ¢d utat igy jeloljik: ¢b || ab.

98. §.

Ha bn || = am (13. dbra), meg ¢ az afm-ben van és ac=x:
akkor X (23. §) = sinw : sin v.

Ha ugyanis ¢d, ae merdlegesek bn-re és bf L. am: akkor (hasonlo-
képen mint a 27. §-ban)

Obf: O¢db=sinu: sinw.
b Amde nyilvanvalé, hogy bf = ae, a miért
Oea: O de=sinu : sin v.

Az am és cm F-felilleteiben azonban
(melyek az ambn savot ab-ben és cg-ben
metszik) a 21. § szerint

O ¢ = @ bo = ab seg=2X.

Ezért egyszersmind

13. &bra. X =ginu : sinw.

929, §.
Ha bam = R (14. 4bra), ab =1y, ¢és bn || am: akkor S-ben
Y = cot £ u.

Ha ugyanis ab = ac, és cp || am (tehat bn || == cp), tovabba ped =
= qeb: akkor (a 19. § szerint) van olyan a cd-re meréleges b8, hogf
03 || cp, 6s igy (az 1. § szerint) dt[|eq. Ha tovabba be L ds: akkor
minthogy (a 7. § szerint) b8 | bn, egyszersmind (a 6. § szerint)
br[|es, és (minthogy dt[[cq) bql|et, tigy hogy (az 1. § szerint)
ebn = ebyq.

Ha most elképzeljiik a bn L-jének bef darabjét és az ft. dt, ¢
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és et L vonalainak fg, bh, cf és el darabjait: akkor (a 22. § szerint)

nyilvanvald, hogy :
bg = df = df = b,

T

n

& mib§l kévetkezik, hogy
cae=—Jchi—"9y),

Nyilvinvalé, hogy épen ugy

; bg = 2b( = 2z. t
Amde g ¥ P

bei— Bg = (g, s '_th ..... b e q
& miért D

Sy, 14, dbra.

a mib6l (a 24. § szerint) kovetkezik, hogy

=7l
Végre (a 28. § szerint)
L= rsintn

68
: V:l:sin(l{-—;u),
Ugy hogy v ;

= cot 2 u.

30. §.

A 25. § alapjan konnyen bel4thato, hogy S-ben a sik tmgon(?-
"Metria problémajénak megolddsira sziikséges volna, hogy olyan k{-
fejezéssel rendelkezziink, mely a kor keriiletét a radiussal fejezi ki.
Bat az I roktifikicziojival akarjuk megvalésitani. ;

Legyenek ab, em, ¢'m’ (15. dbra) L_-ek aG-re és b legyen barho
4z ab-ben: akkor (a 25. § szerint)

m' g

, Sinw :sinv =Qp:Qy, :
és |
sin %' : sin ' = I s O P

Ugy hogy
. . ' = ;

sin u sin u ) ; 1

: Y = — . i

8in ¢ Oy sin v’ Oy (S @

Amge (a 27. § szerint) A
Sin v : sin v’ = cos w : cos u’, —'

g h 15. 4bra.
Y hogy o
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s1n U Sin U
Qy= BET

COS U cos u’

vagy pedig
Quy: 04y = tang ' : tang u = tang w : tang w'".

Legyenek tovabba .cn, '’ ||| -ak ab-hez és ¢d, ¢'d’ legyenek az ab-re
merGlegesen 4ll6 L-ivek : akkor (a 21. § szerint) egyszersmind
(BT (D == Tt
tehat
rer =tangw : tang w'.

!

Ha p az a-t6]1 kezdve a végtelenig névekedik: akkor w-—z, w'-—2z/,
és igy tehat egyszersmind
r: ' = tang 2z : tang 2"

Az r-tél faggetlen r:tang z dllanddt nevezzik i-nek. Ha y-—0:
akkor

(L— itangz)__1
y Y :

és igy
Y
tang z
Amde a 29. §-bél kovetkezik, hogy

tangz =3 (Y—=Y";

- —

tehét
b o
Y-y ’
vagy pedig (a 24. § szerint)
Y
It .
i TR
Ii—1

Ismeretes azonban, hogy ez a kifejezés (ha y-—0) az Tog natil

hatar felé is kozeledik. E szerint tehat
)

—— =1 é e=igi== D77 18D
T g veg Nl == DETTBORIE

tigy hogy ennek a nevezetes szdmnak itt is épen olyan fontos mint
fényes szerep jut. Ha tehat mostantél fogva ¢ azt a hosszusdgot
jelenti, a melynek megfeleld [ = e: akkor » = i tang z. Amde (a 21. §
szerint) volt Oy = 2z, és igy



Az Appendix német fogalmazvinydnak forditasa, 30—31. §. 213

Qy=2nmitangz =mi (Y—-Y )=

¥y -4 Yy %
e ) t = ——— ¥ Y a
iy (e 8 log nat. Y £ )
(@ 24. § szerint).
P

S-ben minden egyenesvonalti derékszigii hiromszog megoldasi-
hoz (a mivel wvalamennyi hiromszog megolddsa el van intézve) a-
kovetkez6 3 egyenlet elegends. T. i (ha
@, b (16. abra) a befogékat, ¢ az atfogot
€s o, B a befogokkal szemben fekvé szo-
geket jelentik) olyan egyenlet, mely vonat-
kozdst allapit meg: 1) a, ¢, o kozott;
2) a, o, B kozott; 3) a, b, ¢ kozott. Ezek-
b6l az egyenletekbé] ugyanis a kétség kiviil
még hidnyz6 és a haromszog teljes meg-
olddsdhoz saziikséges héarom egyenlet ki-
kiiszobolés tjan allithato els.

I A 25. és 30. §-bol kovetkezik, hogy

Sy
e
LY

l:sina=(C—C":(A—AY=(e"—e

A mi az q, ¢, o kozott fennallo egyenlet.
IL A 27. § szerint (ha Bm|| yn)

cosa : gin B=1 :sinu,

8 29, § szerint pedig
l:sinu=23(A+47.
Baért

a

coso:gin B=L(A+4™Y) = %(67-}— e ﬂ,

& mi az q, o, B kozott fenndllo egyenlet.
1L Ha aa' L Bay, és BB, 7y || -ak ao'-val (27. §), tov
Ba'y'_ao' : akkor nyilvanvalé, hogy (igy, mint a 27. §-ban)

abba

fﬂ: i =31(A+A7Y,

Yy s1n U
v 8
cor =i(B+BY,

és

AT, T Y
o
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ugy hogy
1C+CY=32(A+AY5B+B™,

vagy pedig

Burinatic L AR e ST
eite T=1L(ei+e ?)(eit+e ?)
a mi az a, b, ¢ kozott fenndllo egyenlet.
{Ha yad = R, és PO ed: akkor
@res Qla="1%ma,
és
v Oc:O(d--,@d):l:cosa,
és igy (ha O x® barmely x-re nézve a O x - O x szorzatot jelenti)
nyilvanvald, hogy
04+ 0Od =0
Amde (a 27. § és IL szerint)
Od=0b-3(4+4™),
a mib6l kovetkezik, hogy

L Y 2 i LF L seld e e
(6= e D= pfeTh e DT 6 P AT~ T
Bz mas, ugyancsak az «a, b, ¢ kozott fenndllé egyenlet (melynek jobb
oldala konnyen szinumetrikus vagy tnvariabilis alakra hozha,té).}
Végre abbol, hogy '
cos o

sin 8

=3(4+47,
és

0L 3 B+BY,

sin &

(tekintettel III-ra) azonnal kittinik, hogy
4

Cc
cot a cot =13 (e + e T),

a mi a ¢, o, B kozott fennallé egyenlet.

32. §.

Az elébbi §-ban sikeriilt megoldanunk azt a feladatot, mely
S-ben a sik trigonometridjanak tirgya. Evvel azonban egy absolult
igaz (és nemcsak a 3 vagy S valosiganak hatdrozott hypothesisére

tamaszkodd) sik trigonometridra nézve kozvetetleniill még nem nyer-
tiink semmit.
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Kimutathat6 azonban (a priori is, de a legkénnyebben kozvetet-
leniil a posteriori), hogy a hatdrértéke minden az i-t tartalmazé és
Wy azon a feltevésen alapuld kifejezésnek, hogy wvan i, i-nek a
végtelenbe vald nivekedésével pontosan megadja az épen kifejezendo
mennyiséget 3 esetére, tehdt arra az esetre, mikor a feltevés az,
hogy i egydltaldban nincsen. E mellett azonban semmi esetre sem
Szabad azt hinniink, hogy valéban magit a geometria rendszerét
lehetne valtoztatni és pl. (S valosaginak feltevése esetében) i-t fefszés
Szerint lehetne nagyobbitani vagy kisebbiteni, vagy pedig egészen
eltinének venni. Ez magaban véve annyira lehetetlen, a mennyire
& tér természete merdben valtozhatatlan és onmagaban meghatarozott.
Ugyanis (absolute vagy feltétleniil szélva) vagy van 1, vagy pedig
Dincsen ilyen, és az elsd esetben annak nagysdga onmagéban teljesen
meghatdrozott és orokké valtozhatatlan, Minthogy az i természetét
lllet6leg mindeddig semmit sem tudunk, sét a szersének sikerilt
(teljes geometriai szigorusdggal) megmutatni, hogy a dolog természete
Szerint a legélesebb elmének sem lehet soha ilyen megismerésre szert
t«_ennig; mindenesetre meg van engedve, hogy egymdsutdn tetszés sze-
nnti kiilonbozs feltevéseket vegyiink fel alapul, és igy kiilonbozd
hypothetikus rendszereket mutassunk be.

Feltéve azonban, hogy minden ilyen fajta kifejezésben, mely
8z i-t tartalmazza, ez a betti S esetében azt az Onmagaban meg-
hatérozott hossziisdgot jelenti, a melynek megfelelsleg [ = e, 2 eseté-
ben pedig mindig a fent emlitett hatérériék veendé: akkor nyilvan-
valo, hogy valamennyi az S igaz voltanak feltevésébél eredd ki-
fejezés (ebben az értelemben) feltétlendil érvényes, habar mindig isme-
Tetlennek kell maradnia, vajjon tulajdonképen 3-e, vagy pedig S a
fennglle,

Igy pl. a 30. §-ban eléfordulé kifejezéshél (még pedig akar diffe-
enezidlas segitségével, akdir a nélkiil) konnyen ered az ismeretes
O =97z érték; I-bél (31. §), a kell§ eljarést alkalmazva, kovet-
kozik, hogy 1:sina=c:q; I-bél pedig, hogy :frf; = 1, tehit
af*‘ﬂ = R; a III-ban el6fordulé egyenletrsl végre az elsé megtekin-
te?re viligos, hogy azonossagba megy dt (ugy, hogy = esetében
SZintén érvényes, habar. erre nézve uj igazsdgot nem dllapit T0L
Ya8Yis nem tiintet fel); dmde olyan médon is lehet vele elbanni,

O8Y Pyrmacoras tételét, azaz a c?=—a’4b® egyenletet szolgdltassa.
Bzl nyilvin a sik trigonometrisjanak ismeretes alapegyenletei 2-ban.




216 Boryar Jénos, Appendix (1832)

33. §.

Most mar réviden el akarjuk mondani, hogy ez az elmélet mit
nyujt, és eredményének mi a lényege.

I. Az, vajjon a valésagban I avagy S éll-e fenn, itt (és — a
mint a szerz6 be tudja bizonyitani — mindig) teljesen és merGben
eldontetlen marad.

II. Van mar mostan absolute igaz (azaz minden feltevéstsl
mentes) sik trigonometridnk, a melyben azonban (I. szerint) az ¢
mennyiség és az, vajjon ilyen egydltaldban van-e, egészen hata-’
rozatlan marad, mig ett6l az egy ismeretlent§l eltekintve, minden
egyéb meg van hatarozva. A gdombi trigonometria pedig a 26. §-ban
absolut igazoldsat nyerte, tgy hogy a kozonséges, ismeretes gombi
trigonometria a XI. axiématél nem is fiigg és feltétleniil igaz.

III. E két trigonometria segitségével és néhany (a nyomtatvany
32. §-dban elGadott) segédtétel alkalmazdsdval a geometria és
mechanika mindazon feladatait, a melyeknek az 4. n.
analizis mostani fejlettségében ura, (a most mar semmi
tovabbi magyarézatra nem szorulé értelemben) immar eqyenesen a
XI. axioma segitsége nélkiil oldhatjuk meg (a melyre eddig minden
mint f6- és alappillérre tamaszkodott), és az egész geometria
mostantol fogva az emlitett értelemben az Gjabbak-
nak (a kellé6 korlatok kozt méltan dicsért) analitikai mdédszeré-
vel targyalhato.

Ha ehhez még hozzéjarul annak lehetetlenségének bebizonyitésa,
hogy valaha X és S kozott donthessink (a mi a szerzének szintén
sikeriilt): akkor ezzel a XI. axidéma lényegének egészen
a mélyére hatoltunk és a parhuzamosak bonyolult
materidjdn teljesen kersztil hatoltunk, a teljes nap-
fogyatkozds pedig, mely a jelen ordig (az igazsdg utdn szomjazé lelkek
felett) oly szerencsétleniil uralkodott, a tudomény irénti kedvet le-
lohasztotta és annyi ember idejét és erejét elrabolta, orékre eltiint.
Es a szerzében 6l az a (teljesen tisztult) meggy6zédés (a melyet
minden értelmes olvaséndl is feltételez), hogy e térgy tisztizdsaval
a tudomdny igazi gyarapitdsanak, az ész mivelésének, és igy az
emberi sors lenditésének egyik legfontosabb és legfényeseblb lépése
megtortént.

Réadésul az igazsag bardtai bizonyara szivesen fogadjak, hogy
S esetére (a nyomtatviny 34—43. §-aban) megvan a kor geometriai
quadraturdja, azaz, hogy vonalzoval és korzével meg van szerkesztve
olyan kor, mely teriiletére nézve bizonyos egyenesvonalt idommal
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egyenld, igy hogy vagy a hirhedt XI. axiéma valéban igaz, vagy
pedig a kor vildghiri quadraturdja van megvalésitva a nélkiil azon-
ban, hogy valaha megtudhatnék, hogy a ketté koziil valéban melyik
all fenn. Kiilonben mar abbél, hogy a szerz§ még ezt a magiban is
mindenesetre felette csoddlatos (habar nyilvdnvaléan semmiképen sem
a tulajdonképen kozonségesen keresett [quadraturival] megegyezo)
quadraturat, ennek az egész elméletnek lényegére nézve, csak teljesen
Jelentéktelen megjegyzésnek tekinti, az egésznek anndl magasabb
értéke és tovabb czélzé iranyzata sejtheto.

Végiil itt csak még azt jegyezsziik meg, hogy (a 34 § szerint)
valéban képesek vagyunk bérmely d pontbél (12. dbra a 209. oldalon)
valamely adott an egyeneshez geometriai tton olyan dm-et hizni,
hogy dm || an legyen, habar soha egyetlen elme sem lesz képes az
adm szogrol logikai kovetkestetéssel a priori tobbet kideriteni, mint
azt, hogy >0 és nem >2R—bdan.

32.% §.

Hétra van még annak rovid bemutatdsa, hogy S-ben a problémdh
miképen oldhatok meg, és miutin ez (konnyebb példdk alapjin) meg-
tortént, végil vildgosan ki kell fojteniink, hogy ez az elmélet mit nyujt.

L Legyen ab (17. 4bra) valamely vonal a sikban, melynek
(derékszogti koordindtakra vonatkozd) egyenlete y = f(@), és jeldljik
Z-nek valamely tetszés szerinti novekményét dz-vel,
%, y meg az u teriilet ugyanannak a dz-nek meg-
felel§ névekményeit pedig rendre dax-, dy-, du-val;
legyen tovabba bh |l cf, (a 31. és 27. § szerint)
fejezziik ki Tx—-et y-nal, és hatdrozzuk meg —dd—g?
hatdre’rte’két, ha dx a 0 hatérértékhez kozeledik (a
mit az ilyen hatarértékek meghatarozasanal mindig R
hallgatslag feltételeziink): akkor ezekbdl ismere-

tessé valik %3/_ hatdrértéke, és evvel egyiitt tang hbg is, pedig ezzel

(minthogy hbe nyilvin sem nem >, sem nem < R és igy =1
“ben a bg érintéje meg van hatérozva y altal
IT. Bebizonyithat6, hogy

dz? {
dy*+bh*

* [Itt kovotkezik az Appendix 32—43. §-ainak magyar forditésa.]
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Ebbdél kiszdmithato gac hatdrértéke, a melybdl azutan z (x altal

kifejezve) integralds utjan nyerhetd.

S-ben levezethetjik valamely konkrét modon megadott vonal
egyenletét is, pl. az L-ét.

Ha t. i. am az L tengelye: akkor barmely az am-b6l emelkedd
¢b metszi L-t (mert a 19. § szerint am kivételével minden az a-bol
kiindulé egyenes [még egy pontban] metszi L-t). Amde akkor (ha
b1t tengely)

X=1:snchbnt (28 §),
és

Y = cot  cbn (29. §),
és ebb6l kovetkezik, hogy

Yo Xy (XA,

vagyis
LS L
et=¢e¢t 4 J et —1
a keresett egyenlet. E szerint
d 0} 1
amde
d—b-= : sin ¢bn = X;
tehat
d
bg —(X*— 1),
o o bb’ X2 (X2 1),
d*’ o -1
g ~X2(X2—1)1,
dz
66 B
és
1
g A A e

a mibél integralés utjan kiadédik, hogy
2= i (X*—1)f = i cot cbn
(igy mint a 30. §-ban).



Az Appendix forditdsa, 32. §. 219

III. Nyilvanval6, hogy

du__ i
dx (T e

a mit (minthogy csakis y-t6l fiigg) elébb y-nal kell kifejezniink ; ebbdl
integralds segitségével nyerjiik u-t.

Ha (a 12. dbraban a 209. oldalon) ab=p, ac=g, D=7 €8
cabde = s; akkor (igy mint II-ben) megmutathatjuk, hogy

i, e
dq ¢

é8 ez
q

g o
= é P (9 tp '),
a mib6l integrdlds utjan szarmazik, hogy

q
s=1ipi(ei—e *)

Ugyanezt integralds nélkiil is lehet levezetni. :

Ha pl. a kor egyenletét (a 31. § IIL alapjan), az egyen('eset
(@ 31. § II. alapjén) és valamely kipszelotét (az elébbiek alapjén)
allitjuk elé: akkor az e vonalok hatdrolta teriiletek 18 kiszamithatok.

Nyilvanval6, hogy az a ¢ gorbe feliilet, mely | ap sik idommal
(és ettél g tdvolsignyira van), gy aranylik p-hez, mint a homolog
vonaldarabok mésodik hatvényai, vagyis mint

e = 2ok
Gl i B .

Konnyen belathaté tovabba, hogy & térfogatnak ugyan?,zzal e
eljdrdssal torténé kiszémitdsa két integraldst igényel (mert ith mega
a differenczial is csak integralas segitségével hatarozhato x_neg)- M“}'
denekelétt keressilk azt a térfogatot, melyet p €8 &, valan}mt 2 P .elS
t hatdrait Osszekoté és p-re merdleges egyenesek ésszesse?ge"hatalo'
Azt taldljuk (akar integrélas segitségével, akar pedig a nélkil), hogy

ez a térfogat
2q 2q

—ipi(er o )RS

Meghatéirozhatjuk még S-ben testek feliiletét valar?int bal;)m;f:ii
vonal gairbiletél, evolutdjit, evolvensét stb.-jék A i W goIDILS

illeti, ez S-ben vagy az L-ével megegyezd, Vagy valamely kor suga-

rdval, vagy pedig valamely egyenessel |l gorbének attol az egyenestol

valé ldvolsdgdval van meghatdrozva. Az elébbiek alapjan ugyanis
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kénnyen kimutathaté, hogy a sikban az L-en, a kéron és az egyenes-
gel []-okon kiviil mas egyenletes vonal nincsen.
IV. A korre nézve (igy mint III-ban) azt nyerjik, hogy
dox __
dx

O,

a mib6l (a 30. § szerint) integralis segitségével kiadodik, hogy

@x @

Qr=m*(et —2+¢ _’—)

V. A 9. abraban (a 206. oldalon) az (L-alakt ab=7, az ezzel
Il b=y és az ac, bb=a egyenesek hatdrolta) cabde=w teriiletre nézve

dn__
dx

} Y,
hol (a 24. § szerint)

@x

= re

és innen (integralas segitségével) azt nyerjiik, hogy

u=ri (1—e~ ).

T
i

Ha x a végtelenbe novekedik: akkor S-ben e i-—0, és igy
U=——ri.

A kovetkezGkben az mabn nagysdga alatt ezt a hatdrértéket értjiik,
Ha p az F-nek valamely idomét jelenti, akkor hasonlé médon azt
talaljuk, hogy az a térfogat, a melyet p és a p hatarszélébsl kiindulé
tengelyek Osszessége hatarol, 3 pi-vel egyenls.
VI. Ha a z gombsiiveg kozéppontjéban a szog 2u (10. dbra a
208. oldalon), a legnagyobb kir keriilete p és az (1 szognek meg-
felel) fec iv = x: akkor (a 25. § szerint)

DT R i T
és ebbdl kovetkezik, hogy

O be = psin u.
Ezen kiviil még
oo pdu
=g fafi— ol
Tovabba
dz
d;—x O bc,

és igy
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dz ne

sin U
du o7t ’

a mibol (integrdléssal) azt nyerjiik, hogy

sin vers. u
2 J

Képzeljiik azi az [-et, a mely (a gombsiiveg f kozéppontjin
dtmend) p-t tartalmazza; az of, acn at fektetett fem, cem sikok
legyenek merdlegesek F-re, és messék ezt feg-ben, ill. ce-ben, és vegyiik
tekintethe még (a c-bél feg-re merdlegesen bocsdtott) L-alaku cd-t és
az L-alaku cf-et is. Akkor (a 20. § szerint) azt taldljuk, hogy

cef =u
8s (a 21. § szerint), hogy

fo _ sin vers.

> §

A o7
és igy
2 =Hbp
Amde (a 21. § szerint)
- p =7 -fog,
€s ezért
2 =71 - fdg.
De (a 21. § szerint)
o fog = fe- .

& mibgl kovetkezik, hogy
z=7-fc-fc = © fc az F-ben.

Legyen mér most (a 14 dbraban a 211. oldalon) bj = S

akkor (a 30. § szerint)
s =i (Y—Y,
8 igy (a 21. § szerint)

® 2r (F-ben) = 7m®(Y—Y)%
Amde (IV. szerint) egyszersmind
© 2y = mi*(Y2—2+Y7%);

tehit @ 2 (F-ben) = @2y, ¢és ezért a z gombsivey fflszz’ne eqyenld
olyan kirrel, a melynek sugara az fe hirral eqyenlo.
Ebb6l kovetkesik, hogy az egész gomb felszine
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= OUT sl L e e

és hogy gombok felszinei gy ardnylanak egymdshoz, mint ley-
nagyobb koreik kerileteinel mdsodik hatvdnyai.
VIL Hasonlé médon talaljuk, hogy S-ben az x radiussal leirt
gomb térfogata
=1 md (X°— X %)—2mi’c;
az a felilet pedig, a mely a ¢d vonalnak az ab koril valé forgatisa
révén szarmazik,

= 5 mip (Q*— Q™)
és a cabbe leirta térfogat
= 3 7ip (Q—Q7

Hogy wmiképen lehet azonban mindazt, a mit a I[V. pontlol
kezdve eddig tdrgyaltunk, integrdlds nélkul levezelni, azt a révid-
séq kedvéert melldzzik.

Be lehet bizonyitani, hogy az a hatdrérték, melyhez minden
eqyes az -t tarlalmazo (és igy i létezésének hypothesisére tdmasz-
kodo) kifejezés akkor kozeledik, ha i a végtelenbe novekedik, pon-
tosan az épen kifejezendd mennyiséget szolgdllatja 3 eselére (tehat,
midén a feltevés az, hogy ¢ egydlialdban nincsen), hacsak az egyen-
letel; mem mennel dl azonossdgokba. Semmi esetre sem szabad
azonban azt hinntink, hogy megudltoztathatjuk magdt a rendszert
(a mely meghatdrozdsdl egészen dnmagdban és dnmagdtil nyer);
csupan csak a hypothesist valtoztathatjuk, a mi djra és dijra megtor-
ténhetik, mindaddig, mig ellenmondésra nem jutunk. Feltéve tehat,
hogy valamely ilyen kifejezésben az i betti abban az esetben, ha S
valéban fenndll, a2t az egyetlen mennyiséget jelenti, melynek meg-
feleléleg I = e, ha pedig X' a valdsdgban fenndlld rendszer, az emlitetl
hatdrértéket gondoljuk a kifejezés helyébe téve: akkor nyilvédnvalo,
hogy valamennyi az S feltételezelt igaz voltabdl szarmazé kifejezés
(ebben az értelemben) feltétlentil érvényes, dmbdr teljességgel isme-
retlen, vagjon fenndll-e X, vagy sem.

Igy pl. a 30. §-ban nyert kifejezésb8l (akdr differencziilas segit-
ségével, akdr a nélkil is) a X esetére konnyen nyerhet6 az ismeretes

Crdl=Yamn
érték ; I-b6l (31. §), a kelld eljarast alkalmazva, azt nyerjik, hogy

NIRRT o = ¢
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II-b81 pedig, hogy
cosor
sinfg
A IIL elsé egyenlete azonossigha megy 4t, és igy érvényes 3-ban,

habar itt semmit sem lehet beléle meghatarozni; a masodik egyen-
leth6l azonban foly, hogy

I, ésigy a+B=R

=g b2

Ezek a sik trigonometridjinak ismeretes alapegyenletei Z'-bcm: :
Azt taldljuk tovabba, hogy S-ban (a 32. §) III. pontjaban
Jellemzett felszin és térfogat, mind a ketts

0

IV-bél pedig, hogy
@z = 7

VII-b6l, hogy az x radiussal leirt gomb térfogata
= 710>

sth. : Eade

A (VL) végén kimondott tételek is nyilvan feltétleniil érve-

nyesek.

Hétra van még (a mit mar a 39, §-ban megigértiink), hogy
ennek az elméletnek lényegét kifejtsiik. ; :

L. Eldontetlen marad, vajjon S-e vagy pedig egy bizonyos S
felel meg a valdsdgnak, T

i Mindaz, a mit g XL axiéma helytelenségének feljcevesebt)l
levezetiink, (mindig a 32, § értelmdben véve) feltétlendil érver%yeS, G
ebben qz értelemben semmiféle hypolhesisre nem t«imaszkodt/(: Van
© 8zexint olyan a priori s trigonometria, a melyben csupdn az
l9az rendszer Ismeretlen, és ezért csakis a kifejezések absolut 11&85’"
Siga marad ismeretlen, mig nyilvin az egész rend?zer egyetlen
Ismeretes eget alapjén dllandésitva volna. Ellenben a gomb trl'gon'o-
Wetridja 5 96, §-ban feltétlen érvényességgel nyerte m'eg&}ap et
(F-ben g 3 gik geometridgjaval teljesen analog geometria a!l nhy

III. Ha bizonyos volna, hogy 3 dll fenn: akkor e tekintetben
MAr semmi gom maradna ismeretlen. Ha azonban bizonyos volna,l hogy
2 nem gy fenn: akkor (31. §) (pl), ha az x, y oldalok esl’ az
A20kt6] beggrt egyenes vonala szog konkrét mddon meg vannak ac ua-,
Wilvan lehetetlen volna pusztin ebb6l a haromszoget absolute meg
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oldani, azaz a priori a tobbi szogeket és a harmadik oldal ardnydt
a két megadotthoz meghatirozni; hacsak X, Y nem hatdroztatndnak
meg, a mire sziikséges volna, hogy konkrét mddon bizonyos a felett
rendelkezziink, a melynek A-jat ismerjik; akkor pedig ¢ volna a ter-
mészetes hosszeqység (a mint e a természetes logarithmusok alap-
szama). Hogy ezt az i-t, ha létezése bizonyos, miképen lehet legaldbb
a gyakorlat czéljainak megfeleléleg lehet6leg pontosan megszerkeszteni,
azt majd megmutatjuk.

IV. Nyilvanvalo, hogy az egész geometriat az I. és Il-ben
kifejtett értelemben az ujabbaknak (a kell6 korlatok kézt nagyon is
dicséretes) analitikai médszerével targyalhatjuk.

Végiil kellemes lesz a szives olvasénak, ha arra az esetre, hogy
nem J, hanem S all fenn, olyan egyenesvonald idomot szerkesztiink,
a mely a korrel egyenld.

34. §.

A d-bol (12. abra a 209. oldalon) a dm || an a kévetkezd médon
szerkeszthetd meg.

Legyen bd-bol
ob L an;

emeljiik az ab egyenes valamely tetszés szerinti a pontjaban ac-
merélegesen an-re (a dba-ban), és boesassuk de-t merdlegesen ac-re:
akkor, ha feltételezziik, hogy dm || bn, (a 27. § szerint).

@Oed: Oab=1:sin z

Amde sin z nem > 1, és igy ab sem > be. Ha tehat a de-vel
egyenld radiussal a-bol a bac-ben negyedkort irunk le, ennek bd-vel
b, vagy pedig valamely o lesz a kozos pontja. Az elsd esetben nyilvén-
vald, hogy z = R; a mésodikban pedig (a 25. § szerint)

(Oao=CQed): Oab=1: sin aoh,

ugy hogy
2 =iaobs

Ha tehat z-t egyenl6vé teszsziik aob-vel: akkor dm || bn.

39. §.

Ha S dll fenn, akkor olyan egyenes, mely valamely hegyes N
egyik szdrdra ., mdsik szdrdhoz pedig ||, a kovetkezd médon
hizhato.
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Legyen am L be (18. abra) és (a 19. § szerint) vegyiik fel
ab = ac-t oly kiesinynek, hogy, midén a bn || am-et (a 34 § szerint)
¢l. Htzzuk meg tovabbd

pcd mind a kettd egyenld

eléallitjuk, abn > legyen az adott sz6gn
(a 34. § szerint) a cp || am-et, és legyen nbq,
az adott szoggel : akkor ba,
d metszik egymast. Messe
ugyanis bq (a mely szerkesz-
tésénél fogva nbe-n  belil
esik) cp-t e-ben: akkor (mint-
hogy bn == cp) ebe < ech, és
igy ec < eb. Legyen

ef =ec, eft =ecd és 8| ep:
akkor f8 a bfr-en belil esik. 18. &bra.
Ugyanis bn || ¢p, tehdt egy-
szersmind bn || ep és bu | f8;

fon - bfé < 2R = fbn + bft,

és gy, hogy bf8 < bfr. Bzért {T metszi ep-t, a miért ¢d is bi
D ponthan metszi eq-t.

Legyen mér mostan dg = de és dgt = bep = gbn:
hogy D = gb)

ebbél (a 14 § szerint) kovetkezik, hogy

7Z0Nyos
akkor (mint-

bn <= gt == ¢p.

Ha a bn L-jének a bi-ba esd pontja £ (19. §), és fl a tengelye :
akkor
és igy
i bEl = bgt = dep ;
f egyszersmind == ¢p;

nyilvénvalo tehat, hogy £ a g-vel egybeesik, és hogy gt || bn. Ha tehdt

bo a bg-t merslegesen felezi, evvel megszerkesztettik a bo || bn-t.

36, §.
, e
10, abra a 208. oldalon) és az mab

Legyenek adva a ¢p egyenes (
boy ) b L be és (a 34 § szerint)

sik, és legyen ¢b L mab, (a bep-ben fekvo

fq Il bn: alkor (ha ¢p a beq-n belil esik) megtal_énlllatjuk majd a P
melszését (a chn-ben fekvé) bi-nel, és igy tehab mab-vel is. Hﬁpedlg

adva van két sik, pea, mab, és ¢b L fmab, cr L peg, tovabbd (ber-ben)
ek a pcg-ba kell

bn L be, ¢8 L cr: akkor bn-nek @% “mab-be és ¢8-n
15

tickel : Bolyai Farkas és Bolyai Janos. I1.
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esnie, és ha b7 és ¢8 metszéspontjat (ha ilyen egyaltaldban van) meg-
talaltuk, vildgos, hogy az az egyenes, melyet pcq-ban abbdl a met-
széspontbdl merélegesen bocsdtunk cd-re, az mab, pcq metszése.-

37. §.

Az am || bn-ben (7. abra a 202. oldalon) olyan a taldlhatd, a
melyre nézve am == bn, ha (a 34 § szerint) nbm-en kiviil megszer-
kesztjiilk a gt || bn-t, tovabba bg L gt, gc= gb, cp|| gt, tgd-t pedig
ugy fektetjiik, hogy tgb-vel a pcd és pcb alkotta szoggel egyenlo szoget
alkosson, és (a 36. § szerint) meghatdrozzuk tgd, nbd-nak bq metszé-
sét, és bal_dg. A bn [-jében szdrmazd L-vonalak alkotta hdrom-
szogek hasonlosagabol (21. §) nyilvan kovetkezik, hogy db = da és
am <= b,

Ezekbdl konnyen kitiinik, hogy (a csupdn csak végpontjaikkal
megadott L-vonalokhoz) megtaldlhaté a proporezié negyedik és kozépsd
lagja, és hogy minden geometriai szerkesztés, a mely 3-ban a sik-
ban elvégezhetd, [F-ben ugyanazon a moédon a X/ awidma nélkil
végezheté el. Igy pl. 4R geometriailag bizonyos szdmt egyenlé részre
oszthaté, ha ugyanazt a részekre vald osztast 3-ban el lehet végezni.

38. §.

Ha (a 37. § szerint) megszerkesztjiik pl. az nbq = 2 R-t (14. abra
a 211. oldalon), és S-ben (a 35. § szerint) meghuzzuk a b§-ra merdleges
am (| bn-t, és (a 37. § szerint) meghatarozzuk a jm = bn-t: akkor, ha
ja=ua, (a 28. § szerint)

Az T P8me K="
és evvel geometriai 1ton meg van szerkesztve az w.

Kiszamithatjuk az nbg-t oly médon, hogy ja barmely adott
mennyiségnél kevesebbet kiilonbozzék ¢-t6l, minthogy erre csak az

sziikséges, hogy sin nbq = i—) legyen.

39. §.

Ha (valamely sikban a 27. § értelmében) pq (19. dbra) €8
8t|[-ak az mn egyenessel, és ab, c¢d merdlegesek mn-re és egyenldk:
akkor nyilvinvalo, hogy

A dec = A beq,
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tehdt az (esetleg vegyes vonalok alkotta) ecp, eat A-ek is egybe-
Vagok, és
ec = eq.
Ha tovabba of = ag: akkor
A acf = A cag,

és mindegyikiik fele az fage négyszdgnek. Ha fage, hagt két ilyen a
Pq 65 8t kozitt levs négyszog az ag felett : akkor (4gy mint Kukrnipms-
nél) nyilvanvals, hogy ezek [a négyszogek], valamint az ugyanazon az
9g-n 4ll6 age és agh haromszégek, melyeknek
Csticsa Pg-ban van, egyenlék. Tovabba

acf = cag, geq = cga,
6s (a 32, § szerint)

acf + acg + geq = 2R,

gy hogy

o

€ag + acg 4 cga = 2R

Igy tehat minden ilyen acg haromszigben a 19.g;ibm.
3A-nek 6sszege — 9,

Akir mir most redesik az ag egyenes az (mn-nel ||) ag-re, akér
nem; maguknak az egyenesvonali age, agh hdromszogeknek, vala-
Mint szigeil Osszegének eqyenlisége nyilvanval.

40. §.

Az egyenld abe, abd (20. dbra) hdromszigekben (ezentil mindig
€9yenesvonaliiakat értve), a melyek eqy oldalukban megeqyeznek, a
S30gek dsszege is eqyents. ¢
, Felezze ugyanis mn mind ac-t, mind be-t, P
° legyen (a ¢-n dtmend) pq || mn: akkor b
& Pi-ba esik. Ha ugyanis bd az nmn-t az e
Ponthan, tenat (a 39. § szerint) pg-t az ef —eb ™
év‘ﬂsﬁgban metszend : akkor

A abe = A ab

lenne, o mipg) i - ah
A ra.

A abd = A abf 4
k(’)'vetkeznék, ligy hogy b az f-fel egybeesnék. Ha azonban bd az titni-t
;1 °™M metszeng, legyen ¢ az a pont, a melyben az ab-t merdlegesen
lozs egyenes P-t metszi, és legyen g8 = bt tgy vilasztva, hogy 8t a

me.flhosszahln’lott bd-t valamely f pontban messe (a mirél a 4. §
15%
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médjara kimutathato, hogy lehetséges); legyen tovibba 8[= 8a, [0 8t
és o a bf és [o metszéspontja: akkor (a 39. § szerint)

A abl = A abo
lenne, és igy (a feltevés ellenére)
A abe > A abd
volna.
41. §.

Az egyenld abe, def hdromszigek (21. abra) szégeinek dsszegei
eqyenldk.

Felezze ugyanis mn mind ac-t, mind be-t, ép gy pgq mind df-et,
mind fe-t, és legyen v8|mn, meg to|pq: akkor az r8-re L ag vagy
: [ egyenlé a to-ra L dh-val,

f vagy pedig egyikik, pl.
T2 ) a nagyobbik. Mind-
egyik esethen az a kozép-
P pontbh6l leirt O bf-nek

e bizonyos f pontja kozos
g8-sel, és (a 39. § szerint)
! ! A abt = A abe = A Dbef:

21. Abra. Amde (a 40. § szerint)

A afb egyenldszagii a dfe

haromszoggel, és (a 39. § szerint) az abc hdaromszoggel. E szerint
tehat az abc, def haromszégek is egyenldszogliek.

S-ben e tétel meg is fordithatd. Legyenek ugyanis az abe,
def hdromszogek kolesonosen egyenldszogiiek, és A bal = A def : akkor
(az elébbiek szerint) az egyik a masikkal, és igy A abe a A abl-lel
i egyenldszogt, a mibdl nyilvanvald, hogy

bel + ble + bl = 2R,

Pedig (a 31. § szerint) S-ben barmely haromszog szogeinek Osszege
< 2R ; tehéat [-nek c-vel egybe kell esnie.

49, §.
Ha A abe (22. dbra) szigeinek dsszegél

u}

A def-ét pedig

v
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egésziti ki 2R-re: aklkor
Aabe: Adef=u:w.

Ha ugyanis az acg, geb, beb, dff, ffe haromszogek mindegyike
=D, és
A abe = mp, A def = np,
tovabbg s birmely a p-vel egyenlé haromszig szogeinek Osszege :
akkor nyilvanvalé, hogy

2R—u=ms —(m— 1)2R=2R—m (2R—s),
]

és
u=m(2R—s);
hasonléképen

v =n (2R-—ys). g p bod f ¢
22. abra.

Igy tehat
Aabe: Adef=m:n=mu:un

Kénnyen beléthato, hogy ez kiterjeszthet§ arra az esetre is,
mikor az qbe, def héromszigek inkommenzurabilisek.

Ugyanazon a médon bebizonyithaté, hogy a gémb feliiletén
levg hiromszégek tgy ardnylanak egymashoz, mint az excessusok,
melyekkel szogeik Osszegei feliilmuljak 272-t. Ha valamely gombhérom-
826g ket szoge derékszog, akkor a harmadik z az emlitett excessus;
4 & hdromszog pedig (ha p a legnagyobb kor keriiletét jelenti),
nyilyan

. Pt
S T (32. §, VL),

8 mib6] kovetkezik, hogy minden hdromszog, a melyben a szdgek
€Xcessusa = 2,

Fejezziik ki most mér az egyenesvonali héaromszog terilelél

S-ben 4 szogek Gsszegével. .
B i (15. abra a 211. oldalon) a végtelenbe névekedik ; akkor

@ 49, § szerint)

A abe : (R—u—v)
allandg, 1, (a 32. § V. pontja szerint)

A abe-—Dbacn



230 Bovvar Jénos, Appendix (1832)

és (az 1. § szerint)
R—u~—v-—z;
tehat
baen : z = A abe : (R—u—v) = bac'n’ : 2'.
Tovdbba (a 30. § szerint) nyilvinvald, hogy
bden : bd'c'n’ =7 : ' = tang z : tang 2'.
Ha azonban y'-—0: akkor
bd'c'n’
bac'n’ :
€8 épen ugy
tang 2’

T Ml’
2

a mibdl kovetkezik, hogy
bden : bacn = tang z : 2.
De (a 32. §-ban) azt taldltuk, hogy

bden = ri = 4® tang 2,
ennélfogva
bacn = 2z
Ha tehat ezentdl minden olyan haromszoget, a melyben a.
szogek Osszegét z egésziti ki 2R-re, roviden A-gel jeldliink: akkor

e szerint

==z
Ha (a 14. dbraban a 211. oldalon)
orf|am és rolfab:

akkor az el6bbib6l kénnyen kovetkeztethets, hogy az o, 8t, be be-
foglalta teriilet (a mely nyilvin a hatdr nélkiil novekedd egyenes-
vonali hdromszogek teriiletének, vagyis A-nek abszolut hatérértéke,
midén z-—2R)

== ® 1% az F-ben.

Ha ezt a hatarértéket [-tel jeldljiik: akkor tovabbé (a 30. § szerint)

nr? = tang 2*[J = ® » F-ben (21. §)
=re (82, VL)

a hol s a de hirt jelenti (15. dbra a 211. oldalon). Ha mar mostan &
sikban a kir megadott s radiusat (vagy az I™-ben a kor L-alakd radiusét)
merglegesen felezve, (a 34. § szerint) megszerkesztjiik a bb Il = en-t,
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¢-b6l ca-t merdlegesen bocsatjuk db-re és ca-ra a cm merélegest llit-
Juk: akkor megkapjuk z-t, a mib6l, ha egységiil valamely tetszés sze-
rinti [-alaku radiust valasztunk, (a 37. § szerint) tang 2* geometriai
Uton hatdrozhatd meg kél egyenld gorbiletd eqyenletes vonal seqil-
Ségével (melyek, ha csupdn csak végpontjaik ismeretesek, és tengelyeik
Meg vannak szerkesztve, nyilvin 1gy mérheték egymdssal, mint
egyenesek, és e tekintethen az egyenesekkel egyenléértékiieknek tekint-
hetgk),

Tovabba (23. dbra) olyan négyszoget, pl. szabélyosat, mely
€gyenls [-tel, a kovetkezs mdédon szerkeszthetiink. Legyen

abe= R, bac=1p, ach=3iR és be=u:

akkor X (a 31. § IL. pontja szerint) tisztin négyzetgyckok segit-
Ségével fejezhets ki és (a 37. § szerint) meg is szerkeszthetd, és ha
B Har megvan, (a 33, vagy pedig a 29. és 35. § szerint) maga
% is meghatérozhats. A A abe nyolezszorosa pedig
Wyilvin egyenls U-tel, és igy ewvel, segilségil véve
€9y egyenesvonali idomot és egy ¢s ugyanahhoz a
"emhez tartozd eqyenletes gorbéket (a melyek az eqy-
Mdssal vald dsszehasonlitds tekintetében eqyeneselkel
cdyenidértékiiek), elvégeztik az s radiussal leirt sik- 93. fbra.
beli Kornek geometriai quadraturdjdt; F-ben pedig
YWyanazon a médon a kor complanatidjdt, és vagy igaz EvkLipes
X[- axiomdja, vagy pedig a kr geomelriai quadralurdja lehetsé:"-
795, habir mindeddig eldontetlen maradt, hogy ezek kozil melyik
all fenn 4 valosdgban. :
Valahanyszor tang 2* alkdr egész szém, akdr olyan racziondlis
tort, g melynek (legegyszertibh alakjaban) nevezéje valamely 27 +.J
alaky trzg574m (a melyekhez a 2 = 2°4 1 is tartozik), vagy pedig
akérhé,ny ily alaku torzsszém szorzata, a melyben azonban (a 2 lfiVé_
teléye], mely akirhényszor szerepelhet (mint tényezdje] tényezdképen
Mindegyik csakis egyszer fordulhat el (és csupén csakis a z-nelri
ilyen értékei mellett) a hires Gaussnak a sokszdgekre von_atkozo
e!mélete alapjan (a mely korunknak, s6t minden kornak egylk log:
dicgg), felfedezése) megszerkesathetd olyan egyenesvonald idom, &
Mely egyenls tang 2* [] = © s-sel. Arra ugyanis, hogy [J-et otgzthassu"k
WMinthogy o 49, § tételo tetsués sserinti sokssdgekre s
Yilygn sziikséges, hogy 2R-t oszthassuk, a mi (a mint az beblzoxjylt-
0) geometriaj uton csakis az emlitett feltétel mellett végezhetd ?L
mde mingen egyes ilyen esetben az el6bbiek konnyen vezetnek czél-
OZ. 86t, ha 5 g Gavss-féle alak ald tartozik, akkor barmely egyenes-
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vonali idom geometriai uton #n-oldali szabdlyos sokszogbe alakit-
haté at.

Végiil (hogy a térgyat teljesen kimeritsiik) be kellene bizonyi-
tanunk, hogy (valamilyen feltevés nélkiil) lehetetlen eldonteni, vajjon
2-e, vagy pedig valamely S (még pedig melyik) felel meg a valdosag-
nak. Hzt azonban valamely kedvezébb alkalomra tartjuk fenn.

Bolyai Farkas Toldaléka az Appendixhez.*

Végiil legyen szabad valamit, a« mi az Appendix szerzdjének
iulajdona, mant betetdzést ide csatolni; de boesdsson meg, ha
egyhez-médshoz nem az 6 elmeélével fognék hozzd.

A dolog réviden a kovetkezében all: a gombi trigonometria
képletei, melyek az emlitett Appendixben Kukrnmms XI. axioméjatol
fiiggetleniil vannak bebizonyitva, a sik trigonomelria képleteivel meg-
eqyeznek, ha (a mindjart kifejtendé modon) a gimbi hdromszig
oldalait valdsoknak, az egyenes vonaluél pedig képzeteseknek vesz-
szuth fel, ugy hogy, a mi a trigonometria képleteit illeti, a sik kép-
zetes gombnek tekintheté, ha valésnak azt veszsziik fel, a melyben
staief —d1

Arra az esetre, hogy Eukripes axioméja nem igaz, (az Appendix
30. §-dban) be van bizonyitva, hogy van bizonyos ¢, a melyre nézve
az, a mi ugyanott I-nek van nevezve, = e-vel (a természetes logarit-
musok alapszdméval), és erre az esetre a sik lrigonometria képletei
is be vannak bizonyitva (u. o. 31. §); még pedig tgy, hogy (az
ugyanottani 32. § VIL pontja utidn kovetkezdé szerint) ¢ képletek az
emlitett axioma igaz volta esetében is érvényesek, ha t. i. felteszsziik,
hogy i¢-—oo, és az értékek hatarértékeit veszsziik; az euklidikus rend-
szer kétség kiviil mintegy hatira a nem-euklidikus rendszernek (ha
t-—oo). Arra az esetre, hogy van 4, vegyiikk fel az egységet i-vel
egyenlonek, és a sinus és cosinus fogalmakat terjeszsziik ki képzetes
ivekre is, ugy hogy akér valds, akdr pedig képzetes ivet jelent p,
nevezzik

%(epv———l_i_ g—p V:f)

_-( ])1/—-1 —p V——l)

u)‘/-__l

-et p cosinusanak €s

-et p sinusdnak.

* [Tentamen, eod. prima, T. II, Maros Vésérhelyini 1833, 380—383. old.,
ed. secunda, T. IL Budapestini, 395—398, old.]
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Ebbél valés g-ra nézve

53 1 —qV-1V=1 V1Y Zi
0 iy DA PRl L A
Tl e v grer

=sin(—g ¢y =1)=—singy/ —1
Szdrmagzik.
Epen ugy
§lehhst) — LimR T RIVEL oot en,

:cos(-—-// I/j)ZCOSQV—_l;

ha t. i. a képzetes korben is a negativ iv sinusa a vele egyébként
€gyenld pozitiv iv sinusdval egyenld, csakhogy negativ és (az egyéb-
ként egyenls) pozitiv és negativ iv cosinusa egy és ugyanaz. i

Az emlitett Appendix 25. §-dban absolute, azaz az emhtetlt
Axi6mitol fiiggetleniil be van bizonyitva, hogy minden egy e
hiromszighen ¢ szogel; stnusai gy ardwylanak egymdshoz, mmf
@0knak o korcknel; keriiletei, melyeknelk radiusai a szemben fekvd
oldalokkal egyenlil: : be van bizonyitva tovabbd, hogy abban az eset-
ben, ha van 4, az y radiussal leirt kér keriilete

e
TR
A mi, ha §= 1, Tl P
7T (e¥— e~ Y)

~ba megy dt. ]

Igy tehat (az ugyanottani 31. § szerint) az SEyPaeh V(fnah]
dromszigre vonatkozolag, melynek befogéi a és b, atfogdja c és az
4, b, ¢ oldalokka] szemben fekvé szogei «, (3, 7t (ha @ = 1)

I-ben :
. ¥ Hinlorre= 7T (e¢—e~°) : 7T (e*—e—9),
€8 igy

: L
].sma:gl/___l(e—c ”)-U)l/_l

Ebbgi pedig kivetkezik, hogy

l:sinet=—gincy/ —1: —sina 1/—1'

Igy tohgs
1 : gin o = sinaV—:T: sinaif—_—'L

II-ben oy

cosa:sinfB=cosexy —1:1.
III-ban e o
coscy —1=cosay/ —lcosby —L.

Ezek a Kképlotek, valamint a sik trigonometrijanak beldlik
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szdrmazd valamennyi képlete, teljesen megegyeznek a gomb trigono-
metridjanak képleteivel; csakhogy, ha pl. a derékszogli gombharom-
s20g befogdi, az ezekkel szemben fekvé szdgei és atfogoja is ugyan-
azokat a neveket kapjak, az egyenesvonald haromszog oldalait /' — 1-

gyel kell osztanunk, hogy a gombhéromszigre vonatkozé képletek
keletkezzenek.

I-bdl t. 1.
15 siniee == fipic': sina,
1I-b61
1:cosa =singB: cos «,
III-b61
CO8 C = cosa cos b
szarmaszik.

Minthogy a t6bbit mellzni lehet és tapasztaltam, hogy (az
Appendix 32. §-dnak VIL. pontja utin kovetkezdkben) a levezetés
elhagydsa az olvasét béntja és gatolja, épen a dologra tartozé lesz,
ha megmutatom, hogy miképen kovetkezik pl.

c c a a b b

eite ‘=1(eit+e T)(eite ?)
et =a?+b®

-bél, hogy

(azaz Pythagoras tétele az euklidikus rendszerben); valdszint, hogy

ezt a szerz6 is igy vezette le, és a tobbi is mind hasonlé médon
kovetkezik.

Ha t. i. e-nek hatvanyait sorokkal fejezziik ki,

k
= k [ kB k*
¢l g tagiegadte
. .
= k e kB e
e R R N e s
tehat
3 k 2
ol e T k2 ik
i $IELE0 =0) S e e Lo
e+e “‘-‘+2+34z4+
—94 k’—}—u

2
(ha valamennyi a ];—, utdn kovetkezo tag osszegét —:‘; -nek nevezziik) ;

maé g pedig #-—0, ha i-—oco. Ha ugyanis valamennyi tagot, a mely
4

5 utan kovetkezik, i*-tel megszorzunk : akkor az elsé tag -3—%—,— lesz,

és mindegyik exponens |[azaz mmdegylk tagnak és a megelézének

hényadosa] kisebb lesz mint - 5 Az Osszeg pedig, ha az exponens
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mindig ez maradna,

k* k? k*
3. 44° ( i i=):§4(i‘”—k2)

volna, a mi nyilvinvaléan ~—0, ha i-—oo.
E szerint

gliite Bkt [ ode i G Busded

eite i=i(e’ +¢ ' +e’te ')
-bél kvetkezik, hogy :

46 (@a+b)*+v _(Eﬂ

e e B

(hol @, v, A az u mintajara vannak képezve).
Ebbél pedig kovetkezik, hogy

L ¢® = % (a®+2ab+ b2+ a®—2ab+ b2 4-v+4A—20),
~—a?+ b

. Megjegyzés. Annak a gombnek a radiusa, a melyre nézve a
Sinus totus | =4, nem egyéb mint az i= I-gyel egyenlé L-alakd
Vonalnak az az y ordindtdja, mely az egyik végponton dtmend ten-
gelyre a masik végpontbol merélegesen van boesatva. Abban a felii-
let{?en ugyanis, melynek neve F, (az Appendix 21. §-a szerint) az
€9esz euklidikus geometria érvényes, ha az eqyenesek helyébe L-vona-
lc.lk lépnek, és ha az L-alaki radius egyenlé 1-gyel, mely F-ben a
SInus  totus, akkor ugyanannak a kornek a radiusa a sikban az
Smlitett y. Rz kénnyen alkalmazhaté a képzetes gombre, a melyre
(@z antieuklidikus rendszerben) a sikot visszavezetjiik.
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Csak az érett gyiimélesot szabad leszedni.

~ Vilasz a hires liposei Jablonowski-féle tudds térsulattl 1837-ben
kxt'l:izb'tt kérdésre, a mely annak a kételynek megvizsgalasat czélozza,
vajjon a kdzonségesen képzeteseknek tartott mennyiségek, ha a geo-
metridban el6fordulnak, szerkeszthetok-e, és milyen feltételek mellett,
vagy pedig nem szerkesztheték.

158

Minthogy a jelen kérdés csakis a geometerek altal hasznélt
képzeteseknek szerkesztésere vonatkozik, tobbet adunk, mint a mennyit
kivannak,

"1. ha (nemcsak a képzetes, hanem) minden nemii olyan mennyi-
ségeknek a természetére mutatunk red, a melyek a szémolasban el6-
fordulnak, és a szemlélédés targyai lehetnek, vagyis inkébb (a leg-
hagyobb rovidséggel) arra a mddra, a mely szerint a mennyiségek a
§Zémolasi miiveleteknek alavetheték (e targy teljes kifejtését, a melyet
itt sem nem kovetelnek, sem pedig a sziikséges rovidség miatt nem
hytjthatunk, a tudomény teljes rendszerének tartva fenn);

: 2. ha értelmezziik, hogy mit kell legalabb ez alkalommal a meny-
nyiségek szerkesziése alatt érteni;

3. ha végiil eldéntjiik, vajjon a képzetesek szerkesztheték-e vagy
Sem ?

Valamely mennyiség dnmagdban nem valds 6és pozitiy, és a
df)lgok létének {azl tekintve, hogy bdrmi hogyan, vagy iy~ mier,
tékben van meg, vagy nincsen meg}* sincsenek kiilonbozé fokozatal
Yagy modosulasai; de az egyenléket mindenesetre meglkiilonboztetik
& hely, az id6, vagy barmely mds feltélelek (a melyeknek igen kony-
yen témérdek sokasdiga gondolhaté ki); sét kiilonbséget tesz az is, &
Mming egy és ugyanazt a dolgot kiilonbizo sza'mpo’nlfOkWZ tekintjiik,
S x ["l‘o]dé.s.ok, melyeket Bolyai Jénos valosziniileg csak 1850 utin iktatott

» { } zhr6jelekkel vannak feltiintetve. |
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vagy kiillonb6z6 dolgokra vonatkoztatjuk (akar egyenld neveket kap
ezeket a dolgokat illetéleg, akdr nem). Igy pl. a kozonséges felfogis
szerint sec (x + 27t) (hol a 71 az egységnyi radiussal leirt negyedkirt
jelenti, a mi ugyan nem szokdsos) azonos egyenes a sec x-szel, mely,
ha sec z-nek tekintjiikk, mégis mindenesetre tgy kiilonboztetheté meg
onmagatol, mint sec (x4 27)-t61, hogy, a mikor az ivnek végpontja a
secansha beléesik, a secanst egészen taldléan pl. pozitivnak mondjuk,
az ellenkezé esetben pedig negativnak tekintjiik. Az egyenldk kiilon-
bozd tulajdonsdgokkal lehetnek felruhdzua. {Es hasonldképen lehet-
séges, hogy ugyanaz a személy vonathozdssal killonbozd személyekre
eqyidiben és eqyszerre apa és fi.} Végiil pedig nyilvénvalé, hogy az
aés P,oa és O, a és R sth. komplexusok mindannyian kilonbozék,
hacsak a P, (), R, ... kiilonbozoket jelentenek.

Hogy ezt a targyat teljes altalénossaggal feloleljiik (és az eddig
oly homalyos anyagot, a mennyire csak kivanatos, vilagossdggal drasz-
szuk el), legyen az 1 bizonyos (véges) mennyiség, pl. valamely id6-
tartam ; a, b, ¢,... legyenek barmilyen evvel az 1-gyel homogén
mennyiségek, és felvéve a kovetkezd négy jelt:

+s Fea "}“v S

(egyediil csak azért nem t6bbet vagy kevesebbet, mert majd eléggé ki-
ttinik, hogy e vizsgdlat czélja épen 4-et igényel), a melyek vagy a
targyalt mennyiségektdl kiilonb6z6 dolgoknak jelei is lehetnek, vagy
minden tovabbi jelentés nélkiil substantialis dolgoknak tekinthetSk.

Jelentsen a
el el re il

jelek koziil mindegyik valamely barmilyen nemt bizonyos tetszés
szerinti mennyiséget, pl. id6tartamot, egyenest, csavarvonal darabjat
sth., gy hogy mind a négy mennyiség /fiildnnemii is lehessen:
jelentse tovabbd, ha e vizsgilatban akdrmelyik a P, O, R, S betiik
koziil a -, —, 4, ~ jelek valamelyikét képviseli, Pa az « - P1-ef,
vagyis az a-nak és a P1l-nek szorzatit (a hol P 1-nek jelentése mar
ismeretes), azaz az 1, P1, a-nak 4. geometriai ardnyosat, megjegyezve
azt, hogy ugyanaz az ¢ mennyiség, ha kiilonbozé jelekkel van ellatva,
(a 2. § szerint) valami moédon egymastél teljesen megkiilonboztetett
mennyiségekre vonatkozik.

Vegyiink fel azonkiviil valamely masnemd, teljesen substantialis
dolgot, pl. O-t; mert a semmi puszlin negativ fogalom, és ha @
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dolgot kozelebbrél tekintjiik, konnyen belathato, hogy képtelen dolog,
ha a semunit megjeloljiilk és mitiveleteknek vetjik ald. Nem - allit-
hat6 az sem, hogy pl. a0 azérl egyenls a-val, mert ebben az
esetben magdhoz az a-hoz semmit sem kell hozzdadnunk; ugyan-
abbol az okbol ugyanis sziikségképen ép tugy kellene éllitanunk, hogy

%2 a. Az ilyen pontosabb vizsgalat- legott mutatja, hogy a zérus

(0) targyalasinak metafizikaja is eddig teljesen hamis alapra fimasz-
kodott. : i
Egyébként a PO jelolje a 0-t, és (ha kiilonben a megszokott
elnevezéseket fenn akarjuk tartani) mondhatjuk, hogy

Ha a pozitivnak wvetl a, vagyis pozitiv,

—a a negativ a, ;

és a kéi-két

Fa, —a; e, rea; ey o—y e

jel koziil mindegyikrsl mondhatjuk, hogy a masiknak ellenkezdje; tovibba

a +a-t és a —a-t valdsaknal,

a ~-a-t és a ——a-t képzeleseknel -
nevezhetjiik (és valéban képzetesek, mihelyt a fent megallapitott
fogalmak szerint a -4+ vagy = jellel ellatottakat ugy tekintjiik, mintha
valdsak volndnak, a mint hasonlé ellenmondés vagy lehetetlenség lép
fel, ha (a mar a pozitivtél jol megkiilonboztetett) negativot egyidében
pozitivnak akarjuk venni; mert minden csak az, & mi). Végiil a
valésoknak - és — jeleit egyrészt, és a képzeteseknek -3 €s -
Jeleit magrészt, egymas kozott homogéneknek nevezzik, egy valds és
egy képzetes jelet pedig heterogénnek. {A - (valamint a H*'a)”&
Fa ({1l —a) mellékmerniyiségének (mellékdlldsdnalk) 1s nevez}}eto.'}

4. §.

Jelentse Palb, t. i. a Pa, Pb jelek komplexusa, az. fz-b()l és a
b-b6l 4116, ugyanavval a (kozos) P jellel ellatotl mennyls?g'et, vagy,
& mi ugyanaz, a Pa-bol és a Pb-bol Osszetett mennyiséget. Ha
azonban () a P-nek ellenkezéje (3. §), jelentse PaQb vagy ._Q‘I?Par
ha @ és b nem egyenl6k, azt, a mennyivel az a és b koziil 8
nagyobhik feliilmilja a kisebbet, a nagyobbnak jelével véve; ha p'edlgv
@ =, jelentse a O-sal jelolt dolgot. Ha pedig Pés Q .he’aterogenelx
(3. §), PaQb ne jelentsen egyebet, mint a Pa, Qb menn'ylsegelk kom-
Plexusit. Fzek a megdllapoddsok érvényesek mindadd}& mig & 5’
koziil egyik sem 0; ha azonban az egyik 0, akkor jelentse PaQb

e 4 A 3 . ' B en.
& mésikat az clébe tett jellel, t. i. PaQ0 = Pa, POQb = Qb l(;egy

‘. : 1
Stickel: Bolyai Farkas és Bulyai Janos. IL
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Minthogy a mennyiség elnevezést a heterogénekbsl 4ll6 kom-
plexusokra csak kevésbbé taldléoan lehet alkalmazni, azért annak meg-
nevezésére, a mit az ilyen kifejezés jelol, a melyben a P és () heterogé-
nek, kényelmesen és alkalmasan az dllds (Stand) szét hasznélhatjuk,
mely elnevezés szamtalan esetben hasznélatos (pl. a hémérd allasa
sth.), és melyet a tudomény bévebb értelemben befogadott. Lehet
pedig [az dllas] vegyes, ha sem a, sem b nem =0, és tiszla, ha
vagy a, vagy b (s6t mind a kettd) =0, a mely megkiilonboztetés
mindenesetre elég gyakran hasznosnak mutatkozik. Ezen a médon
koénnyen juthatunk az dsszeg dltalénos fogalmahoz.

~

o
Vegyiink fel az eddigieken kil 4 mas jelt:

e _+" g

és jeldlje a + P magat a P4, a —P a P-nek ellenkezdjét; tovabba
legyen
+'_¥‘:+y _+_+='——"_+_"_':H"5 +'—H=+;
e = ey e =y e =y e = Ry,
mely szabalyokat a kovetkezd egyetlenbdl levezetni, nem lesz héld-

datlan dolog.
Allitsuk fel a kovetkezd sorozatot :

{’ i’ L} ’

és ismételjiilk azt meg akarhdnyszor, vagy (a mi még egyszeriibb)
helyezziik azt a 4 jelt valamely korre dgy, hogy az utolséra, azaz
a ~—-ra az elsd, azaz a |+ kovetkezzék, pl. ezen a modon :

i vagy pedig ezen a modon : r—IH e

s hasonloképen rendezziik el a
+’ +’ SAEEI 3T
jeleket, és azutdn allapitsuk meg a torvényt, a melynek értelmében, ha

P az m-dik tag az els§ koron, P pedig az n-dik e korok barmelyikén
(vagy pedig az énmagukban visszatéré sorokban) (hol ~}--szal és +-Sml
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kezdjiik, azaz ezeknek az egy mutatot tulajdonitjuk), PP jelentse az
elébbi sornak m 4+ n—1-dik tagjat, vagyis azt, melynek mutatéja az
1, m, n-nek 4. arithmetikai ardnyosa. Fzen a moédon (valamennyi
_ eseten dtmenve) konnyen mindjért 16 tételt nyeriink, ha P a +, +,
—, — jelek egyikét, és ugyanannyit, ha Pt ey ey e jelek
egyikét jelenti, A rovidség kedvéért ezek koziil csak az utébbi 16-ot, még
pedig osszevont alakban ecsatoljuk Tde et

T = e = e = e =

o = o = e = e =

Wb =

— = e =2 e = e = e

Végiil pedig P (Pa) vagy a PPa jelentse (PP) a-t.

— e —— e —i — +;

i

6. §.

Ha tovabbs 1' valamely tetszés szerinti mennyiséget jelent (mely
magdval az 1-gyel akar homogén, akir nem), a' pedig jelenti az
a-1-et: akkor értelmezziik valamennyi Pa’-t (azaz Pa’t P-nek mind
a négy értékére nézve) altalaban hasonlo modon, a mint a 3. §-ban
a Pu-t értelmeztiik. Bzt megéllapitva,

: (Pa’Qb") (ReSd)
Jelentse a
PRa'-¢ PSa’~d QRb'-¢ QSb'-d

dsszeget (4. §), azaz, ha a ¢, d mindegyike (a sajat 1' egységére vonat-
koztatott) a', b’ mindegyikével meg van SzOrozva és mindegyik rész-
letszorzatnak jele az 5. § szerint a tényezOk jeleib6l van meghatérozv?-,
mindezeknek az osszegét nevezzilk a Pa'Qb’ és az ReSd ssorzald-
nak. Ha pl. a, b homogéneket és ¢, d szintén homogénelet jelen-
tenek, azt talaljuk, hogy

ac+bd lu,'—ad) B
(CC—i—d(l e ce-dd c+d)=a+0

TG

Mindenestre a legegyszeriibb (habér & 3. § sgerint ez nem szu]ls-
séges), ha valamennyi +F+a-t. sth.-t magéval a-val homogezmelc és
eqyenlinel: vesazszilk, és a hely dltal kiilonboztetjik meg Gket. Ha
Pl az idében négy pontot, a-t, b-t, c-t; p-t vesziink fel, és a-val bér-

mely idétartamot jeloliink, akkor a - sth. az a-val egyenlS, 8z
16>
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a-ban, ill. b-ben, ¢-ben, d-ben kezdddd idétartamokat jelenthetnek. De
minden hdtrdany nélkiil megengedhets, hogy ~f~a-t stb.-t ne mennyi-
segeknek tekintsiik, hanem eqyedil az & és az elébe tett jelek kom-
plexusdnak, a mely jelek csak azért vezettettek be, hogy reamutas-
sanak azokra a mddokra, a melyek szerint a mennyiségekkel a
szamolasban el kell bdanni. :

8. §.

Hasznos lesz az is, ha ez alkalommal a logaritmusnak kozon-
ségesen hibds felfogasat helyreigazitjuk, és a t6bbi vele rokon fogal-
makat az egyediili helyes médon megallapitjuk.

Ha v (x) hatarértékét jelenti az (ismert alaku)

’ & X% XXX
Bdernls prn v e M i e

sornak, a mely (mint az bebizonyithaté) ax-nek minden alldsdra nézve
osszetarté : akkor a-et mnevezem a w(x) logaritmusdnak, w (x)-et
pedig az a-nek, mint logaritmusnalk megfeleld dlldst, vagy roviden
az.x logaritmusa dlldsdnak, és ezt a vonatkozdst a kovetkezdvel
jelolom :

e =l 0);

Tovabba a® alatt értem v (bla)-t, és e kifejezés minden értékét nevezem
az a b-kitevdjii hatvanyénak, a-t pedig minden a® b kitevdjii gyikének.
De a logaritmusnak dltalanos értelmezése, a mely (mint a hires
Laerance-nédl, s6t minden el6ttem ismeretes iréndl) az alapszdamra
tamaszkodik, kevésbbé helyes. Ha ugyanis b-r6l azt mondjuk, hogy
c-nek az a alapra vonatkozo logaritmusa: akkor mihelyt ab = ¢,
konnyen belathato, hogy ha Lc a lc-nek barmely értéke és L @
la-nak bérmely értéke,
Lc—+—41ﬂ >
La—+4nn °
hol m és n tetszés szerinti egész szdmokat jelentenek, szintén c¢-nek
az a alapra vonatkozo logaritmusa; mert ha

i ab =y (bla)
-ban a
la = L + dnc

* m-vel (az azonnal eléadandé értelmezések szerint) a legkisebb fvet jeloljik
azok koziil; melyeknek sinusa = 1.
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értékét helyettesitjiik, ¢ bizonydra az a® értékeinek egyike lesz. Amde
bérmennyire helyes is az a feladat, hogy kijeloljiilk b-nek mindazon
értékeit, a melyekre nézve a’ az adott c-vel egyenld, mégis a loga-
ritmusnak Altaldnos fogalma a kovetkezd valamivel szabatosabb médon
~ értelmezendd ; hacsak (hogy mas alkalmatlansédgot ne emlitsek) nem
akarunk a negativ és képzetes szdmoknak is valés logaritmusokat
tulajdonitani. (Kiilonben ugyanis, minthogy

16 = + 2, —92, 42, =2,
bizonyara e 4 mennyiség mindegyikének a 16 alapra vonatkozdlag
1
i_ a logaritmusa lenne.) Nevezziik ¢-t a v (pq) logaritmusdnak az 3

modulusra nézve (lehetne mondani a p modulusra nézve; ez azonban

nem lényeges). Ezen a moédon az 1 modulusra nézve a logaritmus

ugyanaz, vagyis egybeesik avval, a mit fent (egyszertien) logaritmus-

nak neveztiink. :
Ep tigy nevezem a (mindig Gsszetarto)

X XXX
Mol e e e L
és
200 XXXALL
R PERBLE R O T

Sorok hatarértékét az x cosinusdnak ill. sinusdnak, wx-et pedig
arcusnak stb. (a mely vonatkozas szintén altaldnosabban fogalmazhato).

9. §.

Minthogy itt bévebb fejtegetésnek nincsen helye, mar most
térink 4t a mennyiségek tudoményinak a geometridra valé alkal-
Mazdsaira, a melyek kozil a koévetkez6 mind fontossagandl, min(}
kivils eloganczidjéndl fogva annal is inkabb érdemli meg az els6
helyet, mert mér a geometridnak (de nem a kozonségesnek) kﬁszﬁbén
talalkozunk vele. i

Az {1832-ben Maros-Vasdrhelyt megjelent} « Tentamen juvers
butem, studiosam in elementa matheseos purae, elementaris ac subl? i
Mioris, methodo intuitiva, evidentiaque hwic prop i mtmdu?endﬂ
imi konyy I kotetének figgelékében eldadatnak a sik trigonc-
Metrigjanak képletei arra az esetre, ha helyteleu volna az & tetel., a
Melyet Bugnmes (valamennyi éles elmdjii geometer itélete sz’ermt)
helyteloniil a XI. axiéma alakjaban 4llitott fel (minthogy késébb a
tér tudoménya az emlitett axiomatol fiiggetlentl illapittatott meg).
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Minden nehézség nélkiil ugyanazokbol a képletekbdl kovetkezik, hogy
sin—+——(;— = sinasin—+~%,
cos—+——g— = COS —+- % cos —+—%,

hol a, b, ¢ a befogékat és az &atfogot, o az a befogoval szemben-
fekvé szoget és i bizonyos ott értelmezett (a mostani feltevés mellett
onmagaban és onmaga altal meghatarozott) egyenest jelent. Mar ebbél
a két egyenletb6l foly a sik trigonometridjanak valamennyi tobbi
egyenlete.

A ki ezeket az egyenleteket figyelmesen szemléli, belafja, hogy
a derékszogli sik haromszog, és igy tehat az egész sik, valamint
a téle egyenld tavolsdgl felilletek (melyeket mar sok évvel ez elétt,
mikor erre az elméletre jutottam, hypersphaerikusoknak neveztem)
a szamitdssal egészen hasonlé médon targyalhatok, mint a gémb
feliilete ; még pedig gy, hogy ha azt az » mennyiséget, a melylyel
barmely mindeniitt egyenletes feliiletben levé derékszégli hdromszog
oldalait osztanunk kell, hogy a '

(& a b
€08 — == GOS8 —- GO —
Ie r 7

egyenléség fennélljon, pl. ama felilet parameterének nevezzik: akkor
a spherikus feliilletek parameterei valdsak, a siktél egyenld tavolsaga
felilletek parameterei képzetesek (azaz valdéban létezd mennyiségek a
v, ~o= jellel elldtva), a sik parametere ~ei (és hasonloképen +-1).

Amde ezt a dolgot masképen is lehet felfogni. Lehet ugyanis
a sikot {t. i kevésbbé természetes, alkalmas, helyes, eqyszeri
és elegdns mo’don} az ¢ parameterhez tartozénak is tekinteni, és
magukat az egyeneseket, a melyek a sikban a legnagyobb kordk
iveinek helyébe lépnek, az ¢ parameterre nézve mint képzetes iveket
felfogni. Kzen a mdédon azonban (a mint azt be lehet bizonyitani)
maganal az i-nél kisebb parametereknek semmi olyan egyenletes
feliilet nem felel meg, a melyben az ivek az épen kifejtett czélra
képzeteseknek vehetdk.

E fontos targyra (azaz az Fukumms XI. axiomdjatol figget-
len, abszolut geometridra) vonatkozo igen elegéns vizsgalatoknak
tomérdek sokasdgabol tébbet itt felhozni nem szabad. {Igaz, hogy
én_épen ezekben a vizsgdlatokban, mikor e tdrgygyal majdnem egy -
negyed szdzaddal ezeldit foglalkoztam, redjutoltam a képzeleseknel
igaz elméletére és ezt biviteltem, meg prébdra tettem.}
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10. §.

A mi a mennyiségeknek a geometridban val6 szerkesztését illeti,
az (az eldbbiekben kifejtett jelen értelemben) altaldban és egyszertien
onkényiinktél fiigg, tigy hogy igen kénnyen szdmtalan méd gondol-
haté ki, a melyek szerint pl. az

y=fw

egyenlet (hol f fiiggvényt jelent), mely 4ltalanossagban barmilyen
allasokat foglal magdban, vagyis a neki megfeleld geometriai hely
megszerkeszthets. {Pl. a legegyszeriibb mdd a kivetkezd :}

k9

+

B dologra vonatkozélag csak azt jegyzem meg, hogy D’ALEMBERT
okoskodasanak, a melylyel be akarja bizonyitani, hogy az egyenletek
kozonséges szerkesztésénél (az ordinatak és abszczisszak) pozitiv 68
negativ értékeit a koordindta-tengelyek ellenkezd oldalaira kell red.
raknunk, semmi stlya nincsen és helytelen, minthogy e dologban,
mér annak természete szerint, semmiféle kotelezd megallapitdsnak
ninesen helye.

s,

Ha az itt kifejtett dolgokat helyesen megfontoljuk, nem marad
fenn semmi kétség:

{-szor, hogy esak is olyan dolgok, és igy csak is olyan mennyi-
ségek lehetnek a {jézan kutatds térgyai, a melyek valdban meg-
vannak (pl. ha anyagiak, a testi vagy kiilsé vilig részei, vagy leg-
alabb elgondolhatok és lehelségesek) ; :

9-gzor, hogy onként kovetkezik és bizonyos, hogy valamennyi
& geometridban {e's bdrhol mdsutt} fellép6 mennyiség szemléletileg
eldillithato {vagyis} szerkeszthetd.

Megjegyzés. Feltéve, a mint az meg van engedve, hogy ok e ?’
akkor ebbdl folydlag —+ 11, valamint -1 - 1=—1, vagyis
mind a +- 1, mind a -1 a v —1-nek egy-egy értéke, 68 ha Kilon-
ben az értelmezéseket tugy alkotjuk, a mint az fentebb tortént, @
41, 1 srolgsltatjik a §/ — 1-nek valamennyi értekét. Semmi sem
akaddlyjoz ugyanis abban, hogy azt is feltételezzik, hogy
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Pl = S =0 Y el i

dmde mas értelmezéseket alkotni, mint az épen fentebb el6adottakat
nemesak {felesleges volna — mert a mdr 4 elfogadottal valamennyi
tobbinek minden neme kifejezhetd, és azonkivil ez a 4 eleyendd
arra, hogy mindennemii mennyiséyeket Lifejezhessiink — e’s} haszon-
talan, hanem ez éltal kdrosodnék és elveszne a tudomany ragyogo
elegancziaja is. Kz Osszehasonlithato egyszersmind a hires Gauss-
nak Demonstr. nova ete. 1799 cz. értekezésének 18.* oldalaval.

Végiil megjegyzem, hogy a 9. §-ban idézett konyvben a kép-
zetesek elméletének térgyaldsaba néhény mds hibdn kiviil még a
kovetkezd is becsuszott. A II. kotet 362.2 oldaldn és az I. kotet
LVL? oldalan a proporczié fogalma, ha kiilonben a proporcziénak
kozonséges legismeretesebb tulajdonsdgait fenn akarjuk tartani, hely-
telentil van kifejezve. Il szerint az értelmezés szerint, a mi jel6lésiin-
ket hasznalva, volna

+1l:41=+41:4+1

és ha ennek valamennyi tagjat valamely a -0 vegyes allassal (4. §)
megszoroznok, szarmaznék beldle az

(@a4-b): (—b+a)=(—b-+a): (a+D)

proporezid, a mely azonban ugyanannak a szerzdnek szabédlyai szerint

nem proporezid. Kz a ketté pedig ellenkezik egymassal. {HOQ;’/ az

utdbbi nem proporezic, kitlinik abbdl, hogy ha b-—0, akkor
—@:4+a=-4a:a)

a mi épen mem proporczid.)

A képzetesekre vonatkozé fogalmakat, melycket a hires Gauss
a Gott. Gel. Anz. [1831] 632.——638. oldalain kifejtett® (nem sértve
a kitting férfit megilleté tiszteletet), szintén nem tarthatom kielégiték-
nek. Ugyanis:

1. habér teljesen lehetetlen a nagyobbat a kisebb6l, és a 0-bol el-
venni olyant, a mi bel6le hidnyzik, és szembetiing, hogy ha a mennyisc-
geknel: semmi mds nemét mint a pozitivokat és a negativokat nem enged-
Jiik meg : akkor azok a mennyiségek, a melyeknek négyzete negativ, (ha
nem akarjuk, hogy fogalmuk félreismerhetetlen ellenmondést tartal-
mazzon) nem lehetségesek ; mégis a fent felette biztosan megallapitott

1 [C. F. Gauss, Werke, 3. k. 14. old.]
2 [Borvar F., Tentamen ed. secunda, T. I. Budapestini, 1897. 528. old.]
8 [Borvar F., Tentamen ed. secunda, T. I. Budapestini, 1897. 540. oldj
A [A —— jololés azt jelenti: kozeledik az @ hatérérték felé.]
5 [C. F. Gavss Werke, 2. k. 174—178. old.]
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fogalmakbol kittinik, hogy pl. embereknek negativ és képzetes szdma,
mint valoban meglevé megadhaté; a 634. oldalon * elmondott tehdt
a dolog igazi metafizikdjaval nem egyeztetheté meg.

9. Hogy wvonatkozdsok alatt ott mi értendd, azt szemléltetGen
 megmutatni nem lehet. Mégis azonban tgy latszik, hogy az egész
vizsgalatnak teljes kerekdedséggel és vildgosdggal kifejtett (legaldbb
ezen a mddon vildgosabbd valo) értelme a kovetkez: Ha a sikot
~egyenl8 négyzetekre osztjuk fel, sét altaldnosabban minden felosztds
nélkiil, ha valamely pont egyenesben mozog, utjat pozilivnak (azaz
direktnek), vagy nmegativnak (azaz inverznek) nevezziik a szerint, a
mint a mozgas elére vagy hatrafelé megy végbe; ha ellenben az
elsére meréleges egyenesbe tér ki (a honnan azutdn ismét az elébbi
rinyban, eredeti wtjatél mindig egyenld tévol_séggbAan mozoghat), az
utat képzetesnek (azaz laterdlisnak) veszsziik, és ennek is ismét két
faja van. Hogy miképen vannak a negativ vonatkozasok (a mint az
ott ki van fejezve) mdr magdban a pozitivok dltal meghatdrozva,
mdsképen nem léthaté be.

Egyébként ez ellen a kifejtés ellen is a kovetkezd ellenvetéseim
vannak :

1. a jobb, bal, fenn, lenn stb. fogalmai ninesenek meghatarozva,
€s mint relativ, a geometridba nem tartozé fogalmak itt elkeriilenddk
€s elkerilhetdl:.

2. Nem értheté, hogy miképen {és mily c’rtelemben} jutunk arra
& kovetkeztetésre, hogy —+ ¢ (valamint —i is) a -+ 1-nek és —1-nek
geometriai Lozépardnyosa, killonésen mert a proporczid fogalma
Megeléz6leg nincsen 4ltaldnosan értelmezve, és azért is, mert a négy-
zetek helyett rombusok veheték fel.

3. Bz a targyalas tamaszkodik a XI. axiéméanak kétséges igaz
Volidra és a térnek az arithmetikiban elkeriilendd szemléletére. Az
€lsé bajon még kénnyen lehetne segiteni oly modon, hogy a sik
helyébe (rovid kifejezéssel élve) a végtelen radiussal leirt gombot
teszsziik, melyet parasphaerikus feliletnel lehetne nevezni.

4. Alig helyeselhets (még ha a kisebb jelentéségli helyeket
mellézém is) ez a mondat: hogy a mennyiségek mds nemeit a
Il?ennyiségek tudoményéba nem szabad befogadni. Fent ugyanis elég
Viligosan ki van mutatva, hogy (tetszés szerint) a mennyiségeknek
aka’rhdny nemél vezethetjiik be; csakhogy ez mem sziikséges.

5. Végre a dolognak ilyen felfogasa felette sziikkdrii és speczidlis.

* [C. F. Gauss Werke, 2. k. 175. old.]
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fiiggetleniil a hirhedt 11. Euklides-féle axiémanak véges eszes lények
altal — a mint az itt ki van mutatva — a priori sohasem el nem
déntheté, és igy esak az Istennek tudatos és maginak a Mindent-
tudénak is csak a kozvetetlen szemlélet utjan nyilvanvalova valt igaz
vagy nem igaz voltatol; a melyben a sik feliilletek és egyenes vona-
lak geometriai szdrmastatdsa be van mutatva, és az emlitett alaptétel
nem igaz voltanak esetére a kor geometriai quadraturdja el van
végezve. Fiiggelékkel, mely tartalmazza a kiozonségesen, habdr helyte-
leniil ugy nevezett képzetes, avagy lehetetlen (?) mennyiségeknek tel-
Jesen vildgos fogalmdt és szerkesztését, valamint a korfiggvényeknek
épen ilyen, minden térszemlélettsl fiiggetlen alapvonalait.

Irta
Bolyai Bolyai Jénos

a cs. k. osztrik mérnok-testiilet nyugalmazott 2. osztalyt kapitianya
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Els6 rész: Alapvetés.

K

Pontnak csak minden 7ész nélkiili vagy eqyszeri, azaz olyan
helyet neveziink, a mely csupdn dnmagdt tartalmazza, vagyis a mely
csak maga van meg Onmagaban.

2. §.

Létezik egy pont és egy mdsik pont.

88

Hogy az U, B dolgokban kizds, azt esak A-nak minden olyan
részérél mondjuk, a mely egyszersmind BV-nek is része.

O

A+ B csak A-t és B-t, vagyis az A és BV dolgok Osszességet,
egyesiiletét jelentse, ha QA kiviil van B-n; A« B » € pedig jelentse
A+ B-t és C-t.

9,584

QA = BV azt jelentse, hogy az A dolog épen olyan mint B, vagyis
egyenld B-vel.

6. §.

AxB+C...=A +B'» G ... azt jelentse, hogy A+ B+ C...
oly médon = U’ + B’ + €'.. .-vel, hogy e mellett A megfeleljen a 2A'-nak,
B a B'-nek, € a C'-nek sth.’

7548
Hogy A-nak B-re nézve, vagy B-hez képest olyan helyzete
van, vagy pedig ugy helyezkedik el, mint Q' a V'-re nézve, csak azt
Jelentse, hogy A+ B=A' » V.
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818,
A=V azt jelentse, hogy A azonos BV-vel.

gk

O abe jeldlje a ¢-n atmend, vagy c¢-bol valé gyiindit a b koril,
t. i. valamennyi olyan pontnak egyesiiletét, a melyek koziil mind-
egyik a * b-re nézve olyan helyzetben van, mint ¢, vagyis a melyek
koziil valo bérmelyik D-re nézve a x bxd=a b c.

10."§.

aabb jelentse az a x b pontokon dtmend egyenest, t. i. a xb-t
és mindazokat a pontokat, a melyek mindegyikének az a x b-re vonat-
kozo helyzete egyediil [csak]| az 6vé, vagy a melyek koziil mindegyik
egyediil van a » b-re nézve abban a helyzetben, a melyben [épen’ van,
azaz jelentse mindazokat a ¢ pontokat, a melyek olyanok, hogy mihelyt
axbxd=axb+c, egyszersmind d =ic¢, vagyis a melyekre nézve O abe
pusztén a ¢ pont.

g 11 &

Ha a valamely pont, és b egy mdsik [pont], akkor aabb-n kiviil
létezik egy ¢ pont és minden ilyen pontnak a b kéril valo O abe
gytirtije eqyszerii, egyenleles, zdrt vonal.

12. §.

Ha ¢ az aabb-n kivil van, minden d pontnak egyediil ma-
ginak van meg a helyzete a xb »c-re nézve, vagyis axbxc &8
csakis D=a b ¢+ D: amde minden d pontnak megfeleléleg egy és
csak egy, tehat a» b » ¢+ D meghatarozta e pont van, mely a b+ ¢c-re
nézve d-vel szimmelrikus helyzetben van vagy bd-vel szemben (il
vagy pedig olyan, hogy axbxcxe az axbxcxDd-nek megfordi-
tottja, vagy a mely d-nek képe a x b x c-re nézve vagy a b c-ben;
axbrcxe——axbrcxd azt jelentse, hogy e a D-nek képe a b »c-1¢
nézve.

Minden D pontnak képe abx*c-re nézve nyilvin benne van
O abd-ben, valamint O acd-ben, O bed-ben, tehat e gytirtiknek kozos
pontja, ha d az aabb-n, aacc-n, bbee-n kiviil van. Ha azonban d amaZ
egyenesek egyikében benne van: akkor b dnmagdnak képe axbxc-re
nézve.
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BT

Ha ¢ az aabb-n kiviil van, az abbc stk csak a*Db*c-t és
. mindazokat a pontokat jelentse, melyek mindegyike onmagénak képe
a * b » c-re nézve, vagyis a melyeknek képe onmagukban van benne,
vagy pedig mindazokat a pontokat, a melyek olyanok, hogy, a midén
axbrcre-—axbxcxd szikségképen e=Dd. ‘

14. §.

Az abbe-n kiviil 1étezik egy olyan d pont, melynek képe a x b % ¢-re
nézve téle magatol kiilonb6zd. Ha ugyanis f a O abe-nek egy masik
az abbc-be esé pontja: akkor O abe-nek minden a ¢-tdl, valamint az
f-t61 kiilonboz6 pontja kiviil van az abbe-n.

15. §.

Ha D az abbe-n kiviil ira,n, és ¢ a D-nek képe a b+ c-re nézve:
akkor a, b, ¢ koziil legfeljebb egy van ddee-ben.

16. §.

Ha f, g az abbc-nek pontjai, és ) valamely pont az abbe-n
kiviil, melynek képe a b *c-re nézve i: akkor nyilvanvalo, hogy
fxgxi=fxg+b; tehat minthogy itt i a h-t61 kiilonbozd, hogy b
az ffgg-n kivil van.

E szerint az ffgg egyenes, mely dtmegy valamely abbe stk
f. ¢ pontjain, teljesen benne [fekszik az eldbbi, és igy minden az
f* g-n dtfektetott sikban; és minthogy minden az ffgg-n kiviil levé
t pont az f + g-n dtmend sikok koziil csupan csak az egyetlen fggf-ban
van benne, azért ffgg tartalmazza wmindazt, a mi kizis az f* g-n
dtmend sikokban, vagyis [ffgg] e sikoknak melszése. Ha pedig vala-
mely egyenes atmegy valamely sik egyik pontjén és egy olyan ponton,
mely azon [a sikon] kiviil fekszik, akkor evvel a sikkal csak azt az
elsé pontot birja kozdsen.

178

Ha ¢ az aabb-n kiviil van és d a O abe-ben, de abbe-n kiviil:
akkor O cabd jeldlje a két darab koziil, melyre ¢ + D a O abe-t felosztja,
azt, a mely nem tartalmazza d képét a x b » c-re nézve.

Stéckel: Bolyai Farkas és Bolyai Janos. II. 17
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188,

A ¢ pontot akkor nevezziik a O dabe gytirdiiv kozepének, ha e
a D képe a b+ c-re nézve.

19. §.

Ha d benne van O abe-ben és axbrcrxe——arbrc+d, [azaz]e
a D képe a b xc-re nézve: akkor

Ocabexarbrcxe=Odabexaxbxdxc

vagy rovidebben O cabe = O babe, vagy még rovidebben ce = be.

Ha ugyanis, a mikor ¢f = de, f a ce-be esnék az e-n beliil : akkor,
ha ¢g =ec, (a szimmetria miatt) nyilvan sziikséges volna, hogy ¢ &
cd-be essék a d-n beliil (még pedig ugy, hogy f-nek képe legyen
abxcre nézve) és ekkor fc<<ec volna, tehdt, minthogy cg = ec,
egyszersmind fc<cg, és e szerint még inkabb fc<<cd, a mi a ¢f = ¢d
feltevésnek ellentmond, ugy hogy a de<Zce feltevés nem éllhat fenn.
Hasonlé moédon kimuvathaté, hogy az sem lehetséges, hogy de>ce.
E szerint sziikségképen ce = Ddc.

20. §.

Minden pq gytirtivnek egy és csakis egy kozepe van. Van ugyanis
pg-ban olyan o pont, a melyre nézve oq = po. Minthogy azonban
p-nek r képe az a b xo-ra nézve O abo-ba tgy kell beléesnie, hogy
ot = po legyen, azért sziikséges, hogy r=q legyen és e szerint o @
pq kozepébe essék.

21. §.

Ha » barhol van az abbe-n kivil, és e a D képe a b * c-re
nézve, akkor mind a O dabe kozepe, f, mind a O abd-bdl fennmarado
darabé, g, benne van abbe-ben.

22. §.

Ha ¢ az aabb-n kiviil van, d pedig benne van O abc-ben, ¢ 2
d képe a b« cre nézve, f a O abc masik pontja, mely abbe-be
esik: akkor ¢ » f a O abe-t két olyan részre osztja fel, mely =, ha
az egyikbo6l a ¢ » f-et megfelelének tekintjiik a masikbol valo f c-nek.
Ha mér mostan g e darabok egyikének, h a mésiknak kozepe, és
i, £, [, m rendre a cg, cb, gf, Of kozepei, akkor nyilvinvald, hogy
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Frix[=f+mx*[; i tehat a ffll-en kivil van, és igy [ az iitf-n és
hasonl6 médon m az iiff-n kivil van.

23. §.

Tantétel. Ha f, g, b hirom tetszés szerinti pont abbe-ben, a melyek
kozill b az ffgg-n kiviil van: akkor nyilvinvald, hogy abbc-nek min-
den p pontja benne van fggh-ban is, és fggh minden p pontja benne
van abbc-ben is, azaz hogy fggh~ abbe. Az a sik ugyanis, a mely
[az abe-ben folvett] bdarmely hdrom nem ugyanabban az egyenesben
levd ponton dtmeqy, azonos az utébbival, vagyis hdrom ilyen ponton
dtmend sik csak egy van. Ha pedig valamely sik valamely abbe sik
két pontjan, f, g-n és egy olyan ponton megy at, mely azon [a sikon]
kiviil fekszik, akkor az elébbiben és az utobbiban csak az ffgg egyenes
kozos, vagyis valamennyi wgyonazon a két ponton dtmend siknal
metszése ugyanannak a két pontnak az egyenese.

Megjeqyzés. Mar itten lehet megmutatni, hogy valamely Oabe-nelk
aincsen olyan hdrom pontja, p x qt, mely ugyanabban az egye-
nesben wvan, kivéve, ha mind O pabg, mind O pabr a O abe nek
paratlan szamu részekre val felosztdsa révén szirmazé bizonyos
szamt hanyadrészével egyenld (a mely esetben a tétel ith még nem
vilagos). Ennek bebizonyitésa elegins és tanulsigos volta miatt meg-
érdemli, hogy itten el6adjuk, és habar némileg hosszadalmas is, mégis
figyelmet érdemel.

I. Ha a harom pont, p, q, v valamely péarja O abe-t felezi, a
tétel helyessége tgy tiinik ki, mint fent.

II. Ha nem all be az L eset, de O pabg, O pabr, O gqabr kozil
valamelyik ketté nem egyenld: akkor p, g, v kozil birmelyik kettd-
hoz, pl. p, g-hoz olyan negyedik 8 pontot talalhatunk, a mely abban
az esetben, ha p * q » v ugyanabban a ppqq egyenesben vannak, sziik-
ségképen szintén ebbe az egyenesbe esik. Ha [ugyanis] ¢ e harom
iv egyikének, pl. O pabg-nak kizepe és 8 a harmadik pontnak, r-nek
képe a b« c-ben: akkor, ha tr a ppgq-ban volna, (a szimmetria
miatt) sziikséges volna, hogy 8 is a ppgq-val = qqpp-be, és e szerint,
minthogy két ponton, p » g-n csak egyetlen abszolut egyenes megy at,
mind a négy pont, 8+ p « q » r, ugyanabba a ppqq egyenesbe essék.
Még pedig hdrom 1j pontot nyeriink : mert, minthogy Oabp= Oqabr,
arra, hogy egyszersmind O sabr = O qabp legyen, sziikséges volna,
hogy O gabp + O pabq = O qabr + O vbas legyen, és igy p » v a fel-
tevés ellenére felezné O abe-t.

Hzen a moédon a O abe pontjaibol allo (sziikségképen . ugyan-

¥ i3
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abban az egyenesben levé) minden igy nyert rendszernek barmely
harom pontja vagy még valamely 1j pontot szolgaltat, vagy ez vala-
mikor megsziinik. Az elsé esethen ninesen Oabe-nek olyan ive, a mely-
nek pontjai koziil nem volndnak olyanok, a melyek a fenti pontrend-
szerbe esnek. A O abe bdrmely harom p, g, v pontja koziil ugyanis
mindegyik, pl. r, a O abe-ben nyilvin a mésik ketté kizditt van,
minthogy O abe¢-ben p-bél r-en a4t juthatunk ¢-ba. A p, g, v koziil
mindegyik csak akkor kozepe a mésik kettén dtmend egyik ivmek, ha
az egyik O pabg-t v és az egyik O rvabg-t p (és e szerint az egyik
O rabp-t q) felezi, ugy hogy p » ¢ x v a O abe-t harom egyenld részre
osztja fel, vagyis px qxt =g+t *p =1 »p » q. Mihelyt mar most a
p, g, v kozil valamelyik — legyen az v — a mésik kettd dltal elvilasz-
tott ivek egyikében van: akkor a két iv koziil, a melyre r azt az
ivet (a melyben épen van) felosztja az egyik — mondjuk, hogy O qabr —
a kisebbik. Vegyiik mar most fel ugyanabban a O pabg-ban p-tél
kezdve az egymdshoz csatlakozé és az emlitett O rabg-val egyenlé
paby = O vabt = O tabu sth. iveket mindaddig, mig vagy az egyik
ilyen iv t-ben végzédik, vagy pedig O pabr-bdl olyan maradék marad
fenn, mely < O rabg-nal. Minthogy (az emlitett kivételtél eltekintve) ez
béarmely hérom pontra nézve elvégezhets, vilagos, hogy ha a O abe
igy nyert pontjainak szdma a oco-be ndé, akkor nemecsak O abe-nek
egyméashoz oo kozel esé pontjait nyerjik, hanem O abe-nek minden
darabjaban is talalunk pontokat.

Ha mér mostan p « q » v ugyanabban az egyenesben volnanak:
akkor valamennyi igy nyert pontnak is ugyanabba az egyenesbe kel-
lene esnie. De akkor O abc egyetlen p’ pontja sem eshetnék azon
laz egyenesen] kiviil; mert nyilvanvalé, hogy kiilonben Oabe-nek
valamely darabja is ppqq-n kiviil esnék, minthogy p’-t6l ppqq-ig nem
vezet olyan ut, melynek, p'-t6l eltekintve, minden pontja ppgq-ban
volna. Amde a fenti szerint a jelen esetben Oabe-nek minden darabja
szamtalan olyan pontot tartalmaz, a mely ppqq-ban van. Ez a ketté
nem fér ossze egymdassal. B szerint O abe-nek egészen benne kellene
lennie ppqq-ban, a mi (a 22. § szerint) nem lehetséges. Igy tehat &
feltevés sem dllhat fenn, azaz O abe-nek hdrom olyan pontja, a mely-
b6l a fenti mod szerint O abe-nek szémtalan pontja nyerhetd, soh#
sinesen ugyanabban az egyenesben.

Ha azonban ezen a médon p # q  r-hez O abe-nek esak hatérolt
szdmu pontja nyerhetd: akkor az utoljara szédrmazottaknak O abe- b
csupa egyenld részre kell felosztaniok. Addig ugyanis, mig e pontok
koziil egy is van olyan, a mely t. i. a O abe-ben ninesen két szom-
szédja kozott a kozépen, nyilvanvals, hogy mindig [még! egy ]
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pont szdrmazik. Nyilvin csakis abban az esetben nem taldlhaté uj
[pont], ha a mar meglevék egyenletes, zdrt rendszert alkotnak.

Itt mdr mostan csak két eset lehetséges: az ilyen darab vagy
- hényadrésze %O abc-nek, vagy csak O abe-nek (t. i. vagy 2m-edrésze,
vagy pedig (2n--1)-edrésze O abe-nek). Az elsé esethen vildgos, hogy
P *q*1 ninesen ppqq-ban. Az egyetlen még hatralevé esethen ellen-
ben, midén t. i. a O abe pdrallan szdmmal levd részre van felosztva,
a tétel ezen a mddon nem bizonyithaté be. Annyi azonban bizonyos,
hogy ha ilyenféle osztopontok ugyanabban az egyenesben fekiidnének,
olyan legnagyobb, hatarolt szdmnak kellene léteznie, a melyre nézve
minden ilyen pontrendszer eldall.

2. §.

Alaptétel. Ha A, B tetszés szerinti két hely és € = U : akkor
van legalabb egy olyan ® hely, a melyre nézve € » @ = « V.

25. §.

Ha f az abbe-nek valamely tetszés szerinti a-t61 kiillonboz6 pontja :
akkor van olyan i pont, hogy fxi=axb és abbc-ben a O fai-nek
legaldbb egy olyan ¢ pontja, a melyre nézve f+ g=a+b; azutin
Vvan olyan f pont, a melyre nézve fxg+xf=a+Db ¢, és végre van
abbe-ben O fgt-nak két olyan b pontja, hogy fxg+h=axb+c,
fogb = és == abbe, és igy abbe » f = abbe * a.

Minden abszolul siknak tehdt barmely kél pontjdhoz képest
€yyenld helyzete van; vagyis pontjai kizil bdarmely kettit eyyenld
Mmddon tartalmaz.

26. §.

Ha b az abbe-n kiviil van, és ¢ a D képe a b x ¢-ben: akkor
Valamint 6nmagdban vildgos, hogy, midén a, b, ¢ koziil az egyik benne
Van ddee-ben, a mésik ketté ddee-n kiviil van, gy (a 16. §-bol) vildgos,
hogy ddee-nek legfeljebb egy pontja van az abbe¢-ben. E szerint van-
Dak abbe-nek olyan pontjai, melyek ddee-n kiviil vannak. Az abbe
bﬂrmely f pontjanak dxe koril valé gytiriije nyilvin egészen benne

fekszik abbe-ben.
‘ Ha m barhol van abbe » ddee-n kiviil és n az m-nek képe
@%b % c-ben: akkor m  n-re vonatkozdlag hasonlé érvényes, mint a
mit elghb b « e-re vonatkozdlag mondtunk, és minden gytrii, mely
M * n-hez képest olyan helyzetben van, mint Obdef (az ¢ + f-hez képest],
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egészen benne van abbe-ben. Vagyis, ha valamely mathematikai targy,
mely abbe-t betolti, olyan tengely koriil forog, mint a milyen bxe
vagy mn: akkor annak minden pontja egy egészen az abbe-ben
fekvd gytirit ir le.

Itt mmnn-nek semilyen az abbe-n kiviil levé pontja nem lehet
obee-ben ; mert kiilonben (a szimmetria miatt) ilyen pontnak, mely-
nek kozosnek kellene lennie, a képe is kozds volna mmmnn, ddee-ben,
ezeknek az egyeneseknek két pontjuk volna kozos, és nem volna lehet-
séges, hogy az egyiknek, mmnn-nek valamely m pontja a mésikon,
ddee-n kiviil legyen, a mely eset itt fennforog. Hogy azonban abbe-nek
valamely pontja nem kozos ddee, mmnn-ben, az itt [még] ninesen
eldontve.

97. §.

Alaptétel. Minden abszolut sik egyszeri, folytonos, egyenleles
feliilet.

Minden abszolut sik a teret két darabra osztja fel; azaz két
olyan darab szarmazik, a melyben csak az a sik a kozos, és a melyek-
nek legalabb egyikébe beléesik a térnek barmelyik pontja.

28. §.

Ha elképzeljiik O abe és abbc masodik metszéspontjat, f-et,
tovabba m és n kozepeit a O abe ama két felének, a melyre ezt ¢ f
felosztja : akkor aabb-nek minden m » n koriili gytirtiben, mely abbe-
ben fekszik, két és csakis két pontja van, és igy felismerjiik egy olyan
egyszerti, kezdet és vég nélkiil tovabb folyé vonal 1étét, a mely
abbe-ben fekszik. Ha p, q e vonal ket tetszés szerinti pontja: akkor
O pg-nak * és abbe-nek van olyan kozos £ vonala, mely egyszert
és vég nélkiil tovabb folyo. Ha r barhol van #£-ben: akkor van
olyan a p » r-ben hatérolt, a pq egyenessel (azaz a p * g-ban hatérolt
egyenessel) oly modon egyenlé egyenes (mely abbe-be esik), hogy
pxtxpr =P« q+pq, valamint abbc minden 8 pontjdnak megfele-
16leg olyan t pont, a melyre nézve p+rxt=pq*8, €8 tovabbé
abbe-ben egy, s6t két olyan u pont, a melyre nézve p x v * U=p » q * 8.
Végiil abbe minden v pontjdnak megfeleléleg is van olyan w pont, #
melyre nézve p « tx U+ 0 = P x g« $ » v. Minden ilyen 1 pont benne
van abbe-ben is, és megforditva abbe minden w pontjdnak megfelel6leg
van olyan meghatérozott, magaba az abbe-be esd v pont, a melyre nézve

* [A Qpq kerekség értelmezése a 31. §-ban fordul eld.]
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Pprgr8xp=p+rxtxw E szerint abbenek p+ v+t p+q+é-hez
képest egyenlé a helyzete és az aabb egyenes olyan egyszerti, kezdet
és vég nélkiil tovabb folyé vonalnak mutatkozik, mely az abbe sikot
- két részre osztja fel. B szerint barmely két pont is legyen a b,
van olyan egyszer vonal, a mely rajtuk oly moddon atmegy, hogy
ugyanarra a két pontra nézve csak egyetlen ilyen vonall van.

929. §.

Bérmely két abszolut sik tekintettel béarmely pontjukra nézve = ;
még pedig gy, hogy az egyik valamely tetszé§ szerinti pontjanak a
masiknak tetszés szerinti pontja felelhet meg. ppqq az abbe-t egy
pontban dofi &b, és minden abszolut sik olyan egyenletes feliilet,
a melynek barmely pontja koriil egy anyagi abszolut sik foroghat.

30. §.

Ha f+b=ax*b, de h az ffgg-n kiviil van : akkor legyen v a ppqq
6s aabb metszéspontja, abbe x a » v = abbe, stb., fggh + f £ = abbexr+p
és [legyen f-nak képe f + g » h-ban. Itt Of(h-nak két pontja, m, n van
ffgg-ben, és e mellett f » m » ffmm = a » b  aabb = f » n « ffun. Bar-
mely abszolut egyenes tehat mindegyik pontjara nézve olyan hely-
zetben van, mint a milyenben van minden aabb egyenes barmely a
bontjara nézve. Vagyis bdrmely Lét abszolul eqyenes e szerint =,
SOt tetszés szerinti sajdl pontjaikra nézve = -k és minden abszo-
lut egyenes olyan eqyenletes vonal, melyel mindegyik pontja felez
(azaz két = résare oszt fel). Vagyis esak egyféle abszolut egyenes van.
Ugyanaz érvényes a pontra, a térre, valamint alakjat tekintve az
abszolut sikra nézve.

31. §.
O ab jelolje azl a gombfeliletet (kereksegel), melynek Fizepe
& és a mely b-n meqy dl, vagy roviden az ab gémbfeliletet, azaz
Mindazokat a pontokat, melyek a-hoz tgy helyezkednek el, mint

0; t. i, a melyek koziil barmelyik c-re nézve axc= a«b, vagy
Pedig mindazokat a pontokat, melyek a-tol a « b tavolsdgnyira vannak.

32, §.

Ha ¢ az qabb-n kivil, és igy b6 az aacc-n kiviil van: akkor
eliszir O ach, azutdn pedig minden gyiird, mely a x b-hez (vagy
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altalanossdgban a « f-hez, hol f az a kivételével valamely tetszés
szerinti pontot jelent) olyan vonatkozasban van, mint O ach, e szerint
egészen benne fekszik a () ab-ben. Ha méir mostan elészér valamely b
anyagi pontot a xc¢ koril, azutdn a szarmazott O achb gytiriit ugy
gondolva, mintha anyaggal volna tele, a » b koriil képzeljiik forgatva:
akkor olyan ut keletkezik, hogy az a koril tetszés szerinti médon
forgatott b-nek minden lehetséges tutja vagy egészen, vagy pedig
valamely kezd§ darabja beléesik O acb-nek a b koril valo A ut-
jaba. Ha ugyanis az a koril forgatott b-nek volna olyan W utja,
a mely egészen az RA-n kivil esik: akkor R, ha azt a koril dgy
forgatjuk, hogy b a W-nek mds pontjaba jusson, egy egészen a
O ab-be esé teret irna le, és igy O ab egy teret tartalmazna. Amde
a (Q ab egyenletes. Ha b akdrhogyan is mozogna a-ig, a mozgatott
b egy ideig a () ab-ben maradna. Folytonosan az alatt nem marad-
hatna () ab-ben; valamikor csak el kellene hagynia a Q) ab-t;
mert a nyilvan a (Q ab-n kivil van. Ha b, midén wtdljdra a
© ab-ben van, f-ben volna: akkor tartalmazna () ab olyan f pontot,
a melytdél a-ig olyan vonal terjedne, mely egészen kiviil esik a () ab-n,
ugy hogy ennek az f pontnak a 31. § ellenére nyilvan mas helyzete
volna a () b-ben, mint b-nek. E szerint b sohasem lehet ufoljdra
a © ab-ben. Hasonlé lehetetlenségre vezet az a feltevés, hogy b-nek
van egy elsd helye a () ab-n kiviil. Az a feltevés, hogy a () ab teret
tartalmaz, e szerint nem engedheté meg, és igy minden gaombfeliilet
eqyszerti, egyenletes felilet, mely a teret két darabra osztja fel.
A két darab koziil azt, a mely az a pontot tartalmazza, a b-n at-
mené a korili gombnek nevezziik, vagy roviden az ab gombnek,
melyet () ab-vel jeloliink.

438

Ha (az elébbi §-ban eléforduld) f az aabb-ben van: akkor () ab
egyesiilete mindazoknak a félgytiriknek, melyek b * a xf-hez olyan
helyzetben vannak, mint a O bacf félgytrik [17. §]: O ab-nek pedig
minden a b, f-t6]1 kiillonb6zé pontja aabb-n kivil van.

34, §.

Tantétel. Minden a koruli Q) ag-ben, vagyis a-tél bdrmely a *t
tdvolsdgra [minden abszolut siknak] abbe-nek van egy pontja. Ha
ugyanis maga az r van abbc-ben: akkor a tétel magatol viligos. Ha
pedig r az abbe-n kiviil van : akkor O abgr-nek 2 olyan y pontja van
abbe-ben, a melyre nézve a 9 =a + . Ha tovabbd 3 az abbe-ben a%
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<apy-on kiviil van, és felteszsziik, hogy O a3y az y x g-ben felezve
van, azutdn elképzeljiik, hogy felezve vannak az a*y koril futo
gylirtinek azok az ivei, melyek a O apj egyik felének minden az g,
p-t6l kiilonbozé pontjatél ugyane pontnak az abbe-ben levd képéig
terjednek; vilagosabban, hogy ha § béarhol is van a O apy egyik
felében, £ pedig a h-nak a O apy mésik felébe esé képe a b » c-re
nézve, a két O hayt iv mindegyike felezve van és hasonloképen minden
mds iv, mely [az ay3] egyik pont(ja|tél annak képéig ér: akkor nyil-
vinvald, hogy mindezek a kozepek egy egyszerii vonalat alkotnak
{mely " abban az esetben, hogy ha fg az aapy-ban van, mér bizonyara
zart is).

35. §.

Tantétel. Minden O ax-ben, melynek kizepe valamely telszés
szerinti a, minden aabb abszolut egyenesnek van eqy pontja. Ha mar
maga az ¢ van aabb-ben, a tétel magatol viligos. I's ha r az aabb-n
kiviil van, akkor

A nehézség itt ugyanaz! A legegyszeriibb, ha az abszolut egye-
%es folytonossdgdt veszsziik fel alaptételnek.

36. §.

A be egyenesnek o kozepe (21. §) szintén abbe-ben van. odd *
minden pontjdnak képe oee-be esik.

Ha a 27. § alaptételébdl és a 34. §-nak ezen felépiilé tételébél
indulunk ki, akkor abbc minden p pontjanak megfeleldleg van két
olyan f, [ pont, a melyre nézve P xabbcxfx[=pxabbcxd+e, a
O Hge= O ptg= O plg egészen abbc-ben van és épen a O pq-nak
metszése abbe-vel. A p-bél kiindulé minden hatirolatlan egyenesben
ugyanis [a 35. § szerint] () pq-nak egy és csakis egy ponfja van.

Miutén megmutattuk, hogy mind (Q)ab-nek, mind ennek valamely
az a-n atmené sikkal valé metszésének minden az a-hol kiindulé egye-
Resben legfeljebb csak egy pontja van, alaptételnek azt is vehetjiik fel,
hogy abbe-ben az abbe-nek valamennyi a p-t6l egyenld tavolsigra levé

* [Az obd jelenti: «az o-val felezett 0odd-nek azt a felét, mely a d pontot
tartalmazzas ; 1. a 279. oldalon.|
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pontja egyszerd, zart, az abbc sikot két részre oszté vonallat alkot].
Nevezziik ezt az abbe-ben levé a-n atmend p korili kirvonalnak és
jelolésére csupan O ... szolgaljon.

7.8

Az abbe siknak ama két darabja kozil, melyre azt a O fel-
osztja, csakis azt, a melyben p van, nevezzik a gppr-ben levé ¢-n
dtmené p korili ® kirnek; csak a p pont kizepe ennek a kornek, vala-
mint ugyanannak a gytirtinek; csakis minden olyan pr egyenes, a
mely a p kozéptsl a korgyliri barmely v pontjdig terjed ugyanannak
a kornek, valamint korgytirtinek sugara (Strahl);* minden sugdrnak
a kor kozepén tul valg meghosszabbitisa a keriiletet még egy ponthan
taldlja abbol az okbol is, mert minden utnak, tehdt annak is, mely
t-t61 i-ig terjed, (ha gi = rq = qv) ama két darab kozil, melyre i1
a keriiletet felosztja, az iq » qr-t6l kiilonbozének qqp **-n kell at-
mennie; valamint azért is, hogy barmely két egyenes =, ha ennek
bebizonyitdsa mar elére tortént meg. Csak olyan egyenest neveziink
datmérdnek, mely abbc-ben a kor kézepén megy &t és mind a két
oldalon a keriiletig ér. A keriilet minden darabjat 7vnek, minden a
keriilet két pontja kozott elterjeds egyenest az iv hiwjdnalk, végre a
két darab mindegyikét, melyre két tetszés szerinti, nem ugyanabba az
egyenesbe esé sugar a (-t felosztja, a & cikkénel nevezziik.

38. §.

Mostantol kezdve tiszta képet alkothatunk magunknak a () ab-rél
is. Minden valamely gomb kozepén dtmend siknak metszete ugyanis
kor, a melyet barmely atmérdje felez, és az egyik félkér ugyanezen
atmérd koriil forgatva valamint az a két félkor [a mely a sikban van]
magat (3 ab-t szolgaltatja. Valamennyi hozzajuk tartozé valamint a
két félkeriilet sth. szolgdltatja (Q ab-t.

Minthogy valamely () barmely két pontja a kozéptél egyenld
tavolsagra van, azért minden -nek, és igy minden ©-nek is bdr-
mely két sugara, ac, ad =, valamint bdarmely két dtmérije is.

o b

* Nem latom be, hogy ezt a rovidebb nevet miért nem fogadtik el mar
régen [a félatmérd helyett]; hiszen ugyanennek a fogalomnak neve latinul
radius, franceziful rayon, olaszul [raggio] stb., a mely szok mindegyike a német
Strahl-nak [magyar sugfirmak] felel meg.

** [A qap jel jelenti: «esak a q-ban felezett qqpp-nek mdsik felét, a mely-
ben p ninesen» ; 1. a 279. old.]
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BU RS

Valamely dbee egyenesrdl, valamint valamely deef sikrél [mely
mind a ketté] B-vel [legyen jeldlve], csak akkor mondjuk, hogy bizo-
nyos sajat (azaz B-ben levd) d ponthol merdleges (L) valamely abbe
[vagy] U sikra, ha a hatir nélkiil meghosszabbitott elébbi B tartal-
mazza D pontjdnak képét is, vagy pedig akkor, ha d benne van l-ban
is, tartalmazza valamely az U-n kiviil es§ pontjanak -ra tekintettel
valé képét. Vagyis: esak akkor, ha valamely egyenes [vagy] valamely
sik két valamely sikra nézve szemben fekvd pontot tartalmaz, mind
arrol az egyenesrél, mind pedig arrél a sikrél mondjuk, hogy az
utébbi sikra merdleges; még pedig abboél az emlitett két pontbol,
valamint az el6bbinek bdrmely pontjabol. Révidebben: ha d az abbe-n
kiviil van, és ¢ a D-nek képe (D =-¢) axb «c-ben: akkor azt mond-
juk, hogy a dbee egyenes, valamint barmely tetszGleges, a D  e-t tar-
talmazo sik és ilyennek minden darabja merdleges abbe-re.

40. §.

Valamely QU vagy ccdd egyenesrél csak akkor mondjuk, hogy
valamely ¢ pontbdl L. valamely B vagy aabb egyenesre, mely aabb
egyenesen a ¢ pont kivil van, ha ccdd a O abc és abbc masodik
metszéspontjét is tartalmazza; abban az esetben pedig, ha ¢ benne
van aabb-ben, ha ccbd valamely masik d pontjanak a + b koriili-O-ének
masodik metszéspontjat tartalmazza. Derékszognelk pedig esakis annak
a négy A -nek mindegyikét nevezziik, melyet ilyen egymasra L egye-
nesek alkotnak; és csakis minden ilyen szdg jelolésére szolgaljon I1.

1. %

Eldszor. Valamely sik és egy kiviile fekvé pont éltal meg van
hatdrozva a kép stb. Ha valamely pont valamely egyenesen kiviil
van: akkor e pontnak az egyenes koriil tekergé O-e meghataroz egy
az egyenesre |_ sikot. Minden valamely hatértalan sikon kivil levd
pontbél egy, de csakis egy red L [egyenes] lehetséges; minden ebben a
hatértalannak gondolt egyenesben fekvé ponton pedig egy, de csakis
gy rea L sik, minden valamely hatdrtalan egyenesen kiviil levé pon-
ton pedig egyetlen arra az egyenesre L. [egyenes], valamint L_ sik
negy aft. :
Mdsodszor. Az olyan egyenes, mely valamely sikra vagy egyenesre
L-en van hocsatva valamely olyan pontbdl, mely kiviil van egy ugyan-
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arra a sikra (egyenesre) hatartalan |_- [egyeneslen, ezt az utébbi
L_-t nem taldlja. Ha ugyanis ¢d L_ 2, f a ccdd-n kiviil van és fg L. 2:
akkor ccdd, ffgg-ben semmi kozos nincsen; ellenkezdleg az elSbbi-
nek ellenére ugyanabbdl a pontbél két kiilonbéz6 L volna bocsat-
haté A-ra.

Harmadszor. Ha az A, B két hely koziil, melyek mindegyike
kiilon-kiilon vagy egyenes, vagy pedig sik, az egyik, az A L a mé-
sikra: akkor ez is | amazra. Ha ugyanis 1) valamely 2 egyenes
L. valamely B egyenesre: akkor a tétel kiadodik a [40.] §-bol
Ha 2) sth.

Megjegyzés. Ilyen természetiek a |_-ekre vonatkozé pontos
értelmezések és a roluk sz6l6 tan; és habar ezek valamivel hossza-
dalmasabbak a kozonségeseknél, a dolog lényegét tekintve, nyilvan
mégis sokkal egyszertibbek, mondhatni az dsforrashol ereddk. Sok

L

¢ 1!
P
19 : f
37 b 0 ¢ o R
1§ 1f
1. abra. 2. dbra.

olyan dolog, a melyet kiillonben csak nehézkesen szoktak bebizo-
nyitani, itt majdnem kozvetetleniil vilagos, mig sok olyan dolog,
a melyre kiilonben egydltaldban nem szoktak tekintettel lenni, itt a
legnagyobb gondossaggal van kifejtve.

49, §.

Ha cd L_ab (1. dbra), akkor, ha oe = og, of = o¢, nyilvanvald,
hogy aoc==eoc==eof = aof ; tehat egyszersmind aoc==eof, eoc== aof.

43. §.

Valamennyi derék- A =. Ha ugyanis cdL_ab stb., valamint f(L_gb
(2. dbra): akkor, ha i a fll és gghh metszéspontja és az igg-bol (vagy
ihh-bol) valo ig==oa, ih==0ob, gh+ip=abxoc és p (a ghht-ban)
gh-nak f-oldalin van: gim = bim, gip = hip. Tehat minden ib-ra
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nézve, ha a hgtf-bol* valé hir = gip, ip nyilvin mindig iff-ba esik,
aoc == (gip =) git.

Minden R derék- A\ megforditva is =, azaz coa==aoc (1. dbra).
Ha wugyanis az ooa-bél valé oe = oc, akkor pe* 0oce==oc * ooaq,

EH Agy
44. §.

Minden valamely sikra L. egyenes |_ a siknak minden olyan
egyenesére, mely (a sikkal val6) metszéspontjat tartalmazza; vagyis
minden egyenessel, melyet a sikban a metszéspontbél htzunk, egy-
egy R-t (= L villa) alkot.

45. §.

Hogy van is minden valamely sikban levé ponton at egy L.
egyenes és minden kiviile fekvé ponton dt egy és csak egy L. egye-
nes, az mar a siknak egyenlelesséyébdl kovetkezik. Hasonloképen,
minthogy minden egyenes egyenletes, minden benne levé ponton &t
egy L. sik és minden sikban, mely azt [az egyenest] tartalmazza,
egy L lehetséges.

46. §.

Hogy azonban valamely egyenes minden pontjan &t minden
sikban, mely azt [az egyenest] tartalmazza, csupdn egy rea L., vala-
mely egyenes minden pontjan at csupdn egy red L sik, valamely sik
minden pontjéan at csupdn eqy red L egyenes, végre valamely sik min-
den egyenesén &t csupdn egy az elébbire L g
sik megy at, a kovetkez6képen tiinik ki. ; $

L. Minthogy a [43.] § szerint vala- {
mennyi derék- A\ ==, azért ha aopb-ben mind
0b (3. abra), mind oc L. oa-ra (azaz
aoc = apob),, nyilvanvalo, hogy oc=pob. (Ez
az elg6 [eset] volt.) i 5

II. Minthogy oa minden olyan az A

0-bol kiindulé ob egyenessel, a mely bir-
Mely az oa-ra L. sikban van, R-t alkot és olyan sik, mely o-n
dtmenve pa-ra L, az aoob-t oobb-ben és ugyanazt az aoob-t ooce-ben
Mmetszi, azért (I szerint) ooce az oobb-be esik és a masodik sik, mely
Oa-ra L, = az els6vel. '

* [Az abee jel jelenti: «az aabb-ben felezett abbe-nek csak azt a felét, mely
4 ¢ pontot tartalmazza.» L. a 279. oldalt.]
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III. Ha mind o¢, mind ob ugyanarra a sikra L.: akkor van
olyan sik, mely mind ob-t, mind oc-t tartalmazza. Ha ez az alap-
sikot ooaa-ban metszi: akkor coa=R==boa, 4gy hogy oc=iob.

IV. A negyedik [allitas] tistént a [39.] § értelmezésebdl és ITI-bol
kovetkezik, minthogy ecsupaa egyetlen olyan sik van, mely az alapsik
egy egyenesét és a IIL szerint egyetlen red L_ egyenest tartalmazza.

Ha az € sik az ooaa egyenesnek valamely o pontjdn megy &t
és valamely ob L_oqa, tovibbd aoob az E-t oocc-ben metszi: akkor,
mert aob==aoc, ob esik oc-be, és igy E-be.

A7. §.

Valamennyi olyan egyenes, mely valamely egyenes ugyanazon
a pontjan megy at és arra L, egy és ugyanabban a sikban van és
alkotja az azon a ponton dtmend arra az egyenesre L sikot. K szerint
(valamely sikban) a sitknak csakis valamely pontjdbol kiinduld egiye-
nesei azok, melyek \_-ek arra az egyenesre, a mely abban a pont-
ban ugyanarra a sikra \_-en dll.



Mésodik rész: Szerkesztéstan.

Kiilonb6z6 olyan alapvetd helyek elddllitdsdra vonatkozé
feladatok, a melyekrdl eddig csak homédlyos képiik volt az em-
bereknek és létezésiiket csak sejtették, a nélkill, hogy azt be-
bizonyitottédk és még kevésbbé, hogy e helyeket a priori valé-
ban megtaldlhattdk volna.

IR

L Adva van két ponl, a +b és méy eqy mdsik, ¢; eldontendo,
vajjon az utobbi [pont], a ¢ benne van-e az eldbbiek meghatdrozia
aabb egyenesben vagy pedig kiviile.

1L Adva van hdrom pont, axb*c¢ és wvalamely d pont; ki-
Puhatolandd, vajjon d benne van-e valamely az axbxc-t tartal-
mazo sikban vagy sem.

Megjegyzés. Ennek eldontése nélkiil, még ha képesek is volnank
ab-t tetszésiink szerint meghosszabbitani, ez dllal még sem tudhatnék
meg soha, hogy abban az esetben, mikor ¢ az aabb-n kiviil van, vajjon
nem csupan a még tiulsagosan csekély meghosszabbitas oka-e annak,
hogy ¢-t még nem értik el.

1L, Adva van két pont, a »b; keresendd olyan pont, mely az
bb egyenesen kiviil van.

Megoldds. Keressiik () ab-nek valamely a b-t6l kiillonb6z6 ¢ pont-
Jat, és abban az esetben, ha ¢ az aabb-ben van (a mi arrél ismerhet
fel, hogy ¢ barmely az a + b koriil torténd forgds kozben nyugalom-
ban marad), valamely harmadik pontjat, d-t. Ekkor a » d==axDb, és
b mindig kiviil lesz az aabb-n.

Adva van hdarom egy sikot meghatdrozé pont a b c¢; meg-
hatdrozandg olyan pont, mely azon a stkon kivil van.

4 Megoldis. Trjuk le O abe-t, vegyiik fel O abe-nek egy a ¢-t6l

kiilonhszs p pontjat és abban az esetben, ha ez abbe-ben volna (a mi
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arrol ismerheté fel, hogy O abd-nek és abbe-nek csak [még] ¢ a
kozos pontja), vegyiikk fel O abe-nek valamely harmadik pontjat. Ez
az abbe-n kivil van. '

g8

Adva van Oabe-nek olyan d pontja, mely abbe-n kivil van;
meghatdrozands annak képe a b x c-ben.

Megoldds. Trjuk le O acd-t vagy O bedb-t: akkor ezek mind-
egyikének metszése (Oabe-vel szolgaltatja a keresett pontot (képet).

A8

Adva van két pont, a, b ; meghatdrozandé az eqyik, — mondjulk:
a korill — az a gombfelilet, a mely a mdsikon, a b-n megy dt.

Megoldds. Keressiink olyan ¢ pontot, mely aabb-n kiviil van,
irjuk le O acb-t és forgassuk ezt a b koriil: akkor nyerjik a O ab
egy szeletét, vagyis egy gombi kort. Ha ezt a szeletet a és a sajdb
hatarpontja kortl forgatjuk: akkor egy uj gémbi kort nyertink, mely-
nek goémbi sugara kétszerese az el6bbiének. Ha ezt igy folytatjuk,
valamikor az egész gombo6t nyerjik; még pedig, ha ¢ véletleniil az.
a-bol az aabb-re L_-en bocsatott sikban van, ugy hogy Oach a Qab
egyik fégytrtje: akkor a Oacb-nek a + b koril valé forgatdsa révén
mindjart Qab-t nyerjiik ; kiilonben pedig esak akkor, mikor a gémbi
sugar =-vé valt a Q fogylirtijének i-ével vagy pedig ennél >-bé.

Olyan kor irando le, mely hdrom adott a b xc pontot tar-
talmaz. ,

Megoldds. Ha mind a harom pont ugyanabban az egyenesben
van, keressiink valamely az utébbiban levé pontot. Legyen tehat
axbxc olyan, hogy sikot hatéroz meg. Képzeljiink olyan b pon-
tot, mely abbe-n kiviil van, legyen e a d-nek képe a » b « c-ben, f &
Oabe valamely tetszés szerinti dj pontja (mely mindig abbe « bdee-n
kiviil essék); keressiik f-nek ¢ képét ax b c-ben, irjuk le O dec-t
vagy O deb-t (minthogy ekkor ¢, valamint f is, mindig ddee-n kiviil
esnek, a azonban nem), és forgassuk ezt az fg koril: akkor
vagy kér, vagy pedig korona szarmazik a szerint, a mint ffgg &
Obec-t taldlja vagy nem talalja; mert a Obec két fele, a melyre azt
feeg = fddg = feeg felosztja, az elsé esetben kort, a masodik esethen
pedig korondat létesit. Ha azt, a mi épen most szarmazott, ismét
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D x ¢ koriil forgatjuk: akkor abban az esetben, mikor ffgg a @bec-t
nem talalja, azonnal ] kort nyeriink; ha azonban ffgg a ©bdec-t
a belsejében, a h-ban metszi, h tdavolsignyira ddee-t6l (vagy, a mi
ugyanaz a ddee és abbe metszéspontjatol, réviden a de-nek i kozepé-
t61): akkor, ha a Obec sugara — a, a Obdec-nek ffgg-t6l legtavolabb
esd pontja b+a, legkézelebb esé pontja pedig a—b tavolsdgra van,
és igy, ha azt, a mi elébb az f» g koriil szarmazott, d ¢ koril for-
gatjuk, az ezen a modon szarmazo legbelsébb gytirtinek sugara =
a—2b-vel, a legkiilsébbé pedig = 2b-+a-val. Ha minden mar taldlt-
nak forgatasiat d e, f» g koril valtakozva folytatjuk, akkor vilagos,
hogy mindaddig, mig b, i, mind a kettd a lyukban van, a nyerendd
korona lyukanak sugara minden egyes forgatds alkalmdval b-vel fogy,
mig a kiilsének sugara b-vel névekedik. Ha mb a b-nek az a-ban fog-
lalt tobbszorosei koziil a legnagyobb olyan, mely nem mulja f6lil a-t:
akkor az (m-1)-dik forgatis utdn nyerjik a kort.

A fentebbiekb6l kittinik az is, [hogy ha] eldszor ¢-t a D e koril
és azutin mindent, a mit D x ¢ vagy f+ g koril nyertiink, a mésik
koril forgatunk, ezt a miiveletet mindaddig folytathatjuk, mig abbe-
nek minden adott a, b, ¢ pontjat elérjiik.

6. §.

Keressiink olyan egyenest, mely két adott pontot tartalmaz,
vagyis két adott a, b ponton dt hizzunk eqy eqyenes:.

Megoldds. Keressiink kiilonbozé sikokban fekvé két olyan kort,
2 melyek mindegyike a két adott a, b pontot tartalmazza: akkor
Metszésiik olyan egyenes, mely a » b-t tartalmazza.

Keressiink ugyanis olyan a b-t6l kiilonb6z6 pontot, mely a-tél
A x b tavolsdgnyira van, és abban az esetben, ha az [a pont] aabb-ben
Van, olyan harmadik ¢ pontot, a melyre nézve a x c=a=« b: akkor
Mindenesetre talalunk olyan ¢ pontot, a mely aabb-n kivill van (ugy
hogy q .« b ¢ sikot hatdroz meg). Keressiik a Oabe-nek egy mdsik
bontjat, és abban az esethben, ha ez abbe-ben van, a - O abe-nek
gy harmadik d pontjat: akkor mindenesetre taliljuk az emlitett
8Ylrtiknek [abe-nek és acd-nek] egy masodik ¢ metszéspontjit. Keres-
Stk O abe-nek még egy az abbe-n kiviil levé f pontjat, és ennek g
Képét q + b + ¢-ben (O abe és O acf masodik kozds pontjat); forgas-
Suk (minthogy itt b, ¢ a dbee-n kiviil vannak) O dee-t (vagy O deb-t),
& Obec tjiat f » g koriil és azutdn minden mar nyert utat valtakozva
frg vagy D e koril mindaddig, mig olyan kort nem nyeriink; mely
A2 4% b+ -t tartalmazza.

Stéckel : Bolyai Farkas és Bolyai Janos. I, 18
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Hasonlo eljarassal keressiink olyan kort, a mely axDb-t és
Oabe-nek valamely a c-t6l kiilonb6z6 pontjat tartalmazza. E két kor
metszése azutdn olyan egyenes, mely a x b-n megy dt.

T

Minden adott [pontrél] valoban eldonthetd, vajjon benne . vagy
“kiviile van-e valamely adott pontnak két adott pont korili O-jében,
két pont egyenesében, valamely pontnak bizonyos kozép korili gomb-
feliletében, harom pent sikjaban vagy sem.,

A O vagy valamely () esetében ez magatol dél el, mihelyt azt
a O-t vagy (-et valoban keressiik; az aabb egyenes esetében azon-
ban (minthogy ezt egészében nem nyerhetjilk sohasem, és igy tehdt
a szemlélettel kozvetetleniil a posteriori sem donthetjiik el, vajjon
¢ bennez van aabb-ben vagy pedig kiviile) ugy [dontink], hogy ab-t
pl. b-n tal meghosszabbitjuk és be-t keressiik, a mikor majd nyilvan-
valova valik, vajjon be, és igy ¢ benne van-e aabb-ben vagy kiviile.
Az abbe esetében pedig allitsunk eld olyan kort, mely axbxcn és
olyant, mely a*Db *d-n megy at, mi altal majd a dolog szintén elvalik.

8. §.

Adva van hdrom pont; eldontendd, vajjon ugyanabban az
eqyenesben felszenek-e vagy sem.

9. §.

Adva van négy pont; eldontendd, vajjon ugyanabban a sik-
ban fekszenck-e vagy sem.

10. §.

Adva van két pont, a+b; meghtzands a ¢ ponton dt (mely
akdr = az a b egyikével, akdr pedig mindeqyikiktil kilonbézi)
az ab-re L [egyenes] (még pedig abban az esetben, ha ¢ az aabb-
ben van, az axb-n dimend abban a sikban, a mely valamely az
aabb-n kiviil fekvd adolt pontot tartalmaz).

[Megoldds.] Ha ¢ az aabb-n kiviil esik, irjuk le Oabe-t, allit-
sunk el6 egy az axDbxcn atmend (-t és bévitsik ezt, mig 2
Oabe-t masodszor metszi. Igy nyerjiik a keresett ab-re L_-nek két .
pontjat, és azutdn magab6l a L_-b6l olyan hossziu darabot talalha-
tunk, a milyent ecsak kivdnunk.

Ha azonban ¢ benne van az aabb-ben : aklkor vegyiink fel aabb-
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ben, tdl a c¢-n valamely a c¢-t6] killonbo6zo tetszés szerinti d pontot,
és keresve () ¢b-t, [talaljuk] e-t, a O cd és aabb mdsik metszés-
pontjat. Allitsunk mér most el§ d koriil olyan () -et, melynek sugara
tetszés szerinti, de De-nél >, legczélszertibben azonban azt, mely
magan ¢-n megy at, Keressiink e koril egy tetszés szerinti vonalat
D-t61 egészen az eed-n belil levd f-ig, hol ef==ebd: akkor amaz metszi
O de-t. A metszéspont [legyen] p. Allitsuk el6 abbf-et, akkor nyerjik
ennek QA metszését ) de-vel. Keressitk O abp-t: akkor ennek [a gytirti-
nek] QA-val valé metszéspontjainak mindegyike (¢ mellett) egy mdsodik
pontja az abbg-ben a ¢-b8l az ab-re bocsatott annak a L_-nek, melyet
keresiink. -
E feladat megolddsa azonban elegdnsabban alakul és a kivitel-
ben a leginkabb megbizhatéva valik az éltal, hogy (Qbe-nek abbg-
vel valé metszését is meghatdrozzuk és azutan GD-t. A -8l f-ig
terjed6 el6bbi ¢ koriili vonal esetében a vonal barmely tdvolsaghan
a két Q-nek (O-metszésétél a @) de-n beliil tetszés szerint kozel jut-
hatna a ()-hez, és ez konnyen durva hibara szolgdltathatna okot.

Annak [a siknak], mely ¢-b6l L. ab-re, egy O-jét mar akkor nyer-
jik, ha c-t ab koriil forgatjuk; ezutdn pedig ezt a sikot barmely
pontja koriil tetszésiink szerint bévithetjiik. Ha pedig ha ¢ az aabb-ben
van, az ottani két () metszése hasonloképen szolgaltatja a c-bdl az
ab-re L siknak egy O-ét.

Mds megoldds. A ¢-b6l az ab-re L_-t a nélkal is talalhatjuk,
hogy aabb-t a ¢n til meghosszabbitanok, ha e-t onkényesen vesz-
sziik fel az aabb-n kiviil, meghtzzuk az ab-re L_ ed-t, ¢ koril a D * e-
vel = tavolsdgban, d koriil a ¢ * e-vel = tavolsaghan egy-egy (-et alli-
tunk el§. K kettének (O-metszése nyilvan abban a sikban van, mely
¢-h6l L ab-re, a hol sth.

11. §.

Adva van hdrom olyan a b x ¢ pont, mely sikot hatdroz meg :
elddllitands az adott d pontbdl az abbe sikra L. [egyenes].

[(Megoldds.) Ha az a, b, ¢ két parjanak mindegyike koril, pl
mind az a0, mind az a+c¢ koril a Oabd-t, valamint a Oacb-1
fjuk le és e O-0k masik metszéspontjit keressik, evvel megvan a
D képe a » b+ c-re nézve (a nélkii, hogy abbe-bél valamit is el6alli-
tottunk volna). Fzutén az abbe-re L dbee-bdl tetszés szerinti hosszi
darabot kereshetiink.

Ugyanazt az ¢ pontot szolgaltatjak Oabb, Obcb valamint Oacd,
ODbced is; roviden az a, b, ¢ egy tetszés szerinti parja korili d-n dt-
mend ), a két mésik pér egyike korili dO-rel. A b+ ¢ mind a 3 O-ben

18*
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kozos, s6t e O-0k barmely kettejében is csupdn d x ¢ a kozos. E sze-
rint a valésdgos kivitelnél az eljaras valamely pontatlansigira kovet-
keztethetiink, ha a két mdasik O-par egyike az ¢ szdmdra a mar
talalttol kiilonbozé pontot szolgaltat. Ambar megforditva nem kovet-
kezik, hogy akkor, midén a (O-6k minden pérja ugyanazt a pontot
szolgaltatja, ez valdban a kell6 helyen van. Lehetséges ugyanis, hogy
a 3 O mindegyikénél hibat kovettink el.

Egyébként ezen a moédon a feladat megoldasa két O segitségével
torténik, de nincsen az igy, ha el6szor az abbe-ben egy hatarolt fg
egyenest huzunk, erre a dh L_-t bocsatjuk d-bél, és ha maga a dh nem
L abbe-re — a mi arrél ismerhetd fel, hogy az igenlé esetben abbe
valamely tetszés szerinti pontjanak dh korili kore egészen benne
van abbe-ben, ellenkezéleg pedig csak két pontja van abbe-ben —
dh-nak b talppontjab6l abbe-ben a f[ merdlegest boesatjuk, végre
0-b6l fl-re merdlegest boesdtunk; vagy pedig, ha d-t6l az abbe tilso
oldalin valamely e pontot, abbc-ben pedig a d-t6l de tavolsagnyira
levé harom pontot, f, g, h-t veszsziik fel és azutan [olyan pontot]
keresiink, mely f, g, bh-t6l egyenld, nagysagat tekintve a ifg, 2fbh,
1 gb mindegyikét eléré tavolsagra van, a melyet, ha az egyiknek —
mondjuk f-nek — megfeleldleg az el6bbi feltétel szerint a § pontot ugy
veszsziik fel, hogy ff > 3fg és >2fh legyen (a mit ugy ériink el, ha
ff-t mindjart nem kisebbnek, hanem az fg, fh-val legalabb is egyenld-
nek veszsziik fel), a mésik két pont, g, h legalabb egyikének meg-
felel6leg még keresniink kell, ha az fg, gb, bf koziil legalibb kettd
nem =—. Ha ugyanis ebben az esetben (hogy a szerkesztést lehetdleg
egyszertisitsiik) az fg, gh, bf legnagyobbikinak — mondjuk fg-nek —
megfeleléleg a f pontot a mésik végpontban, magaban g-ben veszsziik
fel, minek kivetkeztében ugyan, minthogy gf=fg, evvel mindjart g-nek
megfeleléleg van egy téle fg tavolsagnyira levé pontunk, mégsem keriil-
heté el egy a h-tol ugyanolyan tavolsdgra levé pontnak szerkesztése;
hacsak a szerkesztéstanba nem vezetjik be és koveteljiik, hogy ilyen
pont kozvetetlenill az f » g-nek f-nek h-ba valé helyezése mellett tor-
téné puszta dfvitele ttjin adodjék ki, a mi szintén megengedhetd
ugyan, de nem a Tenlamen er6szakos elve szerint, a mely az atvitt-
nek tutjat a sikra szoritja (a mit annil [az eljardsnal] kovetel, mely
ott sziikebb értelemben vell geometriai szerkeszlésnek van nevezve).
Egyaltalaban egész rendszere nem a sziikségképeni és ilyen gyenge
alapok és ingadozé nézetek mellett nem is lehet ilyen. .

Az f, g, b koriil leirt harom egyenlé ()-nek vagy egy, vagy két
a D-b8l boesitott L_-hez tartozé metszése van. Az utoébbi esetben leg-
alabb az egyik mindig kiilonboz6 d-t61; az elsd esethen az egyetlen
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[metszés]-pont abbe-be- esik, tehat szintén kilonbozé d-t6l. Az emli-
tett merdlegest tehat d és ez a pont mindig meghatdrozzak.

Vagy pedig ha egyelére abbe-nek valamely e pontjdban az abbe-re
L-t emeljiik, ha pedig d nincsen mér eeff-ben e, f, D-n at a deef sikot
fektetjiik, ennek abbe-vel valé metszését keressiik és végre d-bél eg-re
a merdlegest bocesatjuk: akkor ez L. abbe-re is. Ezen a médon szém-
talan [szerkesztés dllapithato meg]. Amde milyen hosszadalmasak és
nehézkesek ezek ahhoz az egyszerihoz képest, a melyben pusztan
mar két O segitségével érjiik el azt, a mit itt az els6é szerkesztésnél
esak két O-rel és két ()-tel, a masodiknal harom ()-tel és d koriili
harom tetszés szerinti vonallal ériink el sth.

12. §.

Valamely ¢ ponton dt, mely benne van valamely sikban, erre
a sikra a L_-t vagy hdrom olyan () segitségével huzzuk, melyeknek
kozepei a sikban c¢-t61 = tavolsdgra vannak, vagy ugy, hogy c¢-n 4t
egy tetszés szerinti az abbg-ben levé cd-re a merdleges sikot allitjuk

elé és ebben arra az egyenesre, melyben abbg-t metszi, a L_-t huz-
s )

zuk vagy pedig \, . szerint. Szoval: olyan pontbol, mely vala-
o1

/ e
mely egyenesen kiviil fekszik, mind az erre az egyenesre L. [egye-
nes]-t, mind a |_ sikot, valamint valamely sikra valamely kiviile
fekvg pontbol a L.t a [10. és 11.] §-ok szerint felette egyszerti mo-
don hatarozhatjuk meg. Valamely egyenesnek egyik pontjan &t pedig
az erre az egyenesre L. sikot, valamint valamely adott sikban, mely
ezt az egyenest tartalmazza, a red L_ [egyenes]-t, tovabba valamely sik
egyik pontjan 4t az arra L_-t felette egyszerii médon nyerjiik, ha vala-
mely azon az egyenesen kiviil levé d ponton dt a rea L de-t allitjuk eld,
és miutan ennek amaz egyenessel valo ¢ metszését taldltuk, ¢ koriil
ed-vel, ¢ koriil pedig cd-vel ()-eket allitunk eld, a melyeknek kozos
O-e sziikségképen tartalmazza azt a ¢-n dtmend sikot, mely ab-re L,
és igy azt meghatdrozza. Ugyanannak a O-nek az abbg-vel vals két
Metszéspontja pedig benne van a c¢-n dtmendé abban az egyenesben,
mely [ ab-re, és igy tehdt ezt meghatdrozza.

Valamely sikban levd ¢ ponton dt, erre a sikra a L_-t szintén
ugy hizzuk meg. ..

13.

V7

Feladat. Adva van hdrom olyan a, b, ¢ pont, mely stkot hatd-
T0% meg: két adott e ponton dt az abbe-re | sik vezetendd.
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Vezessitk at d-n-(vagy e-n) az abbe-re L. df-et: akkor, ha ¢ a
odff-en kiviil van, csakis deef mutatja a kovetelt tulajdonsigot [hogy
t. i.] L. abbe-re. Ha azonban e benne van ddff-ben: akkor minden
olyan sik, mely df-et tartalmazza, L. abbe-re. '

Mihelyt rendelkezésiinkre all valamely RA[-nak nevezett] (sikra
vagy mn egyenesre) L. [be], az A-nak minden pontjaban nyerjik az
QA-ra merdlegest, ha abban az
esetben, mid6én de (4. abra) az
QA-t g-ben taldlja, a g+ mn  de-t
f*pq+ bf-ba viszszik 4t (f-ben
alkalmazzuk) és ezutin a pq * hf-t
g m oly médon forgatjuk f koril, hogy
3P fq az fgg-re essék (a mit ugyan-
avval a joggal kovetelhetiink, mint
az datvitelt, és a mi Evkrmrsnél is,
habdar csak a bebizonyitasokban
dltalanosan fel van tételezve). Ekkor hf L_-sé vilik mn-re, és még csak
az szlikséges, hogy azt mn koril az mdde-be forgassuk belé, ha b igy
netalan az mdde-n kivil keriilne.

Az fg-nak f koril torténé beforgatiasa fgg-be egyenld értelmi
avval, hogy feltételezziik, hogy a () fq-ban, ha ezt ff az r-ben, fgg
az $-ben talalja, gt « 8-nek megfeleldleg olyan t pont van, a melyre
nézve $xt=q+r, a mi pedig a Ofq-nak olyan ¢ korili (-tel vald
metszése révén adodik ki, mely valamely tetszés szerinti az 8-t61 q 1t
tavolsignyira es6 ponton megy at. Kzért ugyanavval a joggal azt téte-
lezhetjiik fel, hogy az mdde sikban is van olyan $ft, mely = qff-val, a
mi pedig ismét ugyanaz, mintha feltételeznék, hogy az $-en atmend
O fq-ban kozvetetleniil mcghamrozhatjuk azt a t pontot, melyre nézve
8 xt==q1; ez azonban az r-en atmend O fq-nak az mdde-ben levd,
8 koriili g+t sugart korrel valé metszése révén is kiadodik. De ez az
egész szerkesztés sokkal bonyolédottabb, mint a [11.] §-ban eléadott,
és fdgy, habdr érdekes, az alkalmazdsra még sem ajanlhaté. Ugyanaz
all - a tobbi olyan feladatokrél, a melyek az egymasra L helyekre
vonatkoznak.

Megjegyzés. Fontos megjegyezni azt is, hogy miutan két tovabb
folyo hely metszésének létezését felismertiik, nehogy az id6t szét-
forgacsoljuk, mihelyt az egyiket megnytjtottuk, mindjirt nyutjtsuk
meg a mésikat is, hogy lassuk, vajjon az eldallitott darabok nem
metszik-e mar egymast ?

q

4_1. Abra.
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Néhdny a rovidités és a konnyebb dttekinthetfség czéljabdl

aabb

abb
aab
ab

abbe

abee

Aabe,

abe

abed,

abed,

ab == ¢d

haszndland6 jel magyardzata.

jelentse (a mint az mdr [az elsd rész 10.] §-dban emlitve
volt) csakis mindazokat a pontokat, melyek ugyanabban az
egyenesben vannak, mint ab; vagyis az a+b-n dtmend
azt az egyenest, mely minden mas ilyent tartalmaz.
jelentse az a-ban felezett aabb-nek csak azt a felét, a mely
a b pontot tartalmazza.

jelentse az a-ban felezett aabb-nek csak a masik ~felét, a
melyben b nincsen. ;

csak azt jelentse, a mi abb, baa-ban kozos; t. i. az a-t6l b-ig
terjedé egyenest.

(a mint hasonloképen [az elsé rész 13.] §-dban mdr emlitve
volt) esak mindazokat a pontokat jelentse, a melyek ugyan-
abban a sikban vannak, mint a (nem ugyanabban az egye-
nesbhen feltételezett) a = b « ¢ pontok; vagyis az a*bxcn
atmend azt a sikot, mely minden mas ilyent tartalmaz.

az aabb-ben felezett abbe-nek csak azt a felét jelentse, mely
a ¢ pontot tartalmazza.

feltételezve, hogy ¢ az aabb-n kiviil van, a két darab koziil,
melyre bee az abee-t felosztja, csak azt jelentse, a mely-
nek hatdran baa van, vagyis a ba, be alkotta sik vagy egye-
nes vonalu szdget, a melyre nézve baa, acc-t szdraknak és
b-t csticsnak nevezzik. Lehetne azonban

alatt csakis baa  bee-t érteni, a mit villdnak nevezhetnénk.
(Ha d barhol van baa-ban: akkor dbe csak akkor = abc-vel,
ha ¢ benne van bee-ben.)

ha D az abe-n beliil van, csak azt jelentse, a mi a cba,
bed A -ekben kozos.

ha d az abe-n kiviil van, csak azt jelentse, a mi abee, Debb-
ben kozos. Ha ¢dd az abe-ben fekszik: akkor abed a beaa-
nak a ba, ¢d kozott levé darabja, bacd pedig, ha még Ddee
is a dab-ben fekszik, az abbe, abee, ¢dbb-nek a Dbbaa, ¢cdd
kozott foglalt darabja. Ha azonban bbaa, ccdd egymast
az o pontban metszik: akkor (barhol is torténjék a met-
szés) nyilvanvalé, hogy bacdi=boc; abed pedig esak akkor
== obeo = A\ obe, ha o a baa (beaa-ban) van. .

ha d [oly mdédon] van achbb-ben, hogy cab = acd, vagyis hogy
a, ¢ az aabb, ccdd-ben egyenld magasan dllanak. (Csak akkor
mondjuk, hogy a olyan magasan van az aabb-ben, mint ¢
a ccdd-ben, ha D az acbb-ben van és cab = acd.)
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Ha ¢ az aabb-n kiviil van: akkor acc-b6l csak a van aabb-ben,
acc pedig egészen benne fekszik abec-ben és ezt két olyan darabra
osztja fel, melyeket (sik) szdgeknek neveziink, és a melyek koziil az
egyik bac. Tovabbé be mind abee-ben, mind achbb-ben van, tehdt ebben
a két félsikban kozos. A ca-nak aee meghosszabbitdsa ugyanis vagy
abbe-nek’ az aabb-nél kezdédsé c-telen oldaldba esik (b. i. abba, a
melyben ¢ ninesen). Ekkor, ha a d a ba-nak meghosszabbitasdban van,
abee=bac » cad és achbbi=Dbac » bae-ben amugy is csak bac a kozos.
Ha pedig ca meghosszabbitdsa abce-be esnék: akkor az vagy ugy,
mint aff a cab-be, vagy pedig gy, mint agg a cad-be esnék. Az utobbi
esetben ugyan gad x bac volna az, a mi az abcc=bac » cag  gab és
achb == gad » adb  bac-ben kozos, és igy be csakis a-n keresztiil mehetne
at gad-be; ennél fogva be egyid6ben esnék Dbaq, caa-ba, a mi a fel-
tevés szerint nem lehetséges. A miésodik esetben fab  dac volna a
kézos, de be-nek ugyanabbdl az okbol baf-be kellene esnie; ekkor
azonban nyilvin a ¢ pontot nem tartalmazhatng, a mi ellenmondas.

A ca-nak meghosszabbitasa sem cab-be, sem pedig cab-be nem
eshetik ; mert ott az elsé esetben cb-t, itt pedig cd-t még egyszer kel-
lene metszenie, a mi itten nem térténhetik meg. Vagy pedig ca-nak
meghosszabbitdsa, mert be-t még egyszer nem metszheti, bac-n kiviil
fekszik. Ha most e valamely tetszés szerinti pontja: akkor be-nek
bea-ba kell esnie, a mi nem torténnék meg, ha ¢ a cad-ben volna;
mert ekkor be-nek acc-t metszenie kellene.

E szerint mar ezen a médon egyszertien és elegdnsan kovetkez-
tethetd, hogy minden Abac minden caa szdrdnak az a esicson til
valo meghosszabbitdsa a mdsodik meghosszabbitott aabb szdrnak
mdsik oldaldra esik, vagy hogy ha két abszolut eqyenesnek, bbaa és
ccaa-nak valamije kozos (a mi csak pont, pl. a lehet): akkor min-
den bbaa egyenesnek (a-ban ke:ddds) eqyik fele, pl. abb, « muisik
egyenesnek egyik oldaldn, mdsik fele annak mdsik oldaldn fekszik,
szoval a két egyenes egqymdst metszi.

2. §.

A A jel csak szoget jelentsen. A Abac szdrainak nevei csak
abb, acc, csicesié esak a.
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Azok a korivek, melyeket egyenld szdgekben a csucsok kiril
eqyenld- sugdrral az egyik szdrtol a mdsikig leirunk, az egyenld
szdrmazds miatt nyilvdn eqyenldk. Es viszont azok az egyenesek,
melyeket egyenld ivek végpontjaitol az azokhoz tartozé (©-kozepek
felé irdanyulnak, (ugyanabbol az okbol) egyenld A -eket zdrnak be.
E szerint nyilvanvalé, hogy bdrmely 2 /\ 1gy hasonlithaté Ossze
egymdssal, mint ugyanannak vagy egyenldé egyenletes vonalak darabjai,
vagyis minden A mennyiségnek tekinthet6, ha rajta a sik egy darab-
jat értjiik. Ha azonban csak baa x bee-t nevezzilk A -nek: akkor
a A csak annyiban mennyiség, hogy a fentebbi médon a hozzdja
tartoz6 egyenlé sugart koriveket hasonlithatjuk Ossze.

a1

Aabe vagy abea jelentse az abe hdromsziget, t. i. bac-nek a
be altal elvalasztott darabjai koziil azt, a melyben a van. Csakis ab,
ac, be a Aabe oldalai, csak bac, abe, ach annak szdgei és esak a, b, ¢
a cstcsai. Minden hdiromszognel; minden szdge tehdt mind magdt
a A-et, mind pedig a harmadik (1. 1. az illetd N\ esiesdn kiviil
fekvd) oldalt tartalmazza; vagyis minden szégénel mindegyik szdra
a mdsik szdr megdllapitotia félsikok koziil abba a félsikba esik, «
mely a harmadik oldalt tartalmazza. Rovidebben kifejezve : Minden
hdaromsziognek bdrmely két oldala « harmadik oldalnak UGYanazon
az oldaldn fekszik.

4. §.

Minden szog a legegyszertibben oly médon nyeri meghatdrozdscdt
hogy ivei egyikének viszonyat a hozzatartozé egész gytiriihoz vagy
kozvetetleniil a A viszonyat az egész sikhoz megadjuk. A félsik,
negyedsik és dltaldban bérmely 7 szdmra nézve a sik G -ed része

(ha az osztdst a fenti értelemben veszsziik) a szam fogalménak bele-
vondsa nélkiil, helyek tiszta szemlélete alapjan értelmezhets. KEzért
a .\ -eket, mint mennyiségeket a derék- A\-ekre, mint az Gsszehason-
litds mértékére vonatkoztathatjuk, azaz tgy értelmezhetjiilk azokat,
hogy megadjuk viszonyukat /-hez (hol [i-t helynek tekintjiik).

Ha (az 5. abrdban) ab valamely tetszés szerinti ¢ pontjabdl ki-
indulé ¢d az abdd-n beliil van és ce a bed-n belil : akkor abdd ter-
mészetesen nem més, mint :
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b acd » deb =race » erh = acd * dee * ech,
és nyilvanvalé, hogy egyszersmind

abdd = ach * deb = acd « (dee » ech) =
= ace x echb = (acd » Dee)  ech,

Fe 5 s ugy hogy kétség kiviil ach » deb=ace * ech.

BisHn: Vajjon azonban deb = ach, és igy egy-

szersmind ace x ecb = 2R, azt el6bb be

kell bizonyitanunk; esak ez adja meg a bebizonyitdsnak meggy6z6

erejét. B nélkiil nem fojez ki egyebet, mint azt, hogy mind ce, mind

¢d ugyanazt az abdd-t osztja ketté, a mit pedig feltételeztiink, és igy
tehat kérdésnek nem lehet téargya.

B Ry

"Ha A, B koziil mindegyik egy-egy tetszés szerinti folytonos
mennyiséget jelent, és az A, B mindegyike olyan elvélaszthatatlan részé-
nek, a mely az illet6 mennyiséget két egyenld faju mennyiségre bontja
szét, a masiknak egy bizonyos ilyen része felel meg; és ha e mellett
az A barmely egyenlé darabjainak a B egyenlé darabjai felelnek
meg, és viszont: akkor, ha ilyenkor az A a darabjinak a B b darabja
felel meg, [azt mondjuk, hogy]. A, B, a, b ardnyosak.

Ha ugyanis A-bol a lehetéleg legnagyobb szémmal vesziink el
az a-val egyenl6 egymds mellé sorakozé részeket: akkor evvel vagy
kimeriil A, vagy pedig fennmarad olyan maradék, a mely <a, és az
elsé esetben nyilvanvalé, hogy egyidében B is (ugyanannyi a b-vel
egyenld darabbal) kimeriil. Roéviden, ha egyidejtileg A-t «-val,
B-t b-vel mérjiik : akkor nyilvanvaléan egyidében mind A-bél, mind
B-b6l vagy fennmarad maradék, vagy pedig nem, a mibsl az dllitas
helyessége kivetkezik.

E szerint bdrmely két szog gy ardnylik egymdshoz, mint
azoknak eqyenld sugdrral leirt ivei.

7. 8.

Csakis minden olyan idomot, melyet egyenesek vagy oldalok
hatdrolnak, neveziink sokszdignek (polygonnak); még pedig ha n vala-
mely tetszés szerinti, a 2-t feliilmulo [egész] szdmot jelent, n szognek,
ha % oldala (és e szerint ugyanannyi estcsa) van. A sokszog oldalainak
csakis ezeket az egyeneseket nevezziik, melyek azt hatdroljak ; szdgé-
nek pedig csakis két egymashoz csatlakozé oldala alkotta olyan szd-
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get neveziink, a melybdl egy kimetszett rész
a sokszogbe esik belé. Kiilonben, ha t. i.
semmi az emlitett szogh6l kimetszett rész
sem esik belé egészen a sokszdghe, azt nem
a sokszog szogének, hanem a sik maradé-
kdnak nevezziik (a melyet megkiilonbozte-
tésiil beugrd A -nek is lehetne nevezni). fay
pl. ha d (6. abra) a cab-n beliil van: akkor
ach, cad, cbd a sokszég szdgei; de mnem 6. dbra.
ilyen az adb, hanem a sik maradéka az
(melyet vonatkozéssal erre a négyszogre a belsd A adb-nek is lehetne
nevezni).

Rendes, szabdlyos vagy tikéleles (helyesebben egyenletes, szim-
melrikus) a sokszog csak akkor, ha egyenl6 oldalu és egyenlé szogii.

8. §.

A sokszog teljes jelolésére elegendd, ha megnevezziik valamennyi
egymasra kovetkezd csicsdl, hacsak e mellett az el6szor emlitett
estiesot utoljara ujbol emlitjiik. Tgy pl. dachd esak az abdea » bdch-t
jelenti. _

Hogy melyek ekkor az Osszetartozd szogek, a szomszédosra valo
dtmenetelnél is ismerjiik fel; hogy azonban melyek a belsi szogek,
azt ugy dontjik el, hogy megvizsgaljuk, vajjon a keriilet t6bbi része
(@ mely a széban levd szdgon fekvs két oldalon feliil fennmarad),
vagyis az 0t a sokszog keriiletén az egyik oldalnak, da-nak a vég-
pontjitol a masiknak [db-nek] b végpontjaig minden a d-bél kiinduld
hatértalan [dpp] egyenest, melyet adb-ben vagy minden ilyen egye-
nest, melyet a sik maradékdaban huzunk, oly moédon metsz, hogy
ennél a keriileten véghemend elérehaladésnal daa-tol kezdve dbb-ig az
emlitett egyenesek koziil egyik se legyen az wulolsd, hanem, hogy ha
dpp idénként vissza is tér daa felé, méyis wjbol elire forogjon, mig
végre a O-0n levd »> irdnydban magdba a dbb nem esik.

E megszoritds nélkiil bizonyos helytol kezdve dpp egészen vissza-
térhetne, és a mdsik oldalon ujbél ugyanaddig a helyig juthatna,
gy hogy az addb-ben minden a d-bél hizott egyenes a keriletet
metszhetné. ‘

Mozgds nélkil igy: Ha a, b, ¢,... az egymasra kovetkezd csu-
csok, ab, be, ¢d,... az oldalok, melyek kozil a méasodiktél, be-t6l
kezdve, mindegyiknek kezdépontja a megelézének végpontjéra esik:
akkor a bac, cad, dae, ... A-ek kozil (melyek mindegyikének csicsa
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az a és melyeknek szarai ab, ac; ill. ac, ad; ae s i. t. az utolséig,
a3-ig) két szomszédosnak vagy csak egy szaruk kozos, melynek men-
tén egymdshoz csatlakoznak, azaz a melynek ellenkezé oldalain fek-
szenek, vagy pedig némely ilyen szomszédok kozill az egyik teljesen
beléesik a mésikba (s6t = -k is lehetnek, a mi azonban minden
ketténél e szomszédos A-ek koziil nem térténhetik meg; valamelyik
kettonek egyméson kiviil kell esnie, mert kiilonben a vonal tovabb
folyna és nem hatdrolna sokszoget). Mind bac-t, mind cad-t mar
mostan az elsé esetben eldre, ab-t6l ac felé, az ab-t6l ac felé tarto
A -irdinyban mendnek, roviden pozitivnak - mondjuk, hol a +J- csak
relativ fogalmat jelent; ellenkezé esetben azt mondjuk, hogy cad
vissza felé, ac-t6l ab felé [negativ] —.

A szerint, a mint itten bac, cad, dae, eaf, fag,... kozil bar-
melyik egészen vagy csak részben beléesik abba a A -be, melyet a
megel6z6 A -nek masodik szara ab-vel alkot, az ab és az utolso
szog mésodik szaraval — mondjuk az-tel — hatarol. ..

9. §.

Tantétel. Minden [B] abedef... [pla sokszdg csupa A-re oszt-
hato fel. Huzzunk ugyanis B valamelyik tetszés szerinti a esuesabol
egy tetszés szerinti egyenest és hosszabbitsuk meg mindaddig, mig a
keriiletet metszi. Ha minden egyenes, mely a-t6l az &l keriilet min-
den pontjaig terjed, BV-ba esik: akkor hizzunk a-tél a t6bbi esticsok
mindegyikéig egy-egy egyenest. Nyilvanvald, hogy ily médon B-t
n—2 A-re osztjuk fel. Ha azonban van olyan egyenes, mely a-tol
az Y valamely m pontjaig terjed, de nem egészen esik belé B-ba, és
azutdn az elébbinek n metszéspontjatol kezdve, a keriiletnek tetszés
szerinti oldaldn azon egészen m-ig haladunk tovabb: akkor (minthogy
a teljesen a BV-ba esd egyenesek kozott ninesen utolsé, mert am-nek
minden a B-n kivil esd darabjanak hatarpontjaitél kezdve -nak
nyilvain vannak még olyan darabjai, a melyeknek pontjaihoz az
a-bol htuzott egyenesek hasonlo természetiiek) olyan elsd egészen a
B-ba esé egyenes van, mely a-t6l U-nak valamely pontjiig terjed.
Ennek az a, p, b mindegyikétsl kiilonbozd esiesot kell tartalmaznia.
Minden sokszg minden estiesab6l tehat lehet olyan egyenest hizni,
mely egészen beléesik B-ba, és egy masik cstesig terjed. Az ilyen
egyenest a sokszog dtldjdnak nevezzik.

Minden #tl6 meghtizasdval B két olyan sokszdgre esik szét,
melyek mindegyikében az oldalok széma legalibb egygyel kevesebb.
Fzek mindegyike, valamint az esetleg még szdrmazok mindegyike mind-
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addig, mig nem haromszog, két olyan sokszogre bonthaté fel, melyek-
ben az oldalok szama még kisebb. Nyilvanvald, hogy ez az eljaras
mindaddig folytathato, mig utoljara B csupa A-re bomlik fel.

Hasonlé kérdések meriilnek fel a polyederekre vonatkozolag is:
EuLgr, LEGENDRE.

10. §.

Ha (a 7. dbraban) o az ab-ben van, ob==oaq, ¢ az aabb-n kiviil
van és a két félsik koziil, a melyre aabb az abbe-t felosztja, az abee-
t6l kiilonbozében bod=aoc (tehat egyszersmind od==oc), végre e
a cd=dc és aabb metszéspontja: akkor e egyszersmind a Dc és bbaa
metszéspontja és (a megegyez$ szdrmazdsnal fogva)

axoxbxcxDre=DbroxardDxcre, ae=bhe,

ugy hogy erp, 0 a cd-be esik, vagyis oc » 0d egyenest alkot, vagy
od a co-nak meghosszabbitdsa, vagy coo atmegy a d ponton, mely
tekintettel c-re aabb-nek tulso oldalan van.

Ha tehdt valamely tetszés szerinti A szdrait a cstcsdn tul meg-
hosszabbitjuk, a meghosszabbitdsok mindegyike nemesak (mint azt a
3. §-ban bebizonyitottuk) a masik szar-
nak masik oldaldn van, hanem maguk
ezek a meghosszabbitasok az ugy neve-

c

zett csiucsszoget alkotjak, mely az el6b- = > , &
bivel egyenld. \
Vagy: Ha a 3. § tételét feltéte- \Q

lezziik : akkor azért, mert egyenld A -ek-
nek nyilvan cstes- A-eik is egyenldk,
a 6. § szerint sziikséges, hogy minden Awu olyan arinyban legyen
v cstesszdgével, mint barmely A a cstcs-A-ével. E  szerint
w:v =v:u, a mibdl kovetkezik, hogy v = u.

-Vagy : Nyilvanvald, hogy a do meghosszabbitdsinak oa-val olyan
A-et kell alkotnia, mely = avval, me-
lyet c¢o meghosszabbitiasa ob-vel alkot.
Ha mér most az elébbi az occ-n kiviil
esnék : akkor az utobbinak (a 3. § elle-
nére) ddoo-nak ugyanarra az oldalira
kellene esnie, a melyre a esik, ugy
hogy sth.

Vagy : Ha u, v egyenlétlenek vol-
nénak, akkor egyikiik — mondjuk v —
a nagyobb volna. Legyen (a 8. dbraban) 8. &bra.

7. 4bra.
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(a v-b6l vald) bod = aoc; akkor do meghosszabbitdsa abee-be, valamint

ocaa-ba, tehdt oac-be esik, a miért azutdn kellene, hogy aof =

legyen. Igy mér most v = aof < (aoc = bod) volna, azaz az egész <

mint a része, a mi (véges) mennyiségek esetében nem lehetséges.
Vagy : Minthogy nyilvan

aoc: aoc + cob = boe: boe 4 coa

és aoc -+ cob = boe -+ eoa, azért aoc = boe.

Vagy: Minthogy aoc -+ cob = eob + boc és doc = cob, azért
eoh = aoc.

Vagy : Minthogy nyilvan aoc + cob = cob + boe, ebbél kovetke-
zik, hogy boe = aoc.

11. §.

Tantétel. Minden olyan ab egyenesnek, mely mind a két oldalon
hatdrolt, valamint minden gyiiriivnek és minden mennyiségnek van
eqy o kizepe (a melyre nézve t. i. ap==00), s mindegyik ilyen
onmagdaval forditva is =; még pedig ab*o=baxo, ugy hogy
0a == ob.

Hogy minden mennyiségnek van kozepe, hasonléan mutathaté
ki, mint valamely hatdrolt iddtartamrél. Ha méar mostan ao==ob,
és ¢ helyzete obb-ben olyan, hogy (az obb-bél valé) oc==opa: akkor,
ha oc = ap volna, (a szdrmazés egyenldsége miatt) oa 2 co, co= oq,
o¢cSap volna, a mi az elébbinek ellentmond. E szerint pc==ao==0pb,
a mibol kovetkezik, hogy c=b, ob=oa, ab x o ="ba * o.

Vagy : Ha ba 2 volna ab-nél, pl. (ab-nek) egyik az a-ban kez-
d6dé ac darabja volna = ba-val: akkor ha (a ca-bél valé) cd is ==
volna ba-val, nyilvanvalé, hogy (az ab-bél vald) de== ab.

Vagy : Minthogy nyilvanvalé, hogy egyenlé egyeneseknek meg-
forditottjai is egyenlék, sziikséges, hogy az ab:ba ardny ab-t6l fig-
getlen legyen. Ebb6l kovetkezik, hogy ab:ba = ba:ab és igy ba = ab.

Vagy : Hazzunk valamely tetszés
szerinti aggb sikban a koril (9. dbra)
olyan (O-t, mely &tmegy az abb-nek
valamely tetszés szerinti olyan ¢ pont-

SRR o A jan, mely tévolabb van a-t6l, mint b,
9. hbra. és hasonlé modon egy O-t b koriil, hol

bd = ac (és d az acc-ben van). Ha ¢ @
Obd-nek a baa-ba esé masik metszéspontja aabb-vel és f a Oac-é:
akkor, minthogy be == af, mind b, mind ¢ a ®ac-be esik. Minthogy
azonban ® a ®ac-n kiviil van, sziikséges, hogy a két keriiletnek leg-
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alabb egy kozos pontja legyen. Ekkor azutin ga = gb, és igy a, D,
mind a ketté pontjai ugyanannak az aggb-ben a g koril leirt gytiri-
nek, mely datmegy a-n. Amde e gytirti ab ivének van egy b kozepe,
és nyilvanvalé, hogy bga=Dbhgb. Azonban ghh-nak a Aagh (= gabg)
keriiletét a g-n kiviil legalibb még egy pontban kell taldlnia. A ga-t
és gb-t mar nem taldlhatja, mert mind a kettével mdr van egy kozos
pontja, a g, és igy gbb valahol — mondjuk i-ben — keresztiilmegy
az ab-n. Most mar ga=gb, gi = Onmagdval, és igy

Aiga= Aigh, ta=ib, gia = gib, ai=ib, i=0o.

2. §.

[Tantétel.] Minden hdromszigben 2 A dsszege << 2R.
Bebizonyitds. Legyen d (10. abra) ab-nek kozepe, e legyen cd-nek
meghosszabbitdsdaban aabb-nek azon az oldalan, a hol nincsen ¢, tehdt

C

e
10. Abra. 11. Abra.

bbe == abe (és legyen még de==D0c): akkor nyilvinvaldé, hogy ce (= ec)
az aabb-t magaban a bd-ben metszi, és hogy Dcx de egyenes, Db
pedig [de-vel] az ade-vel egyenlé bde szoget alkotja.

Tovabba bac + abe = abe + abe << 2R (mert a 3. § szerint
Dbe + dbc < 2R, azaz cbe-vel egyenls, minthogy t. i. ce beldesik az
¢bd - Dbe-be). E szerint egyszersmind bac + abe < 2R.

Mds bebizonyitds. Ha bac, abd (11. abra), melyek tekintettel az
aabb-re a sik kiilonbozo tdjékaiban vannak, =-k (a hol bac, abd-t
vdltoszigeknel lehetne nevezni) : akkor nyilvanvald, hogy dbac == cabb.
Ha mar mostan bbd az ace-t metszené: akkor aac, bdd is metszenék
egymist, és igy aace, bbdd-nek két kozos pontja volna a nélkiil, hogy
== -0k volnanak, a mi lehetetlen. Igy tehat aace és bbdd nem metszik
egymést és bbdd az acbb-ben fekszik.
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18. §.

Ha e (a 11. dbrdban) barhol van bbd-n belil: akkor a 12. §
szerint ae a bac belsejébe esik (mert mind az acee, mind az abee
belsejébe kell esnie), és igy abe 4 bae < abe + bac. E szerint egy-
szersmind abe + bae << 2R. Vagy pedig ha abe A
és bac az abe abd mellékszogének valtészoge : akkor
ace az abe-ben, ae pedig a bac-n belil fekszik.

¢

14. §.
70 Tantétel. Bdrmely Aabe-ben egyenld ab, cb
i g Oldalukkal egyenld N\ -ek és viszont egyenld N -ek-
12. &bra. kel eqyenld oldalok fekszenek szemben.

Bebizonyitds. 1. Ha ca=cb (12. dbra): akkor
achb-nek van egy c¢d felezd egyenese, és igy a szimmetriab6l kitiinik,
hogy abe = bac.

II. Ha abc = bac: akkor az ab-t L_-en felez6 egyenesnek c-n
kell atmennie és sziikséges, hogy ca = cb legyen.

15. §.

Ha achb gémbharomszog és a ca oldal = cb : akkor, ha a Q) kozép-
pontja o, van olyan az ach gombi szoget felezd oced sik, a melyre

nézve a cab, cba mindegyike a masiknak képe sth.
A



Jegyzetek a mdsodik részhez,

A kovetkezd idézetekben e kinyv elsd részét I-gyel, mdsodik részét
pedig II-vel jeloljiik.

5. 0. A parhuzamosak elméletélt v. 6. a Gauss 1804 nov. 25-ikén
kelt levelében foglalt birdlattal. I, 43—44. o.

5. 0. A parlwzamosak elmélete, 3. és 4. megjegyzés. Olyan egye-
nesek jelolésére, melyek mind a két oldalon vagy egyik oldalon hatdr nél-
kiil meghosszabbitottaknak gondolanddk, Farkas a Tentamenben az itt hasz-
nilt nehézkes aboo, abb'co jelek helyett az ab, ab jeleket vezette be. Jénos
az Appendicben az utébbi jelolést haszndlta, de az 1855. évbeli 7Tér
tudomanydaban (v. 6. IL, 279. oldaldval) az aabb és abb jeloléseket
alkalmazta.

1. 0. A parhuzamosak elmélele, VII. §. A bebizonyitds nem kielégits,
mert. gondolhaté, hogy nincsen ilyen elsé belépés pontja, ¢, hanem hogy m
slirlisodési helye az £ és az egyenes metszéspontjainak. Bzt a hidnyt meg-
sziintette Farkas a Toldalék XIL §-dnak 2. pontjaban II, 17. o., hol meg-
mutatja, hogy £mek valamely egyenessel t6bb mint két kozos pontja nem
lehet (Ktrscmir Jozsef kozlése).

9. 0. 1311 s al. Bz az eltérés axiomija, v. 6. II, 101—102. és
I, 49. oldalaival.

16. 0. A parhuzamosuk elméletének toldaléka. Hogy ez a toldalék
a Gausshoz intézett 1808 deczember 7-ikén kelt levélhez volt mellékelve,
az I, 45. oldaldhoz tartozé jegyzetben ki van mutatva.

21. o. A parhuzamosak elméletének toldaléka, XX. §. Farkas a dol-
got ugy adja eld, mintha abban az idépontban, a melyben () az £ vona-
lat elhagyja, a két vonalnak egymést érintenie” kellene. Amde Q az
£-t61 gy is pattanhat el, hogy Q és £ metszéspontja a végtelenbe tévozik.
Valéban, a nem-euklidikus geometridban ilyen médon térténik az elpatta-
nds. A A hatdrérték, melyhez az x szog tetszés szerint kozel jut, de a
melyet nem ér el soha, egyenlé egy derékszoggel, kisebbitve avval a parallel-
szoggel, mely az £ vonal és az A egyenes egymdstl valé dllandé tédvolsd-
gdnak (1. dbra) megfelel. (Kursomix Jozsef kézlése.)

23. o. Részletek a Tentamenbol. A forditds alapjiul az Editio
secunda szolgilt, a melyben az Erratakban késébb hozott szamos javitist
figyelembe vették és még egyéb hibdkat is helyeshitettek.

Stiickel: Bolyai Farkas és Bolyai Janos, II, 19
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32. o. Elsleges megjeqyzés A. A Maros-Vasédrhelyt 1843-ban meg-
jelent Arithmetika eleje czimti miivében Farkas az idének kovetkezd magya-
razatét adta: «Az id[6] szakadatlan és végetlen, mind az elmult, mind a’
jovends felé: de csak részetlen s mind més-més pontja van; és minde-
nik eljén, mind nem jén el; ’s akdrmely id[6]pont el6tt nines utolso,
sem utdna elsd; ’s ha b id[6]pont a elétt, ’s ¢ id[6]pont b el6tt van, ¢ id[6]-
pont a eldtti» A folytonos (continuum) sz6 Az arithmetika dllaldnos vaz-
latanak 4. §-4ban van megmagyardzva, II, 38. o.; v. 6. egyszersmind I,
35. oldaldval.

34. 0. Eldleges megjegyzés Bzt v. 6. I, 34. oldaldval.

35—38. o. Az Avithmetika dltalanos vazlata, 2— 4. §. V. 6. 1, 35—36.
oldalaival.

36. 0. 9. s. al.—37. o. 20. s. E bebizonyitdsra vonatkozik az Kditio
secunda, I, 618. oldaldn 4116 kovetkezd megjegyzés: «A bebizonyftds nem
kielégité és a kovetkez6 moédon egészftendd ki. P a 1' egésznek alkotd
része ; tehdt az alkoté rész értelmezése szerint mindazok Osszességének, a
mik az egészben a P-n kivil megvannak — nevezzik azt R-nek — vagy
semmi része sem, vagy pedig csak elvdlaszthatatlan része kozos P-vel; e
szerint A (t. i az, a mi P-ben és R-ben kozos) magdnak a P-nek elvdlaszt-
hatatlan része.»

50. 0. 14. s. Az egyenlet sz6 itt csillagdszati értelmében veendd,
tehdt kiegyenlitést jelent (Rirmy Mor kozlése).

49—56. 0. A geometria dltalanos vazlata, 1—5. §. V. 6. I, 38—39.
oldalaival. ;

66. 0. 18—17. 5. al. Ezek a fogalmak tdrgyaltatnak a Conspectus
arithmeticee generalis 37. § dnak IV. pontjdban, Tentamen, T. I. 254. o.,
Editio secunda 287. o.

76. o. A geometria dltalanos vazlata, 13. §. V. 6. az Appendiz
30. §-4hoz tartozd jegyzettel, II, 292—293. o.

77—92. o. A geometria dallalanos vazlata, 14. §. V. 6. I, 39. oldaléval.

96—113. 0. A geometria dltalanos vazlata, 16. §. V. 6. I, 45—49.
-oldalaival.

100. 0. 4. s. A tetraeder megolddsdra vonatkozdlag 1. I, 105—115. o.

158—161. o. Roviden wvdzolt kisérlet, 32. §. V. 6. I, 131—136.
oldalaival.

160. 0. 10—12. s. Erre az axiémdra vonatkozdlag 1. I, 48—49. olda-
lait és a hozzdtartozé jegyzetet.

190. 0. 6—1. s. al. V. 6. II, 232—2385. és I, 105 155—156.
oldalaival.

197—235. o. Az Appendix keletkezésére és jelentGségére vonat-
kozékat 1. I, 73—81, 137—158. -oldalain, Jdnos tovabbi az abszolut geo-
metridra tartozé vizsgalataira vonatkozékat pedig I, 98—120, 180—183.
oldalain.

197. o. Appendiax, 1. vonal alatti jegyzet. A Lebensgeschichie Johann
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Borvyars cz. értekezésében (a 140. oldalon) Scmmipr elbeszéli: «Bonyar Jénos
hétrahagyott iratai kozott megvan az Appendic két ivre terjedd, sok helyen
atirt és kijavitott német kézirata; papirosa hasonlit a [Borvar Farkas)
1823. évbeli leveleéhez, vagy ennél még régibb.» Téves azonban Scmmiprnek
az a hite, hogy ez a Rawmlehre az abszolut geometridnak az Appendixet
tobb évvel megel6zd tervezete. Bzt mdr az a kérilmény is mutatja,
hogy czimlapjan Jénos kapitdnynak mondja magdt, mely rangot csak az
1832. év mérczius hd 14-ikén ért el. Hogy tovdbbéd annak az iratnak fogal-
mazdsa idejében az Appendix mér ki volt nyomtatva, kitiinik a 216. o. 38.
sordban 4116 helybdl, mely gy hangzik «a nyomtatvény 34—43. §-aibany.
Valéban az Appendix elsé 33. §-d4nak német fogalmazvénya az 1832. esz-
tend6bél vals. Masolatét Janos ahhoz a folyamodvdnyhoz mellékelte, melyet
ugyanannak az évnek augusztus 8-ikdn Jinos féherczeghez intézett; v. 6.
ezekkel I, 71. oldaldt és a hozzdtartozd jegyzetet.

Az Appendiz els6 33. §-dnak az emlitett folyamodvdnyhoz mellé-
kelt mémet fogalmazvdnydt, mely csak kevés helyen és csekélységekben
tér el a hagyatékban meglevé kézirattél, 1909-ben Szaso Péter taldlta
a béesi cs. 6s k. hadi levéltdrban; jelenleg pedig a Magyar Tudoma-
nyos Akadémia birtokdban van. Ez szolgdlt alapjdul a szovegben kozolt
ford{tdsnak.

199. 0. Az Appendiz 6. §-drva vonathozik a kovetkezd foljegyzés,
melyet Janos az 1855 korali idében leirt :

«Az a tétel, hogy ha bn|||am, akkor am is ||[bn a kovetkezé médon
bizonyithaté be eleginsabban és rovidebben és mindjart az 1. § utdin kovet-
kezhetik. Ha az a-bél kiindulé ac tetszés szerint a bam-en belil fekszik,
akkor van olyan az acc-n fekvé és b-b6l kiindulé bd, hogy adb<dam,
a mibdl kovetkezik, hogy Od0b az amm-et nem metszi, és igy bd nem fek-
szik az abn-en belil. Nyilvdnval6, hogy mdr most ad, és gy acc a bnn-t
metszi, akir bd a bmbe, akir abn-en kiviil esik. Nyilvanvald az is, hogy
amm az abn-be esik. Ha tehdt valamely egyenes, bn, asymptotikus vala-
mely mdsikhoz, am-hez: akkor ez is ||| amazhoz.»

207. o. Az Appendix 24. §-dnak végére vonatkozik Jénosnak kovet-
kez6 megjegyzése : |

«. .. ez azonban nem lehet nagyon feltind, ha visszaemlékeziink

‘arra, hogy ‘
oo Il 1424448
azonos
voidt14+24+4+8+16+32+---

-vel, habdr az alsé sor mindegyik tagja neégyszer akkora, mint a felsdé.
Ep gy
8-+16+32-+ 64
csak darabja az
1424448+

-nek és mégis a felsének minden tagja nyolezszor akkora mint az alséé.»

19%
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208—209. o. Az Appendix 26. §-dra vonatkozdlag megjegyezte Jénos :

«Méds bebizonyitds. A gombhdromszéghen eléfordulsé 6 szog
kéztil héromnak a 4R-hez valé ardnyai éltal a hdromszog nyilvan énmagé-
ban van meghatdrozva és e mellett X nem is keriil belé. Ebb6l kévetke-
zik, hogy a hdromszogben [barmely négy darab kozitt] fenndlld kapesolat
is fiiggetlen az X-t61 és minthogy [az oldalaknak és 4R-nek| ez a 3 arinya
ugyanazon szogek mellett megmarad, barhogyan is valasztjuk egymasutén
az X-et, jogunk van azt kovetkeztetni, hogy a gombhéromszéghen az X-re
vonatkoz6 barmely feltevés mellett levezetett kapcsolat foltétleniil is érvényes.
Amde, ha X=l1,

sin ac: sin b¢ = 1 : sin q,

és igy stb.»

Ezzel Gsszehasonlitandé Jdnosnak e konyv elsé részében a 148. o.
10—17. soraiban kinyomtiatott, Losarscmerskn 1. M. Geomelrische Unter-
suchungenjének 35. §-dra vonatkozé megjegyzése.

Mids helyen megemliti Jdnos, hogy a 26. §-ban hiba van, melyet
bizonyéra senki sem vett észre; ott ugyanis sin ac-16l, sin be-r6l van sz,
holott az illeté az 1 radiussal leirt fvek sinusai értenddk, igy tehdt vagy
annak kellene ott éllania, hogy oa =1, vagy pedig hogy az ac, bc fvek
oa-val elosztanddk ; v. ezt 0. I, 143. o 22—26. soraival.

212 o. Appendixz 30. §. Az L-nek Jénos dltal végrehajtott rektifikd-
czidja lényegében azon az dllitdson alapszik (14. s.), hogy

EL AT
2
ha y-—=0. Ez azt jelenti, hogy az L vonal esetében a hir (2y) és a
hozzdtartozoé iv (2r) hdnyadosa az 1 hatérértékhez kozeledik, ha a hur a 0
felé fogy. Ha erre nézve mem akarunk a szemléletre hivatkozni, tehdt j
axiémdt bevezetni, akkor a 30. § bebizonyitdsa kiegészftésre szorul (Scmur
kozleménye). E czélra mindenekel6tt a gorbe vonal hosszlisdgdnak azt az
brtelmezést haszndlhatnék fel, melyet a Tentamen nydjt. Kz igy hangzik
{Conspectus arithmeticee generalis, 37. §, IV, 1. pont, T. I, 255 o., Editio
secunda 288 0.): «Ha egyenest gorbe vonallal hasonlitunk o6ssze, a gorbe
vonal hossztsdga alatt értjitk azt a hatdrértéket, a mely felé (azoknak) a
haroknak osszege kozeledik (melyek a gérbének egyik végpontjatol a masikig
gy kovetkeznek egymédsra, hogy az utolsé hir végének kivételével, mindegyik-
nek vége a mdsiknak kezdete legyen), ha mindegyik hir -——=0... Be
kell tehdt bizonyitanunk, hogy van ilyen hatdrérték és hogy ez az egyetlen,
birhogyan is kozelednek az egyes hirok a 0-hoz» Kzutin (a 37. §, 1V,
7. pontjaban, 260—262 o, Hditio secunda 292—295 o.) meg van mutatva,
hogy az euklidikus geometria esetében bizonyos a gorbe vonalra vonatkozd
foltevések mellett miként lehet a kovetelt bebizohyité,st elvégezni, és igy
a goérbének hosszisdgat megdllapitani. B szerint tehdt ezt a bebizonyitist
az abszolut geometridba kellene dtvinnink és megmutatnunk, hogy az L



Jegyzetek a 208—214. oldalokhoz 293

vonal ezeknek a foltevéseknek megfelel, t. i. hogy minden pontjaban évin-
t6je van és hogy a vizsgilt pontok kozott gorbiiletének értelme nem
valtozik.

Figyelemre méltd, hogy Jénos mdr kordn foglalkozott a rektifikdezid

kérdésével. «Hogy itt véges hatdrérték van» — mondja egyik elGrehaladt
korabeli foljegyzésében — «mdr 30 évvel ezel6tt bizonyitottam be, mikor

Liserancendl Arcavepms alaptételét taldltam, ez pedig engem sehogyan sem
elégitett ki... Arcmmepes alaptétele, melynek elfogaddsdtol Liacrane® sem
idegenkedett, hogy t. i. a [gorbe vonal végpontjaiban htizott] két érintének
Osszege nagyobb a [két végpont kozott elterjedd] gérbe vonalndl, egydltald-
ban nem vildgos és mindaddig nem ér semmit, mig hatdrozottan és vild-
gosan nem adjuk értelmét annak, hogy mi a gorbe vonalnak hossziisiga.
Ha pedig ezt elére bocsatjuk, akkor Arcmmvepes tétele sehogyan sem sorolhaté
az alaptételek kozé, hanem tantélel, a bebizonyitasra szoruld tétel. A leg-
elsd, a kit6l a gorbe vonal hosszisdgdnak, valamint gérbe vonal &ltal hatd-
rolt felilet és gorbe feliiletek dltal hatdrolt térrészek nagysdgdmak helyes
magyardzatdt hallottam a Tenfaimen szerzéje volt, ki a 255, 256 oldalakon
mondja. . .»

Azt a tételt, hogy a htr és az {v hényadosa a zérus felé kozeledd
hiir esetében az 1 hatdrértékhez kozeledik, Porsson proébalta bebizonyitani
Méchanique, 2. éd., Paris 1833 cz. miivének 24—25. oldalain; bebizonyi-
tdsa azonban nem kielégito.

Van annak egyszert modja, hogy az L rektifikdczijéndl fellép6 min-
den nehézséget elkeriiljink. A derékszoglf hdromszég oldalai és szogei ko-
z6tt fenndlld kapesolat levezetésére, mely a 31. §-ban kovetkezik, ugyanis
nem sziikséges, hogy a sinus-tételt (31. §, I) kozvetetlensil a 25. §-bol
vezessiik le, hanem lehozhatjuk elimindezié tjén a II és III egyenletek-
bél, a melyeknek levezetésénél ninesen szitkségiink a kor keriletének
ismeretére.

213—214. o. Appendixz 31. §. Egy czédulin a Jénos elérehaladott
kordhol ered§ kovetkezs foljegyzést taldljuk : «Vajjon nem volna-e lehet-
séges a sik trigonometrigjat esupan a sikra szorftkozva levezetni a nélkiil,
hogy a t6bbi térbe kilépnénk?» Egy misik czéduldra irt foljegyzésében
azt dllitja, hogy ilyen levezetést talalt: «A tér a belsejében nagyon is sok
olyan kineset rejt, a melyet a felszinen haladé nem 14t meg sohasem. fgy
szarmazott az én felette fontos Appendicem ; bér kés6bb magam is feltaldl-
tam annak médjét, hogy a A -et pusztin a sikban vagy édltaldnosan vala-
mely egyenletes feliilethen vizsgdlva, kihozzam a A-tant.» Vajjon Jdnos ezt
valoban megtette-e, azt ne feszegessiik. A stk trigonometridjdnak levezeté-
sénél- Loparscrmrskis is térbeli vizsgélatokra tdmaszkodik; Gauvss hagya-
tékabol ellenben elékeriilt egy az 1840 6s 1846 kozti id6hol széirmazé fol-
Jegyzés, a melyben abbol a kévetelésbél kiindulva, hogy a sikban a végte-
len kicsinyben az euklidikus geometria érvényes, az abszolut geometridra
integrdezié tutjdn torténik kovetkeztetés (Werke, Bd. VIII, 255265 o.).
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Még 1900 eldtt, tehat mielétt Gavssnak emlitett foljegyzése nyilvanossdgra
keriilt, hasonlé médon jartak el Frye St. Marie (1831) és De ra Vanrie
Poussin (1895); 1. Encyklopddie der math. Wissenschaften, Bd. I1I, Teil 1,
44 o. Az abszolut trigonometridnak olyan levezetését, a melynél nem kell a
sikb6l kilépnink. LimBmann szolgdltatta, Lieipziger Berichte, 1907,
187—210. o.

231. o. 1. s. al.—232. o. 2. s. Jdnos dllitdsa kiegészitésre szorul, ha
valamely idomnak egy mdsikba valé geometriai dtalakitdsa alatt olyan
szerkesztést akarunk érteni, a mely csupdn egyenesek és cyclusok, azaz
korok, tovabbd paracyklusok és hypercyclusok segitségével viheté keresztiil.
Ha az adott m-szog szogeinek Osszegét s-sel jeldljiik, akkor teriilete

[(m—2) m—s] 3%;

ha tovdbbd a jelenti azt a széget, melyet valamely szabdlyos i-szog két
oldala alkot, akkor ennek teriilete

[(n—2) =—na] 2.
Annak feltétele, hogy e kettének teriilete egyenld, a kovetkezo :
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tehdt lehetségesnek kell lennie, hogy s—mm-t geometriai uton tud-

juk 7 egyenl§ részre felosztani., Erre dltaldnossighan nem elegends, ha

n a Gauvss-féle alakot mutatja, mert ekkor a szog 6s egyuttal ennek
m-szerese megszerkesztheté ugyan geometriai uton, de hétramarad még az
% szog szerkesztése. Ha s tetszés szerinti, akkor erre szitkséges, hogy n
a 2-nek hatvinya legyen; ekkor pedig a Gauss-féle alak ald esik. Ha
azonban n nem hatvinya a 2-nek, az % szognek és épenséggel az s s70g-
nek geometriai tton szerkeszthetének, tehdt
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-nek kell lennie, hol h, és n, viszonylagos torzsszamok és n, a Gavss-féle
alak ald tartozik. Ekkor
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hol sziikséges, hogy a h és v egész szdmok viszonylagos torzsszdmok
legyenek és a wn, szdm a Gauss-féle alak ald tartozzék (Rirmy Mor
1903. évbeli kézlése ; 1. Rirmy Mér, Borvar Janos «Ujj, mdas vildganak»
ismerletése, Mathematikai és Physikai Lapok 12 k (1903),
319—320. o.).



Jegyzetek a 231—238. oldalokhoz 295

939-—949. o. Ertekezés a képzeles mennyisécekrsl. V. 6. I, 121—
130. oldalaival.

245—246. o. Ertekezés a képzeles mennyiségekrdl, 9. §. V. 6. I,
100—105. oldalaival.

9253—9288. 0. A tér tudomdanya 1855-b6l. V. 6. I, 176 —181. oldalaival.

259. 0. 15—19. s. A tér tudomdnya, Alapvetés, 23. §, Megjegyzés.
Az eredeti szoveg a kovetkezd :

«BEs 1aft sich schon hier zeigen, dafl keine drei Punkle pxqxt eines
(O abc in einer Geraden seien, ausgenommen wenn () pabq sowohl als
() pabr einer gewissen Anzahl Tels von %O abc gleich ist. . .

A fordité Kurscmir Jozsef tandcsdra tekintettel a § utolsé bekezdésé-
ben kimondott eredményre ettél a szévegtol eltér.
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