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BEVEZETES

A dolgozatban véges dimenzids algebrakkal kapcsolatos
algoritmikus problémakkal foglalkozunk. Kiindulépontunk a véges
dimenzids asszociativ algebrak - altalaban Wedderburn nevével
fémjelzett - struktura elmélete. Ez az elmélet Weierstrass,
Dedekind, Molien, E. Cartan, Peirce, Frobenius és Wedderburn
munkassaga nyoman keletkezett a mult szdzad hatvanas éveitél e
szdzad els6 évtizedéig terjed6 id6szakban ( Andrunakievics -
Rjabuhin (AR) szamos a problémakor torténetére vonatkozé
megjegyzést tartalmaz).

Kialakult tobbek kozott a radikal (mint maximalis nilpotens
idedl) és a fTéligegyszeru algebra fogalma. Wedderburn (WE) 1909-
ban bizonyitotta, hogy egy tetsz6leges test feletti véges
dimenziods féligegyszeru. asszociativ algebra eléall teljes
matrixalgebrak direkt o6sszegeként.

Egyik f6 célunk a fenti elmélet egy algoritmikus valtozatanak
kidolgozasa arra az esetre, amikor az F alaptest véges test vagy
algebrai szamtest. A probléma a kodvetkez§; tegyik fel, hogy adott
egy az F test feletti A asszociativ algebra? hatarozzuk meg a
radikadljat, majd keressik meg a radikal szerinti faktor minimalis

idealjait.

Az ensf fejezetben a gyakran hasznalt algebrai és
szamitaselméleti Tfogalmakat és eredményeket foglaljuk Ossze.
A masodik fejezetben a radikal meghatarozasaval foglalkozunk. Ez

a probléma nulla karakterisztikaju, testek feletti algebrak esetén
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kénnyen elintézhet6 Dickson (DI) egy tételének segitségével, ami
a radikalt lényegében egy linearis egyenletrendszerrel jellemzi.
A véges esetben a Dickson féle Tfeltétel nem elégséges. A
fejezetben egy ilj, algoritmikusan kezelhet6 definiciét adunk a
GF(p) primtest feletti véges asszociativ algebrak radikaljara.
Definialni fogjuk az A algebra Lj,1n,...,1 idedaljainak egy

rovid leszallé lancat melyre I_"~=A és I”™ az A radikalja égy, hogy

I. ismeretében I . hatékonyan megtalalhat6. Ezzel egy polinom
J J
idej. algoritmus adodik véges algebrak radikal janak
meghat aroz asara.

Az eredmény alkalmazhaté Lie algebrak ni lradikaljanak és
feloldhaté radikaljanak megkeresésére 1is. Jacobson (JA) egy
tételét hasznalva a Lie algebrak nilradikaljanak meghatarozasa
visszavezethetd egy asszociativ algebra radikal janak
megkeresésére. A véges esetben egy nilradikal algoritmusbol
kénnyen kaphatunk egy médszert a feloldhato radikal
kiszamitasara. Nulla karakterisztikdju. test felett Beck, Kolman
és Stewart (BKS) adtak hatékony algoritmust a feloldhaté radikal
el6allitasara.

A harmadik fejezetben féligegyszerli. asszociativ algebrakkal
foglalkozunk. Célunk az ilyen algebrak minimalis idealjainak a
megtalaldsa. Ez a probléma szoros kapcsolatban van az algebrai
algoritmusok egyik centralis problémajaval, a pol inomok
faktorizacid6javal. Legyen ugyanis fEFIX], f:fJL-..fr. ahol az fI
polinomok irreducibilisek F felett és paronként relativ primek.
Ekkor a kinai maradéktétel szerint az FIx]/(f) algebra eldéall
mint az FCx1/(f.) algebrak direkt Osszege. A minimalis idealok
tehat f irreducibilis tényez6inek felelnek meg, vagyis a
minimalis idealok megkeresésének problémaja lényegében a polinom
faktorizacid altaldnositasanak tekinthetd.

A véges esetre Friedl (FR) adott algoritmust. Ezt a médszert
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altalanositjuk algebrai szamtestek Tfeletti algebrakra. A 6
nehézséget az eredmények novekedésének problémaja okozza. Ennek
kezelésére egy tisztan algebrai eredményt bizonyitunk, miszerint
a centralis idempotensek mérete (a leirasukhoz szilkséges bitek
szama) polinomidlis korlat alatt marad (3.4. Kovetkezmény).

A fejezet O eredménye a 3.9. Tétel: a Q feletti féligegyszerl
asszociativ algebrak minimalis idealjai polinom id6ben
megtalalhatok.

A médszer egyik kulcslépése nulloszték keresése kommutativ
algebrékban. Ezt a feladatot vizsgaljuk altalanosabban a negyedik
fejezetben. A probléma tehat az, hogy egy adott A algebraban
talaljunk nul losztékat (vagy bizonyitsuk, hogy A
nullosztémentes). Az el6z6 két fejezet eredményei szerint
elegendd a problémat egyszer(ii algebrak esetén vizsgalni.

A 4. fejezetben a véges esetet vesszik szemiugyre. A 6 eredmény a
4.7. Tétel: a nulloszté probléma véges algebrak esetén
polinomialis transzformacié erejéig ugyanabban a bonyolultsagi
osztalyban van mint az alaptest feletti polinomok
faktorizacidéjanak problémaja.

A moédszer alapgondolata Wedderburn véges testekrél szo6lo
tételének egy Hersteintol (®) 3.1.1. Tétel) szarmazo
bizonyitasdbol ered. Ez a bizonyitas egy az indirekt feltevés
szerint létez6 véges ferdetestb6l indul ki, melyben végul

kimutatja nullosztok létezését. A gondolatmenet tdbb konstruktiv

Otletet tartalmaz. Ezeket sikerul teljes matrixalgebrakra
adaptalni. A bizonyitas tisztan egzisztencialis Iépéseit
konstrukciokkal helyettesitjik. A lineéaris algebrai jellegdl,

lIépések mellett meg kell oldanunk bizonyos norma egyenleteket is.
Az otodik fejezetben a véges testek feletti nulloszté algoritmus
alkalmazéasaival foglalkozunk. A 2. és 3. fejezet eredményei

szerint el tudjuk doénteni hogy az F véges test feletti A algebra
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izomorf-e az M (F) teljes matrixalgebraval. A nullosztoé
algoritmust alkalmazva egy ilyen izomorfizmus explicite megadhaté
(5.2. Tétel). Egy explicit izomorfizmus azért hasznos, mert Mn(F)
szokasos megadasa (mint n-szer n-es matrixok algebraja) igen jol
kezelhetd, példaul kdnnyen felbonthaté minimalis balidealok
direkt Osszegére. gy tetsz6leges véges Téligegyszerd. algebrat
fel tudunk bontani minimalis balidealok direkt 0Osszegére.
Egy szorosan kapcsoldédé masik alkalmazds az invarians altér
probléma: adott egy V véges vektortér és V linearis
transzformacidinak egy véges S halmaza; a feladat az, hogy
talaljunk nemtrivialis, az S elemeinek hatasara invarians alteret
V-ben. Ez a probléma is a polinom faktorizacéoval azonos
bonyolultsagu. (5.4. Tétel), igy példaul megoldhaté polinom ideji
Las Vegas moédszerrel. Az invarians altér problémara adott
médszert kiterjesztjik tetsz6leges véges Téligegyszerdo algebra
feletti véges modulusokra: ezek hatékonyan Tfelbonthaték egyszerd,
modulusok direkt Osszegére.
Végul egy permutaciocsoportokkal kapcsolatos alkalmazassal
foglalkozunk. A kodvetkez6 problémat W. M. Kantor vetette fel.
Legyen G egy n-edfoklu permutaciécsoport és K<H normalosztdi G-nek
ugy, hogy H/K elemi Abel p-csoport valamilyen p primre. A G,K,H
csoportok egy-egy erfs generatorrendszerrel (rl. Luks (U))
vannak megadva. . A feladat az, hogy talaljunk minimalis, a K<L<H
feltételeknek elegettevé G-beli normalosztot.
A feladat konnyen visszavezethetd a p elemi test feletti
invarians altér problémara. Mivel p szikségképpen kicsi az input
méretéhez képest, a Feladatra determinisztikus polinom idejl
médszer adédik (5.6. Kovetkezmény) .
A Db8todi_k fejezetben a racionalis test feletti nulloszto
problémaval  foglalkozunk. Itt a feladat a véges esetnél joval

nehezebbnek (nagyobb bonyolultsagunak) tinik. A fejezetben a
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legkisebb nemtrivialis esetet targyaljuk, amikor A centralis
egyszeri 0O Telett és dimQA=4. Ismeretes, hogy ekkor A vagy
ferdetest, vagy izomorf az M?(Q> teljes matrixalgebraval. A
kvaternidalgebrak néhany tulajdonsagat hasznalva megmutatjuk,
hogy a nulloszté problémanak ez az esete (6-1. Probléma)
ekvivalens (Karp értelemben) egy szamelméleti kérdéssel: bizonyos
haromvaltozés kvadratikus diofantikus egyenletek nemtrivialis
megoldasanak létezésével (6.2. Probléma).
Az ekvivalencia bizonyitasdhoz polinom idej(i algoritmust adunk az
A algebra egy kvaternidalgebra reprezentaci6janak megkeresésére
(6.2. Tétel). Az ekvivalencia kovetkezményeként adédik, hogy a
nulloszté problémanak ez az esete az NP A\ co-NP bonyolultsagi
osztalyba tartozik és hogy nem nehezebb, mint az egész szamok
primtényezés felbontasanak feladata.
A Tejezet hatralev6é részében a probléma nehézségét szeretnénk
illusztralni azzal, hogy a 6.1. Problémara redukalunk egy a
szakmai kozvélemény altal nehéznek tekintett masik feladatot, a
kvadratikus maradék problémat (6.11. Tétel). Ez az eredmény
feltételes. Feltesszik, hogy a Riemann sejtés igaz az algebrai
szamtestek Dedekind féle dzetafiggvényeire. Ezzel a feltétellel
Lagarias és 0Odlyzko (LO) bizonyitottak a Csebotarjev Sirilségi
Tétel egy 1igen er6s valtozatat. A Lagarias - Gdlyzko tételt
alkalmas testre alkalmazva adodik, hogy egy viszonylag rovid
intervallumban is sok olyan 4k+1 alaki, r prim van mely a modulo
n kvadratikus maradékok csoportja szerint egy el6re megadott
mellékosztalyba esik (6.9. Kovetkezmény). Ezt a (feltételes)
eredményt hasznalva egy randomizalt redukciét adunk.
A redukci6é (feltételes) kovetkezménye, hogy a nulloszto probléma
G felett legaldbb olyan nehéz mint a négyzetmentes egész szamok
primtényez6inek megkeresése.

A hetedik fejezetben visszatérink az alapokhoz. A terilet talan
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legfontosabb nyitott kérdésével» a véges testek feletti
polinomfaktorizaciéval kapcsolatban bizonyltunk néhany eredményt.

A fejezet fT6 eredménye a kévetkezd:

7.1. Tétel Legyen FEGF(p)Cx] egy polinom, melynek gydkei a
primtesteben vannak. Legyen r az n=deg(f)>l egy primosztdja.
Tegyik fel tovabba» hogy a GF(p) feletti r-edik korosztasi test
és ebb6l egy r-edik nemmaradék adottak. Ekkor f felbonthaté két
nem allando tényez§ szorzatara egy determinisztikus
algoritmussal, melynek a futasi ideje polinomidlis az nf és log p

paraméter ekben.

A fenti eredményb6l kovetkezik példaul, hogy ha p 4k+3 alaki, prim
és T egy a tétel feltételének eleget tev6é paros fokit polinom,
akkor polinom id6ben talalhatunk f-nek egy nemtrivialis osztéjat.
A Riemann sejtés egy altalanositasat feltételezve Huang (H2)
determinisztikus polinom idejld algoritmust adott a korosztasi
testek konstrukcidjara és bennik r-edik nemmaradék keresésére.
Huang eredményét hasznalva polinom idejl algoritmust adunk a
korlatos sok irreducibilis tényezére boml o6 pol inomok
faktorizaladsara (7.3. Kovetkezmény).

A 7.1 Tétel bizonyitasa és a mogotte levé algoritmus

multi linearis algebrai jelleg(.

Készénetnyi Ivanitas

Szeretnék koszonetét mondani Dr. Babai Laszlénak, aki szamos
értékes tanaccsal, utmutatassal segitette munkamat. O iranyitotta
a fFigyelmemet az algebrédkkal kapcsolatos algoritmikus kérdésekre
és az altala vezetett szeminariumon tanultam meg a
szamitaselmélet alapjait.

Koszbnettel tartozom Dr. Demetrovics Janosnak és az 4altala

vezetett kollektivanak, akiknek tamogatasa és segitdokészsége
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szamomra lehet6séget biztositott a kutatémunkahoz.
Végul szeretném megkodszonni  feleségemnek, Martinak azt az

aldozatkészséget, batoritast és tamogatast, amit munkam soran

nylujtott.



1. FOGALMAK, ELOKESZULETEK

A fejezetben roviden ismertetjik a gyakran hasznalt fogalmakat,

jeloléseket, eredményeket.

1.1. Véges dimenzids algebrak

Legyen A egy az F test feletti vektortér. Tegyik fel, hogy az A
alaphalmazan (amit szintén A-val jelolink) értelemezett egy
binaris F-bilinearis operacio #. Ekkor a vektortér miveletekkel
és a fenti 'szorzassal" ellatott A-t az F test feletti algebranak:
nevezzik.

A szokasos médon értelmezhetjik a részalqebra, ideal,
homgmgr fi_zmu5, faktoralgebra fogalmakat. Az A algebra F test
feletti dimenzidja dinyA az A-nak mint F feletti vektortérnek a
dimenzidja. A disszertacioban kizarodlag véges dimenzids
algébrakkal Tfoglalkozunk.

Ha a * szorzas asszociativ, vagyis x*(y*z)=(x*y)*z teljesil
minden A-beli x,y,z elemharmasra, akkor A egy asszociativ
algebra.

Az alabbiakban néhany asszociativ algebrakkal (réviden:
algebrakkal) kapcsolatos Tfogalmat, eredményt tekintink &at. A
részleteket illetéen Jacobson (JAC), Herstein (H), Drozd -
Kirivenko (DK) és Pierce (P) munkdira hivatkozunk. Az egyszer(iség
kedvéért két elem szorzatara x#y helyett az xy  jeldlést
alkalmazzuk. Az A asszociativ algebra egyszer(i, ha csak trivialis

ideadljai vannak (ezek (0) és A maga) és AA=A teljesul.
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Reprezentéacio Tétel Dbizonyitasihoz elég az A egységelems
bévitésének» illetve A-nak maginak a regularis reprezentacigjat
venni (utébbit akkor ha A egységelemes).
Az A algebra nullatol kulonb6zé x eleme nulloszt6é» ha van olyan
nullatél kulonb6zé y eleme A-nak, hogy xy=0. Ebben az esetben x,y
egy nul._losztbgar.
Az A algebra x eleme nilpotens» ha x™=0 teljesul alkalmas m
természetes szamra. Az x elem er6sen nilpotens eleme A-nak, ha xy
nillpotens minden y”~A-ra. Az er@6sen nilpotens elemek halmaza
Rad(A) egy 1ideal A-ban, az A radi_kal_ja. Az A algebra
féligegyszerit ha Rad(A)=(0).- Konnyti  latni, hogy A/Rad(A)
féligegyszer6. algebra. Féligegyszerd. algebrakra egy 1igen erés

struktiratétel érvényes.

Wedderburn - Artin struktiratétel Legyen A egy véges dimenzios
féligegyszer6. algebra az F test felett. Ekkor A eléall egyszeril
algebrak direkt Osszegeként:

A=AJ+A,>. . mHAI<
ahol Aj,...,A" az A algebra o6sszes minimalis idealjai. Ezen Tfelul
A. izomorf egy M _(F.) alaku teljes matrixalgebraval, ahol F. egy

i
az F-et a centrumaban tartalmazé nem feltétlenil kommutativ test.

Legyen A egy asszociativ algebra, B egy egységelemes
részalgebraja és legyen b a B egy eleme. Legyen tovabba L egy az
F-et a centrumdban tartalmazé részteste B-nek. A b elem B-beli L
feletti minimalpolinomja f D . az a legkisebb foka normalt L-
beli egyltthatés polinom, melynek b gydke. A fenti polinom L-tél
valé fiuggése vilagos, de figg B-t6l is, hiszen kildénbdz6
részalgebrak egységelemei  lehetnek ki 16nb6z6k .- Ha fb,o,L

felbonthaté az L test felett nem allandé tényez6k szorzatara,

mondjuk f& ~ L~-gh akkor vilagos, hogy g(b) és h@®) egy
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nullosztéopar. Ennél tobb is igaz® ha A kommutativ és g és h
relativ primek. A k6vetkezé allitas egyszeril szamoléassal

igazolhatd és a bizonyitast mell6zzik.

1.1. Lemma Legyen A egy az F test Tfeletti egységeiemes kommutativ
algebra és legyen b az A algebranak egy olyan eleme» melyre
fi * =gh ahol g,hf Fis] és gcd(g,h)=1. Ekkor A felbonthaté az
:=g(b)A és J:=h(b)A idealok direkt Osszegére. Az | és J idealok

szintén egységelemesek.

Legyen most A féligegyszer6. kommutativ algebra az F test felett,
ahol F vagy véges vagy algebrai szamtest. Legyen az A algebra
Wedderburn - Artin tétel szerinti direkt felbontasa

A:A1+---+Ak.-
Az AT idealok ekkor kommutativ testek. Tetsz6leges A-beli b elem
egyértel mién eldgall

b=b. RS +bk
alakban, ahol b. ¢A., i=1,...,k. A kovetkezdé lemma segitségével
kapcsolat teremthetd polinomok faktorizacidja illetve algebrak

Wedderburn - Artin Tfelbontasa kozott. Az allitasok jol ismert

tények, ezért a bizonyitast elhagyjuk.

1.2. Lemma Legyen piFCx] és legyenek F, A, b, b* a fentiek.
lIgazak az aléabbiak:

1. fb,/i,E Icm(Lbj-RAE))""T'H-.—,AjuE/.

2. Az A p polinomnak nincs tobbszorés gyoke (semmilyen F-et
tartalmaz6 testben).

3. A p(b.) elem akkor és csak akkor nem nulla, ha a p(b)A ideéal

tartalmazza az A.I, idealt.

Szikségink lesz néhany Lie algebrakkal kapcsolatos tényre is. A
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felsorolt eredmények megtalalhatok Jacobson (JA) illetve
Humphreys (HU) munkaiban.
A szorzas jeldlésére * helyett a szokasosabb C ] jelolést
hasznaljuk. Emlékeztetink, hogy az F test feletti L algebra egy
Lie algebra , ha a '"szorzasra" teljesiilnek a k&vetkezbk:
1. Ixx]=0 az L minden x elemére.

2. Ctxy]z]+CCyz]x] +1Czx3y]=0 minden X, y, z£ | esetén.

Az L Lie algebra kommutator sora a k&évetkezd ideal lanc:

Leow, - . L9 ciym s

Az L Lie algebra feloldhaté, ha L<n>=(0), valamely n természetes
szamra. Ismert, hogy ha L egy véges dimenzids Lie algebra az F
test felett, akkor L-ben egyetlen maximalis feloldhaté ideal van.
Ez az R(L) idedl az L algebra (feloldhatd) radikalja.

Hasonléan, definialjuk az L leszall6é centralis lancat a

kévetkez6képpen:

B0 Lymmmfr "5 Frp 1Ta

Az L algebra nilpotens, ha Lh=(0) valamely n természetes szamra.
Az L algebraban egyetlen maximalis nilpotens ideal van. Ez az
N(L) ideal az L nHradikalja.

Példa. Legyenek A,B € kKMF) és legyen CABI:=AB-BA (vagyis az

additiv kommutator). Belathato, hogy erre az operaciora
teljesilnek az 1.-2. kikotések, tehat ha L az kMF) egy
tetsz6leges olyan altere, mely zart al I operéacidéra, akkor L egy
Lie algebra. Az igy ad6dé Lie algebrakat linearis Lie algebraknak
nevezzik.

A reguléaris reprezentaciohoz hasonléan Lie algebrak esetén is
van egy kényelmes és hasznos modszer, mellyel tetsz6leges Lie
algebra reprezentalhaté linearis Lie algebraként (bar ez a
reprezentacié altaldban nem hliséges). Tetsz6leges x £ L esetén

tegyen ad(x):L+L az a linearis transzformacio, melyre
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ad(x)y:=Cxy] minden L-beli y elemre.
Az x-»ad(xX) megfeleltetés egy Lie algebra homomorfizmus. A képként
addédo linearis Lie algebra ad(L) az L ad.iungalt reprezentacidja.
Megemlitjuk itt, hogy Ado és lIwasawa egy mély eredménye szerint (
Jacobson, loc. cit. Chapter 6) tetsz6leges véges dimenzids Lie

algebra izomorf egy linearis Lie algebraval. Nekink itt az

adjungalt reprezentacid is elegend6 lesz.

1.2. Algoritmusok.

Ebben a részben a legfontosabb algoritmikus segédeszkdzoket
tekintjuk &at. El8szor az inputtal foglalkozunk.

Racionalis szamokat, vektorokat, matrixokat polinomokat illetve
mod n maradékosztalyokat, vektorokat, matrixokat, polinomokat a
szokasos binaris kodolasban tekintjik. igy példaul az n egész
szam hossza 1+ |log-~Qr™1 )], egy mod m maradékosztaly hossza
JlogMim+1 )L Ez a definicido azutan Kkiterjeszthet§ Osszetett
objektumokra: o©sszeadjuk a benne szerepld "részek" hosszat.

Ha F egy véges test, vagy algebrai szamtest, akkor F megadhato
egy a P primtest feletti irreducibilis polinammal (egy olyan a
elem P feletti f fopolinomjaval, melyre F=P(a)>. Ekkor az F
elemei a testelméletbdl jol ismert médon reprezentalhaté6k mint
mod f polinomok.

Egy az F test feletti (asszociativ vagy Lie) algebrat megadhatunk
gy, hogy megadjuk az F testet és az A algebra (valamely F
feletti bazisra vonatkozd) struktl.rakgnstansait: ha a”,...ta egy
F feletti bazisa A-nak, akkor a disztributiv szabaly szerint
tetsz6leges szorzatot megkaphatunk, ha ismerjik az a.#a . alaki
szorzatokat. Fejezzik ki ezeket, mint az a,i,...,a,K elemek
linear is kombi nacioit.

a.#a_—c.__,a. o ,
1§ igri ijn n
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és C'l'j'kK F. A C'l'jk

egyltthaték a fenti bazisra vonatkozo
struktiurakonstansok. Megjegyezzuk még, hogy az F test
fopolinominal valé megadasa lényegében tekintheté az F mint P-

algebra struktirakonstansokkal valé megadasanak.

Egy algoritmus bonyolultsagan az elvégzéséhez szikséges bit
miveletek szamat értjuk.

Algoritmusaink bonyolultsagat, illetSen altaldban csak az érdekel
benniinket, hogy polinomkorlatosak-e az input hosszaban. Ezért nem
foglalkozunk pontos korlatokkal a felhasznalt médszerek esetében
sem.

Polinorn idejd algoritmusok ismeretesek (Knuth (9] Gjabb
eredményekre nézve Lagarias (L)) az alapvetdé 'szeminumerikus"
feladatokra: primtestekbeli Osszeadasra , szorzasra, osztasra;
primtestek feletti polinomok. Osszeadasara, szorzasara. Ezek a
médszerek kiulondsebb nehézség nélkil altalanosithatéok primtestek
véges bévitéseire, illetve ezek feletti véges dimenzids
algebrakra (az osztas persze csak akkor ha értelmes).

Egész szamok legnagyobb kdz6s osztdja hatékonyan meghatarozhato
az euklideszi algoritmus kiulénféle valtozataival (Knuth (),
Schénhage (SCHO)).

A dolgozatban igen fontos szerepet jatszanak a szébanforgd testek
feletti polinomok faktorizalasara szolgalé moédszerek. Véges
testek feletti polinomok faktorizalasara Berlekamp ((BD), (W\),
(K)) adott determinisztikus médszert. Ez sajnos nem polinorn idejl
médszer. Az eljaras futasi ideje polinomidlisan fligg ugyan a
szbbanforgé f £ Ffx3 polinorn fokatél és az F testnek a GF(p)
primtest feletti fokatdl, de a primtest karakterisztikajatol is
(ezzel szemben az input hossza O(deg(f)log q), ahol q az F
elemszama). Berlekamp modszerét a 7. fejezetben vazolni fogjuk.

Még masodfoklu, polinomokra sem ismeretes determinisztikus polinorn
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Még masodfokl polinomokra sem ismeretes determinisztikus polinom
ideju algoritmus. Itt azonban meg kell emliteni egy izgalmas Uj
eredményt. Schoof (SCH) talalt egy polinom ideju algoritmust
véges elliptikus csoportok rendjének meghatarozasara (kicsit
pontosabban: egy F véges test feletti Weierstrass normalformaban
(Silverman (SD) adott elliptikus gorbe F felett racionalis
pontjainak a szamat tudja kiszamitani). Ennek a modszernek a
melléktermékeként az x =a(mod p) kongruenciat meg tudja oldani
Q((Jad+log p)L) idében -p<a<p, ha létezik egész megoldas.

Ha véletlen [1épéseket 1is megengedink, akkor a véges testek
feletti polinom faktorizacié problémaja mar kezelhet6. Berlekamp
(B2) talalt polinom ideju Las Vegas médszert a problémara. Las
Vegas algoritmuson olyan randomizaciét is hasznalé modszert
értink, amely tetsz6leges inputra vagy helyes eredményt ad, vagy,
kis valészinlséggel ‘'bejelenti”™ hogy nem tudta megoldani a
feladatot (tehat sohasem ad inkorrekt eredményt). A Las Vegas
médszer fogalma Babai Laszl6tol szarmazik (BA).

Tovabbi Las Vegas modszereket illetve ezekhez fiiz6d6 eredményeket
talalhat az olvas6 a Ben-Or (BG), Camion (CA), Cantor
Zassenhaus (CZ) és Rabin (RA1) dolgozatokban.

A fenti Las Vegas modszerek igen hatékonyak, tehat a probléma
gyakorlati szempontb6l megoldottnak tekinthetd.

A racionalis test feletti polinomok faktorizalasanak problémaja
régota foglalkoztatja a kutatokat. Az els6 mddszerek Gauss, Abel
és  Kronecker nevéhez f(iz6dnek (@ probléma  torténetével
kapcsolatos megjegyzések talalhatok (K)-ban). Ezek a médszerek
azonban exponencialis bonyolultsagiak. Polinom idejl algoritmus
létezése egészen 1982-ig nem volt ismert. A nagy attorés A._K.
Lenstra, H.W. Lenstra és Lovasz Laszl6é (LLL) nevéhez fliz6dik.

Berlekamp determinisztikus modszerét és a Hensel lemmat hasznalva

visszavezették a problémat egy geometriai kérdésre: rovid vektor
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keresésére egy racsban. Utdébbi problémara és igy a Taktorizacio
problémajara polinom idejli moédszert adtak. Ezt a médszert azutéan
tobben egymastol figgetlenil Kkiterjesztették algebrai szamtestek
feletti polinomok felbontasara: Chistov - Grigoryev (CG) - o6k
valdjaban tetsz6leges nulla karakterisztikaju globalis testre
megoldjak a problémat, Landau (LA), Lenstra (LE).

Gyakran lesz szikségink linearis egyenletrendszerek megoldasara
is. Véges testek Tfelett minden probléma nélkiul alkalmazhaték a
linearis algebra elemeib6l megismert moédszerek. A végtelen
esetben mar gondosabban kell eljarni: ugyelni kell arra, hogy a
szamitasok soran adédd részeredmények hossza ne novekedjen
tiulsagosan. A racionalis test feletti linearis egyenletrendszerek
megoldasara Frumkin (FRU), majd Kannan és Bachem (KB) adtak
polinom idejd algoritmust; utébbit Chou és Collins éCC) tobb
részletet illetben megjavitottak. A modszer kénnyen

kiterjeszthet6 tetsz6leges algebrai szamtestre.

Linearis egyenletrendszerek megoldasaval szamos felmerild
részfeladat kezelhet§. Ilyenek pédaul: alterek metszetének
meghatarozasa, minimalpol inomok (f alak( polinomok)

meghatarozasa, faktoralgebra, generalt részalgebra (balideal,
ideal) meghatarozasa, egységelem keresése algebrakban és
polinomok legnagyobb k&zds osztdjanak a kiszamitasa.

Megjegyezziik még, hogy az alabbi matrixokkal kapcsolatos
feladatok szintén kezelheték polinom id6ben: matrixok Osszeadasa,
szorzdsa, a rang a képtér és a mag meghatarozasa és a
karakterisztikus polinom kiszamitasa.

Végezetiul megemlitjik, hogy tetsz6leges A véges asszociativ
algebra/b6A és n természetes szam esetén bn kiszamithaté polinom
idében. A 'gyors" modulo m hatvanyozas otlete (lasd pl. Lagarias

(L Proposition 3.7) minden nehézség nélkul atvihetd.

A szamitaselmélet altalunk hasznalt alapfogalmait (pl. NP, co-NP,
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Turing redukcié, Karp redukcié) illetéen a Garey - Johnson (GJ),
Hopcroft - Ullrfian (HUD munkakra hivatkozunk.

Algoritmusaink leirasakor néhany esetben Dijkstra - Gries (D),
(GR) stilustu, annotacidét hasznalunk. Ezek olyan zardjelbe tett
allitasok, melyek az algoritmus "valtozoi" kozotti
oOsszefluggéseket mondanak ki. Ha a vezérlés egy ilyen allitashoz
érkezik, akkor annak igaznak kell lennie. Bizonyos esetekben a
médszer helyességének bizonyitdsa az annotacid helyességének

bizonyitasaval egyenértéki.



2. A RADIKAL KISZAMITASA

Ebben a részben a Jacobson radikal meghatarozasaval foglalkozunk
az (FR) dolgozat alapjan. Ez, mint latni fogjuk, viszonylag
egyszer(i, nulla karakterisztikaju, test felett. Dickson egy tételét
hasznalva a probléma lényegében egy linearis egyenletrendszer
megoldasara vezethetd vissza. A véges eset nehezebb. A fejezet T6
célja, hogy egy algoritmikusan kezelhetd§ definicidt adjunk véges
algebréak radikaljara.

A Tejezet végén Lie algebrédk feloldhaté radikaljanak illetve
nilradikal janak kiszamitasaval foglalkozunk. Nulla
karakterisztikaju test feletti Lie algebrak esetére Beck, Kolman
és Stewart (BKS) talaltak polinomialis bonyolultsagi algoritmust.
A véges esetben visszavezetjik a problémat asszociativ algebrak
radikaljanak megkeresésére, igy megmutatjuk , hogy ezek a

problémak is polinomialis bonyolultsaguak.

A probléma amit elészor vizsgalunk, a kovetkez6: Adott egy véges
dimenzidés asszociativ algebra A az F test felett, F véges
algebrai bévitése a P primtestnek. Mind F a P felett, mind A az F
felett egy-egy bazis és struktira konstansok segitségével van
megadva. Ez a probléma inputja. A feladat az, hogy talaljunk
Rad(A)-nak egy bazisat az F test felett.

A probléma kodnnyen visszavezethet6 arra az esetre, amikor F=P. Ha
ugyanis d az F dimenzidja P felett és n az A dimenzidja F felett,
akkor A Tfelfoghaté egy nd dimenziés algebranak P felett.
Masfel6l, a radikal, mint az er6sen nilpotens elemek halmaza, nem

fligg az alaptestt6l. A kovetkez6kben tehat feltesszik hogy F=P.
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Tovabbi egyszerlsitést érhetink el azzal, hogy matrix algebrakra
szoritkozunk. Ez, hasznalva a regularis reprezentaciot, illetve
ait, hogy egy ilyen reprezentaciot hatékonyan kaphatunk a bazis
és struktirakonstansok segitségvel megadott inputhol, nem

jelenti az altalanossag korlatozasat.

2.1. A racionalis eset.

Itt a problémat konnyen elintézhetjik Dicksonnak egy a

matrixalgebrak radikaljat leirdo tételével.

2.1. Tétel ( Dickson (DI), 106-108.0.) Legyen A egy matrixalgebra
az F test felett és tegyik fel hogy charF=0. Ekkor

Rad(A)=£ Xx£A ; Tr(xy)=0 minden A-beli y elemre }.

Mivel a nyom egy F-linearis flggvény, rogton adédik a

2.2. Kovetkézaény. Legyen A egy matrix algebra az F test felett
és tegyiuk fel hogy charF=0. Legyen tovéabba a”™,...,a egy bazisa
Anak. az F test felett. Ekkor

Rad(A)=:( xFA ; Tr(xa )=0 i=l,...,n ).

A fenti kovetkezményb6l latszik, hogy Rad(AJ leirhaté egy F
feletti linearis egyenletrendszer segitségével. Ehhez elegend§ az
x elemet felirni az an,...,a" elemek hatarozatlan egyltthatos
linearis kombinacidjaként.

Megemlitjuk, hogy Drazin (DR) a nyom és az algebrai tulajdonsagok
kozotti tovabbi oOsszefiiggéseket targyal nulla karakterisztikaju,

testek Tfeletti algebrak esetén.

2.2. A véges eset.
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Legyen p egy primszam, F=GF(p) ¢és tegyuk Tfel, hogy A az
MA(p):=M (B egy részalgebraja melyre dinyA=n vagy n-1 (a
regularis reprezentacidval adodé részalgebrakra ez teljesil).
Definialjuk az | természetes szamot a kévetkez6

egyenlétlenségekkel : p*"<ngp*"+1.

Jelolje B az AU CI) mAtrixhalmazt, ahol 1 az egységelemét
jeloli.

A célunk az hogy definidljuk A idealjainak egy |1 «»lq,— ,I0
valamint fuggvényeknek egy GF(p) sorozatat a kovetkezd
tulajdonsagokkal :

1. 1 =A és It=Rad(A).

2. g- linearis figgvény az 1._j idealon, i=0,...,1.

3. II.:C x€|.|,_|, : gl(xy)zo minden y€B-re }.

4. g. ) kiszamithato polinom id6ben tetszéleges A-beli x elemre
(vagyis a bonyolultsaga felilr6l becsilhet log (p) és n egy

polinomjaval).

A fentiekb6l rogton addédik, hogy ha ismerjuk 1.~ egy bazisat,
akkor 1~ egy béazisa megkaphaté®™ egy GF(p) Teletti linearis
egyenletrendszer megoldasaval. Az egyenletrendszer egyltthatoi
polinom id6ben meghatarozhaték a g. figgvények tulajdonséagai
miatt. A szikséges iteracok szama I1+I1=0(log(n)), tehat a radikal
megkaphaté (n+logtp))t bit-mivelet elvégzésével, ahol c egy
alkalmas pozitiv allandé.

A kovetkez6kben definialjuk a Tfenti ideadlokat és linearis
fuggvényeket és bizonyitjuk az 1.-4. tulajdonsagokat. Ehhez
szikségink lesz némi el6késziletre.

Jelolje az n-szer n-es matrixok gydr(jét Z felett és jeldlje h
az M » kMp) gylri homomorfizmust nrielyet a Z> GF(p) epimorfizmus
indukal. Magyarul h az egész eleml matrixok mod p redukalasat

jelenti.
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Az egész elemii matrixokat nagybetlivel (CfD, X,Y,Z"), az M~ () beli

képeiket a megfeleli kisbetlvel jeloljik.

Szeretnénk cp alakii elemek nyomat értelmezni (mod pi+*) ahol cg
gl*Mp) Uugy» hogy veszink egy egész elemii C matrixot, melyre h(C)=c
és a Tr(Cp)(mod p*4*) elemet tekintjik. A kovetkezd lemmaban

megmutatjuk, hogy ez a definicid értelmes.

2.3. Lenaa Legyenek C,D egész eleml, matrixok és tegyuk fel, hogy
h(C)=h(D). Ekkor tetszlleges i természetes szamra

Tr (CP;aTr(DP;(mod pi -)-
Bizonyitas. Legyen P=D-C. Vilagos, hogy a P matrix minden eleme
oszthaté p-vel. Megjegyezzik, hogy ha egész eleml
matrixok és kozilik m egyenld P-vel, akkor a B=B1l...B" matrix
minden eleme oszthaté pE-mel, kovetkezésképpen Tr(B) oszthaté pf
mel.
Fejtsik ki a bizonyitand6é kongruencia jobboldalat. Ekkor

Tr‘(DPI ):Tr((C+P)PI XTTr (Z,? A--- Zpi)
ahol z~=C wva9y Z.=P az Osszegezés kiterjed minden ilyen
szorzatra. Jeldlje G=<TT > a pl elemi ciklikus csoportot.
Definialjuk G egy permutacio-reprezentacidjat a Tfenti szavakon
mint jegyhalmazon a kodvetkez6 moédon:

TT<z1z2 .. .Zpi) zpizl._..zpi_1 ,
vagyis ciklikusan permutalja a tényez6ket. Vilagos, hogy ha V
és W két szd ugyanabbdl az orbitbél, akkor Tr(V)=Tr(W), mivel
Tr (XY)=Tr (YX) 1igaz minden X,YE£ esetén. Ha a V sz6 orbitja pJ
elemet tartalmaz, akkor ennek az orbitnak az adaléka az Osszeghez
pATr(V). Masfeldl ebben az esetben T¥3 fixalja V-t, vagyis V nem
mas mint a pl J-edik hziltvénya az els6 pJ tényezbnek.
Ha V (mint szé) nem Cp: akkor a 2© matrixok kozil Ilegaldbb p1 J

egyenlé P-vel. Hasznalva, hogy pl J legalabb i-j+1, kapjuk,hogy V

nyoma oszthaté pi ~+1-gyel és igy az orbit adaléka oszthaté pi+1-
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i
gyei. Eszrevéve, hogy cP fixeleme G-nek, a bizonyitas teljes.

A kb6vetkezd lemma indukcids bizonyitasoknal lesz hasznos.

2.4. Leaaa Legyen H egy a szorzasra zart részhalmaza M —ne_k.
Legyen tovabba k egy pozitiv egész és tegyik fel, hogy Tr(XpI )
oszthaté p*+l1-gyel minden X€H és O<i<k esetén. Ekkor tetszéleges

X,Y £ H esetén

k k k
Tr ((X+Y)P ) = Tr(XP HTri1lYDB )(mod p )-

Bizonyitas. Fejtsik ki ezittal az allitasban szerepld kongruencia
baloldalat.
k
Tr((X+Y)P ) = £ Tr(Ziz,,i-..Zpk)
ahol Z"= X vagy Y és az Osszegezés az oOsszes ilyen szorzatra
értend6. Az el6z6 lemmahoz hasonléan hassunk a ciklikus eltoléas
altal generalt G csoporttal a fenti szavakon és tekintsik az
orbitokat. Ugyanugy adodik, hogy ha V orbitja pJ elemet
tartalmaz, akkor az orbit adaléka az o6sszegben pJTr(V) és hogy V

eléall az els6 p~ tényezd szorzatanak p* ~-edik hatvanyaként. Ha
- . - . k-j+1

most Jj nem O, akkor a feltételek szerint Tr(V) oszthaté p

gyei, vagyis az orbit Osszege oszthaté pk+l—gyei. Az  egyelemd.

orbitok Osszege pedig éppen a kongruencia  jobboldala. A

bizonyitast befejeztik.

Legyen F egy tetsz6leges test és FEFtx] egy polinom, melynek
féegyltthatéja 1.

= ”+a1x”‘1+-.

..+a
n
Legyenek b",...,b az T gyokei (F egy alkalmas bévitésében) és
legyen
s.=b,x+...+b 1 i=1,2,...,n.
P 1 n
Az s. elemek ki fejezhet6k T egyiltthatoival a jol ismert Newton

azonossagok (Kuros (KU), 54. paragrafus) segitségével:
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+ +...+a_ ..s,+ -
Sn 815 8- >1 nan=0
A Tfenti azonossagok felhaszndldsaval egy nilpotenciafeltételt

bi zonyitunk.
2.5. Leaaa Legyen H egy szorzasra zart részhalmaza M™-nek és

tegyik fel» hogy H minden X elemére Tr(XP ) oszthaté p*'+*-gyel,
ahol 1 a p*"<ngp*+” egyenlétlenségekkel meghatarozott természetes

szam. Ekkor h(X) nilpotens minden XfH esetén.

1 1
P P

Bizonyitas. Elegend6 latni, hogy h(X) =h(X ) nilpotens. Legyen
|

f az Y=XP normalt karakterisztikus polinomja R felett (az f

féegyltthatéja 1). Vilagos, hogy f egyltthatdi egészek, és h(Y)

nilpotens pontosan akkor, ha minden a" oszthaté p-vel. A Newton

azonossagokat alkalmazzuk az f polinomra. Hasznalva, hogy
|

slzTr(Yl):Tr((Xl)p )}
és XX€H, kapjuk, hogy s. oszthaté p*'+*-gyel.

A Newton azonossagokbol adodik, hogy ia.=0(mod pL+S ha

i=l,...,n. Az 1 definicid¢jabd6l kovetkezik, hogy 1 nem oszthatd
p® *-gyel, tehat a. oszthaté p-vel, amint azt bizonyitani
akartuk.

A kovetkez6 lemuiban egy sziikkséges feltételt fogalmazunk meg a

nilpotenciara.

2.6. Lewaa Tegyuk fel, hogy X™W" és h(X) nilpotens. Ekkor minden

i természetes szamra

Tr(XP )sO(mod pl+1) .
Bizonyitas. h(X) nilpotens, tehat ( GF(p> felett) hasonldé egy
szigorian fels§ triangularis matrixhoz. Ezt a tényt megfogalmazva

egész eleml matrixok nyelvén, addédik, hogy vannak olyan C,D,P,R,U
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elemei az M gylrinek, hogy
CXb=U+P , DC=I+R , Un=0 és h(P)=h(R)=0
ahol 1 azegységmatriXi 0O és o pedig M illetve Mfi(p) zéruselemei.
A 2.3. Lemma szerint
i i i
O=Tr(If )=Tr((U+P)P H=Tr((CXD)p )

ahol a kongruencia modulo pi+* értend6. Hasonléan addédik

1 1 1
Tr((CXD)P )=Tr((DCXYP D)=Tr((X+RX)P ).

Vegyuk észre, P]ogy h(RX_):o, tehat a 2.3. Lemma szerint
Tr((X+RX)PI)j:Tr(Xpl)(mod Y

('jsszehasorjll’tva a lanc két végét, latjuk, hogy
Tr(XPI):O(mod pl. -)

amint azt allitottuk.

Ezen el6késziletek utan visszatérink az eredeti problémahoz.
Legyen A az MBXp) egy részalgebraja. Definialjuk az 1. idealokat
a kovetkez6 moédon. Legyen 1 _"~~A, tovabba i=0,1,...,1 esetén

legyen
1.=(C x€A ; Tr((xy)p )=0(mod p~*1) minden y6B és 0O<j<i esetén)

(B az A és fi) unidja.) Megjegyezzik még, hogy ufcA esetén a
Tr(uP )(mod p~+*) maradékosztaly nem mas, mint Trd/5 )(mod p~+%*)
ahol U egy tetsz6leges olyan egész matrix, melyre h(U)=u. Ez a
definicidé a 2.3. Lemma szerint értelmes.

A definiciobol nyilvanvalé, hogy az I halmazok az A
részhalmazainak egy (nem feltétleniul szigoruan) csdkkené lancat
alkotjak. Most bebizonyitjuk, hogy ezek a részhalmazok idealjai

az A algebréanak.

2.7. Tétel 1™ idealja A-nak k=-1,0,1,...,1 estén. Ezen felul
I L=Rad (A) .
Bizonyitas. Az allitas nyilvanvalé k=-1 esetén. Feltehet§ tehat,

hogy k nemnegativ. A definiciébol azonnal lathaté, hogy ha x
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és Uuf£A, akkor xuf 1. Az, hogy ux€ » rogton kovetkezik az
aldbbi azonossaghbol

Tr (CUXOYIMETr (X(YUM) m pozitiv egész, U,X,YFiMf.

Be kell Ilatnunk még, hogy 1M additiv részcsoportja A-nak. Ez
vilagos k=0 esetén, hiszen a nyom additiv figgvény. Feltehetd
tehat, hogy k>0. Mivel X\ zart a szorzasra, ugyanez elmondhaté az
1 h-ra vonatkozé teljes inverz képérol is. Legyen ez a halmaz
Jk. A 2.4. Lemmat szeretnénk alkalmazni H:Jk valasztassal.

Legyenek tehat X,Y , ©€s legyen U&€ olyan, hogy hQ) 6 B.

Legyen 0O<j<k tetsz6leges egész. Ekkor

Tr( (U =Troxusyu)R? )=

FTr((XU)pI)+Tr((YU5pJd)FO(mod pJ+1) ,
ahol az els6 kongruencia j=0 esetén a nyom additivitasabdl,
pozitiv j-re a 2.4. Lemmabol koévetkezik. A masodik kongruencia

Tr((XU)pJ)=0(mod pj+1) és

Tr ((YU)pJ)=0(mod pJ+1)
miatt alt fenn. Ezzel belattuk, hogy 1 ideal. Meg kell még
mutatnunk, hogy I1”=Rad(A). Valdéban, ha x egy radikalelem, akkor
xy nilpotens tetsz6leges y£B esetén. Ha L egy tetsz6leges egész
matrix, melyre h(U)=xy, akkor, mivel U nilpotens modulo p, a 2.6.
Lemma szerint

i i ..
Tr((xy)P )=Tr<UP )=0(mod pl1 > ,

tetsz6leges 1 természetes szamra. Kaptuk, hogy xél”~. A forditott
iranya, tartalmazas azonnal addédik, ha a 2.5. Lemmat alkalmazzuk

H=J, szereposztassal. A bizonyitast befejeztik.

Most pedig hozzalatunk a g figgvények megkonstrualasahoz.

Tekintsik elf8szér az f.: M*e Q fuggvényeket (i=0,...,1), melyekre

1
fI K)=QA7pL)Tr XP ).
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Emlékeztetink, hogy J. jeloli az 1n teljes inverz képét M -ben.
Vilagos, hogy ha XEJ”j, akkor f.(X) egy egész szam, tovabba, ha
X,Y € » akkor
.D» ff(x+Y)fff<X)+ff(Y)(mod p)-
A (2.1) nyilvanvaldé i=0 esetén, pozitiv i-re pedig kovetkezik a
2.4. Lemmabol.
Definiadljuk ezutan a g. : GF(p) Tfuggvényeket (=0, ...,I) a
kovetkezbképpen:

g- OQ=F. () (mod p),

ahol X egy tetsz6leges olyan egész matrix, melyre hQ(X)=x. A
definicid helyességét igazolandd legyenek X,Y egész matrixok,
melyekre h(X)=h(Y)=x. Ekkor a 2.3. Lemma szerint

i i ..
Tr(XP )YFTr (YP >(mod p )-

Masfel6l ekkor X,YCJN_~, tehat pl osztja mindkét oldalt, amibdl

F.CO5F-(Y)(mod p)

kovetkezik.
A g Tfuggvényekkel kapcsolatos tényeket foglalja 6ssze az alabbi

2.8 Tétel Minden i=0»...,1 esetén igazak a k&vetkezbk:
O) A g. fuggvények GF(p)-linearisak.

D) If:{ x€1l. g- (xy)=0 minden y EB esetén ).

-
(ii) g X kiszamithaté (log(p)+n)"~ id6ben ahol c egy alkalmas
p-t6l és n-t6l figgetlen pozitiv konstans.

Bizonyitas, (i) nem mas mint (2.1.)

(i1) Ez az allitas az 1. definicidjanak egyszerd, étfqgalmazésa.

i
Ugyanis g™(xy)=0 pontosan akkor teljesul, ha Tr((xy)p ) oszthato

i+1 -
p  T-gyei.
(i) A g fiuggvények definicidja szerint elegend6 egy egész

elemi matrix hatvanyanak a nyomat kiszamitanunk modulo pn+1.

Figyelembe véve, hogy a kitevé legfeljebb n, tovabba hogy a
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matrix elemei valaszthatok a [0,p] intervallumbdl» az allitas

vi tagos.
A 2.7. és 2.8. Tételekkel maradéktalanul igazoltuk a fejezetrész
eljén kimondott 1.-4. tulajdonsagokat. o6sszefoglalasul

kimondhatjuk a kdvetkez6t:

2.9. Tétel Legyen A egy n dimenzids algebra GF(p) Telett. Rad(A)
egy bazisa kiszamithatd polinom idében: moédszerink bonyolultsaga

polinofnialis n-ben és log(p)-ben.

2.3. Lie algebrak radikalja

El16szor a nilradikél lal foglalkozunk. Ezt a kérdést
visszavezethetjiuk az asszociativ esetre, alkalmazva Jacobson egy
tételét. Legyen L egy véges dimenzids Lie algebra az F test

felett. Ekkor

2.10 Teétel (Jacobson (JA) 36.0.) Legyen L* az ad(L) altal
generalt asszociativ (matrix-) algebra. Ekkor az L algebra x

elemére x£N(L) pontosan akkor teljesil, ha ad(x)£ Rad(L" 5.

Ez az eredmény a nilradikal kiszamitasanak problémajat elintézi
mind algebrai szamtestek, mind pedig véges testek Tfelett. Ki
tudjuk ugyanis szamitani az ad(L) és - a fejezet eddigi
eredményei szerint - a Rad(L") altereket L"-ben. Ezutan elegendd
ezen két altér metszetét kiszamitani. Ez a feladat pedig egy
linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti. Kimondhatjuk tehat

a kovetkez6t:

2.11. Kovetkezmény Legyen L véges dimenzids Lie algebra az F test

felett (F algebrai szamtest vagy véges test). Ekkor N(L)
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kiszamithaté polinomkorlatos algoritmussal.

Ezutéan nézzik a (feloldhatdé) radikdal R(L) meghatarozasanak
problémajat. A nulla karakterisztikdju, esetre Beck - Kolman
Stewart (BKS) adtak polinomialis algoritmust. Moédszerik egy az
R(L)-nek a Killing forma segitségével torténd karakterizacigjan
alapul» mely hasonlit Dickson altalunk idézett tételéhez. Ez a
jellemzés» csakigy mint a 2.1. Tétel allitasa» nem igaz pozitiv
karakterisztika mellett.
Ha F és L véges» akkor viszont R(L) kiszamitasa hatékonyan
visszavezethetd (egészen pontosan: polinom id6ben Turing
redukalhatdé) N(L) Kkiszamolasara. Valdban, tetsz6leges L Lie
algebrara N(LKR(L) és ha N(L)=(), akkor R(L)=(0), hiszen az
sorozat utolsé elétti eleme Abel féle, tehat nilpotens

ideal.

Definialjuk az L. sorozatot a kovetkez6képpen: legyen L(=L és ha
N(L.) nem (0), akkor legyen L...=L_./N(L.). Ha N(L.-)=(0), akkor a
kovetkez6 elemet mar nem definidljuk. A sorozatnak legfeljebb
dimtpl+l eleme van. A 2.11. Kovetkezmény szerint ha F véges, akkor
a sorozat tagjai polinom id6ben kiszamithatdk, hiszen nem kell az
egyutthatok: noévekedésétol tartani. Ha  minden 1épésnél
feljegyezzilk N(L.) bazisanak tetsz6leges L-beli inverz képét,

akkor végul - ezek unidjaként - R(L) egy bazisa adodik.

2.12 Kovetkezaény Legyen L véges dimenziods Lie algebra az F
véges test felett. R(L) kiszamithaté egy polinomkorlatos

algoritmussal.



3. FELIGEGYSZERO ALGEBRAK FELBONTASA

Ebben a fejezetben féligegyszerl asszociativ algebrak minimalis
idealjainak, vagyis a Wedderburn - Artin tételben szerepld
direkt oOsszeg felbontasnak a kiszamitasa a célunk. A probléma,
mint azt korabban lattuk, altalanositasa a polinom faktorizacio
problémajanak a kérdéses test felett. Az itt bemutatasra kerild
eredmények szerint ez az altalanosabb probléma Iényegében
ugyanolyan bonyolultsaglu, mint a polinomok faktorizacidja.

Mind véges, mind algebrai szamtest esetén lényegében ugyanaz a
médszer hasznalhat6é. A végtelen esetben azonban az eredmények

novekedésének problémajat is meg kell oldanunk.

3.1. Visszavezetés a koaautativ esetre

Legyen tehat A egy bazis és struktirakonstansok segitségével
megadott véges dimenzids féligegyszerl asszociativ algebra az F
test felett, ahol F véges test vagy algebrai szamtest. A
Wedderburn - Artin struktura tétel szerint A el8all mint az
AJ,---,A( minimalis idealjainak direkt 6sszege. Célunk az, hogy A
ismeretében meghatarozzuk az A. idealokat, vagyis adjuk meg egy-
egy bazisukat az F test felett. A probléma polinom idében
visszavezethetd arra az esetre, amikor A kommutativ. Legyen
ugyanis B az A centruma. Vilagos, hogy B meghatarozhaté egy F
feletti linearis egyenletrendszer megoldasaval, hiszen X

centrumelem A-ban pontosan akkor, ha xa.=a”™x teljesul i=l,...,n,

ahol al,...,an az A algebra egy bazisa F felett. Masfel6l B egy
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kommutativ féligegyszeri algebra, melynek minimalis idealjai

rendre az ideadlok centrumai. A B ideal
ismeretében az A. ideal konnyen megkaphaté, mivel fennall az
AN=B_A Osszefiggés.
A komplexusszorzat pedig hatékonyan kiszamithatdé. Elegendd egy
maximalis linearisan figgetlen elemrendszert kivalasztani a bJa

yy r

alakl szorzatok halmazabol, ahol b. és a~ figgetlenul befutjak B.
illetve A egy-egy bazisat.
Tovabbi egyszerisitést jelent ha feltételezzik, hogy F primtest.
Ez megtehetd, hiszen A nyilvan véges dimenziés algebra az F test
P primteste felett is, és a minimalis idealok (mint vektorterek P
felett) mindkét esetben ugyanazok lesznek. Ha pedig az idealokat
mint F feletti altereket szeretnénk megkapni, akkor a P feletti
bazisbél kivalaszthatunk egy F feletti bazist.

A fejezet tovabbi részében tehat feltesszik, hogy A féligegyszero.

kommutativ asszociativ algebra az F primtest felett.

3.2. Az altalanos médszer és a véges eset.

Ebben a részben bemutatjuk a médszer alapotletét, és elintézzik a
véges esetet. Az itt leirt eredmények Friedl Katalintol
szarmaznak, ezért azokat csak olyan részletességgel targyaljuk,
amennyire az a tovabbiak szempontjabol Iényeges. Az olvasoé
részletes kifejtést talalhat az (FR) dolgozatban.

A modszer gerincét egy iteracios eljaras képezi mely végigmegy A
egy bazisan amig A-nak egy valdédi direkt felbontasat nem talalja
A=1+J alakban, ahol 1,J idealok A-ban, vagy pedig bebizonyitja,
hogy A test, vagyis direkt felbonthatatlan. Ezt a vago eljarast
azutan hasznalhatjuk az | és J idealokra és igy tovabb, amig A
teljes felbontasat meg nem kapjuk. Ez lehetséges, hiszen I és J

ismét féligegyszerli kommutativ asszociativ algebrdak F felett,
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tovabba idealjaik egyben A-nak is idealjai. Itt mar érzékelhet§
is egy kiuldnbség a véges és a végtelen eset kozott. A végtelen
esetben fennall annak a veszélye. hogy a vagé eljaras
outputjaként keletkez6 1idedalok mérete egyre novekszik. Ennek
kezelésével a 3.3. részben foglalkozunk.

A vagoé eljaras altalanos lIépése a kovetkez6képpen mikodik:
Kiindulunk az A algebra adott a”,...,a bazisabol. Az invarians
predikatum az, hogy F., az an,...,a. elemek altal generalt
részalgebra test (F*i-F). Ha i=n akkor vége a munkanak, hiszen
ekkor A test. Kalénben tekintsik az a1y elem A-beli T
minimalpolinomjat az F» test felett. Ha F irreducibilis F.
felett, akkor latjuk, hogy az els6é i+l elem testet general és a
lIépést befejeztik. Ha pedig f nem irreducibilis, akkor felirhato
f=gh alakban, ahol g és h nem allandé relativ prim polinomok.
Utébbi allitas azért igaz, mert A testek direkt Osszege. Ezek
utan az 1.1. Lemma szerint I=Ag(ai“) és J=Ah(a.l,+l-) valasztassal
A-nak egy valodi felbontasa adodik.

Az eljaras soran polinomokat kell faktorizalni az F test véges
algebrai bévitései felett. A véges esetben erre a problémara nem
ismeretes determinisztikus polinom idejl algoritmus. Berlekamp
BI) algoritmusanak id6igénye polinomialisan figg ugyan a polinom
fokatol és az F test primtest feletti fokatol, de F
karakterisztikajatol is. MasTeldl a problémara létezik

gyakorlati tag is j6 polinom idejli. Las Vegas médszer ( Berlekamp

(B2), Rabin (RAD). Ilgaz tehat a

3.1. Tétel ( Friedl, (FR)) A Wedderburn - Artin felbontas véges
féligegyszerd. algebrdk esetén megtalalhatdé egy polinom ideji. Las
Vegas algoritmussal. Ha az A algebra dimenziéja az F=GF(q) test
felett n, akkor az algoritmus varhaté futasi ideje polinomialis

n-ben és log(qQ) -ban.
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Hasonléan, a probléma megoldhaté determinisztikus algoritmussal

is, melynek futasi ideje polinomialis n-ben, m-ben és p-ben, ahol

3.3. A végtelen eset - el6késziletek

Ebben a részben gyljtottik 6ssze a méret probléma kezeléséhez
hasznalt algebrai jellegl allitasokat. Alapvetéen két cél:nk van.
El6sz6r 1is a vago algoritmusban fellépd kozbils6 testekben
szeretnénk "kicsi" primitiv elemet talalni. Ez azért fontos, mert
a hasznalt polinom faktorizalé moédszerek (CG),(LA),(LE) a testet
egy primitiv elemmel megadottnak tekintik, 1gy annak mérete
beleszamit az input méretébe. A masik problémarél mar beszéltink
a 3.1. részben. Be fogjuk latni, hogy A minden idealjanak van
“kicsi" bazisa. Ez lényegében azon fog milni, hogy A idempotensei
kicsik abban az értelemben, hogy polinomialis becslés adhat6 az
aj,---,a bazisra vonatkozdé koordinataik méretére.

A kovetkezd lemma segitségével két test direkt Osszegében

taladlhatunk kicsi nullosztékat.

3.2. Lemma Legyenek az F és L testek blvitései Q-nak. Tegyuk fel,
hogy az an,...,a~_ illetve a b,,...,b~ elemek linearisan
generaljak F-et illetve L-et Q felett. Tegyik fel tovabbaf hogy
nincs olyan h : FsL test izomorfizmus, melyre h(a.)=b. minden
i=l,...,n esetén. Erll<kor vannak olyarr: c.l,...,'; egész szamok

n

melyekre 0<c.<2n és 7_(:.1a.1 valamint 7_c.1b.1 Q feletti (F- illetve
- I_

L-beli) minimalpolinomjai kilénbdzéek.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Ha az allitas nem igaz, akkor
tetsz6leges a Tenti korlatoknak eleget tevé c=(cl,...,c”) vektor
esetén van az F-nek olyan (a vektortol figg6) h beagyazasa L

algebrai lezartjdba, amelyik a X c a- elemet a ”c.b. tlembe
vt 11 Ot 1 1
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viszi. Ebben az esetben azt mondjuk} hogy a ¢ vektor a h
beadgyazashoz tartozik. Valasszunk most egy olyan p primet» melyre
n<p<2n teljesil és szoritkozzunk azokra a nemnegativ c
vektorokra» melyeknek minden komponense kisebb mint p.
Ezen vektorok szama pn. Mivel F foka 0 felett legfeljebb n» ezért
F-nek legfeljebb n beagyazasa van L algebrai lezartjaba. Masfeldl
minden vektor legalabb egy beagyazashoz tartozik, tehat van olyan
h beagyazas amihez legalabb (1/n)pn>(1/p)pn=pn " vektor tartozik.
Tekintsik most ezeket a vektorokat modulo p. Mivel a modulo p
vett elem n-esek vektorterében egy valodi altér legfeljebb pn *
elemet tartalmaz, ezek a vektorok nem lehetnek mind benne egy
valédi  altérben. Feltehetd tehat hogy h a mod(p) Ffilggetlen
c*,...»Cn vektorokhoz tartozik. Ezek a vektorok nyilvan
figgetlenek Q felett is. AcJ.=(cj,I-»-.-»cjh) jeloléssel élve
kapjuk, hogy

h(7_*cJ.ia.1)=rZ*cj.I.b‘I » J=1,...,n
amib6l a hlanJ-b~ elemekre a kdvetkezd linearis egyenletrendszer

adédi k:
il
- Cc ..(h@ 5b.))-0 , J—1,--.,Nn.
i Jl( (1 1) .
Mivel ennek a rendszernek a matrixa nem szingularis, kapjuk, hogy
h(ai)zlb. minden i=l,...,n esetén, ami ellentmondas. A bizonyitéast

be fejeztiuk.

Legyen most A féligegyszerd. kommutativ algebra Q felett, és
jelolje K az A megadasanak méretét (tehat a D feletti
Strukturakonstansok leirasanak 6sszhosszat). Mivel A az Al""’A'K
(minimalis) idealok direkt Osszege, tetsz6leges b elem az A-bél
felirhato egyér telmién
@G- D b=b™+.._+b" b.6A.
alakban. lgaz ez az a. baziselemekre is:

i

.+.e_+a. a. € A_ .
1 1]

I j ]

k
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Vilagos, hogy roégzitett jJ~re az a. . elemek az A egy linearis
~J J

generatorrendszerét alkotjak Q felett.

Legyenek ej,---,eN az A primitiv idempotensei (masképpen
fogalmazva az A,,...,A idedlok egységelemei). Fejezzik Ki
ezeket az elemeket az ay elemek racionalis lineéaris

komb inaci 6jaként:
-= + -
€47 %1121" - -"nn

Ezekkel a jelolésekkel élve érvényes a kévetkezd

3.3. Lemma Az e. . egyltthaték mérete nem nagyobb mint (nK) ahol

Cc egy pozitiv abszolit konstans.

Bizonyitas. Az altalanossag korlatozasa nélkil feltehetd, hogy
i=l. El6szor belatjuk, hogy tetsz6leges r esetén (r=2,...,k) van
olyan r-t6l figgé b eleme az A-nak, hogy b egyutthatéi az a.
bazisra nézve abszolut értékben kisebbek mint 2n+l, és ha b-nek a
(3.1) Tfelirasat nézzik, akkor b'lf‘ -beli és br Ar—beli Q feletti

minimalpolinomjai kuldénbozéek. Valdéban, elegend6 a 3.2. Lemmat

- valamint

hasznalni az A és Ar testekre és In

1 a1

arr""’arn lineadris generatorrendszereikre. Mivel AT ésr A
testek, bl és bf minimalpolinomjai irreducibilisek Q felett.
Mivel pedig ezek a polinomok kuldnb6z6ek, adodik, hogy relativ
primek is.

Ha most f jeloli b~ A -beli minimalpolinomjat, akkor f(b”?) nem
nulla. Ebb6l az 1.2. Lemmat hasznalva kovetkezik, hogy a B_-f(b)A
idedl tartalmazza A.-et, de nem tartalmazza A™-et. MasfelSl ismét
az 1.2. Lemma szerint f osztéja az f, . ,, polinomnak (a b A-beli
Q feletti minimalpolinomjanak). Mivel b kicsi,  ”~ g egyutthatoi
polinomkorlatosak, amib8l Mignotte (MIG) egy tétele szerint
kovetkezik, hogy T egyltthatdéinak mérete is polinomkorlatos n-ben
és K-ban. Ebb6l kifolyélag Tf(b) egyiltthatdinak mérete is

pol inomkor latos, tehat a ideal is megadhaté kis koordinataju
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vektorokkal . Mivel A'l nem mas* mint a Br idealok metszete (és
gy egy kezelhetd méretd. linearis egyenletrendszerrel
jellemezhetd), kapjuk, hogy az AN idealnak is Létezik

polinomialis méretd bazisa. Az e” az A™ ideal egységeleme, ezért
jellemezhetd mint az e~c™=c” i=I»...»m linearis egyenletrendszer
egyetlen megoldasa, ahol Cj,...,c az A, ideal egy kis méretd

bazisa. Innen mar kovetkezik a lemma allitéasa.

3.4. Kovetkezmény Az A algebra minden idempotensének a mérete
polinomialis n-ben és K-ban.
Bizonyitads. Mivel minden idempotens eléall mint legfeljebb n

primitiv idempotens 0Osszege, ez azonnal kovetkezik a 3.3.

Lemmab6l .

Egy tetsz6leges 1 ideadl egy bazisat megkaphatjuk az 1
egységelemének e-nek az ismeretében Ugy, hogy az ea. j=I»...,n
elemek kozul kivalasztunk egy maximalis linearisan flggetlen

rendszert. Egy ilyen bazist az | egy standard bazisanak nevezink.

3.5. Kovetkezmény Van olyan d pozitiv allandé, hogy A barmely
idedaljanak tetsz6leges standard bazisa legfeljebb (nK)" méretd.
Bizonyitas. A 3.4. Kovetkezmény és a standard bazis definicigja

alapjan nyilvanvalé.

A  kovetkez6 allitas egy jol ismert testelméleti tény effektiv
formaja.

3.5. Lemma Legyen az F algebrai szamtest, dimOF=n. Tegyuk fel,
hogy b”™,...,b egy (test-)generatorrendszere F-nek, Ekkor vannak
olyan c,,...»c egészek hogy O<c.<n“ és F=Q(”~c.b ).

Bizonyitas. A primitiv elem létezését kimond6 tétel szokasos
bizonyitasa (pl. Fuchs (FU)) szerint ha Q(a) és Q(b) k illetve k*
fokii bévitései Q-nak, akkor van olyan c egész, O<e<kk®", hogy

Q(a,b)=Q(a+cb).
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Legyen F.=Q(b”™»...>b.). Hasznalva» hogy F minden résztestének a
foka legfeljebb n, az allitds F.-re i szerinti teljes indukcidéval

bizonyithat6.

3.4. A végtelen eset - algoritmusok

El6sz6r két segédeljarast irunk le. Az els@.idealok egy standard
bazisat szamolja ki. A neve REDO és két input paramétere van. Az
egyik egy algebra A» a masik egy A-beli ideal I» Cj»...»C

bazisaval megadva. Outputként | egy standard bazisat adja.

procedure RED(A,I)

begin

1. Szamoljuk ki az 1 idedl e egységelemét az ec.-c. i=l»___»m
linearis egyenletrendszer megoldasaval.

2. Valasszunk ki egy maximalis linearisan figgetlen rendszert az
eay elemek kozil» legyenek ezek d1>>..-»dm-

3. returnld ».-.»dm).

1

end procedure

A REDO eljarasra igaz a kovetkezd

3.7. Lemma Tegyuk fel hogy az 1 idedl megadasanak mérete (a c .

elemek a. bazisbeli felirasanak 6sszmérete) N. Ekkor van olyan
egészegyltthatos p(x,y) poliném» hogy RED(l1) futasi ideje
pofinomialis az n, N és K paraméterekben» és az eredményként
adédo bazis mérete legfeljebb p(n,K).

Bizonyitas. Az 1. 1épéshez szikséges id6 polinomialis az n» N és
K paraméterekben. A 3.4. Kovetkezmény szerint az e idempotens
mérete és igy a 2. 1épés bonyolultsaga polinomidlis n-ben és K-
ban. Utébbi miatt a végeredmény mérete is polinomialis n-ben és

K-ban. A bizonyitast befejeztik.
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A  k6vetkez6 eljaradas PRIMELEM() az A algebra egy két elemmel
generalt résztestéb6l keres egy kis primitiv elemet. A bemené
paraméterei egy algebra A, tovabba annak két eleme a és b ,
melyekre Q(a,b) test. Outputként egy olyan at+cb alaki, elemet acl,

melyre Q(a,b)=Q(a+cb> és 0O<c<n~.

procedure PRIMELEM(A,a,b)

begin

Szamitsuk ki minden O<c<n*' esetén az at+cb elem Ff , .
! a+ch,A,G

minimalpclinomjat és legyen c”™ egy olyan érték melyre a

minimalpolinom foka maximalis, return(a+c”b).

end procedure

Az, hogy az eljaradas korrekt és tényleg Kkis primitiv elemet
produkal, a 3.6. Lemma kdvetkezménye.

Ezek wutan megszerkeszthetjik a vago eljarast. A VAG() eljaréas
bemen§ paraméterei az A algebra és annak egy 1 idealja a
b.,...,bm baziselemeivel megadva. Az eljaras vagy bebizonyitja
hogy I test (talalva egy olyan b elemet melyre 1=Q(b? és b
minimalpolinomja irreducibilis Q felett), vagy felbontja I-t két
valodi idealjanak direkt Osszegére. A masodik esetben a kapott

idedalokat egy-egy standard bazisukkal adja meg.-

procedure VAG(A,I)

begin

primelem:=e. ( Itt e az 1 ideadl egységeleme.)

for i:=I to m do begin

1. Szamitsuk ki f-et a b minimalpolinomjat a Q(primelem) test
felett. (1t 1*beli  minimalpolinémrél van sz6, vagyis az

egységelem szerepét e jatssza.)
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2. Bontsuk f-et irreducibi lis tényez6kre a Q(primelem) test
felett.
3. if f=gh egy nemtrivialis felbontéas then

return(RED(A,Ag(b -)),RED(A,Ah(b.))) else

pr intelem: =PRIMELEM (I ,pr imelem, b ).
end for
4. returnCl egy test"),

end procedure

3.8. Tétel A VAGD) eljaras helyes. Tovabba ha |
reprezentacidojanak a mérete N, akkor az eljaras futasi ideje
polinomialis az n» K és N paraméterekben.

Bizonyitds. EIG6szor megjegyezzik, hogy Q(primelem) mindig egy
test, és | algebra ezen test felett. Ha tehat a 4. 1épésnél
allunk meg, akkor 1 test. Ha a 3. l1épésnél allunk meg, 3kkcr az
1.1. és 1.2. Lemmat alkalmazva az 1 algebrara adodik, hogy
tényleg egy valodi felbontast kapunk.

Ami a bonyolultsagot illeti, m legfeljebb n, tehat elég latni,
hogy minden iteracios lépés bonyolultsaga polinomialis, tovabba
hogy primelem mérete polinomialis korlat alatt marad. Utdbbi
allitas vilagos a 3.6. Lemma szerint, hiszen PRIMELEMI) az ottani
kikotésekének eleget tevé / cJ.t;_alakL’J elemet produkal.

Az 1. 1épés egy elem minimalpolinomjanak a Kkiszamitasa, tehat
polinomialis bonyolultsagu, a 3. l1épés pedig a 3.7. Lemma szerint
polinom id6ében elvégezhetd. Végul a 2. 1épés elintézhetdé azzal,
hogy az (I.), (CG), (A), (LE) dolgozatokban megadott médszerek

polinomialis bonyolultsaguak. A bizonyitast befejeztik.

Ezek utan a Wedderburn - Artin felbontas problémaja Q feletti
kommutativ féligegyszeru algebrakra kénnyen megoldhaté.

Kiindulunk az A algebrdabdl és a VAGQ eljaras ismételt
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alkalmazasaval addig bontjuk* amig a keletkezé idealok mindegyike
test lesz. igy megkapjuk az algebra 6sszes minimalis idealjat.
Mivel a minimalis idealok szama legfeljebb n, és a VAG() eljaras
minden egyes hivasa vagy finomitja A megel6z6 direkt felbontasat*
vagy bebizonyitja hogy egy ideal minimalis, a szikséges hivasok
szama legfeljebb 2n-1. A 3.5. Kovetkezmény szerint barmely
hivashoz tartozé input mérete legfeljebb (K)®, ezért a 3.B.
Tétel szerint a teljes felbontas megkaphaté poliném id6ben.
A 3.1 részben leirt redukciot TFigyelembe véve a Wedderburn

Artin felbontas problémajat megoldottuk nem feltétlenil

kommutativ algebrak esetére is:

3.9. Tétel Legyen A Téligegyszero. algebra 0 felett, dinigA=n.
Tegyilk fel hogy A megadasanak mérete K. Ekkor az A algebra
minimalis idealjai megtalalhatok egy n-ben és K-ban polinomialis

futasi i1dejld algoritmussal.



4. NULLOSZTOK VEGES ALGEBRAKBAN

A 3. fejezetben a Wedderburn - Artin felbontads megkeresésével
foglalkoztunk. A VAGQ eljaras tulajdonképpen kommutativ
féligegyszer(i algebraban keresett nullosztékat. Vagy talalt egy
nullosztépart, vagy bebizonyitotta» hogy a kérdéses algebra test,
tehat nullosztémentes. A kévetkezb6kben szeretnénk ezt a problémat
altalanosabban vizsgalni. A szokasos médon adott egy A algebra
az F test felett és szeretnénk egy nullosztopart talalni benne,
ha A egyaltalan tartalmaz nullosztokat. Ezt a Tfeladatot a
tovabbiakban nulloszté problémanak fogjuk nevezni. A 2. fejezet
eredményei szerint ez konnyli, ha Rad(A)X0), hiszen barmely nem
nulla radikalelem nulloszté. Ha A féligegyszer(i, de nem egyszert.,
akkor a 3.1. és 3.3 Tételek szerint a nulloszt6k keresésének a
problémaja legfeljebb olyan nehéz mint a polinomok faktorizacidja
a kérdéses test felett. Masfeldl az FOOEF[xI felbontasa F
felett lényegében ugyanaz mint nullosztét talalni az FCx3/(F)
algebraban. Ez mutatja, hogy a nullosztd probléma legalabb olyan
nehéz mint a polinomok faktorizacidéja a szébanforgd test Tfelett.
ElImondhatjuk tehat, hogy a 2. és 3. fejezet eredményei kielégitd
megoldast adnak a problémara, ha A nem egyszeri.

A fennmaraddé esetben A egyszer( algebra, vagyis izomorf egy
MAIL)  alakld algebraval, ahol L egy az F-et a centrumaban

tartalmazé nem feltétlenil kommutativ test. Vilagos, hogy A

pontosan akkor nullosztémentes, ha k=I.

Ebben a fejezetben feltesszik hogy F (és igy A is) véges. Ez
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tovabb egyszer(isiti a képet, hiszen Wedderburn tétele szerint L
szikségképpen kommutativ. L kdnnyen meg is kaphatdé, hiszen nem
mé.s, mint az A algebra centruma. Kiszamolva A-nak az L feletti
dimenzidjat, megkaphatjuk k értékét is. Feltesszik tehat, hogy A
centruma F (F helyett L felett dolgozunk).

A 3.1. Tétel két kilonb6z6 algoritmussal foglalkozik. Ezek
azonban csak annyiban térnek el egymastol, hogy kulénb6zé
eljarasokat alkalmaznak polinomok faktorizaciéjara. Hogy ezt a
kettbsséget kényelmesen kezelhessik, bevezetjik az f-a”goritmus
fogalmadt. Olyan moédszert nevezink f-algoritmusnak, amely egy a
véges testek feletti polinomok faktorizalasara alkalmas
orakulumot (eljarast) hivhat. Egy ilyen hivas koltségén a hivas
inputjanak a hosszat (tehat a test és a felbontandé polinom
leirdsanak oOsszhosszat) értjuk.

A fejezet T6 eredménye egy polinom idejl f-algoritmus a nulloszto
problémara véges egyszerli. ( és igy a 3,1. Tételt is Tfigyelembe
véve tetsz6leges véges) algebrak esetén. A fejezetben kozolt
eredmények az (R) dolgozatbd6l valok.

A moédszer alapotlete Wedderburn egy tételének (miszerint minden
véges nullosztomentes algebra kommutativ test) egy majdnem
konstruktiv bizonyitasabol ( Herstein (H), 3.1.1 Tétel ) ered. Ez
a bizonyitas indirekt feltevéssel ¢élve kiindul egy  Vvéges
ferdetestb6l, amelyben végul kimutatja nullosztd létezését. A
gondolatmenetet adaptaljuk teljes matrixalgebrakra Ugy, hogy a

tisztan egzisztencialis lépéseket konstrukcidkkal helyettesitjik.

r
A kovetkez6 két fejezetben p egy primszam, q=p , F=GF!Q).
4,1, Nullosztok az PMF) algebraban.

Ebben a részben a modszerink algebrai alapjat jelentd allitasok
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szerepelnek. Legyen a egy olyan eleme fMD-nek» amely nincs
benne F-ben és amelyre L=F(a) test. Legyen az L foka F felett L.
Az utébbi két kikotés azt jelenti» hogy az a elem F feletti

MA(F)-beli minimiipol

némja irreducibilis F felett és a foka I.

4.1. Lemma A fenti Tfeltételek mellett van olyan c~fMF) hogy

w cLac=al

an Ha Alg(a,c) jeloli az a és a c altal generalt F«algebrat,
akkor Alg(a,c) nem kommutativ.

(i) Alg(a»c )=L+cL+...+cnL+. .. » ahol + F-alterek nem
feltétlenul direkt Osszegét jeloli.

Bizonyitds. Mivel L egyszer(i részalgebra M .-ben és L-nek az
automorfizmusa mely a-t a”™-ba viszi elemenként fixen hagyja F-et,
a Noether Skolem tétel (lasd pl. Herstein (H)) szerint ez az
automorfizmus bels6. Legyen c tetsz6leges olyan elem, amely ezt
az automorfizmust indukdlja. Erre (i) definicid szerint teljesil.
Mivel a nincs benne az F testben , az a és elemek kiulonboz6ek,
tehat (i) alapjan a és c nem felcserélheték, ami bizonyitja az
(if) allitast. Az utolso allitas azonnal koévetkezik az ac”an

egyenlségbdl .

A  kovetkezd allitas a probléma jelent8s egyszerlsitését teszi
lehet6vé. Legyen c tetsz6leges, az el6z6 Ilemma allitasainak

eleget tevd elem.

4.2. Lemma Ha Alg(a»c)zMn(F) akkor I-n , cn6F és

“4.1) Alg(a, c)=L+cL+.._+cflL 1.

A fenti Osszeg direkt 6sszeg, tovabba dinyF(c)=n.

Bizonyitas. Egyszerl szamolassal adddik, hogy tetszéleges
nemnegativ egész 1i-re c lacl=aC* . Ebb6l  kovetkezik, hogy
ac”c" a, tehat ha Alg(a»c)=Mfi(F) akkor c~ benne van F-ben. A c

elem tehat eleget tesz egy l-edfoki polinomnak F felett, ezért
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érvényes az
Alg(a,c)=L+cL+.._+cl_1L

Osszefiggeés, az el6z6 lemmat 1is Ffigyelembe véve. EbbSl a
felirasbol lathaté, hogy diriyAIg(a,c:)<I2 és egyenlfség pontosan
akkor van, ha az 0Osszeg direkt 6sszeg. Mivel | az a elem F
feletti minimalpolinomjanak a foka, I<n is teljesul. Tudva
masfelél, hogy Alg(a,c) dimenzidja rf"?» kapjuk, hogy n=1 és az
Osszegdirekt 0Osszeg.- Ha c eleget tenne egy n-nél alacsonyabb
foki F feletti polinomnak, akkor Alg(a,c)-re egy a (4-1)-nél

rovidebb eldallitast kapnank, ami a dimenzidékat Osszeszamolva

ellentmondast ad. A bizonyitast befejeztik.

Tovabb foglalkozunk az Alg(a,c)“M™F) esettel. Kiderult, hogy c
eleget tesz ekkor egy xn-e alakia, polinomnak valamely F-beli e
elemre. Azt is tudjuk, hogy a fenti polinom a c minimalpolinémja
F felett.

2 n-1
Az L test egy d elemének a normdjan a norm(d):=ddqdq...dqg elemet
értjuk (tt valéjadban az L/F relativ normarél van sz6). A

kovetkezd lemma igen fontos szerepet jatszik a Wedderburn tétel

idézett bizonyitasaban.

4.3. Lemma Legyen d az L testnek egy olyan eleme, amelyre

norm(d)=01/e teljesul. Ekkor 1-cd nulloszté az Alg(a,c):Mn(F>

algebraban.
Bizonyitas. Definialjuk az Alg(a,c) algebra z elemét a
kovetkezb6képpen

2 . n-2

z:=l+cd+c4ddg+...+cn ddq...dq
Hasznalva, hogy dc=cdq, egyszer( szamolassal adédik, hogy
z (1-cd)=I1-cnnorm(d)=0.
Mivel pedig (4.1) direkt felbontas, a fenti elemek egyike sem

nulla, amivel az allitast igazoltuk.
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A fenti norma egyenletet altalaban nem tudjuk hatékonyan

megoldani a norma definicidjaban szereplé polinom tal magas foka

miatt. Ezért egy tovabbi kikotést teszink c-re.

4.4. Lemma Tegyuk fel» hogy Alg(a,c)=M (F) mint elébb, és tegyuk

még Tel, hogy c minimalpolinomja xn-e irreducibilis F felett.
Ekkor a g(x)=xn-(1/e) polinom szintén irreducibilis az F test
felett. A g polinom linearis tényez6kre bomlik az L testben és ha
n paratlan, akkor tetszolges olyan d£l- esetén melyre g(d)=0,
teljesil a norm(d5=1/e Osszefiggés Iis.

Bizonyitas. Az xrde polinom irreducibilitasa egyenértékii, azzal,
hogy F(c) test, mégpedig n-edfok( bovitése F-nek. Masfeldl
vilagos, hogy ekkor F(c)=F(1/c), tehat 1/c minimalpolinomja is
n-edfokl irreducibi lis. Mivel g olyan ti-edfokd. polinom, melynek
1/c gyobke, addédik, hogy g az 1/c elem minimalpolinomja, tehat
irreducibilis az F test felett. A g polinom linearis tényezdkre
bomlik az F(c) testben. L és F(c> fokat Osszevetve kapjuk, hogy
ez a két test izomorf, tehat g linearis tényez6kre bomlik L-ben
is. Ha most d tetsz6leges gyoke g-nek L-ben és n paratlan, akkor
g irreducibilitasa miatt g konstans tagjara

-(1/e) = (-1 )rnorm(d)=-norm(d)

adoédik, bizonyitva utolsé allitasunkat.

4.2. Norma egyenletek megoldasa

Ebben a részben bizonyos, a 4.3. Lemma alkalmazdsahoz szikséges
norma egyenletek megoldasaval foglalkozunk. Pontosabban, tegyik
fel hogy n=2, vagy n paratlan, legyen az L test n dimenzids
bévitése F-nek ( F=GF(q), q:pr, p prim ) és tegyen tovabba
g(xX)=xn-b bEF az F test felett irreducibi lis polinom. Egy olyan

d€L elemet szeretnénk taldlni, melyre norm(d)=b.
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A Tfenti problémara megadunk egy polinom idejli, f-algoritmust. A
4.4. Lemmadban alkalmazott gondolatmenet szerint ezt paratlan n
esetére mar elintéztik» hiszen elegendé g-nek egy gyokét talalni

L-ben, amit megtehetink egy polinom idejd f-algoritmussal. Ezek

utan TfTeltehetjiuk, hogy n=2. Két esetet kildnbdztetink meg.

1~ eseti _b (kvadratikus) nemmaradék F-ben. Ha d egy gyoke az
x2+b pol irtomnak, akkor a masik gyok dQ, tehat az elébbi polinom
konstans tagjat kiszamolva d*normfd)=b adbédik. Ismét elég egy
kis foki. polinomot felbontani (mely tényleg felbomlik L-ben).

2. eset. -b kvadratikus maradék F-ben. Legyen u olyan eleme F-
nek, melyre u*=-b. Tegytuk fel, hogy tudunk talalni egy olyan v
elemét az L testnek, melyre norm(v)=vc+~=-1. Ekkor a d=uv elem jo

- 2 O+l
lesz, hiszen norm(d)=u v =

b. Elég tehat a norm(v)=-I1
egyenlettel foglalkozni. Megjegyezzik, hogy esetinkben -1
nemmaradék F-ben, hiszen -b kvadratikus maradék és b pedig
nemmaradék. Ugy is fogalmazhatunk, hogy -1 az egyetlen 2-hatvany
rendi nemmaradék F-ben. Elég tehat olyan v elemet keresni,
melynek rendje 2-hatvany, és amelyre norm(v) nemmaradék F-ben.
EbbSl a célbol definidljuk L elemeinek a kévetkezd sorozatat:
Legyen z~=-1. Ha z. mar definialt, akkor legyen z.+" tetsz6leges
olyan eleme az L testnek, melyre z_+1%~=z", feltéve hogy ilyen
elem létezik. Legyen Z\. a sorozat utolsé eleme. Vilagos, hogy 2Z\
kvadratikus nemmaradék L-ben és hogy 2z, egy 2 rendd
multiplikativ részcsoportot general. Innen kovetkezik egyfeldl,
hogy k legfeljebb 2log._,q, tehat egy ilyen sorozat legfeljebb
2log”qg masodfokld egyenlet megoldasaval megtalalhato. Masfeldl
v=zk ji valasztds, hiszen ha normtv)=z”+* kvadratikus maradék
volna F-ben, akkor z, N w =1 teljesiilne, ami
lehetetlen, hiszen z, nemmaradék L-ben.

k
Belattuk a kovetkez6t:
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4.5, Lemma A 4.2. rész elején megadott tipusl norma egyenletek
megoldhatok egy f-algoritmussal, melynek futasi ideje

polinomidlis az n, r és log(p) paraméterekben.

4_3. Algoritmusok

El6sz6r a CUTO segédei jarast ismertetjuk. Ennek egyetlen bemend
paramétere A, egy véges egyszerl, algebra a centrumax az F test
felett. A tehat nem mas« mint Mn(F) alkalmas n-re. A CUTO
eljardas vagy konstatalja« hogy A test« vagy talal egy
nullosztépart A-ban« vagy talal egy (két elemmel genralhatd)
valédi  nem kommutativ részalgebrat A-ban. Az eljaras» mint F-
algoritmus az n és logiq) paraméterekben (tehat az input

hosszaban) polinomialis id6ben terminal.

procedure CUT(A)

begin

1. Valasszunk egy tetsz6leges b£A elemet» ami nincs F-ben.
Szamitsuk ki a b elem f:=f* pp minimalpolinomjadt. Ha F
reducibilis F felett, akkor bontsuk fel nemtrivialis moédon f=gh
alakban, return(g(b),h(b)).

2. ( Ezen a ponton tudjuk hogy F(b> test.)

Keressink egy olyan a£F(b) elemet, melyre L=F(a) foka F felett
vagy 2 vagy paratlan szam. Ha F(b) foka paros, akkor az u’\:zu
egyenlet barmely olyan F(b)-beli megoldasa j6, mely nincs benne
F-ben. A fenti egyenlet egy F feletti linearis
egyenletrendszerrel egyenértéki, melynek a megoldashalmaza az F
masodfokd bévitése. A megoldas bazisanak valamelyik eleme
biztosan j6é az a elem szerepére.

3. Keressink egy olyan nem nulla c elemet, melyre ac”a” ( ilyen

a 4.1. Lemma szerint létezik és egy linaris egyenletrendszer
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megoldasaval talalhatd). Szamitsuk ki c minimalpolinomjat az F
test felett. Ha ez reducibilis, akkor az 1. [1épéshez hasonldéan
nullosztopart talalunk és befejezzik a munkat.
4. ( A c elem invertalhaté eleme A-nak és c ”“ac=ac-)
Szamitsuk ki Alg(a,c), az a és c elemek altal generéalt
részalgebra egy bazisat. Ha Alg(a,c) valédi részalgebra» akkor
return(Alg(a,c)).
5. (1tt Alg(a,c)=A=Mn<F), n vagy 2 vagy paratlan, a c
minimalpolinomja F felett xn-e alaki, az F felett irreducibilis
polinom valamely efF-re.)
A 4.2, részben leirt médszerrel keressink egy olyan d elemet L-
ben, melyre norm(d)=1/e. Legyen ezutan z az A algebra tetszéleges
olyan nem nulla eleme melyre z(l-cd)=0. return(z,l-cd).
end procedure

&
4.6. Tétel A CUTQ eljaréas korrekt és a futasi ideje, mint F-
algoritmusé, polinomial is az n és log(q) paraméterekben.
Bizonyitas. Ha az 1. illetve a 3. |Iépésben végzink, akkor
vilagos hogy egy nullosztépart kaptunk. Ha a 4. lépésben fejezzik
be a munkat akkor, A-nak egy valédi nem kommutativ részalgebrajat
kapjuk a 4.1 Lemmat is figyelembe véve. Az 5. [lIépést megeldzb
zarojelbe tett allitasok a 4.2. Lemma, az azt kodvetd megjegyzés
és c minimalpoli (lomjanak irreducibi litasa alapjan valéban
teljesilnek és gy a 4.3. Lemma alkalmazhat6é. Az 1-cd elem
valéban nullosztdé, példaul a 4.3. Lemmaban megadott 2z elem
valaszthat6 parjanak.
Ani  a moédszer idbigényét illeti, az allitas a 4.4. Lemmat

figyelembe véve vilagos.

Ezutan mar konnyen megadhatunk egy olyan moédszert mely

tetsz6leges véges algebrara megoldja a nulloszté problémat. A
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NULLOSZTOO eljarasnak egyetlen paramétere van, ami egy véges
asszociativ algebra. Az eljaras vagy megallapitja hogy A test, és

ekkor nulldsztémentes, vagy egy nullosztopart talal.

procedure NULLOSZTU(A)

begin

1. Szamoljuk ki a Rad(A) idealt a 2. fejezet mbodszerével. Ha
Rad(A)X0), akkor legyen xERad(A) egy tetsz6leges nem 0O elem, és
legyen y az x-nek egy olyan nem O hatvanya melyre xy=0.
return(x, y) -

2. ((Itt A féligegyszeri.)

A 3. fejezet mbdszerével keressik meg az A Wedderburn - Artin
felbontasat. Ha A nem egyszer(i, mondjuk A=I+J ahol I és J két
valédi ideadl, melyekre 1J=(0>, akkor legyen x és y az 1 illetve J
egy-egy nem nulla eleme, return(X,y)-

3. (A egyszer(.)

Ha A kommutativ, akkor return(A egy test').

4. (A=Mn (), n>1, ahol L egy az A algebra F alaptestét tartalmazo
véges test.)

Hivjuk a CUTO eljarast. A paraméter legyen A mint egy L-algebra.
Ha a hivas egy X, y nullosztépart adott, akkor return(x,y),
kilénben egy Alg(a,c) alakd valdédi részalgebrat kaptunk. Legyen
A:=Alg(a,c) és menjunk vissza az 1. lépéshez,

end procedure

4.7. Tétel Legyen A m dimenzidés algebra az F test felett. A fenti
NULLOSZTOO eljaras talal egy A-beli nullosztopart, ha A
tartalmaz egyaltalan nullosztékat. A médszernek mint -
algoritmusnak a futasi 1ideje polinomidlis az m és log(q)
paraméterekben.

Bizonyitas. ElGszoér megjegyezzik, hogy Iényegében egy iteraciérol
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van sz6. A vizsgalt algebra dimenzidja csotkken, tehat legfeljebb
m az iteracios lépések szama. Ha CUT(Q egy kisebb algebraval tér
vissza, akkor ez szikségképpen nem kommutativ, tehat Wedderburn
tétele szerint tartalmaz nullosztékat és gy elég ezzel a
részalgebraval foglalkozni. Az annotacid helyessége kovetkezik a
Wedderburn - Artin struktiratételb6l, specialisan CUT(Q hivasa
korrektul torténik.

Az 1. és 2. lépések idbigénye a 2.9. illetve a 3.1. Tételek
szerint potinomialis az 1input méretében. A 3. lépés egy
polinomialis méretl linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti,

mig a 4. lépésre a 4.6. Tétel ad polinomialis korlatot. A

bizonyitast befejeztik.

Ha most a pulindém faktorizalo fekete dobozunkat a
determinisztikus, illetve a Las Vegas modszerrel helyettesitjik,

akkor a 4.7. Tétel jeloléseivel élve kimondhaté a kovetkez6:

4.8. Kovetkezmény Véges algebrak esetén a nulloszté probléma
megoldhaté determinisztikus algoritmussal, melynek futasi ideje
polinomialis az m, p és r paraméterekben.

Hasonléan, a problémara létezik olyan Las Vegas médszer melynek

varhat6 futasi ideje polinomialis az m és log(q) paraméterekben.



5. A NULLOSZTO ALGORITMUS ALKALMAZASAI

Ebben fejezetben tovabbra is véges test feletti problémakkal
foglalkozunk. Az el6zi fejezet jeldléseivel Osszhangban p egy
prim, quy' és F=GF(q)- A nullosztdé keresd mbédszert Fogjuk

hasznalni néhany algoritmikus probléma megoldaséara. Ezek a

kovetkezok:

Matrix algebrdk exgUcit izomorfizmusa. A 3.1. Tétel szerint
egy az F test feletti A algebrardol polinom idejl f-algoritmussal
el tudjuk donteni, hogy izomorf-e egy teljes matrixalgebraval.
Igenld valasz esetén, mondjuk ha A izomorf az MMIL) algebraval,
akkor mind az n szamot mind pedig az L testet meg tudjuk
hatarozni. Célunk itt az, hogy explicite megadjunk egy ilyen
izomorfizmust: konstrualjunk egy leképezését A-nak az L feletti
n-szer n-es matrixok algebrajara.

A problémara adott médszerink segitségével egy igen fontos rokon

problémat 1is kezelni tudunk. Tetsz6leges A féligegyszerl F-
algebrat fel tudunk hatékonyan bontani minimalis balidealok

direkt Osszegére.

2. Kozos invarians alter_keresése. Adottak az Xj,--.,X. £ Mp(P

matrixok, keressink egy olyan U valdodi alteret ( az n hosszé F

feletti oszlopvektorok vektorterében) melyre X;LKU teljesiul

minden j=I,...,k esetén. Erre a problémara is adunk egy polinom

idej f-algor itmust.

3. Minimalis normalosztdé keresése eermutaciocsogortok elemi Abe.l

Néhany a permutaciocsoportokkal kapcsolatos
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algoritmikus probléma visszavezethetd invarians altér keresésének
problémajara kis véges testek felett. A kovetkez6 probléma W.M.
Kantortél <KN) szarmazik. Legyen G egy n-edfokd permutaciocsoport
és K<H normalosztéi G-nek ugy, hogy H/K egy elemi Abel p-csoport
valamely p primre. A G, K, H permutaciécsoportok egy-egy erés
generatorrendszerrel (Luks <U>> vannak megadva. Keressink
minimalis a K<L<H feltételnek elegettevd G-beli normalosztot.

Erre a problémara n-ben polinomialis bonyolultsaglu, algoritmust

adunk.

5.1. Matrix algebrak explicit izomorfizmusa

Tegyuk fel» hogy adott az F test feletti A algebra mely izomorf
az me algebraval . Szeretnénk egy explicit izomorfiat
konstrualni a két algebra kodzott.

Elegendd egy olyan V vektorteret talalni» melyre dirfipVm és A
nemtrivialisan hat V-n, mint linearis transzformaciodk egy
algebraja. Valdéban» ekkor a dimenzidkat Osszehasonlitva adédik»
hogy A képe ennél a reprezentacional (ami izomorf A-val» hiszen A
egyszer(i) kiadja V O0sszes linearis transzformacigjat. Ezek utéan
rogzitink egy bazist V-ben és felirjuk A egy generatorrendszere
elemeinek a matrixadt erre a bézisra vonatkozéan és készen
vagyunk. A fentieknek eleget tevd V vektorteret kaphatunk, ha
taldlunk egy e 1-rangl idempotens elemet A-ban (az 5.1. Lemma
szerint ez rang fuggetlen az aktualis A-H*MF) izomorfizmustol).
Valéban, ekkor V:=I"MF)e valasztassal élhetink. Jol ismert, hogy
ekkor dinyV=n és az kMF) elemeivel balrol szorzas egy nem
trivialis reprezentaciot definial.

Szikségink lesz a kovetkez§ egyszer(i, lemmara.

5.1. Lemaa Ha e egy m rangl idempotens M. _(F)-ben akkor az eM~(F)e

algebra izomorf az MmG:5 algebraval.
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A bizonyitas linearis algebrai rutinmunka» ezért mell6zzik.

Az IDEMPGTENSO eljaras egyetlen bemen6é paramétere egy az F test
feletti egyszer( algebra A» melynek a centruma F (vagyis A
centralis egyszerl algebra F felett). Az eljaras outputja egy 1

rangld idempotens A-bdl.

procedure 1DEMPOTENS(A)

begin

0. Legyen B:=A.

1. Hivjuk meg NULLOSZTU(B)-t. Ha B nem tartalmaz nullosztot»
akkor return(lIR), ahol IR a B egységeleme.

2. ( B tartalmaz nullosztékat.)

Legyen x egy az el6z6 hivas altal visszadott nullosztéja B-nek.
Hatarozzuk meg a Bx balideal e jobboldali egységelemét (a
kézenfekv6én addédo linearis egyenletrendszer megoldasaval).

3. B;=w(F) valamilyen m>l esetén és e egy szinguléaris
idempotens.)

Legyen B:~eBe és menjiunk vissza az elsd lépéshez,

end procedure

Ha A 1izomorf M (F)-fel, akkor a 3. [1épés utani (j algebra az
5.1. Lemma szerint izomorf MK(F)—feI» és k<n. Ezt a
gondolatmenetet ismételve adddik» hogy B aktualis értéke mindig
egy F feletti teljes matrixalgebraval izomorf. Az is latszik,
hogy az iteraciok szama legfeljebb n. Tegyuk fel, hogy a 2.
lépést Osszesen t-szer hajtjuk végre és legyen el6szér 0. A
kapott idempotensek legyenek rendre e”,...,e~. Hasznalva hogy
e e.=e.e =e ha iij, addédik, hogy B legutolsd értéke izomorf az
j113 3

eMtj. algebraval. Mivel ez az algebra test, e\ szikségképpen 1

rangd idempotens az 5.1. Lemma szerint. Az efEelem a B test
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egységeleme, tehat az eljaras tényleg egy a kivant tulajdonsagui
elemet produkal. Ha t=Q, akkor nyilvan n=I» tehat mdédszerink
ekkor is helyes eredményt ad.

Ami a futasi idét illeti» a 4.7. Tétel szerint az 1. [1épésbeli
hivas koltsége polinomialis az n és log(q) paraméterekben. A
tovabbi 1épésekben végzend6 munka id6igénye szintén polinomialis
a fenti paraméterekben. A 2. illetve 3. lépésekben nincs is

szilkség polinom felbontasra. Kimondhaté tehat a kovetkezd

5.2. Tétel Legyen az F test feletti A algebra izomorf az WMCF)

algebraval. Ekkor egy explicit izomorfizmus megadhatd a két
algebra kozott egy f-algoritmussal, melynek futasi ideje
polinomidlis az n és log(q) paraméterekben.

Bizonyitas. A fentiek alapjan polinom id6ben talalhatunk egy e 1
rangl, idempotens elemet A-ban. Ezutan az 5.1. rész elején vazolt
médon (a faktorizaldé orakulum hivasa nélkil) kaphatunk egy
izomorfizmust. Az utoébbi lépés szintén polinom id6ében

elvégezhet6 (linearis algebrai) teend6ket jelent.

Egy explicit izomorfizmus azért hasznos» mert Mn(F) szokasos
megadasa (mint n-szer n-es matrixok algebraja) igen  jol
kezelhetd. Példaul koénnyen felbonthaté minimalis balidealok
direkt Osszegére. Jeldlje ugyanis e.. » i=l,...,n azt a matrixot,
melyben az i-edik diagonalis elem 1, az O6sszes tobbi 0. Az fMF)
algebra felbomlik minimalis balideadlok Osszegére az alabbi moédon:
M (=M (Fe  +...+M <Fe .

Ha most van egy explicit izomorfizmusunk az A algebra és MMF)
kozott, akkor az e~. elemek képeivel A-nak egy Telbontasat
kaphatjuk minimalis balidealok direkt 6sszegére.

A fenti médszer altalanosithatd tetsz6leges véges féligegyszeri A

algebrara. A 3.1. Tétel szerinti moédszerrel A felbonthato
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minimalis ideadlok direkt O6sszegére. Az igy adodé A. egyszeri
algebrakat a fenti moédszerrel tovabb bonthatjuk, és végli A-nak

egy Telbontasat nyerjiuk minimalis balidealok direkt Osszegére.

5.3. Kovetkezmény. Legyen A féligegyszerdo. m dimenzids algebra az
F test felett. A felbonthaté minimalis balidedlok direkt
Osszegére egy f-algoritmussal, melynek futasi ideje polinomialis

m-ben és log(q)-~ban.

5.2. Kozo6s invarians alterek.

Legyenek XN,.._., X" M (F) és tekintsik a hatasukat az n hosszad F
feletti 06sz lopvektorok V vektorterén. Szeretnénk elddnteni, hogy
van-e olyan U nemtrivialis < tehat V-t6l és (0)-to6l kuldénbdzb)
altere V-nek, melyre XMKU minden i=1,...,k mellett. Abban az
esetben, ha a valasz igenl§, egy ilyen U alteret is szeretnénk
taldalni. Ezt a feladatot oldja meg az INVARIANSO eljaras,
melynek egyetlen bemené paramétere egy S - nem csupan a
zérusmatrixb6l allo nem lres - matrixhalmaz. Az outputja vagy egy

nemtrivialis invarians altér, vagy egy lUzenet miszerint nincs

ilyen tulajdonsagé altér.

procedure INVARIANSIS)

(S=(¢p--- X2

begin

1. Széamoljuk ki az S altal generalt A méatrixalgebrat, vagyis
annak egy F feletti bazisat .

(Az S és az A matrixhalmazoknak ugyanazok az invarians alterei.)
2. Ha AVTV akkor return(AV).

3. Szamoljuk ki Rad(A)-t. Ha Rad(A)X0), akkor returnlRad(A)V).

4. (Itt A féligegyszerdi és V unitér A modulus.)
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Bontsuk fel A-t minimalis balidealok direkt Osszegére:
A=L1+-_.+Lm-
Legyen Vv egy tetsz6leges nem nulla vektor V-bol és tekintsik az
LjvVF.-_fL™v altereket. Legyen U ezek kozil egy tetsz6leges (0)-
tol kulonboz6. Ha U=V akkor returnl'nincs nemtrivialis invarians

altér«), kulonben return(U).

end procedure

Vegyiuk el8szor szemigyre az INVARIANSO eljaras helyességét.
Nyilvanvalé, hogy S-nek és A-nak ugyanazok az invarans alterei.
Ha a 2. [1épésnél végzink, akkor egy nemtrivialis invarians
alteret kaptunk, hiszen AVX0). Ha a 3. 1épésnél terminalunk,
akkor egyfel6l vilagos, hogy Rad(A)V egy A-invarians altér.
Masfel6l ez (05-t61 kulonbdz6, hiszen Mn(F) hdGen hat V-n. Mivel
Rad(A) nil potens algebra, a Rad(A)V=V egyenléség lehetetlen,
tehat ekkor tényleg egy valdédi invarians altér adédik.

Ha a 4. l1épésnél vagyunk, akkor A valoban féligegyszeri, tehat
felbonthaté minimalis balideadlok direkt 6sszegére. Mivel pedig az
1. lépés tesztjét tli éltik, A hatasa unitér, vagyis A egységeleme
az egységmatrix. EbbSl mar kovetkezik, hogy az L~v alak( alterek
mindegyike nem lehet nulla. Jol ismert (példaul Herstein (H) 97-
98 0.), hogy az L.v altér vagy (0>, vagy minimalis A-invarians
altér (vagy modulus-elméleti terminologiaval élve, egyszerd A
modulus). Azt kapjuk tehat, hogy U minimalis A-invarians altér.
Specialisan, ha U=V, akkor nincs nemtrivialis A-invarians altér.
A helyességet belattuk.

Az els6 két lépés nyilvanvaldan befejezhetd polinom idbében. A 3.
lépésre a 2.9. Tétel alkalmazasaval adédik polinomialis korlat.
Az 5.3. Koévetkezményt is Tigyelembe véve a 4. 1épés
megvalésithaté egy polinom idejl f-algoritmussal. Ervényes a

kovetkez6
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5.4. Tétel Legyen S=C )SM (F. Az invarians altér

probléma megoldhaté egy f-algoritmussal, melynek futasi ideje

polinomidlis az n, k és loglg) paraméterekben.

Ha az S generatumaként adédé A algebra féligegyszeri, akkor a
hatasa teljesen reducibilis, tehat V felbomlik egy T trivialis és
egy U unitér A modulus direkt Osszegére és az utdbbi Osszeadando
tovabb bonthaté egyszer(i modulusok direkt Osszegére. A trivialis
rész levagasa konnyen elintézhetd, hiszen T az I1™v-v alaki,
illetve U az Tv alaki vektorok halmaza, ahol v befutja V-t. U és
T tehat hatékonyan meghatarozhaté. Az INVARIANSO eljaras
segitségével U felbonthaté egyszeri modulusok direkt Osszegére az
aldbbi recept szerint. Vegyik el8szor észre hogy unitér modulus
esetén az eljaras egyszeri részmodulust ad vissza. Ezutan
hasznalhaté a bizonyitasokban szokasos médszer: tegyik fel hogy
az U modulus W részmodulusat mar eldéallitottuk mint egyszeriek
direkt oOsszegét. Ha W=U, akkor készen vagyunk. Kildnben hajtsuk
végre az INVARIANSO eljaras 4. lépését egy olyan v vektorral,
ami nincs W-ben. A szokasos érveléssel (Herstein loc. cit.)
kapjuk, hogy a nem nulla L.v egyszeri modulusok koézul legalabb
egy triviadlisan metszi W-t, ami egy nagyobb direkt O&sszeget

eredményez.

5.5. Kovetkezmény Legyen A féligegyszeri F-algebra és V egy A-
modulus. Legyenek dimpA=n és dinyv=m. AV felbonthaté a T
trivialis és U unitér részének direkt oOsszegére, tovabba U
felbonthato egyszeri A-modulusok direkt Osszegére egy -
algoritmussal, melynek futasi ideje polinomialis az n, m, loglq)

paraméterekben.
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5.3. Minimalis normalosztok permutaciécsoportok elemi Abel

faktoraiban

Legyen G egy n~edfok(i permutaciécsoport és legyenek f«H

normalosztéi G-nek. Tegyluk fel hogy a fenti csoportok egy-egy
eroés generatorrendszerikkel adottak. atte az eroés
generatorrendszereknek csak arra a tulajdonsagara van szikségink:»
hogy O(nz) elemet tartalmaznak; pl. Luks (WJ).) Tegyuk fel
tovabba» hogy H/K elemi Abel p-csoport valamilyen p primre. A
feladat az, hogy talaljunk minimalis, a K<L<H feltételnek eleget
tevo normalosztéjat G-nek. Erre a problémara akarunk G(n™") futasi
idejd algoritmust adni.

A feltételek szerint V:=H/K tekinthetd vektortérnek GF(p) Telett.
A V vektortér dimenzidja GF(p) felett O0(nlog(n)) és polinom
id6ben tudunk egy bazist talalni benne. A G csoport hat V-n: a G
elemeivel valoé konjugalasok linearis transzformacidkat indukalnak
V-n. Ebben a kontextusban problémank ekvivalens egy minimalis G-
invarians altér megkeresésével. Vilagos hogy elég egy a g ,..-fg

elemek hatasara invarians alteret talalni ahol g ,..alg a G
adott generatorrendszere. irjuk fel ezen linearis
transzformacioknak a V egy bazisara vonatkozé matrixait. Ezutan
az INVARIANSU eljaras (esetleg tobbszori) alkalmazasaval

talalhatunk egy minimalis invarians alteret.

5.6. Kovetkezmény Legyenek G<Sf, KiH normaloszték G-ben erés

genratorrendszerekkel megadva. Tegyuk fel, hogy H/K elemi Abel
féle p-csoport valamilyen p primre. Ekkor egy a K<L<H feltételek-
nek eleget tevé minimalis G-beli normalosztét tudunk talalni egy

n-ben polinomi al is idejld determinisztikus algoritmussal.
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Bizonyitas. Elég észrevenni» hogy k<n és hogy p nem nagyobb mint

n» tehat Berlekamp determinisztikus "exponencialis™ polinom

faktorizalé moédszere hasznalhat6é. Az allitds ezutdn az 5.4.

Tételb6l kovetkezik.



6. NULLOSZTOK KVATERNIOALGEBRAKBAN

A megel6zi két fejezetben a nulloszté problémat vizsgaltuk véges
test feletti algebrak esetében. A problémara sikerilt elfogadhatd
megoldast adni abban az értelemben, hogy polinomialis
transzformacid erejéig ugyanolyan bonyolultsagii algoritmusokat
talaltunk, mint amilyenek a fontos és sokat vizsgalt specialis
esetre a polinomok faktorizacidjara ismeretesek.

A 4. fejezet bevezet§jében elmondottak szerint az F algebrai
szamtest feletti A algebraban hatékonyan tudunk nullosztét
talalni, ha A nem egyszerl. A problémat tehat ismét elég egyszeri
algebrak esetén tekinteni. Ez az eset viszont sokkal nehezebbnek
tinik mint a véges testek Tfeletti probléma. A célunk ebben a
fejezetben az, hogy az (RI) dolgozat alapjan a legkisebb
nemtrivialis esetet tisztazzuk, amikor dim™MA=4, A egyszer( nem
kommutativ algebra. (Ha A egyszerl és dimMA<4, akkor A
szikségképpen test, tehat a probléma érdektelen.) Mivel az
egyszer(i algebrak centrum feletti dimenzidja négyzetszam, a
feltételeink szerint A centralis algebra Q felett, vagyis A
centruma Q. Ugyanezen ok miatt [lathaté, hogy A vagy egy
ferdetest, vagy izomorf az MM, (Q) algebraval. Hasznos lesz ezt a

problémat megfogalmazni Garey - Johnson (GJ) stilusban:

6.1. Probléma

INPUT: Egy struktirakonstansokkal adott centrédlis egyszerl A
algebra Q felett, melyre dim™AM.

KERDES: lgaz-e hogy A-M,,(Q)? - vagy ami ezzel ekvivalens:

Van-e A-ban nulloszt6?
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Megmutatjuk, hogy a fenti probléma (a la Karp) ekvivalens a

kovetkez6 szamelméleti kérdéssel:

6.2. Probléma
INPUT: a, b, ¢ nem nulla egész szamok.

KERDES: Léteznek-e olyan x, y, z egészek, x2+y2+22>0 hogy

f

2.2 2

ax +by™+cz™=0 ?

Megmutatjuk hogy a 6.1. és 6.2 Problémak kozott mindkét iranyban

[y

létezik polinom idej Karp redukci6é. Ezt az ekvivalenciat,

valamint Legendre egy klasszikus tételét hasznalva bizonyitjuk,

hogy a 6.1. Probléma az NPr\co-NP bonyolultsagi osztalyba
tartozik. Ezutan, a probléma nehézségét illusztralando,
"kozismerten nehéz" szamelméleti feladatokkal vetjik: Ossze.

Megmutatjuk, hogy feltéve az Altalanositott Riemann Hipotézis egy
valtozatat, létezik egy randomizalt, polinom idejli redukcid6 az
Un. kvadratikus maradék problémarél a 6.1. Problémara (6-11.
Tétel). Ennek kovetkezményeként az a (Ffeltételes) eredmény is
addédik, hogy a 6.1. Probléma - randomizacidét is megengedve -
legaldbb olyan nehéz, mint a primtényez6s felbontas Tfeladata
négyzetmentes szamokra.

A fejezet végén néhany kapcsolédd nyitott kérdést vetink fel.

6.1. Kvaternidalgebrak

Ebben a részben definialjuk a kvaternié algebrak fogalmat, majd
ezek néhany tulajdonsagat hasznalva igazoljuk a 6.1. és 6.2.

Problémak ekvivalenciajat.

Legyenek a, b nem nulla racionalis szamok. Definialjuk a D
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feletti H(a»b) asszociativ algebrat ""generatorokkal és
relaciokkal

H(a,b):=< 1, u, v ; lu=ul=u, Ilv=vl=v, u’%:a, v’2\=b, uv=-vu >.
A relaciokbol koévetkezik, hogy 1 a H(a,b) algebra egységeleme. A
H(a,b) algebrat egy kvaternié algebranak nevezzik. Nyilvanvalo,

hogy H(-1j-1) a racionalis Hamilton kvaterniok algebraja.

A  kb6vetkez6 allitasban felsoroljuk a H(a,b) algebrak néhany
fontos tulajdonsagat. A (konnyld) bizonyitasok megtalalhatok

példaul O"Meara (0"M) kényvének 57. paragrafuséaban.

6.1. Allitas

@ Az 1, u, v, uv elemek a H(a,b) algebra egy bazisat alkotjak Q
felett, tehat dimJi(a»b)=4.

(b) H<a,b) centralis egyszeri algebra Q felett (tehat egyszeri és
a centruma Q).

(©) c~du+ev+fuv (¢, d, e, F racionalis szamok, nem mind nulla)
pontosan akkor nulloszté a H(a,b) algebraban ha cz—dza——e%b+f'2'abzo-
(d) Ha H(a,b) tartalmaz nullosztékat, akkor az 1, u, Vv elemek
altal ki feszitett altér is tartalmaz nullosztokat.

Megjegyzés. Mint ahogy a Hamilton kvaterniok esetében, itt is
definialhatjuk az x~el+du+ev+fuv elem konjugaltjat x’-t, mint
x1:-cl-du-ev-fuv és az x elem normajat mint

N(X) z=xx,=(c""-d"'a-e"b+ F*'ab) 1.

A (©) allitas azt mondja, hogy x nulloszté H(a,b)-ben pontosan

akkor ha a normaja nulla.

Példa. Konny( latni, hogy H(1»1) izomorf M,(Q)-val. Legyen

ugyanis en . az a kétszer kettes matrix, melynek (i,})

pozicidjdban 1 van és mashol 0. Ezutan legyen
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11-ell+e22f U:=e2l+el2" v:i=e2l"el2*

A reléaciodk konnyld, szamolassal igazolhatok.

Most pedig igazoljuk a 6.1. (@ és (b) Allitasok: egyfajta

algor itmikus meg ford itasat.

6.2. Tétel Legyen A négy dimenzids centralis egyszer(i, algebra Q
felett. Ekkor A izomorf egy kvaternidalgebraval. Tovabba, ha A
struktlira konstansokkal adotti akkor egy H(a,b) alaki
reprezentacié (@, b nem nulla racionalis egészek) talalhato

paliném id6ében.

Megjegyzés. A tétel egzisztencialis része jol ismert tény. A

célunk itt egy hatékony algoritmus megadasa.

Bizonyitads. Az A algebra vagy ferdetesti vagy izomorf M,,(Q)-val,

tehdt ha A tartalmaz nullosztét, akkor csak az utébbi eset
lehetséges. Ha pedig talalunk egy x nullosztéti akkor az 5.1.
részbeli eljarashoz hasonléan konstrualhatunk egy explicit
izomorfizmust A és MMQ) kozott. Ekkor ugyanis Ax egy
kétdimenzids bal ideal és A hat Ax—-en. Talaltunk tehat A-nak egy
nemtrivialis» tehat hi( kétdimenzidés reprezentacidojat» araibol
azonnal kaphatunk egy izomorfizmust. Ezutdan az ei . elemeket
hasznalva az el6zli Példa szerint kapunk u, v elemeket, melyekre
u:l:I, vj\:—l, uv—yvu teljesul.

A moédszer tehat a kévetkez6. Valasszunk egy tetszéleges nem G-
beli x elemet. Szamoljuk ki az x elem £ _n minimalpolinomjat.
Ha ez reducibilis, akkor talalunk egy nullosztét és a bevezetd
észrevétel alapjan A-nak egy kvaternid algebra reprezentacidjat.
Felteheté tehat, hogy Q(x) test, mégpedig masodfokiui bévitése Q-
nak. Eszerint Q(x)=Q(u) alkalmas u elemmel, amelyre u”~a egy

racionalis egész. Illyen u illetve a elemek hatékonyan talalhatok

x minimalpolid6érajanak ismeretében. A Q(u) testnek van olyan
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autoémor fizmusai mely az u elemet a -u elembe viszi. A Noether -
Skolem tétel szerint (pl. Pierce (P), Section 12.6) ez egy belsé
automorfizmus, tehat van olyan invertalhatdé v eleme A-nak» melyre
VvV *uv=-u. Ilyen v elemet az uv=-vu linearis egyenletrendszer (v
az ismeretlen) megoldasaval proébalunk talalni. Valasszunk egy
nem nulla v megoldast. Ha a kapott elem nulloszt6é, akkor készen
vagyunk a kordbbi recept szerint.

Feltehetd ezért, hogy v nem nullosztdé. Hasznalva, hogy
V2u=—vuv=uv2,

tovabba hogy QQu) maximalis kommutativ részalgebraja A-nak,
adédik, hogy v~=b egy nullatél kulonb6zé racionalis szam. A v
elemet egy alkalmas egésszel megszorozva az is elérheté, hogy b
egész szam.

Az u2:a, v2:b, uv=-vu Osszefiggések mutatjak, hogy A izomorf a
H(a,b) kvaterni6 algebraval.

Az eljaras konstans szdmi, aritmetikai operacioéot jelent, tovabba a
"tetsz6legesen” valasztandd elemek mindig valaszthaték kicsinek.
Ha A struktira konstansai legfeljebb n bit hossztak, akkor a
médszer O(nlog(n)loglog(n)) bitmiveletet igényel. A bizonyitast

befejeztik.

Ennek a résznek a f6 eredménye a kovetkezd.

6.3 Tétel A 6.1. és S.2. Problémak poliném idejld Karp redukciok
erejéig ekvivalensek.

Bizonyitas. Legyenek a, b, <c a 6.2. Probléma egy tetsz&leges
. , . 2 L2 L _

inputja, és legyen f=ax +by*"'+cz a megfeleld kvadratikus alak. Az
f-et a-val elosztva TfTeltehetd, hogy a=lI, b és c nem nulla
racionalis szamok. Legyen a 6.1. Probléma megfelel§ példanya az
A:=H(-b,-c) kvaternié algebra. A 6.1. (@) és (b) Allitasok:

szerint A centralis egyszeri. Q felett és dimﬂA=4. A 6.1. () és
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(@ Allitasok szerint az f=0 egyenletnek pontosan akkor van
nemtriviAlis egész megoldasa, ha A izomerf MA(Q)-val.

A forditott iranyi! redukciot illetéen legyen A centralis egyszerd,
algebra Q felett melyre dimla!A:4. A 6.2 Tétel szerinti
algoritmussal keressink olyan a, b egészeket melyekre A izomorf a
H(-a,-b) algebraval. Legyen ezutan a 6.2. Probléma megfelel§
példanya az (l,a,b) harmas. A 6.1. (c) és (d) Allitasok szerint
H(-a,-b) pontosan akkor tartalmaz nullosztokat, ha az

xn +ay;\+bzn—"=0

egyenletnek van nemtrivialis egész megoldasa.

Cégjegyzés. Az (1,a,b)-»H(~a,-b) bijekcio segitségével
konstrualtunk polinom idejl transzformacidkat mindkét iranyban.
Ezek a leképezések hasznalhaté kapcsolatot lIétesitenek a
megoldasok kozétt is. Pontosabban ha x“tay"N-bz"~0, akkor rogton
adédik is egy nullosztdé a H(-a»-b) algebraban, nevezetesen
xl+yu+zv. Ezt az elemet hasznalva a 6.2. Tételben leirt modon
kaphatunk egy izomorfiat H(-a,-b) és MO (@5 kozott.

Forditva, ha van egy explicit izomorfiank H(-a,-b) és MM0)
kozott, akkor talalhatunk egy nemtrivialis yu+zv linearis
kombinaciot (y,z racionalis szamok) melynek az (1,2) poziciéjaban
0 van (itt u-t és v-t mint kétszer kettes matrixokat nézzik).
Alkalmas x racionalis szam mellett az xl+yu+zv matrix elsé sora a
nul (.vektor lesz. Az igy nyert elem nyilvan nulloszté H(-a,-b)-

N
ben, tehat x +a)2/ +%z =0. Az egyenlet egy racionalis megoldasabdl

pedig konnyen kaphatunk egy egész megoldast.

6.2. Haroavaltozés kvadratikus alakok a racionadlis test felett

Ebben a részben a 6.2. Problémat vesszik szemigyre. A f6 eredmény

az, hogy a probléma az NPAco-NP osztalyba tartozik. A 6.3.



G
Tételb6l ezutan mar kovetkezik, hogy ugyanezen allitas igaz a
6.1. Problémara is.
Megemlitjuk itt, hogy Lagarias (L) dolgozata szamos érdekes

algoritmust tartalmaz kvadratikus alakok kezelésére.

6.4. Lemma A 6.2. Probléma az NP osztalyba tartozik.
Bizonyitas. Elég belatni, hogy ha az
(6.1) ax"+by -tcz”™0 a, b, c nem nulla egésze!.;
egyenletnek van nemtrivialis egész megoldasa, akkor van az a, b,
c szamok méretében polinomialis méretd, ilyen megoldasa is. Ez
pedig ismert: ha (6-1) megoldhaté, akkor van olyan x*, y®, z»
megoldas is amelyre

max C bQL , QI ., 12QI5 < 3<jaj+|b] + Ic] ).
A fenti allitads bizonyitasa megtalalhaté pl. Cassels (CAS)

kényvében (mint Lemma 6.B.1).

A tovabbiakban szikségink lesz Legendre kévetkezd tételére.
Legendre tétele Tegyik fel hogy abc négyzetmentes. Ekkor a (6.1)-
nek pontosan akkor van nemtrivialis egész megoldasa, ha az alak
indefinit (vagyis az a, b, c szamok nem azonos el&jellek) és
vannak olyan e., ei’\, e, egész szamok, melyekre

ae’\?-b:O(mod ©)

beo*™+c=0(mod a)

2

ce, +a=0(mod b).

Bizonyitasok talalhaték a (CAS) Chapter 6, és (N2) Section 5.12

munkéakban .

Az altalanos eset kdnnyen és hatékonyan visszavezethet6 arra az
esetre amikor abc négyzetmentes, ha ismerjik abc primtényezéit.

El6szor is elosztjuk az egyltthatékat gcd(a,b,c)-vel, tehat

A
feltehet6, hogy gcd(a,b,c)=1. Ha d" osztja a (6-1) egyenlet egyik

egyltthatéjat, mondjuk a-t, akkor x"~dx bevezetésével a
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(6.2) a"x12+by2+cz2=0

egyenlet adodik» ahol a=a"d~. Vilagos hogy (6.1) akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha (6.2). Utébbi egy megoldasab6l koénnyen
nyerheté (6.1)-nek egy megoldasa.

Ha pedig az e>l egész osztdéja két egyltthaténak, mondjuk a-riak és
b-nek, akkor wu=z/e valasztassal e-vel val6 osztds utan az
ekvivalens

(6-3) a™x2+b"y2+ceun=0

egyenlet addédik, ahol a"=a/e és b"=b/e.

Ha (6.1)-nek nincs nemtrivialis megoldasa, akkor ezt a kovetkezd
rovid bizonyitvany mutatja: ha az alak (pozitiv vagy negativ)
definit, akkor ez leolvashaté az egyitthatok elgjelérdl.

Ellenkez6 esetben vegyik abc primtényez6s felbontasat és annak
bizonyitvanyat. Pratt (PR) tétele szerint a primtesztelés NP-ben
van, tehat ez megtehetd. A négyzetmentes esetre valo
visszavezetés abc felbontasanak ismeretében polinom id6ben
elvégezhet§, tehat feltehetd, hogy abc négyzetmentes. Most ha
(6-1) nem megoldhaté, akkor a harom kongruencia koézil legalabb
egy (mondjuk az els6) nem megoldhaté. Ez pedig egyenértékl, azzal,
hogy a c¢ valamely p primosztéjara -b/a kvadratikus nemmaradék
modulo p, amit pedig a (-b/a) N""s-Hmod p) kongruencia

ellenbrzésével polinom id6ben igazolhatunk. Kimondhaté tehat a

6.5 Tétel A 6.2 és igy a 6.1 Probléma az NP rvco-NP bonyolultsagi

osztalyba tartozik.

A kovetkez6 eredmény azt jelzi, hogy (6-1) megoldasa nem
lényegesen nehezebb feladat, mint a primtényez6s felbontas meg-

keresése.
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6.6 Tétel Ha abc primtényez6it ismerjik, akkor (6.1) egy
megoldasa megtaldlhatdé egy polinom idejli. Las Vegas algoritmussal
(amennyiben létezik egyaltalan megoldasa).

Bizonyitas. A Legendre tételére adott (CAS) Theorem 6.4.1
bizonyitas Ilényegében egy hasznalhaté algoritmust 1is ad. A
konnyen lathatéan polinomialis Iépések mellett két problémat kell
kezelni. Meg kell oldani prim modulusé kvadratikus
kongruenciakat, illetve talalni kell egy legrovidebb nem nulla
vektort egy Qg—beli racsban. Az els6 feladatra Rabin (RAl) Las
Vegas médszere, a masodikra Kannan KA) determinisztikus

algoritmusa hasznalhato.
6.3. Kapcsolat a kvadratikus maradék problémaval.

Eddig két kvalitativ fels6 korlatot adtunk a 6.2. és igy a 6.1.
Probléma bonyolultsagara. Megmutattuk hogy NPDco-NP koénnyl, és
azt is, hogy a Las Vegas algoritmusok korén belil nem nehezebb
mint a primtényez8s felbontas problémaja. Ebben a részben egy
ellenkez6 iranyé eredményt szeretnénk igazolni azzal, hogy a 6.2.
Problémara redukalunk egy nehéznek tekintett masik problémat. Ez

a probléma a kvadratikus maradék (quadratic residuosity)

probléma.

Kvadratikus maradék probléma. Adottak O<m<n temészetes szadmok, n
négyzetmentes és paratlan és az (mW/n) Jacobi jel értéke 1.
Dontsik el, hogy m kvadratikus maradék-e modulo n, vagyis hogy az

xJ=m(mod n) kongruencianak létezik-e egész x megoldasa.

A fenti problémanak azt a specialis esetét, amikor n két primszam
szorzata, Goldwasser és Micali (GM) vizsgaltak kriptografiai

kérdésekkel kapcsolatban. A fenti problémahoz szorosan kapcsolédo
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feladat a kovetkez6:

2
Modularis gyokvonas. OIldjuk meg az x =m(mod n) kongruenciat az

egészek korében» ha létezik egész megoldas.

Ismeretes (Rabin (RA), Goldwasser - Micali (GW)» hogy a
modularis gyokvonas problémaja legalabb olyan nehéz mint a
primtényez6s felbontas megtalalasa» abban az értelemben» hogy ha
az els6 problémanak van polinom idejli, megoldasa, akkor a
masodikra létezik randomizalt polinom idejl algoritmus.

A redukcio, amit megadunk, egy Teltételes eredmény lesz.
Feltesszik, hogy a Riemann Hipotézis igaz az algebrai szamtestek
Dedekind Tféle dzetafiggvényeire (szokasos roviditéssel GRH). A
fenti feltétellel Lagarias és Odlyzko (LO) bizonyitottak a
Csebotarjev Siriségi Tétel egy igen erfs valtozatat. Ennek az
eredménynek itt csak a racionalis test mint alaptest feletti
valtozatara lesz szikségink. Az (LO) dolgozatot kovetve legyen az
L test normalis b6vitése Q-nak, jeldlje G a bdévités Galois
csoportjat és legyenek n illetve d a bévités foka illetve
diszkriminansanak abszol(t értéke. Ha p egy az L-ben nemeléagazé
racionalis prim, akkor az r'I"pil Artin jel a p-t osztdé L-beli P
primidedlok Frobenius automorfizmusainak G csoportbeli konjugalt
elemosztalyat jelenti. Egy tetsz6leges G-beli C konjugalt
elemosztalyra legyen

TI'C(‘:,L)# p; p nemelidgazd L-ben, L%] =C, pix )‘.

Ervényes a kovetkez6 ((LO) Theorem 1.1., racionalis valtozat):

Lagarias - Odlyzko Tétel Tegyuk fel hogy GRH 1igaz. Ekkor van
olyan c>0 effektive meghatarozhaté abszollit konstans, hogy

tetsz6leges X)2 esetén

log(dxn)+ log d).
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A 11K x) aszimptotikus egyenléség a Csebotarjev
c 6l

Slrliséyi Tétel racionalis valtozata. Lathatéoi hogy a tétel
specialis esetként tartalmazza a nagy primszamtételt. Ha L-et
koérosztasi testnek valasztjuk! akkor Dirichletnek a szamtani
sorozatok primszamaira vonatkozo tétele adodik. A tétel
legaltalanosabb formaja, amikor az alaptest egy tetsz6leges
algebrai szamtest, a primidealtételt is tartalmazza.

A fenti eredmény szerint viszonylag roévid intervallumban is sok

olyan primet talalhatunk, melyre az Artin jel értéke egy elére

megadott konjugalt el aruosztaly.

A kovetkezb6kben egy algebrai szamelméleti jellegli gondolatmenet
kovetkezik. A hasznalt fogalmak és tények megtalalhatok pl.
Ireland - Rosen (IR) 12. fejezetében.

Legyenek p,,,---,p~ kildénboz6 paratlan racionalis primek. Legyen
L=Q(i,sqrt(p™),---,sqrtp- )), ahol i=sgrt(-1). Ismeretes
(Kaltofen - Musser — Saunders (KHB)), hogy a fenti test normalis
b6vitése Q-nak és a foka Q felett 2*"+1. A bévités G Galois
csoportja konnyen leirhaté. Legyen s a komplex konjugalas és
i=l,.._,k esetén legyen s" az az automorfizmusa L-nek mely p.-t
-p--be viszi, az O6sszes tobbi generatorelemet pedig fixen hagyja.
Ekkor G az s™ elemek altal generalt elemi Abel 2-csoport. Legyen
most r egy a primektél kilénb6z6 paratlan racionalis prim és
legyen R egy r-et tartalmazé L-beli primidedl. Ha D jeloli az L

egészeinek gylridjét, akkor ismert, hogy F=D/R egy véges test és

hogy az F test Frobenius automor fizmusat G egy s eleme
indukalja.
Mit mondhatunk a p. és r viszonyarél, ha ismerjik ezt az s

automorfizmust? Az s automorfizmus egyértelmlen felirhaté mint

ka16nb6z6 s.l, elemek szorzata. Ha ebben a felirasban SO nem

szerepel, akkor s F-beli fixteste (vagyis a Z/rZ primtest)



tartalmaz olyan x elemet» melyre x*=-1. Eszerint r=41+1 alkalmas
I egészre. Legyen most i>0. Ha u jeloli sqrtlp®) képét F-ben - az
u és -u elemek kulonboz6k. Valéban, ellenkezé esetben fennallna
F-ben a O=u-u=2u, amib6l 0=4u =4p" kovetkezne .Ez pedig
ellentmondas, hiszen r nem egyenl§ 2-vel és p~vel sem. Ha s°
szerepel s felirasaban, akkor az x”~p”~ egyenlet megoldasai, u és
-u nincsenek a Z/rZ primtestben, tehat kvadratikus nemmaradék
modulo r.

Ha s nem szerepel s felirasaban, akkor az i=0 esettel azonos
érvelés szerint p* kvadratikus maradék modulo r. Specialisan, ha
s a G egységeleme, akkor mindegyik primszamunk kvadratikus
maradék lesz modulo r.

Azt is lattuk, hogy a T(R) inercia csoport trivialis, tehat a
feltételeinknek eleget tevé r primek nem agaznak el L-ben.

Osszegezve, érvényes a kovetkez:

6.7. Lemma Legyenek L, p., s~ a fentiek és legyen r egy a p-
primekt6l kulénb6z6 paratlan prim. Ekkor r nem agazik el L-ben és
ha az R idedlhoz tartozé Frobenius automorfizmust az s=

automorfizmus indukalja, ahol H az Cl,...,k3 egy tetsz6leges
részhalmaza, akkor r=41+1 alkalmas | egészre és p pontosan

akkor kvadratikus maradék modulo r, ha j nem eleme H-nak.

Ezutan a Lagarias - Odlyzko Tétel segitségével megmutatjuk, hogy
tetsz6leges H halmaz elég gyakran megkaphaté, ahogy r végigfut a

3
(0,n ) intervallumon, ahol n=p".._p~".

6.0. Lemna Legyenek p~,...,p~ kulonb6z6 paratlan primek gy, hogy
n=pj.-mP" elég nagy és legyen o<c<2 KL Legyen H az CI,...,k)
halmaz egy tetsz6leges részhalmaza. Tegyik fel tovabba, hogy GRH

igaz. Ekkor azon O<r<n'™' primek szama, melyekre s=Tfs. teljesul,
J
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legalabb cLi(nJ).
Bizonyitas. Alkalmazzuk a Lagarias - Odlyzko Tételt a fenti L

3
testre» x=n , C={s) valasztassal.

ITTc (n3,L)-(1/72k+1)Li(n3) j<c<2 k 1In1,52k+1log(dn3)+log d).
Elég megmutatni, hogy a jobboldali kifejezés o(Li(n3)) nagy-
sagrendli,. Ehhez a d diszkriminansra kell korlatot adni. Vezessik
be a pO:=-1 jelolést . A {0,1,...,k) halmaz tetsz6leges S
részhalmazara legyen b,,:=TIWt (p ) (az Ures szorzat értéke 1).
jes J
Vilagos, hogy a bg alakiui  elemek L-nek egy linearis
generatorrendszerét alkotjak Q felett, ezért tekintettel L
fokara, ezek elemek linearisan fluggetlenek is. Masfeldl
nyilvanvalé, hogy a bg alaki, elemek egészek L-ben, tehat elegendd
ennek a bazisnak a diszkriminansat megbecsilni. A b0 elem
konjugaltjai a bg illetve -bg elemek kozul kerulnek Ki.

Hasznalva, hogy bg abszolut értéke legfeljebb n, és hogy a

determinans mérete 2k+1<2n, a d-t trivialisan becsilve

d<((2nHn2"H2

adodik, amibél lathaté, hogy log d=o(n*"*). Ezt hasznalva latjuk,

2.V

hogy a jobboldal nagysagrendje o(n }. amivel az allitast

igazoltuk.
Az el6z6 két allitas alapjan igaz a kovetkez6.

6.9. Kovetkezmény Legyenek kilonb6z6 paratlan primek,
n=pl...pF és legyen 0<c<2 k *. Legyen H az {lI,...,k) halmaz
egy tetszb6leges részhalmaza. Legyen my azon 41+1 alakd r primek,
0<r<n3 szama, melyekre p~ pontosan akkor kvadratikus maradék
modulo r, ha i nem eleme H-nak (i=l,...,k>. Ha n elég nagy és GRH
igaz, akkor My legalabb cnn /(3log n).

A CGRH-t feltételezve adunk egy polinom idejli. Las Vegas redukcioét



Y

a kvadratikus maradék problémarol a £.2. Problémara. Ebbél
kovetkezni fog, hogy (Las Vegas médszereket is megengedve) a
nulloszté probléma legalabb olyan nehéz, mint a négyzetmentes
szamok felbontasanak problémaja.

El16sz6r nézzik a kvadratikus maradék problémat arra az esetre,

amikor m prim.

6.10 Lemaa Legyen r egy primszam, n egy pozitiv egész. Tegyuk fel

hogy rn négyzetmentes és hogy (n/r)=l. Ekkor r kvadratikus
maradék modulo n pontosan akkor ha a
(6.4 x2—ry2—n22:0
egyenletnek van nemtrivialis egész megoldasa.
Bizonyités. A fenti kvadratikus alak indefinit és m
négyzetmentes, tehat Legendre Tétele szerint (6.4) megoldhato
akkor és csak akkor ha az

ej''-r=0(mod n)

—re?z—n:O(mod D

-ne0"+1=0(mod r)
kongruencidk mind megoldhatdok az egész szamok korében. A masodik
kongruencia nyilvanvaldan megoldhaté. Mivel n kvadratikus maradék
modulo r, ugyanez igaz az n A(mod r) elemre is, tehat a harmadik
kongruencia is megoldhaté. Kapjuk tehat, hogy (6.4) pontosan
akkor oldhat6é meg, ha az els6 kongruencia megoldhaté, vagyis ha r

kvadratikus maradék modulo n.

Megjegyezzik, hogy a (6-4) egy nemtrivialis megoldasabél azonnal
adodik az x”=r(mod n) kongruencianak egy megoldasa.
Ezen el6késziiletek utan mar bizonyitani tudjuk ennek a résznek a

6 eredményét.

6.11 Tétel Tegyilkk fel, hogy GRH igaz. Ekkor létezik egy polinom
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ideji Las Vegas redukcido a kvadratikus maradék problémardl a 6.1.
Probléméara.
Bizonyitas. A 6.3. Tétel alapjan elég a kvadratikus maradék
problémat a 6.2. Problémara redukalni.
Legyen tehat az m,n par a kvadratikus maradék probléma egy
példanya (n paratlan, négyzetmentes, O<m<n, (mW/n)=1). Legyen n
primtényezés felbontasa n=p”...p~. Ha k egy egyenletes eloszlasi
véletlen elem, melyre O<k<n3, gcd(k,n)=1, akkor r=mk|2|'rnod n3) egy
egyenletes eloszlasui véletlen eleme lesz az

Sm:C r; 0<r<n3d, (r/p. ):(m/pl.> i=l,...,t 1

halmaznak. A kvadratikus reciprocitasi tétel szerint egy 41+1
alakii  r prim (O<r<n3) pontosan akkor tartozik az 57 halmazba,
ha (pVr )=(r/pM)=(m/p. ) i=l,.._,t. Hasznalva, hogy S elemszama
legfeljebb n3/2t, a 6.9. Kovetkezmény szerint annak az eseménynek
a valodszinlsége, hogy egy ilyen tulajdonsagi, primet kapunk,
legalabb c"/(3log n), ahol a c" konstans kicsit kisebb mint 1/2.
Hasznalva, hogy (m/n)=l és innen (r/pi>=-1 paros sok i1 esetén,
latjuk, hogy (/r)=1. Az is vilagos, hogy r kvadratikus maradék
modulo n akkor és csak akkorj ha m kvadratikus maradék modulo n és

hogy r egy négyzetgyokébdl <k ismeretében) m egy négyzetgydke

megkaphat6.

Ezutan a redukcio mar egyszerd(. Valasszunk olyan
n

fiuggetlen, egyenletes eloszlastu, k elemeket, melyekre 0O<k<n‘J,

gcd(k,n)=1 teljesul. Ezutan kiszamitjuk az r=mk2(mod n3) elemet.
Ellen6rizzik, hogy r prim-e és hogy r-1 oszthaté-e néggyel. Ha
barmelyik kérdésre nemleges a valasz, -eldobjuk k-t és (jat
valasztunk. Hao r taléli mindkét tesztet, akkor tekinthetjik az
xIJ—ryn—nzn’\O egyenletet. A 6.10. Lemma szerint ennek pontosan
akkor van nemtrivialis egész megoldasa, ha r és igy m kvadratikus

maradék modulo n.

A probalkozasok (azaz a valasztandd k elemek) szamanak varhato
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értéke 3log(n)/c . A bizonyitast befejeztik.

Megjegyzés. Mivel Las Vegas redukciot akarunk, olyan primtesztre
van szilkségink, ami biztosan nem téved, ha azt allitja hogy a
vizsgalt szam prim és majdnem minden primet tényleg primnek
talal. Ismeretesek olyan determinisztikus primteszteld
algoritmusok, melyek futasi idejére polinomkorlat adhaté a
Riemann hipotézis kiulonféle altalanositasait feltéve. Az elsé
ilyen médszer Millert6l (Ml) szarmazik. Bach (B) munkajaban
konkrét becsléseket is talalhat az olvas6. Ezek az algoritmusok
azon mainak, hogy a Telett hipotézis mellett létezik kicsi
kvadratikus nemmaradék mod p ( p paratlan prim). Ilyen allitas
kovetkezik az altalunk feltett GRH-bol is. Elég a Lagarias -
Odlyzko Tételt az L=Q(i,sqrt(p)) testre alkalmazni.

Ujabban Schoof (SCH) elliptikus csoportok rendjét Kkiszamito
brillians modszerét hasznalva Goldwasser és Kilian (CGK) adtak
egy érdekes véletlen primtesztet. A modszer majdnem minden primre
szolgaltat egy polinom idében ellendrizhetd bizonyitvanyt is. A
fenti redukciénal ez a modszer 1is hasznalhaté. A varhaté

probalkozasok szama ekkor egy kicsit novekszik.

6.5. Problémak, megjegyzések.

Ebben a fejezetben a nulloszté problémat vizsgaltuk Q feletti 4
dimenzids algebrédkra. A kvaternidalgebrak néhany tulajdonsagat

hasznalva megmutattuk, hogy a probléma ekvivalens egy
szamelméleti kérdéssel, a haromvaltozés kvadratikus alakok
gyokeinek létezésével. Egy polinom ideji Las Vegas redukcio
segitségével kimutattuk, hogy ezen problémak szorosan
kapcsolédnak néhany , a szakmai kozvélemény altal nehéznek

tekintett algoritmikus problémahoz. Utobbi bizonyitasahoz
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feltettik az Altalanos Riemann Hipotézist algebrai szamtestek
Dedekind TfTéle dzetafiiggvényére.

6.1. Nyitott kérdés. Bizonyitsuk be a 6.10 Tételt GRH nélkil.

Itt szikségesnek tartjuk megjegyeznif hogy valdéjdban eléggé
specialis szamtestekkel foglalkoztunk (pl. a Galois csoportjuk
elemi Abel 2-csoport). Masfeléi a becslést illetfen sincs szilkség

1/2

a Lagarias - Odlyzko Tétel teljes erejére. A maradéktagban x

helyén tetsz6leges x~, c<l jo lenne.

A 6 nyitott kérdés ezen a terileten a nulloszté probléma.
6.2. Nyitott kérdés. Mi mondhaté a Q feletti nulloszto

probléma bonyolultsagarol?

A 6.2. Tételben olyan F maximalis résztestet talaltunk A-ban»
mely a Q-nak ciklikus bévitése. Albert - Brauer - Hasse - Noether
egy 1igen mély eredménye (Pierce (P)) szerint ilyen résztest
létezik tetsz6leges L algebrai szamtest feletti A centréalis
egyszer(i algebraban. Pontosabban van olyan maximalis K részteste
A-nakj hogy K/L Galois bévités és Gal(K/L) egy ciklikus csoport.

6.3. Nyitott kérdés. Ha adott A és L, tudunk-e a fenti

tulajdonsaggal rendelkez6 K testet talalni polindom idében?



7. POLIHOMOK VEGES TESTEK FELETT

Az altalunk vizsgalt problémakér egyik kulcsfontossagu feladata a
polinomok faktorizacidoja a kérdéses test Telett. Algebrai
szamtestek felett ez a feladat megoldhato polindém idejd
algoritmussal. A véges testek feletti problémara azonban
determinisztikus polinomidejo. moédszer nem ismeretes. Berlekamp
(BD) médszerét még eddig nem sikerilt lIényegesen megjavitani.
Ennek a modszernek a vazlata a kbévetkez6. Legyen F/KCx],
deg(fF)=n, K=GF(pf.D). Feltehet6i hogy nincs T-riek tobbszords gyokei
ugyanis ezektdl konnylG megszabadulni (lasd pl. Lidi
Niederreiter (LN) 4. fejezet ). Feltehet6i hogy f=Ffl1... f} ahol az
fj tényez6k paronként vrelativ prim a K felett irreducibilis
polinomok. A Bevezetésben lattuki hogy F felbontasa egyenértéki
az A=KCx3/(F) algebra minimalis idealjainak megtalalasaval. Azt
is tudjuki hogy a fenti algebra k darab a K-t tartalmazé véges
test direkt oOsszegei tehat tartalmazza az GF(p) primtest k
példanyanak a direkt 0Osszegét. Legyen ez a GF(p) feletti
részalgebra B. Vilagosi hogy ha B-t sikerul felbontani, akkor A-t
is, hiszen a két algebra idempotensei ugyanazok. Masfel6l B
polinom id6ben megkaphatd A-b6l, egy linearis egyenletrendszer
megoldasaval, hiszen B nem mas, mint a Frobenius automorfizmus,
tehat egy GF(p)-linearis leképezés fixponthalmaza.

Vilagos, hogy B felbontasadhoz elegend6 B egy bazisaban szerepld
elemek GF(p) feletti B-beli minimalpolinomjait felbontani.

A B részalgebra elemeinek minimalpolinomjai linearis tényezbkre
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bomlanak GF(p)-ben, tehat B és igy f felbontasanak a problémajat
visszavezettik primtest feletti polinomok primtestbeli gyokeinek
a megkeresésére. Az eddig korvonalazott Iépések mind polinomialis
bonyolultsagiak voltak, igy a faktorizaci6 problémajat polinom
idében Turing értelemben redukaltuk a primtestbeli gyokkeresés
problémajara.
A gyokkeresés feladatara viszont eddig nem ismeretes lényegesen
jobb médszer, mint hogy sorra vesszik a primtest elemeit és
behelyettesitjik a felbontandé polinomba amig minden gyokdt meg
nem kapunk. A médszer futasi ideje polinomialis az n, més p
paraméterekben (az input hossza pedig n>0 esetén G(mnlog(p)>.
Ha nem ragaszkodunk a determinisztikus modszerekhez, akkor sokkal
jobb a helyzet. A problémara gyakorlatilag is 1igen hatékony
polinom ideji. Las Vegas médszerek vannak: Berlekamp (B2), Rabin
(RAD, Cantor - Zassenhaus (CZ), Ben-Or (BO).
Az utébbi id6ben szamos, a probléma determinisztikus
bonyolultsagaval kapcsolatos eredmény sziletett, mely hasznalja a
Riemann hipotézis kiulonféle altalanositasait. A kovetkez6
feladatok az el6z6 fejezetben hasznalt GRH teljesilése esetén
polinom id6ében megoldhatoék:
- kvadratikus polinomok felbontasa (Adleman - Handers - Miller
(AMM)).
- az xn-a alaké binomok felbontasa ((AMM), Huang (HD, H2)).
- az olyan egészegylutthatés f polinomok felbontasa melyeknek 0
feletti Galois csoportja Abel féle (HD), H2).
- a GF(pn) test konstrukcidéja (Adleman - Lenstra (AD).
- tetsz6leges polinom felbontasa, ha p-1 primosztéi kicsik (von

zur Gathen (GA)): a moédszer futasi ideje (ntlog p)=, ahol n a

felbontandé poliom foka, és t a p-1 legnagyobb primosztdja.

A késbbbiekhez hasznos lesz egy tovabbi ilyen eredmény. Miel6tt

ezt megfogalmazzuk, bevezetink néhany jeldlést.
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A fejezet tovabi részében p és r kilonb6zd primek» GF(p) jeloli a
p elemli testet. Legyen F az "r-edik korosztasi test"” GF(p)
felett, vagyis F az xY—l polinom GF(p) feletti felbontasi teste.
Jelolje F° az F nullatél kulonbozé elemeinek halmazat. Tegylk
fel, hogy F elemszama q és a k illetve r" egészeket definialjuk a
g~l=rkr®, gcd(r,r")=I

osszefluggésekkel. Legyen c egy tetszbleges primitiv r-edik

egységgytk F-b6l. Ervényes a kovetkezd

Huang Tétele Tegyik fel, hogy GRH igaz. Ekkor F megkonstrualhaté,
valamint egy F-beli r-edik nemmaradék  talalhaté egy
determinisztikus algoritmussal, melynek futasi ideje polinomialis

az r és log(p) paraméterekben.

A fenti eredmény bizonyitasa rnegtalahaté (H2)-ben, mint a 4.
fejezetbeli diszkusszio része. Kalon allitaskeént nincs
megfogalmazva.

A fejezet T6 eredménye IR2) a kovetkezd:

7.1 Tétel Legyen TtGF(p)Cx] egy polinom, melynek gyokei a GF(p)
testben vannak. Legyen r az n=deg(f)>1 egy primosztéja és tegyik
fel hogy az F test valamint egy F-beli r-edik nemmaradék adottak.
Ekkor F felbonthaté két nremi allandd polinom szorzatara egy
determinisztikus algoritmussal, melynek id&igénye polinomialis

y

log p-ben és n” -ben.

Huang Tételét hasznalva azonnal kapjuk az alabbi kovetkezményt.
7.2 Kovetkezmény. Legyen TEGF(p)Cx] és tegyik fel hogy f gyokei
a GF(p) testben vannak. Legyen r az n=deg(f)>l egy primosztdja.
Ha GRH igaz, akkor f felbonthaté f=Ff"f,, alakban, ahol a tényezdk

egyike sem alland6. Az algoritmus futasi ideje polinomialis a



log p és n* paraméterekben.

Alkalmazzuk az el6z6 eredményt korlatos sok irreducibilis

tényez6re boml§ polinomokra.

7.3. Kovetkezmény Ha GRH igaz, akkor a korlatos sok irreducibilis
tényez6re bomlé polinornok felbontasa polinorn idSben megtalalhato.
Bizonyitas. Berlekamp modszerének ismertetésénél lattuk, hogy ha
a Tfelbontandé polinomnak m irreducibilis tényezfje van, akkor a
probléma polinorn id6ben Turing redukalhaté Ilegfeljebb m-1
primtest feletti legfeljebb m-edfokii polinorn  primtestbeli
gyokeinek a megtalalasara. Erre a helyzetre pedig alkalmazhaté az

el6z6 kovetkezmény.

s
Megjegyzés. Ha a szébanforgé f polinomot a GF!p ) test Tfelett

tekintjik és az f irreducibilis tényezfinek szama m, akkor a
médszer bonyol Gltsagara 0O((mr'+deg (F)+slog p)") adoédi k egy

alkalmas pozitiv c konstanssal.

Jol ismert, hogy némi 'prekondicionalas”™ utan a binom egyenletek
modulo p polinorn idS8ben megdldhatok(Ténélli  (T), Shanks (S,
A, (H2>). Pontosabban, ha rendelkezink egy GF(p)~beli m-edik
nemmaradékkal, akkor polinorn idében meg tudunk oldani tetsz6leges
GF(p) feletti xm-a=0 alakui egyenletet. Egy hasonlé allitas
kimondhato a korlatos sok irreducibilis tényezére bomlé

polinomokrol is.

7.4. Kovetkezmény. Legyen d egy rogzitett pozitiv egész. Tegyuk
fel, hogy rendelkezink polinornok egy f»g"C GF(p)Cx3 listajaval,
r<d, r prim Uugy, hogy f az GF(p) Teletti r-edik korosztasi

polinom egy irreducibilis faktora, deg(g")<deg(ff) és g~(mod T )
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egy r-edik nemmaradék az GF(p)Cx]/(fr) testben. Ekkor polinom
idében fel tudunk bontani tetsz6leges olyan p karakteriszti kijl
véges test feletti polinomot, melynek a kérdéses test Telett

legfeljebb d irreducibilis faktora van.

Megemlitjik még, hogy a binom egyenletek esetéhez hasonldéan a
fentieknek eleget tev6é polinomok talalhaték egy polinom idejd.

Las Vegas algoritmussal.

Az algoritmus vazlata

Ismertetni szeretnénk a 7.1. Tétel algoritmusanak alapgondolatat.
Az f polinom egy "j6 matrixreprezentaciojat” fogjuk megadni.
Pontosabban konstrualni fogunk egy olyan D matrixot F felett,
melynek a sajatértékei mind gyokei az f-nek és D mérete nem
oszthaté az f fokaval. Ha ez sikerult, akkor mar konnyl f-et két
tényez6re bontani.

Ami ezt a D matrixot illeti, Kkiindulunk az f polinom A kiséré
(companion) matrixabél és tekintjuk az A Aaltal generalt A
matrixalgebrat az F test felett. Ezutan vesszik az A algebra r-
edik tenzorhatvanyat az F test felett B:=A»A®... &A. A B algebra
elemeit tekinthetjik n -szer n -es matrixoknak F felett. Ezutan
konstrualunk egy a B elemeinek hatasara invarians U alteret,

melyre dinipl=( /r )n(n-1).., (n-r+1). Ez a szam nem oszthaté n-nel.

A D matrix ezutan legyen D:=A®I®.._®I, megszoritva az U altérre.

A konstrukcié soran fel kell bontanunk néhany specialis alaki
polinomot. Az erre szolgalé médszereket irjuk le a 7.1. részben.
A 7.2. részben definialjuk a fontosabb altereket és linearis
transzformacidkat, végul a 7.3. rész tartalmazza az algoritmus

leirasat és a 7.1. Tétel bizonyitasat.

7.1. Specialis polinomok.
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k
Legyen S=(an,...,a") az F elemeinek egy sorozata. S" jeldlje az

(a.lk,..n.,a k) sorozatot. A fenti S esetén f5 jelolje az alabbi

poli nomot:
fS’ (x):(x—aI) - (x—an )-
Vilagosi hogy ha £~ FCxl, f foegyltthatéja li és f minden gydke

F-ben van( akkor f=fg alkalmas S sorozatra.

Megjegyezziki hogy ismeretében» és anélkil hogy az S halmazt
explicite ismernénk, az T~k polirton hatékonyan megkaphat6.

k
Valéban, ha A az polinom kiséré matrixa, akkor elegend§ az A"

matrix karakterisztikus polinomjat kiszamitani. (Karakterisztikus
polinomon mindig normalt, tehat 1 T6egyltthatls polinomot
értink. )

ha Sy2

Az fg polinomot r-polinomnak nevezzik, (1,...,1) teljesul
valamely pozitiv egész m esetén.
Nyilvanvalé, hogy F egy r-polinom akkor és csak akkor, ha F

foegyltthatéja 1, f minden u gydke F-ben van tovabba érvényes az

fk

u =1 oOsszefliggés, ahol k a q—Izrkrl, ged(r,r)=1 relaciokkal
meghatarozott szam. Specialisan az u multiplikativ rendje egy r-
hatvany.

Ha =f,, egy r-polinom, akkor fgi szintén egy r-polinom,
tetsz6leges i1 természetes szamra.

Ismert (példaul Huang (H2> Section 2) hogy ha rendelkezink egy F
testbeli r-edik nemmaradékkal, akkor tetsz6leges F feletti x -u
alaki polinom F-faeli gyokeit meg tudjuk taldalni polinom id6ben.

Ezt az algoritmust hasznalva bizonyithaté a kdvetkez§

7.5. Lemma Tegyuk fel, hogy adott egy b elem, ami r-edik
nemmaradék az F testben. Ekkor tetsz6leges r-polinomot linearis
tényez6kre tudunk bontani egy algoritmussal, melynek a futasi

ideje polinomja az r, deg(f), és log p paramétereknek.
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Bizonyitas. Elég latni, hogy T hatékonyan felbonthaté két tényezd
szorzatara, mivel az r-polinomok osztéi szintén r-polinomok.
Nyilvan feltehetjik» hogy f-nek nincsenek tobbszdrds gyodkei .
Legyen most A az T kisér§ rtlétrixa- Szamitsuk ki rendre az

(7.2 A, Ar, Ar2,...,ArI

matrixokat, amig egy C=diag(l,l,...,1) skalar matrixot nem
kapunk. Ha B jeloli a sorozat utols6 elétti elemét, akkor B nem
egy skalar matrix és B eleget tesz az x -1=0 egyenletnek.

A kovetkezd lIépésben megkeressik az x -1=0 egyenlet gyokeit.
Vilagos, hogy ezek mind F-ben vannak, és a b elem segitségével
polinom id6ben megkaphaték. Ezutan felbonthatjuk a B matrix g
karakterisztikus polinomjat g=g g,, alakban, ahol a g. tényez6k
relativ prim nem allandd polinomok. Vilagos, hogy Keriy”~IB)) egy
nemtrivialis invarians altere A-nak, amib6l azonnal adédik f-nek
egy nemtrivialis faktora.

Nézzilk meg a fenti munka id8igényét, n-szer n-es matrixokkal
dolgozunk, ahol n=deg(f). A (7.1) sorozat hossza legfeljebb
togr,q, ezért B megkaphaté (Iog’\q+n)C lépésben. Az x" -1 polinom
felbontasara Huang (H2) alapjan kovetkezik hasonldé korlat. A
fennmaradé [l1épések ''szokasos™ polinom aritmetikai és linearis

algebrai szamitasok, és igy ezek is polinom id6ben elvégezhetdk.

Végul, mivel Ioqu:r(logtp), az allitast bebizonyitottuk.

Azt mondjuk, hogy az FffcFCxl polinom r-i6 ha £ gydkei az F"
halmazban vannak és f(x)=g(xy) teljesil alkalmas gfFfxl mellett.

Ezek a polinomok jol jellemezhet6k gydkeik segitségével.

7.6. Lemma Az f polinomra ekvivalensek a koévetkez6k:
(@ T egy r-jo polinom.
() Az T gyokei F"-ben vannak és ha u egy 1 multiplicitasli gyoke

f-nek, akkor cu is egy i multiplicitasé gyoke f-nek (c egy
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primitiv r-edik egységgyok F-ben*

Bizonyitads. A kévetkezd azonossag hasznalhat6é mindkét iranyban:
(7.2) xr-dr=(x-d) (x-cd) ... (x-cr_1d)

Figyelembe véve még, hogy az r-joé polinomok zartak a szorzéasra,

az allitas vilagos. A részleteket az olvaséra hagyjuk.

Megjegyezzik, hogy a fentiek szerint ha f=fg eQy r-joé polinom,
akkor f*i szintén egy r-jo polinom, feltéve, hogy gcd(i,r)=I.

Specialis esetként fr1 egy r-jo r-polinom.

Alkalmazzuk a 7.5. Lemmat ezekre a polinomokra.

7.7. Lemma Tegyuk fel, hogy adott egy F-beli r-edik nemmaradék b
és legyen f egy r-jo r-polinom. Az f felbonthaté f=f___T
alakban, ahol az f polinomok megegyez6 Tfokiak és paronként
relativ primek, egy olyan algoritmussal, melynek futasi ideje
polinomialis a log p és deg(f) paraméterekben.

Bizonyitds. Feltehetjik, hogy f nem alland6é. Tudjuk, hogy
f(x)=g(x ) alkalmas és konnyen megtalalhato g(JFCx] mellett. Mivel
g egy r-polinom, a 7.5 Lemma szerint, felbonthat6é a deg(f) és

log p paraméterekben polinom id6ben

@-3 g¢)=TT(-dInj
alakban, mivel :<deg(i‘J) és deg(g)<deg(F).
Ezutan keresink olyan aJ elemeket, melyekre aJ 1=.:dJ - Ez
elvégezheté a deg(g), 7r és log p paraméterekben polinomialis
médszerrel, Huang ((H2) Section 2) médszerét alkalmazva a binom
egyenletek megoldasara.
Legyenek az ¥ , i=1,2,...,r polinomok az alabbiak
7.9 f_(X)=TT<x-a .cl)”™.

1 * J
Ezek a polinomok hatékonyan megkaphatok. Vilagos, hogy
f=FjfO_eefr és hogy mindegyik f. foka deg(g). Hasznalva, hogy a

dj elemek egymastol és nullatél is kulénbozék, azonnal kapjuk,

hogy az f. polinomok paronként relativ primek. A bizonyitast
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befejeztik.

7.2. Tenzor hatvanyok.

Tegyuk feli hogy f6GF(p)Ix], F foegyltthatéja 1, deg(F)=n>IFf
melynek az a8 ---say gyokei a GF(p) primtest kilénbdz6 elemei.
Tegylk fel tovdbba, hogy r az n egy primosztdéja és nf<p (utdbbi
feltevést csak a 7.11. Lemmaban Tfogjuk hasznalni» a toébbi
allitashoz az a tény is elegend6» hogy r és p kildnbdzoék).
Jelolje A az f kisér6 matrixat. A egy n-szer n-es matrix GF(p)
felett» melynek karakterisztikus polinomja f. Jeldlje V az F
feletti n hosszi oszlopvektorok vektorterét. Léteznek olyan az F
felett linearisan filggetlen e

> ?/\»_ . _»em elemei a Vv

XY

1 n

vektortérnek» hogy Ae..ma.e. teljesiul i=l,...,n esetén» ahol az a®
elemek az F gyokei. Ha A jeloliaz A altal generalt F test
feletti matrixalgebrat» akkor az e. vektorok sajatvektorai minden
B € A matrixnak, vagyis léteznek olyan ub,’ 1'£ F elemek, hogy
Beizu(IJDf l.e.l teljesul i=1,...,n esetén.

Legyen :=A®A®. . _.®A azA algebra r-edik tenzor hatvanya
(Kronecker hatvanya) az F test felett. A B algebra elemei n -szer
n -es matrixoknak tekintheték F Tfelett. (A tenzorszorzatokkal
kapcsolatos alapvet§ tények megtalalhatok Greub (G) munkajaban.)
A B elemei hatnak aV =V ®.._®V (r-szer) tenzor hatvanyon az
alabbi definicié, illetve annak linearis kiterjesztése szerint:
(7.5) AB- - -BA I(X,$S. . .0 )=AX, 0. . .OAX

Definialjuk a Vn vektortér V alterét, mint

(7.6) V= lint e.® _,.®e. ; ha 1 =i. , akkor j=I }
1A ir J 1

Szavakkal kifejezve, V a kildonb6z6 e elemek szorzatai altal
generalt F Tfeletti altér. Mivel az e~ elemek linearisan

fuggetlenek F felett, dinyl™n(n-1)... (n-r+1). Mddszerink, egyik
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legfontosabb lépése a V altér kiszamitasa lesz.
AV vektortér egy U altere felbonthaté, ha generalhaté
e.® ...0®e alaku tenzorok egy (esetleg lres) részhalmazaval. A
11 1r
fenti alakl, tenzorokat alaptenzoroknak nevezzik.
Nyilvanvalé, hogy V», V és (0) felbonthaté alterek. A (7.5)
oOsszeflggés szerint tetsz6leges felbonthatdé altér invarians
altere B-nek.
o<i<j<r+l1 esetén legyen a Bij'EB a kovetkez6 linearis

transz formacio:

7.7 B_ij_: (<. . «18A®I0. ..01)-< 10. . .OI0ARI®. ..0I> .
* ]

7.8. Lemma Legyen U egy felbonthaté altér. Ekkor U egy invarians
altere a BN linearis transzformacidénak és ha U generalhatd

alaptenzorok egy H halmazaval, akkor B.~(U) generdlhaté H azon

elemeivel, melyeknek i-edik és j-edik komponense kilénb6z6.
Bizonyitas. Nézziuk meg B. hatasat az alaptenzorokon

@.B) B—ij,(em® B )(ay -a; )(g,® -..Ge ).

1 1
A fenti Osszefiiggés szerint B.”~ az alaptenzorokat F egy elemével
szorozza, tehat B.~(U) generalhaté H egy részhalmazaval. Masfeldl
a -a =0 akkor és csak akkor, ha o.=o0., vagyis ha az i-edik és a
bt I | 13
j-edik komponensek megegyeznek. A lemmat belattuk.

Tetsz6leges A-beli B elemre legyen
(7.3) H(B) {18. . .®1®BRI®. . _®I)
3! it
és tekintsik H(B) hatasat a V altéren. Mivel H(B)£B és V egy
felbonthato altér, a VvV egy Iinvarians altere H(B)-nek.

Beszélhetiink a tehat H(B)-nek mint V linearis transzformacidjanak

a g karakterisztikus polinomjarol.

7.9. Lewa Ha H(B) regularis a V vektortéren, akkor g egy r-

(51
o

poliném.
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Bizonyitds. Legyen v=v"®. egy alaptenzor V-bél, ahol v ,=.

és legyen Ij:uB,f . Legyen tovabbi w:v,.®—..®vr®v.1 , a v-b6l a
J

tényez6k ciklikus permutaciéjaval kapott tenzor. Egyszeril

szamolassal ggédik, hogy
H(B)v=(Z.cll 1.)v
-
H(Bw=<2c1_1kw.
Wil
A Tfenti egyenletek szerint a v vektorhoz tartozdé sajatérték c-
szerese a w vektorhoz tartozénak. A H(B) linearis transzformacio
regularis V-n, tehat ezek a sajatértékek nullatol kilénbdzok.
Mivel a ciklikus permutacié a V ataptenzorainak egy permutacidjat

indukdlja, a 7.6. Lemma szerint készen vagyunk.

Legyen BEA olyan, hogy HCB) regularis V-n és legyen
(7.10) C:=H(B)r " .
Jelolje h(xX) a C-nek, mint V linearis transzformaciéjanak a

karakterisztikus polinomjat. A 7.9. Lemmat hasznalva érvényes a

7.10 Kovetkezmény. h(x) egy r-joé r-polinom.

A megel6zé allitasok olyan B-vel Tfoglalkoztak melyre H(B)
regularis a V vektortéren. Ilyen B létezésérél és megtalalasarol

sz6l a

7.11. Leaaa Van olyan B eleme A-nak, melyre H(B) regularis. Egy
ilyen B talalhaté egy nY—ben és log p-ben polinomialis idejl
algoritmussal.

Bizonyitas. ElG6szor megjegyezzik, hogy a B-»H(B) megfeleltetés egy
F-linearis leképezés. Masodszor, ha U egy tetsz6leges nem nulla
felbonthaté altere V-nek, akkor van olyan B, hogy H(B)UXQ0) és
egy ilyen B-t a U ismeretében hatékonyan taldlni is tudunk. Az
egzisztencidhoz elég észrevenni, hogy tetsz6leges i-re van olyan

C eleme A-nak, melyre Ce.=e. és barmely az i-t6l kildnb6z6 j-re
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Cenr=0. Ezutan alkalmas B talalhaté Ggy, hogy a H(C) alakui,
linearis transzformaciok vektorterének egy bazisat végignézzik.
Valamelyik béaziselem biztosan jo lesz.

Ezek wutéan elég belatni a kovetkezét: tetsz6leges A-beli B és D
esetén van olyan i egész O<i<ny, hogy

(@) Im H(B+iD)=Im H(B)+Im H(D) .

Ekkor ugyanis a kézenfekvd iteréacidéval kaphatunk egy a kivant
tulajdonsagu B matrixot.

A (#) Osszeflggés igazolasahoz elég megmutatni, hogy alkalmas i-
re H(B+iD)v nem nulla egyetlen a jobboldali o6sszegbe tartozé v
alaptenzorra sem. Ha v eleme Im H(B)-nek és Kér H(D)-nek, akkor
ez teljesul minden i-re. Ha a v alaptenzor eleme Im H(D)-nek,
akkor F-nek pontosan egy olyan d eleme van, melyre H(B+dD)v=0
teljesul. Hasznalva hogy a szodbanforgd alaptenzorok szama kisebb
mint nv, és hogy a o<i<n' feltételnek eleget tevd i1 egész szamok
n <p miatt inkongruensek modulo p, van olyan i1 a fenti
intervallumb6l, mely eleget tesz a feltételinknek. A lemmat

igazoltuk.

7.3. A TfTaktorizalé mbédszer.

Minden egyutt van az algoritmus leirasahoz. A felbontandd F
pol irtomrél  nyilvan feltehet6, hogy a foéegyltthatdéja 1 és hogy
nincsenek tobbszorés gyokei. Ha utébbi nem teljesul, akkor
Berlekamp modszerével poli(n,log p) id6ben kaphatunk egy valodi

tényez6t.

INPUT: Egy TEGF(p)Cx] paliném, melynek gyokei egyszeresek és a
primtestben vannak, az n=deg(f)>l egy r primosztdja, valamint az
F test egy reprezentacidéja (vagyis az r-edik korosztasi polinom
egy GF(p) feletti irreducibi lis faktora) és egy F-beli b r-edik

nemmaradék.



a .

OUTPUT: Nem allandé fAEGP(p)[x] polinomok, melyekre
A médszer f6 lépései a kbvetkezdbk:
1. Ha nY>p, akkor ., fT- talalhaté GF(p) végignézésével.
2. (Innent6l feltehet6» hogy nY<p_) Szamitsuk ki az f polinom A
kisér6 matrixat, majd az n'-szer n'-es B~ matrixokat (7.7)
definici6é alapjan minden O<i\j<r-re.
3. u: :Vn.

for O<i<j<r+1 do W:=B_(U) od

( Altereket bazissal adunk meg, tehat B. (U) kiszamitasa egy

bazis megadasat jelenti. Az iteréacié befejezésekor W=V ahol V a
(7-6) beli altér.)

4. Keressink a 7.11. Lemma médszerével egy olyan B matrixot,
melyre a (7.9) oOsszefuggéssel definidlt H@®) regularis U-n és
erre a B-re szamitsuk ki (7.10) Osszefiggéssel definialt C-nek,
mint U linearis transzformacidjanak a h(x) karakterisztikus
polinomjat.

( h egy r-jé r-polinom és deg(h)=n(n-1)...(n-r+1).)

5. Bontsuk fel a h polinomot h=hj.._hr tényez6kre gy, hogy a "
polinomok paronként relativ primek: és fokuk (I/r)deg(h), a 2.7.
Lemma szerinti médszerrel.

6. Legyen h':h/z\_ha"'hr és szamitsuk ki a W vektortér U=Ker h"(C)

alterét. (U egy felbonthatdé altér és dinyU=(1/r)deg(h).)

7. Legyen D az A®l«...&I1€B tenzor altal indukalt linearis
transzformacidja U-nak. Szamitsuk ki D egy matrixat, majd a
matrix g karakterisztikus polinomjat. irjuk fel a g polinomot
g=fJgl alakban Uugy, hogy g" nem oszthaté f-fel és legyenek

fj:=gcd(F,gj) és fO=Ff/Fj. return(f,f0).

(lgaz, hogy f=f"f , £ nem allandd.)

A helyesség bizonyitasa.

Igazolni fogjuk a 3.-7. 1épések annotacidjat. A 3. Lépés utani
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U=V egyenlfség kovetkezik a 7.8. Lemma ismételt alkalmazasaval. A
4. lépést kévetd allitas a 7.10. Kovetkezmény. Az 5. Iépésbeli
felbontas a 7.7 Lemma szerint lehetséges.

Ami a 6. Iépést illeti, gcd(h,h™)=1 és

deg(hj )=(/r)HIn(n-D)... (n-r+1) miatt dinyU=( /r)n(n-1)... (n-r+1).

U egy felbonthaté altér, mivel h*"(C)gB.

A 7.l1épést illetSen elBszér megjegyezzilkk, hogy ATI1® ...#I
sajatértékei egyben az f polinomnak is gyokei, tehat g gyokei az
f gydkei is. Innen mar adddik, hogy deg(f.)>0, feltéve, hogy g”
nem alland6. De g» nem lehet alland6, mert akkor fennallna a

Jn=deg(g)=dimpU=C “/r)H)n(n-1)... (n-r+1)

egyenléség. Ez pedig lehetetlen, hiszen az els6 szam oszthaté n-
nel, az utolsd pedig nem.
A deglf~Xn egyenl6tlenség azért igaz, mert g" nem oszthaté az f

polinommal.
A modszer idSigénye.

Ha p<ny, akkor n'® idében végzink az 1. lIépésnél. Ellenkez6

esetben a 2.-3. és 6.-7. l1épésekben linearis algebrai miveleteket
végzink nY—szer nY—es matrixokon illetve legfeljebb I’Y foku
polinomokon. Az o6sszes ilyen operaci6é szama n®, alkalmas pozitiv
d konstanssal, tehat a szikséges i1d6 polinomialis nY—ben és

log p-ben. A 4. 1épés idbigénye a 7.11. Lemmat Ffigyelembe véve
szintén polinomialis ezekben a paraméterekben. Az 5. lépés
idéigénye a 7.7. Lemma szerint polinomialis log p-ben és nr—ben.

Ezzel a 7.1. Tétel bizonyitasat befejeztik.
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