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BEVEZETES

Az adatbéziskezel6 rendszerek elméleti héattere-
ként szolgald adatmodellek f6 tipusai a reldcids, a
hierarchikus és a hé&lés adatmodellek. A reldcidés adat-
modell megjelenését E.F. Codd alapvetd cikkétdl [23]
szokés szé&mitani. Ebben a cikkben a szerz6 a relécio
fogalmat definiadlta. A Codd-féle reladcio egy matrix,
amelynek sorai az adatrekordok, és oszlopai az attri-
batumok . A Codd-féle reldacio felhasznéldi szempontbdl nézve
homogén file, a reldcidés adatmodell pedig véges sok
relacié idében valtozé halmaza. Ebben az adatmodell-
ben az adattdrolast matrix alakban valésitjuk meg.

Egyszerlisége és matematikai eszkdzokkel valod
vizsgalhatéosdaga miatt a reldciés adatmodell az adat-
bdzismodellek komoly elméleti alapjava valt.

Az adatbazismodellben az adatok kdzdtt altaldban
sok 0sszefiuggés van. A reladcidés adatmodellben az ada-
tok kozotti 0sszefliggések egyik fontos tipusa a funk-
cionalis fugg6ség. [23]-ban E.F. Codd, majd ezt kodve-
téen szadmos cikk vizsgéalta a funkcionalis flggéségek
gyakorlati jelentdségét.

W.W. Armstrong alapveté cikkeiben ([5], [6]) a



szerz0 els6ként vizsgéalta a funkcionalis fligg6ségek
matematikai strukturéajat.

R. Fagin [46] a propozicionalis logika (proposi-
tional logic) és a funkcionalis flgg6ségek kozodtti
kapcsolatot tanulmanyozta. A kés6bbi vizsgalatokban az
adatfugg6ség szadmos tipusa jelentik meg. Példaul tdébb-
értéki figgdségek (multivalued dependencies) [29],[47],
[78] (R. Fagin ezek segitségével definidlta a negyedik
normalformat); egyesitési fiuggbéségek (join dependencies)
[48],[60]; bedgyazott tobbértékl flggbségek (embedded
multivalued dependencies) [29], [47] ., [63] .

A reldcidos adatmodell elméletének egyik fontos
irdnya a funkcionalis fugg6ségek &ltaldnositasa. To-
vabbi példdk &4ltaldnositott fiugglségekre: tranzitiv
filgg6ségek [58], amelyek altaldnositjak a funkcionélis
és tobbértéki flggdsegeket; implikacidos fliggéségek [52];
algebrai fiugg6ségek [77]; altaldnos funkcionéalis flg-
gbségek [64].

Magyar szerz6k [35],[37],[40] és [26] vezették be
és vizsgaltak a dualis, er6s és gyenge flggdségeket,
amelyek szintén a funkcionéalis fligg6ségek altalanosita-
sai .

[40] alapjan a funkciondalis, dudlis, er6s és gyenge



fugg6ségeket logikai fligg6ségeknek nevezzik.

[35]-ben a szerz6 rédmutat a dudlis, az erds ¢és
a gyenge figg6ségek gyakorlati jelent6ségeére: dudalis
és gyenge fligg6ségek segitségével gyorsithatjuk a
relaciés adatmodellek informéaci6szolgéaltatasat, ha a
felhaszné&ld nem ismer minden, a kivant informéacid
nyeréséhez 4&ltaldban szlikséges attributumértéket,
vagy ha a tulajdonsdagok egy halmazardl csak részleges
informéaciokra van sziksége.

Az erds flugg6seégek segitségével a nagy relacidkat
kisebbekre vaghatjuk szét, tehat a tarolds helyigénye
csOkken.

Altaldban a relaciéos adatmodellben az adatfiigg6ség
axiomatizalasat azért valdésitjuk meg, hogy vizsgéalhas-
suk a konkrét reldcidktdél flggetlen adatfiggdéség alta-
l&nos tulajdonségait.

[5]-ben W.W. Armstrong axiomatizéalta els6ként a
funkciondlis flugg6ségek csaladjat. [16]-ban csOkkentik
a WW. Armstrong altal bevezetett axioméak szdméat [11]-
ben C. Beeri, R. Fagin és J. Howard a tobbértékiu fugg6-
ség axiomatizaldsat adtak.

E.F. Codd alapvet6 cikke [23] 6ta szadmos dolgozat
foglalkozik a funkciondlis fligg6ségekkel kapcsolatos

kombinatorikai probléméakkal.



[35]-ben a szerzd aj axiémarendszereket vezetett be.
Ezek az axidmarendszerek a funkcionéalis, dudlis,
er6s és gyenge fliggéségek csalddjainak kombinatori-
kai strukturajat emelik Ki.

[22]-ben a szerz6k a lezarasi operacidok (lasd
1.14 Definici6é) kombinatorikai jellemz§it vizsgaltak.

A funkciondlis flgg6ségek adott csalddjadban a
maximalis elemek szdmdara adtak becslést [17]-ben.

Ismeretes ([5],[35]), hogy a funkcionalis figg6-
ségek adott F csalddjdhoz létezik olyan relé&cidé, amely
reprezentdlja az F csalddot. Fontos probléma az adott
F csalddot reprezentdld minimalis reldciok vizsgélata,
azaz meghatédrozni a funkciondalis fugg6ségek adott csa-
ladjat reprezentdld reldciok kozil azt, amelyiknél a
sorok szédma a legkisebb.

Jeldlje S(F) az F csalddot reprezentdléd minimélis
relacié sorainak szadmat, és legyen

S(n)=max(S(F):F az n. feletti funcionélis fliggdsé-
gek csaladja, /.Q/=n}.

A [38]-ban a szerz6k bebizonyitottdak, hogy

17( B j.t; S(n) ';(l+0(£ﬁr—))< n )
n“\[n/2] ¥ [n/2]



Az E.F. Codd &ltal bevezetett minimé&lis kulcs az
egyik fontos fogalom a reldcios adatmodell elméleté-
ben. Az antikulcsok (ldsd 1.17 Definiciéban) lénye-
ges szerepet jatszanak a funkcionélis fiuggd6ségekre
vonatkoz6o extremalis probléméak vizsgélatdban és az
olyan konkrét reldciok konstrukciéjaban, amelyek a
minimalis kulcsok rendszereit reprezentéaljak.

[33] bebizonyitja a minimalis kulcsok rendszerei
és a Sperner-rendszerek kozdtti ekvivalenciat.

A funkcionéalis fligg6ségek csaladjaihoz hasonldan
vizsgaltak a Sperner-rendszereket reprezentalé mini-
malis reldcidkkal kapcsolatos kombinatorikai problé-
makat is.

Jeldlje s(K) a K Sperner-rendszert reprezentéld

minimalis reldci6 sorainak szaméat, és legyen
s(n) =max {s(K) : Kazu feletti Sperner-rendszer, /ii/=n}.

Bebizonyitottdak, hogy

/7
1_2 ( n ) <s(n) < | n >+1 ([3581);
n [n/2] . \[n/2]

Az adott Sperner-rendszert reprezentaldé minimalis
reldcié konstrukcidoja altaldnos esetben nehéz. A
miniméalis reldcidkat ezért specidlis Sperner-rend-

szerekben vizsgdaltdk, becsilték a minimalis relalacidék



sorainak szamat [41], [44].

Tudjuk ([5J,[35]), hogy adott K Sperner-rend-
szerhez létezik olyan H lezarasi operaci6o, hogy K=KH
(1.9 Tétel), ahol Ku a H lezaréasi operacié 0sszes
minimalis kulcsainak rendszere (1.16 Definicid).
Vizsgéaltak az olyan specialis K Sperner-rendszereket,
amelyekre pontosan egy olyan H lezarasi operacidé 1é-
tezik, hogy K=Kn [22], [42],

A relaciés adatbazisokban felhasznalhatd egyéb
eredményeket taldlhatunk [3]-ban, [4]-ben, [18]-ban és
[19]-ben. [20]-ban a relacidés adatbadzisban torténé
informaci6o mérésér6l olvashatunk. Ezekkel az eredmé-
nyekkel nem foglalkozunk.

A disszertacioban néhéany olyan kombinatorikai
problémat vizsgalunk, amelyek funkcionalis fligg6sé-
gekre és ezek altalanos fuggdségeire (dudlis és erfs
figgdségek) vonatkoznak.

Az 1. fejezetben elb6késziuletként bevezetjik a
legszikségesebb fogalmakat és bizonyitas nélkul koézol-
juk azokat az eredményeket, amelyekre a tovabbi feje-
zetekben tamaszkodunk.

A 2. fejezetben logikai fligg6ségekkel foglal-
kozunk. Bevezetjik a funkciondlis, a dudlis és az

er6s flggbségek uj axidmait. Szikséges és elégséges

«



feltételeket adunk arra, hogy egy relaci6 egy Sperner
rendszert, ill. funkcionélis, dudlis, er6s flgg6ségek
egy csaladjat reprezentaljon. Adott R reldaciéhoz az
R irredundans relacidit eléallitjuk. Megbecsuljik a
minimalis, irredundans reldcidk sorainak széamat.

A 3. fejezetben a minimdlis kulcsok és antikul-
csok halmazaival foglalkozunk (ezek lényegében
Sperner-rendszerek).

Konstrudlunk néhdny kombinatorikai algoritmust
és becsuljiok idébonyolultsdgukat. Ezek egyike adott
minimalis kulcsok rendszerébdl meghatdrozza az anti-
kulcsok teljes halmazat, a tdobbiek adott antikulcsok
halmazadbo6l egy minimélis kulcsot, vagy minimélis

kulcsok teljes rendszerét taldljak meg.

lgazoljuk, hogy létezik olyan polinomidejl algoritmus,
amely adott reldciohoz elddnti, hogy tetsz6leges attri-

butum tartozik-e valamely minimalis kulcshoz.

E fejezetben a kovetkezét bizonyltjuk be: az a
probléma, hogy adott antikulcsok halmazdhoz létezik-e
egy olyan kulcs, amelynek nagysdga nem nagyobb, mint
egy adott természetes szdm, NP-teljes.

A 4. fejezetben minimalis kulcsok specidlis rend-
szereivel foglalkozunk (ezek speciédlis Sperner-rend-
szerek) . Részletesebben a miniméalis kulcsok olyan
rendszereit vizsgéljuk, amelyek azokra a K Sperner-

rendszerekre vonatkoznak, amikor pontosan egy olyan H
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lezadrdsi operacio létezik, hogy K=KH>
A minimalis kulcsok tdébbi specialis rendszerei

a k-elemi halmazainak Sperner-rendszereire vonatkoz-

nak .

Befejezésul ezen a helyen szeretnék koOszénetét mondani
aspiransvezetémnek, Dr.Demetrovics Janosnak munkdm so-

ran nyujtott segitségéeért.



1. FEJEZET

Alapfogalmak

A reldciés adatmodell az adatkezelés egyik leg-
igéretesebb eszkdze, amely alkalmas az adatbazisok
logikai szerkezetének leirasara.

E fejezetben azokat a reldci6s adatmodellel
kapcsolatos legszikségesebb definicidkat és az iro-
dalomban méar kdzo6lt szukséges eredményeket ismertet-
juk, (bizonyitds nélkiul), amelyeket a tovabbi fejeze-
tekben hasznalunk. Nevezetesen fé6ként E.F. Codd [23],
W.W. Armstrong [5], Demetrovics Janos és Katona Gyula
([33], [35] és [44]) cikkeire tamaszkodunk. Pontosabban
a relaciés adatmodell kombinatorikai jellegld probléma-
ira vonatkozd sziikséges eredményeket Demetrovics Janos
és Katona Gyula cikkei alapjan, az axiémarendszereket
pedig WW. Armstrong cikke alapjan targyaljuk.

Alapvetd definicio a kovetkezd:

1.1 Definici6. Legyen fi egy nem lres véges halmaz, n
elemeit attribdtumoknak nevezzik. Minden a g-ra le-
gyen D egy tetsz6leges nem Ulres halmaz. D az a

attribldtum értékkészlete, elemeit az a attribltum
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értékeinek nevezzik.

Ekkor a x D Descartes-szorzat tetszdleges
aefi a

véges R részhalmazat R feletti relacionak nevezzik.

Egy fi feletti R reldci6 tehat h:fi ~ U D kivéalasz-

at fi
tasi fuggvényekbdl all. Nyilvanvald, hogy
\/a (a€fi =>h (a )€ DS)'
Ha R ={h1,h2,,..,hm} egy fi={a”,a2,...,an} feletti

reldcid, akkor az R reldciot a kovetkez6 kétdimenzi-

6s tadbladzatként &brazoljuk.

fi:

R elemeit R sorainak, vagy rekordoknak nevezzik.

Egy reldcidban nem engedjik meg, hogy két sor azonos



13

legyen. Azaz minden i,j-re (i”j, 14iSm, isjdm) h~h~ .
Jeldljuok /R/-rel és /[ft/-val az R és ft elemeinek széa-

mat .
1.1 Logikai flugg6ségek

1.2 Definici6o [23] Legyenil nem Ures véges halmaz

és R ={hj,...,h } egy relacié az ft-n. Legyen tovab-

ba A és B ft részhalmazai. Azt mondjuk, hogy B funk-
f

cionéalisan figg A-tél R-ben. (Jeldlje ezt A % B), ha
R

(Vhifhj€R) ((vaeA) (hi (a) =hj (a)) - (vb<TB) (hi (b) =hj (b))).

Vildgos, hogy ha B funkcionalisan figg A-tdl, akkor
az A-beli attribdtumokhoz tartozé értékek az R bar-
mely sordnak B-beli attribGtumokhoz tartozo értékeit
meghatdrozzak.

A funkcionélis fugg6séghez hasonlé moddon [26]
és [35] definialtdk a dudlis, az erds és a gyenge
fuggdbségeket, amelyek alkalmasak a reldci6s adat-
modell alkalmazdsakor az adatok kozotti dsszefliggé-

sek hatékony leiréasara.

1.3. Definicidé. ([26],[35]) Legyen R=(hj,...,h )
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egy reldcio az fi felett. Legyenek tovdbba A és B
részhalmazai fi-nak. Ekkor azt mondjuk, hogy B dudlisan

d
figg A-t6l R-ben (Jeldlje A -* B), ha
R

drhi ,hj€R) ((5afcA)(h..<a)=h(aj)->- (3b€B)(hi (b) =h . (b) ));

s
B er6sen figg A-tél R-ben (Jeldlje A B) , ha
R

(rfh ., h J€R) ((3a£A) (hz(a) :hj (a) ) = (Vb6B) (hz(b) =h.J (b))
w
B gyengén fligg A-t6l R-ben (jeldlje A mB), ha
R

(Vhi ,hj€R) ((VaiA) (h£(a)=hj (a) ) -* (JbfeB) (h=(b) =h~(b) ))

[35] szerint a funkcionéalis, a dudlis, az erfs és a
gyenge fugglségeket logikai fluggbségeknek nevezzilk.

Lathatd, hogy a funkcionélis fligg6ség definicidja-
bél a kvantorok véaltoztatdsdval a dudlis, az er6s és a
gyenge fuggdségeket kapjuk. Ezek a funkciondlis flgg6-
ség altalanositasai.

Tetsz6leges R fi feletti reldcidra legyenek

F ={(AB) :ABCfi és A * B};

o 0

D ={(A,B) :AB<tfi és A B}
R

)

SD ={ (A,B) :A,Bc” és A
R 1

B}

B}.

O+ 0%

W_ ={(A,B) :A,Bcfi és A
R 1
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Az FnID7jSj. és WD) halmazt az R funkciondlis (dudlis,
er6s és gyenge) fugg6ségei teljes csaladjanak ne-
vezzik .

W.W. Armstrong [5] azért vezetette be a funkci-
onélis flugg6ségek axiomarendszerét, hogy vizsgalni
tudja azokat az 4altaldnos tulajdonsdgokat, amelyek
nem fliggenek konkrét reldcioktol. Vagyis ezek a tu-
lajdonsdgok minden reldcioban teljesilnek.

[26]-ban Czédli axiomatizdlta a duédlis és erds
flgg6ségek csaléadjait.

Ezek az axiomarendszerek a kdvetkez6k ([5], [26])

1.4. Definicidé. ([5], [26]) Legyen adva az fi nem
ures véges halmaz, P(fi) az fi halmaz hatvdnyhalmaza
és Y?P(fi) x P(fi). Ekkor azt mondjuk, hogy Y kielé-
giti az F-axiémarendszert, ha tetsz6leges A,B,C,DCfi-
ra teljestlnek a kovetkez6 feltételek

(FL) (A,A)CY,;

(F2)  (A,B)€Y, (B,C)CY * (A,C)EY;

(F3) (A,B)EY, ACC, D?B * (C,D)£Y,;

(F4) (A,B)EY, (C,D)€Y » (AUC,BUD)EY.

Y kielégiti a D-axiomarendszert, ha tetszéleges

A, B,C,DQfi-ra teljesilnek az aldbbi feltételek
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(D) (A A £Y;

(D2) (A.B) £Y, (B,C)EY  (A,C)EY;
(D3) (A,B)EY, CCABCD > (C,D)EY:

(D4) (A,B)EY, (C,D)EY v (AUC,BUD)EY ;

(D5) (A,0)£Y - A=0.

Y kielégiti az S-axiomarendszert, ha tetszdleges
A,B,C,Dcfi ra és atfi-ra a kovetkezd feltételek tel
jestlnek.

(Si) ({a},ia})EY;

(S2) (A,B)6Y, (B,C)GY, B?0 > (A,C)E£Y;

(S3) (A,B)EY, C?A, Dcb + (C,D)EY;

(S4)  (A,B)EY, (C,D)EY (AUC ,BHD)£ Y ;

(S5)  (A,B)EY, (C,D)EY > (AIC,BUD)EY.

1.5 Definicio. Legyen YCP(fiyxP(fi). Ekkor azt mondjuk,
hogy Y f-csalad (d-csaldd, s-csaldd) az fi felett, ha
Y kielégiti az F-axiomarendszert (a D-axiémarendszert,

az S-axiomarendszert).

W.W. Armstrong [5] definidlta az f-csaldd maxi-
malis jobboldalainak halmazat, amely az f-csaladot

meghatarozza.

1.6 Definicidé. [5] Legyen fi nem lres halmaz, P(fi) az
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fi hatvdny halmaza és Fcp(fi) x P(fi) egy f-csalad az

fi felett. Legyen tovdbba (A,B)EF. Ekkor azt mondjuk,
hogy (A,B) maximédlis fligg6sége az F-nek, ha tetszd-

leges A',B' halmazokra (A'CA,B<?B') (a',B')EF > A'=A és
B =B.

Jeldlje M(F) az F csaldd maximélis fuggdéségeinek hal-
mazat. Egy B halmaz (B~fi) az F csaldd maximalis jobb-

oldala, ha van olyan A halmaz (ACfi), amelyre (A,B)EM(F).

A tovabbiakban jeldlje 1(F) az F csaldad maximélis jobb-

oldalainak halmazat.

1.7 Definicid. Legyen I10P(fi) a metszetre nézve zart

(azaz A,B€l “mAnB€l) . Legyen tovabba Mcp(fi) .

+ r _
Jeldlje M az { /I M.: M.6M, lara|M|} halmazt. Ekkor
i=1 1 1

azt mondjuk, hogy Mgenerélja az I-t, ha M=l telje-
sil. Az ilyen Mhalmazrendszert az | metszet-genera-

tordnak nevezzik.

1.8 Definicidé. ([5], [35]) Legyen A nem (res veéges
halmaz, P(fi) az fi hatvdny halmaza. Legyen tovabba
ICP(fi). Azt mondjuk, hogy | metszetiélhdldé az fi

felett ha i€l és | a metszetre nézve zAart.
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1.1 Tetel [5] . Legyen fi nem lres véges halmaz. Legyen
tovabba F egy f-csaldad az fi felett. Ekkor 1(F) egy
metszetfélhald az n felett. Forditva, ha | metszet-
félhalé, akkor pontosan egy olyan F f-csaldd van,
amelyre 1=1(F) :

F= {(A,B): Cei: A?C  BIiC}.

Konnyen ladthatd, hogy az fi feletti f-csalddok és a
metszetfélhdldk kozott Iétesitett megfeleltetés kolcso-
ndsen egyértelmd.

Az 1.1 Tétel alapjan W.W. Armstrong bebizonyi-

totta az aladbbi tételt

1.2 Tétel. (Armstrong Tétel)[5]. Legyen R egy fi fe-
letti reldcio. Ekkor F egy f-csalad az fi felett.
Forditva, ha F egy fi feletti f-csalédd, akkor léte-

zik olyan R reldci6o, melyre F=F".

1.1 Megjegyzés. Konnyen lathatdé, hogy egy F f-csa-
lAdhoz 4&ltaldban sok olyan reldcid van, amelyre
F=Fr .

[26]-ban Czédli bevezette a d-csaldad maximéalis

baloldalainak halmazat.
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1.9 Definicidé. ([26]) Legyen D egy d-csaldd az fi
felett és (A,B)6D. Ekkor azt mondjuk, hogy (A,B)
maximéalis baloldal-figg6sége a D-nek, ha minden A’
halmazra (ACA') (A',B)ED wm A'=A.

Jeldljuk M(D)-vel a D maximélis baloldal-figgé-
ségeinek halmazat, Azt mondjuk, hogy A maximélis balol-

dala a D-nek, ha van olyan B halmaz, hogy (A,B)EM(D).

A tovabbiakban jeldlje G(D) a D maximéalis bal-

oldalainak halmazat.

1.10 Definici6o. ([26]) Legyen I1£P(fi). Azt mondjuk,
hogy | egy d-félhal6 az fi felett, ha O,fifl és | met-

szetre nézve zart.

1.3 Tétel [26]. Legyen D egy d-csaldd az fi felett.
Ekkor G(D) egy d-félhéalo az 9 felett. Forditva, tet-
sz6leges G d-félhaléhoz létezik pontosan egy olyan

D d-csalad, hogy G=G(D):

D={(A,B) : C6G: BCC mACC}.

Az 1.3 Tétel alapjan bel&dthatdé, hogy a d-csalddok és
az fi feletti d-félhdlék kozott létesitett megfeleltetés

kolcsondsen egyértelmd.
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1.4 Teétel ([26] ,[35]). Legyen R egy nem ures relécid
az 0 felett. Ekkor DR egy d-csaldd. Forditva, ha D
egy fi feletti d-csaldd, akkor van olyan R nem dires

relaci6, hogy D=D_,.

1.5 Tétel ([26],[35]). Legyen R egy fi feletti relécio.

Ekkor SI\

egy s-csaldd az Ci felett, akkor létezik olyan R relé-

egy s-csaldd az fi felett. Forditva, ha S

ci6o, amelyre S=SR.

Lathaté, hogy egy D d-csalddhoz (egy S s-csaladhoz) 4&l-

taldban sok olyan R relaci6 van, amelyre D=DR (S=SR).
Az alabbi tétel [35] rdmutat az f-csalddok és a

d-csalddok kozott fenndallé dualitasra.

1.6 Tétel [35] . Legyen FCP(fi)xP(fi) olyan halmazrend-
szer, hogy (A,B)EF, 13"0 esetén A"O.

Ekkor F pontosan akkor f-csaldd az fi felett, ha
a D={(B,A): (A,B)€F) halmazrendszer d-csaldd az _n

felett.

1.2 Megjegyzés. Legyen F egy f-csaldd az fi felett.
Legyen F'=F'{ (0,B)€EF:B”0} . Beladthatjuk, hogy F' is
f-csaldd az fi felett.

Legyen D(F)={(B,A): (A,B)EF'}. Ekkor az 1.6 Tétel
szerint D(F) egy d-csaldad az fi felett.

Legyen R egy fi feletti reldcidé. Legyenek

Fr =Frn{(0,B)€Fr:B"0 }és D(Fr)={ (b ,A) : (A,B)eF">



21

Altalaban DRAD(FR). A 2. fejezetben egy szikséges
és elégséges feltételt adunk a DK.=D(F'IK3’) egyenldség
teljestlésére.

[35]-ben vezették be a reldcid egyenléséghalma-
zanak fogalmat. Ez a fogalom fontos szerepet jatszik
a logikai flgg6ségek kombinatorikai jellegl probléma

inak vizsgalatdban.

1.11 Definicidé. ([35]) Legyen R={h.j,...,h } egy re-

lacio az fi felett, tovadbba E*. ={aefi:h” (a) =h” (a) }

(ldi<jam) . Az BE*. halmazt a h™ és h™ sorok egyen-
I6séghalmazanak, a {Ej- : 1l4i<jam) halmazt az R
egyenl6séghalmazanak nevezzik.

A tovabbiakban jeldljok e -rel az R egyenléséghal-
mazat.

Azt mondjuk, hogy {A,B,C : A,B,Cffi} A-rendszer, ha
AnB=B<nc=Anc teljesil.

Az egyenléséghalmazokra és a A-rendszerekre tdmasz-
kodva [35] négy uj axioméat vezetett be, amelyek a
funkciondalis, a duélis, az er6s és a gyenge fuggé6seée-
gek csalddjait axiomatizaltdk. [35]-ben bebizonyi-
totta, hogy az a harom uj axioma, amely a funkcionéa-
lis, a dudalis és az er6s fluggbéségek csalddjaira vo-

natkozik, ekvivalens a megfelel6 F-, D- és S-axidma
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rendszerekkel, tovabb& azt is beldtta, hogy ezek
az uj axiémék jellemzik a funkciondlis, a dualis,
az er6s és a gyenge fugglségek csaléddjait.

A 2. fejezetben a reldcid egyenl6séghalmazai
alapjan héarom szikséges és elégséges feltételt
adunk meg a kovetkez&kre: 1. arra, hogy K=KR, ahol K
adott Sperner-rendszer és KR egy adott R relacio

minimalis kulcsainak rendszere' (lasd 1.15 Definicid)

2. arra, hogy F=FR, ahol F adott f-csaldd és FR egy]j

R reldcio funkciondlis fluggdségeinek teljes csaladja.

3. arra, hogy S=SR, ahol S adott s-csaldad és SR egy
adott R reldcio erds fligg6ségeinek teljes csaladja.

Ezek a feltételek alapjan olyan hatékony algo-
ritmusokat konstrualunk, amelyek megtaldljak az irre-
dundéns reladcidkat.

Bebizonyitottak ([7”[35] , [40] ), hogy az ft feletti
M halmazrendszerhez pontosan egy olyan N halmazrend-
szer létezik, amely az M+ minimélis szdmossagu ge-

neratora .

1.7 Tetel(C7J.[353, [40] ). Legyen ft nem Ures véges hal-

maz, P(ft) az ft hatvadny halmaza. Legyen tovdbba Mcp(ft)
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Legyen N=(AEM: (VB,CGM) (A=BOC -+ A=B vagy A=C) }.
Ekkor N generéalja M--t, és ha N' is generdlja Mr-t,
akkor NCN' teljesil, ahol M+{('r)M-: M.6M, lara|M |}.
i=1 1
Az N halmazt az M+ miniméalis szdmossdgu gene-

rdtoranak nevezzik.

1.3 Megjegyzés. [53]-ban Kleitman ramutatott, hogy N

elemeinek szama nem nagyobb, mint (1+0 (—1)) f /

In L7

ahol |n| =n.
A minimalis szamossdgu generdtorok fontos sze-
repet jatszanak a minimalis, irredundéns reldcidkra

vonatkozé kombinatorikai problémékban.

1.12 Definicié. Legyen F egy f-csaldd (D egy d-csalad
S egy s-csalad) és R egy relacio az fi felett. Azt mond-
juk, hogy R reprezentalja az F f-csaladot (a D-csaladot,
az S-csaladot) , ha Fsz (D:DK’ S=812.

Tudjuk (WW. Armstrong [5]), hogy F f-csaldadhoz
tobb olyan R reldcid létezhet, amely reprezentédlja az
F-et. Tehat fontos probléma egy adott F f-csaladdot
reprezentald reldciok minimalizdldsa, vagyis, hogy

egy adott F f-csaladhoz kivalasszuk azt az R relacidt,
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amely sorainak szdma minimélis és reprezentdlja az

F csaladot.

1.13 Definicié. [35] Legyen F egy f-csaldd az
£2:(al,.. .,an>felett. Legyen S(F):min(m:F:FP, IR|=m,
Raz U feletti reldci6) .Azaz S(F) az F csalddot rep-
rezentaldé miniméalis reldci6 sorainak széma.

Legyen S(n)=max{S(F):F az fl feletti f-csalad}.

[43]-ban taldljuk meg a kdvetkezd eredményt.

1.8 Teétel [43] Legyen £2={a”,...,an } nem lires véges

halmaz. Ekkor

Az 1.4 és 1.5 Teételek alapjan beldthaté, hogy egy D
d-csalddhoz (egy S s-csalddhoz) sok olyan reléacio
létezhet, amely reprezentédlja a D csalddot (az S csa-
ladot) . A 2. fejezetben az adott f-, d- és s-csalado-
kat reprezentdld miniméalis, irredundans reldcidkat

vizsgéaljuk.
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1.2 Miniméalis kulcsok és antikulcsok

Tobb szerzd mutat rd& a minimalis kulcsok gyakorlati
jelentéségére. Sok cikk vizsgalta a minimalis kul-
csokra és az antikulcsokra vonatkozé kombinatorikai
problémakat [35], [42],[44].

E.F. Codd [23] és W.W. Armstrong [5] nyomén

definialjuk a lezarédsi operéaciot:

1.14 Definicidé. Legyen fi nem {(res véges halmaz és
P(fi) fi hatvany halmaza.
A H:P(fi) “mP(fi) fliggvényt lezaréasi operacionak nevez-
zik, ha béarmely AB esetén (A,BEP(fi))

(i) ACH(A) (extenziv) ,

(ii) BEA -+ H(B)?H(A) (monoton),

(iii) H(H(A))=H(A) (idempotens).

Legyen R={h.j,...,h } egy reladcid az fi felett.
A fi-ra jelolje H (A) fi azon elemeit, amelyeken R
barmely két A-n megegyezd sora egyenldé. Vildgos, hogy
lezadrasi operacio.
Azt mondjuk, hogy az R relaci6 reprezentalja a H

lezdrasi operaciot, ha H:HR.
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f
Minden A(Af£fi)-ra legyen Q_(A)={a€fi:A > {a}}.
R R

Ekkor kénnyld beldtni, hogy HR=QR.
Ismeretes ([5], [35]), hogy tetszd8leges H lezéaréasi

operacidhoz létezik olyan R reldacié, amelyre H=HR.

1.4 Megjegyzés ([5], [44]). Ha F egy f-csalad az fi
felett, akkor minden A halmazra (ACfi) legyen

HR (A)={b€fi: (A, (b))6F}. Ekkor HR lez&ré&si operécio
az fi felett. Forditva, ha H egy lezarasi operacio
az fi felett, akkor pontosan egy olyan F f-csaléad

van, amelyre H=HR:

F={ (A,B) :BCH(A) }.

Belathaté, hogy az fi feletti f-csalddok és lezardsi
operdciok kozott létesitett megfeleltetés kdlcsdno-
sen egyértelmd.
Nyilvanval6, hogy ha R egy fi feletti reléacio,
akkor H-=H, , ahol F, az R reldcié funkciondlis
R Fr R
figg6ségeinek teljes csaladja.

1.15 Definici6o. Legyen FEP(fi)xP(fi) egy f-csaldd és
R egy reldcio az fi felett. Ekkor azt mondjuk, hogy

az A halmaz (AS8fi) kulcsa az R reldcionak (az F
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f
csalddnak), ha A = fi ((Afi)EF) teljesil. Az A hal-
R

mé&z minimalis kulcsa az R reldciénak (az F csaléd-
nak) , ha A kulcsa az R reldcionak (az F csalddnak),
és minden A'(A'ca) halmazra A‘—f* n > A'=A
((A',n) €F » A'=A) . i

A tovadbbiakban jeldljik KR-rel (K(F)-val) az
R reldcié (az F f-csaldd) minimalis kulcsainak rend-
szerét.

Beldthaté, hogy ha az A halmaz az R relécio

kulcsa, akkor R minden sordat mar A-beli attribdtu-

mokon felvett értékek is meghatarozzak.

1.16 Definici6o. Legyen H egy fi feletti lezarasi ope-
racié. Ekkor azt mondjuk, hogy az A halmaz (ACfi) a H
kulcsa, ha H(A)=fi. Egy A kulcsot a H lezaré&si operéacid
minimalis kulcsdnak nevezzik, ha nincs olyan B kulcsa
H-nak, amelyre B™A teljesilne.

A tovébbiakban a H lez&rasi operaci6 06sszes mini-
malis kulcsainak rendszerét Kﬁ-val jeloljuk.

Vildgos, hogy ha F egy f-csaldd az fi felett, ak-

kor K(F)=K,, , ahol H_ az 1.4 Megjegyzés szerint F-b6l
F

szarmaztathatdé lezarédsi operéaci6. Nyilvanvald, hogy
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Belathat6, hogy K_, Kn,, K(F) Sperner-rendsze-
rek az fi felett, azaz A,BEKR ‘mB"A.

Vildgos, hogy KR,KR,K(F)”"O0.

1.17 Definicido. Legyen K egy fi feletti Sperner-
rendszer. K antikulcsainak halmazat, amelyet K -

el jeldlink, a kdvetkez6képpen definidljuk:

K-1 ={Affi: (BEK mB’A) és (AEC) -m(BBfcK) (B£C)}.

Koénnyen belathaté, hogy K antikulcsai a maxi-
malis, Kelemeit nem tartalmazdé részei fi-nak, és

nyilvan K ~ is Sperner rendszer az fi felett.

1.9 Tétel ([5] ,[35]) . Ha Knem lres ( { fi}) Sperner
rendszer az fi felett, akkor létezik olyan H(H') le-
zarédsi operéacié, amelyre K=K,(K=K,").

Az 1.9 Teétel alapjan lathato, hogy K akkor és
csak akkor lehet valamely lezardsi operdcié minima-
lis kulcsainak rendszere, ha nem ires Sperner-rend-
szer.

A késbbbi fejezetekben majd latni fogjuk, hogy
az 1.9 Tétel a minimalis kulcsokkal kapcsolatos kom

binatorikai problémakra vonatkozik.
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A tovadbbiakban magyar matematikusok altal be-
bizonyitott kombinatorikai jellegl allitdsokat mon-
dunk ki minimdlis kulcsokra és antikulcsokra. ([35] ,

[44] ) .

1.10 Teétel [35] Legyen H egy lezéarési operaci6o az
i felett.
Ekkor Ikhla ([~/2])"ahol |[fi]=n.

Az 1.9 és 1.10 Tételek alapjan belathatd, hogy
ha_n.n-elemi halmaz, akkor az XL feletti tetszdleges
lezadrasi operadcié6 minimélis kulcsainak szadma leg-

feljebb (t“/2,>-

1.11 Tétel [35]. Legyen K egy nem Ulres Sperner-rend-
szer. Legyen tovadbba K (A™, ..., A"}. Legyenek az
R reldcid sorai (hQ,h”,...,h") a kovetkez6k: hQ(a)=0,
ha aefi, és

0 ha afAT

hi (a)= - (I<i<k)
1 ha affi'A”".

Ekkor K=K

1.5 Megjegyzés. Legyen fi={an,...,anJ. Ekkor az 1.11

Tétel alapjan el6allithatunk egy olyan R relaciot,
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amelyre IKR|=( */2]\.

1.6 Megjegyzés. Belathaté, hogy az 1.11 Tételben a
K Sperner-rendszerb6l nem konstrudlhaté meg az R,
mert a K-bdl még nem tudjuk eldallitani a K " anti-
kulcsok halmazat. A tovabbiakban (a 3. fejezetben)
egy olyan algoritmust ismertetink, amely egy adott
K Sperner-rendszerbdl megtaldlja K antikulcsainak

halmazat.

1.18 Definici6. Legyen KtP(fi) egy Sperner-rendszer
és R egy relacio az -O felett. Ekkor azt mondjuk,

hogy R reprezentdlja a K halmazrendszert, ha Ki\:K.

1.12 Teétel [44]. Legyen R={h”, ... ,hm> egy reldcio
és K Sperner-rendszer az 0 felett. Ekkor ha R rep-

rezentalja a K-t, akkor (MANK A teljesdl.

1.19 Definici6o. ([35]) Legyen K egy Sperner-rendszer
az 0 felett. Legyen s(K)=min{m: K=KR,|R|=m és R re-

lacio az 0 felett}.

Legyen s(n)=max{s(K):K az O feletti Sperner-rendszer,

Inf=n}.



1.13 Tétel [44]. Legyen K egy nem Ures Sperner-rendszer.

Ekkor alK-1]a s (K) -1.

1.14 Tétel [35].Legyen n={ajteeefa }

Ekkor —I;% ( [2/2]>:‘s(n)§ ([2/2])+1

Lathaté, hogy egy adott K Sperner-rendszerhez tdbb
olyan F f-csaldd (R reldci6o) van, amelyre K=K(F) (K=KD).
Méasrészt az 1.13 Tétel szerint amikor kivalasztjuk a
K Sperner-rendszert reprezentald reldcidk koziul azt,

amely sorainak szadma legkisebb, akkor a K antikulcsa-

inak halmazara tdmaszkodhatunk.

1.3 Speciédlis miniméalis kulcsok rendszerei

Tudjuk ([5], [35]), hogy az adott K nem lres Sperner-
rendszerhez &ltaldban tébb olyan H lez&rasi operéacio
van, amelyre K=KH- Természetesen meril fel az a kér-
dés, hogy milyen K Sperner-rendszerhez hatadrozza meg
a K=Kr egyenl6ség egyértelmiien a H lezarasi operéciot.
[42]-ben a szerzO6k radmutattak arra, hogy a telitett

Sperner-rendszerek ezt kielégitik.
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1.20 Definici6o. Legyen K egy Sperner-rendszer az n
felett. Ekkor azt mondjuk, hogy K telitett Sperner
rendszer, ha tetsz6leges BE€P(fi)NK esetén KU{B} nem

Sperner-rendszer.

1.15 Tétel [42] . Ha K egy telitett Sperner-rendszer,
akkor a K=K” egyenlf6ség egyeértelmien meghatarozza a
H lezardsi operéaciot.

A 4. fejezetben néhé&ny més tipusu Sperner-rend-
szert vezetink be, ezek telitett Sperner-rendszerekre
vonatkoznak.

Beldthaté, hogy adott K Sperner-rendszerhez min-
dig van tébb olyan R reldcidé, amely reprezentédlja a
K Sperner-rendszert.

Erdekes azonban megkeresni azt a K Sperner-rend-
szert reprezentald reldcidt, amely sorainak szadma
legkisebb (minimé&lis reldci6o) és az irredundéans re-
laciokat, amelyek reprezentaljadk a K-t.

A 3. fejezetben konstrudlunk egy algoritmust,
amely megtalalja a K Sperner-rendszert reprezentélé
irredundéns relacidkat.

Az 4ltaldanos esetekben a minimélis reldciok
konstrukcidja tul nehéz. [44]-ben vizsgaltdk a mi-

nimalis reldcidkat néhdny specidlis esetben.
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Jeldlje Lk az n-elemi halmaz 6sszes k-elemi halma-

zainak rendszerét.

Nyilvdnvald, hogy Sperner-rendszer.
1.16 Tétel [44] Legyen fi={a~,...,a }. Ekkor
s(1J) = 2,

S(L") «[liVHDb, |,
2

nss(L”)< n+6f
s (L™M_1) = n,

s (L") = n+1.

1.17 Tétel [44]. Legyen fi={a,j,...,an>, 1£ az fi 6sszes

k-elemU halmazainak rendszere és 2akan. Ekkor

Ml (— <s(L[!)<23k/2.n(k-1»/2
k-1 K

Az 1.17 Tetel az s(1£) értéket csak kis k mellett
becsili jol. Nagy s(L”) (ldkan) esetén a kdvetkezd

tétel érvényes:

) . _ ”
1.18 Tétel [44], Legyen fi {ajl,...,aﬂ}, Lkl az fi

0sszes k-elemi halmazainak rendszere, legyen tovabba
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Fk (n) = max{s(K) K& £, |fl|=n}.

Ekkor

Fk (n)a/2 1 L2k-2 J

Kénnyen l&thatdé, hogy az 1.18 Tételbdl F~(n)=2

és F2<n)>2" kévetkezik.
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2. FEJEZET

Logikai flugg6ségek és irredundéans reladciok

Ebben a fejezetben a logikai fugg6ségek héarom
tipusdval foglalkozunk. Ezek a funkciondlis, a
dualis és az er6s fuggl6ségek.

A konkrét reldcioktdl fuggetlen &ltaldnos
tulajdonsagok vizsgéalatanak céljabél [5],[26] és
[35) axidémarendszereket vezetett be a logikai fig-
g6ségek csaléadjaira.

A 2.1 részben axi6matizaljuk a funkcionédlis,

a dualis, és az erds fligg6ségek csaladjait, és meg-
mutatjuk, hogy az uj axiéméak (az A-, B-, C-axiémak)
ekvivalensek az 1.4 Definiciéban adott axiomarend-
szerekkel (2.1 Tétel). Az uj axiomék kozul kuldénd-
sen a C-axioméat haszndljuk a 2.4 részben az erés
fuggéségek kombinatorikai vizsgalatdban.

W.W. Armstrong és masok bebizonyitottak, hogy
adott F f- (D d-, S s-) csaladhoz, illetve a K nem
ires Sperner-rendszerhez létezik olyan R relacid,
hogy FR=F(DR=D, Sr=S, Kr=K). Altaldban tébb ilyen
relacid van.

Természetesen mertul fel az a kérdés, miként
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lehet elddnteni, hogy KR=K, FR=F, DR=D, SR=S?

Négy szukséges és elégséges feltételét adjuk
annak, hogy KR=K, FR=F, Dr=D/ SR=S AAT205,
2.7 és 2.11 Tételek).

Erdekes vizsgalni azokat a minimalis, irre-
dundéns relaciokat (lasd 2.1 Definiciét), amelyek
az adott f-, d-, s-csalddokat, illetve Sperner-
rendszereket reprezentéaljak. .

Egy masik kérdés, hogy adott R reldcidt rovi-
dithetink-e (0gy, hogy a roviditett reldacié megtart-
ja a Kr(Fr,Dr,Sr) strukturédjat (azaz ha R' rovidi-
tett reldci6o, akkor KR,=KR (FR,=FR, DR,=DR, SR,=SR))
és hogyan taldlhatjuk meg az irredundédns relacidkat?
A kovetkez6 definiciot azért vezetjik be, hogy pon-

tosabban fogalmazzuk meg az el8bbi kérdést.

2.1 Definicidé. Legyen R={h-~,...,h } egy relédcidé az

H felett. Azt mondjuk, hogy R k-(f-,d-,s-) irre-
dundéns relédcid, ha minden R' reladci6ora (R'"R) KR,"KR
(Fr ,"Fr/Dr"Dr ; Sr,»~ Sr) teljesil (azaz ha toroljuk

R egy tetsz&6leges sorat, akkor a KR (FR,DR,SR) struk-
tiraja elvész) .

E fejezetben megadunk négy algoritmust (a 2.2,
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2.3, 2.4 és 2.5 algoritmusok), amelyek megtalaljak
az R k-, f-, d-, s- irredundéans relédcidéit. Ponto-
sabban adott R reldciéhoz a 2.2 (2.3, 2.4, 2.5)
algoritmus segitségével taldjuk meg azt a k-
(f-, d-, s-) irredundans R' relaciot, amelyre
R"cr és
\V, = K |[FR'=FR ' DR =DR ' SR - SR»-

Bebizonyitjuk, hogy ezeknek az algoritmusoknak
az idébonyolultsdga polinomialisan fligg R sorainak
és oszlopainak szadméatol (a 2.3 Tétel, a 2.6, 2.13,
2.17, 2.25 Kovetkezmények). A kovetkezd kérdés: két
adott, R”,R2 relaci6éhoz hogyan doénthetjik el, hogy
minimalis kulcsainak rendszerei (R”,R2 funkcionalis
duélis, erds fuggbségeinek csalddjai) azonosak-e
egymassal?

Definidljuk az alédbbi fogalmat.

2.2 Definici6. Legyen R R2 két relacié az TLfelett.
Azt mondjuk, hogy R* k- (f-,d-,s-) ekvivalens R2~

vel, ha Kr”?=Kr”* (Fr":Fr2 ).

Megadunk négy sziikséges és elégséges feltételt
arra vonatkozo6an, hogy

legyen.
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Megadunk olyan algoritmusokat, amelyek elddntik,
hogy adott tetszdleges reldcidéhoz

k- (f-,d-,s-) ekvivalens - e R2_vel, és megmutat-
juk, hogy ezeknek az algoritmusoknak az id6bonyo-
lultsdga is polinomidlisan figg az R”,R2 sora;ina”
és oszlopainak szadmatol.

Hasonloképpen egy algoritmust adunk annak el-
dontésére, hogy adott K Sperner-rendszer és R rela-
ci6 esetén az R reprezentdlja-e a K Sperner-rendszert.
Becsuljuk az f-, d-, s-csalddokat és Sperner-rendsze-
reket reprezentald minimélis, irredundans reldcidk
sorainak szamat (a 2.4, 2.6, 2.8, 2.13 Tételek, a
2.19, 2.27 Kovetkezmények, és a 2.3, 2.13, 2.14,

2.15 Megjegyzések).

Megmutatjuk, hogy egy tetszdleges s-csé&lddot rep-
rezentdld minimalis reldcio sorainak
szama legfeljebb |fi|+]1.

E fejezetben vizsgaljuk a DR-ek és a D(FR)-ek
(lasd 1.2 Megjegyzést) kozotti kapcsolatot. Altaléa-
ban egy reldcioban DR/D(FR). Adunk egy szikséges é€s
elégséges feltételt arra, hogy D=D(FR) teljesuljon
és ennek segitségével egy algoritmust, amely elddnti,

hogy DR:D(FH) igaz-e (a 2.9 Tétel, a 2.20 Kovetkezmény).
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Ennek az algoritmusnak az idébonyolultsdga polinomiali-
san fugg R sorainak és oszlopainak szamatdél. Ebben a
fejezetben adott D d-, S s-csaldadhoz két egyszerd
konkrét reladaciét adunk meg. Egyik reprezentéalja a D
csaldadot, masik reprezentédlja az S csaladdot (2.18 Kb-
vetkezmény, 2.12 Tétel).

A 2.4 részben definialjuk az er6s operéaciot
(2.7 Definici6), melyet az erds fuggdségek kombina-
torikai tulajdonségainak vizsgalatdban fogunk hasz-
nalni .

Egy algoritmust adunk, amely egy adott E er6s
operdciohoz meghatarozza az E-t reprezentald R re-
laciot (a 2.8 Definicid és a 2.23 Kovetkezmény).

[5]-ben és [35]-ben bebizonyitottdk, hogy az fi
feletti f-csalddok,a lezardsi operacidok, a metszet-
félhaldk, és a metszetmentes rendszerek (Lasd 2.10
Megjegyzést) kozott létesitett megfeleltetések kol-
csOnodsen egyértelmiek, és a metszetmentes rendszerek
meghatarozzdk az f-csalddokat, a lezaréasi operaciokat
és a metszet-félhalokat.

[26]-ban bebizonyitottdk, hogy az fi feletti d-
csalddok, és a d-félhalok kozott létesitett megfelel-
tetés kolcsondsen egyértelm( és a d-félhaléfcmeghatdrozzak a d-csalddokat.

Definidljuk az s-félhalét (a 2.10Definicid) és
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az s-rendszert(a 2.12 Definicio). Az er6s operéacio,
az s-félhalo, az s-rendszer fogalmak felhasznéalasa-
val bebizonyitjuk, hogy az fi felett s-csaladok, az
er6s operadciok, az s-félhaldék, és az s-rendszerek
kozott létesitett megfeleltetések kdlcséndsen egy-
értelmiek (a 2.10, 2.14 Teételek, a 2.28 Kovetkezmény
és a 2.23 Megjegyzés), az s-rendszerek osztédlya az fi
feletti metszetmentes rendszerosztaly valdédi része,
és az s-rendszerek meghatdrozzak az s-csalddokat, az
er6s operaciokat, és az s-félhaldkat (a 2.25 Megjegy-

zés) .

2.1 Axiomatizaladsok

Ebben a részben a funkciondalis, duéalis, erds
flggbségek csalddjainak uj axiéomait ismertetjiok, é€s
bebizonyitjuk, hogy ezek ekvivalensek a [5], [26],

[35] dolgozatokban megadottakkal (L&sd 1.4 Definiciot).

2.3 Definici6o. Legyen adott fi nem Ures véges halmaz,
és legyen P(fi) az fi hatvany halmaza. Legyen tovabba
YEP(fi)xP(fi). Ekkor azt mondjuk, hogy Y kielégiti az

A-axiomat, ha tetsz6leges A halmazhoz (A£fi) létezik



41

olyan X halmaz (Xcn), amelyre
(Al) Aex, és ha BOC, akkor (A,B)EY;
(A2) ha (C,D)EY, CCX, akkor DOQI.
Y kielégiti a B-axiomat, ha tetszdleges B halmazhoz
(Bifi) van olyan X halmaz (X£n), hogy
(Bl) BEX, és ha ACX, akkor (A,B)EY;
(B2) ha (C,D) Y, C~X, akkor DAX.
Y kielégiti a C-axioméat, ha létezik olyan {X*:i=1,..., ty

i ) 1
O’ X.=njhalmazrendszer, amelyre

i=l 1
(Cl) tetsz6leges B halmazra (0,B)EY;

(C2) tetszéleges A(A”0) halmazra ha BC/ 'Nx.,
"X tnAN0 1

akkor (A,B)Y;

(C3) ha (C,D)éY, CfIX.”0, akkor DEX..

Az A-, B-, C-axiomak alapjan a tovabbiakban vizsgal-
juk a funkcionalis, a dudlis, és az er6s fugg6ségek
tulajdonségait. Ezért el6szdér bebizonyitjuk, hogy

ezek az axiomédk ekvivalensek a megfelel6 F-, D-, S-

axiémarendszerekkel.

2,1 Tetel. Legyen YSP(fi)xP(fi). Ekkor az Y halmazrend-
szer pontosan akkor elégiti ki az A-(B-,C-) axiémaét,
ha az Y halmazrendszer kielégiti az F- (D-,S-) axioma-

rendszert .
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Bizonyités.

(a) Tegyuk fel, hogy Y kielégiti az A-axiomat.
Megmutatjuk, hogy ekkor Y-ra teljestil az F-axioma-
rendszer. Vildgos, hogy (Al)-bél az (Fi) axiéma
kovetkezik.

Ha (A,B)EY, (B,C) €Y, akkor (Al) és (A2) miatt léte-
zik olyan X, amelyre CCX. Tehat (A,C)EY.
Ha (A,B)EY, A?A', B'CB, akkor az A-axiéma szerint
A'-ra van olyan X (XGO), amelyre X kielégiti (Al)-et
és (A2)-t. Tehat ACA'CX, és B'6BOX teljesilnek. (Al
miatt (A' ,B'KY.
Ha (A,B)€y,(C,D)€Y, akkor (Al) miatt létezik olyan
X halmaz, hogy (AUCKX, és VZCX (AUC,Z2)EY. Vilégos,
hogy (A,B)€Y és ACX miatt BEX teljesul. Mivel Ccx, és
(C,D)EY, Dcx teljesul.

Tehat BUDCX. (Al) miatt (AUC, BdAD)EY teljesiul.

Forditva tegyik fel, hogy az Y halmazrendszerre az
F-axiomarendszer teljesil, és ACfi. Ekkor jeldlje X
az (a€ft: (A, {a})€Y} halmazt. Vilagos, hogy X kielégiti
(Al)-et.

Ha (C,D)€Y és C?X, de D~X, akkor az (F2) és (F3)
axiomakbol (X,Xi/D)€Y kovetkezik. Tehat (A,X"D)EY. Ez

ellentmond az X definicidjanak, vagyis X kielégiti
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(A2)-t.

(b) Legyen zZ={(B,A): (A,B)EY}. Az f-csalddok ¢és
a d-csalddok kozotti dualitdas (az 1.6 Tétel) miatt
csak azt kell bebizonyitani, hogy Z akkor és csak
akkor elégiti ki az A-axiémat, ha Y kielégiti a B-
axiomat.

A B halmazra (Ben) konstrualjuk meg a B-axiéma
beli X halmazt, amely hasonl6 az A-axiomabeli X
halmazzal. Vildgos, hogy ilyen X kielégiti (Bl)-et
és (B2)-t.

Forditva, konnyen bel&thaté, hogy ha az Y hal-
mazrendszerre teljesul a B-axiéma, akkor a Z halmaz
rendszerre az A-axioma teljesul.

(c) Az S-axiomarendszer és a C-axioma kozodtti ek
vivalencia bizonyitdsa nehezebb, mint a két el6z6
rész bizonyitédsa.

El6szor tegyuk fel, hogy az Y halmazrendszerre
teljestul a C-axioma. Mutassuk meg, hogy ekkor Y Ki-

A
elégiti az S-axidomarendszert. Vilagos, hogy U X.=n
i=1 1

miatt tetsz6leges A(A”0) halmazra x~TA™0 Xi 1/ te-
zik. (Cl) és (C2) miatt nyilvanvaldé, hogy tetszd-
leges ABE n. esetén (0,B)6Y és (A,0)£Y.

Nyilvanvald, hogy a= X., tehat ({a}.{a})€Y.
Xio{a}ro 1
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Ha (A,B)€Y, (B,C)€Y és B?0, akkor ha A=0, nyilvan

(A,C)€Y. Ha A™ 0, akkor (C3) miatt Bf A X tel-
XnAN 1
jesul. B”0 és (C3) alapjan CC f \X, kovetkezik.
XiDB"0 1
Vildgos, hogy X. C X. . Tehat (ClI) miatt
X 1 =XY)AN 1

(A,C)EY teljesil. Ha (A,B)CY, CiA, D<8B, akkor a (C2)

és (C3) miatt D£ .~ X, teljesul. Tehat (C,D)6Y.
X/.I”IC]IO =
|

(A,B)EY, (C,D)EY esetén ha A=0 vagy C=0, akkor viléa-

gos, hogy (AUC, BJD)€Y. Ha A”0 és C/Or akkor a (C3)

miatt B€ XinA/0Xi és D<x./)C/0Xi - Tehat BnD 9 “fHAUC) 'fo"
érvényes.

A (C2)-b6l (AUC,BOD)EY kovetkezik. Hasonlé mddon
belathatjuk, hogy ha (A,B)€Y, (C,D)EY, akkor (AdC,BUD)EY.
Most tegylik fel, hogy Y kielégiti az S-axiémarendszert.
Mutassuk meg, hogy Y hallmazrendszerre teljestl a C-axidoma.
(S1),(S3) és (S5 miatt mindegyik a-ra (aen) elGallit-
hatjuk az X" halmazt (X"Cfi) dagy, hogy ({a},X")€Y, és
minden X'-ra ha X~ X', akkor ({a},X')*Y. Azaz X~ olyan
maximélis szadmossagu halmaz, amelyre ({a},X")EY.

Vildgos, hogy aex” és n ilyen X~ van, ahol |[fi|=n.

Nyilvanvald, hogy _Onl X.1=fi. Jeldlje X az {X.:i=l,...,n}
j=

halmazrendszert. Kdénnyen beldthatdé, hogy tetszOleges



45

B (BCft) halmazra (0,B)E£Y.
Tegyuk fel, hogy A={an,...,a" : j=1,...,k}
itt kgl. (Azaz A”0) és B” olyan halmaz, hogy (A,BMN€Y, VB2
BirB2 » <A,B2)*Y. Az X definicid6ja szerint mindegyik
a.-re (a.€A) létezik f X, amelyre ({a..}, X™ )EY.

J 3 k 1j k k J 1j
(S4)-bél (A, » X . )=( a., Dx, )EY kovetkezik.

J-t gy J=t 3=
Bn definiciéja szerint /O XVB, teljestl. MAasrészt,

(A,BMEY, és az (S3) miatt minden j-re (j=1,...,k)
k k
({a.},B1)EY. Tehéat X. , azaz Bl= X

D e k i=1 i
Nyilvdnvald, hogy Xi< C\ Xi * Vagyis minden
1 3 J
B (B? "N X.) halmazra BCB, . Tehat (A,B)EY teljesil.

Most tegylik fel, hogy egyrészt (C,D)E"Y, ChX"0 és
aréCnX”maéasrészt, hogy az a olyan attribdtum, melyre
({a}, Xi)eY, és minden X' halmazra X~ X' “m ({a},X')"Y.
(S3) és a”6X" miatt ({a} ,{a”})EY. Mivel an€C, igy
(S3)-bol ({a+}, DEY kovetkezik. Tehat, a0, és

(S2) miatt azt kapjuk, hogy ({a},D)EY. X" definicidja
szerint Dcx”. Azaz Y-ra teljesul a C-axiobma. Ezzel a

2.1 Tételt bebizonyitottuk.

2.1 Megjegyzés. A fenti bizonyitdsban lathatd,

ha A={ajS j=I,...,k; a”ett; ksl }, akkor X.=
XENAN0 1 j=r
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((C3) miatt) .
Az 1.2, 1.4, 1.5 és 2.1 Tételekbd6l kdzvetle-

nil kovetkezik az aldbbi

2.1 Kovetkezmény. Legyen P(ft) az ft nem Ures véges
halmaz hatvdnyhalmaza, és YCP(ft)xP(ft). Legyen to-
vabb4d R egy relécio az ft felett. Ekkor FR(DR,SR)
kielégiti az A-(B-,C-) aciéméat. Forditva, ha Y
halmazrendszer kielégiti az A-(B-,C-) axiomat,
akkor létezik olyan R reladcié az ft felett, amely-

re Fr=Y(Dr=Y,Sr=Y).

A tovabbiakban amikor az erds flggéségek csa-
lddjainak kombinatorikai jellemzéit vizsgéljuk,

akkor mindig haszné&ljuk a C-axidmat.

|
2.2 Funkcionéalis fugg6ségek és irredundans relaciok

Ebben a részben a funkciondlis fligg6ségek csa-
ladjait (azaz f-csalddokat), a lezarasi operéacidkat,

és a miniméalis kulcsok rendszereit (ezek lényegében
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nem Ures Sperner-rendszerek) vizsgaljuk.
A relacié egyenléséghalmaza alapjan (lasd az

1.11 Definiciot) bevezetjik a kovetkezd definicidt.

2.4 Definicid. Legyen R={h”, ... hm> egy reléacio

az n felett. Minden i,j-re (lai$jam) legyen
E_..Jz{afl’z:hl.(a) :hD(a)}. Jeldlje £k az 0sszes EI,J.-k
halmazat. Legyen tovabba

Mr ={A£P (1J) : JE~j éeR:E" .=A és JEst6eR:AEEgt, I"i <j=m,
las$tam}.

Az Mr halmazrendszert az R maximalis rendszerének

nevezzik.

2.2 Megjegyzés. A reldcid definici6ja szerint minden
i,j-re (laiijam) [1JAE~ . Val6ban lehet, hogy van
tébb E”j, melyek egyenl6ek egymassal. Vilagos, hogy
adott R reldciohoz pontosan egy I\/h maximalis rend-
szer létezik.

A reldcidé maximéalis rendszerének fogalma alap-
jan kaphaté az aldbbi tétel, amely egy szikséges és
elégséges feltétel arra vonatkozdlag, hogy egy relé-

ci6o reprezentalja a nem Ulres Sperner-rendszert.
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2.2 Tétel. Legyen K nem lres Sperner-rendszer és R
egy relacidé az fi felett. Annak szikséges és elég-
séges feltétele, hogy az R reldcid reprezentalja
L=y ahol k'

halmaza és MR az R maximalis rendszere.

K-t az, hogy K K antikulcsainak

Bizonyitds. Mivel K és K ~ halmazok egyértelmien
meghatarozzak egymast (K nem {res Sperner-rendszer),

i i
K:Kg akkor és csak akkor teljesul, ha K™ :KE

Ezért azt kell bebizonyitani, hogy K’;<1:MK'

Nyilvanvald, hogy FK f-csaldd. EIl&szor tegylk

fel, hogy A az R antikulcsa. Vilagos, hogy A~fi. Ha

f
van olyan B halmaz (BCfi), amelyre ACB és A * B ,
R
akkor az antikulcs definici6ja szerint
f f
B -»fi. Tehdt A > fi teljesil. Ez ellentmond annak,
R R

hogy minden C-re (CEKR) C”*A. Vagyis A€I(FR), ahol
I(Fr) az Fr csaldd maximalis jobboldalainak halmaza
(lasd az 1.6 Definiciot). Ha létezik olyan B' hal-
maz, hogy B'61(Fr)xXl és A£B', akkor B az R kulcsa.
Ez ellentmond annak, hogy B'/fi. Teha&t A£I(F_)"fi,
és HB'"iB'il (Fr)*fi és AEB'. Nyilvanval6, hogy fi"MR.

Beldthaté, hogy minden i,j-re (l&iijam) El.ei(F

i (F i),
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ha feltételezzuk, hogy R=ihl,...,h ). Tehat Mci(Fn).
Ha D olyan halmaz, amelyre y D ~ A ~ , akkor a
funkciondalis fligg6ség definicidja szerint D R fi.
Azaz D egy kulcsa az R-nek. Tehéat Nh az 1(FFg maxi-
malis elemeinek halmaza. Vagyis M_ci (F ) 'fi és
minden B halmazra (B€I(FD)"fi) létezik olyan A.(A.€ML,)
halmaz, hogy BCA”™ teljesul. Tehat, a fenti rész-
bizonyitds szerint AEM

Forditva, tegyliuk fel, hogy AeM . A relaci6o és
MR rendszer definicidoi szerint A—/-i- I?I Azaz minden
B halmazra (BéKR) B™A. MAasrészt, rF:HveI A az MR
eleme belathatdé, hogy ha AED, akkor D > fi. Tehat

az antikulcs definicidja szerint A€K'R1‘R Ezzel a

tételt bebizonyitottuk.

A 2.2 Tételbdl nyilvan addédik az aldbbi

2.2 Kovetkezmény. Legyen R egy relédcid az fi felett.
-1 -
Kr =Mr teljesil, ahol KR R antikulcsainak halmaza

és Mr R maximalis rendszere.

A 2.2 Tételbdl és a 2.2 trivialis Kovetkezménybdl nyilvan
adodik a

2.3 Kovetkezmény. Legyen R1,R2 két relédcidé az fi
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felett. Ekkor R™ és R2 akkor és csak akkor k-

ekvivalens egymassal, ha M =M_  teljesul, ahol
R1 R2

Md (Md ) az R.(RO) maximalis rendszere.

R1 R2 1 z

2.3 Megjegyzés. Legyen K nem (res Sperner-rendszer
és R=(h.,...,h } egy reldcio az £ felett. Ekkor M.
definicidja szerint azt kapjuk, hogy |MR|4&|eR|, ahol
eR:{Elgléi$jém, E1.3. az R-beli h)l(—| és h.3 sorok egyen-
I6séghalmazal.

Nyilvanvald, hogy lerl= (2)

Ha az R reldcidé reprezentalja a K-t, akkor a 2.2
Tétel miatt K 1| Steljesitl. [44]-ben (lé&sd

1.12 léteit) ezt mas mddszerrel bebizonyitottdk

A 3. fejezetben (ldsd 3.1 Algoritmust) konstrudlunk
egy algoritmust, amely egy adott nem (res K Sperner-
rendszerhez megtaldlja K antikulcsainak halmazat.
Masrészt, egy tetsz6leges R reladciobdél el6allithat-
juk az Mr maximalis rendszert. Ezért a 2.2 Tétel és
a 2.3 Kovetkezmény segitségével megmutatjuk, hogy
létezik két olyan algoritmus, amelyek kdézul az egyik
meghatarozza, hogy egy R reldcidé reprezentédlja-e a

K Sperner-rendszert, a masik pedig ellené6rzi, hogy
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két tetsz6leges relacidk k-ekvivalens-e egymassal.

2.4 Megjegyzés. Az algoritmusok idébonyolultsaga-
nak becslése céljabdl az algoritmusokat ALGOL-
nyelven adjuk meg (lasd részletesen [2]-ben). Mi-
vel szemléletesen szeretnénk megfogalmazni a bo-
nyolult algoritmusokat, ezért ezeknek az algorit-
musoknak a blokk-sémajat is megadjuk. MAasrészt
feltételezzik, hogy két attribGtum d&sszehasonli-
tdsa elemi operéaci6. Tegylk fel, hogy ha.
={an,...,an> (azaz |fi|=n) és ACfi, akkor A az
attribdtumok rendezett listaja. Tehat fi két rész-
halmazédnak a Boole operéacidja 0(n) elemi operaciot

igéenyel.

2.5 Megjegyzés. Legyen R= {h~,...~ } egy reldcio

az fi={a~,...,an> felett. Ekkor kdnnyen beladthato,
hogy az R reldcidobdl elbéallithatjuk az

eR={E.”: l&iijam, E”~h.» és hu sorok egyenldséghal-
maza} halmazrendszert.

Vildgos, hogy ez az el6allités O(n.mz) elemi operé-
cidot igényel. Megadunk egy konny( algoritmust, amely

az eK-hez meghatarozza az I\/kmaximélis rendszert.
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2.1 Algoritmus.
'INPUT: R={h1l,...,hm} az 0={a”,...,an} feletti
relacio és
E[1: EIELHL] az elemeinek t6-mbje
OUTPUT: M az R maximalis rendszere
Procedure MAX(E,M):
MO, J] m1 ;
while J& - -2 do
begin i ¢ 1; while id m~A™ A do
if E[J]JEE[i] then goto
Tl else i i+1;
if E[J]JEM then M « MUE[J];
T1: J > J+1
end
Vildgos, hogy a maximéalis rendszer definicidja
szerint a 2.1 Algoritmus megtalalja R maximalis
rendszerét. Konnyen beldthatd, hogy a 2.1 Algoritmus
idébonyolultsdga O(n.m4).

A 3. fejezetben a 3.4 Algoritmus adott K
Sperner-rendszerhez meghatarozza K antikulcsainak
halmazat, a legrosszabb esetben a 3.4 Algoritmus
idébonyolultsdga exponencidlisan fligg az |[fi|-toi
Tehdt a 2.2 Tétel és a 2.1 Algoritmus alapjan nyil-

vanvald a
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2.4 Kovetkezmény. Legyen K nem (res Sperner-rendszer
és R egy relacio az ti felett. Ekkor a kovetkez6 al-
goritmus meghatarozza, hogy az R relacidé reprezen-
talja-e a K Sperner-rendszert.

1. lépés. K-hoz a 3.4 Algoritmus megtaldlja a K -t
2. lépés. R-b6l elballitjuk az eR-t, és az eR egyen-
I6séghalmazhoz a 2.1 Algoritmus megtalédlja az

Mr maximalis rendszert.
3. lépés. A 2.2 Tétel szerint meghatarozzuk, hogy
K "~=M teljesil-e.
Vildgos, hogy ennek az algoritmusnak az id6-
bonyolultsdga
max {a 2.1 Algoritmus idébonyolultséga, a 3.4 Algo-

ritmus idébonyolultsaga}.

2.5 Kovetkezmény. Legyen R-Afh-Neeeeo/hm )» R2=if Nfoee fm>
két relaciéo az n={an,...,an> felett. Ekkor létezik

egy olyan algoritmus, amely meghatarozza, hogy R és

R, k-ekvivalens-e egyméssal (azaz KD =K igaz-e ),

A KI r2

és ennek id6bonyolultsaga polinomiélisan flgg R™ és

R2 sorainak és oszlopainak sz&méatol.

Bizonyitas. A 2.1 Algoritmus szerint kaphatjuk M, -t
R1

és Mr -t, ahol M (Mr ) R”(R2) maximélis rendszere.
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A 2.3 Kovetkezmény miatt elegendd azt ellendriznink,
hogy Md =M igaz-e.

°1 R2
2.6 Megjegyzés. A 3. fejezetben a 3.5 Algoritmus
szerint R"-bdl és I17-bdl el6allithatjuk KR -t és
Kd -t. Utédna nyilvan meghatarozhatjuk, hogy R. és
Rgzk-ekvivalens-e egymassal. Ez a modszer azonban
bonyolultabb, mint a maximalis rendszereket meg-
talaldo modszer.

Most a 2.2 Tétel alapjan megkonstrudljuk azt
az algoritmust, amely egy adott R reldcidhoz meg-
taldlja azt az R' reléacidét, amelyre R'"R, R' és
R k-ekvivalens egymassal, és R' egy k-irredundéans

relaciéo az n felett.

El6szor bebizonyitjuk az alabbi tételt.

2.3 Tétel. Legyen R={h”, ... ,hm> egy relacio az
{ai,...,an} felett. Legyen tovabba
e :{El'S' : laiijd&m} R egyenl6séghalmaza és
MR ={A™, ... A"} {0} R maximéalis rendszere.
Legyen 1t={(i,j):Eij=Afc}, ahol t=1,...,k

(azaz 1™ O6sszes olyan (i,j) indexparok halmaza,

amelyre E~j=At)e Jeloljuk /t~vel az It elemeinek
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szamat. Jelolje 11 (p) és 12 (P) az | p-ik par-

janak els6 és maéasodik indexét, ahol t=1,...,k és
Hp<it .
Ezutan tekintstik az alabbi blokkséma altal

meghatarozott R' relacidt.
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igem

clyan I (t<q¢h))

mneé/te V(i T)E T, :

CisC U]:(’f)

t=I7m vagy 7= 1)

Towsliimk minden (I:(P)/ v )&
(¢ I:(P))Maﬂﬂ?-t mmdenT _ ban
(t<q¢ ﬁ).ﬂf‘/mva/o; Aqafq
tartabmazia L [(P),5)-¢ vagy (4, I o)t

¢
akkor /(q coskhen .

2

Az A4
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Ekkor R'={h”: i€C} olyan k-irredundéns relaci6, hogy
R'CR és KR, = KR , azaz R' és R k-ekvivalens egymas-

sal .

Bizonyitds. Viladgos, hogy R'9R.
A blokkséma szerint | -ban (tagék) toroljuk az
f1T (P),J) és (i,1°(P)) indexpérokat, ha nem létezik

olyan 17 indexparok halmaza, amelyre minden (i,j)

indexparra ((i,j)61” és tshak) i=I®(P) vagy J=I®(P).
Tehat mindegyik t-re (t=1I,...,k) az It~ben van olyan
(i,J) indexpar, hogy i,jeC. Azaz minden It~re (t=1,...,k)

It~"0. Vagyis az MR halmazrendszer R' maximalis rend-
szere. Tehat a 2.3 Kodvetkezmény miatt R' és R k-
ekvivalensek egymassal.

M ésrészt, tegyuk fel, hogy RER‘, itt hO£R‘\R".
Ekkor a blokk-séma szerint létezik olyan I’S (I<g<k),
hogy minden (i,j) indexparra ((i,j)€|/8és h._,"h.lgR')
i=s, vagy j=.s teljesul. Jeldljik WMR«-el az RII maximalisl
rendszerét. Ekkor M""M, mert A"fM». Tehat a 2.3 Kovet-
kezmény szerint KNA"AK~r. Ezzel a tétel bizonyitasat
befejeztik.

A 2.3 Tétel alapjadn konstrualunk egy algoritmust,

Hogy pontosan becsllhessik a k-irredundéans relécid
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megtaldlasdnak idébonyolultsdgat.
Megjegyezzik, hogy csak vizsgaljuk az R={h~,... hm}-t,

ahol m”2. A tobbi reldcidé esetén trivialis.

2.2 Algoritmus. A
INPUT: R={h~,...,hm> az fl={l,...,n> feletti reléciod.
OUTPUT: R' relédci6, amelyre R'QR, KR,=KR és R'

k-irredundéns.

1. lépés. R-bdl konstrudljuk az eR{E'lj': ldinjam,

a hu és hj sorok egyenl8séghalmaza} halmazt. Ha

eD={0}, akkor valasszunk ki egy tetsz6leges (i,])

indexpart és Rr={h” /hj} olyan k-irredundéans relécid,

amelyre KR,=KR. Forditva:

2. lépés. Az £ -b6i a 2.1 Algoritmus szerint konstru-

aljuk az I\/H maximalis rendszert.

3. lépés. Tételezzik fel, hogy MR={A", ... A"} és
IS={(i,j): %3':’% }, ahol s=1,..., k. Jeldlje ,15 aZ I
elemeinek szadmat, ekkor IS 251 indexet tartalmaz.

k
Tehat van 2 | ) 1S indexink.

S:
ADATSTRUKTURA.

k

I [1: 2 E 18] az indexek tombje.
|

L[lI:k+1] olyan tomb, amelyre LJ[I]=1, és mindegyik s-re
(s=1,...,k) L[s+|]:21b.

A,B,C,E munkavaltozék.
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Procedure IRRE(I,L):
C <0;
CIKLUS1: for ¢ 1 until k do
for L[g] step2 until L[g+1] do
begin E + g ;
for g2 E until E+1 do
begin if Itq"jeC then goto T1;
CIKLUS2: for p g until k do
begin A 1;for g3 ® L[p]step2 until_L[p+1}dO
if 1 [q3]&Al [g3+1]#>Al [gq2]tftg3]Al [g2]*1 [g3+1]
then A « O;

if A=1 then begin C «-Cul[g2]; goto T1 end

UTOLSO02: end;
CIKLUSS: begin B = q; for g4 « L[B] step 2 until L[k+1]do
if 1[q2]=1[q4] VI [g2]=1[g"+1] thai begin
1 tq4] « 0; 1[g4+1l]«- O end

UTQLSO03: end;

TI: empty

end
UTOLSOI: end;
return C

Nyilvanvald, hogy az indexek pozitiv egész szamok, és ha

i index, akkor ldidam. Két index 6sszehasonlitdsa elemi
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operédcié (hasonléan két attribdtum d&ésszehasonlité-
sahoz). Belathatdé, hogy 2 ll( I§’ m(m-1).

Az IRRE-ben hasznéljuklaz A munkavaltozdét. A=1
azt jelenti, hogy létezik olyan IP indexparok halmaza,
amelyre minden (i,j) indexparra ((i,j)él ) i=I[q?9)]
vagy j:I[q~Z~]. Ha ilyen Iq nem létezik, akkor a
CIKLUS3 miikdédik, tehat IRRE feltdlti az (i,j) index-
parokat nulldval, ahol i=I[g2] vagy j=I [g21- Vilagos,
hogy amikor CIKLUS3 mikddik, akkor a CIKLUS3-UTOLS03-ban
az algoritmus legfeljebb 0(m2) elemi operédcidt igényel.
Kénnyen beldthato, hogy ha I[g2]*C, akkor CIKLUS2 mi-
kdodik, és a CIKLUS2-UTOLS02-ben az algoritmus legfel-
jebb O(mz) elemi operaciot igényel. Nyilvanvald, hogy
az | [g2 ]-k szé&ma legfeljebb m(m-1). Teh&t a legrosszabb
esetben az IRRE-ben az algoritmus id6bonyolultsdga leg-
feljebb O(m4). Az 1. lépésben az algoritmus O(n.m2)
elemi operacidt igényel. A 2. lépésben az algoritmus
0(n.m4) elemi operéaciot igényel.

Tehéat, a 2.2 Algoritmus id6bonyolultsaga O(n.m4).

A 2.3 Tételbdl nyilvan adoédik az alabbiVv

2.6 Kovetkezmény. Legyen R egy reléaci6 az n felett.
Ekkor a 2.2 Algoritmus egy olyan k-irredundans R rela-

ciét hatdroz meg, amelyre R'cR, KR,=KR és id6ébonyolultsdga
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polinomiéalisan figg R sorainak és oszlopainak szamaéa-

tol.

2.1 Pelda. Legyen fi={1,2,3,4,5,6,7 } és R={h",. .. h"}

az fi feletti reldcid a kovetkezO6képpen

AttribGtumok: 1 2 3 4 5 6 7
1 0 0 2 2 2 2

2 0 0 3 3 0 0

3 3 3 2 1 0 1

1 1 2 4 3 3 1

R = 4 2 4 1 0 1 3

5 2 4 5 4 4 5

6 4 5 5 5 5 4

6 5 1 6 6 6 6

7 6 1 7 7 7 7

Konnyen belathat6é, hogy Ei2=E56="3'3"" E13"E67S{4}

E14 E7q {1}/ E23~~ ~' ppq S5}, E34={T} €s pgq rqn;
A tobbi E13 ires. Tehat I\/IK:{{l},{2,3 }.{41" {65>,{6>
Legyenek A"={1}, A2={2,3},. A3=141}( \/5{5},, As={6}
és Ag={7}. Vilagos, hogy a 2 | Algoritmus szerint
11={(1.4), (7.8)}, 12={(1.2).45,6) },

13={(1,3), (6,7) }, 14={(2,4) }, 15={(2,3)} és I1s6={(3
Belathaté, hogy a 2.2 Algoritmus 3. lépése szerint

c={1,2,3,4}.

Azaz
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2.7 Megjegyzés. Belédthatjuk, hogy a 2.2 Algoritmus
fligg IP (p=1,...,k) elemeinek sorrendjétél. Azaz
ha IP elemeinek sorrendje valtozik, akkor R egy
uj k-irredundéns reldcidjat kapjuk. Az alabbi tétel

a k-irredundéans reldci6 sorainak szaméat becsili.

2.4 Tétel. Legyen K egy nem Ures Sperner-rendszer és
R egy relacio az ii felett. Ekkor ha R k-irredundéans

relacido és reprezentdlja a K-t, akkor \/2|K— |4 |R[&2|K~-*-

Bizonyitds. Mivel R reprezentalja K-t, |K

teljestl. Az als6 korldtot innen kaphatjuk. A felsd
korldt megadasdhoz feltételezzik, hogy K1 ={A",...,A, }
A 2.2 Tétel miatt K 1=MR, ahol MR R maximalis rendszere
Tegyik fel, hogy R={h” ... ,h }. Ekkor legyenek

It.:{(i,j) 5E|]':AU}' ahol t=1,...,k ¢és El"J a h'—L és hJ
sorok egyenl6séghalmaza (lai$"m).Most konstrualunk

egy, az M és az {l,....m} halmaz koézotti megfelelte-

tést. Mivel R k-irredundéns, tetsz6leges g indexre
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(lagam) létezik olyan It indexparok halmaza, hogy
V(i,j)€It : i=q vagy j=q. Valasszunk ki egy ilyen
It~t. Legyen ez , ahol 14t &k. Konnyen belé&thatd,
hogy ha qg”p (Iélqélm(,q lapadm), aﬂkor létezik olyan I,
amelyre tr/t4 (1st"Sk, 1st Sk), vagy létezik pontols:’an
egy olyan , amelyre t =t . Ekkor vildgos, hogy I
csak az (p,q)p indexpart ICEhaqp<q), vagy a (q,p) index(-]I
part (ha qg<p) tartalmazza. Beldthatdé, hogy ebben az
esetben nem létezik olyan s index (s*g, s”p), amelyre
t =t =t . Tehat lathatjuk, hogy R sorainak szama leg-

feljebb 2|K q|. Ezzel felsd korldtot is megadtuk és a

tételt bebizonyitottuk.

2.8 Megjegyzés. Legyen K nem iires Sperner-rendszer
és K g={A*, ... Ajc). Legyen R={h™,h2,..." 2k-1"k > a
kovetkezd:
mindegyik i-re (i=1,...,k) h2i-1(a)=2i-1 (Vaen),

2i-1 ha afA~",

h21(a)=

2i ha a€ii\Ai .
Konnyen l&athatd, hogy R reprezentadlja a K-t és a
2.4 Tétel szerint R k-irredundédns maximalis szd&mos-

sagu reléacio.
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Most megvizsgalunk néhéany az f-csalddokra vonatkozo
kombinatorikai probléméat. Tudjuk, ([7], [35], [40] ),
hogy ha MEP(B) és N =IAEM: (VB,CfM) (A=BfIC -m A=B vagy
A=C) ), akkor N az egyedili olyan halmazrendszer, amely
M miniméalis szdmossdgu generatora (lasd 1.7 Tételt),
ahol M+={ M.: MEM és KrrIMIj

i=1 1 1
2.9 Megjegyzés. Legyen M és M2 két, a metszetre nézve
zart halmazrendszer. Ekkor belathaté, hogy M*=M2 akkor
és csak akkor teljesidl, ha N]=N2' ahol N”A(N2) az M~M2)

minimalis szamossdgu generatora.

2.10 Megjegyzés. Legyen NgP(fi). Azt mondjuk, hogy N
egy metszetmentes rendszer az n felett, ha N kielégiti
az aladbbi feltételeket:
(1) n €N
(2) ha A=BfIC (A,B,C6N), akkor A=B vagy A=C teljesul.
[35]-ben és[40]-ben bebizonyitottdk, hogy ha |
egy n feletti metszetfélhdl6, akkor N metszetmentes
rendszerhez pontosan egy olyan metszetfélhald létezik,
amelynek minimalis szamossagu generatora éppen N.
Azaz a metszetiélhdlok és metszetmentes rendszerek ko-

zOtt létesitett megfeleltetés egv-egyértelmi.
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Tudjuk ([5], [44]), hogy ha F egy f-csaldd az fi felett,
akkor minden A halmazra (AfcP(fi)) r(A) ={b€fi : (A, (b)) FF}
egy fi feletti lezaré&si operédci6. Forditva, ha H egy
lezadrdsi operacié az fi felett, akkor pontosan egy
olyan F f-csaldd van, amelyre H=Hp.

Az alédbbi tétel egy szukséges és elégséges fel-
tétel arra, hogy egy relacido reprezentédlja az f-

csalddot.

2.5 Tétel. Legyen R={h”,...,h } egy relédcid, F egy
f-csaldd az fi felett. Ekkor az R reldcidé pontosan
akkor reprezentalja az F f-csaladot, ha minden A
halmazra (AEP(fi))
Ak Eijha BEijEv AIfEij
Hp (A)=

fi kilénben.

Itt eR R egyenléséghalmaza.

Bizonyitds. El6sz0r bebizonyitjuk, hogy egy tet-

sz6leges R reldcioban minden A-ra (AeP(fi))

E. ., ha 3E~j6eR: ACEM
ACE . . 11
(A) = y i

fii kildnben.
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Ha A egy olyan halmaz, amelyre nem létezik olyan
E.. halmaz (E..fe,,), hogy ACE.., akkor V h.,h.6R-
1J 1 K lj i j

re 3a£A:h.(a)*h .(a) . Vagyis a funkcionélis fiugg6ség

1 f
definicidoja szerint A >fi . Tehat H, definiciodja
R R
alapjan H (A)=fi. A O0-ra nyilvanvaldé, hogy H (0)= E. ..
R R Eij“ R 3

teljesul.

Ha A”O0, és létezik olyan Ei.] halmaz (El.j.eeK),

amelyre ace. ., akkor legyen V:{E).(J.:Acei.j.,Ei.j ti}
és B=/"~NE. .. Viladgos, hogy A£B teljesul.
£é&/ 1D

Ha Vzrﬁ akkor, nyilvan (A,B)€F|2.
Ha V7e_  teljesil, akkor kdnnyen beldathatjuk, hogy
minden E~-re (EACV) (tfafA) (hK (a) =h” (a)) (VbEB) (h” (b) =h” (b)
és minden E”~-re (E~V) 3afA:h™(a)*h”(a). Tehat,
(A,B)EF teljestl. Belathaté, hogy a H definicidja
szerintKBCH,, (A) teljesil. Mivel R egy ?feletti re-
ladcio, azt E?pjuk, hogy Bcfi. Mivel az Fn egy f-csalad
az fi felett, FR kielégiti az A-axiomat (ldsd 2.1 Tételt).
Ezért (B’HFr(A))£FR teljesul.

Tételezzuk fel, hogy c¢ tetsz6leges olyan attribu-

tum, amelyre c#B. Azaz cé S' Ye...
E. .ev ~

i:
Ekkor létezik olyan EA ~ij€V)' amelyre c”E.» . Vagyis

AhAJAR: VDbEB-re hA(b)=hj(b) teljesul, de hi (c) h~(c).
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Vildgos, hogy a funkciondlis fligg6ség definicidja
szerint (Buf{c>) nem fugg funkciondalisan a B-tdl.
Ezért minden c-re (¢"B) B,Bu{ch~F_. A H_ defini-
ci6ja szerint H R(A):B: E... AzR1.4 Mrejoegyzés

E..€V 13
szerint F:FR pontosan ak”ar teljesul, ha H=H

Fr
Ezért azt kapjuk, hogy F:FIQ akkor és csak akkor
teljesidl, ha minden A-ra (A€P(fi))
E.., ha 3E, .6f:ACE _ .,
ACE, . 13 ~on 13
Hp (A) = - B

fi kilonben.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 2.5 Tételb6l adodik az alabbi

2.7 Kovetkezmény. Legyen R=(h”,...,hm> egy relécid,
és F f-csaldd az Si felett. Legyenek ey az R egyenlé-
séghalmaza, 1(F) az F csaldd maximéalis jobboldalainak

halmaza (lasd 1.6 Definiciot), és T={BeP (fi):fEl.3.€e :E1.3.:B}.

_R
Ekkor R pontosan akkor reprezentéalja F-t, ha I(F)=T+U{fi}

teljesul.

Bizonyitas. Az 1(F) és HR definici6oi szerint I(F)={HF (A): AeP(fi)}.
2.5 Tétel szerint I(FR)CT+U{fi>. Méasrészt, kdnnyen l&t-

haté, hogy minden E..-re(E. e ) E..61(F_) és E..~"fi.
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Ezeért I(FR):T+U{Q}. Az 1.1 Tétel szerint R pontosan
akkor reprezentalja az F csaladdot, ha I(F)=I(FR).
Ezzel a kdvetkezményt bebizonyitottuk.

A 2.5 Tételbd6l, a 2.7 Kovetkezményb6l és a 2.9 Meg-

jegyzésb6l nyilvadn adoédik az alabbi:

2.8 Kovetkezmény. Legyen R egy relaci6, és F egy f-
csaldd az n felett. Legyen tovabbad eR az R egyenlfség-
halmaz és T={B6P (n) : feR:Eij=B }+ Ekkor az R relacio
akkor és csak akkor reprezentéalja az f-t, ha N~ =N2~{fi}
teljesdl, ahol N1(N2) az 1(F) (T+) minimalis sz&mos-
sdgu generatora.

A 2.5 Tételb6l a 2.8 Kovetkezményb6l addédik az alabbi:

2.9 Kovetkezmény. Legyen R=(h”,...,hm> egy Q feletti
relacio,

eR={Eij: l4&i$jsm, E~ h" és h™ sorok egyenléséghalmaza}
és

T={BE€P (fi) : 5E1,3£eD:EIJ:B}. Ekkor N{t;{n}:Nﬂ,

ahol N1 (N2) a T+(I(FR)) miniméalis szdmossdgu generatora.

2.11 Megjegyzés. Legyen R={h”, ... ,hm>az fi={a,...,an>

feletti reladacidé, és legyen e ={E..:l1di$jam ,E.. a h. és h.
gy & { 3] £3 1 J

sorok egyenléséghalmaza}.
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i_ m(m-I
e - M-
eK-boI konstrualjuk T={B:JE1].:B}-t. Nyilvanvalo,

2
hogy ez a konstrukcié 0O(n.m ) elemi operaciot igényel.

Vildgos, hogy

Kénnyen belathaté, hogy |§|<PLIE-JJ. Tételezzik fel,
hogy T=(B”,...,B"}. Ekkor a T-b6l konstrualhatd
TA=IB VIBj : lai*jsk}. Nyilvanval6, hogy | |= 7 N
A T-7-b6l konstrudlhatjuk az N={A6T:7B Y)B":A=B .j6IB",
A”B. és AEB, 14iijSk} halmazt. lgazolhatdé, hogy ez

a konstrukcio O(n.mg) elemi operédciot igényel. Vagyis
az £|\-b6i létezik olyan T+ minimdlis szdmossagu gene-
ratorat megtaldldé algoritmus, amelynek idébonyolultsé-

ga O (n.m6').

A 2.5 Tételbdl és a 2.9 Kovetkezménybdl nyilvan

adodik:

2.10 Kovetkezmény. Legyen R~A={h”,...,hm }, R2={f~, ..., fm }
két relaci6 az g={a”,...,an} felett. Legyen tovabba

Tl :iAfP(g) :3Eil]': El':A"Ell]' a hi és hj sorok egyenlfség-

halmaza I<i®j<m~}, és

TE:iB£P(n):3EFj.: EI’Zj.zB, E%]. a f.1 és fj sorok egyenlOség-
halmaza, I<i®jgm2}.

Ebben az esetben R” és R2 akkor és csak akkor, f-ekviva-

lensek egyméssal (azaz FR =FR ), ha N-"=N2 teljesil, ahol
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N1(N2) a T*(T*) minimalis szdmossagu generéatora.

A 2.11 Megjegyzés szerint az és R2 reléacidk-
hoz el6éallithatjuk az és N2 halmazrendszereket.
Utdna a 2.10 Kovetkezmény miatt elddntjik, hogy N~=N2

teljestul-e. Tehéat nyilvanvaldé az alédbbi:

2.11 Kovetkezmény. Legyen R”,R2 két relacié az fi felett.
Ekkor létezik olyan algoritmus, amely meghatdrozza, hogy
R és R2 f-ekvivalensek-e egyméssal, és ennek az algorit-
musnak az id6bonyolultsdga polinomidlisan figg az Rn, R9
sorainak és oszlopainak szadmatol.

Természetes, hogy 4altalaban tobb olyan algoritmus
van, amely elddnti, hogy két tetsz6leges relacio f-ekvi-

valens-e. Itt bemutatunk egy ilyen algoritmust.

2.12 Megjegyzés. Legyen H az fi feletti tetsz6leges lezaréa-
si operdcié. Legyen Z(H)={A:H(A)=A}. Z(H) elemeit zAart
halmazoknak nevezzik. Kodnnyen lathat6é, hogy ha A”éZ(H)
(i=1,. .. ,m), akkor H( A.)=$tf(A.). Nyilvan XI€Z (H) .
Tehé&t Z(H) egy metszetl-_flélhglél._éorditva, [221-ben be-
bizonyitottdk, hogy tetszdleges Z metszet-félh&dlé6hoz pon-
tosan egy olyan H lezaradsi operacidé létezik, hogy

Z= Z(H). Vagyis az _TL feletti lezaradsi operacidk

és metszet félhdlok kozott létesitett megfeleltetés
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kolcsondsen egy-egyértelmd.

2.12 Kovetkezmeény. Legyen R={hl,...,hm) egy reladci6 és-
H egy lezarédsi operacido az fi felett. Legyen tovéabba
T={A€P(fi): 3E.J_.:EA.3:A}. Ekkor R akkor és csak akkor
reprezentalja H-t, ha Nlu{fi}=N2 teljesul, ahol N2(N2)

a T+(Z(H)) miniméalis szamossaga generdatora.

Bizonyitas. Nyilvadnvald, hogy R akkor és csak akkor
reprezentadlja a H-t, ha H:H* teljesil (lasd 1.4 Meg-
jegyzést), ahol H_ (A :{b€fi|:? (A,{b})6F_3}. Vilagos,

hogy Z(Hp ):I(Fp)FRTehét a 2.5 Tétel, aR2.8 Kbévetkezmény
és a 2.12 Megjegyzés szerint a kOvetkezményt bebizonyi-

tottuk .

2.13 Megjegyzés. A 2.2 és 2.5 Tételbdél kdnnyen beldt-
haté, hogy ha R(F) egy reldcio (egy f-csaldd) az fi
felett, akkor

K'"N-~ifi} (K(F)-1CN2'{fi})
teljesul, ahol KRF(K(F) F) az R(F) antikulcsainak
halmaza, és N~(N2) az | (FR) (1(F)) minimalis sz&mos-
sagu generatora. Vagyis ebbél kdvetkezik

IKpL|&INL1[-1 (|K(FFfLIS|N2]|-1).
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Az aladbbiakban megadunk egy olyan algoritmust,
amely tetszO6leges adott R reldaciéhoz meghataroz egy
olyan f-irredundans R' reldcidét, amelyre, R'" "~ és
F , =Fd. Megjegyezzik, hogy csak vizsgaljuk az R reléa-
cidkat, amelyekre [IRI?2. A tobbi reldacidé esetén trivi-

alis .

2.3 Algoritmus2
INPUT: R={h",...,hm>az Clfeletti relacid.

OUTPUT: R' reléacié, amelyre R'fR, FR,=FR és R' f-irredundéans.

1. Lépés. Megkonstrualjuk az R reldci6 eR egyenl6ség-
halmazat. Ha e ={0}, akkor valasszunk ki egy
tetszéleges (i,j) indexpéart. Ekkor vildgos, hogy
R'={h”~ hj} olyan f-irredundans reldcidé, amely-

re Fr,=Fr. Ha eR™ {0}, akkor:

2. Lépés, e -béi megkonstrudljuk az N={A€T:(VB,CET)
(A=BHC = A=B vagy A=C) } halmazrendszert,

ahol T={BEP(n): 3E|.j.£fR:El,.j.:B; Iéil’jém}.

3. Lépés. Tegyluk fel, hogy N={A” ... ,A”}. Legyen
IS={(i,j):EI.i.:AS} (s=1,...,k). Hajtsuk végre
a Procedure IRRE-t. Azaz megvaloésitjuk a 2.3

Tétel blokksémajat.
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Kdénnyen lathatdé, hogy a 3. Lépésben az algoritmus
0(m4) elemi operacidt igényel (ldasd Procedure IRRE-
ben). A 2.11 Megjegyzés miatt az 1. és a 2. Lépéshen
az algoritmus idébonyolultsdga polinomiélisan flgg
az R sorainak és oszlopainak szamatél. Masrézst, a
2.5 Teéetel és a 2.10 Kovetkezmény szerint FD,=FD tel-
jesul. Belathatdé, hogy Procedure IRRE R minden re-

dundans sorait toérli. Tehat nyilvanvald az alabbi

2.13 Kovetkezmény. Legyen R egy relédcio az fi felett.
Ekkor a 2.3 Algoritmus egy olyan f-irredundédns R’
reladcidt hatdroz meg, amelyre R'ER, R' f-ekvivalens
R-rel, és id6bonyolultsdaga polinomidlisan fligg R so-
rainak és oszlopainak sz&méatol.

A 2.2 Algoritmushoz hasonléan a 2.3 Algoritmus

is fugg IS elemeinek sorrendjétél (s=1,...,k).

2.2 Példa. Ismét a 2.1 példat valasszuk.

Ekkor belathato, hogy T={{1},{2,3},{3}.{4}.{5},{6},{7}
és 0}. Tehat N={{1},{2,3},{3}.{4}.{5}.{6}.{7}] a T+
minimalis szd&mossdgu generatora. Legyen A~"={1},
A2={2,3}, A3={3}, A4={4}, A5={5), A6={6}és A?={7}.

Ekkor 11={(1,4) ,(7,8) } 12={(1,2) ,(5,6)}, 13={(8,9)}.
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14={(1,3) . (6,7}, 15 {(2 4)}y . 16={(2,3)} és 1?

Konnyen lathaté, hogy C=(1,2 ,3,4,8,9} . Tehat

1 o o 2 2 2 2
2 o o 3 3 o0 o
R' = 3 3 3 2 1 0 1
1 1 2 4 3 3 1
6 5 1 6 6 6 6
7 6 1 1 7 717 7

2.14 Megjegyzés. Legyen R ={,...,hm> egy reldcio és F
egy f-csaldd az fi felett. Legyen tovabba
eR={E”j: l&i"jadm, N a hu és h™ sorok egyenléséghalmaza}
T:{ACP(fi):3E1J£ eR:EIJ:A} és N4_a T+ minimalis sz&mossagu
generdtora. Beldthatd, hogy |[Nj|S |eR|. Nyilvdn |eR|= ).
Ha R reprezentélja az F f-csalddot, akkor a 2.5 Tétel
a 2.8 Kovetkezmény szerint |[NE£|=|N| teljesil, ahol
N={ACI(F):A/il,(I/B,Ca(F)) (A=BdC = A=B vagy A=C) }.
Tehat [N J&a(").

Hasonlé6 modon &llitjuk, hogy ha R reprezentélja
a Hlezrarasi operaciot, akkor IN2I= )

, ahol

N2={A€Z (H) rA~fi , (VB,C6Z (H))(A=Bnc - A=B vagy A=C) }.

2.15 Megjegyzés. Legyen F egy f-csaldd és H lezarasi
operaciéo az fi felett. Legyen tovdbba S(F)=min{m: F=FR,|R|=m,
R az fi feletti reldcid}, és

S(H)=min{m: H=HR,|R|=m,R az fi feletti reldcid}.
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A [43]-ban bebizonyitottak, hogy S(F)&|N|+1 és S(H)a|N2|+]I.
Tehédt a 2.14 Megjegyzés szerint \MT|IN|AS(F)<|N|+]I,
N2 n2]ss(h)<|n2|+1.

A 2.4 Tétel bizonyitdsdahoz hasonléan addédik a kdvetkezd:

2.6 T¢étel. Legyen F egy f-csaldd, R egy reldcid az n
felett és

N={AET (F) : A~fi, (VB,C 61(F)) (A=BfIC -» A=B vagy A=C) }.
Ekkor ha R olyan f-irredundéans reldcié, amely repre-
zentédlja az F f-csalddot, akkor V2|n[=|R <2|N].

Ez hasonld a lez&rasi operacidéra vonatkoz6 tételhez.

2.16 Megjegyzés. Legyen R={h”,...,hm> egy reldcid az
n felett.
Legyen eR=j (I<i$ jam, E”~ a hi és h”™ sorok egyenléséghalmaza}~~

és T=jA€EP(n):3Eij€EeR:Eij=A}.
Nyilvanvalé, hogy T az eR kulénbdzd elemeinek hal-
maza. A halmaz hagyomanyos értelmében e azonos T-vel.
Mivel szemléletesen szeretnénk megfogalmazni néhany
tételt, kovetkezményt, megjegyzést, és algoritmust, az
ilyen T-et ezekben az esetekben hasznéljuk. Bel&thato,
hogy a 2.3 Algoritmusban a T halmazokat meg kell konstru-

alnunk .
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2.3 Dualis flugg6ségek és irredundédns reldciok

Ebben a részben a dudlis fliggdségek csalddjait
és a d-irredundéns reldcidokat vizsgéljuk.

Mieldtt egy szikséges és elégséges feltételét
adnank annak, hogy egy reladcié reprezentédlja a d-csa-
lddot, definidljuk a tetsz6leges reldcidohoz tartozé

egyenlétlenséghalmazt.

2,5 Definicié. Legyen R={h",.../h"} egy relacio az fi

felett és minden i,j-re (Isi$jam) legyen NM={affi (a)#1" (a)}
Az ILj halmazt a h™ és h™ sorok egyenl6tlenséghalmazéanak

az {ISLj: ldai“"jam} halmazrendszert az R egyenl6tlenség-
halmazanak nevezzik.

A tovabbiakban jeldlje pR R egyenlé6tlenséghalmazat.
El6fordulhat, hogy fie/* , és létezhez néhdny N. ., amelyek
azonosak egymassal. Beldathatd, hogy a relaci6 definicidja
szerint 0 " R. A tovébbiakban az egyenl6tlenséghalmazokat
haszndljuk a relacido duéalis fliggdségeinek csaladjaival

kapcsolatos kombinatorikai problémakra.

2.7 Tétel. Legyen egy d-csalad, és R egy relaci6 az
felett. Legyen tovabba az R egyenldbtlenséghalmaza,

o v o AN =
és V={C6P(fi) 3N NN C}.
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Ekkor az R relédcidé akkor és csak akkor reprezentélja
a D d-csalddot, ha G(D) =(VU{ii})+u {0} teljesiul, ahol
G(D) a D csaldad maximéalis baloldalainak halmaza (lasd

1.9 Definiciot).

Bizonyitase Az 1.3 Tétel szerint az R relaci6o akkor ¢és

csak akkor reprezentadlja a D d-csalddot, ha G(D)=G(DD

teljesil. Tehat bebizonyitand6, hogy G(DR)=(Vo{f2}) +U{0} .
Vildgos, hogy G(DR) egy d-félhalo az fi felett (lasd

1.10 Definicioban). Tehat G(DR) tartalmazza az fi-t

és az 0-t. Nyilvanvalé, hogy 0 AV, és fie(Vi/{fi}) +.

Most tegyuk fel, hogy N~ fi. Ekkor minden a attribdtum -

ra (a€fi\N..) h.(a)=h.(a) teljestul. Masrészt, minden b
J 3

d
attribdtumra (b€EN_..) h_.(b)f h_.(b) igaz. Tehéat faju N N. .
13 i 3 13 R 13

(azaz nem dudalisan figg jajuN”j-t6i) . Ezért NAj€G(DR)

teljesal.

Vagyis (Vu{fi})+ U(0KG (DR) .

Forditva, tegytuk fel, hogy AEG(DR)MO,fi}. Ekkor ha fel-
tételezzik, hogy minden h.,h.€R-re létezik olyan a attri-
butum (aeA) , hogy h.(a)=h%(a)J, akkorlL ‘ A teljesul.

Ez ellentmond az A 3efin|'chc’)jénak. Tehélltq létezik olyan
(i,j) indexpéar, amelyre Acn””. Azaz van olyan C€V, hogy

AEC. Legyen Q={CE£V:A£C}. Nyilvédnvaldé, hogy ha van olyan
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N”j, amelyre A=N~" akkor A€V. Most tegyuk fel, hogy

ACr: C/%ZJ’\C. Ekkor minden I\I.J .-re (3C€Q:N..,=C) (ha ilyen Nl

Ik I
létezik) van olyan a attribatum (aeA) h.(a)=h.(a).
d 1 3
Ezért C m A teljestul. Ez ellentmond annak, hogy
R
AEG (DD)MO,fi }» Tehat <'AC=A. Vagyis A€V+ teljesil. Ez-
R C£Q

zel a tételt bebizonyitottuk.

A fenti tételb6l, és a 2.9 Megjegyzésb6l adodik a

2.14 Kovetkezmény. Legyen R egy relédci6, és D egy d-csa-
lad az fi felett. Legyen tovabba az R egyenlétlenséghalmaza
V={CeP(fi) : TN, | i N;=C}, N =(CE€V:CHi, (VAB6V) (C=AhB m A=C
vagy B=C)}, és
N2={XE£G(D): XA fi,X"0, ("Y, ZEG(D)) (X=Y<7Z -» X=Y vagy X=Z)}.
Ebben az esetben R akkor és csak akkor reprezentalja a D
csaladot, ha N~”=N2 teljesul.

Belathatdé, hogy NA(N2) V+ az fi-t (G(D) fi-t és 0-t)

nem tartalmazdé minimdalis szadmossagu generétora.

2.17 Megjegyzés. Vizsgaljuk az R={h", ... hmrelacidt,
amelyre m?2. A tobbi reldcid esetén a bizonyitéds trividlis.

Belathaté a 2.7 Tétel bizonyitadsdbdl, hogy
G(Dr)=(VU{fi})+u {0}.

Az 1.3 Tételb6l, a 2.14 Kovetkezmeénybdl és a 2.9
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Megjegyzéshb6l adodik a

2.15 Kovetkezmény. Legyen R~ ,R2 "ét relacido az fi

felett. Legyen tovdbba ~ ("R ) az R™(R2) egyenl6t-
RA 2

lenséghalmaza,

V1={AFP(Fi) :3Nij€/ R Nxj=A}, V2={BE€P (fi) :?N+j N+ . = B}

Nf~"fVI AN (VAL A2€V1) (A=AinA2 o A=Al Vagy A=A2)}"' és
N2={B€V2 :B"fi, (VBL,B26V2) (B=B1InB2 -m B=Bl1 vagy B=B2)}.
Ekkor RM akkor és csak akkor d-ekvivalens R2~vel

ha N”=N2 teljesil.

2.18 Megjegyzés. A 2.1 Megjegyzéshez hasonldéan cél-
szerlisegi okokbol hasznéaljuk a V={CEP(fi): N. .€/5D:N..=C}
halmazt néhéany eredményben. Vildgos, hogy a halmaz

hagyoméanyos értelmében i?R azonos V-vel.

2.19 Megjegyzés. Legyen R~A={h”, ... ,hm }, és R2={f~, ..., }

két relaciéd az fi felett. Az RAR2 reldciékbdl konstru-

dlhatjuk a" R és”R halmazrendszereket. Vildgos, hogy

, m2 (m2~1)
VA m Es iy

A 2.11 Megjegyzéshez hasonlé mddon konstrudlhatjuk a

VA és V2 halmazrendszereket. Utdna elfallithatjuk az
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olyan N£,N2 halmazrendszereket, amelyekre NAIN?) a
V*(V2) minimé&lis szdmossagu generdtora. Nyilvédnvalo,
hogy N”=N£'{£2} és N2=N'v{n} (ladsd 2.15 Kovetkezményt).
Ekkor a 2.15 Kovetkezmény szerint meghatadrozhatjuk,

hogy d-ekvivalens-e R2~vel.

2.16 Kovetkezmény. Legyen R”,R2 "ét reldcid az
felett. Ekkor létezik olyan algoritmus (idébonyolult-
sdga polinomidalisan fligg az R”,R2 sorainak és oszlopai-
nak szamatdl), amely elddénti, hogy R[.,R2 d~ekvivalens-e
egymassal.

Tudjuk, hogy az adott R relaciohoz altaldban tobb
olyan R’ reldcidé van, melyre R' d-ekvivalens R -rel.

Megadunk egy olyan algoritmust, amely egy el6re
adott tetsz6leges R reldciohoz megtaldl egy olyan R’
relaciot, amely R-rel d-ekvivalens, d-irredundéns.

A 2.2 Algoritmushoz hasonléan konstruéaljuk az

alabbit.

2.4 Algoritmus.
INPUT: R ={h”",...,hm> egy reldci6 az fi felett.
OUTPUT: R' relacié, hogy R'CR, DR,=DR és R' d-

irredundéans.

1. Lépés, az R-b6l elbdallitjuk a PR egyenlétlenség-
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halmazt. Ha )/N, ‘N, .=u (azaz nem létezik olyan N, .
il /K i j 13
amelyre , akkor valasszunk ki egy tetszdleges
(i,j) indexpart. Ekkor bel&dthato, hogy R'={h”" /hj}
olyan d-irredundéans relacié, amelyre D =D_,

Tegyuk fel, hogy létezik olyan N”~.€~R, hogy IL .»

2. Lépés. BK-b()’i hozzuk létre a V={A€P(n):5N|.j.et8’}::Nl.j.:A}
halmazt, majd az N={A€V: ANQ , (yB,C€V) (A=BrtC > A=B

vagy A=C)} halmazt.

3. Lépés. Tételezziuk fel, hogy N={A", ..., A"}

Legyen IS = {(,]): I\J.J_.:AS } (s=l,...,k), és hajtsuk
vegre az IRRE algoritmust (vagyis a 2.3 Tétel blokk-
sémajat) .
Belathaté, hogy R'={h”: ifC} ahol C a 2.3 Tétel blokk-
sémajaban levéd C halmaz d-irredundéns relacid, ¢és
R'CR, DR,=DR.

A 2.3 Tételbdl az IRRE algoritmusbol, és a 2.15

Kovetkezménybdl adodik a

2.17 Kovetkezmény. Legyen R egy reladcidé az n felett.
Ekkor a 2.4 Algoritmus meghataroz egy olyan R' relacidt,
amelyre R'fR, DR,=DR és R' d-irredundans. Idébonyolult-
sdga polinomialisan fligg R sorainak és oszlopainak

szamatol.
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Viladgos, hogy a 2.2 Algoritmushoz hasonldan a

2.4 Algoritmus is fugg Ig elemeinek sorrendjetdl.

2.3 Példa. Legyen ft={l ,2, 3,4 ,5,6} és R={h”, ... ,hg}

egy relacié az n felett:

Attribdtumok:

A D P P N RPN
A A NN O BB O W
[ N I =N S N R N
[ N R R S N
N WWw W N O o

1
0
0
- 3
1
1
1

Nyilvan N12=N45=N46={2,3, 4}, Ny5_(1,4,5,6}, N14={1,3,5,6}
N16=N26=~1"2"3" 4~ N34~ 134}, ngg=12.3.5.6F, N35={2,3}
és Nj.g={5,6}. A tobbiek egyenlék ft-val.

A 2.4 Algoritmus szerint

v={{2,3,4},{1.4,5,6},{1,3,5,6},{1,2,3,4}, {3,4}, {2,3,5,6},
{2,3},{5.6}, n}}. és
N={{2,3,4},{1,4,5,6},{1,3,5,6},{1,2,3,4},{3,4},{2,3,5,6}}
Legyen 11={(1,2) ,(4,5), (4,6)}, 12={(1,3)}, 13={(1,4)},
14={(1,6) , (2,6) }, 15=((3,4) }, és 1g={(3,6}.

A 2.4 Algoritmus 3. Lépése miatt azt kapjuk, hogy

R*=(h1,h”,h4 hg}. Azaz
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[26]-ban és [35]-ben bebizonyitottak, hogy
tetsz6leges adott D d-csalddhoz létezik olyan R
relacié, hogy D =D, azonban nem mutattak példat
ilyen relécidra. Itt a 2.7 Tétel alapjan beveze-
tink egy egyszerld szemléletes konkrét reldcidt, amely

reprezentalja a D d-csalddot.

2.18 Kovetkezmény. Legyen D egy d-csaldd az " felett.
Legyen tovabba G(D) a D maximalis baloldalainak hal-
maza, és N={A€G (D) : A"O, , (VB,CCG(D) ) (A=BfIC A=-B

vagy A=C)}. Ekkor ha )N=6, akkor legyen R={h”,h2}, ahol

Va€£2 sh”™ (a) =0, és h2(a)=Il. Forditva, (azaz iNI"o) tételez-
zik fel, hogy N= {A” ... ,Ak>, legyen R={hl,h2,.../h2k-1/h2k>
ahol mindegyik i-re (i=1,.. .,k)

Va€fi: h2i-1(a)=2i-1,

r 2i-1 ha aeft'A”
h2i(a)

2i ha a€Ai .

Aliitjuk, hogy R reprezentalja a D csalddot (azaz DR=D) .



84

Bizonyitds. Vildgos, hogy R konstrukcidja szerint R/O.
Beldthaté, hogy ha |N|=0 teljesul (azaz G(D)={n,0}),
akkor a 2.7 Tétel miatt DR=D.

Ha |[N*o , akkor lathatjuk, hogy n'u{ii} egyenl6 a
(N~j: 1&4i£ja2k, j a h~"h” sorok egyenl6tlenséghalmaza}
halmazzal. A 2.7 Tétel szerint DR=D teljesul. Ezzel a
kévetkezményt bebizonyitottuk.

Most néhany a d-csaladokkal kapcsolatos extrema-
lis probléméat vizsgalunk, amelyek a minimélis, irre-

dundans reldcidkra vonatkoznak.

2.6 Definicio. Legyen D egy d-csaladd az ii felett.
Legyen T(D) = min{m:DR=D, | =m, R az fi feletti relacid}
Azaz T(D) a D csalddot reprezentdld minimélis relacid

sorainak szarna.

2.8 Tétel. Legyen D egy d-csaldad az fi felett, és R

egy D-t reprezentald, d-irredundéans reldcidé. Legyen
N={A£G(D) :A/0, A~*ii, (VB,C6G(D)) (A=B/1IC > A=B vagy A=C) }.
Azaz N a G(D)ii-t, 0-t nem tartalmaz6 miniméalis szamos-
sagu generétora. Ekkor ha |[N|=0(azaz G(D)={0,u}), ak-
kor T(D)=|R|=2. Ha |[N>1, akkor VT\W\<T (D) <|R|<2|N|
teljestl. Nyilvadnval6, hogy ha |N|&l, akkor a D-t

reprezentald, d-irredundans reldcié minimalis is.
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Bizonyitds. Legyen R (R={h”,...,hm> tetsz6leges re-
lacidé, amely reprezentadlja a D csaladdot, az R egyen-
I6tlenséghalmaza, V=(CEP(ft) :5N1J€?K:N1J:C}, és

N1={C€V: C~ft, (VB,AEV) (C=ArtB C=A vagy C=B)}.

Nyilvan [pR=(™), [N1|s|V [s("].

A 2.4 Tételhez hasonldéan a 2.4 Algoritmus szerint
bizonyithaté, hogy ha R a D-t reprezentald, d-irre-
dundéns reldci6o, akkor |R|&2|N"|, ahol |N~|d 1.

Az N”-re (|[N”~|=0) kbénnyen beladthatdé, hogy |R|=2. Mi-
vel a 2.14 Kovetkezmény szerint |[N~|=|N|, azt kapjuk,
hogy ”~2|n]<T(D)&| R| S2 |N|.

Nyilvanval6, hogy ha G(D)={0,ft}, akkor T(D)=2, és eb-
ben az esetben a D-t reprezentald, d-irredundéns rela-

ci6 miniméalis is. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

2.19 Kovetkezmény. Legyen T(n)=max{T(D):D az ft feletti
d-csalad, |[ft] =n}.

Ekkori (tnf2])<T(n) *2(1+, \uwyrnyo) o

Bizonyitds. Legyen K olyan Sperner-rendszer, amelyre |k|:([n?2])'
ahol Iftl=n. Nyilvanvaldé, hogy K c/{0,ft} d-félhalé. Az 1.3

Tétel szerint van D olyan d-csaldd, amelyre G(D)=K+U{0,ft}.

A 2.8 Tételb6l, és Kleitman eredményéb6l [53]d) kovetkezik.®
Tudjuk ([35]), hogy ha R egy ft feletti relécid, =Prnj,(0,A) EFr: A #j,
mis D(Fr)=1(A#B) : (B;A)éFp J, akkor F* (D(Fp)) egy f-(d-) csalad (Id. 1.2 Megjegy-

zést) .

1.20 Megjegyzés. Legyen R=fhl,... ,hmJegy_a feletti
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relaci6o. Ha FR*FR (azaz {(0,A)€FR:A"0}"0) akkor
legyen R'=RU{hm+"}, ahol minden a-ra (a€l), és
i-re (ldidm):hm+1(a)/hi (a).
Lathaté, hogy FR,=FR és DR=DR,.
Altalaban belathatjuk, hogy DRAD(FR). Azaz egy
reldcioban tébb d-csalad van

Most egy szikséges és elégséges feltételét ad-

juk annak, hogy DR=D(FR) legyen.

2.9 Tétel. Legyen R egy reldci6o az 2 felett.
Legyen T={A6P(Q):3E1j6eE:E1J:A, K 2z R egyenl6séghalmaza}
tovadbba
V ={Z6P (n) :3N. .6 £ :N..=Z,> az R egyenl6tlenséghalmaza}.
Legyen
N1={AET: A70, (*B,CET) (A= BnC  A=B vagy A=C) } és
N2={Zf\/:Z"fi, (VX,YéV) (Z=XflY -m z=X vagy Z=Y) }.
Azaz N-~(N2) az 0-t (ft-t) nem tartalmazdé T(V) minimélis
Szamossadgu generatora.

Ekkor Dr=D(Fr) akkor és csak akkor teljestul, ha

NfN2.

Bizonyitds. Belathaté, hogy a D(FR) definicidja
szerint 1(FR)=G(D(FR)) és 061 (FR). Az 1.3 Tétel

szerint DR=D(FR) akkor és csak akkor, ha G(DR)=G(D(FR))
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teljestl. Az N~,N2 konstrukcidi és a relacidé defi-
nicéja szerint OfifEN® és 0,fi*N2- A 2.7 Tétel miatt
G(Dr)=N2U{0O,n}. A 2.8 Tétel és I(Fr)U{0}=i(f£) alap-
jan azt kapjuk, hogy N*U{0,n}=I(FR). Tehat N*=N2
akkor és csak akkor, ha G(D(Fn))=G(D_). A 2.9 Meg-
jegyzés szerint G(D(F_))=G(D.) akkor és csak akkor
igaz, ha N"=N2 teljesul. Ezzel a Tételt bebizonyi-
tottuk .

Konnyen bel&dthatdé, hogy a 2.11 és a 2.19 Meg-
jegyzések alapjan el6allitjuk az N~,N2 halmazrend-
szereket. Utdna a 2.9 Tétel szerint meghatarozzuk,

hogy N1=N2 igaz-e. igy nyilvanvaldé az aldbbi:

2.20 Kovetkezmény. Legyen R egy fi feletti relacio.
Ekkor létezik olyan algoritmus (idébonyolultsaga
polinomiéalisan figg R sorainak és oszlopainak sza-

matol) , amely elddnti, hogy DR:D(Fﬁ) igaz-e.

2.4 Er6s flggbségek és irredundans relédcidk

Ebben a részben az er6s fliggdségek csaléadjai-

val és a miniméalis , s-irredundéans reladciokkal fog-

lalkozunk, az er6s operaciot és az s-félhalot
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definidljuk. Az er6s operaciok és s-félhalék alap-
jdn vizsgdaljuk az erés flugg6ségek csaladjaival kap-

csolatos kombinatorikai problémékat.

2.7 Definicié. Legyen n nem Ures véges halmaz, P(n)
az N hatvany halmaza. Az E: P(n) P(n) fliggvényt
er6s operéacionak nevezzik, ha a,ben, és A€P(n)-ra
(i)  E(0)=n,a€E({a}) ,
(ii) b€k ({a}) - E({b})QE({a}),
(iii) E(A)= KTE((a))
a €A

2.10 Tétel. Legyen S egy s-csaldd az n felett. Ekkor
E~(A)={aen: (A,{a})6S> egy er6s operéacio6. Forditva,
ha E er6s operdci6o, akkor pontosan egy olyan s-csalad

létezik, melyre E=Eg, ahol S={(A,B):A,B€P(n):B?E(A)}.

Bizonyitds. EIl6szor tegyuk fel, hogy S egy s-csaléad

az n felett. Nyilvédnvald, hogy Eg(0)=n és Vaen:a€Eg((a}).
A 2.1 Tétel szerint S kielégiti a C-axiomat. Azaz, ha
(C,D)€S és CdX.n0, akkor DCXM (ldsd 2.3 Definicidt).
Belathatd, hogy a 2.1 Tételben mindegyik a attributum -
hoz E ({a})€{X.: i=1Il,...,n; |n|=n} (ladsd 2.1 Tétel bi-

zonyitdsat). Tehat ha ((b), Eg({b}))ES és beEEg ({a})
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(azaz DbflEg((a})"0), akkor Eg({b})CEg({a}).
A C-axiéma (3) pontja szerint azt kapjuk, hogy
(ALES(A)KS, VaCA: AOEs ({a})"0 Eg (A) cEg ({a}) .

Azaz Ec(A)C /"Ec ({a}). Masrészt, az S-axidmarendszer
a€A
(S5) pontja szerint azt kapjuk, hogy

Va€A: ({a} ,E ({a}) )€S (A=Ua, nEJ{a}))(S.
aeA aeA b

Vagyis /O E ({a}) CE (A) teljesil. Tehat E (A) = /Mff{a})
aeA b S S aeA”
teljestul. Megjegyezziuk, hogy A€P(fi) esetén el6fordul-

hat, hogy E3(A):O.

Forditva, tegyuk fel, hogy E egy erds operdacio
az fi felett, és S={(A,B) :BEE (A) }. Ekkor bebizonyitando,
hogy S egy s-csaldd. A 2.1 Tétel szerint bebizonyitjuk,
hogy S kielégiti a C-axioméat. Legyen E={E ({a}) :afi),
|[fi|l=n}. El6fordulhat, hogy a“b (a,beu) , de E({a})=E({b}).

Nyilvanvald, hogy L7£({a})=fi. Az S definicidja szerint
a€fi
\ E({a})CE(A) miatt azt kapjuk, hogy
E ({a })OA"O
BC E({a}) = (A,B)€S. MAéasrészt, ha (C,D)€S
E((a})AA"O
és CdE({a})"0, akkor tegyuk fel, hogy beCfiE({a}). Az

er8s operadcio definiciojanak (ii) pontja szerint
b£fE({a}) mE({b})c E({a}) . Mivel DEE(C)= O"E({d}),
dec

b€C, és /""NE ({d}) CE ({b}) , igy D?E({a}). Vilagos,
dec
hogy minden A halmazra (ASfi) (0,A) és (A,0)€S.
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Teh&t S kielégiti a C-axiomat. Beladthatd, hogy

E=EC. Tegyuk fel, hogy létezik olyan més S' d-

csaldd, hogy E=Eg'. Az S és E definicidi szerint

azt kapjuk, hogy S'CS. Ha (A,B)éS, akkor BCE(A)=Eg, (A).
Az Ec, és s-csalad definicidi szerint (A,B)6S'. Azaz

S'=S teljesul. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

2,21 Megjegyzes. Vildgos, hogy ha E~E2 két er6s

operaci6 az 0 felett (E~E2), akkor S~S2, ahol

i=1,2-re.

Si={ (A,B) :A,Bcn:BCEi (A)}, vagyis az s-csaladok és az

er6s operaciok kozott létesitett megfeleltetés egy-egyértelmi.
. Tudjuk ([26],[35]), hogy adott S s-csa-

lA&dhoz létezik olyan reldci6o, amely reprezentélja

az S-csaladot. Altalaban tébb ilyen relaci6 van.

A 2.10 Tétel, és a 2.21 Megjegyzés alapjan most meg-

adunk egy szikséges és elégséges feltételt arra, hogy

egy relacid reprezentdlja az s-csalddot. Itt ismét

rAmutatunk arra, hogy a relaci6 egyenléséghalmaza

fontos szerepet jatszik az er6s fliggéségekre vonat-

koz6 kombinatorikai probléméakban.

2.11 Tétel. Legyen R={h”, ... ,hm> egy reldci6, S egy

s-csaldd az fi felett. Ebben az esetbhen R akkor és

»
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csak akkor reprezentédlja az S-t (azaz SK:S), ha

mindegyik a attribdtumra (a€fi):

E.., ha létezik E , amelyre
a€E.. 3 ij
E{ap ={ B a€El.J.-t
0 1
% kiillonben

Itt E~j a h™ és hj sorok egyenl6séghalmaza (lai”jsm)

Bizonyitds. A 2.10 Tétel, és a 2.21 Megjegyzés

szerint SR:S akkor és csak akkor, ha ESR:ES' El6szor

bebizonyitjuk, hogy E ({a}) = S E.. ha 3E ;afE.
bR a€E iD B'D |]

és kulonben E, ({a})=n. '
bR
Vildgos, hogy E ({a})={ben:(a} ® {b}}, és a€E ({a}).
bR R bR

Az er6s fiuggbség definicidja szerint barmely ael esetén

S f
{a} » B akkor és csak akkor, ha {a} = B, ahol a~0.
R Y R

Legyen T={E”"j:a€E”"j,E”j a h" és h™ sorok egyenl6séghalmaza}
Ha T=0, akkor nyilvan {a} £ 0, azaz E ({a})=n.
R bR

Ha T70, akkor legyen A= s NE... Ekkor ha T=eD teljesil,
a€E. . 13 R

ahol €, Az R ecrvenl6ségha|mja31a, akkor nyilvan {a} EA.
Ha létezik olyan E” halmaz, amelyre EiAI/‘\T’ akkor
h.(a)*h.(a). Tehat ekkor is azt kapjuk, hogy {a} = A.
J(:eLI('jIjUk3 A'-val az olyan halmazt, amely kieIégitiRaz

aldbbi feltételeket
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(i) {a} 1 A",
R f
(ii) A CA" * {a}— A"
R

Beldthaté, hogy A'=A. Az E definicidja szerint

bR
azt kapjuk, hogy Ec ({a})= / N E... Azaz ha S =S
bR a€E+%]j K
teljesidl, akkor
. 5 .
E.13. feltéve, hogy .E,1]..a€E.13.’
aekE | .
Es ({a}) = i1 00

fii kuldénben

Forditva tegyuk fel, Eg kielégiti (l)-t. Ekkor a

fenti bizonyitads szerint minden a-ra (aefi) E ({a})=E ({a})
Beldthaté, hogy az E er6s operécio definiciéj!oa sze-

rint az {E({a}): affi} halmazrendszer meghatadrozza az

{E (A) :A€P (fi) } halmazrendszert. A 2.10 Tétel alapjan

és mivel Ec és Ec er6s operdciok, azt kapjuk, hogy

b bR

VAEG: ES(A) :E§R(A)' Vagyis SR:S teljestl. Ezzel a té-

telt bebizonyitottuk.

2.8 Definici6. Legyen E egy erd8s operdcid és R egy
reldcié az fi felett. Azt mondjuk, hogy R reprezen-
talja az E erés operédciot, ha E=EC teljesil.

bR
A 2.11 Tételbd6l nyilvanvalok az aladbbiak:

2.21 Kovetkezménye Legyen E egy er6s operéacié, R egy
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relacio az fi felett. Ekkor R akkor és csak akkor rep-
rezentadlja az E-t, ha minden a-ra (afii)

/~E .. ha HE.-jaeE..,

a €E . .
E({a})= 13

fii kildonben

2.22 Kovetkezmény. Legyen R—l:{h-’L’ C ’hng’\

két reldcio fi felett. Az R akkor és csak akkor

s-ekvivalens R2~vel ha minden a attriblUtumra,

NE..fe : a€E.. esetén 3E .Ee _: a€E .. és
j ij si ™2 S X
E. .=
Jst
a€E1.3. atEst CD
E.o®e | Estee

Itt eR (eR ) az R-“(R2) egyenl6séghalmaza, ¢és
(rai” jan” ,lis"tSmz2) .
Megjegyezzik, hogy (2) helyett hasznédlhaté az alédbbi

allitas: ha JES f£e|\<_ atE akkor 3 El.3.€e_R,\:a£E”.

st"
és

AEA i ANAE TAAGEH!

a El’j EIJJ a eES'{' st

E. .6cC
1: Ry Est(aeR2

Vildgos, hogy tetszdleges adott relacidbol el6allit-
hatjuk az egyenléséghalmazokat,

igy az aldbbi kodvetkezmények nyilvanvaldak:

2.23 Kovetkezmény. Legyen R egy reladcidé, és E egy

N R,,={sz,...,f
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er6s operacio az J felett. Ekkor létezik olyan algo-
ritmus (idébonyolultsaga polinomiélisan figg R sora-
inak és oszlopainak szamatol), amely elddnti, hogy R

reprezentélja-e az E er6s operéciot.

2.24 Kovetkezmény. Legyen R”RMN két relacio az 2R
felett. Ekkor létezik olyan algoritmus (idébonyolult-
sdga polinomidalisan figg R”,R2 soraina”™ és oszlopainak
szamatol), amely meghatarozza, hogy R™ s-ekvivalens-e
R2~vel.

Az adott R reldciohoz altaldban tobb R-el ek-
vivalens reldci6o van. A fenti eredmények alapjan konst-
rualhatunk egy algoritmust, amely meghatdrozza az olyan

s-irredundans R/relacid6t, amelyre R'CR, és SR,=SR.

2.5 Algoritmus.
INPUT: R={h”, ... ,hm> egy reldci6o az n felett.
OUTPUT: R' olyan s-irredundéans relacio, amely
R'SR, sR,=sR.
1. Lépés. Az R-b6l el6allitjuk az eR=jE™j: l4i$jSm}
halmazt.
Ha nem létezik olyan E”j, amelyre akkor kiva-
lasztunk tetsz6leges h”,h™ sorpéart. Ekkor nyilvén

R':{hi.,ﬁl.} s-irredundéns és SK“:SR'
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Forditva tételezzik fel, hogy an ,...,a olyan

attributumok (lantan,

1 k
t=1 ..,k) amelyekre létezik

ol¥an Err, hogy antEEﬁ"
2. Lépés. Legyen I1&={(i,j) a €E ..} és A =
nt 19 1 a €E. |
nt 13
(lairjam, t=1,...,k). Nyilvdn ké&n. Jeldlje it
az elemeinek szamat. Jeldljok I1~(P)-vel és

2
It (P)-vel az It~be

indexeit, ahol t=1

li p-idk pér elsé és méasodik

,...,k és lapéa/n.

Az egyszer(iség kedvéért nem irjuk le az egész

blokk-sémat, hanem csak helyettesitjuk a 2.3 Tétel

blokk-sémajaban levé

(1)-blokkot a kdvetkezé6vel:

T
q #

létezik-e
olyan Iq(tgqgk),
amelyre vagy(V(i,j)€Iq
i=Ii(P) vagy j=Ii(PD vagy

igen

7 N

: Eij
(1,3)61q
i#Ii(P)

. S
J#It(P)

v
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Ebben az uj blokkban meghatarozzuk, hogy létezik-e
olyan 1g (t<qsk) , amelyre vagy(V(i,j)Elg: I=1~(P)
vagy j=I*(P))vagy ha toroéljuk az 06sszes (i,j) index-
part ((i,j)e |l , i=I®(p) vagy j=1®(p)), akkor az
6sszes tobbi (i,j) indexparra (azaz (i,j)EIS,, i’\lg(p)
és j’\lft(p)) HEl.l.QAqtteesUI,

Mivel a Procedure IRRE-hez hasonléan leirhatjuk
a 2. Lépést a blokk-séma alapjan, mell6zzik ennek le-
irdsat. Belathatdé, hogy a 2. Lépésben a 2.5 Algorit-
mus idébonyolultsdaga polinomidlisan fligg az R sorai-
nak és oszlopainak sz&dmatol (megjegyezziuk, hogy a
Procedure IRRE-ben a 2.2 Algoritmus idébonyolultsaga
csak polinomiélisan fligg az R sorainak szamatol).

A 2.11 Tételbdl és a 2.22 Kovetkezménybdl adodik

az alabbi:

2.25 Kovetkezmény. Legyen R egy fi feletti reldcio.
Ekkor a 2.5 Algoritmus meghataroz egy olyan R' s-
irredundéans reldcidt, amelyre R<SR és R' s-ekvivalens
R-el. Ennek az algoritmusnak az id6bonyolultsdga is

polinomidlisan fiigg R sorainak és oszlopainak szama-

tol .

2.4 Példa. Legyen fi={1,2,3,4,5,6} és az fi feletti



97

R={h"™,...vi;} relacié a kovetkezb6képpen definialva:

Attribdtumok 1 2 3 4 5 &6
1 0o o 2 2 2

2 o o 3 3 o

3 3 3 2 1 o

R= 1 1 2 4 3 3

4 2 4 1 o 1

5 2 4 5 4 4

6 4 5 5 5

Ekkor e12=E56={2,3}, E13:E67:{4}' Eqq={1} E23={6}
és E24={5}.

Legyen 11={(1,4) }, 12={(.,2),(5,6)}9 13={(1,2),(5,6) }
14={(1.3) , (6.7)}, I5={(2,4)}, és , . ={(2,3) }.

Tehat A1={1}, Az ={2.3}, Ay={2,3}, ,,={4}, As5={5} és
Ag={6 }.

A 2.5 Algoritmus szerint kapjuk az R'=fh1,h2,h3,h4]j

reldaciot. Azaz

0

Il
W N P
= w O O
w w O o
NN WD
w kN
w O o

2.22Megjegyzés. Beldthatdé, hogy a 2.5 Algoritmus 2.
lépésében eléfordulhat, hogy van olyan A",Aj, amelyek

re ij (laiak, lajak) , de Ai=A". Ekkor a 2. lépéshben
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csak egy ilyen A”-t vélasztunk ki. Azaz 1M szédma
csokkenhet. A 2.2 Algoritmushoz hasonléan a 2.5
Algoritmus is fugg elemeinek sorrendjétél (t=1,...,k).
Tudjuk, hogy ha E egy erds operaci6o az fi felett, ak-
kor minden A,B-re (A,B€P(fi)) E (AUB) =E (A)fIE (B) . Azaz
{E(A) :A€P(fi) } halmazrendszer a metszésre nézve zart.
Kénnyen lathatdé, hogy {E({a}):aefi} halmazrendszer ge-
neralja az {E(A): ACfi} halmazrendszert. El6fordulhat,
hogy a#b(a,b€fi), de E({a})=E({b}) .

A [26]-ban és [35]-ben bebizonyitottdk, hogy adott
S s-csalddhoz van olyan R reldcié, amelyre SR=S, azon-
ban nem mutattak példat ilyen reldcidora. Itt konkrétan
megmutatunk egy, az S-t reprezentdld egyszerld szemlé-

letes reldcidt a 2.11 Tétel segitségével.

2.12 Tétel. Legyen S egy s-csalad az fi={a”,...,an>
felett.

Legyen T={AE€P (fi) :3a1(léién) : EE)({a'l}):A} (azaz T az
{Eﬁj({al}) i=1,...,n; a.ffi} kilénbdz6 elemeinek halmaza).
Legyen N={AE£T: A~fi,(VB,CET) (A=B~>C -+ A=B vagy A=C) }.

Ha N=0, akkor legyen R={h”,h2>, ahol Vaefi:h”(a)=0 és
h2(a)=Il. Forditva legyen N={A", ... A"} (nyilvadn kéan).

Ekkor R:{ho,h h, } a kdvetkez6képpen adhatdé meg:

Lo
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minden attribdtumra (aeiJ) :hQ(a) =0.
mindegyik i-re (i=l ee*e/k)
0 ha a€A™r,

ht(a) =
1 kuldnben.

Allitjuk, hogy R reprezentalja az S-t (azaz SR=S).

Bizonyitds. A 2.11 Tétel szerint bizonyitand6, hogy

mindegyik a-ra (aen)
Eij' ha3Ei .laeEilJ,

aEEij

(3)
Eg {a} ) = .

n, ktulénben.
Itt 04i$j &k
Vilagos, hogy ha N=0, akkor 2.11 Tétel miatt SR=S.
Beldthat6, hogy R konstrukcidja szerint Eg({a}) =g
akkor és csak akkor teljesil, ha nem létezik Ei”, hogy
a€Eij. Ha Eg({an })=Afc (]J<ntSn, latdk) teljesil, akkor

az er6s operacié definicidjanak (ii) pontja miatt

VAz :an eAl “mEg ({an> )=At£A£f (ISASK) . Tehéat

Ec({a 3} = E..=E_ . =A, .
S nt a fE., fs ot "t
\ 13

Ha E ({a })= A O...fiA  (lan.Sn, I1Ss.Sk, j=I,...,1)

b nt a1 st

3
akkor az erds operéacio definici6janak (ii) pontja

szerint VA -ra (a €A.)
Dt
E( (@ })?A. (ISA4k) . Ezért Ec((an })= / N E..

1 S antEEij J=1 o0sq

—
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Beldthaté, hogy minden a-ra(a£fi,E8({a}):E0(ﬁan )

t
Eg({a})= / ‘"Eij=Eotf vagy Eg({a}) =

1J
Vagyis Eg kielégiti (3)-t. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 2.12 Tételbdél adodik a:

2.26 Kovetkezmény. Legyen E egy er6s operdciéo az fi
felett. Ekkor létezik olyan algoritmus (idébonyolultsédga
polinomidlisan figg fi elemeinek szdméatdél) , amely megha-

tdroz egy E er8s operaciét reprezentald relacidt.

2.9 Definici6. Legyen S egy s-csalad az fi felett.
Legyen Q(S)=min{m:SR=S, |R|=m, R az fi feletti reladcid},
vagyis Q(S) az S s-csaladot reprezentdld minimalis reléacid

sorainak szama.

2.13 Teétel. Legyen S egy s-csaldd az fi felett.
Legyen T={ Eg ({a}) :a£fi}, és
N={A€T: A~fi, (VB,CET) (A=B/IC  A=B vagy A=C) }.
(azaz N az {Ec ({a}):aefi}+ fi-t nem tartalmaz6 minimalis
szdmossadgu generatora. Ekkor
Ha |N|=0 (azaz T={fi}), akkor Q(S)=2.

Ha |N|&al, akkor \2 log2|N|<Q(S)a [N|+Is [fi]|+1.
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Bizonyitds. A 2.11 Tétel szerint, ha R reprezentalja az

S csaladot, akkor

* E“. ha 3E.iI aeEi.I.,
a€E. .
Es ({a}) =" iD
No o kuldnben.
Itt E”j a hi és hj sorok egyenléséghalmaza, R={h”",.. . ,hm>.

Beldthato, hogy T={ii}, akkor minden E" -re E"j=0. Tehat

Q(S)=2. Nyilvdn |N|S|fi|. Az er0s operédci6o definicidja

szerint N halmazrendszer meghatdrozza az {Eg ({a}) :at'fi} halmazt.

Konnyen l&that6é, hogy V AMAMMN (A"NAj)-re

{(i,j): lai$j<mf |erﬁm, AiCEi'J’} A(i,j): I<iij<m, |R|=m,

AJQEl.J}. Ezért|N|a2 2 teljestl. Azaz V2109/~;|N|<m. Masrészt

a 2.12 Tétel szerint Q(S)S|n PL. Ezzela tételt bebizonyitottuk.
Kdénnyen beldthatdé, hogy ha S egy

fi={a”,...,an> feletti olyan s-csaldd, amelyre Va”“efi-ra

Es ({ai >)={ai >, akkor N={{ai>:i=1,...,n} és V210g2n<Q(S)<n+l.

Ezért a 2.13 Tételbdl adodik az alabbi:

2.27 Kovetkezmény. Legyen fi nem (res véges halmaz. Legyen
Q(n)=max|Q(S): S az 0 feletti s-csalad, |[fi|]=n}.
Ekkor V7iég"n<Q (n) &n+1.

Vildgos, hogy tetsz6leges E erds operdciohoz a
{E(A):A€EP (fi)} halmazrendszer egy metszet-félhalo az fi

felett (ldsd 1.8 Definiciot). Koénnyen beldthatdé, hogy
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létezik olyan | metszet-félhalo, amelyre nem létezik
olyan E erés operaci6o, melyre I={E(A) :AeP (fi) }. Azaz

{E (A) :A£P (fi) } valodi speciédlis metszet-félhalo az fi fe-
lett. Most definidljuk az s-félhalo fogalméat, és ennek

segitségével vizsgaljuk a {E(A):A€P(fi)} halmazrendszereket.

2 £0Definicid. Legyen fi nem lres véges halmaz, és P(fi) az fi
hatvany halmaza. Legyen tovabbd icp(fi). Azt mondjuk, hogy I
egy s-féelhalo az fi felett, ha | a metszésre nézve zAart,

fi €1, és N={A€I:A"fi, (VB,Csl) (A=BhC + A=B vagy A=C) } (azaz

N az | fi-t nem tartalmaz6é minimé&lis szdmossdgu generétora)
kielégiti az aldbbi feltételt: (1) minden AEN-ra

(3a A) ((A"€N és A<iAi)  a”A~ . Nyilvan [N|<|fi].

2.14 Tétel. Legyen E egy er6s operédcio az fi felett. Legyen
tovabba Ig={E(A) :AGP (fi) } és NE={Ae6lE:ANi, (VB,CfIE) (A=BrtC > A=B
vagy A=C)}. Ekkor | egy s-félhé&alo az fi felett. Forditva, ha
| egy fi feletti s-félhaldé, akkor pontosan egy olyan E erds
operacio létezik, amelyre I={E(A) : /*£P (fi) }, ahol mindegyik

a attribdtumra:

I1A. ha 3AEN: afA,
afAN
E({a}) = ALEN (2)

N~ fi kidldnben

ltt N={A.El: A~fi, (VB,CEl) (Ai=BoC + A+=B vagy Ai=C) }

Bizonyitds. Nyilvdnval6, hogy | a metszésre nézve zAart,
és fiClg. Tegyuk fel, hogy AENE, és hogy nem létezik olyan

a attribdtum, amelyre E({a})=A. Ekkor A=E(B) (|Bj>2) esetén
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A = "~"E({b.}) teljesul. Ez ellentmond az N, definicio-
ba €B 1 E

janak. Ezért 3ail:E({a}) =A. Nyilvdn a€A. Mivel AjBeN” A"B
és az er0s operacio definicidjadnak (ii) pontja szerint NE
kielégiti az (1) feltételt. Vagyis |_ egy s-félhéalo.

Forditva; tegyuk fel, hogy | egy s-félhalé. Ekkor legyen
E(0)=fi és E kielégiti a (2) +. Mutassuk meg, hogy E erés
operdcié az fi felett. Az s-félh&ldo definicidja szerint minden
AEN esetén E({a})=A, ha létezik olyan a attribdtum, amelyre
a€A és VAMEN: AMA™N + a”A”. A tobbi A halmazra (AeN) a fenti
allitds trividlis. Tehéat VAEN:3a€fi:E({a})=A. A (2) szerint
nyilvanvald, hogy af£E({a}), és ha létezik olyan A7éN, hogy

aCA”, akkor E({a})EN+. Ha bEE({a}) teljesul (b€fi), akkor

E({b})= A C /M"A =E({a}).
b€AI aCA+
A+£EN A+EN

Az {E({a}): aeO} meghatdrozza az {E(A) :A€P (fi)), mert
E(A)= /OE({a}). Ezért E egy er6s operéacid, tovabba
I={E(Z(;':A\A£P(fi)}. Tegylk fel, hogy van olyan E' er6s operacio,
hogy 1=1"' . Ekkor minden a-ra (a€fi)9b€fi: E((a})=E'({b}).
Vildgos, hogy a€E'({b}). Tehdat E' ((a})ce ({a}). MAéasrészt
van olyan c attribdtum, amelyre E' ({a})=E({c}). Belé&thaté,
hogy E({a})CE'({a}), mert a€E({c}). Vagyis E=E' teljesul.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A tétel alapjan allithatjuk, hogy az fi feletti erds

operaciok és az s-félhalok kozott létesitett megfeleltetés

egy-egyértelmi.
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2.11 Definicié. Legyen S egy s-csaldd az fi felett. Legyen
tovabba (A,B)ES. Ekkor azt mondjuk, hogy (A,B) maximalis
figg6sége az S-nek, ha Vb' (e»8')-ra (a,B)6S mB'=B.
Jeldlje M(S) az S 06sszes maximéalis fligg6ségeinek hal-
mazat. Egy B halmaz (BCfi) az S csaldd maximalis eleme,
ha van olyan A halmaz, hogy (A,B)EM(S). Jeldlje Z't(S)
S 6sszes maximéalis elemeinek halmazét.
Az aldbbi kovetkezmény szerint az fi feletti s-csala-

dok és az s-félhalok kozdott megfeleltetés egy-egyértelmi.

2.28 Kovetkezmény. Legyen S egy s-csaldd az fi felett. Ekkor
US) i feletti s-félhalo.
Forditva ha | egy fi feletti s-félh&alo, akkor pontosan

egy olyan S s-csalad létezik, melyre 1=U(S), ahol

S={(A,B) :A,BEP (fi) : B CA+}
AfIA.N0

A€l

Mivel a 2.10 és a 2.14 Tételekbdél valamint a 2.21 Meg-
jegyzésbdl adodik a fenti kovetkezmény, ezért a bizonyi-

tasat mell6zziuk.

2.12 Definicid. Legyen ytP(fi). Ekkor azt mondjuk, hogy
egy fi feletti s-rendszer, ha 7 kielégiti az aldbbi fel-
tételeket:
(1) nej,
(2) (VA,B,CET) (A=BfIC + A=B vagy A=C) ,

(3) minden Afj'fi-ra (JaEA) ((AM 6 és ANAN) -matAN) .
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2.23 Megjegyzés. Belathatdé, hogy ha | egy fi feletti s-
félhalé, akkor az | minimélis szdmossdgu generdtora egy
s-rendszer. Fordtiva, a 2.9 Megjegyzés szerint tetszd-
leges T s-rendszerhez pontosan egy olyan s-félhalo léte-
zik, amelynek minimé&lis szadmossdgu generdtora éppen J.
Vagyis az fi feletti s-rendszerek és s-félhéaldék Kko-
zO0tt létesitett megfeleltetés kolcsdndsen egyértelmd.
Az s-félhalo definicidja alapjan kdnnyen lathatjuk,

hogy haj" egy s-rendszer az fi felett, akkor |T|&|fi|+].

2.24 Megjegyzés. Az s-rendszer definici6ja szerint be-
lathatd, hogy létezik olyan algoritmus, amely adott T (Jcp(g))
halmazrendszerhez elddénti, hogy J* s-rendszer, vagy nem.
Ennek az algoritmusnak az idébonyolultsdga polinomidlisan

fiugg -TL elemeinek szamatol.

2.25 Megjegyzés. Koénnyen beldthatjuk, hogy az s-rendszerek
osztdlya az S| feletti metszetmentes rendszerosztaly valddi
része, és az s-rendszerek a 2.14 Tétel a 2.28 Kovetkezmény
és a 2.23 Megjegyzés alapjadn meghatdrozzdk az s-csalddokat,

az er0s operacidkat és az s-félhélokat.
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3. FEJEZET

Minimalis kulcsok és antikulcsok

Az E.F. Codd altal bevezetett minimalis kulcs a
relacios adatmodell elméletének egyik fontos fogalma
(lasd 1.15 és 1.16 Definicidékat). E.F. Codd alapveté
cikke [23] 6ta szamos dolgozat foglalkozik minimalis
kulcsokkal és mutatnak rd a minimalis kulcsok gyakorlati
jelentdségére.

Ismeretes, hogy a minimdalis kulcsok rendszere és az
antikulcsok halmaza (lasd 1.17 Definicidt) Sperner-rendszer.

Az antikulcsok fontos szerepet jadtszanak a minimalis
kulcsokkal kapcsolatos kombinatorikai problémdadk vizsgéalata-
ban és az olyan reldaciok konstrukciéjaban, amelyek az adott
Sperner-rendszert reprezentédljak.

Szdmos esetben amikor nem hatdrozzuk meg az adott
Sperner-rendszert reprezentald minimalis reldci6 sorainak
szadmat, akkor az antikulcsok halmazat haszné&ljuk ezek becs-
lésére.

Ebben a fejezetben a miniméalis kulcsok és antikulcsok
kozotti kapcsolatokat vizsgaljuk (lényegében ezek a Sperner-
rendszerek kozotti kapcsolatok).

Ebben a fejezetben a kovetkez6 f6 eredmények taldlhatok.
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Antikulcsok adott halmazabdl konstrualunk harom algorit-
must (a 3.1, 3.3 és 3.5 Algoritmusok). Az els6é keét algo-
ritmus (a 3.1, 3.3 Algoritmusok) egy minimalis kulcsot
taldl meg, a harmadik algoritmus minden minimé&lis kulcsot
megtalal.

Konstrudlunk egy algoritmust (a 3.4 Algoritmus),
amely minden antikulcsot megtaldl az adott miniméalis kul-
csok rendszerébdl. Tehéat az adott K Sperner-rendszerbdl
konstrudlhatjuk K antikulcsainak halmazat és K minimélis
kulcsainak rendszerét (azaz konstrudlhatjuk olyan Q halmaz-
rendszert, amelyre Q "=K) .

Konnyen lathato ezeknek az algoritmusoknak néhdny koz-
vetlen alkalmazédsa: Konstrualhatjuk az adott Sperner-rend-
szert reprezentald reldcidkat,* az adott reladci6, reldcids
sema, lez&rasi operdcié6 minimé&lis kulcsainak teljes halma-
za4t konstrudljuk,* ha KR adott R reldacio 0sszes minimélis
kulcsainak rendszere, akkor eldallithatjuk olyan reldcios
sémat, amely 06sszes miniméalis kulcsainak rendszere éppen K_.

Becslljik ezeket az algoritmusokat. A minimdlis kulcsok
és antikulcsok teljes halmazait megtaldld két algoritmus
idébonyolultsdga exponencialisan fligg az attribdtumok sza-
matél (legrosszabb esetben). Megmutatjuk, hogy ez a két
algoritmus hatékony, ha adott minimalis kulcsok vagy anti--

kulcsok szdma kevés.
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lgazoljuk, hogy sok esetben ennek a két algoritmus-
nak idébonyolultsdaga polinomidlisan fligg a miniméalis kul-
csok, antikulcsok és attributumok szadmatol.

E fejezetben két szikséges és elégséges feltételét
adjuk annak, hogy egy adott halmaz minimalis kulcs legyen
(a 3.1, 3.4 Tételek). Tudjuk ([55]), hogy C. Lucchesi és
S.L. Osborn bebizonyitottak, hogy az a probléma, hogy adott
relacios séméhoz és adott a attribdtumhoz dénti el, hogy a
attribatum tartozik-e valamely minimalis kulcshoz, NP-
teljes.

lgazoljuk, hogy ha K egy Sperner-rendszer aziufelett ¢és
a Kantikulcsainak halmaza, akkor
(a 3.5 Tétel).

Ezzel és a 2. fejezet eredményeinek felhaszndaldsaval
konstrualhatunk egy olyan algoritmust, amely adott R re-
lacidhoz eldodnti, hogy tetsz6leges a attribUtum tartozik-e
valamely minimalis kulcshoz és legrosszabb esetben id6-
bonyolultsdaga polinomialisan fligg R sorainak és oszlopai-
nak szamatol. Megmutatjuk, hogy az a probléma, hogy adott
antikulcsok halmazadhoz van-e egy olyan kulcs, amelynek
nagysaga nem nagyobb, mint egy adott természetes szam,
NP-teljes (a 3.8 Tétel).

Egy eredményt adunk, aftiely lezaradsi operéaciok ¢és
Sperner-rendszerek kézotti kapcsolatra vonatkozik (a 3.9

Tétel).
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Lezarasi operacidk segitségével vizsgaljuk az antikulcsok

és minimalis kulcsok kozotti kapcsolatokat és ha egy Sperner-
rendszer a miniméalis kulcsok halmazdnak (az antikulcsok hal-
mazanak) szerepét jadtssza, feltételezzik, hogy ez a Sperner

rendszer nem dres (nem tartalmazza az 0-t, ahol-O. nem dres

véges attributumok halmaza).

3.1 Minimélis kulcsot megtaldld algoritmusok

3.1 Definici6é. Legyen H az 0 feletti lezaré&si operécio.
Legyen tovabba Z(H)={A:H(A)=A}. Z(H) elemeit z&rt halma-
zoknak nevezzuk.

Legyeny#H={A£0: H(A)=A és 3 BEZ (H)' {0}: ACB}.

Azc/*H halmazrendszert H maximalis z&rt halmazainak a

rendszerének nevezzik.

3.1 Lemma. Legyen H egy lezarédsi operéacié az 0 felett, és
Kh H minimalis kulcsainak rendszere. Ekkor </*
A fenti lemma bizonyitdsdt a 2.2 Teételhez hasonldé mdbdon
végezhetjik, ezért a bizonyitdst mell6zzik.

Egy szukséges és elégseges feltételét adjuk annak,

hogy egy tetsz6leges halmaz miniméalis kulcs legyen.

3.1 Tétel. Legyen K egy Sperner-rendszer az 0 felett,
K»={B,,...,B,} Kantikulcsainak halmaza és Aco. Ekkor

AEK (azaz A minimalis kulcs) akkor és csak akkor, ha A"B"
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(Vi: I<i<m) ¢és barmely D-hez (D£A) van olyan :

amelyre DgB~".

Bizonyitds. a) Tegyuk fel el6szdr, hogy ABA (Vi:ldiam) és
barmely D-hez (D"A) létezik olyan B~AfK 1, hogy DcB”.
Beldthaté, hogy ha van olyan B" (B”eK , amelyre B”"A,
akkor A egy kulcs. Ha K egy Sperner rendszer az n
felett, akkor az 1.9 Tétel szerint van olyan H lez&rési
operaci6, amelyre K=KH. igy, ha H(A)*n, akkor a 3.1 Lemma
szerint létezik olyan B~ (BAK 7)), hogy HIAJCBA. Ezért
A"B”, ami ellentmondas, mert AB~ (l/i:l<i<m). Vagyis A
egy kulcs (azaz létezik olyan CMCfK), amelyre Cca). Be-
ldthatjuk, hogy (a minimalis kulcs definicidja szerint)
A minimélis kulcs.

b) Forditva, tegyiuk fel, hogy A minimalis kulcs
(azaz AfK) . Vildgos, hogy A”"B~ (Pi: laiara). Barmely D
halmazhoz (Dca) tegyilk fel indirekt, hogy D"BN (Virldism),
akkor a) szerint D egy kulcs. Ez ellentmond annak, hogy
A minimalis kulcs. Ezért létezik olyan B~ (ldism), amely-
re DCB”. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Legyen K={B~,...,B"} egy Sperner-rendszer az n felett.
Legyen tovabba BeK és afft*"B, B={b”, ... ,bm>, és G={BjEK: a”"Bj}.
Legyen TQ=BU{a}.

y <V i> ha K'G:V {V i HfBi-
T kildnben.
q
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3.2 Tétel. Ha K az antikulcsok halmaza, akkor To"""’Tm

kulcsok és Tm egy minimdlis kulcs (azaz T”eQ, ahol Q "=K)

Bizonyitds. Az 1.9 Tétel szerint létezik olyan H lezérési
operéacio, hogy Kzl%,". m szerint indukcioval bizonyltjuk a
tételt. NinIvénvaIé, hogy T, kulcs. Ha Tq kulcs ¢és Tq+L1:Tq.,
akkor is kulcs. Ha iig+™~"itgv{ipg+i} és Lk
akkor a 3.1 Lemma szerint létezik olyan halmaz (B”"6K),
amelyre H(Tg+")CBj. Ezért T ~CBN teljesul. Ez ellentmond
annak, hogy VB"EK:T~M+~B ~. Azaz Tq+j_ egy kulcs.

Maéasrészt tegylik fel, hogy A valddi részhalmaza Tm~nek.
Ha a”A, akkor vildgos, hogy H(A)"fi. Ha a€A, akkor van olyan

b £B, amelyre bq€Trr\A (ldg). AT konstrukcic’)j]a szerint

q q
létezik olyan B. halmaz (B .£EKSG), amelyre T _.Mb }CO. .

Vagyis AC_:Tm'{bq}gTq_l\{bq}QBj. (Tm£:I'q miatt (Vgq:04gam-1)).
Tehat H(A)™ fi. Azaz Tm egy minimalis kulcs. Ezzel a tételt

bebizonyitottuk.

3.1 Megjegyzés. Legyen K={B”,...,B"} egy Sperner-rendszer
az fi felett, B={b”,...,bm} egy kulcs. Jeldljon Q egy
olyan halmazrendszert, amelyre Q *=K és legyen
<M(Q)={Affi:3BEK:BCA}. Vildgos, hogy B6#Q).

Legyen Tq=B és

V 'V i1lhaVBieK: v (V i”" Bi'
T kilénben.
q

A 3.2 Tételhez hasonlé médon bebizonyithatjuk, hogy

ha K egv antikulcsok halmaza, akkor TO*,...,Tm kulcsok
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és Tmminimélis kulcs. A 3.2 Tétel és a 3.1 Megjegyzes

alapjan konstruédljuk az aldbbi algoritmust.

3.1 Algoritmus.
INPUT :{K= Bl,.../Bm> egy Sperner-rendszer az
2={a™,...,an} felett és B egy kulcs (azaz B€<$Q), ahol Q "=K) .
OUTPUT: T egy minimalis kulcs (azaz TéQ).
ADATSTRUKTURA:
- K[lI'm]a K elemeinek tombje.
- B az attribdtumok halmaza, amely kulcs.
- T~ Boole valtozé, T muntevaltozb.
Procedure MINKEY 1 (K,B):
T « B;
for each beB do
begin T/ true;
for i « 1 until m do
if T'{b}CKI[i] then T~ false;
if T then T = Ts{b}
end

return T

2
Vildgos, hogy a 3.1 Algoritmus O0(n .m) elemi operéciot

igényel. Nyilvanvald az alabbi:

3.1 Kovetkezmény. A 3.1 Algoritmus egy minimé&lis kulcsot
2
hatdroz meg és id6ébonyolultsaga 0(n .m), ha K az

antikulcsok halmazdnak szerepét jatssza.
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3.2 Definicid. Legyen fi nem Ures véges halmaz, ¢és
P(fi) az fi hatvdny halmaza. Legyen tovabba G C P (fi)
és fOj"G.

Legyen MIN(G)=A, ahol AGG és |A|l=min{|A"| : A"GG}.
Ha AS8fi és A™0, akkor 17(A) =a, ahol a az A eleme. Azaz
MIN(G) G olyan elemét jelenti, amelynek nagysdga mini-

malis és 17(A) pedig A tetszdleges eleme.

3.2 Megjegyzés. Legyen K={B",...,.B } egy Sperner-rendszer
az fi felett és B egy kulcs (azaz B€"(Q) , ahol Q 1=K).
Legyen G~ ={BrtB», ... ,BfIBm>. Nyilvadnvaldé, hogy a 3.1 Tétel
szerint BfIB 0 (Vi:ldidm). El6fordulhat, hogy van
olyan i,j (i*j), amelyre B/IBi=B/1B*. Tehat legyen
G, ={BfIB, ,...,BrtB }={BrtB. ,...,B/TB. : k<m, BrtB. "BhB.
1 1 m h xk S S
( s™t), Isijam, isj<k}.

Legyen B*=BflB" és "=k. Azaz GM={B",...,B™ }

Ekkor iSl-re legyen~F~ ={B1€Gi : V (MIN (Gi) i*"B~} és

i+l
Gi+1={Bj SMIN«V : Bj €Fi+I1}={Bi+1' ***'B7."1}

Lathat6é, hogy Jfil végessége miatt van olyan P termé-

szetes szam,. amelyre Gp"0 es Fo.0 \ijagos, Hogy

pamin (n,m) , ahol |[fi|]=n, és 1}(MIN(Gi))t tf(MIN (G*J), ahol
i“j, j<isp, Isjsp. Nyilvanvaldé, hogy ha Fi+170 allna

fenn, akkor |MIN(G%)|&|B 1| miatt B1'MIN(Gi )"0 lenne.
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Azaz Gi+1"0.
P
3.3 Tétel. A= UiV' (MIN(G.))} egy minimalis kulcs. Azaz

A€Q, ahol o l=K!

Bizonyitds. G definicidja szerint minden B”*-re (I<jsk)
létezik olyan halmazrendszer (24E<p+l) és olyan

BA A~ halmaz , amelyekre B* "6G >F. és BA "CB” , ahol

I<g<r .. Ezért "(MIN(Gn .))€EB~ teljesill. Vagyis

AfI(BAB. )"~0. Tehéat azt kapjuk, hogy AIB. (Vj:1<j<m) . Tegyik
fel, hgéy D az A valddi részhalmaza. K(‘jniyen beldthatjuk,
hogy ha A={a) (a£fi), akkor A€Q. Azaz A minimalis kulcs.

Ha létezik olyan V (MIN(G?) ) (laiap), amelyre ITIMIN (G )CAND,
akkor van olyan B/1B*, amelyre lajam és MIN (GNC'BOB". Gi
definicidja szerint és ACB miatt azt kapjuk, hogy
ANT(MIN(Gi ) )CBj . Beldthato, hogy DCA'tf(MIN (G+)) telje-

sil. Tehat DcBj. A 3.1 Tétel szerint AEQ. Vagyis A mi-

nimalis kulcs. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

3.3 Megjegyzés. Legyen K={B",...,.B } egy Sperner-rendszer
az 2 felett. Vildgos, hogy tetsz6leges B” halmazhoz

(BreK) Bil/{a} (a"Bi) kulcs. Azaz B~uialé~Q) , ahol Q 1=K.
Célszerld a 17(MIN(G, ))=a ¢és G9={B .DB .:aeB . és B.fK, i*j}

valasztas.



TI:

115

El6sz0r egy olyan algoritmust adunk, amely a nem

negativ egész

megtalalja.

3.2 Algoritmus

INPUT: K nem n

szdmok halmazanak egy miniméalis elemét

egativ egész szadmok halmaza, mely tartalmaz

legaldbb egy pozitiv egész szadmot.

P K elemeinek szédma

Tegyuk fel, hogy K={K[1].,...,K[P]}.

OUTPUT: i, aho

I I1SiSP, amelyre KJ[i]l=min{KJ[j]:K[j]"0}

- K[I'm] K elemeinek témbje, van olyan KJ[j], amelyre

K[j7 50 és lajap, ahol p K elemeinek szama.

- M tartalmazza p-t, nyilvan pam.

- A,B munkaval
Procedure
for i 1 un

goto TI end;

tozék.
MIN(K,M):

til Mdo if K[i]*0 then begin A-f-K[i], B mi

e for i « 1 until Mdo if K[i]*"0*K][i]< A then begin

A KI[i]; B

return B

i end;

A 3.3 Tétel alapjan konstrudlunk egy algoritmust, amely

megtalalja a minimalis kulcsot.
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3.3 Algoritmus.

INPUT: K ={B1,...,B m> egy Sperner-rendszer az fi={l,...,n}
felett. B egy kulcs. Azaz B€<*Q), ahol Q "~K. Meg-
jegyezzik, hogy az egyszerlség kedvéért - ez nem
érinti az &ltalanositast - feltételezzik, hogy
attributumok természetes szamok.

OUTPUT: T£Q.

ADATSTRUKTURA

- K[I:'m] K elemeinek témbje.

- B az

attribdtumok halmaza, amely kulcs.

- MJ[lI:m], C[lim] munkatémbok.

- T,D,D1,D4 ,N,Ni,N2 munkavaltozdk.

KEZDET:

CIKLUS:

Procedure MNKEY2 (K,B) :
for i =1 until mdo begin C[i]J«- 0; MI[i]-<- Bh(a*C[i])
end;
for i + 1 until mdo
for each j€EMI[i] do CJ[i] < C[i]+1; T m0; D % m;
while DO do
begin DI D; D2 MIN(C,D1); N M(D2);
select ELEMENT from N; T*T(/ELEMENT; D « O0;
for i =l until DI do if ELEMENT "MT[i] then
begin D+-D+1; M(D) + Mtil*N; NI = MJ[i]nN;
N2 = INI I|;
C(D) « C[i]-N2
end
end;

return T
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Konnyen beldthatjuk, hogy a 3.3 Algoritmus hatékony,
ha ELEMENT sok MLil kdzds eleme (azaz sok

Bj tartalmazza a "(MIN(G"))-t).

KEZDET-blokkban az algoritmus O(n.m) elemi operaciot
igényel. Vildgos, hogy a MIN-algoritmus 0O(m) elemi
operadcidt igényel. Beldathaté, hogy CIKLUS-blokkban

az algoritmus O(n_£E£.) elemi operéacidét igényel, ahol
X a CIKLUS ismétlél_!c,zélma, £~ a D1 értéke a CIKLUS i-es
ismeétlésében. Nyilvan £&n, és JI"d4m (vi). Konny( beléat-
ni, hogy a legrosszabb esetben az algoritmus 0(n2.m)

elemi operaciot igényel. A 3.3 Tétel szerint az algo-

ritmus egy minimalis kulcsot talal meg.

3.2 Kovetkezmény. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi
felett. Ha K az antikulcsok halmazanak szerepét jatssza,
akkor a 3.3 Algoritmus egy minimalis kulcsot hatdroz meg

2
és id6bonyolultsaga O0(n .m), itt|fi|=n, |K|=m.

3.4 Megjegyzés. Legyen K={B”,...,Bm> egy Sperner-rendszer
az fi={l,...,n} felett. Az n.m szadmot K méretének nevez-
zik. [68]-ben a 3.3 Tétel alapjan, az adatstruktldra se-
gitségével megkonstrualtuk azt az algoritmust, amely az
adott antikulcsok halmazabd6l egy minimalis kulcsot allit

el6, és idébonyolultsaga O(n.m), ahol |[fi|=n, K az
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antikulcsok halmaza, és |K|=m. Azaz id6bonyolultsaga

aranyos K méretével.

3.5 Megjegyzés. Legyen R egy reldci6o az fi felett. Legyen
R maximéalis rendszere. A 2.2 Tétel miatt igaz.

A 2.5 Megjegyzés szerint R-bél el6allithatjuk MR-t.

Ennek az el6allitdsnak az idébonyolultsdga polinomiélisan

figg R sorainak és oszlopainak szamatél. Ezért a 3.1,

és a 3.2 Algoritmusok segitségével az adott R reladcidéhoz

megtaldlhatjuk a miniméalis kulcsokat.

3.2 Lemma. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett,
KA:{Bi""'Bm} K antikulcsainak halmaza. Ekkor ha

AEK, |A|S2 (azaz A egy miniméalis kulcs) akkor léteznek
olyan B”B” halmazok (B",Bj€K és a attribdtum, ame-

lyekre AfB~Ula} (nyilvan aéA) és aéB".

Bizonyitds. Ha |a|s2, akkor az 1.9 Tétel szerint léte-
zik olyan H lezé&rési operacid, hogy K:I%,. Tételezzik
fel, hogy D olyan halmaz, amelyre DfA és A”D=a (aéfi).
A 3.1 Lemma szerint és AEK miatt (azaz H(D)"~fi) azt kap-
juk, hogy létezik olyan B” halmaz (B"6K , amelyre
H(D)?B_~. Ezért AiB~i{a}. Mivel |A/?2 azt kapjuk, hogy
AC |j B . Tehat van olyan B.6K ~, amelyre afB .. Ezzel

ghiK*1 1 -1
a lemméat bebizonyitottuk.
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3.3 Definicié. Legyen s nem Ulres véges halmaz, P(si)
az 9 hatvany halmaza. Legyen tovabba IX {A*,... AmM:AI£P (si) ,
Ai~0, laiam} egy halmazrendszer az o felett,

|[Af|=ri(Vis l&aidm). A 17 aldbbi rendezését elsédlegesnek

nevezzik.

AAJQR,.”,aA f““,A4-{ak“.”3jf }.o.o.., AN m aTh 3
ahol az a”,...,a",...,a™-t valasszuk ki a koévetkezéképpen:
a-re.

1) Vélasszuk ki A”-nek a elsé elemét. Ha létezik olyan A7
halmaz (ldiam), amelyre Ai=ja}, akkor legyen a”“=a. Ha

nem létezik ilyen A", akkor csillaggal jeldljink minden
olyan a attribdtumot, amelyek el6fordulnak Ajkban (ladidm)
és térjink at a 2. lépésre.

2) Valasszuk ki A”-nek a kovetkez6 elemét. Ha létezik
olyan A™ halmaz (ldidm), amelyre a az A" egyetlen olyan
eleme, amelyet nem csillagoztunk meg, akkor legyen a”“=a.
Ha nem létezik ilyen A", akkor csillaggal jeldljink minden
olyan a attributumot, amelyek el6fordulnak Ajkban
(ldidm). A 2. lépést mindaddig ismeteljuk, amig nem
valasszuk ki az a”-t. p-2,...,m-re:

3) Ha létezik olyan a2 attributum, amelyre cj*p és a?€A

X
akkor legyen a”=a”. Ha nem létezik ilyen a”, akkor

P l

térjunk at a 4. lépésre.
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4) Vélasszunk ki A”-nek olyan a els6 elemét, amely még
nincs megcsillagozva. Ha létezik olyan A" halmaz (paism)
amelyre a az A”™ egyetlen olyan eleme, amelyet nem csilla-
goztunk meg, akkor legyen a”=a. Ha nem létezik ilyen A",
akkor csillaggal jeloljink minden olyan a attributumot,
amelyek elé6fordulnak A”-kban (pdiam). A 4. lépést mind-
addig ismételjik, amig nem valasszuk ki az a”"-t.

5 A 3. lépést ismételjik mindaddig, amig nem kivalasszuk

az a™-t.

3.1 Példa. Legyen 0 ={1,2,3,4,5} ¢és
Al=(1,2,5}, A2={1,3,6) és A2={4,5,6}. Ekkor
{1X,2,5}, {1*,3,6}, {4,5,6};

{1X,2X,5},{1*,3,6}, {4,5,6};

Mivel 5 az A" egyetlen olyan eleme, amelyet nem csilla-
goztunk meg, legyen a”=5.

{5,1X,2*}; {1X,3X,6}, {4,5,6};

Legyen a’g:G, mert 6 az A2 egyetlen olyan eleme, amely
még nincs megcsillagozva. Vilagos, hogy 5€A2. Tehat
legyen a”=5. Azaz A”={5,1X,2X}, A2={6,1X,3X}, A3={5,4,6}

egy elsédleges rendezése az {A"A2,A2} halmazrendszernek.

3.6 Megjegyzés. Vilagos, hogy az els6dleges rendezés

konstrukci6éjdban csak konstrualjuk az a” elemét A”-nek
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(Vp=Il,...,m). Beladthat6é, hogy 17-nak &ltaldban tébb els6d-
leges rendezése van és az els6dleges rendezés konstruk-
cidja fugg Ap-k sorrendjétdél és A (p=I,...,m elemeinek
sorrendjétél. Azaz ha A”™-k sorrendje vagy A" (lspdm) ele-
meinek sorrendje valtozik, akkor l/egy uj els6dleges ren-
dezését kaphatjuk.

Az els6dleges rendezés alapjan egy szikséges és elég
séges feltételét adjuk annak, hogy egy adott halmaz mi-

nimalis kulcs legyen.

3.4 Tétel. Legyen K={B",...,B } egy Sperner-rendszer az
fii felett, és Q olyan halmazrendszer, amelyre Q "=K.
Ekkor

(1) aéfi és {a} £ Q (azaz {a} minimélis kulcs) akkor és

m
csak akkor , ha a» U B. (B,EK).
i=1 1

(2) |A|52 és AEQ (azaz A miniméalis kulcs) pontosan akkor
ha létezik olyan a attribdtum és olyan

{BM ~ BN =Ma] /[eee/& 1} , Isidk, kéal} els6dleges rendezés,
0 i T+

amelyek kielégitik az aldbbi feltételeket:

(i) (ro,id,..., 7™ az |,...,m indexek részhalmaza;
(ii) aeB~  (Vi=l,..., k) és a~B™ (Vj:lsjsm, v, T
1« .
(iii) A= U {al
i=1 1

Bizonyitas. (1) nyilvanvalé.

(2) bizonyitasdhoz (a) el6szor tegylik fel, hogy a olyan

o . oo o A *ij .
attribdtum ¢és {B77|) BW._{aX e A } . I<isk, k>I}
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egy olyan els6dleges rendezése a {Birn BT: laidk} halmaz-
o 1
rendszernek, amelyekre ( 7l r*x**fAk) az 1'***'m indexek

részhalmaza, a”B™ (Vj:ladj<m, j<{irr,...,irk}) (azaz
a"B ) és a€B (tfi=I, ..., x>. Mutassuk meg,
T - ar-
° k ni 1 )
hogy A= U {a, }U{a} egy eleme Q-nak. Kodnnyen belathatjuk,
1=1 _
hogy AOfBA0 B )"0 (Vi=Il,... ., . Tehat A igaz (Pi=I,.. .,
no *i "
Mivel a~B}j ..., o }) teljesil azt kapjuk, hogy
az_lrb.l(jB.fKN{BTr,...,BW}). Ezért Af"BI. igaz (yi=Il....,m).
i Kk T k
Vildgos, hogy (J (a. }B . Az els6dleges rendezés defini-
i=1 "o

cidja szerint mindegyik ir~*-hez (laiak) létezik olyan ir.

amelyre A/l(BT BTrl_):{a.l“} (lajak). Tételezzuk fel, hogy D A

© T
valodi részhalmaza. Ha a £ ASD, akkor DCB . Ha a.£EA'D
. HO 1
és aéD, ahol 14idk, akkor van olyan ir., amelyre
T K TT?
AO0O(B /iB )={a. }. Mivel a€D és U {a. }CB azt kapjuk,
7o Tj 1 i=1 1 ' "o

hogy DEB . A 3.1 Tétel szerint AEQ. Azaz A egy minimalis
kulcs. .
(b) Forditva tegyiuk fel, hogy AEQ és |Ala2. A 3.2 Lemma

miatt léteznek olyan B ,B,L (B 'B.'_€K)’ amelyekre AfBI._uia},

és aGBS.>ahoI a"Bt,a€A. Legyen w =t és {Bj.GK:aij }=
{B ,....B } Viladgos, hogy k”l. Mivel K egy Sperner-
1 K
rendszer azt kapjuk, hogy BT BT"O("lzl,...,k). A£Q
[e) i

miatt és a 3.1 Tétel szerint mindegyik b attribUtumhoz

(béAs{a}) létezik olyan TR amelyre AfI(BT’[‘DlBﬁ)z{b}.

Nyilvanvalé, hogy minden i-re (laiak) AC")(BTI\BjI)/O. Ezért

0]
feltehetjik , hogy minden i-re ((B rsB )OA”0) B nB ={a. ..
a Noo T "o T Xi
és A(l(B OB )=ia A ai a }, ahol lej.

o i y J M q
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Vagyis A elemei a Bn6| B utolsd6 helyein fordulnak elé6.

o) 1

Mé&srészt, rendezhetjik a {B_i\B_ Ilaidk, kE£I} halmaz-
TTO TT1
rendszert ugyyhogy az olyan B dB -k, amelyekre Af)(B B )={b},
_ No o i Nooo i

ahol béAda}, a {B1T B, ildidk, kO6i} halmazrendszer

0 1
elsé helyein &llnak. Ezért feltehetjuk, hogy ha A>{a}:{b,,...,bp},
akkor AfIB_H B_ )={b.} (Vi=Il,...,p). El6fordulhat, hogy t/s,

U ust 1

de AH (B DB )=AD(B. OB_ )={b}, ahol latédk, I<sak és bfA~ia}.
TTO TTt T 0 7é
Ezért létezhet olyan ir., amelyre p<jak és AO(B DB )={b},
3 _ NO ¥
ahol b&AMa}. Utédna konstrudljuk a {B~fIB":liidk} els6édleges

rendezését. Megjegyezzik, hogy az els6dleges rendezés konstruk-
.

dojaban az a™ kivalasztasakor (tfi=I,...,k) valasszuk ki a
BAn B elemeit balréol jobbra. Nyilvanvaldé, hogy (wo,wl,..., )
az |,...,m indexek részhalmaza és a”B. (yjtldjam és

jrMiTr. ..., }) . Legyen C= lIJ( {aT.T"'Uia}T Nyilvanvaldé, hogy afA.

i =1
Beldthatd, hogy az els6dleges rendezés definici6oja miatt

és a {B_1 B_ :ldidk, kd} halmazrendszer konstrukcioja
TTO TTl
szerint a~ffA (~1=1,...,k) . Ezért CCA igaz. MAasreészt,

() bizonyitdsa szerint C6Q igaz. Tehat A=C teljesil.
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

m
Legyen al =a,ekkor az antikulcsokon keresztiul minimalis kulcs

reprezentaciodja: k iT.
A= U {a. },ahol Kk&aoO.
i 1

1=
Konnyen beldthatdé, hogy a 3.4 Tétel segitségével adhatunk
egy algoritmust, amely az adott antikulcsok halmazéabdl
egy minimalis kulcsot megtaldl.Ez egyszerl, ezért ezt mel-

16zzUk .
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3.7 Megjegyzés. Legyen Q nem ilres véges halmaz. TetszOleges
X, Y~fi-ra az (X)Y) part (jeldlje ezt X Y) az n feletti
funkciondalis fligg6ségnek nevezzik. Azt mondjuk, hogv

f

X Y igaz R reléaciéban, ahol R={h. ,...,h };ha X =Y.
R

Az S=<n,P> part, ahol P={Xi YN XAY AR, ladidk},
az-0.feletti reldcidés siménak nevezzik.

Jeldlje P az o6sszes olyan funkciondlis fliggdségek
halmazat, amelyek P-bd6l derivalhatok F-axiémarendszerben
levé (F1), (F2),(F3), (F4) szabalyok alkalmazéasaval.

Azt mondjuk, hogy X kulcsa S-nek ha (X mfi)€Px, és X
minimalis kulcsa S-nek ha X kulcs és 3 X'M X: (X' > n)éPX

[55]-ben C. Lucchessi és S.L. Osborn bebizonyitot-
tdk, hogy két aldbbi probléma NP-teljes.

(1) Adott reldciés séméahoz van-e egy olyan kulcs, amely-
nek nagysdga nem nagyobb, mint egy adott természetes szam.
(2) Adott relacidés séméahoz és adott a attribGtumhoz

donti el, hogy a attribdtum tartozik-e valamely mini-
méalis kulcshoz.

L8J-ban C. Beeri és mésok igazoltdk, hogy ha helyet-
tesitjuk a reldcios sémat relédcidval, akkor (1) probléma
is NP-teljes. Vagyis az a probléma, hogy adott reldcio-
hoz van-e egy olyan kulcs, amelynek nagysaga nem nagyobb
mint egy adott természetes szam, NP-teljes.

A 3.4 Tétel alapjan bebizonyitjuk, hogy ha



125

helyettesitjuk a reldcios sémat reldcidval, akkor létezik
olyan algoritmus, amely adott reldciohoz donti el, hogy
tetsz8leges a attribdtum tartozik-e valamely minimalis
kulcshoz és legrosszabb esetben idébonyolultsdga polino-
midlisan fligg a relacid sorainak és oszlopainak szamatél.

El6sz0r bebizonyitjuk az aldbbi tételt.

3.5 Tétel. Legyen K=IA", ..., A"} egy Sperner-rendszer az
felett, és K ™=[B", ... K antikulcsainak halmaza.
Ekkor
k m
\J A.= B
i=1 1 i=1 1

Bizonyitas. El6szdr tegylk fel, hogy c€U A. (A.6K)

i=1 1
Tehat létezik olyan A (A _EK), amelvre céA . A 3.4
J PP 0 P,
Tétel miatt ha |a 1=1, akkor ci U B.(B.éK ). Azaz
rm , P i=1 1
c4n Bi (BAK-4) Ha AP 52, akkor a 3.4 Teétel szerint
i=1 ir
létezik olyan a attribdtum és olyan {B”riB ={a,,...,a 1'}
"o *i rn.

laidk, ko6i) els6dleges rendezés, amelyekre (ir0/ir]_,eee ,irc)

az 1,..., indexek részhalmaza, afB (vi=lI,... k), a"B.
/i i 3
(b'jtlajam, jfiir~,...,ir"}) és A = U ianrJdia}. Ekkor ha
n P i=l
c=a, akkor c"B” . Azaz c” f) B~ Ha c=a”™ (laidk), akkor
i _ o i=1

mivel a~fB~hBA" igaz azt kapjuk, hogy c"B" . Vagyis
. T ° ik U )

cJjn b Tehat ua.sqn N b iaaz
i=l 1 i=1 1 i=l Bi lgaz-

Forditva, tegyuk fel, hogy c¢~B: .Ezért van olyan

B.EK ! amelyre c~B”. Vilagos, hgﬁly BAuJcJ-hez létezik

A.EK, hogy ACB.ufcf. Nvilvan ceA.. Ezért ceUA.. Ezzel
3 J 1 3 n=1 1
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a tételt bebizonyitottuk.

3.8 Megjegyzés. Legyen R={h”,...,hm> egy reldcidé az
i3={a",...,an> felett. Legyen MR az R maximalis rendszere.
Vildgos, hogy |MR|—""- A 2.2 Tétel miatt MR=K 1 teljesil.
A 2.5 Megjegyzés szerint R-b6l el6allitjuk MR-t.Ennek

az el6allitasnak az idébonyolultsdaga polinomidlsan filigg

R soarainak és oszlopainak szaméatdél. Tételezziuk fel, hogy

k
Mr={Bi, , Bk}* Ekkor konstrualjuk ftsOB. halmazt.
i=l 1 k
A 3.5 Tétel miatt azt kapjuk, hogy U A=fiN B.. Nyilvéan-
i * abkr 1=1 1
vald, hogy B\ BA halmaz el6allitdésanak idébonyolultsédga

polinomiélisan fligg R sorainak és oszlopainak szamatél.
A 3.5 Tételb6l és a 3.8 Megjegyzésh6l nyilvadn adodik az
alabbi:

3.3 Kovetkezmény. Legyen R egy relacio az Q felett és KR
R minimalis kulcsainak rendszere. Azt mondjuk, hogy a

attributum els6dleges,ha létezik olyan A(A€KR), amelyre
abA igaz. Ekkor létezik olyan algoritmus, amely elddnti,
hogy tetszd6leges a attribdtum elsédleges vagy nem. Ennek
az algoritmusnak az id6bonyolultsdga polinomidalisan flgg

R sorainak és oszlopainak szadmatol.
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3.2 Algoritmusok a miniméalis kulcsok és antikulcsok

teljes halmazainak keresésére.

Legyen adva K={B-» ... ,Bm> az g nem Ulres véges
halmaz feletti Sperner rendszer. Meg akarjuk konstrudlni
K *"-ét. gq-ra indukcidéval konstrudljuk K -t (gq=I,...,m)
ugy, hogy Kg={B1l,...,Bg}-1
1. Lépés. KL konstrualdsa: K~={fi*a:a€B-"}=B~1.
q+l l1épés, Kg+™ konstrudaldsa: Indukciés feltevésink szerint
KT:{B%,...,B~1} 1-t mar megcsindltuk. Legyenek X, ,... ’XP
azon elemei Kg-nak, amelyek Bg+l-~et tartalmazzak. igy
Kg={XI 'eee'XpJUIAG6Kq: Bq+1"A}- Jeldl3e Fg a{A€Kg:Bg+" A }-t.
i=1,...,p-re az 1-es lépést hasznédlva konstrudljuk {Bg+"}

antikulcsait XI.-n.azaz az Xl.-nek B -et nem tartalmazé

q+l
maximalis részhalmazait.
Jeloljuok ezeket AN,...,A"N -vei (i=1,...,p). Legyen

Li
Kg+1= FqJ{Aj: al<fa, ha A6Fg, ISjSr+# ISiap}.

3.6 Tétel. Mindegyik q-ra (lagam) K ={B~,...,B }?
Azaz K =K'
m
Bizonyitds. Az indukcids feltevést haszndlva bebizo-
1

nyitjuk, hogy Kg+1={Bl1,...,Bg+1> =+ Két dolgot kell

beldtnunk.
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a) egyrészt, hogy ha A€EK~+”, akkor A maximalis, B~k (j=1,...,q+1)

egyikét sem tartalmazd része fl-nak.
b) maésrészt, hogy minden olyan A?fi, amely maximéalis B”-k

(j=1,...,q+l) egyikét sem tartalmazza, eleme K~+"-nek.

a) bizonyitédsa: Legyen AE£Kg+”. Ha A€F”, akkor A maximéalis

Bi,...,Bq egyikét sem tartalmazza és B~-"A, tehdat A maximélis,
B~,...,B N egyikét sem tartalmazo része fi-nek.
Legyen AéK~-~FA~. Ekkor konstrukcidja szerint A=A"

valamely l4didp-re és Isjar™~-re. A konstrualdsbo6l beladthatd,
hogy B Aj (M-1/es.,q+l)

A’l\ antikulcsa {Bq+1}-nek XI,.-re nézve, tehat AJ{\ :)i('{b}valamely
beBg+l~re és vilagos, hogy B"+19Aj~ih>.

Ha a£fi*X”, akkor indukcios feltevésink szerint A”uia,b}=X~"d{a}-
hoz létezik olyan BA, (la£é&dq), amelyre BAJ_CA’\I/ia,b}.

XIEKq miatt X1 nem tartalmazza B B -et. Tehat afB,..

1 By |
Ha (BMjal) ¢ aj, akkor nyilvadnval6, hogy B~C Aru{a} . igy
minden olyan BAJ-re (ISEa4q) , amerAre B‘CX1d|’a} és A} nem
tartalmazza B”"-et, b€B”. Tehat (B”™\(a,b}) QA™. Azaz létezik
olyan A”CF”, hogy A"CA-». Ez ellentmond annak, hogy AeK~"AMNFA,
Azaz létezik olyan Bx(lé£éq), hogy BCA}u{a}.

b) bizonyitdsa: Legyen A egy maximéalis B~k (j=1,...,q+l)
egyikét sem tartalmazo6 része n-nak. Az indukcios feltevé-

sek szerint létezik olyan YCK”", hogy Agy.

1. Eset. Ha Bg+~Y, akkor Y nem tartalmazza B”", e Bg+"-et.
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A maximéalis Br-k (j=1,...,q+1) egyikét sem tartalmazd része

fi-nak. Tehat A=Y. Bg+1"Y miatt AeFg, azaz A€Kq+1-

2. Eset. Ha Bg+1CY, akkor Y=Xi valamely I<i<p-re és ACA"

valamely lajarqg-re. Ha létezik olyan A-"€Fq, hogy A"A-"

akkor AfEA™ . Vilagos, hogy Al nem tartalmazza y

B. ,-et I ami ellentmond A definicidjanak. Azaz AMK .
cj+l ] q+i

és vildgos, hogy A" nem tartalmazza B~,...,Bg+l~et. Az A

definici6ja szerint A=A”. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Beldthaté, hogy a 3.6 Tétel alapjan K » meghatdrozasa
nem fiugg a {B",...,.B } sorozat sorrendjétél, mert K-'1 és
K halmazok egyértelmien meghatdrozzak egymaést.

A 3.6 Tétel szerint konstrudljuk az aldbbi algoritmust

3.4 Algoritmus. Az 6sszes antikulcs megkeresésére
INPUT: K={B", ... ,Bm>az fi felett Sperner rendszer
OUTPUT: M, ahol M=K 1

ADATSTRUKTURA:

-K[lI'm] K elemeinek téombje

-MJ[l:p] az a témb,amely tartalmazza K ”~ elemeit, ahol

p=([n/2]) . [fi|=n.
-N[l:p] az a témb, amely tartalmazza az A”"-ket.
-Al1,D1,D2,D3,D4 munkavaltozdk.

Procedure ANTIKEYS(K,M):

M[1] «fi: DI 4 1;
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CIKLUS: for i 1 until m do
Ti: begin D2 ¢ 0; D3 « 0; for j = 1 until DI do
begin if K[i]JCM[j] then for each g€K[i] do
begin D2 « D2+1;N(D2) + MJj]'{a}; goto UTOLSO end;
D3 « D3+1;M(D3)  MJ[j] ;
UTOLSO1l: empty
T2: end; D4 D3;
T3: if D3=0 then begin D4«-D2 for g<I until D2 do M[q] «N[<] ,
goto UTOLSO03 end;
T4: for g-< until D2 do begin Al-<-I; for p+-l until D3 do
if N[q]cM[p] then begin AI-*-0;
goto UTOLS02 end;
UTOLSO02: if Al=l then begin D4*D4+1;M(D4)«N[q] end
end;
uToLS03: DI + D4

end

Nyilvdnvald, hogy ma CIKLUS ismétlé szama. Jeldlje
Kg az n-t. Legyen Kg=Fqu{xi '* *«'Xp}' ahol Bg+1?Xi (i=1,...,p)
és Fg={Af£Kg:Bg+1”A) . Legyen (X”"a : aéBg+q}={A",... A" }
ahol I<i<p. Konnyen belé&thatjuk, hogy a CIKLUS qg+l-es
ismétléséhez a T1-T2 blokkban az N tomb tartalmazza A%-kat
(I<i<p, I<j<s’1‘) és az Mtomb tartalmazza F4-t. Mivel K
és K "N halmazok egyértelmien meghatidrozzak egymaést,

{X",...,X } "0 (azaz N™0) . A T3 blokkban ha Fg=0, akkor
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az M témb tartalmazza az N tombot (azaz M tartalmazza
K ~-t). A T5-UTO0LS03 blokkban ha akkor az algorit-
mus az M tombbe illeszti azokat az A”"-ket, amelyekre A*C/A
(Va£fti)' Vildgos, hogy a 3.5 Tétel szerint az algoritmus
minden antikulcsot megtalal.

Legyen r*=p és jeldlje J™ K~ elemeinek szamat. Ekkor
a CIKLUS g+l-edik ismétlésében az algoritmus 0(n2r’\t’\) elemi

operédciot igényel a legrosszabb esetben, ahol

1 ha z =r_,
. ? %q7"g

q i -r haf >r
qa q qa d

Nyilvdnvald, hogy a CIKLUS elsd ismétlésében az algoritmus

csak 0(n) elemi operéacidt igényel. Tehat az algoritmus a

legrosszabb esetben O(n2 mEq r t ) elemi operaciot igényel.
q=0 g9 ¢

3.4 Kovetkezmény. A 3.4 Algoritmus a minimalis kulcsok

adott rendszeréhez meghatarozza az antikulcsok teljes hal-

mazat és id6ébonyolultsdga O(n2 E rt ).
q=0 q q
Beldthaté, hogy £ =|K ~|. Ezért az olyan esetekben, amelyek-

re teljestul minden q-re (lagadm-1) (azaz K" elemeinek
szama nem nagyobb, mint Ik ~|) az algoritmus idébonyolultsdga
legfeljebb O (|fi] .|[K | ,|k]|). Vagyis ezekben az esetekben
idébonyolultsdga polinomialisan fligg az attribdtumok, a

minimalis kulcsok és az antikulcsok szamatol.
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Erdekes, hogy sok esetben ha K kevés minimalis kulcsot tar-
talmaz, akkor az algoritmus nagyon hatékony. Ekkor idé-
bonyolultsaga polinomiédtisan fugg |[fi|-tdi.

Most becstljuk a 3.4 Algoritmus olyan idébonyolultsdgét,
amely csak |[fi|]-t6i fugg. A 4.4 Megjegyzés szerint belathato,
hogy az fi tetsz6leges attributumainak halmazabo6l el6éallit-
hatunk egy olyan K Sperner-rendszert (input), amelynek
elemeinek szédma aranyos |fi|-val, de K * elemeinek szédma
(output) exponencidlisan flgg az |fit6i. Ebben az esetbhen
kdnny(G belatni, hogy a 3.4 Algoritmus idébonyolultsdga
exponencialisan figg az attributumok szamatdél. Azaz léte-

zik olyan k szadm, hogy k>3* , idégonyolultsdga O(kﬂ).

3.5 Kovetkezmény. A 3.4 Algoritmus idébonyolultsdaga exponen-
cidalisan fiugg fi elemeinek szamatol.

A 3.4 Algoritmus segitségével konkrétan konstrualjuk
az adott Sperner-rendszert reprezentald reldcidkat.

Az alabbi példa megmutatja ezt.

3.2 Példa. Legyen n={1,2,3,4,5,6} , és K={(1,2) ,(2,3,4) ,(2,4,5) ,(4,6) }
Ekkor a 3.5 Algoritmus szerint

Kx={(1,3,4,5,6) ,(2,3,4,5,6) }, K2={(1, 3,4,5,6) , (2,3,5,6) ,(2,4,5,6)} .
K3={(1,3,4,5,6),(2,3,5,6),(2,4,6)}, K4={(2,3,5,6),(1,3,4,5),(1,3,5,6),(2,4)}.
Tehat K M=K4. Az 1.11 Tétel szerint konstrudljuk az alébbi

relaciot.
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Attribdtumok:

O w N O O N
N O O O O w
O wWw O R O B~
N O O O o o
A O D O O O

Ekkor R reprezentadlja a K-t (ldsd 1.11 Tétel). Most
konstrudljuk azt az algoritmust, amely az antikulcsok adott
halmazdhoz minden minimé&lis kulcsot megtaldl.EI6sz0r az

aldbbi tételt bizonyltjuk be.

3.7 Tétel. Legyen adva egy Q Sperner-rendszer az 9 felett,
és Q ~={B~,...,Bm} Q antikulcsainak halmaza, TCQ. Ekkor
TrQ és T~0 pontosan akkor, ha létezik olyan B halmaz (BfSi) ,

amelyre BeT ~ és B”B™ (Vi:ldiam).

Bizonyitds. EIl6szor tegyuk fel, hogy T$Qés t”0. Ekkor
van olyan A halmaz, amelyre AtQ'T. Mivel Q egy Sperner-
rendszer az 9 felett és T~0, azt kapjuk, hogy TU{A} is
Sperner-rendszer. Jeldlje B az olyan legnagyobb halmazt,
amelyre A?B és TI/{B} Sperner-rendszer. Nyilvanvald, hogy

B mindig létezik és kdonnyld belatni, hogy az antikulcsok
halmazédnak definici6ja szerint BéT ~. MAasrészt, ugyancsak
az antikulcsok halmazanak definiciéja alapjan ha AeQ, akkor

A”Bi minden i-re (ldaidm). Teh&t A$B miatt B”Bi (b*i:ldidm).
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Megforditva tegyuk fel, hogy létezik olyan B halmaz, amelyre
BET 1 és B~B~ (Viildidm). Ekkor T 1 létezése miatt Tj*0. Az
antikulcsok halmazdnak definici6ja szerint minden C halmazra
(CET) B nem tartalmazza C-t. Bel&thatd, hogy ha létezik olyan
BA halmaz (B"EQ ~), hogy B~fB, akkor az antikulcsok halma-
zdnak definicioja szerint B egy kulcs (azaz B€af(Q), lasd
3.2 Megjegyzést). Ha Q 1luiB} egy Sperner-rendszer, akkor az
1.9 Tétel szerint létezik olyan H lezarasi operéacid, amelyre
Q=K,,. Ekkor ha H(B)*i2, akkor a 3.1 Lemma szerint van olyan
B~ halmaz (B"Q , hogy HIBjfB~ . Ezért BfB~ teljesiil. Ez
ellentmond annak, hogy B"B” (tfi:ldidm). Tehéat H(B)=fi telje-
sil. Azaz B egy kulcs. Ezért létezik A halmaz ugy, hogy
A?B és AéQsT. Vagyis TEQ. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Legyen adva K={B”",.. .,Bm) egy Sperner-rendszer az
felett. Q-t konstrudalhatjuk: (Q =K) indukcidval a kovet-
kez6képpen .
1. Lépés. Egy algoritmust adunk meg, mely a K-bdl Q-nak
egy elemét megtaldlja, és konstrualjuk az A minimalis

kulcsot (azaz A”€Q). Legyen K ={A-"}.

i+l Lépés. Ha van olyan B€K~", amelyre B*B" (frj:lajam) ,
akkor egy olyan algoritmus segitségével, amely K-bdl meg-
taldl egy minimé&lis kulcsot, konstrudlunk egy olyan AM+1

miniméalis kulcsot, amely Ai+~CB. Utéana legyen KM+ "=K"i/{AN+"} .
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Ha ilyen B nincs, legyen Q=KA7.

A 3.7 Tétel alapjadn az alédbbi kodvetkezmény nyilvanvalo:

3.6 KoOvetkezmény. Van olyan p természetes szam, amelyre KP:Q_
A 3.7 Tétel és a 3.6 Kovetkezmény alapjan megadjuk

az alabbi algoritmust.

3.5 Algoritmus. Az 6sszes minimalis kulcs megtaldlaséara
INPUT: K={B~,...,Bm> egy Sperner-rendszer az fl felett
OUTPUT: M, ahol M "=K (azaz M minimalis kulcsok rendszere).
ADTASTRUKTURA:
- K[l:m] K elemeinek tombje.
- M[l:p] az a tomb, amely tartalmazza a minimalis kulcsok
rendszerét, ahol P=([n/2])" I"l=n*
- N[l:p], L[l:p] munkatombdk.
- Al,DI,D2,D3,D4,D5,D6,B,KEY munkavéaltozék.
- MINKEY2-algoritmus egy minimalis kulcs megtaladldséara
Procedure MINKEYS(K,M):
KEZDET: D5 1; select ELEMENT from (R\K[I]); B K(1]uELEMENT;
M[1] MINKEY2 (K,B) , KEY « M[I]; LtIl fi; Dl«-1; D2+0;
D3-«-0;
CIKLUS1: for i « 1 until DI do
begin if KEY?L[i] then for each qeKEY do
begin D2 « D2+1; N(D2) « LJ[i]'{g}, goto UTOLS01 end;

D3 « D3+1; L(D3) L[i] ;



136

UTOLSOI: empty
end; D4 + D3;
if D3=0 then begin D4 + D2; for g + 1 until D2
do L[gq] + NJ[q]; goto UTOLSO3
end;
for g + 1 until D2 do
begin Al + 1; for g + 1 until D3 do
if N[q]EL[p] then begin Al + 0; goto UTOLS02 end;
UTOLSO02: if Al=l then begin D4 + D4+1; L[D4]+- N[gq] end
end;
UTOLS03: D1+ D4,
D6 + DI;
CIKLUS2: for i + 1 until 1 do
for p + 1 until m do
if L[i]f K[p] then
begin KEY + MINKEY2 (K,L[i]); D5 + D5+1;
M(D5) + KEY; DI + D6; goto CIKLUSI
end
K|+[=KI.U{A|+[} miatt és a 3.6 Tétel szerint a Ki.’\-bc'il
és AM+M-pEBl elballitjuk a K~A"-et. Konnyen beldthatjuk, hogy
D5 tartalmazza a minimalis kulcsok szd&méat. A KEZDET blokk-
ban M[1] az elsé minimé&lis kulcs. A CIKLUS-UTOLS03 blokkban
a 3.5 Algoritmushoz hasonldéan az algoritmus a K~"-?-et (Vi>0)

taldlja meg.
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A CIKLUS2 blokkban az algoritmus meghatdrozza, hogy létezik-e

olyan B halmaz (B6K"”"), amelyre B"B" minden j-re (lsjam) ,
ahol B=L[i]. Ha nincs ilyen B, akkor a 3.6 Tétel és a 3.6
Kovetkezmény szerint legyen Q=K" (azaz Kp~"=K).

Beladthatjuk, hogy ha BE€K~”" (O&iadp-1) és van olyan
j index, amelyre Isjam és B/B”, akkor B”B” minden I-re
(l1i&m). A 3.7 Tétel és a 3.6 Kovetkezmény alapjan a 3.5
Algoritmus megtalalja a miniméalis kulcsok teljes rendszerét
az antikulcsok adott halmazabdl.

A 3.4 Algoritmushoz hasonldé bizonyitadssal belathato,
hogy ha k jeldli a minimé&lis kulcsok szdméat (azaz k a
CIKLUS1-UTOLS03 blokk ismétlé6 szama), akkor CIKLUS1-UTOLS03
blokkban az algoritmus O(ng kﬁl rt ) elemi operéacodt, a

k q:0 q.q - -
CIKLUS2 blokkban O(n.m E i ) elemi operéaci6t igényel a

q=1 q
legrosszabb esetben, ahol iq a KO| elemeinek szama,

t =, a d (Lasd 3.4 Algoritmust).

Ar  ha Tt >r
qa qg q

Nyilvanval6, hogy i~=m. Tehat trivialis az aldbbi.

3.7 Kovetkezmény. A 3.5 Algoritmus az antikulcsok adott

halmazadbd6l meghatarozza a minimalis kulcsok teljes rend-
k-i 2

szerét és id6ébonyolultsdga O0O(n E (mE +nrqtq)+m +n)).
q=1

Belathat6, hogy a 3.5 Algoritmus hatékony, ha a miniméalis

kulcsok szdma kevés.
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Az olyan esetekben, amelyekre |’§,m (\Mg:ldaqak-1) (azaz Kgl
elemeinek szédma legfeljebb m), beldthatdé, hogy az algoritmus

idébonyolultsdga legfeljebb 0(n2.m2

k).
A 3.6, 3.7 Tételek és a 3.6 Kovetkezmény alapjan, és
mivel a 3.4 Algoritmus idébonyolultsdga exponencialisan flgg

az |fi|-tél, adodik az alabbi:

3.8 Kovetkezmény. A 3.5 Algoritmus id6bonyolultsdga exponen-

cialisan fligg fi elemeinek sz&matdl.

3.9 Megjegyzés. Legyen R egy reldcio az fi felett, és

I\/IKaz R maximéalis rendszere.

A 2.5 Megjegyzés szerint R-bdl eldallithatjuk MR-t. A 2.2
Tétel miatt M=K ~. Utdna a 3.5 Algoritmus segitségével

M -b6i megtaldljuk R 6sszes minimalis kulcsainak rendszerét.
Tételezzik fel, hogy KR=(Al,...,Ak>. Konstruéaljuk az S=<fi,P>

relaciés sémat, ahol P={Ai»fi :ldiak). [8] szerint azt

tudjuk, hogy S 6sszes minimalis kulcsainak rendszere éppen KD.

3.10 Megjegyzés. Legyen S=<fi,P> egy relaci6s séma az
felett (Lasd 3.7 Megjegyzést). Jeldlje Kc S 6sszes mini-
malis kulcsainak rendszerét. Nyilvanvaldé, hogy Kg Sperner-
rendszer az fi felett.

Jeldoljuk P -gal az 6sszes olyan funkciondlis flggéségek

halmazat, amelyek p-b&6Il derivadlhatoék F-axidémarendszerben
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levé (FI) , (F2) , (F3) , (F4) szabalyok alkalmazéasaval. Legyen
AX={a6i!:(A * (a}) f PX} minden ACn-ra.
Tudjuk, ([10]), hogy létezik olyan algoritmus, amely A-bdl
(ACfi) taldl meg A -t és idébonyolultsdga linearis.
Legyen Tg=(A£Eft :AX=A és :BX7 2, AX*B X} .
Belathaté, hogy a 2.2 Tételhez hasonld bizonyitdssal azt
kapjuk, hogy Ks”~=Tg. Ha H lezarasi operacié az felett,
akkor a 3.1 Lemma szerint H maximéalis zéart
halmazainak a rendszere. Vildgos, hogy adott S relédcids
sémabol és adott H lezarédsi operédciobol konstrualhatjuk
Tg-t é s-t. A 3.5 Algoritmus segitségével Tg-bdl és
b6l megtaldljuk K -t és K -t.

Legyen G=<V,E> iréanyitatlan véges gréaf, ahol V a szdg-
pontok, E az élek halmaza és V~O0.
[2] szerint G éllefogdsanak egy SgV részhalmazéat nevezzik,

ha barmely éle G-nek illeszkedik S valamely szdgpontjahoz.

Ellefogéas probléma

Input: G=<V,E> iré&nyitatlan graf, k<|v]|.

Kérdés: van-e Sgv éllefogés, amelyre |S|ak.

Tudjuk, ([2]), hogy az éllefogéas probléma NP-teljes.

Megfogalmazzuk az aldbbi problémat:

Antikulcs probléma.
Input: K={Bl,...,Bm> egy Sperner-rendszer az fi={a*,...,an>

felett, és k<n.
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Kérdés: van-e Acfi, |Alak, amelyre ABM (Vi=Il,... ,m).
Beldthaté, hogy a fenti kérdés azt jelenti, hogy ha K

az antikulcsok halmaza, akkor van-e legfeljebb k-elemi kulcs.

3.8 Tétel. Az antikulcs-probléma NP-teljes.

Bizonyitds. El&sz6r lassuk be, hogy az antikulcs-probléma
NP-beli. Tekintsik a kdvetkez6 kdnny( algoritmust, Nem-
determinisztikusan kivalasszuk n-nak olyan A részhalmazat,
amelyre |Aldk. Mindegyik B”*-re (i=Il,...,m) ellen6rizzik, hogy
A"B”™ igaz-e.

Vildgos, hogy ez az algoritmus polinomidejli nemdeterminisztikus
Most megmutatjuk, hogy az éllefogas-probléma polinom id6ében
visszavezethetd az antikulcs problémaéra.

Legyen G= <V,E> iréanyitatlan graf, ks|V|,n=V ¢és

K={i2\{ai ,aj}: (a™a” )6E} .

Ha ACfi, |A|Sk és A"B minden BCK-ra akkor K definicidja
szerint Aflian,a*">"0 (V(a™,a”)EE) . Ezért A a G éllefogasa.
Forditva, ha SCV éllefogés, akkor K és S definicidi szerint
S"B minden B-re (BéK) . Tehat az (n,K,k) antikulcs-problémara
igenlé a valasz akkor és csak akkor, ha a (G=<V,E>k) élle-
fogds probléméara igenlé a valasz. A visszavezetés nyilvan
polinomidejli. Az antikulcs-probléma teh&t legaldbb olyan
nehéz, mint az éllefogés-probléma, ez utéobbi NP-teljes, igy
az antikulcs-probléma NP-nehéz.

De lattuk, hogy NP-beli, tehat NP-teljes. Ezzel a tételt be-

bizonyitottuk .
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3.11 Megjegyzés. A 3.8 Tétel és az 1.11 Tétel alapjan kdnnyen
bebizonyitjuk, hogy az a probléma, hogy adott relacidhoz
van-e egy olyan kulcs, amelynek nagysdaga nem nagyobb, mint
egy adott természetes szam, NP-teljes.

[8]-ban bebizonyitottdk ezt a problémat mas mddszerrel.

3.12 Megjegyzés. [22]-ben bevezették az attributumhalmazon
értelmezett lezarédsi operaciok halmaza feletti kétvaltozos
relaciot a kovetkez6képpen:

Legyen P az fi feletti 0sszes lezaréasi operaciék halmaza.
H,H'€P-re jeldlje HA&aH', ha minden Affi-ra H'(A)CH(A) (1).
Belathatd, hogy (1) relaci6 parcialis rendezési és (l)-re
P egy parcialis rendezett halmaz.

Ha HSH' és H'/H', akkor jeldlje H<H'.

[22] bebizonyitotta, hogy HSH' pontosan akkor igaz, ha
Z(H)QZ(H"), ahol H,H' két lez&réasi operacié az fi felett és

Z(H)={ACfi: H(A)=A}.

3.9 T¢étel. Legyen K egy Sperner rendszer az fi felett, és K-~
a Kantikulcsainak halmaza. Minden A~”fi-ra.

D b ha 3BEK 1: ACB
Acb

H(A) = BEK-1

ktuldonben.
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Allitjuk, hogy H olyan lezarasi operaci6, amelyre KA=K és
ha H' tetsz6leges olyan lez&rasi operédci6, hogy K#,=K, akkor

HSH#.

Bizonyitds. Nyilvanval6, hogy H egy lez&réasi operédci6 az
felett. Vildgos, hogy minden BfK ~-re H(B)=B. Vagyis BfZ(H).
Masrészt, mivel K 1 egy Sperner-rendszer az fi felett,

(/M=K igaz. A 3.1 Lemma miatt K * N, Tehat KH=K, mert
K és K halmazok egyértelmien meghatdrozzak egymast. Tegyuk
fel, hogy H' egy olyan lezarasi operédci6, amelyre K“,,:K.
Beldthaté, hogy Z(H)=(K 'S+ (lasd 1.7 Definiciot). A 3.1
Lemma miatt A H,:K~!:K 1 Ezérty«H, =K igaz. Vagyis
Z(H)<fZ(H"). A 3.12 Megjegyzés szerint HSH'.

Beldthatdé, hogy H egyetlen olyan lezaréasi operéacidé, melyre

Kn:K és minden H' lezAarasi operédciora (K

o =K H'/H) H<H' igaz.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 3.9 Tétel alapjan nyilvanval6 az alabbi:

3.9 Kovetkezmény. Legyen K egy Sperner-rendszer az_fl felett,
és K1 a K antikulcsainak halmaza. Jeldlje Va{H:H az fifeletti
olyan lezaréasi operacio, amelyre Kn:K} halmazt. Nyilvanvald,

hogy (1) relédcidra V parciéalis rendezett halmaz. Minden ACfi-ra

c B ha 1 :ACB,
ACB
H1 (A) BeK -1
fi. kilonben.
Ekkor olyan lezarasi operacié, amely V parcidlis rendezett

halmaz egyetlen minimé&lis eleme.
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4. FEJEZET

Speciadlis minimalis kulcsok rendszerei

A fejezet f6célja néhéany speciédlis minimalis kulcs
rendszereivel kapcsolatos vizsgélatok ismertetése.

Szamos dolgozat foglalkozik a specidlis minimélis
kulcsok rendszereire vonatkozé kombinatorikai problémékkal.
Tudjuk, (CU, C351J) hogy adott nem ures K Sperner rendszerhez
letezik olyan H lez&rasi operaci6, hogy K:Kn" Altalaban tébb
ilyen lezaradsi operédcid van.

Természetes kérdés, hogy milyen K Sperner-rendszerre létezik
pontosan egy olyan H lezarasi operacid, hogy K=KH.

C42l-ben bebizonyitottak, hogy a telitett Sperner-
rendszerek (ldsd 1.20 Definicidt) kielégitik ezt a kdvetel-
meényt .

Ebben a fejezetben bevezetink néhany specialis
Sperner-rendszert, amelyek telitett Sperner-rendszerekre
vonatkoznak. Ezek u.n. beé&gyazott, tartalmazé,
egyesitett és valodi egyesitett Sperner-rendszerek (a 4.1,
4.2, 4.3, 4.4 Definicidk). Megmutatjuk, hogy az aladbbiak
ekvivalensek egymassal.

(1) Ktelitett,
(2) K bedgyazott,
(3) Q tartalmazo,

ahol Q olyan Sperner rendszer, amelyre Q =K (a 4.1, 4.2
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Tételek). Egy szlikséges és elégséges feltételt adunk arra,
hogy tetsz6leges Sperner-rendszer egyesitett (a 4.3 Tetel)
legyen. Bebizonyitjuk, hogy létezik olyan K Sperner rendszer
amelyre K telitett (beadgyazott, tartalmazéd, egyesitett),
de K1 vagy Q nem telitett (bedgyazott, tartalmazo6, egye-
sitett) (a 4.5 Tétel). Egy eredményt (a 4.6 Tétel)
ismertetink, amely becsili a nagy s(K)-kat (lasd 1.19 De-
finiciot és 1.18 Tételt).

A 3. fejezethez hasonld jelen fejezetben ha egy Sperner
rendszer a minimalis kulcsok rendszerének (az antikulcsok
halmazanak) szerepét jatssza, akkor feltételezzik, hogy ez

a Sperner-rendszer nem {lres (nem tartalmazza H-t)

4.1 Atelitett gperner-rendszerekkel kapcsolatos minimalis

kulcsok rendszerei

Tudjuk (a 1.20 Definicid), hogy egy K Sperner-renLdszer
telitett, ha tetsz6leges B halmazra (B*"K) KUIBf nem Sperner

rendszer. Bevezetjuk az alédbbi fogalmat.

4.1 Definicidé. Legyen adva egy K Sperner-rendszer az Jl
felett. Azt mondjuk, hogy K beadgyazott, ha tetsz6leges A hal

mazra (A6K) T van olyan B halmaz (B6'Q), amelyre AcB, ahol
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4.1 Megjegyzés. Mivel K és K ~ halmazok egyértelmien
meghatarozzak egymast, ezért egy K Sperner rendszerhez

pontosan egy olyan Q Sperner rendszer létezik, hogy Q =K

Az alédbbi példa megmutatja, hogy létezik olyan K teli-

tett Sperner-rendszer, hogy K ”» nem telitett.

4.1 Példa.Legyen il={1,2,3,4,5,6} és N={(1,2), (3,4), .(5,6)}.
Belathat6é, hogy N-1={(1,3,5) ,(1,3,6) ,(1,4,5) ,(1,4,6) ,

(2,3,5), (2,3,6), (2,4,5), (2,4,6)}.

Legyen K= NooN 1. Nyilvanvaldé, hogy K telitett
Sperner-rendszer.

A 3.4 Algoritmus segitségével belathatdé, hogy

K-1 -{(1,3),(1,4), (1,5), (1,6), (2.,3), (2,4), (2,5),

(2,6), (3,5), (3.,6), (4,5), (4,6)}.

Viladgos, hogy K "*'t'{lI,2} egy Sperner-rendszer az 0
felett. Tehat Klnem telitett. Ennek ellenére igaz a

kovetkez§:
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4.1 Tétel. Legyen adva egy K Sperner rendszer az fi felett.

K pontosan akkor telitett, ha K 1 beadgyazott.

Bizonyitds. Tegyuk fel, hogy K egy telitett Sperner-rendszer.
Ekkor beldthatjuk, hogy K 1 definicidéja és K telitettsége
szerint K ~ bedgyazott. Forditva tegyiuk fel, hogy K " egy be-
dgyazott Sperner-rendszer, de Knem telitett. Ekkor létezik
olyan A (Acfi) , amelyre KIHA} egy Sperner-rendszer az -H.
felett. Mivel K nem telitett, tetsz6leges C-re (Cé&€K) azt kap-
juk, hogy CE£fi. Azaz fi*K. Tehé&t konstrudlhatunk egy olyan
B halmazt, amelyre A<B és KU{B) egy Sperner-rendszer az fi
felett, és tetsz6leges B' halmazra (Bob') létezik olyan
C€K, hogy CcB'. Belé&thaté, hogy BEK ~. Ez ellentmond annak,
hogy K ™ beagyazott Sperner-rendszer. Ezzel a tételt bebi-
zonyitottuk .

igy bevezethetjik a beagyazott Sperner-rendszert azért,
hogy vizsgéalni tudjuk a telitett Sperner-rendszerek antikul-
csainak halmazait. Definidljuk az alédbbi Sperner-rendszerek
miniméalis kulcsainak rendszereit, ha a telitett Sperner-

rendszerek az antikulcsok halmazainak szerepét jatsszak.

4.2 Definici6. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett.
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Azt mondjuk, hogy K tartalmazdé Sperner-rendszer, ha tet-
sz6leges A halmazhoz M£K) létezik olyan B halmaz (B€K :

amelyre B"A.

4.2 Tétel. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett. K

akkor és csak akkor tartalmazé, ha K~ telitett.

Bizonyitéds. El6szor tegyuk fel, hogy K egy tartalmazdé Sperner-
rendszer, de K ™ nem telitett. K ~ definici6ja szerint lé-
tezik olyan B halmaz (Bf(K ~), amelyre K \;{B} egy Sperner-
rendszer. Az 1.9 Tétel szerint K-hoz van olyan H lezarési
operaci6, amelyre KH=K. Ha H(B)cfi, akkor a 3.1 Lemma szerint
van olyan AEK ~, amelyre H(B)CA, mert az antikulcsok halmaza
maximalis zart halmazok rendszere. Ez ellentmond annak, hogy
K 1u{B} egy Sperner rendszer. Tehat B egy kulcsa H-nak (azaz
H(B)=fi). Egy minimalis kulcsot megtaldlé algoritmus segitsé-
gével (példaul 3.1 Algoritmus) el6é&llithatunk olyan B' hal-
mazt (B'EB) , amelyre B'EK. Viladgos, hogy K "u{B'} egy
Sperner-rendszer. Ez ellentmond annak, hogy K egy tartalmazé
Sperner-rendszer. Azaz K 1 telitett. Forditva, tegylik fel,
hogy K ~ telitett. Konnyen beldthatjuk, hogy az antikulcsok
halmaza és a teltiett Sperner-rendszer definicidoi szerint

K tartalmazo6. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 4.1, 4.2 Tételekb6l nyilvan adodik az aldbbi
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4.1 Kovetkezmény. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett.
Legyen tovdbbad Q olyan Sperner-rendszer, amelyre Q 1=K. EKk-
kor a kovetkezédk ekvivalensek egymaéssal:

(1) Ktelitett,

(2) K ™ bedgyazott,

(3) Q tartalmazo.
Beldthatdé, hogy tetszdleges K Sperner-rendszerhez KI/K 1 vagy
Sperner-rendszer,vagy nem. De ha KUK ~ egy Sperner rendszer,

akkor KUK telitett.

4.3 Definicid. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett.

Azt mondjuk, hogy K egyesitett, ha KUK 1 Sperner-rendszer.
Azaz ha Kegyesitett, akkor KUK ™ telitett.

Vildgos, hogy a 4.1 Példaban lév6 N halmazrendszer egyesitett.
Egy szukséges és elégséges feltételét adjuk annak, hogy tet-

sz0leges Sperner rendszer egyesitett legyen.

4.3 Tétel. Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett. Ekkor
K pontosan akkor egyesitett, ha tetsz6leges A halmazra (A6K)
létezik olyan B halmaz (Bé(K , amelyre AgB, ahol (K 1) ~

K ™~ antikulcsainak halmaza.

Bizonyitds. EI6szor, tegyik fel, hogy K egyesitett és AEK.
Az 1.9 Tétel szerint van olyan H lez&rédsi operédci6o az fi
felett, amelyre K =K ~. Ha H(A)=fi teljesul, akkor a H le-

zarédsi operéaci6 definicidéja szerint van olyan C halmaz
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(CéK w8, amelyre CCA. Ez ellentmond annak, hogy K egy egye-
sitett Sperner-rendszer. Tehat H(A)"t. A 3.1 Lemma szerint
az antikulcsok halmaza a maximalis zart halmazok rendszere.
Ezért H(A)-hoz létezik olyan B halmaz (Bé(K , amelyre
ACH (A)CB.

Forditva tegyuk fel, hogy tetsz6leges A halmazra (A£K)
van olyan B halmaz (BE(K N), amelyre A?B.
Legyen T={Bf(K N JAEK:A<B}. Belédthatdo, hogy tetszéleges
P Sperner-rendszerhez ha DéP, akkor vagy P ~V{D} egy Sperner-
rendszer, vagy létezik olyan C halmaz (C€P , amelyre C~D.
Vildgos, hogy AcB miatt és K » definicidéja szerint tetsz6-
leges S halmazhoz (SEK ™) TU{S} egy Sperner-rendszer. Ezért
Kd{S} is egy Sperner-rendszer. Azaz KdK ~ egy Sperner-
rendszer. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
Vildgos, hogy ha Kegy egyesitett Sperner-rendszer, akkor K-1 és (K-1)

nem telitett Sperner-rendszerek.

4.2 Példa. Legyen n={1,2,3,4,5} és K={(1,2,3),(2,3,4)}.

A 3.4 Algoritmus segitségével azt kapjuk, hogy
K-1={(1,2,4,5),(1,3,4,5), (2,3,4)} és

(K"1)"1={(1,2,3,5) , (1 A5 ,(1,4,3),(3,4,5) ,(1,2,4) ,(2,4,5)}.
Vilagos, hogy K egy egyesitett Sperner-rendszer, de K ~ nem
egyesitett, mert (1,4,5)f(K 1 és (1,2,4,5)€ K1 (azaz

K ~U(@ ~~ nem Sperner-rendszer az 2 felett.)
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4.4 Definicido. Legyenek K" K2 két Sperner-rendszer az n
felett. Azt mondjuk, hogy a valédi telitett Sperner-
rendszer, ha K telitett Sperner-rendszer, és ha A€K”, akkor

AEK2 (azaz K1dK2=0) .

4.2 Megjegyzés. Konnyen beldthatdé, hogy ha K~ K2 Sperner-
rendszerek, akkor K”u” vagy Sperner-rendszer, vagy nem.
Vildgos, hogy ha K7i® Sperner-rendszer, akkor K~ K2 va<3Y
telitett vagy nem. Ha K"Ok2 telitett, akkor el6fordulhat,
hogy KijflK2 ~0 vagy K"AK2=0. Ez utébbi a valdédi telitett
Sperner-rendszer.

Vildgos, hogy ha K egy egyesitett Sperner-rendszer, akkor

KOK valédi telitett.

4.4 Tetel. Legyen adva egy K sperner-rendszer az i felett.

Ekkor KUK 1) 1 nem valdodi telitett Sperner rendszer.

Bizonyitds. Nyilvadnval6, hogy K ~ egy Sperner-rendszer. EIG-
szOr vizsgaljuk az els6 esetet: K " telitett. Ekkor a 4.2
Tétel szerint legyen TA={BtK ":9A£K:BfA}, a 4.1 Tétel

szerint pedig legyen T2={BEK ~ :3CE(K "*:CEB}. Konnyen belét-
hat6, hogy T~0 és T270. Tegyuk fel, hogy T7)T2=0. Ekkor

K 1 definici6ja szerint van olyan C-~(C"é(K NLoamelyre
T2U{C1> egy Sperner-rendszer. Ez ellentmond annak, hogy K *
telitett. Tehat TAT270. Azaz KO(K N nem Sperner-rendszer
az -0. felett. Vagyis KU(K N nem valdédi telitett Sperner-

rendszer .



Most vizsgéaljuk a méasodik esetet:

4.2 Tételhez hasonldan

(CE(k

)

amelyre ACC. Tehat K<J(K

Sperner-rendszer. Ezzel

rendszer,

Kii(K w8 ~telitett

4.5 Tétel.

ahol

Bizonyitadas. A 4.1 Példa

miatt

(3).
Tétel

Beldthatt,

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)

de adunk olyan példékat,

vagy K telitett, de K™ nem'telitett,
vagy K telitett,

vagy K beéagyazott,

vagy
vagy
vagy
vagy
vagy

Q-1=K.

K

K
K
K
K

hgoy Kd(K 1) 1 nem valddi

bedgyazott,
tartalmazg,
tartalmazé,
egyesitett,

egyesitett,

ebben a példéaban

A 4.2 Példa miatt
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létezik olyan A (AtK)

a tételt

Sperner-rendszer.

szerint

K1 nemttelitett. Ekkor a

és C halmaz

N nem valédi telitett

bebizonyitottuk.

Létezik olyan K Sperner-rendszer,

de Q nem telitett,

telitett Sperner-
amelyek megmutatjak, hogy

Ekkor KO(K ~O .

amelyre

de KA nem bedgyazott,
de Qnem beédgyazott,
de K1 nemtartalmazé,
de Qnem tartalmazd,
de K nem egyesitett,

de Qnem egyesitett,

kapjuk (l)-et. A 4.1 Tétel

(K ™ 1 nem beédgyazott, tehat igaz

kapjuk a

szerint Q tartalmazé6, ahol

ha K tartalmazé,

példaban

mazo.

akkor

K ™ is tartalmazé.

levd K Sperner-rendszer

Ezért a 4.2 Tétel

szerint

(7)-t. A 4.1

Példaban a 4.2

Q *"=K Tegyluk fel, hogy

tartalmazé,

K™ telitett.

Ekkor a 4.1

mert Q tartal-

Ez ellentmond
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a 4.1 Példanak. Tehat igaz (5). (2)-re érvényes az alabbi
bizonyitas:

Legyen K egy Sperner-rendszer az fi felett. Jeldlje
K'-K és K az olyan Sperner-rendszert, amelynek antikulcsa-
inak halmaza KR * (n*2). Viléagos, hog3€njaz fi, feletti Sperner
rendszerek szadma véges (legfeljebb 22 ). Masrészt, K és K'1
halmazok egyértelmien meghatdrozzak egymaést és KrtK "*'=0.
Ezért létezik olyan m természetes szam (2<m<22"ai), amelyre
Km=K és Km 1=K ~. Most tegyiuk fel, hogy ha K telitett, akkor
Q (Q ~-K) is telitett. Ekkor nyilvanvalé, hogy v/p:KA (24pam)
is telitett. Azaz K1 telitett. Ez ellentmond annak, hogy a
4.1 példaban 1évé K ~ nem telitett. Tehat létezik olyan K
Sperner-rendszer, amelyre K telitett, de Q nem telitett. A
fenti bizonyitdshoz hasonlé moédon igaz (4), (6) és (8). Ezzel

a tetelt bebizonyitottuk.

4.3 Megjegyzés. Legyen adva egy K Sperner-rendszer az fi
felett. A 3.4 Algoritmus segitségével ellendrizhetjik, hogy

K telitett-e, tartalmazd-e vagy egyesitett-e.

4.2 A k-elemid minimalis kulcsok rendszerei

Szdmos dolgozat [41], [44] becsuli az adott Sperner-
rendszert reprezentdld minimalis reldcidk sorainak szadmat

speciadlis esetekben. Jeldlje L™ az fii n-elemii halmaz 06sszes
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k-elemi halmazainak rendszerét.

Az 1.9 Definicié szerint legyen s(K)=min(m:K=KR, |R|=m,R
az fi feletti reldci6}. Azaz s(K) a K-t reprezentalé minimalis
relacié sorainak szédma. Legyen F~*n)=max{s(K) :KCL", |n|=n}
(Lasd 1.18 Tételt j. [44]-ben vizsgéaltdk az s(L”™)-kat.

Ebben a részben a nagy s(K)-kat becsiljuok. Nyilvdn F|n~=2.

4.5 Definicio. Legyen N a természetes szdmok halmaza

Definidljuk 72~.1 *N N figgvényt igy:

n
2k-1 2k-1
k-1 ha n=0 (mod (2k-1)),
L— 7-i

f (n) i 2k-1
2k- vkl X ha nEp (mod (2k-1)) és lapak-1

i 2k-1
\ k-1 ha nEp (mod(2k-1)) és kapa2k-2

és fg]k_z, N\ N figgvényt a kovetkez6képpen

n
/ (2k—2j 2k -2
k=1 / ha nnO (mod(2k-2)),
(G
in) [ 2k=2 ) (2k=2+p
f2k—2 4 \ R=1\+ ) e Kk—l ha nEp (mod(2k-2)) és ISpak-1,

"2k-2 \[.L_O_I:TL] p >

\ k=1."' % (k—l ha nEp (mod(2k-2)) és kapéa2k-3

Vildgos, hogy 2k-1 és 2k-2=n.

Legyen n=(a1,...,an} és m. el/n YW az fi particiodja,
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ahol m= [27_j] és [iJi |=2k-1 (l&diam). Legyenek
K={B:|B|=k, Bgfix, valamely I } ha |wW|=0,
K={B: |B|=k, Bguzx (valamely i: laiam-1) , vagy Bcfi*Wj ha l&|w|&k-I,
K={b: |b|=k, Bcnzx (valamely i: laidm), vagy BoW} ha ka|w|a2k-2.
Koénnyen belathatdé, hogy K egy Sperner-rendszer az fi felett
és K_1={A: IA)fi . 1=k-I, V1} ha |w]|=0,
K_1 ={A: IAAfii |=k-I(v'i:laidam-1) és |A)(fimvW) |=k-1} ha la|w|ak-1I,
K~ ={A: IA/"Nfi*|=k—t(vi:laidm) és |Anw|=k-1} ha ka&|W|a2k-2
Vilagos, hogy fa2k-1 =IK "N
Analég médon legyen fi=fi.,ju. . . JfimdW az fi particidja, ahol
m= [——-—] és jfi.l=2k— (v'iildiam).

2k -2 1
Legyenek K={B:|B|=k, BCfix, valamely i ) ha |w|=0,
K={B:|B|=k, BCfi. (valamely i:laiam-1) vagy Bcfi"uW} ha la|w|ak-I,
K={B:|B|=k, BCfi~ (valamely i:lgiam) vagy Bcw} ha kéa|W|a2k-3.

Kdonnyen beldthatdé, hogy f2k-2 =IK | és nyilvanval6, hogy

/2k-2 '\ 2k -2
} > f<E>
S R
Az 1.13 Tétel miatt és az F~(n) definicidja szerint azt
kapjuk, hogy

Fkn> * V2f2k_2 (n> R~ ) [2k?I1

Most finomabban becsiljuk F*. (n)-t.
Nyilvanvaldé, hogy mindig konstrudlhatunk ilyen K Sperner-

rendszereket.
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4.6 Tétel. Legyen n=(a”™,...,a }. Ekkor Ha neO(mod(2k-2) (2k-1)),

akkor f2k-1~ >f2k-2~ * Ha fix~ljuk k-t>akkor

lim f2k -1(n|
n+” fa2k-2(n)

Bizonyitas. Ha k=2, akkor konnyen beldthatdé, hogyVn:f3a(n ) 2(n),

ha n=6 vagy n*8, akkor f2(n)>f2(n).

n n
k- 2k -1 ok - 2k -1
k-1
leheti F=
n n
k-2 K2 Fokq n (2k-2) (2K-1)
k-1 .
V k-i [/
. N «r:|
Tudjuk, hogy n!=Y2Trn (—) e , ittt O<On<l.
igy
n n
2k -1 2k -1
2k -1
E A =F
On n n
12(2k-2) | (2k-2) (2k-1) 24 (k-1) 1(2k-2) (2k-1)
n
V* (k-r) x2 2k-H \ Va(le-T7

2k NN W B N2 A AMTK-1A 24(k-l) A

Hno (- 4 )A f | miatt

T220ir <2’y 4 orocH),- - | ) - afcr )

24(k-1)
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Beldthaté, hogy ha k=3, akkor ~-2 ~ In 24
6s ka4, ekkor A In(Tr(k-1)) - 2 (k-1) >1* Tehnt

2k"2 (2 In (*(k-1)) " 24 (k-1) 2k-1  >0* Azaz ha
n=0 (mod(2k-2) (2k-1)), akkor f2k-I*n~> f2k-2*n"'
Most legyen n tetszdleges természetes szdm, k rogzitett.

Ekkor létezik olyan M szam, amelyre 0<M és

2k-1+p p 2k—2+P) (D )
k-1 (k-l) k-1 (%1
<M, < M, <M és
o) k-1 2 k=2
<2k-l> 2k-1 2k=2 ) 2k-2
k-1 k-1 k-1 k=1
Lathatd, hogy In F =+ » miatt B> . Azaz
n -e« n->°°
. f2k-1 ) . ; .
lim = o = o (kénnyen belathatdé, hogy ez k=2-re is igaz.)
fak-2

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 4.6 Tétel és 1.13 Tétel szerint nyilvan igaz az aldbbi:

4.2 Kovetkezmény. Legyen fi={a™,...,an} és L™ az fi 6sszes
k-elemi halmazainak rendszere.
Legyen tovdbb& F~(n) = max | s(K):KCL”, |fij=n}-

Ekkor Fk(nm)a V2 f2k-1~ *
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4.4 Megjegyzés. A 4.6 Tételben legyen k=2. Ekkor azt kapjuk,
hogy n-l14|K|an+l ¢és f3(n)>3 , ahol |n| =n. Azaz |k 11>34 *
Tehé&t mindig konstrudlhatunk olyan példat, amelyben K
elemeinek szdma (a minimalis kulcsok szama) legfeljebb

n+2, de K " elemeinek sz&ma exponencialisan figg |fi|-tol.
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