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1v.

Bevezetés

A cluster analizis a tobbdimenzids statisztikai moédszerek egy
viszonylag Gjkelet(i aga. Altalaban gyakorlati eszkoznek tekintik,
ami  Osszeflggések Teltarasat segiti el6. Az irodalomban csak
kevés példa talalhato a feladatok matematikai igényességl targya-
lasara (Anderberg [23, Sneath [1023, Cormack C171, Everitt [263,

stb.).

"A matematikai érdeklddésre kozvetlenil szamot tartdé eredmények
altalaban valamilyen klasszikus, régota kutatott terilethez kap-
csolédnak, mint példaul a valdszinlségszamitas (MacQueen [803,
Hartigan [423, Pollard [863, stb.), a véletlen grafok elmélete
(Ling [753, [763 stb.), a kombinatorika és grafelmélet (Matula
[823). A miszaki alkalmazasok kozil kiemeljik a kvantizalasi
problémakort (Zador [1123, stb. ) és az ehhez kapcsoldéd6é geomet-
riai problémakat (Fejes Toth [283, Heppes és Szisz [433, Gray és
Kamin [363).

A cluster analizis mély matematikai kérdéseket is napvilagra hoz.
A tényékhez tartozik, hogy ezeket gyakran nem koézvetlenil cluste-

rezési kérdéseknek tekintik, hiszen megfogalmazasuk mas terilet
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terminolégiajat hasznalva altaldban egyszeribb és tanulsagosabb.
A disszertaci6 a clusterez6 modszerek egyik legfontosabb oszta-
lyanak, a hierarchikus cluster struktiradknak a leszaulal asi

s =z

problémajat oldja meg (aszimptotikus értelemben).

A disszertacio masik fontos vizsgalati iranya a gyakorlati szem-
pontbdl nem elhanyagolhaté algoritmikus és bonyolultsagi kérdése-
ket targyalja. Ezek kozil els6 sorban a kovetkezd problémat
vizsgaltuk: hogyan lehet az altalanos esetben l1ényegében csak
teljes kereséssel megoldhatd problémakat kozvetlen vagy kozvetett
moédon ésszeril, de legalabbis polinom i1d6ben futtathaté problémara

o=

egyszerl(lisiteni.

Az egyszerilség kedvéért a kovetkez6 modellt hasznaljuk: a clus-
terezenddé mintat egy sulyozott éli teljes graffal irjuk le. A
mintaelemeknek a graf csicsai felelnek meg, az élek sulya
(hossza) a megfigyelések kozotti "kilonbdzbség" nagysagat mutat-
ja. A clusterozas célja az, hogy megadjuk a graf cslcsainak
valamilyen optimalis partici¢jat. Az egyik vizsgalati irany a
kritériumfliggvény szerint vett optimalis clusterezés keresését

tlizi ki célul. Ekkor valamilyen, a clustereken értelemezett Tlgg-

vény értéket kivanjuk minimalizalni a megfelel§ particio
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keresésével.

A clusterekkel kapcsolatos homegenitasi kritériumok kozul a k6-
vetkezd harmat targyaljuk: megadhato-e, illetve ha igen, akkor
hogyan adhaté meg olyan k-particionalds, hogy
1. minden osztalyon belili tavolsag kisebb a kulonbozé
osztalyb6l vett pontparok minimalis tavolsaganal,
2. a kulonbdz6 osztalybol vett pontparok minimalis tavol-
saga maximalis legyen az Osszes k-particionalas kozott,
3. az azonos osztalybdl vett pontparok maximalis tavolsaga

minimalis legyen az 6sszes k-particionalas kozott.

A 3. fejezetben a kombinatorika, az algebra, a véges topoloégikus
terek elmélete és a cluster analizis egy ko6zos kérdésére adunk
valaszt: meghatarozzuk a hierarchikus cluster strukturak szamat,
illetve ennek szimptotik.us nagysagrendjét. Ez a szam azonos a
particiohalé nem feltétlenil maximalis 0-1 lancai szamaval és az
n elemen értelmezett lIényegesen kilonbdz6 ultrametrikak szamaval.
El6szor a 3 feladat ekvivalenciajat bizonyitjuk, majd megoldjuk

a leszamlalasi feladatot.

Minden hierarchikus cluster struktira az alaphalmazon értelmezett

particiohaléban egy lancot hataroz meg és forditva. A hierarchi-
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kus cluster strukturakat n. dendrogranmal szokds reprezen-
talni. Ez egy specialis gyokeres, szamozott levell fa, amelyben a

cslicsokhoz szintszamok vannak rendelve.

Tudomasunk szerint Schadert6l szarmazik az az észrevétel, hogy
egy n-elemid halmazon értelmezhetd kilénbdz6 ultrametrikak szama
megegyezik az Eq(n) particidhalé nem feltétlenil maximalis

lancainak a szamaval.

Ha a Kruskal-algoritmust ugy modositjuk, hogy egy lIépésnek te-
kintjik azokat a lépéseket, melyek soradn azonos hosszusagu éleket
veszink az erd6hdoz, akkor jol lathaté ennek az eljarasnak az
univerzalis jellege: minden hierarchikus clusterezés reprodukal-

haté a médositott Kruskal-algoritmussal.

Megjegyezziikk, hogy TFTontos strukturak szamanak meghatarozasahoz
mashol is szikség van valamilyen specialis haloban a nem Tfeltét-
lenil maximalis lancok Osszeszamolasara (l. 3.1.7. tétel). Ben-
der CB] 1974-ben altalanos modszert is megadott a nem fel-
tétlenil maximalis lancok szama aszimptotikus nagysagrendjének
meghatarozasara un. binomialis posetekben. A particiéhaldé azon-
ban bizonyos szempontbél a legbonyolultabb halé (pl. a FTudlak-

Tuma tétel szerint minden véges hald beleagyazhatd) és nem
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elégiti ki a ‘"binomialis poset"” kritériumat.

A leszamlalasi  feladatban jeldlje Z(n) az n-elermnli halmazon
értelmezett Eq(n) particiohalo nem feltétlenil maximalis 0-1
lancainak a szamat. A Z(n) meghatarozadsa a egy rekurzidra vezet
(3.2.2. allitas). Ennek kiértékelésével kapjuk a fejezet legfon-

tosabb eredményét (3.2.3. tétel):

Tétel. Létezik olyan C” és C_ pozitiv konstans, hogy
cC £ zZ(n)/f(n) ~ C ,
1 (n)/7f(n) 5
-n -1-(In 2)/3

2
ahol fh) = (i) @ In 2) n (In a természetes

logaritmust jeldli).

A 3.2.2. allitasban Z(n)-re megadott rekurzidét nem tudjuk ponto-
san megoldani, de taldlunk egy olyan sorozatot, amely elegendéen
Jo kozelitéssel kielégiti. Ezen eljaras eredményessége a Babai
Laszl6tol szarmazé altalanos segédtételen (3.2.6. lemma), illetve

a 3.2.10. kovetkezményen malik.

Ezen altalanos eredmény al kaimazhatdésagahoz a masodfaju Stirling-
szamokat elég tag hatarok kozott elég pontosan kell becsiulnink,

Hsu 1451 korlatos k-ra aszimptotikus sorfejtést adott S(n,n-k)

1/3-£
n

ra. Nekunk™ "~ a =~ "T-K- (ahol £. tetsz6leges kicsi pozitiv
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szam) tartomanyban \F k-ra kell az S(n,n-k) mennyiségre
. 6 2 - o _
becslést adnunk. Ezt O(k /n ) relativ hibaval oldjuk meg

(3.2.8. lemma).

o

Az el6z6 tétel természetesen veti fel azt a kérdést, hogy Iléte-
zik-e a lim Z(n)/f(n) hatarérték. Ezt igazoljuk a 4. fejezet-

ben (4.1.1. tétel)

Tétel. A kovetkezd hatarérték létezik

lim Znh)Y/f(nh) = C,
n —>00

ahol a C egy pozitiv konstans. (A C konstansra numerikus

szamitdsok a C K 1.1 becslést sugalljak.)

A  bizonyitas céljabol egy donmagaban is érdekes altalanos konver-

gencia kritériumot (4.1.2. lemma) vezetink le.

Az 5._fejezetben a cluster analizis algoritmikus és bonyolultséagi
kérdéseit vizsgaljuk. Az altalaban nehezen kezelhet§ problémak
inputosztalyait igyekszink kildénb6z6 médon uGgy szikiteni, hogy az
igy adédo részproblémakat mar polinomialis i1d6 alatt [lehessen

megoldani.



Nem hierarchikus clusterezés soran valamilyen roégzitett A-ra
keresiink egy optimalis clusterezést. A fejezet T8 eredménye egy
(kritériumfliggvény szerinti optimum keresést kit(dz6) nem hierar-
chikus clusterezési problémarél mutatja meg annak polinomkor latos
voltat. (Ez a probléma tartalmazza az un. legkisebb négyzetes
clusterezési problémat.) A kritériumfiggvény alkalmas megva-

lasztdsaval, implicit médon a particiok geometriai struktirgjara

kotink ki feltételt.

-Definic

o

- Az S=Cx ,

1 »---5X JFCIRm pontok konvex k-parti-
n

NX

N

hl
N

n olyan k-particionalast értink, ahol az osztalyok konvex

burka diszjunkt.

Legyen az T egy szigoruan monoton névé, Folytonos Figgvény. Az
m , m
S:Cxl,---,xrs—a*R halmaz f-centrumdnak azt a q £ R  pontot

nevezzik, amelyre az S-nek a g-ra vonatkoz6 f-nyomatéka, azaz az
r

osszeg minimalis. A megfelelé 6sszeget az S halmaz f-centralis
nyomatékanak nevezzik.
Legyen

particidja. E partici6 f-nyomatékdn a particié osztalyain

k
vett f-centratis nyomatékok W(f,S,CS_i).i_I) Osszegét értjik.
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N

s

Ezt az értéket kivanjuk minimalizdlni S 0sszes k-particidja

kozott, tehat keressik azt a k-particiot, melyre

Az ilyen k-particidkat nevezzik f-optimalisnak.

Az rn-dimenzids tér n pontjat altalanos helyzetliinek nevezzik, ha
barmelyik m, vagy kevesebb elemi részhalmaza linearisan flggetlen

rendszert alkot.

A Tejezet T8 eredményét fogalmazza meg a kovetkezd (56.3.2. tétel)

Tételm Ha f szigortan monoton nové, folytonos Ffiiggvény és
’_ m 7 7 e 7 e -
Sv_ R altalanos helyzetli pontok véges halmaza, akkor rodgzitett

k és m esetén S egy f-optimdlis k-particidja polinom id6ben

megtalalhatd. (Az igy adoédo f-optimalis k-particié konvex lesz.)

A megadott algoritmus sajnos gyakorlatilag csak nagyon Kicsi m

és k értékek mellett futtathatd.

A tétel bizonyitdsa azon az észrevételen (56.3.4. allitas) ala-
pul, hogy n pont konvex k-particoinak szama lényegesen kevesebb

az Osszes k-particié szamanal: «-t6i csak polinomialisan figg,
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midin a k és m rogzitett.

Felvetddik az a kérdés is, hogy mi torténik akkor, ha a probléma
k wvagy n, illetve mindketté paraméterét az input részeként
vizsgaljuk. Sajnos, egyik esetben sem tudjuk a valaszt, de azt

sejtik, hogy mindegyik probléma NP-nehéz.

Az el6z6 allitas [63] 1ismeretében Hardy és Rasson [38] 1982-
ben a kovetkezd clusterezési kritériumot vezették be: keressuk
azt a konvex k-particiot, amelyre az osztalyok altal meghataro-
zott konvex burkok tér fogatosszege minimalis. Egy dinamikus prog-
ramozasi moédszert javasoltak az optimum keresésére, amely csak Kk

és » rogzitése, illetve az egydimenzidos esetben pol irtomkor latos.

E cikk hatédsara 1985-ben ugyanezt a problémat vizsgalta Krivanek
és Moravek: [56], de a k-1 az input részeként tekintették. Ered-
ménylk szerint a megfelel§ dontési probléma NF"-tel jes minden

rogzitett m-2 esetén.

A fejezet tovabbi részében a bevezetésben megfogalmazott 1. és 3.
kérdésekkel foglalkozunk. A 3. probléma (a '"leghomogénabb clus-
terezés" keresése) vizsgalatdhoz el8szor a 1T5(k) problémaval

foglalkozunk. Lehet-e az megfigyelési pontokat k osztaly-
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ba particionalni olymédon, hogy az azonos osztalybeli megfi-
gyelések - a clusterezési probléma tavolsagfiiggvényével mérve -
egy eldre adott konstanst nem meghaladd tavolsagra legyenek egy-
mastol. Az osztaly legtavolabb es6 pontparjanak tavolsagat nevez-
zik a cluster atméréjének. Az egyszeriliség kedvéért Teltesszik,
hogy mind a konstans, mind a tavolsagok nemnegatlv egészek. A
""leghomogénabb clusterezés'" keresésének altalanos problémaja NP-
nehéz. Hochbaum és Shmoys [44] kozelitd algoritmust adtak meg
1984-ben. Mi a pontos megoldast keressik metrikak specialis osz-

talyaira.

Kénnyen lathatdé, hogy ultrametrikakra ez a kérdés polinom id6ben
megoldhato. Ennek az észrevételnek a metrikak egy I1ényegesen
tdaabb osztalyara vald kiterjesztése a fejezet masik T6 ered-

ménye. Ennek bemutatasara szikségink: van néhany definiciora.

Definicio. Egy sulyozott ¢éli teljes graf szintgrafjain azokat a
stulyozatlan éld részgrafokat értjik., amelyek Ugy keletkeznek az
eredeti grafbol, hogy csak azokat az éleket hagyjuk meg, melyek
hossza egy adott szamnal nem nagyobb, pl. a ~-szintld részgraf

élei pontosan azok lesznek, melyekre d(i,j)-?i.

Ezek szerint a TT_(k) probléma ekvivalens a kovetkezével: jelolje
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R az adott kiszdb szamot. Létezik-e az R-szinthez tartozd szint-
grafban a csucsoknak eay olyan Cvl,VZ,...,Vk} particidja, a
melyre minden Vl (G=1,2,...,k) a graf teljes részgrafjat fe-
sziti. Ha a tavolsagértékeket a (0,1) halmazra szikitjuk e,
akkor a kérdezett kiikk-partici6 létezése ekvivalens a megfelel§

graf komplementer grafjanak a k-szinezhet8ségével. Tehat a k>2

eset tartalmazza az NP-teljes 3-szinezhetfség problémajat, Igy
nyilvan I’J5 (@ 6 P (azaz polinom id6ben megvalaszolhatd), mig

TTU(I<> € NP-teljes, ha k>2.

Bevezetink egy tavolsaqfiggvény osztalyt, az Un. Ta-szer( metri-
kdk osztalyat (56.4.6. definicid), és megadunk egy polinom ideji
algoritmust az ilyen tdvolsagokra megszoritott 'F™ probléma meg-

oldasara (5.4.7. tétel).
Tétel. Pa-szer(i metrikara V (azaz polinom i1d6ben megvala-

szolhatdo a 7¥' (K olyan formaban is, hogy a k-1 el6re nem

rogzitjuk, hanem az input részeként tekintjik).

Az algoritmus Iényege az, hogy a problémat bizonyos perfekt
grafok kiszinezésére vezetjuk vissza. Elegend6 ugyanis a szint-
grafokkal Tfoglalkozni és fa-szer( metrikéara a teljes graf mind-

egyik szintgrafja perfekt graf. A i]s (k)-ben tekintett altalanos



grafszinezési probléma perfekt grafokra  Grotschel, Lovasz,
Schrijver [37] egy az ellipszoid médszert felhasznaldé algoritmu-
sa révén polinom idében megoldhaté. A nekink szikséges specialis
esetben elkerilhetd az ellipszoid modszer hasznalata, hiszen a
szintgrafként adodd specidlis perfekt graf illetve komplementere

egyszerlien szinezhetf.

Az 1. ('homogenitasi') kérdést fogalmazza meg a |Té<k) dontési
probléma: egy n-pontu sulyozott éll grafnak létezik-e olyan k-
osztalylu particionalasa, amelyben az azonos osztalybeli pontok
kozotti  tavolsagok maximuma kisebb a kilonb6zd osztalyokbol vett
pontok minimalis tavolsaganal.

A kérdés szorosan kapcsolédik a clusterez6 eljarasok o¢sszehason-

lltasat lehetévé tev6 - az 5. fejezetben T8 vonalaiban ismerte-
tésre kerilé - 0n. megengedettségi osztalyozasahoz.

Az el6bbi kérdésre az igen valaszt kozvetlenul bizonyité k-
particiot nevezzik kompakt szeparaltnak. Ha a kiills6 és bels6
tavolsagok egyenléségét is megengedjik, akkor beszélink jol
struktirait k-particiokréol. Nyilvanvalé, hogy egy kompakt sze-
paralt k.-partici6 azt jelenti, hogy az eredeti grafnak [létezik

olyan szintgrafja, ami Kk cslcs- és él-diszjunkt tel jesre esik:
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A single linkage eljaras kompakt szeparalt megengedett (5.4.9.
allitas), ezért a 110 probléma megvalaszolasara a Kruskal-algo-
ritmus alkalmas. Az ultrametrikus tulajdonsag mar biztositja jol
strukturait k-particionalasok létezését (5.4.3. Allitas), sot
ekkor jol jellemezhet6k azok az inputok, amelyek (k-t6l TFigget-
lendl) pozitiv valaszt adnak a TT~ problémara (5.4.10.

allitas).

A 6. fejezetben kitériunk arra a kérdésre, hogyan lehet verifi-
kadlni egy graf feszitofijaroi, hogy minimalis feszitéfa (MFF); -
hogyan tesztelhetd a graf éleinek egy részhalmazarol, hogy kie-
gészithet6-e MFF-va, illetve a cslUcshalmaz egy particdja eléall-e
a feszitberd6 komponenseként a Kruskal-algoritmus futtatdsa
soran. Megadunk egy egyszer( strukturat, amelynek segitségével a
MFF egy viszonylag nagy részgrafja megkonstrualhaté. Ez a struk-
tdra lényegében az '"all nearest neighbor" probléma (Shamos C1001)
megoldasakor adédik. Tekintsik ugyanis az uUn. legkdzelebbi szom-
szédsagi vagy roviden NN-grafot, azaz amelyikben minden csulcsot
valamelyik legkdzelebbi szomszédjdba mutato éllel kotink Ossze.
A  6.4.13. tétel biztositja, hogy parallel szamitasokkal (bi-

zonyos esetekben a Frim-Di jkstra és a Kruskal-algoritmusnal



hatékonyabban [1]) megadhaté a MFF éleinek legalabb fele:

Tétel . Tetsz6leges tavolsagmatrix esetén a 6 *: (,E *)
iranyitott NN-graf barmely iranyitatlan, egyszer(i és kormentes
Glz(Vl,E ) részgréfjéhoz talalhato a Gl—t tartalmazé minimalis
feszit6fa. Ha a graf maximalis abban az értelemben, hogy
tovabbi él hozzavétele a kdrmentesség Teltételét sértené, akkor a

G" egy legaldbb n/2 éld erdd.

Végil a 6.4.7. allitasban az ultrametrikdk egy a szokéasostol
eltéré geometriai jellemzését adjuk meg.

A 6. Tejezetben ismertetjik azokat az eredményeket (Shamos és
Hoey [101], Toussaint [1051, Brown Cili), amelyek a disszertacio-
ban részletesen targyalt két latszolag teljesen flggetlen modszer

kozos algoritmikus gyodkerére mutatnak ra.

A zard fejezetben a clusterezésekkel kapcsolatos statisztikai
problémakkal foglalkozunk. Az ilyen jellegl vizsgalatok célja az,
hogy statisztikai modszerrel is alatamaszthassuk a clusterezés
eredményét. A kérdéskorben sziletett eredmények aszimptotikus
jellegliek, igy kozvetlen hipotézisvizsgalatra nem alkalmasak.

A 7.3.3. tételben Lengyel és Ruda ([611, [62]) egy elég alta-

lanos eloszlascsaladban lényegében megvalaszoltak a (7.3.4)-ben



definialt V(A;F<2) specialis kvantizalasi veszteségre a kovetke-
z6 problémat: mekkora az optimalis veszteség aszimptotikus nagy-
sagrendje, midén a csoportok k szama tart a végtelenhez? Zador
Cl 12] kezdte el vizsgalni azt, hogy ez hogyan fugg az
eloszlastol . Bucklew és Wise C121 19B2-b6l szarmazd cikke a

kordbbi eredményeket altalanositotta.



is. Cluster analizis

1.1. A cluster asl.izi s feladata

A klasszifikidci6o a tudomanyos Togaiomalkotas egyik fontos

moédszere: dolgok absztrakt fogalmakkal tortén6 meghatarozéasanak,

megnevezésének és megkilonboztetésének, lényeges és lényegtelen

szétvalasztasanak az eszkoze, ani  a dolgokkal kapcsolatos

kozléseket is megkdnnyiti. Ezt tekintik a tudomanyos gondolkodas

egyik legbsibb elemének. A tudomanyagak szétvalasanal és az egyes

agazatok Tfejl6édésében is fontos szerepet jatszott a klasszifika-

ci6. Kulondsen jelentfs az a hatas, amit a biologiara és a zoolo6-

giara Tejtett ki és aminek egyik cslUcspontja a Darwin-féle

fejloédéstorténet. Megemlithetjik a Mengyelejev-féle periddusos

tablat is, ami forradalmi valtozast hozott az altalanos kémiai

gondol kodasban.

A clusterezés a klasszifikacio egyik aga. Els6sorban bonyolult

Jelenségek megértését és megmagyarazasat segitdé moédszernek tekin-

tik, de 1d6nként az Uj Osszeflggések Teltarasa nyoman a fogalom-

alkotast is tamogatjak vele.

A szamitoégépek kapacitas-novekedését koveti az cluster analizis



alkalmazasi lehet6ségeinek a kére. Ennek nyoman az utébbi évti-

zedben érdekes eredmények szilettek pl. az orvostudomany (pl.

Tusnady C10B1), a mez6gazdasag (pl. Jansen, Bethlehem 1481), a

tarsadalomtudomany tertletén (pl. Kolosi, Lengyel 1541), stb.

A jelenség leirasadhoz megfigyeléseket végeznek. A megfigyelések

kvantifikalasa alatt bizonyos jellemz6k valamilyen skala szerinti

mérését (pl. suly, magassag, stb.), masok véges sok kategoériaba

sorolasat (pl. szin, nem, stb.) értjuk.

Tobbnyire feltesszik, hogy a vizsgalt jelenségek leirhatok az

dimenzidés euklideszi térben, és a jelenségek realizacidi kozotti

kilonbségek mérésére a - megfigyelt P mintaelemet reprezentald

pontok kozott euklideszi metrikaban illetve ennek egyszer(

fuggvényeivel mért tavolsagok alkalmasak.

A koordinatarendszer dimenzidja és a koordinatak (skalak és kate-

goriak) megvalasztasakor a teljességre vald torekvésnek és a

gyakorlati megoldhatdsag szempontjabdl karos redundanciak Kkiki-

szobolésének egymassal ellentétes hatasat kell 0Osszehangolni. A

kil6nb6z6 szempontbol torténd elemzések sordan szikséges lehet

egyes koordinataknak a fontossaguk szerinti kiemelésére illetve

elhagyasara. Ha a megfigyelések valamilyen "tdébbdimenzids normalis



eloszlast kovetnek, akkor az egyes komponens valtozoknak a toébbi-
hez viszonyitott 'természetes fontossagat” illetve 'redundan-
cigjat” figyelembe vehetjik az eredeti valtozdokra végrehajtand6-
fékomponens analizis segitségével. A Taktortérbeii koordinatak
euklideszi tavolsaga az eredeti adatok un. Mahalanobis-féle
tavolsagat adja. Ez invarians az adatok tetsz6leges nem szingula-
ris linearis transzformacidjara, igy egy koordinatarendszer Tig-
getlen tavolsaggal szamolhatunk.

A redundanciak kiszlirésének egyéb lehet8ségei kozil megemlitjik
még a - fTb6komponens analizis altalanositasanak tekinthetf -

kanonikus korrelacidanallzis mddszereit (Tusnady [1073, Lengyel

[643, [663, [723).

LiZ. A cluster analizis problémai és modszerei.

A cluster analizis alkalmazasa a gyakorlati problémat megfelelBen
leiré modell megalkotasaval kezd6dik. Ezt a modell elemzése, a
kitlzott feladatot a gyakorlatban is megoldani képes algoritmusok
keresése és ezek esetleges tovabbi vizsgalata (implementacio,
konkrét tapasztalatok) koveti. A modell elemzése f6leg szakmai
jellegl kérdések megvalaszolasat igényli, els6sorban azzal kap-

csolatosan, hogy a modell mennyire alkalmas a nehezen megfoghato-



bels§ oOsszefiggések - gyakorlati célnak tekintett - feltarasa-

ra.

Az alapfeladat az, hogy valamilyen értelemben homogén csoportokba

soroljuk a megfigyeléseket. Annak megfelel6en, hogy a keletkez§

cluSterek halmazelméleti, metrikus, esetleg grafelméleti értelem-

ben milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek, valamint, hogy az eze-

ket produkaldé algoritmus milyen uton, milyen optimalizaldsi kri-

tériumok segitségével vezet a csoportositashoz, osztalyozhatjuk a

kil6nbdz6 clusterezési algoritmusokat. A médszerek osztalyozasra

tobb prébalkozas ismeretes pl. Sneath, Sokai [102], Fisher, Van

Ness [30], Jardine, Sibson [46])- A leggyakrabban alkalma-

zott algoritmusokat vrészletesen ismerteti Anderberg [2] és

Hart igan [40] -

A tovabbiakban mindig a megfigyelések egy ~-osztalyda parti-

cionalasat eértjuk clusterezésen, azaz minden megfigyelést Kk

sz6bajové (nem (Ures) cluster koézil pontosan egybe sorolunk be.

Az egyszer(iség kedvéért az optimalis k-particiot (esetleg ezek k

szerint vett sorozatat) keres6 médszereket nevezzik nem hierar-

chikusaknak. A k-particiok finomitasaval (durvitasaval ) parti-

ci6 sorozatot képez6 moédszerek pedig az aggion,erat iv (diviziv)

hierarchikus médszerek.



A clusterezéshez szorosan kapcsolddik az Un. kvantizalasi pr

Iémakdor. Ekkor feltételezzik, hogy a megfigyelések ismert eld

lasb6l szarmaznak.



2.  Két cl usterezesi. modszer ismertetése

2-.Ii A Li9kizel . dbi_ szomszéd mddszer

A legkozelebbi szomszéd modszer (nearest neighbor, single
linkage, egyszeril kapcsolat) a clusteranalizis egyik leggyakrab-
ban alkalmazott, az agglomerativ hierarchikus clusterez6 elja-
rasok kozé sorolt eljarasa. Az agglomerativ hierarchikus cluste-
rezések soran a megfigyeléseket reprezentaldé n egyelemli clus-
terb6l indulunk ki és minden lIépésben egy vagy tobb clustert
egyesitink, amig a maximalis, egyetlen n-eleml osztalybdl allo”
c lusterezéshez nem jutunk.

A gyakorlati alkalmazasok soran a médszert nem futtatjak végig,
hanem egy megfeleld clusterszamnal megallnak és a kapott cluster
struktdrat elemzik tovabb. Valdjaban egy csonka agglomerativ
hierarchikus eljarast hajtanak végre. Ennek a gyakorlatnak az az
alapja, hogy feltételezhet6, hogy a megfigyelések nem valamilyen
homogén strukturat irnak le. Ha k eloszlas keverékébdl érkeznek a

mintaelemek, akkor k korili clusterszaminal érdemes megallni.

Altaldban a k értéke nem ismert elére, és ez bizonytalanna teszi,



hogy valdjaban meddig van értelme az eljarast folytatni.

Médszerenként valtozik az kritérium, amely szerint az &sszevo-
nasra kerild clustereket kivalasztjuk. Az alkalmazas jJellege
szerint torekedhetink példaul arra, hogy egy adott szinten két
megFigyelést mar akkor 1is ugyanabba a clusterba soroljunk, ha
létezik Kkozottik egy lanc, amelyben az egymas utani elemek mar
legfeljebb annyira kilonbdoznek (mas széhasznalattal legfel jebb
olyan "messze"™ wvannak) egymastol, mint a szintnek megfeleld
szam. A legkozelebbi szomszéd modszer esetében pontosan ezt je-

lenti az egyszer(i kapcsolat fogalma.

Erdekessége ennek az eljarasnak, hogy valéjaban a megfigyelések
minimalis feszit6fajanak mohd algoritmussal torténé konstrualasa
soran adodé komponensek felelnek meg a clustereknek. Ezért ezt a
modszert Kruskal-algoritmusnak is hivjuk és részletesen targyal-
Juk a kapcsolddd algoritmikus kérdéseket is (6.3., 6.4., 6.5.
pont). A 6.6. pontban két masik kritériumot 1is megemlitink.
Mindkét eset a Kruskal-algoritrnus segitségével konnyen progra-
mozhatd. Még érdekesebb a 3.1. pont azon megailapltasa, hogy
valéjaban minden hierarchikus clusterezés egy Kruskal-algoritrnus

végrehajtasanak felel meg. A 3.2.3. és 4.1.1. tétel az ilyen

clusterezések folyaman épild strukturdk, azaz az 6sszes agglome



ratlv hierarchikus struktira szamanak aszimptotikus nagysagrend-
Jét adja meg. A 7.1.1. tétel 1103] a teljes eljaras végén adodo
fa élei - euklideszi metrikdban mért - 0Osszhosszanak aszimpto-

tikus nagysagrendjét allapitja meg.

Egy nem hi_erarchikus clusterezési kritérium

Altaldban a nem hierarchikus cJusterezések soran a megfigyelések
alaphalmazanak particidira vonatkozé valamilyen kritérium szerint
optimalis clusterezést keresink. Természetesen a clusterezés
tényleges céljanak megfeleld, adekvat kritériurnfiggvény megtala-
lasa altaldban nehéz és gyakorta nem matematikai jellegl feladat.
A kritériumfiggvény szerinti optimumoktdl elvarhaté matematikai
tulajdonsagok &altalanos vizsgalata pl. megengedettségi szempontok

alapjan (6.fejezet) azonban sok esetben szikséges.

Egy n-eleml halmaznak 6sszesen annyi particionaldasa van, mint
amekkora a 3. fejezet elején definialt W(n) dn. Bell-szam, s6t
még a k-osztalyu particionalasok szama is a masodfaju S(n,k)
Stir ling-féle szammal egyenld, ami rogzitett k mellett is expo-

nencialis gyorsan né az n figgvényében. Ez mutatja, hogy a krité-



rium FTlggvénynek az Osszes lehetséges esetben torténd kiértékelé-
se mar viszonylag kis n érték mellett is gyakorlatilag kivitelez-

hetetlen.

Athidalé megoldasként megelégszink azzal, hogy rogzitett Kk
pozitiv egészek mellett, a kritérium szerint globalis optimumot
adé clusterezések helyett olyan k-particidkat keresiink, amelyek

valamilyen értelemben "lokalisan" optimalisak.

Az alébbiakban egy klasszikusnak tekinthetd eljarast ismertetink,
amellyel a "clustereken beluli, a clusterek geometriai
kozéppontjatol  vett euklideszi tavolsagok négyzetosszege"
(within-cluster sum of squares) minimalizalasi kritériumra
(vagy roviden "legkisebb négyzetes eltérések'™ vagy még rovidebben

"legkisebb négyzetes" kritériumra) nézve a megFigyelések opti-

malis particioit keresik. Ezzel a problémaval - a jelen feje-
zeten kivul - részletesen foglalkozunk a 7.2., 7.3. és a 5.3.
pontokban.

A fenti kritérium kvantizalasi megfelelfje az '"osztalyokon beli-

Ii szorasok négyzetdsszege" (within-class-variance) - roviden:
m

legkisebb négyzetes kvantizaldsi - kritérium. Illyenkor az P egy

teljes k-particidjat keressik.
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El6szor a legkisebb négyzetes clusterezésekre vonatkozd k-kozép
eljarast ismertetjuk. Megjegyezzik, hogy ez a modszer alkalmas
moédositassal az r. hatvannyal mért eltérések esetére is altalano-

sithato.
A k-koézég eljaras

A  k-kozép clusterezf el jaras az S:(xl,xz,__.,xn)CIRm pontok leg-
kisebb csoporton belili atlagtél valo eltérések négyzetdsszegét
kivanja minimalizalni, midén a megfigyeléseket legfeljebb k osz-
talyba csoportositjuk. (Az 5.3. pont terminolégiajat hasznalva

az 3 halmaznak egy, a X fliggvényre nézve minimalis nyomatékit

adoé un. x -optimalis k-particidojat kell megadni.) Keressik
- P 7 .e .e e 7 m
ugyanis azokat az eqymastol kilonb6z6 ql,qz,___,qk£ R pontokat,
melyekkel az egyes clustereket - a kodvetkezé kritérium alapjan
optimalisan - lehetséges reprezentalni (g- reprezentalja a i.
clistért)
) k
2.2.1) W (S = min Wn(S,(q_) ). ahol
n i

@) i=l
1



k 2
.2.2) WrI(S,Cq i) ) min |(x-—g-|r
i=1 Ut Iijik 1 J
(Megjegyezziuk, hogy a W (5,-):R ->R  flggvényt a reprezentans
n
pontok halmaz fuggvényeként is értelmezhet jik, bar ekkor

folosleges magyarazatra szorulnanak olyan fogalmak, mint az argu-
mentum euklideszi metrikaban vett kodrnyezete. Az 5.3. pont de-
finlcidl szerint a qi pontokat a meqgfelel6 clusterek x -centru-
manak nevezzik.)

Nyilvan udgy kell megvalasztani a clusterek.et, hoqy mindegyik xi
megfigyelést valamelyik hozza legkozelebbi q altal reprezentalt

J

osztalyba soroljuk. Ekkor viszont nem feltétlenil a valddi
atlagtol szamitjuk az eltérések neéqyzetosszegét, és igy a (.

J

reprezentanst a mintakdzépre cserélve csokkenthetink a Wn
értékeén.

Az el6bb vazolt két 1épés egymas utadni valtogatasa egy olyan
particionalashoz és Q = qu,% ,...,qk) reprezentans rendszerhez

k
vezet, amihez éppen a fent definialt W (S,(.). 1) eltérések
n i'i=

négyzetosszege tartozik.

A  k-kozép eljaras a kovetkezl:

1 Induljunk ki egy kezdeti Cq ,q ,---,9°J clister repr*—-
2

1

zentald rendszerb6l és mindegyik X _ pontot azon cluster®d:
i



valamelyikébe soroljuk, amelyik reprezentansahoz a leg
kozelebb van.

2. Azon clustered: reprezentansat, amelyek kozepe nem egyezik
meg a csoport atlaggal, helyettesitjik a csoportat laggal.
Ha ilyen cluster nincs, akkor befejezzik az algoritmust.

3. A k reprezentans alapjan Gjra besoroljuk a megfigyelési
pontokat, mindegyiket valamelyik legkodzelebbi reprezentans
clisterébe. Szemléletesen azt is mondhatjuk, hogy a 3.
Iépés az olyan cluster eket valtoztatja, amelynek centruma
vagy valamelyik szomszédos clusterjanak a centruma elmoz
dult.

A 3. Iépés utan a visszamegylnk a 2. lépéshez.

Amikor az eljaras a 2. lépésnél véget ér, akkor a kapott repre-
zentans rendszer stacionarius pontja lesz a Wn .. floa -
vénynek abban az értelemben, hogy az eljaras nem vezet ki beléle.
A  k-kdzép moédszer azonban nem Teltétlenul a (2.2.2) kifejezésben
definialt Wn(S,-) figgvény lokalis optimumanal all le. Ha nem
vagyunk kivancsiak az Osszes globalis optimumot ad6é rendszere*—-,
akkor a fentiek szerint elegend§ az el6z6 értelemben staciona

rius pontok kozott keresni egy globalis optimumot add megoldast.

Ezek szerint megfogalmazhatd a kovetkez§



k
2.2.1. Aallitas. Léetezik olyan Q=(q ). I reprezentans rendr
i'i=

szer, amely &ltal az S-en meghatarozott O(Q)=CSl,S 3

2 O
legkisebb tavolsag particio (6.4. pont) szolgaltatja a W (G,.)
- n

globalis optimumat, azaz

(2.2.3) LN©)

A legkisebb tavolsag particié (LTP) legfontosabb tulajdonsagaival
a 6. fejezetben részletesen foglalkozunk.

Kénnyen lathatdé, hogy a <2.2.2)-ben definialt W (5,.) fuggvény
nem feltétlendl konvex E ben, ezdért dltaldb

hogy konvex programozas segitségével megtalaljuk a globalis opti-

mumot .

A 4.3. pontban azt vizsgaljuk meg, hogy - a 2.2.1. Aallitashoz

hasonlé moédon - a globalis optimumhely keresésére vonatkozoéan

hogyan lehet |leszlikiteni a megvizsgalandé esetek szamat. A

lényeges észrevétel az, hogy elegend6 lesz az D halmaz pontjai

altal meghatarozott legkisebb tavolsag particidkra szoritkozni.
If

Minthogy az g .q feee\q pontok tetsz6leges elhelyezkedésid ,

ezért a LTP geometriai tulajdonsagat (ti. a LTP mindegyik osr.-



talya konvex) hivjuk segitségil az esetek tényleges megszo

ritasdhoz (5.3.2. tétel).

Roviden ismertetjik Lloyd Un. els6 modszerét, amely egydimenzids
legkisebb négyzetes kvantizalas optimalis strukturajanak

keresésére vonatkozik, de konnyen lehet magasabb dimenzidra és

mas kitevOre altalanositani.

Jelolje P illetve F a szobanforgé egydimenzids valdszinodségi
valtozo altal indukalt mértéket illetve ismert eloszlasfiggvé-
"nyét,. Tegyuk fel, hogy a valoszinlségi valtozonak véges masodik

momentuma van.

Jelolje C <c <...<c az elvalaszto pontok és

g g <__.<ak a kvantizal6 értékek kezdeti sorozatat.
1 2

Legyen i=2,3,...,k-1 esetén S = Cxlc. <xsc ), valamint
1 1 I-1 1

S = (xI-K’<x-c ) ¢és Sk = Okic. <x< 0 ) azoknak az interval
1 1 1 1 -1

lumoknak a kezdeti sorozata, ahol a kvantizalé figgvény konstans,

azaz, ha X £ S_, akkor Q) =q._.-
i i

2.2.2. definicioi Azt mondjuk, hogy az és a
1

a <...< sorozat az
q i( 5 qk

L(<c_>,<q_>
i i



legkisebb négyzetes kvantizalasi probléma stacionarius pontja, fia

-~
(2.2.4) q l x dE(X) 7/ P(S.)
|
és
(2.2.5) c.= @ *q . )/2 =12, k-1

Megjegyezzik, hogy a S_ az <c_> sorozat altal van meghatarozva
i i
és az L képzésekor mindig a megfelelé (S_.1 halmazrendszeren
i

értjik az integralast.

2.2.3. definicioi Azt mondjuk, hogy az cMc (...(cr N és a

ql(qz(...(qk sorozat lokalis minimumhelye a legkisebb négyzetes
kvantizalasi problémanak, ha létezik olyan £ pozitiv szam,
ho minden olyan c*(c*(...<c* és QAL . oNM* sorozat
> 4 1(2 ( k-1 qlqz k
mellett, amire a
max @ max k -c\, max la - g1 3} <£
i i i i
1 1jjiy memyk™l i

egyenl6tlenség teljesil fennall, Tiogy

L@ > @» ~ LE).<a>)

212141  definicio. Globalis optimumhelynek a minimalis L értéket

adé lokalis optimumhelyeket nevezzik.
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Konnyen [lathaté, hoqgy a lokalis optimumhelyek c_ elvalaszto
i

pontjai a: F eloszlasfiggvény folytonossagi pontjai lesznek,
valamint minden lokalis optimumhelynek létezik olyan kérnyezete,

ahol az L figgvény Tolytonos (Lloyd 177]).

EgyszerlGen bizonyithaté az is, hogy minden lokalis optimumhely
egyben stacionarius pont is. Ha nem az lenne, akkor létezne olyan
i index, amire (2.2.4) vagy (2.2.5) nem teljesiilne. Az elbbbi

esetbhen a q_. értékének a (2.2.4) szerinti megvaltoztatasaval,
i

"az utébbiban az c_ értékének a (2.2.5) alapjan torténd (jrasza-
i

moidsaval, majd az U c_-nek megfeleld S_ és S 1 szinthalma-
i i i+

zokkal egy kisebb veszteség értéket add kvantizalashoz jutnanl.
Egyszerl TfTolytonossagi meggondolasbol koévetkezne, hogy a valasz-

tott pont nem lehetett lokalis optimumhely.

Lxoyd eljarasa az el6bb javasolt Iépések sorozataval csokkenti az

L értékét.

Lloyd eljarasa

C)

1. induljunk ki egy kezdeti (c_ “> sorozatbol. Allitsuk be a
i

J=0 kezdeti értéket.

D

2. Hatarozzuk meg az eljaras soran adédé Jj. kvantizalas S

szinthalmazai t. A (2.2.4) alapjan szamoljuk ki a q<J) kvan-
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tizal6 értékeket, azaz

i <p>
<P /x dF) 7 PGS Y)Y, i=1,2,... .k
i
- e _ - a+1) ; .
3. A (2.2.5) alapjan szamoljuk ki az 04j c._ elvalaszto
i
értékeket, azaz
j+1 j j+1
C_(] ) <q._(‘l)+q.,§‘I )>/2, i=i,2,...,k-1.
i i i+1
Noveljiuk meg a jJ értékét: j=j+1.
1 _
Ha az c(j ) = r(j) egyenléség minden i=1,2,...,k-1 indexre

fennall, akkor az -eljarads véges sok lépésben véget ért.

Ellenkez6 esetben folytassuk az algoritmust a 2. lépéstél.

Ha a 3. [1épésnél nem all le a moédszer, akkor egy monoton cs6kké

>) veszteség soro-

@, _ ™
i

né, nemneqatlv, 1iqy konvergens L((c_ 7),<q
i

in) )

zatot kapunk, mid6n n-w00 . A C(c_. =>,<q_ ~ >3 sorozat @
i i

2k—-1 * «
R euklideszi metrikijaban vett) <c _),<q_> torlddasi pont
i i

Jai kozil biztosan stacionarius pontok lesznek azok, amelyekre

*

a c_-k folytonossaqi pontjai az F-nek (Lloyd C771).
i
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3. Le8zaml.al_4t_ Broblémak

Ebben a fejezetben a kombinatorika, az algebra, a véges topo

lIogikus terek elmélete és a cluster analizis egy kodzos kérdésével

foglalkozunk: hatarozzuk meg

- a hierarchikus cluster struktirdk szamat,

- a particibhalé nem feltétlenil maximalis 0-1 lancainak a

szamat,

- az ultrametrikak szamat,

és adjuk meg ezek aszimptotikus nagysagrendjét.

El6szor a 3 feladat ekvivalenciajat bizonyltjuk be. A parti-
ciohalé lén«zai és a hierarchikus cluster strukturdkat leird dn.
dendrograrack ugyanazt jelentik. A 3.1. p«aitban megadunk egy
kdolcsondsen egyértelmli megfeleltetést a partikidé lancok és a;:
ul trametr ikak kozott.

A 3.2. pontban térink ra a leszamlalasi feladat megoldasara. A
3.2.2. allitds egy rekurziét fogalmaz meg a kérdezett szamra.

Ennek aszimptotikus nagysagrendjét adja meg a TfTejezet 8 ered-

ményét tartalmazo 3.2.3. tétel.
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A 4. fejezetben vizsgaljuk a vizsgalt mennyiség és becsilt

értékének aszimptotikus aranyat.

A partici6hald nem rendelkezik a binomidlis poset strukturajaval

igy Doubilet, Rota és Stanley [22] és Bender [B] moédszerei

nem alkalmasak az emlitett lancok oOsszeszamlaléasara.

Miel6tt a targyalasba kezdenénk megemlitjik, hogy egy n-elemi

halmaz k-osztalyl particidnalasainak a szama a masodfaju S(n,k)

Stirling-féle szammal egyenld, mig az 6sszes lehetséges particio-

nal asok szamat nevezzik Bel 1-szamoknak, vagyis

A particiok és az ekvivalencia relacidok kozott kolcsdndsen egyél

telmfl megfeleltetés létesithetd.

3.1. A hierarchikus cluster struktiirdk szama és az ultrametrikak

szama

Az n mintaelem hierarchikus clusterezései soran el6forduldé clus-

ter strukturdk és a particihalé lancai ugyanazt jelentik. Mind a

cluster struktdrakat, mind a partici6é lancokat specialis gyoke-

rés, szamozott végpontlu fakkal szokas reprezentalni. Az eldbbi
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esetben ezeket a fakat dendrogramoknak is hivjak.

Ebberl a fejezetben megadunk egy kdlcsondsen egyértelmi megfelel

tetést az Eq(n) particiéhalod lancai és az n ponton értelmezhet§

kil6nb6z6 ultrametrikak kozott.

El16szor definialjuk, hogy mit értink a particiéhald lancan.

3*I7Ai definicid. Legyen x és y az Cl,2,...,ni halmaz két parti-

z

cigja. Azt mondjuk, hogy az x partici6é a y finomitasa (y » x), fia
"faz y minden osztalyat tartalmazza az x valamelyik osztalya. Ha

y-X és az x kulénbozik az y particiotol, akkor azt mondjuk, hogy

az x szigoruan Tfinomabb az y-nél (y < X).

Ezzel a részben rendezéssel a particidok halmaza halét alkot, ezt

szokas particidhalonak (Eg<n)> nevezni. A halo minimalis eleme

az CCI,),C23,...,Cn)1l, a maximalis pedig az Cl,2,...,n) particio.

3.1.2. definici 6. A minimalis elemmel kezd6d6 és a maximalis

elemmel végz6dd szigoruan finomodd particid sorozatot nevezzik a

halé nam feltétlenul maximalis lancanak.

Most réatérink arra az érdekes kérdésre, hogy hogyan lehet specia-

lis fastruktirak szamat meghatarozni.
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A szamozott n pontu fak szamat Cayley adta meg 1889-ben: n

A klasszikus eredmények kozil még megemlitjik Rényi tételét [921

a szamozott n pontd, r végpontu (level()- fakrol, mely szerint

ezek szama: n!s(n-2,n-r)/r!, ahol S(n,k) a mdsodfaju Stirling

szamot jeloli. Mindkét allitas viszonylag konnyen igazolhaté a

Prifer-kodok segitségével.

A tovabbiakban csak olyan specialis gyokeres, szamozott level(
fastrukturakat fogunk vizsgalni, amelyek agglomerativ hierarchi-
kus clusterezések soran allnak el6. A cluster analizis termino-
lIogiajat hasznalva ezeket a fakat dendrogramnak is hivjuk. Az
agglomerativ hierarchikus clusterezések soran a megfigyeléseket
reprezentald n egyelemid clusterb6l indulunk ki és minden
Iépésben egy vagy tobb clustert egyesitink, amig a maximalis,
egyetlen n-elemd osztalyb6l allé clusterezéshez nem jutunk. Ha
minden clustert egy-egy ponttal reprezentalunk, melyeket akkor
kotink ossze éllel, amikor éppen egyesitjiuk a megfelel§ clustere-
ket, akkor egy n szamozott végpontl, a maximalis osztalynak
megfeleld gyokérpontd fTat kapunk. A levelek szamozasa a fa
csucsainak egy cimkézését indukalja a kovetkezd moédon. Minden

levelet a hozzarendelt szamot tartalmazo egyelemld halmazzal cim-

kézzik meg. A fa éleinek a segitségével a tobbi cslcsot is egyér



telmllen cimkézzik a mar cimkézett szomszédok cimkehalmazainak az

uni6é halmazaval.

A végpontokbol a gyokérhez vezetd utak mentén a cslcsok cimkéi a

tartalmazasra nézve szigoruan monoton ndvé halmazsorozatot alkot-

nak.

A csucsokhoz szintszamokat is rendelhetink. A leveleknek legyen O
a szintszamik. Minden egyesitésnél a keletkez6 cluster csucsahoz
az eddigi legnagyobb szintszammal megegyez6 vagy eggyel nagyobb
szintszamot rendelink aszerint, hogy az egyesitd lépést az elbz"
Iépéssel egyszerre hajtjuk végre, vagy csak utana. Példa: a
gyOkérpont szintszdma 1, ha egy lépésben az Osszes egyeleml

clustert egyesitjik, illetve n-1, ha minden l1épésben ugyanazt a

clustert noéveljik egy egyelemi cluster beolvasztasaval.

Két szint nélkili dendrogramot azonosnak tekintink, ha megadhato

az egyik fa cslUcsainak a masik csucsaira valdé kdlcsdnbsen egyér-

telmi, cimke és éltartd leképezése. Két szintezett dendrogramot

azonosnak veszink, ha a cslcsok kozott megadhaté kolcsdndsen

egyértelml, cimke, él- és szintszamtartd leképezés.

A 3.1. és 3.2. &bran lathatd dendrograrnok szintezés nélkil

azonosak, mig szintezéssel nem azok.



Egészitsik ki a szintezett dendrogramokat a fa éleire szikség
szerint elhelyezett cslcsokkal 0gy, hogy az azonos szinten lev™
csucsok az eredeti halmaz egy particidjat adjak. Ezen particiok
sorozata a szintszam noévekedi sorrendjében a particiohaldé egy
egyre finomoddé lancat képezi. A particiohaldé minden lancat repre

zentalhatjuk egy-egy dendrogrammal, vagyis a két dolog kozott

csak terminoldgiai kiuldnbség van.

Murtagh cikkében [833 részletesen targyalja a kiulonbdz6 tipusu

dendrogramok szamara vonatkozé eredményeket. Murtagh kildnbséget

tesz a szamozott és szamozatlan végpontl, binaris és nem binaris,

szintezett és szint nélkili fak kozott. Binaris dendrogr aruhoz

akkor jutunk, amikor pontosan n-1 egyesitési lépés utan Kkaptuk

meg a maximalis clustert (vagyis amikor a fanak 2n-1 cslcsa van).

Schroder [99] 1870-ben vizsgalta azt a kérdést, hogy hany olyan

cimkehalmaz rendszer van, aminek kulonb6zé6 (szint nélkuli)

dendrogramok felelnek meg.
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Szamunkra csak a szintezett dendrogramok érdekesek, ezért a to-

vabbiakban dendrogram és fa alatt mindig ilyen fat értink.

Kis n-ek esetén (n-4) az o6sszes ilyen fat felsoroljuk a 3.3.

abran. A zaréjelben &allé szamok a végpontok atszamozasabol

szarmaz6é multiplicitasokat mutatjak.

A cluster analizisben tébb helyen is szerephez jutnak az ultra-

metrikdk. Egyfel8l a single linkage eljaras (Kruskal-algoritmus)

természetes médon definial egy ultrametrikus tavolsagot a moédszer

soran el6forduld clusterek kozott. MasfelSl ultrametrikus tavol-

sagok esetén egyszeribb részproblémakhoz vezetnek bonyolult clus-

terezési problémak (G.2. és 5.4. pontok).

Most ratérink az ultrametrikak leszamlalasi feladatara.

definicio. Az X halmazon értelmezett kétvaltozds, valds

dx,y) (x,y fi) Tiggvényt ultrametrikanak nevezzik, ha metrika

az X-en és V-X>y,z£X harmasra a kovetkezd egyenlftlenség telje-

sul

(3.1.1) d(x,y) - max id(x,z),d(z,y)3.

Az X halmazon értelmezett két ultrametrikat nem kildénboztetink
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meg egymastol és ekvivalensnek mondjuk Okét, ha a single linkage

eljaras soran épitett szintezett fak (dendrogramok) azonosak.

Megjegyezzik:, hogy erre a metrikara nézve minden haromszdég egyen-
I16szaru. Ennél valamivel tobb is igaz: mindegyik haromszog vagy
egyenldoldall vagy hosszabbik oldalai egyenl6k. Nyilvan a harom-

szogegyenlétlenség kovetkezik a (3.1.1)-bdl.

Egy Osszefliggd, sulyozott éli graf akarmelyik F feszité-
faja segitségével ultrametrika definialhatdé a graf csucsain: le-
gyen ugyanis N (x,y) az x ésy kozotti egyetlen dton a

leghosszabb (legnagyobb sulyd) él hossza.

Ha az F minimalis (sulyl) feszité6fiqja a grafnak, akkor a 6.3.2.
allitas szerint d (X y)Ed(X,y), ahol d(x,y) jeloli az (x,y) él
eredeti tavolsagat (sulyat). Ezt az ultrametrikdt a d tavolsag-
flggvényhez tartozdé szubdominans ultrametrikanak is szokas nevez-
* * #
ni, ti. barmely d ultrametrikara d ~N,d implikalja a d "d“
egyenlétlenséget. (Az utobbi  tulajdonsag abbdl az egyszerlen
igazolhatd szik keresztmetszet (bottleneck) tipusli eredménybdl
kovetkezik, hogy a graf tetsz6leges két cslcsa kdzott vezetd utak

kozul éppen a minimalis feszit6faban egyértelmien meghatarozott

ut lesz az, amelyiken legkisebb a maximdlis él (sulya)).



Az ultrametrikdk fontos tulajdonsaga, hogy az n-elemid X halmazon
értelmezett barmelyik ultrametrikus tavolsagfiggvény ~ j értéke
"reprodukalhaté™ a tavolsagfiggvény szerinti F minimalis feszitd-
fa n-1 élhossza segitségével (Johnson C50]). Ekkor éppen az
el6z6 példa szerint definialt ultrametrika adja a megfeleldé ta-
volsagértékeket, hiszen az ultrametrikus tulajdonsagbol
d™_OGy)Nd(X,y) kovetkezik. Az eléz6ek fontos kdvetkezménye, hogy
egy n-elemd halmazon értelmezett ultrametrikanak legfeljebb n

kilo6nb6z6 értéke van (beleértve a d(x,x)=0 értéket 1is).

Tudomasunk szerint Schadert6l [98] szarmazik a kovetkez6

3.1.4. ttel.. Egy n-elem(i halmazon értelmezhetsé ultrametrikak
ekvivalencia osztalyainak szama megegyezik az Eq(n) particiohald

nem feltétlenil maximalis lancainak a szamaval.

Az altalanossag megszoritasa nélkul valaszthatjuk az

X-C1,2, ... ,n) halmazt a tételben mondott n-elemli halmaznak.

A biliéi tétel bizonyitdsa. Azt kell mutatni, hogy minden ulra-
metrikahoz kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetink egy parti-
ci6 lancot.

El6szor az Ultrametrikahoz adjuk meg a lancot.



Legyen az ultrametrikinak k kiulonbozé értéke és jeloljuk ezeket

D <D _<...<D -val. Nyilvan D =0, hiszen x(PX esetén d(x,x)=0.

1 2 k 1 W

nial juk: legyen C = ( x,¥) ( d(x,y)=D _ ). Tekintsiuk a kovet-
i i

kez6 k relaciot:

\Y

=1,2,...,k esetén leqyen

xSy <=> <xy)€ C UC U ... UC_. <=> dx,y> ~D_.
i 1 2 I I

Az ultrametrika-tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ezek ekvivalencia
relaciok az X-en.

Minden az X-en értelmezett ekvivalencia relacidnak egyértelmien
megfeleltethet§ az X eqy particidja. Mivel xS iy -bol kovetkezik,
hogy d(x’y)<Di<Di+1’ igy xXxS_ y s, tehat a megfelell parti-
ciok lancot alkotnak.

Frorditott iranyban rendel jik a particié lancot reprezentaldé fahoz
a csak a (szamozott) végpontok kozott értelmezett kovetkezd ult-
rametrikus tavolsagot: legyen d@,j) az a legkisebb
szintszam, ahol az 1i-vel és j-vel szamozott Ilevelek el6szor
kerillnek a dendrogram ugyanabba a rész fajaba. Definicid szerint
legyen d(i,i1)=0. (Koénnyen lathaté, hogy teljesil a (3.1.1) egyen-
I6tlenség V 1,j,k=1,2,...,n szamharmasra.)

A  kapott ultrametrikanak a kiindulasi lancot felelteti meg a



bizonyitas elején targyalt leképezés.

A bizonyitas els6 részér6l konnyen észrevehetd a Kruskal-algorit-

mushoz T(z6d6 kapcsolat: az 5.4.3. allitas és bizonyitasa soran

latjuk majd, hogy a Kruskal-eljaras lépéseinek egy részsorozatat

képeztik.

Ha a Kruskal-algoritrnust ugy moédositjuk, hogy egy lépésnek te-

kintjik azokat a lépéseket, melyek soran azonos hosszusagu éleket

veszink az erdb6héz, akkor jol lathat6™ ennek az eljarasnak az

"univerzalis jellege: minden hierarchikus clusterezés reprodukal

haté vele (a 3.1.4. tétel bizonyitasanak masodik felében mondott

modon). A 6.6. pontban illusztraljuk azokat az eseteket, amikor

az ultrametrikus tavolsag kozvetlen illetve kbzvetett kapcsolat-

ban all az eredeti tavolsagértékekkel.

Megjegyezzik, hogy fontos struktirdk szamanak meghatarozasa soran
mashol is eldjon az a feladat, hogy szamoljuk 6ssze valamilyen
haléban a nem feltétlenil maximalis lancokat. Példaul az n-eleml
halmazon értelmezhetd Gn. kilonb6z 6ségi mértékek szama egyenlé az
2

n -elemli halmaz feletti részhalmaz halé nem feltétlenil maximalis

0-1 lancainak a szamaval.
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3.1.5. definicido. Az XxX halmazon értelmezett R Dbinéaris reléa-
ciot kulonbdzbségi mértéknek nevezzik az X-en, ha az R egy
teljes, reflexiv, tranzitiv (Un. teljes preorder) relacié az XxX-
en.

Két Kkulonboz6ségi mértéket azonosnak tekintink, ha a megfelel§

binaris relaciék azonosak.

Példa: Minden d tavolsagfiggvényre a kovetkez6 definicido egy R
teljes preorder relaciét hataroz meg az XxX -en:

YR, V) d(x,y)-d(u,v), X,y,u,vE_X.

Kénnyen bizonyithaté a kovetkez§

s =z

3.1.6. Aallitas. Egy n-elemi halmaz részhalmaz haléjaban a nem
feltétlenil maximalis 0-1 lancok c(n) szamara a kovetkezb
Osszefiiggések érvényesek.

4Oy = ety = 1,

k)  (n22),

c(n)

]
I
-
——
]
~—
(]
=

(i) c(n) = k1Stnyk) s

A haloé minimalis eleme a 0 halmaz, a maximalis pedig az X hal-

maz .



A 3.1.6. allitéds bizonyitdsa. Legyen O = 81C§ CcI _.._Cl Sm =Xa
részhalmazok egy tetsz6leges lanca.

El6szor a (3.1.2) rekurziot latjuk be. Jeldlje k az S halmaz
elemeinek a szamat. Ekkor a maradék n-k elemlG halmaz c(nh-k)

lancaval folytathatjuk az SM,S_ lancot, az S_ halmaz elemeit

I\
pedig 1 meféleképpen valaszthatjuk.

A masik 0Osszefiggés bizonyitasahoz rendeljik az 0 =
Slc S 2a -- .CCSk = X részhalmaz lanchoz az X kovetkez§
particigjat:

z

1 Y/

z =S

i+1 i+1
Osszesen k! lanc adja ugyanezeket a particid osztalyokat és

S(n,k) k-osztalyu particid van.

Tekintsink egy tetsz6leges (X,y)R(U,v) ((X,y),U,v)E XxX) tel-
jes preorder relaciot az XxX -en. A 3.1.6. Aallitadas bizonyi-

tasdhoz hasonléan particiénaljuk az XxX halmazt, ti. legyen

C =Cv) | .YRW,V) és (U,VRE,Y) 1,

V.  <X,y)EXXX.

A definiciébol azonnal lathatdé, hogy az R ekvivalencia reléacio a

C CLxxX részfialmazon. Nyilvan (x,x)£c - A definiciobo"l
x»y X, X



adodik, hogy két ilyen halmaz azonos vagy diszjunkt, tehat jogo-
san beszélhetink az XxX particiéjarol. Jelolje k a kilonbdzé C
**y
2
halmazok szamat. Ennyi C halmazt S(n ,k) féleképpen valaszt
*»y
hatunk. Barhogyan 1is veszink ki egy-egy reprezentanst a kulonbdzé

C halmazokb6l, ezeken mar - az antiszimmetria miatt - teljes

rendezés lesz az R, és k elemen k! ilyen rendezés definialhaté.

Felhasznalva a 3.1.6. allitast, most mar kimondhat6é a

3.1 tétel. Egy n-elemi halmazon értelmezhetd kil6nbozéségi

2
mértékek szama megegyezik az n -eleml halmaz részhalmaz haldjéban

a nem feltétlenil maximalis 0-1 lancok szamaval.

A szokasos n relacio a valés szamokon egy teljes preorder
relaci6. Ezért a 3.1.7. tételhez hasonldéan bizonyithatdé a kovet-

kez6

3.1.80 tétel. n nem feltétlenil kilonb6zé kulcs 6sszes lehetséges
sorrendjének a szama megegyezik az n-elem( részhalmaz halé nem

feltétlenil maximalis 0-1 lancainak a szamaval.

3.1..9. m* jeoyjfes. a  (3.1.2) rekurzid segitségével a



X
(3.1,%) C(x) c()

n= n
exponencialis generator Tflggvényre

(3.1.5) C(x) L e

adodik. A Cauchy-formulaval
c(n)/n1!
adodik, ahol £. egy tetsz6legesen Kkicsi pozitiv szam.

"Az integrandusnak a z = o és a z =1In2 + 2KITi helyeken

van polusa. Alkalmasan megvalasztva az integralas gorbéjét kapjuk

(3.1.6) c(h)

aszimptotikus oOsszefiggést (Lovasz C783).

Bender 1B3 az el6bbi modszer altalanositasaval adott meg aszimp-
totikus Osszefiiggést a nem TfTeltétlenul maximalis lancok szamara

binomialis posetekben.

Megjegyezzik, hogy Barthelemy 161 a teljes preorder relaciok

szamara a (3.1.3) Osszefiiggésb6l vezette le a (3.1.5) for-



mulat és adott meg a (3.1.6)-hez hasonldé aszimptotikus becslést.
A 3.1.2) rekurzidhoz is eljutott a (3.1.4) exponencialis
generator figgvény derivalasaval. A lancokkal valo jellemzésre az

irodalomban nem talaltunk utalast.

3.2. Az Hn). particiohaié nem feltetlendl, meximal.is 0-1

lancainak a szama

Ebben a pontban térink r4d a leszamlalasi feladat megoldasara.
A tovabbiakban jeldlje Z(n) az Eq(n) particiohaio nem feltét-
lenil maximalis 0-1 lancainak a szamat. El8szér a Z(n) megha-
tarozasara alkalmas rekurziv Osszefiggést (3.2.2. allitas) adunk

meg-

A rekurzid felhasznalasaval bizonyitjuk be a fejezet legfontosabb
eredményét: a 3.2.3. tételt, amely a Z(n) aszimptotikus nagy-

sagrendjét allapitja meg.

A 4. Tejezetben tovabb vizsgaljuk a Z(n) aszimptotikus visel-
kedését és bebizonyitjuk, hogy ez a mennyiség és a 3.2.3. tétel-

ben szerepl6 becslése aszimptotikusan aranyos.



A kérdéses mennyiséghez kapcsolddéan megemlithetd a
3.2.1. megjegyzés. Az Eq(n) maximalis 0-1 lancainak a szama:

-1

n
n !(n_ 1)!/2

A nem feltétlenil maximalis 0-1 lancok Z(n) szamara a kovetkezd

rekurzié irhaté fel.

3.2.2. allitas.

v
.

(3.2.1) Z(n) = sS.k) z, (n-2).

?\_N
-

Bizonyitds. Nyilvanvalé, hiszen az els6 szinten S(n,k) féle-
képpen lehet az n mintaelemet k osztalyba particionalni és err6l

a szintr6l Ojrainditva Z(k) hierarchikus struktidra van.
A fejezet legfontosabb eredménye a

3.23.. tétel. Létezik olyan C és C_ pozitiv konstans, hogy
1 2

C ~ z@)/f(M) - C ,

1

2 -n —-1-(In 2>/3 3
ahol fh) = (i) ¢ In2) n (In a természetes

logaritmust jeloli).

3. 2.4. megjegyzés. Ha bevezetjik a
o»

G<Xx) - Z(n) ~

(divergens) exponencialis generator figgvényt, akkor a kovetkezd
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fuggvényegyenletet kapjuk:

2 6Xx) = G(ex—l) + X

A 3.,23. tétel bizonyitasa C&a]™ Mivel a (3.2.1) jobb oldalan
azok a tagok fognak dominalni, amelyek az n-hez kbézel vannak,
ezért a k indexet n-k -val helyettesitjik.
A tdl gyorsan ndvé Z(n) helyett bevezetjik a

* n 2

Z () = ZMn)2 /(ni)
mennyi séget.

Ezzel az altalakitassal a kovetkezd rekurzidhoz jutunk

# 7L £
3.2.2) Z (n) = a(n,k) z (n-k), n **2),
ahol
k 2

(3.2.3) a(n, k)=S(n,n-k): /Cn]k-

(tt az Cnlk jelodlést hasznaljuk a ki fejezés helyette-
sitésére) .

. - _ /3 —f

Mint latni fogjuk, a(n,k) ~ /k!, ha 1 - k< n (ahol £

tetsz6legesen kicsi pozitiv szam) és (3.2.2) jobb oldalan a

v 1/5
k - n tagoknak a hozzajarulasa elhanyagolhatdo, s6t ez még

kK)C’In» esetén is igaz.



*
A Z (n) aszimptotikus nagysagrendjének a meghatarozasahoz az
a(n,k) Tinomabb kozelitésére lesz szikségink (3.2.87. lemma), ti.
olyanra, amelyik az els6 hibatagot is tartalmazza és a hibat
6 2 -
k 0(1/n ) -ra redukalja.
Konkrétan megadunk egy olyan y(n) flggvényt, ami “majdnem"
eleget tesz a (3.2.2) rekurziodnak, legyen ugyanis

-n -1-(In2)/3
(3-2.9) y(n) = (Gnz) n

3*2.5. lema™
ni
(3.2.5) 1 a(n,k) y(n-k) = y@)=(1+0(1/n )).
Ez az eredmény a 3.2.6. lemma és a 3.2.7. kovetkezmény értel-

*

mében garantalja, hogy a Z (n) és az y(n) aranya két véges

pozitiv konstans kozétt marad.

A lemma bizonyitasara a 3.2.10. lemma bizonyitasa utan térink

vissza.

Az aszimptotikus nagysagrend meghatarozasahoz szikségink van a

Babai Laszlotol szarmazo kovetkezd, altalanos jellegl észrevétel-

re:

3-2.6. lemma .(Babai C4J2- Legyen x(n) és y(n) valés szamok

eqy-egy sorozata. Tegyuk fel, hogy az x(n) eleget tesz a kovet-



kezd rekurzioénak

n-1
(3.2.6) x(n) = c(n.k) x(n-k), ¢-2),

k=1
ahol c(n,k) - 0O, V 1"k-n-1 esetén. Tegyuk fel tovabba, hogy
valamilyen N-re V n-N esetén

n-1
G@-2.7 d-£ Hym -2- c(,k) yh-k) - @+ £ ) v(n),
n k=1 n

ahol 0—£n<1. Ekkor V n-N-re

y(m
(3.2.8) c ___ 4
M(i+ £ )
J=N ] (™ J=N J
ahol A = min vya@)/x@Q) és

1-j-N-1

B = max ya/xd)
1-j-N-1

Ezek utan azonnal adédik a

3.2..7.. kovetkezmény. Ha a 3.2.6. lemma feltételei teljesilnek
FO
és _ 6. <00 , akkor 3 C és C pozitiv val6s, hoqy Vn -
=N ] 1 2
C - x@)/y@®)

Ez a kovetkezmény és a 3.2.5. lemma mar elegendd lesz olyan

0 <c s: c <« konstansok létezésének a biztositasara, melyekre



V n esetén
Cfm) ~zZz(m)~ C (),
1 2
ani megadja a Z() aszimptotikus nagysagrendjét. Ezzel a

3.2.3. tételt bizonyitottuk. Most ratérink az emlitett lemmakra.

A mésodfaju Stirling-szamokra Hsu C45] a kovetkezb, tetsz6-

leaes fix k eseten alkalmazhaté becslést adta

-7

Ezt a becslést a k lehetséges értékeire vonatkozdan ter jeszti ki

lemma. Létezik olyan C' abszoldt konstans, hogy

V k < n/l& esetén
tn] k (k+z2 ) Cn3 k

(3.2.9) S(n,n-k) - Ci1 - 31 é cCc”
Jn k! n

Ezzel ekvivalens az a(n,k)-ra vonatkozé



41

lemma. VK n/16 esetén

(3-2.10)
6
1 k(k+2) 1 k
a(,k) - - Cl-a____>11- C -
ki 3n ki n
A 3.2.8. lemma altal csak részben érintett Kk értékekre ad egy

fels6 korlatot a

3.279. lemma. N ki 31n»/Inkn» 9k - n-1 esetén
/ 2 2 k
S(n,n-k) S. [nI™/(n 2 ),

midén az n elég nagy.

Az a(n,k) -ra vonatkoz6 ekvivalens alakot adja meg a

sod 1,— N inin» "k - n-1 esetén, minden elég

nagy n-re

i(n,k) 1/n
Most ratérink a 3.2.8. és 3.2.9. lemma bizonyitasara.

A 3.2 &  lemma bizonyitasa. Az S(n,n-k) szamolja egy n-elemi

halmaz (n-k) -particidinak a szamat. Egy particid s™ egyelemi

osztalybol, 52 parbol, ..., s n-elemd osztalybd6l all. Eqy ilyen
n

particié autoémorrizmus csoportjanak a rendje

F(s ,---,8 )=
n

1
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=s IA1') s I@) *..s 1) .
1 2 n
Minden k,L>0 esetén jelolje <k.,L) azon (G ,...,S ) nem-
n

negativ szam n-esek halmazat, melyekre

n
3.2.11 Z is =n,
(¢ ) 1=1 i
n
(3.2.12) n (-Ds_ =k,
1=2 i
n
(3.2.13) ) (i-2)s = L.
1=3
Vilégos, hogy e”(k,L)=0, ha Lk; és s =...=s =0

L+3 n

) £ onN(k.L) esetén. Konnyen lathat6é, hogy

ahol az Osszegzést a (3.2.11) és (3.2.12) egyenlBséget Kkielé-
gité Osszes nemnegativ szam n-esen értend§, és a zardjel egy
maltinomialis egyltthatét tartalmaz. Csoportositsuk azokat az iv-
eseket, amelyekre

a Z)5i L.

Ekkor



sSon=kd = kel
L=U <k,L) F(sl,..-,s )

Bebizonyitjuk, hogy k =o(n) esetén a jobb oldalon allé kifeje-
zések gyorsan csokkenek, amikor az L noévekszik. Valéjaban mar
L=2 esetén is csak a (3.2.9) maradék tagjahoz jarulnak hozza.

Nyilvan <k ,0)={(n-2k,k,0,...,0)) és a megfelel§ tag

2 2
o3 cnl K
2k k
k (t
Kl 20 k12 n

hasonléan «™(k,1>={(n-2k+1,k-2,1,0,...,0)) és Igy a masodik tag

oF) ol | 2k(k-1
]Zk-l Ki (-1) ous 2.V
_— (- +
Ko K C n )
k-2)12° 31 kR 3n

A tovabbi tagokra fels§ korlatot adunk meg. Kénnyen lathatd, hogy
FGS o---, s )*s 1(k-2L)12
1 n 1
Végul vegyuk észre, hogy
JOk,D] a(2k)L.
Ez utébbi abbol koévetkezik, hogy (3.2.12) és (3.2.13) szerint a

bal oldalon allé6 szdm kisebb, mint az L:x1+...+Xk egyenlet

nemnegatlv egész megoldasainak a szama. Végul



s ! k k)
Zm ________
]Zk_LdAH L) F ) \2 S K-2L)1 !
] S 1---,S - - -
L= &, FC n) o ¢ )
1
- ka29~(K )L
nL
2 6
m] 128K
<
k 2
k 12 n

amint n—>60 . (Ha k<2L, akkor a (k-2L)! Kkifejezés érteket 1-

nek vesszik. )

A 3.29.. lemma bizonyitasa. Tetsz6leges n és k mellett nyilvan
S(nfk. Yk /k!'. A k helyére n-Jk-t helyettesitve egyszer(i szamitasok
utan elég nagy n-re

_ k n

s(h,k) < 2 e /1]1]k
adodik. Amennyiben n/2-k-n-1, akkor a lemma allitasa azonnal
igazolhat6. Altalaban

a(n,k+I) S(nfn-k-1) 2

a(n,k) S(hm-k) (n-k) o

A S(nrb)rs(nr2),...r5(n,n) sorozat logaritmikusan konkav [391,



S(n,k) S (n,k-1)

s(n,k+1)  S(.k)

aminek: ismételt alkalmazasaval minden rn-k-n-1 esetén

a(n,k+l) 2 S(n,n-m)
z

2
a(n,k) (n-k)  S(nfn-m+1)
5
Ha m (n, akkor a (3.2.9) felhasznalasaval

——————————————————— (1+0(1))-

S(n,n-m+1> 2m
Amennyiben ezen kivil még k(n/2 is teljesul, akkor az el6z6
egyenlétlenséghil és egyenl8ségbdl kapjuk, hogy

a(n,k+l) 2n 8

a(n,k) (n/2) 2n m

ha n elég nagy.
A (3.2.10) egyenlétlenségb6l azt kapjuk, hogy 8im<k<n/ités m
esetén

a(n,k) < a(,m) 4 2/m!.
Végiul legyen m=C31nn/Inln;>]. Ekkor a(n,k)"2/m!~1/n adodik:,

amikor n elég nagy.

A 3.2.5. lemma bizonyitasadhoz szikségink lesz még egy kozelitd

Osszegre.



3.2.10. 1lerama. Legyen T és 1 tetsz6leges valos szamok illetve g

olyan valés, melyre |ql<l. Ekkor minden olyan m esetén, amelyre

m=o(n) és ml>n

k
m q kti  F f@g+i)(eg-DH+1f )
| - <i - - » - +Off' <1/D ),
k=l ki n n '-q
amint n-"00.
Bizonyitéas. Az el6z6 egyenl6ség bal oldalan allé kifejezést a
kovetkez6képpen fejtjik Ki:
k ) 2
2 q flti) K
+ — O U)) =
Z ffifg
n
k k-1 _k
q f q fi g
2 S A )+
k=1 k! n (k-D)! n ki
k
2 Zm N
+0  (@In) —
firg k=1 K1
1g i
:e—l———eq ————— (e91)+0 @Qn ) =
i»q
n n
f(g+i)(en-)+fq
= eq-I- ————————————— +0 @/nm,
ffifq

n

midébn n~*>0C(a m!>n feltételt az utolsd el6tti  egyenlfségnél

hasznaltuk).
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A 3,j,5. lema bizonyitdsa. A m=Cn ], *=-1-<In2)/3,
helyettesitéssel alkalmazzuk a 3.2.10. lemmat. Elég nagy
kapjuk, hogy
m 1 k (k+2)
(3.2.14) - (1 } vy =
k=1 k! 3n
k
m (In2) k.(D) K k
=y(n) £ -——-—- Cl “ - J (1 —=-)Ff=
k=1 ki 3n 3n n
1 2
=y@)={1- - @Ff-In2 + - (In2)% 21n2)+0(1/»2)) =
n 3
2
=y@)=@ + 0U/T) D}
A 3.2.97. lemma felhasznalasaval kapjuk, hogy
n-1 1 n-1
a(n,k)y(n-k) » — ~>"y(n-k) ~
k=m+1 n k=mtl
y™

m+1
n(@n2) n

Az elébb éppen azt lattuk be, hogy a
n-1 m n-1
a(n,k)y(n-k) = a(n,k)y(n-k) + ~ a(n,k)y(n-k)
k=1 k=1 k=m+1
_ 2 ]
Osszegben a masodik tag y(n)“0(7/n ). A 3.2.87. lemma szerint az

elsé

tag csak y(n)>0(1/n )-val tér el a (3.2.14)

y (r\)-0U/nz).

bal

q=In2

oldalan



48

allé mennyiségtoi. Ezzel a (3.2.5) egyenlfséget bizonyitottuk.

Ezek utan a 3.2.5. lemma Telhasznalasaval belathaté, hogy a

3.2.6. lemma (3.2.6) és (3.2.7), valamint a 3.2.7. kovetkezmény

feltételei az

#
x () z (),

c(,k) = a(,k)

2
£ o(i/n

n

valasztas mellett teljestlnek. Ezzel a 3.2.3. tételt igazoltuk.
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4 Egy 4ital_angs konvergenci.a kritérium rekurziéval definialt

sorozatokra

Ebben a fejezetben egy elég altalanos konvergencia kritériumot

bizonyitunk be és azt alkalmazzuk a particié lancok leszamo-

lasara. Ezzel a mddszerrel sikerult megmutatni, hogy az eld6zo6

mennyiség €s becsilt értéke aszimptotikusan aranyos, bar az

arany nagysagara csak numerikus szamitasok alapjan tudtunk

kovetkeztetni.
UiXi. —  kritérium aika™mazass a JOcs.-0%—;
Ifszamlalasara

A fejezet legfontosabb eredménye a

4.1.1. tétel. A Aine Z(N)/F(n) = C hatarérték létezik (@ C eav
pozitiv konstans, melyre numerikus szamitasok a CHi

becslést sugalljak, vo6.: 4.1. tablazat).

A kovetkez6 lemma - a megfeleld helyettesitéssel alkalmazva, a

3.2.5. lemma felhasznalasaval - adja a 4.1.1. tétel bizonyitasat.

4-1-2.. lemma L74]. Tegyuk fel, hogy az x(n) valés szamsorozat
eleget tesz a (3.2,.6) rekurzidnak V n=N,N+I,N+2,...-ra. A

c(,k) egylitthatok legyenek nemnegativak (n=N,N+1, __. és
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k=1,2,...), valamint a sordsszegek legyenek az egyhez kozel
(e0)
4.1.1 c(h,k> = 1+ n=N,N+1,...),
(4.1.1) oy ©¢ ¥, o« )
ahol
“4.1.2)
y« > -1
és
Z
4.1.3 | 1 <o0o0
¢ ) n=N ¥/n

Tegyik fel tovabba, hogy az

Do

”H A

m = X -2
1

n,k 6n p D (=2 b e Di

mennyiségekhez létezik olyan egyenletes Kl, k2 korlat, hogy

&0

(4.1.5) 0< K ~2~ £ 4 K < 00
1 k=1 m+k, k 2

y nmM\ -re teljesul.

A fenti Tfeltételek fennallasa esetén az x(n> sorozat egy Vvéges

pozitiv szamhoz konvergal

4n1.1. tétel bizonyitasai El6szér az x(n) sorozat korlatossagat

£ —
latjuk be. Legyen a illetve a az a valés szam pozitiv,

Legyen A=maxix(n): [I-n<N). Ekkor indukcidval konnyen lathato,
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hogy V n-N
i
x() ~ A T a+Yo.
i=N 1

és (4.1,3) miatt a jobb oldalon allo kifejezés korlatos.
Hasonléan adodik, hogy Vn~N
n
Iim x(nh) ~ BTT Q+ ),
i=N 1

ahol B=minCx(n): I-n(N). Legyen a tovabbiakban M tetsz6leges

olyan pozitiv valds, melyre

0 <M < Tim x(n).
Olyan ni és %i sorozatokat definialunk, hogy ni—> & és
Pi~*i (midébn i-)C ), valamint Vi-0 és n™n esetén

x() - B M.

EbbSl kovetkezik, mar, hogy

lim x(h) - M.

Mivel a fenti gondolatmenet barmilyen M < lim x(n) esetén m(-

kodik, ezért ezzel a tétel allitasat kapjuk, azaz
Ilim x(n) = 21im x(n) = Tim x(n).

A (4.1.3)-bol kovetkezik, hogy
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to

(4.1-6) 1" v - TT (1 +’6k) >0
k=N

00
“.1.7) o«>cT = TJ <i +irVv

k=N

A tovabbiakban szikségink lesz a kdovetkez6 mennyiségekre

esetén
00 C
u mik, k
(4.1.8) oo =1 o 1.
k=l I ¥mk

A (4.1.3) és (4.1.5) feltételek kovetkeztében

1im ~ =0
n—>Q@
és Vm™N-re
1im £
m+k ,k
k—>CC

Ha az m elég nagy, akkor

O c . 0Q p
ap2 | 220y € *.0 0 «pe - L
k=1 1+Y ? k=1 1+Y
om+k Om+k

A (4.1.5), szerint létezik olyan a és b valés szam, hogy
(4.1.9 0<aad oOm~b (1

minden elég nagy m=N esetén.

Legyen N=m 1<rn2(... olyan pozitiv egészekb6l allé sorozat, hogy

V J-1 esetén
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(4.1.10) x@n ) -M
és o(.(m ) konvergal
J

(4.1.11) 1im of(m ) = C
-+

Vilagos, hogy O(C({l. A (4.1.5) és (4.1.3) szerint Nn-N ¢és

i-1 mellett létezik olyan s egész, hogy
n, i

Co 1- ¥b
4.1.12 < e i= .
C ) nikok S : G=1,2,., .)
=s 2 <I@+1)
n, i
és
o3 i- yb
wi . U< (i=1,2,...),
=s 2 <IG+1>
n, 1
00 00 )
Legyen az Cn ) az Cm ) olyan részsorozata, hogy
ii=l J )
i=1,2,... esetén
(4.1.14) n. -n_ - s
+1 1 n,i+l
1
Definialjuk a kévetkez6 ~ sorozatot (i=0,1,2,...):
(4.1.15)
1-
+ Yex.(n
PFI = ) )+ X i+1)
i+1

A (4.1.9) és a (4,1.11) kifejezésh6l konnyen lathatd, hogy
ofT @ ™1,

valamint
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A J-re vonatkozé indukcidval bizonyitjuk, hogy a
(4.1.16) x(n) ~ %

egyenlétlenség Vn-n (J-0) esetén fennall.
J

Legyen x(0)=0. Az allitas nyilvan igaz lesz j=0-ra, ha n0=0-nak
valasztjuk. Legyen i-0 és tegyik fel, hogy (4.1.16) fennall
J=0,1,...,1 esetén. Most belatjuk, hogy (4.1.16) akkor is telje-

sul, ha j=i+l.

- Definidljuk m-n esetén az
mn _
Y, = min Cx(n),.--.,x(m)l
n

mennyi séqeket.

A (3.2.6) rekurzidbol Vn>n _ 1 kovetkezik, hoqy
1+

x(n) - Cc(, I)x(n-D+...+«c(,n-n_ Hx(n_ ) +
i+l i+l

+ Cc(n,n-n_ +Dx(n_ -D+...+c(n,n-n_H)x(n )),
1+l 1+1 i 1

@.1.17) xn) - (+ Xn“ En - )XH 1 +

i+1 i+1

A (4.1.17)~bbl kovetkezik, hogy
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(4.1.18)  x(M- & M fa"1 - A

Az n-re vonatkoz6 indukcidéval n>n kapjuk, hogy
4.1.19) x@)-Bwm
i
n—n

Tuvn@ 1

k=n +1 k= |+1
i+1

’\(z— B)tr o o

+
i+

(Hn ( En+,ki | | 1lil+yV

k=n_+1-n =n +1

i+1 ] 1+l

Végil a (4.1.6)-(4.1.8), (4.1.10) és a (4.1.12)-(4.1.14> miatt
2 cT( 1- yb)

x(n) - M+ (x(n”™) -"3 hyxsi(h.”n)
2<F (+D

= -1*Ini+l> ————-- 1-1 -
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A kovetkez6 l1épésben a 4.1.2. lemmat alkalmazzuk a
x@) = 2 (N/y(m
sorozatra.
A (3.2.2) és a (3.2.4) alapjan vilagos, hogy (n-2)
n-1
(4.1.20) x(n) =" c (n, k)x(n-k),
k=1

ahol

(4.1.21) c(h,k) = a(m,k) ——— -

Ellendéri znunk kell még a 4.1.2. lemma Teltételeit. Ezzel a

4.1.1. tétel bizonyitasa teljessé valik.

A 3.2.5. lemma szerint

n-1
“4.1.22) \Y% cn, k) = 1+
k=1

Yn"

ahol V =6(/> ) és Y >1 V n-2 esetén.
°n On
A (4. 1.21)-bsl

k k f )
a(n,k) {An2) Q- ﬁ) , ha ki 1-k-n-1i,

c(,k) =

ahol T--1-(1n2)/3<0.

Még meg keli mutatnunk, hogy (4.1.5) is teljesil.
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Ehhez tekintsik az

PQ m+k-1
4.1.23 = N +k, 1) = N +k, 1)(1n2) (-
@.1.28) S o =0 oD = 4 a@ek, )(n2) .
i=k+l i=k+1 m+k
Legyen olyan nagy egész szam, hogy Vm-M~-re
N 3 2 - /4
(4.1.24) a(m,i) < 1/m , ha 1-m
és
(4.1.25) X am,i)2 -, ha i¥ml/*
2i 1!
A 3.2.8". és a 3.2.97. lemma garantalja ilyen létezését.

Definialjuk tetsz6leges fix m)0O esetén a
i IVZ/
(4.1.26) k0 (m = max (k egész: (Mm+k) >k—1)
sorozatot. Nyilvan, \k: I-k-k~"(m) esetén teljesul, hogy
1/4.

4.1.27) K.

Ezek szerint Vm-M”~ esetén

1/4
00 k. m [mio ] f
(4.1.28) y-c . % & L8 a(wk iy@n) -0- - r+
k=1 | k=1 i=k+1 mHk
m+k-1

a(m+k, i)=(In2) 41- H:"k b )7 +
i[(m+k) 1+1

0 m+k-1

. i i T
amk, 1)=(In2) -(I- — 9.

.
kek @+ =kt

A jobb oldalon all§ Osszeghez az els6 tag hozzajarulasa a legna-
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gyobb.
& /4 4 -
Ha i®im+tk) , akkor Vm—M1 esetén (4.1.25) azt adja, hogy
1 2
— <a(m+k,i) < - .
21! i

174
A masodik tagban i\)/(m+k) , Igy (4.1.24) alapjan

(4.1.28) amk,i ) < 1/ 2.

A harmadikban k>k0(m), ezért a (4.1.26) definicid szerint
\fm—Mlesetén
va.
(m+k) -k<i.

Tehat a (4.1.24) egyenl6tlenség ismét a (4.1.29)-hez vezet.

Konnyen lathat6o, hogy 3 olyan u sorozat, hogy u =o(),
m m
midon m—> 006 , és V m™M -re

1/4
k @ tmk) 3 -

@n2)
Zil
k=1 i=k+l

/4
k0 m  [(mk) 3
y _
i _F
-2 @ —)+u
) m+k m

1l
k=1 i=k+1

Ez garantalja, hoqy elég nagy m esetén a (4.1.5) teljesil.

A (4.1.20), (4.1.22) és (4.1.28) biztositja a 4.1.2. lemma alkal-



mazhatdésagat, igy a

Z(n)
Z{n)/f[n)

Zin)
Z(nd//(n)

Z(n)
Z[n)/f(n)

Z(n)
Z[n)/M

@ z(n)/f(n)
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lim Z (n)/y(n)
th»o
2
! 1
1-386 1-128
5 6
436 9012
1-124 1-120
9 10
5-183 x 10*
1-113 1-111
13 14

létezését.

1-145

2-628x105
1-117

11

3-280 x 1010 2-543 x10"

1-110

15

32
1-131

1-027 x107
1-115

12

2-371 x 1014
1 110

16

2-617 x 10'6 3-376 x 10IR 5-030 x1020 8-575 x 10::

1-109 1-108

4.1.

1-107

tablazat

értékel 3 tizedesjeqy pontn)ssaggal

1107

értenddk)
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5, A cluster analizis a"gor Ltnukys problémai

5K Az alkalmazott médszerek algoritmusairol

A gyakorlati alkaimazasok szempontjabol l1ényeges megvizsgalni a
sz6bajovdé moédszerek algoritmikus tul ajdonsagait. Az adott megfi-
gyelés halmaz, a minta elemzése, kiértékelése alapian reméljik a
jelenség megértését. Ahhoz, hogy az elemzést konkrét értelemben
hasznalhassuk, rogzitsik le azokat a szempontokat, melyek alapjan
a jelenséget elemezni kivanjuk. Az alkalmazott eljarasok (ponto-
sabban az ezeket megvalositd programok) futasi 1d6 és térigényé-
rek; elbzetes ismerete meghatdrozhatja azoknak az eszkdzdknek es
eljarasoknak az «0sszesseéget, amelyben az adeott méretd
problémanak, a roégzitett szempontok alapjan torténd kiértékelése
a valasztott mddon megvaldsithato.

Kiderilhet az is, hogy a probléma NF"-nehéz, ilyenkor (legaldbb is
pillanatnyi ismereteink szerint) a hatékony kiértékeléshez nem
sok reményt filzhetink. A kiértékelés szempontjainak a megvaltoz-
tatasaval '"'szorithatjuk meg" az elemzést olyan polinomialis bo-
nyolultsaglu problémara, amelynek megvalaszolasara lényegesen toébb

remény van (bar a méret ndvekedése miatt a kiértékelési eljaras
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megval toztatasa is szikségessé valhat).

Az algoritmusok bonyolultsagaval kapcsolatban Garey és Johnson

koényvében [321 talalhaté terminologiat hasznaljuk.

Konkrét algoritmusok tervezésénél (5.3.2. tétel és az egész 6.
fejezet) egy egyszer(ibb modellt hasznalunk. Olyan RAM gépen
képzeljik el az algoritmusok futtatatasat, ami valds szamokon
végez aritmetikai miiveleteket és az elérési és miveleti 1d6t
egyforma sullyal vesszik Tfigyelembe. Ebben a modellben a feladat
méretének nem a feladat lekddolasahoz sziikséges bitek, hanem az
input paraméterek szamat vesszik. Az algoritmusok futasi idejét
csak nagysagrendileg vizsgaljuk, és optimalis algoritmusok alatt
is csak konstans szorz6 erejéig optimalis algoritmusokat értink
(azaz, amelyeknél barmely mas, a feladatot megoldd algoritmus
barmely input esetén legfeljebb konstansszor dolgozik, gyorsabban

c79]).-

A gyakorlati problémak szempontjabdl kildondsen érdekesek azok az
eljarasok, amelyek adaptivak, vagyis amelyek a minta bdévilésével
nem igénylik az eaész eljaras Ujrainditasat, hanem az (j mintae-
lemek hatékony feldolgozasaval modositjdk a kordbbi eredményeket

(konstrukcidkat). Altalaban konnyebb nem adaptiv algoritmust
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talalni. Els6sorban az utébbi algoritmusokkal TfToglalkozunk, bar a

6. Tejezetben - egy-egy vizsgalt kérdés kapcsan - kitérink adap-

tiv (egyes szoOhasznalatban: on-line) algoritmusok bonyolultsagéara

A 5.2. pontban néhany kiértékelési problémardl bemutatjuk, hogy

NP-nehéz.

A 5.3. pont U eredményeket tartalmaz: egy nem hierarchikus

clusterezési problémarél bebizonyitjuk, hogy polinomialis bonyo-

lultsagu (5.3.2. tétel és 5.3.5. allitas). A bizonyitashoz Tfel-

hasznaljuk egy korabbi eredményinket (5.3.4. allitas).

Az 5.4. pontban bevezetink egy olyan tavolsagosztalyt (5.4.6.

definicio), amelyre megszoritva egy természetes clusterezési

probléma (a bevezetésben 3.-val jelolt "leghomogénabb'"™ cluste-

rezés keresése) inputjait, a megoldasra polirtomkor latos algo-

ritmust adunk meg (56.4.7. tétel).

5.2.  Alqoritmikus bonyolultsagi kérdések

A clusterezés altalanos optimalizalasi problémaja nagyon bonyo-

lult, amint azt a 5.2.1. allitas mutatja.



Legyen adva egy egész szamokbol alloé S alaphalmaz és egy *F
hibafiggvény, amely az alaphalmaz minden particionalasan értei-
mezve van. Az S halmaz, az T fiuggvény, valamint a k természetes

A

szam lesz a probléma inputja. Keressik S-nek azt a k-osztalyu D

particigjat, amelyik minimalizalja az f-flggvényt, azaz

min ().

5.2.1i Aallitas. Az el6bb definialt TI™ clusterezési probléma

NF"-nehéz, még abban az esetben is, ha az F egy polinom id6ben

kiszamithatd fuggvény és k=2.

Bizonyitas. A probléma inputjanak a mérete az S halmaz elemeinek

és az T FTuggvény leirasahoz hasznalt jelek szama.

Az allitas nyilvanvald, hiszen a megfeleld 1T dontési probléma

tartalmazza az NF"-teljes partici6 problémat. Bévitsiuk ugyanis az

eredeti clusterezési probléma inputjat a t egésszel, azaz

5.2.2. defiQlc.i6o. 7T_ probléma: Létezik-e olyan D 2-partlcidja

S-nek, melyre fD) - t ?

Tekintsik a kovetkezd specialis esetet. Legyen az S egy egész

szamokbol allo halmaz és jelolje (SN,S ) az S egy 2-particigjat.



Rendelje ehhez az f veszteség figgvény az azonos osztalybeli

elemek Osszegébdll képezett kilonbség abszolut értékét, azaz

valamint legyen t=0.
Mivel 1ir, tartalmaz egy NP-teljes részproblémat, Igy NP-

nehéz.

Ha P é NP, akkor ez azt jelenti, hogy a clusterezési problémat
ebben az altalanos formaban nem lehet pol irtom id6ében megoldani.

Természetesen az T Flggvényre tett megszoritas, annak ‘'‘gyors"
ki szamol hatésagarol magatol érteté6dd volt, hiszen kiuldnben nem is
remélhetjik a probléma polinom idejl megoldasat. Az F hibafigg-
vény specialis megvalasztasaval a clusterezési feladatok egy
része polinomialis 1i1d6ben 1is megoldhatd. éppen ezért fontos
kérdés a gyakorlati alkalmazasok soran, hogyan valasztjuk meg a

hibafuggvényt.

Az alabbi problémaknal egy-egy grafot feleltetink meg a cluste-
rezendd mintanak. A graf cslcsai reprezentaljak a mintaelemeket
és két cslcsot akkor és csak akkor kotink Ossze éllel, ha a
megfelelé mintaelemeken értelmezett tavolsag legfeljebb akkora,

mint egy el6re adott konstans. Ez utébbi a graf segitségével
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torténé clisterezés paramétere lesz.

Tekintsik a kovetkezd 'IT3 agrdf particiondldsi problémdt. Adva

van egy N csucsu graf. Keressik a csucsok olyan 2-particionala-

sat, amelyre minimalis a halmazok kozott mend élek szama.

Ha a particiok méretére nincs kikotés, akkor az N figgvényében
polinomialis id6ben megkonstrualhaté egy az elébbi értelemben
optimalis élszammal rendelkez§ 2-particio.
Valasszunk ki ugyanis tetsz6leges két csucsot és tekintsik O&ket
az egységnyi kapacitasu élek altal meghatarozott haldézat forrasa-
nak i1lletve nyel6jének. A maximalis folyam - minimalis Vagas
tétel alapjan a minimalis vagast N-t6l Tiggé polinomialis szami
Iépésben, a maximalis folyam algoritmusa (pl. Lawler CGO3); a
féleképpen valaszthatjuk meg. (Megje-
gyezzik, hogy a  Gomory-H"u [331 algoritmus segitségével elegendd
N-1 maximalis folyam Teladatot megoldani az 0Osszes csUcspar

kozotti maximalis folyamértékek meghatarozasahoz.)

A probléma lényegesen bonyolultabb abban esetben, amikor az Un.

kiegyensulyozott 2-particiok kozott keressik az optimalisat.

tétel ... Ha N=2n és a TI™ problémaban csak azokat a 2-

partici6kat engedjik meg, ahol mindkét halmaz n-elem(i, akkor az
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igy kapott Ti probléma NP-nehéz.

Tekintsik a kovetkezd |’r5 (k) clusterezési problémat: Ilehet-e a
XEV megFigyelési pontokat k osztalyba particionalni olymédon,
hogy barmely két x,yf Vi (=1,2,...,k) megfigyelés a clustere-
zési probléma tavolsagfiggvényével mérve legfeljebb olyan messze
van egymastol, mint egy el6re adott konstans. Az osztaly legtavo-
labb es6 pontparjanak tavolsagat nevezzik a cluster atméréjének.
Az egyszer(liség kedvéért feltesszik, hogy mind a konstans, mind a
tavolsagok nemnegativ egészek.

Masképpen fogalmazva tehat a kérdést: lehet-e a mintaelemeket

az el6re adott konstanst nem meghaladé atmérdgji k clusterba

particionalni.

Egy sulyozott éll teljes graf szintgrafjain azokat a sulyozatlTan
élli részgrafokat eértjik, amelyek Ugy keletkeznek az eredeti
grafb6él, hogy csak azokat az éleket hagyjuk meg, melyek hossza
egy adott szamnal nem nagyobb, pl. a ~-szintl részgraf élei
pontosan azok lesznek, melyekre d(i,j)-A.

Ezek szerint a Tl's(k) probléma ekvivalens a koévetkezével: jelolje
R az adott koszdb szédmot. A kérdés az, hogy az R-szinthez tartozo6

szintgrafban létezik-e a cslcsoknak egy olyan &V NV _,...,)
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particiéja, amelyre minden V. @=1,2,...,k) a qgraf teljes
i

részgrafjat fesziti.

5.2.4. Allités. TT;(2>€P, mig Tf;<k) £ NP-tel jes, ha k>2.

A megfeleli graf klikk particionalasi problémaja mutatja, hogy
miért igaz ez az allitas. Ez a T™™(K) problémanak az a részesete,
amikor a tavolsagértékeket a C0,1) halmazra szikitjuok le. A
kérdezett graf particido létezése ekvivalens a megfelelé graf
komplementer grafjanak a k-szinezhetéségével. Viladgos, hogy még
ilyen grafokra megszoritva is Vk >2 TF_(K NP-teijes, mivel

tartalmazza a 3-szinezhet8ség problémajat,

A TT~Ik) problémaval kapcsolatban felmerul az a kérdés, hogy
hogyan lehetne olyan részproblémakat talalni, ahol a szinezési
kérdés egyszer(ibben valaszolhaté meg. Erre visszatérink a 5.4.

pontban.

A 2.2. pontban vizsgalt nem hierarchikus clusterezési probléma

(amikor az adott x_ (i~1,2,...,n) pontok legkisebb négyzetes
i

eltérést add k-osztalyd clusterezését kerestik) kovetkez§ ter-

mészetes altalanositasa NP-teljes.
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5.2. 5. tétel. 132]. Leqyen adva az S=(X 1,>2< ,---,X 1 halmaz és eay
n

dix ,x ) szimmetrikus, nemnegatlv egész értékld tavolsagfigg-
LI |
vény, ami minden (x_,xJ pontparon értelmezve van, valamint a
i
k és B egész szamok. Tekintsik a kodvetkezd TT6 « dontési
problémat: létezik-e az xi (=1,2,...,n) pontoknak olyan

(Sl,g ,---,Sk) particidja, hogy

1) B.

A 'ITﬁ(k) probléma mar a k=2 esetben is NF"-teljes, kovetke-
zésképpen a (5.2.1) bal oldalan allé kifejezés minimalizalasi
problémaja NF"-nehéz.
-1 ) e N -
Legyen a w(S ) egész értékd sulyfuggvény értelmezve mindé-
i
gyik S_ (i=1,2,..., k> halmazon. Ha a 'I'I'6(k) problémat kiegé-
i

szItjil a w(S)) inputtal és (5.2.1) helyett a
i

feltételre nézve megengedett particidkra vonatkozo minimalizalasi

problémat tel int jik, akkor nyilvan az is NF"-nehéz.

A legkisebb néqyzetes kritérium alapjan toérténd clusterezés soran
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mn
az S az R - az egyszer(iség kedvéért egész koordinataju pontokbol

allé - n-elemi részhalmaza és egy specialis d tavolsagfiggvényt
hasznalunk, ti. a d-nek az euklideszi tavolsag négyzetét vesszik,
kénnyen lathaté, hogy ekkor a (5.2.2) bal oldala a

(5.2.3) k

2 =1 W(Sr).JSrJ d(xi,qr)

kifejezéssel egyenlé, ahol qr jeloli az Sr halmazbeli elemek
atlagat. A W(Sr) = 2|Srl valasztassal a (2.2.3) atfogalmaza-
sat kapjuk. Lattuk, hogy a k-kozép eljaras (.2. pont) véges sok
Iépés utan stacionarius ponthoz érkezik. Tehat minden olyan Kk

esetén, amikor a fenti célfiggvénynek; egyetlen lokalis optimumhe-

lye van, akkor a Tl’&(k) fenti specialis részproblémaja F"-beli.

A lokalis optimumhelyek szama valdjaban nem érdekes. A 5.3.
pontban megmutatjuk (56.3.5. allitas), hogy az elébb emlitetteknek

megfeleld TINIK) probléma F -beli.

5.3. Eqy polinomialis bonyolultsagl nem hierarchikus clusterezés

Ebben a részben egy olyan problémarél latjuk be, hogy P-beli,

amelyben azzal egyszerlsitjik. az optimalis clusterezés
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keresésésnek feladatat, hogy a particidok geometriai struktara-
Jara kotink, ki feltételt. Az itt kdozolt eredmények koziul az
5.3.2. tétel, az ezt el6készitd 5.3.4. &llitds U eredmény. Az

5.3.3. allitas egyszerlbb részére Uj bizonyitast adunk.

5.3.1. definici6é. Az S=Cx % X )CTpm pontok konvex k-
n

= s =z

particiojan olyan k-particional ast értink, ahol az osztalyok

konvex burka diszjunkt.

"Legyen az f egy szigoruan monoton nové, folytonos figgvény. Az
m , m
S:Cxl,---,x JC_R halmaz T-centrumanak azt a q £ R pontot
r
nevezzik, amelyre az S-nek a g-ra vonatkozé f-nyomatéka, azaz az

r
M(F,S,q) = 21 Tdx -alb
i=l

6sszeg minimalis. Ezt a g pontot c¢ (S)-sel, mig a hozza tartozé

osszeget - az S halmaz f-centralis nyomatékét - wA(S)-vel je-
161juk.

Megjegyezzik, hogy FT(X)=x esetén az T-centrum a sulyponttal

azonos.

Legyen SCT R egy \éaes halmaz és S-S -.-y)S az S egy

particiéja. E partici6o T-nyomatékan a particié osztalyain vett



f-centralis nyomatékok Osszegét értjiuk. Ez tehat a kovetkor
mennyi ség
(.3.1)

WCFs,cs k)= Yt WS =

min
i—-1 (q;) i=1 Xt]_eﬁ;k

J—q iII>-

Ezt az értéket Kkivanjuk minimalizalni S Osszes k-particidja
kozott. Keressik tehat azt az stl Sk particiot, amelyre
k = = 7z -
W(F,S,(S.). 1) minimalis, azaz
i'i=
(5.3.2)

k
i=1

W (F,S:k) = min W(F,S, 1S ). ).
1

CS))
i
S k-particigja

Az ilyen k-particiokat T-optimalisnak nevezzik.

Az m-dimenzids tér n pontjat altalanos helyzetilnek nevezzik, fia
barmelyik m, vagy kevesebb elemli részhalmaza linearisan Tfiggetlen

rendszert alkot.

5.3.2. tétel. Ha f szigortan monoton névé, TFolytonos fFiiggvény és
- m . . , .

St-R altalanos helyzetld pontok véges halmaza, akkor rodgzitett

k és m esetén S egy f-optimalis k-particidja polinom id6ben

megtaldlhaté. Az igy adédé f-optimalis k-particidé konvex lesz.

Bizonyitas. Az S osztalyokat clistereknek nevezzik. Jeldljink



ki minden osztaly szamara eqy q_. reprezentans pontot (Ff-centoum-
i
jeloltet). Mivel az T szigoruan monoton nové flggvény, ezért a

X pontot a hozza az euklideszi norma szerint legkbézelebb Tekvd

J

qi reprezentans pont osztalyaba kell sorolni. Abban az esetben,
ha talalunk olyan pontot, amely nem igy lenne besorolva, akkor a
legkdzelebbi qi reprezentans pont osztalyaba soroljuk at az
Osszes érintett pontot. Az Igy keletkez6 (j 0" k-particio

megfeleld minimalizalas utan adodé - f-centralis nyomatékara

nyilvan

E >

j i

> wW( f,5,0")
adédik. Ha ez az érték tovadbb mar nem csokkenthetd, akkor az
O0sszes x  pontot a hozza az euklideszi norma szerint (esetleq

J

eqyforman) legkozelebb  fekvd q1 reprezentans pontok kozil a
legkisebb index(i pont osztalyaba soroljuk at.
Ezek szerint a legkisebb tavolsag particidok <6.4. pont) kozott,
igy az LTP-k halmazanal bd&vebb konvex k-particional asok halmaza-
ban is taladlhatd f-optimalis megoldas. A tétel bizonyitashoz fel-

hasznaljuk, hogy a konvex k-particidok. szama lényegesen Kkisebb,

mint az 6sszes k-particiondlds szama (5.3.3. és 5.3.4. allités),



ti. n-tél polinomialisan fugg, midin a k és m rogzitett. A
kovetkezé allitas lényegében ekvivalens alakban megtalalhaté

Covernal 1181.

Bi.313i. allitéas. A sikon n pontnak legfeljebb 1 1 olyan
particionaldsa van, ahol a két osztaly pontjainak konvex burka
diszjunkt. Tetsz6leges rogzitett m>2 mellett az m-dimenzids euk-

lideszi térben n pontnak legfeljebb
m+n

2n

konvex 2-particionalasa van, midén n-} 00

Altalanos helyzetd pontoknak

.@+0U/n))

ilyen 2-particionalasa létezik, midén n-joQ .

Ez az eredmény egyszerden &l talanosithato

5.3.4i. allitas (C63]). Az m-dimenzids euklideszi térben

n altaladnos helyzet(i pontnak 1egfeljebb konvex k-parti-

éigja van.
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El6szor a 5.3.3. allitast bizonyitjuk.

Az 57373~ allitas bizonyitéasa. Megjegyezzik, hogy Winder
Cili], Cover (18] az m-dirnenzités euklideszi tér n-elemd ponthal-
mazainak kulonb6z8 feluletekkel vald két részre szeparalasai nak
szamaval kapcsolatban adott meg eredményeket. Két ponthalmaz
konvex burka nyilvan pontosan akkor diszjunkt, ha a halmazok
linearisan szeparalhatok. Az allitas els6 részét (m=2) a [18l-ban
kdzolt moédszertSl eltéré moédon igazoljuk. Bér tovabbi céljainkhoz
elegend6 lenne a [61ll-ban megadott eredménylink 1is, magasabb

dimenzidban egy masik bizonyitast ismertetink.

Csak az n>2 eset érdekes. Ha semelyik 3 pont sem fekszik egy
egyenesen, akkor a sikon barmelyik két pont egyenese a konvex 2-
particidok kozul pontosan kett6t hataroz meg, ti. a két osztaly
kozdés tamasz egyeneseként. Ugyann k p ontosan 2 1ilyen tamasz
egyenes talalhatdé minden 2-particidhoz, tehat a konvex 2" par ti-
_ .\ - S

cidk szama 1 1. Ha a pontok kozil n >2 kol linearis, akkor az ezen

az egyenesen lev6é pontok csak 2(n -1) konvex 2-particiét hata-

roznak meg a nem kollinear hi lyeH

Magasabb dimenziéban, pl. rn-dimenzidéban n tetsz6leges elhelyez-

;=

kedésli pont konvex 2-particidi szamara ugy adunk felsd kor-



latot, hogy a konvex :-particiokat beleképezzik az Un. iranyi

tott zaszIlok halmazaba. (Amennyiben az n pont nem fesziti ki

az m-dimenzids teret, akkor jeldl je m a ki feszitett tér dinien

zigjat. Amint az egyszer(ien lathaté, ez az atjeldlés nem vezet

bonyodalmakhoz.) Ezek szamara adunk meg felsd korlatot.

Iranyitott zaszlo alatt iranyitott affin alterek maximalis lancat

ertjuk.

Azt mondjuk, hogy egy hipersik 2 halmazt "elvalaszt'", ha a hi-

persik altal hatarolt egyik zart féltér tartalmazza az egyil

halmazt, a masik zart fél tér a masikat. Tehat a két halmaz szepa-

ralasahoz képest az a kilonbség, hogy ott a nyilt félterektdl

varjuk el, hogy tartalmazzak az osztalyokat (vagyis ugyis mond-

hatjuk, hogy egy "elvalaszto" hipersik a hipersikra es“ pontok

kivétel ével choppy-41 &% s r-16: t«)

Minden konvex 2-partici6hoz megadhaté olyan '"elvalasztd™ hiper-

sik is, amit az n-eleml halmaz alkalmas m pontja hataroz meg.

A fiatdr lapra es6 pontok szama akar n is lehet (altalanos hely-

zetli pontok esetén ez a szam pontosan m). A hipersikon kivuli

pontokrdl konnyen megallapithaté, hogy melyik osztalyhoz tartoz-

nak, mig a hatar lapra es6 pontokra Ujra meg kell nézni, hogy
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hany fél eképpen konvex 2—partixional hatok .

Az egyik osztaly pontjait hatarozzuk meg, éspedig Ugy, hogy
kijeloljuk az "elvalasztdé"™ hiperslk altal hatarolt megfeleli”
félteret, majd megkeressilk a belsd pontokat és ezt Kkiegészitjik a

hatarlap valamelyik konvex 2-particiéjanak osztalyaval.

Altalanos helyzetli pontokra a hatar lapra es6 szimplexnek
ilyen 2-particidja van, telidt a konvex 2--partici 6nal dsok szama

-
legfeljebb ani  minden m-re legfeljebb on .

Tetsz6leges elhelyezkedés(li pontoknal az "elvalasztdé"™ hipersllra
es6 pontok altal definialt tér egy "'elvalaszté” (most mai
eggyel alacsonyabb dimenziés) hiperslkjat (alterét) valasztjuk
ki, majd a bels6 pontok megkeresése kovetkezik, végul az altér
valamely konvex 2-particiéjanak egyik osztalyaval boévitjik az
osztalyt, stb. Ez az irannyal bévitett altér lanc alkotja az

iranyitott zaszIlot, és igy legfeljebb

konvex 2~partici6 adhaté meg. Nem tudjuk, hogy az n kitev8jében

szereplé érték mennyire éles.



Megjegyezzik, hogy altalanos helyzetl(i pontokra

k=0 /

z

konvex 2-particidnal &s létezik 1181. Rogzitett m és n—100 esetén

Az 5,.34._ allitas bizonyitasa. Minden konvex k-par tici6nal ashoz

hozzarendel jik iranyitott zaszloik hosszU sorozatat. Sor -

szamozzuk a k-partici6 osztalyait. Az elsd zaszl6 mutatja meg,

hogy egy konkrét k-particid 1. és 2. osztalyanak unigjat hogyan

2-partieional tlk. Ezek kozott lesz a két osztaly konkrét 2-

particidja is. A koOvetkezd zaszl6 az 1. és 3. osztaly, az utolso

pedig a k-1. és k. osztaly unidjara reprezental ja a megfelel§

2 —partitiot. A bizonyitassal készen vagyunk, hiszen az ilyen

sorozatok szama legfeljebb

lia sz m pi-kl al io aibva m11M.c .4, alioi ez a mennyiség 1eQteljeno
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Végil a 5.3.2. tétel bizonyitasdhoz meg kell mondanunk, hogy
hogyan 1lehet ezt az eredményt polinomialis 1idejd algoritmus

készitésére felhasznalni.

Egy pontokkal adott sik normal vektoranak a kiszamitasa illetve
egy pont k hipersikhoz viszonyitott helyzetének a megallapitésa

k és m rogzitése esetén konstans lépést igényel.

Mivel az 5.3.4. &allitas bizonyitasa soran, a lehetséges konvex k-
particidok generalasahoz (s6t annak a verifikaciojadhoz is, hogy
egy generalt k-particid konvex) csak az el6bb emlitett Iépéseket
hasznaltuk, igy n figgvényében polinomialis sok 1épés elegendd a
konvex k-partici6k generalasahoz.

Megjegyezzilkk, hogy a tétel akkor 1is igaz marad, ha az S halmaz
pontjainak altalanos helyzetliségérél tett feltételt elhagyjuk,

bar ekkor a javasolt médszer még lassubb lesz.

Végil tekintsik a kovetkezé ir7(k) problémat: legyen a k egy

rogzitett pozitiv egész szam.

- m . . -
Instancia: az R eay veéges S részhalmaza, melynek minden X _
i

pontja egész koordinataju; valamint egy B pozitiv egész.
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Kérdés: létezik-e az S-nek olyan (Sl,SZ, ,S) particidja, hogy

Az 5.2.5. tételhez kapcsolodd (5.2.2) és (6.2.3) formulak és az

5.3.2. tétel alapjan most mar kimondhaté a

5.3.5. 4Uitas. TT7U )c P.

-
-
-\
-

A clusterez6 eljarasok megengedettségi osztalyozasa és

vizsgalatai

A clusterez6 eljarasok egyik osztalyozasi médja az lin. megenge-
dettségi vizsgalat. |Ilyen vizsgalatok bevezetése és az algoritmu-
sok egy részének ebbdl a szempontbol vald kiértékelése Fisher és
Van Ness C301 nevéhez f(iz6dik. F&6 vonalaiban ismertetjik az
osztalyozas médszerét és néhany kozvetlenill kapcsoldédd eredményt.

Az 5.5. pontban kitérink a clusterezés néhany problémajanak a

dinamikus programozassal valdé elvi kapcsolatara.

Az 5.4.7. tétel a ffs(k' dontési probléma (5.2. pont) egy
az un. fa-szerl tavolsagok osztalyara megszoritott - részprob-

1émajanak pol inomkor 1atos megvalaszol hatosagat mondja Kki.
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Az 5.4.9. allitas egy clusterezési problémanak az input

hosszaban pol inomial is i1dejd megoldhatésagat fogalmazza meg.

Az ultrametrikak esetében az 5.4.10. allitas bizonyitasa soran

mondottak segitségével jol jellemezhet6k azok az inputok, ame-

lyekre az el6z6 dontési problémaban igen valasz adédik.

Az 5.4.3., 5.4.4. ¢és az 5.4.10. allitas az ultrametrikak egy-

egy érdekes tilajdonsagara vilagit ra.

A megengedettségi feltételek két tipusat kulonbdztetjik meg. Az

egyik kozvetlenil a mdédszer til ajdonsagaihoz kapcsolodik. A méasik

tipusban el6bb a clusterek bizonyos tulajdonsagait definialjuk.

Ezek utan akkor mondjuk azt, hogy egy modszer a tulajdonsagra

megengedett, amennyiben az outputként adddoé clusterek az adott

tulajdonsaggal rendelkeznek.

Alabb kivalasztottunk néhany tulajdonsagot és moédszert, és megad-

Juk ezek besorolasat.

Az 5.4.11., 5.4.12. illetve 5.4.13. definicidban az elsd tipusra

adunk példakat, mig az 5.4.1., 5.4.2. definicid a masodik alter-

nativara vonatkozik.

5.4.J. definicio. Legyen az A a clusterezés osztalyaira vonat-
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kozé valamilyen ésszer(i tulajdonsdg. Egy clusterezé eljarasrol
azt mondjuk, hogy A-megengedett, ha tetszéleges input halmazra a

moédszer altal adott clusterezés rendelkezik az A tulajdonséaggal.

Ha az optimalis clusterezés nem rendelkezik az A tulajdonsaggal,
akkor természetesen az optimumot sikerrel keres6 eljarads sem

lehet A-megengedett.

5.4.2. definicio. Egy k-osztalyld clusterezést (k-csoport) jol
struktdraitnak nevezink egy adott tavolsagfiggvényre nézve, ha
mind a Kk osztalyban az azonos osztalybeli pontok kozotti ta-
volsagok legfeljebb akkorak, mint a kilénb6z6 clusterekbdl vett
pontok kozotti minimalis tavolséag. Egy k-osztalyu clusterezést
kompakt szeparaltnak neveziink egy adott tavolsagfiuggvényre nézve,
ha jol strukturait k-clusterezés és az osztalyokon belili tavol-

sagok hatarozottan kisebbel az osztalyok kozottieknél.

Nyilvanvalé a

54.3. allitds. Egy n-elemi halmaznak barmely ultrametrikara
nézve V k=1,2,...,n-1 értékre van k-osztalyd jol struktdrait

clisterezése.

§li.t}¥Ifas. Ha  ultrametrikabol indulunk ki, akkor a megfeleld
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MFF-rél - a 3.1. pont példiaja utan emlitettek miatt - leolvas-
hatd az 6sszes tavolsag. A Kruskal-algéritmus biztositja, hogy
minden komponens "atméréje'" (azaz legtavolabbi pontjainak tavol-
saga) az utoljara bevont élének hosszaval legyen egyenlé. Ezért a

komponensek belsd élei minden lIépésben legfeljebb olyan hosszlak

lesznek, mint a komponensek kozotti kilsé élek.
A fenti dll{tds vezet 4t a TTS(k) probl

5.4.4. allitas. Annak szikséges és elegend6 TfTeltétele, hogy egy
-stilyozott ¢éll teljes graf oOsszes szintgrafja cslcs- és él-disz-
junkt klikkekre legyen partcionalhatdé az, hogy a sulyok ultra-
metrikus tavolsagot alkossanak. Tehat <d£ F, ha a szébajové d

tavolsagfiggények osztalyat az ultrametrikus tavolsagokra szorit-

Juk meg.

Bizonyitas® Ultrametrikus tavolsag esetén nyilvanvalé, hogy a
szintgraf mindegyik komponense teljes részgrafot feszit a szint-
grafban. Forditott iranyban tegyik fel, hogy az eredeti grafban
létezik olyan haromszég, amelyben a leghosszabb élek nem egyen-
I6k. Ha a szintszdmot a haromszog masodik legnagyobb élhosszaval
egyenlének valasztjuk meg, akkor a szintgrafban a haromszdg

csUcsai egy nem teljes komponensbe kertlnének, ami ellentmondana
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a feltevésnek.

A fentiek szerint ultrametrika esetében a szintgraf komponensekre
bontasaval egyszerlGen megvalaszolhato 7T5- Az elébb emlitett

szintgrafok perfektek.

Ennek a fejezetnek, egyik fontos eredménye az, hogy a metrikak egy
Iényegesen bévebb osztalyara terjesztjiuk ki az el6z6 észrevételt.

Ehhez néhany definicidra és kiegészitésre van szikségink.

A TT5(k) problémaval kapcsolatban felvethet6 a kovetkez6 mini-
malizalasi probléma is: adott k mellett adjuk meg azt a mini-
malis atmérét, amelyhez Ilétezik a cslcsoknak olyan k-particidja,
hogy egyik osztaly atméréje sem haladja meg ezt a szamot.

A minimalizdlasi feladatot atfogalmazhatjuk a szintgrafol G.2.
pont) segitségével 1is. Keressik azt a minimdlis ~ szamot,
amelyre a A-szintfl részgraf k (csucs-diszjunkt) klikkre bom-
lik. Jelolje | a probléma egy instancigjat, és OFT(1) a

minimalizalasi TfTeladat megoldasaként adédé minimalis atmérdét.

1984-ben Hochbaum és Shmoys C44] olyan polinomialis futasi
ideji kozelitd eljarast adtak meg, amivel az OPT(1) minimalis
atmérd legfeljebb kétszerese (és egy ekkora legnagyobb atmérdével

rendelkezé k-particid) meghatarozhaté. A médszer TfTeltételezi,
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hogy a tavolsagok kielégitik a haromszdgegyenl 6t lenséget. Ez a

"kozelité" eljaras ultrametrikus tavolsag esetén alkalmas egy

optimalis struktura megtalalasara is, bar erre a cikkben nincs

utalds. Fenti szerz6k bizonyitottdk, hogy dCOPKD +yi  (ahol

oi<2 és >0) atmérét garantald modszer létezése azt vonna maga

utan, hogy F"=\P. Mi a pontos megoldast keressik.

5.4.5. definicid. Tavolsadg fTan és az &altala indukalt tavolsagon

egy sulyozott élid fat értink, amiben barmely két csucs tavolsagat

a Taban egyértelmien meghatarozott 0Osszekdtd utvonalukon érintett

élek Osszhossza adja meg.

Most ratérink annak a tavolsagosztalynak az ismertetésére, amire

vonatkozéan a 7T (k) problémat polinom id6ben tudjuk megoldani.

5.4 6« definicid. Egy metrikat fa-szer(inek mondunk, ha megad-

haté hozzd az eredeti ponthalmazt tartalmazo, az eredeti ponto-

kon az eredeti tavolsagokat indukald tavolsag fa.

Konnyen lathaté, hogy a tavolsag fa altal indukadlt tavolsagok
kielégitik az un. négypont-fel tételt. Ez a feltétel a cslcshal-
mazbol kivalasztott minden pontnégyesre az altaluk meghatarozott

négyszog kitéré élparjainak hosszésszegére ré ki ul trametr ikus
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egyenldétlenséget (C13D)Ff ami az eredeti tavolsagokra a harom-
szdgegyenl&tlenségnél erdsebb, az ultrametrikus feltételnél

gyengébb kikotést _jelent.

Buneman C133 eredménye mutatja, hogy éppen a négypont-feltételt
kielégitd tavolsagok fa-szerliek. Az 5.4.7. tétel fogalmazza meg a

fejezet egyik fontos eredményét
5.4.7. tétel. Fa-szer( metrikadara TT £P (azaz polinom id6ben

megvalaszolhaté a TT_(k) olyan formaban is, hogy a A-t el8re nem
3]

rogzitjik, hanem az input részeként tekintjik).

A problémat perfekt grafok kiszinezésére vezetjiuk vissza. Ez a
szinezési probléma perfekt grafokra Grotschel, Lovasz, Schrijver
C371 egy az ellipszoid moédszert felhasznalé algoritmusa révén

polinom id6ben megoldhaté. Mi elkeriljik az ellipszoid modszer

hasznalatat.
Az tétel bizonyitasa. Elegend6 a szintgrafok komplementer
grafjanak kiszinezésével foglalkozni. Fa-szerld metrikara a tel-

jes graf mindegyik szintgrafja perfekt graf. Koénnyen belathatoé
ugyanis, hogy tavolsag fa altal indukalt tavolsagokra a teljes
graf szintgrafjaiban barmelyik legaldabb 4 hosszu kér tartalmaz

atlot. Az ilyen grafok perfektek (C781). Az "atl ¢'"-tul ajdonsacj
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JO karakterizacidjat adja az un. rész fa grafoknak, C78] 9.23.

feladat. Részfa grafon egy iranyitatlan fdban a részfak met-
szetgrafjat értjik.)

Specialisan a tavolsag fabol keletkezd szintgrafok komplementerei

(és a szintgrafok is) konnyen szlnezheték. Roégzitsik ugyanis a
tavolsag fa valamelyik csucsat gyokérpontnak. Tekintsink egy
tetsz6leges szintgrafot. Valasszunk ki egy olyan levelet a faban,

ami a legmesszebb van a gyokértél. A négypont-feltétel biztosit-
jJa, hogy a szintgrafban az ezzel a ponttal éllel Osszekotott

c5Ucsok egy teljes részgrafot feszitnek. a pont komponensében.

Valasszuk le ezt a tel jest a szintgrafbdél. Ezek utan a komplemen-
ter graf Kkiszinezése a cslcsok szadmara vonatkoz6 indukcioval

torténhet. (Megjegyezzik, hogy a graf egy csucsanak - az in-
dukalt tavolsag szerint vett - adott sugaru kornyezetét alkoto

pontok a tavolsag Ta valamelyik rész fajanak lesznek a cslcsai.)

Specialisan egydimenzi6ban, az euklideszi tavolsagra tekintsik a
kovetkez6 intervallum grafot: minden pontra egy R hosszlsagu, a
pontra nézve szimmetrikus elhelyezkedés(i intervallumot illesz-
tink. Két intervallum pontosan akkor van éllel Osszekdotve a
grafban, ha tartalmaznak ko6zos pontot, azaz ha a meghatarozoé

pontok legfeljebb R tavolsagra vannak egymastol. Ezek szerint
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specialis esetként kimondhaté a

5nq4 .~ Allités. Egydimenzidban az euklideszi metrikara nézve a

szintgrafok intervallum grafokat alkotnak.

Természetesen minden potencial jellegli tavolsagfiggvény esetén is
hasznalhatdé az eldbbi gondolat.
Végul megjegyezzik, hogy az ultrametrikus tavolsagok is fa-sze-

riek.

Most elevenitsik fel a (bevezetésben 1.-vel jelolt "szeparalasi')
kérdést, azaz egy adott input ponthalmazra létezik-e a pontok
eredeti tavolsagara nézve kompakt szeparalt k-clusterezés, és ha

a valasz igen, akkor hogyan lehet ilyet megadni.

Tekintsik a kovetkez6 TT8<k) problémat.
Instancia: az S alaphalmaz és a d(x ,x ), x , x £S nemneqgativ,
i ] i ]
szimmetrikus tavolsagsaqfiqgvény (d(x_,x_)=0 ), valamint egy
[
pozitiv k szam; kérdés: Ilétezik-e az S-nek olyan k-osztalyu
particionalasa, amelyben az azonos osztalybeli pontok koézotti
tavolsagok maximuma kisebb a kildonb6z6 osztalyokbol vett pontok

minimalis tavolsaganal. A kérdés ekvivalens alakja szintgrafok-

kal: létezik-e olyan szintgrafja az eredeti grafnak, amelyik Kk
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nem Ures, csucs- és él-diszjunkt klikkre esik szét.

Nyilvan TT0£ NP.

Felvetédik a kérdés, hogy egyaltaldban milyen tavolsagflggvények
esetén kaphatunk 1igen véalaszt a Ti8(k> kérdésre. Konnyen
lathaté (Dunn C231), hogy minden alaphalmazhoz és az elemparokon
értelmezett tetsz6leges tavolsagmatrixhoz legfeljebb egy kompakt
szeparalt k-clusterezés van. Az euklideszi tavolsag esetére
szintén Dunn bizonyitott elégséges feltételt arra vonatkozoéan,
hogy a k-clusterezés kompakt szeparaltsaga implikalja azt is,
hogy egyben stacionarius pont legyen a legkisebb négyzetes kri-
tériumra nézve 1is. Bizonyos esetekben ez egy lehet6séget ad arra,
hogy a ponthalmaz kompakt szeparalt k-clusterezési lehet6ségét
észleljik. Azonban, sajnos, vannak olyan pont konfiguraciok is,
amikor - bar létezik kompakt szeparalt k-clusterezés - az egyet-
len stacionarius pontot add k-clusterezés nem ilyen.

Fisher és Van Ness egydimenzidés pontok olyan konfiguracidjat
adtak meg, hogy az (5.2.3) veszteség fiiggvényre optimalis clus-
terezés semmilyen nemnegativ w (Wé0) sulyfiggvény mellett sem

Jol struktdrait, tehat kompakt szeparalt sem.

Az adott tavolsagokat szértélva nem nehéz ellendrizni, hogy vala-

milyen alkalmas K-ra a legrovidebb K él altal meghatarozott
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részgraf k (esetleg egyelem() klikk-komponensb6l all-e vagy
sem. Ezek szerint a 7T8 kérdést polinomialis id6ben rnegvalaszol-
hatjuk. A kovetkez6 bizonyitasban a Kruskal-algoritmus kompakt
szeparalt megengedettségét bizonyitjuk. Ez egyben az el8bbinél

egyszeri(ibb eljarast ad meg a TT8 megvalaszolasara.

5.4.9. Aallitdas. A single és complete linkage (6.6. pont) el-

jJarasok kompakt szeparalt megengedettek.

Bizonyitds. A kompakt szeparalt megengedett tulajdonsagot indi-
rekt médon bizonyithatjuk a single linkage esetében: tegyuk fel,
hogy az eljaras altal az n-k. [1épésben adott 0O k-particionalas
nem kompakt szeparalt. Ekkor talalhaté 3 olyan pont, hogy 1i,j£C,
k C, j,k£C” és i EC”, ahol C~” illetve C az egyetlen kompakt
szeparalt Or illetve az 0 k-particionalads egy-egy osztalyat je-

16li. Jeldlje 1" az el6z6 tulajdonsagu i1 pontok kozil azt, ame-
lyik a j-hez legkdzelebb van és az O-nak megfelel§ erd6ben a j-
vel el koti  Ossze. A  single linkage I1épései miatt

d@f,j)cd(@.k), az O0° kompakt szeparaltsaga miatt viszont

dd@",j))d .k), ami ellentmondas.
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ceo

cC'e 0" kompakt szepardlt

~, k-nsztdlyd partic

5.1. &abra

A  kompakt szeparalt I--clusterezés egyértelmiisége és a single

linkage eljaras kompakt szeparalt megengedett tulajdonsaga miatt

amig a k=n,n-1,n-2,... értékekre létezik kompakt szeparalt k-

clusterezés, addig a megfeleld clusterek finomoddé halmazsorozatot

alkotnak. Az is nyilvanvalé, hogy ha egy eljaras kompakt szepa-

ralt megengedett, akkor a megfeleld Iépésekben ugyanazokhoz a

clusterezésekhez vezet, mint a single linkage mddszer. Az utodbbi

gondolat segitségével bizonyihaté pl. a complete linkage kompakt

szeparalt megengedettsége is. (Hiszen, ha nem ugyanabban a clus-

ter parban lenne minimalis a legkdzelebbi pontparok tavolséaga,

mint amiben minimalis a legtavolabbiaké, akkor a single linkage

nem lehetne kompakt szeparalt megengedett.)

A Tfentiek egyben azt is jelentik, hogy minden n-elemli S halmaz
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esetében pl. a single linkage eljaras segitségével nagysagrendi -
2

leg n log n 1lépésben az Osszes k értékre egyszerre megvalaszol-

haté a Ti8(K) kérdés, ti. az eljaras altal adott Kk-osztalyu

clusterezések tesztelésével. (Megjegyezzik, hogy a (6.6.1) egyen-

I6ség a (6.6.2)-(6.6.4) clusterek kozotti tavolsagfiggvények

esetén nemcsak akkor all fenn, amikor a legkisebb d  tavolsagot

1]

ad6 C és C_ clustereket egyesitjuk a C clusterben. Ekkor minden

i ] ) k

lépésben a (6.6.1) képlet segitségével a keletkez6 cluster

"atmérdje" egyszerlien szamolhatd.)

Az ultrametrikakra vonatkozéan jol jellemezhet6 a kompakt sze-

paraltsag:

5.4.10. &llitds. Egy ultrametrikara nézve akkor és csak akkor van
\/k=1,2,...,n-1 értékre k-osztalyu kompakt szeparalt clustere-
zése egy n-elemd halmaznak, ha az ultrametrikanak pontosan n

kil6nb6z6 értéke van (a nullat is beleértve).

Bizonyitas. Az 5.4.3. allitas bizonyitasahoz hasonldéan biztositja
a k-osztalyu kompakt szeparaltsagot a Kruskal-algoritrnus abban az
esetben, amikor n kilénb6z6 értéke van az ultrametrikanak.
Masrészt, ha az ultrametrika n-nél kevesebb értéket vesz fel,

akkor a MFF-jaban legalabb két él egyforma hossziu. Mivel az
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5.4.9. allitas szerint a single linkage eljaras kompakt szeparalt
megengedett, igy azokra a k értékekre nincs k-osztalyd kompakt
szeparalt clusterezés, melyeknek megfeleli lépésekben egyforma

hosszusagu élek kozil valaszt a Kruskal-algéritmus.

s =z

Ha a clusterek geometriai strukturajanak Tfeltarasa fontosabb,
mint a pontok eloszlasadé, akkor a pontok illetve a clusterek

ismétlésére invarians clusterezi eljarasok valasztasa indokolt.

54..11., definicié. Egy clusterezo eljarast pont ismétlés megen-
gedettnek nevezink, ha a pontok tetsz6leges szamu ismétlése utan
minden Iépésben ugyanazokhoz a clisterhal mdzokhoz vezet az

eljaras, mint ismétlés nélkil.

5.4.12. definicid6. Egy clisterezi eljarast clister ismétlés meg-
engedettnek neveziink a k. szintnél, ha tetsz6leges input halmaz
esetén az eljaras altal adott Cl,CZ,...,Ck clusterek barmelyi-
kének (ti. Osszes pontjanak) tetsz6leges szamu ismétlése utan az

eljards ugyanazokhoz a clusterhalmazokhoz vezet a k. Iépésben.

Nyilvanvald, hogy az ismétlés megengedett eljarasok érzéketlenek

a ponthalmaz eloszlasanak bizonyos valtoztatasaira.
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Statisztikai vizsgalatok végrehajtasa szempontjabol érdekesei:
azok a moédszerek, ahol a clusterek elhagyasa utan nem valtoznak

a megfeleld szinten keletkezd clusterek.

5,4.13. definlci6. Tetsz6leges n-elemld alaphalrnazra alkalmazva,
a k. (1-k-n-1) szinten keletkezett clusterek kozil hagyjuk el
valamelyik o6sszes pontjat és a maradék input halmazra futtassuk
Ujra az eljarast. Ha a k-1. lépésben - az elhagyott kivételével
- ugyanazokat a clustereket adja az eljaras, akkor cluster elha-
gyas megengedettnek nevezzik.

A single és a complete linkage eljarasok az elébbi 3 kovetel-
ményre nézve megengedettek, mig a legkisebb négyzetes kritériumra
optimalis clusterezést add moédszerek csak cluster elhagyas megen-

gedettek lehetnek..

5.5. A ID*9RD9*dFELSA9T  vizsgalatokkal kaBcsolatos egyeb

megjegyzések

Ha egy clusterezd eljaras valamilyen célfiggvény globalis opti-

mumat talalja meg és cluster elhagyas megengedett, akkor ezt az

optimumot elvileg a dinamikus programozas modszereivel is megke-

reshetjuk.



Tekintsik az n-elem( S alaphalmaz pontjainak k-clusterezésein
értelmezett Lk (S) veszteségfiggvényt. Ha egy clusterezd eljaras
a fuggvény minimumat minden k érték esetén megadja és cluster
elhagyas megengedett, akkor a

(5.5.1) L® = EIT:S CL € *,  (S\C D

egyenlet fennall. Altalaban a veszteség az alabbi médon van

definialva
5.5.2 L, (S min "f.(c.
(652 LS 3"f.fc.),
cC ,C ,.-.,C) i=1
2 k.
az S k-particigja

ahol az fi -k tetsz6leges halmaz fliggvények. Specialisan a legki-
sebb négyzetes kritérium esetében az fi © a CCZRm ponthalma:
pontjaira a C-beli atlagtol valo eltérések négyzetdsszege.

Ha fi (© fuggvénynek a C halmaz minimalis feszit6fajaban szerep-
16 élek Osszsulyat valasztjuk, akkor a Kruskal-algoritmus 6.4.14.
tételben emlitendd tulajdonsadga (@ cluster elhagyas megenge-
dettség révén) kozvetve biztositja az (6.5.1) osszefiiggés
fennal lasat,

Az (6.5.1) felhasznalasaval a legkisebb négyzetes kritérium ese-
tében egydimenzidéban O0O(kn ) lépésszami algoritmus adhatdé meg

(Fisher [29], Jensen C49]), az utd>bbi esetben viszont a dinamikus

programozasnal nyilvan hatékonyabb a single linkage modszer,
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5.5.1. definici6é. Egy modszert hierarchikus megengedettnek neve-

zink, ha tetsz6leges alaphalmaz esetén az alaphalmaz egyre fino-

modd illetve egyre durvuld sorozatat adja a clusterezés output-

Jaként.

Az agglomerativ hierarchikus moédszerek és az alaphalmaz egyre

finomédd particid lancai kozotti egy-egyértel mi megfeleltetést a

3.1. pontban ismertettik. Egy fontos negativ eredményt bizonyi-

tott Fisher és Van Ness C30]. Tekintsik az n-eleml halmaz clus-

terezéseinek (particionalédsainak) kdovetkez6 sorozatat. Az els

Iépésben mind az n pont egy-egy kilonallé clustert definial.

Minden tovabbi l1épésben a clusterezé eljaras a legkisebb négy-

zetes Kkritérium

(5.5.3)  min . f(dx..q )
U,V ,.em,C } r=1 x€C T
(Ul’_z_f' Tk i o
particio«

(@hol g a C -beli elemek atlaaat, d az euklideszi tavolsagot
r r

jeloli, az T pedig egy tetsz6leges nemnegativ Tflggvény) alta-

lanositasara nézve optimalis k-osztalyl clusterezéseket (k=n-I1,

n-2,..., 1) adja. Fisher és Van Ness eredménye a kovetkezb.

5.5.2. &llltads C30], Tetsz6leges folytonos, monoton f  flgg-

Py

vényre, melyre T(0)=0 az el6z6 eljaras nem hierarchikus, azaz
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megadhatdé olyan pontkonfiguracié, amelyre az eljaras altal adott

particiok nem alkothatnak finomodd lancot.

A fenti allitas szerint a legkisebb négyzetes kritériumra nézve
optimalis particid sorozatot képezé eljaras nem hierarchikus
megengedett, azaz nem fér bele a hierarchikus moédszerek

séma jaba".
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§jl A targyalt clusterez6 eljarasok kozos alqoritmikus vonasai

Ennek a fejezetnek az a 18 célja, hogy a clusterezéshez az alkal-

mazott vagy alkalmazhaté eljarasokon, illetve a keletkez6 struk-

turakon keresztil kapcsolddd geometriai és kombinatorikus jelleg(l

eredményeket legaldbb részben bemutassa.

Algoritmikus aspektusb6l érdekes, hogy a legkisebb négyzetes

kritériumra optimalis clusterezés, a legkodzelebbi szomszéd

(nearest neighbor, single linkage, Kruskal) médszer, a minimalis

feszit6fa és a konvex burok keresés kozos gyodkerekre vezethet§

vissza.

A clusterezés soran természetesen nem az a lényeg, hogy milyen

algoritmust hasznalva jutunk el egy alkalmasnak t(n§ particiéhoz,

hanem az, hogy melyik ez a partici6, illetve milyen a struktira-

Ja-

Gower és Ross [34] vették észre, hogy a single linkage eljaras

outputjai egy minimdlis feszitéfa (MFT) ismeretében hatékonyab-

ban el6allithatok, mint ha magat a médszer Tfuttatnank. Ez az

észrevétel teszi lehetbvé azt is, hogy egyszerlen verifikalhas-
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suk egy clusterezésrél, hogy az single linkage clisterezés soran

eléallhat-e (6.5. pont).

Ha elflre nem ismert egy MFF, akkor vagy megkonstrualjuk, vagy ha

legaldbb egy része ismert, akkor kiegészitjuk MFF-va. Ha a MFF

részét csak tippeltik, akkor arra a kérdésre is valaszt kell

adni, hogy altaldban hogyan tesztelhetS6 egy graf éleinek vala

mely részhalmazarél, hogy kiegészithet6-e MFF-va (6.4.).

Speciadlisan a 6.4.12. allitas és a 6.4.13. tétel a minden csucs

legkézelebbi szomszédjahoz vezetd élt tartalmaz6é, 0n. NN-graf

(6-4.) kormentes részgrafjanak minimalis feszitéfava vald bévit-

het6ségérél szélnak. A 6.4.13. tétel szerint a NN-graffal jol

lehet "tippelni™ a MFF egy nagy részgrafjara, ti. segitségével

meg 1Is konstrualhaté a MFF” éleinek legaldbb Tfelét tartalmazo

részgraf.

Visszatérve az algoritmikus kérdésekhez a konvex burok kereséssel

kapcsolatos valOszinlségszamltasi és algoritmikus eredmények

készitik el a 6.3. és 6.4. pontokat. Utodbbiakban a teljesség

génye nélkul ismertetink az n pont altal definialt minimalis

feszit6fa (MFF) illetve legkisebb tavolsag particio (LTP) kon-

strualasara vonatkoz6 eredményeket.
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A 6.4.-ben bemutat juk, miként vezethetd§ vissza az euklideszi

metrika esetében a MFF és az LTP konstrualdsa konvex burok

keresésre. A cluster analizis azonban nemcsak algoritmikus ér-

telemben kapcsolddik a geometria klasszikus problémaihoz. Egyen-

letes eloszlas esetén, a legkisebb négyzetes atlagos eltérés

kritériumra nézve aszimptotikusan optimalis struktirak (midén a

particidé osztalyainak szama, K elég nagy), szoros kapcsolatot

mutatnak a legsilribb kitoltésekkel (1161, cs5D.-

A 6.5. pontban verifikacidés kérdéseket targyalunk. A 6.6. pont-

ban clusterezd eljarasok olyan altalanos osztalyat ismertetjik,

amelyek konnyen programozhatok a Kruskal-algoritmus segitségével.

A 6.4. pontban a vizsgalt médszereknek az un. “posta hivatal" és

"0sszes legkdzelebbi szomszéd" problémakhoz vald kapcsolatat is

erintjik.

A fejezet eredményei koézil kiemeljiok a 6.4.7., 6.4.12., 6.5.2.

allitasokat és a 6.4.13. tételt. Ezek a clusterezésekhez Kkap-

csol6dé strukturakra vonatkoznak.

A Tejezetben megemlitett ismert eredmények kozil az ugyancsak a

strukturak tulajdonsagara vonatkozd két karakterizacidos tételt

emeljik ki. A minimalis feszit6fa éleinek egy (globalis) jol



100

jellemzését fogalmazza meg a 6.3.2. Aallités. Brown [11]
adta meg (6.4.2. tétel) a LTP cslcsainak egy (lokalis) jol

jel lernzését.

A 6.4.7. allitasban az ultrametrikus tulajdonsagnak egy a szok-

vanyos (v.6.: 3.1.2.) definicidval ekvivalens, geometriai jel-

legli megfogalmazasat adjuk meg az un. relative neighborhood graf

(RNG) segitségével.

6.1., A konvex burokkal kagcsolatgs valdszInOséqgszamitasi

groblémak

A sikbeli pontok altal meghatarozott konvex burok keresésének

algoritmikus problémaja illetve a konvex burokkal kapcsolatban

felmerild néhany kérdés a 60-as évektSl kezd6dbéen fokozodd érdek-

16dést keltett. Ezeknek a problémaknak kozvetett kapcsolatuk van

az eredeti problémakdrrel (6.3). Roviden attekintjik az idevonat-

kozo eredményeket (93], [94], [©91], [95D)-

Tekintsik az m-dimenziés pontok egy n-elemd véletlen halmazat.
Jelolje h illetve E(h) a ponthalmaz konvex burkdban az extre-
malis pontok szamat, illetve ezen pontok szamanak a varhato

értékét.
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Kénnyen lehet olyan sikbeli diszkrét eloszlast konstrualni, mely-
re
h -1 3, 1 valoésziniséggel

ECh) -f 3,

midén n->00 .

Jelolje I a konvex burok m-l-dimenziés lapjainak (azaz, ha-
tarolé hipersikjainak) a szamat. Ha m=2, akkor nyilvan h=I.
Abszolut folytonos eloszlas esetén nulla annak a valészinilsége,
hogy az n pont kozil m+l egy hipersikra essen. Ekkor 1 valoOszi-
niséggel érvényes a kovetkez6 Osszeflggés a konvex burok 1 lap-
szdma és h cslcsszama kozott (Raynaud [911)

1= /720>-6) - 92 + B+ 2.
EbbSl kovetkezik, hogy

£/ " E(VD)/(>-/), midén n->60 .

Rényi és Sulanke [931, [941 a sikban megadtadk az £ (Q)aszimptoti-
kus nagysagat. Raynaud [91] altalanositotta ezeket m>2 dimen-

zidéban.

6.1.1. tétel. Valasszunk n fliggetlen pontot a m- dimenzids egy-
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ségqombben (B ) értelmezett egyenletes eloszlas szerint. Ekkor
m

(1> C1 n (n -100),
ahol egy (effektiven szamolhatd) pozitiv konstans.
6.1.2. tétel. Valasszunk n Tflggetlen pontot a m- dimenzidés nor-

malis eloszlas szerint. Ekkor

ik-D/2 N
EU) * C2 {In n) </>-»*>),

m_(m-1)/2
ahol C2 =2 T§ ) VA

Bentley és Shamos C33 a maximalis vektorok szamanak varhaté
"értékére vonatkozo eredmények segitségével specialis eloszlasok
esetén adtak fTels6 korlatot a konvex burok extremalis pontjainak
a szamara. Ez mar az Em egységkockaban egyenletes eloszlas ese~

téré is alkail mazhaté6.

6.1.3. tétel (Bentley, Shamos [91). Valasszunk n figgetlen pontot

valamely figgetlen komponenst) m-dimenzids eloszlasbol. Ekkor

Eih) & 2*«{In/Ay (an > ).
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A konvex burok keresés algoritmikus Eioblémai

Konvex burok keresésre vezethetd§ vissza a geometriai problémak
egy meglepben széles osztalya. Ezeket a problémdkat ismerteti
Shamos 1100], Toussaint 11051, Lengyel 1731. Szamunkra a legki-
sebb tavolsag particié és a minimalis feszité6fa konstrualasa
szempontjabol lesz érdekes a visszavezetés. A LTP (Delaunay
graf) konstrualasa eggyel magasabb dimenzids konvex burok
kereséssel megoldhaté, mig a MFF a Delaunay graf részgraf ja, Igy
elég ez utdébbi minimalis Tfeszité6fajat megkonstrualni (6.4. pont).
Ez utobbi tulajdonsagnak inkdbb elvi jelent8sége van, mert az n
csucsu teljes graf MFF-janak konstrualasara hatékony eljarasok

ismeretesek.

A tovabbiakban altaldban off-line eljarasok legrosszabb esetre

vonatkoz6 algoritmikus bonyolultsagaval Tfoglalkozunk.

Kénnyen megadhaté a sikban on-line értelemben is optimalis,
Oin log n) futasi ideji konvex burok konstrualé algoritmus. Ha a
ponthalmazt az egyik koordinataja szerint elfre szértdél tik, akkor
optimdlis lineéaris eljaras is van. Az m=3 esetben F"reparata és
Hong CBBI O(n log n) optimalis algoritmust adtak meg. A térben a

burok megadasan a hatarold slklapok konvex poligonjainak fels6-
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rolasat értjik és a poligonokat a csucsok sorozataval adjuk meg.

Sajnos, m>3 dimenzidban keveset tudunk a konvex burok keresésrél.

Ha a pontok eloszlasardl valamilyen a priori informacio all

rendelkezésre, akkor ezt felhasznalhatjuk hatékony eljarasok

készitésére. Kereshetjik nemcsak a legrosszabb esetben, hanem

atlagos értelemben (ti. a futasi idb6nek az Osszes lehetséges

esetben, az eloszlasbol adédd, megfeleld sulyozasaval vett at-

lagara nézve) optimalis algoritmusokat is.

Ezen kivil beszélhetink még majdnem minden esetben @ va-

10szinlséggel) optimalis eljarasokrol is: ezekt6l azt varjuk el,

hogy optimalisak legyenek minden inputra, Kkivéve az inputok vala-

milyen az n nodvekedésével nullahoz tartd szazalékaban.

érdemes megemliteni, hogy Jarvis [471 a sikban olyan moOdszert

adott meg, aminek a legrosszabb esetre vonatkozé O(r>) futasi

ideje az outputként megadandé konvex burok extrém pontjainak h

szamatol filgg. Ezt specialis eloszlasok esetén érdemes hasznalni.

A futadsi id6 varhato értékére nO(E(h)) adodik.

(Megjegyezzilkk azonban, hogy Kirkpatrick és Seidel 1982-ben [521

Jarvis médszerénél hatékonyabb, a legrosszabb esetben O(n log h)

ideig Tfutdé algoritmust adtak meg. Ez a legnagyobb h-n esetén
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optimalis marad és meg6rzi a Jarvis médszernek az output méretére

vonatkozé érzékenységét.)

A 6.1.1. tétel kimondasa elétt emlitett eloszlasra atlagban és 1

valészinlséggel a legrosszabb esetben is linearis ideig fut a

Jarvis-eljaras. A 6.1.2. tétel a kétdimenzidés normalis elosz-

lasra is n*log n -nél roévidebb &atlagos futasi i1d6t biztosit.

Kiemelhetjik még Bentley és Shamos 191 eredményét, akik a

Jarvis-algoritmust oszdd meg és uralkodj elvvel kombinalva

linearis atlagos futasi idejd médszert adtak meg, abban az eset-

ben, ha £(b)=0(»"), ahol p<l.

Ez az eredmény vilagit ra a 6.1. pontban vizsgalt kérdések

fontossagara: a 6.1.1. tétel szerint a m-dimenzids egységgdmbben

egyenletes eloszlasra teljesiul az imént emlitett fTeltétel.

6.3., 6 minimalis feszitéfa keresésének algoritmikus

D
D

grob

m

Adott n pont és a pontparokon értelmezett valamilyen tavolsag-

fuggvény, amit altaldban egy olyan szimmetrikus, nemnegatlv

tavolsagmatrix alakjadban adunk meg, amelynek atldéjaban csupa

nulla all. A tovabbiakban tavolsagmatrixon mindig ilyen matrixot
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értink.

Keressilk az n csucson értelmezett megfeleld teljes grafban azt a

feszitéfat, amelyikben minimalis az élekhez rendelt tavolsagér-

tékek Osszege. Az irodalomban az él koltségének vagy sulyanak is

nevezik az altalunk az élt alkotd pontpar tavolsagaként emlitett

mennyiséget. Ezt a fat szokas minimalis fTeszit6fanak (minimalis

sulyd vagy koltségl feszit6fanak) nevezni és MFF-vel roviditeni.

Specialis esetként megemlitjuk azt, amikor a pontok az m-dimen-

zi6s euklideszi tér pontjai és tavolsagukat az euklideszi  tavol-

saggal mérjuk.

Altaldban is értelmes beszélni egy oOsszefiggé graf minimalis

feszitéfajarol, azonban szamunkra csak a teljes graf MFF-ja lesz

érdekes. Ha a tavolsagértékek nem mind kilonbdoznek, akkor egy

grafnak tobb kilénb6z6 MFF-ja is lehetséges. A MFF keresés

problémajan egy MFF megadasat értjik. Az input tehadt egy n*n -es

matrix, az output pedig n-1 él.

A MFF strukturdk alkalmazasara a biologidban, az alakfelisme-

résben, a statisztikaban talalunk példakat. Az egyik els6 si-

keres kisérlet minimalis feszit6fak alkalmazasaval torténé clus-

terezésre a 40-es évek végérd6l valé és wroclawi taxonometria
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néven ismert (Steinhaus Cl104]).

A MFF konstrualasra hatékony eljarasok ismeretesek. Prim [891 és

Dijkstra [20] a pontparok tavolsagat (azaz az élek hosszat, vagy-

mas szohasznalattal koltségét) reprezentald tetszéleges, adott

tavolsagmatrix mellett az n-pontu teljes grafra O0O(n"); sikba-

rajzolhaté grafokra Cheriton és Tarjan 0O(n) ideig futd algorit-

must adtak meg ([141).

Ha az m-dimenziés euklideszi tér n pontjara, valamilyen konstans

idében kiszamolhatd metrikus tavolsag mellett, a teljes grafra

kell a MFF keresést megoldani, akkor inputként a pontok koordi-

natait, azaz m#n input paramétert szokds megadni a téavol-

sagmatrix helyett. Ebben az esetben O0(n )-nél gyorsabb eljarasok

is ismertek: Shamos és Hoey [1011 a sikon, az euklideszi metri-

kara vonatkozoan 0(n log n); Vao [1091 tetsz6legesen nagy veéges

dimenzidban az euklideszi, az és az lpg metrikara nézve

o(n ) ideig futd algoritmusokat publikaltak. Utébbi az adatok

alkalmas szervezésével kerili el az Osszes tavolsagpar tl

koltséges kiszamitasat. Mindkét modszer a teljes graf egy 0(n)

élszamil részgrafjdban vald MFF keresésre redukadlja az eredeti

fel adatot.

A MFF éleinek a meghatarozasa F"-beli az élparok hosszat egy
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Iépésben 6sszehasonlité orakulum felett, Igy abban az esetben is,
amikor inputként csak az egész koordinataju n pont m#n Kkoor-
dinatqjat adjuk meg, a tavolsagot pedig az euklideszi tavolsaggal
mérjik. Meglep6, hogy ebben az esetben az Un. megengedettségi
problémarél (azaz arrol, hogy létezik-e olyan feszitéfa, amiben
az élek Osszege legfeljebb akkora, mint egy elére adott pozitiv
egész) még azt sem tudjuk, hogy NP-beli (Graham C351) és ez még
akkor is igaz marad, fia a problémat egy az élparok hosszat egy
Iépésben oOsszehasonlité és az élek hosszat tetszbleges pontos-

"sagig kiszamito ordkulum felett tekintjik.

A  MFT konstrualasara hasznalt eljarasok nagy részének kozdos vo-
nadsa, hogy [1épésrél lépésre eggyel kevesebb komponensul erdd
épitésével jutnak el a minimalis feszit6faig. A Kruskal-algorit-
mus soran mindig az Osszes kiuls6 él kozul keressik a legrovideb-
bet, de a 6.3.1. lemma kovetkeztében akkor is egy minimalis
fesz it6fahoz, jutunk, ha barmelyik komponens legkisebb kimend élét

vesszik hozza az erd6hoz.

lemmé (CI], 5.2 lemm.).. Legyen G=(V,E) 0Osszeflggl,

iranyitatlan graf és legyen

C<V1,I ) (V2 ’TZ)’ - ’(Vk’Tk))
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G egy tetsz6leges k-komponensi feszitberdfje (k>1). Legyen

Tegyik Tel, hogy az e=(v,w) ¢él a lehetd§ legkisebb koltségi

(hosszusagu) azon E-T -beli élek kozétt, amelyekre V£V és

VA, Ekkor van G-nek olyan Tfeszit6faja, amely tartalmazza a

Ti/Cel halmazt, és amelynek koltsége (Osszhossza) a lehetS lega-

lacsonyabb (legkisebb) a T -t tartalmazo feszitéfak, kozott.

A fenti lemmaban természetesen nincs jelent6sége a komponensek

sorszamozasanak.

o

Az el6z6 lemma biztositja a MFF egyértelmliiségét abban az esetben,

ha az Osszes tavolsagérték kulonbd6z6. Ez utdbbihoz hasonldan

bizonyithaté a 6.3.2. allitads, ami a minimalis feszit6fak egy jo

karakterizaciojat adja.

6.3..ZI. allités. Egy feszit6fa akkor és csak akkor MFF, ha a

fahoz nem tartozo élek kozul akarmelyiket a fahoz véve a keletke-

z6 korben az élnél nincs hosszabb él.

A 6.3.2. allitas segitségével tetsz6leges 0Osszefiiggdé grafra

Komlés C551 az élszam Tflggvényében linearis szaml o6sszehasonlito®

l1épésben teszteli, hogy a graf egy feszit6faja minimalis-e. Ezek
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szerint a tesztelési kérdés - legalabb is az 0Osszehasonlitasok

szama tekintetében - optimaiisan

megvalaszolhato.

Ha a graf éleinek szama nagysagrendileg legalabb n log n (megje-
gyezzik, hogy ennél Ilényegesen kevesebb élszam is elegendé Eli),
akkor a MFF megkonstrualasaval ugyanilyen nagysagrendld id6ben
tobbet iIs megtudhatunk, azonban ritka grafokban a tesztelési
kérdés az eddig ismert eljarasok segitségével gyorsabban megvala-

szolhaté, mint ahogyan a konstrualas feladata megoldhaté.

lils. A legkisebb tavolsag particio konstrualasa és kapcsolata a

minimalis feszit6fa kereséshez

A legkisebb tavolsag particidé az egyik alapvetd geometriai struk-
tira, amelyet széles korben alkalmaznak a kilénb6z6 tudomanyagak-
ban. A foldrajztudomany mlvel8i Thiessen sokszégnek, a fizikusok
Wigner-Seitz cellaknak, a geometria és az alak fel ismerés alkalma-
zO01 pedig Voronoi diagramnak vagy Dirichlet tesszallacionak

nevezik.

m

Tekintsik az R -beli kulénb6zé P_ (i-/,2, --.,») pontok S hal-
i

maza altal az m-dimenzids euklideszi tér pontjain indukalt

csl,sz,.,,,,s ) legkisebb tavolsag particidt, azaz leqyen
n



Vv i=1,2,...,n esetén

Si = fx £R |V j<i esetén xd Sj

és ~jri esetén d(x,P ) i d(x(P ) }.
i i

ahol d az m-dimenzids euklideszi tavolsagfiggvényt jeloli.

Az Si osztalyok diszjunkt, nem Ures, konvex poliéderek. Mind-
egyik Pi pontra az Si osztaly tartalmazza azokat a pontokat,
amelyek kozelebb vannak a Pi ponthoz, mint a tdbbi n-1 ponthoz.
A Si poliéderek csucsait szokds roviden a LTP cslcsainak, a P_

pontokat pedig a LTP meghatarozé pontjainak is nevezni.

Azt mondjuk, hogy a Pi és a Pj pontok (illetve poliédereik)

szomszédosak a LTF"-ban, ha szakasz felez6 mer6leges hipersikjuk

a pontokhoz tartozé mindkét konvex poliédert hatarolja (ez alatt

azt eértjuk, hogy a hipersikban valamelyik pontnak egy nyilt

kérnyezete olyan, hogy az Osszes pont a P és P -hez kozelebb
1 J

van, mint a tobbi S-beli ponthoz).

A Voronoi diagram két lokalis tulajdonsaganak fontos szerepe van

az alkalmazasokban.

A kés6bb kimondasra keriulé 6.4.11. a&llitashoz hasonléan igazol-

hat6 a
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6.4.1. allltas. Leayen a P. pont legkdzelebbi szomszédja a P
i s

pont, azaz

d®_,P ) = min dP P ),
i s o

J-i

1 - i

J-n

Ekkor a P_ és P pontok szomszédosak lesznek a LTF"-ban.
i s

Természetesen a P _, P pontokra a (6.4.1) feltétel is teljesul,
i s

ha a P helyére a P pontot helyettesitjuk.
J s

A 6.4.12. Aallitasban és a 6.4.13. tételben visszatérink a leg-

kozelebbi szomszédok egy érdekes tulajdonséagara.

A  kovetkez6 tétel segitségével jol lehet karakterizalni a LTP

cstcsait ([111).

6.4.2. tétel..

a/ A LTP poliédereinek barmelyik csicsa koéril rajzolhato
olyan gomb, amelynek hataran (legalabb) m+1 3 hal-
mazbeli pont van és a gbmb belsejében nincs S-beli pont.

b/ Minden R -beli pont, amely korul hasonlo gomb

rajzolhaté a LTP valamely poliéderének lesz a cslcsa.
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A diszkriminancia analizis egyik problémaja is kozvetve legkisebb
tavolsag kereséshez vezet. Tegyiuk fel ugyanis, hogy k kilénbdzd
varhaté érteékd, azonos kovariancia-strukturaju (kévariancia-
matrixd) rn-dimenzios normalis eloszlashoz keressik a legjobb
linearis diszkriminator figgvényeket. A maximum likelihood elv
ilyen eloszlasok esetén k linearis fuggvényhez vezet. Egy
klasszifikdlandé x pontot abba az osztalyba sorolunk, amelyikhez
tartozé linearis fluggvény a maximalis behelyettesitési értéket
adja, uqyanis az adott »_  varhatd értékek kozill azt keressik,

amire a

T |
K exp(-(x-m . ) (x-m i)),

-m/2 -1/2
K= @n det(™ ) )
kifejezés a maximumat veszi fel (£ jeloli az eloszlasok kb6zos
kovarianca matrixat). Ez ekvivalens a
T-.-1 T -
Zm ~ x+m 2L m.
linearis kifejezés minimalizalasaval,
F6komponens analizis végrehajtasa utan vizsgalva a problémat az
ismeretlen varhaté értékek legkisebb tavolsag particidja adja meg

azokat a halmazokat, amely pontjaira a fenti dontési elvvel

ugyanazt az eloszlast valasztjuk.

A LTP-t mindig a meghatarozé pontokkal adjuk meg. Ha egy
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tetsz6leges pontrdol azt szeretnénk megallapitani, hogy a k-osz-
talyd LTP melyik clusterébe esik, akkor erre azonnal valaszt
kapunk pl. a legkdzelebbi meghatarozo pont megtalaldsaval. ''Posta
hivatal” problémardl (1531) beszélink akkor, amikor egy-eqy
pontrol kell eldonteni, hogy rogzitett k pont koézil melyikhez van
legkdzelebb. EI6sz6r hatarozzuk meg a rogzitett pontokhoz tartozé
LTP hatarold hipersikjait. Ezek alkalmas preprocesszalasa és
taroldsa utan, a binaris keresés tobbdimenzidés altalanositasaval
(C211) IegfeljJebb C 1+C2I(_)g k (ahol a C 1éSZC csak a dimen-
zioszamtol Figg6é pozitiv konstansok) 1épés is elegendd a probléma
megvalaszolasahoz.

Ha valamelyik meghatarozd pontot elmozgatjuk, akkor a particio
néhany distere szintén elmozdul, a "szomszédosak'™ mindenféle-
képpen. A 6.4.1. allitds egy ilyen szomszédot megad.) Bevezet-
jiuk az un. Delaunay grafot, aminek a cstcsai a LTP meghatarozo
pontjai lesznek és két csucsot pontosan akkor kotink 6ssze (sza-
kasz) éllel, ha a cslcsok a LTP-ban szomszédosak (azaz a cslcso-
kat Osszekttd szakasz Telezémerdleges hipersikja a pontokhoz
tartozé mindkét konvex poliédert hatarolja). Ilyen médon az S
ponthalmazhoz tartozé LTP hataroldé hipersikjai és a Delaunay
graf élei dualis fogalmak. Az utdbbi graf teljes m+l pontu gréafo-

kat tartalmaz a LTP olyan csucsai "korul', amelyekre nézve a
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6.4.2. tétel a/ pontjdban mondott médon jellemzd gbmbok pontosan
m+l pontot tartalmaznak. Ekkor az m+l pont &altal meghatarozott
szimplex élei a Delaunay graf élei lesznek. Ha a sikbeli esetben
a pontok kozul semelyik 4 sincs egy koron, akkor a Delaunay
grafrol megmutathatd, hogy haromszogekbdl alld sikgraf, ezért ezt
az eredeti pontok Delaunay triangulacidjanak is szokas nevezni. A

Delaunay graf segitségével egyszerlien megadhatok a LTP cslcsai.

A 6.4.2. tételben megai lapitott médon jellemezve a LTP cslcsait,
Brown Cl11U egy alkalmas inverzios leképezés segitségével vezette
vissza az m-dimenzidés Delaunay graf konstrualasanak problémajat

egy specialis strukturaju m+l -dimenzids konvex burok keresésre.

Shamos és Hoey [101], valamint Toussaint [1051 megadtak a legki
sebb tavolsag particiéo (LTP) és a minimalis feszitéfa MFF)

kozotti alapvetd kapcsolatot, ti.

6.4"3. tétel. Tetsz6leges m-dimenzids ponthalmaz esetében az
euklideszi tavolsagra nézve MFF a ponthalmaz Delaunay grafjanak

részgrafja.

Bizonyitas. Csak vazoljuk a lépéseket. A minimalis Tfeszitéfak

egy fontos lokalis tulajdonsagat adta meg Toussaint [105]



(6.4.4. allitas). Ez a tulajdonsag biztositja, hogy a MFF a
ponthalmaz Un. relative neighborhood grafjanak (6.4.6. definicio)
részgrafja (6.4.8. allitas). Nyilvanvaldé, hogy ez utébbi az in.
Gabriel graf (6.4.9. definicid) részgrafja (6.4.10. allitas).
Ezek utan a tételt ugy bizonyithatjuk be, hogy megmutatjuk: az
euklideszi metrika esetében a Gabriel graf a Delaunay graf

részgrafja (6.4.11. allitas).

Megjegyezzik, hogy a 6.4.4., 6.4.7., 6.4.8., 6.4.10., 6.4.12.
allitasok és a 6.4.13. tétel lényegében tetszbleges szimmetrikus,
nemnegativ és atldjaban csupa nullat tartalmazo tavolsagmatrix

esetén igazak.

6 .44 . allitas. A MFF-ban minden P P élre teljesul, hogy
1]

(6.4.1) dep P H)”
LI |
A min max Cd(Pi,Pk),d(Pj,Fk))-
1-k-n 7

J

6-,4. 5. megjegyzés. Az S halmazbeli pontokon értelmezett MFF P P
iJ

élei a kovetkez6 feltetelnek tesznek eleget: a P P csak akkor

1]

éle a MFF-nak, fia az S-ben nincs olyan P P P haromszoq, ame) y-
ijk

nek a P P_ szigoru értelemben véve - a tavolsaqfiqgqvényre vo-
1]

natkozoan - leghosszabb oldala lenne.
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Itt érdemes megjegyezni, hogy hogyan lehet megvalaszolni azt a
kérdést, hogy élek valamilyen (kormentes) halmazat lehet-e az
eredeti graf egy minimalis feszit6fajavd Kkiegésziteni. Ha az S
halmazhoz egyetlen MFF létezik (pl. ha az 6sszes tavolsagértél
kulonbodzik), akkor a MFF megkonstrualasaval azonnal adédik a
valasz. Ha tobb egyforma 6sszhosszu MFF létezik, akkor a kérdéses
élek hosszat atmenetileg a tobbi élnél Kkisebbnek valasztva a MFT
megkontrualdsa segitségével ugyancsak O(n™) I1épésben egyszerien

megvalaszoljuk a kérdést.

6.4.6. definicid. Az S n-elemi halmaz és a pontparjai halmazan

n
tavolsagmatrix relative neighbor-

értelmezett Cd® .P ))
i j ird=l

hood grafjan I azt a grafot értjik, amiben pontosan akkor

vezet ¢él a P és F_ pontok kozott, ha a (6.4.1) feltétel

1 J
teljesil.
Mivel a FIG csak olyan haromszdget tartalmazhat, aminek a tavol-
sagmatrix szerinti hosszabbik élei egyenl§ hosszuak, igy igaz a

kovetkez6

6.4°7,. allitds. A PNG akkor és csak akkor teljes graf, ha a
sz6ban forgdé tavolsag ultrametrika az S halmazon (vo. 3.1.3. defi-

niciod).



118

A 6.4.4. allitasbhol adodik a
6.4.8. allitds. A minimalis feszitéfa a RNG részgrafja.

6.4.9. definici6. Az S n-eleml halmaz és a pontpéarjai halmazan

n
értelmezett (d(P..,P.)). tavolsagmatrix Gabriel grafjan (CG)
] I»

azt a grafot értjik, amiben pontosan akkor vezet él a P és P
i J

pontok ko6zott, ha a

(6.4.2) d P ,P) <
1 ]
2 2
< min d ®P ,p>d P P )
k k i
1-k™n

J

feltétel tel jesil.

A 6.4.6. és 6.4.9. definicidokban szerepld feltételek kozil a
(6.4.1) teljesilése maga utan vonja a (6.4.2) egyenlétlenség

fennallasat is. Pontosabban igaz a kdvetkezd

645.1.00  allitas. A Gabriel graf a RNG szupergrafja, fia

d(P ,P )=0 -bol kovetkezik, hoqy P =P .
! i

] ]

e

Az el6z6 feltétel teljesul minden metrikus tavolsag esetén. Spe-

6.4.11. allitds. Az euklideszi metrika mellett a P_ és P_ pontok
1 J
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kozott akkor és csak akkor megy él a Gabriel grafban, ha a LTP-
ben a P és P _pontok szomszédosak és poliédereik kozos hatar lap-
1 J

Ja a lap bels6 pontjdban metszi a két pont kozétt haladd Delaunay

grafbeli (szakasz) élt.

Végul megadunk egy olyan struktdrat is, aminek segitségével a

minimalis feszit6fa éleinek legalabb felét meghatarozhatjuk.

Készitsik el az S halmaz pontjain értelmezett koévetkezd iranyi-
tott grafot: kodssink 0Ossze minden pontot a beléle induld, és
valamelyik legkozelebbi szomszédjaba mutatd éllel. Az igy kapott
grafot legkozelebbi szomszédsagi vagy roéviden NN-grafnak nevez-
zik. Az S halmaznak altalaban tdbb NN-grafja van. Mivel miden
ilyen grafban minden pontbdél pontosan egy él indul ki, igy, ha a
NN-graf tartalmaz kort, akkor az csak iranyitott kor Ilehet.
Tegyuk: fel, hoqy az Osszes d(P ,P ) tavolsaaérték kulonbozik.
LI

Ekkor minden pontnak egyetlen legkézelebbi szomszédja, igy az 5
halmaznak egyetlen NN-grafja van.

Nyilvanvalé, hogy a bemend élek hosszabbak a kimenénél, hacsak
nem eqyszerre legkdzelebbi szomszédja a P -nek a P‘J és PJ—nek a

i

P_ pont, amikor a két él eqyforma hosszu. Kénnyen lathatdé, hoqy
i

ekkor a NN-grafban nincs legalabb 3 cslicson atmendé iranyitott
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koér. A fentiek szerint a NN-graf iranyitas nélkil és a tdbbszoros
élek egyszeressé tétele utan nézve iIs kodrmentes, tehat egy
legalabb n/2 éld erdé6. (Megjegyezzik, hogy ha nem teljesiul a
tavolsagértékek kulonbozéségére tett feltétel, akkor minden kor

egyenld hosszu éleket tartalmaz.)

6.4.12. A&llitas. Tetsz6leges olyan tavolsagmatrix esetén, melyre
az Osszes d(P ,P ) tavolsagérték kuldnbozik, az iranyitatlan
i j

egyszerl NN-graf a MFF részgrafja.

Bizonyitas. Tegyiuk fel, hogy az allitassal ellentétben a NN-graf
valamely P P éle nincs benne a G-vel jelolt MFF-ban. Leayen P _
1 j
ennek az élnek a végpontja. Ha a G-hez hozzavesszik ezt az élt,
akkor lesz benne az élt tartalmazdé kor. Hagyjuk el a keletkezett
araibol a kor azon élét, ami a P P élhez a P -nél csatlakozik.
iJ i
Ekkor ismét egy fahoz jutunk, azonban az élek Osszhosszat csok-
kentettik, mivel a P -hez csatlakozo élek kozil a P P kimend él

i ij

a legrovidebb. Ezzel ellentmondashoz jutottunk.

A 6.4. 12 allitast bizonyithatjuk Ugy is, hogy a minimalis
feszit6fat a Kruskal-féle mohdé algoritrnussal konstrualjuk meg.
Ekkor minden l1épésben az erdd komponensei kozétt haladé legrovi-

debb kilsé él hozzavételével csokkentjik a komponensek szamat. Az
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eljaras soran minden pont pontosan abban a 1épésben lesz el86szor
egy tobbelemld komponens eleme, amikor a pont a legrdvidebb kiulsé
el valamelyik végpontja. Az ilyen élek kozul viszont a pontot a
legkozelebbi szomszédjaval 0Osszekoétd él a legrovidebb, tehat ez

az él a MFF-nak 1is éle lesz.

Ha a MFF konstrualasat Ggy kezdjik, hogy el8szor az egyelemi
komponenseket szamoljuk Tel, akkor a 6.3.1. lemmabol  (ti.
Iépésr6l  lépésre V -nek valasztva ezeket a komponenseket) a

6.4.12. allitas bizonyitasa szintén azonnal adodik.

Az egyenld tavolsagértékek esetére altaldnositja a 6.4.12.

allitast a

8i+113. tétel. Tetsz6leges tavolsagmatri x esetén a
G =(V,E ) 1iranyitott NN-graf barmely iranyitatlan, egyszerl( és
koérmentes G1=(V,El) részgrafjahoz talalhaté a GM-t tartalmazé

MFF.

Ha a 6.4.13. tételben tekintett G graf maximalis abban az érte-
lemben, hogy tovabbi él hozzavétele a kormentesség Tfeltételét
sértené, akkor a G" egy legaldbb n/2 élG erd6. Ez abbol

kovetkezik, hogy a NN-grafban a korok csucshalmazai paronként



122

diszjunkt halmazrendszert alkotnak. A 6.4.13. tétel biztositja,
hogy valamelyik MFF tartalmazza ezt az erd6t. Nemcsak a teljes,
hanem tetsz6leges 0Osszefluggd grafban is barmely NN-graf segit-
ségével az élszamt6l linearisan fuggd [l1épésszamban valamelyik
minimalis Teszit6fa éleinek legaldbb a felét megkaphatjuk. A
korok észleléséhez hasznalhatjuk a kétszeresen oOsszefiiggé kompo-
nensek kijelolésére kis bbvitéssel alkalmas, mélységi keres6 fat
(depth-first tree) konstruald algoritmust is, pl. C13, 5.3.

algoritmus)).

A maradék legfeljebb n/2 komponenst egy-egy szogpontta Ossze-

hizva (j grafot készitink, amelyben az egyes pontok kozétt futd

élek hossza a megfeleld komponensek kozotti minimalis élhosszal

egyenld. Ilyen modon O(n ) futadsi 1idejid MFF konstrualo el-

jarashoz juthatunk. Ennek a gondolatnak a tovabbfejlesztésével

nagy élslriiséglu grafokra is készithet6 az élek szamaban linearis

futadsi  idejd algoritmus (Aho, Hopcroft, Uliman CI]). Ennek a

médszernek az is elénye, hogy a NN-graf élei parallel szamitasok-

kal adhatok meg.

Erdemes megemliteni, hogy a MFF konstrualdshoz elegend6 a

6.4.12. Allitas is, hiszen apro sulyvaltoztatasokkal elérhetjik,

hogy minden tavolsag kiul6nboz6 legyen. Ezek utan megkonstrualjuk
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a NN-grafot és az oOsszehuzastol Tolytatjuk az el6bbi gondol dtme-

netet .

“All nearest neighbor" problémardl beszélink akkor, amikor egy
adott sulyozott éll grafban minden ponthoz egyszerre keressik a
legkdzelebbi szomszédjat. Tetszbleges olyan grafban, amelyben
nincs izolalt pont egyszerl( megadni olyan algoritmust, ami az
élszamtol linearisan figgé l1épésben megoldja a problémat. Specia-
lisan R -ben az euklideszi tavolsagra nézve optimalis, nagysag-
rendileg n-log n futasi 1idejli eljaras ismert (@ Delaunay graf
elkészitése utan a legfeljebb 3n-6 él atvizsgalasdhoz mar csak
O(n) Iépés kell, hiszen a 6.4.1. allitas szerint a NN-graf az

elébbi részgrafja).

A 67M4n13~  tétel bizonyitasa. A bizonyitas csak annyiban tér el a
6.4.12_-ét61, hogy a NN-graf helyett a 8 éleirdl kell belatni,
hogy a G-vel jelolt MFF élei kozil valdk, vagy a MFF élei ezekre

cserélhet6k. Most a P_PJg El élnek a 8 gréafhoz vételekor olyan
|

kor keletkezik, amelyben az élhez a P_ pontnal csatlakozo e’
i

él nem lehet hosszabb a P'PJ élnél, hiszen a G-r6l feltettik,
[

hoay MFF. A forditott esetben a P -nek nem a P pont lenne a
1 J

legkdzelebbi szomszédja. Ezek szerint a két él egyenld hosszd. Ha

er” , akkor a G minimalis feszit6faban az e él lecserélhe-
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P

t6 a PP -re. Ellenkezd esetben a korben az e" él P -t6i Kki-
ij i
16nb6z6 végpontjanal csatlakozoé e’” élt vesszilk sorra és a
fentiekhez hasonléan belatjuk, hogy a P P éllel egyenld hosszu.
i J
Mivel a kor oOsszes éle nem tartozhat a kdrmentes El—hez, ezért
ezt az eljarast Tfolytatva olyan élhez jutunk, ami lecserélhet§
lesz a P P elre. Ezzel a mbédszerrel megadhatd egy olyan MFF, ami

1]

a G1 osszes élét tartalmazza.

A Kruskal-algor itrmus fontos tulajdonsagat adja meg a

6.4.14. tétel. A Kruskal-algoritrnus egyes lIépései soran keletke-
z6 erd6 az azonos szami komponensb8l allé erdék kodzil minimalis

6sszhosszusagu.

Egy graf koérmentes élhalmazai matroidot (Un. grafikus matroidot)
alkotnak. A 6.4.14. tétel kovetkezik abbol az altalanosabb
allitasbol, hogy egy matroid valamelyik minimalis sulyd bazisat
(azaz a matroidelmélet széhasznalataval: a matroid egy minimalis
Osszsulyl maximalis "fluggetlen'" halmazat) adja meg az analég mohd
algoritmus. Ennek bizonyitasa soran (Lawler [60], 7. fejezet,
6.1. tétel) kiderul az is, hogy a mohd algoritmus k. lIépésében

valasztott baziselem legfeljebb akkora sulyd lehet, mint barmely
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mas "‘figgetlen” halmazban az elemek sulya szerinti névé sorrend-
ben a k. elem.
Ebb6l egyrészt kovetkezik az el6z6 tétel, masrészt az is, hogy ha

egy grafnak toébb kilonbdzé minimalis feszité6faja van, akkor az

élek kozott megadhatd hosszusagtartd megfeleltetés.

A fentiek legfontosabb kovetkezménye azonban az, hogy a single

linkage eljaras lIépései nemcsak ésszerliek a clusterezés szempont-

jabol, hanem minden lIépésben egy globalis optimalizalasi - ti. a
bevezetésben 2.-vel jelolt "szeparalasi'™ - feladatot is megolda-
nak .

tétel. A Kruskal-algoritmus egyes lépései soran keletke-

z6 particionalas az azonos szami osztalybol allé particidk kozott

maximalizalja a komponensek kozott haladd élek minimalis hosszat.

Megjegyezzilkk, hogy az euklideszi tavolsag esetében Yao C1033

egy olyan grafot hasznal a MFT konstrukcidjdhoz, amit tulajdon-

képpen a legkdzelebbi szomszéd fogalom altalanositasaval kap. Ez

a graf a MFF szupergrafja és szintén 0(n) élt tartalmaz. A

feladat ezek utan a viszonylag kevés éll graf MFF-janak

keresésére vezethetd vissza.

Mivel két dimenziéban a Delaunay graf slkbarajzolhato, igy a
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konvex burok keresés O0O(n log n) lépése utan 0O(n) id6ében megkon-
strualhaté a MFF (hiszen a 6.4.3. tétel szerint a MFF szuper-
grafja az ebben esetben legfeljebb 3n-6 éll Delaunay graf).

Magasabb m-dimenzidban a Delaunay graf sikbarajzolhatésaga meg-

szlinik (J1053), s6t akar m+l-es teljes graf is lehet [703.

. 2 3

Aruig az n-pontd S halmaz konvex burkdnak R és R -ben nagy-

) . ) _ 4 2 . . .

sagrendileg n éle, addig R -ben n éle és 3-dimenzids hiper-
] - 3 ) . 2 .

lapja lehet. Igy R -ben a LTP-nak nagysagrendileg n csucsa

lehet, és ez alatamasztja Preparata C873 azt az eredményét,

n
miszerint barmilyen algoritmus, amivel R -ban a LTP megkonstrual-

hatd a legrosszabb esetben nagysagrendileg legalabb n ideig

kell, hogy fusson.

65., A single linkage eljards soran adddd clisterezések szar-

maztatasa és tesztelése tetszOleges M segitségevel

A clusterezéssel gyakorlati modon kapcsolatba kerild szakemberek
tobbféleképpen reagalnak egy-egy clusterezés eredményének a Kiér-
tékelésekor. Egy gyakori hozzaallads, amikor az outputot azzal a

megjegyzéssel fogadjak el, hogy azért jobb lenne, ha egyik-masik
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pont a particidé konkrétan megjeldolt masik osztalyaba kerilne.

Felvet6dik a kérdés, hogy egy adott médszerre vagy Kkritériumra

lehetséges-e olyan bizonyitékot talalni, ami amellett szé6lna,

hogy a médszer biztosan nem szolgaltathat egy konkrét outputot.

Az irodalomban t6bb olyan médszer talalhaté, aminek célja a

clusterezés outputjainak az 6sszehasonlitasa, de hasonlé verifi-

kaciés kérdéssel nem talalkoztunk.

A  kovetkez6 problémara adunk valaszt a single linkage eljaras

esetében: adott egy n-cslcsu, sulyozott éli teljes graf és egy

minimalis feszit6faja:

adott k-particiorol dontsik el, hogy az a Kruskal-algorit-

mus n-k. l1épésében keletkezhetett-e.

Gower és Ross C343 mutattak ra arra, hogy a Kruskal-algoritmus

Iépései szarmaztathatok egy MFF-bol. Hagyjuk el egymas utan

egyesével a graf egy MFF-janak leghosszabb k-1 élét. Ha tdbb

egyenld él 1is széba jon, akkor valahogyan dontink arrol, hogy

melyik élt hagyjuk el. A 6.4.14. tétel szerint ez az elhagyasok

utan keletkezett erd6 a k-komponensid erddék kozil minimalis

osszhosszusagu lesz. Ezt allapitja meg a
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6.5.1. allitas. A teljes single linkage eljaras soran adodé erdo
sorozat O0(n>log n) idoben megadhatd a graf egy adott MFF-ja
segitségével. A k-komponensl erddé megkonstrualashoz O0(n) [1épés

is elegendd.

8§11 Q¥ I>as. A Kruskal-algor itmus dominans lIépése az élek
hosszUsag szerinti rendezése. Specialisan egy feszit6fa esetében
O(n-log n) az algoritmus futasi 1ideje. A leghosszabb 1-1 ¢él a
komponensek meghatarozasdhoz nagysagrendi leg n l1épés kell. A

P

komponensek a megadott idbkben eldallithatok.

Az el6z6 allitashoz hasonléan valaszolhaté meg a verifikacios

kérdés is

allitas. Egy MFF ismeretében, tetszbleges (rogzitett) Kk
természetes szamra a graf csucshalmazanak barmelyik k-particio-
jarol 0(n) i1d6 alatt verifikdlhatdé, hogy az a Fruskai (single

linkage) algoritmus n-k. lIépésében keletkezhetett-e.

Bizonyitas. Az eredeti graf egy MFF-janak ismeretében, a moédo-
sitott Kruskal-algoritmussal (3.1. pont) konstrualjuk meg a meg-
feleld, Un. szubdominans (3.1. pont) ultrametrika szerinti

szintgrafokat. (Mindegyik MFF az egyetlen szubdominans ultraméet-
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rikat definialja a teljes graf élein.) Tudjuk, hogy ennek kompo-
nensei teljes részgrafokat feszitenek (5.4-4- allitas).

Hatarozzuk, meg a MFF leghosszabb k-1 élét. Valasszuk a legkisebb
hosszat szintszamnak. Ha a kérdezett k-particidé minden osztalyat
teljesen tartalmazza az adodé szintgraf (legfeljebb) k kompo-
nensének valamelyike, akkor a verifikacios kérdésre igen a

valasz, kulénben nem.

Kombinatorikus clusterezd médszerek

A hierarchikus clusterez6 eljardsok egy nagy csaladja koénnyen
programozhaté. Ezeknek az eljarasoknak a kozos jellemz6je, hogy
minden lépésben a particid egyesitendd osztalyainak meghatarozéasa
a clusterparokra vonatkozd kritérium alapjan torténik. A krité-
rium alkalmazasa a clusterek tavolsagara (kulonbozéségére) vo-
natkozo olyan mennyiség minimalizalasat jelenti, amelyet egysze-

rden lehet updatelni az egyesitd Iépést kovetden.

A  clusterezés valamelyik szintjén legyen a C és C az a két
i ]

egyesitend6 cluster, amelyek d _ clusterek kozotti tavolsaga a
1]

legkisebb. Legyen a Ch tetsz6leges egyéb cluster ugyanezen a

szinten. Jeldlje Ck az egyesités utan adodo clustert és dhk acC
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tavolsagat a C clustertdl.

6.6.1. definici6o C581. Kombinatorikusnak nevezzik azokat a
cl isterez6 eljarasokat, amelyekre a
(6.6.1) d =o<d _ +td +Gd__+x\d _-d 1
hk ihi Jhy “ i ° *hi hjy

Osszefiqgés érvényes, ahol o< ,o<_, ,by egylutthaték csak a C _,
1 J " u [

a C_ (esetleq a Ck és a Ch) elemszamatél fiqggenek.
J

A clusterek tavolsaga a kezdeti egy-egy elemi clusterekre a
pontok eredeti tavolsaga, a clusterezési Iépések utan pedig a
"clusterek pontparjai kozotti tavolsagok valamilyen egyszerd figg-
vénye szokott lenni. A single linkage eljaras esetében

(6.6.2) d = min dix .,x ),

*GcCce
J J

a complete linkage-nél
(6-6.3) d = max dix ,x ),

i i
X.€ C.
J J

a group-average (csoport-atlaq) linkage-re pediq

(6.6.4)

1J

-0 - n

ICI1\Cc\ x.€C.

13 xlec™
J J

d<x_,X ).
]

A single, a complete, a group-average linkage, a centroid, a

médian modszerek [581 kombinatorikusak, kovetkezésképpen a Krus—-
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kal-algoritmus segitségével O(n log n) futasi 1idejld programmal

realizalhatok.

Az aldbbi 6.1. tablazatbol kiolvashatok a megfeleld egyitthatok:

médszer of. . P

X J
single linkage 0.5 0.5 0 -0.5
complete linkage 0.5 0.5 0 0.5
group-average linkage n_/n n_/n 0 0

i Kk j k
centroid n_/n n /n / OF. o]

i kK J k _(1 J
médian 0.5 0.5 -0.25 0

6. 1. tablazat

(@wol n_, n_. ésn jeldli aC_, aC_ és a C elemeinak szamat),
i ] k i ] k

A single és complete linkage eljaras soran az O6sszevonasokhoz
tartozé tavolsagértékek monoton noévd sorozatot alkotnak. Az
Osszevonasi kritérium biztositja, hogy
(6-6.5) min Cd _,d ) ~d_._
hi hj ij
teljesuljon. Ezért dhk-d__ abban az esetben is, amikor Y -0 és
ij u

of +<x +R M.
] J -

Az el6bb emlitett sorozat monotonitasa lehet6vé teszi, hogy a

hierarchikus médszer &ltal az S halmaz pontjain értelmezett
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stulyozott éli fa segitségével reprodukalhassuk a médszer egymas
utani  lépéseit. A fat ugy definialjuk, hogy minden lIépésben az
egyesitendd clustered; valamely pontparja kozott élt hdzunk be és
az élhez a clusterek kozotti tavolsagot rendeljuk sulyként. (A
single és complete linkage eljaras esetében ez a tavolsag megfe-
lel eqy-egy pont eredeti tavolsaganak is, a group-average
médszernél azonban altalaban nem talalhatdé ilyen pontpar.)

Az oOsszevonaskor Tellépd tavolsagértékek monoton névekedése miatt
pontosan a médszer egyesitd lépéseit kapjuk a megfelelé sorrend-
ben, ha ezt a fat, mint 6nmaga minimalis feszit6fgjat a Kruskal-
algoritmus segitségével ¢épitjuk fel. A modszer ilyen n-pontd
fagraffal valo reprezentalasa nem egyértelmli. Megjegyezzik, hogy
a fa altal a 3.1. pont példajaban emlitett médon definialt ultra-
metrika és a modszerhez tartoz6, a 3.1.4. tétel bizonyitasaban

definialt ultrametrika ekvivalensek.

Ling [7/51 és Matula [811 kezdeményezte az (n. grafelméleti
clusterezéseket. A javasolt modszerek a grafelméleth6l ismert
strukturadk keresésével kivanjak megoldani a clusterezés felada
tat. Ezek egy része - valamilyen rogzitett k mellett - maxi-
malis  k-klikkeket, k-szorosan  (csUcs)dsszefiuggd — feszitett

részgrafokat, k-szorosan eélosszefiiggd komponenseket illetve k-
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kotegeket (k-clusterek, weak k-linkage clustered:, k-bond C8i])
keresnek, a grafban, illetve annak specialis részgrafjaiban: a
szintgrafokban. (A k-koteg olyan feszitett részgraf, amiben az

Osszes cslcsnak a részgrafra vonatkozé foka legalabb k.)

A cluster struktirat a kilonb6z6 \ szintekén tekintett (kulon-
b6z6) részgrafok megfelel6 grafstruktirainak csucshalmazai

adjak, middn a legkisebb tavolsagtol kezdve a legnagyobbig

A maximalis k-klikk és k-szorosan oOsszefiigg6 komponenst ado el-
jarasok nem TfTeltétlenil diszjunkt Telbontasat adjak a graf
csucshalmazanak, mig a masik két struktira hierarchikus agglome-
rativ clusterezési eljarashoz vezet.

Egy masik megkdzelités soran az adott n-pontd grafra minden
lehetséges k érték (k=n,n-1,...,1) mellett meghatarozzuk a maxi-
malis k-kotegeket illetve k-szorosan éldsszefiigg6é komponenseket.
A  kapott csucshalmaz sorozatokat kiegészitve az alaphalmazzal

egy-egy hierarchikus strukturat kapunk.
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7. Statisztikai hipotézisvizsgalatok

Végil szeretnék néhany megjegyzést Tlzni a cluster analizishez,
alkalmazoi szempontbol.

Az utdbbi évtizedekben szamos olyan alkalmazas sziletett, ami
ravilagit a cluster analizisben rejlo lehet8ségekre. Az alkalma-
zasok soran sziletett eredményeknek a megértése, verifikaléasa,
jelent6ségik felismerése els6sorban a problémat felvetd szakag
szemszOgeb6l  tortént meg. A matematikai szempontok alapjan
torténé kiértékelés altalaban elmarad.

Ebben a fejezetben ismertetjik azokat az eréfeszitéseket, amelye-
ket az allitasok statisztikai verifikalhatésaga érdekében tettek.
Egyel6re nem rendelkeziink olyan apparatussal, amit kozvetlenil

hasznal hatnank, legfeljebb nagy minta esetén kozelitd értelemben.

Természetesen ezek a - talan szkeptikusnak t(n6 - megjegyzések
nem azt a célt szolgaljak, hogy megkérd6jelezzik a clusterezés
létjogosultsagat. Semmi esetre sem szeretnénk a szakagi keretek
kdozott tudomanyosan megmagyarazhato, Ujat hozé eredményeket

kétségbe vonni, hiszen a szakdg szempontjabol lényegtelen az

alkalmazott modszer matematikai apparatusa (eltekintve attol,
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hogy esetleg realis i1d6ben nem hajthatd végre).

Zj.1. A clusterezések statisztikai kiértékelése

Az eredmények objektiv értékeléséhez a matematikai statisztika

eszkodzeivel szeretnénk médszert talalni.

Donteni kivanunk két hipotézis kozott. Az egyik szerint a mintae-

lemek eloszlasa az eloszlasfiuggvények valamilyen paraméterekkel ,

vagy egyéb médon meghatarozott halmazanak egy eleme. Az ellenhi-

potézis (alternativ hipotézis) egy masik halmazt jeldl meg.

A hipotézisek vizsgalatara a statisztikai probaknak nevezett el-
jarasok szolgalnak. Meghatarozzuk a megfigyelések valamilyen
statisztikajanak az eloszlasat mind a null-, mind az ellenhipoté-
zis esetén. A statisztika szamolt értéke alapjan dontink arrol,
hogy melyik hipotézist fogadjuk el: és pedig aszerint, hogy ez
az érték az elfogadasi vagy a kritikus tartomanyba esik.

A dontés soran elkdvethetd hibdk, valdszinliségét a statiszika és a
fenti két tartomany megvalasztasa hatarozzak meg. Ha semmiféle
el6zetes iInformacionk sincs a mintaelemek kozos eloszlasarol,
akkor els@ lépésben a (Jelenség sajatossagaibdi adodd) megfele-

16 egyszeresen 0Osszefligg6 tartomanyban egyenletes eloszlast va-
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laszthatjuk nullhipotézisnek. Az ellenhipotézisbe az Osszes ettdl

eltérd eloszlas tartozik. Ha a nullhipotézist fogadjuk el, akkor

ez azt témasztja ala, hogy a jelenség kimenetelei kozott nem

figyelhetd meg szisztematikus csoportosulas.

Ha az el6z6 vizsgalatban az ellenhipotézist részesitettik eldény-

ben, akkor az eloszlasosztalyok alkalmas valasztasaval a csopor-

tosulasok jellegét tovabb tesztelhetjik. A jelenséget elemz6

szakemberek leginkdbb arra kivancsiak, hogy a megfigyelések

eloszlasa milyen és hany "egyszerilbb" eloszlas keverékeloszlasa-

ként adodik.

A kiUldnb6zé6 hipotézisek kozott esetleg mas és mas statisztika

segitségével lehet hatékonyan valasztani.

Sajnos, kevés olyan eredmény ismert, ami a clusterezé eljarasok

soran hasznalt kritériumok alapjan szamolt statisztikadk elosz-

lasat adnad meg. Az ilyen eredményekre nagy szilkség lenne, hiszen

ezek segitségével valaszthatnank ki a jelenséget leird”™ eloszlas-

Pl

osztalyt jol "felismerd" clusterezf eljarasokat.

A hierarchikus mddszerekkel kapcsolatban megemlitjik, hogy a

complete linkage és az average linkage eljarasokra vonatkozoéan

[421-ben taladlhatd i1devagd eredmény egydimenzids eloszlasok
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esetén.
Nem talaltunk hasonld eredményt a single linkage eljarassal kap-
csolatban m>2 dimenzidban, de érdemes megemliteni Steele [103]

eredményét a minimalis feszitéfa hosszaval kapcsolatban.

7.1.1. tétel. Tegyuk fel, hogy az X_, 1l-i-n fuggetlen, azonos
i
F(x) eloszlasu m-dimenzidos (m-2) valészin(iségi valtozok. Tegylk

fel, hogy az eloszlas korlatos tartdju. Ekkor 1 valészin(liséggel

1 —(m—l)/mM(X X X
m n R _ e, =
1 2 n
n—T0d
<m-1)/m
p (xX) dax,
m _
J
m
R
ahol az Ii(Xl,>2< 1 az X_, 1-i"™n pontokhoz tartoz6 eukli-
n i

deszi minimalis feszit6faban az élek hosszanak oOsszegét, az p(x)

sy

pedig az eloszlas abszolut folytonos részének a s(irdségfiggvényét

jeloli. A c csak az m dimenziotol fiugg6é konstans,
m

A konverqgencia sebességér6l és a c¢ szamrol keveset tudunk, béar
m

az utobbi becsilhetd (pl. Monte-Carlo médszerrel, az egyenletes

m
eloszlas esetében a [0,1] egységkockara alkalmazva). Sajnos,

az M(Xl,X ,---,X ) mennyiségre centralis hatareloszlas jelleq(
n

2

tétel és megfeleld proba sem ismeretes.
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A nem hierarchikus médszerekkel kapcsolatban tébb eredmény talal-
hatd az irodalomban. A 7.2. pontban vazoljuk a szorosan kapcso-
16d6 kvantizalasi eredményeket, végul a 7.3. pontban a legkisebb
négyzetes kritériumra nézve optimalis kvantizalasok/clusterezések

tulajdonsagait vizsgaljuk.

7 .2. Clusterezés és kvantizalas

A clusterezés szorosan kapcsolédik az On. kvantizalasi téma-
korhoz. Feltételezzik, hogy minden megfigyelés a tobbitol
fluggetlenul Tfigyelheté meg és az .»-dimenzidés ismert FiX) eloszlas
szerint oszlik el. gy gondoljuk, hogy az F eloszlas A, homo-
génnek tekintett eloszlas keveréke. Ezek utan a megfigyelési
z z z z z z m -
értékek lehetséges halmazanak - altalaban az R -nek - egy parti-

cigjat keressik. A két problémakdrt tehat aszerint kilonbdztetjik

meg, hogy az eloszlas ismeretében, illetve ennek hianyaban -
valamilyen minta alapjan - kell az optimalis veszteséget és a
strukturat meghatarozni . Az eldébbi esetben kvantizalasi

problémarél beszélink, mig az utdbbinal hasznaljuk a clusterezés

megjel 61ést.
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A kvantizalds soran az a feladatunk, hogy megadjunk egy valami-

lyen értelemben legjobb vagy elég jo Un. kvantizalo flggvényt,

ani  a particido kilonb6z6 osztalyain az osztalyra jellemz6 kulon-

b6z6 (m-dimenzids) konstans értéket vesz fel. Ezeket az értéke-

ket nevezzik reprezentans pontoknak. Az alébbiakban N -nek a

megfeleld6 reprezentans ponttdl mért euklideszi tavolsaga r.
hatvanyaval mérjik a kvantizalas hibajat, és L -normdban, azaz
r

az atlagos értelemben legjobb kvantizaldé figgvényt keressuk.

Példa: Egy mérdszamokkal jellemezhet6 véletlen eseményrél sze-
retnénk informaciokat tovabbitani, de minden eseményrél csak egy
adott szamiu, mondjuk A-féle jel valamelyike lehet az Uzenet. A
fogadd szeretné minél kisebb hibaval azonositani a valédi  infor-
maciot: keressink egy olyan k-érték(i kvantizald flggvényt, ame-
lyikre legkisebb az eredeti n informacié (input) és a

kvantizal6é fuqqvény (output) L -normaban vett eltérése.
r

Az algoritmikus szempontb6l a 2.2. pontban bevezetett k-kozép
clusterez6 és Lloyd kvantizald el jardsa lényegében nem kiloénbdznek

egymastol.

Nagy clusterezendd minta esetén azt varhatjuk, hogy az optimalis

s =z

clusterezések strukturajarol, a veszteség nagysagarol a kvantiza-
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las eszkozeivel kovetkeztetéseket vonhatunk le.

A  (2.2.1)-ben definialt Wn (S) statisztikat hasznaljuk a hipo-
tézisvizsgalat soran. A (7.3.5) kifejezésben definialt W(A;F",n)
mennyiség (az optimalis kvantizalasi hiba) adja a P mértékre
vonatkoz6é elméleti értéket. A 7.3. pontban két centralis ha-
tareloszlas tipusu eredményt idézink, amelyek nagy megfigyelés-

szam esetén valamilyen formaban esetleg alkalmazhatok a dontések

7.3., A legkisebb négyzetes kritériumra nézve optimalis kyanti-

zalasok és clusterezések tulajdonsagai

Optimalis struktirak

Specialisan az egyenletes eloszlas esetén pontosan ismert az
optimalis kvantizald struktira az egyenesen, a sikon (Fejes
Téth [283), illetve a térben a specialis, Un. racspont kvanti-
zaldkra (Barnes és Sloane C5]). Azonban olyan egyszer(i esetekben
sem ismerjik az optimalis strukturdt, mint amikor a kétdimenzids

normalis eloszlast kell kvantizalni (Gray és Kamin L36]).-
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Altaldban nem lehetséges altalanos eloszlas esetében visszavezet-
ni  az optimalis kvantizalasi struktira keresését az egyenletes

eloszlas esetére (Heppes és Szusz 1431).

Optimal is  struktirdk unicitasat biztosito Tfeltételek és a

struktirdk keresésének algoritmikus kérdései

Altalanos esetben egy eloszlasnak tobb lokalis optimumot add
kvantizalasa is lehetséges és a lokalis optimumok kozul toébb is a
globalis optimummal egyenld veszteséget adhat. Azonban a 7.3.2.
tétel szerint az egydimenzids esetben, az eloszlasra vonatkozoé
elég altalanos, az optimumhely unicitasat biztosité  feltételek
mellett a Lloyd-algoritmussal tetsz6leges pontossaggal, a pon-
tossdag filggvényében viszonylag gyorsan megkaphatjuk az optimalis

s =z

kvantizalas strukturajat meghatarozé elvalasztd pontokat.

Lloyd C77] 1982-ben publikalta teljes terjedelemben 1957-ben
elért, az optimalis kvantizalasra vonatkozé eredményeit. Nem
talalt elégséges feltételt, ami a minimumhely unicitasat biztosi-
totta volna, azonban megadott egy a kés6bbiekben jol hasznalhato6-

nak bizonyult algoritmust (2.2. pont, Lloyd-aigoritmus).

Fleischer [31] 1964-ben talalt olyan elég altalanos feltétele-
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let, amelyek biztositottak egyetlen lokalis minimumhely

létezését. Ez egydttal globalis optimumhely is és Lloyd médszere

ehhez konvergal (vagy véges sok lépésben eljut).

Truskin C106] 19B2-ben altalanositotta a feltételeket egy alta-

lanos hibaflggvényosztaly elemeire.

Jeldolje P illetve F a szobanforgd egydimenzids valOszinlségi

valtozé Aaltal indukdlt mértéket illetve ismert eloszlasflggvé-

nyét .

7.3.11 tétel (Truskin C1061, 4. tétel). Legyen I1=(v,w),
( -00~v <w”™ 00 ) olyan nyilt intervallum, hogy az F(X)
eloszlasfuggvény p(x) slriiségfiggvénye pozitiv az intervallum
bels6 pontjaiban, mig p(x)=0 kilénben. Tegylik fel ezen kivil,
hogy a p(x) logkonkadv az 1 intervallumban és véges masodik

W

momentuma van (azaz Ekkor az L
\

legkisebb négyzetes hibaflggvénynek egyetlen stacionarius pontja,

igy egyetlen lokalis minimumhelye van.

Kieffer azt vette észre, hogy ha egy kicsit FTinomitja a feltéte-

leket, akkor a minimumérték viszonylag kevés szamolassal is jol

kdzel ithetd. (Most tulajdonképpen nemcsak azt tételezzik fel,

hogy a p(x) ismert, hanem azt is, hogy a Lloyd-algéritmus soran
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szamolandé

qi kvantizalo értékeket eqy orakulum (C791) tet-
szbleges altalunk kivant pontossaggal megadja, igy az integralas-
b6l szarmazé bonyodalmaktol eltekinthetink.) A minimalis veszte-
ség n tizedesjegy pontossagig valo meghatarozasahoz

az itera-
cios lépések szama legfeljebb linearisan né az n

fliggvényében.
*
Jelolje <x_> illetve <q_> az optimalis elvalaszto- illetve kvan-
i i

tizal6 sorozatot, ekkor

7.3.2. tétel (Kieffer [51]K Gri

Ha a p(x) sir(iségfiggvény kielégiti

a 7.3.1. tétel fTeltételeit, valamint

vagy &/ v 1 -00i vagy w f+00

vagy b/ v,w)

(-00,+0Q), de log p(X) nem szakaszosan
linearis,

akkor létezik olyan

0 <X< 1, hogy elég nagy n esetén

(7.3.1) max 17" = xFI< VA
i-1, ,....k 1
+@

(7.3.2)

2 0P - e e <",
2a

(7.3.3) I’_/ _(n) >,<q_(n) D - L(x >,<qg. > < N7,
i i 1 X

™

a Lloyd-algoritmus n.

Q

*

Iépésében adédo, a O

optimalis kvantizaldé figgvényt jeloli.
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A 7.3.1. illetve a 7.3.2. tétel abszolut folytonos eloszlasokrol
szol, és a Teltételeket nyilvan nem teljesitik azok az eloszla-
sok, amelyek silriségfiggvénye nem unimodalis, hiszen a logkonkav

tulajdonsdg maga utan vonja az unimodalitast.

Magasabb dimenzidban a fenti tételekben szerepld elégséges Tel-
tételekhez hasonld fTeltételek nem 1ismeretesek. Egyszeribb ese-
tekben analitikusan is meg lehet hatarozni a stacionarius ponto-
kat. Ott, ahol ez nem lehetséges a Lloyd-algéritmus most is adhat

némi tampontot.

Minden forgasszimmetrikus eloszlasra, 1igy a standard normalisra
is i1gaz, hogy a legkisebb négyzetes kvantizaiasi hiba invarians a
kvantizald ponthalmaz origé korili elforgatasara.

Legyen G:Rm R“‘egy olyan leképezés, amelyik az eredeti koor-
dinatdkat permutalja és esetleg tikrozi. Ilyen médon egy téavol-
sagtartd leképezést definidltunk. Ennek kovetkeztében a legkisebb
tavolsag particiok (LTP) legkisebb tavolsag particidkba mennek &t
a G alkalmazasa soran. Mivel a G Jacobi-determinansa 1, igy a
LTP centroidjaként adodoi kvantizald vektorokat a képtérbeli meg-

felel6 kvantizalé vektorokba viszi a G transzformaci6é, és a

legkisebb négyzetes kvantizaiasi hiba valtozatlan marad.
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A fentiek szerint forgasszimmetrikus eloszlasok esetén rein

érdemes kiulonbozének tekinteni a lokalis optimumot add konfigu-

raciok kozil azokat, amelyek egymasbél elforgatassal vagy a koor

dinatdk permutalasaval/tikrozésével (vagy az elbbbiek kombinacio-

javal ) keletkeznek.

Amig az egydimenziés normalis eloszlasra a 7.3.1. illetve a

7.3.2. tétel fTeltételei teljesillnek, és ezek a lokadlis optimum-

hely unicitasat biztositjak, addig a legegyszerilbbnek tiné eset-

ben, a kétdimenzidés standard normalis eloszlasra nem ismeretes a

lokalis optimum unicitasat biztosito elégséges fTeltétel.

A  kvantizalasi hi.ba nagysagrendjének aszimptotikus vizsgala-

ta

Vizsgaljuk meg, hogy aszimptotikusan hogyan fiigg a kvantizalas

hibajanak a nagysagrendje a kvantizald értékek szamatol akkor,

amikor a veszteséget az input és output kozotti eltérések r.

hatvanyaval mérjik.

Cox [191 1357-ben veti fel a kérdést a clusterezés terminoldégia-

javal megfogalmazva (az r=2 esetre). Fisher és Van Ness [30]

kbzvetve probalt a clisterezési veszteség nagysagrendjének a

megtippel ésével a clisterek valasztandd szamara otletet adni.
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Bolsev [103 matematikai statisztikai heurisztikaval &llapitotta
meg a nagysagrendet. Lengyel és Ruda C613, [623 1ényegében

megoldottak Cox problémajat.

Jeldlje p a Lebesgue-mértékre nézve abszolut folytonos F elosz-
las slriségfiggvényét illetve P a megfeleld mértéket. Legyen
lol=k és

WQ;P,r) = J min Jpg I dFX)

m qC

JmacQ
a k-szintd kvantizalas soran keletkez§ - az input-output el-
térések r. hatvanyaval mért - &tlagos hiba. Jelélje V(A;P,r)

az el6z6 mennyiség Q szerint vett W(A;P,r) minimumanak a k-val

valé kovetkezd sulyozott TFiggvényét

r/m
k W(A;P,r>,

(7.3.4) V(AP,r)
ahol
(7.3.5) W<A;P,r) = inf  W(FL;P,r>.
Q1=K
Zi3i3i tétel 1613. Tekintsink egy »-dimenzids valészinliségi vek-
torvaltozét, aminek jeloélje Fiz) az ismeretlen eloszlasfugg-
vényét illetve P a megfeleld valdszinlségi mértéket. Tegyiuk Tel,
hogy
_ 3 Y . o
O) Olyan CCR korlatos és zart (azaz kompakt),

valamint konvex halmaz, hogy P(C)=1 (gy, hogy
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(i) FU >0, V nyilt UCC esetén;
(iii) az F(@) abszoldt folytonos

av) létezik olyan pozitiv, véges K és K , hogy

slirliség fuggvényét.
Ekkor létezik olyan (az F eloszlastol fiuggb) pozitiv, véges
K és K , ho V k-l-re:
3 4 >

K - VU;P
3

Megjegyezzilkk, hogy a ()-iir) feltételek azonosak a LSO01
cikkben talalhatokkal, és a (iii)-(iv) maga utan vonja a (ii)

feltétel teljesulését.

A  bizonyitas el6tt néhany megjegyzést teszink a tétellel kapcso-
latban.

Kvantizalasi kérdésekkel a 40-es évek végén kezdtek el foglal-

kozni. Kés6bb, Zador C1121 kvantizalassal Tfoglalkozé disszer-
tacidja a cimben emlitett legfontosabb kérdésekre valaszt adott.

A nagysagrendi kérdést teljesebben valaszolja meg a

Zi3..4. tétel I1BuckleWj. Mise [121JK Tegyuk fel, hogy az abszolit

folytonos F eloszlasnak véges r+£. momentuma létezik valamilyen

£ >0-ra. Ekkor
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(7.3.6) lim V<*;P,r> =J Holl #
K7 - m,r m/ m+r)

ahol a J fuggetlen a p sirliségfuggvénytsl ( tpH a p flag-
mr s

s =z

vény L5—beli flgavénynormajat jeloli).

Az egydimenziods egyenletes eloszlas esetén konnyen lathaté, hogy
= 1/12 & 0.0833 és az optimalis kvantizaldst a k egyenl>

szakaszra bontas adja. Altalaban is J 5 ~m/12 (Lengyel C61]>,
m

Az m=2 esetben a szabalyos hatszdgekre és a hatar mentén keletke-
z6 maradékokra vagas adja az optimalis kvantizalast (Fejes Toth
C27], [28], Newman [84]) és J2 2/2 = (5/36"3) S 0.0802.

Zador [112] als6 és Tels6 korlatot adott meq a J mennyiségre.
m, r

Megjegyezzik, hogy azt sejtik, hogy a legjobb halé kvantizaldo a

legslribb halé kitoltés dualisa ([16]).

A 7*3.3. tétel, bizonyitasa [61.3* A fTels6 korlat bizonyitasa elég
egyszerl: harom lépésben torténik. Az alsd korlat egy diszkrét

geometriai eredmény felhasznalasaval addodik.

El16szor a fels6 korlatot bizonyltjuk, méghozza a racionalis éld

m
téglatestekben eqyenletes eloszlasokra. Legqyen C =X [a_,b_]
[
i=1
egy olyan m-dimenzifs téglatest, amelynek o6sszes élhossza ra-

cionalis szdm. Leqyen b_-a_=p _/q_ és k=r r ... r , ahol p_,
[ T T | 12, m i
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ql, r_ pozitiv egészek V i=1,2, ...,m-re. A téglatestet az
i
"els¢" lapjaval parhuzamosan r , a '"masodikkal" parhuzamosan
r2, --., az m. lapjaval parhuzamosan r egyforma vastag téqla-
m

testre vagjuk fel. A C-n egyenletes eloszlasi valoszin(iségi

vektorvaltozé komponensei Tflggetlenek. Az igy adédd k-particidra

nyilvan
m_
(7.3.7) W(A;P,2) £ - A~
12 i=l

A Kk alkalmas megvalasztasaival elérheté, hogy a darabolas utan

keletkez6 k téglatest egyforma kocka legyen. Legyen ugyanis
m } m m

c=t.TT q_., valamint k=c .TT (@_./9_.) ¢és r_=cp_/q_. (t tetsz6-
11 i 11 11 [ 11

leges pozitiv szam). Ekkor a keletkez6 kockdk élhossza 1/c lesz.
Az ilyen Kk értékekre konnyl latni a  V(Jt;F ,2) korlatossagat,

midén k->oa , hiszen a (7.3.7) jobb oldala legfeljebb

- _2/m m i )
1 A(O) Kk, (ahol A_.<C) jeloli a C halmaz

Lebesque mértékét). A W({/r;P,2) sorozat monoton csokkend k-ban,
és fenti megval asztdsa (t=1,2,...) mar biztositja a V-sorozat
tetsz6leges k-ra vonatkozdé korlatossagat is.

A  kovetkez6 lépésben tetsz6leges egyenletes eloszlasra bizonyit-
Juk be a korlatossagot. A médszer lényege az, hogy az eloszlas C~

tartéjat belefoglaljuk egy az el6z6 lépésben hasznalt C tégla-
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testbe ((i) feltétel). Esek utan koézvetleniul adddik a bizonyitas,
ugyanis tetsz6leges k-elem(i 0 halmazra
WAP,, 2) - WOR.£2) & ¥WO<A ,2),

ahol PC» illetve AC jeloli a C” illetve C halmazon eqyen-
letes eloszlashoz tartozé mértéket, a K konstans pedig a C és CF
Lebesque mértékének aranyaval egyenlé.

Végul a Teltételeknek eleget tevdé C’ tartéju altalanos eloszlas
esetét visszavezetjik az el6z6re. A nem centralis nyomatéknak a
centralis nyomatéktdl vald eltérésér6l szold Steiner-tétel alkal-
"mazasaval a (@ii1), (v) fTeltétel adja a bizonyitandé allitast.
Jelodlje ugyanis 0" a 0 altal meghatarozott LTP-ban, a P mérték

szerint vett feltételes varhatéérték-vektorokbdl képzett halmazt.

Ekkor W(;P,2) ~ K_ W(O";P r2).

Az alsé korlat bizonyitasahoz hasznaljuk a av) feltétel
p(2)IK y 0 Telét. Az els6 lépés az egyenletes eloszlasra vonat-
kozik, mig a masodik lépés mar az altalanos eloszlasra.

Tekintsik az m-dimenzidés euklideszi térben az 1/i élhosszu kocka
racsot (az 1 tetsz6leges pozitiv egész). Valasszunk ki n Kki-
16nbdz6 racspontot. Jeldlje d az 1. és j. pont kozotti eukli-

deszi tavolsagot és legyen



1
G(nfm,-) mi n E illetve
N

2 if j=I
1 n
1 _
G (h,m,-) = —* min / d ,
1 — _ij
2 2n i,j=1

ahol a minimumot az 6sszes lehetséges N racspontb6l allé kiva-

lasztasra értjik.

Ruda ([971, 24. tétel) kovetkez8 eredményére lesz szikségink:

1
m 2+—
m
Gnh,m,H) = —-——— n ,
4(m+D)
ha n elég nagy. Innen a szamtani és kvadratikus kozép kozotti

egyenlétlenségb6l kapjuk, hogy

14—
6 (D - "

n,m,- - C =N ”
1 ) 1

ha n elég nagy (itt a c csak az m-t6l és 2-t6l Tiggd pozitiv

szamot jelol).

A C-n egyenletes eloszlas esetében a W(Q;F,2) integraldsszeg
tagjait az 1 novelésével egyre siri(bb racs pontjain vett megfele-
16 6sszeggel kozelitjuk. A Q altal definialt legkisebb tavolsag
particioban (LTP) a qi ponthoz tartoz6 poliéderbe - a C-be esé

n(2) pont kozual - n (@) pont keruljon. Ekkor a pontok alkalmas
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indexelésével a (5.2.2) és (56.2.3) kifejezések alapjan
1 K 1 n.(1)
WQ:P.2
1-)0Q nil) i=I 2n. @D r,s=
i
A GM-re kapott alsé korlatot alkalmazva kapjuk a V-re vonatkozo6
also korlatot.

Altalanos eloszlasra a (iv) feltétel felhasznalasaval - a felsd

korlat bizonyitasdhoz hasonlé médon - adddik a bizonyitas.

Clusterezési kérdések

Amennyiben nem ismerjiuk a P mértéket, amely szerint az n flgget-
len mintaelemet megfigyeltik, akkor a megfigyelések szdmanak
novelésével azt reméljik, hogy az optimalis kvantizalast optima-
lis clusterezések sorozataval kozelithetjuk. Ezt az elvarast »

kovetkez6 eredmények tamasztjak ala.

MacQueen C801 a k—kdzép moédszer adaptiv egyszer(isitésérél az r-2
esetben bebizonyitotta, hogy az egymas utani lépések soran kelet-

kezd clusterezési hibak 1 valészinliséggel konvergalnak.

Hartigan [411 az m=1, k=r=2 esetben igazolta, hogy az n mintaelem

alapjan meghatarozott optimalis clusterezésben - a Lloyd-modszer
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1
mintajara R -ben definialhatdé - elvalasztdo pontok és a hibai

sorozata mértékben konvergal az optimalis kvantizalas ‘''valasz

topontjahoz, illetve hibajadhoz. A [41] cikkben - két egyszer(
hipotézis kozotti dontés céljara szolgald -  val &z in(iséghanya

doés statisztikara centralis hatareloszlas tételt is bizonyitott.

Pollard C05] az altalanos esetre bizonyitotta, hogy a k-kozép

eljaras soran adodo cluster kozepek 1 valészinlséggel konver-

galnak (néhany mellékfeltétel teljesllése esetén) az optimalis

kvantizalasi értékekhez. Pollard [06] centralis hatareloszlas

jellegl tételt is megadott; mindkét tétel a kvantizalasi optimum-

hely unicitdsara vonatkozd kikotést tartalmaz.
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Készonetnyi lvanitas

Ezdton szeretném koszonetemet nyilvanitani mindazoknak, akii: a
dolgozat megirasaban kozvetlenil vagy kozvetve segitségemre ol
tak.

ElsGsorban aspiransvezetémnek, Dr. Babai Laszldénak tartozom
koszonettel, aki az értekezés megirasat megel6zben is sok Utmuta-
tassal és oOtlettel segitett. Beszélgetéseink soran nagyon sokat
"tanultam t6le. A disszertacid irasa soran a kutatas iranyait
tagité kérdésekkel inspiralt és értékes tanacsokkal latott el.
Koszonetemet Tejezem ki tarsszerz6imnek, Dr. Kolosi Tamasnak és
Dr. Fuda Mihalynak, mert egy érdekes alkalmazas kapcsan tarsada-
lomtudomany i problémdk kutatadsaba bevontak illetve el6ttem
kevésbé ismert diszkrét geometriai eredményekkel megismertettek.
A kvantizalasal foglalkoz6é irodalom megismerésében T. Cover, H.
Solomon, M. Steele professzorok nylUjtottak segitséget.

Koszonettel tartozom azoknak, akik az értekezés verziodit illetve
részeit olvasva hasznos tanacsokkal lattak el.

Koszonet illeti munkahelyi vezetSimet, Dr. Békéssy Andrast, Dr.

Demetrovics Janost és az altaluk vezetett kollektivat azért a

segltékészségért és tamogatasért, ami a kutatdé munkdt és a dél go-
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zat megirasat lehetdvé tette.

Végul nem feledkezhetem meg arrdl a segitségrél sem, amelyhez a

TEXTER szdvegszerkesztd alkalmazasa révén jutottam. Ez az

eszkdz tette Ilehetbvé szamomra, hogy témavezetémmel - a nem

ritkan foldrésznyi tavolsag ellenére is - kommunikalni tudjak.
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