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1. BEVEZETÉS

A számítástechnika alkalmazásának kezdeti időszakára első
sorban a nagymennyiségű információ tárolását, feldolgozását, 
visszakeresését igénylő adatfeldolgozás volt jellemző. Anélkül, 
hogy e terület veszitett volna jelentőségéből, az utóbbi időben 
kifejlődött és egyre nagyobb jelentőségre tesz szert egy másik 
terület is; számítástechnikai eszközök és módszerek igénybevéte 
le műszaki tervezési feladatok megoldására. Létrejött egy vi
szonylag önálló és körülhatárolt diszciplína: CAD = Computer 
Aided Design, amely a számitógépes tervezés elméleti, műszaki, 
számítástechnikai problémáival, számitógépes tervező rendszerek 
felépítésével, tervezésével és létrehozásával foglalkozik. A 
fejlődés eredményeképpen a magas számítástechnikai kultúrájú 
országokban hatékony számitógépes tervező rendszerek állnak a 
mindennapi tervezői gyakorlat szolgálatában. Élen járnak e te
kintetben azok az iparágak, ahol nagymennyiségű tervezői mun
ka gyors elvégzését követelik meg piaci, eszközkihasználási, 
stb. szempontok, mint pl. a jármükarosszéria-tervezés, NC meg
munkálás tervezése esetében.

A számitógépes tervezés összetett témakörén belül elhatárol 
ható a számitógépes geometriai tervezés kérdésköre, amely a 
tervezendő műszaki objektum geometriai viszonyainak reprezentá- 
lására szolgáló matematikai módszerekkel és azok számitógépes 
megvalósításával foglalkozik. Egyszerű és bonyolult tervezőrend 
szereknek egyaránt szerves része a geometriai leirás, amely 
többek között geometriai leiró nyelvben, geometriai adatbázis
ban, geometriai modellben, geometriai modulokban ölt testet. Az 
elsőként kidolgozott rendszereket és a bennük realizált nyelve
ket - APT, EXAPT, FORTAP - az egyszerűbb, de a mérnöki gyakor
latban igen sokszor előforduló felületek (sik, henger, kúp, 
gömb) leírására dolgozták ki. E felületek természetesen egysze
rű sikgörbékből: egyenes szakasz, köriv hozhatók létre.

Az utóbbi években felmerült az igény olyan rendszerek meg
valósítására, amelyekkel a hagyományostól eltérő, változatos
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geometriáju, bonyolult felületeket lehet tervezni és megmunkál
ni. E "szoborszerü" vagy "szabadformáju" felületek (sculptured 
surfaces, free-form surfaces) és a megfelelő, bonyolult térbeli 
görbék leirására uj matematikai módszereket dolgoztak ki, és 
fejlesztenek manapság is. A cél olyan eljárásokat adnia tervező 
kezébe amelyekkel a kivánt felületalakot-pl. jármükarosszéria, 
hajótest, turbinalapát, présszerszám felületei- egyszerűen tud
ja előállítani, módosítani, transzformálni, stb.

Ugyanakkor mivel az összes geometriai jellegű műveletet 
számitógép végzi, e módszereknek számitógépen jól reprezentál- 
hatóknak kell lenniük. A görbéket és a felületeket definiáló 
geometriai információkat egyszerűen és reális keretek között 
kell tárolni, ugyanakkor rugalmas lehetőséget kell biztosítani 
az interaktiv tervezést lehetővé tevő változtatásokra. Szükség 
van különféle felületjellemzők (érintők, normálisok, metszetek, 
vetületek) gyors számítására, valamint felületek és felületele
mek grafikus eszközökön való megjelenitésére.

A fejlődés eredményeként sajátos helyzet állt elő. Léteznek 
módszerek és rendszerek, amelyekkel az igen gyakori hagyományos 
és egyszerű felületek kezelhetők, és léteznek egyre hatékonyabb 
módszerek és rendszerek bonyolult szoborszerü felületek leirá
sára. Ez utóbbiakkal azonban az egyszerű görbék és felületek e- 
lőállitása nehézséget jelent. Különösen is jelentkezik a nehéz
ség a köriv és az abból generált felületek vonatkozásában, mi
vel a szabadformáju görbék és felületek leirására szolgáló álta
lánosan elterjedt módszerekkel a kör nem állítható elő egzakt 
módon.

Ugyanakkor kiderült, hogy az általában szoborszerünek minő
sülő alkatrész-felületek is tartalmaznak - ha sokszor jelenték
telen mértékben is - egyszerű felületeket, amelyek a szoborfe
lületekkel együtt egységes egészt alkotnak (pl. csatlakozófelü
letek, peremek, lekerekitések, stb.). Kivánatos ezért, hogy az 
egész alkatrész tervezése egységes koncepció szerint, egy rend
szeren belül történjék, és a szabadformáju geometriai elemek 
leirására szolgáló módszereket alkalmassá tegyük egyszerű geo
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metriai formák előállítására vagy közelítésére.

Tanulmányunkban a kör szabadformáju görbékkel való közelí
tésének különböző lehetőségeit vizsgáljuk meg. Először köriven 
elhelyezkedő kiinduló pontokat veszünk alapul és kiszámítjuk a 
különböző interpolációs módszerekkel adódó görbe körtől való 
maximális eltérését. Ezután tárgyaljuk az optimális körközeli- 
tést ami azonban csak a középponttól különböző távolságban le
vő pontok felhasználásával hozható létre. Végül összehasonlít
juk a különböző kör-közelitési módokat.
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2, KÖRKÖZELITÉS KÖRÍVEN ELHELYEZKEDŐ PONTOKKAL

Tervezési szempontból a teljes kör vagy köriv-darab létre
hozásának egyszerű módja, ha megadjuk a köriv néhány pontját, 
és ezeket a tervező-rendszerben rendelkezésre álló és görbék 
előállítására szolgáló módszerek (interpoláció, approximáció) 
bemenő adataként tekintjük. A számitógépes görbetervezésre ja
vasolt módszerek közül a racionális törtfüggvények használata 
lehetőséget ad a kör egzakt előállítására az előbbi bemenő ada
tok mellett. E módszer azonban nem tudott széleskörűen elter
jedni a többi módszerhez viszonyított bonyolultsága miatt. A 
használatban levő módszerek esetében viszont a kapott görbe el
tér a körtől. A következőkben megadjuk ezen eltérés maximumát 
a legfontosabb módszerekre. Látni fogjuk, hogy a köriv jobb kö
zelítését érhetjük el, ha a kiinduló pontokat az eredetitől el
térő sugaru köriven helyezzük el.

2,1, BÉZIER-MŐDSZER

Az 1. ábrán látható R sugaru körivet a P^ és P^ pontok kö
zött - melynek nyilásszöge 0 - közelítsük n-edfoku Bézier gör
bével. Vegyük fel ehhez a P^, P^ ... Pyl_1 pontokat egyenletes 
osztásban az v=R sugaru köriv menetén. Két szomszédos pont szög- 
távolsága (a) és a k-adik pont koordinátái (1 . ábra):
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Tekintsük az x-y sikot a komplex számsiknak, és Írjuk fel a 
Po jP ...tPn pontokhoz tartozó (az ezen pontokon átmenő hur- 
poligont approximáló) Bézier görbét Cl3.

n n
(1) B(u) - Z <j>.(u)P, - Z <Pt,(u ) (raoska + jrsinka) =

k = 0 K K k=0 K

ahol a

n
Z

k=0
(u)re jka

(2 ) (u) - k , .n-ku (1-u)

Bézier súlyfüggvények az u görbementi paraméternek n-edfoku 
függvényei és 0<u<_l. A Bézier-görbék tulajdonságaiból követke
zik C1D, hogy a közelítő görbe átmegy a hurpoligon kezdő és 
végpontján (P^j ill. P ) és itt érintője az első, ill.utolsó 
húr irányába esik (P P. ill. P ,P ). A pontok számának {n+1 ) 
növelésével a görbe egyre jobban megközelíti az n oldalú poli- 
gont, és igy magát a körivet is.

A továbbiakban kiszámítjuk a Bézier-görbe és a kör eltéré
sének maximumát. E maximum helyét, tehát ahol az

(3) P-|5U) | - r-|5(u) |

kifejezésnek szélsőértéke van, olyan u paraméter-értéknél kap
juk, amelyre:

(4) = o
du

Másrészt viszont mivel B(u) 
következő összefüggés:

| B (u ) | ^u \  mindig fennáll a

3 B(u) _ 6 S(u) „jcpCu) , in, N| . j(p (u) 3<p(u)— 5---  - — 1-r---- L e + \B{u) je — r----3u 3u 1 1 3u
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Figyelembevéve itt a (4) feltételt, a szélsőérték helyére fenn
áll :

(5) —r---  - jB(u) — ---du du

A mennyiség bármely w-ra valós szám. Az (5) egyenlet

tehát azt mondja ki, hogy a szélsőérték helyén a görbeponthoz 
mutató komplex vektor és a paraméter szerinti derivált vektor 
(a görbe érintője) merőleges egymásra.

A közelitő Bézier-görbe (1) egyenletébe való helyettesítés
sel belátható, hogy a B(u) és B(l-u) pontok szimmetrikus hely
zetűek a 0 szög szögfelezőjére, és ennek a görbével való met
széspontja a B (1/2 ) pont. Mivel itt a görbe (n-l)-ed rendben 
folytonosan megy át, a szimmetria miatt fennáll e pontban a
szélsőérték helyét jelentő merőlegességi reláció. Valóban az 

1 „parametererteknel:

. aYl yi —
(6 ) B(.u) = r(cos^) e 2

. a
dB _ . a , a ” °n~2
dt - 2rnj *9? (űOS 6

vagyis e helyen

- 3 2n tgj B(u)

ami a sugárirányú és az érintőirányu vektorok merőlegességét 
jelenti. Behelyettesítéssel meggyőződhetünk róla, hogy a (3) 
kifejezés u paraméter szerinti második deriváltja az u - ~ he-

Cl

lyen negativ, tehát a szélsőérték valóban maximum.

Ezek után felírhatjuk a Bézier-görbe és a kör maximális 
(sugárirányú) eltérésének kifejezését

(7) H = R - |S(§)|
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és a (6 ) egyenletet felhasználva (r-i?)

n
(8 ) H = R Zl-ioos j) 1

vagy a közelíteni kivánt köriv 0 nyilásszögével kifejezve:

(9) 0 ^H = R Cl-(cos ^-) 1 2n

A közelítés hibája láthatóan n növelésével (a pontok számá
nak növelésével) egyre csökken és esetén zérushoz tart.

Az eddig vizsgált és az 1. ábrán bemutatott helyzetben a 
közelitö Bézier-görbe első és utolsó pontja a köriven helyezke
dik el, de egyébként a görbe mindenütt a körön belül halad. E- 
gyenletesebb hibaeloszlást és kisebb abszolút hibát kaphatunk, 
ha a közelíteni kivánt kör R sugaránál nagyobb sugáron (r) he
lyezzük el a Bézier-pontokat (2. ábra)..

2. ábra
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Ilymódon az eredetileg zérus értékű hiba az u=0 és u=l pontok-
~ , 1 ban nőni fog, az eredetileg maximális hiba az u=-g pontban pedig

csökken. E hibák az r sugártól lineárisan függenek, és az opti
mális helyzetet ott kapjuk ahol

(10) \B(0 ) |-R - I

A \b (0)\=v értéket, valamint a \B(. — )\=r (cos— )n értéket fel- 
használva (10)-böl kapjuk:

(1 1) v =o
2R

i . f a sn l + (aosj)

illetve a 0 középponti szöggel kifejezve:

(12 ) r =o
2R

-i . r 0N?Í1 + ÍC0S 2n

E képletek tehát megadják azt az ro sugarat, amelyen el kell 
helyezni az n+1 Bézier pontot egy 0 középponti-szögű, R suga
rú köriv optimális közelítéséhez. A közelítés hibája ez eset
ben

(13) Ho

-7 ,0 ,n1 -cos (-5— )_______2n
1 L r® \n
I+aos(I^)

lesz , vagyis a maximális hiba

(14 )
Ho
H

____1_
1+ {cos 0 ,n 

2n ;

arányban csökkenthető.

A körközelités Bézier-görbékkel elérhető pontosságának 
numerikus értékeit az 1. és 2. táblázatban foglaltuk össze. Az 
1. táblázat (55. oldal) egység sugaru körön elhelyezkedő Bézier- 
pontokkal számolt görbe ugyanezen körtől való maximális eltéré-
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seit (a H/R értékeket) adja meg, mig a 2. táblázatban (56-58. 
odalak) a (11) képlettel korrigált esetre vonatkozó eltéréseket 
tüntettük fel. Mindkét táblázatban a polinomok fokszáma n=l és 
n=10 között változik.

2.2, B-SPLINE MÓDSZER

A görbetervezésben igen elterjedt spline módszer esetében 
egymáshoz előirt folytonossági rendben csatlakozó görbeszaka
szokból állitjuk elő a kivánt görbealakot. E görbeszakaszokat 
a legtöbbször a görbeparaméter polinomjaiként állitjuk elő. A 
műszaki gyakorlatban és a számitógépes geometriai tervezésben 
majdnem kizárólagosan harmadfokú polinomokat használnak; tanul
mányunkban mi is ezt az esetet vizsgáljuk. Harmadfokú polino- 
mokból álló spline görbe másodrendben (és igy görbületben is) 
folytonos a görbeszakaszok találkozási pontjában, és harmad
rendben a görbeszakaszokon belül. Mig ez általában messzemenő
en kielégíti a műszaki-esztétikai követelményeket, a magasabb- 
rendü polinomok oszcillációra hajlamosak.

Lokális görbeleirást valósit meg a B-spline reprezentáció 
C 2 H. Egy harmadfokú B-spline görbeivet négy támpont határoz 
meg: kör közelítéséhez helyezzük el ezeket egy r sugaru kör 
mentén egymástól egyenletes távolságban és szimmetrikusan az 
x tengelyre, (3. ábra). Vizsgáljuk először azt az esetet, amikor 
a támpontokat a közelíteni kivánt köriven helyezzük el és en
nek megfelelően v=R (3. ábra). A B-spline görbe nem megy át a 
támpontokon, de belül halad a támpontok által meghatározott 
konvex poligonon.
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Az ábra jelöléseivel a P P ^  P^ P pontok koordinátái:

P

X

(r aos3ßj -r
y

sin3ß)o

P1 (r cosß j -v sinß)
P 2 (r cos 3 ; r sinß )

P3 (v oos3ßj r sin33)

A közelitő görbe mentén az u görbeparaméter a 0<u<l tarto
mányban változik, és az u=0 paraméterű pont (S =S(.0)) rajta 
van az OP^ sugáron, az u=l paraméterű pont (S^-SCl)) pedig az 
OP£ sugáron 121. Tekintsük tehát a B-spline görbét a 0-2g kö
zépponti szögű és R sugaru köriv közelítésének (3. ábra). Ha 
újabb körivet akarunk a meglévőhöz csatlakoztatni, elegendő 
egyetlen újabb támpontot (P^) felvenni, és a P^ P^ P P4 pon
tok által generált köriv a meglévőhöz érintő-és görbület- 
folytonosán fog csatlakozni.

A Po>P 2jP  ̂ pontok által definiált harmadfokú B-spline 
görbe paraméteres egyenlete C33:



15

(16)

. 1 - 3 2 -S{u) = tu u ul1 -1 3 - 3  1
- —
Po

3 - 6 3 0 P1
-3 0 3 0 P2
1 4  1 0 L 3 J

Felhasználva itt a (15) alatti pontkoordinátákat,
elvégezve a mátrixműveleteket, az S(u)~ s (u)i+s (u)jx y
nátafüggvényekre a következőket kapjuk:

valamint
koordi-

( 17) s (u) - rt(.cos3ß-cos$)rr~ +(cosß-eos3ß )^+ ̂ {oos3$+5cos$)1 x 2 2 6

(18) 1 3 us (w) - rC(-=- sin3$-sin$)u + (3sinß-sin3ß )-*— + y ó z

• Zí 1+ {sxn3$+s'in 3 )-?r - tt( sin3ß+3sinß ) 1ú 0

Egyszerű helyettesitéssel meggyőződhetünk róla, hogy

s {1-u) = s {u) és x x

s {1-u) - -s (u )
y y

2vagyis a B-spline görbeiv szimmetrikus az u--̂  pontra es az x ten
gelyre miként a kör is. Továbbá a kör és a B-spline görbe maxi
mális eltéréseit ott kapjuk, ahol a

(19) Js  ̂(u ) ~+ s  ̂(u ) - Rx y

kifejezésnek maximuma van, azaz u szerinti deriváltja zérussal 
egyenlő. Elvégezve a deriválást kapjuk:

3s (w) 9s (u)
(20) F{u) = s (u)— |---  + s (u)— \---  - 0x du y du

Mivel azonban a (20) kifejezés éppen az s^i+s^j sugárirányú
ds (u) _ ds (u) _

vektor és a ^(u)—  i + ■ 3 érintöirányu vektor skaláris



16

szorzata, az eltérések szélső értéke ott van, ahol e két vektor 
merőleges egymásra. Figyelembe véve a fenti szimmetriareláció
kat, valamint azt, hogy további görbeivek egymáshoz illesztése 
esetén a teljes B-spline görbe a rajzon látható görbedarab pe
riodikus ismétléseiből áll, miközben a csatlakozásoknál a máso
dik deriváltig folytonos átmenet van, a fenti merőlegességi re
láció fennáll az u=03 u = ~2 és U=1 pontokban. (Erről behelyette
sítéssel is könnyen meggyőződhetünk). Másrészt a (20) feltéte
li egyenletben F(u) láthatóan u-ban ötödfokú, ezért legfeljebb 
öt különböző valós gyöke lehet. A második fejezetben közlünk 
egy módszert, amely F(u) 0 <u<_l intervallumba eső esetleges to
vábbi gyökeinek kimutatására szolgál. E módszerrel végzett vizs
gálatunk (amit terjedelmi okokból itt nem részletezünk) negativ 
eredménnyel zárul, tehát a B-spline görbe és a kör közötti el
térés szélsőértékeit a görbe végpontjaiban és a középpontban kap
juk (u=0 j u=~2> u=l).

Behelyettesítéssel és trigonometriai azonosságok felhasz
nálásával igazolhatjuk, hogy [S(0)|- |S(1 ) | , valamint

Ha e képletekbe esetünknek megfelelően r=R-et Írunk, láthatjuk, 
hogy mindkét érték kisebb F-nél vagyis a közelitő görbe az R 
sugaru körön belül halad. Képezzük továbbá az

függvényt. A (21) és (22) képletek felhasználásával, valamint 
üosß-e-t helyettesítve:

(21) \S(0) [ = j ( 2+aos 2f3 )

(22)

F(ß) =|S(0)|-|S ( j )|

F(e) - ~ (-c3+4o 2-5o+2) 0
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Függvényanalizissel meggyőződhetünk róla, hogy E(o) alakja a 
4. ábrán rajzoltnak megfelelő (zérushelyek a o=l, e=2 helyeken, 
szélsőértékek a o=l, o=~ helyeken).

Mivel o=cosß-ra -2<ű <I és e tartományban E(o)>_0, tehát levon- 
hatjuk a következtetést, hogy | S (0 ) | _>| S ( — ) | bármilyen ß szögre. 
Ez egyúttal azt is jelenti, hogy a spline görbe körtől való 
legnagyobb eltérését az u=^ pontban kapjuk:

(23) H = ff-|S(|) - R 6-5 cosß-oos ß

vagy pedig a köriv 0 középponti szögével kifejezve:

(24) r, r, r 0 ,OOSQ + l 1 .H - R Zl-cos-rj (---Y2--' -1

A (23), (24) képletek megadják a hibafüggvény maximumát. Szél
sőértéke van a hibafüggvénynek az u~o és u=l helyen is, az elő
zőek alapján ez minimumpont. A spline görbe eltérése a körtől

_ , , , 2ez utóbbi pontokban azonos értékű, es az u--g- pontbeli maximalis 
eltéréssel azonos értelmű (előjelű). Ha tehát elvetjük azt a 
(legegyszerűbb) kiinduló feltételt, hogy a görbét definiáló 
támpontok a közelíteni kivánt R sugaru köriven legyenek, jobb
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közelítést kaphatunk. Ennek feltétele:

|S(0) |-i? - R-\S<ij)\

Felhasználva itt a (21), (22) képleteket, megkapjuk azt az 
optimális sugarat, amelyen el kell helyezni a B-spline görbét 
definiáló pontokat az R sugaru köriv jobb közelítéséhez:

(25) r - o
1 2R

S 2cos ß+4cos ß + 5cos ß + 2

illetve a többszörös szögekkel kifejezve.

(26 ) _________ 48R___________
Vo cos 3ß + 8cos 2ß + 23cosß + l6

és itt a körívhez tartozó középponti szög fele. A körkö-
zelités hibájára ez esetben

(27) Ho

2 3'2-5co's ß+4cos ß-cos ß 
2 32+5cosß+4cos ß+cos ß

adódik. A 3. táblázatban (59. oldal) megadjuk a 0 középponti 
szögű, R=1 sugaru köriv B-spline görbével való közelítésének 
numerikus értékeit; a maximális hibát az eredeti R sugaru kör
iven elhelyezkedő támpontok esetére, a jobb közelítéshez tartó 
zó sugarat (25) ill. (26) szerint, valamint az ez esetben adó
dó hibát (27) szerint, és végül a RQ/R hányadost.

2,3, RP MÓDSZER

Az RP módszer elsősorban a gépészmérnöki tervezői gyakor
latban előforduló görbék interpolációjára lett kidolgozva. E 
görbék jellemzője, hogy váltakozva tartalmazhatnak egyszerű 
görbealakokat (egyenes, kör) és változatos geometriáju un. sza
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badformáju görbeszakaszokat. E görbeszakaszok folytonos érintő
vel csatlakoznak egymáshoz, a görbületbeli folytonosságot azon
ban általában nem követeljük meg (már pl. egy egyenes és egy 
köriv csatlakozása sem elégiti ki). Ilyen jellegű görbék inter
polációjára előnyösen használható az RP módszer C1* 1 .

A módszer kiinduló adatként térbeli pontokat használ és az 
interpolált görbe átmegy e pontokon. Két adat-pont között har
madfokú polinomfüggvény Írja le a görbét, és e görbeszakaszok 
folytonos érintővel csatlakoznak egymáshoz. Az interpoláció 
lokális abban az értelemben, hogy a görbe alakja egy kiválasz
tott pontban csak az ezen pont definiált környezetében levő adat
pontok helyzetétől függ. Ilymódon egy adat-pont helyzetének 
változtatása a görbének csak egy jól definiált részére van be
folyással. A görbe jó közelítéssel természetes paraméterezésü; 
a definiáló pontokban az érintővektorok egységvektorok, és a 
paraméter változása a görbe mentén közelítőleg az Ívhosszal e- 
gye z ik me g .

Az RP módszer automatikusan biztosítja, hogy ha három szomszé
dos adatpont egy egyenesre esik, a köztük levő görbeszakaszok e- 
gyenessé redukálódnak, amelyek érintőben folytonos átmenettel 
csatlakoznak környezetükhöz. Az egyenes szakaszok paraméterezé
se lineáris C 5 D . Mig tehát egyenesszakaszokat egzakt módon elő
állíthatunk az RP módszerrel, ez körre (körívre) nem mondható 
el; a harmadfokú, paraméteres görbe csak közelíti a körivet.
A közelítés pontossága attól függ, hogy a módszer milyen érté
keket szolgáltat a görbeszakaszt meghatározó geometriai mennyi
ségekre (kezdeti és végpontbeli érintők). A továbbiakban meg
vizsgáljuk, hogy az RP módszerrel interpolált görbe és a kör 
maximális eltérése hogyan függ a közelíteni kívánt köriv közép
ponti szögétől.

Közelítsük tehát az 5. ábrán látható R sugaru és 0-2ß kö
zépponti szögű körivet RP görbével (5. ábra), és vegyük fel az 
interpoláció alap-pontjait először az R sugaru körön (r-ff).
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Az RP görbedarabot a Pq 3P^ végpontok, e pontokban az érintővek
torok (To, T valamint az U paraméterintervallum egyértelműen 
meghatározza L1 1 (a Pq pontban u=0; P^ pontban u=U). Figyelem
be véve, hogy az RP módszer esetén az érintővektorok a görbét 
definiáló pontokban egységvektorok, a kezdő és végpontban a 
pontkoordináták és az érintővektor komponensei;

P : (r eosß; -v sinß )o
P 2 : (r cos ß ; v stnß)
T : ( sin ß ; cos ß )o
T 2: ( ■-sind ; cos ß )

A (28) feltételeket kielégítő harmadfokú paraméteres görbe e- 
gyenlete (figyelembe véve hogy 0<u<_U):

P ( u ) - p (uH + p (u ) j

ahol
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(29)
Px (u)

V “’

sind 2 .
-  u  u +

r2U cos$-4r L-------- 9—

sind

sind

u + r oosd

3 , 6r sind, -3U oosd
U + ---------*------- u 2*

+ u oosd -r sind~\

A kvázi-természetes paraméterezést biztositó U paraméterinter
vallum az RP módszer szerint a következő összefüggésekből ha
tározható meg C U □ :

(30) U = j ( Jb2 + 2AC-B)

ahol

A - 7 - T T- o 1

B - AP(T +T-)o 1

C = (AP)2

és AP - P,-P .1 o

Ha most a (29) összefüggésbe behelyettesítjük (28)-ból a 
görbeivet definiáló adatokat, a paraméter-intervallum hosszára 
a következő összefüggést kapjuk:

(31) 6 sind ------  r
2+oosd

Ezzel tehát az összes adat, amely a kört közelitő RP görbeivet meg
határozza, 3 függvényében ismert.

A továbbiakban az RP görbe és a köriv maximális eltérésé
nek a kiszámításával foglalkozunk. E maximum helyén az

R -|P(u)| R 2.  ̂p (u )

kifejezésnek szélsőértéke van, aminek szükséges feltétele az
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Fiú') = p (u )  ̂x

dp (u) cc
du

+ p (u)
y

dp ( u ) ___
du

függvény zérus volta. A jobboldalon azonban az u paraméterű
görbeponthoz mutató sugárirányú vektor: P(u)=p i +p j és az e-x y
zen pontbeli érintővektor skaláris szorzata szerepel. Az emlí
tett szélsőérték tehát ott lép fel, ahol e két vektor merőle
ges egymásra. Nyilvánvalóan fennáll e merőlegességi reláció a 
görbeiv kezdő és végpontjában (u=0 ; u=U). Fennáll továbbá még
az u=í paraméterű pontban, a görbeiv és az x tengely metszés

ei „ lpontjában is. Errol részint behelyettesitessel, részint közvet
len szemlélet utján a görbe szimmetriáját tekintve is meggyő
ződhetünk. Ugyanakkor a második fejezetben közölt módszert a 
jelen esetre alkalmazva könnyen meggyőződhetünk arról, hogy az F(u) 
függvénynek nincs további gyökhelye a 0<u<_U tartományban. Az RP 
görbe és a köriv eltéréseinek szélsőértékét tehát az u=01 
u=^3 u=U paraméterű pontokban kapjuk.

A kezdő és végpontban (u=03 u=U) az eltérések értéke r=R 
esetén nyilvánvalóan zérus (egyúttal az eltérésfüggvénynek mi
nimuma van). A két görbe eltérésének maximuma tehát az ú
pontban adódik .

H = J?-|P(|) |

Felhasználva a (29) alatti koordináta-függvényeket valamint 
(31)-et; az RP görbékkel való körközelités hibájára a következő 
képletet kapjuk:

(32) H (1-cosß ) ̂ 
4+2eosß R

és itt ß-|-f a köriv fél középponti szöge.

Az R sugaru körivet közelitő RP görbe zérus hibával adja 
vissza a köriv kezdő és végpontját, illetve itt az érintőket, 
a körtől való maximális eltérést pedig az u=j£ pontban (a görbe 
szimmetriapontjában) (32) szerint számíthatjuk. A képletből lát
hatóan a hiba bármely középponti szögre pozitiv, tehát az RP
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görbe mindig a köriven belül halad.

Ha eltekintünk a végpontokbeli egzakt körinterpolációtól és 
megnöveljük az interpoláció alappontjainak sugarát (r^), kisebb 
hibát is kaphatunk. Ennek feltétele:

(33) |P(o)\-R = P-|P(|) |

Használjuk fel itt a (29 ),(30 ), (31 ) egyenleteket, és vegyük fi
gyelembe, hogy az alappontok sugara most (e képletekben x>
helyébe kerül). Ilymódon egy egyenletet kapunk r^-ra, mely
nek megoldása:

(34) ro
8+4cos$
--------------------~~2~ H6+6eosß + si-n ß

Ezen rq>R esetén tehát a kezdő és végpontban fellépő hiba egyen
lő abszolút étékü lesz a görbe középpontjában fellépő hibával.
E hibára

(35) Ho
( 1-COS&

p
6(1+cosß)+s%n ß

vagyis az eredeti helyzethez képest

, s o _ 4 + 2oosß(36) ^---------------- £—
6+6cos fc+sin ß

mértékben csökkent a körközelités hibája. Mivel azonban az RP 
módszerrel való körközelités a korrekcióval elvesztette inter
poláló jellegét a köriv végpontjaiban, a tervezés szempontjából 
itt kisebb jelentősége van e korrekciónak mint az egy^b görbe
tervező módszereknél.

A 4. táblázatban (60. oldal) megadjuk az ÄP módszerrel való 
körközelités numerikus értékeit; a maximális hibát (H ) az alap
esetre vonatkozóan (32) szerint, az rq korrekciós sugarat (34), 
valamint a Rq hibát (35) szerint, végül pedig H és H arányát 
(36) szerint. A táblázatban szereplő értékek egység sugaru kör
re vonatkoznak.
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3. OPTIMÁLIS KÖRKÖZELITÉSEK

Az előző fejezetben azt a görbetervezés szempontjából leg
egyszerűbb esetet vizsgáltuk, amikor a körivet közelitő görbét 
definiáló - és valamely interpolációs vagy approximációs mód
szer kiinduló adataként szolgáló - pontok maguk is köriven he
lyezkednek el. Pontosabb körközelitést kaphatunk azonban, ha e 
feltételtől eltekintünk, és megengedjük, hogy ezen pontok, vagy 
ezek némelyike különböző távolságban legyen a kör középpontjá
tól. A 3. fejezetben ezt az esetet tesszük vizsgálat tárgyává.

Vizsgálatainkat harmadfokú paraméteres görbére végezzük.
Egy ilyen görbét egyértelműen difinálhatunk négy geometriai a- 
dattal - a két végponttal és itt az érintővektorokkal - vala
mint a görbeparaméter változásának intervallumával. Ez utóbbi
ra az egyszerűség kedvéért az uíOsll intervallumot választjuk.
E fejezetben megadjuk az optimális görbealakot definiáló geo
metriai adatokat, majd az igy adódó görbe Bézier és B-spline 
reprezentációjához tartozó geometriai adatokat.

3,1, A TIPUSU KÖRKÖZELITÉS

E fejezetben a körközelités következő módját vizsgáljuk: 
Közelítsük az R sugaru 0-2ß nyílásszögű körivet egy olyan har
madfokú paraméteres görbével (C(u); 0<u<l); amely átmegy a kör- 
iv kezdő és végpontján: a P q3 ill. P^ pontokon. Határozzuk meg 
továbbá e pontokban az érintővektorok hosszát (t ) oly módon, 
hogy a közelito görbe átmenjen a köriv K szimmetriapontján is 
(lásd 6 . ábra) i6l.
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A P^ és P^ pontban a koordináták és az érintővektorok komponen
sei :

P :o (P cos ß ; -P sinß)

V (P oosß ; R sinß)
T :o (t sinßj t O O S ß )

V (-t sinß ; t oosß)

és feladatunk a t értékének (az érintővektorok abszolút értéké
nek) meghatározása.

Belátható, hogy a (37) feltételeket az u=0, ill. u=l pont
ban kielégítő harmadfokú paraméteres görbe egyenlete:

G(u) - gx {

(38) gx {u) = -u

(39 )
9y (u)

3= u

+ ut cosß -P sinß

Kiinduló feltételünk szerint a G(u) közelitő görbe átmegy a 
kör K szimmetriapontján (6 . ábra )r vagyis
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Figyelembe véve (38)-at,e feltételből a végpontokbeli tangens— 
vektorok t abszolút értékére (hosszára)

(40) _ 4jl-cosß ) R 
sinß

adódik. Könnyen beláthatjuk azt is, hogy a K pontban a görbe 
érintőjének s-irányu komponense eltűnik, tehát e közös pontban 
a körnek és görbének közös érintője van.

A következőkben a Giu) görbe és a kör maximális eltérésé
nek a kiszámításával foglalkozunk. Keressük tehát a

(41) hiú) - \Giu)\-R = Jg^ iu) +g2 iu) -Rx y

függvény szélsőértékeit. A szélsőérték létezésének szükséges 
feltétele, hogy a (41) hibafüggvény u szerinti deriváltja el
tűnjön, azaz

(42) Fiú) = dhiu)
du - g iu)y x

3 g iu) ” x
du

dg iu)
g iu )— ^---* y du = 0

legyen. Itt azonban felismerhetjük a giu)=g^iu)i+g^iu)j sugár-
d9x <-u) _ 30 (k ) _

irányú vektor és a —  ---  i, + — *---  j érintővektor skalárisdu du
szorzatát. Ennek zérus volta a két vektor egymásra merőleges 
helyzetét jelenti.

Szélsőérték feltételünk nyilvánvalóan teljesül az u=0, 
u=l pontokban; itt a hiba értéke egyúttal zérus. Másrészt 

az Fiú) függvény u-ban ötödfokú függvény, igy öt különböző zérus
helye lehet. (A hiú) hibafüggvény alakját a 7. ábrán láthatjuk.) 
A továbbiakban a még hiányzó két zérushely meghatározásával 
foglalkozunk.



27

Közvetlen geometriai szemlélettel és behelyettesítéssel is be
láthatjuk, hogy a G(u) görbe a 0<u<l intervallumban szimmetri
kus az x-tengelyre, és mivel az x tengellyel való metszéspont-

1ban (K ) következésképpen:

gx^u) " gx U ~u)

- -Glyd-u)

Mivel a kör is ugyanilyen szimmetriatulajdonságot mutat,
a kettő különbségeként előálló h(u) hibafüggvény is szimmetri-

1kus ur7-re. Ebből következik, hogy a két hiányzó szélsőérték-
ó  „  ,  2  ~ponthoz tartózó u érték -g—tol való elterese azonos abszolút 

értékű.

Másrészt azonban az F(.u) ötödfokú függvény az előzőek a- 
lapján felbontható a következő gyöktényezős alakra:

(43) F(.u) - u (u-1 ) ) - N(u)M(u)

ahol M(u) másodfokú függvény és gyöke a két hiányzó szélsőérték- 
ponthoz tartozó u érték, (u* „). Vegyük fel M(u)~t azi j z

2(44) M(u) - m nu + m^u + m2 1 o

alakban. Mivel gyökei szimmetrikus helyzetűek u-|-re, maga az 
M(u) függvény is hasonló szimmetriát mutat:



28

M(l-u) - M(.u)

E feltételből

m2 = -m2

adódik, vagyis (44) egyszerűbben is irható

2M(u) - m „u - m nu + m 2 2 o

A keresett gyökök tehát:

(45)

A szimmetria miatt a továbbiakban csak u*-al foglalkozunk, és 
ezt u*-al jelöljük.

Tételezzük fel továbbá, hogy ismerjük Af(u) értékét az u=0 
helyen: M(o) - M q és az u=~ helyen: M(^/2^=Mj/2 .

, mo .Ezekkel a (45)-ben szereplő —  hányados kifejezhető.
m 2

m M

m 2 “ J W 7

és ezt u* képletébe Írva:

(46) , 1 1 F^i
2 " 2\J M1/2-

Az M(u) függvény értékei általában megkaphatok az

M(u) F{u)
TÖT)

alakban. Speciálisan az u=03 és u=~% az F(u) és N(u) függvé
nyek gyökhelyei, igy itt a l'Hopital szabályt kell alkalmazni. 
Az u=0 helyen:
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(47) M(u) lim
u+0

F(u)
N(u) lim

u+0

9 F(u) 
du

9/1/(u) 
9 u

lim
u-+0

F3 (u )
w n n

2és hasonlóképpen u-^-re is. (Az u-szerinti deriváltat itt és a 
továbbiakban '-vei jelöljük). Figyelembe véve, hogy

■7, v _ / 1 \ r l \ — 3 3 2 1N(U) = UKU-llKU—^) - u - | U  + ~2 u

N3 (u) - 3u^ - 3u + ^

a keresett derivált-értékek:

N3 (0 ). = | ; N3 (|) = -I

Ezek felhasználásával (47) szerint

M(0) - 2F3 (0) ; M(|o - -4F3(|) 

majd ezt u* (46) alatti képletébe helyettesítve:

(48) 1 1 I 2F3 U/2)
2 “ 2 y 2F3 {1/2YF3 {0)

A (48) képletben szereplő F3 (u) értékeket F(u) (42)-ben fel
irt alakjának ^-szerinti deriválásával kapjuk:

(49 ) F3 (u) - dF
HT

d
Tfij. (9

9<?
x du

dgu+ g .. y.)
ydu ’

99
= ( — )9 u L9

9.x
x du

dg 2
♦ < * = * >

9 2 9ÍL

A (48), (49 ) képletek igen általánosak. Segítségükkel megítél
hetjük a harmadfokú, végpontokban érintőleges körközelitések 
hibafüggvényeinek alakját; eldönthetjük, hogy felvesz-e a hiba
függvény szélsőértéket a végpontokon és a felezőponton kivül és
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hol? Ehhez mindössze a közelito módszerre jellemző g (ujj g (u)x y
függvények ill. deriváltjaik helyettesitési értékeire van szük- 

„ 1seg az u=0 es u = pontokban.

Alkalmazzuk eredményeinket a fejezet elején vázolt A tipu- 
su körközelitésre. A (48) képlet kiértékeléséhez szükséges de
rivált értékeket (38) és (39)-bol számíthatjuk:

(50) -2tusin$ + tsin$

d2 gx

du

dg\L3 u

d2g.
du

-2t sin$

26(tcos$-2R s£nß)(u -u)+tcos$ 

6 (tcos$-2R sinfí) ( 2u-l )

E deriváltak helyettesitési értékeit az u=0, u=~ helyeken 
(figyelembe véve t (40) alatti kifejezését) az 5. táblázatban 
foglaltuk össze.

g x gy

u=0 u = l/2 u=0 u =1/2

g R c o s ß R - R  s i n ß 0

dg 4R(1- c o s ß) 0 4R ( l - c o s ß) 23- 2cos  ß - c o s 3
du t g s sinß

d 2 g

d u2
- 8R ( l - c o s $ ) - 8R ( l - c o s$) 12RC1-COSS)2

si-nQ 0

5. táblázat
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Mindezek felhasználásával a görbe és a kör maximális elté
résének helyére u*-ra a következő összefüggést nyerjük.

(51) uís - L - L 2(2-cosß)-sw2ß
 ̂ J 12( l-cos$)^+4sin&( l-eos$)( sin2$-sin$) -ősin* $

A közelitö görbe és a kör eltérésének maximumát ezek után köny- 
nyen kiszámíthatjuk a

(52) H - | G (u* ) | -R - Jĝ J (u*)+g^ (u*) ~-Rx y

kifejezés kiértékelésével, ahol u*-ot (51)-ből vesszük.

A 6. táblázatban (ld. 61.oldalon) megadjuk a tárgyalt kör- 
közelités numerikus értékeit; a végpontokbeli érintővektor hosz- 
szát (40) szerint, a maximális eltérés helyére jellemző u* ér
téket (51) szerint, valamint a számitott maximális eltéréseket 
a köriv középponti szögének 0=2ß-nak függvényében és egység 
sugaru körre vonatkoztatva.

3.2, B TIPUSU KÖRKÖZELITÉS

Az előző fejezetben tárgyalt körközelités esetén (A-tipusu 
közelítés) a harmadfokú paraméteres közelitő görbe (G(u)) 
kezdő, középső és végpontja egybeesik a köriv ugyanilyen hely
zetű pontjaival, és ennek megfelelően a hibafüggvény a 7. áb
rán látható két maximummal és három minimumponttal biró függ
vény. A görbe mindenütt a körön kivül halad, a |g (k )|-ä képlet
tel definiált hiba mindenütt pozitiv.

Egyenletesebbé tehetjük a hibák eloszlását, ha a hibafügg
vényt eltoljuk olymódon, hogy a maximális és a minimális hibák 
azonos abszolút értékűek és ellenkező előjelűek legyenek 
(8. ábra).
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8. ábra

Ez természetesen azzal a következménnyel jár, hogy a köriv jel
legzetes pontjai (kezdőpont, végpont, szimmetriapont) nem lesz
nek rajta a görbén, hanem a görbe "körülfonja" a körivet (9. 
ábra) és négy pontban metsződik vele.

A hibafüggvény 8. ábrán bemutatott eltolását természetesen úgy 
érhetjük el, hogy a G(u) görbe generálásához egy, a közelíteni 
kivánt kör R sugarától eltérő sugarat választunk, amelyre 
nyilván ro<R. Ezen sugáron helyezzük el ±ß nyilásszöggel a 
görbe kezdő illetve végpontját, az érintőket pedig e pontokban 
a (40) képlettel határozzuk meg 8=rQ helyettesités figyelembevé
telével. A görbe egyenlete ezek után (38) és (39) szerint adódik.
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Feladatunk tehát a módosított sugár (r ) meghatározása. A 
fejezet elején tárgyalt egyenletes hibaeloszlást akkor kapjuk, 
ha (Id. a 8. és 9. ábrát)

(53) R -\G(0)| = |G(u*)|- R

ahol u* a maximumpont helye, és az (51) képletből számítható.

A (40) képlet értelmében a végpontbeli érintővektorok hosz- 
sza (t) arányos a görbe "generálási sugarával" ami jelen eset
ben ro - ez egyúttal a kezdő és végpont középponttól való távol
sága is. Következésképpen nyilvánvaló, (lásd a (38) (39) egyenle
teket), hogy a G(u) görbe bármely pontjának origótóimért távol
sága arányos r^-lal. A maximumpontra vonatkoztatva ezt:

(54) |GU*)| = C

és az előző fejezet analízise alapján C>1 és C már nem függ 
r^-tól, hanem csak a középponti szögtől: C-C(ß). Mivel továbbá 
G(0)=ro, az (53) feltételi egyenlet igy irható:

Cr - R - R - vo o

Ebből a keresett sugár:

és ez láthatóan kisebb )?-nél.
A köriv és a közelitő görbe maximális eltérése ezek után 

(56) = R-r0 = s

ami az előzőek alapján a következő pontokban lép fel: u=03 
u=l/2i u=l. Ugyanilyen abszolút értékű, de ellenkező előjelű 
eltérés adódik az w-u*, u-u* paraméterű pontokban (Id. a 8. áb
rát). A sugárkorrekció nélküli harmadfokú körközelités (A tipu- 
su közelítés) esetére (52) szerint:
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H = |G(k *)|-ä - CR-R = (C—l)R

Ezt összevetve (őGÍ-talja hiba csökkenésének mértékére a kö
vetkezőt kapjuk:

(57)

Mivel reális középponti szögek (ß<90°) esetén C egység körüli 
érték, (57) szerint a hibák durván feleződésére számíthatunk.

Megkaphatjuk a korrigált sugár és a hibák H kifejezését 
a fél középponti szög (ß) függvényében is. Mindössze a C együtt 
hatót kell a ß-val kifejezni, felhasználva az (54), (55), (38),
(39), (40) összefüggéseket. Az igen terjedelmes képletek felí
rásától azonban eltekintünk. Megadjuk viszont v 3 H valamint 
Hq/H numerikus értékeit a középponti szög (0) függvényében és 
egységsugarú körre (R=l) vonatkoztatva (7. táblázat,62.oldalon)

3,3, C TIPUSU KÖRKÖZELITÉS

Az előző fejezetekben bemutattunk két körközelitést; az 
egyik (A tipusu körközelités) olyan görbét ad, hogy a köriv 
jellegzetes pontjai egyúttal görbepontok is (kezdőpont, vég
pont, középső pont), a másik (B tipusu körközelités) esetében 
ez nem áll fenn, azonban a körivtől való eltérések kisebbek. 
Mindkét esetben a görbét meghatározó érintővektor hossza, a 
maximális eltérés helye, a hiba nagysága a köriv adataiból 
(f?,ß) egyszerű, - vagy nem túl bonyolult képletek segítségével 
meghatározható.

A jelen fejezetben tárgyalt C tipusu körközelitésnél az 
A és B tipusu körközelitések előnyei egyesítésére törekszünk. 
Megtartjuk az A módszer jellegzetes pontokat visszaadó tulaj
donságát a köriv kezdő és végpontjában, de növelni kivánjuk 
az A-nál elért pontosságot. Látni fogjuk, hogy a végpontokbeli 
érintővektorok hosszának meghatározása nemlineáris egyenletre
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vezet, ami zárt alakban nem oldható meg. Számitógépes numerikus 
megoldással azonban kaphatunk egy táblázatot, amely a kör kö
zépponti-szög értékeihez hozzárendeli a választandó érintövek- 
tor abszolút értékeket.

A 3.1. fejezetben a köriv végpontjain átmenő harmadfokú kö
zelitő görbe végpontokbeli érintővektorának hosszát (t) azzal a 
feltétellel határoztuk meg, hogy a görbe menjen át a köriv fe
lezőpontján (a K ponton), és igy kaptuk a (40) képletet. E fe
jezet elején tett kikötéseket pedig kielégithetjük, ha a C ti- 
pusu körközelitéshez az érintővektorok hosszát a végpontokban a

(58) | G(u*) |-i? - R-\G(l/2) I

feltételből határozzuk meg. A C tipusu körközelités hibafügg
vényét a 10. ábrán láthatjuk, a közelitő görbe és a kör hely
zetét pedig a 11. ábrán.

11. ábra
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A görbének tehát négy közös pontja van a körivvel, miként 
a B-esetben, azonban B-vel ellentétben ezek közül két pont jel
legzetes pont (AjD). Az A esethez viszonyítva hiányzik a közép
ső pont mint összeeső jellegzetes pont, de van helyette két kö
zös belső pont (BjCj .

írjuk fel az (58) feltételi egyenletet \G(l/2)\ részlete
zzsebb kifejtésével, amit az altalános (38) egyenletbe w-^-et 

helyettesítve nyerhetünk:

(59) | G(u * ) | -R - R — -̂ -sinß - Äcosß

Itt |G(m *)| bonyolult módon függ t-től. Ez rögtön látható, ha 
figyelembe vesszük, hogy az abszolút érték a koordináták négy
zetösszegével fejezhető ki, ezek pedig a t értéke mellett a 
paraméterérték - jelen esetben a maximumponthoz tartozó para
méterérték u* - köbétől függenek. Az u* paraméter maga is függ 
az érintővektorok hosszától t-től, úgyhogy mindezt figyelembe 
véve (59)-re bonyolult nemlineáris összefüggést kapunk. Nem 
törődve egyelőre |g (m *)| t-től való függésével, fejezzük ki 
az (59) egyenletből t-t:

t 4 (1-oos3) R 
sin ß

4{ | G( u* )|-i?) 
sTnß

A jobboldalon az első tagban felismerhetjük az A tipusu körkö- 
zelitést adó t vektort: a (40) képlet szerint.
Jelen közelítésünk végpontokbeli érintővektora tehát az A eset 
hasonló vektorából egy korrekcióval nyerhető, amit a második 
tag fejez ki. Ennek számlálójában viszont jelen közelítésünk 
hibáját ismerhetjük fel. írhatjuk tehát, hogy

(60)
4H U )

t ---—---A sinß

ahol természetesen függ a maximumpont helyéről u*-tói, il
letve ezen keresztül magától t-től. Ha a maximumpont helye a t 
érintovektor illetve a kiinduló adatként tekintett ß fél-kö
zépponti szög függvényében ismert, t^-ból kiindulva a (60) ősz-
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szefüggés ismételt alkalmazásával az érintovektorok egyre pon
tosabb értékéhez juthatunk a következő iterációs séma szerint:

u% = V
(61) 4H (u*.)C? Is

 ̂i + 1 * A sTnß ~

A maximumponthoz tartozó paraméterérték u* meghatározásához a
3.1. fejezetben kidolgozott általános érvényű módszert használ
juk .

A (38), (39), (50) egyenleteket figyelembe véve a g^(u)
g (u) függvények, valamint deriváltjaik helyettesitési értéke
id 2 „it az u=0 es u= h e l y e k e n  az alabbi tablazatban foglaltuk ösz- 
sze.

X y

u=0 u = l/2 u=0 u = l / 2

g Rcosß sinß+Rcosß -Rsinß 0

&
du tsinß 0 tcos 3 3 R s i n ß c o s ß

du2
-2tsin$ -2tsin$ 6(2Rsinß- 

-tcosß)
0

8. táblázat

A 3.1. fejezetben közölt módszer szerint tovább haladva, 
a (48) és (49) összefüggések felhasználásával megkapjuk most 
már az eltérések szélsoértékéhez tartozó paraméter értéket:

(62) u

ú 2 2 . 2  . 2 . 2
2 2 l~fT~ aos sin 3~5tRsin2ß+l8R sin 3

•|—  cos2 ß-t2 sin2 8 +12-3tRsin 28 + 6 R2 sin2 ß
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Ez tehát a (61) iterációs sémában szereplő függ
vény konkrét alakja. Felhasználásával megszerkeszthetjük a (60) 
egyenlet iterációs megoldását. Az iteráció végrehajtására szá
mítógépi programot irtunk, amelynek blokk-diagramját a 12. áb
rán közöljük.

12. ábra
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A számítások eredményeit a 9. táblázatban tüntettük fel. 
(Id. a 63. oldalon) Itt megtaláljuk a C tipusu körközelitést 
definiáló végponti érintővektorok abszolút értékének, a maxi
mális eltérés paraméterértékének, a maximális hibának és a ti /ti 
hányadosnak a numerikus értékeit a köriv Q=2Q középponti szö
gének függvényében egység sugaru körre vonatkoztatva.
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4. OPTIMÁLIS KÖRKÖZELÍTÉSEK BÉZIER, B-SPLINE, RP REPREZENTÁCIÓI

Az előző fejezetek körközelitésének (A,B,C tipusu körköze- 
litések) tárgyalásánál láttuk, hogy a közelítő harmadfokú gör
beivet mindig a kezdő és végpontok helyzete, valamint e pontok 
ban az érintővektorok iránya és nagysága határozza meg. Tekint 
hetjük azonban az optimálisan közelitő görbeivet harmadfokú 
Bezier, B-spline vagy RP görbének is, és meghatározhatjuk az 
ezen reprezentációknak megfelelő görbeadatokat, amelyek az op
timális görbét állítják elő. Erre annál is inkább szükség van, 
mivel megvalósított rendszerekben gyakran használják a fenti 
reprezentációkat.

Tekintsük tehát a G q3 G^ végpontok és a T T végpontok- 
beli érintők által egyértelműen meghatározott harmadfokú para
méteres görbeivet. Ezen geometriai adatokat a 3.1, 3.2. vagy
3.3. fejezetben közölt összefüggések szerint határozzuk meg a 
közelíteni kívánt körív adataiból (R}Q). Feladatunk az igy de
finiált görbe különböző reprezentációinak meghatározása.

4.1. BÉZIER REPREZENTÁCIÓ

Egy görbe Bezier-reprezentációját a megfelelő Bezier-poli- 
gon pontjaiból állíthatjuk elő. Ismeretes Cl], hogy harmadfokú 
görbe esetén e poligon négy pontból áll (P ,P13P 3P a 13. áb- 
rán) és a poligon első és utolsó pontja a görbe kezdő és vég
pontjával esik egybe.
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A Bézier-görbe érintőit a következő összefüggések adják:

iftIIoEh P ) o

V
Mindezek figyelembevételével tehát a Bézier-poligon pontjai:

P - G o o
T

(63)
P = G  + 1 o

o
3

T1
2 1 3

P3 °1

és ezek felhasználásával a Bézier-görbe egyenlete:

3
Gß (u) - Z (?) u'U-u)2^  P.

i=0
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4,2, B —S PL I NE REPREZENTÁCIÓ

A B-spline görbe nem megy át a definiáló poligon-pontokon 
(P a 14. ábrán), de belül halad a pontok által kije-O ± 6 ö
lölt konvex pligonon.

To ^

14. ábra

Haramdfoku B-spline görbe esetén fennállnak a következő 
összefüggések C3H:

G =
P + 4P +P 0 o 1 2

T =
P0-P 2 o

G - -
P +4P +P 1 2 3

T „ -
P -P 3 1

2
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E négy összefüggés négy lineáris egyenletet jelent P.jP.jP.j1 Ci ó
P4 meghatározására. Az egyenletrendszer megoldása a poligon- 
pontokat szolgáltatja:

(64 )

P = -G +2G, - - T + 4 T 10 o 1 3 0 3 1

v = 2 G -  G + 4 T - 1 r1 o 1 3 o 3 1

P„ = - G + 2 G - - \ t - | r,2 o 1 3 o 3 1

P, = 2G - G +  % T + ~ T, 3 o 1 3 o 3 1

Megjegyezzük, hogy a (64) kifejezések vizsgálatával bebizonyít
ható, hogy a P^ és P^ pontoknak közös szimmetria egyenesük van 
a P , P  pontokkal, amely egyenes egyúttal a görbe szimmetriáé-O ó
gyenese is.

A poligonpontok ismeretében a spline görbe a következőkép
pen adódik C 3□:

n 1 r 3 2Gg(u) - -g- Cu u u ll ■1

3
■3
1

3 
■6

0

4

-3
3
3

1

1

0

0

0

4,3. R-P REPREZENTÁCIÓ

Az 1.3. fejezetben ismertetett R-P módszer optimális kör- 
közelitésre való alkalmazása esetén némiképp más helyzettel 
állunk szemben mint a Bézier- vagy B-spline módszer esetén.
Itt ugyanis az érintovektorok abszolút értéke a végpontokban 
(2* és ) mindig egységnyi, és ez, e vektorok irányával va
lamint a végpontok helyzetével együtt, már egyértelműen megha
tározza a görbe paraméterintervallumát a (30) összefüggés sze
rint. Ennek ismeretében már a teljes görbe is egyértelműen adó
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dik, ami természetesen az 1.3. fejezetben vizsgált görbe, az 
ott megadott kör-közelitési pontossággal. Ilyen értelemben te
hát az optimális körközelitést adó görbék nem képezhetők le 
az R-P módszerrel.

Lehetőség van azonban az optimális körközelitő görbék R-P 
módszernek megfelelő adatokkal való előállítására. Ehhez az op
timális görbék olyan paraméter-transzformációjára van szükség, 
amely a végpontokban egységnyi abszolút értékű érintővektoro
kat ad.

Az optimális körközelitő módszerek- A,B,C módszer, 3.1., 
3.2., 3.3. fejezet - meghatároznak egy-egy t értéket a végpontok- 
beli érintővektor hosszára vonatkozóan, amellyel a görbe az 
u=L03ll paraméterintervallum figyelembevételével egyértelműen 
adódik, és az u=0 3 és u=l pontokban:

9 Gopt
du t.

Ha tehát most az u3 =tu 
tünk be az optimális görbe

gä p (“' > = % az uj

összefüggéssel uj paramétert veze- 
R-P reprezentációjára:

paraméter szerinti deriváltra:

dG-nj.. 9 G , _RP _ opt du
du3 du du3

Vagyis az RP görbe érintővektora a végpontokban:

9 GRP
du3 1

azaz egységnyi lesz, a görbe paraméterintervalluma pedig 
u3 I03tl lesz. A görbe alakját az átparaméterezés természete
sen nem érinti, igy tehát az optimális körközelitő görbét az 
R-P görbék generálásához használt adatokkal állítottuk elő. Az 
átparaméterezést szemléletesen mutatja a 15. ábra.
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I .U : t u

15. ábra
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5, KÖRKÖZELITO MÓDSZEREK ÖSSZEHASONLÍTÁSA

A különböző görbetervező módszereken alapuló körközelitése- 
ket, valamint a különböző tipusu optimális körközelitéseket a 
61 -63. oldalon lévő táblázatok numerikus értékei alapján hason
lítjuk össze. A könnyebb áttekinthetőség kedvéért kiirtuk e 
táblázatokból a körközelitéseknél adódó maximális hiba néhány 
jellegzetes középponti szöghöz tartozó értékeit (10, 11, 12. 
táblázatok).

A tervezés szempontjából a legkézenfekvőbb és legegyszerűbb 
eset az, amikor a görbetervező módszer kiinduló adatai a körön 
fekvő pontok. A közelitő görbe hibáit erre az esetre vonatkozó
an a 10. táblázat tartalmazza. Itt az összehasonlitás kedvéért 
a harmadfokú Bézier-görbére vonatkozó értékeket tüntettük fel, 
mivel a másik két módszer is harmadfokú görbével dolgozik.

0C ° 1 Bézier B-spline R-P

10 1,27.10“3 5,06.10~3 2,4.10~6

20 5,07.10“3 0,0201 3,87.10-5

30 0,0113 0,0448

J-oX—1 •LOcnrí\—1

45 0,0254 0,0986 9,9.10_1+

60 0,0448 0,1700 3,13.10~3
90 0,0987 0,3518 0,0158
120 0,1702 0,5625 0,0500
150 0,2555 0,7814 0,1216
180 0,3504 1,0000 0,2500

10. táblázat
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A 10. táblázat alapján megállapíthatjuk, hogy a legjobb kö
zelítést az RP módszer adja; kis szögeknél két nagyságrenddel 
kisebb, nagy szögeknél pedig azonos nagyságrendbe eső de kisebb 
hibát eredményez mint a Bézier módszer. Ezen felül a Bézier- 
görbe érintői a végpontokban nem esnek egybe a kör érintőivel, 
mig az érintők azonos iránya az RP görbénél fennáll. Meg kell 
azonban jegyeznünk, hogy Bézier-görbénél igen egyszerű lehető
ség van a görbe fokszámának növelésére; mindössze a Bézier-pon- 
tok számát kell megfelelő módon növelni a kör kerületén szim
metrikusan elhelyezkedő további pontok hozzávételével. Ekkor a 
görbe pontossága nő, és a végpontok-beli érintő egyre jobban 
megközelíti a kör érintőjét. Az 1. táblázatból láthatjuk, hogy 
a 8-adfoku Bézier-görbe még mindenütt nagyobb eltéréseket ad 
mint az RP görbe, de pl. a 10-edfoku Bézier-görbe 0>12O° ese
tén már pontosabb mint az RP görbe.

A B-spline módszer adja jelen esetben a legkisebb pontos
ságot, továbbá a körnek és görbének nincs közös pontja, de a 
görbe végpontjaiban az érintők iránya megegyezik a körérintő 
irányával.

A körközelitések pontossága javítható a 2. fejezetben tár
gyalt módon; az egyes görbetervező módszerek kiinduló adata
ként szolgáló pontokat nem a közelíteni kivánt körön, hanem 
azzal koncentrikus de eltérő sugaru körön helyezzük el. A meg
felelő korrekciós sugarakat megtaláljuk a 2-4 táblázatokban, a 
közelítések maximális hibáit pedig a 11. táblázatban gyűjtöt
tük össze néhány jellegzetes 0 értékre.

Ha összehasonlítjuk a 10. és 11. táblázatok megfelelő osz
lopait, láthatjuk, hogy a hiba mindegyik módszer esetében va
lóban csökken. A legnagyobb mértékű a csökkenés a B-spline 
módszer esetében, amely a sugárkorrekcióval 0s3O°-ig egyenér
tékű lesz az RP módszerrel, és ilyen kis szögekre mindkettő 
jobb mint a harmadfokú Bézier görbe. Növekvő középponti szö
gekre a B-spline módszer javulása egyre csökkenő mértékű, és 
0>13O° esetén már a harmadfokú Bézier-görbe jobb mint az ugyan
csak harmadfokú B-spline görbe. Az RP- és a Bézier-görbe maxi-
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V ü Bézier B-spline R-P

10 6,30.10-4 1,22.10-6 1,20.10

20 2,54.10~3 1,99.10“5 1,93.10-5

30 5,72 . lO"3 1,04.10~4 9,79.10"5

4 5 0,0129 5,76.10-4 4,96.10-4
.60 0,0229

001ovH00ortCM 1,57.10"3

90 0,0520 0,0140 7,98.lO"3
120 0,0930 0,0666 0,0256
150 0,1465 0,2672 0,0647
180 0,2124 1,0000 0,1428

11. táblázat

mális eltérése a körtol a sugárkorrekció hatására megközelí
tőleg a felére csökken.

A sugárkorrekció alkalmazása tehát mindhárom módszer eseté
ben csökkenti a körközelités hibáját, hátrányos tulajdonsága 
viszont az, hogy a közelitő görbe és a kör kezdő és végpontjai 
nem esnek egybe.

Legbonyolultabb a 3. fejezetben tárgyalt optimális körköze- 
litések alkalmazása, viszont a legnagyobb körközelitési pon
tosságot is ezek a módszerek adják. A 12. táblázatban össze
foglaltuk a 3. fejezetben tárgyalt A,B és C tipusu körközeli- 
tések néhány jellegzetes 0 értékhez tartozó hibáit.
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Gc°] A B C

10 5.10-10 3.10-10 4.10-10

20 3,27.10-8 1,6 3.10 ~8 2,33.10-8

30 3,73.10"7 1,86.10”7 2,66.10-7

45 4,24.10_6 2,12.10"6 3,03.10“6

60 2,39.10-5 1,19.10-5 1,70.10~5

90 2,73. 10~4 1,3 6.10 ~4 1,9 5.10 ~4
120 1,54.10-3 7,70.10_4 1,11 . io-3

150 5,97.10"3 2,98.10-3 4,3.10-3

180 0,0183 0,0090 0,0131

12. táblázat

A táblázat bármely oszlopát alapul véve megállapíthatjuk, hogy 
az optimális harmadfokú körközelitő görbék nagyságrendekkel 
jobb közelítést adnak, mint a 10. táblázat alapjául szolgáló 
egyszerű, vagy a 11. táblázat alapjául szolgáló sugárkorrekci
ós görbék. Az optimális módszereken belül az A módszert a leg
egyszerűbb alkalmazni és olyan görbét ad, amelynek három közös 
pontja van a körrel, és ott az érintők is azonos irányúak a 
kör érintőjével. A közös pontok jellegzetes pontok: kezdőpont, 
végpont és a felezőpont. A legpontosabb körközelitést a B mód
szer nyújtja, amely az A módszer sugárkorrekciós változata.
Itt bár négy közös pont van a körrel, de ezek nem jellegzetes 
pontok, és e pontokban a görbe és a kör érintőjének iránya kü
lönbözik egymástól.

A C módszerrel előállított görbe pontossága jobb mint az 
A módszeré és megtartja annak előnyös tulajdonságait. A C gör
bének négy közös pontja van a körrel és ezek közül kettő jel
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legzetes pont; a kezdő és a végpont. Ez utóbbiakban a görbe 
érintője is azonos irányú a körérintővel. Bár a C módszer al
kalmazása valamivel nagyobb hibát okoz a körközelitésben mint 
a B módszer, de a felsorolt geometriai tulajdonságok miatt 
használata előnyösebb a görbetervezésben (pl. folytonos csat
lakozások biztosítása). Másrészt az elérhető pontosság önmagá
ban véve is olyan nagy, hogy messze kielégíti a szokásos műsza
ki-esztétikai követelményeket.

A 12. táblázatból láthatóan az optimális körközelitő gör
békkel igen nágy pontosságot lehet elérni. E görbék alakját 
meghatározó elsődleges adatok (a görbék végpontjai és az érin
tővektorok iránya és nagysága e pontokban) azonban nem illesz
kednek a szokásos görbetervező módszerek által megkövetelt a- 
datokhoz. Szükség van tehát egy transzformációra, amely ezen 
optimális görbéket meghatározó geometriai adatokat leképezi a 
görbetervező módszerek kiindulási adataira, és ilymódon lehe
tővé teszi az optimális görbék közvetlen előállítását a már 
használatban levő görbetervező rendszerekben. Ezeket a transz- 
formációkat tartalmazza a 4. fejezet, amelyben megmutattuk, 
hogy elő lehet állítani az optimális körközelitő görbéket. 
Bézier, B-spline ill. RP görbeként is. A görbét definiáló pon
tok azonban most már nem köríven helyezkednek el.
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1 9 0 1 • í  3 ^ 4 '3 3 . 0 9 9 9 3 Ű . 5 9 7 2 5 1 . 0 7 5 2 9 0 .  0 75 29 0 . 5  3 7 6 2 1 . 0 6 2 5 5 0 . 0 6 2 5 5 0 . 5 3 1 2 7
19 5 1 . 1 0 1 9 9 0 . 1 3 1 9 9 0 . 5 5 0 7 2 1 . 0 3 0 7 5 Ú• 0 8 0 7 6 0 . 5  9 03 3 1 . 0 6 7 1 1 ü .  0 6 7 1 1 ü . 5 3 3 5 6
150 1 . 1  0 363 3 . 1 0 0 6 3 0. 5 5 93 1 1 • 0 8 6 '4 j 0 . 0 8 695 0.  5 9 323 1 . 0 7 1 3 9 ű • 0 716 0 . 5 3 5 9 2
1 5 5 1 . 1 1 6 3 7 3 . 1 1 6 0 7 0.  55 8  8 * 1 . 0 9 2 5 5 0 .  0 9 2 3 5 0.  5 9 6 1 3 1 .  J 7 b 7 9 0 . 0  7 6 7 9 0 . 5 3  85 7
16 3 1 . 1 2 3 7 7 1 . 1 2 3  77 0 . 5 6 1 8 3 1 . 0 9  8+5 0 .  0 9 a95 0 . 5 9 9 2 3 1 . 0 8 1 7 9 0 . 0 8 1 7 9 0 . 5 9 0 9 0
1 b5 1 . 1 3 1 7 1 3 . 1 3 1 7 1 0• 56 5 56 1.  10 97 + 0 . 10 979 0 . 5 5 2 3 7 1 . 0 8 7 0 1 0 . 0 8 7 0 1 0 . 5 9 3 5  0
170 1 . 1 3 9 9 0 .3 . 1 3 9 9 0 0.  569 95 1 . 1 1 1 2  3 0 . 1 1 1 2 3 0.  55 56 2 1 .  0 9 2 3 9 0 . 0 9 2 3 9 ü .  59  61 9
175 1 . 1 9 3 3 5 3 . 1 9 3 3 5 0.  5 7 9 1 7 1 . 1 1 7 9 2 0 . 1 1 7 9 2 0 .  5 5 8 9 6 1 . 0 9 7 9 3 0 .  0 97 93 0 . 5 9 8 9 6
15 0 1 . 1 5 7 0 9 0 . 1 5 7  09 0.  5 7 8 5 2 1.  1 2 9 8 0 0 . 1 2  930 0.  5 6 2 + 0 1 . 1 0 3 6 3 0 . 1 0  36 3 0 . 5 5 1 8 2
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BÉZIER-MÓDSZER KORRIGÁLT SUGÁRRAL
n = 7 n - 8 n = 9

u

v o
H
0

H o / H r
o H

o H  / H  
0

V
0

H
o H 0 / H

5 1 . 3 0 : 0 7 0 . C 0 3 0 7 0 . 5 0 0 0 7 1.  0 0 0 3 6 0 . 0 0  006 0 . 5 0 0 0 3 1 . 0 0 0 0  5 0 . 0 0 0 0 5 Ü.  50 00 3
10 1.  0 0 027 1 . 3 0 1 2 7 0.  5 0 0 1 9 1 . 0  0 0 7 0 . 0 0 0 2 9 0 . 5 0 0 1 2 1 . 0 0 0 2 1 0 . 0 0 0 2 1 0 . 5 0  Ü l i
1 6 i .  00 3ó l 0.  00 061 0 . 5  0 0 31 1 . Ü0 0 5 9 0 . 0 0 0 5 9 0 .  50 02 7 1 . 0 0 0 9 3 0 .  0 0 0 9 8 0 . 5 0 0 2 9
20 1 .  00 10  9 0 . 0 0 1 0 9 0. 5 0 0 5 9 1 . 0 0 0 9 5 0 . 0 0 095 0 . 5  0 0+3 1 . 0 0 0 8 6 0 . 0 0 0 8 5 0 . 5  0 092
2 3 1 . 0 0 1 7 9 0 . 0 0 1 7  G U. 50 0 35 1 . 0 0 1 5 9 0 .  0 0 1 9 9 0.  50 079 1 . 0 0 1 3 2 0 . 0 0 1 3 2 0 * 5 0 0 6 0
3 0 1 .  00 295 3 . 30 295 0.  50 122 1 . 0 0 2 1 9 0 .  0 0 2 1 9 0 . 5 0 1 0 7 1 .  1 0 1 9 0 0 . 0 0 1 9 0 0 . 5 0 0 9 5
35 1 . 3 0 3 3 3 0 . 0 0 3 3 3 0. 5 0 1 6 7 1 . 0 0 2 9 2 0 .  0 0 292 0 . 5 0 1 + 6 1 . 0 0 2 5 9 0.  0 0 25 9 0 . 5 0 1 3 0
90 1.  00 935 0 . 0 0 9 3 5 0 . 5 0 2 1 8 1 . 0  0 33 1 0.  0 0 331 0 . 5 0 1 9 0 1 . 0 0 3 3 9 0 .  0 0 33 9 0 . 5 0 1 5 9
9 i 1 . 0 0 5 5 1 0 . 30 551 0.  50 2 76 1.  0 0 93 2 0 .  00 932 0.  50 291 1 . 0 0 9 2 9 0 . 0  0 9 2 9 U.  50 21 9
5 0 1 . 0 0 6 8 0 0 . ) 0 6 9 C 0. 50 390 1 .  0 0 595 0 . 0 0 5 9 5 0.  50 298 1 . 0 0 5 2 9 ű . 0  0 52 9 ü . 5 0 2 6 5
55 1 . 0 0  323 3.  10 323 0 . 5  0 912 1 . 0 0 7 2 0 0 . 0 0 7 2 0 0.  50 36 0 1 . 0 0 6 9 0 0 • 0 064  Ö 0 . 5 0 3 2 0
6 0 1 . 0 0 3 3 0 0 . 0 0 9 3 0 0.  3 0 9 9 0 1 . 0 0  357 0 . 0 0 8 5 7 0 . 5 0 4 2 9 1 . 0 0 7 6 2 0.  00 762 ü . 5 0 3 8 1
55 1 . 0 1 1 5 0 3 . 0 1 1 5 0 0.  50 5 75 1.  0 1 0 ) 6 0 . 0 1 0 0 6 0 .  50 503 1 . 0 0 8 9 9 0 . 0 0  8 9 9 0 .  5 0 9 9 7
70 1 . 0 1 3 3 9 0 . 0 1 3 3 9 0.  5 0667 1.  0 1 1 5 7 0 . 0 1 1 6 7 0 .  50 589 1 . 0 1 0 3 7 0 . 0 1 0 3 7 0 . 5 0 5 1 9
75 1 . 3 1 5 3 2 3 . 0 1 5 3 2 0.  50 765 1 . 0 1 3 5 0 0 . 0 1 3 9 0 ü . 5 0 6 7 0 1 . 0 1 1 9 1 0 . 0 1 1 9 1 0 . 5 0  595
3 0 1 .  01793 0 . 0 1 7 9 3 3.  50 3 72 1 . 0 1 5 2 5 0 . 0 1 5 2 5 0.  5 0 75 2 1 . 0 1 3 5 5 0 . 0 1 3 5 5 0 . 5 0 6 7 8
85 1 . 0 1 9 6 3 0 . 0 1 9 6 3 0.  5 0 939 1 . 0 1 7 2 2 0 . 0 1 7 2 2 0.  50 861 1 . 0 1 5 3 0 0 . 0 1 5 3 0 Ü. 5  0 76 5
9 0 1 . 0 2 2 0 7 0 . 0 2 2 0 7 0 • 5 1 1 0 4 1 . 0 1 9 3 1 0 . 0 1 9 3 1 0 .  50 965 1 . 0 1 7 1 5 0.  0 1 7 1 5 Ű.  50 85 8
95 1 • J 2 4 6 3 0 . 3 2 9 6 0 0. 5 1 2 30 1 . 0 2 1 5  1 0 . 0 2 1 5 1 Ü • 5 1 0 7 6 1 . 0 1 9 1 2 0 . 0 1 9 1 2 0 • 50 95 6

100 1 . 0 2 7 2 6 0 . 0 2 7 2 5 0 . 5 1 3 6 3 1 .  0 2 3 3 9 0 .  0 2 339 0 . 5 1 1 9 2 1 . 0 2 1 1 8 0 . 0 2 1 1 8 0 . 5 1 0 5 9
1 0 5 1 . 0 3 0 0 6 0 . 0 3 0 0 6 0.  5 1 5 0 3 1 . 0 2 6 2  9 0 . 0 2 6 2 9 0 . 5 1 3 1 9 1 . 0 2 3 3 6 0 . )  2 33 ó ü . 5 1 1 5 8
110 1 . 3 3 3 3 0 0 . 0 3 3 0 0 0 . 5 1 6 5 0 1.  0 2 8 3 6 0 . 0 2 3 8 6 0 .  51 993 1 . 0 2 5 6 9 0.  0 2 569 0 . 5 1 2 8 2
115 1 . 0 3 6 0 8 3 .  33608 0.  5 1 8 0 9 1 . 0 3 1 3 5 0 . 0 3 1 5 5 0.  51 577 1 .  0 2 8 0 3 0 . 0 2 8 0 3 0 . 5 1 9 0 1
12 0 1 .  0 5929 0 . 0 3 9 2 9 0.  5 1 = 6 5 1 . 0 3 9 3 5 0 .  0 3 9 35 0 . 5 1 7 1 8 1 . 0 3 Ü5 2 0 . Q30 52 0 . 5 1 5 2  6
1 2 5 1 . 0 9 2 6 9 0 . 0 9 2 6 9 0.  5 2 1 3 2 1 . 0 3 7 2 6 0 . 0 3  728 0 .  51 364 1 . 0 3 3 1 2 0 . 0 3 3 1 2 0 . 5 1 6 5 6
13 0 1 . 0 9 6 1 3 0 .  0961  ; 0.  5 2 3 0 7 1 . 0 9 0 3 3 0 . 0 9 0 3 3 0.  5 2 0 1 7 1 . 0 3 5 8 3 0 . 0  3 5 8 3 0 . 5 1 7 9 1
13 5 1 . 0 9 9 7 6 0 . 0 9 9 7 6 0.  52 9 83 1 . 0  9 3 5 0 0 • 0 4 350 0 . 5 2 1 7 5 1 . 0 3 8 6 9 0 . 0  3 8 6 9 0 . 5 1 9 3  2
190 1 . 0 5 3 5 3 0 . 0 5 3 5 3 0 . 5 2  675 1 . 0 9 6 7 9 0 . 0 9 6 7 9 0 .  82 39 0 1 . 0 9 1 5 7 0.  0 915 7 0 . 5 2  07 8
195 1 . 0 5 7 9 3 0 . 0 5  393 0.  5 2 3 7 2 1.  0502 0 0 . 0 5 0 2 0 0 . 5 2 5 1 0 1 . 0 9 9 5 9 0.  0 9 95 9 0 . 5 2 2 3 0
15 0 1 . 0 6 1 9 8 0 . 0 6 1 9 3 0. 5 3 0  79 1 . 0 5 3 7 3 0 . 0 5 3 7 3 0.  52 687 1 . 0 9 7 7 3 0 . 0  9 77 3 0 .  5238  6
15 5 1 . 0 6 5 6 6 0 . 0 6 5 6 6 0.  5 3 23 3 1 . 0 5 7 3 9 0 . 0 5  739 0 . 5 2 8 6 9 1 . 0 5 0 9 7 0 . 0 5 0 9 7 0 . 5 2  59 9
163 1 . 0 6 9 9 8 0 . 0 6 9 = 8 0.  53 9 99 1 . 0 6 1 1 6 0 . 0 6 1 1 6 0 . 5 3  053 1 * 0 5  43 2 0 . 0  5 93 2 0 .  52 71 6
16 5 1 . 0 7 9 9 9 3 . 0 7 9 9 9 0.  5 3 7 2 2 1 . 0 6 5 0 5 0 . 0 6 5 0 5 0 . 5 3 2 5 3 1 . 0 5 7 7 7 0 .  0 5 7 7 7 0 . 5 2  88 9
170 1 . 0 7 9 0 3 0 . 0 7 9 0 3 ü.  5 3 95 2 1 . 0 6 9 ) 6 0 . 0 6 9 0 6 0 . 5 3 9 5 3 1 . 0 6 1 3 9 0 .  0 613 9 0 . 5 3  057
17 5 1 . 0 8 3 7 7 0 . 0 3 3 7 7 0.  5 9 1 d8 1 . 0 7 3 2  0 0.  0 7320 0 . 5 3 6 6 0 1 . 0 6 5 0  1 Ü• ű ó 5Ü1 0 . 5 3 2 5 0
130 1 . 0 8 8 6 9 3 . 3 3 3 6 9 0.  5 9 9 3 2 1 . 0 7 7 9 5 0 .  0 7 7 9 5 0.  5 3 873 1 . 0 6 8 7 8 0 . 0  6 8 7 8 Ü . 5 3 4 3 9

■ . *
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B-SPLINE MÓDSZER

0 H r
o

H
o H /H 

o'

5 0 . 0 0 1 2 6 8 5 9 1 . 0  01 2 7  0 1 2 0 . 0 C 0 0 0 0 0 8 0 .  0 00 05 9 6 9
1 0 0 . 0 0 5 0 6 6 5 0 1 . 0 3 5 0 9 1 0 8 0 . 0 3 0  0 0 1 2 2 Ü.  0 0 0  2 9 0 2 9
1 5 0 . 0 1 1 3 7 0 3 6 1 . 0  1 1 9 9  9 99 0 .  0 00 Q0 6 2 2 3 . 0 0 0 5 9 7 2 2
20 0 . 0 2 0 1 9 1 5 1 1 .  0 2 0 5 . 3 5 1 9 0 . 0 0 0 0 1 9 9 3 3 .  0 0 0 9 8  9 3 9
2 5 0 .  0 3 1 3 2 6 6 0 1 .  3 3 2 2 8 8 6 2 Ü.  0 00 0 9 9 9 8 0 . 1 0 1 5  7 9 5  2
3 0 0 . 0 9 9 3 5 8 3  0 1 . 0 9 6 9 5 5 9 2 0 .  0 00 109 7 9 0 . 0 0 2 3 3 9 8 8
3 5 0 . 0 6 0 Ó 5 6 2 0 1 . 0 6 9 3 6 1 3 2 0 . 0 0 0 1 9 8 7 9 0 . 0 0 3 2 7 7 3 7
*♦0 0 .  0 7 3 6 2 7 9  0 1 . 0  8 9 9 5 9 9 2 0 .  0 0 0  3 9 8 6 6 0 . 0 0 9 9 3 9 3 3
9 5 0 . 0 3 8 6 7 0 3 0 1 . 1 0 9 3 3 2 6 9 0 .  0 00 5 7 6 1  7 0 . 0 05 8 3 9 3 2
5 0 0 .  1 2 0 6 7 0 9 1 1 . 1 3 6 1 9 6 8 9 0 . 0 0 0 9 0 9 0 2 0 .  007  5 3 3 0  7
5 5 0 . 1 9 9 5 0 9 3 6 1 . 1 6 7 3 0 9 1 9 0 .  00 1 3 8 2 1  9 0 . 0 09  56 9 7  ü
6 0 0 . 1 7  0 0 5 8 9 9 1 . 2 0 2 9 9 7 9 5 0 .  C 0 2 0  39 59 0 . 0 1 1 9 9 3 1 6
ó 5 0 . 1 9 7 1 3 8 9 6 1 . 2 9 1 5 6 5 2 9 0 .  0 0 2 9 3 5 9 5 0 .  0 19 88 8 9 5
7 0 ü . 2 2 5 7 6 3 9 2 1 . 2 8 6 2 9 8 1 1 0 .  0U9 1 3 9 6 6 ü .  0 1 8  33 6 2 8
75 0 . 2 5 5 6 9 8 1 9 1 . 3 3 5 7 9 5 2 5 0 .  0 0 5 7 3  561 0 . 0 2 2 9 3 5 5 9
« 0 0 . 2 8  6 7 0 7 9 1 1 . 3 9 0 9 7 3 9 3 0 . 0 0 7 8 2 8 9 6 0 . 0  2 7 3 0  6 9 3
85 0 . 3 1 8 8 0 7 6 1 1 . 9 5  2 52  6 79 0 .  0 10 599 8 9 0 .  1 3 3 0 9  1 5 6
9 J 0 . 3 5 1 3 1 8 7 8 1 .  5 2 1 0 8 0 5 0 0 .  0 1 9  0 5 9 0  0 j .  0 39 96  Ü 9 2
9 5 0 . 3 0 5 6 1 5 7 7 1 . 5 9  7 9 9 5 3 9 0 .  0 1 8  Í 5 9 7 5 0 .  3 9 8 1 1  71 9

1 0 0 0 . 9 2 0  0 7 9 6 0 1 . 6 0 2 5 0  9 1 6 0 .  0 2 9  2 8 1 5 1 0 . 0 5 7 8 Ű 2 1 7
1 0 5 0 . 9 5 5 3 9 3 6 1 1 . 7 7 7  3 1 1 6 6 0 . 0 3 1 Í 9 0 9 1 0 . 0 6 9 3 0 9 5 5
1 1 0 0 • 9 9  0 5  6 9 9  9 1 . 9 0 3 J 7 8 7 7 0 .  0 9 0  7 0 2 2 2 0 . 0 8 2 9 6 9 3 3
1 1 5 0 . 5 2 6 5 9 8 0  8 2 . 0  0 1 2 0  9 06 0 .  0 5 2  223 5 9 0 . 0 9 9 2 0  9 2 2
1 2  0 0 . 5 6 2 5 0 0 0 0 2 .  13  23 3 3  33 0 . Ű o 6 6 ó 6 6 7 0 .  1 1 8 5 1  8 5 2
1 2 5 0 . 5 - 9 8 8 0 1 1 1 2 . 2 9 1 3 5 1 2 8 0 .  0 9 9  72 991 0 .  1 9 1  49 0 0 6
1 3ü 0 . 6  3 5 2 3 7 7 9 2 . 9 9 7 9 3 1  96 0 .  10 7 2 5 0  95 0 . 1 6 8  3 3 5 9 2
1 3 5 0 . 6 7 1 7 5 6 6 9 2 . 6 3 9 3 2 5 1 7 0 . 13 5 30 0 39 1 . 2 0 1 9 1 2 7 8
1 9  0 0 .  70 9 3 1 5 0  9 2 .  8 9 9 9 3 6 3 2 0 .  1 7 0  175  0 0 ü . 2 9 0 2 5 3 2 9
1 9 5 0 . 7 9 9 8 8 0 0 0 3 . 0 8 2 9 1 8 2 2 0 .  21 3 9 8 5  69 0 .  2 86  60 9 9 1
1 5 0 0 . 7 8 1 9 2 7 8 6 3 . 3 5 2 5 3 9 0 2 0 .  2 6 7  2 2 9 9  7 O . 591 97  5 8 7
1 5 5 0 . 8 1 7 9 9 3 7 6 3 . 6  5 8 89  6 85 0 . 3 3  3 88*411 0 . 9  08 1 9 9 3  9
1 6 0 0 . 9 5 9 9 2 0 5 0 4 .  0 0 7 8 9 3 1  6 0.  9 1 6  53 290 J . 9 87  30 3 9 0
1 6 5 0 . 9 9 3 9 5 7 5 9 9 . 9 0 6 3 9 9 1 3 0 . 5  19 0 2 0 1 9 0 . 58 2 6 0  7 9 U
1 7 0 0 . 9 2  72  5 9  9 7 8 .  8 6 9 5 5 2 0  9 0.  Ó 9 6 1 5 1 3  6 0 . 5 9 6 8 9 0 1 0
1 7 5 0 . 9 6 3 6 3 6 6 8 5 . 3  3 1 2 9 2 8 8 0 .  8 ( 3 9  52 8 6 Q.  8 39 29 0 9 3
1 8  0 1 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 . 9 9 9 9 9 9 9 7 0 . 9 9  9 9 9 9 9 9 J . 9 9 9 9 9 9 9 9

3. táblázat



RP-MÓDSZER

0 H ro Ho H /H o'

s 3 . 3 0 0 3 3 3 19 1.G 30 0 0 00 8 •3. 0 C 0 0 3 0 0 9 '■ f). 5 00 00 0 0 51 Ü 0 . 0 0 3 J 3 2 5 2 1.00 000 1 21 0. OODUŰ121 0.5 00 30 0601 5 0.00001223 1.0 J 0 0 0 b12 0. 0 GO 00 612 0.5000330620 0.00 0 0 389 6 1 . 0 0 0 0 1933 0. 0 1 0 019 3 3 0.5 00 00 96 72 5 3 . 3)3 3 3 3á39 1. 0 000 5 723 0. 1) U 0 0 57 70 ü. 5 00 0 2 360■5 0 ü . Ű 0 0 19 5 7 -3 1, 0 001] 9 7 38 0. 0 CÜ 0 97 8 8 0.5 0 3 0 5 3 9h
3 *:> 0 .3 0 039 26 1 1. 0 0 0 18 135 0. J 00 131 35 0,5 0 0 09 On 7Vi 0 . í ü 0 61 8 b 0 1. 0 3 0 3 9 950 0 » 00 0 3 0 9 5 u 3.5 3 ) 15 57 0 ̂5 G. 3 0 099086 1. 0)35 9 -5 6 3 0 . 0 00 59568 0. 50025785
F> ú 0 . 0 01 910 2 ű 1, 0 00 75 8ö7 J• 0 0 0 7 55 b7 J. 5 00 3 7 73595 J. ű 0 2 Z11 ü 3 1. 0 0113 6 75 0. 001 1,3 675 ). 5 0 0 55 33 7
b ü 0 . 0 0 31 313 7 1, 0 0 156 315 3. 00155815 j. 5 01 78 51 70 . 0 0 6 312 8 5 1. 0 3215 1 J 9 0 . 3 ü 2 16 1 u 9 J . 5 0 1 0 3 0 5 5
71) 0 , 0 0 9 90068 1. 0 0 2 90 373 0 . 0 0 2 93 3 7 3 0.5 J1 53 5107 6 0 . 0 0 7 b ~+ 3 6 5 1. 0 0 7 0 3 65 9 0. 3 0 3 8395 9 i. 5 01 31 32 5H0 3. 0 0 9 3 391 3 1. 3 ... 59 71 56 ü, 0 059 71 6 6 0. 3 02 58 58 8
S ;> 3,012t 3 HÚG 1.00635333 0. 0 0 6 353 9 9 3. 5 0 31 7 2 U Ü9 0 J .0138996 7 1. 3 07 98560 0. 00793560 0.5 13 19280:)5 0.U116Ó7U1 1,0 0 39311b 3 . 0 0 3 9 3116 0 • 5 3 59o 9 3 81 0 1» 0 . 1 2 4 1 ♦ 1 3 1 1 • ;312 21313 0. 0.12 218 1 3 0 . > 0610 9° 710 9 0. UZ 13 3 722 1.015 8 96 98 ü. 01533693 Ü . 63 7 55 3 -t 9
11 0 0.0 3 5 3 2 7 7 ü 1. 017931 57 0 . 3 1 7931 5 7 0 . 5 0 8 -1 0 0 7 511 i 0 . 0 9210 3 9 3 1. 0 215 55 00 3. 02 1 559 0 u 0.5 13 77 55 0ÍZ 1 3. 35 0 3 10 0 0 1,02564133 0 . J25 651 0 3 0.5 12 82 0511 2 5 0 . 0 9 9 0 -4 3 2 5 1. 03 0 315 59 0. 0 20 3135 9 J. 1 5 1 6 6 7 913 ú 0 . 06 9 9 0 3 5 9 1. 0 3962 755 0. 03 562 755 0.5 17 31 37?1 3 3 0.0 79 3 3 961 1, 05165961 U . 3 51 65 9 6 3 3.5 218? 5321'* 0 0. ú9 2520 2 2 1.05 3-t5 3 35 ü. 0 5 3 5 53 35 0. 5 2 622 6671 *+9 0. 1062 75 53 1. U 5b 1.192 3 0. 05611923 1) • 5 2 8 0 5 96219 J 0.121o 3 0J3 1. 0657 3 650 0 , J b 5 73 6 5 0 J.53256825199 0. 1 3 0 9-329 6 1.3 755 05 0 7 0. ) 7 5 50 5 0 7 3.5 37 21 23 31 6 ü ÍJ i 1 57 0 7 6 3 2 1, 0 352 371 5 Ü. 08523215 0 . 5 52 61 60 71 O '■> 0.177517 37 1. 0 9 735695 0. 0 37 353 95 1 . 5 5 8  671 j 717 0 Ü. 19 9 6 22 U9 1,1 1 0 87 7 3b 0 . 11 J f 7 7 3 í -1 . 55553 8 931 7 :> 0. 223 7 092 8 1. 12 393999 9. 12 59 3 9 9 9 1.5 6 293 5 0 01H J 0.79000OŰŰ 1.15285715 0 . 15? 35 71 5 3.571 5? 85 7
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A TIPUSU KÖRKÖZELITÉS

0 t
*

U H

r> 0 . 0 0 7 2 8 0 C . 0 9 6 7 3 5 0 . 0 0 0 0 0 0 0 Q Ü U
1 0 J . 1 7 4 6 4 4 3 . 2 1 0 7 7 9 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 5
l r> J . 2 6 2 1  74 1 . 2 1 1 3 1 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 5 8
2 0 0 . 2*4 39 55 C. 2 1 1 3 3 1 0 . 0 03 00 0 3 3 2 7
■>5 J . 4 33  0 71 3 . 2 1 1 3 2 6 0 . 0 0 0 0 0 0 1 2 4 8
3 ü J . 5 2 6 6 1 0 C.  2 1 1 3 2 5 0 .  0 0 0 0 0 0 3 7 2 6
5 5 0 . 6 1 5 6 5  9 0 . 2 1 1 3 2 5 0 . 0 0 0 0 0 0 9 3 9 7
’*0 3 . 7  J 5 3 J 3 1 . 2 1 1  32 5 0 . 0 0 0 0 0 2 3 9 4 0
^ 5 . 7 9 5 6 43 2 . 2 1 3 3 2 5 0 . 0 0 0 0 0 4 2 4 5 5
‘5 0 Ű . 0 0 6 7 7 3 1 . 2 1 1 3 2  5 0 . 0 000  0 7 9 8 96
5 5 0 . '3 7 37 94 n . 2 1 1 3 2 5 0 . 0 0 0 0 1 4 1 5 6 0
b J 1 . J 7 1 7 9 7 3 . 2  1 1 3 2  5 0 .  CÜ00 2 3 8 6 4 4
h 1 . 1 6 5 8 2 4 0 . 2 1  33-;,5 3 . 0 00 0 38 58  5 7
7 Ü 1 . 2 6 1 1 9 5 0 . 2 1 1 3 2  5 0 . 0 0 0 0 6 0 2 0 9 5
7 5 1 .  3 5 7 8 1 7 0 . 2 1 1 5 2 5 0 .  0 Q 1 09 1 11  83
'3 3 1 . 4 5 5 3  01 1 . 2 1 1 3 2  5 3 .  UO 0 1 3 4 2  6 8 9
5 5 1 . 5 3 5 5 1 5 1 . 2 1 1  32 5 J . 0 00 1 93  23 0 3
i n 1 .  c 5 6 8 5 <+ ■3.2 11 3 7 5 0.  0 GO 2 725 3 UÜ
•3 5 1 .  7 6 0 0 4 2 3 . 2 1 1 5  25 0 . 0 0 Ü 3  7 72 5 79

1 rj n 1 . 0 6 5 3 7 1 . 2 1 1  5 _i 5 ) . 0 0 1 5 1 3 6 3 0 2
i  -r> 1 . 2 7 3 5 8 2 : . 2  1 1 7 2 6 j . 0 0 4  6 8  9 1 1 2 2
u n 2 . J 0 7 2 6 0 1 . 2 1 1 3 2 5 0 . 0 0.0 01 2 1 0  32
11 5 2 . 1 9  44 75 i . 2 11 3 2 5 0 . 0 0 1 1 3 2 5 8 2 5
12 3 2 .  3 0 34 0 1 2 1 1 3 .  5 0 . 0 0 1 5 4 2 0 2 0 9
j. ' "> 3 . 4  3 72 6 0 1 . 2 1 1  32 5 0 . 0 01 9 7 3 6 0  6 9
1 5 0 3 . ^ 4  02 01 0 . 2  1 1 3 2  5 0 . 0 0 2 5 J 2 4 41 5
a ,• r L •./ ./ 3 . 6 7 2 7 1 5 3 . 2  11 32 5 Ü.  00 31 4 5 7 5 3 7
1 '4 0 2 . 0 0 0 8 3 0 i  . 2 1 1 3 2  5 0 . 0 0 3 9 2 3 1 4 1 1
1 4  5 2 .  3 5 2 9 2 1 1 . 2 1 1 3 2 5 0 . 0 0 48 5 6 8 3  74
1 5 0 7 • 0 6 33 0 8 0 . 2  1 332 5 3 ,  0 05 6 72 0 1 69
1 5 5 3 .  2 1 0 3  59 ■j. 2 1 1 3 2  5 0 . 0 0 72 67 1  1 60
1 6 0 3 .  3 5 6 3 9 9 .) . 2 1 1  7 2 5 0 . 0 0 6 8 6 4 2 6 5 9
1 6 5 3 . 5  J 7 9 0 6 ■’ .  2 1 1  7 ’ 5 3• 0 1 0  7 j  0 6 6 1 6
1 /O 3 , 6 6 5 3 ? 5 0 . 2 1 1 7 25 0 . B 1 2 8 7 4 1 3 f; 7
1 7 5 3 . s 2 9 1 6 7 0 . 2 1 1 3 2 5 1 . 0 1 6 4 0 3 6 7 4 7
1 < J 4 .  3 3 0 0 0 0 1 . 2 1 1  < °5 ) .  0 14 3 3 0 1 5 4 2

6. táblázat
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0 r
o

H
o

H /H 
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5 1 . 0 3 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . 5 0 0 0 U O
1 0 1 . 0 0 0 0  0 00 C.OCOGOOOOD3 0 .  50  0 000
1 5 1 . 0 0 0 0  0 0 0 0 , 00 0 C 0 0 0 0 2 9 0 . 5 0  0 000
2 0 1 . 3 0 0 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0 0 0 0 1 6 3 0 . 5 0 0 0 0 0
2 5 0 . 9 9 9 9 3 9 9 C. 00 0 0 00 0 62  4 a .  5 0  o ooo
10 Ü . 9 3 9 9 9 9 6 0 . 0  00 0 0 0 1  Í 6 3 0 . 5 0  0 000
3 5 0 . 9 9 9 9 9 9 5 0 .  Q 00  0 00 4 6 9 9 0 . 5 0 0 0 0 0
40 0 . 9 9 9 9 9 9 0 0 . 0 0 0 0 0 1 0 4 7 0 0 . 4 9 9 9 9 9
4 5 0 . 3 9 9 9 9 7 5 0 . 0 0 0  0 0 2 1 2 2  5 0 . 4 9 9 9 9 9
5 0 0 . 9 9 9 9 9 6 0 0 . 0 0 0 0 0 3 9 9 4 3 0 . 4 9 9 6 9 8
5 5 0 . 9 9 9 9 9 2 9 0 . 0 0 0 0 0 7 0 7 7 9 0 . 4 9 9 9 9 6
5  0 0 . 9 9 9 9 8 6 1 0 . 0  C 0 0 11 9 3 2 1 0 . 4 9 9 6 9 4
6 5 0 . 9 9 3 9 3 0 7 0 . 0 0  0 0 1 9 2 9 2  5 0 . 4 9 9 9 9 0
70 0 . 3 9 9 9 6 9 9 0 . 0 00 0 301  0 3 8 0 . 4 9  9 6 8 5
7 5 0 . 9  3 39  5 9 9 0 . 0  00  3 4 5 5 5 7  1 0 . 4 9 9 9 7 7
0 0 0 . 9 9 3 9 3 2 9 0 . 0 0 0  G 6 7 1 2 9  9 0 .  49  9 9 6 6

5 ű • 9  9 99  0 3 ^ C. U 0 0 0 9 6 6 3 0  8 0 . 4 9 9 9 5 2
0 0 0 . 9 9 9 8 6 1 8 0 . 000  1 3 6 2 4 5 4 0 . 4 9 9 9 3 2
9 5 0 . 9 9 9 8 1 1 4 0 . 0  00 1 8 3 5 9 3 4 0 . 4 9 9 9 0 b

1 0 0 0 . 3 3 9 7 4 3 2 C . 0 0 0 2 5 5  7 7 4 1 0 . 4  9 9  872
1 0 5 0.9996555 0.0C03444374 0.4 66828110 ü.9395442 0.0 00 4 55 345 7 0.4997 72
115 0.9994041 0. QC 0 59 5 335 9 0.499702120 0.9992296 0.0[0770 4155 J.499615
125 0.3390142 0.0 009 8 5830 6 C. 499507
15 0 0.3937503 0 . 3 0 1 2 4 96 57 1 0.499 3 7515 5 0.9984236 0. 00 1 570405 3 0.499215
19 0 0.9980421 0.0019577301 0.499021195 0 . 3975775 0. CC2422535 8 0.49378 6
150 0.3970229 0.0 G29771173 0. 49 8511
155 0.9963647 C.00 36 352 95 3 0.498182Id O 0.9955874 0 . 0 04 412 5 748 0.497794
155 0.9946717 0. 0 C5 32 6 309 3 Ü.497337
170 0.3936041 0.006395394 5 J. 4968021 75 0.3923570 0. CO 76 42 5724 0.496179
180 0.9909083 0.0C9Ö91660 4 0.495^54

7 táblázat
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C TIPUSU KÖRKÖZELITÉS

0 t *
u Hc H /H a

5 0 . 0 3 7 2 8 0 3 - 0 . 0 9 3 2 9 5 0 c . t o o o o c c o o o 0 . 7 2 3 0 0 2
10 0 . 1 7 9 6 9 3 8 0 . 1 7 9 7 9  85 O. COOOOOOÚU9 Ü. 7 2 2 2 2 2
15 0 . 2 6 2 1 7 3 7 0 . 1 8 2 3 8 7 0 0 . C0 COO 0 00 9 2 0 . 7 1 U 0 Ü 0
2 0 0 . 3 9 9 9 5 9 1 C . l 8 2 0 9 5 6 0 . t o  C000 0 2 3 3 0 .  71  5 5 0 1
2 5 0 . 9  3 80 6 96 0 . 1 8 2 0 5 3 1 0 . C 0 COO 0 0 8 9 1 0 . 7 1  9 8 5 1
3 0 0 . 5 2 6 6 0 5  8 0 . 1 8 2 0 5 9 6 0 . 0 0  000 0 2 6 6 0 0 . 7 1  9 7 7 5
3 5 0 . 6 1 5 6 9 9 9 0 . 1  3 2 0  5 62 0 . 0 0  000 0 67 1  1 0 .  71 5 93  6
90 0 . 7 0 5 2 9 0 3 0 . 1 8 2  0 5 8 1 0 . 0 0 0 0 0 1 9 9 5 9 0 .  72 0 1 5 3
9 5 0 . 7 9 5 6 1 7 5 C . 1 3  2 0 59 3 0 . 0 0 0 0 0 3 0 3 9 2 0 .  7 2 0 3 9 8
50 0 .  3 3 6 7 2 9 2 0 . 1 8 2  0 6 0 6 0 . 0  0 0 0 0 5  7 1 2 9 0 .  7 2 0 6 7 5
5 5 0 . 9 7 6 7 0 5 9 0 . 1 8 2 0 6 2 2 0 . 00 001  0 1 2  62 0 . 7 2 0 9 6 8
6 0 1 . 0 7 1 6 5 9 1 0 . 1 6 2 0 6 3 9 0 . C 0 Ű 0 1 7 0 7 9 6 0.  7 2 1 2 8 1
65 1 • 1 6 5 6 8 6 9 0 . 1 8 2 0 6 5 3 G . C 0 0 0 2 7 6 3 0  2 0.  7 2 1 6 0 7
7 0 1 . 2 6 0 8 9 2 0 0 . 1 3  2d  6 7 3 0 . 0 0 00 9 3 1 3 8 3 0 .  7 2 1 9 * 7
75 1 . 3 5  73 8 9 6 0 . 1 8 2 0 6 9 9 0 . 0 0 0 0 6 5 8 2 0 5 0.  7 2 2 2 9 7
8 Ü 1 . 9 5 5 2  771 0 . 1  3 2 0 72 3 0 . 00 0 0 9 6 3 0 9 6 0.  7 2 2 6 5 3
8 5 1 . 5 5 9 6 8 7 5 C . 1 8 2 0 7 9 3 C . 0  00 13 8 71 81 0 .  72 30 1 2
9 0 1 . 6 5 5 7 3 9 1 0 . 1  6 20  777 0 .  00 01 9 5  70 8 3 0 .  7 2 3 3 6 9
95 1 . 7 5 8 5 6 0 8 C.  1 8 2  0 80 9 0 . 0 0 0 2 7 1 0 6 8 2 0.  7 2  37  2 0

10  0 1 . 3 6 3 2 8 8 5 C . 1 8  2 0 8 9 5 0 . 0 0 0 3 6 5 2 9 2 6 3 .  7 2 9 0 6 1
10  5 1 .  3 7 0 0 6 9 9 0 . 1 6 2 0 8 3 5 0 . 0 0  0 9 9 5 6 7 2  0 0 .  72 93  87
1 1 0 2 . 0 7 9 0 9 0 5 0 .  13 2 0 9 3 2 0 . 0 0 0 6 5 6 3 8 7 8 0 .  72 9 6  9 2
11 5 2 . 1 9 0 3  7 9 6 0 . 1  8 2 0 9 3  6 0 . 0 0 0 8 5 8 6 1 5 7 Ű. 72 9 9  7 2
1 2 0 2 . 2 0 9 2 3 5 9 0 .  1 8 2 1 0 9 9 C. 0 0 1 1 1 0  63  7 5 3.  7 2 5  21 9
1 2 5 2 . 9 2 0 8 0 3 2 0 . 1 3 2 1 1 2  3 0 . 0 0 1 9 2 1 9 6 1 3 3 .  72 5 9 2 9
1 3 0 2 . 5 9 0 2 6 7 2 0 . 1821 2Ü 9 0 . 0 0 1 3 0  3 9 5 5 9 0 . 7 2 5 5 9 9
1 3 5 2 . 6 6 2 8 3 0 6 0 . 1 3 2 1 3 1 0 0 . 0 0  2 2 6 7 9 8 8 0 3 .  72 5 7  0 7
1 9 0 2 . 7 3 8 7 1 0 2 0 . 1  < 2192  8 0 . 3 0  28 2  8 0 8 3 1 0.  72 5 7 6 1
1 9 5 2 . 9 1 3 1 3 7 7 0 . 1 8 2 1 5 6 b C.  00 350 1 0 9 2 8 0 .  72 5 7 9 8
1 5 0 3 . 0 5 1 3 6 1 8 0 . 1  fi 2.1 72 9 0 . 0  0 4 3 0 9 3 8 1 5 0 .  72 5 6 6 0
1 5 5 3 . 1 8 8 6 9 9 9 0 . 1 8 2 1 9 1 7 0 . 0 0 5 2 5 3 0 3 1 0 0 .  72 5 9 8 7
1 6 0 3 . 3 3 0 2 8 7 7 0 . 1 6 22  13 3 0 . C0 5 3 8  9 5 6 5 1 0 .  72 5 2 2  0
1 6 5 3 . 9 7 6 5 8 6 3 0 .  1 8  2 2 3 9 5 0 . 0 0  77 0 9 1 9 9  3 0 .  72 9 8 9 9
1 70 3 . 6 2 7 8 8 0 0 0 . 1  6 2 2 6 9 3 Ü . 0 0 9 2 6 0  11 59 0 .  72 93  6 9
1 7 5 3 . 7 8 9 5 3 0 7 0 . 1 8 2 3 0 3 3 C . 0  1 1 0 6 8 7 7 1 9 0 .  7 2 3  7 5 2
1 6 0 3 .  9 9 6 9 3 1 2 0 . 1 8  2 3  93 6 C . [ 1 3 1 7 0 2 3 7 9 0 .  72 30  0 2

9. táblázat



1985-BEN MEGJELENTEK:

166/1985 Radó Péter: Információs rendszerek számitógépes 
terve zése

167/1985 Studies in Applied Stochastic Programming I. 
Szerkesztette: Prékopa András /utánnyomás/

168/1985 Böszörményi László - Kovács László - Martos 
Balázs - Szabó Miklós: LILIPUTH

169/1985 Horváth Mátyás: Alkatrészgyártási folyamatok 
automatizált tervezése

170/1985 Márkus Gábor: Algoritmus mátrix alapú logaritmus 
kiszámítására kriptográfiai alkalmazásokkal

171/1985 Tamás Várady: Integration of free-form surfaces 
into a volumetric modeller

172/1985 Reviczky János:. A számi tógépes grafika terület- 
kitöltő algoritmusai

173/1985 Kacsukné Bruckner Livia: Mozgáspálya generálás 
bonyolult geometriáju felületek 2 1/2D-S NC meg
munkálásához

174/1985 Bolla Marianna: Mátrixok spektrálfelbontásának és 
szinguláris felbontásának módszerei

175/1985 Hannák László, Radó Péter: Adatmodellek, 
adatbázis-filozófiák

176/1985 Számitógépes képfeldolgozási és alakfelismerési 
kutatók találkozója.
Szerkesztette: Csetverikov Dmitirj,

Főglein János és Solt Péter

177/1985 Gyárfás András: Problems from the world surrounding 
perfect graphs

178/1985 PUBLIKÁCIÓK'84
Szerkesztette: Petróczy Judit






	Tartalom
	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������


