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0.Bevezetés,

Linearis programozasi feladatok megoldasara altala-
nosan elfogadott, jol bevalt médszer a szimplex modszer
/Dantzig [7]/- A szimplex médszer hatékonysaga gyakor-
lati feladatokon altalaban kielégit6, elméletileg azon-
ban nem hatékony, nem polinomidlis algoritmus. Polinomi-
alis algoritmust adott linearis programozasi feladatok
megoldasara Khacijan[25,263, algoritmusa azonban mar ko-
zepes méretld feladatok esetében is végrehajthatatlan a
a megkivant szamitasi pontossag miatt.

A szimplex médszerrel kapcsolatban jelentkezd masik
elméleti és alkalmazasi probléma, hogy degeneralt esetben
ciklizadlas fordulhat el6. A ciklizalas kikiszobolésére
szolgal a lexikografikus szimplex médszer /Charaes [5,63/
és a Bland [33 &altal adott pivotalasi szabaly. Mindkét
moédszer azt a lehet8séget hasznalja ki, hogy nem egyér-
telmd a pivot elem kivalasztasa a szimplex médszernél.

A szimplex médszer kat fazisban oldja meg a linearis
programozas feladatat, ez pedig a linearis programozas
tomeges oktataséanak elterjedésével /mérndkok, kozgazda-
szok stb./, mivel a két fazis és f6leg az attérés az el-
s6 fazisrol a masodikra nehezen értheté nem matematikusok

pzdmara, felvetette annak igényét, hogy egy fazisban old-



Jjuk meg a linearis programozasi feladatokat. Egy fazisu
modszer megalkotasara tortént probalkozds a Zionts £23,24]
altal adott criss-cross médszer publikalasaval. Zionts
médszere nem kovetelt meg sem primal,sem dual megengedett
megoldast induldmegoldasként. Tetszb6leges bazisbol indulva
primal és dual iteraciodokat valtogatva jut el optimalis
megoldasig. Zionts médszere megegyezik a primal illetve
dual szimplex moédszerrel, amennyiben primal illetve dual
megengedett megoldast kapunk. Az algoritmus végességeéet
mindezideig nem sikerilt bizonyitani, ez tovabbra is nyi-
tott kérdés marad.

Az altalunk az 1. fejezetben k6z6lt criss cross mod-
szer véges, és Zionts médszeréhez hasonldan Tetsz6leges
bazisbol indithaté. Primdl és dual tipusu iteracidkat al-
kalmazva véges l1épésben optimalis megoldashoz jutunk, ha
létezik optimalis megoldas. Criss-cross mdodszerink kialom-
bozik Zionts médszerétél abban a vonatkozasban, hogy nem
felvaltva alkalmazzuk a primal és dual tipusu iteréaciodkat,
valamint abban, hogy primal vagy dual megengedett megoldas
esetében sem egyezik meg a primal vagy dual szimplex mod-
szerrel. Esetinkben az is lehetséges, hogy primal illetve
dual megengedett megoldas utan ismét olyan megoldast ka-
punk, mely se nem primal,se nem dual megengedett.

Eljarasunk Zionts médszerének alapotletén alapszik, de

a médszer konstrualasédban és végességének bizonyitasakor a



Bland.[37 altal kozolt ortogonalitasi tulajdonsagokat
hasznaltuk fel.

A criss-cross médszer megegyezik a primal illetve dual
szimplex médszer Bland féle valtozataval abban a speciéalis
esetben, amennyiben a jobboldal, i1lletve a célfliggvény az
azonosan nulla vektor. i1gy médszerinkkel megoldhatjuk az

[yAfc] illetve az [Ax=b, z=0> feladatokat is.

A 11. fejezetben kozolt algoritmusok a magyar modszer
alapotletén alapulnak és a criss-cross médszer specialis
eseteit hasznaljak fel az adodo részfeladatok megoldasaban.
A magyar modszer alapttlete az aldbbi: Vegylunk egy primal
dual feladatpart és a hozza tartozé komplementaritasi fel-
tételeket. Egy primal megengedett megoldasbol indulva, eh-
hez komplementaris dual megoldast konstrualunk. Az algorit-
mus egyes lépéseiben a primal megengedett megoldast ugy ja-
vitjuk, a dual megoldast ugy modositjuk, hogy a primal cél-
fluggvénv értéke minden lépésben hatarozottan javul, mikodz-
ben a komplementaritasi feltételek fennallnak. Ezt a javi-
tast addig ismételjiuk, mig a dual feltételek is teljesilnek,
azaz mig optimalis megoldast nem kapunk. Algoritmusainkban
a magyar moédszer fent kozolt altaladnos alapotletét, nem pe-
dig konkrét grafelméleti tartalmdt hasznaltuk fel. Bizonyit-

Juk algoritmusaink konvergenciajat.



Bemutatjuk, miként adodik a primal illetve dual szimp-
lex médszer egy valtozata a fenti algoritmusok specialis
eseteként. Ezen szimplex médszerek degeneracid esetén a
Bland féle pivot szabalyt alkalmazzak, nem degeneralt
esetben csak a béazisba be illetve onnan kikerulé elem
valasztasara alkalmazzuk a Bland féle kivalasztasi sza-
balyt. Ezen szimplex médszerek végességé direkt médon,
Bland [3] bizonyitdsanak adaptalasaval is bizonyithaté
lenne, ez azonban az altalanosabb médszerek végességébdl
is kovetkezik.

igy lehet6vé valik szadmunkra, hogy a véges cCriss-cross
médszerre alapozva vezessiik be a szimplex médszer kilom-

boz6 valtozatait.

A I1l1l. fejezetben a véges criss-cross modszer alkalma-
zasa talalhaté iranyitott matroidok esetében. Bizonyitjuk
a criss-cross modszer vé-"gességét ebben az altalanos eset-
ben is, és i1gy Uj konstruktiv bizonyitast adunk a Farkas
lemma altalanositasara, Minty szinezési lemmdjéanak altala-
nositasara és az altalanos dualitasi tételre /Bland [2]/.

A criss-cross moédszer iranyitott matroidokon is kdnnyen
végrehajthat6, mig a Bland &altal adott véges pivotalasi
szabaly nagyon komplikalt és a pivot elemet sem adja meg
kézvetlenul.

Rockafellar [17] vetette fel a linearis programozas

kombinatorikus absztrakcid6janak lehet6ségéet, mely absztrak-



cict Bland [2] valdsitott meg iranyitott matroidok segit-
ségével. Mivel a criss-cross modszer iranyitott matroidokon
is ugyanugy véges,mint linearis programozasi feladatok e-
setében, 1igy lathatdé, hogy a criss-cross médszer a linea-
ris programozasi feladatok kombinatorikai tulajdonsagaira
épul.

Nyitott kérdés még a criss-cross moédszer és valtozatai-
nak hatékonysdga. Mindezideig eldontetlen, hogy az algorit-

mus polinomidlis-e vagy sem. Ezen kérdések eldontése tovéabbi

kutatids targyat képezik.

A hasznalt jeldlésekkel k: :csolatban a kovetkezbket je-
gyezziikk meg. A matrixokat nagy, a vektorokat kis latin be-
tikkel jeloljuk. A skalarokat és a vektorok koordinatait a
megfelel6 gorog betikkel jeldljuk. Az indexhalmazokat J be-
tldvel jeloljuk, tovabba |Uul] jelodli a J indexhalmaz elemei-
nek szamat. J-g-vel jeldljuk a B bazishoz tartozé vektorox
indexeinek halmazat. Nem kulombdztetink meg sor és oszlop
vektort, ha egy vektorral balrd6l szorzunx egy matrixot vagy
vektort, a&ki-tor azon sorvektor értend6. Egy T matrix i-ik

sorat t~-vel, J-ik oszlopat tj—vel jeloljuk, tovabba t. .

lu j
jeloli a T szimplex tabla j-ik oszlopa altal generalt /a
sortér dimenzidojaval megegyezd dimenzidoju/ vektort.
A 111, fejezetben a matroidelméletben altaldnosan elfo-

gadott, Bland[2] &ltal kozolt jeloléseket hasznaljuk.
Végezetul meg szeretném Koszonni Klafszky Emilnek, aspi-

ransvezetémnek sokoldall segitségéet, értékes tanéacsait.
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I.A criss-cross médszer és végességének bizonyitasa

Ebben a fejezetben a bazistdbla alaptulajdonsagainak o6sz-

szefoglalasa utan ko6zo6ljuk a véges criss-cross médszert de-

finialé pivotalasi szabalyt, majd bizonyitjuk az eljaras

végességeét.

I1.1.A bazistéabla alaptulajdonséagai

Tekintsik az alébbi linearis programozasi feladatpart:

min ex max yb
feltéve, bogy Ax=b feltéve, hogy YyA&ac
X0

Ahol A tetsz6leges m-szer n-es matrix /feltehetjuk, hogy
rang(A)=m/, c=(C  e**»y-"D» X= eee*fn)» B= Yoo )= NSY
adott B bazisnak megfelelben irjuk fel a bazistidblat. Meg-
jegyezzik, hogy a tabla i-ik soran az a”™ bazisvektorhoz tar-
toz6 sort értjik eltérben a matrixok sorainak szokasos sor-

szamozasatol .

i n 2

. PP ¢ i ey |

B ai B . . Ej ° . . }'i"--_‘-’__}}-_r
SN % y |

/ 1.4bra /
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Jol ismert, hogy y=c3B-1, z=(",...,\) =c3B_1A=yA és
N=c3zB=y™ "ol CB illetve xs a c illetve x vektor J"-hez

"tartoz6 koordinatait tartalmazza. Legxen th=(T. - f% )=

=y * A ha iNJg ®s "M)=" 1* ****~ G N~ 3NJg> aLOF
. - ha 1tl-n
ra a
ha i=j
» 0 maskor .
Az alabbiakban kozoélt definicidk, észrevételek jol is-

mertek, illetve konnyen ellenfrizheték. Bizonyitasukra most

nem tériunk ki, a bizonyitasok megtalalhatok példaul [7,16]-ban.

1. Definicid: Az a” vektor nem primal megengedett, ha "~<O0.
Ha x b&zismegoldas, akkor ifJg.
2. Definicio6: Az 3— vektor nem dnal megengedett |, haj\—§u>OT
J

Ha y bazismegoldas, akkor j£jg.

5.Megjegyzés: Ha x primal megengedett, y aual megengedett
és (YA-c)x=0 akkor x és y optimalis megoldasok.

Egy bazistidblahoz tartozé x és y megoldasok mindig kie-
Iégitik az (yA-c)x=0 komplementaritéasi feltételt, 1igy ba-
zistabla esetén xI0, z-cad0 elégséges feltétele az optima-
litasnak.

Az alabbi megjegyzéseink mar egy adott bazistablara, az
abbdél nyerhet6 informaciokra vonatkoznak. Jelolje Lin/A/ az
A matrix sorvektorai &altal kifeszitett alteret Rn-ben.

4 _Meg jegyzés: Minden i£Jg esetén t ™t Lin/A/, mivel

tM"M=e”~B A ha az a™ vektor a k-ik elem a B bazisban.
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5 _Megjegyzés: Minden esetén t~LLINn/A/, mivel
At()=3B aod“a3=°*

6. Megjegyzés: Mivel z=yA, 1igy zeLin/A/. igy tetszé6le-
ges két y* ,y** bazismegoldas esetén (z*-c)-(z*’-oJtLin/A/.

7. Megjegyzés: Tetsz6leges két X*,X** megoldas esetén
/Ax"=b, AX* =b/ x*-x**xLiIn/A/, mivel A(XT-X**)=b-b=0.

8 . Megjegyzés: Ha t~10 valamely jJ<€jg esetén, akkor
tetszGleges x primal megengedett megoldas esetén x-"H __ is
primal megengedett megoldas minden "0 esetén. Ha t. . tet-

\)
sz6leges, akkor A(x-iK =b igaz minden feo esetén, de

X“X JT° nem all fenn.

9. Megjegyzés: Ha t()EO valamely ieldg esetén, akkor tet-

sz6leges y dual megengedett megoldas esetén y-~y~" 1is dnal

megengedett megoldas, ahol ~7O.

Most két lemmat bizonyitunk, melyek biztositjak eljara-

sunk végrehajthatésagat.

l.Lemma: Ha egy B* bazisnal "5<0 és t ~ kO valamely
i€Jg, esetén, akkor nem létezik primadl megengedett megoldés.
Bizonyitas: Indirekt tegyuk fel, hogy létezik B*” primal
megengedett bazis és a neki megfelelé x*” primal megengedett
megoldas. Ekkor 4. és 7.Megjegyzés szerint (X*-x>’)t™""*=0,
azaz

n
V»=Y~V? V»»

atrendezve
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Mivel feltevésink szerint és x~""N0, 1igy

ami ellentmondas, lemmankat bebizonyitottuk.

2_lemma: Ha e 3* bazisnal >0 és t 7 A€0 valamel
—————— i 33 3) N
esetén, akkor nem létezik duadl megengedett megoldés.
Bizonyitas: Tegyuk fel indirekt, hogy létezik B*” dual
megengedett bazis, azaz z""-c£0. Ekkor 5. és 6.Megjegyzé-

sek szerint [(z*-c)-(z”*-c)3t*. =0, azaz
n u -

rendezve

1 °3»

Mivel feltevésink szerint z”~-ca0 és t'.3)<0 gy 0<%*§*,.§%

ami ellentmondas, lemmankat belattuk.

A tovabbiakban ismertetjiuk a criss-cross modszert defini-

alo pivotalasi szabalyt.
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1.2. A criss-cross modszer

A criss-cross médszer bazistablak sorozatan halad végig.
A pivotelem kivalasztdsa utan a béazistranszformaciot a szo-
kdsos moédon hajtjuk végre. RoOgzitsiuk az eljaras idejére a
valtozok egy tetsz6leges sorrendjét. A criss-cross modszert

definialdé pivotalasi szabaly egy adott bazistabla esetén az

alabbi.
P.Pivotalasi szabaly:

/a/ /i/ Ha x™0 és z-ca0 akkor 3«Megjegyzés szerint optimalis
megoldasnal vagyunk. Az eljaras véget ért.
/ii/ Ha /i/ nem all fenn, legyen
k=min[i I"<0 vagy ~>0 i=1,...,nkK
/b/ /i/ Ha <0 és t~~=0 akkor 1. Lemma szerint nincs pri-
mal megengedett megoldas. Az eljaras véget ért.
/i1i1/ Dual transzforméacio
Ha /Zi/ nem &all fenn, legyen s=min{j kO j~™Jdgl.
Az ag vektor bekeriul a bazisba és ay tavozik,
/c/ /i1/ Ha és akkor 2_.Lemma szerint nincs
dual megengedett megoldas. Az eljaras véget ért.

/ii/Pximal transzformacid

Ha /Zi/ nem all fenn, legyen r=minUlrik>0 1é¢JbS.

Az a” vektor bekeriul a bazisba és ar tavozik.
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A fenti pivot szabaly alkalmazisaval hajtsuk végre
rendre a bazistranszformaciodkat, az 1gy adéddé moédszert
nevezzuk criss-cross modszernek.

A criss-cross moédszerben a bazisba bejové és a bazis-
bol kikeriulé vektor egyértelmien meghatarozott, mivel
és egyidejlileg nem fordulhat eld, ugyanis ~=0 ha i4j
és N"-~=0 ha 1£Jfl. Egyértelmlen adodik az is, hogy primal
vagy dual iteraciot hajtsunk végre, igy ha lerdgzitettik a
valtozok egy sorrendjét, akkor a kiinduld bazis egyértelml-
en meghatarozza az algoritmus tovabbi menetét.

A criss-cross moédszer az /ai/, /bi/ vagy /ci/ esetnél ér
véget, amikor optimalis megoldast kaptunk, illetve a tabla-
zatbol lathat6, hogy nincs primal vagy dual megengedett
megoldas.

Mield8tt a criss-cross médszer veégességét bizonyitanank,

a médszert egy egyszerl példan illusztraljuk.
Példa.

Az aléabbi, Ziontst23l altal adott, és az altala javasolt
criss-cross moédszerrel is megoldott feladatot oldjuk meg.
A megoldast az ugynevezett rovid tablan mutatjuk be, azaz
a bazisnak megfeleld trivialis tablarészt elhagyjuk.
min(-3"-L+4"12)
3+ tU ijio,
\Y

¥-5



Indulé megoldas

al a2
a3 -t o2 -2
aqg 3 "1 -4
a5 1 -1 1
a6 1 1 3
3 4 O

Az elsd iteréacibd

a3 az
a3 1 -3 -1
aa 3 4 1
al 1 -1 1
0 -1 2 2
=2 -1

>
3
Q
(72
(@]
o
~
r~+
()
=
(V)
0

o))
a1
o))
w

WhWF WL

P

(@)}
w BOJH WN W Wk
|
NTWN WL W Wk

z
z
N o
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Magyarazat
Nem megengedett az a”>a-,a”™ vektor.
Primdi transzformacioval kezdink, mi-
vel N-"<n=3, azaz az & vektor nem

dual megengedett. Az a” vektor tavo-

zik a bazisbodl.

Nem megengedett az a”,a”™ vektor.
Dual iteracio6 kovetkezik, mivel £70,
azaz az a” vektor nem primadl megenge-

dett. Az a2 vektor jon be a bazisba.

Optimalis megoldas!
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A feladat megoldasdhoz egyel kevesebb Iteracid kellett
mint Zionts[23] mdédszerének alkalmazasakor. A kétfazisu
szimplex médszer alkalmazasakor, ha Bland[3] pivotalasi
szabalyat alkalmazzuk akkor hét iteracid szikséges a fel-
adat megoldasidhoz. Természetesen ezekb6l az adatokbdol nem

szabad messzemené kovetkeztetéseket levonnunk;.



18

1.3»A criss-cross modszer végességének bizonyitasa

A moédszer bazismegoldasokon halad keresztul. Mivel véges
sok kulomb6z6 bazis van, 1gy a criss-cross médszer végessé-
géhez csak azt kell belatnunk, hogy nem ciklizalhat. Ameny-
nyiben belattuk, hogy ciklizaladas nem fordulhat eld, akkor
véges sok lépés utan /ai/, /bi/ vagy /ci/ esetnél ér véget

az algoritmus.

Tétel: A P_Pivotalasi szabaly altal definidlt criss-cross
modszer nem ciklizalhat.

Bizonyitas: Tegyluk fel indirekt, hogy eljarasunk ciklizal
Legyen J* azon indexek halmaza, melyek a ciklus soran be il
letve Kkikerultek a bazisbol. Megjegyezzik, ha i1J* akkor az
a”™ vektor a ciklus soran vagy végig a bazisban volt, vagy vé
gig a bazison kivul volt. Legyen qg=max{i liej*].

Vizsgaljuk azt a kat helyzetet, amikor a” bekerdl illetve
az a

r q
helyett kilép§ és a, az aq helyett a bazisba belépb vektor.

amikor aq kikerul a bazisb6l a ciklus soran. Legyen a

Legyen B" az elébbi , Br” az utdobbi bazis és kiuldnbbdztessiuk
meg a két bazistabla elemeit * illetve *’-vei.
A transzformaciodk tipusa szerint az alabbi négy esetet
kell megkildmbdéztetnink.
/L/ a» primal transzformacional kerul be és primal transz-
formacional kerul ki a bazisbodl.
IR/ an primal transzformaciénal keril be és dual transzfor-

macional keriul ki a bazisbol.



18~/ dudl transzformacidénal keridl le és primal transzfor-
macional kerul ki a "bazisbol.
/cd/ a”™ dual transzformaciénal kerul be és dual transzforma-
cional kerul ki a bazisbol.
"Vizsgaljuk rendre a fenti eseteket, mind a négy esetben
ellentmondasra fogunk jutni, 1igy egyik eset sem lehetséges.
/d/ Primal transzformaciénal, B* bazis esetén a” bejon a
bazisbha és a” tavozik, valamint primal iteraciénal B** bazis
esetén a, tavozik a bazisbol és g keriul be a bazisba.

A P_Pivotaléasi szabaly alapjan z*-c és t** vektorok az
aldbbi tulajdonsagokkal rendelkeznek:
/1> N -V °
/2V 3<q- /27 / 3«1
A 6. és 8.Megjegyzéseket fTigyelembe véve fennall az alébbi:
0=[(z>-c>-(2»"-c)]t»(*)

Felhasznalva, hogy JN-g és ™M q) definiciéjat kapjuk:

o- Z

j /\Ag» *
Figyelembe véve /2* ,2**/ tulajdonsagokat, valamint, hogy
s<rg és hogy

Ny Iy ?
0>CR Y ¥s)q

ami /1,,1™/ tulajdonsagok szerint lehetetlen, 1igy ez az
eset nem lehetséges.
/TV Primal transzformacioénal, B’ bazis esetén aQ bejon a

bézispa és a tavozik, valamint dual transzformacional 3*’

badzis esetén ai_tévozik a bazisbol és aS kerul be a bazisba.
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A P.Pivotaléasi szabaly alapjan a z,-c,z,,-Cc, X’ és x**

vektorok az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek;

AT 7-*n>0 AV *§,<0
q 'y q
/2»»/ "»»>0
AT ¢ ¥ ° < * 3 J<q
/37 3<q /37 j<q

A 6. és 7.Hegjegyzéseket figyelembe véve fennall az alébbi:
0= [(z7-c>- (2I»-c0 (X»-X*»)
Felhasznalva, hogy ~-V\=0 j6ra és ~-=0 jNJ-g kapjuk:
- x
G- ZZ S 727 (e JO
3iJo,,sjb, 3 3 3 3 3
Figyelembe véve /72,,2*,,3,»3,V tulajdonsagokat
O<(;\>a—vq),£»»
ami /1*,1**/ tulajdonsagok szerint ellentmondas, 1igy ez

az eset sem lehetséges.

A/ Duél transzformacional 3” bazis esetén a bejon a
badzisba és a”™ tavozik, valamint primé&l transzformacional B"~
bazis esetén aq tavozik a bazisbol és aS kerul be a bazisba.

A P_Pivotalasi szabaly alapjan a t"r”™~ és ttsls vektorok
az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek:

A 7 A oo 41> 1 13370

/27 t1>.0 J<q A* 7 tU)j-° A

Az 5» és 8.Megjegyzéseket Tigyelembe véve fennal az aléabbi:

okE )’a'é;:,)

Felhasznalva t*" és t(r)* definicidjat kapjuk:
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0O=_ 5 .7 r’r°* g

#6d3 , Xdg> O X
Figyelembe véve /2* t2**/ tulajdonsagokat, valamint hogy
n,s<q kapjuk, hogy

A *
OSt>I>_q r»Cs)q

ami /I»,I»»/ tulajdonsagok szerint ellentmondas, igy ez

az eset sem lehetséges.

/5/ Dual transzformacioénal B» oazis esetén a1 bejon a ba-
i

zisba és a_ tavozik, valamint dual transzformaciénal 3"* ba-

r
zis esetén aq tavozik a bazisbdél és aS kerul be a bazisba,

A P.Pivotalasi szabaly alapjéan at > és az 1”7 vektorok
az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek.

v ~<0 /1°V $” <o

/2V h="~0  j<q /2*V t*»>0  j<q
A 7» és 8.Megjegyzéseket figyelembe véve fenndll az alabbi:

0=t *(X,-x>%)

Felhasznalva t * definicidjat és, hogy \G:O j’jO kapjuk:

f?, ’_ - 2 >
c;¥]_3< —ﬁi;;P£? _1: ;ni
~NJ3 dB

Figyelembe véve /2,,2,>/ tulajdonsagokat, valamint, hogy

r<q és kapjuk, hogy
0>T* Vx»*
rq g
ami /1»,I»»/ tulajdonsagok szerint lehetetlen, 1igy ez az

eset sem lehetséges.
Mivel mind a négy lehetséges esetben ellentmondasra jutot-
tunk, 1Tgy a criss-cross modszernél ciklizdlds nem fordulhat

el6, azaz véges szamu iteracidé utan véget ér.
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1.4 _Megjegyzések a criss-cross médszer alkalmazdsahoz

Ha eljarasunk a /'bi/ vagy /ci/ esetnél ér véget, akkor
azt tudjuk, hogy nem létezik primal illetve dual megenge-
dett megoldas. Ekkor vizsgalhatjuk azt a kérdést, hogy a
/hi/ illetve /ci/ esetben létezik-e dual illetve primal meg-
engedett megoldas. Ennek a kérdésnek az eldontésére egyszeri
eljarast tudunk adni. Az els6 esetben legyen b=0 /x=0/ a ma-
sodik esetben legyen c=0 /z-c=0/ a tovabbiakban és igy al-
kalmazzuk a criss-cross médszert. Ennek eredményeként, mivel
eljarasunk véges a /bi/ esetben vagy azt kapjuk, hogy /ci/ 1is
fennall, azaz dual megengedett megoldas sem létezik, vagy du-
al megengedett megoldasnal ér véget eljarasunk. A /ci/ eset-
ben vagy primal megengedett megoldast kapunk, vagy /bi/ eset
is eldall, azaz primal megengedett megoldads sem létezik.

Megjegyezzuk, hogy b-0 /x=0/ illetve c=0 /z-c=0/ esetén a
criss-cross modszer a primal illetve dual szimplex médszerre
redukalédik, ha a szimplex médszer esetében a Bland[3] altal
megfogalmazott pivotalasi szabalyt alkalmazzuk. Ezek a speci-
alis esetek a szimplex médszer els§ fazisa helyett is alkal-
mazhaték primal illetve dual megengedett induld megoldas
konstrualdsara, illetve annak eldontésére, hogy az {Ax=b, x>0}
illetve {yAdc} feladatok megoldhatdok-e. Ezt a két speciélis
esetet fogjuk felhasznalni értekezésink 1l. részében bemuta-

tasra kerulé algoritmusokban.
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Amennyiben sem a b sem a c vektor nem egyezik meg a zé-
rus vektorral, akkor a criss-cross médszer még primai vagy
dual megengedett megoldas esetén sem egyezik meg a primai
illetve dudl szimplex médszerrel. A criss-cross modszer al-
kalmazasa soran el6fordulhat az az eset is, hogy primai vagy
dual megengedett megoldas utan ismét sem primai sem dual
megengedett megoldast kapunk.

Egyenlétlenséges feltételek esetén a b vektor koordina-
tainak eldjeleitél fuggetleniul a slack valtozék joé indulé
megoldast biztositanak a criss-cross modszerhez, ami alta-
ldban se nem primai se nem duidl megengedett. Amennyiben e-
gyenléséges feltételek is szerepelnek.akkor annyi pivot mi-
velet segitségével, ahany egyenléséges feltétel szerepel,

megkaphatjuk az indulé bazist illetve annak inverzét.
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I 1 Magyar Médszer tipusu algoritmusok linearis

programozasi feladatok megoldasara

Ebben a részben a criss-cross modszer specialis eseteit
felhasznalva épitjuk fel algoritmusainkat. Felhasznaljuk a
bazistabla tulajdonséagait is, melyeket az 1.1. részben ko-
z6ltunk. Algoritmusaink soran primal illetve duadl megenge-
dett megoldasokat javitunk fokozatosan ugy, hogy koézben a
komplementaritas! feltételek teljesiulnek, addig mig opti-

malis megoldast nem kapunk.

Il1. 1.Egy primal tipusu algoritmus

Egy x primal megengedett megoldast jJavitunk fokozatosan
egy alkalmas bazistabla alkalmas t;j vektora segitségével.
A t~J vektorokat a véges criss-cross modszer segitségével
generaljuk. Bizonyitani fogjuk, hogy az x megoldas javita-
sara csak véges sok esetben keriulhet sor, s igy véges sok
1épésben optimalis megoldast kapunk, illetve belatjuk, hogy
nem létezik dual megengedett megoldas. Tehat eljarasunk

véges.
Az algoritmus az alébbi

legyen adott egy x primal megengedett /nem feltétlenul

badzis/ megoldas. Osszuk a J=(l,...,n} index halmazt az
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aldbbi két részhalmazra:
JOo=ij I~=0 j=I1, ...,n}
J+=013 12j>0 3=1,...,n]

Induljunk ki egy tetsz6leges bazistablabol.

+ 0
X FF-. - . +io . . . Qtg
iB .
11 1
Tt 0
w i _
t i ' B"'1
oot
] 1 0 I
[ i-
™) - — 1
IO - L g [ g [ g O-I Z
/2 _abra/

Algoritmusunk az aléabbi négy 1épésbdl Aall.
1.Redukalas.
2. Komplementéaris alakra hozas/HJ+ || csokkentése/.
3. Részfeladat megoldasa a criss-cross médszerrel.

4. Célfiuggvény jJavitas/J+ és JQ atrendezése/.

A fenti lépések elnevezése elbrevetiti az aldbbi defini-

ciok szlikségességét.

1.Definicidé: Egy B bazishoz tartozé béazistablat az x pri-
mal megengedett megoldashoz viszonyitva redukaltnak nevezzuik,

ha .=0 minden 1tJBnJO, j£J+ esetén.
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2_Definicidé: Egy B bazishoz tartozé bazistablat és egy

x primadl megengedett megoldast komplementarisnak: nevezink,

ha ka

Most vizsgaljuk részletesen az egyes lépéseket. A to-
vabbiakban azt mondjuk, hogy az (i,j) helyen pivotalunk,
amikor a pivot transzformdcid soridn a; tavozik és a. jon

be a bazisba.

1. Redukalas

Ha van olyan q és J&T+ hogy akkor az (1,))
helyen pivotalva noveljuk JgAJ+ elemszamat. Mivel 11J-gnk+ ||'m,
gy véges sok lépésben redukadlhatunk egy tablazatot. Megje-

gyezzuk, hogy a redukaléds soran J+ és JQ nem valtozik.
2.Kompiementéaris alakra hozas

Redukalt tablat szeretnénk komplementaris alakra hozni.
Ezt az x megoldas sorozatos javitasaval és a tabla ismételt
redukalasaval érhetjuk el. Ha ’}—Sﬁsﬂ minden jfrJ esetén,

akkor a tablazat komplementaris. Ha ES—ngﬁ valamely SEJ‘

esetén, akkor igaz az alédbbi lemma.

J..Lemma: Ha As-éi}i)valamely sej esetén, akkor az

X=X-Jt vektor szintén primai megengedett és "0=cx<ix=7"0 ,»

T>° = €S t=(t  eeey
r
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Bizonyitas: Mivel tc= IT - X\, 1gy cx=cx--"|" -VY |<ex
minden ~X) esetén. 1.8.Wegjegyzés szerint Ax=A(x—>H)=b és
J% definicidja miatt x—At:x—AtVS) sgn(gs—ﬂs)AO, hiszen ha
tj<0 akkor ~ né és ha ti>0 akkor cr éppen értéknél
csbkken zérusra, mig a tobbi koordinata nem negativ. Lem-

mankat 1gy bebizonyitottuk.

Megjegyezzik, hogy .f=t<* esetén a primal feladat cél-
fuggvénye nem korlatos alulrdél, azaz nem létezik dual meg-
engedett megoldas.

Alkalmazzuk az I.Lemmat valamely stJ+ mellett, amikor
$- Y, &0 és (=G~ = igy kapunk egy Uj x=x-";t primal megen-
gedett megoldast, mikodzben a primal feladat célflggvényér-
téke hatarozottan csokkent és J+-bdol legalabb egy index
atkeriul JQ-ba.

Tehat a kovetkezd moédon érhetink el egy x primal megen-

gedett megoldast és egy hozz4 viszonyitva redukalt, komp-

lementéaris bazistablat.
1. Redukaljuk a téablazatot.
2. Ha van olyan s?J , hogy ™ -Y ~0 akkor az 1.Lemma alkal-
mazasaval csokkentsuk J+ elemszamat. GO TO 1.
Ha $3—Y3=0 minden jéJ esetén, akkor a bazistabla re-

dukadlt és komplementaris az x megoldashoz viszonyitva.

igy véges sok lépés utan az alédbbi x primal megengedett
megoldashoz és a hozza viszonyitva redukalt, komplementa-

ris bazistablahoz jutunk.
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J+ JO
X . . . + 0 . B . 0
I3
——N—
-’l |
- ' Y '
JBnu+ : .. 0 '
| ! B—l
i \Qi?
JBnJO 0 ; 0 \
]
] '
Poss0D . . 0! Y
/3_abra/
Kénnyen igazolhaté az alabbi lemma.
2. Lemma: A fent adott x és y vektorok optimadlis meg-

oldasai az alabbi linearis programozasi feladat-parnak.
min ex max yb
feltéve, hogy Ax=b feltéve, hogy ya”Yi j€J
Ve Jlo
Ve e+
Bizonyitas: Nyilvan x és y megengedett megoldasai a fen-

ti feladatoknak, valamint (yA-c)x=0 miatt optimalisak is.

Megjegyezzik, hogy véges sok /J\,J / par van, és igy az

el6z6 lemmaban szerepldé feladat-parbdol is véges sok létezik.

3. Részfeladat megoldasa

A criss-cross modszer alkalmazasaval oldjuk meg az

£ya3£YE 1j8I0J részfeladatot a fenti tablazatbol, azaz az
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adott y vektortdl indulva. i1gy a fenti tablan JQ-ban levd

vektorok kerulnek be és téavoznak a bazisbdél. Ez azt jelen-

ti, hogy d J | alkotja a ceélfiggvény sort és a

:EyK)Cg résztablazat tartalmazza a pivot elemeket.

Hajtsuk végre a pivot transzformacidokat az egész bazis-
tdblan. Ezek a transzformacidk megdrzik a redukalt és komp-
lementaritasi tulajdonsagokat, mivel a J+-hoz tartozé osz-
lopok nem valtoznak ezen transzformaciok soréan.

A criss-cross modszer véges sok lépés utan az alébbi
két eset valamelyikénél ér véget.

/a/ jéJQ

/b/ \a-"H)>0 valamely s”J” esetén és "tisiO minden ieJ§nJA—nél

4_A célfluggvény javitasa

Ha az /a/ esetnél ér véget a criss-cross modszer, akkor
Ax=b, x£0, yAac, (YA-c)x=0, azaz x és y optimalis megoldasok.
Ha a criss-cross médszer a /b/ esetnél ér véget, akkor

legyen "x-"t ahol 7o=minf-~|t-is>0, ieJ+j= Az

1.lemma szerint a primal feladat nem korlatos, ha ,
és ha "< +<m akkor x primal megengedett megoldas és cx<cx.

Készitsuk el az 0j J+,JQ halmazokat és térjunk vissza a
tabla redukalasahoz. Vegylk észre, hogy s£J+ és rtJQ lesz,

és igy a redukalast az (r,s} helyen valé pivotalassal kezd-

hetjik.
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Algoritmusunkat az alédbbiakban foglalhatjuk Ossze.
I1. 1.Algoritmus

STEPO.-Legyen x primal megengedett megoldas és B egy tet-
sz6leges bazis. Készitsiuk el a J+,J0 index halmazo-
kat és a kiinduld bazistablat.

STEP1.-Redukaljuk a tablat.

SIEP2.-Ha a bazistadbla komplementaris GO TO 3»
mHa
oldast t (5
Ha =4 2 Eines cluadl megengedett megoldas. STOP.
Ha , 4- _

STEP3.-0ldjuk meg criss-cross mddszerrel a JQ altal defi-
nidlt részfeladatot.

STEP4.-Ha z-ci.O, akkor x és y optimalis megoldasok. STOP.

-Ha £4-& >0 valamely ST esetén akkor javitsuk az
x megoldéast t. segitségeével.
Ha ™"9=+wv> » nincs dual megengedett megoldas. STOP.

Ha +; GO TO 1.
Az alédbbi tétel bizonyitja az eljards konvergenciajat.

Tétel: A 11 _1_Algoritmus véges sok lépés utan véget ér.
Bizonyitas: Az algoritmus minden egyes lépése véges, igy
csak azt kell bizonyitanunk, hogy véges sokszor kerilhet sor

az egyes lépések végrehajtaséara. Mivel amikor a harmadik l1é-
!
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pésre kerul sor, akkor x és y optimalis megoldasa a J+,Jo
altal definialt feladatoknak /2.Lemma/, véges sok J+ ,Jo fel-
osztas létezik és mivel a primai feladat célfuggvénye a ne-
gyedik lépésben hatarozottan csokken, 1igy egyetlen feladat
sem térhet vissza, azaz a harmadik és negyedik lIépések vég-
rehajtasara csak véges sokszor keriulhet sor. i1gy az elsf és
a masodik lépés végrehajtasara is csak véges sokszor kerul-
het sor, mivel a masodik lépésben 1U+U csdkken és a primai

célfiggvény csokken. Tételinket bebizonyitottuk.

Megjegyezzik, hogy az els6 és a masodik lépéssel szintén
megoldunk egy részfeladatot a harmadik lIépéshez hasonldan.

Az algoritmus végrehajtdsahoz valdjdban nincs szikségink
a B-“ matrixra és az y vektorra, csak ha dual optimalis y
megoldasra is szikséglink van.

A 11.3« fejezetben bemutatjuk, hogy a primdi szimplex
modszer egy valtozata miként adodik a Il1_.1.Algoritmus speci-

alis eseteként.
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11,2.Egy dual tipusu algoritmus

Egy y dual megengedett megoldast javitunk fokozatosan
egy alkalmas bazistabla alkalmas y » vektora segitségé-
vel. Az y ™ vektorokat a véges criss-cross médszer segit-
ségével generaljuk. Bizonyitani fogjuk, hogy az y megoldéas
jJavitasara csak véges sokszor keriulhet sor, s igy optimalis
megoldast kapunk véges sok l1épésben, illetve belatjuk, hogy

nem létezik primal megengedett megoldas.

Az algoritmus az alabbi

legyen y egy tetsz6leges dual megengedett /nem feltétle-
nul bazis/ megoldas. Osszuk a J={l,...,nJ index halmazt az
alabbi két részhalmazra:
JO=ij "yaj=brj
J_={o 1 Jj=1,...,n].

Induljunk ki egy tetsz6leges bazistablabol.

r n
w5 ]
]

Tghd_ . o
1 1

, 1 ' B
1 ]
I " !
© ]
JBnJo : % ° :
i '
L ]J

J 3,
yA‘-c - o @ ° - 10 ° ® ° 0 }O y

/4 _.4abra/
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Az algoritmus az alabbi négy 1épésbsl all:
1. Redukéalés.
2. Komplementéaris alakra hozas /|U_]| cstkkentése/.
3. Részfeladat megoldasa a criss-cross moédszerrel.
4. Célfuggvény javitas /J_ és JQ atrendezése/.
A fenti lépések elnevezése elbrevetiti az aldbbi defi-

- -

nicidk szikségességét.

1. Definicid: Egy B bazishoz tartozdé bazistablat az y
dual megengedett megoldashoz viszonyitva redukaltnak neve-
ziunk, ha t~=0 minden i1£J7NJ_, J&JQ. esetén.

2. Definicié: EQy B béazishoz tartozd béazistablat és egy y
dual megengedett megoldast komplementarisnak nevezink, ha

~N-0 i6 eseten.

Most vizsgaljuk részletesen az egyes lépéseket. Mivel az
alkalmazott médszerek és az algorimus lIépései hasonldak a
I11.1. fejezetben bemutatottakhoz, 1gy a bizonyitasok rész-

leteit i1tt elhagyjuk.

1_.Redukéalas

Ha van olyan ieJBnJ_ és j€JQ, hogy r~/0, akkor az (JL,))
helyen pivotalva csokkentjik elemszamat. 1gy véges
lépésben redukalhatunk egy tablazatot. Megjegyezzik, hogy

a redukalas soran J_ és JQ nem valtozik.
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2 .Komplementaris alakira hozéas

Redukalt tablat szeretnénk komplementaris alakra hozni.
Ezt az y megoldas sorozatos javitasaval és a tabla ismételt
redukadlasaval érhetjuk el. Ha i7=0 i&J™nj_, akkor a tabla
komplementaris. Ha 5.70 valamely esetén, akkor igaz

az alabbi lemma.

1.Lemma: Ha valamely rfcdgflJ_ esetén, akkor az

y= y-"y vektor szintén dual megengedett megoldas és

No=yb>yB"o» a*01 J=J /"9EC-tj.) és

yas-ys

dsgnC-fri<o]= ‘rasgn(-") -

Bizonyitas: Az y(r) S Osszeflggés figyelembevételé-

vel koénnyen elvégezhet6.

Megjegyezzik, hogy -D=+«0 esetén a dual feladat célfigg-
vénye nem korlatos felulr6l, azaz nem létezik primal megen-
gedett megoldas.

Alkalmazzuk az I.Lemmat valamely rfeJgAJ_ mellett amikor

és /~=vo . igy kapunk egy uj y~y-"y dual megengedett
megoldast, mikodzben a duil feladat célfiggvény evVtéke nétt
és J_-bdél legalabb egy index &tkerult JQ-ba.

Tehat a kovetkezd médon érhetiink el egy y dual megenge-

dett megoldast és egy hozza viszonyitva redukalt, komple-

mentaris bazistablat.
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1. Redukaljuk a téablazatot.
2. Ha van olyan rfJAnJ” hogy 170, akkor az 1.Lenma
alkalmazasaval csokkentsik J_ elemszamat. GO TO 1.
Ha £7=0 minden itJ™nJ" esetén, akkor a bazistabla

redukalt és komplementaris az y megoldashoz viszonyitva.

gy véges sok l1épés utan az alabbi y dual megengedett
megoldadshoz és a hozza viszonyitva redukalt, komplementa

ris bazistabldhoz jutunk.

Ig
A -
0
JBHJ_ . 4
0 B~
JBnJO
yA— C s ™ TO y

/5.abra/

Kénnyen igazolhaté az alabbi lemma.

2.Lemma: A fent adott i és y vektorok optiméalis megol

dasai az alébbi linearis programozasi feladat-parnak.

min ex max yb

feltéve, hogy Ax=b feltéve, hogy vy Ja e
u

t~"0  j€: 3 yaj=*j JedO

Bizonyitas: Nyilvanvalé.
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Megjegyezzik, hogy véges sok’/J_,JQ/ par van, és igy

pPays

az el6z6 lemmédban szerepld feladat-parbol is véges sok van.
3.Részfeladat megoldéasa

A criss-cross moédszer alkalmazasaval oldjuk meg a

T a.~.=h, E-=0 ? részfeladatot a fenti tablazathbol ,
1je§j 3 J J °

vagyis az ott adott x vektorbol kiindulva. i1gy a fenti téb-
lan csak a JQ-ban levd vektorok kerilnek be és tavoznak a
badzisbdél. Ez azt jelenti, hogy Uj I jfeBnJO] alkotja a meg-
oldas oszlopot és a jj/lll résztablazat tartalmazza a pivot
elemeket.

Hajtsuk a pivot transzformacidokat az egész bazistablan végre.
Ezek a transzformaciok meg6rzik a redukalt és komplementa-
ritasi tulajdonsagokat, mivel a JAJ -hoz tartozdé sorai a
tablazatnak valtozatlanok maradnak a transzformacidk soréan.

A criss-cross modszer véges sok lépés utan az alabbi két
eset valamelyikénél ér véget.

/a/ J6JBnJo .

/b/ <0 valamely réJBnJo esetén és "tr*kO minden jeJdQ esetén.
4_A célfiggvény javitéasa

Ha az /a/ esetnél ér véget a criss-cross moédszer, akkor
Ax=b, x™0, yA™c, (YyA-c}x=0 azaz x és y optimalis megoldéasok.
Haacriss-cross modszer a /b/ esetnél ér véget, akkor le-

gyen y«y-0ly() ahol -ft=min{- ~1r <ol= e
° ° 1 rj 1 | ~rs
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Az 1.Lemma szerint a dual feladat neun korléatos, ha

és ha /Q<+00» akkor y dual megengedett megoldas és yb>yb.
Készitsuk el az uj J_,JQ halmazokat, és térjunk vissza

a tabla redukalasahoz. Vegylk észre, hogy rtJ és séJQ lesz,

és igy a redukalast az (r,s) helyen vald pivotalassal kezd-

hetjuk.
Algoritmusunkat az aldbbiakban foglalhatjuk Ossze.

I1.2_Algoritmus

STEPO.-Legyen y dual megengedett megoldas és B egy tetsz6-
leges bazis. Készitsik el a J ,JQ indexhalmazokat és
a kiindulé bazistablat.
STEP1.-Redukaljuk a tablat.
STEP2.- Ha a tabla komplementaris GO TO 3*
-Ha £.70 valamely rtJg0J_ esetén, akkor javitsuk y-t
y Ir) segitségével.
Ha » nincs primal megengedett megoldas. STOP.
Ha + » akkor IIJ H csokken. GO TO 1.
STEP3.-01djuk meg a criss-cross médszerrel a JQ altal de-
finiadlt részfeladatot.
STEP4.-Ha x~0 akkor x és y optimalis megoldasok. STOP.
-Ha V ° valamely rfeJ-gnJQ esetén akkor javitsuk y-t
y ir* segitségével.
Ha <0=zn0 » nincs primal megengedett megoldas. STOP.

Ha GO TO 1.



38

Az alabbi tétel bizonyitja az eljaras konvergenciajat.

Tétel: A Il1.2_Algoritmus véges sok l1épés utan véget ér.
Bizonyitas: Hasonld, mint a 11 .1_Algoritmus esetében. A

gondolatmenet azonossaga miatt nem ismételjuk meg.

Megjegyezzik, hogy az els6 és a masodik lépéssel szin-
tén megoldunk egy részfeladatot a harmadik 1épéshez hason-
16an.

Az algoritmus végrehajtasahoz valdjaban nincs szikséglnk
a B"1 matrixra és az y vektorra, csak ha a dual optimalis y
megoldasra is szukségink van.

A 1l1.4. fejezetben mutatjuk be, hogy a dual szimplex
modszer egy valtozata miként adédik a 1l1.2.Algoritmus spe-

cialis eseteként.
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11.3»A orimdl szimplex médszer mint speciéalis

Magyar Moédszer

Stben a fejezetben megmutatjuk, miként adédik a primal
szimplex médszer a 1l1_.1_Algoritmus specialis eseteként.

Legyen az induldé x primal megengedett megoldas egy B
bazishoz tartozé bazismegoldas és induljunk ki a B bazis-

hoz tartozd6 bazistablabodl.

nyilvanvalé, hogy ekkor J+cJB ég igy a klindul6 tablazat

az alabbi /hasonlitsuk O0ssze a 2.és 3* tablazatokkal.’/.

ey
il : B
J+ .. O l :
I "4 ' + p~1
L I 0 ;
L ] l L ]
0 *u .
L 0
o . 4 . O o Y
/6 _4bra/

Elhagyhatjuk a Il _1.Algoritmus elsd és masodik lépését,
mivel JH\Jg=0 és 3$"-*"=0 minden Je-HcJg esetén, azaz a
badzistabla és a hozza tartozdé x bazismegoldas redukalt és
komplementaris egymashoz viszonyitva. A Il.1_Algoritmus
harmadik l1épésének megfeleld részfeladat megoldasa a criss-
cross moédszerrel ugyanazon pivot miveleteket eredményezi, mint-

ha a Bland[31 &altal adott pivotalasi® szabalyt alkalmaznank a



ciklizalas elkerilésére a szimplex médszernél. A negyedik
1épés, amikor a célfiggvény érmékét jJavitjuk és az utana
kovetkez6 pivot miivelet az (r,s) helyen /\S— éiO valamely
sejO eset%n, V-Slo minden jng esetén valamint £f>0/ azért,,
hogy redukaljuk ismét a téblat, megegyezik azzal, hogy az
egész tablan /a megoldasoszlopon is/ végrehajtjuk a szokasos
primal szimplex pivot miveletet t pivotelem valasztassal.
Ismert, hogy az Uj x=x-i~t"gj megoldas megegyezik a pivot
mivelet eredményeként kapott megoldéassal.

igy a szimplex médszerhez tartozo pivotalasi szabaly ugy
moédosult, hogy a bazisba bejové valtozé mindig a legalacso-
nyabb indexd nem dudl megengedett valtoz6. A bazisbol tavozo

valtozo valasztasara a kozonséges szimplex médszer kivalasz-

r~+

asi szabalyat alkalmazzuk,ha nem degeneralt a transzforma-
ci6, mig degeneralt esetben a lehetséges tavozd valtozok
koziul a minimalis index( tavozik a bazisbdl.

A J+cJg relacid a fentiek értelmében tovabbra is fennall,
mivel minden egyes bazistranszformacidé megegyezik egy szimp-
lex pivot mivelettel, azaz az x primal megengedett megoldas
mindig a bazistablahoz tartozé marad.

igy a primal szimplex médszer egy variansat kaptuk a
Il .1.Algoritmus specialis eseteként. Mivel I1l1_.1_Algoritmus
véges, igy a szimplex médszer ezen valtozata is véges. Ezen
moédszer végességét természetesen bizonyithattuk volna direkt
médon, Bland[3] bizonyitasanak valtozatlan atvételével is,
de esetinkben ez egy altalanosabb algoritmus végességébdl

is kovetkezik*
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11.4.A (illda szimplex moédszer mint specialis

Magyar Modszer

Ebben a fejezetben megmutatjuk, miként adodik a duél
szimplex médszer a 1l1._2_Algoritmus specialis eseteként.

legyen az indulé dual megengedett megoldas egy B bazis-
hoz tartozdé bazismegoldas és induljunk ki a B bazishoz tar-
toz6 bazistablabol.

Nyilvanvalo6, hogy ekkor J_nJB=0 és igy a kiinduldé téb-

lazat az alabbi /hasonlitsuk O6ssze a 4.,5. tablazatokkal/.

Ig
r*—‘/k__-__—\
r 1
I &
|
-1
I3 1 ' . B
I .
|
{ ' 3
- - RS
s e o O-?L . . e 0 )O y
g—*‘v‘—a’w
Jd_ J0
/7 _.4bra/
Elhagyhatjuk a Il1_2_Algoritmus els6 és masodik lépését,

mivel Jot)l =0 és £.=0 minden j&J esetén, azaz a bazistabla
€és a hozza tartoz6 y bazismegoldas redukalt és komplementa-
ris egymashoz viszonyitva. A 11 _1_Algoritmus harmadik lépé-
sének megfeleld részfeladat megoldasa a criss-cross modszer-

rel ugyanazon pivotmiveleteket eredményezi, mintha a Bland
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féle pivot szabalyt alkalmaznank a dual szimplex médszer
degeneralt transzformacidinal. A célfiggvény jJavitasa és a
tabla redukaldsa egy lépésben végezheté el az (r,s> helyen
val6 pivotaléassal valamely réJg esetén, fr~0 minden
Jjfel esetén és "3-Vs<0/, mivel a pivot mivelet éppen az Uj
y=y-"-Qy~r”~ megoldast eredményezi.

igy a dual szimplex mdédszerhez tartozdé pivotalasi sza-
baly dgy médosul, hogy a bazisbol tavozdé vektor mindig a
legalacsonyabb index(i a nem megengedettek kézul, mig a ba-
zisba bekerild vektor kivalasztasakor, a dual szimplex méd-
szerrel addédé lehetséges alternativak koziul csak degeneréalt
esetben valasztjuk a legalacsonyabb index( valtozot.

A relacié a fentiek értelmében tovabbra is fenn-
all, mivel minden egyes pivot transzformacidé megegyezik egy
dual szimplex pivot mivelettel, azaz az y dual megengedett
megoldas mindig a bazistablahoz tartozdé marad.

igy a dual szimplex médszer egy variansat kaptuk a I11.2.
Algoritmus specialis eseteként. Ezen moOdszer végességét
Bland bizonyitasanak adaptalasaval is elvégezhetnénk, a
modszer végessége azonban kdzvetlenul addédik az altalanos-

sabb I1'l1.2.Algoritmus végessegebil.
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I1.5.Egy 0j lehet6ség: a linearis -programozas

megoldasi médszereinek oktatasara

A konvergens criss-cross modszer és a magyar moédszer
tipusu algoritmusok létrejottével Uj lehet6ség nyilik a
linearis programozas megoldasi modszereinek oktatéaséara.

Azoknak, akik csak ismerkedés szinten, néhany 6raban ta-
nulnak linedris programozast, az idfigényes és nem matema-
tikusok szamara nehezen érthet§ kétfazisu szimplex moédszer
helyett oktathaté a criss-cross moédszer, mely nagyon egy-
szer(i, konnyen programozhaté &s &altalanos feladatok megol-
dasara is alkalmas.

BOvebb kurzusok keretében az alédbbi felépités lehetséges:
Induljunk ki az egyszerl criss-cross mddszerb6l, majd erre
épitve, a magyar modszer alapotletének felhasznalasaval ta-
nitsuk a 11.1. és 11.2. algoritmusokat /itt csak a linearis
programozasra valé alkalmazas Uj, mivel &altaldban grafelmé-
letb6l addigra mar ismert a magyar médszer/. Ezen algoritmusok
specialis eseteiként vezessik be a primal illetve dual szimp-
lex médszert, és igy egyuttal a degeneralt esetben el6forduld
ciklizalds elkeriulésére is médszert adtunk. Ezutan a Bland
szabaly nélkuli altalanos szimplex szabily kdézlése mar csak
egy rovid megjegyzés. A ciklizalds elkeriulésére, a teljesség

kedvéért, alternativ modszerként tanithatd a lexikografikus



szimplex médszer.

A nem matematikusok szamara legnehezebben érthetdé kétfa-
zisl szimplex médszer igy mar mélyebb ismeretek birtokéaban
vezethetd be, valamint az 6nmagaban bonyolultnak t(né pri-
mal-dudl moédszer / Dantzig-Ford-Fulkersonl.81/ mar kénnyen
adédik mint 11_2_Algoritmus és az elsd fazis médszerének
oOtvOozete.

A fenti felépités elbnye, hogy a kurzus elején az alta-
lanos formaju feladat megoldasara azonnal rendelkezésre all
egy megoldasi médszer, és i1gy nem okoz Ujabb zavarokat az

altalanosabb feladatok bevezetése.
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I1l1_A véges criss-cross médszer iranyitott

matro ldokon

Mieldtt az iranyitott matroidot definidlnank, néhéany
szot kell ejtenunk a matroidok alaptulajdonsagairdél. A mat-
roidok a matrixok és vektorterek linearis Tflggetlenségi tu-
lajdonsagainak absztrakcidi /Whitney[22]/. A matroidelméleti
alapismeretek elsajatithaték Lawler[12] konyvébdél, Lovasz[13]
vagy Lutte[2l1]cikkébdl. A szamunkra is fontos matroidelméleti
dualitas szép targyalésa talalhato Minty[15] cikkében.
fuggetlen halmazokon, bazisokon illetve ciklusokon keresztil.
Ismert , hogy ezek a definicidk ekvivalensek /Tutte[2l)/.

Legyen E=[el,...,end és "icpCE).

1. Definicid: Az Fe™ halmazokat fuggetleneknek nevezzik

az Nfc=(E,30 part matroidnak nevezzik, ha

1. 0** ,

2. F-JEi és akkor s

3. és HIMMIMIRgIE, akkor van olyan eeF-j\F2, hogy
F2u[e}£* .

2_Definici6: Egy CckE halmazt ciklusnak nevezink, ha CMt

de minden F~ G esetén F&£.

Jeloljuk C-vel az E nértelmezett ciklusok halmazat.
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5.Definicid: Az M=(E,fc) par matroid és a Cee halmazok a
matroid ciklusai, ha
/a/ 1. és CrcCsakkor Ci1=C2
2. és e~CNCnN, ejeCinC2’akkor van olyan
C-ft, hogy ei6C3c(ciUC2)\{e.} .
/b/ Ekkor a matroid fuggetlen halmazai azok az FcE halmazok,
melyek nem tartalmaznak ciklust.
4 _Definici6é: A BcE halmazt "bazisnak nevezzik, ha Be? és
nincs olyan Fef£, hogy B £ F.
Jeloljuk 3-vel az E-n értelmezett bazisok halmazat.
5«Definicido: Az Ifc(E,3) par matroid és a BE£2> halmazok
a matroid bazisai, ha
/a/ 1. BIfB2”"~ esetén HBM=1IR I
2. B~,B2el> és gjeB-j®, akkor létezik olyan e”~B",
hogy (B~"e~Ule~e”.
/b/ Ekkor a matroid fuggetlen halmazai a B bazisok és

ezek részhalmazai.

Konnyen belathaté, hogy ha 3*={B*| B*=3\B valamely B63

esetén], akkor Mv=E,"1>") szintén matroid.

6»Definicido: Az W=(E,3>*) mati.oidot az M=(E,£>) matroid

dualisanak nevezzik.

Megjegyezzik, hogy a dualis matroid ciklusait kociklu-
soknak nevezzik, valamint a matroid bazisainak elemszamat

a matroid rangjanak nevezzik.
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A torlés és Osszehuzas mlivelete, egy adott matroidra

alkalmazva, egy Ujabb matroidot eredményez.

7. Definici6: Ha az M=(E,fc) matroidot az M=(E,{?) matroid-
dal helyettesitjuk, ahol E=E\e, £={clcef! és e~C],akkor azt
mondjuk, hogy az e elemet toroltiuk M-bdl.

8. Definici6: Ha az M=(E,t) matroidot az M=(.E,e) matroid-
dal helyettesitjik, ahol E=E\e, 5=(c\{e} |C\{e]jJ"0, C££,és
nincs olyan hogy Cq\ (el£C\"e$] , akkor azt mondjuk,

bogy az e elemet 0Osszehluztuk M-ben.

Ismert, hogy egy elem Osszehuzasaval illetve torlésével
ismét matroidot kapunk, valamint a torlésnek illetve Ossze-
hiuzdsnak a dudlis matroidban 6sszehuzas illetve torlés fe-

lel meg.
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I11.1.Az irdnyitott matroid definicid .id és

alaptulajdonséagai

Ebben a fejezetben az iranyitott matroid Bland[2] &ltal
adott definicidjat, és az iranyitott matroidok azon alaptu-
lajdonsagait foglaljuk Ossze, melyek a criss-cross modszer
végrehajtasadhoz, illetve végességének bizonyitasdhoz szik-
ségesek.

Legyen E={e”,...,eJ egy véges halmaz. ElGjeles halmaznak
nevezink egy X=(X+,X_) halmazpart, ha X+ ,X“cE és X+nX*“=0. Az
X=(X+,X") elbjeles halmazt ugy is tekinthetjuk, mintha az
X=X+uX~ halmazt osztottuk volna pozitiv és negativ elemekre.
Ha X=(X+ ,X') egy elbjeles halmaz, akkor X ellentettjének a
(-X) eldjeles halmazt nevezziuk, ahol (-X)+=X~ és (-X)7=X+.
Az Y=-X jeldlést hasznaljuk, ha vagy Y=X vagy Y=-X. Ha
O={xn, ... el6jeles halmazok egy rendszere E-n,akkor
O;={X", ... , X]-vei jeloljuk a megfeleld6 /nem elbjeles/ hal-

mazrendszert .

1,Definicio6: Legyenek 9 és eléjeles halmazok rendszerei
E-n. Az M=(E,0") és M*=(E,0*) parokat dualis iranyitott matro-
idoknak nevezzik, ha az alabbi négy feltétel fennall.
/a/ 6; illetve ciklusai illetve kociklusair az M=(E,e])

illetve I£=(E,C[*) du&lis matroidoknak.

/b/ xe0""~> xte" és -Yo»V.
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/c/ X1,X2e0 és 5] ="2 "~ X1="X2
Ti ,Y2n és 11=12 Y1=""Y2
/d/ XtF, Ye”™ és XnY/0 esetén

HYHIU(X’NY™)A0  és  Cx+nY™) o(x~rtY+)/0.

Ha M=(S5,9'"") és MV=(E,6*) dualis iranyitott matroidok,
akkor az M és M matroidot iranyitott matroidnak nevezzik,
és & illetve ~ az M illetve M* matroid egy iranyitasa. Az
M* iranyitott matroidot az M iranyitott matroid dualisanak
nevezzik. A matroid dualitas tulajdonsagaibdl azonnal kovet-
kezik, hogy minden iranyitott matroidnak létezik és egyér-
telml a duadlisa, és M**=M.

A /d/ feltételt ortogonalitéasi feltételnek nevezzik. A
tovadbbiakban az X és Y elfjeles halmazokat ortogonalisaknak
nevezzik, ha XnY=0 vagy /d/ fennall.

Bland és Las Vergnas /[43 2.1-2.2.Tétel/ bizonyitotta,
hogy a /d/ ortogonalitasi feltétel ekvivalens az alabbi /d*/

feltétellel.

/d»/. Minden X1 ,X2ee, e F(X*«X“)Hu(X’nX2) és e’ g "vX7"I)MNx“sX2)
esetén van olyan X~Q", hogy X~c(.Xox2)\{e,l , X I X~ X~v {ef]
és eft6Xj.

Hasonldan esetében is.

Megemlitjuk, hogy példak talalhatdék iranyitott matroidokra
Bland[23 valamint Bland és Las Vergnas[4] cikkében. Bland[Z2]

cikkében részletesen téargyalja, miként indukdl egy lineéaris



programozasi feladat egy iranyitott matroidot. Ezen példak
ismétlését itt nem tarjuk szikségesnek.

A fejezet hatralev6 részében a linearis algebrabdl jol
ismert bazistablanak megfeleld bazistabla konstrukcidét is-
mertetjuk iradnyitott matroidokra, majd bizonyitds nélkul ko-
zO0ljuk a bazistabla alaptulajdonsagait. Az alébbi bazistabla

konstrukcié szintén Bland[2] cikkében talalhatoé.

Legyen L az M matroid bazisainak halmaza és legyen m az

M matroid rangja. Jo6l ismert, hogy tetszéleges

B={eb ,...,eb Jell Dbé&zis esetén minden e -hez /i=l,... ,n/
1 m i
egyértelmien létezik Y» kociklus M*-ban ugy, hogy
Di

Y, nB={e, J. Az {¥, ,....Y, 1 halmazt az E\B dual bazishoz
Di ~ Di D1 m
tartozo kociklusok alaprendszerének nevezzuk, legyen Y/
°1
I,...,m az az egyértelmlien létez6 iranyitott kociklus,

melyre e™ eY* és YV nB={eb \.
i i i i

legyen T(B) az {Yk ,-.-.,Yb J iranyitott kociklusok alap-
el m
rendszerének eléjeles incidencia matrixa, azaz a T(B) matrix

sorait az Y-~ iranyitott kociklusok eldjeles incidencia vek-
torai alkotjak. Hasonldéan az 1-11. fejezetekben bevezetett

jelolésekhez, az Y~ iranyitott kociklushoz tartoz6 sort

i
T(B)-ben a b”M-ik sornak nevezzik / a szokasos i-ik sor elne-

vezés helyett/. igy a T (B) matrix eleme azt jelenti,
hogy az Y.g(Yb ,...,Y, $ iranyitott kociklusban milyen az
1

m
e. elem elgjele.
J
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A T(3) matrixot bazistablanak vagy roviden tablanak
nevezzik. Egy TCB) tabla az alabbi, kénnyen ellenérizhetf

tulajdonsagokkal rendelkezik.

1. _Tulajdonsag: Ha &, "B akkor a T(B) tabla g, -oszlepa
megfelel egy X=(X+,X ) iranyitott ciklusnak, ahol
X+={ex\rik=+1" és X"="el " rik=""u iek?”

2. Tulajdonsag: Az M és M iranyitott matroidok dualita
sabol kovetkezik, hogy az E\B elemekhez tartozdé iranyitott
ciklusok ellentetfcjei az iranyitott ciklusok B bazishoz tar
tozd alaprendszerét adjak.

3. Tulajdonsag: Minden Xe$ iranyitott ciklus tetszdéleges
enjéX eleméhez van olyan B“ib bazis, hogy e”~B és a T(B)
tabla e, -oszlopa /1.Tulajdonsag értelmében/, vagy az X /ha
e, "' /»vagy a C-k) /ha e, fo+/ iranyitott ciklust adja.

4. Tulajdonsag: Egy B&b bazis és 8..4B elem esetén

B=(Bu{es})\{erbkakkor és csak akkor bazis, ha “}570'

A T(B) tabla kicserélését a T(B] tablara, amikor
B=(Bu(eai)\(er] Z/eré&B,es4B, t~/0/, a TCB) tabla (r,s)

helyén végrehajtott pivot miveletnek nevezzik.
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I11«2_Alternativa tételek bizonyitasa a

criss-cross modszerrel

Ebben a fejezetben a criss-cross modszer egy specialis
valtozata segitségével iranyitott matroidokon adott alter-
nativa tételeket bizonyitunk. 1gy bizonyitjuk a linearis
algebréabol jol ismert Farkas lemma és a grafelméletbdl jol
ismert Minty féle szinezési tétel altaladnositéasat.

Legyen E={e-",...,ej valamint M=(.E,&) és M*=(E,e"*) dua-

lis iradnyitott matroidok.

1.Definicidé: Az X& iaranyitott ciklust megengedettnek

nevezzik, ha e-]|EX+ és X =0.
Az alabbi feladat megolddsara adunk megoldast az alébbiakban.

M.l.Feladat: Keressiunk megengedett iranyitott ciklust,ha l1é-
tezik, illetve mutassuk ki, hogy nem létezik

iranyitott ciklus M-ben,amely megengedett.

A tovabbiakban a 1l1l1.1. részben adott bazistablat hasz-
ndljuk fel. Feltesszik, hogy e-"B, és igy a T(.B) tabla e"-
oszlopa ad egy X iranyitott ciklust. i1gy az M.l_Feladat az

aldbbi médon is megfogalmazhatod:

Keressiunk olyan bazistadblat, melyben CX¥Y)t0” megengedett
iranyitott ciklus, illetve olyan bazistablat, mely bizonyit-

ja, hogy nincs megengedett iranyitott ciklus.
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El16szO0r egy egyszerl( lemmat bizonyitunk.

1.Lemma: Ha valamely bazistédbla és e, €B esetén 1£1531
és % -"io,+1} ha e.?3, akkor nem létezik Xt megengedett
iranyitott ciklus.

Bizonyitas: Indirekt tegyik fel, Hogy van X&0" megenge-
dett iranyitott ciklus, azaz X=(X+,X_), eN&X+, X-=0. Te-
kintsik az e, éB elemhez tartozé iranyitott kociklust.
Ekkor eleXnYkOO és e~ixV2AU"nYp~n, de (XtnY")o (x"aY+)=0
mivel X-=Y-=0. igy ellentmondasba kerultink az X és Y~ cik-

lusok ortogonalitasaval, lemmankat belattuk.

Legyen adott egy T(B) bazistabla /e~B/. Az algoritmusun-

kat definidld pivotalasi szabaly az alabbi.
M.I_.Pivotalasi szabaly

/a/ /i/ Ha "€{-1,0} minden e”~B esetén, akkor (X)) megen-
gedett iranyitott ciklus. Az M.l_Feladatot megoldot-
tuk, eljarasunk véget ért.

/il/Ha /i/ nem &all fenn, legyen r=min[i IT*-"+1, e”Bj.

/b/ /i/ Ha t;IETO,+II minden %-AB esetén, akkor 1l.Lemma sze-
rint nincs megengedett iranyitott ciklus. Az M_.l_Fel-
adatot megoldottuk, eljarasunk véget ért.

/ii/Ha /i/ nem all fenn, legyen s=min{j |X j:—l, ejAB}-
Az e elem tavozik,, az e elem bekeriul a bazisba,

Pivotaljunk az (.r,s) helyen. B=(Bo{esj) \{e 1.



Folytassuk, az eljarast az uj T(B) bazistadblaval. A ba-
zistadbla 4-Tulajdonsdga szerint B is bazis. Az el elem nem
baziselem az eljaras soran nyilvanvalodan.

Eljarasunk /Zai/ vagy /bi/ esetnél ér véget, mindkét eset-
ben megoldottuk M.1l.Feladatot. Az M_.l_Feladat megoldasahoz
/mivel véges sok bazis van/ mindbssze azt kell bebizonyita-
nunk, hogy eljarasunk nem ciklizalhat, azaz tetsz6leges 3

bazis legfeljebb egyszer fordulhat eld eljarasunk soran.

Tétel: Az M.I.Pivotaléasi szabaly alkalmazasaval cikliza-
las nem fordulhat el6.

Bizonyitas: Tegyuk fel indirekt, hogy eljarasunk ciklizal,
azaz egy B bazisbdél indulva ismét a B bazishoz jutunk. Legyen
E ={e™le”™ kikerul a bazisbol a ciklus soran]. Megjegyezzik,
hogy e”~E esetén e” vagy Vvégig bazis, vagy Vvégig nem bazis
elem volt a ciklizidlas soran. Legyen qg=max{i le"e-EcJ.

Vizsgaljuk azt a két helyzetet, amikor e” bekerul a bazis-
ba és amikor tavozik a bazisbol. Legyen B’ és B”” az elébb
emlitett két bazis, és kulombdztessik meg ” illetve *’-vei a
T(BO és T(B””) tabla elemeit. Legyen e” a bazist elhagyo
elem, amikor e” bekeril a bazisba és legyen es a bazisbha be-
Jjové elem, amikor e tavozik a bazisbél. Nyilvanvald, hogy
g>l, r,s<qg és er ,eséEc.

Tekintsuk az iranyitott kociklust és az iranyitott
ciklust, melyek az M.l1_Pivotalasi szabaly alapjan az alabbi

tulajdonsagokkal rendelkeznek.
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L1V e erry /177 eq*X” +
/2V e-jtY» /2°V enxr”m
/37 IMe@Ev30u(e J /V/ T~cBAvien
/4V Y **'n3c= (eqdl /4* */ X +nSc={eq*

igy eg€™i ,nl 20 és eqg€C» »nYA")u(XNA"AY~A+)MN0, viszont
(X” +nYE+K;sCu(ell és (X" AnY*"E~NL1eJd és igy /717 ,1»»,2»,
2,,,4,,4,V tulajdonsagok szerint mindkét halmaz lres. Ez
ellentmond az iranyitott ciklusok és kociklusok ortogonalita-

sanak, tételinket belattuk.

Az M_l_.Pivotaléasi szabaly altal definiadlt algoritmus a
criss-cross moédszer egy specialis alakja. A criss-cross moéd-
szer altalanos alakjat a 111.3« fejezetben targyaljuk.

A criss-cross modszer végességének kozvetlen kdvetkezmé-

nye a Earkas lemma egy altalanositéasa.

1_Kbvetkezmény: Legyen M=(E,”) és M¥=(E,6”) dualis iranyi-
tott matroidok, eeE tetsz6leges. Az alabbi alternativdk kozul
egy és csak egy all fenn.

/a/ van olyan XTI iranyitott ciklus, melyre etX+ ,X =0

vagy
/b/ van olyan Y&&* iranyitott kociklus, hogy eeY+,Y-=0.

Bizonyitds: A ciklusok és kociklusok ortogonalitisa miatt
/a/ és /b/ egyidejileg nem allhat fenn.
Szadmozzok E elemeit uUgy, hogy e”=e legyen, ekkor a criss-

cross modszer két kimenetele adja tételunk bizonyitéasat.
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Hasonldképpen nyerjuk a Minty féle szinezési tétel al-
talanositaséanak egy bizonyitasat. Bizonyitasunk konstruktiv,

mig Bland [Z] bizonyitasa induktiv.

2 _.Kovetkezmény: Osszuk az 3 halmazt harom R,G,W diszjunkt
részre és legyen e”E. Az aléabbi alternativak kozul egy és
csak egy all fenn.

/a/ van olyan Xé”~, hogy e”™XcRuG- és X AR=0,
vagy

/b/ van olyan Yt6* , hogy eeYcRuW és Y~AR=0.

Bizonyitas: "Hasznalva a matréidélnélétbsl jol ismert tor-
lés és Osszehluzas miveletét /toroljuk W-t és huzzuk o6ssze G-t/

tételinket visszavezethetjuk az 1 Kdvetkezményre.

Természetesen az M_l.Pivotalasi szabaly alkalmas moédosi-
tasaval i1s bizonyithaté lett volna a 2.Kdvetkezmény. A bizo-

nyitasnak ezt a valtozatat most nem részletezzik.
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I11.3.A criss-cross modszer altaladnos alakja as

a dualitastétel bizonyitéasa

Legyen E={e-"~ .. .,enj és M=(S,6D és M*=(E,0*") dualis
iranyitott matroidok.

1. Definicid: Az Xéb" iranyitott ciklust primal megenge-
dettnek nevezzik, ha e~X+ és X-c{ez2l.

2. Definicid: Az Yéo'™ iranyitott kociklust duadl megenge-

dettnek nevezzik, ha e2"Y+ és Y-c{e-jJ.

Megjegyezzik, hogy a fenti megengedett halmazokat- extre-
malisaknak is nevezzik. Hasznadlatos még a hazis megengedett
elnevezés is. Az elnevezés indoklasa 0j fogalmak "bevezetését

igényelné /Bland [2]/ igy ettdl itt, most eltekintink.

3. Definicid: Az X és Y elfjeles halmazokat komplementa-
risaknak nevezzik, ha XnYc{e-",e2l .

4. Definici6: Az X€& primal megengedett iranyitott ciklust
optimalisnak nevezzik, ha van olyan Ye©* dual megengedett
iranyitott kociklus, hogy X és Y komplementaris halmazok.

5. Definicid: Az YE&™* dual megengedett iranyitott ciklust
optimadlisnak nevezzik, ha van olyan Xt& primal megengedett
iranyitott ciklus, hogy X és Y komplementaris halmazok.

Ekkor nyilvan X is optimalis.

Az alahbi feladatot oldjuk meg ehhen a fejezetben.
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M.2_.Feladat: Keressink X"e és YeO* primal illetve dual op-
timdlis iradnyitott ciklust illetve kociklust,
vagy bizonyitsuk be, hogy nem létezik optima-

lis iranyitott ciklus illetve kociklus.

Ebben a fejezetben is a I11.1. fejezetben bemutatott
bazistablat fogjuk: felhasznalni.

Feltesszik a tovabbiakban, hogy e-"B és e2eB. Pivotala-
si szabalyunk meg fogja Orizni ezt a tulajdonsagot. A T(B)
tabla e-"-oszlopa egy iranyitott ciklust, az e2~sora
pedig egy iranyitott kociklust ad. A linearis prog-
ramozasi terminoldégidnak megfelelfen a tabla e-"-oszlopat
megoldas oszlopnak, a tabla e2~sorat célfliggvény sornak is

nevezhetjuk.

A T(B) tabla optimalis, ha (X-"étf és Primal illet-
ve dual megengedettek, mivel ekkor (X)) és ~ komplemen-
tarisak is /XcBuie”, Y2c(EvBMe2i/ azaz optimalisak.

Ha akkor a fenti kivanalmaknak megfeleld tabla
nem létezik, igy feltessziuk azt is, hogy

Az alabbi két lemma bizonyitja, hogyan lathaté egy T(B)

tablabol, hogy nem létezik dual illetve primal megengedett

kociklus illetve ciklus.

1.lemma: Ha valamely bazistabla és e”B, k™l esetén
és Aite{-1,0" e”eB esetén, akkor nem létezik Y&)"*

dual megengedett iranyitott kociklus.
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Bizonyitéas: Tegyuk fel indirekt, hogy létezik fee* dual
megengedett iranyitott kociklus, azaz Y=(Y+,Y~), ercY*,
Y*~ien}. Tekintsuk a T(B) téabla e”-oszlopanak megfeleld
X, idranyitott ciklust. Ekkor e9%X nY”N0 és eot(xfnY-)o(xroY+)"0,
de (X™"Y+Mx~AnY™)=0 mivel x£=0, e " és Y'"c (ej . Ez el-
lentmond X és Y iranyitott ciklusok ortogonalitasanak, lem-

mankat belattuk.

2 .Lemma: Ha valamely baziatabla és e”eB, Kkjr2 esetén
és Trre-(o,+1] e”B esetén, akkor nem létezik J.E& primal
megengedett iranyitott ciklus.

Bizonyitas: Tegyuk fel indirekt, hogy létezik Xed6" primal
megengedett iranyitott ciklus, azaz X=(X+,X7), e~X4", X”c{e0].
Tekintsuk a T(B) tabla e”-sordnak megfeleld Y~ iranyi, tt k -
ciklust. Ekkor e-j€XaY™0 és e-j~r#nY*)u(X-nYM)"N0, de
CHYAINX nY4)=0 mivel YN=0, e2” Y. és X cier}. Ez ellentmond
az X és Miranyitott ciklusok ortogonalitasanak, lemmankat

belattuk.

Amennyiben nem létezik primal megengedett ciklus vagy du-
al megengedett kociklus, akkor 4 . és s*Befinicidk értelmében
nem létezik sem primal sem dual optimédlis ciklus illetve
kociklus.

Ha adott egy B bazis és T(B) bazistabla, melyre e2?B és

votalasi sza-

e-"B, akkor a criss-cross mdodszert definialdé p

baly az alébbi.
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M.2_Pivotalasi szabaly

/a/ /i/ Ha Te~{0,+1] j=2,...,n és Tile{-i1,0} exeB, i/2,
akkor a (-X®) iranyitott ciklus primal, az Y" ira-
nyitott kociklus dual megengedett, azaz optimalisak
Az M.2_Feladatot megoldottuk, eljarasunk véget ért.

/ii/Ha /i/ nem &all fenn, legyen
k=min[i 1 €2i=-1 vagy ~~=+1 1=3,...,n}

/b/ /i/ Ha & =_1 és ‘txjxé—{—l,Oj minden ey

1 .lemma szerint nincs YfcS* duadl megengedett iranyi-

CB esetén, akkor

[ON

tott kociklus. Az M.2.Feladatot megoldottuk, eljar
sunk véget ert.

/ii/ Primal transzformacio
Ha /i/ nem all fenn, legyen r=min{ilt k=+1, e”eB".
Pivotaljunk az (r,k) helyen, az er elem tavozik, az
e™ elem keriul be a bazisba. B= (Bv{ekJ)\ {er}.

/c/ /i/ Ha~=+1 és rki&{o ,+1] ex4B esetén, akkor 2 .lemma
szerint nincs primal megengedett iranyitott
ciklus. Az M.2.Feladatot megoldottuk, elj"arasunk
véget ért.

/u0/ Boai transzformacio
Ha /i/ nem all fenn, legyen s=min{j |b, .=-1, e.$Bj.
Pivotaljunk a (k,s) helyen, az ek elem tavozik, az

e elem kerul be a bazisba, B=(Bu{e ]Pvte, }.
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Folytassuk az eljarast az uj T(B) bazistablaval. A ba-
zistadbla 4_.Tulajdonséaga értelmében B is bazis. Az eljaréas
soran nyilvan e2~3 és e-"B.

Eljarasunk az /ai/,/bi/ vagy /ci/ eseteknél ér véget.

Az /ai/ esetben optimalis iranyitott ciklusokat kaptunk, a
/bi/ és /ci/ esetekben pedig nem léteznek optimalis iranyi-
tott ciklusok. Az M.2.Feladat megoldadsdhoz csak azt kell be-
latnunk, hogy az M.2_Pivotéalasi szaballyal definialt criss-
-cross moédszer nem ciklizidlhat, mivel véges sok kiuldombdzé

Be& hazis létezik.

Tétel: Az M.2_Pivotalasi szabaly altal definidlt criss—_
-cross modszer nem ciklizal, azaz véges lépésben véget ér.

Bizonyitas: Tegyuk fel indirekt, hogy az eljaras ciklizal,
azaz egy B bazisbol indulva ismét a B bazishoz jutunk. Legyen
EC= (e™l e™ elhagyja a bazist a ciklizalas soran!. Megjegyezzuk,
hogy e”~EC esetén e”™ vagy végig baziselem vagy végig nem ba-
zis elem volt. Jeldlje g=max{ile™£EC }.

Tekintsuk azt a két helyzetet, amikor e bekerul a bazisba
és amikor e” tavozik a bazisbol. Legyen ebben a két helyzet-
ben B~ illetve B”” a két bazis. Kulomboztessuk meg * illet-
ve 7-vei a T(B”) illetve T(B””) tablak elemeit. Legyen e a
bazisbol kilép6 elem,amikor eq bekerul a bazisba,, és e, a
bazisba belépd elem,amikor e” kikeril a bazisbél. Nyilvanva-
16, hogy g>2, r,s<q és e~e”™EDO.

Az alabbi négy esetet kell megkiuldmboéztetnink.
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/fa/ primal transzformacional keriul 'be és primal
transzformacional kerul ki a bazisbol.

/fi/ e” primal transzformacional kerul be és dual transz-
formacional keridl ki a bazisbol.

/t/ e” dudl transzformacioénal keriul be és primal transz-
formacional kerul ki a bazisbol.

/1/ e~ dudl transzformacional kerul be és dual transz-

Fformacional keriul ki a bazisbodl.

Vizsgadljuk a fenti négy esetet, be fogjuk bizonyitani,
.egyik eset sem lehetséges, azaz ciklizalads nem fordulhat

elé6.

/oi/ 1z e~ elem primal transzformaciénal B* bazis esetén
jon be a bdzisba és e tavozik, valamint az € elem primdl
transzformacidénal B"* bazis esetén taivozik a bazisbol és e
keril be a bazisba.

Az M_.2_.Pivotalasi szabaly alapjan Y&QO* és XS az alab-

3
bi tulajdonsagokkal rendelkezik.

A 7 eq€Y*" Rl'V eleS’+
12V e2eYN+ 12»7 e2eX’ >-
IVI YE-nEc=teq} I3»7 X¢ +nEc:{eq?
/47 Y»c(EvB’)u{e2i /4’7 X4»cB'»u{esJ

Az /17 ,1»»/ tulajdonsagok szerint e”eXg’rn)YV0. A /4*,4*"/

tulajdonsagokat felhasznalva X~ hY~cfB* u{esnnL(3\B")u(e2}]c

Ve - - 7 S - (A ] (1]
cEco{e?] , és igy /3»,3»7 szerint CXS +OYE+)’(X5» nYﬁ_)c|ﬁgteq§
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melyb6l /1€,1**,2* 2**/ felhasznalasaval kapjuk, hogy
X" ,+nY2+=0 és X" ,“nY2""=0, ami ellentmond X7 és YN or-

togonalitasanak. igy ez az eset nem lehetséges.

/|V Az en™ elem primal transzformacional B* bazis ese-
tén JOn be és er tavozik a bazisbél, valamint az s1 elem
dual transzformaciénal B ,f bazis esetén tavozik a bazis-
bol,amikor es jon be a bazisba. Tekintsik az X™X-jJ™* ira-
nyitott ciklusokat és az Y2,Y2* iranyitott kociklusokat.

Az X, X~ dranyitott ciklusok és az Y2, YE* iranyitott

kociklusok az alabbi tulajdonsagokkal rendelkeznek.

IX1/ XE+nEc=0 ITI1/ Y»~nEC={eql

IX2] X’cBM el IY 2/ Y»c(E\B») u{e2J
IX3] X™»+nEC={eq| IY3/Y~A"'nBC=0

/X4/ X~cB~uien /Y4/ 1* ,c(EsB,0uf{e2l
/X5/ en~X~nX” " /Y5/ e2frY™HnY/ M »+

A 111.1. fejezetben az ortogonalitasi feltétellel ekvi-
valens feltételként adott /d"/ feltétel szerint /X-j=X" ,
X2=-X£, e*=e”, e,,=eC illetve -Y2, Y2*, e2, e™ szereposz-
tassal/ az alabbi tulajdonsagokkal rendelkez6 Xeir iranyi-
tott ciklust és Yé&* iranyitott kociklust nyerjik a fent
felsorolt tulajdonsagok alapjéan.
/1V*/ e-"X /17 [/ e24Y
/2»/ eq6X+ /2 [/ egeY+
/3»] X+c{eqJuB,u(3"',sEC) 13"V Y+c{e(liul:CB\B,)"ECJu(E'vB, *)
/4°/ X~c(B*»\te (B"\EC) 747V Y_c[(EvB)Vv{ed\]JoLC(E\3"»)\Sd
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A /2,,Z2,V tulajdonsidgok szerint e”exXnY™0, de /2,,2,,>
3»,4»/ szerint
X+AT"C{[e4TuB»u(B»»\EC)}a([(S\B»)\Uj] u[(B\B» »)\EC]}-0,
és /2*,4",2** 3*V szerint
X"'nT+c{(B»»\{e Pu (B"\Ec)} {{eJ uL(E\B)\SCJo(E\B»?)}=0.
Ez ellentmond X és Y ortogonalitasanak, 1igy ez az eset sem

lehetséges.

/7*/ Az e elem dual transzformacional B* bazis esetén
Jjon be és tavozik a bazisbol, valamint az e” elem primal
transzformaciénal B"* bazis esetén tavozik a bazisbdol ami-
kor eS Jjon be a bazisba,

és X2NC? az

Az M.2_Pivotalasi szabaly alapjan 1 S

aldbbi tulajdonsagokkal rendelkezik.

A7 enyn A* V e2ex»’-
/2V ey’ L£2»7 eq_eX>§»+
VI TE“RA\ec= {enNd /37 / 27 +n3°={eql
/4*/ Y»c(EsB»)u jer] /477 X7 cB’M e s!

A /2% ,2°*/ tulajdonsagok alapjan e éxg*anAO, valamint
/4*,4»»/ és EC definicidjanak felhasznalaséaval kapjuk, hogy
Xg’nT%c[B»MejéiaI(E\B»)ulexﬁicEC. igy /737,3”V miatt

. A - " .
Yﬂinxg,+cAe }[es Y)qo &5 c{eq], melyekbél /72,,2,V alapjan
kapjuk, hongJ*+n)g’ ,+=0 és Y; oX’\,—=OS ami ellentmond Y;‘ és

X»* ortogonalitasanak. Tehat ez az eset sem lehetséges.
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/<) Az eq elem dudl transzformacional 3* Pazis esetén
@én be és*er tavozik a bazisbél, valamint az eq elem dual
transzformacional B* ” bazis esetén tavozik a bazisbodl,
amikor e Jjon be a bazisba,

Az M.2_Pivotalasi szabaly alapjan YME<F és XN az

aldbbi tulajdonsagokkal rendelkezik.

V7V Yr~ / rvV eq&x” +
/ 2V ex€EYN+ /2»»/ e-"X"7 "
/3V Y»"nEC={eq} /3*V X7” +nEc=1leq]
/4°/ Y~rc(E\B»)uier l /4,V X~cB~uCen

Az /1,,1,>/ tulajdonsdgok szerint eg€X” nY~/0, valamint
és 3C definicidjanak felhasznalasaval kapjuk, hogy

Xi,nY~ci;B»»u{elUnL (E\BOu{er|]cEcu{ell . igy /737,3"V miatt
Yr+nXi ,+Cel»eq® és Yr~nXi " c{el»eq”™ melyekbd6l /1°,1” ,27,
2**/ felhasznalasaval kapjuk, hogy Y~+nX~ ,+=0 és Y~-nX£,_ =0
ami ellentmond Y£ és XE* ortogonalitidsanak. Ez az eset sem
lehetséges.

Mivel mind a négy lehetséges eset ellentmondasra veze-

tett, igy belattuk, hogy ciklizalds nem fordulhat eld, azaz

tételinket bebizonyitottuk.

Tételink kozvetlen kovetkezménye az iranyitott matroido-
kon adott &ltalanos dualitas tétel /Bland[2] 3*5.Tétel/,

melyre igy egy Uj algoritmikus bizonyitast nyertink.
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Kovetkezmény: Legyenek M=(E,o0 és dualis iranyi-
tott matroidok. Legyen e,,e,,eE. Az alabbi alternativak ko-
zil pontosan egy all fenn.

/a/ Létezik olyan Yefr, melyre e<IX, e,JEX+ és X-=0 tvagy
lIétezik olyan Ye#*, melyre ekl+, ef*Y és Y-=0.

/b/ Létezik X60- és Ye#*, melyekre e*eX+, X~*c{e,,],
e»’éY+, Y“c{e"} és XnY c{e*,e* .

Bizonyitas: Az iranyitott ciklusok és kociklusok ortogo-
nalitasabél kovetkezik, hogy Za/ és /b/ nem &allhat fenn egy-
idejlleg.

Ha {e,,}6or akkor nyilvanvaldéan /a/ all fenn.

Ha (e,,]40, akkor e-j=e*” és * valasztassal alkalmaz-
hatjuk a criss-cross médszert, melynek harom kimenete adja

allitadsunk bizonyitasat, mivel a criss-cross modszer véges.

Megjegyezzik, hogy a fenti kovetkezmény szavakban ki-
mondva azt jelenti, hogy ha primai megengedett iranyitott
ciklus és dual megengedett iranyitott kociklus is létezik,

akkor optimalis iranyitott ciklus illetve kociklus is létezik.
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