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A dolgozat &ttekinti és csoportositja azokat az eljarasokat,
amelyek matroxik spektralfelbontasara és szingularis felontasa-
ra ismeretesek. A szingularis felbontidsnak fontos szerepe van
adatmatrixok és kovarianciastrukturak elemzésében (kanonikus
korrelacidanalizis, faktoranalizis ), tovdbba matrixok pszendo-
inverzének meghatarozaséaban.

Az alkalmazas céljanak és a matrix tipusanak megfelelfen a
specialis esetektf6l fogunk haladni &ltaléanos téglalapmatrixok
szingularis felbontdsaig. Specialis esetként négyzetes matrixok
spektralfelbontasara (azaz sajatértékeik és sajatvektoraik meg-
hatarozasara) kapunk médszereket. A dolgozat konvergenciabizo-
nyitasokat is kozol vazlatosan, tovabba kitér a médszerek elvi
0sszehasonlitdsara és gyakorlati alkalmazhatésidganak kérdései-
re .

Programmelléklet csak a kevésbé ismert algoritmusokra taléalha-
t6. Nem cél a médszerek egzakt numerikus o6sszehasonlitasa.

1, A SZINGULARIS FELBONTAS ES A SPEKTRALFELBONTAS
FOGALMA

Legyen A:E_*E_ lineéaris Iekéggzés” ahol E, az n-dimenziods
valés euklideszi tér.

1.1. Definicio: Az E  tér _., *_p ©S az téer u -u

=13
ortonormalt bazisait az A leképezés sajat bazisparjanak nevez

zik, ha vannak olyan s” - max{ntm}) nem-negativ valos

[ ]
szamok, melyekkel

1.1) <A Et"' A 9J_> = SKB/\_ﬂ (I<i<j<n)
és
@.2) <A 'Yt A'\_/J-> = 826 .. fl<i<j<m)

teljesul,ahol f a matrixtranszponalast, <.,.> a skaléaris szor-
zast, 6 .. pedig a Kronecker-deltat jelenti.
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1.2. Definicié6: Az (1.1), (1.2) eldsallitasban szerepld
SJy---JSn szamokat az A matrix szingularis értékeinek nevezzik,
melyek sorrendjérél feltehetd, hogy

S, >5s,, > Cc.. > s™ > 0.
. YL !

Tetsz6leges linearis leképezésnek van sajat bazisparja, a
szingularis értékek pedig egyértelmiek. A levezetéseket I1d.
Cl2D-ben. Az is megmutathatdé tovabba, hogy

s3>s@...>s >0 es Sr+1 =€ ax thaM}i=04

ahol r az A leképezés rangja. A sajat bazispar elemeinek egy-

értelmliségérél a kovetkez6 mondhaté:

1.3. Definici6: Az E<zEn alteret A-ra nézve 1izotrép-nak nevez-

ziuk, ha van olyan s szam, hogy
(1.3) IM XA\ = sl x\\

teljestul minden XGF vektorra. Az A-ra nézve izotr6p F alteret
maximdlisnak mondjuk, ha (1.3) csak F elemeire teljesul.

Kénnyen lathaté, hogy az baziselemek altal kife-
szitett alterek (jelolje ezeket Fj,...sF) A maximalis izotroép
alterei lesznek, melyek direkt Osszege az egész E tér, tovab-
ba

F.=F. ha s_.=s .
i u ( i C)

Fé_o F?;g) (ha sN4i>)-

Tehdt a diszjunkt izotrop alterek szama legfeljebb r+l. Megmu-
tathaté, hogy az Uy bdziselemeknek a megfeleld F. altereken be-
Iuli valasztasa tetszbéleges, az F1;alterek azonban egyértelmi-
en meg vannak hatéarozva az Si ..... 8n szamok altal. Hasonloéan
igaz, hogy a vy baziselemek valasztédsa is tetsz6leges az Em

tér A " leképezésre nézve izotroép Gj g=1,...3m) alterein beludl,



ahol ezek az alterek is egyértelmiek és a diszjuhkt alterek s,
ma megegyezik a diszjunkt F. alterek szaméaval.

Jelolje ugyancsak A az A leképezés matrixat az ill. g/
tér eldbre rogzitett ill. ...yfm bazisaiban.

1.1. Tétel; (Szingularis felbontasi tétel) Az A mxn-es valés
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matrix eléall
1.4 A = VSU"

alakban, ahol V mxm-es, U nxn-es ortogonalis matrix, S pedig
mxn-es diagonalis matrix, melynek diagonalisaban az

s2 - S2 - *>* sl -0

szamok &llnak, ahol [I=min{m,n}.

A tétel bizonyitasa Cl21-ben konstruktiv utdon torténik.
Az A:EndEﬁ linearis leképezést tekintve jelolje U ill. V az
UJ,---fun ill. vjj...tvm sajat bazispar elemeit oszloponként
tartalmaz6 ortogonalis matrixokat és legyen s" az i1-edik szingu-
laris érték (i=1J...31). Bebizonyithaté, hogy ilyen valasztas
mellett az (1.4) felbontas teljesul és az Sj,...3s™ szamok
egyértelmien meg vannak hatarozva.

1.4. Definici6: Az A négyzetes matrixot egyszer( Strukturagunak
(mas szoval normalisnak) nevezzik, ha Jordan-féle kanonikus a-
lakja szigoruan diagonalis.

Egy A nxn-es egyszer( struktliraju matrix sajatvektorai or-

Py

tonormalt bazist alkotnak, igy A eldéall
(1.5) A = XAX*

~alakban, ahol A nxn-es diagonalis matrix, A sajatértékeit tar-
talmazza diagonalisidban (nem-ndvekvé sorrendben), az X nxn-es

ortogonalis matrix oszlopaiban pedig A sajatvektorai allnak a

sajatértékek sorrendjének megfelelfen.



1.5. Definicid; Az (1.5) felbontast az A egyszer( strukturaju
matrix spektralfelbontidsdnak nevezzik.

(Egyszer(i strukturaju matrixok esetén E” sokszor a komplex
n-dimenzids euklideszi teret jeloli. A sajatértékek, sajatvek-
torok és spektralfelbontds definicidéja ugyanaz, csupan a sajat-
értékek nagysagrendi sorrendje az abszolut értékik szerinti
rendezést jelenti.)

Egy egyszer( strukturaju matrix szingularis értékei a sajat-
értékek abszolut értékei, szingularis felbontasdnak ortonormalt
matrixail pedig megegyeznek a matrix spektralfelbontidsdban sze-
replé ortonormdlt matrixszal (az oszlopok eldjelétél eltekintve.
Ui ., ha valamely sajatérték negativ, akkor a megfeleld bal-
vagy jobboldali sajat baziselem -1-gyel szorzdédik.)

Kénnyen lathatdé, hogy az A mxn-es valds matrix szingularis
felbontasadnak V ill. U matrixai az A A " ill. A"A matrixok spekt-
ralbontasabdél is nyerhetdék, A szingularis értékei pedig e szim-
metrikus, pozitiv szemidefinit matrixok nem-negativ gyokei ko-
zul kerulnek Ki.

Ha matrixunk téglalap alaku, vagy nem egyszerd strukturgju,
szingularis felbontasanak akkor is van értelme, ehhez azonban
nem szukséges az A"A ill. A A" matrixszorzatok képzése és spekt-
ralfelbontasa. Ennél sokkal gyorsabb és hatékonyabb eljarasok
Iéteznek, melyek egyszerre adjak meg a szingularis értékeket
és a sajat baziselemeket.

Egyszerl strukturdju matrixokndl a szingularis felbontds a
spektralfelbontasbol koévetkezik, igy itt elegend6 a sajatérté-
kek és sajatvektorok meghatarozasa. Ehhez viszont a legritkabb
esetben szoktak a matrix karakterisztikus polinomjanak gyotkeit
meghatarozni. Egyrészt szamitastechnikai szempontbdél ez 5-nél
magasabb dimenzidéban nagyon id6igényes, masrészt az eredmények
még akkor 1is pontatlanok, ha a sajatértékek elhelyezkedése ked-
vez6. A sajatvektorok meghatarozasara tovadbba meg kellene méa
oldani egy homogén linearis egyenletrendszert.

igy el6sz6r néhany specialis sajatérték, majd az egész sa-
jatérték-sajatvektorrendszer meghatarozéasaval foglalkozunk,
egyszer(i struktiuraju matixok esetében, amikor az eredeti matrixot
vagy kozvetlenil vagy el6szor egyszerilbb alakra hozva hasonlésa-



9

gi transzformacidknak vetjuk ala. Végul altalanos valds matrixok
szingularis felbontasaval foglalkozunk.

Itt emlitjiuk meg a szingularis fTelbontasnak és spektralfel-
bontadsnak néhany érdekes szélsoértéktulajdonsagat, melyeket a
gyakorlatban sokszor alkalmaznak.

1.1. Allitas: Legyen ill. ° °rtonormalt vek-
torrendszer az E ill. E térben (k<l - min [m.n]). Jeldlje X ill.
Y az ezekb6l, mint oszlopvektorokbdél alkotott nxk-as ill. mxk-
as matrixokat. Akkor

n k
(1.6) E s. < tv(Y’AX) < I s,
%~n-k+1 =l
k
(ahol tv B= E QZZ valamely kxk-as B matrix esetén), tovabba
t=i
a maximumot addé X ill. Y matrixokban az « ill.
U ool s Uy » mig a minimumot adoéban az U . 4------ u, i1l
\% v sajat baziselemek allnak.

(A bizonyitast Id. C12D-ben).

171 Korollarium: k=1 esetén alkalmazva az 1.1. allitast, azt
kapjuk, hogy tetsz6leges xXQE 3 Hall -i3 y£E 3 |IZ]|] =1 vektorok
esetén

S < y’A X < st.

és a maximum helye éppen a = u”3 y = v”3 mig a minimumé x =

Y =Y
A szingularis felbontas kovetkezd szélsoértéktulajdonsaga
az 1.1. allitas specialis esete:

1.2. Allitas:

s1 Vj A uj = max y "A x3
Hall = Al =1

A uk = max y"A x3 k=2333..31 d=min{m3n})
Ha =Ny 1 =13
X X. = y"y -=03 (i=1323_...3k-1)

sk

I
|
=~
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1.6. Definici6: Ha A nxn-es, valods, egyszerld strukturaju mat-
rix, az xGE , xH) vektorhoz tartozé Raleigh-hadnyados alatt az

X "AX
R() % "

szamot értjuk.
A kovetkez6 allitads az 1.2. allitas specialis esete:

1.3. Allitas: Ha az A nxn-es, valds, egyszer( struktUraju mat-
rix sajatértékeire fennall a

>A

relacio, és X3> X ...3 X, a hozzajuk tartozd sajatvektorok,

16’
akkor

X- = max R(X)
X0

és a maximum helye éppen o™x”, ahol c” tetsz6leges valds szam.

Tovabba

A, = max RX), (k=2,.,.,n),
X X .=0}y (i=190..,k-1)
x"0_t

és a maximum helye e, ahol c” tetsz6leges valoOs szam.

Ilyen médon az 1.2. és 1.3. allitas lehetdséget adna a
szingularis értékek és sajat bazis elemek, ill. sajatértékek
és sajatvektorok meghatarozasara egy szekvencialis széls6érték
feladat megoldasaval. A fenti kvadratikus szélséértékfeladatok
megoldidsa azonban elég nehézkes. Legfeljebb csak a széls6érté-
kek meghatdrozasara hasznaljuk ezeket az Osszeflggéseket, a
széls6érték helyének megkeresése velik hosszadalmas. 1igy az
1.2., 1.3. allitasok jelent6sége elsf6sorban az alkalmazasokban
rejlik. Egyes teruleteken (pl. kvantumfizika) azonban szokéasos
a sajatértékek Raleigh-hanyadossal vald meghatéarozéasa.



2. HATVANYITERACIOS MODSZEREK

Az ebben a részben ismertetésre kerildé mdédszerek egyszeri
strukturaju matrixokra alkalmazhatok. Hasznalatik akkor célra-
vezetd, ha csak bizonyos sajatértékekre vagyunk kivancsiak. A
modszerek ismételt, valtott alkalmazasdval ugyan az 0sszes sa-
Jatérték meghatarozhatoé lenne, azonban ez nagyon iddigényes.

Legyen A nxn-es egyszer( strukturdju matrix. Ekkor A eléall

n
(2.1) A= E X

- U.. u
, -1 =1 =N

alakban, ahol a X~ szdmok A sajatértékei nem-ndvekvé sorrend-
ben, a megfeleld vektorok pedig A sajatvektorai (melyek, mi
vei A egyszerl strukturdju, ortonormalt béazist alkotnak az E
térben).

a/ HATVANYITERACIO

Tegyuk fel, hogy az A matrix legnagyobb sajatértéke I-sze-
res (I<n), azaz A sajatértékeire igaz a

1 2 1 I+l - 1+2 - - n
relaci6. Legyen E ] = 1 tetsz6leges olyan kezdeti vek
tor, mely nem mer6leges az Uj,. . . sajatvektorok altal Kkife-

szitett linearis altérre, azaz

I
2.2) X = 151 agu-JA0, ahol ag=xju, (=1,....D.

Képezzik a kovetkezd sorozatot:
2 ~ A , et - A ~ N —Q* ***

2.1. Tétel: A fenti TfTeltételek mellett
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X

_ _k
Zim X1 TTTiT *

ahol tehat x nem mas, mint x* -nak az els6 Z sajatvektor altal
kifeszitett linearis altérbe es6 vetiulete, ami (2.2) miatt
nem a zérus vektor. (@ .11 hacsak mast nem Irnak, az euklide-

szi normat jeloli.)

Bizonyitas: Mivel ortonormadlt sajatvektorrendszer, a

(2 .1) 6sszeflggés miatt:

n
50 = E a.u
=1
n n
x1 = F_ .= E
4= i=1
n n K
E ajA u. = E aA u.
xk - =1 .
i—1 i=I
és igy
z Z n A. Kk
2.3) Zim — = ZA.m E a_.u. + Z"im E {Fo) u,-= X,
ko™° koo =gV i&m o741 X —t S|

mivel a sajatértékekere tett feltételek miatt a masodik tag a
zérus vektorhoz tart, az elsd tag pedig £-szel egyenlé. Hason-

16an
.4 lim — = NeE N,

amib6l az allitas kovetkezik.

A 2.1. tétel egyben mdédszert is ad a legnagyobb (esetleg
tobbszoros) sajatvektor meghatarozasara. Ugyanis képezzik az
X -X,,---,V,.... sorozatot, ahol x a (.2) feltételnek eleget
tevld tetszbleges kezdeti vektor. Akkor a keresett normalt sajat-
vektor (ha X tobbsz6ros, akkor a neki megfelel6 sajataltérben
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levé valamely normalt vektor) j6 kozelitése elég nagy k-ra az
X, )
ﬂ;xﬁhvektor. A q: sajatérték abszolutértékére a (2.4) oOsszeflg-

gés alapjan:

nx~ 1

1A lim
kMo Uxk-1 1

rr =

a sajatérték elbjele a hozza tartozd sajatvektor alapjan mar
kénnyen eldonthetd.
Ezek alapjan adédik a kovetkez6é allitas is:

s =

2.1. Allitas: Az A nxn-es egyszer( struktaraju matrix legna-
gyobb abszolutértékl sajatértékére

IA71 - 1im WM\ ItE

ahol NI .l a maximum-normat jeloli,
b/ INVERZ HATVANYITERACIO

Ez is lényegében egy hatvanyiteréacio6, amely az A matrix va-
lamely tobbszords sajatértékét hatarozza meg, ha ismert annak
egy olyan kozelitd értéke, amely nem egyezik meg vele pontosan,
de kozelebb van hozza, mint a tobbi sajatértékhez. Mindez for-
muléakkal :

XI-X2- **e _Xk>Xk+l ~ Xk+2 ** Xk+I>Xk+l+l -**e- Xn
(I<n~2)

az A matrix sajatértékei és a AMN= .. -A A sajatértékre
a A kozelitd érték olyan, hogy

IA-Al1 < 1A-A |1, A .M, tovabba

~ . 2
A feltételek miatt a Al-A matrix nemszingularis es (AJ-A)"

legnagyobb sajéatértéke ‘Afxt ami l-szeres sajatérték. (Itt 1
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az nxn-es identitds matrix. igy, ha az xq kezdeti vektor o-
lyan, hogy N xgB- 1 és xg nem mer6leges az + we°°j liK+1 sa_
jatvektorok altal kifeszitett altérre, akkor ebbél kiindulva a
(\I1-A)~" matrixon végrehajtott hatvanyiteracioval, az a/-ban
leirt médon kapunk egy, a tobbszoérds sajatértékhez tartozé sa-
jJjataltérben levf egyetlen sajatvektort, és szintén a/ szerint
magat a tobbszOrds sajatértéket is approximaljuk.

A flggelék a. részében taldlhatdé a hatvanyiteraci6é algo-
ritmusanak FORTRAN programja. Ez megfeleld6 input matrix valasz-
tasaval inverz hatvanyiteréaciora is hasznalhato.

3. A TELJES SAJATERTEK-, SAJATVEKTORRENDSZERT
KOZVETLENUL MEGHATAROZO MODSZEREK

Ebben a fejezetben is négyzetes matrixok spektralfelbonta-
saval fToglalkozunk. (A tételeket itt néha altalanosan, komplex
elemld matrixokra mondjuk ki.) A matrixon olyan hasonlésagi
transzformacidkat hajtunk végre, hogy a transzformalt matrix-
sorozat a sajatértékeket tartalmazo diagonalis matrixhoz konver
g4l . Szimmetrikus matrixokra Jacobi modszerét, nem-szimmetri-
kusakra pedig a QR és LR algoritmusokat fogjuk ismertetni.

a/ A SAJATERTEKEK ELHELYEZKEDESE

Itt csak kozoljuk a kovetkez6 allitasokat (a részletes bi-
zonyitast Id. Cili]-ben), melyek lényegesek lesznek a sajatér-
tékek behataroldsa szempontjabol.

3.1. Definicidé: Az A nxn-es komplex eleml matrix spektrdlrd-

diusza a

6(A) - max |A, |
k K
az A matrix sajatértékei.

szam, ahol AZJXqQJo..,AYI
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3.1. Allitas: Minden nxn-es, komplex A matrixra
6U) < I A\,

barmely természetes normat hasznalunk is.
A sajatértékek tehat benne vannak az origé kozéppontua, |l |
sugaru koérben. Ennél azonban tobb is igaz:

3.1. Tétel: (lokalizacioés tétel) A komplex eleml
A = (aAs) A= 321 matrix saaatertekel a

n
\z-a..\ <R., R.= E Ja..| (i=1 ,2.00.,n)

JA

altal definialt Gersgorin-korok egyesitett halmazadban helyez-
kednek el.

b/ ELEMI MATRIXFELBONTASOK

Itt szeretnénk néhany tételt és definiciot bevezetni elemi
matrixfelbontasokra, melyeket a kodvetkezb6kben gyakran fogunk
hasznalni:

3.2. Tétel: Minden komplex A matrix eld6all
A =QR

alakban, ahol A mxn-es matrix, Q mxm-es unitér matrix, R pe-
dig mxn-es fels6 haromszog matrix (azaz a bal fels6 sarokbdl ki-
indulé diagonalisa alatt zérus elemek allnak).

A bizonyitas pl. C23-ben talalhaté. (A bizonyitasban adott
konstrukci6é Q oszlopait A oszlopaibdl Schmidt-ortonalizéacidval
allitja el6 el6re eldontdott sorrendben.)
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3.2. Definici6: A fenti felbontast az A mxn-es matrix QR-fel-

bontasanak nevezzik.

3.3. Tétel: Legyen A tetsz6leges nxn-es matrix. Jeldlje AN az
els6 k sor és oszlop altal alkotott kxk-as matrixot. Ha

A1JA03..0iA nem-szingularis, akkor
a/ A egyértelmlen eléall
A =CDSB

alakban, ahol C als6-, B fels6 haromszdg matrix, diagona-
lisaikban 1-esek &allnak, D pedig diagonalis.

b/ Ha CAdJ D B ~ jeloli a megfeleld matrixok els6é k sora és
oszlopa altal alkotott kxk-as matrixokat, akkor

Ak~ "k Ak K (k-1y23...3n".

3.3. Definicidé: Az A nxn-es matrix - melyre teljesilnek a 3.3.
tétel feltételei - LU-felbontasanak nevezzik egy als6- és fel-
s6 haromszog tényezd szorzataként valdé eldallitast, ahol L di-

agonalisdban 1-esek allnak.

A 3.3. tétel Tfeltételeinek teljesiilése esetén a LU-Tfelbon-
tas L=C és U=D B valasztassal valoban létezik és egyértelm(.

3.2. Allitas: Ha A Hermitikus, pozitiv szemidefinit matrix,
akkor eléall L LJ alakban, ahol L alsé haromszdg matrix diagona-
lisdban nem-negativ szamokkal. Az eléallitas egyértelmid. Ugyan-

is a 3.3. tételbeli D matrix felbonthatdé D Du alakban, ugy
hogy L=C D é s *=D" B.
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cl JACOBI MODSZERE  (1946)

Legyen A valés, szimmetrikus matrix \1>X8 > - - =X,
sajatértékekkel . Képezzik a kdvetkezd sorozatot:

a(0)=a ’ (k:I- 2,0-,,)1

ahol R(k) a kovetkez6 sikbeli forgatas matrixa:

Jeldlje az A(k_l) matrix legnagyobb abszolutértéki nem-di-
aoonalis elemét a/\Q/3 N és valasszuk az R™"™ matrixban a for-

gatas szogét ugy, hogy aV%*:O legyen az A~-val valé _hason-
l6saqi transzformacidé utan. Konnyen lathatdé, hogy az R mat-
rix valasztidsa ehhez a kovetkez6:

1GOSd sind - - -
NGE
-s™nd cosd - - -
1
|
1
"o 3.
ahol
2
(3.1 tg 2d - (k-D Ja3q—2)
as. - 1
Tt <]

es a d szdg a |S]< jtt tartomdnyban van. a\(’k_l)—-agg_l) eseten

r =

d - + jn értéket valasztunk a/\\qlJ 1™ el6jelének megfelelben,
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3.4. Tétel: A fTenti feltételek mellett a transzformalt sorozat-
ra igaz, hogy

1%m A - A,
kO
ahol A diagonalis matrix, diagonalisaban a A™NAMN,,,. .,AN sza-

mokkal .

Bizonyitas: ") valasztasa miatt (k=1323.,,)

a%% ip — a}la—l)Z . agpk—nz

Mivel a ~ - 0 (% valasztasa miatt) és az matrixszal vég-
rehajtott hasonléséagi transzformacidé csak az i-edik és j"-edik
sort és oszlopot valtoztatja:

n n n n .
(3.2) z z z 7z ak-D2Z2  5Kk1)

p:l q:l PQ p=1 ¢g=I Pqg 1]
p?q P™q

Mivel a(.k._l) a legnagyobb abszolutértéki nem-diagonalis eleme

az AN matrixnak,
n n
(k-1) L Z Z a
aij - n(n-1) p=1 g=1 ™
p?q
igy a (3.2) oOsszefuggéshol
n n n .
(3.3) Z Z a J < (Q mn Z Z a,(k'l)
p-1 g=1 Pd n -n p-2 P
p?q p?q

Ezt alkalmazva minden egyes iteracios lépésben:
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n n » K n n
G.4) Z 7 a < (2--—--) 7 z
p=l g=1 PP n -n p=2 P

Mivel a jobboldal zérushoz tart &**°), az 4(k) sorozat diagona-
lis matrixhoz konvergal. Mar csak azt kell belatni, hogy az

aP(IL() diagonalis elemek a megfeleld AP sajatértékekhez tartanak.

i AN N 7 - ™ jelolé |
Ugyanis (aFk7)p2I,q—nl jeldlésse

(3.5) 4(fe) - dfap(aFgSe)) + fi”

ahol tehat Hm ff(ﬁ:) - 0.
k+<® -
Tegyuk fel, hogy a k index mar akkora, hogy @ <e,

ahol az e pozitiv szamot késdébb fﬁgjuk megvalasztani. Akkor a
(3.5) Osszefliggés miatt, ha az aFi7 elemek (g=132 ..,,3n) nagy-

sdg szerint csokkend sorrendbe vannak rendezve, akkor agp) egy
XP koruli, 2e suaaru korben fekszikr.p Megmutatjuk, hogy egy K
kiszbbérték feletti indexekre az aPP elemek benne is maradnak
a megfeleld korben.

El16szo6r tegyluk fel, hogy a X szamok (p=01323...,n) kuldn-
boz6ek. Ekkor valasszuk e-t ugy, hogy

(3.6) 0Me - min]A -X
p*qa P q

Valasszuk a K kiszobot ugy, hogy ff&@ Il <e teljesuljon. A
(3.3) Osszefiggés miatt k>K indexekre is ||fFP]] <e. A (3.6)
Osszefiggés miatt viszont az intervallumok diszjunktak, igy
pontosan egy a(k) @132)--. n) elem taladlhaté mindegyik ilyen
intervallumban. Tegyuk fel, hogy a X szamokat ugy indexeztik,
hogy éop a van a A koruli e sugaru koérben. Megmutatjuk,
hogy ott is marad a k>K indexekre.

Ui. tegyuk fel, hogy rogzitett ilyen k index esetén a
(fc-M)-edik forgatas az (i3J) sikban torténik. igy a diagona-
lisban csak az (,£) és ((,J) pozicidbeli elemek valtoznak.

Ezért az N és a t+} N elemek benne maradnak a Xi' és A3
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korili intervallumokban. Mar csak azt kell megmutatni, hogy e-

zek nem cserélédhetnek fel. Ui.

a§I3,<+1)-X.i - a&’\ sin2%-2afk) cos%sin% + agg) cosZ%-XT

)

A1 _
'- cos%sin%.

_ _ - 2 “~) _ 2 5.\(K
= (au - At-)sm/o+ (a\30 A 3+X 3 X i)cos % 2a\i_O

amibé6l
fa"k+1)-X _JI>JA .-A .]cosSQ- Ja[k)-A .|sin20- ]a -X_.Jcos2%-\ a
S+ X P IAGA - 1c0sSQ- Ja[k)-A | Isin20- lalt)-X . [cos2$-\ afk}
2 - 2 2 _
> 4z cos“"d- esin %- ecos § -e = 2e cos2%.
2 13 2e

Masrészt |tg 2% | - 1 1 E " 1

iT 33

igy, ha a d széget (3.1) szerint valasztjuk,

2K D% 2.
33 i
ami miatt a%§+]J\nincsen benne a Ai.kerIi e sugaru korben,
igy csak a A3.k6rUIi kérben lehet.

Tobbszoros sajatértékek esetén e-t ugy definialjuk, hogy a
(3.6) Osszeflggésben csak a kulénbdz6 sajatértékekre minimali-
zalunk. Kissé hosszadalmas, de hasonléan megmutathaté, hogy ha
A l-szeres sajéyérték, akkor pontosan |1 db. diagonalis eleme
talalhatd az A matrixnak a A koruli e sugaru korben, egy
alkalmasan valasztott K kiuszdbnél nagyobb indexekre .

Mivel a legnagyobb abszolutértéki nem-diagondlis elem meg-
keresése minden lépésben idbéigényes, célszerl egyszeriden vala-
milyen el6re rogzitett sorrendben végigmenni A(ED elemein (pl

a diagonalis alatti elemeken oszloponként , azaz n(g—l) forga-
tast végezni minden iteraciodoban. Ezt nevezzuk ciklikus Jacobi
moédszernek. Henrici (1958) bebizonyitotta, hogy a szégtartoma-
nyok megfeleld korlatozasa mellett ez a mddszer is konvergens.
Egy masik valtozat az un. kisz6b Jacobi moédszer3 ahol a szim-
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(k) (k)

metrikus 4 matrixban egy eldirt 6§ >0 kilisz6bnél nagyobb ab-
szolutértékiu elemeket redukdlunk zérussad. Ez az eljaras is kon-
vergal .

A kiszob Jacobi médszer algoritmusara a fuggelék b. részé-
ben FORTRAN program taldlhatdé. A korvergencia sebességére vonat-

kozéan a (3.4) oOsszefiggés alapjan tajékozodhatunk:

ﬂ:—-Z (g -n) és v = C%S + 1 jelolésekkel (ahol C.3 az egesz

(o]

részt jeloli):

rN

V) 0) 2 = 0 2
12 2 O EOIE < e e )

1
£ LI = i

UG IEO® 12 1y ¢ 52 Inc=y
e

amib6l e-2 ~ valasztassal r>k In 22~1.39 t értéket kapunk
Megjegyezzik, hogy a Jacobi médszer atviheté komplex Hermi-

tikus matrixokra is, csak ott komplex sikbeli forgatisokat kell
alkalmazni.

d/ A QR-TRANSZFORMACIO (Francis, 1961)

A 3.2. tétel ad oOtletet a kovetkezd iteraciohoz: Legyen A
tetsz6leges nxn-es matrix. A eldall QR alakban, ahol Q nxn-es
unitér, R pedig nxn-es fels6 haromszog matrix. Tekintsik az A
matrix Q matrixszal vald hasonlésagi transz formaltjat (ez lé-
tezik, hisz a Q matrix - mivel unitér - nem-szingularis):

Ql1AQ=Q02QRQ=RQ,

ami nem mas, mint a Q és az R faktorok forditott sorrendben
vett szorzata. Képezziuk a kovetkez§ sorozatot:

Aq Qq Qi Rq Rj
és ha

Ak-1 ~ Qk-1 Rk-1
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5F?-felbontads, akkor legyen

Ak " Rk-1 Qk-1 (k=1323...)»

3.4. Definicid: Az igy képzett sorozatot az A matrix QR-

transzformacidéjanak nevezzik.

Vezessik be a kovetkezd jeldléseket:
.7 — QqQ2 .0-Q¥S U ~ RIt Rk—2 eee "2 RO 3 (k-1323.
Ezekkel koénnyen lathatd, hogy

/ \Y
(3.8) A = Pk Uk 3

és mivel P~ unitér, Uk pedig fels6 haromszég matrix, a (3.8)
Osszefiggés adja az A™ matrix QP-felbontasat.

3.5. Tétel: Ha az A matrix egyszer( strukturaju, akkor az Ak
sorozat olyan diagonalis matrixhoz konvergéal, mely A sajatérté
keit tartalmazza diagonalisaban.

Bizonyitas: EI6szor beladtjuk, hogy a Pk sorozat konvergens. Ha
rom esetet kulonboztetink meg:
i/ El6szor tegyuk fel, hogy az A matrix sajatértékeire

A-val jelodlve a X3 ..., szamokat tartalmazdé diagonalis

matrixot, A eldall ZAJ_1 alakban,ahol az X matrix unitér, igy

~"P-felbontdsa X 1 (ahol 1 az nxn-es identitas).

Tegyluk Tfel, hogy az X ~ matrixnak létezik LU-felbontasa,
azaz teljesilnek ra a 3.3. tétel TfTeltételei. Ekkor X~1 eléall
L U alakban, ahol tehat L als6 haromszdg matrix, diagonalisa-
ban 7-esekkel, U pedig felsd haromszog alaku. Ezekkel a jelo-

1ésekkel
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-7
(3.9) A° = xa®X " = xa® L u= xa® La *HA®ut
ahol Ak LA_k als6 haromszég matrix, melynek elemei:
0, ha i<j
xS = 3 1, ha izj
1C \ . k
1..(-r)) +0 (k== 3 ha i>j.
gy
(3.10) hkLA~k = 1 + E,, ahol lim = 0.

k—+

Ezért a (3.9) 0Osszefiggést tovabb alakithatjuk:
(3.11) Ak = X(I+Ek) AkU.

Most felbontjuk az (I1+E”™) matrixot egy unitér és egy Rk
fels6 haromszodg matrix szorzatara, ahol Rk diagonalisaban po-
zitiv elemek &allnak (ez Qk oszlopainak megfeleld elbjelzésé-
vel elérhet8). A Schmidt-ortogonalizaci6é folytonossaga miatt

lim Qk = 1 , lim R = 1 vy
k k - * (04

k
tehat az A matrix Qi?-felbontasa
(3.12) Ak = (X Qk)(RkAk U) ,

ahol tehat az unitér tényez6 - ami a (3.8) Osszefliggés szerint
Pk - a Q matrixhoz konvergal, ugy értve a konvergenciat, hogy
Q oszlopai esetleg egységnyi abszolutértéki komplex szamokkal
szorzodhatnak. Ui. vezessiuk be a D”3 D™ diagonalis matrixokat,
melyekre

(3.13) A = JAID2y U - D2 (-2 U) , ,
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ahol £ és DO diagonaliséaban egységnyi abszolutértéki komplex
szamok allnak ugy, hogy |JA] és U diagonalis elemei poziti-
vak. Ezekkel a (3.12) 0Osszeflggés alapjan

Ak = X \ D2 DkL(D2 Dk) Rk(D2 Dk) [JA]® ©@~2 WI,

ahol a szogletes zardOjelben levf fels6 haromszog matrix diago-
ndlisaban mar pozitiv elemek allnak, ezért

(3.14) Pk = X Qk D2 Dk .

igy a konvergencia szigoru értelemben nem teljesul, csak ha X
oszlopainak egységnyi abszolutértéki komplex faktorokkal valo
szorzasatol eltekintunk.

ii/ Az X~7 matrix LU-felbontasdhoz fel kellett tenni, hogy a
3.3. tétel feltételei teljesilnek r4d. Ha ezek nem teljesilnek,
akkor is létezik olyan P permutaciomdtrix, hogy a P X_1 matrix-
nak mar létezik LU-felbontasa. (Ui. egy un. pivotadldé eljarast
alkalmazunk: az r-edik lIépésben (r-1,2, .,,.,n) keressiuk az
(rjnNj ((r+1,1D), ..»3 (n,r) pozicidkban az elsd nem-zérd elemet.
Mivel X 7 nem-szingularis, 1ilyen mindig létezik, tegyuk fel,
hogy az (rjr) pozicioban. Akkor X 7 sorait

ry+ly . *.3n sorrendbe rendezzik at.)

(3.15) P X~2 - L U

esetén az L matrix diacronalisa alatt zérusok allnak a P permu-
taciomatrix altal meghatarozott helyeken. Ezekkel A felbontasa

(3.16) Ak = Xhk X~1 = XAk P’L U = X Py(PAk Py)L U3

ahol PAk P* diagonalis matrix a AK szamok P szerinti permutéacio-
jat tartalmazza diagonalisaban, mig az X P* matrix az X matrix

-7 =

oszlopainak P szerinti permutacidéja. Jeldlje

\V/
(3.17) X P Q E3 PA° P3 - D
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ezekkel
AKk = Q RDkLU=QR (kL DKk)DKU

Ha D diagonalis elemeit X. ,X. JO,0JX. jeloli, akkor
1 2 n

0, ha p<q (mert pX L 07 alsé harom-
sz6g matrix3)

(Dk L
Pq 1, ha p=q3
X. k
ix f) I ha =
De mivel X. X. i _<i esetén 1 =0, 1
y X5 Up<iyd 0q ay
Dk L I~k - 1 + Ek, ahol lim EkK = O.
k &>
igy lim - Q az i/ részben targyalt értelemben, ahol (3.17)
k

miatt 8 nem mas, mint az X oszlopainak megfeleld6 atrendezésével
nyert matrix.

iii/ Most tegyuk fel, hogy az A matrixnak vannak egyenl§ abszo-
lutértékl sajatértékei. Mivel azonban elemi osztdéi linearisak
(hisz egyszerl strukturgju matrixrél van sz6), a P X_2 matrix-
nak létezik LU-felbontasa megfelelb6en valasztott P permutécid-
matrixszal. Feltehet§, hogy P - I, ellenkez6 esetben itt is a
i1/ rész triukkjei alkalmazhatok. Tegyuk fel, hogy

Arl - IXyRj - - 03,

és a tobbi sajatérték abszolutértékben kilonb6z6 (ui. ez az
O0sszes tobbszOrds sajatértékre végigcsinalhatd). igy az

k

A = YKy = YpaK

A~ K9aK

eléallitasban



0, i<3
1, -
A K
K T.-k

A LA 1

¢ D (K? A3 ™ 13
A K
VN NI

-

Jeldlje L azt a matrixot, amelyre

1> i=C

1. t>i>i>r.
<3 _| J_r
L, kulénben,

Ezzel

Rk LA k - L + E~3 ahol Ilim EN - 0,
k

Az X L = Q R felbontast bevezetve

Ak = Q R(1 + L~1 Ek)AKU = Q{I + R L~1 E~2)Rhk U
= Q(I + FK)RE U3 ahol lim F - Oo
Legyen az 1 + matrix QR-felbontasa ahol unitér,
fels6 haromszdg matrix diagonalisdban pozitiv elemekkel, to-
vabba a OR-felbontads folytonossaga miatt lim Q~ - 13 lim RN - Lu
&om>
igy lim Pv = Q. De a Q matrixot X L Schmidt-ortogonalizacidja-
Tto K

val nyertik, ahol X L oszlopai az A matrix linearisan Tflggetlen
sajatvektorai, hisz az X matrix ...,1z-edik oszlopait sajat
linearis kombinacidjukkal helyettesitettik.

Ha az egyenld abszolutértéki sajatértékek nem egyenléek,
akkor az L matrix nem-zérus diagonalis alatti elemei nem kons-
tansok, hanem a Af-'v%\e t jelolést bevezetve ( az imagina-

rius egység):
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ft@ .9 )
. e J i

.. l..
13 13
igy X L oszlopai minden k-ra az X matrix ~t-edik osz-
lopanak mas-mas linearis kombinacidjabdl allnak. 1gy az r-edik
és t-edik oszlop kozti oszlopokra a konvergencia csak az ezek
altal kifeszitett altérben teljesil.
Most nézzik meg, mit tudunk ebb8l mondani az Ak sorozat kon

vergenciajara? Az

(3.18) *k+ =Pk APK

Osszeflggés miatt, ha a Pk sorozat konvergens, akkor az Ak
sorozat is konvergens, mégpedig ha A felbontidsa XhX ~ és

lim P, - X, akkor Ilim Av = A. lim P, - X szigoru értelemben
k=s® k= k

azonban csak akkor teljestuk, ha az A matrix sajatértékei pozi-
tivak és kulonb6zbéek. Ellenkezd esetben csak az tudjuk bizonyi-
tani, hogy lim P. - Q D, ahol D unitér diagonalmatrix és a Q

matrix az X matrix oszlopainak valamely permutaciéjabol all,
illetve tobbszdrds sajatértékek esetén a megfeleld helyeken X
oszlopainak linearis kombinacidéit tartalmazza (melyek valaszt-
hatok ugy, hogy egymastol azért linearisan fiuggetlenek legye-
nek). Mindenképpen ez a Q is az A matrix egy sajat bazisat tar-
talmazza, 1igy (3.18)-bol

lim Ak+J - lim PR A Pk = D*Q*0Qh Q~1 Q D - DhD,
k+°° &ms>

ahol . a diagonalisban valé permutalast jelenti.

Azaz AK egy diagonalmatrixhoz konvergal, ami A sajatérté-
keit tartalmazza (nem feltétlen csokkend sorrendben) egységnyi
abszolutértéki komplex Tfaktortdl eltekintve. Ha A valds, a ha-
tarérték mindig kiadja a sajatértékek egy permutaciojat. Ezzel
a tétel bizonyitisat befejeztik.

A bizonyitasbol az is kitlnik, hogy a konvergencia sebessé-
ge az abszolutértékben szomszédos sajatértékek hanyadosatol
flugg, elég gyors, ha a sajatértékek viszonylag egyenletesen
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oszlanak el. Ez a feltétel eltoldsos QR-transzforméaciodval javit

haté. A képzett sorozat ekkor:

Ag — A3 Qg — Q3 Rg — R3 Sg ~ 0}
ahol tehat a Q R matrixsorozat az A matrix QR-felbontéasa. Legye
nek az ..« tetsz6leges komplex szamok olyanok, hogy a so-

rozat egyetlen tagja se egyezzen meg pontosan az A matrix vala-
mely sajatértékével. Ekkor, ha

Ak-1 ~ sk-1 1 ™ Qk-1 Rk-1
QR-felbontas, legyen
Ak ~ Rk-1 Qk-1 * sk-1 1 3  (k-1323W.).
Konnyen lathatdé, hogy a
Qg Q2 Q7 Rk Rk R2 Rg a=1,2:

jeloléseket bevezetve

Ak = Pk-1 A Pk-

de
K
P[g Uy = _=ll’U —% i) .

k
A OR-transzformacio konvergencidjanak bizonyitasa azonban A"
helyett bevezetve a cp (A") értékeket (i=1323...sn), ahol

(A-s ) ,
i 3

I X

@A) -
* 1

sz6rél széra atvihetd az eltolasos OR-transzformacidra is, ha
az sg3 s sorozatra a fent emlitett feltételek teljesiulnek
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Megjegyezzik, hogy az A" matrixsorozat tagjainak QR-Tfel-
bontasat egyik esetben sem a Gram-Schmidt ortogonalizéacioval
végezzik, hanem sikbeli Tforgatidsokkal egyenként tiuntetjuik el
AN oszlopaibdl a diagonalis alatti elemeket. Illyen (Givens-ti-
pusu) forgatasokrol a kés6bbiekben még sz6 lesz.

Célszerild tovabba a QR-transzformaciét specialis (szalagsze-
rul, tridiagonélis2 vagy Hessenberg—feleS) matrixokra végrehaj-
tani, ezek alakja ugyanis (szalagszeri és tridiagonalis mat-
rixoknal csak Hermetikus esetben) a QR-transzforméaciodval szem-
ben invarians, igy a konvergencia sokkal gyorsabb. (llyen spe-
cialis alakra hoz6 transzforméaciokat a kovetkezd fejezetben i-
runk le). Altalanos négyzetes matrixokra gyorsabb a most ismer-
tetésre keruld LR-transzformacidé hasznalata, ami azonban tobb
bizonytalansagot rejt magaban.

e/ AZ LR-TRANSZFORMACIO (Rutishauser, 1958)

Tegyuk fel, hogy az A nxn-es matrix teljesiti a 3.3. tétel
feltételeit, azaz elé6li L R alakban, ahol L alsdé haromszog mat-
rix (diagonalisaban 2-esekkel), R pedig fels6 haromszog alaku.
Mivel L nem-szinguléaris, képezhetjuk vele a kovetkez6 hasonlo-
sagi transzformaciot:

L~2 AL=L-2LRL-RL.

1.1 Egy nxn-es A matrixot szalagszerinek nevezink, ha van olyan
k<n természetes szam, mellyel A elemeire

a..=0j li-j\>k j=1321,,.0,n)
teljesul.

2. / Egy nxn-es A matrix tridiagonalis, ha k=1 mellett szalag-
szerdi .

3. /7 Egy nxn-es A matrix felsé {alsd) Hessenberg-féle> ha eleme-
ire
a., = 0, 3<i-I {i=k+1, _,,-3n)

J
/a 0, g>i+l {i=1,2,...3n-k-1)/.

1d
teljesul.
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Ez adja az otletet a kovetkezd

iteracioéhoz:

legyen

de-

(3.19) Ag = A3 LQ = L3 Bgq = R3
és ha

(3-20) Ak-1 ~ Lk-1 Rk-1

LR-felbontds létezik, akkor legyen

(3.21) Ak — A RKk-1 k—132, .0..
3.5. Definicido: A (3.19), (3.20),

finidlt AN matrixsorozatot (ha van olyan K kiszob,
létezik LR-felbontasa) az A matrix

k>K esetén az AN matrixnak
LR-transz formaci6jonak nevezzik .

Ha az A egyszerd strukturaju,
tétel fTeltételei,

3.6. Tétel:
teljesulnek a 3.3.

sorozatok konvergensek, mégpedig
~
A 1
lim L, = I, lim Ry, = lim 4, =
k—)co k—»oo k~)oo

ahol tetsz6leges elemeket jelent.

(3.21) 0osszefuggésekkel

akkor a fenti

(Tehat az R™

hogy minden

négyzetes matrixra

L3 RM3 AN

matrix dia-

gonalisdban keletkeznek az A matrix sajatértékei.)

Bizonyitas: Vezessik be a kdvetkezd jelodléseket:

(3-22) Tk = LO L1 “°° Lk3 UK

Rk Rk-1

>"™ R1 RO

(k=1323...).
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Kéonnyen lathaté, hogy Tk szintén alsd haromszoég alakla, diagona-
lisdban 7-esekkel, Vk pedig fels6é haromszog matrix. Indukciodval
megmutathatd, hogy

(3.23) Tk Uk = Ak 3

azaz TkUk adja az Ak matrix LU-felbontasat (ami létezik, felté-
ve, hogy 4-nak is létezik LU-felbontasa). A konvergencia bizo-

nyitasa hasonlé a QR-algoritmusaéhoz, a sajatértékek elhelyez-

kedésének megfelelben itt is tobb esetet kuldnbdztetink meg:

i/ EI16szor tegyuk fel, hogy az A matrix sajatértékeire a

relaciok teljesilnek. Akkor

(3.24) Ak = Xhk X~1 = Xhk Y = Lx U~ k{Ly Uy).

ahol Y = X , Ly} Ly also haromszdg matrixok, diagonalisukban
7-esekkel, Uy, Uy pedig fels6 haromszog alakuak. Tegyuk Tfel
egyeldre, hogy az X és Y matrixra teljesilnek a 3.3. tétel fel-
tételei. Ekkor (3.24)-et tovabb bonthatjuk:

Ak

Lx Ix (A™ LxA k)kk

Uy
(3-25) — INX <] + (ahOI l:jorg Ek = O)
—LXU =* @hol @ = 0).

Az 1 + Fk matrix LU-felbontasa elég nagy k-ra létezik (mégpedig
a felbontids mindkét tényezdje az identitas-matrixhoz konvergal),
de az els6 valahany k indexre nem biztos, hogy létezik. 1igy a
QR-algoritmussal ellentétben ez az eljaras elakadhat valamely
korai lépésben, jollehet egészében konvergens. Ett6l eltekint-
ve a (3.25) oOsszefliggésbél lathatdé, hogy az 4™ matrix LU-fel-
bontasanak alsé haromszog tényezfjére
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(3-26) Il Tk = LX 3
gy
I lker = MM Tk ki = 3
EbbG |
™ - lim Rk Tk = Rk
@) 0 Ak+1 ke k+°°

Mivel R fels6 haromszdg alakiu és az An matrixok hasonléak, az
A.,sorozat olyan fels6 haromszoég matrixhoz konvergal, mely a
X£ szamokat tartalmazza nem-ndvekvé sorrendben diagonalisaban
=125 § )-

ii/ Ha J-nak nem létezik LU-felbontasa (ugyanez végigcsinalha-
té az A,matrixszal is, ha annak sem létezik LU-felbontasa),
akkor is van olyan P permutacioématrix, hogy

(3.27) PY =Ly Uy ,
amivel
Ak = XAk P3Ly Uy - (X PJI)(PAE P’)(Ly Uy)

Ha az XP3 matrixnak is létezik LU-felbontasa (L U ), akkor - az
i/-ben leirtakhoz hasonléan - lathat6é, hogy lim T/ és az

AN sorozat egy fels6 haromszdg matrixhoz konvergal, mely a sa-
Jatértékek P szerinti permutéacidjat tartalmazza diagonalisaban.
(A konvergencia tehat csak akkor lathat6é be, ha van olyan P
permutaciématrix, hogy a PY és XP3 matrixokra egyszerre telje-
silnek a 3.3. tétel feltételei. Ha A Hermitikus, akkor X - Yt

igy mindig van ko6zds P permutdcidomitrix.)

iii/ TObbsz6ros sajatértékek esetén (ha matrixunk egyszerd(
strukturajua) a bizonyitids analdg a QR-transzformacid konvergen-
cijjara kimondott tétel bizonyitasanak harmadik részével. Ek-
kor az 1 L matrix LU-felbontasanak kell l1éteznie, ahol Z
ugyanaz, mint a d/iii. részben volt. Ha A Hermitikus, pozitiv
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definit, ez mindia teljesul. Konnyen lathatdé, hogy ekkor az
I + matrix LU-felbontasa tetsz6leges k indexre létezik. Le-
gyen ui. PY =12 ¥, X P* = U2 L3t Mivel

X P* L = Ua L 3

ezért az L L matrixnak kell LU-felbonthaténak lennie. De L
valasztasa miatt kdnnyen lathaté, hogy a 3.3. tételben szerep-
16 O0sszes fominor determinansa legaldbb 1.

Nézzuk meg, mit tudunk ebb6l az A~ sorozat konvergenciaja-
ra mondani. A (3.22) oOsszefliggés miatt, és mivel

Ak = Tk-1 A Tk-1 3
ha iim Zk - LX (ahol az LX matrix az X matrix oszlopai vala-

mely &trendezésével nyert matrix LU-felbontasanak alsdé harom-
szo6g fTaktora), akkor

Iim Ay = Lyl ALy =Jv X1 AXU1=U y
pD AT YR ALY Y XX
ami fels6 haromszog matrix, diagonalisaban a sajatértékekkel.

(Ha X oszlopait atrendezzik, akkor A diagondlisaban a sajatér-

tékek még permutalddnak is, jelolje A O,,.,Xz a sajatértékek-

Zl’ n
nek a P szerinti permutacidéjat!)
. -2 .
Mivel ezért lim =1 es A » = L™ R miatt
k_:\OO
A .
Ao X

i%m R% Irm A7 - , amit bizonyitani akartunk.

0 n

Lattuk, hogy az LR-transzformacidé konvergenciajahoz sokkal
tobb feltételnek kell teljesulnie, mint a QR-transzformacioé-
hoz . A bizonyitasbdél az is kitlinik, hogy a konvergenciasebes-
ség Itt is a szomszédos sajatértékek abszolutértékei hanyado-
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doésanak maximumaval egyidtt no. A QR- és LR-transzformacidék hi-
vei még ma is vitatkoznak, melyik transzformacidé a jobb. Két-
ségtelen, hogy az LR-algoritmus konvergenciajahoz tobb kikotés-
nek kell teljesilnie altalanos négyzetes matrixok esetén, vi-
szont épp ilyen matrixokra ez a transzforméacidé sokkal gyorsabb,
mint a QR. Nincsen meg azonban az a jo tulajdonsaga, hogy spe-
cialis alaku (szalagszeru, tridiagonalis, Hessenberg-féle) mat-
rixokra a transzformdlt matrixsorozat megtartja a kiindulasul
vett matrix alakjat. (igy ilyen specidlis alaku matrixokra in-
kdbb a QR-transzformaciét szoktak alkalmazni, vagy a matrixot
elébb ilyen alakra hozni, ez azonban mar a kovetkez6 fejezet

témaja.)

4, A MATRIX ELOZETES TRANSZFORMACIOJAN ALAPULO MODSZEREK

Ebben a fejezetben is négyzetes matrixok spektralfelbonta-
saval foglalkozunk. Matrixunkat el8szOor azonban hasonlésagi
transzformaciokkal egyszeridbb alakra hozzuk. Ez &altalédban a
Hessenberg-féle alakot jelenti (szimmetrikus méatrixokra ez
tridiagonalis), és a transzformacidé () 1épésben végrehajthatd
nagy pontossaggal. A transzformaciok stabilitasadnak vizsgalatat
Id. CIlUl-ben.

A mar transzformélttmétrixokra részben specialis mddszere-
két (a sajatértékek behatarolasa Gersgorin-korokkel), részben
az eddig megismert médszereket (pl. QR-transzformacid) hasznal-
Juk, azonban az utdbbiak is annyira felgyorsulnak ilyen eset-
ben, hogy i1d6ben megéri az elb6zetes transzformacidé, és a pon-
tossaghol sem sokat veszitink (ezeknek a transzformaciodoknak a
folytonossaga miatt). A tovabbiakban mindig feltesszik, hogy
matrixunk valdos elemd (ui. valdés matrixokra a szdébanforgdé transz-
formacidknak konkrét geometriai jelentése van, igy sokkal egy-
szerldbben leirhaték), természetesen ezek a transzformaciok Kis
modositassal komplex eleml matrixokra is végrehajthatok.
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a/ VALOS SZIMMETRIKUS MATRIXOK ESETE

A matrixot el8szor tridiagonalis alakra hozzuk. Erre két
modszer iIs ismeretes:
i/ Householder moOdszere a matrixot sikokra valdé tukrézéseknek
veti ala. Ezeket rogton meg is konstrualjuk.

4.1. Teétel: Legyen A szimmetrikus, nxn-es matrix. Ez n-2 1épés-
ben tridiagonalis alakra hozhaté I1-2uu (Jul]D) - 1 alakd matrixok-
kal vald hasonlésagi transzformacidkkal (ez nem mas, mint az
EGEn normalisu sikra vald tukrozés).

Bizonyitas: (vazlat) Jelolje

0
r =
0 ’ ‘n-L bp-g
bz ©p
L
a mar tridiagonalis alakra transzformalt matrixot. Most meg-
konstrualjuk a P ,P.,..0JP 9 tukrodzések matrixat (melyeket az
egyszerlség kedvéért szintén ezekkel a betikkel Tfogunk jelolni).
Keresem a mAtrivnt az I_leilli T4 1 INAY I EaY B :\ﬁlakban L’jgy, hogy
b G sélss @
a1 = p ap, = ZZ .
St y 1
DS
0
¥ J

azaz AN az els6 sort és oszlopot tekintve mar az adott ala-

ki (X* tetsz6leges elemeket jelol, melyek pontos értéke a transz-
formacidé soran adodik). A megoldast az vektor kovetkezd va-
lasztasa adja:
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Jagy o N+ ay +-oor dfy -

a2l-b1
a 2 I“"2\/ o _
31 ahol = 2 aVvl és sign bn = sign a,
-1 d. 1 k=2 K1 1
a (a jegyveszteségek elkerilése végett).
ni
Ebb6l o - 7~21° Te9Yuk hogy az (-1-1)-edik lépés utéan
11=2i3i az elsé sor és oszlop a megfeleld helyeken mar

zérus elemeket tartalmaz, azaz matrixunk az

hi-2
(Gi-1)J i pCrr
a(i_l) ax - 23)
in
1 i-1 i-1
12ni" 4nn
alakot veszi fTel. Legyen most
L i-1). i-1)2
.- §+13 b P catizi? 4 e
0 + a§: 1
afdidy * b; n -1
U.. - i , ahol b.= 2 a (-1
=1 (i-1) k=i +1 Ki
ai+2ti
s sign hr - sign (-Dna
a (I-1) @ teségek elkeriilé
ni gegyveszteségek elkerilése
L

végett).
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Ebb61 adodik, hogy a; = ai(i‘l% Matrixunk a P..= 1-u ye.

i -1
(lhﬂ-“ =1) szimmetrikus, ortonormdlt matrixszal vald hasonlo-

sagi transzformacid utéan:
= P.AU ~1) P.

Vegyuk észre, hogy 31;32 elsé i-1 sort és oszlopot valto-
zatlanul hagyja, mivel els6é 1 elemét zérusnak valasztottuk,

Végul a

C=AM 2 - Pn—g - PQ f? A PZ 50 - Pﬁ_é

matrix mar a kivant alakl, ahol tehadt az eredeti A matrixot a

szimmetrikus, ortonormalt matrixszal valdé hasonlésagi transz-
formacionak vetettik ala. Mivel az A matrix is szimmetrikus,
elegend6 a transzformacidkat csak az alsé- vagy fFels6é6 felére
végrehajtani, mig a masik fele az Uy vektorok tarolaséara szol-
galhat (ui. az vektor elsd i1 komponense zérus, (i=132ia..3

n-2)) ,,

ii/ Givens médszere az A szimmetrikus, valos elemld matrixot
sikbeli forgatasoknak veti ala.

4.2. Tétel: Sikbeli forgatasokkal tetsz6leges nxn-es szimmet-
rikus matrix oszloponként (n-2 f6 1épésben) tridiagonalis a-
lakra hozhaté. Az r-edik f6 l1épés (r=132,0..3n-2) n-r-1 db
elemi forgatds szorzata.

Bizonyitas: Itt is konstruktiv utén bizonyltunk. A bizonyitast
most csak vazlatosan ko6zoljuk, mivel ez a nem-szimmetrikus
matrixokra alkalmazott Givens-médszer specialis esete, azt
pedig a fejezet b/ részében fogjuk részletezni.
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Tegyuk fel, hogy az r-edik f6 1épés elején matrixunk elsé
v-1 sora és oszlopa mar a kivant alaku (r=I1s2,0,,.,n-3)3 az al-
litas r=1 esetén nem jelent kuldondsebb kikotést az eredeti mat-
rixra. Ezutadn az r-edik sor és oszlop r+2300,3r+n-edik koordi-
natait tesszik zérussid ugy, hogy az elsé r-1 sor és oszlop val-
tozatlan maradjon. Ez elérheté az (r+1°r+2)3(r+lsr+3)30,,.3
(r+lir+n) koordindtak sikjaban val6é forgatasokkal. Az r-edik
Iépésben ez oOsszesen n-r-1 db. elemi forgatast jelent. Jeldlje
itt is a kapott ortogonalis transzformacidék szorzatat P, akkor
a kapott tridiagonalis matrix PJ A P,

A Householder-médszer \ 3 mig a Givens-moédszer n3 szoér-
zast tartalmaz. A négyzetgyokvonasok szama megegyezik. Tehat a
Householder-médszer a gyorsabb és programozni 1is egyszeribb.
Mindkét médszer gyorsabb azonban a Jacobinal, beszamitva a sa-
jatértékek most ismertetésre keruld meghatarozasat, a specia-
lis alaku homogén linearis egyenletrendszer megoldasat és a
sajatvektoroknak a P ortonormalt matrixszal valdé visszatransz-
formalasat.

Egy szimmetrikus tridiagonalis matrix sajatértékeinek meg-
hatarozasara bevezetjuk a kovetkez§ fogalmakat:

4_.1. Definicido: A pr(X)IpA_ 1(s)I.,,.Ipi(s),pd(xX) polinomsorozat
(ahol p~N(x) fe-adfoku polinom) Sturm-sorozatot alkot, ha p~ix)
nem azonosan zérus polinom, és pA"(X") - 0 esetén

p 2 P+2” 0"< A *  @®@=2y3y... jn-1)3

azaz a sorozat barmely nem-szélsd polinomjanak a gyokhelyén a
szomszédos polinomok ellenkez6 eldjellek.
Jeldlje V(x) a fenti polinomsorozat x helyhez tartoz6 elé-

jelvaltasainak szamat.

4.3. Tétel (Sturm tétele): A gn(X) polinom (a,b) intervallumbe-

li gyokeinek szama V(a)-V(b).

Most alkalmazzuk ezt a kapott tridiagonalis matrixra. Fel-
tehetjik, hogy b.?0 (i=l,2,,,,,03n-2)} ellenkez6 esetben a fela-
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dat alacsonyabb rendd tridiagonalis matrix sajatérték-feladata-
ra vezethetd vissza.

Jeldlje p~(A) a XI1-C matrix k-adik bal fels6 sarokminora-
nak a determinansat (k=132f...3n)3 p~(A) legyen az azonosan 1
polinom. Koénnyen lathaté, hogy p~(A) pontosan k-adfoku poli-
nom, tovabba igaz a kovetkezd rekurzib:

PO(A) - 13
P2(X) - X-o
2
pfe(A) - (X-ek) Pic-2(X)~bk-1 Pk-2¢(X)* (&-2,33.0.,n).
PnQ) - JAJ - Q\o

Kénnyen lathat6é, hogy a p~(A), (k=0313..03n) polinomsorozat
Sturm-sorozatot alkot. Mivel a p~(A) polinomok fd8egylutthatdja
1, a sorozat el§jelvaltasainak szama A>" esetén zérus. Iigy
Sturm tétele miatt a fenti polinomsorozat A helyhez tartoz6 eléd
jelvalasztisainak szama megadja a p~(A) = |JAJ - C\ karakterisz-
tikus polinomban a A-nal nagyobb gyokok szamat.

igy tehat az eljaras a kovetkez6: meghatarozzuk a fenti po-
linomsorozatot, Gersgorin-kérok segitségével (melyek valés mat-
rix esetén intervallumok) t4jékozdédunk a sajatértékek elhelyez-
kedéséré6l, végul a kapott intervallumokban fokozatos interval-
lumfelezéssel behataroljuk Oket.

Az eljéarasra Givens moédszerével egybekotve a fuggelék c.
részében FORTRAN program taldlhat6é. A médszer egy szimmetrikus
nxn-es matrix k legnagyobb (k< n) sajatértékét és a hozzijuk
tartozé sajatvektorokat adja az ott leirt opcidknak megfelelben

b/ VALOS NEM-SZIMMETRIKUS MATRIXOK ESETE

Matrixunkat most fels6 Hessenberg-alakra transzformaljuk a
szimmetrikus matrixokra ismertetett két moédszer valamelyikével.
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i/ Householder moédszere: |Itt is n-2 lépésben, sikra vald tukro-
zésekkel, oszloponként tesszik zérussa a nemkivanatos elemeket.
Legyen A (°"*=A és a k-l-edik Ck=lt2t ,,,,an-2) lépés utan (@ 0O-a-
dik 1épés a helybenhagyads, a kovetkezd particidé pedig AQ meg-

felel§ particidoja, ahol zérus elemek még nincsenek):

He-1 k-1 k-1
(kD _
T
0 i-k-1 1 Bk-1
k-1
Ebben a particidban mAr Hessenberg alaku, CkK _2*

Bk 2 a (h-1)-edik 1épés soran adoddé (nem specialis alaku) mat-
rixok, bj< 2 pedig n-k+1 dimenzidés vektor. Legyen a P~ ortogo-

nalis transzformacid a kovetkez6 transzformaciokbdél oOsszerakva
(a transzformaciok matrixat is ugyanazokkal a betlkkel jeldlom)

|
T | 0 }Lﬂ ahol g, = 1 _gk 2% -

% 7 _Ejfj_——é-_ ~keEn-k* HSfell -1
|k
Nl (En az n-dimenzios valés sukli-
k deszi tér)3

és a \\, vektort ugy valasztjuk, hogy az
k-1

ck-1Qk [k-1
A= p A (k1) Pk =

1 1
fk-ki Qk Bk-1Qk

L
k-2
matrixban bj< 2 els6é eleme kivételével zérusokat tartalmaz-
zon. A P™ transzformaciét felfoghatjuk egy normalisu sikra

valé tukrozésnek, ahol [IWMI-2 és elsé k komponense
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zérus, azaz
P =1 - 2wk w{ .

Konnyen lathatdé, hogy a megoldast a

ﬂ
[0
i 3
| o ‘A
(k-1) /” (R-1'%
ak+z,k i 4:Z+Z Qg
HfC (l(k_Z)
k+2,k
(k=1)
54
nn
“~
f?’l ( 2 ( ) n 1\' :-P
vektor adja, ahol d, = 2 5 a,;~]) + ak:;]k \/ 5 aﬁk—l) :
‘ i=k+1 *F AT i=k+1 *

és az elbjelet ugy valasztjuk, hogy a jegyveszteség a lehet6 leg-
kisebb legyen.

Ez Osszesen > n3 szorzast jelent. Maga a moédszer hasonldé a
szimmetrikus matrixokra leirt Householder médszerhez (természe-
tesen szimmetrikus matrixokra tridiagonalis alakot ad), azon-
ban a szamitdgépes program szervezése sokkal nehézkesebb, mi-
vel a matrix fels6 felét nem hasznalhatjuk részeredmények téa-
roldsara .

ii/ Givens modszere: n-2 f6 lépésbbl all. Tegyuk fel, hogy az
(r-1)-edik lépés utan az A matrix elsd r-1 sora és oszlopa mar
felsé Hessenberg alaku (r=1,2a.0.,n-2, de r=lI esetén a kijelen-
tés nem tartalmaz plusz kikotést az A matrixra), azaz a kovet-
kez6képpen particionalhato (itt egyelfre tetsz6leges eleme-
ket jelol):
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aAlr-1) _ 0 Xy,

r-1

Itt az r-edik oszlop bekarikazott elemeit kivanjuk eltintetni,
Ez n-r-1 l1épésben torténik (vagyis egyenként tesszik zérussa
6ket): a$ r-edik oszlop i=r+23 r+Z3.003n -edik elemét az

1
0
cos® - - . sin% - - r+i.
1
R
-s-in% - - . eosS§
0
r+1< N

matrixszal valé hasonldsagi transzformacid tinteti el, ami az
(r+13i1) sikban valé elemi forgatas, ahol

a(-1) (r-1)
cos9 __rHlyr 3 sin% %r -
(r—IY (r—IY (r_]_)z + é _1)
ar+13r a-ir +13r r
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(ha aAglév + év_i)z = Q, akkor legyen cosd = 1. sxn§8 = 0)
croiet Ry~ LU WS L

“.1) 6::1 a\f\:'%} cos% + aCV sxns.

4.2) a.g,r,) \EXI%’{]) st + 2l Jooss 3

4.3) é\gﬁ,l = C(ijl) oos% + afv b SO

“4.4) afyg - -a§€5¥ﬁ' stn6é + a§T [ cos$. (j=v+2,v+31.--jn

Az R A(r 2) R* . matrixban a (4.1) és (4.2) Osszefiggés az
elolrol, mig a (4-3) és (4.4) oOsszefluggés a hatulrél vald szor-
zast eredményezi (az els6 két transzformacid csak a fluggblege-
sen-, a masodik kettd csak a vizszintesen sraffozott részt
vdltoztatja az A(r-2) matrixban),

A Hessenberg-féle matrix sajatértékeit ezutan QR-transzfor-
macioval hatarozzuk meg. Bebizonyithatdé, hogy a Hessenberg-mat-
rix alakja QR-transzformacioval szemben invarians, ami a transz
formacid elvégzését nagy mértékben leegyszeriusiti (1d. C6]),
Végil a sajatvektorokat a specialis alaklu homogén linearis e-
gyenletrendszer megoldasaval kapjuk, majd transzformaljuk O6ket
a Hessengberg-alakra hozas ortogonalis transzformaciéjanak a
transzponaltjaval. Erre talalhaté FORTRAN program a fuggelék
d. részében.

Itt tartom lényegesnek megjegyezni, hogy a QR-transzforméa-
cio lépéseiben magat a QR-felbontidst nem Gram-Schmidt-féle or-
togonalizéacioval szokas veégezni, hanem elemi forgatasokkal te-
szik zérussa az egyes iteracios lépésekben kapott matrixok dia-
gonalis alatti elemeit.

Tekintsik a kiindulasul vett nxn-es A matrixot. Kdénnyen
lathat6é, hogy az els6 oszlop 6=nin-1,,,..,2-edik elemét az
SCl matrixszal valé6, elolr6l torténd szorzas tinteti el, ahol
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(a felsé

jeloli,

elemeit eltintetd

rozattal
lopokra,
kez6:

(4.5)

(4.6)

ahol

cos3 __ -
Ji , al
1 1
0
S = -stnd - (oso —
Jr
- 2
I
0
a f_i>
(C=nin-1, ., 2) valasztéassal érhetd el
3l a~~3)
11
index mindig az el6z6 lépésben kapott matrix elemeit
AN N = A) i1gy tehat az els6 oszlop diagonalis alatti
transzformacié az 2o 3D Sni matrixso-

adhaté meg. Ezt végrehajtva az 233, .0.Mn-1-edik osz-

az A matrix OR-felbontdsaban szereplé Q matrix a kovet-

m-1 m
n n
i=l 3=n-i+l
n m
m>n esetén. n n p
= 3=i+l i
Ei ' "
|
| I
~1 ‘ '
- - 0033j7. —-: =8Ny .. =~ - -~ z
= P = | Z‘u !
Jd 1
( o ‘
' 1
—~ o BN s ) e man OB e e i s 7
(.77’ cjfz‘
| \ 1
} |
L | 7
-7
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Az R = Q*A matrix az algoritmus miatt fels6é haromszodg alaku.
Ez az elballitas azért is lényeges, mert lathaté, hogy
Hessenberg (ill. szimmetrikus tridiagonalis) matrixok esetén a
(405) és (4.6) szorzat pusztan n-1 tényez6b6l all, azaz a QR-

transzforméacié elsd lépése utan:

o iSE, ‘Sn,n—l Wy —1

A (4.7) 0Osszefiuggésb6l konnyen lathat6é, hogy a kapcsos zardje-
lekben 4116 hasonlésagi transzformacidk a Hessenberg-féle
(szimmetrikus tridiagonalis) matrix alakjat nem valtoztatjéak
meg, tehat igaz a kovetkez6 allitas:

4.1. Allitas: Hessenberg-féle és szimmetrikus tridiagonalis
matrixok alakja QR-transzformacidéra nézve invarians.

5. ALTALANOS VALOS MATRIXOK SZINGULARIS FELBONTASA

a/ A QRPS-ALGORITMUS (1982, 1d. C22)

A 3.2. tétel alapjan lehetséges a OR-algoritmus kovetkezd
altalanositasa tetsz6leges valdés matrixra. Legyen A mxn-es va-

16s matrix és AN"* = A. Képezzik a kdvetkez6 sorozatot: Legye-
nek

(.1 Ak®D) = « és

QR-felbontasok, ahol tehat Q(k_l) it P moes inn. nxn-

es ortogonalis, R~ 2~ ill. AN pedig mxn-es 1ll. nxm-es
felsdé triangularis matrixok. Ekkor legyen



(5.2) A - /c—DPF 1\ igy A{K - 1HQCk 2)
(fe-ij2j . .0)
Konnyen lathaté hogy LK) - 6k_1) AGEDPRD - Gho) Q(k_l)
és P(k_l) ortogonalis matrixok, 1igy a sorozat tagjainak szingu-
laris értékei megegyeznek (a szingularis felbontds definicidja

és a szingularis értékek egyértelmiisége miatt).

5.1. Tétel; Az igy képzett sorozatra

zvm AK) _ 83

k>

ahol A - V S UT szingularis felbontés.

J 3
5.1. Lemma: A AJ— AlgpzA\(/p) > A (2k>A(2k>* kdézbnséges
QR-sorozat. Hasonlé  igaz az AUDAUD NAMAQGr ,@k+D)
/@2k+1)3 sorozatra is.

A lemma bizonyitasa: A k-adik lIépés utadn (k=01li2i0.0):

AQRKARK  _ QKR (2K)p (2k)s (2k)
(5.3) Q(2K)A (2k+1)s (2k)
Q" Kk~ 2741) 2k+1) 2k) j

ahol 2k™g (2k+1”™ ortogonalis, R((2¥+1)s(2k) pedig fels6 trian-
gularis matrix. (5.3)-ban a jobboldali szorzat tényezdit fel-

cserélve :

R(2k+1)s (2k)Q(2K)Q(2k+1) _ R(2k+DA2k+1)J Q(2k+D)

_ R@k+D)p(2k+Ds(@k+1)Q(2k+1) _ A(2k+2)A(2k+2)3

azaz a sorozat (k+l)-edik tagjat kapjuk.
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Az AN AN -/ 3)AEB)> A(k+1) {2k+1)J

sorozatroél is hasonldéan lathaté, hogy a sorozat egymast kovetd
tagjai a kozonséges OR-algoritmus képzési szabalyat kovetik,
ahol a sorozat tagjainak QR-felbontasa:

.4) AQK+DARK+D1 _ {Q@k+DQ(2k+2) HR (2k+2) s (2k+1))

Ezzel a lemmat belattuk. Hasonldéan bizonyithatdé a kdvetkezd

lemma is:
5.2 Lemma: A~ AhZ) A D A2k f2K) es
AU) ° 4 (2k+J)" is kozonsé-

ges QR-sorozat.

A lemmak bizonyitasa utan a tétel mar néhany észrevétellel
visszavezethet6 a 3.5. tételre.

A tétel bizonyitasa: Legyen

(5-5) VA = Q(0)QU) ... QCk\ U = POP)-.- P{O
(k=031>23...)

Ezekkel

G .6) A(k-np(C.k-1)_

A(k-2)p (.k-2)plk-1) _ _v<.k-D)* A )

s

Mivel A = V S U3 szinguléaris felbontas, a Eén Lfk) - U és a
=@

Hm . _ V dsszefiggésekbSl Hm ¢ _ S mar kovetkezik
(5.6) alapjan.

* T
Az A A +A(2)A:2) = _.. sorozat (mivel az A AS matrix QR-
sorozata) tagjainak QR-felbontadsdban szerepld ortogonalis mat-
rixok szorzatardél viszont a 5.3. tétel és annak bizonyitasa



alapjan tudjuk, hogy

nm <«(V J))(e(2)e<3)> ... <ei2k)QiBk+n ) - v,
ko

ugyanis az A A”métrix szingularis felbontéasa V 82 V.', ami
- mivel A A3 szimmetrikus, pozitiv szemidefinit - egyben spekt-

ralfelbontds is. Azaz 1-Om 7V - 7.
kac
A>-7 sorozat paros index( tagjainak konvergenciaja a 5.1,

OXoLi

lemma mdsodik része alapjan bizonyithaté. Mivel A

spektralfelbontasa (Q(0) V)S2(Q{0) 7) , az 5.3. tétel és az
(5.4) 0Ossze fuggés miatt

lim Q™D QM#)). .AQ<ix-1)o}2k) ) = QO 7I
amibél - mivel nem-szingularis - kovetkezik, hogy

lin 0290 = T3y 004D 420 ;.

K*_oo k=00
gy Hm 7(0 - 7.

A ZHm E/(k) - ¥ Osszeflggés hasonldan igazolhaté a 5.2. lem-
ket
ma alapjan. Ezzel a tételt bebizonyitottuk, sét mellette meg-

kaptuk az U(k) és 7(k) sorozatok konvergenciajat is.

5.1. Definici6; Azt az eljarast, amely az A matrixhoz az (5.1)
és (5.2) osszefiggésekkel meghatarozott sorozatot rendeli hozza,
QRPS-algoritmusnak nevezzik, az (56.1), (5.2) altal definialt
sorozat pedig az A matrix QRPS-sorozata.

Ha az egyes l1épésekben a OR-felbontasokat itt is a 2.A. té-
tel konstrukcidja szerint végezziuk, akkor a zérus szingularis
értékek itt is utolsdénak addédnak ki, az U ill. 7 matrixoknak

pedig az utolsé n-r ill. m-r oszlopa forgathaté el tetszélege-

sen az I m (A " ill. Im(A™~ altérben (mivel a P™k”™ ill. Q~k~



49

matrixoknak az els6 v oszlopa van csak egyértelmien meghataroz-
va a Schmidt-ortogonalizaciéonal adott konstrukcidé szerint), e-
zek az oszlopok viszont amugyis tetszblegesen valaszthaték az
izotrop altereken belik, mint azt az 1. fejezetben lattuk.

A QRPS-algoritmus geometriailag jol szemléltethetf. Tekint-
sik ugyanis az A mxn-es matrixot, mint egy A:E +E [linearis

transzformacio e” . @nGE ill. 13 3£m6£h bdzisokra vonat-
koz6 matrixat. A Q és P ortogonalis matrixok az e~ en
ill. az ,,0J A*f vektorrendszert ortogonalizal jak az E
ill. E térben, igy B P~ONéppen az A leképezés mat-
rixat jelenti az uj bézisokban felirva. Az iteracidé soran az
uj baziselemek A - i1ll. ~""-képeit ismét ortogonalizaljuk,
mindkét térben egyidejileg. A 3.1. tétel bizonyitasanal lattuk,
hoay Hm Q(® o) = v i, tim p () Pw  —

+ fe-yco

azaz ezeknek a bazistranszformacidknak egymasutani alkalmaza-
saval a transzformalt € j3*ox38p il {13_f 3 bazisvektorok
az U ill. V matrix oszlopvektoraihoz (azaz a sajat bazisparhoz)
kovergalnak az E~ ill. E™ térben. Ezért a QRPS-algoritmus a
hatvanyiteraci6 téglalap alakl matrixokra vonatkozé altalano-
sitasanak tekinthetd.

Most alkalmazzuk a QRPS-algoritmust Ugy, hogy a k-adik lé-
pésben az IS
A (k-1 )J

matrix OR-felbontasaval péarhuzamosan nem az

matrix OR-felbontasat végezzik el, hanem ha

G D - Q« Gkel,2, .. )

k-1)J

QR-felbontas, akkor képezzik az R matrix QR-felbontasat,

és az ebben szerepld fTelsd triangularis matrix transzponaltja
leqyen A(k) Azaz képletekkel: ha

(5.8) r&-1)  _ p(k-1)s(k-1)

QR-felbontéas, akkor legyen

(5.9) A0 ° - ek-T)  qrq M0K) _ A Kk-1)p(k-1)
*=1,2,...).
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gy AGO Gk=132i ...) alsé triangularis alaku. Az is konnyen l1at-
haté, hogy

A(k-Dp<ik-D) _ Ra-Dp(k-D _ A®K

ahol $<k_l)3 P(k_l) ortogonalis matrixok, iIgy a sorozat tagjai-
nak szingularis értékei megegyeznek.

5.2. Tétel; Erre a sorozatra 1is tim‘A(ED S, ahol a = V S U3

k/\TM

szingularis felbontas.
5.2. Lemma: 4CjV 2)V *V *)' o-o=m k6zonséges QR-sorozat.

h lemma bizonyitasa: Mivel

= QUORCK)SCk-D  (py3p,

QR-felbontasanak ortogonalis tényezdje Q(k), felsé triangula-
ris tényez6je RMNk"S™k *” (hiszen az RM"k™és S~k N fels6 triangu-
taris matrixok szorzata is fels§ triangularis), a QR-sorozat
covetkez6 tagjat a két tényezd Telcserélésével kapjuk, ami

R(s (k-1)Q (k)= R(Dp (K)p (K)I A(K)" Q(k)= A(k+DA(k+1)”

ezzel a lemmat belattuk.

A lemmab6l az is lathatd, hogy ez algoritmus azért gyorsabb,
mert itt az elsd Iépés kivételével minden l1épésben a kapott mat-
rixnak sajat transzponaltjaval vett szorzata adja az A(l)A(l)*
matrix kdézonséges QR-sorozatat. Az eredeti QRPS-algoritmusnak
csak minden mésodik lépésérdl lehetett ezt elmondani.

A tétel bizonyitasa: Legyen most is

V&K = Q(0)QU \ 0.Q(k\ u(K)=P(O)PU )...P(K) 0c=132,a..).
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Az 5.2. lemma miatt

(5.10) un A(K\ ~ ~

= S2 ésUn «<3V 2>...8(,t)

hiszen mivel A(i) - Q) A P(@), ezért a(na() =Q¢) AA* Q<Z°\

igy AMANTA =(QM0) V)S2 (@~ V) spektralfelbontas. Ebbdl

lim - lim =V és az elé6bb elmondottak sze-
k==

rint az

matrixban az utolsé diagonalis elemek lesznek zérusok, ha
@)

r = rang A ) - rang (&) <m.
Most bebizonyitjuk, hogy ebbsl lim A% = s kévetkezik.

k>
Jerstje a9 ci=r 2, .

.., M) az é(k) matrix sorvektorait, azaz

AK) _ L. (.. ud7s

ahol a.(k) utolsé n-i koordinatija zérus

,-m). Az (5.10)
Osszeflggés miatt:

¢s-11y @m{ﬁ'(“M@")A_ — Frm 2 CO” EJ(_k) - 652

(I<i1}Jd<m)o

Teljes indukcioéval bebizonyitjuk, hogy ebbél a fenti Tfeltételek
mellett Iim(,A(k))A.-

k+®
natadkat a masodik

6/\.- S (I<i.j<m) kovetkezik. (A koordi-

index jeloli.) Mivel

ai2

,,g*)' L) _ U )2
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es .(5.11) miatt Zim a.,ge) - 2 3 ezert Zim AP -
B0

Elég a nem-negativ gyokdket tekinteni, hisz az (56.9) Ossze-
flggés miatt az A'r) matrixok diagonalis elemei nem-negativak.

. - - k) - _
Ha mar tudjuk, ho Iim a(. = 6_ .S -2..00. a p<i
I gy iy b 6% a P) p

(i<r=rang(A) ) iIndexekre, akkor mivel

(kI oM ? 1c Cfe s
-12) St p j-2 1(+i,o Pg ® ootyi)]

és (6.11) alapjan ilyen p indexekre Zim alq-:; _/(E) 0] ezért

az (5.12)" 6sszefliggést a p=132,0,,.3i indexekre egymasutan al-

kalmazva

A af -0 2.0

adodik. Ezért, és mivel szintén csak 5.11 miatt

Iim éiq?% Q.C.PZ)— zim JE a(k)2 - s?

Kt <« i+ 3 i+l
ebbdl im - SjiT kovetkezik, (hiszen az Adt) matrixok
_.'_’,

diagonalis elemei nem-negativak).

Ha akkor az i1e{r + 2 m } indexekre az ag@ g=1s3.
r-1) elemek zérushoz valé tartasa kovetkezik a

lim a.(k)‘] a(k) = 0 (p=13,,u,,3v) Osszefluggésekb6l, de mivel

k+° t P
lim - 0 (g=r+1_,,,0,i-1). ebb6l Zim a~? = 0 nem kdvetke-
ze.
zik a j=r,..u>i-1 indexekre. Viszont

kO k 1 k
lim a:( ) a\( =0, hiszen .- 0 (i>r)3 1gy Zim E a ( - 0,
fe+ec ~ A A fes0 J 4 3

amib6l Zim a.(k)— 0 mar kovetkezik. Azaz, ha 5 utolsé m-r dia-

gonalis eleme zérus, akkor A utolsé6 m-r sora is zérushoz
konvergal. Tehat az algoritmusban a QR-felbontasokat a Gram-
Schmidt-ortogonalizaci6é szerint végezve itt is igaz a QRPS-al-
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goritmusnal emlitett egyértelmiség.

Az eredeti QRPS-algoritmusnal adott geometriai szemléltetés
itt is elvégezhetf: az En ill. Em térben sorozatos bazistransz-
formacidkat végrehajtva a két tér bazisai az 5.2. tétel alapjan
itt iIs a sajat bazisparhoz konvergalnak. Itt a bazistranszfor-
macidé azonban kétszer olyan gyors, mint a QRPS-algoritmusnal,
hiszen mihelyt az egyik térben felvettink egy uj béazist, az
leképezés matrixat rogtdon ebben tekintjik.

Megjegyzem, hogy az A(k) matrixok (k=0,132,..») QR-felbon-
tasat természetesen nem a Gram-Schmidt-féle ortogonalizacioval
végez%gk, hanem oszloponként elemi forgatésokkaI.tUntetjUk el
az A matrixok diagonalis alatti elemeit, mialtal azok foko-
zatosan fels6 haromszog alakuvéa valnak.

Tekintsik csak az elsd l1épést. Azaz, ha A - A3 n,,

valdés matrix, akkor a OR-felbontdsaban szerepld mxm-es ortogo-
nalis matrix a kovetkez6:

m-1 m
m<n esetben: Q= n n P - s - - .
3=v+I1 d3
(5.13)
n m
m>n esetben: Q= n (] P ,.,
3=1 o=z+I
ahol
Il o 1
—  eos% -s™Mn% ... - N 1
f 1 ;
5.14 P. =
(5-14) at i -
— szn% —  00s% .. —_—
¢
! | 1
- ( - I
I o
i.
it
a .
tgh .. =

(*-gal mindig a produktum megel6z6 tagjaval transzformalt mat-
rix elemeit jeloljuk).
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Ha a QR-felbontas egyértelmiiségére tett feltételek is tel-
jesulnek, akkor ez az eljaras a Schmidt-ortogonalizacidjaval
azonos eredményt adja és annal sokkal gyorsabb. A 2.a. tétel
bizonyitasaban tett feltételek teljesilnek, ha az input A mat-
rix oszlopait uUgy rendezzuk at, hogy vesszik az elsd nem-zérus
oszlopot, majd mindig a legkisebb indexd olyat, amely az el6-
z6ektdl linearisan fuggetlen. A kimaraddé oszlopokat tetszés
szerint vehetjuk sorba (mondjuk természetes sorrendjikben),
hisz ezek az Im(GA~"altérben helyezkednek el, 1igy a bennik lé-
v6 nemkivanatos elemeket eltintetd elemi forgatasok is az Im(A)™-
altérben forgatnak, és lattuk hogy a Q matrixnak az ebbe az
altérbe es6 oszlopai is tetsz6legesen elforgathatok.

A fenti 4atrendezést a sorozat tobbi tagjara is el kell vé-
gezni, ez azonban nagyon egyszer(i, mert az matrixok
(Gk=li2io,,0) als6 triangularisak. igy, ha az i-edik oszloppal
bezarolag az oszlopokat mar igy vettuk sorba, akkor az (i+l1)-
edik oszlop pontosan akkor linearisan flggetlen az 6t megel6-
z6kt6l, ha az addig atrendezett A($D matrix i-edik diagonalis
eleme nem-zérus. Ezt kell tehat csak ellenérizni az (6.13) Tfor-
muldk kulsé produktumaban minden i-re, és zérus diagonalis elem
esetén az A(k) matrix kovetkez6 oszlopat venni. (Ekkor a (5.14)
formuldban szerepl§ szogek is mindig kiszamolhatok.)

b/ AZ SVD-ALGORITMUS (Golub és Reinsch, 1970)

Az ismertetésre keruld algoritmus jol bevalt valos tégla-
lap-matrixok szingularis felbontasara. A matrix elbzetes bi-
diagonalis transzformacidja miatt azonban a kés6bbi transzfor-
maciok geometriai jelentése nem kévethet6 ugy nyomon, mint a
ORPS-transzformacional. A modszer részletes leirasat Id. C8-
ban.

Legyen A mxn-es valdés matrix @m>n feltehetd8). Ezt elfszor
fels6 bidiagonalis alakra hozzuk (azaz nem-zérus elemek csak a
fédiagonalisban és kozvetlenul felette allnak) a kovetkez6 or-
togonalis transzformacidkkal:
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9 pq ) Q(n—2)_

p®  p 2 x @y T (k=130.0jn)j
ahol

s @ _ 3, -2 @, ® (k-1j 0..In-2)J

\)

az 5( BEm ill. v 6Pn normalisu sikokra valé tikrozések. Az
E(*D @ vektorok megvalaszthatok 0gy, hogy a transzformalt
matrix az els6 k oszlopot ill. sort tekintve a fenti alaku le-
gyen. A kapott matrix tehat bidiagonalis és szingularis érté-
kei az A matrix szingularis értékeivel egyeznek meg, szingula-
ris felbontasdnak ortogonalis matrixai pedig az 6t bidiagonalis
alakra hozé ortogonalis transzformacidék transzponaltjaval valo
visszaszorzas utjan nyerheték, hisz hasonldésagi transzformacio-
kat hajtottunk végre rajta. A tovabbiakban az A matrixroél fel-
tesszik, hogy mar felsd bidiagonalis alakra hoztuk. Képezzik a

kovetkezé sorozatot:
LAU) = SU ~iy At-DT - (=1j2, .a0)3

ahol az S(A) ill. T(i) ortogonalis matrixok n-1 db. elemi for-

gatasbol allnak 6ssze agy, hogy

eltoldsos QR-sorozat. Hogyan kell ehhez az SC') és TC')
matrixokat megvalasztani?
Tekintsik csak az els6 lIépést. Jeldlje A = A\ S =

T = T(0). Legyen
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S S2 S3 .o0. Sn , T T2 T2 ... Tn ,
ahol
0
S, - oos%,k -sinQ mxm-es3
oos% § o

) 1 "

) 1

1

k-1 k.
1 i
1 L
1 i

00S%I™ -sin% 2. nxn-es,

r, - sin%l aosk K.
1 1
!
!

! 1

k-1. k.

matrixok a,,,n).

Legyen g egyeldre tetszfleges. A szdgeket
sorrendben valasztjuk meg, pusztan arra ugyelve,
hogy az SJ A T - A matrix is fTelsd bidiagcnalis maradjon. Mi-

vel

qj oos@g2+e2sin(fP2 -g” sing2+e % 88§85§ 0
.o 0 0]
qO0 sir<p>0 2 e3 U

0 0
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0.,-t ugy valasztjuk, hogy az S* A T2 matrixban a diagonalis a-
latt zérus elemek alljanak, azaz

q2 sinip2

(5-15) 2 - q cosy2+e2 s™ncp2

«2 valasztasa miatt

cos %2 (qjcos 2+e2 siny2) cos%2(-g~siny2+e2cosy?2)

+sin 2 g2sin 2 2 ) &SSTh%z[\
0 -sini2 (-qjSin g2+e 2cos y2)
S2AT2 = )
+cos%2 (gq2cosy?2) e300S02
q3 e4
°en
gn

Ezutdn cpMat ugy valasztjuk meg, hogy S2 A T2T~-ban az els6 sor
harmadik eleme zérus legyen, azaz

e sin%9
/r*16) n

3 ~ cos%g(-q”siny2 + e2cosy2)+ sin%2q2 <cosy?2

...S.i.t. S _eltinteti az (i3i-1) pozicidébeli elemet, de az
(i-1,i1+l) pozicidban egy-nemkivanatos elemet hoz be, amit TA+/”
tuntet el (i=2_..... n-1),, Vécnil S eltinteti az (n™n-1) pozicio-
ban 4116 elemet és csak e™-t valtoztatja meg. Vegylk észre, hogy
TN csak az i1-1 és -t-edik sorban és oszlopban, mig az i-1 és
i-edik sorban, ill. az i-1, i, i+l-edik oszlopban okoz valto-
zast (i=23.,,,,sn-1).

Mos megvalasztjuk a y2 szoget ugy, hogy A A+A A egy elto-
lasos OR-algoritmus els6 1épése legyen. A feltételeket, melyek-
nek ehhez teljesiulni kell, a koévetkezd (Francistol szarmazo)
lemmdb6l olvashatjuk Ki:
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5.1. Lemma: Legyen az M szimmetrikus, tridiagonalis matrix

(azaz nem-zérus elemek csak a fodiagonalisban és kozvetlenul
alatta ill. felette talalhatdk) tetsz6leges, de most rogzitett
b valés szammal képzett eltolasos OR-transzformaltja M. (Azaz,
ha az M-bl matrix OR-belbontasa akkor

Nb=h % *Dbl = «i M % >

Legyen T tetsz6leges olyan ortogonalis matrix, melynek elsd
oszlopa megegyezik Q" els6 oszlopaval és amelyre T3 M T szin-
tén tridiagonalis. Ekkor van olyan D diagonalis matrix, diago-

nalisaban +l1-ekkel, hogy
T - Qb Do

Bizonyitas: Tekintsuk azokat a T = (tj—2 °°“ -ra? orto9onalis
matrixokat, melyeknek elsd oszlopa, egyeldbre tetszdélegesen

rogzitett és melyekre a

M T = M=(m 2o

My 2 £y
matrix tridiagonalis. Belatjuk, hogy ekkor tci3..0’?t.YI eléjeltol
eltekintve egyértelmlen meghatarozott, vagyis az ilyen tulaj-
donsagu matrixok egy, a megfeleld elbjeleket tartalmaz6é diago-
nalis matrixszal vald szorzas utjan kaphatdok egymasbol. Mivel T

ortogonalis,

M .

I
—

(5.17) M T
A két oldalon az els6 oszlopokat egyenlévé téve
M t] = mat * m21 t2

adoédik. Ebbél, mivel 13 3-n ortonormalt rendszer,.

(5-18) +1 M ti =722
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(5.19) m22 t2 = M ti - mijj 0

amib6l \m™\= JIM *"2~-mn t~|la T matrix fenti valasztasa mellett
konstans. 1igy (5.19) miatt t egy +.l-es szorzétol eltekintve
egyértelmien meghatarozott. Most (5.17) két oldalan a masodik
oszlopokat egyenl6vé téve, M tridiagonalitasa miatt

MU w222 722 _2 r32U

és, mivel T ortogonalis,

(5-20) m12 = ’j M *2 >
-2 w2 2 M -2 3
(5-22) W32 43 = M £2 ~ 12 i ~ 22 U >
melyekbd6l | = \\M ~ -1 ~ ™22 —-2H a T m~trix fenti va-
lasztidsa mellett konstans. 1igy (56.22) miatt is +7~es szorzo6-
tol eltekintve egyértelmiien meghatarozott. Hasonldéan lathaté
be az allitéas _ > _npre is.

Legyen most a Q™ matrix els6 oszlopa. Mar csak azt kell
megmutatni, hogy M Q" is tridiagonalis, hiszen akkor
az elbBbbiek alapjan a tétel allitasaban szerepld T matrix D

alakban all elé.

Ugyanis az M-bl = Q™ R szimmetrikus, tridiagonalis matrix
QR-felbontasdban szereplé Q" matrix az el6z6 fejezet végén mon-
dottak alapjan eléallithaté n-1 db. elemi forgatads szorzataként,
melyek a diagonalis alatti elemeket tintetik el. PI.

) - FA.0.Fn_~, ahol F* az (i“i+1l) koordinadtédk sikjaban forgat
(i=13_.._.jn-1). Akkor

(5-23) % M % = Fn-1 V1 MF1,F2 n-1
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Kéonnyen lathaté, hogy M szimmetrikus volta miatt a kapcsos za-
réojelekben allo matrixok tridiagonadlisak maradnak (ui. elemi
forgatasokat hajtottunk végre rajtuk, mindig a megfeleld he-
lyen, két szomszédos koordinata sikjaban). Ez ugy is fogalmaz-
hat6, hogy szimmetrikus, tridiagonalis matrix alakja QR-transz-
formacidval szemben invarians. Ezzel a tétel bizonyitasat befe-
jeztik .

Az eredeti fSIadatban ¢§ valasztasara visszatérve, legyen b
tetsz6leges (@@= valdés szam, jelodlje M az A3 A szimmetrikus,
tridiagonalis matrixot, M" pedig ennek a b valds szammal kép-
zett eltolasos QR-transzformaltjat (az elb6bbiek miatt a mat-
rix is tridiagonalis).

Mivel M tridiagonalis, @" megvalaszthatdé ugy, hogy T" elsé
oszlopa M-bl els6 oszlopanak legyen skal&rszorosa:

72 e2
q2-b

(5-24) g =

Mivel a T6300.3TYL matrixok definicidjuknal fogva M-bl els6 6sz-
lopat mar nem valtoztatjak meg igy T = Tg -0 Tw els6 oszlopa
is M-bl els6 oszlopanak skalarszorosa. De M-bl - Q" R™ miatt ez
skalarszorosa Q" els6 oszlopanak is (mivel a Gram-Schmidt-or-
togonalizacio szerint ez az M-bl tridiagonalis matrix els6 osz-
lopanak normaltja).

A bidiagonalitidsa miatt (ezt csak a p 96 lS %w
szobgek valasztéasaval értuk el),
A* A= T3 A* AT=T3MT
is tridiagonalis. Az 5.1. lemma alkalmazasaval T - D3 ahol

D diagonalis matrix diagonalisadban +2-ekkel. Az M-bl matrix
QR-felbontasaban Q™ oszlopait megfelelben elbjelezve T =

azaz AJ A = M. 1gy A3A -+ A* A valdéban egy eltolasos QR-algorit-
mus elsé lépése, ahol az eltolas b paraméterének értékére tet-
sz6leges, gg—tGI kilénb6z6 valdés szamot valaszthatunk. Wilkin-
son HIID megmutatta, hogy a konvergencia akkor a leggyorsabb,

ha b az M matrix alsé 2x2-es sarokminoranak a kisebbik sajatér-
téke. Ezen alapszik a C8D-ban leirt program is.
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c/ A QPRS- ES SVD-ALGORITMUS OSSZEHASONLITASA

Tegyuk fel, hogy az A mxn-es valdés matrixot mar felsd bidia-
gonalis alakra hoztuk. Erre alkalmazzuk a QRPS-algoritmust.

Mivel A egyben felsd trianguléaris is, QR-felbontasa JN A.
Legyen az A matrix QR-felbontdsa P S, ahol a P nxn-es ortogo-
nalis matrix A sorait orotogonalizalja, S pedig nxm-es felsé
triangularis matrix. A sorozat képzési szabalya szerint A"N=APa
melynek QR-felbontasat jelolje Q R, ahol a Q mxm-es ortogonalis
matrix A P oszlopait ortogonalizalja, R pedig mxn-es fels6 tri-
diagonalis alakd. A(Z)3 = S 1 3 melynek OR-felbontasa 1 S3 igy

(5.25) AK6) = Q A P

Az 5.2. lemma szerint a A3A zhA(Z)* A(Z) hozzarendelés QR-transz-
formécio.

A P és Q matrixokat most nem A3, majd A P oszlopainak orto-
gonalizalasaval allitjuk eld, hanem elemi forgatidsok szorzata-
ként. Ha az oszlopokat itt is a Gram-Schmidt-ortogonalizéacidval
szokasos modon vessziuk sorba, akkor a P és Q matrixok egyértel-
mivé tehetbk az elsd r oszlopot tekintve, ahol v=rang(A). Mivel
A3 és A P also6- ill. felsd bidiagonalis alaku, az oszlopok li-
nearis fiuggetlenségének ellendrzése nagyon egyszer(. Fels6 bi-
diagonadlis matrixoknal ugyanis az i-edik oszlop linearisan fugg
az el6z6ekt6l, ha q -=03 als6 bidiagonalis matrixoknal pedig, ha
e™+j=0. Illyen esetekben azonban matrixunk két alacsonyabb rend(
matrixra hasithaté szét (melyek fels6- és alsé, ill. alsé6é- és
fels6 bidiagonalis alakuak), és melyek szinguléaris értékeit ki-
16n-kaldn meghatarozva az eredeti matrix szingularis értékeit
kapjuk.

Feltehetd tehat, hogy az oszlopok linearisan Tiggetlenek.
Ekkor az elemi TfTorgatasok leirasa a kovetkez6:

Legyen P - Pci Pé .- PWS ahol
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—cos(p.v -sin <pv. i-1,,
P . ——-smmYi cos m. - 1o
|
|
i-1. i.

épp az -t-edik diagonalis alatti elemet tinteti el /”-ban. Eh-
hez a Py (i=2y...3n) szbgek valasztasa a kovetkez6: mivel

qlcosV2+e25iny2 gq2sin<v2

* -q,sin 2c0s<s>2 q200s

adodik.

a (2.1) poziciodbeli elemet zérussa téve tg%2

Lathatjuk, hogy P~ csak az i-1 és -i-edik sort jill. oszlopot
valtoztatja meg és az (i3i-1) pozicidéban allé elem zérussa

tételébdl adodik, hogy

€,-
O - .
G200 9 57 . go"i  q.icosq., (334 --oim).
Konnyen lathaté, hogy P1 a Py - Py altal mar zérussa tett
elemeket valtozatlanul hagyja -..,%), a kapott

S J J J J N n . — .
Pw S %O A =P A matrix pedig fels6 bidiagonalis alaku
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quxst ) 3
fe2sZmp2 QB}"QB
g 0SCPgUOSCO
A s
siruf? ghsim
] i A
+edsin<#
y vy
pA
T s
Qn—|’ ]:Bq]n— I’d. :qun -
. siny
+e sinw An n
v A0
Ezutan legyen Q = Q2 Q™ ... Qn> ahol
f -~
v | |
. ’ ' : O
J 1
Bl 2 —- co89 —sin{)i - - -1,
¥ - BIND co8H . = = 2
% 7z
' ! 1
1
! |
’ 1
L -
L=l .

(A Qt ill. P.Z matrixok mxm- #ll. nxn-esek.)
y
Mivel AP - (P A ) t ezért AP alsé bidiagonalis alaku, és az

(i-1)-edik diagonalis alatti elemet eltintetd QT;métrixot az
elébbiekhez hasonldéan valasztjuk meg. Kis szamolas utan:



gq2sin<92
*9™9 = g~cosv 2+e2siny2 J

(5.27) q -siny .

(-1 cosq) - --Qosm.+e _sirua .)oos% . ~

(i=3343...3n).

Szintén lathaté, hogy Q1;az els6 i-1 oszlop zérusait mar nem
valtoztatja (-C=Z343...n).

Lattuk, hogy mind A3 A = A K, mind A*A -+ A
szimmetrikus matrixon végrehajtott eltoldsos- ill. kbdzonséges
QR-transz formaci6 . A Gram-Schmidt-ortogonalizaci6é konstrukcidja-
b6l kovetkezik, hogy megfeleld feltételek mellett a transzfor-
maciés matrixok iIs megegyeznek, pontosabban a koévetkezd 1igaz:

3
S 3A 2 az A* A

5.3. Tétel: Ha az A mxn-es valds matrix rangja min{m3n}3

akkor a Golub-féle nem eltolasos SVD-algoritmus és a bidiago-
nalis matrixokra el6bb ismertetett QRPS-algoritmus elemi forga-
tasmatrixaira az eldbbi jeldlésekkel:

TA — PA 6s S — Q  (i-2,3, .-..,n).

Bizonyitas: A (4.10) képlet alapjan, ha b=0 értéket véalasztunk,

tg%gzq%z adédik, ami éppen a PZ-beIi forgatas szoge, tehat

T2="27 Az képlet alapjan S -t épp ugy fejezhetjuk ki g
-vei, mint Q2~t. Ez nem meglep6, hisz Q2 az A P méatrix elsd
oszlopat ortogonalizalja, az viszont csak P™-t6l flgg. igy
S2 " ®2°

T2 esetében 1 kozvetlenul g fluggvénye, hisz elbszor a
PN (i=23...3n) transzformacidkat valasztjuk meg. Az SVD-algo-
ritmusban S .-két és r.-ket valtakozva hatarozzuk meg. Az (5.16)
képletben eos%2~vel leosztva, és tg¥%2~re az (56.15) Kkifejezést
behelyettesitve:
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t eg t™ 2
9% - " qgjgimp2+ e2c0sip2 + tg$2 q2cos<$2

t® valasztdsa miatt azonban -g" siks>”™ + e”aos@ = 03 gy tg¥™-
vel leosztva:

W9P7 = §200s<p£

adodik, ami megegyezik az (5.16) képletben tgh értékével. igy
T7 - P, ,,.. s.i.to T. = P. (=2t.._jn).

Az S - Qv,egyenléségek kdozvetleniul a megfeleld képletek
0sszehasonlitisaval lathaték, hisz a QT;métrixokban %T épp ugy
figg a 9x3...,<p. (i-3, ...,n) szogektél, mint az S. matrixok-
ban (i=S> A T~=P~ egyenl6ségek kis szamolassal nyerhetdk
(a TW/métrixokban a $k.szbg %K_Z-gyel van kifejezve, ez viszont
felirhaté cp._7-gyel). Ezzel a tételt belattuk.

A QRPS-algoritmus gyorsitott valtozatat alkalmazva is ugyan-
ezeket a lépéseket kapjuk:

Mivel az A mxn-es Tfels6 bidiagondlis matrix QR-felbontéasa
Im A, az A" matrix QR-felbontasa pedig P S, ezért itt is

= S* = A P. Ha az A&l) matrix QR-felbontasa $ R, akkor
R=d A™==0Q’ A Pj ami épp az (5.25) osszefiiggéshben szerepld
matrix. Itt azonban még az R3 matrix QR-felbontasat is el kell
végezni. Legyen ez PA2/APM27N  amibél A (2)- - R P2} -
= Q* AP P(1) ahol P 5) épp az (5.25)-beli matrix sorait orto-
gonalizalja, azaz az el6bb ismertetett algoritmus koévetkezd lé-
pését adja.

Tehdt ugyanazokat a forgatasokat kell itt is elvégeznink,
mint az eredeti QRPS-algoritmusban bidiagonadlis matrixok ese-
ten, csak itt A(Z) épp az ottani A(Z)—nek felel meg. Ez érthetd
is, hisz tetsz6leges matrixra alkalmazva a ORPS-algoritmust
ill. annak gyorsitott valtozatat, utoébbinal A(k)A(k)3 (k=1123 ...,
adta az A A3 matrix koézonséges QR-sorozatat, mig eldébbinél

A(Zk)A(Zk)J (k=1t2S.0.). Azaz a kdzdbnséges QRPS-algoritmusban
két lépést elvégezve, majd a kapott matrixot sajat transzponalt-
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Jjaval megszorozva, ennek a matrixnak L L* alakban val6o eléalli-
tasa (ahol L alsé triangularis matrix) adja a gyorsitott algo-
ritmus egy lépését, hisz ott a sorozat tagjai alsé triangulari-
sak. (Megjegyezzik, hogy az L L alakban valdé eloallitas szim-
metrikus, pozitiv szemidefinit matrixokra egyértelmid, ha még
azt is tudjuk, hogy az L alsO trianguléaris matrix diagonalis
elemei nem-negativak).

Altalanos téglalapmatrixok esetén az SVD eljaras a matrixot
el6szor bidiagonalis alakra hozza. A ORPS-algoritmus kodzvetle-
nil alkalmazhaté tetsz6leges téglalapmatrixra, bidiagonalis mat-
rixokra lattuk, hogy bizonyos megszoritasok mellett ugyanazokat
a lépéseket adja.

A QRPS-algoritmus gyorsitott valtozatara a fuggelék f. az
SVD-algoritmusra pedig a Ffuggelék e.részében ALGOL nyelven irt
szamitogépes program talalhaté (a programot az MTA CDC 3300-as
gépén TFTuttatuk ).

A QRPS- és az SVD-eljaras konvergencigjanak gyorsasaga meg-
egyezik a kdzdnséges- és az eltoldsos QR-algoritmus gyorsasaga-
val (a QRPS gyorsitott valtozatdban a lépésszam feleannyi),
hisz a konvergenciabizonyitasokban ilyenekre vezettik 6ket visz-
sza. Wilkinson CI13 megmutatta, hogy a kdztnséges QR-algoritmus
globalisan konvergens és asszimptotikusan majdnem mindig harmad-
rend(i a konvergenciaja, mig az eltoldsos OR-algoritmus konver-
gencidja az eltolds megfeleld valasztasa mellett globalisan har-
madrend(. Ez azt jelenti, hogy ha a szingularis értékek jol el-
kiloénilnek, a két médszer gyorsasagaban gyakorlatilag nincs
nagy kuldnbség.
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fer £ 1,10
GTGF R70
rrrr fro
EICE 840
FTEr pe;)
ETGp P40
r.jrc fr»,o
FI Gr PRO
F-TPF F O
FTOF °00
C7rr O

FTCF - 20
CTr F 0Of)
FTCF r,An
rtr £ o c, »
FTr f or n
FiGr 070
Fi1 GF opo
FIGE r-oo0
ET GE1.000
Glcrioin
rTf Fl0 20
FTGr I n30
EIGF1140
ETGP1T50
PIG51060
FT CFIO"O
F1GF10R0
FTOFI>°0
FTGF1100
FIGF1110
FTCE11.?70
FTCF1130
EIGEI’ 40
FTGEI 150
FT Gecl 160



(o}

rrnrn

a8 8‘%8

100
x0O5
110

115
120

SINCS =SINX*CUSX
KUTATE L ANN m COLUMNS

ILCN*(L -1
IUS-0E 3

Qi 125 1=1,N

W=( 1*1-1)72

IF |-|_)9o 115,90

IFCl- - 115,90
+

U TU %*

IN=M+IC

IF(I-L) 10), 105,105

1L=1+LQ

Gu Tu 113

1L=L*I10

X=A(_ IL)*CCISX-A (IM)*SINX

A R ID*S INCACIM)*Ci ISX

1F(HV— 1) 12), 125,120
ILK= 1

IHK‘lM?{

X?K& *C"1SX-R (IMR)*SINX

R RCINK1= ( ILR)*S INX+R(IMR)*COSX
LJNTI TJE

a=2.0*A(LM)*SINCS

Y=A( LL )*CnSX2+ AMM )* SINX 2-X
X=A( L1 )*S | 1X2+ 4 (L M)* CCSX2+X

ACLY ﬁ (AL )-AQN)Y'S INCSHA (UID* Crxe-CTN )

A(MM)=X
TEITS FM CC MPLET TCN
TEIiT FO< M = LAST Cm JMM
IF(M-N) 133,140*135
M=&+]_)
GU TU 60

TEST FOM L = SECriNT FROM LAST TUJMfi

WO IF(L-h-11) 143,150,145
195 =11

Gu TU 55
oy IFCLI0-D 1IN, 155, 16C
1%  IH{E0

LJ TO 50

LCMUARF THRESHOLD LTTH FIN*L MODM

160 AF (rHK-ANRMX)  165,165,45

165

5ut<T EIGENVALUES «vC EI CENVFCTfiP S

lIy=-N
oU 183 1=1,N

EIGE1170
EIGE1180
EIGFI1Q0
EIGE

EIGF1210
EIGF1220
EIGE1230
EIGE12M
EIGE1250
EIGE1260
EIGF1270
RTGF1280
E1GF12°0
EIGF1300
EICE1310
EIGF1320
EIGE1330
EIGF13M
FT GF1350
FIGEL360
ETGE1370
ETGF13RO
EI1GFI1300
ETGE1AQO
ETGE1"10
EIGE1420
EIGE1A30
ETGE1AAO
EIGE1AS0
E1GF1460
ETGEIA™NO
ETGE1APO
E1GE1A°0
FICEIMO
ETGE1510
EIGE1520
EIGE1530
FTGE15A0
El GET5%0
ETGE1560
ETGEI0
FT Gris80
EIGF1500
ETGF16D
FTCEU 10
EIGF162)
ETGF1630
ETCE1640
El GET 650
ETGE 1660
ETGFIX-0
ETGE1680
EIGE1600
ETGE1700
CTGF1710
EIGFIN00

FTGE1730

LD

g4



170

160
165

10~ 1IQ+N

LL=I+ (1*1- 1)/2

JCAV< 1-2)

ai 185 J=1»1

Jy=1ON

=M J*J-J)/2
IFCALILI-A<W)) 170, 1<F, IPF
X=tt(LL)

fli,i LL)=4(MM)

X
I -1) 175,165,175
Ve k=13
UR=lo+K

INK=TJ+K

XR(ILR)

R(ILR)=R( l1«)

Ki IMR)=X

CUNT INJE

RETJIPN

enu

FCFL' 60
EIGrIT 0
ETCFHOO
Tt
’oon
pt rrifgO
rTG=IB0
EIGFI000
FIGE1P40

FTGF10-0
FTCEI1G60
EICFir-"0
FICEiBno

EICEIP)
GFI™00

FIH-1°10

I—‘I’CFIon
FIGrI°30

FI cF 17M0
ETGF1°50
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C

SUBROUTINE GIVO1(A,B, kmax,NSB ,va 1 MSB I F204
EIGENVALIES AWO cICENVECTORS HF A REAL SYMMETRIC MATRIX F2D4

PROGRAM

W

IS WRITTEN FIR SINGLE FRECISTON VARIABLES

SIGNIFICANCE UF USEC SYMBOLS
NSUB IS ACTUAL SIZE 1

NMAX 1S
MSJIB

IF

IF

A -

A -

F A SQUARE MATRIX
MAXIMAL ALLOWED size IF A NP'.T SQUARE MATRIX A
NJVMBER OF REQUIREC EIGENVALUES
MSIIB>0. PROGRAM WRITES EVEM CORRESPONDING EIGEN VECTORS
MSUBCO PR JGRAM CCMPUTES C“IY EIGEMVALLES (TFERAFORF. IT IS CITHER )
INPUT MATRIX (NMAX_NSLB
IF EIGENVECTORS ARE TO BF PBTAINED ,THFY ATCc STOPCO IN FIRST
MSIB _ROWS OF MATRIX A

MATRIX A

matrix b

IS DESTROYED IN TEE PF 1CESB nF COMPUTING

insub.nsjb) working spacf usee FOr the rurftses of prggram

vektor VALU(MSUB) GOTPIT VEKTOR FOR STORING OF REQLIREC NUMBER MSUB OF

EIGENVALUES;F TCENVAILFS ARE SIORfO | H DESCEKDIKG SECMENCE

remarks; Ffirst ms € rows of a arf meanin ’f msubst tc cgcfd
C RELATION UMAX>NSJB>MSUB IS VALID VFERF S S NOT NAPO
DIMENSION A |X NSOB - B(NSUB»19F ), VALL (MSUB F20A
DIMENS IWN Q VUL ),Q(2C2 3.U(2C0) . INDEX RQD).FACT F,(200) F204 6
81R/AENSMN 2325 2oe 3) CTAG (200) SLPERD (2F0L C(-7D0) 52)0021
1 a
EwU 1ValLFNCE Ct ALL . P ,(p\WF< Q\FC P,M,(EMP,n) F204 P
EUUIVALENCE (12. ITRR). (SG\/I I\/IATCH) Clv SCALAR »TAM FD-" 10

CaTh

El ,MASKI ,MASK2 ,M. 1SK/1 _E-1i Z7FCCCCCO 7 2ECO:CCO. ZFrrFFFFE/

HOUSEHOLDER SIMILARITY TRANSFORMATION TO CG-DIAGONAL FORM

204 12
---------------------- St F205> 13



—

| V)

29

59

79

&5

IJ

lcv

130

e —
o - - cem s e e e ——- - -——

N=NSU3

M=1AB> (MSUB)

IF(N=-1) 1007, 100),1

IF(MSJB) 59,1000,10

GENERATF IDENT ITY MATRIX FOR SAYTIMC RNTATINNS DLRTING TRANSFAORN
DU 30 I=2,N

DI 30 J=2,4N

B(1,J)=).

IF(I-J) 30423,30

B(I,J)=1.

CUNT INUE

CU 200 I=1,N

Il=1+1

IF(N1.LT<2) G T4 16C

RECBUCE T-TH RIW4/CILIMN DF NMATOTN A
I2=11+1

SUM=Q,9

U 70 J=12,N

SUA=SSUMHA (S, T ) *A(J,T)

IF (SUM) 75,16C,475

J=1I1

TEMP=A(Jy, T)

SUM=SQRT(SUM+T EMPXTEMF )

AlJel )==SIGN (S, TEMP )

WYEC(J )=SQRT ( 1.C+ABS ( TEMP ) /S'IM)
DIV=SIGN ( AVEC(J )%S'M, TFMP )
LJd 85 J=12,

WVEC(J)=A(J,T1)/CIV

SCALAR=0.0

DU 95 J=Il'N

PVEC(J)=) L)

DU 40 K=I1l,"
PVEC(J)=PVEC(J)+A(K,J )*¥WVEC (K)
SCALAR=SCALAR+PVEC(J)2WVEC (J)

CUNT INUE

SCALAR=0.5*%SCALeR

D0 120 J=11,N
QVEL(J)=PVEC(J)=SCALAR*XWVEC (J)

Cu L20 K=11,J

AlKy J) = (Ky J)=(WVEC(KIFOQOVEC(J)I+WVEC (J)RQVEC (K))
A(JyK)=A(K,y))

CUNT INJFE

IF(MSUR) 160, 1€3,13)

SAVE ROTAT TN FOR LATER AFFLICATION TN CO-DTAGCNMAL EIGENVECTANRS
DU L3u K=24N

TEMP=0 .0

U L4) J=T1,

F204
F294
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F2n-.
F204
F204
F204
F204
F204
F20¢.
F204
F204
F204
e20”
F204
F204
F2nNes
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F2n4
F204
F204
F204
F204
an.’\
F204
F204
F204
F204
F204
F20¢4
F204
F204
F20¢
F204
F204
F204

22



o0

140

150
L60

200

245

24V

259
1099

26)

219

200
29)

295
309
310
320
339
349

570

TEMP=Y FMP+WVETC(J)*B(J,K)

DU LS50 J=11,H

BlJdy K)=B(JyK)=V VEC (J )2TEMP

CUNT INJE

SAVE C'FDTAGU VAL FUORM ELEMENTS FNR EIGENVALLE SCLLTICN
DIAG(I)=A(T,T1)

SUPERDI(I)=A(I1,1)

CUNT INIE

SUPERD(N-1)=A(N,N=-1)

SJUPERD(N) =),

F204
F20&
F204
F204
F204
F204
F204
F20¢
F204
F204

GAVENS EIGENVALUE ITEKATION FFOI STLRM CHATHN NF CO=-DIAGCNAL MINNRSF204

T T Tl et TSI 17X

CALLULATE JORA NF MATRIX ANC IMITIALIZE EICENVALYE PCUNDS
ANURM=ARBS (DIAGIL 1) )+ABS(SUPERD (1))

DU ¢93 L=241
C(L=-1)=SJPERD(L-1)%SUPFRD(L-1)

ANURMc=ABRS (DIACG(L ) )+ AES(SIUPERC(L))I+ABS(SUPERD(L-1))
ANUKM=AMAXL (AVIF41, ANIRM2)

DU 240 L=1,M

VALJ (L)=ANIRM

VALL (L )==ANJIRM

CUNT INUE

EPSi=aNCRM:E]

CUNT TWUE

DU 570 L=1,M

CHUJSE NEW TRIAL VALUE «FILF TESTING BOUNMNDE FOR CCNVERGENCE
TAJ=(VALU(L)+vALL(L))/2.0
IF((TAJ=-VALJ (L) )*(TAU-VALL (L))) 27C,%57C,27C
CETERMINE 3SIGN CFANGES NF PRIMCIPAL MINIRS
MAT L H=0

Ll=1

P=DIAG(LL)-TA)

IF(P eGE) o) MATCH=MAT(H+ 1

IF(P.EQ.D) GO T 20)

Ll=L1+1

IF(L1.GT.N) GJ T) 319

IEXL= IANC(MASKI1,CIAC(LL1)-TAL=-Q(L1~-1))
IEX2= IAND(MASK1,P)

IF(IABS (IEX1-IEXZ).GE.MASKZ) CNTY z¢€E
P=UIAG(LL1)=-TAL=-Q(L1-1)/P

IF P UVERFLOYS PROCFEC AS TFOUCH P=C

¢0 Tu 290

MATCH=MAT CH+ 1

Ll=L1-1

Ll=L1+2

IF(L1.LE.N) GO T) 280

ESTABLISH TIGHTER B)INCS ON ETGEMVALLES
IF(L-MATCH) 23),330,32:20

VALJ (L )=T A

GU T 260

J=MINO (MATCH, 4)

CU 340 Ll=L,J

VALL(LL)=TA)

Cu I 26

CONT INJF

LFIMSUB.LTL)) GY TN IC0)

EIGENVECT RS IF CO=DI2CGUNAL SYMMETRIC MATEIX--JANVEREE TTERATICN

Ly 379 I=1,1

F204
F2n&
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F20¢
F204
F204

F204
F204
£204

F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204

F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F2n4
F294
F204

a7

Qs
100
191
102
103
104
105
106
107
198

109

110
111
112
%13
114
116
116
) 8 B ¢



720
725
730

735
740
745
750

760
765

770
780

785

790

800
810

820

830

860

870

875
880

890

900

14

CHECK FOR REP FATEC E 10EMVALLE
1F(1.EQ.l1 ) GO TO 725

IF (VALIK I-1)-VALU(l )-EPSI ) 72C, 125, 725

I=- L
11=11*1

TRI ANGULARIZE CU-DI AGCNAL FORR AFTER EIGENVALLE S'JBTRACTICK

CO /60 L=1»N

V(L) =EPS1

IF(U.NE.O) V(L )=RNDM (TEMP )
T(L»2)=01AG (L I-VALU (1)

IF (L-N) 740, 125,740

T(L,3)=0.0

G0 TO 765

T(L,31=SJPERO(L)

IF ITIU3Il 750, 745.755
T(L,31=EPS 1

T(L+1,1)=T(L, 3)

CUNT INUE

CO 820 J=1,N

T(J, 1)=T(J, 2)

Ti1J, 2)=T(J,3)

T(J,31=0.0

VTEMP=ABS (T(J, 1))

IF (J-NI 785, 770,785

IF (VTEMP) 820, 780,820

KJ, 11=EPS 1

GU TO 820

INDEX«J)=0

IF (ABS (T(J+1, 1) I-VTEMP) e10, 310, 79C
INDEX«J) =1

DO 800 K=1,3

VT EMP=T(J , K)

T(J, K)=T(J*1,K)

Tl J+ 1« K)=VT EMP

CONT INUE

VIEMP =T (J*-1, 1)/T (J,1)

FACT OR(J ) =VT EMP

T(JI+1,2)=T(JI+I1,21- VTEMP  *T(J,2)
TJ*1, 3)=T(J+1,31- VTEMP *T(J,3)
CONTINUE

BACK SUBSTIT ITE TU OBTAIN EIGENVECTOR

IT ER=1
V(N+11=0.
V(N+21=0.

IF (111 920,865,920
DO 870 LI=1.N

L=N*1-L1
V(L 1=(V( L 1-T(L,21*V( Le1 )-T(L,2)*V(
CONTINUE

& TO (875,919 ) LITER

PERFORM S ECONO ~ITERATION

IT ER=2

CO 910 L=2, N

TEMP=INDEX (L- 1)

IF (TEMP) 895, 900,89C

VTEMP=V(L-1)

v(L- 11=v (LI

V(L)=VTEMP

V(LI=V(Q)-FACTOR([ - 1>*v<-1)

H 2

))/E(L,1)

F204
F204
F204
F204
F204
F20A
F204
F204
F20A
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F2(V
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F204
F20/
F204
F204
F20t
F204
F204
F2<V
F204
F204
F204
F20A
F204
F204
F204
F204
F204
F206
F204
F204
F204
F204
F2 04
F204
F204
F204
F204
F204
F204

118
119
120
121
122
123
124
125
126
1P"
128
129
130
131
132
133
T34
135
136
137
13P
13*
140
141
142
143
144
145
146
147
14P
149
150
151
152
152
15<
15f
156
157
15f
15C
16¢(
16:
ia,
262

16'
16)

16)
16«
17(
17

17:
17:

17-
1">»

17t



910

919
920

995
B0

%60
9/0

990
1000

CUNT IMLIF

GU_TU 860

UKThUGUNALIZE VECTOR 1)
IMID 920,945,920
CLNTINJE

Gl 9*0 LI-i, 11

K=I1-L1

VTEMP-0.D

Q0 930 JFI»N
VCEMP=VTEMP«-A <J ,K I*V1JI

aJ 920 ELN
V(3)*V(Q@)-A<J,KINVTEMF
Gi Tu (830,945), ITR
NORMAL IZF SEFT 13
VNUKN2 =0.0

Gu 950 L=1,N

VNUKM2=VN ORM2+V (L " (L)

VNukM— RT &VNCMZ)
Wi 960
AL, DAV( j /W TRV
CLNT IND)E

ITI-ERS ASSrCIATFP M1H REPEATED VALUE

FUTATIUN OF CI-CIAGPNAL VECTORS INTO Mr TP.IX EIGENVECTORS

DU 990 1=1,M
Gi 980 K=2.N
K) =0.0

5“ Kga%(%gth(J K)*A(J, D)
OS 390 J=2,N
ACJ, NUA)

B< 1, 1)=ANORM

RETJRN

END

F204
F204
F204
F204

F204

177
17R
17«

180
131

F20k 182

F204
F204
F20<
P04
F204
F204
F204
F20*
F204
FD<.
F204
F204
c204
F204
F204
F204

183
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ANSI

LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN

FORTRAN (2.3)/MASTER

0001
0002
0003
000 9
000 5
00 06
00 07
000 8
0009
0010
0011
0012
0013
001«»
0015
001b
0017
0318
0019
0oo2u
0021
0022
0023
0029
0025
0026
0027
0028
0029
0330
0031
0032
00 33
00 39
00 35
003b
0037
0033
00 39
0090
0091
0092
00 93
0399
0095
00 96
0097
0098
0099
0050
0051
0052

O0000O0O0O0

96

311

INTEGER WORD «IZE = 1 , * OPTION 1S CFF , O OPTION IS

SUBROUTINE HOW ( VAR, MOIM, NVECT,R,E,V, A,9,C,0>

MV=ORDER CF THE INPUT MATRIX R

MOIM=DIMENSIONED SIZE OF R IN THE MAIN PROGRAM

NV=NUMECR CF EIGENVECTORS RE CUIREDA

E=THE VECTOR, IN WHICH THE EIGENVALUES ARE RETURNED

V=THE MATRIX, IN THE COLUMNS OF WHICH THE EIGENVECTORS RETURN
A,3,C, C- WORKSPACE VECTORS

DIMENSION R (1), E( D, V (1>, A(l) B(1).,C(1),D(1)
EQUIVALENCE FSI»ISl), (S2, IS2
M=MV AR

MD=ND IM

NV=NVECT

MS=M* M

IF(M-1) 100,97,96

MI= M- 1

TRI-DIAGONALIZE THE MATFIX.
M2= ME*MC +M

M3=M2 -MC

MO=MQe 1

L=0

PRINT 311

FORMAT (* ELEMENTS OT R*>
A-3A MENTI AT R OIAGONALI3AT
DO 1 1=1,M2,M9

L=L+1

AW =R D

8(1)=3.

IFQM-2) 13,2,3

KK= (i

DO 15 K~2 ,MI

KL=KK +K

KU=KK+M

KJ=K + 1

SUM=0 .

DO 9 J=NL,KU
SUM=SUM*R (J)* *2

S=SCRT (SUM)
IF (S .LE.C.000001) GO TO 151
Z=R(KL)

OITRIDIAGGNALIS MATRIX DIAGONALIS ALATTI ELEMEI
CITRA NSZFCRMALO U VEKTOR

8 (K>=SIGN (S,-2)

S=1./S

C (K)=3QRT (AES(Z)* S+1.)

X=S1 GN (S/C <& ,2)

R (KL) =C(K)

DO 5 1=KJ,M

JJ=1+KK

Cd )=X*R( JJ)

A TRANSZFOFMALO VEKTORT R ALSO FELERE RAKJA AT

OFF

05703789

PAGE

001

89
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ANS1 FORTRAN (2. 3 »/MASTER INTEGER WORD SIZE = 1 , * OPTION IS OFF , 0O OPTION IS OFF 05/703/78** PAGE 002

LN 0053 R@J) =C( I)
LN 00 5% 5 CONTINUE

LN 0055 DO 8 J=K,M

LN 0056 JJ=J+1

LN 0057 D@)=0-

LN 0058 L=KK+J

LN 0059 00 6 I-K»J

LN 0060 L=L +MO

LN 0061 6 D(J) =D (J) +R(L»*C (1)

LN 0062 IFQJI-M)  7,7,9

LN 0063 151 B (K>=0

LN 006%» GO TG 15

LN 0065 7 DO 8 1-3J M

LN 0066 L=L +1

LN 0067 8 D(J)=0(I)+R(L)*: (1)

LN 0068 9 Xx=0.

LN 0069 DO 10 J-K M

LN 0070 10 X=X+C(J )*0<J)

LN 0071 X=0.5*X

LN 0072 DO 11 1=K,M

LN 0073 11 D (I)=X*C (1)-DII)

LN 00 7 LL=KK

LN 0075 KK=KK-+MD

LN 0076 DO 153 I=K,M

LN 0077 LL=LL +MD

LN 0078 DO 153 J=1 ,M

LN 0079 L=LL+J

LN 0080 C R ALSC FELEHEN KELETKEZIK A TRANSZFCRJALT MATRIX IS. FELSO RESZE
LN 0081 C BEN MARAD AZ EREDETI MATRIX
LN 0082 R(L) =R (L >+0<T)*C (J) *D( J) »Cd )
LN 0083 153 CONTINUE

LN 008*» 15 CONTINUE

LN 0085 PRINT 315, R@), J=1,M3)

LN 0086 315 FORMAT (5F10.3)

LN 0087 310 FORMAT(13,F10.3)

LN 0088 PRINT 312

LN 00 89 312 FORMAT (* ELEMENTS Or 0%)

LN 0190 DO 313 J=1,M

LN 0091 313 PRINT 310, (.0 (J)

LN 0092 C Ai A TRIOIACONALIS MATRIX DIAC-ONALISA
LN 0193 L=1

LN 009%» DO 12 1=1,M

LN 0095 X=A (1 >

LN 0096 A (D=R(L)

LN 0097 R @L)=X

LN 0098 12 L=L+MA

LN 00 99 2 B(M)=RIM3)

LN 0100 PRINT 302

LN 0101 302 FORMAT«* ELEMENTS OF THE TRIDIAGONALISE J MATRIX*)
LN 0102 DO 300 1=1,M

LN 0103 300 PRINT 301, (AID) ,0(1))

LN O10%* 301 FORMA T (TF10.3)

91






ANSI

LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN

FORTRAN<2.

0105
010 6
0107
010 8
0109
0110
0111
0112
0113
0114
0115
Olie6
0117
0118
0119
0120
0121
0122
0123
0124
0125
0126
0127
0128
0129
0130
0131
0132
0133
0134
0135
0136
0137
0138
0139
0140
0141
0142
0143
0144
0145
0146
0147
0148
0149
0150
0151
0152
0153
0154
0155
0156

C

3T/7MASTER

13

14

16

17
18

19

20
21
22
23
24
25
26

27
28

29
30
31

32

33

35

36
37

INTEGER WORO SIZE OPTION 1S

COMPUTE EIGENVALUES.
BD=A33 (A 11) )

00 14 1=2,M

BO=AMAX1 (3C,A3S @ (1) )+9(1 )**2)
30=BD+1.

00 16 1=1,M

A (D=A (D/3D

BCI)=3(1)/Br

D(II =1.

E(1)=-1.

DO 37 K=1,M

IF (© <K)-E (K) )/AMAX 1 (ABT (U(K )), ABS (E (K>), 1. OE
X=(D(K)+E(K) )*0. 5

1S2=1

G @A)xAQ X

IF C(@) 15,20,20

1S1=-1

N=0

GO TO 21

1S1=1

N=i

DO 31 1=2,M

IF B()) 22,26, 22

IF (B(I1-1>) 23,27,23

IF (ABS (C(l *1) )+ABS (C (J-2))-1 .0E-15) 24,25,25
Cc(1-1)=C (1-1) *1.0E15

C (1-2)=C (1-2) * 1, OE15

C ()= (A(D-X) *C( 1-L) -B (1) **2*C(1-2)
GO TO 28

C (D= (A()-X) *SIGN(1.0,51)

GO TO 28

C (D= (A(1)-X)*C(T-1)-SIGN(B(1)**2»S2)
S2=Si

IF (CCD) 25,30,25
S1=SIGN(S1,C( I)>

IF(1S2+1S1) 30,31,33

N=N+1

CONTINUE

N=M-N

IF (N-K) 34,32,32

DO 33 J=K,N

D(J)= X

N=N+1

IF (M-N) 17,35,35

DO 36 J=N, M

IF (X-E(J)) 17,17,36

E@)-=X

GO TO 17

CONTINUE

DO 38 1=1,M

A=A *BD

a@)=em *po

CFF

, 0O OPTION 1S

37,37,18

OFF

05703784

PAGE

003
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ANS | FORTRAN(2. 3)/MASTER INTEGZR -IORC SI iE = 1 , * OPTION IS CFF , 0 OPTION IS OFF 05/7/0378A PAGE O0OA

LN 0157 38 C (1 )= (C(1) +E(D)»29 *0. 5
LN 0158 M 1=M

LN 0159 K=1

LN 016U 39 1-=1

LN 0161 AO DO A3 J=1»M

LN 0162 IF (1-J) AL*A3» Al

LN 0163 Al IF (C (1)-CQ) ) A3,A3, A2
LN 016A A2 1=J

LN 0165 GO TO A0

LN 0166 A3 CON TINUE

LN 0167 £ K)=C(I)

LN 0168 K=K+1

LN 0169 MI=MI-1

LN 0170 IF (1-MI-1) AA,A6,A5

LN 0171 AA DO A5 M2=1 M1

LN 0172 A5 C (M2)=C (M2+1D)

LN 0173 A6 IF QM -1) A7,A7,39

LN 017 A A7 E<)=C (D)

LN 0175 IF (1SIGN (1,N\V) ) 79,76,76
LN 0176 76 DO 77 1=1, M

LN 0177 77 C()=E ()

LN 0178 =M

LN 0179 DO 79 1=1,M

LN 0180 E(=C Q)

LN 0181 79 J=J-1

LN 0192 79 CONTINUE

LN 0183 C DECIDE WHETHER TO COMPUTE EIGENVECTORS HOW  MAN.
LN 018 A IF (N\V) A9,59,A8

LN 0185 A5 KX=1A3S (\V)

LN 0186 J=1

LN 018 7 DO 58 INV=1,KX

LN 0189 X=A() -E (1

LN 0189 ng% W)

LN 0190 M1=M-1

LN 0191 DO 5A 1=1,Mi

LN 0192 1J=J+ 1-i

LN 0193 IF (A 35S (X)-A9S (@ (IH ))>A9,51,53
LN 019A 49 C(1)=9(1+1)

LN 0195 0 (D=A(1+1)-E(INV)

LN 0196 V(13> =9 (1+2)

LN 0197 Z=-X/C (1)

LN 0198 X=Z*D (1)+Y

LN 0199 IF (MI-C) 50,9A, 50

LN 0200 5§ Y=2*V (1J)

LN 0ol GO TO 5A

LN 0202 51 IF (X) 53,52, 53

LN 0233 52 X=1.01-10

LN 020A 53 C (1)=X

LN 0205 D(D=Y

LN 0206 VvV (1J) =0.

LN 020 7 X=ACl +1)-(8(1 +1)/X» Y +F (INV))
LN 0209 Y=3(1+2)
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ANSI

FORTRAN (2.3)/MASTER

0209
0210
0211
0212
0213
0219
0215
0216
021 7
0218
0219
0220
0221
0222
0223
0229
0225
0226
0227
0228
0229
0230
0231
0232
0233
0239
0235
0236
0237
0238
0239
0290
0291
0292
0293
0299
0295
0296
0297
0298
0299
0250
0251
0252
0253
0259
0255
0256
0257
0258
0259
0260

59

56
57

58

59

60

61

62

63

69

65
66
67

68

69
70

71
72
73
98

99

CONTINUE

MI=M +J-1

IF (X) 56,60,56
V(MI)=1./X

1=M1

13=J+1-1

V(1J3) = (1.-DC)*V(MI) . Y/CC D
X=V <MI)**2+V (13> **2
1=1-1

1J=J+1-1

IF () 59,61,59
V<II>=(1.0-Dili*V(I +1>+V(1I)*V(1 I +2>>>/C<I>
X=X+V (13> **2

GO TO 58
V(MJ)=1_.0E10

GO TO 57

X=SQRT )

DO 62 1=1,M
13=3+1-1
V(13)=V(1J3)/X
JI=MI *MC-MC

K=M

GO TO 66

K-K-1

J1=31-MO

Y=0.

DO 69 I1=K,M
1J=J+1-1

L=J1 +1

Y=Y+V (13)*R L)

DO 65 I=K,M
1J=Je1-1

L=J1+ 1
V13)=V(13)-Y*R(L)
IF (JI) E3,67,63
NPLUS =0

NMIN=0

DO 70 1=1,M
1J=3+1-1

IF (v({J) >68,69,69
NMI N- NMIN +1

GO TO 70
NPLUS=NPLUS+1

CON TINUE

IF (NPLUS-NMIN) 71,73,73
DO 72 1=1,M

1J=J +1-1

V(13)=-V <I13>
CONTINUE

J=J+MD

RESTORE THE INPUT MUTRIX.
MD1=MD+1

INTEGER WORE SIZE 1 , * OPTION 1S , O OPTION 0570 3/ 89

005
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ANSI

LN
LN

LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN
LN

X, LGO

FORTRANT2.

0261
0262
0263
026L
0265
0266
0267
0268
0269
0270
0271
0272
0273

USASI

31/MASTER

7i*
75

97

100

INTEGER WORD SIZE

JJ=MD 1

MI=M*MO

DO 75 1=2»MI»MDI
K=1

DO 7w J=JJ,P1,MD
REK=R @)

K=K +1

JJ=J3J*MD1

GO TO 100
E(D=RQ®
VQ@-=1.

RETURN

END

FORTRAN DIAGNOSTIC RESULTS FOR HOW

NO ERRORS

¢ OPTION

1S

OFF

, O OPTION

1S

OFF

0i>/03/7 8W

PAGE

oue



A —
» ¥ -
-
(5 N
" i | )
.
X
3
- -
- -
a
' . &
-~
- o
52
FS o Ny
+
3
r N - -
-
-
- .
N
- -
b
=
v - .
)
“
-
.
-
\ -
L
-y -
-
=y
- 1
n
.
e : i«
& &
i i *
1
n
- |
-
-
=
~ - —
v
¢ -
» - - S — —_ —_—— et e
- N o — — p— ____‘.._——————"?'_~ _——
= a e i — = — = o)
——— p————— - o —
I o . - S e e e = . "
-r —— o = - .
- -
¥ - N

E‘;‘—-E-u Ih'h-l-d-"‘- ] u ] = e E*-I - -'-:’ 4 -l-"f'-' ’?E‘E'“‘tﬁd _&&:. .J"' - . ‘--'.t.:: 1 -'LI L] o 4 ";- -L- -" . . .



FUGGELEK/E






SIMILA/HA3TER ( IP)

6_ **

61

6L

63

6A

65

66

67

63

69

7 ] *x

71

72

73

75

76

76

77

76

79

80**

8l

82

S*

8A

85

&

87

35

39 **x

91

92

93

o+

%5

95

97

93

95
16 : * %
Twil
107?
Jd03
a’ua
1cs
ir5
1c7
123
199
L™
111
212
113
im
113

117
i

BEGIN

COMMENT
BEGIN
BEGIN

BEGIN

END j;
ENO 37

BEGIN

BEGIN
ENO J?
END St

ENO 1
COMMENT

BEGIN
BEGIN
BEGIN

ENO j;
END Gi

END I;
COMMENT
BEGIN

END 1}

S.3IMPRG 05/15/86

PROCEDURE 37D CM,N,WITHU, WITH7 ,EP3,TOL ,A,a,u,7);
INTEGER M,N;
BOOLEAN WITHU ,with\v;
REAL EPS,tol;
ARRAY A,0,U,7%
INTEGER 1eJ,KeL, LI, iter;
REAL C,F, »H, S, X,y ,z;
ARRAY EH sni;
FOR 1.=1 STEP 1 UNTIL M 0O

FOR Je-1 STEP 1 UNTIL N OO0 wuci,Ji,=acl, j];

HOUSEHOLDER REDUCTION TO BIDIAGONAL FORD:
g -=x.=Y,

FOR 1.=1 STEP 1 UNTIL N OO
EC11.=G» 5 1.=1+1;

FOR J.=I STEP 1 UNTIL M DO
IF S<TOL THEN G.=0 ELSE
F.=UC1,11J G.= IF FH THEN
H.=F*G-Si Utl,11e=r-9;

FOR J.=L STEP 1 UNTIL N 0O

i.=s+Jj,n **2:

SQRT(S) ELSE -3jnC3>:

S. =U,;

FOR K.=1 STEP 1 UNTIL M 00 s.=s+Ji<,nAJd<,ji;

f .=5/u;

FOR K.=1 STEP 1 UNTIL M 00 utK,ji.=ik< j]+furk,i];.

- = KL
atin. =3? s9o= 71

FOR J.=L STEP 1 UNTIL «~ DO
IF S<TI1 THEN G,=1 ELSE
Fe=UCI1,1+1]; G.= IF F<Q THEN
H.=F*G-3 ; ic:,i+i],=f-g;

3,=S+ JCI, . JIX*2 :

30<T (3 ELSE -SORT (S) :

FOR J.=L STEP 1 UNTIL N DO EIJ1,=ucT,J]/h:
FOR J.=L STEP 1 UNTIL M OO
S.=0;

UNTIL ~ DO
UNTIL N DO

FOR K.=L STEP 1
FOR K.=L STEP 1

3.=S+H J.KI*UEI K]
UCJ,<l .= CJ, KI+S*C " 1;

Y,-ABQLI]>*AB(rei P55 IF Y>X THEN <.=¥*

ACCU 1JLAT - Ji or RIGHT-HAND TRANS FCRHATI J IS:

IF WITH7 THEN FOR I1I.=N STEP -1 UNTIL 1 00
if g ne : THEN

c.=ucit,:+i 1*9?

FOR J.=1 STEP 1 UNTIL N 00 7CJ*I1]«=U(T,J]/H!

FOR J.=L STEP 1 UNTIL N DO

s.-J;

FOR™ <.=I STEP 1 UNTIL ~ 00 3.=3+)T,<1W/CK,J3:

FOR K.=L STEP 1 UNTIL N DO VCK,J)e=7C<, +3+7CK, 11;
UNTIL ~ 00 7C1,J01.=713,1] .= ;

FOR J.=L STEP 1
7C:,:1 =1? G.=EC11? L.=1:

<JC JIULAT10J OF LEFT-HANO TRANS FORMAT 1)J0i

1F HTHU THEN FOR I1t=N+I STEP 1 UNTIL 1 00
FOR J=<1+«1 STEP 1 UNTIL M 00 UE£Il,JU=»:
utl»i]?=:;

18/1*/3n

B2

13

3A

35

E5

37

Fb

E 3

33
39

58

311

PA It
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b |

J4/715785

D0

00

00

00

SIMULA/MASTER ( BP) S«SIMPRG
12, %% IF WITHU THEN FOR I.=N STEP -1 UNTIL
121 BEGIN L.=I+13 G.=Qr[I]}
122 FOR J.=L STEP 1 UNTIL M D00 U(I,Jl.=0¢
123 IF G NE 0 THEN
124 BEGIN H.=ULI,I)*53
125 FOR J.=L SWEP 1 WUNTIL M DO
126 BEGIN S.=(}
127 FOR K.=L STEP 1 UNTIL M DO S.=S+JIKTI1*ULKyJI1?
128 Fe=S/H}
129 FOR K.=I STEP 1 UNTIL M DO ULKsJle=UL Ky JI+F*U(K41I]
Zi** END Jj
131 FOR J.=I STEP 1 UNTIL M DO UlJsIl.=UCJ,I1/6G:
132 END G
133 ELSE FOR J.=I STEP 1 UNTIL M DO U[J,I1.=0°%
134 UL TeIle=ULTIs I1#1 3
135 END I
136 COMMENT DIAGONALISATION OF THZ BIDIAGONAL FORMS
137 FP3.=EPS*X3
1328 FOR K.=N STEP -1 UNTIL 1 DO
123 BEGIN
140 ** TEST F SFLITTINGS
141 ITERSI=ITER#+ 1}
17 FOR L.=X STEP -1 UNTIL 1 DO
143 BEGIN IF A33(5[L1)<EPS THEN GO TO TEST F CONVFRGENCES
144 IF ABS(QIL-21)<EPS THEN 60 TO CANCELLATTON
145 END L3
1456 COMMENT CANCCLLATION OF ECL) IF L>13%
147 CANCELLATIONS
148 OUTIMAGE § OUTTEXT (£2CANCELLATICN££)S OUTIMAGE:?
143 Ce=33 Se=1) Li.5L-18
150 %+ FOR I.=L STEP 1 UNTIL K DO
151 BEGIN F.=S*E(I)} ELI).=C*ElI]}
152 IF ABS(F)SEPS THEN GO TO TEST F COIVERSGENGES
152 Ge=QLI); He=O[I1e=SQRT(F*F+G*G) 3 Ce=G/H] S.==F/H3
154 IF WITHU THEN FOR J.=1 STEP 1 UNTIL ™
155 BEGIN Y.=U[JyLLi13 7.=UlJsINs
156 UL JoL11e=Y*C+Z%S$ ULJyI) a==Y*S+2%C}
157 END J;
158 END I:
159 TEST F CONVZIRGINCE:?
160 ** 7.=Q[K1; IF L=K THEN GO TO CONVERSGEMGES
161 COMMENT SHIFT FR01 30TT0M 2%2 MINORS
162 Xe=0CLY} Yo=0IK=113 Go=ELK=11% He=ELK]S
1 H3 Fo=((Y=7)#(Y+Z)+(G=H) *(G+H)) Z(2¥H*Y) 3 G, =SORT (F*Fe1)3
164 Foa=(IX=7)% (X+Z)+H* (Y/( IF F<0 THEN F=G ELSE F+G)=H))/X:
165 COMMENT NI XT Q2 TRANSFORMATIONS
16¢& Co:3-=l;
167 FOR I.=L+. STEP 1 UNTIL K DO
168 BEGIN Ge=E[I)} Y.=2[I13 He=S*G} Ge=C*G}
163 ELI=11e=2e=3ARTIF*F+H*H) 3 Coe=F/Z3 S.=H/Z?
17¢ %# Foe=X¥CH+5%S$ B,==X*S+G%C3 He=Y*S: Y.=V*C?
174 IF JITHY THEN FOR J.=1 STEP 1 UNTIL N
172 BEGIN X.=V[J,I=113 Z.=V(J,yI1}
1732 VE JsTed)e=X8C#7%S % VEI1) s==X*8+Z%C}
174 END J3
175 ACI=2)e=Z+=SARTIF*F+H*H) 3 Coe=F/Z; Se=H/Z:
175 Fe=C*G+S¥Y] X,==S*G+C*Y;
177 IF WITHU THEN FOR J.=1 STEP 1 UNTIL
173 BEGIN Y. .=U[JyI=-113 Z.=ULlJs11}
179 UL JsI=1)e=Y*C+Z*Ss ULJy1)e==Y*S+Z*C;

18/14/30 HRS

315

316

E16

317

818

£18
EL7

319

320

E20

321
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SIMILA/HASTER ( 9P) S.SIMPRG 0A/ 15/ 85 18/19/39 HRS PAGE w

18C** ENO I

181 END 1J _ E 21
182 EtLl1.=0; ECK1.=F5QIK1.=X? E19
183 GO TO TE3T F SPLITTING?

189 CONVERGENCE»

185 IF Z<J THEN

133 BEGIN COMMENT  QCKI IS <A9E NON-NEGATIVE?

187 QCK].=-27? X 02?
188 IF WITHVY THEN FOR J.=1 STEP 1 UNTIL N 30 VWJ,K1.=-VCJ,K]?

189 ENO ZJ

19D** END K? E2?
191 END SVD? E15
19? E2
192

199

195

196

197

193

199

200 **

201

202

207

20U

205

206

207

2C8

2J9

21 I**

211

212

213

219

215

213

217

218

219

22_;**

221

222

223

229

223

226

227

223

229

230**

231

232

233

239

235

236

237

233

239
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SIMILA/MASTER ( JP)

2<+0i > >

2<e!
ZkZ

1A3
2AL

2A5

2<46 COMMENT
7

2A3

2A9

75L**

oI, BEGIN

259 COHNENT

2C2 BEGIN

265 BEGIN

263 BEGIN

272 END AJ
272 ENO s;

277 BEGIN

281 BEGIN
28% END J*
285 END s;

287 ENO 13
288 COMMENT

239
29 **  BEGIN
291 BEGIN
29
2a?

29+ BEGIN

297 ENO JJ
293 END GJ

S.SIMPRG uUA/15/ 65

PROCEDURE Q?PS(M»N»E°S»TOL»A*UfV) J
INTEGER M,N:
REAL EPS,TOLI
A1RAY A,U,V;
A 13 THE ORIGINAL H GY N MATRIX
1 IS VECTOR OF DIMENSION N CONTAINING THE SINGULAR VALUES
D (M 3Y M MATRIX) CONTAINS THE LEFT-HAND SID™ EIGEN-PASIS UF A
IN ITS COLUMNS
V. (N DY N MATRIX) CONTAINS THF RIGHTHAND SIDE EIGEN-BASIS OF A
IN ITS COLUMNS
TOL 1IS CST FOR 3IDIAGONALIZAT ION
EPS IS CONSTANT FOR THE INVESTIGATION OF CONVERGENCE:
INTEGER 19JFKHL9
REAL C,S, X]Y tDtG ™M fH*

REAL  ARRAY COS,3IN,TOS, TINE2:N) ,ENIsN ):

FOR I.=i STEP 1 UNTIL M DO

FOR J.=1 STEP 1 UNTIL N 00 Utl, J].=A£l, n:
HOUSEHOLD ER REDUCTION TO 8IDI AGO NAL FO7*+1J

G.=X.=3S

FOR 1.=1 STEP 1 UNTIL N 00

EC 11e=S* S.=3; 1 .=1+1;

FOR J.=I STEP 1 UNTIL M 00 S.=S+JFJ,T1*+7x

IF S<TDL THEN G.=) ELSE

F.=UEIL,li; G.= IF F<1 THEN SORT (S) ELSE - SQRT(S):

h .=f*g-s: U[l, 11.=F—g :

FOR J.=L STEP 1 UNTIL N OO

S.=0;

FOR K.=: STEP 1 UNTIL M 00 S.=S*UEK,T 1KUEK,J11l

f.-s/h;

FOR K.=1 STEP i UNTIL M 00 UE£K,J].=U(K, JJ+F*UIK,1]1

gcu.=g; S.=3;

FOR J.=L  STEP 1 UNTIL N 00 S.=S+)ET,J]**?:

IF 3<T9L THEN G.=3 ELSE

F.=U£1,1+11J G.= IF F<O THEN SORT (S) ELSE -SORT(S) :

H. -F*G-SJ UEL., I+l 1.=f-¢g;

FOR J.=L STEP 1 UNTIL N OO0 EtJ).SICT, J1/HJ

FOR J.=L STEP 1 UNTIL M 00

->i-0J

FOR K.=L STEP & UNTIL N 00 S.=S+JE J,<1*I£1I, K] :

FOR K.=L STEP UNTIL N 00 UEJ,K] .=Ut ), K)+S*tfK)t

Y.=A33(QEl J)#AX£EEi d ; IF Y>X THEN X.=Yt

ACCIMJLAT ION OF RIGHT-HAND TRANS FORMATIOHS!

FOR 1.=N STEP -1 UNTIL 1 00
IF G NE ¢ THEN
H.=UE 1,1+1J%GJ
FOR Je=L STEP UNTIL N DO VEJ,1).=u(T,J]/n:
FOR__J.=L  STEP UNTIL N 00
FOR K.=L STEP J UNTIL N 00 S.=S+JE1,K]*VE<, J]:
FOR K.=L STEP UNTIL N 00 VEK,J),=VE <, J]+3*VEK«I 1:
FOR J.=L STEP 1 UNTIL N 00 VEI,JI.=Vtd+ IJ .=n:

16/ 1</ 3 ( HRS

323

R <=

325

327

328
523
527
F2<

329
930

931

E3l
E3it
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5IMJLA/MA3TER ( BP) S.SIMPPG 09715 /85

30 **x
3G1
30?
3C3
3G9
305
3C6
307
308
309
311 **
311
312.
317
319
315
715

317
71%
N E

MC -
721
322
327
329
323
326
327
326
329
73 * *
gi.
177
78T
339
335
326
337
336
339
2 9 **x
391
392
393
399
795
393
397
39?7
393
7. W
751
352
751
357
355
356
357
353
359

ENO 1T
COMMENT

BEGIN
END 1?
BEGIN

BEGIN
BEGIN

END j;

ENO G
ELSE

ENO 1I;
COMMENT

ENO i;
COMMENT

BEGIN
BEGIN

g»=BCit? 1.=i:

ACCUMULATION OF LEFT-HAND TRANSFORMATIONS:
FOR i:=N*1 STEP 1 UNTIL M DO
FOR J:=N<1 STEP 1 UNTIL M 00 UCT.J1 1=0:
uti,n =1;

FOR 1.=N STEP -1 UNTIL 1 DO
I =i g-=qiii,;
FOR J.=L STEP 1 UNTIL M OO0 uci,ji.=o:
IF G NE 3 TIHEN
h.=uci,ij*g;
FOR J.=L S1EP 1 UNTIL M 00
s.=3;
FOR K.=L STEP 1 UNTIL M DO Se=S+XK™*11xuc<,Jl:
F.=S/H;
FOR K«=1 STEP 1 UNTIL M DO U[K,J].=UC ¥, JL+E*UCK*1]

FOR J.=1 STEP 1 UNTIL M oo U[Jtl).=UCJ* 1j/g:
FOR J.=1 STEP i UNTIL M DO uCJ,11.=9: -

uci, ti.=ucioi i+1;

RIGHT-HAND TRANSFORMA T I1CNS?

k 2=n,
ni=ki k»=o ,
FOR 1:=1 STEP 1 UNTIL N oo

IF AdSCGCIJ) > EPS THEN
- k =k +i; Q[K]:=Qtli: ECK1I=£111; ENO *
FOR 1:= STEP 1 UNTIL K oo

D:= EC 11/Q11-11/C;

Ci=3Q ?TCi/Z(1*0**2) ) ;

cost I' t=c; SINC11i=31IGN (D)*SQRTCL-Sx*?> :

FOR J:=i STEP 1 UNTIL N DO

X:=/[J,i1;
FOR 11=2 STEP I UNTIL K o0
CI1=COS[11? S:=sinch ;

jijg,i-1J *=X*C+71j»i i*s: ys=-X*SeVCI.11*Ci
JLI.1):=y I Xs=y:

THE LOWER 3101AGOMAL FORM?

ok— 1 ¢
FOR 11=2 STEP 1 UNTIL K oo
D:=QC I-11*COSt 11 +E[17*SIncll:

ati-i 11=07?

G:=DC11xSINtil 5

EC111=G5 DJ=G/J/C;

C:=SQ ITCI/CI+Q**?) )?

TOSC1]i-C* TINCIJ :=SQRT 11-0**2)*SI SIC3):
mam*=QC 1i»cosm;

LEFT-HA ID TRANSFORHATIONSS5
FOR J:=1 STEP 1 UNTIL M 00

x:=uCj,11 ;
FOR I1t-2 STEP . UNTIL K 00
C*=TOST 115 S :=TINCI 1;

18 /7 19/31.

E29

B3?
E32

B33
B39

D35

E35
E39

E33

Bob E3s6
B37

E37
B3n

B3S

t3H
£38

BO<

£90

BI1

PA SE

&
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SIMULA/MA 3TER ( BP) S_SIMPRG 0<# 15/65 18/1W/3 f HRS PAGE 7

36C ** ut j.i-li i=x*c*utj,ii*s: y*=-x*s*ut j,ii*c: 3<2
361 ulj,ii»=y; Xt=Y:

362 ENO 1}

363 end j; €<¢2
36<+ COMMENT THE NEW L)PPr R BIOIAGONAL FORM ; E<9l
365 FOR 1J=2 STEP 1 UNTIL K DO

366 BEGIN Q[I-171=QtlI-1]*TOS[I 1 SEtl FTINI ]:

367 Etl 1*=QC 11*T IN [11» 343
363 Q[11t=Q[ 11*TOSC11 ;

369 ENO 1 ;

373 COMMENT TEST OF CONVERGENCE* €<e3
371 FOR 11=2 STEP 1 UNTIL K 00

372 IF A33(Erin > EPS THEN GO TO ELMje:

373 FOR 1 :=1 STEP 1 UNTIL < 00

37 IF QCll<o THEN

375 BEGIN Q[1]1=-QCIT;

376 FOR JJ=1 "STEP 1 UNTIL N 00 V[J11]1=VtJ,I]? o
377 ENO ;

378 ENO QRPS* E
37? €23
38 **x

331

362

385

38%

385

386

387

383

389

393 **

391

392

393

30+

395

396

397

398

399

<o01

<03
O
AC>
<+0b
<07
PC9
<09
<oll »~
<¢ll
<¢12
<¢13
<t+l<*
<¢15
<15
<17
< 6
<¢19
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Radé Péter: Relaciods adatbaziskezeld rendszerek

0sszehasonlitdo vizsgalata

o
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