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Bevezetés

A tobbértéku logika vizsgalata a diszkrét matema-
tikanak meglehetfsen uj aga. A felvet6dd problémdk ere-
dete - mint arra az elnevezés is utal - a matematikai
logika témakorében kereshet6. A kutatas els6 1épései a
Boole-fluggvények viselkedésével kapcsolatosak /]4, [36] ,
[47), [48; , [@P)- Azt is mondhatjuk, hogy a tobbértéki
logika tulajdonképpen a 2-értéku logika természetes al-
talanositasaként keletkezett. Fejlédése, a felvetddd
problémadk bonyolultsaga azonban uj matematikai modsze-
rek bevetését tette szikségessé,

A kutatisok eredményeinek legfébb felhasznalasi
terilete - s igy sok esetben a tovabbi vizsgalatok o6sz-
tonz6je is - a szamitastechnika , a kulonféle automatéak
és aramkorok tervezése és konstrualdsa. A tobbértékiu lo
gika fuggvényei ugyanis jol hasznalhatdék véges &allapotu
aramkori elemekb6l felépitett haldézatok modellezésére.

Az itt targyalt eredmények egyszersmind
szorosan kapcsolddnak a legutébbi években a véges algeb
rak kionjainak az univerzalis algebra targykorébe esf
kutatasaihoz is. Ez nem véletlen: a tobbértéku logika
zart osztalyai és a kionok nagyon hasonld fogalmak. A
definicidjukban levd eltérés nem lényegi, inkabb csak

a klasszikus "logikai™, 1ill. a modernebb 'algebrai



megkozelités kulonbségébdl adoédik. A legtdbb eredmény
mind a tobbértéki logika, mind az univerzalis algebra
eszkdzeivel egyenértékien megfogalmazhatd. A teljesség
igénye nélkul szeretnék ezek koézul utalni Rosenberg [54],
551 . 561 ., 571,581 . [39]1 . [60J , [61j , [62] , [P4] . Quackenbush
[52], [53] , Salomaa [67j , [68] , [@] . [70J, [71] , [2] és a ma-
gyar szerz6k kozul Csakany [6].1[8] .12 .,[109 ,[11] , Szabd
[76 dolgozataira, tovabba Werner [8I] , Péschel-Kaluzsnyi
[49] és Gratzer [3.] konyveire, melyek eredményeit ese-
tenként i1dézzik is, és amelyekb6l /sok helyen/ a dolgozat

terminoldgidja is szarmazik.

A tanulmanyt harom fejezetre osztottuk.

Egy-egy fejezet kulonb6zé jellegl kérdésekkel foglalkozik,
ezért a fejezetek bizonyos mértékig onalld egységeknek

is tekinthetdk.

Mindhadrom fejezetben épitunk néhany - a témakdrben
klasszikusnak szamitdé - eredményre, mint példaul a maxi-

malis kionok Rosenberg-féle jellemzése, vagy a kiodénok
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és relacidalgebrak kozotti /Pol-Inv/ Galois-kapcsolat.
Ugyancsak mindharom fejezetben egységesen hasznalunk
jeloléseket és fogalmakat * Azért, hogy a témdban jara-
tosabb olvasét ne terheljuk feleslegesen, a dolgozat
azonban o6nmagaban is olvashaté maradjon, ezeket az alap-
definicidkat és tételeket az els6 fejezet elétt, a "Fo-
galmak, jelolések™ cimi részben kuldn ismertetjuk. Okot
ad erre az eljarasra a mar emlitett terminoldgiai ket-
tésség is: a dolgozat egyfajta, az univerzéalis al-
gebraihoz kozelebbi terminologiat hasznalunk. Ugy gon-
doltuk, a definiciok felidézése azt is lehetdvé teszi,
hogy ravilagitsunk a logikai és algebrai fogalmazasméd
kozotti eltérésekre és azonossagokra.

Az els6 fejezetet a kldonhald szamossagi probléma-
inak szenteltik. Kételemld halmaz folott Post /[47)-ben/
leirta az 6sszes kionokat. Legalédbb 3 elemlG alaphalmaz
esetén Janov és Mucsnik £37.] eredményeibdl kovetkezik,
hogy az Osszes kidonok szamossaga kontinuum. Vizsgalata-
ink kiindulépontja Rosenbergnek a klénhaldé dualis atom-
jait leir6 tétele. EIl6szOr arra a kérdésre adunk valaszt,
hany részklénja van egy - adott tipusu - maximalis Kkion-
nak. Az un. affin maximadlis Kkionra a valaszt Szendrei
£79] és Bagyinszki-Demetrovics £2] dolgozataibdl is-

merjuk. Az 1.3» tétel azt mondja ki, hogy a részkldnok



szdmossaga masik négy tipus esetén is /legaladbb 3 eleml
alaphalmazon/ kontinuum. Az ©Ondualis osztalyok vizsga-
latanal eltekintettink a Rosenberg-tételnek a maximalis
kiont definiald permutaciodkra Kirott feltételétdl: egy
IC permutéacidéval fTelcserélhet§ O6sszes Tuggvények
kionjait vizsgaltuk. Két kivéeteltél eltekintve - s ezek
kozul csak az egyik ad maximalis kiont - sikerult be-
latni, hogy az részklonjainak szamossaga kontinuum
/1.10._tétel /.

A két Kkivételes permutacid esetére Marcsenkov adott
bizonyitast [43.]-ban. Eredményeinket ezzel kiegészitve
teljes leirast kapunk a kuldonféle tipusu maximalis kio-
nok részklonjainak szamossagardl, ezt foglalja 0ssze az
1.12. tétel.

A fejezet masodik része a klonhadldk néhany dualis
ideadljanak és intervallumanak szamossagat adja meg. Ezek
kozul els6ként az un. majdnem-projekciok generalta du-
alis ideadlok szamossagarol bizonyltjuk, hogy /legalabb
négyvaltozos esetben/ kontinuum /1.14. tétel/. A kovet-
kez6 kérdést McKenzie vetette fel 1983-ban, a Szegeden
tartott univerzalis algebrai konferencian: Mi az olyan
kionok szamossaga, melyek tartalmazzdk az O6sszes kons-
tansok kiénjat? Ha az alaphalmaz legaladbb harom elemd,

a valasz itt is kontinuum /1.16_.tétel/. Az 1.17. és



1.18. tételek, a klonhaldnak a majdnem—projekciok ill.
konstansok generalta kidnnak alulrdol és bizonyos maxi-
malis osztalyokkal ill. ezek metszeteivel fellulrél ha-
tarolt intervallumairél mondja ki, hogy szamossaguk
kontinuum.

A fejezet zard6 eredménye a kulonbdz6é fluggvénytel-
jes algebrak szamossagat adja meg: Legalabb 4-elemi
alaphalmazon kontinuum sok ilyen konstrualhaté.

A nagy szamossagu klénhalmazok konstrualasahoz be-
vezettik a szeparaldé relaciohalmazok fogalmat. A bizo-
nyitasokban az [I], [37] ,[18] ., [19] ., [201 dolgozatoktdl
eltérb6en ezt a fogalmat és az erre épiulé moédszert alkal-
mazzuk /I1d. 1.4., 1.5. lemma/. Az egyetlen kivétel az
1.7. lemma: itt a mar j0]-ban is megtaladlhaté "direkt"
modszert kovettik. A szeparald relaciok alkalmazasa le-
het6vé tette, hogy néhany allitast /mint pl. az 1.14._,
1.17., 1.18. tételek/ egyszeribben igazoljunk.

A masodik fejezet a maximalis kionok generator-
rendszereivel TfToglalkozik. EIs6 részében roviden Ossze-
foglaltuk a dolgozatban targyalt kérdés elbzményeit,
Lau [40] és Schofield [75)j munkai alapjan. Ezekb6l ki-
deril, hogy a monoton tipusu maximalis kiénok kivételé-
vel mind végesen generalhatoak; pontosan tudjuk, me-

lyek kozuluk az egyetlen flUaavénnvel craneralhatoak. A
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monoton maximalis klor k esetében &altalaban nem tudjuk
garantadlni véges generatorrendszer létezését. Illyen /an,
ha a definidld részbenrendezés halé, vagy az alaphalmaz
kicsi. /Legfeljebb 7 elemld, Id. j 40J./ A [HBI eredményei
alapjan a kérdést arra vezettiuk vissza, hogy mikor lehet
egy korlatos részbenrendezést meg6rz6 fFluggvények kozott
un. tobbségi fluggvényt talalni. Ha ugyanis ilyen van egy
kidénban, akkor Baker és Pixley egy tételének koénnyen iga-
zolhaté kovetkezményeként a kldén végesen generalhatd lesz.
/2.3. lemma/. El6szor is belatjuk, hogy haromvaltozés
tobbségi fuggvény l1étezése jellemzi a haldkat /2.4, lemma/
Példat mutatunk olyan korlatos részbenrendezésre, amely
nem halé, de polimorfizmusai ko6zott van tobbségl flggvény
/2.1, lemma/. A 2.12. tétel olyan - csak a részbenrende-
zést6l fuggb6 - feltételt ad, amely biztositja tobbségi
fuggvény létezését egy korlatos részbenrendezés polimor-
fizmusai kozott. A feltétel az, hogy az R részb nrende-
zés eldballithatd legyen egy L halébol dagy, hogy elhagyjuk
L-b6l egy konvex részhalmazat. Mivel tobbségi fuggvény
létezése Oroklédik a eetrakt-képzésre és a véges direkt
szorzatra /2.10. lemma/, ilyen mdédon egy, a haloknal lé-
nyegesen bévebb osztalyat nyerjuk azoknak a részbenren-
dezéseknek, melyeknek polimorfizmusai végesen generalha-

téak.
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A hasznalt médszer sajnos nem irja le az 6sszes
korlatos részbenrendezéseket. A 2.18. tétel mutat pél-
dat olyan R részbenrendezésre, amelynek polimorfizmusai
k6zott semmilyen aritasu tobbségi fluggvény sem fordulhat
eld.

A harmadik fejezet a 3-elemi halr folott értel-
mezett ondudlis maximalis klén, /S/, részklonhaldjanak
leir Mivel - az els6 fejezet 1.12. tétele szerint -
a vizsgalt osztaly kontinuum sox részklont tartalmaz,
nem reméltink - é" nem is adunk - hidnytalan leirast a
haloérdol, kidnok egy csoportjanak tartalmazasi viszonyait
és bazisait adjuk meg a [20], [24" dolgozatok felépité-
sét kovetve. A fejezet elsd része a vizsgalt kidnok de-
finicidojat tartalmazza: Ezek néhany természetesen adodo
kivételtél eltekintve, mind a 0,11 halmazt 6 6 fuggvé-
nyek kionjai lesznek. /Minden olyan kiont sikerult le-
irni, amely tartalmaz a {o,1™ -et nem 6rz6 fluggvényt, de
nagyon kevés ilyen van: 7 da. b./ Ez a tulajdonsag adta
a kezinkbe a halo vizsgalatanak modszerét: a {0,1} hal-
mazt 6rz¢ figgvények megszoérithatdéK erre a halmazra, meg-
szoritasuk Boole-flggvény, és ez az ugynevezett Boole-
megszoritas kionokra is értelmezhet6. Ha pedig egy olyan
Boole-fluggvényt tekintunk, amely 6rzi a {o[ és (1] hal-

mazokat, ez mindio kiterjesztheté S-beli flgvénnyé. Ez



12

a kiterjesztés - sajnos - nem egyeértelmd, a vizsgalt
kionok definialasa pontosan azt jelenti, hogy megmond-
juk, milyen tulajdonsagu kiterjesztésekb6l allé kiono-
kat vesziunk figyelembe /3.1,-3.5./.

A fejezet masodik részében megadjuk a targyalt Kiod-
nok egy bazisat /3.1. lemma - 3.13. lemma/. Mint kide-
rul, ezek a kioénok mind véges béazisuak, és rendjuket is
meghataroz zuk.

A harmadik rész a vizsgalt osztalyok tartalmazasi
viszonyait adja meg. Azt a médszert kovettik, hogy min-
den kidénhoz megkiséreltiuk meghatarozni a benne maximalis,
valédi részklonjainak halmazat. Ez, lényegében két eset
kivételével, sikerult, s igy a halo "felderitetlen teri-
letei” lokalizalhatok /3.14. - 3.26. lemma /.

A fejezet végén a 3.27. - 3,30. tételekben 0Ossze-
foglaltuk a vizsgalt kionok szerkezete alapjan az S 0sz-
szes részkloénjainak Lp haléjara addédo eredményeket. Si-
kerult meghatarozni pl. néhany érdekes flggvényt tartal-
maz6 O0sszes kionok dualis idedljait, valamint Lg 0Osszes
atomjat és dualis atomjat.

A dolgozatban a lemmak és tételek szamozéasa minden
fejezetben elolr6l kezd6d6, de egy fejezeten belul fo-

lyamatos sorszam, melyet a fejezetsorszama elb6z meg.
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Fogalmak, jeldlések

Az "tl-<A;F> algebrdn az A alaphalmazon f~eF,
fA-AmB~s>A milveletekkel értelmezett /megfeleld tipusu/
univerzalis algebrat értjuk. Az <A;F”~ algebra véges,
ha alaphalmazadnak szamossaga véges. Azok az algebrai
strukturak, melyeknek kiénjairél a dolgozatban sz6
lesz, kivétel nélkul végesek. Véges algebra /k-elemi/
alaphalmazat gyakran fogjuk, a szamolas egyszerlilisitése
kedvéért, az E» ={ 0,1,2, ... , k-1} halmazzal rep-
rezentalni. Az A halmaz szamossagat card (a) jeloli
Az algebra miveleteit /az A-n értelmezett/ flggvények-
nek fogjuk nevezni.

Legyen n£l és jeloljuk -nel az A halmazon

értelmezett Osszes n-valtozos fuggvények halmazat:

={f (Xi"eee"™xn™ 1 f: An~9AJ

és legyen P = Kj PAnNe

P=|J -t az egyszerilség kedvéért PR—vaI fogjuk jeldlni. A
k

O-valtozos fluggvények halmazat /konstansok/ CA-~val, ill

Cr-val jeloljuk. Ezeket technikai okokbol konstans érté

ki egyvaltozos fuggvényként kezeljuk.



A PA halmazon vezessik be a kovetkez6 r,t.,a , o

miveleteket:

Ha féP™n), g£P™m) , legyen

C ) (XX "*e**F) * ANCX2"X2*eeelxn>X) i

¥ CH OV eee'xn) :=f (X2'XI [+ +N) |

A@E)xx,--..,xn)=F™~1,x1,x3,...,xn) , ha n>1 j

V() (x1,x2,..,xn+1):=F (xX2/x3, ..., xn+1) j
(go ™ xXi/-—-/Xm/xm+1/.../xm+n_1) =

= f(g(x1,...,xm), xm+1l-__,X ) -

és ha n = 1, legyen:

I
=-h

\(E)= " (F) = AD

Az Cx}/ *ee/ Xxn) x£ fuggvényt proj ekcidnak /i-edik
projekcionak/ nevezziuk. I1tt elhagyjuk ugyan az alaphalmaz
megjelolését, de ez nem vezet félreértésre. A P”/-ban ta-
lalhaté projekcidk Osszességéet J -val jeloljuk.

Az F Cxi> eee* xn% flggvény valtozdinak szamat f
aritdsanak nevezziuk és ar(f)-fel jeloljuk.

Azt mondjuk, hogy az TEX©, ..., PA  fuggvény

Iényegesen flugg az i-edik valtozojatol, ha taléalhato
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olyan

a =0V ., ai_lrai/ai+l, xxx g3
b :(a2, ceay ai_l ,bi ,ai+1, * kAW an)
atAn , béAn , hogy fCa)” f(b).

Ellenkez6 esetben nevezzuk xM-t az f fuggvény Tiktiv
valtozéjanak. Legyen \ tP , fEP . Azt mondjuk, hogy
f szuperpozicié az ~» folott / £ eléallithatdé, mint

V-beli Tfluggvények szuperpozicidja/, ha F megkaphatd -

beli Tflggvényekbdl az e"x~x") = projekcidé és a
g £ -2 io miveletek véges sokszori alkalmaza-
saval.

Az NS PA lezarasanak nevezzik, és [Vj-fel je-

161juk az O6sszes ~ folotti szuperpozicidok halmazat.

A <PA; (0,1,1,1,2) tipusu univerza-
lis algebréat nevezzik az A folotti teljes fuggvény-
algebranak és P -val jeloljuk.

Az "~ c esetén [*3 nyilvan megegyezik a P» al-
gebra V altal generalt részalgebrajaval. Megjegyez-

zik, hogy ugyanerre az eredményre vezet, ha PA helyett

az eggyel tobb midvelettel rendelkezf, de csak az e~"(X)= X
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projekciot tartalmazé <PA; , £E (t (A (V ,=>
(0,1,1,1,1,2} tipusu univerzalis algebrat, illetve
ez utdbbi részalgebrait tekintenénk.

Az halmazt kidénnak /vagy fuggvényalgebranak/
nevezzik, ha = [~

Megjegyezziuk, hogy a fent definialt lezarasi ope-
rator zart halmazai /a kionok/ és az un. zart osztalyok
a k-értéku logikadban nem esnek pontosan egybe. A zart
osztaly definicidjanal ti. csak a mi-
velethalmazra valé zartsigot koveteljuk meg. Mig tehat a
klI6n mindig tartalmazza az Osszes projekciokbél &allo
flggvényalgebrat, a zart osztaly nem. Példaul az Osszes
egyvaltozés konstans érték( fluggvények halmaza zart osz-
taly, de nem kloén.

A tanulmdnyban /stilaris okokbé6l/ hasznaljuk majd
a zart halmaz, zart osztaly kifejezést is, de csak akkor,
ha a klén, amiré6l szé van, '"magatél'™, valamilyen egyéb
megkoévetelt tulajdonsaganadl fogva tartalmazza az 0Osszes
projekcidk halmazat. /Példaul a maximalis zart osztalyok
ugyanazok, mint a maximalis kionok. Azok a k-értékiu lo-
gika terminoldgiaja szerinti zart osztalyok, amelyek ele-
ve tartalmazzak a projekciodokat, pontosan a kionok./

Az ~"GP halmazt a GEP klon generatorrendsze-

rének nevezzik, ha =G. ~ bazisa G-nek, ha F ,
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esetén ~ N
Ha "<£P klén, jelolje ~ az 0sszes m-valto-
z6s, ™ -beli flggvények halmazat. Specialisan
0sszes egyvaltozoés fluggvényeinek halmazat pf~ , az
Osszes permutacidok /tehat szirjektiv egyvaltozés flgg-

vények/ halmazat ~ jelolr.

Az A halmazon értelmezett n-valtozdés reléaciodnak
nevezziuk An egy részhalmazat, az O6sszes n-valtozés re-
laciok halmazat az A-n RAn-val, az 0sszes /véges val-

toz6s / relacidk halmazat az A-n R -val jeloljuok. R =0r ~n\
A A *ha

A f é&RMNN relacidra az 'n" szamot nevezzik a reléa-
ci6é aritasanak, és ar(f) -val jeloljuk.
A fuggvényalgebra fogalmahoz hasonldéan bevezethet-

UM
Juk a relaciodalgebra fogalmat, mint a »~ ,T, A7 (= ,4&

mléveletekre nézve zart halmazt, ahol eRﬂp fénRr m

esetén legyen

$(=?) = T K " x2"-*-"XrlL (X2"X3"**_*Xn"XI1] 6 ~
TC?D= {XI*™X2%e* x| X2 X1"***/Xn) ¢ $ 1 -
[x1,x2,...,x3 | (1,x1,x3,...,xn)e) /han>1//KF
{XT"X2" *** xn+IN(X2#X3" *<*#Xn+l ) ~ ? 3
= ((X1">* "VI"xm"=*>"Xm+n_2) | 9 U

Ix....és (U,X,, ...,n+n_ 2)éfT ] F
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S (1,2}

, az alébbiak szerint definidlt, az {1,2{ hal-

mazon értelmezett egyetlen osztalybdol allé ekvivalen-
cidhoz tartozé diagonalis relacib.
Diagonalis relacidénak nevezzik a
relaciot, ha
1. /7 £ egy ekvivalencia-relaci6 az
[1,2,...,m] halmazon;

2./ ;x ,X S m pontosan akkor, h

1°°7°"""m;
G/ PAIL=>xi=xj .

A diagonalis relaciodok ugyanazt a szerepet jatsszak a
reldciodalgebrdk kozott, mint a projekcidok a fluggvény-
algebrék koézott. D /ill. D / jeldli az Osszes diago-
nalis relacidk halmazat.

A tovabbiakban el8szdor néhany specialis relacio-
tulajdonsagot definialunk:

Egy oeRANn relécidét teljesen szimmetrikusnak

nevezink, ha XN, .. ,x3 £EN esetén minden
e I I I || I T permutaciodra (
A N teljesen reflexiv, ha Fees/. , € mind-

annyiszor, valahanyszor card(X“yeeerx"} £ m,
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A CEA a N centrum-eleme/ ha minden
N\/\ 3
X2 X3 "*" Xn) 1 esetén (cC ¥2,»..,xMfc » A
centrumelemek halmaza: a ~ centruma.

A N relaciot centralis relacidnak nevezzik, ha

1. /7 teljesen szimmetrikus;
2. / teljesen reflexiv;
3*/ van legalabb egy centrumeleme.

Jeldlje t azt az r-valtozés reléaciot, melyre:

x1,.. ., xM£ trhrcard|x1,... ,xr )N r

A N h-valtozos relacidét h-regularisnak /h-univerzéalis-

nak/ nevezzik, ha héas3 és megadhaté m> 1 és egy $

szlirjektiv leképezés, ? A —HEh)@ dagy. hogy
S - (( t» , azaz: (an,...,a" pontosan
akkor, ha minden j/=1,2,...,m/-re (b”™j) ,...,bh(@)]e- th,
ahol bi(j) jeloli a ~@./) vektor /~@™e™EN) m 1 /
Jj-edik koordinatajat /szoktdk ezt - szemléletesebben -
ugy fogalmazni, hogy a , /i=l,._._,h/ szamok
h- alapu szamrendszerben valé felirdsaban mind az m
darab szamjegyre teljesiul, hogy legfeljebb h-1 kuldén-
b6z6 fordul eld kozottuk 7.

A N 4-valtozés relaciot affin reléacidnak nevez-

zik, ha card £a) = p* és megadhaté G=<A; o ,+,- >
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elemi Abel p-csoport ugy, hogy

™ ,x2,x3, pontosan akkor, ha XAXAXMN+XxN .

A C kionok halmaza /és az £R N relacio-

algebrak halmaza/ a halmazelméleti tartalmazassal mint

részbenrendezéssel

halot alkot, jeldlje ezt *2.("A)

o"(ra) . Az egyszeriség kedvéért oC () -t
jeloli.

cEk

Azt mondjuk, hogy az fEx™,...,x ) Ffuggvény meg-

6rzi a o(xX™,...,x ) relaciot, ha:

/§=1,2,...,n/, esetén

A ill Qt P esetén az t invarians relacidinak
ill. Q polimorfizmusainak nevezzik a kovetkez6, Inv(™)-fel
ill. Pol (Q)-val jelolt halmazokat:

Inv(V) £ Ra |V FeEN : f megbrzi a

Pol(Q)=\Tf € PA | € Q : fmegbrzi a g

Aladbb ismertetink néhany, a témaban alapvetd je-

lent6ségli, klasszikussa valt eredményt, amelyekre a

dolgozat tamaszkodik. Ha kulén nem jeldltuk meg a forrast,
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az i1dézett eredmények megtalalhatok pl. Pdschel-
Kaluzsnyin [49" -ben* Mi a tovabbiakban ezekre az al-

litasokra az itt szerepl6 nevikkel fogunk hivatkozni,

Jablonszkij-lemma; Legyen T(X*,..*,xn)€ P 3, n>2
olyan fuggvény, amely legaldbb 2 valtoz6jatél l1ényegesen
figg és X, Z3 Kkuldonbbzé értéket felvesz. Ekkor

1.1 Talalhatéo K~,K2,...,Kn halmazrendszer /7 K~C EN,

=1, ... ,n/0gy, hogy |PL] "2 ¢és f a
KAxK2x...xKn szorzathalmazon legalabb 3 érté-

ket felvesz.

2./ Talalhaté olyan L]_""»"Ln halmazrendszer
/Li- Ek , 1=l,...,n/, hogy card (L ¢6 t-1
/i=l,_._,n/ és f az L-,xL Xx...xL szorzat-

o n

halmazon mind az 1 értéket felveszi.

A K~ PA fir’kgvényhalmazt Zilletve az <A,K> algebrat/

teljesnek nevezzik, ha [k3 = PA> A K fuggvényteljes, ha

[kocAJ = PR-

Az f&P~ fluggvényt Slupecki-fluggvényr.ek nevezzik, ha

1. /7 legaldbb 2 valtozd6jatol lényegesen figg;

2. / minden értéket felvesz.

Sirpecki—tétel v. Siupecki-kritérium. Legyen card (a ~.3)
>» o
PA.- ~ ~ 1 PA ; ~ pontosan akkor teljes, ha tartalmaz

Slupecki-fluggvényt.
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Rousseau-tétel . Id. |65 Az A=<A,f> algebra /ftp /

pontosan akkor teljes, ha

1./ A-nak nincs valdédi részalgebraja;
2.1 A-nak nincs valddi kongruenciaja;

3./ A-nak nincs valdédi automorfizmusa

Galois-kapcsolat relaci6- és fuggvényalgebrak kozott.

Legyen
CPol (Inv (%) ¢és Q£ Inv(Pol ) , tovabba :
C.Vesetén InvC™) ~ Inv (fco) ;

Q CQ esetén Pol (g)C Pol (g™

~  pontosan akkor kléon, ha ~ = Pol (Inv (V)) t
Q pontosan akkor relacidalgebra, ha Q=Inv(pol(q)) -
A Pol: <~Cra) — ©°~CpA) ill. az Inv: =£ (p )- "

leképezések a CE (ra) *© O(.C% halék antiizomorfizmusai .

Definialjuk az , 3 halmazokat a

kévetkezb6képpen:

UN: az EN-n értelmezett nem-trivialis ekvivalencia-re-
laciok halmaza;

H.: az E”-n értelmezett h-regularis relaciék halmaza;

Cr: az EN-n értelmezett nem-diagonalis centréalis reléa-

ciok halmaza;
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: az EM-n értelmezett affin relacidk halmaza;
: az EM-n korlatos részbenrendezések halmaza
/.egy részbenrendezés korlatos, ha van legnagyobb
és legkisebb eleme/;
Sk : az egyenld primhosszusagu ciklusokra bonthaté

fixpontmentes permutacioil grafjainak halmaza.

Ekkor, Rosenberg tétele szerint:

az N haldé dualis atomjai /P™ maximalis részklonjai/

“kv £kv k" sk

A dolgozat egészében megtartjuk a maximalis kidnoknak

a fenti jellemzésb4l adodo, kovetkezd osztalyozasat:

A K = Pol(™) P~ maximalis klén U-tipusu, ha e
C-tipusu vagy centralis, ha

H-tipusu vagy h-regularis, ha

L-tipusu vagy affin vagy kvazi-linearis, ha

M-tipusu vagy monoton, ha

SM-tipusu vagy ondualis, ha ~ SN,

Gyakran fogunk hivatkozni Post klasszikus eredményére,

a PN Osszes részklonjainak leirasara. Azért, hogy a
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"Post-diagram alapjan kénnyen lathaté..." tipusu
allitdsok tartalma valdban vilagos legyen, melléke-
link egy rajzot az cC2 halérol /1. abra/. A P2~beli
kionokra az itt megadott elnevezésekkel hivatkozunk.
Teljes leirasuk, béazisaik megtaladlhaték pl. [36],

[47] -ben.

Definici6: A d (X, ...,xjJ eP™ fluggvényt n-valtozés

tobbségi fuggvénynek nevezziuk, ha minden X,y e.A-ra

d (X,X, -2 ., X,¥)= d(X,X, «--,X,yY,X)= ...=

=d(y,X, ---,X)=X.

Az aldbbi allitast Baker és Pixley [3] -ban /Corr.5.1./
bizonyitotta, mi némi terminoldgiai médositissal idéz-

zUuk :

Baker-Pixley tétel. Ha a Ke klén tartalmaz egy
dM(x™,. - .,xn) n-valtozés tobbségi fuggvényt, /n>2/
akkor K pontosan az Inv(K) legfeljebb (n-1)- valtozoés

elemeinek polimorfizmusaibdl all.
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I. Szadmosséag! kérdések

Ebben a fejezetben adott tulajdonsigu kidonok sza-
mossagat vizsgaljuk. EI8sz6r bizonyos rogzitett kiob-
nok részklénjainak szamossagat fogjuk meghatarozni.

Arra a kérdésre/ hogy mi az 6sszes KLOnok halmazénak
szamossaga p™-ban, a valasz régtol fogva ismert. A k=2
esetben ez a szamossag megszamlalhatdé /amint ezt a
Post-diagramrél kozvetlenul leolvashatjuk/, k>2 ese-
tén pedig kontinuum. Szamossagi megfontolasokbol kodny-
nyen adoédik, hogy P~ legfeljebb kontinuum sok kiént
tartalmaz; annak bizonyitasa pedig, hogy valdéban van
legalabb ennyi részklénja, megtalalhaté Janov-Mucsnik
£37] dolgozataban. Az egyszeribb fogalmazas kedvéért

vezessuk be a kovetkezd fFluggvényt:

Definicid: Legyen KE£P~ klon. Jeldlje v (k) K ssz-

szes részklonjai halmazdnak szamossagat. Azaz:

v (k) = card Bpbck, b =[b]J)

A véges halmazok folotti teljes fuggvényalgebrakra

vonatkoz6 fenti &allitids tehat ugy fogalmazhatd at,

hogy
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V CP2) = - *0k) = £ , ha k~2
Most - és a tovabbiakban is - jelolje a megszam-
lalhato, t pedig a kontinuum szamossagot.

Maximalis kidonok részkldénjai

A fejezet elsb6 részében a V  fluggvény visel-
kedését fTogjuk vizsgalni maximalis részkldnjaira.
A k=2 esetben oOsszesen o0t maximalis részkléon van,

a Post-diagram jelodléseit hasznalva ezek: C2,CN,AN, LN, DN

vCcXy= vCc2= vOj) =Y. , va@x=9 vG@3d= vV
0
A k 3 esetben is taladlhatunk olyan maximalis oszta-
lyokat, melyekre v () véges: ha k=p primszam, és K
egy kvazi-linearis maximalis klén, akkor v Ck) </

/Demetrovics-Bagyinszki [[14)/, mégpedig

v(K)= 2P (p-2)+p+2+2d(p-1)+2p 2L ~
n Ip-1
ahol d(p-1) a p-1 Kkuldénbb6z6 osztdinak széama.
Ha k nem primszam, v(Kk) ertéke a

kvazilinearis maximéalis osztalyokra /Szendrei ~78]/.
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Legyen A véges halmaz, card(A)>2. Az M,H,C,U ti-
pusu maximalis osztalyok egységesen kezelhetbéek. A vizs-
gadlatokhoz egy - a Janov és Mucsnik altal bevezetetthez

hasonldé - fuggvénykonstrukcidé szolgal kiinduléasul.

Definicidé: Legyen i”-3 és gl£ w aldbbiak szerint

definialt fuggvény:

f b, ha card([j[Xj=c]) =1,

7z

) b, ha card(j|Xj=ci) =i-1 és
@ gi(xi,....,x)
card((g {Xj=b%) =1,

\ a egyeéebként.

/a,b,c kuldnb6zé, rogzitett elemek A-bol./

1.1. lemma. Legyen G= {g- | 1>2}. Ekkor minden KEPA
H, C,U,M tipusu maximalis kidénhoz valaszthatd olyan

a,b,cEA elemharmas, hogy GE£K.

Bizonyitas:
I. / Ha k h-reguléaris tipusu, barmely harom kuldnbdzé

a,b,c£EA megfelel, hiszen minden G-beli fluggvény
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legfeljebb két értéket vesz fel, ezért minden h-regu-
laris reléciot meglriz.
2. J Ha K centralis, valasszunk a,b,c elemeket Ugy, hogy
az a elem a definialdé relaci6o centruma-
ba essék. Ekkor minden g”~e G-re >e*e/ gNCx"})
vagy minden koordinatajaban b -vei egyezik meg, vagy
valamelyik koordinatédja centrumelem. Tehat G£Pol(<g) =K
3./ Ha K U-tipusu maximalis klon, legyen £ a definiald
ekvivalencia és a”b uagy, hogy (a,b)efE-* /Mivel £
nem-trivialis, mindig valaszthaté ilyen a,b./

4. / Végul, ha K monoton maximalis klén, véalasszuk a-t és
c-t a definialé ~ részbenrendezés minimalis ill.

maximalis elemének, b-t pedig uUgy, hogy £xjb<x<c$=0
teljesuljon. Ha most g™N(x) >91(u) < ak”™or az x koor-
dinatdi a fb,c} halmazbol keridlnek ki, ezért

nem teljesiilhet. Masrészt a két lehetséges képelem

/a és b/ mindig 0sszehasonlithat6, tehat GE£ Pol (.)=K

1.2. lemma. Legyen G= g™ 1>2% az Cl) -hen definialt

fuggvényhalmaz. Ekkor v (CgJd) =

Bizonyitas: EI6sz6r is megjegyezzuk, hogy ha belatjuk,
hogy g~ i XY akkor készen vagyunk* Ez esetben

ugyanis egy-egyértelmld megfeleltetés létesithetd az
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egész szamok N halmazéanak osszes részhalmazai és IGj
bizonyos részklonjai kozott, ti. M£N-nek feleltessuk
meg a GM= [{ ( 1ifeMi] kiont. Ha " , nyilvan G/NG™,
igy [GJ Osszes részklonjainak szamossaga valdban kontinuum.

A gi ™ [Ghg”MD allitast a gn-k invarians relécidi se-
gitségével bizonyithatjuk:

Legyen a kovetkez6 2n-valtozos relécié:

SiT fa*bl2”" ~ inUVn " ahol
z~=(b,b, ...,b,a,a, -..,a) , az els6 n koordinata b,
a tobbi koordinata a.

=|x|x e™jC |n x{a,c}n és létezik j, 1™ j<n

ugy, hogy Xj=b,xn+j=a, kuldénben x minden

koordinataja c.\

El b,c,c, e==10
e2 C,b1C11111C
- s  C/C/C/eeefD)

En+l 3fC ,CreeefC

Eon CTCICfeees"3
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matrix mutatja, hogy 4 Pol(~ ), hiszen a fenti mat-
rix minden oszlopa p”~-beli, a (@nED/*==T"NC2n)) ve~
tor azonban a ~n~bol kizart 2z Tegyluk fel, hogy i™n.
Bizonyltjuk, hogy ekkor g~t Pol Miutan minden gM
az J|a,b™ halmazba képez, elegend§ megmutatni, hogy nem

lIétezik olyan

HI pl1#***"pli
Hn Pnl*® **“"Pni
ql gllI=***"gh
§ L ] L ]
O L J L J
gn Anf/===-%i-

matrix melynek oszlopai “p~-beliek, a

(QIC2IN "ee™ gi(pJ "gi GjJ "*re gi(gn” vektor pedig pon-

r - s

tosan zn. Tegyuk fel az ellenkez6jét, Ekkor el8szor is
egyetlen jk /14.jJ <n/ sem tartalmazhat a értéki elemet,
vagy egynél tobb b értékit. Masrészt egy ilyen sor sem
lehet a csupa c vektor, mert ebben az esetben a megfeleld
d. is az volna és ezen a g. Tfuggvény értéke b. Tehat az

els6 n sor mindegyikében pontosan egy b szerepel, a tobbi
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elem c. Abbdol, hogy a matrix oszlopai "-beliek, ko-

vetkezik, hogy minden oszlop pontosan egy b értéket tar-

talmaz az els6 n sordban. Ez ellentmond az i~n feltétel-

nek .
Tehat: g”£Pol(<"j) pontosan akkor, ha

[6x{g-11 t pol(®,) miatt [CGN(g-}1 -

>
s
Q
<

1.3. tétel. Ha K £PA. M,H,C,U tipusu maximalis klén és
kn"3, akkor v(k)=£ .

A tétel allitasa az 1.1. és 1.2. lemmak kozvetlen
kdvetkezménye.

Megjegyezzuk, hogy az 1.3. tétel &llitasa mar [20] -
ban és /ett6l fuggetlenul/ Szendrei £77]-ben is szerepel,
a bizonyitasok azonban a fentitél eltérdek.

Az 1.3. tétel bizonyitasanak gondolatmenetét a to-
vabbiakban is fel fogjuk még hasznalni, ezért érdemes
két lényeges pontjat kiuloén is megfogalmaznunk. A kovet-
kez6 két lemmat nem bizonyltjuk, mert ez csak ismétlése

lenne az 1.2. lemma bizonyitasanak.

Definicidé: A G = iGr""’Gh""} B} GfCP’k klénhalmazt

teljesen fuggetlennek nevezzik, ha minden G7™£ G -hez

létezik olyan g. GGJ_, hogy g&i_l;ue’\,;fgl
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Definicid. Kionok egy T halmazat egyesitésre zartnak

nevezzik, ha

U\ £7

crel
teljesul mindannyiszor, valahdnyszor minden d € I-re

A e T. /1 megszamlalahté indexhalmaz./

1.4. lemma. Ha T a PA Kkidonjainak egy egyesitésre zart
halmaza ugy, hogy T-ben van megszamlalhatdéan végtelen teljesen

fluggetlen rendszer, akkor card(T)= I

Megjegyzés. Az, hogy T-ben van megszamladlhatdéan végte-
len fuggetlen rendszer, nyilvanvaldéan O6nmagaban nem ele-
gend6 feltétel.

Legyen pl. T =\ I H; = .- .0 | 7

azaz az 0sszes véges sok g altal generalt kloén.
/gi6 G az (D -ben definialt fuggvény./

T nyilvan tartalmazza a jjgM ,.[9"] .-- -"onj , \
megszamlalhatéan végtelen figgetlen rendszert, ugyanakkor

mi. den P~ € T végesen generalt, tehat card (t) ="MO

Oz1llnici6é. Azt mondjuk hogy a g=" ,...,on,e==}



relaciohalmaz szeparadlja a G=|gi,-..,,6r>— | kl6onhalmazt,

ha

Gxc Pol( ™ .) pontosan akkor teljesil, ha i"j.

1.5. lemma. Ha a G= ~"G",...,G ,...] klénhalmazhoz ta-
lalhaté 2 -{B\v ,S™* ,..\ITiRk agy, hogy 7\, szeparalja
G-t, akkor G teljesen fTuggetlen.

Viladgos, hogy az 1.3. tétel bizonyitédsaban is ezt
az utat kovettuk: adott klon részkldénjainak halmaza nyil-
van egyesitésre zart, és azt mutattiuk meg, hogy a
G = Ng¥T1.,---, IiI t=- klénhalmaz teljesen fuggetlen,
megkonstrualva a bizonyitas soran definialt
G-t szeparald reléacidhalmazt.

Megjegyezzuk még, hogy az 1.3. tétel bizonyitasa a
tételben kimondottnal Kkissé tobbet is igazol:

Legyen E(an az A-n értelmezett ekvivalencia-relaciok
olyan halmaza, hogy ¥%a,b) ££ minden [ é bj-re *
Legyen Cﬂ az olyan centralis reléacidok halmaza, amelyre

f« £ ©€seten eleme a centrumanak /a,b roégzi-
tett elemek A-bol/. Jeldlje T. © Ta’ H* a kovetkez6
kionokat P ,-bol:

vbi =H PolU)
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= Pol (9)
H =n poi ITF)
T6M
Ekkor V (= =/N0"N) =v~NHx) = e A bizonyitas

azon az észrevételen mulik, hogy az 1.1. lemmaban volta-
képpen a G € T(a,b’\ . %1feTa és .g‘.éH allitasokat
igazoltuk. A monoton maximalis osztalyokrol is hason-
16t mondhatunk: Ha ™ ™ és ™ 2 korlatos részbenrende-
zések az A halmazon, és legkisebb elemei va-
lamint legnagyobb elemei egybeesnek, tovabba talalhaté

egy olyan ytA, hogy

x ly M.x 1] =0 és
| ysiu-2x~ /~2 1\ =0 ,
akkor v (Pol Gu™d n Pol (yrHY)= £ . /1 és™ 2 “ a
feltételek szerint koézdés - legnagyobb elemét jeloli./
Példaul, legyen A = [a,b,c,dl[ ésyU2 az alabbi

részbenrendezések:
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Ekkor v(Pol( B Pol(n2)) = £*

Ondualis kionok
Az egyetlen eddig nem vizsgalt maximalis osztaly az S
tipus, azaz az ondualis fluggvények osztalya. Ahhoz, hogy
az A halmaz 'W"' permutacidéjanak grafja P egy maximalis
kionjat definialja, a permutacidénak két feltételt kell
teljesitenie. -nek fixpontmentesnek kell lennie, és
azonos primhosszusagu, diszjunkt ciklusokra kell bomla-
nia. E feltételektdl el fogunk tekinteni, és a
fliggvényt fogjuk meghatarozni, ahol jeloli a 1T
grafjanak oOsszes polimorfizmusaibol allé kiént az A hal-
maz tetsz6leges Il permutacidja eseten.

Vilagos, hogy f x*, ...,x €& $. pontosan akkor tel-
jesul,ha igaz az Nl-Cx®) , ..., AN =TT (F (O, - - -,xn))
azonossag. Ennek alapjan kdnnyen igazolhatdé a kbvetkezd

allitas:
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1.6. lemma. Legyen Ff&x»,.,..,xmt parcialis fluggvény An-
b6l A-ba, "ir az A egy permutéacidja, és tegylik hogy
f-et a HI'" minden palyajanak legfeljebb egy elemén defi-
nidltuk. /1t az An-en komponensenként hat./ Tegyuk fel,
tovadbb4a, hogy ha Ff definiadlva van az x€ An elemen,
akkor fix") palyajanak hossza osztja X palyajanak hosz-
szat. /A Tt altal generalt csoport szerinti palyarol

van sz6./ Ekkor f Kkiterjeszthet§ -beli fuggvénnyé

ugy, hogy f S7r -

1.7. lemma. Legyen k>2 , card "AD) =k, ~ az A egy per-
mutacidja ugy, hogy " tartalmaz két diszjunkt ciklust.
Leggenek ezek C= SCO - Cn—I) és D:ngdi .- dm-l'

Tegyuk még fel, hogy m>1 és n|m. Ekkor v(s®) =D.

Bizonyitas; Természetesen most is teljesen figgetlen
klénhalmazt fogunk konstrualni S”-ben, mégpedig egyet-
len elemmel generalhaté klonokbdol. Az 1.6, lemma lehetévé
teszi, hogy csak parcialisan definiadaljuk a szikséges flugg-
vényeket. Valasszunk ezért reprezentans elemeket a Tf min-
den palyajabsol Al-n, ezek halmazat jelolje , legyen

még i”~.3. Definidljuk az fi(x",...,x») fluggvényt B”-n a

kovetkez6képpen:
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' B+C A1)—- *A parcialis fuggvény /i>2/:

C2) f ar ha ixi....xh = {at+i"dti& D-
t1(x1,— X21 = j xs=dt és Xj=dt+l j#s-re,
cQé C, ha CuD,
b ch kildnben .
Mivel n[m, Ff._.(X.,..»,x.) Kkiterjeszthet6 P -beli filgg-

vénnyé ugy, hogy £ Yi{*

Bizonyitani fogjuk, hogy az F=N"T3 ‘Teeeefn " eeeo
klonhalmaz teljesen flggetlen. Mieldtt ennek nekilatnank,
megjegyezzuk, hogy a bizonyitas koénnyen elvégezhetd lenne
az 1.2. lemmaban bemutatott médszerrel, a szeparalé rela-
cidok halmaza is hasonlé az ott megadotthoz.” Szeretnénk
egy masik médot is mutatni egy kldonhalmaz fliggetlenségé-
nek igazoldsara, ezért most masképp jarunk el /hasonlé
bizonyitas szerepel [18]-ban is/.

Az i >2~ klonhalmaz fiuggetlenségének bizo-
nyitasa :

hz &altaldnossidg megszoritasa nélkul feltehetjuk, hogy

az A halmazt az halmazzal reprezentaltuk, ugy, hogy
C =(0 ... €n-1) és
D =(1 2d2 ... dm_p

IS.a szeparald relacidok az 1.2. lemmaban megadottakbol wwjy
keletkeznek, hogy az ott definialt 2n-valtozés reléaciodnak
csak az els6 n koordinatgjat vesszik figyelembe.
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azaz CO=O, dozl, d1=2.

t
Jeldlje Y. azt az (x.,..» 1} vektort, melyre

1 6S Xj 2j h& irj~ j 71727 -

Ekkor nyilvan
fK/(Y/i) =1 teljesul minden i"i,-re.

Azt kell bizonyitani, hogy

\i"---"xi) 1 [F J = Ft
Tegyuk fel, hogy az &allitas nem igaz, azaz f - - - X1}
el6all, mint feletti szuperpozicid, és jeldlje

31 (x1,...,x») azt a kifejezést, amelyre

TAXN,. .. X)) =~M(X2 ,*=» Xfcd, as az N—ban

felhasznalt fuggvények F~-beliek.

Legyen 1:S ng_,i,..-,x.l sj egy az a -ban elofor-
dalé F~-beli flggvények kozul ugy, hogy a valtozok he-
lyére t?l-ban valodoban valtozék kerulnek /fb az- VI "leg-
bels6" szintjén van/. Ha sétf£, talalhaté olyan t$ 1,

hogy t~ 1i1l,...,is”™ és nyilvan:
ir(y*)=1, de fg (Y )=0 miatt az Ny s

nem lehet 1. Ha pedig s?t, akkor talalhaté olyan ifc,

iV indexpar, melyre i.=iw s ekkor

X, fs(Ye) az f (xz* ) Tfiggvénynek az y£ vektoron
X1 s
vett kiértékelését jelenti.
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fg (YJ) =01 s ezért ) M.

Miutan Sy részklénjainak halmaza egyesitésre zart,
innen nyerjuk, hogy az 1.7. lemmdban leirt feltételek
esetén valéban \ > =t.

Az 1.7. lemmabd6l azonnal addédik:

1.8. tétel, Legyen K4P~ o6ndualis maximalis kléon, k nem
prim. Ekkor v (k"N=1

Lassuk most a k=prim eseteket.

1.9, lemma. Legyen k 5, card(A) =k, TT egyetlen k

hosszlisagu ciklusbol &all6 permutéacié. Ekkor V(S~ =D

Bizonyitas: Az &4ltalanossag megszoritasa nélkul fel-

tehet6, hogy A=E~ és ~ =(0 12 ... k-D).

Definidljuk a gi(x1,...,x"] /i> 3/ fiuggvényeket a

< ,1,2%1 halmazon az aléabbiak szerint:

3
giCxi,Xi,...,Xi) =xir
gi(x1,..., x+) =0, ha  (x1,...,xi)fcljo,1]:L-"1"1

vagy (X*, ..., x/jt §0,2]1™V2"

gi(™,..., x/) =1,ha (X%,....xHt {I1,2 2\1

és (xx,. .., Xi"6 ©0,1,2» -%0,1}Mo, 2}1 -%$1,2"~ -re:
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/ 1/ ha pontosan 1 koordinata 2 és

pontosan 1 koordinata O

0 egyébként -

Most ugyan a g"(xX®, ..., xY) a It permutidcid néhany pa-
lydjanak tobb helyén is definialt, de konnyen kiszamolhato,
hogy ez nem mond ellent a g™t S A&llitasnak; ha gn-t
pontosan egy helyen adnank meg ezek koézuil, majd kiter-
jesztenénk S”-beli, mindentutt definialt fluggvénnyé, a
kiterjesztés pontosan a fent megadott értékeket venné

fel \0,1,29l-n. g"Xi ,e== xn™ tehat kiterjeszthetd -
beli fuggvénnyé. /Itt hasznaljuk ki, hogy k>5./

Definidljuk tovabba a C ™1 relaciokat;

és v~-ben pontosan 2
koordinata nem egyenlé 1l-gyel, ugy, hogy
ha v% =0,

/v indexelésében a "+" mod i értend6./
Vi tehat az (1,1,...,1,0,2,1',..,,1) alaku vektorok hal-
maza. Bizonyltjuk, hogy a

ralja a halmazt, ahol g™ a (3)-

ban definialt flggvény.
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1./ gi™ Pol(Coj , hiszen a

Vir 0O 1 1 12
. 2 o 1 11
s 120 11
sa - - - i 1

0 1

Xy 111 2 0

matrix minden oszlopa *"-bé61 valdé, ugyanakkor

minden I<j <i-re, tehat

CriCxi) > 9iC22)"” *"glO£i)) i  ?i-

és igy g+~ Pol (g/), azaz [gi]™Pol C8i)e-

2.1 Legyen i7j . Bizonyitanunk kell, hogy g”e Pol("j)

Tegyuk fel az ellenkez6jét, legyen (xk,.--,x‘.g. olyan,

hogy (gi(x1) ,. ..,0x XD~ ~ €s az

matrix minden oszlopa j.-beli.
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Mivel a g+ fuggvény (E~-n csak a (2,...,2) helyen
vesz fel 2-t, a "eeeftgi(-J) értékek kozott csak
ugy szerepelhet 2, ha valamilyen s-re X =(2,.,-,2).

Ekkor az X matrix oszlopai csak ugy lehetnek mind
bol, ha minden oszlop megegyezik, és pontosan egy sor -

mégpedig xS-1 ” csupa O, a tobbi 1l-es, ekkor azonban
%(is_ D= °" giC™) = 1» ha és tehat

@@ -91(i) ....9.CE)e 55 -
Feltehet6 tehat, hogy (N(xi) ee<<"gi(.-}))) \°"1Vv3 "

ami (g™"x”™ ... n miatt azt jelenti, hogy

9121HD=V &a )" eeex0i(2]) =1 =
Mivel az X matrix minden oszlopa “"-beli, ezért min-
den oszlop tartalmaz legalabb egy O-t, és mivel g~"x”™ =1
I"tcj-re, minden sor le."feljebb egy O elemet tartal-
maz, azaz j <i . Masfeldl, =1 miatt, minden O-t
tartalmaz6é sorban pontosan ty 2 van. AN relacio
invarians a koordinatadk ciklik _permutéaciéjaval szem-
ben, a g™ pedig valtozdinak permutacidival szemben,
igy feltehetd6, hogy az els6 oszlop utols6 eleme 2 /ti.
ha nem? a sorok és oszlopok egy permutacidjaval ¥ Meg-
felel6en &atrendezheté/. A v~-k definicidja és ghN(xt)=1
miatt az elsé oszlop utolsé eldtti eleme O; és az utol-

s6 elétti sor valamelyik eleme 2, Az x matrix az oszlopok



cseréjével atrendezhetdé uUgy, hogy ez az elem a masodik osz-
lopba keruljon, s.i.t. Végul is az X matrixot a sorok
ciklikus permutacidjaval és az oszlopok megfeleld cseré-
jével mindig atrendezhetjiuk ugy, hogy az egyes sorokon

a gi altal felvett fluggvényérték 1 marad, a matrix pe-

dig az alabbi alaku lesz:

1 1... o 2 ...
11 2 1 ..
¢ * L J L )
: -. *.> «3 oo
1 O0... 1 1 ...
0 2... 1 1 ...
2 1... 1 0 ...
J oszlop
A j+l-edik oszloptdol kezddédben a =1 /=1 ,.._,3/

feltétel miatt csupa 1 all. Ez ellentmond annak, hogy a
matrix minden oszlopa "-beli.

Tehat valoban: g”~ePol(O0j”~ , ha i™j, s igy
[JjJcpol (® , ha 1i#j,
L =NA>SN e\ tehat szeparalja G-t, innen az 1.4.

és 1.5. lemmdk alapjan kapjuk a tétel allitasat.

Az 1.8. és 1.9. tétel eredményébdl azonnal adodik
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az S-tipusu maximalis osztalyokra a kodvetkezdi

1.10. tétel. Ha KSo6éndualis maximalis klon és
k>3, akkor v(k) =D.
Az S, alaku kidénokra a kovetkez6 eredmények

adédnak:

1.11. tétel. Legyen A véges halmaz, card (h)>2, Tt az
A egy permutacidja. Ekkor - két eset kivételével -
V(s™) =£. A Kkivételes esetek: k=3 és It a 3elemld ciklus

k=4 ¢és Hr a 4elemld ciklus

Bizonyitas: Ha TF tartalmaz legalabb 5 elemd ciklust,
az allitas az 1.9. tétel egyszerl kovetkezménye; ha az
1.8. tétel Tfeltételeinek megfeleld alaku, ugy abbdél ko6-
vetkezik. Ha TC egyik feltételnek sem tesz eleget, ha-
rom eset lehetséges:

1. 7 T a kivételek valamelyike,

2. / card (@) =5 és It =@ a2 a%x4 an} ,
3. /card (@) =7 és ir =(@" a2 aj (&> ab aga®) ,

A 2.1 és 3./ esetben reprezentaljuk az A halmazt E~-tel

ill. E~-tel Ugy, hogy

ir =0 3)(1 2 4 ill. 1T= (0 3 )"l 2 5 6)
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adodjék. Konnyen ellenérizhetdé, hogy az 1.9. tétel
bizonyitasadhoz (3)-ban definidlt g+ fliggvények mind-
két esetben kiterjeszthet6k S~-beli fuggvényekké,

A kivételes esetekre Marcsenkov adott meg “telje-
sen fuggetlen kldénhalmazt [43]-ban. Ez a (3) alatt de-
finialt konstrukciodnak a kovetkezd médosftésai‘

i
Legyen n*.3, f az alabbi 2n-valtozoés parcialis

flggvény:
M . _ -
0, ha xl—-xz-—...rxn O vagy
létezik pontosan egy j in-
fn<xl'...'xn’yl"..’yn)= dex ugy, hogy Xi=yi=O,

ha i#j és xj=1, yj=2,

1, ha(X;rvee0X )€ Eg - {o}".
X fn(xl'°"'xn’yl""'yn3 kiterjeszthetd:8ndudlis fiigg-
vénnyé akar a (0 12), akar a (0 1 2 3) ciklusra vonat-
kozban, és az klonhalmaz tel-
jesen Tfuggetlen. A bizonyitast elhagyjuk /megtalalhato
[43]-ban/, de a (4) konstrukcidéra a késBbbiekben még hi-
vatkozunk.

Eredményeinket a fentiekkel kiegészitve kapjuk a

maximalis kidénokra a kovetkez6t:

1.12. tétel. Legyen KE.P™, k? 2, K maximalis kloéon. Ekkor
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Vg , ha K affin és k prim,

, ha K affin és k nem prim,

egyébként.

Legyen H részcsoportja a T , teljes szimmetrikus
csoportnak, és jeloljuk SH~val az 6sszes H-val felcse-
rélhet§ fuggvények halmazat, /f felcserélhetdé H-val, ha
H minden elemével felcserélhet6./

Az alakd kidénok az SH alaku kionok olyan
specialis esetei, amikor a H-t egyetlen Tt permutacié
generalja. Mit mondhatunk ~(sh) értékérél "bonyolul-
tabb™ csoportokban?

Ha- H=JEa, kapjuk az un. homogén flggvényeket
/Csakany [9],/ Marcsenkov /[44]J leirta a 3-elemi halma-

7 = 7

zon értelmezett homogén kidénok haldéjat, ebbdl kideril,

hogy

V(ST ) = 8.
)

A k-elemi halmaz 6sszes homogén flggvényeinek sza-

mat is Marcsenkov adta meg /[44]/. Az eredmény

V (s."'")=14 ¢és k>4 esetén
ZH

V (s_ )= 4k-3.
LK

A tovabbiakban néhany specialis H permutacioécsoport-

ra adjuk meg a v(SH) Tuggvényt. /Az eredményeket bizo-
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nyitas nélkul kozoljuk./

Definicid. Legyen permutacioécsoport. A DSEKk
halmaz H blokkja, ha minden h c-H-ra
h(p)ED vagy h (d)d=0 teljesil.

Ha D a H blokkja, legyen:

V4

hd= | 2ld 15 S"€H 5S*00 = x 6D-re j .

1.13. tétel /Demetrovics-Hannak-Rényai £16j , Th.2/.

Legyen D a H blokkja, Ekkor v CSH) £ s CSh ) *

Definicié. A HE2A csoport szemiregularis, ha csak

az egységélemének van Tfixpontja.

Kovetkezmény. Ha H 1 szemiregularis csoport és nem

2-csoport, akkor V =V .

Kovetkezmény. Ha H~”~Z~ , p> 2 prim és H p-csoport,
akkor

V (s™ =t.



7

Az €Cj, dualis idealjai és. intervallumai

Az eddigekben olyan klénhalmazok szamossagat adtuk
meg, melyek az halé i1dealjai. A tovabbiakban a ha-
16 bizonyos dualis idealjainak /egy rogzitett kiont tar-
talmaz6 Osszes kionok halmazanak/ szamossagat és a halo
néhany érdekes intervallumanak szamossagat hatarozzuk

meg .

Definici6. Legyen KN,K2/PA, y és definialjuk a

y(k1 ,K™) fluggvényt:
N(k1#K2) = card(”™B |Kxad BSK2y , és a

kdnnyebb fogalmazas kedvéért jelolje a YTfK,Pd
értékét. Vilagos, hogyvk)="G .k).

A flggvény értékét néhany "kis" kidnra is-
merjuk. Tudjuk pl., hogy a (p~H PY) intervallum
egy k+1 hosszusagu lanc /1. pl. Poéschel-Kaluzsnyin (49J/,

azaz

rokl - pK) =XpKl)) = k+1-
A kételeml halmazon természetesen minden klén-parra
ismerjuk a K2~ értékét. P2~ben a minimalis nem-

trivialis kio6onok: 02,0g,0n, P», P2, és DN. Ezekre
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A(05) = [®C°6) =/>(?1) =/(2) -X . ,
n 7_

aoP)=7 o
Legyen d(x™,..,,X ) tobbségi Tfuggvény A-n. Je-
16lje Ky az d altal generalt kiéont. Baker-Pixley

tételének kozvetlen kdvetkezménye, hogy ">(k”) véges;

ertéke folulrél becsulhet6 az A-n értelmezett legfel-
jebb n-1 -valtozés reléaciok szamaval. Ez a becslés
altaldban nagyon durva, hiszen maga d"x”™ .. ,,xn)
sem 6rzi meg az Osszes legfeljebb n-1 -valtozés re-
laciot.

Az utobbi évek vizsgalataiban fontos szerepet

Jatszanak az un. majdnem-projekciodk:

Definici6. A 4 (;1 < 16PK (n6k) fuggvényt majd

nem-proj ekcionak nevezzik, ha

xIf ha card Bx”™, .. .,x"]<n

= ] xn egyébként

EI6szo6r bizonyitani fogjuk a kovetkezd tételt:

1.14. tétel. Legyen card(A)=k >3, n > 3, - XnN

majdnem-projekcié A-n. Ekkor "fc(xl....xnU) = F =
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Bizonyitas. Tekintsik az 1.9. tétel bizonyitasahoz (3)-
ban definiadlt g~ parcialis fiuggvényeket és ~ rela-
ciokat.

Terjesszik ki a g”~ket most tetsz6leges moédon.

Legyen G"= ~[g4,£n], [g57/in] . Bizonyltjuk, hogy
NN [ene szeparalja G"-t, Az 1,9. bizonyi-
tasaban lattuk, hogy gi~Pol(~>i) , Igy [gi;*n]”~po 1 ,
Csak azt kell belatni, hogy Pol(™>j ) , feltéve,

hogy i#j. Lattuk, hogy gze Pol(™J). Az Xx,»e“,xn)e

ePol (J) Aallitas i1gazolasara tegyiuk fel, hogy

T SR/, /X)) t ; ekkor az x~ vektorok mind a
~p,1,2”n halmazbdl valdk. Miutan eee XN) legalébb
4-valtozés, SAn(xXN,... ,x» 2 x1 az E~ halmazon, és

gy OnED "***" ~nC-j)) valdban eleme <Nj-nek.
Az 1.14. tétel bizonyitasanak fo gondolatat a ké-

s6bbiekben valdé felhasznalas kedvéért ismét érdemes kulon

kissé altalanosabban is megfogalmazni.

1,15. lemma. Legyen G = {g”,---,6n,». klénhalmaz,
N =N .on,...J C R, a G-t szeparalo relaciohalmaz.
Ha K olyan klén, hogy K? Pol(®,) minden relackora.

akkor (k) = £ .

Ezt az oteletet fogjuk hasznalni a kovetkez§ tétel
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bizonyitasa soréan is:

1.16. tétel. Legyen <card (a) = kn3, jeldlje [ca] az

O0sszes konstans generéalta kiont. Ekkor Zi(JpA]D = £.

Bizonyitas. Feltehet6, hogy A=Ek% Definidaljuk m£3 -ra

a hmXi® e=* fluggvényeket az alabbiak szerint:
®)
1 I/ ha xg=lI és i#s, iefl,2,...,m
\ esetén x.=2
1/= \ vagy xﬁ:2 és i7s, ife(l,2,1t_,m]

esetén xl.:l .

V 0 kuldnben .

Legyen H = | [M] ,---,[hnJ,,-, J - EI6szO6r is megadjuk
a = R A } relécidéhalmazt Legyen E£W"EKTRm+1A4

= Amu BmU Cm * ahol
Am = U a,***"a)fe CEKFm+1”7a fekEk J
Bm = {(x" /v ,2)e(Ek*2m+1 | ahol v~ ,;v' e Am,
X* =",V sV =(v]
és létezik pontosan egy s index,
hogy v'S = 2, v'é =1 és is-re:

vE=l és w - 2.~

= ~0,172m+1 n AL, . .»,1,0)d .

%, A tétel eredeti bizonyitasaban /[1]/ nem adtuk meg a sze-
paralé relacidkat, de a konstrukcidé azonos. Mivel igy egy-
szerlbb és a dolgozat téargyalasmédjadhoz kozelebb all, a
bizonyitasnak ezt a formgjat irjuk le.
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Bizonyitjukt hogy < szeparalja H-t.

le/ Pol~m~*  Tekintsuk ugyanis a
ai 2 1 . 1
si2 1 2 . 1
S m 1 1 .. 2
a m+l i 2 .., 2
a m+2 2 1 ... 2
a m+3 2 2 ... 2
<< L ] L J L ]
* » * «
(( L ] L J L ]
—om 22 . .. 1
aPm+1 2 2 .,, 2

m X 2Z2m+l-es matrixot.

Vilagos, hogy a matrix minden oszlopa S" -bol

val6. Ezzel szemben h”~aj = hm(a2)=...=hm(a2r= 1 és
hm(a2m+l) =0, tehadt (mQ@~" ....mdazmvhm(32m+])H)" =

2./ Legyen AN Ekkor hi£pol(5'nvy
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Mivel h~x"j mindig Ebbéli, elég megmutatni, hogy nincs

olyan " - N
1 2 i
21 X1 X1 e*° X1
L o o 0%
L 3 L ] a L 3
L J L J o ‘
1 Er Y]
—2m+l X2m+1 2m+1

matrix, melynek oszlopai 6"m—b6i valok és

(hi C-D ,hiC-2V ****hiC-2m+1)) = Cl/1/===/1»0)

Ismét indirekt bizonyitast adunk. Tegyuk fel, hogy

xN,. .., iI2rptl  a feltételeknek eleget tevd vektorok, je-

16lJe xt a matrix t-edik oszlopat. El6szOr is megjegyez-

zik, hogy ha valamelyik oszlop C”™-b6l val6, a fluggvény-

ertékek (hi(x1],.--, hx(x2m+1)) vektora is Cm~beli.

Az 4ltaldnossig megszoritasa nélkul feltehetjuk

tehat, hogy az els6 j oszlop: x1,...,x"e B , és x™+\.._./XmE

Ha j<m, koénnyen lathatdé, hogy az elsé 2m sor kozott van

olyan, amely megegyezik a matrix utolsé soraval, tehat va-

lamilyen P<52m-re xp=x2m+1l, azaz = h.(x2m+1) , és

agy  (iC—1) “eee hifem+1)) ~ (I,

.--,1,0). A j tehat lega-
labb m, és 1”™m miatt i>m.
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Tegyuk fel, hogy , azaz vannak Abbel i1 vektorok
a matrix oszlopai kozott. Nyilvan csak az az eset érde-
kes, amikor ezek az (I,...,1) wvagy a (2,-..,2) vektorok.
Legyen xM~ =(1,...,1")» Ekkor talalhatdé olyan p index,
hogy m+1”~ p é2m és az x~ vektor az els6 j oszlopban le-
galadbb j-1 darab 1 -et tartalmaz. /Nyilvan van ugyanis
Xp ugy, hogy az els6 j oszlopban van 1 érték, és
hrggpyzl miatt ekkor i-1 darab 1 van x, koordinatai
kozott. / Konnyen kiszamolhaté, hogy /j 72m miatt/ ekkor
van a matrixnak olyan sora, amely az els6 j koordinata-
ban csupa 2 -t tartalmaz, ez megegyezik az utolsé sorral,
s i1gy ismét ellentmondasra jutottunk. /

Ha x-1*T =(2,...,2), hasonld gondolatmenet vezet
ellentmondasra.

Marad tehat az az eset, amikor i=j, azaz a matrix
minden oszlopa Bm—b6i valé, és i1>m. Ekkor talalhaté a
matrix elsé m sora kozott olyan x», amely legaldbb két

2 értéket tartalmaz. Ez a sor hiQKia =1 miatt i-1 szamu
2 értéket tartalmaz, és i7m miatt az elsd m sor ko-
zott van olyan is, ami egyaltalan nem tartalmaz 2 -t.
Ez ismét ellentmondas.
Az 1.16. tétel bizonyitasahoz - az 1.15. lemma sze-

rint - elég belatni, hogy IC I1&Pol~.) minden S .eG"

relacidéra. Ez azonban trivialis, hiszen
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Aj = k- 02§+ i -

Az 1.14. és 1.16. tételekhez szeretnénk a kovetkezd

megjegyzéseket flzni.

1.1 Az in(x™,. ../xXn) fuggvény homogén, azaz =N
teljesil minden "I permutéacidra. Az 1.14. tétel bizo-
nyitasdban hasznalhattuk volna az 1.7. lemma bizonyi-
tasadhoz (2)-ben megadott flggvénykonstrukcidot is, a

bizonyitids valtoztatids nélkiuk elmondhatdé, Tehat:

Az fluggvényhez mindig tudunk kontinuum
sok olyan kiont konstrualni, hogy ezek -beliek, és
tartalmazzak «"Xp)) -t, fFfeltéve, hogy az alaphal-

maz szamossaga legalabb 4, és Tur nem a négyelemi teljes

ciklus.

2./ Az 1.16. tétel bizonyitadsahoz hasznalt konstrukcid6-
ra igaz, hogy h” meg6rzi az 6sszes olyan i1 ekviva-
lencia-relaciot, melyre (o,1) ™ £, megbrzi az 0Osszes
olyan centralis relaciot, melyre a O centrumelem és az
0sszes h-regularis reléacioéot is. Mivel a 0,1 elemek ki-
jelolése az A véges halmazban tetsz6leges lehet, a fen-
ti két megjegyzés alapjan a kovetkezd allitasokat nyer-

hetjuk :
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1.17. tétel. Legyen k>3, card™A”k, »x az A egy

tetsz6leges permutacidja, n ? 3. Ekkor - egyetlen Kki-

vételt6l eltekintve - 1.S"= \ . A kivételes eset
a k=4, It a négyelemiu teljes ciklus. Specialisan, ha
k>3, és K ondualis maximalis osztaly, akkor k)= £

A tanulmany harmadik fejeztében latni fogjuk, hogy
a k>3 feltétel valbéban szikséges: P~-ban a maximalis
ondualis osztalynak csak megszamlalhaté sok L"™-at tar-

talmaz6é részklénja van /3.30. tétel/.
1.18. tétel. Legyen Kk£3, card (MA)=k. Ekkor

r([cAhH )=t ;
t(realrtar - € ) W

TC([CAI"TCa®l - t

- s =

JA Ta, T™a kionok definicidjat Id. az 1.5. lemma
utan./
Specialisan, ha K h-reguléaris, centralis, vagy

U-tipusu maximalis kloéon, akkor )»pC K)= £

Utolsoként az halé intervallumainak szamossa-
gaval foglalkoz6 allitasok kozul szeretnénk példat mu-
tatni arra, hogyan lehet kihasznalni azt, hogy egy

klénhalmazt szeparald relacidhalmazok kivalasztasaban
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bizonyos mértékld szabadsagunk lehet. Az 1.19. allitéas
valéban csak illusztraci6o, olyan "természetes moédon™
definialhaté kiont mutat, melyre az altala generdalt ideal és
dualis idedl egyarant kontinuum szamossagu. Onmagaban
egy olyan K klon konstrualasa, melyre V0OO0= fCK)= £ ,
nagyon egyszeril: elegend6 példaul a (2) alatt definialt
g fuggvények kozul a paros indextuek altal generalt
kiont képezni. Jeldlje N az 6sszes olyan PM-beli T
fuggvények kionjat, melyekre Im(F)T EN .

Legyenek a g~ fluggvények az (1) alatt definialtak.
Reprezentalja az A véges halmazt E~ 4gy, hogy a=k-3,

b=k-2, c=k-1. Legyen k5 _ Ha az 1.2. lemma bizonyita-

sdban adott Q relaciok helyett a
mH- 2.
g " relaciodokat vezetjuk be, a

D"— o~ I halmaz szintén szeparalja

N @a3as > - 5n®™* J

G = (I?3™ "**=" [gnl "*¢ -te

Masfeldl, PN N&P°1 ) teljesul nyilvanvaldan
minden N -re, ha i k-3. Az 1.15. lemma sze-
rint innen azonnal adodik, hogy /6(Pk f , ha iék-3.

Mivel pedig a fenti g~ fuggvények c=0, b=l valasztas

mellett P~ 2 -beli Tfiggvények, a kdvetkezdt kapjuk:

1.19. allitdas. Legyen k>5, XZ 2, t™ k-3. Ekkor

V APK,f) = P ~Pk,L} = ~ *
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Fliggvénytelj es Kkidnok

A most kovetkez§ - és a fejezetet zaro - eredmény
megfogalmazdsa és bizonyitasa eldtt szeretnénk néhany
szot a felvetett kérdés eredetének szentelni, AZ 1,12.
tételb6l kovetkezik, hogy minden k>3 primre az S-tipusu
maximalis osztadlyok részklonjainak szamossaga kontinuum.
Demetrovics-Hannak-Rényai [23" cikkének fo eredménye azt
mondja ki, hogy ha card (a® = k™3, k prim, akkor az
S-tipusu maximalis osztalyok részklonjai fluggvényteljesek,
az un. lineéaris kionok kivételével. A Kkivételes kionok -
amint az Demetrovics-Bagyinszki [14] publikaciéjabol ki-
derul, véges sokan vannak, tehat legalabb 3-elemi prim-
elemszamu halmaz folott mindig kontinuum sok kildnb6zé
fuggvényteljes klon konstruadlhaté. Természetesen adédott
a kérdés, igaz-e ez altalaban is legalabb 3-elemi hal-

mazokon .

1.20. tétel. Legyen k&£ 3, ekkor fluggvényteljes

részklénjai halmazanak szamossaga kontinuum.

Bizonyitads. k=3-ra az &allitas az el6z6 bekezdésben is-
mertetett eredményekbdl adoédik.

Legyen k 24. Olyan megszamlalhat6, teljesen flggetlen
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klénhalmazt fogunk konstrualni, amelynek minden egyes
kionja fuggvényteljes. Mivel a figgvényteljes kionok
halmaza nyilvan egyesitésre zart, az 1,4. lemma szerint
adédik a tétel allitasa.

Jelolje ismét g~ azCl) alatt definidlt fiuggvénye-
ket, ~ az 1.2, lemmaban megadott reldcidkat, és le-
gyen a=0, b=1, c=2. Definialjuk a hn /n”~3/ fluggvénye-

ket az aladbbiak szerint:

6) Cgn(xI"-*-"xn) "ha (Xi" *ee"xn) f&E3)?
XM= \w (x1,X2) ,ha x~=3*

o egyébként j

ahol w(x,y) = maxCx,y)+l, az un. Webb-fuggvény. /A max(_Xx,y)
az természetes rendezése szerint, a '"+" pedig mod k
értend6./ Mivel w(x,y™-ra |w]=P™ teljesul /ld. Webb
[79)/, és w(x,y)&hn ,kj , minden egyes h”™ klén figg-
vényteljes.

A ~[h],-..,[h].,---~=H halmaz fiuggetlenségének
bizonyitasara a N ... ,. ..~ szeparaldé relacio6-
halmaz valtoztatas nélkul felhaszndlhatd és a bizonyitas

is sz6 szerint azonos lehet az 1.2. lemmééval, hiszen

hnAX 1" **-"Xn?=gnCxl _.._. xn)®" ha 0O v eee/xj €<E3)n *



Maximalis kionok generatorrendszereir{l

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy k'72 esetén l1é-
teznek végesen nem generalhatdé kiodnok. S6t, a konstruk-
ciok megmutattidk, hogy minden n egész szamra meg tudunk
adni pontosan n fuggvénybdl alldé bazisu kidnokat. Defi-
nidljuk /egy klén generatorrendszerei "bonyolultsaganak™
mérésére/ a KE klén rendjét /jelolése: rend (k)/,
mint a K generatorrendszereiben eléforduldé maximalis
aritasu fluggvény aritasanak minimumat. A végesen nem ge-
neralhaté kionok rendjét végtelennek tekintjik. /Ebben az
esetben nyilvan minden generdtorrendszer tartalmaz akar-
milyen nagy aritasu flggvényt./ Ugyancsak az el6z6 fejezet
konstrukcioi /Zill. [,37)/ mutatnak példat n-rendu kiodnra,
tetsz6leges n természetes szamra. Az U, C, S, H, M tipusu
maximalis osztalyok akarmelyikének részklonjai rendjére
vonatkozéan megfogalmazhatjuk a kdvetkez6 allitast:

Ha K egy - a fenti 5 tipus valamelyikébe es86 - maxi-
malis klén P~-ban /k>2/, és n tetsz6leges természetes
szam, akkor létezik B~c k klon ugy, hogy rendje pon-
tosan n, tovabba létezik BMQK ugy, hogy nem véges
rendd. /A Bn kidénok lehetnek pl. az egyes maximalis osz-
talyokban konstrualt végtelen béazisu kidénok egy n-aritasu

badziseleme altal generalt kidénok, ha n> 3 és kdnnyen meg-



62

adhaték az n=1,2,3 esetekre./

Természetesen egy kionnak az a tulajdonsaga, hogy
tartalmaz végesen nem generalhaté részkléont, nem jelen-
ti azt, hogy 6 maga nem végesen generalt, erre a leg-
kézenfekv6bb példa maga PN, A generatorrendszerei
kozul kuldnos érdeklddésre tartanak szamot az egyelemuek.
Az feP”~ TFTiuggvényt Sheffér-figgvénynek nevezzik, ha
generalja P~-t, azaz [f] = P~

Tudjuk, hogy minden Kk 3 2-re létezik kétvaltozés

Sheffer-figgvény /Webb, 1935/ nevezetesen az

T (X,y)= max (y y)+I, ahol max a

0 <1 "2 <...<k-1 rendezés szerinti maximum,
a + pedig a modulo k Osszeadas, tehdt az egyéaltaléan
elvarhatd legegyszeridbb bazissal rendelkezik.

Kiterjedt irodalma van annak a kérdéskdrnek, hogy
hogyan garantalhaté /pl. a fuggvény értéktablajanak né-
hany helyen valé megadasaval/, hogy egy fuggvény Sheffer-
tulajdonsagu legyen, héany Sheffer-fluggvény van /legalébb/
rogzitett k-ra. Ezzel részletesen nem foglalkozunk, csak
utalni szeretnénk pl. Davies 1123, Webb F79j ,Schofield
3751, Rosenberg [.63] ill. a hazai szerz6k koézul Demet-

rovics [l16] eredményeire.
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Egyetlen fiuggvénnyel generalhaté maximalis kionok

maximalis kidénjaira vonatkozdan is vizsgaltak
azt a kérdést, mikor generalhatd egy maximalis klon
egyetlen figgvénnyel. Shofield 175] bizonyitotta a ko-

vetkez6t :

2.1. tétel, A K maximalis klon pontosan akkor general-

hat6é egyetlen feK fuggvénnyel, ha K= Pol() , ahol ~

1. /7 egy nemtrivialis ekvivalencia, vagy

2. / egy egyvaltozos centralis relacio,

3. /7 egy - a Rosenberg-tételben szerepld - tipusu specialis
permutacio.

E h&rom tipust rendre G, C~, S jeloli.

A bizonyitas els6 része konstruktiv, a vizsgalt
maximalis osztalyokra megad egy-egy generald fluggvényt.
A megforditas Rousseau tételének /[ 66]j felhaszndlasaval
/és kis finomitdsaval/ adodik. Ezek a konstrukcidk az
osztalyok rendjére vonatkozdéan a kovetkezd eredményeket
adj ak:

1. / Ha K 6ndudlis maximéalis osztaly, és a definidald re-
lacio d szijiu ciklusra bomlik: rend(k)*2d+l ;
2./ Ha , rend )=2;

3. / Ha K U-tipusu maximalis osztaly: rend(K)=2.
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Az, hogy ha K egy L-tipusu maximalis osztaly, akkor
rend(k]=2, koézvetlenul adédik abbdél a ténybdél, hogy K
pontosan az
fﬁﬁ,,---,xn?z Af'fl © A2*§” ©. ,.0 An*xn© a,

alaku fuggvényekbél all /1. pl. Rosenberg [60J/, ahol
k=pm és az alaphalmazt (Ep)m alakban reprezentaljuk,
a © a ZP—beIi O0sszeadas /koordinatanként/, a szorzas
a szokasos /mod p/ matrixszorzas, ezek egy- ill, kétval-
tozés miliveletek.

A maximalis osztalyok rendjének legteljesebb leiréasa
vegul Lautdél szarmazik, aki /részben az eddig ismertetett

eredményeket is felhasznalva/ bizonyitotta, hogy:
2.2. tétel./Lau Qiod/: Legyen KE.p~ maximalis klén.

i 3, ha KeS és k=2,
rend(K) =
( 2, ha K&LuUuHoC1

ha pedig KeC és a ~ definiald relacié n-valtozés és
centruma P , akkor:
1. /7 rend(K*)=2, ha k-card (PJ1; h és
$h  egyébként,
2. / rend K$|h/72j+1, ha k-card(JIN™ h

és Ca0 " “"ah-De”™ ™ card(aQ, .. ,ah_
vagy %$aQ,.é.,ah_."n 0.
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A centralis maximalis kionok rendjére - azokban az
esetekben, mikor nem sikeriult pontos értéket meghatéa-
rozni - a trivialis 2£ rend(k) als6 korlaton kiviul mast
nem ismerunk.

A monoton osztalyok rendjér6l még ennél is kevesebbet
tudunk. Azt a kérdést sem sikeriult eddig elddnteni, hogy
vajon minden monoton maximalis klén végesen generalhaté-e.

A fejezet célja éppen az, hogy a definiald korlatos
részbenrendezés szerkezetébdl kiindulva feltételeket
talaljunk arra vonatkozbéan, hogy a K monoton maximalis
osztaly mikor végesen generalhato.

Jeldlje a K monoton maximalis kiéont definidld re-
laciot R, legkisebb elemét 0, legnagyobb elemét 1. Erde-
kes, hogy mig a K=Pol(r)»kP™. Kklon rendjének meghatarozasa
altalaban nagyon nehéznek latszik, abban a specialis
esetben, ha R halé, nagyon egyszerlen adédik, hogy
rend K =2.

Ennek i1gazolasdhoz csak azt kell észrevenni, hogy a
monoton Boole-fuggvények kozismert elfallitasa a kovet-

kez6képpen vihet§ &t az R haldé monoton Tfilggvényeire. Legyen
max (X7, ...,xn)= max (x™,max (x2,(-..max(xn_1,xn)) ... )

min & ,- - - = min L ,min(X2,(.-min xn_Ifxn™ __..) (
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ha x>d ,
egyébként.
Azonnal ellenérizheté, hogy
1 A
f(S)=max(min(YF Jii,- - . N \X
3 s S s
n
ahol s=kn a*=(a", n

Tobbségi fluggvények és a végesen generalhatdséag

Mielétt nekifognank a monoton maximalis kidénok vizs-
galatanak, szeretnénk felhivni a figyelmet egy lényegében
egyszerlien igazolhaté, de a tovabbiak szempontjabdl alap-
vetd jelent6ségl tényre. Baker-Pixley idézett eredményének

kbézvetlen kovetkezményeként adodik az alébbi:

2.3. lemma. Ha KEP~™ klén, és K tartalmaz a

d(X,---X,=d (X, .-,y ,X)= .. =dy . X,--.,X)=X

egyenléséggel definialt n-valtozos tobbségi filuggvényt, akkor
K végesen generalhato.
Baker-Pixley tétele szerint ekkor K pontosan az Inv(K

legfeljebb (n-1j-valtozos reléacidinak polimorfizmusaibdél all.
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Minden olyan legfeljebb (n-1)-valtozés 9 relacibéhoz ami

nem Inv(iO-k>eli, megadhaté olyan fee K, hogy = nem

6rzi a ™ -t, tehat megadhaté véges sok figgvény agy, hogy
ezek legfel jebb (n-])-valtozés invarians relacidi pontosan
egybeesnek Inv(K) legfeljebb ~n-])-valtozés elemeivel. Ezek
a fuggvények kiegészitve a d™, ., .,x JfK, Ffuggvénnyel
nyilvan a K kiént generaljak. Ha tehat egy K kiénrol iga-
zolni tudjuk, hogy tartalmaz n-valtozos tobbségi fugg-
vényt, akkor azt is igazoltuk, hogy K végesen generalhaté.
A 2.3. lemma kozvetlenul felhasznalhaté példaul annak iga-
zol4sara, hogy a Iegalébb‘fétvéltozés centralis relacioval
definialt, az ondualis maximalis kidénok és a monoton maxi-
malis kionok kozul azok, melyeknek definiald relacidja

egy L halé, végesen generalhatdak:

Legyen X tetsz6leges permutacidéja E~-nak. Ekkor a

ha x=y ,
egyébként
3-valtozés tobbségi Flg ny eleme S -nek.

Ha L halo, a

u3ddx,v,zj = xvw)a (x vz]afy vz) és

m3(x,y,z]=fx\Yjv vx az )v mya z)

mindegyike monoton 3-valtozdés tobbségi fluggvény / a és

jeldli az L metszet és egyesités miveletét /.
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Végiul ha egy h-valtozés centralis relacié, h 2

s

és u a g centruméieme, a

fa, ha card i/x*=aj2.h,

( 1% ,xh+tIn lu egyébként

definicioval adott fluggvény h+l-valtoz6s tobbségi flgg-

vény, és d #A», ..., x™+"~} Pol(c , hiszen
ha ;d t.../d x*H4 V > akkor az x», ..., x"»

vektorok mindegyike olyan alaku, hogy legfeljebb egy ki-
vétellel x~ minden koordinatdja azonos f x** -vei,
kildnben u el6fordulna d Xqy ,---,d_>§1*<;j koordina-
tai kozott. Mivel a d fuggvény h+l-valtozdés, van olyan
J index, hogy minden x~ /i~h/ j-edik koordinatéaja ép-
pen dixfj , igy d (xx,...,xh+1) e Pol -

A fenti Aallitashoz két megjegyzést szeretnénk flzni:
Az ondudlis kidénokhoz definialt tobbségi fiuggvény valasz-
tasa valéjaban nem fuggott a IV permutaciotél. Valdjaban
tehat azt igazoltuk, hogy SG minden G eZft permutacio-
csoportra veégesen generalhat6é, ahol S jeloli a G-vel
felcserélhetd Osszes fuggvényb6l allo kiont. Ugyanigy
a centralis kionok esetében a d fluggvény definicidja
csak az u elemt6l fuggott. Ezért, ha ~~™ /i<1/ h-val-
toz6s centralis relaciok olyan csaladja, melyre vala-
mely uGEk minden Ct centrumdba beleesik, akkor

K= Pl Pol (» .) szintén végesen generalhato,
ikl N1
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Monoton maximalis kidnok

Térjunk most mar ra a monoton maximalis kionok
vizsgalatara; arra a kérdésre keressik a valaszt, hogy
az R részbenrendezés milyen tulajdonsagai garantaljak
n-valtozos tobbségi fuggvény létezését Pol(R)-ben,

El6szOr is belatjuk, hogy haromvaltozds tobbségi
fuggvény létezése jellemzi a haldkat a részbenrendezések

kozott.

2.4. lemma. Ha R olyan korlatos részbenrendezés, hogy

Pol(r ) tartalmaz haromvaltozés tobbségi figgvényt, akkor

R halo.

Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy R nem hal6é. Legyen a,b,A,B
az R négy eleme, uUgy, hogy a, b-nek nincs legkisebb fel-

s6 korlatja, de mind A, mind B minimalis fels6 korlatjuk

/2.1. &bras

2.1. &bra
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Legyen d(x,y,z) tobbségi Flggvény, Ekkor

d(a,b,b'™)=b, d(a,B,B)=B
d(a,b,a)=a, d(A,A,B)=A
d(a,b,B)=x és

d 6 Pol(p)-bol

ai xi B és bs$x$A kovetkezik,

ami lehetetlen.
A legkisebb elemszamu korlatos részbenrendezés,
amely nem halé, a hatelemi halmazon konstrualhatoé:

1

2.2. &bra

Jeldlje Rg az &abran lathatd részbenrendezést.
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2.5. lemma. Pol ”~Rg) nem tartalmaz négyvaltozds todbbségi

fluggvényt.

Bizonyitast Legyen négyvaltozos tobbségi
fuggvény, d (a,b, A, Bj =x. Ekkor A>a, A>b miatt
d(a,a,A,B)=A2x teljesiil, ha d(xy 1 %,4%4,%,) € POL(R).
Hasonldéan B£x, a$x, b$x is bizonyithato.

A fenti lemma kdnnyen altaléanosithato.

2.6. lemma. Ha az R korlatos részbenrendezés nem halo,
Pol1(r) nem tartalmazhat harom- vagy négyvaltozés tobb-

ségi flggvényt.

Bizonyitas. Elegend§ a négyvaltozos esetre szoritkozni,
ezt ugyanugy lathatjuk be, mint a 2.5. lemma allitasat.
Meg fogjuk azonban mutatni, hogy Pol(Rg) tartalmaz
otvaltozés tobbségi flggvényt. EI8szOr is vezessiuk be az
u3(x,y,z] és m37X,y,z) kovetkezd altalanositisait:
Legyen (1 ,a ,v) halé, n>3. Definialjuk az un "mn *dn "Dn

n-valtozos fluggvényeket:
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2.7. lemma. Az un, , DM, fuggvények Pol(L™-beli

n-valtozés tobbségi flggvények.

Bizonyitas. A figgvények monotonitasa nyilvanvald.

Legyen X="X,X, -..,X,¥ ,X,<..,X). Ekkor pl.

n (x » N\ Xvx) a (Xvy) = xa(Xvy) = X.

1<i<jwv.n

Hasonldéan egyszerl szamolas igazolja, hogy mn(gx)=x, és

vilagos, hogy
dnfXY U BIn Q3 = M X3Vt D= R x = x.

Megjegyezzik még - erre a tovabbiakban szikségunk lesz

hogy x &y esetén dn(x”~D Ty"-
Jelolje Rs? a 2.3. &bran 18thaté részbenrendezést.

1

2.3. &bra
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R nyilvan halé/ R alaphalmaz tartalmazza Rg alaphal-
mazat, és ha x,yéRg, akkor x<y /Rg-ban/ pontosan ak-
kor teljesul, ha x<y /RK-ban/. Ez a tulajdonsag bizto-
sitja, hogy ha f() monoton fuggvény, TS (RXO)N="RX,
és xe(Rg™n esetén F(X)fcRg, akkor az f megszoritéasa Rg-ra
szintén monoton Tfilggvény.

Megjegyezzik, hogy minden R részbenrendezés beégyaz-

haté a fenti rendezéstarté médon egy L haldéba /Gratzer

[31]/-

2.8.__tetel. PolyRyi tartalmaz Otvaltozés tobbségi fugg-
vényt.
Bizonyitas, Legyen

U ={i <E6j5; card "1i ! xi&jl,A,BM)> 31* "felsf Otosok™

v-Ez{é 5 card \i

bl

xte ~0,a,b]) > 3,. "alsé 6tosok™.

Vilagos, hogy U\V -0 és Uv V -Rge

Definidljuk a d.X~AXAXAXAXN fluggvényt ugy,

hogy dfx 1:CRdl RXx

mm ha xeu

d(x]

5 ha x feVv
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d(x)/U aV = 0 miatt/ jol definialt, és m5, u™ defini-
cidja miatt nyilvan tobbségi fuggvény. EI6sz6r is belat-
juk, hogy dix)valdéjadban "™ 5~d>Rg leképezés, azaz ImCdj&Rg.
Legyen x =fx",...,x"é=U. Ekkor legalabb két Osszehason-
lithaté koordinata van x-nek [I, A, B”"-be es6 koordina-
tai kozott, jeldlje ezeket xN, Xj és legyen xN xM.
Ekkor xia Xj =x", s ezért m~x jJ™"xn, azaz d ) e U. Ha-
sonlé érvelés mutatja, hogy ha xeV, akkor d/x)eV.

Bizonyitani kell még, hogy d X)ePol~Rg) , azaz d
monoton. Legyen X, y N> X szerint.

Ha xeV, y.eU, akkor d(®) €*a,b,0 d(y)=]a,B,1"
miatt d*"xjéd”™y). Feltehetd tahat, hogy xtV, ~ eV.
/Az x eU, yel eset bizonyitadsa az alédbbi "dualizaléasa",
xfeU, yeV pedig nyilvan lehetetlen/:

7

Miutan Xx “ben/, x~y (R+F -ben, és igy

d X)= uMxM-u5x) “ d(y) , u™ monotonitasa
miatt Rx -ban.
Lattuk, hogy d(x)éRg, d(y)fc Rg, s igy d (GiD)My) R -

ban. Ezzel bizonyitottuk, hogy:

2.9. tétel. A K=Pol (") kldén végesen generalhatd.

Mieldétt tovabbmennénk az n-valtozdés tobbségi Tfugg-

vények és a korlatos részbenrendezések kapcsolatanak
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vizsgalatdban, egy kis kitér6t kell tennunk. D. Lau,
idézett cikkében, szintén bebizonyitotta, hogy Pol(Rg)
végesen generalhatdé, és rendje 2. A bizonyitas konstruktiv,
megad egy sor egyvaltozés és néhany specialis kétvaltozoés
fuggvényt, és hosszadalmas szamolas eredményeként Kijon,
hogy a megadott flggvények generaljak Pol(Rg)-ot. A méd-
szer - a kiinduldé fuggvények er@sen specialis valasztasa
miatt - D. Lau szerint sem latszik altalanosithaténak, a
bizonyitas sok helyen kihasznalja, hogy éppen Rg-rél van
sz6.

A monoton osztalyok rendjére vonatkoz6 becslést mi
nem fogunk adni, viszont az n-valtozés tobbségi fluggveée-
nyek keresésének modszere a korlatos részbenrendezéseknek
a haldéknal joval bévebb osztalyara mikodik.

Nézzik meg elbszor, mennyire "Ooroklédik™ a toébbval-
tozos TFuggvény létezése algebrai konstrukciéknal:

Legyen R részbenrendezés, f: R « } R monoton leképe-
zés. Az %) Tuggvény retrakci6, ha f (F = ¥ Cx)t azaz
X elm(f}-re fCx)= x teljesul.

2.10. lemma. Legyenek R”™, R2 részbenrendezések /nem
feltétlenul korlatosak/, Tegyuk fel, hogy Pol™R?), ill.

Pol~R2) tartalmaz n-, ill. m-valtozés tobbségi fluggvényt.
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Ekkor:
X. I ha R® az retraktja, akkor Pol(R") is
tartalmaz n-valtozés tobbségi Tfluggvényt,
iX. I PolI(R® x R¥) tartalmaz max (m,nj-valtozés

tobbségi Tfuggvényt.

Bizonyités.
i./ Jeldlje 7~ azt a retrakciot, amelyre Imi?)= R* és
N xET ", Xn™ a Po™ R1 “keli n-valtozés tobbségi flgg-
vényt. Legyen

d*(xI1* ,. .fxn) = xtm . _,xj).

Egyrészt vilagos, hogy Im~d~NTLR® , masrészt ha
a =, ---,%XY,X, ---,X\ XeR", y@&aR", akkor

dx (&) =<F(d*(@)) = 2(x}= X.

d)< monoton, hiszen mind d, mind é monoton.

xx/ Feltehet§, hogy nim, azaz max(n,mj=n. EI8szor is
definidaljuk a d* (X, ...,x ™ n-valtoz6s tobbségi flggvényt
Pol \gjé)-ben az m-valtozés d,2§<1 y - - - ,xm\t Pol |R2 segitsé
gével: minden (x™,.. ., x») €R" -re legyen

d (XJt... /XN = d2°x™, ..., xm Q.

A definicidé nyilvan korrekt, és d* monoton tobbségi
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fuggvény. Legyen a dX(x]:(R1 x R™n (rl x R2) leké-

pezés a
N Xi Y IX2'/\2/\ I L XNAQ"NANNL" -
Yg) < n"-n-) =

QNI CXN " **eexi§e N (yXee*eeYh

egyenldséggel definialvas ahol x”~GR”™, y.e R2 /1<i "n/.
d nyilvan monoton lekepezes, hiszen koordinatanként az,

tovabba, ha

a = (CLY) (L Y)aen -2 (U)o o (L)) x r)n ,
d (B) (XX E* U, = . 30 d Ay Tors /v, ensy™M A (xty A

azaz d valdban tobbségi fuggvény.

Ezzel bizonyitottuk, hogy az olyan részbenrendezések
halmaza, amelyek tartalmaznak /régzitett n-rej n-valtozos
tobbségi fuggvényt, zart a direkt szorzat képzésére és a
retrakt-képzésre. Részbenrendezéseknek a fenti két mivelet-
re zart osztalyat nevezzuk /Rival és Duffus p27] nyoman/

rendezésvarietasnak.,

2.11. kovetkezmény. Az el6z6 lemma bizonyitasabdl adédik,
hogy azok a részbenrendezések, melyek polimorfizmusai ko6-
zott van n-valtozdés tobbségi fuggvény /n™.3/, rendezés-
varietast alkotnak.

Ezaltal végesen generalhaté M-tipusu maximalis kionok-
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nak maris egy nagy osztalyat nyertuk: tekintsik az 06sz-
szes haldok és az Rg &altal generalt rendezésvarietast.
Ennek minden R eleme olyan, hogy Pol R tartalmaz oOt-
valtozés tobbségi flggvényt, kovetkezésképp végesen
generalhatd.

A tovabbiakban el6sz6r megfogalmazunk és bizonyl-
tunk egy szikséges feltétéit arra vonatkozdéan, hogy egy
R korlatos részbenrendezés polimorfizmusai ko6zott legyen
n-valtozos tobbségi fluggvény.

Az R egy H részhalmazat konvexnek nevezziuk, ha x€H
y éH maga utan vonja, hogy minden zcr, x $z $y-ra z
is H-beli. Az Jx», ...,xnj halmazt antilancnak nevezzik,

ha 1] esetén x nem dsszehasonlithaté x~-vel. Egy anti

lanc maximadlis, ha Ujabb elemmel nem bévitheto.

2.12. tétel. Legyen L véges halé, H konvex részhalmaza
L-nek, ~0,I|nH=0. Jeldlje R az L™ H korlatos részbenren-
dezést. Ekkor Pol(R) tartalmaz 2t+l-valtozés tobbségi
fuggvényt, ahol t az L-beli antiladncok elemszamanak

maximuma.

Bizonyitas. Legyen

A =[xéR; 3 yeé-H ugy, hogy x$y]f

B=RVA .
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El6szOor is megjegyezzik, hogy ha xfcAlzfeL és z~x(
akkor zc A . xeA miatt létezik ugyanis y€H ugy,
hogy x~y, azaz z”~x”"y. Masrészt z nem lehet H-beli,
hiszen H konvex, és igy z*H-b6l xfeH kovetkeznék.
Hasonldan, ha xe B, zéL, z~x, akkor zéB; valdban, z
a H konvexitasa miatt R-ben van és ze A-bol xt A kdvet-
keznék.

Legyen n=2t+l, és definialjuk - a 2.8 _.tétel bizo-

- 7 = 7

nyitasahoz hasonléan - Rn egy (U,Vv) particidjat:

U = ~x fcRn | x legaldbb t+1 koordinataja B-beli ]
V =ix e Rn [ x legaldbb t+1 koordinataja A-beli ™ .
Nyilvan U~V =0 és UuV = Rn.

Definidljuk a d(x) : rR — 5 L fuggvényt: legyen

r Dn(@i" ha xeu ;

. (D

[ dn™~", ha xeV

Dn, d» a 2.15. lemmédban szerepld fluggvények, azaz

Vrb uE=U-"noo

dnfe)= un(t) " "ni *
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EI6szOr is: Im(dj<™R. Legyen ugyanis a =(x",...,xn"fcl,

ekkor legalabb t+1 koordinataja B-beli, ezek kodzott
talalhaté i,j indexpar uUgy, hogy $ x .. /n valasztasa

miatt van legaldbb két O6sszehasonlithaté elem a t+l1 kozott. /
Ekkor

mn@YNH>%j , s igy

Dn(JLEx . , tehat

d(a)= Dn(a £E. hasonléan, ha a =(x"...,x"eV,
akkor dran dra"jfeA.
d(V) nyilvanvaldéan tobbségi fluggvény; be kell még bizo-
nyitani, hogy d ”~xlePol R .

Legyen x eRn, yeRn, x<y , s---XN), Yy=(l,...,yn) .

Ha xf U, y.nem lehet V-ben, ugyanis lenne legalabb egy
olyan i1 koordinata, melyre B és y eA teljesul,
miatt pedig x”eA, ami ellentmondés.

Ha xeV, ”~_6U, akkor d(x)= dn() és d(y,) =D
és a 2.7. lemma bizonyitadsanak végén tett megjegyzés ér-
telmében dn~*x”~D ).

Az x,Y fcU és x,y_ tV esetek teljesen hasonldéan ke-
zelhet6k, egymas '"dualisai". Ezért csak az x,y, tU bizo-

nyitast részletezzuk:

)
d(x)= Dnx) d(@)= Dn(X)" a Dn maga monoton

fuggvény, tehat:

dGO= DnOi)ADn(X) = d() =
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A tobbségi Tfuggvény valtozoszamara adott n=2k+l érték ter-
mészetesen nem pontos. A fenti konstrukcidé jo pl. akkor,
ha n=2m+l, ahol maz A és B halmazokban talalhat6o anti-
lancok elemszamanak maximuma.

Lattuk, hogy pl. az Rg korlatos részbenrendezés
polimorfizmusai nem tartalmaznak négyval®;ozés tobbségi
figgvényt. A kovetkez6kben ezt a konstrukciot fogjuk al-
talanositani. Legyen m2 2, és jeldlje h &) az 0sz-
szes nem-Ures részhalmazainak a tartalmazasra nézve rész-
benrendezett halmazat. Adjunk ehhez a halmazhoz harom to-
vabbi elemet, a,b és 0-t és terjesszik ki a H(O rész-
benrendezését ezekre az elemekre is, legyen O0O<a, O<b
€és a<x, b<x minden xeH(i) -re. Jeldlje az igy ke-
letkezett korlatos részbenrendezést R(E). R nem halé,
hiszen a-nak és b-nek nincs legkisebb felsé korlatja.

Specialisan r (2) izomorf a mar vizsgalt Rg részbenren-
dezéssel. R(3] szerkezetét a 2.4. abra mutatja.

OLD

2.4_. &bra
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Vegyuk most hozza az R” részbenrendezett halmazhoz
egy tovabbi c elemet Ugy, hogy a<c, b<c és c-cx
teljesil minden xt-H(i)-re. Jeldlje az igy keletkez6
korlatos részbenrendezést RX®E) . RX"2) izomorf lesz

a jol ismert RX -gal. Konnyd belatni, hogy RX®&) halo:
a c-nél nagyobb elemek halmaza és c egyutt izomorf EN
0sszes részhalmazainak haléjaval, a "~0,a,b,c az EZ2
0sszes részhalmazainak haldjaval, és ez a két hald ugy
illeszkedik egymashoz, hogy az els6 "0" eleme a masodik

"1" eleme. R (3) alakja a 2.5. abran lathaté.

A 2.13. tétel szerint R @ polimorfizmusai kozott

o RN

-1
2.1)

-valtoz6s tobbségi fuggvény, ahol

I X egészrészét jeldli. Ez az eredmény tovabb

élesithetd.

2.5. é&bra
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2.14. tétel. Pol(@ (¥)) tartalmaz £+3 -valtozos tobb-

ségi fluggvényt.

Bizonyitads. A 2.13. tétel bizonyitasdhoz hasonldéan legyen

»

A = fo,a,bij ,
B= hnr® ,
n=£+3, és
U = [XER(E)n |legaldbb k+1 koordinata B-beli ]
V ={x e | legaldbb 3 koordinata A-beli ™.
Most is vilagos, hogy UAV =0 és Uvv= r©n , A

dx.n, . ..,xn) Fuggvényt definiadljuk ugyanugy, mint a 2.13.
tételben, az L hald szerepét RX(E) veszi at. Ugyancsak
egyszerlien adodik, hogy

xé B, y& RX(), XAy esetén y6B és

xé A, yé RHI) j y~x esetén yé A .
Ha xéU, akkor legaldbb -t+1 koordinataja B-beli. Ekkor
van két kuloénb6zé index, 1 és j 0gy, hogy xN/\x" szintén
B-beli, hiszen B = , s egy £-elemi halmaz Osszes rész-
halmazai kozul nem lehet L +1 darabot kivalasztani, hogy
barmelyik kettd metszete Ures legyen. 1igy tehat mn (xjéB
/hiszen m@a(i))xi/1Xj , DnT£HB" és ezért d(x) fB.

Hasonl6an, ha x¥ V, akkor d(x)= da(d*A- Az, hogy
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ben.

2.15. lemma. Pol(r (i)} nem tartalmaz t+2 -valtozds tobb-

ségi fluggvényt.

Bizonyitads. Legyen Yz N[, 7/i=0,1, ... ,-.-1/.

Vildgos, hogy nincs olyan z fr(@) , amelyre aé z, béz

és z1Y, /1=0,1, .. .,?1/ egyszerre teljesilne, hiszen
aéz, biz miatt zeH(?) , ugyanakkor O Y. =0
iCEel

Legyen d ,---,X"+2) tobbségi fuggvény, és legyen

z=d( [o]. 11 ..... [1-1], a,b) . Tegyik
fel, hogy d£Pol (r(D) . Az a [i], b4a(@Gj /if /
egyenlétlenségekbdl
z>d (a,- --,a,a,b)= a és
z~d (b,...,b,a,b)=b , az
[(1éY. /inj/ egyenlétlenségekbdl pedig

zéd (Yi,Yi,... {il, Yi,....Yt) =Y+ /if E1/

kovetkeznék, ami ellentmondas.
Kombindlva a 2.14. tétel és a 2.15. lemma eredményeit,

kapjuk az alabbi tételt:

2.16. tétel. Minden n >5 egész szamhoz konstrualhatd
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olyan R korlatos részbenrendezés, amelyre Pol(r) tartal-
maz n-valtozos tobbségi fiuggvényt, de nem tartalmaz n-1
valtozés tobbségi fluggvényt.

Jeldlje LH a 2.12. tételben megadott tipusu korlatos
részbenrendezések osztalyat, V~A(1h) ennek lezarasat a
véges direkt szorzatra és retraktképzésre. Ha R korlatos
részbenrendezés, jeldlje t(R) a Pol (R -ben talalhaté
n-valtozos tobbségi figgvények aritidsanak minimumdt.

Az M-tipusu maximalis osztalyok generatorrendszereire
vonatkoz6 eredményeket - a 2.12. tétel, 2.10. lemma és
2.3. lemma allitéasanak oOsszekapcsolasaval, az alabbiak-

ban foglalhatjuk Ossze.

2.17. tétel. Ha az R korlatos részbenrendezésre teljesil
az alabbi két feltétel barmelyike, akkor Pol(r) végesen

generalhato.
a./ R a Yp (LH) osztalybdél valé;
b./ R egy, a korlatos részbenrendezések olyan R osz-
talya altal generalt rendezés-varietasbol valo,
amelyre megadhaté egy m @ tm”™ e?) korlat ugy,

hogy minden R"€ £-re t@®") ™ m

A 2.17. tételben nem irtuk fel az 6sszes részbenrendezése-
ket. Azt, hogy van olyan korlatos részbenrendezés, melyre

sem az a./ =e™ ab./ ~eltétel nem teljesul, ugy mutatjuk
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meg, hogy adunk egy példat olyan R korladtos részben-
rendezésre, amelynek polimorfizmusai kozott nincs tobb-
ségi Tfluggvény. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy
Pol(Rg) nem végesen generalhatd - csak annyit, hogy
ezekkel az eszkdzokkel nem tudjuk bizonyitani, hogy az.

Valéjaban nem tudjuk, hogy Pol (Rg) végesen generalhatoé-e.

2.18. tétel. A 2.5. abran Ilathaté Rg részbenrendezésre
Pol(Rg) nem tartalmaz /semmilyen aritasu/ tobbségi flgg-

vényt .

2.5. &abra

Bizonyitas. Az allitéassal ellentétben tegyiuk fel, hogy

a d(xn, ... tobbségi fuggvény Pol (Rg) -beli . EI8sz0or
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iIs, a c<£, cie, d*f, d”e egyenlétlenségek miatt

xe(c,d)n esetén

d(x)~d(e, -..,e)=e és
dO)<d(Ff,. .., F)=F ,

tovabbad c”™a, c£b, d*.a, dEb miatt
dg*»ed(a,--.,a)=a és
dCONd(b, ...,b)=b j
tehadt x£jc,d]n esetén dQc) € ~c,d™.
Tekintsuk az
x1 =Cd,c,c,...,c) T

2
x =(d,d,c,...,cj/

xn 1=(d,d.d,....d,c)

vektorokat. Mivel d(x"}=c és d™x1l =d, létezik olyan

J index, hogy dQc”j™ c, és d™x-]+1)=d. Legyen

Z:(d,d,---ydseycy---sc) ’
u _(/fsf,---yfse,fs---sf) ’

. . , . [ j+1
ahol az e a j+1 -edik helyen &ll. Egyrészt z£x5 és J ,
ezért d(z_ )Ed és d™"~c, masrészt :z™u és zg(e,e,.. .,e,ej,
ezért d(zj™ T és d(zj”e. Ez pedig nyilvanvaldé ellentmondés,

hiszen RO nem tartalmaz c, d és e,f kozé es6 elemet,
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I1l. P3 6ndualis osztalyainak szerkezetérél

E fejezet célja az, hogy részletes leirast adjunk
maximalis o6ndualis osztalyanak részklénjairdl, pontosabban
a részklonok egy nagy csoportjarol. Jeldlje e fejezetben
S az x+1(mod 3) permutacioval felcserélheté P3~beli flugg-
vények halmazat, Lg pedig az S részklonhalojat. Bar S
részklonhal6janak itt adott leirasa nem teljes abban az
értelemben, hogy nem ismerjiuk minden kldon helyét és ba-
zisat, a haldé néhany jellemzd tulajdonsaga és bizonyos
intervallumai pontosan és hianytalanul megadhatok.

Meg fogjuk hatarozni Lg O6sszes atomjat; dualis atom-
jat; az 0sszes olyan kionokat, melyek Lg minden automor-
fizmusanal helyben maradnak; az 6sszes olyan S-beli kio-
nokat, melyek tartalmazzak a dCx,y,z) dudlis diszkrimi-
natort, ill. a t(Xx,y,z) un. ternaris diszkriminatort /I.
Fried-Pixley [.29] és Pixley [46]/. Megadjuk az
(X3(x,y,z) ,S) intervallum Osszes elemét.

A vizsgalat korébe vont kidénoknak megadjuk egy-egy
bazisat, és a kidénok egymashoz viszonyitott helyzetét
az Lg haléban. A fejezet logikailag harom részre bonthatd:
az elsb részben definialjuk azokat az S-beli kidnokat,
amelyekkel foglalkozunk, és az Lg halé néhany tulajdon-
sadgat bizonyltjuk. A mésodik részben minden kidénhoz meg-

adjuk annak egy bazisat, a harmadik részben pedig az
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egyes osztalyok kozotti tartalmazasi relaciodkat.

E fejezetben gyakran fogunk beszélni E” egy adott
részhalmazat 6rz6 fuggvényekr6l. Ezt a kifejezést mindig
abban az értelemben hasznaljuk, hogy f meg6rzi azt az egy-
valtozds centralis reléaciot, amelynek centruma a szdéban-

forgé részhalmaz: f(*,. ...,Xn) H-6rz6, /ahol H<tE”™/, ha
XN, .., Hn esetén FX™,... ,xn)eH.
Linearis fluggvényen az

f&xl.... xrp= 21 aixi +ao
alaku flggvényt értjuk. Az Osszeadas és szorzas mod 3
értend6 az egész fejezet soran.

Lg bizonyos elemeinek leiradsara a kovetkez6 észre-
vétel ad lehet6séget: Legyen f(x™,...,xjF S £0,1j-6rzb
fuggvény. Ekkor beszélhetink az ¥ (x©,...,XxJ ugyneve-
zett Boole-megszoritasarol, amit BF (", ... ,x™ -el jelo-
link :

BF(x1,...,xn)eP2 és

BF(xX1,...,xnj= fF(X1,...,xn), ha(xl, ..., xmM ib,I]n

Ha KCS olyan klén, amelynek fuggvényei mind [o,l1]-6rzé6k,
a BK=[Bfj feY.] fiuggvényhalmaz - a K Boole-megszoritasa -
P2 egy részklénja: a fuggvények Boole-megszoritasabol el6-

allithaté P2-beli kidénok nyilvan részklonjai.
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Ha pedig Kcc”~c P?, a

K* = {f€S | BFEK \

halmaz nyilvan S egy részkldonja. Sajnos, altaldban nem
igaz az. hogy minden részklénjahoz csak egy olyan S-
beli kldén tartozik, melynek Boole-megszoritasa K.
Ha £6 $ , és értelme van Bf-rol beszélni, Bf(x)=x és
nyilvan fCx)=x. Ha f€ és F nem projekcio, de {0,1"-
orzo, két lehetdségunk van: Bf(x,y)=xvy ill. BF(X,y) =Xny ¥
f mindkét esetben egyértelmien meghatarozott Bf &altal.
Ha viszont f legaldbb haromvaltozds, az els6 fejezetben
definialt ~ (X,y,z) majdnem-projekcido jol mutatja, hogy
a Boole-megszoritas nem hatarozza meg a fuggvényt, hiszen
£3 (x,y,2) "43(x,z,y) , de B""3(x,y,z)= B£ (X,z,y) =x. Mivel
az f(xX)= x P3~beli fliggvény Boole-megszoritasa is X,
a K1 =Fx"£EP3 és K2 F£3(x,y,2)]Jc ?3 kibénokra BK”"=BK2, de
K1MK2* Az F(x)=x fuggvények mutatjak azt,
hogy a Boole-megszoritas a fuggvény aritasat nem hata-
rozza meg.

El16szOr is nevezzik el S bizonyos részklénjait:

3.1. Legyen 0 = [{x~

L [FF |[fe S és F lineéarisj]
LN= L [fFeL és f 0-6rzé

L2=[Fx, x+1, x+2 [1
S0= [(F |fFeS és f 0-6rzé6 ¥

S2= [FF IfS S és F felcserélhetd a

ATXXD)= 2x permutacioval”]
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A fentiek olyan kidénok, melyek fluggvényei nem mind 6rzik
meg a {0,I'\ halmazt. Vezessuk be az S, SX, s r: L2»Ls
leképezéseket.

3.2. Legyen KCP2 egy a

c4" V NL® F2* N4 T M

For EBx x<xr g5 -

F6I F6' ***’ *6 -
yen
TERTEEEES

- N
F2" F2+ -"-»fF2 , P7,

kionok kozul. Jelolje SK azt az S-beli kiéont, melyre

SK =] feS j f 6rzi a [0,1™ -et és Bf e K .

3.3. Ha KEP2, KeD1,D2, L4,01 , legyen

S2K ={f [ f 6rzi a ~0,1"-et, F1S2 eés Bf &

3.4. Ha SK,(s2k)az SD2,S2D2, SF2, SF3,...,SF2 , ssl, SE6

SF/N5, SPA kionok valamelyike, akkor jeldlje SXK, (s7K) az

0sszes olyan f(x™ .. SK  (2K) fuggvényt, melyre igaz, hogy
ha f(Xx2, ..., néhany valtoz6 azonositéasa-
val olyan g( ---,X flggvénybe megy Aat,
) Pm
melyre Bg --»,X )= x , akkor
PmJ pi
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Erre a tulajdonsagra késébb is mint a {*) tulajdonsagra

hivatkozunk majd.
3.5. Ha pedig K=S* vagy K=P", legyen

RK =~f |f 6rzi a [o,1™-et, Bfe-K és f és Bf a
valtozéknak azonos halmazatél fiugg lénye-

gesen ™

A 3.1. - 3.5.-ben megadott kidnok bazisait és egymashoz
val6é viszonyat fogjuk leirni. A 3.1., 3.2. és 3.3. alatt
definialt fuggvényhalmazok nyilvanvaldéan zart halmazok .

Miutan Osszes flggvényei

fv(lx . an.. X T1 + a2>§,,+...,an>§.| alakuak, és

2_an2xn) = 2 anxn) , ezért minden

fuggvénye felcserélheté a AT(X")=2x permutacioval, tehat
LIT s2

Az S2 minden fiuggvénye felcserélhetd az x+1 és a 2x
permutacioval, kovetkezésképpen minden permutacidja-
val, azaz S2 a haromelemli halmaz homogén Figgvényeinek
osztalya. Nyilvanvaldé, hogy S2 elemei 0-6rz6k, tehat
S2c sq. Azt kell megmutatnunk, hogy a 3.4. és 3.5. alatt de-
finialt figgvényhalmazok valéban zart osztalyok.

A P2~ben érvényes dualitas miatt nyilvan elegendd

az S* F2, SXF2,...,S*F2° S5S1, SXD2, S2D2 halmazokra
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szoritkozni, Legyen K a fenti figgvényhalmazok egyike,

fO /OOO/fmf:S*K es

f(xl,...,xn\= fo<fl(xl,...,xn),fz(xl,...,xn),...
fm(xl,...,xn\) :

Vilagos, hogy BT£K, csak azt kell megmutatnunk, hogy
a (xX)tulajdonsag is teljesul f-re. Ennek bizonyitasa
kissé hosszadalmas, de nem nehéz; itt terjedelmi okok-
b6l nem részletezzik. /Megtaldlhatdé a j”™24j dolgozatban./
Az RSN és RP™ osztalyok zartsaganak igazolasa azon az
észrevételen mulik, hogy ha f , Si /ul*
beli fuggvények, akkor az fq (f*,...,fJ Ilényeges valto-
zO6inak halmaza egyesitése az ¥ , f~,.._.,fm [l1ényeges val-

toz6i halmazanak.

Tekintsik a T; E3-~>E3, = 2x+1 permutéciot.
Feleltessuk meg az f(x®,...,x"e-S fuggvénynek a
"Ir(" ) e, M R - 2FC2x1+D ,. .w (2xn+1)) *+ 1

fuggvényt. Mivel

2(FC2EXNMHI) +1), ..., (2 (x+1] +1 ) +1 -

2(F(2%x1,-5-42%xJ) + 1 =
2(Fr2x1+D) pewepn 2XnHD -2+1 =

2 (E([2XM) 6o - n@O+DID) +1



ez a megfeleltetés /az EN elemeinek ez a permutécidja/
S-beli fuggvényt S-beli flggvénybe visz at, Ennél a meg-
feleltetésnél az SF/ és SFA f2,*2,3,...,0d [/, az

SFN és SF~ , SSX és SPAM és SXP-L, RSX és RP ill.
SXF2 és SXF™ osztalyok lesznek rendre paronként egymas
képei. /Ez koézvetlenlul kovetkezik a definicidokbol és ab-
bol, hogy 2x+l a Boole-megszoritasokon pontosan az L2
halénak a (“0,1) permutacidé altal indukalt automorfizmusat
eredményezi ./

A 2x+l permutéacié - mint lattuk - az Lg héaldé egy
automorfizmusat indukalja. Az S, L, S°, S2, SC®, SAN,
sb~, sb2, S b2, S2Di, SL~, SO1, S2D2, S2D2, 7"2M4" "2n2*
LN, L2, O osztadlyok ennek az automorfizmusnak TFfixpontjai.
/Hiszen Boole-megszoritasuk a (0O I) permutéacio altal L2~n
indukalt automorfizmusnak szintén fixpontjai, az S, S2
operatorok és a(x) tulajdonsag pedig fuggetlenek az alap-
halmaz elemeinek fenti permutacidojatol./

A késbbbiekben l1atni fogjuk, hogy a fent felsorolt
osztalyok kimeritik az Lg halé fenti automorfizmusa fix-
pontjainak halmazat.

Az L, S, S2 osztalyokrol eddig elmondottak, to-
vabba a kidénok Boole-megszoritasainak tartalmazasi vi-
szonyai, melyeket P2 szerkezetéb6l jol ismeriunk, vala-

mint az a tény, hogy ha KCP2 kidénra mind SK, mind S K



95

definialva volt/ akkor SXKESK, lehetévé teszik/ hogy
egy diagramon abrazoljuk a definialt osztalyokat /3.1.
abra/. Az abran két klon kozott rajzolt vonal e pilla-
natban csak annyit jelent, hogy a foljebb rajzolt tar-
talmazza a masikat. Még hatra van annak bizonyitéasa,
hogy a diagram teljes, abban az értelemben, hogy két
folytonos vonallal 0Osszekotott klon koézé nem lehet
beiktatni mindkett6t6l kuldénb6z6 harmadikat. Mieldtt
ebbe belefognank, meghatarozzuk a felsorolt kidénok

egy-egy bazisat.

S részklonjainak bazisai

S.S. Marcsenkov [ 43~]-ban leirta S O6sszes homogén
részosztalyanak szerkezedét és bazisait. Mint azt l1at-
tuk, S homogén részkldnjai pontosan részosztalyai,
azaz az S2, S2D , N2N2* N2N2r N2NM4N NNL* hN N e
Tartalmazasi viszonyaikat a 3.2. abra mutatja, bazisai-

kat szintén a [43] munkabdél idézzik.



3.1.
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5= $loU)

abra
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3.2. abra

Legyenek *i(x,y,z), F(x,y,z", E£'&vYy.,z” [0,1™-6rz6
S-beli Tfluggvények uUgy, hogy
B ~(x,y,2z)=x, ~(0,1,2)=1, tf6,2,1) =2 ,
B <f(X,y,z)=xyvyzvxz, ¥, 1,2) = | (0,2,1} =0 ,
B £{X,y,z) =x+y+z /mod 2/, vy(0,1,2)="~(B, 2,D=0

A ( fuggvények jol definialtak. Marcsenkov ™4 3]-

ban megmutatta, hogy

3.1. lemma.

JJq (X,Y,z), 2x+2y ™ bazisa S2~nek,

N CXLY L2),N(X,Y,zN)}bazisa gop nen
J (X.Y.,2) ,<l/(xy,z)}bazisa S2D2~nek,

i H uazisa tBh2-nek,
\M(X,y,z X bazisa S2L"-nek,
\ Cx,y,z)} bazisa S2°1 nek*

f 2x+2y N bazisa L-"-nek.



98

Az 0 bazisa természetesen jx~ , rendje 1.

Az L1 rendje 2, S2, S2D1, S22, S*D2, S~ , S201 rendje
Az L2 h&ldénak fentebb leirt szimmetridja miatt csak az
sad, sd ™ sd2, s*d2, sl4, soir 12, sSH ssl, rs1 ill.
S*, SF~, SxRBR2 [/, . =2, 3,/ osztalyokkal kell

foglalkoznunk.. Trivialisan adoédik a kovetkezdé allitas:

3.2. lemma. Az L2 osztaly bazisa \.xxI™ , rendje 1.

Jelolje coak(x,y,z) azt a fuggvényt, melyre cuU”™B S,
O”Nab(X"y"zr= x*
N abfo,l1,2)=a,

tJabC°/2”~ =bf (a,b eel)-

3.3. lemma. coQ™"x,y,z) bézisa SO™nek. SO™ rendje 3.

Eizonyitds . Vilagos, hogy oQ”N(Xx,y ,zje SO .

CR™N(X,y,z)-b6i nyerhet6k a kovetkezd fFuggvények:
i0ii(x,y,z"i(uooiC*,y,z) #w olCy»x,z) , Y)
Di2(x,y,z)N0i(ucii(x,y,z) ,ccQl(y,.x,z) , y)
60 20X, Y, ZAL:" LI 22X,y , ZN" Z27X)

0022CX/y#z)=UL 1~ 12I1X"Y"Z)" Z/7~olCx/Y/zZ) =
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Legyen f(x™ ... I EF(Xt,. ..,x )= Xx. Mivel n” 2-re
f(xN,x2)= xN addédnék, TFfeltehetd, hogy n>3. Ebbdl
kovetkezik, hogy rend =3.

Mivel tJ12(x,z,y)= ~ CX,y,z)#

[oc12 (x,y,z)] = S201 ,

azaz megkapunk minden olyan T .- - -,Xn" flggvényt, amely-
re Y\

Bfq ie*st - ®® a M3 jJ—=@l/ee=t) /
ar=0, J&a2,...,an"2 M /2"~ esetén

2f (a,%,_ » . ,a]X’D = f-v(2a , ,26»7) /Marcsenkov £43]1/ ,
Jeldljuk A”N-nel a tovabbiakban mindig az olyan (a”™,....,an) n
vektorok halmazat, melyre: a”=0, Na2 , .».,anj 271,2Nn

Legyen f~olyan fuggvény, melyre:

BFN AXt,»., XV — , €s acAn -re :
T f(a], feltéve, hogy T(2a) 2 f (@)= 2Ff;
fIG>) e
o egyébként ,

Valasszunk h™ és h2 fluggvényeket S207-bdl ugy, hogy minden
a £ A -re,
- n
ha f£a]=0, *f(a =1, legyen h~(a] =tl, h2 £a]= 2,
ha f(a]=1, *Ff(2a) =0, legyen h”~a) =2, h2 (a)= 1,
és h™a)= h2@.")0, ha Cf(a), i1f2a))e/0") ,(1,2),2,1DJ.

Az

"Xn) = °
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egyenléséggel definialt f2(Xx™,...,xn) megegyezik

f(x™, ... ,xn) -nel minden olyan aéA” vektoron, melyre:

(f(a)/ fC2a)) €$(pf0)f0.,2),(2.1), (1,0),(,D[ -
A tobbi afA vektoron f,fa) =0.
Legyen h”, h™ két olyan fuggvény SA-bél, melyre a <An
esetén
h3(a)=1, h”Qa) -2, ha fCa)=l és f(2a) =1,
h~a)= h”a)=0, egyébként.
Az

f3(Xx1,...,xn}="11(F2¢<,.-,%XJ , h3(X1/...,x» ,hda(Xir...

megegyezik F™,. ..., xnj -nel az A" O6sszes olyan a elemén

melyre
(fF(avf(a)HKO"=)"Us2), (2,1), (1,0),Co, 1V CI,

A konstrukciot még két Il1épésben iteralva olyan ™ Tilgg-

vényhez jutunk, melyre:

FAOXQ X2 "****xr0 — NNl ®e*eeXn "
A 3.3. lemma bizonyitasa soran tulajdonképpen azt kellett
csinalni, hogy olyan f&",. ..,x» -t konstrualjunk, amelyre
BF(Jo)= x™ és ™ x», ...,xjJ az An halmaz minden egyes ele-
mére eldre adva van.
Mieldtt tovabbmennénk, megfogalmazunk egy lemmat,

ami a késb6bbi bizonyitasokban nagyon hasznos lesz. Az
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allitas némi szamoléassal koénnyen igazolhaté. A "komponensek
szuperpozicidjarol” szolé tételt fi. pl.~363, Th.2./ fogal-
mazzuk csak at, az S-beli fuggvények o6ndudlis tulajdonséa-

gat kihasznalva.

3.4. lemma. Legyen f(xX™,..., S, BMENJ rogzitett
halmaz. Jelolje 2 -, ..., x0 ..-,Xn)az F fuggvény
J-edik komponensét, /j-edik O-komponensét/ melyre

fj o Xi_2rXj jo/eeetXr) — FAXN, JXJ_ANL,0,XJ fo XA e
Tegyuk fel, hogy |h™,...,h~cS olyan flggvényrendszer,
melyre (Jh! ,. __,h" tartalmaz egy H°(Xx1, ... ,X. XN+ 1*ee/Xn)

] i 3 3
fuggvényt ugy, hogy

o P eoece Le _—eee N
He(Xx1, -. X1 Xl IXN }:V"% / /'Xj—b'xj'ﬂ /Xn'
teljesil mindig, valahanyszor (x*,...,x° X} ,--- ,X"é B.

Ekkor a jjhg,. ...,h™~] tartalmaz olyan H(x",...,xjJ -t
melyre
TN/ eee/X™ =h (™™, ..., xXn) , ha xJ-0 és
(xp--/X."~, xj+1,...,X"6 B.

A 3.4. lemmanak nyilvanval6 kovetkezménye, hogy ha B=Ce”P 1
és a lemma feltételei teljesulnek, akkor

FXXLF... X — H™MXN ,eee Xj =
hiszen mindkét fuggvény S-bol vald, ezért jJ-edik komponensuk

egyértelmien meghatarozza Oket.
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Az f€ S fluggvény els6 komponensét, ha ez nem félreért-
het6, f°-lal fogjuk jeldlni. ARjeloli tovabbra is

nek a 3.3.-ban definialt

An=Kal "eee"an) i ai=0 ésfa2,...,aj 5

részhalmazat.

3.5. lemma. Legyen K a C4, A4, DADALNF*4, f£ V42, ==, [/
kiénok valamelyike, {g™,-..,0 } a K e9Y generator-
rendszere, [h™,,..,h"]c SK Ugy, hogy Bh~=g”™ /Zi=l,...,m/.

Ekkor £h™,_.._,hmj @ cOO0l az SK klon generatorrendszere

Bizonyitas. Legyen f ,---,Xn} tetsz6leges Tilggvény SK-
bol. Mivel generalja K-t, eld lehet allitani
olyan fQ (x©,...,x ™ Ffuggvényt a £h”,...,hmJ rendszer segit-
ségével, melyre:

BfQ (x A/ «ee»xn) =Ef (x AFeee/xn)e
Az U>e" (X,Y,z) segitségével pedig - mint a 3.3. lemméban

lattuk, eldallithatdé minden olyan fA(Xx,. .., xn-s2°”, melyre

BfFj G, ,-- -,xn)= Xj , és minden a6An~re f*(a)=f"aj.

Az
FO(FII™ 7*" X "* 7" fn 1™ *“*"xn))= F X1 "=*" ,xn)

azonossag ezek utan trivialis kovetkezménye annak a ténynek,

hogy K-t a P2 |o}-6rzo kiodonjai koézul valasztottuk.

»
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3.6. Kovetkezmény. Az sc»~, SD», SD2, SL~, SF~ , SFM
SSN osztalyok rendje 3. Az SAN osztaly rendje 2, az SF~ ,

SF/™ osztalyok rendje /0+1 /™ =2,3,..., /.

Bizonyitas. A 3.5. lemma szerint, ha SK a fenti osztalyok
valamelyike,

max (rend (10 ,3)* rend Gsk H*rend (k).
Innen adodik az allitds az SC4, DA, SD2, SL4 , SF», SF£
AMi=2,3,. ../»/ osztalyokra. /A felsorolt kiénok Boole-
megszoritasainak rendje -3, 1. pl. [_36j-ban./
Legyen o(-(xy) ,™(X,y) olyan fuggvény, melyre

Br=xvy, Bi= x ey.

Ekkor "B«<, Byijaz A™ egy bazisa, és

y6(z, /3(x.y)))
azert
SA4=["Cx 2y)/ yo™X/Y)] >
tehat SA4 rendje 2. "oL(X,y) , M0i.-("x,yr2)j generalja SS"-et.

Tetsz6leges kétvaltozéos f(x,y) € SS fuggvényre igaz, hogy

Bf (X,¥)é [X,Y, XVVY] .
Ha Bf(x,y)=x, akkor /f ondualitasa miatt/ f(X,y)=x, és

hasonl6éan, ha Bf(x,y)=y, akkor f(x,y) = y.
Ha pedig Bf(x,y) - x7y, akkor f(x,y) =°i(X,yj , tehat ha
SSN rendje 2 lenne, az oi(x,y) Tuggvény volna a béazisa. Ez

pedig lehetetlen, hiszen ha v(xI' M ..,xJ egy olyan formula,
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amely az <. (x,y) fuggvényekb6l és az x™,...,X sziml6lumok-
bél épul fel, konnyen ellenérizheté, hogy V pontosan azok-
t6él a valtozoitol fugg l1ényegesen, melyekt6l BV is. igy
pl. az 1&I1CX,y,z2)™"\*1(X,y)"]

Legyen Y(x,y,z)eS olyan fuggvény, mely 6rzi a

{0,1n-et és B"t(X,y,z) =xy Vxz vyz , V(o,l1,2) =0, t(p,2,D=I.

3.7. lemma. A m(X,y,z) az S*D2 béazisa. SXD2 rendje 3.

Bizonyitas > A fentebb definialt "f(xy, z2) fuggvényre
<FOGY, DM, it (XY ,z) , AK,z,y"))
ahonnan nyerjuk, hogy S* D2«H.
Elegendd megmutatni, hogy M tartalmaz olyan d £x,y,u,Vv)
fluggvényt, melyre
m d(o,1,2,u,v)=u, d@©,2,1,u,Vv) =v.
Ekkor ugyanis s2D27} J miatt rendelkezésinkre &llnak
tetsz6leges olyan fiuggvények, melyekre
BgC”B"V] és afcAN esetén
2g(a_"~=g(2a) /1. Marcsenkov [4U /.

Taladlhatunk tehat olyan f ,f2,f3,f4 flggvényeket, hogy

Bf=Bfp = Bf, =Bf3
és geAn esetén
f 1=Ff2(2a)= 1, fl (a")=f2(a) =2,

f2@f@") , r(2a) = f(a,], s ezekbdl
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FOxL>e**< AYAITALCKLIF*""xn) " A2/ 1 TRxxAXn) "
FINXL" *** X " FANX L " *** /X"
Meg kell tehat mutatni, hogy [¥c] -ban van (1) tulajdonséagu
flggveény:
Legyen at{l,2j, daCx>y/Z,u) a kovetkezd fFiuggvény S "D™-bbl:

B9a(xrY/z,u) = xy*xz vyz ,

ga fO/1/2, aj= a,g<*"™0/2,1,2a) = 2a,

ga ™Xx,y,z,u) =0 egyébként, ha (X,y,z,u)fcA4
gl(x,y,z,u) = N (X,zrg™x,Y,z,u)) , ill.

g2 X ,y,z,u)st("t(x,z,y) , X,92 (X,y,z,u))
olyan fluggvények, hogy

9,§0,1,2,a]= a és

ga(x,y,z,a)=0, ha(x,y,z,u)fcAd,(x,y,z,u) ~(o,1,2,a").
Hasonléan konstrualhatok a h (x,y,z,v) Tflggvények, melyekre

ho}Eo#Z,l;a’\:a és h{x,y,z,v ) =0, ha

(x,y,z,v)EAN és (X,y,z,v) =£(0,1,2,a) .

Legyenek

dx(x,y ,z ,u,Vv) (x,y.z,u).y.i"(x,y.z,v)) }

d2 x,y,z,u,v}="V(@2(x,y,z,u), h2(x,y,z,v) ,yl,
iIZ0nnylt szamolas igazolja, hogy

d (X,¥,z,u,v)=Ned1fx,y,z,u,v),"T(X,yY,z),d2(X,y,z,u,Vv )
a megkivant tulajdonsagu fuggvény.

Az SXD2 rendje nem lehet kevesebb, mint D2 rendje. Ezzel
a lemma mindkét allitasat igazoltuk.
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3.8. lemma. Az "(x,y),2x+2yj az SO osztaly bazisa.
SQ rendje 2.
Ha "(Xi/ee="xnl S " a”kor f? O0-orzo fuggvény, minden
JeEFfL/2, ... ,n*-re. Masfeldbl, ha az f(x™,,..,xn]|éS minden
O-komponense 0-orzo, akkor feSO- Jelolje TO az 0Osszes
0-6rzo fuggvények halmazat P~-ban.
Az x+y, x-y TFfiuggvények bazisa TQ-nak, tehat minden Sq-
beli f(x™,...,xn) fuggvény minden komponense eldéallit-
haté "x+y, x*y" segitségével. A 3.4. lemma szerint elég
tehdt megkeresni azokat az SQ-beli fluggvényeket, melyek
O-komponenseiként az x+y, x.y TFluggvények megkaphatok:

2X+27N2y+22) = 2x+y+z
els6 O-komponense adja az x+y fuggvényt. Az

CL(X,Y)= 2(X2+xy+y2+x+Yy)
fliggvénybdél pedig az

a.(X,y)+ 206(Y,2) + oL (X,z)= X +2Xy+2XZ+X+yz
flggvény els6 O-komponenseként az yz figgvényt allit-
hatjuk el6. Mivel a 2x+2y L~™-beli;a eé(x,y) RS-beli,
N2x+2y, X,yj valéban bazisa is S -nek.
A kovetkez6 allitas egyszerlien adédik abbdl a ténybdl,

hogy a {2x+2y"™ az osztaly bazisa /1. még Demetrovics-

Bagyinszki \J¥]l.

3.9. lemma. Az L osztéaly bazisa a 2x+2y+l fiuggvény. L

rendje 2.
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3.10. lemma. Az £x+l, °L(X,Y)\ rendszer bazisa S-nek.
S rendje 2.
A 3.3. lemma szerint, elég megmutatni, hogy a fenti
flggvények szuperpozicidinak O-komponenseibél eléallit-
haté pl. az ™x+1, max(X,y)" rendszer.
Ha g(x,y,z) olyan fuggvény, melynek els6 O-komponense
g° =max(y,z), akkor g(x,y,y)+l els6 O-komponense
max(y,y)+l = y+1.
Elegend§ tehat az ot(x,y™-t elballitani.
A 1,2,3,4 tablazat tartalmazza rendre az
X(x,y,z), f2(x,y.z), f3(x,y,z), f4(x,y,z)Ffuggvények
els6 O-komponenseit, ahol:
1 (x/y,z") 2y, al(x,z+2))
T2Cx,y,z)-®(fi(x,y,z), Fl(x,y,2)) /
f3(x,y,z)="(0é(x+2 ,y+1) , oi(x,x+2)) F

fa(x,y,z)=ei(f2(x,y,z) , F3(X,y,2))

1./ 2./ 3.7/ 4./

012 012 012 012
0 001 0 011 0 002 0 012
1 111 1 111 1 00 2 1 112
2 00 2 2 112 2 001 2 112

Innen pedig az

f5(x,v,z) =oi(f (x,v,z) ,f4(x, z,y))
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fuggvény els6 O-komponenseként valdban az

5 (o0,y,z)= max(y,z) adoédik.

3.11. lemma. Az.£(X,y) az RS1 osztaly béazisa.

RSN rendje 2.

Bizonyitas . Meg fogjuk mutatni, hogy £i(x,y)] tartalmazza
a kovetkez6 fuggvényeket:
AMCxtY*zru)*® melyre g(o,l1,2,u)= u+l,
g2(x,y,z,u,v), melyre g(o,1,2,u,v)=max(u,v) ,

tovabba, minden n”-l-re a hn(x1,4..,x -et, melyre

1, ha 1€~ryl1,.._,yn]]

0 egyébként .

Ezekb6l a
g3 (X, xIf _..,xn ,u) =gl(x,hn(x,x, -..,xn)/hn(hn G/
XN oo XM SXEreemrXr JUj
illetve a

ga(x,xI" ****Xn "u "v)=g2 (x "*n (X X1 *****xni ,hnGinX *
XNree /XN 7 re'*t N
szuperpoziciodkkal nyerheté gn,gn fluggvényekre teljesil,
hogy
g3(X,x1#...,xn ,u)= u+l es
g (X, x™, ...,xn,u,Vv) = max(u,v), Teltéve, hogy

XN« . XN =N1,21.
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A 3.4. leinila szerint ekkor a g», fuggvényekb6l el6-
allithaté minden F(X,x™,...,X RS~-beli fluggvényhez
olyan f"(x,xx,...,x")e£g3,g4] , melyre
Fr OGN, oo xX =FGxn, - .. ,x  / valahdnyszor
x=0 és "x1,...,xj= {1#2J.
Mivel pedig Bf*="N\R2N,_ *.,vxM) = Bf
/hiszen f"-t végul is csak °tCx,y) felhasznalasaval
nyertiuk/,
f (XXM J— FCxg™ »eee/xY)
teljesul mindenutt, igy a lemmat igazoltuk.
Hatra van a g”~,g3 flggvények megszerkesztése:
Legyen
g1(x,Y,z,u)=t"(«-L(x,u) ,d (oi-(yfu) ,J-(Z,1)))
és
hm fy 1 /eeenyn) = NALCx .y , ACL(x,Y2 )  ;eee;
A CX/Yn_D 17/YN)) eeeD e~
Egyszerld ellenbrzés mutatja, hogy ezek a fluggvények
a kivant tulajdonsaguak.
Legyen tovabba:
xCx,y,z,u)= gl1(x,y,z,gACx,y,z,u)) ,
20, u,v)=AaACr(x,uj , X(xX,vy ,
f3(x,y,z,u,v)= f2(x,f1Cx,y,z,u),fF1(x,y,z,Vv),
f4(x,y,z,u,Vv)=2{F2 (x,u v),F3(X,y,z,u,v*)\
és veégul

f5(x/Y,z,u,v)=e(@Ff3(X,y,z,u,vd) =
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Az f2(O,u,v), ¥3(0,1,2,u,v), T4(0,1,2,u,v), f5(0,1,2,u,v)
értéktablait rendre az 5,6,7,8. tdbladzat tartalmaz za(az

T(O,172/U7)= u+2.

5./ 6.1 7./ 8.y

012 012 012 012
0 010 0 001 0 011 0 002
1 111 1 001 1 111 1 00 2
2 010 2 111 2 111 2 222
A

g2(x/Y /z ,u, v)=*E(F4 (X, Y ,Zz,u,Vv) , M (X,y,z,uv)
a keresett g2 fuggvényt adja.
Legyen CE?(X,y,z) olyan, hogy B Y ,Z) =XVy,

A*(0,1,2) =0, ~ ,2,D =1.
3.12. lemma. Az bazisa e>lI*(x,y,2), rendje 3.
Bizonyitas. Legyen f(xX",..., n)E S"S". Az &altalanossag

megszoritasa nélkiul feltehetjik, hogy

Bf \9(1 y - - - Xml = x,lv§,, V. . 'Vxnv’ m <n.

Ha m=1, azaz Bf(xX",...,xJ = x» , a (x) tulajdonsag miatt

FXX, ..., X)) = X*t.

Legyen m=2 , a =(@.j,&2,. ..,a™ .Ha - a” , akkor

Bf (x",x2,...,x D= , s a (X) tulajdonsag miatt f(x*,...,xM=a, .

Ha a legfeljebb 2 értéket tartalmaz, f(a)-t egyértelmien

meghatarozza Bf(x), elegendb6 tehdt olyan vektorokat Tfigyelembe



venni, melyekre a-"a2 ral "***"arS= E3 * °lyan

f 0N, ... ,xJ -t konstrualni, melyre:

Bf* =Bf és f7/(x)= f(x), ha x a fenti
tipusu vektorok koézul valé.
Nyilvanval6, hogy e/(X,y,y) =<xI(xy)- A 3.11. Ilemma
szerint konstrualhaté olyan 9g(x”,...,x ) fuggvény,

melyre 2e. /a3., I ,.a,n} esetén

) ~, ha f(o,l,a" ,===t j
(,I3,...,aj}
. egyébként ,

tovabbad 1£ {a3,...,anj esetén

gi(o,2,a3..._.an) = il" ha f "2"a3....“n"i1l1l%2),
(0 egyébként .

Az X CxXx,..=,xn] (x1,x2,91(x1,...,xn) Fluggvényre
Bf* = x~vx2- Kdnnyen kiszamolhaté, hogy ha 2eMa®,...,aN\"
akkor

f o,1,a0, ..., a) ~(o,l,a3,...,a" , ha

f(o,1,an,...,an)€ \O0,1]
es
£-70,1,33,..., 1, ha £ (0,1,33,...,a(d 2,

f
ill._ha I€a8,-.. akkor

K A
£3(0,2,33,...,an) f(o0,2,a3,...,a~) ™ ha
és f(°.1,a3.... an)t(0,I]
£3(0,2 ,a3,... ,am™=1 ha f(,2,a3,...,a J =2.

A g3 Tfuggvényhez hasonléan konstrualjuk meg eé(x,y)
segitségével azt a g2 ---,Xn9€RS1 TFuggveényt, melyre
2€ 4a3,...,a"] esetén:
2, ha £(0,1,33,...,a) =2, és
©,1,33,,..,a":
1 egyébként™,

illetve le™a3,...,an" esetén
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2, ha ¥(n0,2,a3

1 egyébként,

A g2 fuggvényekb6l most mar

MK 2, X2 E***hn)  CglOXL mt rxn),x J92CK], 00",

A bizonyitas innen m szerinti teljes indukcidéval folytat-
hat6. Tegyuk fel, hogy m> 2, és minden m"<m-re 1igazol-
tuk, hogy minden f£Ex”™,...,xn™ fluggvény, melynek Boole-

megszoritasa

Bf1= f-g}.v...vxm

alakua, eléall szuperpozicidjaként.
Legyen (X, ...,xnJ olyan, hogy BF (X", ... XXMV x A .. .vX™ .
Az indukciés feltevés miatt van olyan fg(x]"ee="xn) ,

2 (Xg, ®==.,xn) " melYre

BfIzﬁ.Eixy-..v5%_I
Bf~2:X~2 S Xm , €s
FXX , .. /Xj =F2(xi" eee™xn) =FCxi --*-XN) , ha
{x1,,.*=,xni= E
Ekkor nyilvan
FCXY- ** "X =CANL "7 ,Xn) _ M2 XL "*“" Xn»
JZtx,y,z) tehat valéban generadlja S S”et.
Masrészt SXS™ legfeljebb kétvaltozos fluggvényei
X €és o((x,y) , tehat S"S* rendeje valdéban 3.

Hatra van még a felsorolt kioénok kozul az Sa?f:

/ ~2.3, ...,d31 alaknak bazisainak meahatarozasa.
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Ezekre vonatkozdéan csak az eredményt adjuk itt meg.
Az altalunk ismert bizonyitadsok gondolata hasonlé,
mint a 3.11 lemmdé, de egy Kkicsit tobb szamolassal
jarnak, és a Boole-megszoritasok normalformdinak elem-
zését igéenylik, ett6l meglehetésen terjedelmesek. Rész-
letesen megtalalhatéak a [24J cikkben, lemma 10. ill.
lemma 11. alatt.
Legyen NCx/Y/Z" olyan fiuggvény, melyre

Bfr(x,y,z)= xvyz ,

<$-(0,1,4=<3-(p,2,1)=2

3.13. lemma. A <$(x,y,z") fFiuggvény az SXF™ egy
badzisa. SXF"° rendje 3.
Legyen dl_”(x’l""’X/i+x) olyan fTiuggvény, melyre
N i L X X J i = i eoe Ny |- *eo
B Cxi, ,x,a+|) L/~\1 (xiv xi-1v
on( ,-..,0,1,2)= / /= 2.

3.14. lemma. A c(x_L,--.,X n fluggvény az Sxpf
bazisa, ha u=3,4,...

Az ¥ bazisa a M x,y,2) ,d ,y)N , SX F* rendje

WA +1.

A diagram teljessége

A tovabbiakban ratérunk annak bizonyitasara, hogy a 3.1.

diagram teljes, azaz, ha A,E kidnokat vonallal k*t*tt”’k
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O0ssze, és A CB, akkor A maximalis valodi részklénja B-nek

A 3.2. 4bra fenti értelemben vett teljességét nem
bizonyltjuk, ez megtalalhaté Marcsenkovnak homogén kidénok
rol szél6é [™3 munkajaban. Az el6z6ekhez hasonlbéan, most
is kihaszndljuk az Ls halé szimmetriajat, ezért csak az
s, 1, s1# sc4, sad, sdl, sd2, sxd2, sl4, sol, 12, rsl,
SkF2, SF», SxF2 13J=2,...,«3/ osztalyokkal foglal-
kozunk. Azt a médszert kovetjiuk, hogy a fenti osztalyok-
nak rendre meghatarozzuk az Osszes maximalis részosz-
talyat.

A K kldn o6sszes maximalis részkldnjainak halmazat a
rovidség kedvéeért «/iCj~-val fogjuk jelodlni. Demetrovics-

Bagyinszki [2J cikkéb6l vehetjuk at a kovetkezd lemmdt.

3.15. lemma. uwH(i2)= {0 J= ~CL)= {L~/L2} -

3.16. lemma. Je( S°ir=  S201 .

Bizonyitas. Legyen
TN, - ,X SO.”~ S201, és Bf=x1
f~ s201 miatt van olyan a= @, ... ,an)é(E3)" hogy
2 f(@" f(a) -

Feltehet6, hogy a”0. Legyenek

xo =111 ai=01"
X1 ={11 ai=1}
X2 = i ai=2n
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és tekintsik azt a g (x,y,z) Tuggvényt, melyet az xgq.
X", x"-be es6 indexl valtozok azonositéasaval f-bél nyer-
tink. Nyilvan

2 g(o, 1,2) s 2f(a)™ f(2a)= g(0,2,1). Tehat

g(X,y,z)= »0 x#y,z és (a,b)*{(0,0), (1,2, C.DI.

Ha (a,b)=(o,1) vagy (a,b) =(I ,0) , készen vagyunk, hiszen
legfeljebb y és z felcserélésével kapjuk SO™ egy genera-

torelemét. A tobbi esetekben:

aCx»y*0“~C*,y, (xX"y"z))»
No4(xTy"z)=oi(Moi(Xy"z")y z>)
IMV/i(X,yY,z)=(ax0 @3"~/2/y),Y/x ) , és végul

1y, -
xy'zZ)t Y Y2) -
Tehat barmely f€ s2°i Ffuggvényre £fj= S0~, amivel

a lemmat belattuk.

3.17 lemma. =AS0N,S9oL4n .

Bizonyitads. Legyen f7~e SLN-n $2M 7 A2/ ALLN SON.

Miutdn az S2f4 és SO osztalyok egyike sem tartalmazza

a masikat, elég belatni, hogy SL4

A 3.14 lemmdhoz hasonléan, f~-bol levezethetd§ egy g(x,y,z),
a 2x-hez nem oOndualis fuggvény. Ha Bg(x,y,z)=x, akkor ebbdl
megkapjuk 00N (x,y,z)-t; és mivel Bf2 legaldbb két valtozo-
jatol fugg, ekkor a 3.4. lemma szerint ~f-~f ~ generéalja

SL4-et.
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Ha pedig Bg is legaladbb két valtozojatol lényegesen Tlgg,
akkor Bg=x+y+z, ezért a

h(x,y.z)= g(g9 X,y,2) ,y,z)-re Bh(Xx,y,z)=x
teljesul, s 1Igy =S L "™,
Megjegyezzik; a tovabbi bizonyitasokban is mindig kihasznal-
Juk azt a minden egyes esetben trivialisan igazolhatdé tényt,
hogy azok a kionok, melyek maximalis voltat igazolni akar-

Jjuk, Lg paronként nem oO6sszehasonlithatdé elemei.

3.18. lemma. i/1(sXD2)= SXD2

Bizonyitéas . Legyen ismét f(xX*,... ,Xx"£S D2vS2D2*
A 3.5. lemmahoz hasonldéan most is levezethet§ f-bol olyan
haromvaltozos g fluggvény, melyre
Bg(x,y,z)= xyvxzvyz, és g(o,2,D” 29(o,1,2).
/Ha ti. Bg(x,y ,z)=X lenne, akkor a (x) tulajdonsag miatt
g(x,y,z}=x is teljestulne, ami ellentmond annak az allitéas-
nak, hogy g(x,y,z) nem felcserélhetf§ 2x-el./ Elegend§
tehat megmutatni, hogy - barmi legyen isag(x,y,z)
g-bél levezethet6 a X  fuggvény.
Ha g(o,l1,2)=a ¢és g(o,2,1)=b, jeldlje a fluggvényt gab("x,y,z",
°t(k,ylz)= gol (x,y,z)= glQ (x,y,z) T
és hamar ellend6rizheték az alabbi egyenlfségek is:
"V(x,y,z)= go2 (z,902(X,y,z) ,x~ ,
V(x,y,z)= g” (y,920"%,z,y),x) ,
I (x,y,z)= gxl (x,glx(z,y,x), gElXx,y,z)) ,

nr(xry zy= 022 Cg22(y"z"'xV x,z2) -
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Ezzel az allitast bebizonyitottuk,

3.19 lemma, Ji(SDJ ~s2D2,S*u2, SO .

Bizonyitas, Legyen f1(x1,,..,xn)€SD2s S2D2 ,
f2(x1,...,xn)eSD2N S B2 f
2 J/eeefX ~2027N20N -
Ismét azt fogjuk igazolni, hogy [ifl ,f2/f3" =sd2.
A 3.15. lemmahoz hasonléan, f~-b6l levezethetd egy gM

haromvaltozés Tfiuggvény, melyre

gl(0,1,2)» 2 g.~0,2,1) .
Mivel f2r D2, valtozdinak valamilyen azonositasaval
levezethetd beldle olyan f2(x*, .. - Xy A Tuggveny,
melyre:

BF2(xii"eee"xinl " xil ©°

f2(xil....xij) xil
Legyen a=(Ma™,.,,,a” olyan vektor, melyre 2()" ar

Feltehetd, hogy an=0; az a-ban azonos értékl helyeken
talalhaté valtozok azonositasa tehat olyan g2(x,y,z)
haromvaltozés fluggvényt ad, melyre

g2(0,1,2)M0 és Bg2("x,y ,Z)=x.
Mivel £3”~ SO~ , BF2 legalabb harom valtozéjatol lénye-
gesen fugg, i1gy bézisa D2~nek /L."36]/.
Ha Bgl(x,y,z")=x , ugy a 3.15. lemma miatt Jgl"|= SC®, és

innen a 3.4. lemmat alkalmazva nyerjuk, hogy
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[igl,f3 Lifl"f31J S°1 *

Feltehetd tehdt# hogy Bg”~=xyv yz v"xz. Ekkor a 3.18.lemma
szerint [g™] = S D2# ezért gN(X,y,z"j-bol levezethetbk az
aldbbi fluggvények: |

h-Cx "y #z) 1 h~(0,1/2)=1, h-~0,2,1}= O#

h2~x#y#z”~ : h2~0,1,2~"~2, h2M0/2,1"= 0,
A h(x,y,z) = g2(x,hl1(x/y, z) , h2(x/Y/z)) fuggvényre nyil-
van Bh=x, és h(0,1,2)?0, h(b,2,1)=0 teljesul, igy h(x,y,z)
- a 3.16. lemmaban bizonyitottakat figyelembe véve - bazisa

SOM-nek. A 3.5. lemma allitdsa szerint ekkor a ijh, g™ , s

igy az jfj,f2] is bazisa SD2~nek.

3.20.1emma . IN(SDM)= ~ 520n,802/31n

Bizonyitas. Legyen 76 SD~x S2D1*

f2& DN~ SD2 /

f3é SD~ SL4
Akkor Bf2€ di'hD2 " Bf3feDVL4" és T"-bol az elbzbekhez
hasonléan levezethet6 egy g(x,y,z) a 2x permutacioval nem
felcserélhet§ figgvény. Mivel D2 és maximalis osz-
talyok D1~ben 11.7°36~]j, [Rf2.,Bf =D".
Ha Bg (x,y,Z29)=x, az el6z6 lemmahoz hasonldéan fejezhetjuk
be a bizonyitast:[g]l= SO”, s igy a 3.5. lemma szerint
[ig,f2.f30] . tehat [Jf*,f2/f2W 1s lefedi SD-"-t.

Tegyuk fel tehat, honv Bcr(X,y,z) mindharom valtozéjatol
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Iényegesen flugg. Az f2,f3 Tfiggvények szuperpozicidjaként
eléallithatdé egy olyan g2(x;y,z), melyre

Bg2(x,y,z)= x+y+z (mod 2)
Ha a g2 (Xx,y,z) maga nem cserélhet6 fel a 2x permutéacio-
val, a 3.16. lemma bizonyitdsanak gondolatmenetét kdvetve
bizonyithatjuk, hogy Qg2]2- S01# s igy Jj92-"f2/f3]] = SD1*
Legyen g2€:S2L.4, és rendezziuk at g(x,y,z) valtozéit ugy, hogy

9(0,1.,2)=1, g(0,2,1)=2
teljesuljon. Ekkor a
Kx,y>z)= g(x,92Cx~"y/z)/92"x,z,Y))
fluggvényre
BhEx,y,z)= x+y+z mod 2 , h(o0,1,2)=9g(0,1,2) f
h(o,2,1)= g(0,2,1), tehat h/AS2LA

igy[[h,f2,f3f] = sDr

3.21. lemma. Ji(SA4)= [sF2 , SF~ \

VA(sc4)= |sdl,sa4d,sf2,st™ 1 .

Bizonyitas. Legyen f~c SA4ASF%, f2e SA”s SF'?t ;

ekkor BfA€A4~AF§ , BthA’\sF’g2 , igy Bf*, B”~-bdl le-
vezethetdé az x vy ill. x.y Ffuggvény, azaz f~-bbl és T2~
b6l levezethetd az o™(X,y) és ~N(X,y). Ezekb6l megkapjuk
SCM-et, s a 3.5. lemma szerint ekkor =SA. Lényegében
azonos gondolatmenet vezet célhoz a lemma masodik allitéasa-

nak bizonyitasédban is. Itt mar voltaképpen azt hasznaltuk
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ki, hogy ezekre a kionokra a Boole-megszoritas egyértelmien

meghatadrozza az eredeti, S-beli Kkiont.
3.22. lemma, N ,SCA A

Bizonyitas. Legyen f~a Sgn S2 ,

i2e son sc4 .
Ekkor f~nem cserélhet6 fel a 2x permutéacioéval, f2 pedig
nem 6rzi a \o,I"-et. Valtozék azonositasaval levezethetd
fl(xi,. ..~™n")-b6i egy g~(x,y,z) Fiuggvény, amely a 2x-el nem
felcserélhetd, f2Cxi ®ee*e»x”™ -bol pedig egy g2*x,y), mely
nem 6rzi a ~0,1%-et. /De  t Sq miatt ~0t igen. / Felte-
hetd, hogy g2(0,1)=2. Ha go~l,0)=2, akkor g(c,y")=2x+2y, ha
g2(l,0)=1, ill g2(1,0" =0, akkor a

g2/ 2Cg2 (X "y) ,2Fx "y) ""2AX, y T =2x+27/
illetve a

0i @Y%) 'R(R&'Y) '02Q' X)) =2
azonossagok miatt [~ tartalmazza a 2x+2y fluggvényt.
A g™"Xx,y,z) valtozdoinak esetleges atrendezésével elér-
hetjik, hogy a gfo,1,2)” g(o,2,I) egyenlétlenség telje-
suljon .
Legyen p"x,y = gx(X,Yy,2X+2y).
p(6,D1 2 p(n0,2)a fentiek szerint. Ha a 2x+2y, p(X,y)
fluggvények szuperpozicidjaként eld tudjuk allitani az

o/ (x,y) Tuggvényt, a 3.7. lemma allitasa szerint készen

vagyunk. Lé&ssuk tehat, hogyan kaphatjuk meg ezt a flggvényt
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ha p(o,1)=1, p(0,2)=0, akkor p(Xx,y)=0i-(X,y)

ha p(0,1)=p(0,2")=1, akkor p(x, 2y+2p(x,y) =*L(xy") 7/
ha p(0,D=0, p(0,2)=2, akkor a p(y,2x+2y W

Q

ha p(o,1)=2, akkor 2p(x,y)+2x formuldk az els6 két eset

valamelyikében szerepl8 flggvényre vezetnek.

3.23, lemma.Jj(S]1="5S , 1]

Bizonyitas. Legyen TFTi(Xi"ee*"xn"es¥E£0 r
f2(x1,...t&xJfcS

Mivel f nem 6rzi a JOJ-t, f.~x,....,x)e~x+1,x+2~ ,

s igy xtle £Ff" »

Masfeldl, 2 (x,...,x “-bol levezethetd egy gCx,y)fligg-

vény, amely nem linearis: mivel  nem linearis, nem

+aO alaku. Ha

2
F2("X, ..., X =X "h™M (X2, ... XN +Xj M2, o= xj +
h3CX2 " ****Xm
alakdt, és h™ nem mindentutt O, legyen a=(2, . . . , olyan
vektor, melyre h" begyen tovabba x=x”, minden olyan

x€ /t=2,...,n/ pedig, amelyre a =0, 1 ill. 2 legyen rend-

re y, y+t1, y+2._. A valtozdéknak ez az azonositasa nyilvan

kétvaltozés nem-linearis flggvényhez vezet. Ha

FOA, - - -, xnp = xIx2-h(x3,...,xn) +X+ h2(x3,.../X™ +

'2 N3 X3, eee , XN)+ N ACK A Sece XY @

az x=x"=x2 azonositas a mar targyalt esetre vezet.

Ha bizonyitani tudjuk, hogy egy tetsz6leges nem-linearis

g(x,y) fuggvény és az x+1 permutacid egyutt generalja a

oL(x,y*-t, a 3.10. lemma szerint készen vagyunk.
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Feltehet6, hogy g(p,o0)=0, és legyen g(o,)=a, g(l1,0)= b.
gé L miatt (a,b) €3$@, D ,(1,0),2.2)] -

Ha a=b=1, akkor g"x y)= *2-(xX,y" ,

ha a=I, b=2, gXx+2.,y)=%.¢yT

ha a=0, b=2, gCxy+1)= *-Qc/y) , az el6z6 esetre vezet.

Az a=2, b=l és a-2, b=0 esetek a valtozok felcserélésével

adédnak.
3.24. lemma. /{-RS»™ = ~01 .

Eizonyitds . Ha (X, ...jxJeRS”s 0, f legalabb két val-
toz6jatol lényegesen fugg. Legyen XxX=x, y=x"=xN=__._=x"
A valtozék ilyen azonositasa nyilvan az<i(x,y) TFluggvényt
adja /hiszen B(f(X,Y,--.,y)1l=xvy /, masrészt =RS/.
A soron kovetkezd lemmadk bizonyitasa hasonldéan végezhetd
el, mint a 2.21_., ill. 3.19. lemmaké, ezért ezeket el-

hagyjuk. A hatralévd osztalyokra a kovetkez6k igazolhatok:
-25. lemma. Ha A =[2.3,... }., Jt(SF™) =[ SF™1

1.26. lemma. Jl (se't). = ESFQ , sd2 sxf2 ; ,

IS ha u=[3,4,_ _.j, "Cspr) =~"SP>" , s*pf" \ .

VAGF, ., —iseims*r2l -
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3.27. lemma. S*F2 = [ S*D2,SXF2 j

A fenti allitdsok bizonyitéasait [24], lemma 22, lemma
23, és lemma 24 tartalmazza.

Lassuk most mar, milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le
az Lg haloé szerkezetére vonatkozoan addig szerzett is-

mereteinkbdl .

3.28. tétel. Az Lg haldénak hat atomja van. Ezek:
11,12,s201, SXD2, RS1, RP1

Bizonyitas. Vilagos, hogy a felsorolt osztalyok va-
"'""la atomjai L"™-nek.

mn Fx?, ... xjef_Ha T, ..., X)=FXx, [fJ tartal-
mazza x+l-et, tehat L-et. Ha f nem 6rzi meg a jO,I1™-et
a 3.22. lemma bizonyitasaban koévetett gondolatmenet
alapjan 1 " "s"tret® belble a g(x,y)= 2x+2y, tehat
Ej« tartalmazza L"-et.
ia f 6rzi a i10,li~et, van értelme T Boole-megszoritasa-
rol beszélni, és ha f minimalis L™ -ben, [BFfI=[X]
vagy BF atom L2~ben. Az els6 esetben lesz [ _fl= S20n,
és ha BfJ= xvy, xy, xyvxzvyz ill. x+y+z (mod 2),
egyszerl szamolas igazolja, hogy “fi rendre tartalmazza
az R, RPN, n2°2 = ~2L4 osztalyokat. Mivel
Sk -4 tartalmazza SC§—et, ezért ez az eset nem ad LS—

beli atomot.
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3.29. tétel A Te(*— 2x + 1 (mod 3) permutacié altal
indukadlt leképezés az Lg /egyetlen nem trivialis/ halo-
automorfizmusa. Ennek fixpontjai pontosan az

s,L,S SC, ;S

L = .
0rS,+5C4,82,, SD,,SD,,S"D,,S,D,,SL,, SO

L |
b3
8,D,,55D,18,L, 15,0, ,Ly,L,,0

osztalyok.
A felsorolt és az itt ismertetett eredményekbdl
kovetkez6en jol Ilokalizalhaté és leirhaté kidonokon Kki-
vil L természetesen mar :art osztalyokat is tartalmaz.
Eppen az elst fejezet (4 konstrukcidja
mutatott ra arra, hogy S valéjaban kontinuum sok rész-
kiont tartalmaz. A "fel nem deritett terilet” az RS",Su 0

illetve az RP,,S F, intervallumokba esik. Az elsé

fejezetben megadott, kontinuum sok részklént tartal-

mazé osztaly raadasul S*F~°  részklonja. Az  elsé

fejezetben /1.17. tétel/ lattuk, hogy azh al 6 Kkontinuum

sok kiont tartalmaz az ,---, X > S8) intervallum-

ban, ha k 3, X ,....xX) egy k-valtozés majanem-projekcio,
pedig egy ondualis maximalis klén. A k=3,ri=(o 1 2)

esetben mas a helyzet. Az (X,Y,z) generalta klon az

S20n osztaly “/hiszen ~Cx,y,z) éppen a 3.2. lemmaban

definialt 2 (XY ,2/, és az Cs20i" s) intervallum meg-

szamlalhato, elemeit pontosan ismerjuk:

3.30. tétel. /Az els6 fejezet jeloléseit hasznalva/
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az LS hél(’j_i% (x,y ,zj]:L -t tartalmazo elemei pontosan a

kovetkez6k:

S2C1"S2D2" s°1 S2°h1 SD2" S2L.4°SL4°SD1"SA47SC4"S9-Sp™s/SFi/
F2» SF~, SfE 1U=2,3,... /, P és SS1.
Jelolje t(x,v,z), d(X,y,z) az un. ternaris diszkriminator

ill. dudlis diszkriminator fuggvényeket. /Pixley [46].

Fried-Pixley [29] /:
r x, ha y"z

tfx,y ,z =
ly egyébként

rx, ha y[z t
d(x,y.,z)

( z egyébként.
A d,y,zj"P™ éppen a 3.1-ben definialt <f(x,y,z) Tfluggvény,
tehdt [ d[X,y,z)] = SX2D2< Konnyl szadmolas igazolja, hogy
t(X,yY,2)-b6l levezethet6 az S2D" osztaly bazisat add
flggvény. Tehat S-ben a d[x,y,z)-t ill. t£x,y,z)-t tartal-
maz6 kionok pontosan az D2,s)i1ll. (s2D™,sJ interval lumok

az LS haloban,

3.31. tétel. A d(X,y,z)eP2 dualis diszkriminatorra
E-MAd(X,Y ,2)d , oR)PD=17" a dX,y,z)-t tartalmaz6é kiodnok
pontosan az S2D2, S2D~, SXDO, SD2, D, SXF2; SXFg,
sf2, skg , sfJ, sf™, sa4, sc4,s2, X, S.

A t(X,Y,z PN ternaris diszkriminatorra:

~e(x,y. 2D, a t(x,y,z)-t tartalmazé kionok pontosan

3z S2b , SO , SC4, S2f ®*
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