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Bevezetés

A többértékü logika vizsgálata a diszkrét matema­

tikának meglehetősen uj ága. A felvetődő problémák ere­

dete - mint arra az elnevezés is utal - a matematikai 

logika témakörében kereshető. A kutatás első lépései a 

Boole-függvények viselkedésével kapcsolatosak /|_4j , [36] , 
[47), [48; , [79]/. Azt is mondhatjuk, hogy a többértékü 

logika tulajdonképpen a 2-értékü logika természetes ál­

talánosításaként keletkezett. Fejlődése, a felvetődő 

problémák bonyolultsága azonban uj matematikai módsze­

rek bevetését tette szükségessé,

A kutatások eredményeinek legfőbb felhasználási 

területe - s igy sok esetben a további vizsgálatok ösz­

tönzője is - a számitástechnika , a különféle automaták 

és áramkörök tervezése és konstruálása. A többértékü lo 

gika függvényei ugyanis jól használhatók véges állapotú 

áramköri elemekből felépített hálózatok modellezésére.
Az itt tárgyalt eredmények egyszersmind

szorosan kapcsolódnak a legutóbbi években a véges algeb 

rák kiónjainak az univerzális algebra tárgykörébe eső 

kutatásaihoz is. Ez nem véletlen: a többértékü logika 

zárt osztályai és a kiónok nagyon hasonló fogalmak. A 

definíciójukban levő eltérés nem lényegi, inkább csak 

a klasszikus "logikai", ill. a modernebb "algebrai"
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megközelítés különbségéből adódik. A legtöbb eredmény 

mind a többértékü logika, mind az univerzális algebra 

eszközeivel egyenértékűen megfogalmazható. A teljesség 

igénye nélkül szeretnék ezek közül utalni Rosenberg [54], 

[55] , [56.] , [57] , [58] , [59] , [60J , [ölj , [62] , [p4] , Quackenbush 

[52], [53] , Salomaa [67j , [68] , [69.] , [70J, [71] , [72.] és a ma­

gyar szerzők közül Csákány [6.] , [8] , [?J , [lO*j , [ll] , Szabó 

[76j dolgozataira, továbbá Werner [_8l] , Pöschel-Kaluzsnyi 

[49] és Grätzer [30.] könyveire, melyek eredményeit ese­

tenként idézzük is, és amelyekből /sok helyen/ a dolgozat 
terminológiája is származik.

A tanulmányt három fejezetre osztottuk.

Egy-egy fejezet különböző jellegű kérdésekkel foglalkozik, 
ezért a fejezetek bizonyos mértékig önálló egységeknek 
is tekinthetők.

Mindhárom fejezetben épitünk néhány - a témakörben 

klasszikusnak számitó - eredményre, mint például a maxi­

mális kiónok Rosenberg-féle jellemzése, vagy a kiónok
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és relációalgebrák közötti /Pol-Inv/ Galois-kapcsolat. 

Ugyancsak mindhárom fejezetben egységesen használunk 

jelöléseket és fogalmakat * Azért, hogy a témában jára­

tosabb olvasót ne terheljük feleslegesen, a dolgozat 

azonban önmagában is olvasható maradjon, ezeket az alap­

definíciókat és tételeket az első fejezet előtt, a "Fo­

galmak, jelölések" cimü részben külön ismertetjük. Okot 

ad erre az eljárásra a már emlitett terminológiai ket­

tősség is: a dolgozat egyfajta, az univerzális al­

gebraihoz közelebbi terminológiát használunk. Úgy gon­

doltuk, a definíciók felidézése azt is lehetővé teszi, 

hogy rávilágítsunk a logikai és algebrai fogalmazásmód 

közötti eltérésekre és azonosságokra.

Az első fejezetet a klónháló számossági problémá­

inak szenteltük. Kételemű halmaz fölött Post /[47j-ben/ 

leirta az összes kiónokat. Legalább 3 elemű alaphalmaz 

esetén Janov és Mucsnik £37.] eredményeiből következik, 

hogy az összes kiónok számossága kontinuum. Vizsgálata­

ink kiindulópontja Rosenbergnek a klónháló duális atom­

jait leiró tétele. Először arra a kérdésre adunk választ, 

hány részklónja van egy - adott tipusu - maximális kión­

nak. Az un. affin maximális kiónra a választ Szendrei 

£79] és Bagyinszki-Demetrovics £2] dolgozataiból is­
merjük. Az 1.3» tétel azt mondja ki, hogy a részklónok
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számossága másik négy tipus esetén is /legalább 3 elemű 

alaphalmazon/ kontinuum. Az önduális osztályok vizsgá­

latánál eltekintettünk a Rosenberg-tételnek a maximális 

kiónt definiáló permutációkra kirótt feltételétől: egy 

IC permutációval felcserélhető összes függvények 

kiónjait vizsgáltuk. Két kivételtől eltekintve - s ezek 

közül csak az egyik ad maximális kiónt - sikerült be­

látni, hogy az részklónjainak számossága kontinuum

/l.10.tétel/.

A két kivételes permutáció esetére Marcsenkov adott 

bizonyítást [43.]-ban. Eredményeinket ezzel kiegészítve 

teljes leirást kapunk a különféle tipusu maximális kió­

nok részklónjainak számosságáról, ezt foglalja össze az 

1.12. tétel.

A fejezet második része a klónhálók néhány duális 

ideáljának és intervallumának számosságát adja meg. Ezek 

közül elsőként az un. májdnem-projekciók generálta du­

ális ideálok számosságáról bizonyltjuk, hogy /legalább 

négyváltozós esetben/ kontinuum /1.14. tétel/. A követ­

kező kérdést McKenzie vetette fel 1983-ban, a Szegeden 

tartott univerzális algebrai konferencián: Mi az olyan 

kiónok számossága, melyek tartalmazzák az összes kons­

tansok kiónját? Ha az alaphalmaz legalább három elemű, 

a válasz itt is kontinuum /l.16.tétel/. Az 1.17. és
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1.18. tételek, a klónhálónak a majdnem—projekciók ill. 

konstansok generálta kiónnak alulról és bizonyos maxi­

mális osztályokkal ill. ezek metszeteivel felülről ha­

tárolt intervallumairól mondja ki, hogy számosságuk 

kontinuum.

A fejezet záró eredménye a különböző függvénytel­

jes algebrák számosságát adja meg: Legalább 4-elemü 

alaphalmazon kontinuum sok ilyen konstruálható.

A nagy számosságu klónhalmazok konstruálásához be­

vezettük a szeparáló relációhalmazok fogalmát. A bizo­

nyításokban az [l] , [37j , [l8] , [19] , [20II dolgozatoktól 
eltérően ezt a fogalmat és az erre épülő módszert alkal­

mazzuk /Id. 1.4., 1.5. lemma/. Az egyetlen kivétel az 

1.7. lemma: itt a már ĵ 20] -ban is megtalálható "direkt" 

módszert követtük. A szeparáló relációk alkalmazása le­

hetővé tette, hogy néhány állitást /mint pl. az 1.14., 

1.17., 1.18. tételek/ egyszerűbben igazoljunk.

A második fejezet a maximális kiónok generátor­

rendszereivel foglalkozik. Első részében röviden össze­

foglaltuk a dolgozatban tárgyalt kérdés előzményeit, 

Lau [40] és Schofield [75j munkái alapján. Ezekből ki­

derül, hogy a monoton tipusu maximális kiónok kivételé­

vel mind végesen generálhatóak; pontosan tudjuk, me­

lyek közülük az egyetlen füaavénnvel cranerálhatóak. A
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monoton maximális klór k esetében általában nem tudjuk 

garantálni véges generátorrendszer létezését. Ilyen /an, 

ha a definiáló részbenrendezés háló, vagy az alaphalmaz 

kicsi. /Legfeljebb 7 elemű, ld. j_4oJ./ A |̂ 26J eredményei 

alapján a kérdést arra vezettük vissza, hogy mikor lehet 

egy korlátos részbenrendezést megőrző függvények között 

un. többségi függvényt találni. Ha ugyanis ilyen van egy 

kiónban, akkor Baker és Pixley egy tételének könnyen iga­

zolható következményeként a klón végesen generálható lesz.

/2.3. lemma/. Először is belátjuk, hogy háromváltozós 

többségi függvény létezése jellemzi a hálókat /2.4. lemma/ 

Példát mutatunk olyan korlátos részbenrendezésre, amely 

nem háló, de polimorfizmusai között van többségű függvény 

/2.I. lemma/. A 2.12. tétel olyan - csak a részbenrende- 

zéstől függő - feltételt ad, amely biztosítja többségi 

függvény létezését egy korlátos részbenrendezés polimor­

fizmusai között. A feltétel az, hogy az R részb nrende- 

zés előállítható legyen egy L hálóból úgy, hogy elhagyjuk 

L-ből egy konvex részhalmazát. Mivel többségi függvény 
létezése öröklődik a • etrakt-képzésre és a véges direkt 

szorzatra /2.10. lemma/, ilyen módon egy, a hálóknál lé­

nyegesen bővebb osztályát nyerjük azoknak a részbenren- 

dezéseknek, melyeknek polimorfizmusai végesen generálha-

tóak.



11

A használt módszer sajnos nem irja le az összes 

korlátos részbenrendezéseket. A 2.18. tétel mutat pél­

dát olyan R részbenrendezésre, amelynek polimorfizmusai 

között semmilyen aritásu többségi függvény sem fordulhat 
elő.

A harmadik fejezet a 3-elemü halr fölött értel­
mezett önduális maximális klón, /S/, részklónhálójának 

leir Mivel - az első fejezet 1.12. tétele szerint -

a vizsgált osztály kontinuum s o k  részklónt tartalmaz, 

nem reméltünk - é^ nem is adunk - hiánytalan leirást a 

hálóról, kiónok egy csoportjának tartalmazási viszonyait 

és bázisait adjuk meg a [_2l] , [24̂  dolgozatok felépíté­

sét követve. A fejezet első része a vizsgált kiónok de­

finícióját tartalmazza: Ezek néhány természetesen adódó 

kivételtől eltekintve, mind a ^0,l] halmazt ő* ő függvé­

nyek kiónjai lesznek. /Minden olyan kiónt sikerült le- 

irni, amely tartalmaz a {o,l^ -et nem őrző függvényt, de 

nagyon kevés ilyen van: 7 da. b./ Ez a tulajdonság adta 

a kezünkbe a háló vizsgálatának módszerét: a {0,l} hal­

mazt őrző függvények megszórithatóK erre a halmazra, meg­

szorításuk Boole-függvény, és ez az úgynevezett Boole- 

megszoritás kiónokra is értelmezhető. Ha pedig egy olyan 

Boole-függvényt tekintünk, amely őrzi a {o[ és (l| hal­

mazokat, ez mindio kiterjeszthető S-beli fügvénnyé. Ez
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a kiterjesztés - sajnos - nem egyértelmű, a vizsgált 

kiónok definiálása pontosan azt jelenti, hogy megmond­

juk, milyen tulajdonságú kiterjesztésekből álló kióno­

kat veszünk figyelembe /3.1,-3.5./.

A fejezet második részében megadjuk a tárgyalt kió­

nok egy bázisát /3.1. lemma - 3.13. lemma/. Mint kide­

rül, ezek a kiónok mind véges bázisuak, és rendjüket is 

meghatároz zuk.

A harmadik rész a vizsgált osztályok tartalmazási 

viszonyait adja meg. Azt a módszert követtük, hogy min­

den kiónhoz megkíséreltük meghatározni a benne maximális, 

valódi részklónjainak halmazát. Ez, lényegében két eset 

kivételével, sikerült, s igy a háló "felderitetlen terü­

letei" lokalizálhatok /3.14. - 3.26. lemma /.

A fejezet végén a 3.27. - 3,30. tételekben össze­

foglaltuk a vizsgált kiónok szerkezete alapján az S ösz- 

szes részklónjainak L hálójára adódó eredményeket. Si-D
került meghatározni pl. néhány érdekes függvényt tartal­

mazó összes kiónok duális ideáljait, valamint Lg összes 

atomját és duális atomját.

A dolgozatban a lemmák és tételek számozása minden 

fejezetben elölről kezdődő, de egy fejezeten belül fo­

lyamatos sorszám, melyet a fejezetsorszáma előz meg.
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Fogalmak, jelölések

Az 'tl-<A;F> algebrán az A alaphalmazon f^eF, 

f^:AniB̂-s>A műveletekkel értelmezett /megfelelő tipusu/ 

univerzális algebrát értjük. Az <A;F^ algebra véges, 

ha alaphalmazának számossága véges. Azok az algebrai 

struktúrák, melyeknek kiónjairól a dolgozatban szó 

lesz, kivétel nélkül végesek. Véges algebra /k-elemü/ 

alaphalmazát gyakran fogjuk, a számolás egyszerűsítése 

kedvéért, az E^ ={ 0,1,2, ... , k-1} halmazzal rep­

rezentálni. Az A halmaz számosságát card (a ) jelöli 

Az algebra műveleteit /az A-n értelmezett/ függvények­

nek fogjuk nevezni.

Legyen n £ l  és jelöljük -nel az A halmazon

értelmezett összes n-változós függvények halmazát:

= { f (xi' • • • ' xn  ̂I f: An ~~9 A j[

és legyen P = Kj P^n  ̂•
n Z 1

P_ -t az egyszerűség kedvéért P,-val fogjuk jelölni. A
•Lj, Kk

0-változós függvények halmazát /konstansok/ CA~val, ill 

C^-val jelöljük. Ezeket technikai okokból konstans érté 

kü egyváltozós függvényként kezeljük.



r , t , a  , oA PA halmazon vezessük be a következő 

műveleteket:

Ha f é P^n) , g £ P^m ) , legyen

C ) (Xx' * • * * xĵ) *  ̂CX2 ' X2* • • • 1 xn >x ) i

*  Cf) O v  • • • ' xn) := f (x2' x l / • ‘ • >xn) i

A (f ) (xx, . . . ,xn) :=f ̂ x1,x1,x3, . . . ,xn) , ha n > l  j

V(f)(x1 ,x2,..,xn+1):=f (x2/x3,...,xn+1) j 

(go f^ xi/---/Xm/xm+1/.../xm+n_1 ) =

= f(g(x1,...,xm ), xm+1-..,x ) •

és ha n = 1, legyen:

\(£)= ^ (f) = A(f) = f .

Az Cx}/ *••/ xn ) = x£ függvényt proj ekciónak /i-edik 
projekciónak/ nevezzük. Itt elhagyjuk ugyan az alaphalmaz 

megjelölését, de ez nem vezet félreértésre. A P^-ban ta­

lálható projekciók összességét J -val jelöljük.

Az f Cxi> •••* xn') függvény változóinak számát f 
aritásának nevezzük és ar(f)-fel jelöljük.

Azt mondjuk, hogy az f£x^, . .., PA függvény

lényegesen függ az i-edik változójától, ha található
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olyan

a =0V ..., ai_1 'ai /ai+1, * * *' aJ

b =(a2 , ..., ai_1 ,bi,ai+1, * * *' an)

a t A n , b é An , hogy f (”a) ̂  f(b).

Ellenkező esetben nevezzük x^-t az f függvény fiktiv

változójának. Legyen \  tP , f £ P  . Azt mondjuk, hogy

f szuperpozició az ^  fölött / f előállítható, mint

V-beli függvények szuperpozíciója/, ha f megkapható -

beli függvényekből az e^x^x^) = projekció és a

r a o műveletek véges sokszori alkalmazá-5 t ' i
sával.

Az ^  S PA lezárásának nevezzük, és [Vj-fel je­

löljük az összes ^  fölötti szuperpozíciók halmazát.

A < P A ; (0,1,1,1,2) tipus u univerzá­

lis algebrát nevezzük az A fölötti teljes függvény­

algebrának és P -val jelöljük.

Az ^ c esetén [.̂"3 nyilván megegyezik a P^ al­

gebra V  által generált részalgebrájával. Megjegyez­

zük, hogy ugyanerre az eredményre vezet, ha PA helyett 

az eggyel több művelettel rendelkező, de csak az e^(x)= x



16

projekciót tartalmazó < P A ; , £ ( t ( A  ( V , <=> >

(0,1,1,1,1,2} tipusu univerzális algebrát, illetve 

ez utóbbi részalgebráit tekintenénk.

Az halmazt kiónnak /vagy függvényalgebrának/

nevezzük, ha = [_̂ ~J

Megjegyezzük, hogy a fent definiált lezárási ope­

rátor zárt halmazai /a kiónok/ és az un. zárt osztályok 

a k-értékü logikában nem esnek pontosan egybe. A zárt

velethalmazra való zártságot követeljük meg. Mig tehát a 

klón mindig tartalmazza az összes projekciókból álló 

függvényalgebrát, a zárt osztály nem. Például az összes 

egyváltozós konstans értékű függvények halmaza zárt osz­
tály, de nem klón.

A tanulmányban /stiláris okokból/ használjuk majd 

a zárt halmaz, zárt osztály kifejezést is, de csak akkor, 

ha a klón, amiről szó van, "magától", valamilyen egyéb 

megkövetelt tulajdonságánál fogva tartalmazza az összes 

projekciók halmazát. /Például a maximális zárt osztályok 

ugyanazok, mint a maximális kiónok. Azok a k-értékü lo­

gika terminológiája szerinti zárt osztályok, amelyek ele­

ve tartalmazzák a projekciókat, pontosan a kiónok./

Az ^ G P  halmazt a G £ P  klón generátorrendsze- 

rének nevezzük, ha =G. ^  bázisa G-nek, ha ?F. ,

osztály definíciójánál ti. csak a mü-
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esetén ^  ^  .

Ha ^<£P klón, jelölje ^  az összes m-válto- 

zós, ^  -beli függvények halmazát. Speciálisan 

összes egyváltozós függvényeinek halmazát pf ̂  , az 

összes permutációk /tehát szürjektiv egyváltozós függ­

vények/ halmazát ^  jelöli.

Az A halmazon értelmezett n-változós relációnak 

nevezzük An egy részhalmazát, az összes n-változós re­

lációk halmazát az A-n RAn-val, az összes /véges vál- 

tozós / relációk halmazát az A-n R -val jelöljük. R =(Jr  ̂n \
A A *-h a

A f é- R^n  ̂ relációra az "n" számot nevezzük a relá­

ció aritásának, és ar( f) -val jelöljük.

A függvényalgebra fogalmához hasonlóan bevezethet­

jük a relációalgebra fogalmát, mint a ^ , T, A.} ̂ 7 ( <> , & U M

műveletekre nézve zárt halmazt, ahol e Rft 

esetén legyen

n f é R m

$(•?) = Í K ' x2'-*-'Xn*1 (x2'X3'**-'Xn'Xl] 6 ^

T( ?) = {(xi'x2' • * ‘ ' xn̂  I Cx2 ' X1' * * * /Xn) & $  1 '

[x1,x2,...,xj | (x1,x1,x3,...,xn)e^) / ha n > l / /*

{(xi'x2' * * * ,xn+l^(x2 #X3' * ‘ * #Xn+l )  ̂? 3

= ((xl'>“ ' V l ' xm '-*’'Xm+n_2 ) | 9 U

lxl....és (u,x„, . . . ,xn+n_2) é f ] f
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> ha n=1

mázon értelmezett egyetlen osztályból álló ekvivalen­

ciához tartozó diagonális reláció.

relációt, ha

1. / £ egy ekvivalencia-reláció az

[l,2,...,m| halmazon;

2. / (x.,...,x S  pontosan akkor, h>- 1 m ; m ^
(i/ j)^ÍL =>xi=xj .

A diagonális relációk ugyanazt a szerepet játsszák a 

relációalgebrák között, mint a projekciók a függvény­

algebrák között. D /ill. D / jelöli az összes diago- 

nális relációk halmazát.

A továbbiakban először néhány speciális reláció- 

tulajdonságot definiálunk:

Diagonális relációnak nevezzük a

Egy o e R An relációt teljesen szimmetrikusnak

nevezünk, ha (x^,...,xj £. ^ esetén minden

:|l,...,n^ — => il,...,n^ permutációra (

A ^ teljesen reflexiv, ha , . . . , e

annyiszor, valahányszor card(x^,...,x^} £• m,r • • • r

r • • • / mind-
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A c £ A a ^  centrum-eleme/ ha minden

(x2 'X3' ' * ' ,Xn) ̂  ̂  1 esetén (c, x2 , » . .,xn̂ fc » A 
centrumelemek halmaza: a ^ centruma.

A ^ relációt centrális relációnak nevezzük, ha

1. / teljesen szimmetrikus;

2. / teljesen reflexiv;

3*/ van legalább egy centrumeleme.

Jelölje t azt az r-változós relációt, melyre:

(x1, .. . ,x^ £ tr^ c a r d | x 1, . .. ,xr ) ^ r .

A ^ h-változós relációt h-regulárisnak /h-univerzális-

nak/ nevezzük, ha hä 3 és megadható m >  1 és egy $ 
szűrjektiv leképezés, ? : A — i>(Eh)711 úgy. hogy

S - ^ ( (  t ^  , azaz: (a^ , . . . ,a^^ pontosan
akkor, ha minden j/=1,2 , . . . ,m/-re (b^j) ,. . . ,bh(j)]e. th , 

ahol bi(j) jelöli a ^(a./) vektor /^(a^e^E^) m í / 

j-edik koordinátáját /szokták ezt - szemléletesebben - 

úgy fogalmazni, hogy a , /i=l,...,h/ számok

h- alapú számrendszerben való felírásában mind az m 

darab számjegyre teljesül, hogy legfeljebb h-1 külön­

böző fordul elő közöttük /.

A ^ 4-változós relációt affin relációnak nevez­

zük, ha card £a ) = p̂ " és megadható G= <A; o ,+ ,- >

I
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elemi Abel p-csoport úgy, hogy

(x-ĵ ,x2 ,x3 , pontosan akkor, ha x^x^x^+x^ .

A C kiónok halmaza /és az £ R  ̂ reláció­
algebrák halmaza/ a halmazelméleti tartalmazással mint 

részbenrendezéssel hálót alkot, jelölje ezt *2L(̂ A) 
ill. ö^(ra) . Az egyszerűség kedvéért oC (p̂ ) -t c£.k 
j elöli.

Azt mondjuk, hogy az f£x^,...,x ) függvény meg­
őrzi a o(x^,...,x ) relációt, ha:

x . /j=l,2,...,n/, esetén

ill Qt Ft esetén az tF invariáns relációinakA A
ill. Q polimorfizmusainak nevezzük a következő, Inv(^)-fel 
ill. Pol (Q)-val jelölt halmazokat:

Inv(V) Q> £ Ra | V f € ̂  : f megőrzi a s - M  '

Pol(Q)=\f € PA | €. Q : f megőrzi a § - t ! •

Alább ismertetünk néhány, a témában alapvető je­
lentőségű, klasszikussá vált eredményt, amelyekre a 
dolgozat támaszkodik. Ha külön nem jelöltük meg a forrást,
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az idézett eredmények megtalálhatók pl. Pöschel- 

Kaluzsnyin [49^ -ben* Mi a továbbiakban ezekre az ál­

lításokra az itt szereplő nevükkel fogunk hivatkozni,

Jablonszkij-lemma; Legyen f (x^,. . * ,xn) € P^f 3, n> 2

olyan függvény, amely legalább 2 változójától lényegesen 

függ és X, ~z. 3 különböző értéket felvesz. Ekkor

1.1 Található K^,K2 ,...,Kn halmazrendszer / K^C E^, 

i=l, . .. ,n / úgy, hogy | PL] ^ 2  és f a 

K^xK2x...xKn szorzathalmazon legalább 3 érté­

ket felvesz.

2./ Található olyan L]_"'»'Ln halmazrendszer

/ Li- Ek , i=l,...,n/, hogy card (L̂ ) ó  t -1

/i=l,...,n/ és f az L-,xL_x...xL szorzat-i z n
halmazon mind az 1 értéket felveszi.

A K ~ PA fü<?gvényhalmazt /illetve az <A,K> algebrát/ 
teljesnek nevezzük, ha [k 3 = PA> A K függvényteljes, ha 
[k o c ] = PR .L A A

Az f €• P^ függvényt Slupecki-függvényr.ek nevezzük, ha

1. / legalább 2 változójától lényegesen függ;

2. / minden értéket felvesz.

Síupecki-tétel v. Síupecki-kritérium. Legyen card (a  ̂ .3)| » • 
PA ^ ^  í PA ; ^  pontosan akkor teljes, ha tartalmaz
Slupecki-függvényt.
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Rousseau-tétel. ld.|65J Az A=<A,f> algebra / f t p  / 

pontosan akkor teljes, ha

1./ A-nak nincs valódi
2.1 A-nak nincs valódi 
3./ A-nak nincs valódi

részalgebrája; 

kongruenciája; 

autömörfizmusa

Galois-kapcsolat reláció- és függvényalgebrák között. 

Legyen

C Pol ( Inv ('$)) és Q £ Inv(Pol )) , továbbá :

C.V esetén InvC^") ~ Inv (fc>) ;

Q CQ esetén Pol ( q ) C  Pol (q ^  .

^  pontosan akkor klón, ha ^  = Pol (̂ Inv (V)) t 
Q pontosan akkor relációalgebra, ha Q=Inv(pol(q )) .

A Pol: <^Cra) — -ó °̂ -CpA) ill. az Inv: =£ (p ) — ^

leképezések a ©£_ (ra ) ' cX. CPA) hálók antiizomorf izmusai .

Definiáljuk az , Ŝ. halmazokat a

következőképpen:

U^: az E^-n értelmezett nem-triviális ekvivalencia-re­

lációk halmaza;

Ĥ .: az E^-n értelmezett h-reguláris relációk halmaza;

C^: az E^-n értelmezett nem-diagonális centrális relá­

ciók halmaza;
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: az E^-n értelmezett affin relációk halmaza;
: az E^-n korlátos részbenrendezések halmaza

/.egy részbenrendezés korlátos, ha van legnagyobb 
és legkisebb eleme/;

Sk : az egyenlő primhosszuságu ciklusokra bontható 
fixpontmentes permutációi gráfjainak halmaza.

Ekkor, Rosenberg tétele szerint:
az ^ háló duális atomjai /P^ maximális részklónjai/

“k v £k v ük ̂  sk .

A dolgozat egészében megtartjuk a maximális kiónoknak 
a fenti jellemzésből adódó, következő osztályozását:

A K = Pol(^) P^ maximális klón U-tipusu, ha e. 
C-tipusu vagy centrális, ha 
H-tipusu vagy h-reguláris, ha
L-tipusu vagy affin vagy kvázi-lineáris, ha
M-tipusu vagy monoton, ha
S^-tipusu vagy önduális, ha ^ S^.

Gyakran fogunk hivatkozni Post klasszikus eredményére, 
a P^ összes részklónjainak leirására. Azért, hogy a
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"Post-diagram alapján könnyen látható..." tipusu 

állítások tartalma valóban világos legyen, melléke­

lünk egy rajzot az cC 2 hálóról /1. ábra/. A P2~beli 

kiónokra az itt megadott elnevezésekkel hivatkozunk. 

Teljes leírásuk, bázisaik megtalálhatók pl. [36],

[47] -ben.

Definició: A d (x^,...,xj e P^ függvényt n-változós 

többségi függvénynek nevezzük, ha minden x,y e.A-ra

d (x,x,.. . ,x,y)= d(x,x,...,x,y,x)= ...=

=d(y,x, . . . ,x)=x.

Az alábbi állítást Baker és Pixley [3] -ban /Corr.5.1./ 

bizonyította, mi némi terminológiai módosítással idéz­

zük :

Baker-Pixley tétel. Ha a Ke klón tartalmaz egy 

d^(x^,. . . ,xn) n-változós többségi függvényt, /n>2/ 

akkor K pontosan az Inv(K) legfeljebb (n-l)- változós 

elemeinek polimorfizmusaiból áll.



' *5 .
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I. Számosság! kérdések

Ebben a fejezetben adott tulajdonságú kiónok szá­

mosságát vizsgáljuk. Először bizonyos rögzitett kió­

nok részklónjainak számosságát fogjuk meghatározni.

Arra a kérdésre/ hogy mi az összes KLónok halmazának 

számossága p^-ban, a válasz régtol fogva ismert. A k=2 

esetben ez a számosság megszámlálható /amint ezt a 

Post-diagramról közvetlenül leolvashatjuk/, k > 2  ese­

tén pedig kontinuum. Számossági megfontolásokból köny- 

nyen adódik, hogy P^ legfeljebb kontinuum sok kiónt 

tartalmaz; annak bizonyítása pedig, hogy valóban van 

legalább ennyi részklónja, megtalálható Janov-Mucsnik 

£37] dolgozatában. Az egyszerűbb fogalmazás kedvéért 

vezessük be a következő függvényt:

Definició: Legyen K £P^ klón. Jelölje v (k ) K ö s z -  

szes részklónjai halmazának számosságát. Azaz:

v (k ) = card B |b c k , b = [b]J) .

A véges halmazok fölötti teljes függvényalgebrákra 

vonatkozó fenti állitás tehát úgy fogalmazható át, 

hogy



27

V CP2) = ' * O k) = £ , ha k ^ 2

Most - és a továbbiakban is - jelölje a megszám­

lálható, t pedig a kontinuum számosságot.

Maximális kiónok részklónjai

A fejezet első részében a V  függvény visel­

kedését fogjuk vizsgálni maximális részklónjaira.

A k=2 esetben összesen öt maximális részklón van, 

a Post-diagram jelöléseit használva ezek: C2,C^,A^,L^,D^

vC cx)=  vCc2)=  v O j)  = Y \. , v Cl x)= 9, v Cd3)=  V

ö
A k 3 esetben is találhatunk olyan maximális osztá­

lyokat, melyekre v (k ) véges: ha k=p primszám, és K 

egy kvázi-lineáris maximális klón, akkor v Ck) <3/-̂ . 

/Demetrovics-Bagyinszki [_14]/, mégpedig

v(K )= 2P (p-2)+p+2+2d(p-l) + 2p 2 L  ^
n lp-1

ahol d(p-l) a p-1 különböző osztóinak száma.

Ha k nem primszám, v(k) értéke a

kvázilineáris maximális osztályokra /Szendrei ^78]/.
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Legyen A véges halmaz, card(A)>2. Az M,H,C,U ti- 

pusu maximalis osztályok egységesen kezelhetőek. A vizs­

gálatokhoz egy - a Janov és Mucsnik által bevezetetthez 

hasonló - függvénykonstrukció szolgál kiindulásul.

Definició: Legyen i^-3 és g,£ az alábbiak szerint..... . 1 Xx
definiált függvény:

(1) gi(x1, . . .,x/)

f b, ha card([j[Xj=c]) =i,

) b, ha card(^j|Xj=ci) =i-l és 

card((j { Xj=b$) =1,

\ a egyébként.

/a,b,c különböző, rögzített elemek A-ból./

1.1. lemma. Legyen G= { g.. | i>2}. Ekkor minden K £ P A

H, C,U,M tipusu maximális kiónhoz választható olyan 

a,b,c£A elemhármas, hogy G£K.

Bizonyítás:

I. / Ha k h-reguláris tipusu, bármely három különböző

a,b,c£A megfelel, hiszen minden G-beli függvény
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legfeljebb két értéket vesz fel, ezért minden h-regu- 

láris relációt megőriz.

2. J Ha K centrális, válasszunk a,b,c elemeket úgy, hogy

az a elem a definiáló reláció centrumá­

ba essék. Ekkor minden g^e G-re >•*•/ g^Cx^})

vagy minden koordinátájában b -vei egyezik meg, vagy 

valamelyik koordinátája centrumelem. Tehát G£Pol(<g) =K

3. / Ha K U-tipusu maximális klón, legyen £. a definiáló

ekvivalencia és a^b úgy, hogy (a,b)e£-* /Mivel £. 

nem-triviális, mindig választható ilyen a,b./

4. / Végül, ha K monoton maximális klón, válasszuk a-t és
c-t a definiáló ^  részbenrendezés minimális ill.

maximális elemének, b-t pedig úgy, hogy £xjb<x<c$=0 

teljesüljön. Ha most g^(x) > 9i(ü) • ak^or az x koor­

dinátái a fb,c} halmazból kerülnek ki, ezért 

nem teljesülhet. Másrészt a két lehetséges képelem 

/a és b/ mindig összehasonlitható, tehát G £ Pol (yu.) =K

1.2. lemma. Legyen G=  ̂g^| i > 2 $ az Cl) -hen definiált 

függvényhalmaz. Ekkor v (Cg J) = .

Bizonyítás: Először is megjegyezzük, hogy ha belátjuk, 

hogy g.̂  ji Jg akkor készen vagyunk* Ez esetben

ugyanis egy-egyértelmű megfeleltetés létesíthető az
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egész számok N halmazának összes részhalmazai és ÍGj 

bizonyos részklónjai között, ti. M £ N-nek feleltessük 

meg a G^= [_ { (  ifeMi] kiónt. Ha ' , nyilván G^G^,

igy [Gj összes részklónjainak számossága valóban kontinuum.

A gi ̂  [G^g^l állítást a g^-k invariáns relációi se­

gítségével bizonyíthatjuk:

Legyen a következő 2n-változós reláció:

S i T  ía'bl2" ^  i n Ü V n ' aho1

z^=(b,b, . . . ,b,a,a, . . . , a) , az első n koordináta b,

a többi koordináta a.

=|x|x e^bjC |n x{a,c}n és létezik j, 1 ^  j <n

úgy, hogy Xj=b,xn+j=a, különben x minden 

koordinátája c.\

El b,c,c, • • • fO

e 2
•

c,b,c,,,,,c

•

En sss C ̂ C / C / • • • ft)

En+1
•

3. f C , C r • • • f C

E2n C f C f C f • • • ̂ 3
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mátrix mutatja, hogy 4 Pol( ^ ) , hiszen a fenti mát­

rix minden oszlopa p^-beli, a (gn(E]_)/* • • f̂ nC^2n)) ve^~ 
tor azonban a  ̂n~bol kizárt _ẑ . Tegyük fel, hogy i^n. 

Bizonyltjuk, hogy ekkor g^t Pol Miután minden g^

az |a,b^ halmazba képez, elegendő megmutatni, hogy nem 

létezik olyan

Hl pll#* * *'pli
• •
- •
• •

Hn Pnl' * *‘'Pni
ql qll'* * *'qli
• • •
§ • •
o • •

qn q -i / • • • , q .^nl mi

mátrix melynek oszlopai ^p^-beliek, a

(giC2l̂  ' • • ' ,gi(pJ  'gi CqJ ' * * • ,gi(qn^ vektor pedig pon­
tosan z_n . Tegyük fel az ellenkezőjét, Ekkor először is 

egyetlen jk /lá.j <n/ sem tartalmazhat a értékű elemet, 

vagy egynél több b értéküt. Másrészt egy ilyen sor sem 

lehet a csupa c vektor, mert ebben az esetben a megfelelő 

c[. is az volna és ezen a g. függvény értéke b. Tehát az 

első n sor mindegyikében pontosan egy b szerepel, a többi
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elem c. Abból, hogy a mátrix oszlopai ^-beliek, kö­

vetkezik, hogy minden oszlop pontosan egy b értéket tar­

talmaz az első n sorában. Ez ellentmond az i^n feltétel­
nek.

Tehát: g^£Pol(<^j) pontosan akkor, ha i^j, igy 

[Gx{g.|] t pol(^,) miatt [GN(g.}] .

1.3. tétel. Ha K £P^. M,H,C,U tipusu maximális klón és 

k^3, akkor v (k )= £ .

A tétel állitása az 1.1. és 1.2. lemmák közvetlen 

következménye.

Megjegyezzük, hogy az 1.3. tétel állitása már [20] - 

ban és /ettől függetlenül/ Szendrei £77]-ben is szerepel, 

a bizonyítások azonban a fentitől eltérőek.

Az 1.3. tétel bizonyításának gondolatmenetét a to­

vábbiakban is fel fogjuk még használni, ezért érdemes 

két lényeges pontját külön is megfogalmaznunk. A követ­

kező két lemmát nem bizonyltjuk, mert ez csak ismétlése 

lenne az 1.2. lemma bizonyításának.

Definíció: A G = í G, , . . . ,G. ,... \ , G. CP, klónhalmazt 
■ ^ i .  n  J í  k

teljesen függetlennek nevezzük, ha minden G^£ G -hez 

létezik olyan g. 6 G . , hogy g. <L [u G ̂  fg .JL 3« * —* * 1
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Definíció. Kiónok egy T halmazát egyesítésre zártnak 

nevezzük, ha

U \
ĉ él

£ T

teljesül mindannyiszor, valahányszor minden d  € I-re 

A e T. /I megszámlálahtó indexhalmaz./

1.4. lemma. Ha T a PA kiónjainak egy egyesítésre zárt 

halmaza úgy, hogy T-ben van megszámlálhatóan végtelen teljesen 

független rendszer, akkor card(T)= l

Megjegyzés. Az, hogy T-ben van megszámlálhatóan végte­

len független rendszer, nyilvánvalóan önmagában nem ele­

gendő feltétel.

Legyen pl. T = \ I H; = .. ,g± | /
1 m i

azaz az összes véges sok g^ által generált klón.

/gi 6 G az (l) -ben definiált függvény./

T nyilván tartalmazza a jjĝ ] , [g^] ,.. . ̂ gnj , \ 
megszámlálhatóan végtelen független rendszert, ugyanakkor 

mi. den P^ € T végesen generált, tehát card (t ) = "̂ l0

Óz11. nició. Azt mondjuk hogy a g = ^ ,. .. ,on , • • • }
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relációhalmaz szeparálj a a G=|g i ,..,,Gn> — | klónhalmazt, 

ha

G±c Pol( ̂  .) pontosan akkor teljesül, ha i^j.

1.5. lemma. Ha a G= ^G^,...,G , . . .] klónhalmazhoz ta­

lálható 2  - {l$\ v , S'* ,... \ ÍiRk úgy, hogy L̂, szeparálja 

G-t, akkor G teljesen független.

Világos, hogy az 1.3. tétel bizonyításában is ezt 

az utat követtük: adott klón részklónjainak halmaza nyil­

ván egyesítésre zárt, és azt mutattük meg, hogy a 

G = [̂ĝ "] , . . . , jjjjJ t • • klónhalmaz teljesen független,

megkonstruálva a bizonyítás során definiált 

G-t szeparáló relációhalmazt.

Megjegyezzük még, hogy az 1.3. tétel bizonyítása a 

tételben kimondottnál kissé többet is igazol:

Legyen E (a, b) az A-n értelmezett ekvivalencia-relációk

olyan halmaza, hogy *va,b) fc £ minden [ é bj-re *
Legyen C az olyan centrális relációk halmaza, amelyre"““cl
f « £. eseten eleme a centrumának /a,b rögzí­

tett elemek A-ból/. Jelölje T. , T , H* a következő(D) a
kiónokat P -ból: A

V b i  = H  PolU)

I
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H

= Pol ( 9 )

= n  poi if) 

T 6M

Ekkor V (t = ^ 0 ^ )  = v ̂  Hx ) = • A bizonyítás
azon az észrevételen múlik, hogy az 1.1. lemmában volta­

képpen a g . e T , g.feT és g . é H  állításokat'i (a,b^ ' J1 a "l
igazoltuk. A monoton maximális osztályokról is hason­

lót mondhatunk: Ha ^  ̂  és ^  2 korlátos részbenrende- 

zések az A halmazon, és legkisebb elemei va­

lamint legnagyobb elemei egybeesnek, továbbá található 

egy olyan ytA, hogy

(x | y M.± 1 ] = 0 és

| y sí /u-2x ̂  /^2 1 \ = 0 ,

akkor v (Pol (yu.̂ ) n Pol ( ytĉ )) = £ . /I és ̂ 2 “ a

feltételek szerint közös - legnagyobb elemét jelöli./ 

Például, legyen A = [a,b,c,dl[ ésyU2
részbenrendezések:

az alábbi
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Ekkor v(Pol( f> Pol(^2)) = £ *

Önduális kiónok

Az egyetlen eddig nem vizsgált maximális osztály az S 

tipus, azaz az önduális függvények osztálya. Ahhoz, hogy 

az A halmaz "hr" permutációjának gráfja P egy maximális 

kiónját definiálja, a permutációnak két feltételt kell 

teljesítenie. -nek fixpontmentesnek kell lennie, és

azonos primhosszuságu, diszjunkt ciklusokra kell bomla- 

nia. E feltételektől el fogunk tekinteni, és a 

függvényt fogjuk meghatározni, ahol jelöli a 1T

gráfjának összes polimorfizmusaiból álló kiónt az A hal- 

máz tetszőleges II permutációja eseten.

Világos, hogy f x^, . . . ,x é. Ŝ . pontosan akkor tel­

jesül,ha igaz az f^il-Cx^) , . . . ,/ít’ (x̂ j] =TT (f (_x̂ , . . . ,xn)) 

azonosság. Ennek alapján könnyen igazolható a következő

állitás:
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1.6. lemma. Legyen f (x^, . , . ,xn̂  parciális függvény An-

ből A-ba, 'ír az A egy permutációja, és tegyük hogy

f-et a Hl" minden pályájának legfeljebb egy elemén defi­

niáltuk. / It az An-en komponensenként hat./ Tegyük fel, 

továbbá, hogy ha f definiálva van az x € An elemen, 

akkor fix') pályájának hossza osztja x pályájának hosz- 

szát. /A Tt által generált csoport szerinti pályáról 

van szó./ Ekkor f kiterjeszthető -beli függvénnyé

úgy, hogy f S7r •

1.7. 1 emma. Legyen k > 2 , card ^A") =k, ^  az A egy per­

mutációja úgy, hogy <7t' tartalmaz két diszjunkt ciklust.

Legyenek ezek C= (c ... c ,) és D=(d d. ... dJ v o n-1  ̂o i m-1'
Tegyük még fel, hogy m > 1 és n|m. Ekkor v(ŝ ') = D .

Bizonyítás; Természetesen most is teljesen független 

klónhalmazt fogunk konstruálni S^-ben, mégpedig egyet­

len elemmel generálható klónokból. Az 1.6, lemma lehetővé 

teszi, hogy csak parciálisán definiáljuk a szükséges függ­

vényeket. Válasszunk ezért reprezentáns elemeket a Tf min­

den pályájából A1-n, ezek halmazát jelölje , legyen 

még i^.3. Definiáljuk az fi(x^, . . . ,x^) függvényt B^-n a 

következőképpen:
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f±": (B±C A1) — * A  parciális függvény /i>2/:

C2) f ár  ha íxi.... xh  = {at+i'dt i & D-
t1(x1,--- X21 = j xs=dt és Xj=dt+1 j#s-re,

cQ é C, ha CuD,

 ̂ x^ különben .

Mivel n[m, f .(x.,..»,x.) kiterjeszthető P -beli függ- 

vénnyé úgy, hogy f  ̂£ S/í{-*

Bizonyítani fogjuk, hogy az F =  ̂f3 ' •••• fn ' •••
klónhalmaz teljesen független. Mielőtt ennek nekilátnánk, 

megjegyezzük, hogy a bizonyítás könnyen elvégezhető lenne 

az 1.2. lemmában bemutatott módszerrel, a szeparáló relá­

ciók halmaza is hasonló az ott megadotthoz.^ Szeretnénk 

egy másik módot is mutatni egy klónhalmaz függetlenségé­

nek igazolására, ezért most másképp járunk el /hasonló 

bizonyítás szerepel [l8]-ban is/.
Az i > 2  ̂ klónhalmaz függetlenségének bizo­

nyítása :

hz általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy 

az A halmazt az halmazzal reprezentáltuk, úgy, hogy

C =(0 ... cn-1) és

D =(1 2 d2 ... dm_ p

IS. a  szeparáló relációk az 1.2. lemmában megadottakból u<jy 
keletkeznek, hogy az ott definiált 2n-változós relációnak 
csak az első n koordinátáját vesszük figyelembe.
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azaz c =0, d =1, d,=2. o o 1
t ,Jelölje Y. azt az (x.,..» } vektort, melyre

1 6S Xj 2j h& i^j ̂ j  ̂1 / 2 / •

Ekkor nyilván

f. ( Y  ̂) =1 teljesül minden i^í,-re.K/ 1

Azt kell bizonyítani, hogy

\(xi'---'x i) i [F J  = Ft

Tegyük fel, hogy az állitás nem igaz, azaz f ,. . . ,xj} 

előáll, mint feletti szuperpozició, és jelölje

*31 (x1,...,x^) azt a kifejezést, amelyre

f ̂ (x^,. . . ,x̂ ) =^(x2, * • » ,XfcJ , as az ^ - b a n

felhasznált függvények F^-beliek.

Legyen f (x. ,...,x. 'j egy az a  -ban elofor-
S » l - i  1  /1 s

dúló F^-beli függvények közül úgy, hogy a változók he­

lyére t?l-ban valóban változók kerülnek /f az- Vl "leg-b
belső" szintjén van/. Ha s ét £, található olyan t $ í, 

hogy t ^ i1, . . . , is ̂  és nyilván :

í^(y ^ ) = 1, de fg (_Y^  ) =0 miatt az ^ ) Ŝ-

nem lehet 1. Ha pedig s?t, akkor található olyan ifc, 

i indexpár, melyre i.=i , s ekkorV V * X

\x, fs(Yte) az f (x± ) függvénynek az y £ vektoron
X1 s

vett kiértékelését jelenti.
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fg (Y-ĵ  ) =0 1 s ezért ) ^1.

§ .
Miután Srjy részklónjainak halmaza egyesítésre zárt, 

innen nyerjük, hogy az 1.7. lemmában leirt feltételek 

esetén valóban \ > = t.

Az 1.7. lemmából azonnal adódik:

1.8. tétel, Legyen K 4 P ^  önduális maximális klón, k nem 

prim. Ekkor v (k ^=^.
Lássuk most a k=prim eseteket.

1.9, lemma. Legyen k 5 , card(A) =k, TT egyetlen k 

hosszúságú ciklusból álló permutáció. Ekkor V(S^ = D

Bizonyítás: Az általánosság megszorítása nélkül fel­

tehető, hogy A=E^ és ^  =(o 1 2 ... k-l) .

Definiáljuk a gi(x1,...,x̂ ] /i > 3/ függvényeket a

•$0,1,2 "} 1 halmazon az alábbiak szerint:
3 '

giCxi,Xi,...,Xi) =xir

gi(x1,..., x±) =0, ha (x1,...,xi)fcljo,l];L-^l^1
vagy ( x±, . . . ,x/jt SjO, 2]1^̂ 2 ̂  ,

gi(̂ x1,..., x/) =1, ha ( x±, . . . ,x/) t {l, 2 2\1 ,
és (xx,. . . ,Xi  ̂6 (0,1,2^  - $0,1} M o ,  2}1 - $1,2 ̂  -re:
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/ 1/ ha pontosan 1 koordináta 2 és

pontosan 1 koordináta 0
0 egyébként •

Most ugyan a g^(x^, . . . ,x^) a It permutáció néhány pá­

lyájának több helyén is definiált, de könnyen kiszámolható, 

hogy ez nem mond ellent a g^t S^. állításnak; ha g^-t 

pontosan egy helyen adnánk meg ezek közül, majd kiter­

jesztenénk S^-beli, mindenütt definiált függvénnyé, a 

kiterjesztés pontosan a fent megadott értékeket venné 

fel \0 ,l,2 ĵ1-n. g^ Cxi, • • • ,xn  ̂ tehát kiterjeszthető - 
beli függvénnyé. /Itt használjuk ki, hogy k>5./

Vi tehát az (1,1,...,1,0,2,!,..,,l) alakú vektorok hal-

Definiáljuk továbbá a C (e )̂ 1 relációkat;

és v^-ben pontosan 2

koordináta nem egyenlő 1-gyel, úgy, hogy

ha ví = 0 ,í
/v^+  ̂ indexelésében a " + " mod i értendő./

maza. Bizonyltjuk, hogy a

rálja a halmazt, ahol g^ a (3)-

ban definiált függvény.
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1./ gi^ Pol( o j  , hiszen a

V  . 0 1 1  ... 1 2—  1

* 2 2 o 1 . . . 1 1

— 3 1 2 0 . . .  1 l 
• 1 • » ••

sa • • • i 1

• • • • •

0 1

-H
>1 1 1 1  ... 2 0

mátrix minden oszlopa ^ - b ő l  való, ugyanakkor 

minden l < j  <i-re, tehát

C^iCxi) > 9iC22)'” *'g10£i)) i ?i-

és igy g±^ Pol (g/), azaz [gi]^Po1 C § i ) •

2.1 Legyen i^j . Bizonyítanunk kell, hogy g^e Pol(^j)

Tegyük fel az ellenkezőjét, legyen (x.,...,x.) olyan,x “D'
hogy (gi(x1) ,. .. ,g± (Xj)) ̂  ^  és az

mátrix minden oszlopa j.-beli.

X  .
-3
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Mivel a g± függvény (E^-n csak a (2,..., 2 ) helyen 

vesz fel 2-t, a ' • • • #gi(-j) értékek között csak
úgy szerepelhet 2, ha valamilyen s-re x =(2,.,.,2).“*S
Ekkor az JC mátrix oszlopai csak úgy lehetnek mind 

bol, ha minden oszlop megegyezik, és pontosan egy sor - 

mégpedig xs-1 ” csupa 0, a többi 1-es, ekkor azonban

%(is_l) = °' giC^t) = 1» ha és tehát

(9(2i) - 9i(í2) ....9j.C£j))fe 5 j •
Feltehető tehát, hogy (/^(xi) • • • • 'gi(.-j)) \°'1V3 '

ami ( g ^ x ^  ,... ^ miatt azt jelenti, hogy

9i(2l)= V ä )" •••=9i(2j) =1 •
Mivel az X mátrix minden oszlopa ^-beli, ezért min­

den oszlop tartalmaz legalább egy 0-t, és mivel g ^ x ^  =1 
l^tcj-re, minden sor le.'feljebb egy 0 elemet tartal­
maz, azaz j <i . Másfelől, =1 miatt, minden 0-t

tartalmazó sorban pontosan t y 2 van. A ̂  reláció 

invariáns a koordináták ciklik . permutációjával szem­

ben, a g^ pedig változóinak permutációival szemben, 

igy feltehető, hogy az első oszlop utolsó eleme 2 /ti.

ha nem? a sorok és oszlopok egy permutációjával X- meg-552
felelően átrendezhető/. A v^-k definíciója és g^(xt)=1 

miatt az első oszlop utolsó előtti eleme 0; és az utol­
só előtti sor valamelyik eleme 2, Az x mátrix az oszlopok
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cseréjével átrendezhető úgy, hogy ez az elem a második osz­

lopba kerüljön, s.i.t. Végül is az X mátrixot a sorok 

ciklikus permutációjával és az oszlopok megfelelő cseré­

jével mindig átrendezhetjük úgy, hogy az egyes sorokon 

a gi által felvett függvényérték 1 marad, a mátrix pe­
dig az alábbi alakú lesz:

1 1 ... 0 2 ...

1 1  2 1 ...
♦ * • •• • • »• • *>«)•••
1 0 ... 1 1 ...

0 2 ... 1 1 ...

2 1 ... 1 0 ...

j oszlop

A j+l-edik oszloptól kezdődően a = 1 /t=l ,...,j/

feltétel miatt csupa 1 áll. Ez ellentmond annak, hogy a 

mátrix minden oszlopa ^-beli.

Tehát valóban: g^ePol(Oj^ , ha i^j, s igy

[jjJcpol( ̂  , ha i#j,

<2 =^>^,. . . . • • \ tehát szeparálja G-t, innen az 1.4.

és 1.5. lemmák alapján kapjuk a tétel állítását.

Az 1.8. és 1.9. tétel eredményéből azonnal adódik
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az S-tipusu maximális osztályokra a következői

1.10. tétel. Ha K S ö n d u á l i s  maximális klón és 

k > 3, akkor v(k ) = D .

Az S,̂  alakú kiónokra a következő eredmények 
adódnak:

1.11. tétel. Legyen A véges halmaz, card (_h)>2, Tt az 

A egy permutációja. Ekkor - két eset kivételével -

V(s^) =£. A kivételes esetek: k=3 és It a 3 elemű ciklus

k=4 és Hr a 4 elemű ciklus

Bizonyítás: Ha Tf tartalmaz legalább 5 elemű ciklust,

az állitás az 1.9. tétel egyszerű következménye; ha az 

1.8. tétel feltételeinek megfelelő alakú, úgy abból kö­

vetkezik. Ha TC egyik feltételnek sem tesz eleget, há­

rom eset lehetséges:

1. / Ti" a kivételek valamelyike,

2. / card (a ) =5 és lt = (a^ a2) (_a3 a4 a^} ,

3. / card (a ) =7 és ír = (a^ a2 â 'j (a^ a5 ag a^) ,

A 2.1 és 3./ esetben reprezentáljuk az A halmazt E^-tel 

ill. E^-tel úgy, hogy

ír =(o 3)(l 2 4) ill. 1T= (o 3 4)'(l 2 5 6)
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adódjék. Könnyen ellenőrizhető, hogy az 1.9. tétel 

bizonyításához (3)-ban definiált g± függvények mind­

két esetben kiterjeszthetők S^-beli függvényekké,

A kivételes esetekre Marcsenkov adott meg 'telje­

sen független klónhalmazt [43]-ban. Ez a (3) alatt de-
•ífiniált konstrukciónak a következő módosításai
iLegyen n^.3, fß az alábbi 2n-változós parciális 

függvény:

vénnyé akár a (0 12), akár a (0 1 2 3) ciklusra vonat-

vatkozunk.

Eredményeinket a fentiekkel kiegészítve kapjuk a 

maximális kiónokra a következőt:

1.12. tétel. Legyen K£.P^, k ?  2, K maximális klón. Ekkor

(4)

kozóan, és az klónhalmaz tel-

jesen független. A bizonyítást elhagyjuk /megtalálható 

[43]-ban/, de a (4) konstrukcióra a későbbiekben még hi-
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{Véges, ha K affin és k prim,~]f[o , ha K affin és k nem prim,

£ egyébként.

Legyen H részcsoportja a T  , teljes szimmetrikus 

csoportnak, és jelöljük SH~val az összes H-val felcse­

rélhető függvények halmazát, /f felcserélhető H-val, ha 

H minden elemével felcserélhető./

Az alakú kiónok az SH alakú kiónok olyan

speciális esetei, amikor a H-t egyetlen Tt permutáció 

generálja. Mit mondhatunk ^(sh ) értékéről "bonyolul­

tabb" csoportokban?

Ha- H=JEa, kapjuk az un. homogén függvényeket 

/Csákány [9],/ Marcsenkov /[44]J leirta a 3-elemü halma­

zon értelmezett homogén kiónok hálóját, ebből kiderül, 

hogy

V  (S T ) = 8.
*•&

A k-elemü halmaz összes homogén függvényeinek szá­

mát is Marcsenkov adta meg /[44]/. Az eredmény

V (s_. ")= 14 és k > 4 esetén 
Z-H

V (s_ )= 4k-3.
L K

A továbbiakban néhány speciális H permutációcsoport­

ra adjuk meg a v(SH) függvényt. /Az eredményeket bizo-
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nyitás nélkül közöljük./

Definíció. Legyen permutációcsoport. A D S E k

halmaz H blokkja, ha minden h c-H-ra

h(p)£D vagy h (d )a d =0 teljesül.

Ha D a H blokkja, legyen:

hd= í 2Ld 1 5 S' €H 5S*00 = x 6 D-re j .

1.13. tétel /Demetrovics-Hannák-Rónyai £l6j , Th.2/. 
Legyen D a H blokkja, Ekkor v CSH) £  s> CSh ) *

Definició. A H £ 2 Ä csoport szemireguláris, ha csak 

az egységélemének van fixpontja.

Következmény. Ha H i szemireguláris csoport és nem

2-csoport, akkor 'V = v .

Következmény. Ha H ^ Z ^  , p> 2 prim és H p-csoport, 

akkor

V (s^ =t.



Az eCj, duális ideáljai és. intervallumai

Az eddigekben olyan klónhalmazok számosságát adtuk 

meg, melyek az háló ideáljai. A továbbiakban a há­
ló bizonyos duális ideáljainak /egy rögzitett kiónt tar­

talmazó összes kiónok halmazának/ számosságát és a háló 

néhány érdekes intervallumának számosságát határozzuk 

meg.

Definíció. Legyen K^,K2 ^P^, y.̂ és definiáljuk a

y(k1 , K^) függvényt:

^(k 1#K2) = card(^B | Kxá B S K 2y  , és a

könnyebb fogalmazás kedvéért jelölje a )ftK,P̂ )

értékét. Világos, hogy v (k )= ^(j ,k ).

A függvény értékét néhány "kis" kiónra is­

merjük. Tudjuk pl., hogy a ( p ^ H  P̂ ") intervallum 

egy k+1 hosszúságú lánc /l. pl. Pöschel-Kaluzsnyin (_49J /, 

azaz

r ^ k 1 - pk') = X pkC1)) = k+1-
A kételemű halmazon természetesen minden klón-párra

K2̂  értékét. P2~ben a minimális nem­

triviális kiónok: 0^,0g,0^, P^, P2, és D^. Ezekre

ismerjük a
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^ ( o 5) = /®C°6) =/>(?!) =/»(p2) - X .  ,

" 7- 
= n ' 

a 0>2) = 7 •

Legyen d(x^,..,,x ) többségi függvény A-n. Je­

lölje K̂ j az d által generált kiónt. Baker-Pixley 

tételének közvetlen következménye, hogy >̂(k^) véges;

értéke fölülről becsülhető az A-n értelmezett legfel­

jebb n-1 -változós relációk számával. Ez a becslés 

általában nagyon durva, hiszen maga d'x^ . . ,, xn)

sem őrzi meg az összes legfeljebb n-1 -változós re­
lációt.

Az utóbbi évek vizsgálataiban fontos szerepet 

játszanak az un. majdnem-projekciók:

Definíció. A -i ('X1.... xn!|6Pk (nők) függvényt majd

nem-proj ekciónak nevezzük, ha

X••i—1
&c

■ {xlf ha card ßx^, .. . ,x^]<n 

xn egyébként

Először bizonyítani fogjuk a következő tételt:

1.14. tétel. Legyen card(A)=k >3, n > 3, . . . ,xn^

majdnem-projekció A-n. Ekkor ^ f c ( xl.... xnÜ) = f •
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Bizonyítás. Tekintsük az 1.9. tétel bizonyításához (3)- 
ban definiált g^ parciális függvényeket és ^  relá­

ciókat.

Terjesszük ki a g^ket most tetszőleges módon.

Legyen G'= ^[g4,£n] , [g5/ín] . Bizonyltjuk, hogy

^  ̂ / •»• szeparálja G'-t, Az 1,9. bizonyí­
tásában láttuk, hogy gi^Pol(^>i) , Így [gi;^n] ̂  po l , 

Csak azt kell belátni, hogy Pol(^>j ) , feltéve,

hogy i#j. Láttuk, hogy g±e Pol(^j). Az (Xx, »• ‘,xn)e 
ePol (^j) állítás igazolására tegyük fel, hogy 

^Xi ,££2 /.../Xj) t ; ekkor az x^ vektorok mind a 

^p,l,2^n halmazból valók. Miután • • • ,xn) legalább

4-változós, >Ln (x^,... ,x̂ ) 2 x1 az E^ halmazon, és 

így (^n(—l) ' * * * ' "̂nC—j)) valóban eleme <^j-nek.
Az 1.14. tétel bizonyításának fo gondolatát a ké­

sőbbiekben való felhasználás kedvéért ismét érdemes külön 

kissé általánosabban is megfogalmazni.

1,15. lemma. Legyen G = { g ^,...,Gn ,». klónhalmaz, 

^ = I ̂  . ,̂ >n ,. . . j C Rj, a G-t szeparáló relációhalmaz.

xora.Ha K olyan klón, hogy K? Pol(^,) minden reláci

akkor ^(k ) = £ .
Ezt az öteletet fogjuk használni a következő tétel
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bizonyítása során is:

1.16. tétel. Legyen card (a ) = k^3, jelölje [ca] az 

összes konstans generálta kiónt. Ekkor /i([pA]) = £.

Bizonyítás. Feltehető, hogy A=Ek% Definiáljuk m £ 3 -ra 

a hm Cxi' • • * függvényeket az alábbiak szerint:

(5)

1/ •

í 1/ ha xg=l és i#s, ie£l,2,...,m)
\ esetén x.=2
\ vagy x =2 és i^s, ife(l,2,lt.,m]fa

esetén x.=1 ,í '
V 0 különben .

Legyen H = | [_ĥ ] , . . . , [hnj ,,., j . Először is megadjuk

a <y = ,. . . ,<J^,.. . } relációhalmazt Legyen £"n<^Ek')2m+1/r

= Am u Bm U  Cm ' aho1
Am = U a ,***'a)fe CEkf m+1^a feEk J
Bm = {(x' / v ,2) e(Ek̂  2m+1 | ahol v', ;v" e Am ,

X' = (y',...,v^) ; v" =(vj
és létezik pontosan egy s index,

hogy v' = 2, v" =1 és i^s-re: s s
v£=l és vV - 2. ^

= ^0,1^2m+1 n ^(l,l,..»,l,o)J .

\x, A tétel eredeti bizonyításában / [l] / nem adtuk meg a sze­
paráló relációkat, de a konstrukció azonos. Mivel igy egy­
szerűbb és a dolgozat tárgyalásmódjához közelebb áll, a 
bizonyításnak ezt a formáját írjuk le.
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Bizonyítjukt hogy <S~ szeparálja H-t. 

!•/ P o l ^ m ^ *  Tekintsük ugyanis a

ai 2 1 ... 1

sl2

•

1 2 ... 1

• • • 
• • • 
• • •

S  m 1 1 ... 2

a  m+l 1 2 . . , 2

a  m+2 2 1 ... 2

a m+3
«
*

2 2 . . .  2

• • •» * «
« • • •

— 2m 2 2 . . .  1

■̂2 m+l 2 2 . , „ 2

m x 2m+l-es mátrixot.
Világos, hogy a mátrix minden oszlopa S' -bol 

való. Ezzel szemben h ^ a j  = hm (a2) =... =hm (a2^ =  1 és

hm(a2m+1) =0, tehát (hm(2^ ....hm(ä2mVhm(32m+]))^ •

2./ Legyen i=/=m. Ekkor h.£pol(S' Vi ' nw
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elég megmutatni, hogy nincs

2l
1 2

X1 X1 •*‘
i

X1• • • %• • a ••

—2m+l

• •
1

X2m+1

/♦
X"*"2m+l

mátrix, melynek oszlopai 6" -bői valók ésm

(hi C-l) ,hiC-2V  * * * 'hiC-2m+l)) = C1/1/ • • • / l»o) •

Ismét indirekt bizonyitást adunk. Tegyük fel, hogy 

x-̂ ,. . . ,i£2rp+l a feltételeknek eleget tevő vektorok, je­

lölje xfc a mátrix t-edik oszlopát. Először is megjegyez­

zük, hogy ha valamelyik oszlop C^-ből való, a függvény- 

értékek ( hi(x1] , . . . , h±( x2m+1)) vektora is Cm~beli.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük 

tehát, hogy az első j oszlop: x1,. . . ,x^ e B , és x^+\.../Xm£ 

Ha j <m, könnyen látható, hogy az első 2m sor között van 

olyan, amely megegyezik a mátrix utolsó sorával, tehát va- 

1 amilyen P<52m-re xp=x2m+1, azaz = h.(x2m+1) , és

ágy (hiC—  l) ' • • • ,hifem+l)) ^ (l,. . . ,l,o). A j tehát lega- 
lább m, és i^m miatt i > m.

Mivel h^x'j mindig Ebbéli, 

olyan ' - ^
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Tegyük fel, hogy , azaz vannak Abbeli vektorok

a mátrix oszlopai között. Nyilván csak az az eset érde­

kes, amikor ezek az (l,...,l) vagy a (_2,...,2) vektorok. 
Legyen x-̂ +  ̂ =(l,...,l')» Ekkor található olyan p index, 

hogy m+1^ p é2m és az x^ vektor az első j oszlopban le­

galább j-1 darab 1 -et tartalmaz. /Nyilván van ugyanis 

Xp úgy, hogy az első j oszlopban van 1 érték, és 

h.(x  ̂=1 miatt ekkor i-1 darab 1 van x koordinátáií — p/ —p
között. / Könnyen kiszámolható, hogy /j ?• m miatt/ ekkor 

van a mátrixnak olyan sora, amely az első j koordinátá­

ban csupa 2 -t tartalmaz, ez megegyezik az utolsó sorral,

s igy ismét ellentmondásra jutottunk. /

Ha x-1*"1' =(2,...,2), hasonló gondolatmenet vezet 

ellentmondásra.

Marad tehát az az eset, amikor i=j, azaz a mátrix

minden oszlopa B -bői való, és i>m. Ekkor található am
mátrix első m sora között olyan x^, amely legalább két

2 értéket tartalmaz. Ez a sor h.(x') =1 miatt i-1 számúiv—pl
2 értéket tartalmaz, és i 7 m miatt az első m sor kö­

zött van olyan is, ami egyáltalán nem tartalmaz 2 -t.
Ez ismét ellentmondás.

Az 1.16. tétel bizonyításához - az 1.15. lemma sze­

rint - elég belátni, hogy ÍC l&Pol^.) minden S' . e G" 

relációra. Ez azonban triviális, hiszen
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Ä j = ik- ü 2j+1 i •

Az 1.14. és 1.16. tételekhez szeretnénk a következő 
megjegyzéseket fűzni.

1.1 Az -in(x^,. . . /xn) függvény homogén, azaz *= ŝ _ 

teljesül minden 'll permutációra. Az 1.14. tétel bizo­

nyításában használhattuk volna az 1.7. lemma bizonyí­

tásához (2)-ben megadott függvénykonstrukciót is, a 

bizonyítás változtatás nélkük elmondható, Tehát:

Az függvényhez mindig tudunk kontinuum

sok olyan kiónt konstruálni, hogy ezek -beliek, és

tartalmazzák •'Xj) -t, feltéve, hogy az alaphal­
maz számossága legalább 4, és Ttr nem a négyelemü teljes 

ciklus.

2./ Az 1.16. tétel bizonyításához használt konstrukció­

ra igaz, hogy h^ megőrzi az összes olyan i ekviva­

lencia-relációt, melyre (o,l) ̂  £•, megőrzi az összes 

olyan centrális relációt, melyre a 0 centrumelem és az 
összes h-reguláris relációt is. Mivel a 0,1 elemek ki­

jelölése az A véges halmazban tetszőleges lehet, a fen­

ti két megjegyzés alapján a következő állításokat nyer­

hetjük :
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1.17. tétel. Legyen k>3, card^A^k, »t az A egy

tetszőleges permutációja, n ? 3. Ekkor - egyetlen ki­

vételtől eltekintve - ] ,S ^ =  \ . A kivételes eset

a k=4, It a négyelemü teljes ciklus. Speciálisan, ha 

k>3, és K önduális maximális osztály, akkor ,k)= £

A tanulmány harmadik fejeztében látni fogjuk, hogy 

a k > 3 feltétel valóban szükséges: P^-ban a maximális 

önduális osztálynak csak megszámlálható sok L^-at tar­

talmazó részklónja van /3.30. tétel/.

1.18. tétel. Legyen k£3, card (^A)=k. Ekkor

r ( [ cAhH* ) = t ; 

t([CAl'Ta1 - t ) ■

T([CAl'T Ca(b)1 - t .

JA Ta , T^a kiónok definícióját ld. az 1.5. lemma 
után./

Speciálisan, ha K h-reguláris, centrális, vagy 

U-tipusu maximális klón, akkor )p C 'K)= £

Utolsóként az háló intervallumainak számossá­

gával foglalkozó állitások közül szeretnénk példát mu­

tatni arra, hogyan lehet kihasználni azt, hogy egy 

klónhalmazt szeparáló relációhalmazok kiválasztásában



58

bizonyos mértékű szabadságunk lehet. Az 1.19. állitás 

valóban csak illusztráció, olyan "természetes módon" 

definiálható kiónt mutat, melyre az általa generált ideál és 

duális ideál egyaránt kontinuum számosságu. önmagában 

egy olyan K klón konstruálása, melyre V Ö 0 = fi> CK)= £ , 
nagyon egyszerű: elegendő például a (2) alatt definiált 
g^ függvények közül a páros indexüek által generált 

kiónt képezni. Jelölje ^ az összes olyan P^-beli f 

függvények kiónját, melyekre lm(f)í E ̂  .

Legyenek a g^ függvények az (1) alatt definiáltak. 

Reprezentálja az A véges halmazt E^ úgy, hogy a=k-3, 

b=k-2, c=k-l. Legyen k ̂  5 . Ha az 1.2. lemma bizonyítá­

sában adott Q relációk helyett a
■H- 2 .

g " relációkat vezetjük be, a

D '— 0 ' l halmaz szintén szeparálja
^ ( ü 3' * ‘ ' 5 n ''* * J
G = (í?3^ ' **•' [gnl ' * ‘ -t•
Másfelől, P^ ^&P°1 ) teljesül nyilvánvalóan

minden ^  -re, ha l í  k-3. Az 1.15. lemma sze­

rint innen azonnal adódik, hogy /ó(Pk f , ha iék-3.
Mivel pedig a fenti g^ függvények c=0, b=l választás 

mellett P^ 2 -beli függvények, a következőt kapjuk:

1.19. állitás. Legyen k>5, X, Z 2,

V  ̂ Pk,f.) = P  ̂ Pk , L} = ^ *

t ̂  k-3. Ekkor



59

Függvénytelj es kiónok

A most következő - és a fejezetet záró - eredmény 

megfogalmazása és bizonyítása előtt szeretnénk néhány 

szót a felvetett kérdés eredetének szentelni, AZ 1,12. 

tételből következik, hogy minden k > 3  primre az S-tipusu 

maximális osztályok részklónjainak számossága kontinuum. 

Demetrovics-Hannák-Rónyai [_2 3^ cikkének fo eredménye azt 

mondja ki, hogy ha card (a ') = k^-3, k prim, akkor az 

S-tipusu maximális osztályok részklónjai függvényteljesek, 

az un. lineáris kiónok kivételével. A kivételes kiónok - 

amint az Demetrovics-Bagyinszki [l4j publikációjából ki­

derül, véges sokan vannak, tehát legalább 3-elemü prim- 

elemszámu halmaz fölött mindig kontinuum sok különböző 

függvénytelj es klón konstruálható. Természetesen adódott 

a kérdés, igaz-e ez általában is legalább 3-elemü hal­

mazokon .

1.20. tétel. Legyen k £ 3, ekkor függvényteljes
részklónjai halmazának számossága kontinuum.

Bizonyitás. k=3-ra az állitás az előző bekezdésben is­

mertetett eredményekből adódik.

Legyen k 2- 4. Olyan megszámlálható, teljesen független
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klónhalmazt fogunk konstruálni, amelynek minden egyes 

kiónja függvényteljes. Mivel a függvényteljes kiónok 

halmaza nyilván egyesítésre zárt, az 1,4. lemma szerint 
adódik a tétel állitása.

Jelölje ismét g^ az Cl) alatt definiált függvénye­

ket, ^  az 1.2, lemmában megadott relációkat, és le­

gyen a=0, b=l, c=2. Definiáljuk a hn /n^3/ függvénye­

ket az alábbiak szerint:

(6 ) ( gn(xl'-*-'xn) 'ha (xi' * • • 'xn) feCE3)?
,xn)= \ w ( x 1,X2)

o
, ha x^ = 3 * 

egyébként j

ahol w(x,y) = maxCx,y)+l, az un. Webb-függvény. /A max(_x,y) 

az természetes rendezése szerint, a "+" pedig mod k 

értendő./ Mivel w(x,y^-ra |w]=P^ teljesül /ld. Webb 

[79]/, és w(x,y)6£ h n ,Ck~j , minden egyes h^ klón függ­

vénytelj es.

A  ̂[h^] , . . . , [h ] , . . . ̂  =H halmaz függetlenségének 

bizonyítására a  ̂ . . . ,̂>n ,. . .  ̂ szeparáló reláció­

halmaz változtatás nélkül felhasználható és a bizonyítás 

is szó szerint azonos lehet az 1.2. lemmáéval, hiszen

hn^Xl'**-'Xn^=gnCx l.... xn)' ha 0 v  • • •/xj €<E3) n *



!l. Maximális kiónok generátorrendszereiről

Az előző fejezetben láttuk, hogy k "7 2 esetén lé­

teznek végesen nem generálható kiónok. Sőt, a konstruk­

ciók megmutatták, hogy minden n egész számra meg tudunk 

adni pontosan n függvényből álló bázisú kiónokat. Defi­

niáljuk /egy klón generátorrendszerei "bonyolultságának" 

mérésére/ a K £ klón rendjét /jelölése: rend (k )/, 

mint a K generátorrendszereiben előforduló maximális 

aritásu függvény aritásának minimumát. A végesen nem ge­

nerálható kiónok rendjét végtelennek tekintjük. /Ebben az 

esetben nyilván minden generátorrendszer tartalmaz akár­

milyen nagy aritásu függvényt./ Ugyancsak az előző fejezet 

konstrukciói /ill. [,37]/ mutatnak példát n-rendü kiónra, 

tetszőleges n természetes számra. Az U, C, S, H, M tipusu 

maximális osztályok akármelyikének részklónjai rendjére 

vonatkozóan megfogalmazhatjuk a következő állitást:

Ha K egy - a fenti 5 tipus valamelyikébe eső - maxi­

mális klón P^-ban /k>2/, és n tetszőleges természetes 

szám, akkor létezik B^c k klón úgy, hogy rendje pon­

tosan n, továbbá létezik B^QK úgy, hogy nem véges 

rendű. /A Bn kiónok lehetnek pl. az egyes maximális osz­

tályokban konstruált végtelen bázisú kiónok egy n-aritásu 

báziseleme által generált kiónok, ha n > 3 és könnyen meg­
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adhatók az n=l,2,3 esetekre./

Természetesen egy kiónnak az a tulajdonsága, hogy 

tartalmaz végesen nem generálható részklónt, nem jelen­

ti azt, hogy 6 maga nem végesen generált, erre a leg­

kézenfekvőbb példa maga P^. A generátorrendszerei 

közül különös érdeklődésre tartanak számot az egyelemüek. 

Az f eP^ függvényt Sheffér-függvénynek nevezzük, ha 

generálja P^-t, azaz [f] = P^.

Tudjuk, hogy minden k 3 2-re létezik kétváltozós 

Sheffer-függvény /Webb, 1935/ nevezetesen az

f (x,y)= max (y y)+l, ahol max a 

0 <1 ^2 < . . . < k-1 rendezés szerinti maximum, 

a + pedig a modulo k összeadás, tehát az egyáltalán 

elvárható legegyszerűbb bázissal rendelkezik.

Kiterjedt irodalma van annak a kérdéskörnek, hogy 

hogyan garantálható /pl. a függvény értéktáblájának né­

hány helyen való megadásával/, hogy egy függvény Sheffer- 

tulajdonságu legyen, hány Sheffer-függvény van /legalább/ 

rögzitett k-ra. Ezzel részletesen nem foglalkozunk, csak 

utalni szeretnénk pl. Davies Í12J , Webb F79j ,Schofield 

jj75], Rosenberg [.63] ill. a hazai szerzők közül Demet- 

rovics [ló] eredményeire.
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Egyetlen függvénnyel generálható maximális kiónok

maximális kiónjaira vonatkozóan is vizsgálták 

azt a kérdést, mikor generálható egy maximális klón 

egyetlen függvénnyel. Shofield Í75] bizonyította a kö­

vetkezőt :

2.1. tétel, A K maximális klón pontosan akkor generál-

, ahol ^ :

1. / egy nemtriviális ekvivalencia, vagy

2. / egy egyváltozós centrális reláció,

3. / egy - a Rosenberg-tételben szereplő - tipusu speciális
permutáció.

E három tipust rendre ü, C^, S jelöli.

A bizonyítás első része konstruktiv, a vizsgált 

maximális osztályokra megad egy-egy generáló függvényt.

A megfordítás Rousseau tételének /[_65]j felhasználásával 

/és kis finomításával/ adódik. Ezek a konstrukciók az 

osztályok rendjére vonatkozóan a következő eredményeket 

adj ák:
1. / Ha K önduális maximális osztály, és a definiáló re­

láció d száijiu ciklusra bomlik: rend(k )*2d+l ;

2. / Ha , rend (k ) =2;

3. / Ha K U-tipusu maximális osztály: rend(K)=2.

ható egyetlen f e K  függvénnyel, ha K= Pol(^)
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Az, hogy ha K egy L-tipusu maximális osztály, akkor 

rend(k ]=2, közvetlenül adódik abból a tényből, hogy K 

pontosan az

f (x, , . . . ,x ) = A n. x1 ©  A * x„ ©. , .© A * x ©  a h l  ni 1 1  2 2  n n o

alakú függvényekből áll /l. pl. Rosenberg [60J/, ahol

k=pm és az alaphalmazt (Ep)m alakban reprezentáljuk,

a ©  a Z -beli összeadás /koordinátánként/, a szorzás P
a szokásos /mod p/ mátrixszorzás, ezek egy- ill, kétvál­

tozós műveletek.

A maximális osztályok rendjének legteljesebb leirása 

végül Lautól származik, aki /részben az eddig ismertetett 

eredményeket is felhasználva/ bizonyította, hogy:

2.2. tétel. /Lau QioJ / : Legyen K£.p^ maximális klón.

rend(K) =
í 3, ha K e  S és k=2 , 

(_ 2, ha K & L u U u H o C 1

ha pedig K e C  és a ^ definiáló reláció n-változós és 

centruma P , akkor:

1. / rend(K')=2, ha k-card ( P j í; h és

.$h egyébként,

2. / rend K$|h/2j+l, ha k-card(J1N)^ h
és Ca0 '“  ‘ 'ah-l)e^ ^ card(f aQ,.. ,ah_ 
vagy $aQ, . é . ,ah_.^ n 0.
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A centrális maximális kiónok rendjére - azokban az 

esetekben, mikor nem sikerült pontos értéket meghatá­

rozni - a triviális 2 £ rend(k ) alsó korláton kivül mást 

nem ismerünk.

A monoton osztályok rendjéről még ennél is kevesebbet 

tudunk. Azt a kérdést sem sikerült eddig eldönteni, hogy 

vajon minden monoton maximális klón végesen generálható-e.

A fejezet célja éppen az, hogy a definiáló korlátos 

részbenrendezés szerkezetéből kiindulva feltételeket 

találjunk arra vonatkozóan, hogy a K monoton maximális 

osztály mikor végesen generálható.

Jelölje a K monoton maximális kiónt definiáló re­

lációt R, legkisebb elemét 0, legnagyobb elemét 1. Érde­

kes, hogy mig a K=Po 1(r )s P̂ . klón rendjének meghatározása 

általában nagyon nehéznek látszik, abban a speciális 

esetben, ha R háló, nagyon egyszerűen adódik, hogy 

rend K =2.

Ennek igazolásához csak azt kell észrevenni, hogy a 

monoton Boole-függvények közismert előállítása a követ­

kezőképpen vihető át az R háló monoton függvényeire. Legyen

max (x^, . . . ,xn) = max (x^, max (x2,(...max(xn_1,xn)) ... )

min (x. ,. . . = min (x1 ,min(x2,(.. .min (xn_lfxn^ . ..) (
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ha x > cL , 
egyébként.

Azonnal ellenőrizhető, hogy

1 2̂

f(S )=max(min(Yf jíj,. . .. ^  \x
-1- _ -L S s

n n

ahol s=kn a^ = (a^, n

Többségi függvények és a végesen generálhatóság

Mielőtt nekifognánk a monoton maximális kiónok vizs­

gálatának, szeretnénk felhivni a figyelmet egy lényegében 

egyszerűen igazolható, de a továbbiak szempontjából alap­

vető jelentőségű tényre. Baker-Pixley idézett eredményének 

közvetlen következményeként adódik az alábbi:

2.3. lemma. Ha K£P^ klón, és K tartalmaz a

d (x, . . . , x , y) =d (x, . . . , y , x") = . . . =d (y , x ,. . . , x) = x

egyenlőséggel definiált n-változós többségi függvényt, akkor 

K végesen generálható.

Baker-Pixley tétele szerint ekkor K pontosan az Inv(_K 

legfeljebb (n-lj-változós relációinak polimorfizmusaiból áll.



67

Minden olyan legfelj ebb (n-l)-változós 9 relációhoz ami 
nem Inv(íO-k>eli, megadható olyan fe e K, hogy f<̂  nem 

őrzi a ^ -t, tehát megadható véges sok függvény úgy, hogy 

ezek legfel j ebb (n-])-változós invariáns relációi pontosan 

egybeesnek Inv(K) legfeljebb ̂ n-])-változós elemeivel. Ezek 

a függvények kiegészítve a d ^ , . , . , x  ]feK, függvénnyel 

nyilván a K kiónt generálják. Ha tehát egy K kiónról iga­

zolni tudjuk, hogy tartalmaz n-változós többségi függ­

vényt, akkor azt is igazoltuk, hogy K végesen generálható. 

A 2.3. lemma közvetlenül felhasználható például annak iga­

zolására, hogy a legalább kétváltozós centrális relációval
■ » •»

definiált, az önduális maximális kiónok és a monoton maxi­

mális kiónok közül azok, melyeknek definiáló relációja 

egy L háló, végesen generálhatóak:

Legyen JX tetszőleges permutációja E^-nak. Ekkor a

Íx, ha x=y , 

z egyébként

3-változós többségi függvény eleme S -nek.

Ha L háló, a
u3(”x,y,zj = xvy ) a (x v z ] a fy v z ) és

m 3 ( x ,  y ,  z ]  =  f x  \y j  v  fv x  a  z  ) v  ■ y  a  z )

mindegyike monoton 3-változós többségi függvény / a és 

jelöli az L metszet és egyesités műveletét /.
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Végül ha egy h-változós centrális reláció, h 2

és u a q centruméi eme, a

fa, ha card i /x^=a ’j') 2. h ,
( 1'• ,xh+l^ I u egyébként

definícióval adott függvény h+l-változós többségi függ­

vény, és d ;/x^, . . . ,x^+ }̂ Pol(c , hiszen

ha ; d t . . . /d x^H 4 V > akkor az x^, . . . , x^

vektorok mindegyike olyan alakú, hogy legfeljebb egy ki­

vétellel x^ minden koordinátája azonos f x̂ ' -vei,

különben u előfordulna d x, , . . . ,d x, ;j koordiná-•- —1/ — h*<
tái között. Mivel a d függvény h+l-változós, van olyan 

j index, hogy minden x^ /i^h/ j-edik koordinátája ép­

pen di'xf'j , igy d (xx , . . . ,xh+1) e Pol .

A fenti állításhoz két megjegyzést szeretnénk fűzni:

Az önduális kiónokhoz definiált többségi függvény válasz­

tása valójában nem függött a ÍV permutációtól. Valójában 

tehát azt igazoltuk, hogy SG minden G eZft permutáció- 

csoportra végesen generálható, ahol S_ jelöli a G-vel 

felcserélhető összes függvényből álló kiónt. Ugyanígy 

a centrális kiónok esetében a d függvény definíciója 

csak az u elemtől függött. Ezért, ha ^ ̂  / i <= I / h-vál- 

tozós centrális relációk olyan családja, melyre vala­

mely u G E k minden Ct centrumába beleesik, akkor

K = Pl Pol ( p  .) szintén végesen generálható, 
i fe I  ̂1
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Monoton maximális kiónok

Térjünk most már rá a monoton maximális kiónok 

vizsgálatára; arra a kérdésre keressük a választ, hogy 

az R részbenrendezés milyen tulajdonságai garantálják 

n-változós többségi függvény létezését Pol(R)-ben,

Először is belátjuk, hogy háromváltozós többségi 

függvény létezése jellemzi a hálókat a részbenrendezések 

között.

2.4. lemma. Ha R olyan korlátos részbenrendezés, hogy 

Po 1(r ) tartalmaz háromváltozós többségi függvényt, akkor 

R háló.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy R nem háló. Legyen a,b,A,B 

az R négy eleme, úgy, hogy a, b-nek nincs legkisebb fel­

ső korlátja, de mind A, mind B minimális felső korlátjuk 

/ 2.1. ábra/

2.1. ábra
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Legyen d(x,y,z) többségi függvény, Ekkor

d(a,b,b")=b, d(a,B,B)=B

d(a,b,a)=a, d(A,A,B)=A

d(a,b,B)=x és

d 6 Pol(p)-bol

aí xí B és bs$x$A következik,

ami lehetetlen.

A legkisebb elemszámú korlátos részbenrendezés, 

amely nem háló, a hatelemü halmazon konstruálható:

1

2.2. ábra

Jelölje Rg az ábrán látható részbenrendezést.
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2.5. lemma. Pol ^Rg) nem tartalmaz négyváltozós többségi

függvényt.

Bizonyítást Legyen négyváltozós többségi

függvény, d (a,b, A, Bj =x. Ekkor A>a, A > b  miatt

Hasonlóan B£x, a$x, b$x is bizonyítható.

A fenti lemma könnyen általánosítható.

2.6. lemma. Ha az R korlátos részbenrendezés nem háló, 

Po 1(r ) nem tartalmazhat három- vagy négyváltozós több­

ségi függvényt.

Bizonyítás. Elegendő a négyváltozós esetre szorítkozni, 

ezt ugyanúgy láthatjuk be, mint a 2.5. lemma állítását.

Meg fogjuk azonban mutatni, hogy Pol(Rg) tartalmaz 

ötváltozós többségi függvényt. Először is vezessük be az 

u3(x,y,z] és m3^x,y,z) következő általánosításait: 

Legyen (l , a  , v) háló, n>3. Definiáljuk az un 'mn 'dn 'Dn 

n-változós függvényeket:
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2.7. lemma. Az un , , D^, függvények Pol(L^-beli

n-változós többségi függvények.

Bizonyítás. A függvények monotonitása nyilvánvaló.

Legyen x='x,x, . . . ,x,y ,x,<..,x). Ekkor pl.

n ( x ) = i\ X v x ) a  (x v y) = x a (x v y ) = x .

1 < i < j v. n

Hasonlóan egyszerű számolás igazolja, hogy mn(jx)=x, és 

világos, hogy

d f x V  u fxVim (x) = m fxiVu (x )= D x = x. nt— J n1'-— lAUln \— ) n v_— Jv nv— i n—

Megjegyezzük még - erre a továbbiakban szükségünk lesz -, 

hogy x áy esetén dn( x ^ D  'y'-.
5? s’ s’Jelölje R a 2.3. ábrán látható részbenrendezést.

1

2.3. ábra
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R nyilván háló/ R alaphalmaz tartalmazza Rg alaphal­

mazát, és ha x,yéRg, akkor x < y  /Rg-ban/ pontosan ak­

kor teljesül, ha x <; y /RK-ban/. Ez a tulajdonság bizto­

sítja, hogy ha f (x) monoton függvény, f (_x>: (RX)n— ^RX , 

és xe(Rg^n esetén f(x)fcRg, akkor az f megszorítása Rg-ra 

szintén monoton függvény.

Megjegyezzük, hogy minden R részbenrendezés beágyaz­

ható a fenti rendezéstartó módon egy L hálóba /Grätzer

[31]/.

2.8. tétel. PolíR,X| tartalmaz ötváltozós többségi függ-----------  v ^
vényt.

Bizonyítás, Legyen

U = { i < E 6j5; card ' í i ! xi& jl,A,B^)> 3 1* "felső ötösök"

Ln>04,’>V XI■•-i—■
II> card \ i í x±e ̂ 0,a,b]) > 3 ?: "alsó ötösök".

Világos, hogy U\V - 0 és U v  V -Rg •
Definiáljuk a d . x ^ x ^ x ^ x ^ x ^  függvényt úgy,

hogy dfx l:("Rg] Rx

d(x ]
m ■ na x e u

5' ha x feV
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d(x)/U a V = 0 miatt/ jól definiált, és m5, u^ definí­

ciója miatt nyilván többségi függvény. Először is belát­

juk, hogy díx1) valójában (r ^  5~d>Rg leképezés, azaz ImCdj&Rg. 

Legyen x = fx^, . . . , x^é=U . Ekkor legalább két Összehason­

lítható koordináta van x-nek [l, A, B^-be eső koordiná­

tái között, jelölje ezeket x^, Xj és legyen x^ x^ .

Ekkor xi a Xj =x^, s ezért m ^ x  j^x^, azaz d (x) e U. Ha­

sonló érvelés mutatja, hogy ha xeV, akkor d/x)eV.

Bizonyítani kell még, hogy d (x) ePol^Rg) , azaz d 

monoton. Legyen x, y  ̂ > x szerint.
Ha xeV, y. eU, akkor d (x) €^a, b , 0 d(y)= |a ,B,1 ^

miatt d^xjéd^y). Feltehető tahát, hogy xtV, ^ eV.

/Az x eU, y e ü  eset bizonyítása az alábbi "dualizálása", 

xfeU, y e V  pedig nyilván lehetetlen/:

Miután x “ben /, x ^ y  (R+f -ben, és igy

d (x )= u^^x^-u5(x) “ d(̂ y) , u^ monotonitása 
miatt Rx -ban.

Láttuk, hogy d(x)éRg, d(y)fc Rg, s igy d (ói)^d(y) R - 

ban. Ezzel bizonyítottuk, hogy:

2.9. tétel. A K=Pol (r  ̂) klón végesen generálható.

Mielőtt továbbmennénk az n-változós többségi függ­

vények és a korlátos részbenrendezések kapcsolatának
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vizsgálatában, egy kis kitérőt kell tennünk. D. Lau, 

idézett cikkében, szintén bebizonyította, hogy Pol(Rg) 

végesen generálható, és rendje 2. A bizonyítás konstruktiv, 

megad egy sor egyváltozós és néhány speciális kétváltozós 

függvényt, és hosszadalmas számolás eredményeként kijön, 

hogy a megadott függvények generálják Pol(Rg)-ot. A mód­

szer - a kiinduló függvények erősen speciális választása 

miatt - D. Lau szerint sem látszik általánosithatónak, a 

bizonyítás sok helyen kihasználja, hogy éppen Rg-ról van 

szó.

A monoton osztályok rendjére vonatkozó becslést mi 

nem fogunk adni, viszont az n-változós többségi függvé­

nyek keresésének módszere a korlátos részbenrendezéseknek 

a hálóknál jóval bővebb osztályára működik.

Nézzük meg először, mennyire "öröklődik" a többvál­

tozós függvény létezése algebrai konstrukcióknál:

Legyen R részbenrendezés, f: R «— } R monoton leképe­

zés. Az f ̂ x) függvény retr akció, ha f (f = f Cx ) t azaz
x fe lm(f}-re fCx)= x teljesül.

2.10. lemma. Legyenek R^, R2 részbenrendezések /nem 

feltétlenül korlátosak/, Tegyük fel, hogy Pol^R^), ill. 

Pol^R2) tartalmaz n-, ill. m-változós többségi függvényt.
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Ekkor:

x. I ha R' az retraktja, akkor Pol(R') is 

tartalmaz n-változós többségi függvényt, 

ix. I Pol(R^ x R̂ ") tartalmaz max (m,nj-változós 

többségi függvényt.

Bizonyítás.

i./ Jelölje ^  azt a retrakciót, amelyre Imí?)= R' és 

^1(xl'‘ ',Xn^ a Po  ̂ R1 “keli n-változós többségi függ­
vényt. Legyen

d*(xl' ,. . fxn) = xltm . . ,xj).
Egyrészt világos, hogy Im^d^íLR' , másrészt ha

a = (x, . . . ,x,y,x, . . . ,x\ x e R' , y €•■ R' , akkor 

dx (̂ a ) =<f(d^(a)) = ?(x} = x.
X Xd monoton, hiszen mind d, mind $ monoton.

xx / Feltehető, hogy nim, azaz max(n,mj=n. Először is 

definiáljuk a d'(x^,...,x  ̂ n-változós többségi függvényt

Pol (jO-ben az m-változós d„ fx. , . . . , x \ t Pol í R_ segitsév 2 2 "■ 1 m 2
gével: minden (x^,.. . , x^) €- R^ -re legyen

d (x j t ... / x^ • — d 2' x ̂ , . . . , xm i.

A definíció nyilván korrekt, és d' monoton többségi
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függvény. Legyen a dX (x]:(R1 x R ^ n ( r 1 x R2) leké­

pezés a

^ (( xi • Yg) • lx2 '^2^ ' ’ ‘ * ̂ n'^n') =

O^i Cx^' * * • • xri's) • ^ (yx • • * • • Yh'Í)

egyenlőséggel definiálva/ ahol x^GR^, y. e R2 /1 <i ^n/. 

d nyilván monoton lekepezes, hiszen koordinátánként az, 

továbbá, ha

a = ((x,y) ,(x,y),.. . ,(u,v),.. ., (x,y)) x r 2) n ,

d ( 3.)— (̂ d̂ (̂ x/x r • * . / U, • . . , x^ , d * y f » * » / v , • » • y ̂ ̂ ̂  (x t y ̂

azaz d valóban többségi függvény.

Ezzel bizonyítottuk, hogy az olyan részbenrendezések 

halmaza, amelyek tartalmaznak /rögzített n-rej n-változós 
többségi függvényt, zárt a direkt szorzat képzésére és a 
retrakt-képzésre. Részbenrendezéseknek a fenti két művelet­
re zárt osztályát nevezzük /Rival és Duffus p27] nyomán/ 
rendezésvarietásnak.,

2.11. következmény. Az előző lemma bizonyításából adódik, 

hogy azok a részbenrendezések, melyek polimorfizmusai kö­

zött van n-változós többségi függvény /n^.3/, rendezés- 

varietást alkotnak.

Ezáltal végesen generálható M-tipusu maximális kiónok-
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nak máris egy nagy osztályát nyertük: tekintsük az ösz- 

szes hálók és az Rg által generált rendezésvarietást. 

Ennek minden R eleme olyan, hogy Pol R tartalmaz öt- 

változós többségi függvényt, következésképp végesen 

generálható.

A továbbiakban először megfogalmazunk és bizonyl­

tunk egy szükséges feltétéit arra vonatkozóan, hogy egy 

R korlátos részbenrendezés polimorfizmusai között legyen 

n-változós többségi függvény.

Az R egy H részhalmazát konvexnek nevezzük, ha x € H  

y éH maga után vonja, hogy minden z c r , x $ z $y-ra z 

is H-beli. Az jx^,...,xnj halmazt antiláncnak nevezzük, 

ha i^j esetén x^ nem összehasonlítható x^-vel. Egy anti 

lánc maximális, ha újabb elemmel nem bővithetö.

2.12. tétel. Legyen L véges háló, H konvex részhalmaza 

L-nek, ^O,l|nH=0. Jelölje R az L ̂  H korlátos részbenren- 

dezést. Ekkor Pol(R) tartalmaz 2t+l-változós többségi 

függvényt, ahol t az L-beli antiláncok elemszámának 

maximuma.

Bizonyítás. Legyen

A =[x é R; 3 y é-H úgy, hogy x $ y ] f 

B = R v A .
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Először is megjegyezzük, hogy ha xfcA|zfeL és z ^ x ( 

akkor z c. A . x e A  miatt létezik ugyanis y € H  úgy, 

hogy x^y, azaz z ^ x ^ y .  Másrészt z nem lehet H-beli, 

hiszen H konvex, és igy z *= H-ból xfeH következnék. 

Hasonlóan, ha x e B, zéL, z^x, akkor zéB; valóban, z 

a H konvexitása miatt R-ben van és ze A-ból x t  A követ­
keznék.

Legyen n=2t+l, és definiáljuk - a 2.8 .tétel bizo­

nyításához hasonlóan - Rn egy (u,v) partícióját:

U = ^x fcRn | x legalább t+1 koordinátája B-beli ]

V = íx e Rn [ x legalább t+1 koordinátája A-beli  ̂.

Nyilván U ^ V  =0 és U u V  = Rn .

Definiáljuk a d(x) : rR — 5 L függvényt: legyen

d (?0 =

r Dn(ji)' ha xeu ;

[ dn ^x^, ha x e V  .

Dn , d^ a 2.15. lemmában szereplő függvények, azaz

V r b  un(=Ü'""nÖÖ .

dnfe)= un(í) ' " n i  '
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Először is: Im(dj<^R. Legyen ugyanis a =(x^, . . . ,xn f̂cU, 

ekkor legalább t+1 koordinátája B-beli, ezek között 

található i,j indexpár úgy, hogy $ x .. /n választása 

miatt van legalább két összehasonlítható elem a t+1 között. / 

Ekkor

m n (a^)>xj , s igy

Dn(jL)£x_. , tehát

d(a)= Dn(_â  fc E. hasonlóan, ha a =(x^...,x^eV, 

akkor d ^ a ^  d^a'jfeA.

d(V) nyilvánvalóan többségi függvény; be kell még bizo­

nyítani, hogy d ̂ x lePol R .

Legyen x e Rn , y e Rn , x < y_ , , . . . , xn) , y_= (y 1,. . . , yn) .

Ha xf U, y. nem lehet V-ben, ugyanis lenne legalább egy 
olyan i koordináta, melyre B és y e A teljesül,

miatt pedig x^eA, ami ellentmondás.

Ha xeV, ^_6U, akkor d(x)= dn (x) és d(y,) = D 

és a 2.7. lemma bizonyításának végén tett megjegyzés ér­
telmében dn^ x ^ D  ^ ) .

Az x,Y_fcU és x,y_ t V esetek teljesen hasonlóan ke­

zelhetők, egymás "duálisai". Ezért csak az _x,y, fc U bizo­
nyítást részletezzük:

)
d(x)= Dn(̂x )/ d(j£) = Dn (x)' a Dn maga monoton 

függvény, tehát:

d G 0 =  Dn0i)^Dn(X) = d (l) •
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A többségi függvény változószámára adott n=2k+l érték ter­

mészetesen nem pontos. A fenti konstrukció jó pl. akkor, 

ha n=2m+l, ahol irt az A és B halmazokban található anti- 

láncok elemszámának maximuma.

Láttuk, hogy pl. az Rg korlátos részbenrendezés 

polimorfizmusai nem tartalmaznak négyvál';ozós többségi 

függvényt. A következőkben ezt a konstrukciót fogjuk ál­

talánosítani. Legyen m 2  2, és jelölje h (£) az ösz-

szes nem-üres részhalmazainak a tartalmazásra nézve rész- 

benrendezett halmazát. Adjunk ehhez a halmazhoz három to­

vábbi elemet, a,b és 0-t és terjesszük ki a H ( 0  rész- 

benrendezését ezekre az elemekre is, legyen 0<a, 0 <b

és a <x, b < x minden xeH(í) -re. Jelölje az igy ke­

letkezett korlátos részbenrendezést R(t). R nem háló, 

hiszen a-nak és b-nek nincs legkisebb felső korlátja.

Speciálisan r (_2) izomorf a már vizsgált Rg részbenren- 
dezéssel. R(3j szerkezetét a 2.4. ábra mutatja.

(0,1,1)

2.4. ábra
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Vegyük most hozzá az R ̂  részbenrendezett halmazhoz 

egy további c elemet úgy, hogy a<c, b < c  és c-cx 

teljesül minden xt-H(i)-re. Jelölje az igy keletkező 

korlátos részbenrendezést RX(£) . RX^2) izomorf lesz 

a jól ismert RX -gal. Könnyű belátni, hogy RX(£) háló: 

a c-nél nagyobb elemek halmaza és c együtt izomorf E^ 

összes részhalmazainak hálójával, a ^0,a,b,c^ az E2 
összes részhalmazainak hálójával, és ez a két háló úgy 

illeszkedik egymáshoz, hogy az első "0" eleme a második 

"1" eleme. R (3) alakja a 2.5. ábrán látható.

A 2.13. tétel szerint R (l) polimorf izmusai között

van

l
JL

fi \
-1
2.1)

+1 -változós

— egészrészét jelöli. 
X

többségi függvény, ahol

Ez az eredmény tovább

élesíthető.

2.5. ábra
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2.14. tétel. Pol(r (£)) tartalmaz £+3 -változós több­

ségi függvényt.

Bizonyítás. A 2.13. tétel bizonyításához hasonlóan legyen
»

A = fo,a,bij ,

B = h (£) ,

n=£+3, és

U = [x£R(£)n | legalább k+1 koordináta B-beli ] ,

V = {x e | legalább 3 koordináta A-beli  ̂.

Most is világos, hogy UAV =0 és U v v = r (-C) n , A 

d(x.^,...,xn) függvényt definiáljuk ugyanúgy, mint a 2.13. 

tételben, az L háló szerepét RX(£) veszi át. Ugyancsak 

egyszerűen adódik, hogy

x é  B, y & RX( t) , x A y esetén y 6 B és

x é  A, y é R' Hí) j y ^ x  esetén yé A .

Ha xéU, akkor legalább -t+1 koordinátája B-beli. Ekkor 

van két különböző index, i és j úgy, hogy x^/\x^ szintén 
B-beli, hiszen B = , és egy £-elemü halmaz összes rész­

halmazai közül nem lehet L +1 darabot kiválasztani, hogy 

bármelyik kettő metszete üres legyen. így tehát mn (xjéB 

/hiszen ran (i))xi /'lXj , DnÍ £ H B ' és ezért d(x) fcB. 

Hasonlóan, ha xf V, akkor d(x) = d a( d * A - Az, hogy
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d^x)6P°l (r («>) , hasonlóan adódik, mint a 2.19. tétel­
ben.

2.15. lemma. Po 1(r(í)} nem tartalmaz t+2 -változós több­

ségi függvényt.

Bizonyítás. Legyen Y± N [i] , /i=0,l, ... ,-.-1/.

Világos, hogy nincs olyan z f r(í) , amelyre aé z, b é z

és z í Y, /i=0,1, . . . , ;̂-l/ egyszerre teljesülne, hiszen

a éz, b í z  miatt zeH(2) , ugyanakkor 0  Y. = 0 .
iCEe1

Legyen d ,...,x^+ 2 ) többségi függvény, és legyen

z = d ( [o] , [ l] , . . . , [l -l] , a,b ) . Tegyük

fel, hogy d £ Pol ( r ( l)) . Az a [i] , b 4 (i j /if / 

egyenlőtlenségekből

z >, d (a,. . . ,a,a,b)= a és 

z ^ d  ( b , . . . ,b,a,b )= b , az

[i] é Y . /i^j / egyenlőtlenségekből pedig 

Z éd ( Yi ,Yi , . . . ,{i] , Yi , . . . ,Y± ) =Y± /if E1/

következnék, ami ellentmondás.

Kombinálva a 2.14. tétel és a 2.15. lemma eredményeit, 

kapjuk az alábbi tételt:

2.16. tétel. Minden n >, 5 egész számhoz konstruálható
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olyan R korlátos részbenrendezés, amelyre Pol(r ) tartal­

maz n-változós többségi függvényt, de nem tartalmaz n-1 

változós többségi függvényt.

Jelölje LH a 2.12. tételben megadott tipusu korlátos 

részbenrendezések osztályát, V^(l h ) ennek lezárását a 

véges direkt szorzatra és retraktképzésre. Ha R korlátos 

részbenrendezés, jelölje t(R) a Pol (,R) -ben található 

n-változós többségi függvények aritásának minimumát.

Az M-tipusu maximális osztályok generátorrendszereire 

vonatkozó eredményeket - a 2.12. tétel, 2.10. lemma és 

2.3. lemma állításának összekapcsolásával, az alábbiak­

ban foglalhatjuk össze.

2.17. tétel. Ha az R korlátos részbenrendezésre teljesül 
az alábbi két feltétel bármelyike, akkor Po 1(r ) végesen

generálható.

a. / R a Yp (LH) osztályból való;

b. / R egy, a korlátos részbenrendezések olyan R osz­

tálya által generált rendezés-varietásból való, 

amelyre megadható egy m (3 t m ^  ex? ) korlát úgy, 

hogy minden R'€ £-re t (R') ^ m .

A 2.17. tételben nem irtuk fel az összes részbenrendezése- 

ket. Azt, hogy van olyan korlátos részbenrendezés, melyre 

sem az a./ =e™ ab./ ^eltétel nem teljesül, úgy mutatjuk
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meg, hogy adunk egy példát olyan R korlátos részben- 

rendezésre, amelynek polimorfizmusai között nincs több­

ségi függvény. Ez természetesen nem jelenti azt, hogy 

Pol(Rg) nem végesen generálható - csak annyit, hogy 

ezekkel az eszközökkel nem tudjuk bizonyítani, hogy az. 

Valójában nem tudjuk, hogy Pol ( Rg) végesen generálható-e.

2.18. tétel. A 2.5. ábrán látható Rg részbenrendezésre 

Pol(Rg) nem tartalmaz /semmilyen aritásu/ többségi függ­

vényt .
I

2.5. ábra

Bizonyítás. Az állítással ellentétben tegyük fel, hogy 

a d(x^,. . . többségi függvény Pol (Rg) -beli . Először
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is, a, c < £, cíe, d^f, d^e egyenlőtlenségek miatt 
xe(c,d)n esetén

d(x)^d(e,..., e)=e és

d(x)<d(f,. . . ,f )=f ,

továbbá c^a, c£b, d^.a, d £ b  miatt 
d(j*)£-d(a,...,a) =a és 
d(x)^d(b,...,b)=b j 

tehát x£jc,d]n esetén dQc) €• ̂ c,d^. 
Tekintsük az

x1 = Cd, c , c, . . . , c ) f 
2x =(d,d,c,...,cj/

xn 1= (d,d,d,...,d,c)

vektorokat. Mivel d(x^}=c és d^x11 =d, létezik olyan

j index, hogy dQc^j^ c, és d^x-]+1)=d. Legyen

z =(d,d,...,d,e,c,...,c ) ,
u — (̂f ,f,...,f,e,f,...,f) ,

„ i j+1ahol az e a j+1 -edik helyen all. Egyrészt z£xJ és ,

ezért d(z_)£d és d ^ ^ c ,  másrészt :z^u és zg(e,e,.. . ,e,ej,

ezért d(zj^ f és d(zj^e. Ez pedig nyilvánvaló ellentmondás,

hiszen R nem tartalmaz c, d és e,f közé eső elemet,o



88

III. P3 önduális osztályainak szerkezetéről

E fejezet célja az, hogy részletes leirást adjunk 

maximális önduális osztályának részklónjairól, pontosabban 

a részklónok egy nagy csoportjáról. Jelölje e fejezetben 

S az x+1(mod 3) permutációval felcserélhető P3~beli függ­

vények halmazát, Lg pedig az S részklónhálóját. Bár S 

részklónhálójának itt adott leirása nem teljes abban az 

értelemben, hogy nem ismerjük minden klón helyét és bá­

zisát, a háló néhány jellemző tulajdonsága és bizonyos 

intervallumai pontosan és hiánytalanul megadhatók.

Meg fogjuk határozni Lg összes atomját; duális atom­

ját; az összes olyan kiónokat, melyek Lg minden automor- 

fizmusánál helyben maradnak; az összes olyan S-beli kió­

nokat, melyek tartalmazzák a dCx,y,z) duális diszkrimi- 

nátort, ill. a t(x,y,z) un. ternáris diszkriminátort /l. 

Fried-Pixley [.29] és Pixley [46]/. Megadjuk az 

(X3(x,y,z) ,s) intervallum összes elemét.

A vizsgálat körébe vont kiónoknak megadjuk egy-egy 

bázisát, és a kiónok egymáshoz viszonyított helyzetét 

az Lg hálóban. A fejezet logikailag három részre bontható: 

az első részben definiáljuk azokat az S-beli kiónokat, 

amelyekkel foglalkozunk, és az Lg háló néhány tulajdon­

ságát bizonyltjuk. A második részben minden kiónhoz meg­

adjuk annak egy bázisát, a harmadik részben pedig az
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egyes osztályok közötti tartalmazási relációkat.

E fejezetben gyakran fogunk beszélni E^ egy adott 

részhalmazát őrző függvényekről. Ezt a kifejezést mindig 

abban az értelemben használjuk, hogy f megőrzi azt az egy­

változós centrális relációt, amelynek centruma a szóban- 

forgó részhalmaz: f (x^ ,. . . , Xn) H-őrzö, /ahol H<tE^/, ha

(x^,. . . , Hn esetén f (x^, . .. ,xn) eH.

Lineáris függvényen az
rv

f(xl.... xn> = 2 1  aixi +ao

alakú függvényt értjük. Az összeadás és szorzás mod 3 

értendő az egész fejezet során.

Lg bizonyos elemeinek leirására a következő észre­

vétel ad lehetőséget: Legyen f(x^,...,xjf S £o,lj-őrző 

függvény. Ekkor beszélhetünk az f (x^,...,xj úgyneve­

zett Boole-megszoritásáról, amit Bf ('x̂  , . .. ,x^ -el jelö­

lünk :

Bf (x1, . . . ,xn)e P2 és

Bf (x1, . . . ,xnj = f(x1,...,xn) , ha(x1, . . . ,xn)^íb,l] n

Ha K C S  olyan klón, amelynek függvényei mind [o,l]-őrzők, 

a BK= [Bfj feY.] függvényhalmaz - a K Boole-megszoritása - 

P2 egy részklónja: a függvények Boole-megszoritásából elő­

állítható P2-beli kiónok nyilván részklónjai.
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Ha pedig K c c ^ c  P^, a

K' = { f € S  | Bf € K \

halmaz nyilván S egy részklónja. Sajnos, általában nem 

igaz az. hogy minden részklónjához csak egy olyan S- 

beli klón tartozik, melynek Boole-megszoritása K.

Ha f 6 $  , és értelme van Bf-rol beszélni, Bf(x)=x és 

nyilván fCx)=x. Ha f€ és f nem projekció, de {0,1^-

örzo, két lehetőségünk van: Bf(x,y)=xvy ill. Bf (x,y) =x n y ,* 

f mindkét esetben egyértelműen meghatározott Bf által.

Ha viszont f legalább háromváltozós, az első fejezetben 

definiált ^  (_x,y,z) majdnem-projekció jól mutatja, hogy 

a Boole-megszoritás nem határozza meg a függvényt, hiszen 

£3 (x,y,z) ̂ 43(x,z,y) , de B^3(x,y,z)= B £ (x, z ,y) =x. Mivel 

az f(x) = x P 3~beli függvény Boole-megszoritása is x, 

a K1 =fx^£P3 és K2 =[£3 (x,y, z)]c ?3 kiónokra BK^=BK2, de 

K1^K2 * Az f(x )=x függvények mutatják azt,
hogy a Boole-megszoritás a függvény aritását nem hatá­

rozza meg.

Először is nevezzük el S bizonyos részklónjait:

3.1. Legyen O = [{x ̂

L = [ff | fe S és f lineárisj]

L^= f | f e L és f O-őrző

L2= [f x, x+1, x+2 []
S0= [(f | f e S  és f O-őrző }]

S2= [ff | fS S és f felcserélhető a

/ÍTCx')= 2x permutációval^]
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A fentiek olyan kiónok, melyek függvényei nem mind őrzik 

meg a {0,l"\ halmazt. Vezessük be az S, SX , s r : L 2- » L s

leképezéseket.

3.2. Legyen KCP2 egy a

C4' V ^1' F 2 * ^4 ' *̂ 1r

F5' F 3 F5 * * ‘ * ' £ 5 '

F 6' F6' * * * , *6 '

Fl’ ’
yen... 2_ f

F2 ' F 2' . • . , f 2 , P^,

kiónok közül. Jelölje SK azt az S-beli kiónt, melyre 

SK =| f e S  j f őrzi a [0,1^ -et és Bf e K̂ .

3.3. Ha K £ P 2, K e D 1,D2 , L4,01 , legyen

S2K ={f [ f őrzi a  ̂0,1^-et, f í S2 és Bf & K i-

3.4. Ha SK,(s 2k )az SD2,S2D2, SF2, SF3 ,...,SF2 , ss1, SF6
SF^5, SP^ kiónok valamelyike, akkor jelölje SXK, (s^K) az 

összes olyan f (x^ . . SK (S2K) függvényt, melyre igaz, hogy

(* )

ha f ("x 2̂, . . . , 
val olyan g( 

melyre Bg

h xDl...... x0

néhány változó azonositásá-

...,x függvénybe megy át, 
Pm

..,,x ) = x , akkor 
PmJ pi
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Erre a tulajdonságra később is mint a {*) tulajdonságra 

hivatkozunk majd.

3.5. Ha pedig K=S^ vagy K=P^, legyen

RK =^f |f őrzi a [o,l^-et, Bf e-K és f és Bf a

változóknak azonos halmazától függ lénye­

gesen ^

A 3.1. - 3.5.-ben megadott kiónok bázisait és egymáshoz

való viszonyát fogjuk leirni. A 3.1., 3.2. és 3.3. alatt

definiált függvényhalmazok nyilvánvalóan zárt halmazok .

Miután összes függvényei

f ( x . a . x .  + a„x„+...,a x alakúak, és v 1 n' 1 1  2 2  n n

2_a^2x^) = 2 a^x^) , ezért minden

függvénye felcserélhető a /]T(x')=2x permutációval, tehát

Llí S2"
Az S2 minden függvénye felcserélhető az x+1 és a 2x 

permutációval, következésképpen minden permutációjá­

val, azaz S2 a háromelemű halmaz homogén függvényeinek 

osztálya. Nyilvánvaló, hogy S2 elemei O-őrzők, tehát 

S2c S q . Azt kell megmutatnunk, hogy a 3.4. és 3.5. alatt de­

finiált függvényhalmazok valóban zárt osztályok.

A P2~ben érvényes dualitás miatt nyilván elegendő 

az S* F2 , SXF2, . . . ,S*F2°, S5íS1, SXD 2, S2D2 halmazokra
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szorítkozni, Legyen K a fenti függvényhalmazok egyike,

Világos, hogy Bf£K, csak azt kell megmutatnunk, hogy 

a (x)tulajdonság is teljesül f-re. Ennek bizonyítása 

kissé hosszadalmas, de nem nehéz; itt terjedelmi okok­

észrevételen múlik, hogy ha f , Si /ül*
beli függvények, akkor az fq (f^,...,f^j lényeges válto­

zóinak halmaza egyesítése az f , f^,...,fm lényeges vál­

tozói halmazának.

Tekintsük a T ;  E3 -^>E3, = 2x+l permutációt.

Feleltessük meg az f (x^, . . . , x^e-S függvénynek a

fo / • • • /f fc S*K és m

ból nem részletezzük. /Megtalálható a ĵ 24j dolgozatban./ 

Az RS^ és RP^ osztályok zártságának igazolása azon az

'ír(^'(x1) , . . . , ^ ß  - 2f C2x1 + l) ,. . w  (2xn+1))r • • • r

függvényt. Mivel

2 (f C2 £x^+l") +1),...,(2 (x+l] +1 )) +1 - 
2(f(2x1, . , . ,2xJ) + 1 =

2(f^(2x1+l) , . . . , (2xn+l'l) -2+1 =

2 (£([2x^1) , . , . ,(2xn+l)}+l) +1 ,

• • • 9

r • • • r

r • * • r

+ 1
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ez a megfeleltetés /az E^ elemeinek ez a permutációja/ 

S-beli függvényt S-beli függvénybe visz át, Ennél a meg­

feleltetésnél az SF/̂  és SF^ f JU, * 2,3, . . . ,od /, az 

SF^ és SF^ , SSX és SP^ és SXP-L, RSX és RP ill.

SXF2 és SXF^ osztályok lesznek rendre páronként egymás 

képei. /Ez közvetlenül következik a definíciókból és ab­

ból, hogy 2x+l a Boole-megszoritásokon pontosan az L2 

hálónak a (̂ 0,1) permutáció által indukált automorfizmusát 

eredményezi. /

A 2x+l permutáció - mint láttuk - az Lg háló egy 

automorfizmusát indukálja. Az S, L, S^, S2, SC^, SA^,

SD^, S D 2 , S D2 , S 2D i , SL^, S01, S2D2 , S2D2 , ^2^4' ^2^2' 
L^, L2, 0 osztályok ennek az automorfizmusnak fixpontjai. 

/Hiszen Boole-megszoritásuk a (0 l) permutáció által L2~n 

indukált automorfizmusnak szintén fixpontjai, az S, S2 

operátorok és a(x) tulajdonság pedig függetlenek az alap­

halmaz elemeinek fenti permutációjától./

A későbbiekben látni fogjuk, hogy a fent felsorolt 

osztályok kimerítik az Lg háló fenti automorfizmusa fix­

pontjainak halmazát.

Az L, S^, S2 osztályokról eddig elmondottak, to­

vábbá a kiónok Boole-megszoritásainak tartalmazási vi­

szonyai, melyeket P2 szerkezetéből jól ismerünk, vala- 

mint az a tény, hogy ha K C P2 kiónra mind SK, mind S K
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definiálva volt/ akkor SXKÉSK, lehetővé teszik/ hogy 

egy diagramon ábrázoljuk a definiált osztályokat /3.1. 

ábra/. Az ábrán két klón között rajzolt vonal e pilla­

natban csak annyit jelent, hogy a följebb rajzolt tar­

talmazza a másikat. Még hátra van annak bizonyítása, 

hogy a diagram teljes, abban az értelemben, hogy két 

folytonos vonallal összekötött klón közé nem lehet 

beiktatni mindkettőtől különböző harmadikat. Mielőtt 

ebbe belefognánk, meghatározzuk a felsorolt kiónok 

egy-egy bázisát.

S részklónjainak bázisai

S.S. Marcsenkov [_43~]-ban leirta S összes homogén 

részosztályának szerkezedét és bázisait. Mint azt lát­

tuk, S homogén részklónjai pontosan részosztályai,

azaz az S 2, S 2 D , ^2^2* ^2^ 2 r ^2^4^ ^2^1* h ̂ ^  • 
Tartalmazási viszonyaikat a 3.2. ábra mutatja, bázisai­

kat szintén a [_4 3] munkából idézzük.
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3.1. ábra
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3.2. ábra

Legyenek *í(x,y,z ), f (x,y, ẑ  , £"(x, y , z ̂ [ 0,1^ -őrző
S-beli függvények úgy, hogy

B ̂ (x,y,z)=x, ^(Ö,l,2)=l, tf(6,2,l) =2 ,

B <f(x,y,z)=xyvyzvxz, f (0, 1,2) = v| (0,2,1} =0 ,

B £{x,y,z) =x+y+z /mod 2/, y(0,1,2) = ̂ (ß, 2 , l) =0 .

A ( függvények jól definiáltak. Marcsenkov ^4 3]-

ban megmutatta, hogy

3.1. 1emma.

J C| (x,y,z), 2x+2y ̂ 
^  C x, y , z ) , ̂ (x,y,zN)} 
j (x,y,z) , <|/(x,y,z )}

i H
\^(x,y,z ){

\ Cx,y,z ) } 
f 2x+2 y ^

bázisa

bázisa

bázisa

uázisa

bázisa

bázisa

bázisa

S2~nek,

S2Dl-ne^' 
S2D2~nek,
r"ííh -nek . 2 2 ne/.,
S2L^-nek,

S2°l_nek' 
L-^-nek.
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Az 0 bázisa természetesen jx^ , rendje 1.

Az L1 rendje 2, S2, S2D1, S2D2, S*D2 , S ^ ,  S201 rendje 3. 

Az L2 hálónak fentebb leirt szimmetriája miatt csak az 

sa4, sd.̂  s d 2 , s*d2, sl4, solf l2, sslf sxs1, RS1 ill.
SF/*, SF^, Sx F/2 / , . ü = 2 , 3 , / osztályokkal kell 

foglalkoznunk.. Triviálisan adódik a következő állitás:

3.2. lemma. Az L2 osztály bázisa \.x+l^ , rendje 1.

Jelölje coak(x,y,z) azt a függvényt, melyre cü^B S,

Ö ^ a b ( X 'y 'Z  ̂= x '

^ abf0,l,2)=a,

tJabC°/2^ =bf (a,b e e3) •

3.3. lemma. coQ^x,y,z) bázisa SO^-nek. SO^ rendje 3.

Eizonyitás . Világos, hogy ccQ  ̂(x, y , z j e SO^ .

(̂ oQ^(x,y, z)-bői nyerhetők a következő függvények:

i 0 i i ( x , y , z ^ i ( u o oiC*,y,z) # w olCy»x,z) , y)

c0 i2(x ,y,z)^0i(ucii(x ,y,z) , ccQl(y,x,z) , y)

60 20^X,Y,Z')=L:'ll^l2^X,y,Z  ̂' z'x )

O o 22CX/y#z) =UL 1 ^  12ÍX 'Y'Z )' Z / ^ olCx /Y/z) •

I
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Legyen f (x^ . . . SC>1# Ef (x± ,. . . ,x ) = x±. Mivel n ̂  2-re 

f(x^,x2) = x^ adódnék, feltehető, hogy n>3. Ebből 

következik, hogy rend =3.

Mivel tJ12(x,z,y)= ^  Cx,y,z)#

[oc 12 (x,y,z)] = S201 ,

azaz megkapunk minden olyan f ,. . . ,xn  ̂ függvényt, amely­

re Y\.

Bf q i • * • t — ® ® a ̂ ^^3) j —= (a 1 / • • • t a^) /

a^=0, J[a2,...,an  ̂2 1̂/2  ̂ esetén

2f (a, ,. » . ,a *) = f ( 2a, , ,2a ) /Marcsenkov £43]/ ,-1- 1X i/ —X- X X7
Jelöljük A^-nel a továbbiakban mindig az olyan (a^,...,an) ^  

vektorok halmazát, melyre: a^=0, ^a2 ,.».,anj 2^1,2^ .

Legyen f^olyan függvény, melyre:

flG>)

Bf ̂  ̂x±, » . , , x^j — , és a c A -re : n

T f(a], feltéve, hogy f(2a) 

( 0 egyébként ,
2 f (a) = 2f;

Válasszunk h^ és h2 függvényeket S20^-böl úgy, hogy minden

a £. A  -re,— n
ha f£a]=0, f(2_a) =1, legyen h^(a] =tl, h2 £a]= 2,

ha f(a]=l, f(*2a) =0, legyen h ^ a )  =2, h2 (a) = 1,

és h^ a ) =  h2(a.')=0, ha Cf(a), í f2a))e ̂ b/O") , (1,2 ), (2 , l)J.

'xn) = °

Az
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egyenlőséggel definiált f2(x^,...,xn) megegyezik 

f (x^,... ,xn) -nel minden olyan a é A ^  vektoron, melyre:

(f(a)/ f C2a)) €$(pfO)f 0 .,2),(2,l), (l,0 ),(o,l)[ .
A többi a £ A  vektoron f„fa) =0.

Legyen h^, h^ két olyan függvény S^^-ből, melyre a <= An 

esetén

h 3(a)=l, h^Qa) -2, ha fCa)=l és f(2a) =1, 
h^a)= h^a)=0, egyébként.

Az

f3(x1 , . . . ,xn} = ^ 11(f2(*x1, . . ,xj , h3(x1/. . . ,x^ ,h4(xir. . . ,xn

megegyezik f (̂ x̂  ,. . . , xnj -nel az A^ összes olyan a elemén 

melyre

( f ( a V f(2a ) H K 0 '°)'Ú/2), (2,1), (1,0), CO, I V  Cl,

A konstrukciót még két lépésben iterálva olyan f^ függ­

vényhez jutunk, melyre:

f ̂ 0xg' X2 ' * * * ' xr0 —  ̂(^i • • • • r xn ̂

A 3.3. lemma bizonyítása során tulajdonképpen azt kellett 

csinálni, hogy olyan f (x-̂ ,. . . ,x^ -t konstruáljunk, amelyre 

Bf(jc)= x^ és f^x^, . . . ,xj az An halmaz minden egyes ele­

mére előre adva van.
Mielőtt továbbmennénk, megfogalmazunk egy lemmát, 

ami a későbbi bizonyításokban nagyon hasznos lesz. Az
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állitás némi számolással könnyen igazolható. A "komponensek 

szuperpozíciójáról" szóló tételt fi. pl.^363, Th.2./ fogal­
mazzuk csak át, az S-beli függvények önduális tulajdonsá­

gát kihasználva.

3.4. lemma. Legyen f (x^ , . . . , S, B^E^J rögzített 

halmaz. Jelölje f? (x-̂ , . . . ,x^ . . . ,Xn) az f függvény

j-edik komponensét, /j-edik O-komponensét/ melyre

f j (^X^ , X j _ 2 r X j _j_-̂ / • • • t X^) — f ̂ X^ , , X j _ ̂  , 0 , X j f . . .  ! X ^  •

Tegyük fel, hogy |h^,...,h^cS olyan függvényrendszer, 

melyre (jh! ,. . . ,h" tartalmaz egy H°(x1,... ,x. x^+1* • • /xn)
j j 3 3

függvényt úgy, hogy

H°(’x1, . . ,Xj-l'Xj+l'‘‘• / X f . ̂*X / • • • / X , i • X • -•••/X ^' rv j v i ' j-2' j+l n'
teljesül mindig, valahányszor (x^ ,..., x^ , Xj ,... ,x^é B. 

Ekkor a jj hg ,. . . ,h^~| tartalmaz olyan H(x^, . . . ,xj -t 

melyre

f ("x-̂ / • • • / x^ =h (^x^,..., xn) , ha x j —0 é s

( x p - . / X . ^ ,  xj + 1,. . . ,X^6 B.

A 3.4. lemmának nyilvánvaló következménye, hogy ha B=Ce ^P 1 

és a lemma feltételei teljesülnek, akkor

f (x1 f ... t Xĵ  ̂— H ̂ x^ , • • • , xj •
hiszen mindkét függvény S-böl való, ezért j-edik komponensük

egyértelműen meghatározza Őket.
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Az f€ S függvény első komponensét, ha ez nem félreért­

hető, f°-lal fogjuk jelölni. Aßjelöli továbbra is 

nek a 3.3.-ban definiált

An=Kal' • • • ' an) í ai=0 ésfa2 ,...,aj 5 
részhalmazát.

3.5. lemma. Legyen K a C4, A4, D ^ D ^ L ^ F * 4, f£ 1/4=2 ,. • • , /
kiónok valamelyike, {g^,...,g } a K e9Y generátor­

rendszere, [h^,,..,h^]c SK úgy, hogy Bh^=g^ /i=l,...,m/. 
Ekkor £h^,...,hm j (j c00l az SK klón generátorrendszere

Bizonyítás. Legyen f ,...,Xn} tetszőleges függvény SK- 

ból. Mivel generálja K-t, elő lehet állitani

olyan fQ (x^,...,x  ̂ függvényt a £h^,...,hm J rendszer segít­

ségével, melyre:

B f Q ( x -  ̂ /  • • • »x n )  = E f  ( x -  ̂r • • • / x n  )  •

Az U>ê  (x,y, z) segítségével pedig - mint a 3.3. lemmában 

láttuk, előállítható minden olyan f ̂ ( x ,. . . ,xnjé- s2°^, melyre

Bf j (x-, ,.. . ,xn) = Xj , és minden a 6 A n~re f^(a)=f^aj. 

Az
fo(fl(xl'* ’ * 'Xn̂  ' * ‘ ’ 'fn txl' * ‘ * 'xn))= f (X1 ' • * ' ,xn) 

azonosság ezek után triviális következménye annak a ténynek, 

hogy K-t a P2 |o}-6rzo kiónjai közül választottuk.

»
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3.6. Következmény. Az SC^, SD^, SD2, SL^, S F ^  , SF^° ,

SS^ osztályok rendje 3. Az SA^ osztály rendje 2, az SF^ , 

SF/̂  osztályok rendje /l +1 / ̂  = 2,3,..., /.

Bizonyítás. A 3.5. lemma szerint, ha SK a fenti osztályok 
valamelyike,

max (rend (lO , 3)̂  rend Cs k ') ̂ rend (k ).

Innen adódik az állitás az SC4, SD.̂ , SD2, SL4 , SF^, SF-£

/yí'i =2,3,. . ./»o/ osztályokra. /A felsorolt kiónok Boole- 

megszoritásainak rendje ^-3, 1. pl. [_36j-ban./

Legyen o(.(jx,y) ,^(x,y) olyan függvény, melyre

Bĉ .= x v y , Bjí = x • y .

Ekkor  ̂B«<, Byijaz A^ egy bázisa, és

yő(z, /3(x,y)))

azért

SA4 = [^Cx /y)/ yó^X/Y)] >
tehát SA4 rendje 2. ôL(x, y) , ôi.(̂ x,y r 2 )j generálja SS^-et. 

Tetszőleges kétváltozós f(x,y) € SS-̂  függvényre igaz, hogy

Bf (x,y)é [x,y, x v y j  .
Ha Bf(x,y)=x, akkor /f öndualitása miatt/ f(x,y)=x, és 

hasonlóan, ha Bf(x,y)=y, akkor f(x,y) = y.

Ha pedig Bf(x,y) - x^y, akkor f(x,y) =°í(x,yj , tehát ha 

SS^ rendje 2 lenne, az oi(x,y) függvény volna a bázisa. Ez 

pedig lehetetlen, hiszen ha v(xl M ..,xJ egy olyan formula,
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amely az <̂ .(x,y) függvényekből és az x^,...,x szimlólumok- 

ból épül fel, könnyen ellenőrizhető, hogy V pontosan azok­

tól a változóitól függ lényegesen, melyektől BV is. így 

pl. az i&olCx,y,z)^\*l(x,y)'] .

Legyen Y(x,y,z)eS olyan függvény, mely őrzi a 

{0,1^-et és B't(x,y,z) =xy V xz v yz , V(o,l,2) =0, t(p,2,l)=l.

3.7. lemma. A rtt(x,y,z) az S*D2 bázisa. SXD2 rendje 3.

Bizonyítás > A fentebb definiált 'f(x,y, z) függvényre 

<f(x,y,z)^t$í,rt(x/y,z) , rT(k,z,y'j) 
ahonnan nyerjük, hogy S* D2 « H .
Elegendő megmutatni, hogy M  tartalmaz olyan d £x,y,u,v) 

függvényt, melyre

(l) d(0,1,2,u,v)=u, d (0,2,1 ,u, v) =v.
Ekkor ugyanis s2D2 .̂|t J miatt rendelkezésünkre állnak 

tetszőleges olyan függvények, melyekre

BgC^B'V] és afcA^ esetén

2g(a_^=g(2a) /l. Marcsenkov [4 Ü /. 
Találhatunk tehát olyan f ,f2,f3,f4 függvényeket, hogy

Bf=Bf p = Bf, =Bf 3
és aeA esetén — n

f 1=f 2 (2a)= 1, f ]_(2a')=f 2(a ) =2 ,

f2(a^f(a') , f^(2a) = f (la, ], s ezekből
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f Cx-̂ > • * * < ^ v^l' ̂ 1 Cx 1f ‘ * " ' xn) ' 2̂ ̂ 1 ' * * * * Xn) '

f 3^X1' * * * ,Xn̂  ' f 4^X1'* * */Xn'))'
Meg kell tehát mutatni, hogy [̂£t] -ban van (1) tulajdonságú 
függvény:
Legyen at{l,2j, g'aCx>y/Z,u) a következő függvény S^D^-ből:

B9a(x rY/z,u) = xy*xz vyz ,

ga fO/1/2, a j= a,g<* ̂ 0/2,1,2a) = 2a,

ga ̂ x,y, z,u) =0 egyébként, ha (x,y,z,u)fcA4

g1(x,y,z,u) = ^  (x,zrg^x,Y,z,u)) , ill.

g2 (x ,y,z,u)st('t(x,z,y) , x,g2 (x,y,z,u)) 

olyan függvények, hogy

g,i 0,l,2,a|= a éscl

ga(x, y , z , a) =0, ha(x,y,z,u)fcA4,(x,y,z,u) ^(o,l,2,a').

Hasonlóan konstruálhatok a h (x,y,z,v) függvények, melyekre

h £ o #2,l;a^=a és h/x,y,z,v ) =0, ha cv ^
(x,y,z,v)€ A^ és (x, y , z , v) =£(0,1,2,a) .

Legyenek
dx(x, y , z , u , v) (x, y , z , u ) , y , h^(x, y , z , v)) }
d2 x,y,z,u,v}='V(g2(x,y,z,u), h2 (x,y, z , v) ,y 1, 

i’.önnyü számolás igazolja, hogy

d (x,y, z ,u, v) = Nt^d1 fx,y,z,u,v),'T(x,y,z),d2(x,y,z,u,v ) 

a megkívánt tulajdonságú függvény.
Az SXD2 rendje nem lehet kevesebb, mint D2 rendje. Ezzel 
a lemma mindkét állítását igazoltuk.
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3.8. lemma. Az ^ ( x , y ), 2x+2yj az S0 osztály bázisa.
SQ rendje 2.

Ha ^(xi /•••'xnl S ' a^kor f? 0-orzo függvény, minden
j€fl/2, . . . ,n^-re. Másfelől, ha az f(x^,,..,xn|éS minden

O-komponense 0-orzo, akkor f e S  . Jelölje T az összeso o
O-örzo függvények halmazát P^-ban.

Az x+y, x-y függvények bázisa TQ-nak, tehát minden Sq- 

beli f(x^,...,xn) függvény minden komponense előállít­

ható ^x+y, x*y^ segítségével. A 3.4. lemma szerint elég 

tehát megkeresni azokat az SQ-beli függvényeket, melyek 

O-komponenseiként az x+y, x.y függvények megkaphatok: 

2x+2^2y+2z) = 2x+y+z

első O-komponense adja az x+y függvényt. Az 

cL(x,y)= 2(x2+xy+y2+x+y) 

függvényből pedig az

oö.(x,y ) + 2o6(y, z) + oL (x, z )= x +2xy+2xz+x+y z 

függvény első O-komponenseként az yz függvényt állít­

hatjuk elő. Mivel a 2x+2y L^-beli; a eé(x,y) RS-beli, 

^2x+2y, x,yj valóban bázisa is S -nek.

A következő állitás egyszerűen adódik abból a tényből, 

hogy a {2x+2y^ az osztály bázisa /l. még Demetrovics- 

Bagyinszki \J¥]l.

3.9. lemma. Az L osztály bázisa a 2x+2y+l függvény. L 

rendje 2.
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3.10. lemma. Az £x+l, °L(x,y)\ rendszer bázisa S-nek.
S rendje 2.

A 3.3. lemma szerint, elég megmutatni, hogy a fenti 

függvények szuperpozicióinak O-komponenseiből előállít­

ható pl. az  ̂x+1, max(x,y)^ rendszer.

Ha g(x,y,z) olyan függvény, melynek első O-komponense 

g° =max(y,z), akkor g(x,y,y)+l első O-komponense 

max(y,y)+l = y+1.

Elegendő tehát az ot(x,y^-t előállítani.

A 1., 2., 3., 4. táblázat tartalmazza rendre az 
fX(x,y,z), f2(x,y ,z), f3(x,y,z), f4(x,y,z)függvények 
első O-komponenseit, ahol:

f1(x/y,z') =Jj(y, a[(x,z+2j) ,

f2Cx,y,z)-0Z(fi(x,y,z), f1 (x,y,z)) / 

f 3(x,y,z)=^(oé(x+2 ,y+l) , oi(x,x+2)) f 
f4(x,y,z)=ei(f2 (x,y,z) , f3(x,y,z)) .

1 ./ 2. / 3. / 4. /

0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 2 0 0 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 2 1 1 1 2

2 0 0 2 2 1 1 2 2 0 0 1 2 1 1 2

Innen pedig az

f5(x,v,z) = oü(f4(x,v,z) , f4(x, z,y))



108

függvény első O-komponenseként valóban az 

f5 (o,y,z)= max(y,z) adódik.

3.11. lemma. Az.£(x,y) az RS1 osztály bázisa. 

RS^ rendje 2.

Bizonyitás . Meg fogjuk mutatni, hogy £i(x,y)] tartalmazza 

a következő függvényeket:

^lCxtY*zru )' melyre g(o,l,2,u)= u+1, 

g2(x,y,z,u,v), melyre g(o,l,2,u,v)=max(u,v) , 

továbbá, minden n^-l-re a hn(x1,4 . . ,x -et, melyre

1, ha l€^y1,. . . ,yn] 

0 egyébként .

Ezekből a

g 3(x,xlf . . . ,xn ,u) =g1(x,hn(x,x, . . . ,xn) /hn(h n(></

X^ t • • . , X^^ > x± r • • m r Xr |Uj
illetve a

g4(x,xl' * * * ' Xn 'u 'v) =g 2 ( x ' ̂ n (x ' X1' * * * 'xní ,hnChnX '
X-̂ r • • . / X^ j ’ r • " * t ^

szuperpozíciókkal nyerhető g^,g^ függvényekre teljesül, 

hogy

g3(x,x1#...,xn ,u)= u+1 és
g1̂ (x, x^, . . . ,xn , u, v) = max(u,v), feltéve, hogy

 ̂x^«... x^ - ^ 1,21.
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A 3.4. leinina szerint ekkor a g^, függvényekből elő­

állítható minden f (x, x.̂  , . . . , x RS^-beli függvényhez 

olyan f'(x,xx,...,x^)e£g3,g4] , melyre

f '(x,x^, . . . , x^) =f (x,x^, . . . ,x / valahányszor

x=0 és ^x1,...,xj= { 1 # 2 J.

Mivel pedig Bf * = (̂ x̂ \/X2^, . * . , vx^) = Bf
/hiszen f'-t végül is csak °tCx,y) felhasználásával
nyertük/,

f (x , x.̂  f ... t x^j — f Cxg ' » • • • / x̂ ")
teljesül mindenütt, igy a lemmát igazoltuk.

Hátra van a g^,g3 függvények megszerkesztése:

Legyen

g1(x,y,z,u)=t^(«-L(x,u) , oL (oí.(yfu) ,J.(z,u)))

és
hn̂  / y! / • • • »Yn) = °̂ (oL Cx , y ̂  , cÁ.CoL(x ,Y2 ) ;•••;

c>C("ol C X/Yn_]) í ^ / Y n)) • • • 'l) •
Egyszerű ellenőrzés mutatja, hogy ezek a függvények 

a kivánt tulajdonságuak.

Legyen továbbá:

f xCx,y, z , u')= g1(x,y,z,g/l Cx,y,z,u)) , 

f2(x,u,v')=0lC^(x,uj , X(x,v̂ ) ,

f3(x,y,z,u,v)= f2(x,f1Cx,y,z,u),f1(x,y,z,v), 

f 4(x ,y,z ,u, v) =*Z.(f 2 (x,u v),f 3(x,y,z,u,v')\

és végül

f5(x/Y,z,u,v')= e((z/f3(x,y,z,u,v>)) •
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Az f2(0,u,v), f3(0,l,2,u,v), f4(0,l,2,u,v), f5(0,l,2,u,v) 

értéktábláit rendre az 5., 6., 7., 8. táblázat tartalmaz za( az 

f(0,l/2/u')= u+2.

5. / 6. 1 7. / 8. y
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 2

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 2
2 0 1 0 2 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 2

A
g2(x/Y / z , u, v)=*£(f 4 (x, y ,z,u,v),f^(x,y,z,u(v) 

a keresett g2 függvényt adja.

Legyen ©£?(x, y,z) olyan, hogy B , y , z) =xvy,

^*(0,1,2) =0, ^ , 2 , l) =1.

3.12. lemma. Az bázisa e>l*(x,y,z), rendje 3.

Bizonyitás. Legyen f(x^,..., n)£ S^S^. Az általánosság

megszorítása nélkül feltehetjük, hogy

Bf (x, , . . . ,x j = x, vx„ v/. . .vx , m <n. v 1 m; 1 2  nv
Ha m=l, azaz Bf(x^,...,xj = x^ , a (x) tulajdonság miatt 

f (xx , . . ., x̂ ) = x± .

Legyen m=2 , a = (a.j,a2 ,. . . , a ^  . H a  - a^ , akkor

Bf (x^,x2,. . . ,x ") = , és a (x) tulajdonság miatt f (x^ , . . . ,xn̂  =a, .

Ha a legfeljebb 2 értéket tartalmaz, f(a)-t egyértelműen 

meghatározza Bf(x), elegendő tehát olyan vektorokat figyelembe
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venni, melyekre a-^a2 í al ' * * * ' arS = E3 ' °lyan
f ' (x-̂ , . . . ,xj -t konstruálni, melyre:

Bf' =Bf és f7(x)= f(x), ha x a fenti 
tipusu vektorok közül való.

Nyilvánvaló, hogy e/(x,y,y) = <x!(x,y). A 3.11. lemma 

szerint konstruálható olyan 9g(x^,...,x ) függvény,

3' '”n f
 ̂, ha f (o, 1, a^ , • • • t j

melyre 2 e. / a , ...,a } esetén

(o,lfa3, . . . ,aj |
-*■ egyébként ,

továbbá l£ {a3,...,anj esetén

gi(o,2,a3.... an) = í 1' ha f '2'a3.... “n ^ í 1 '2),
(.0 egyébként .

Az fx C xx, . . • ,xn] (x1,x2,g1(x1 ,. . . ,xn)) függvényre 

Bf ̂ = x^vx2- Könnyen kiszámolható, hogy ha 2 e^a^ , . . . , a^j^
akkor

f 0 ,1 ,a^, . . . , a^ j  ̂(o, 1, a 3 , . . . , a^ , ha

f (o, 1, a ̂ , . . . , an ) €. \0,1|
es

£-^0,1,33, . . . , 1, ha f (0,1,33,..., â (j 2 ,
f .

ill..ha l € ;aQ,...,a , akkork. B n̂
f 3 (o,2,33, . . . , an) f (o, 2 , a3 , . . . , a^ )  ̂ ha

és f(°.l,a3.... an)t(0,l]
f 3( 0,2 ,a3, ... ,an̂  =1 ha f (o, 2 ,a3, . . . ,a 'j =2.

A g3 függvényhez hasonlóan konstruáljuk meg eé(x,y) 

segítségével azt a g2 . . . , xns)€RS1 függvényt, melyre 

2€ <ja3 , . . . , a^] esetén:

(0,1,33,,.., a ^ :
2, ha f ( 0,1,33,..., â ) =2, és 
1 egyébként^,

illetve le^a3,...,an^ esetén
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2, ha f(^0,2,a3 

1 egyébként,
1

A g2 függvényekből most már

^ ■ C X 2_, X 2 # * * * * X n )  _  C g  1 C X 1 ' ■ ‘ ‘ ' x n ') , x  / 9 2 C X ]_, • • ' ,
A bizonyítás innen m szerinti teljes indukcióval folytat­

ható. Tegyük fel, hogy m >  2, és minden m'<m-re igazol­

tuk, hogy minden f£x^,...,xn  ̂ függvény, melynek Boole- 

megszoritása

Bf, = x.vx.v . . .vx_1 1 2  m
alakú, előáll szuperpozíciójaként.

Legyen f(x^,...,xnj olyan, hogy Bf (x^ , . . . jx^x^v x 2v . . . vx^.

Az indukciós feltevés miatt van olyan f g(x]_' • • • ' xn) ,

f 2 (Xg, • • • ,xn) ' melYre

Bf.. =x.iixy.. .v'x ,1 1 2 m-1
Bf~=x~ ..» x , és2 2 m

f(xx, . . . /Xj =f2(xi' • • • 'xn) =fCxi
{ X],, . * • , xni =

. . • , xn) , ha 

E.

Ekkor nyilván

f Cx}|. * * ' xn̂  =C>̂ ^ 1 ' ‘ ’ ,Xn) _ ^2 ̂ X1 ' * ‘ ' ,Xn^
jZtx ,y,z) tehát valóban generálja S S^et.

Másrészt SXS^ legfeljebb kétváltozós függvényei 

x és o((x,y) , tehát Ŝ S-̂  rendeje valóban 3.
5Í /<Hátra van még a felsorolt kiónok közül az S ?2 

/ ~2,3, . . . , ck3 I alaknak bázisainak meahatározása.
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Ezekre vonatkozóan csak az eredményt adjuk itt meg.

Az általunk ismert bizonyítások gondolata hasonló, 

mint a 3.11 lemmáé, de egy kicsit több számolással 

járnak, és a Boole-megszoritások normálformáinak elem­

zését igénylik, ettől meglehetősen terjedelmesek. Rész­

letesen megtalálhatóak a [24J cikkben, lemma 10. ill. 

lemma 11. alatt.

Legyen ^Cx/Y/Z') olyan függvény, melyre 

Bfr(x,y,z)= xvyz ,
<$-(0,l,4=<3-(p,2,l)=2 .

3.13. lemma. A <$‘(jx,y,z') függvény az SXF^ egy 

bázisa. SXF^° rendje 3.
Legyen d-, (x, , . . . , x ) olyan függvény, melyre r i /i+x

B ^ Cxi , • • • , x a +i) = /\ (xiv ••• ^xi-lv * •
/ C~‘1

Oyn (o ,...,0,1,2)= / / 1*) = 2 .

3.14. lemma. A c^(x_L,...,x ^  függvény az Sxp£ 

bázisa, ha u =3,4,...

Az Ŝ F̂ j bázisa a ■̂/t'(_x,y, z') ,d (x,y)^ , SX F^ rendje

y\A +1.

és

A diagram teljessége

A továbbiakban rátérünk annak bizonyítására, hogy a 3.1. 

diagram teljes, azaz, ha A,E kiónokat vonallal k*t*tt”k
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össze, és A CB, akkor A maximális valódi részklónja B-nek 

A 3.2. ábra fenti értelemben vett teljességét nem 

bizonyltjuk, ez megtalálható Marcsenkovnak homogén kiónok 

ról szóló [^^3 munkájában. Az előzőekhez hasonlóan, most 

is kihasználjuk az Ls háló szimmetriáját, ezért csak az

s, l , s1# sc4, sa4, sd1, sd2, sxd 2, sl4, so1, l2, rs1,
SkF2, SF^, SxF2 IJJ =2,..., «3 / osztályokkal foglal­

kozunk. Azt a módszert követjük, hogy a fenti osztályok­

nak rendre meghatározzuk az összes maximális részosz­

tályát.

A K klón összes maximális részklónjainak halmazát a 

rövidség kedvéért «/iCj^-val fogjuk jelölni. Demetrovics- 

Bagyinszki [2_J cikkéből vehetjük át a következő lemmát.

3.15. lemma. uH(í2) = { 0 ] • ^CL) = {L /̂ L2 } •

3.16. lemma. Jt( S°i^ = S201 .

Bizonyítás. Legyen

f (x^, . . . ,x SO.^ S201 , és Bf=x1 

f^ s201 miatt van olyan a= (â , . .. , an)é(E3)^ hogy 

2 f (a)^ f (2a) •

Feltehető, hogy a^O. Legyenek

xo = l 1 I ai=0 1 '
X1 = { 1 I ai=1}' 

x2 = í ai=2^
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és tekintsük azt a g (x,y,z) függvényt, melyet az x q , 

x^, x^-be eső indexű változók azonosításával f-ből nyer­

tünk. Nyilván

2 g(o, 1,2) s 2f(a)^ f(2a)= g(0,2,l). Tehát 

g(x,y,z)= »O x #y,z és (a,b)^{(o,0), (l, 2), (2 ,l)|.

Ha (a,b)=(o,l) vagy (a,b) =(l ,o) , készen vagyunk, hiszen 

legfeljebb y és z felcserélésével kapjuk SO^ egy generá­

torelemét. A többi esetekben:

a Cx » y * 0 “ ^ C * , y ,  (x 'y 'z))»

^ o 4 ( x 'y 'z)= °oi(^oi(x 'y 'z ')' z >x )/
iM0/i(x,y,z)=(áxO (u3 ^ / Z / y ),Y/x ) , és végül

x'y' z)̂ 'y• y'z)) •
Tehát bármely f € S2°i
a lemmát beláttuk.

3.17 lemma. =^S0^,S9L4  ̂ .

Bizonyítás. Legyen f^e SL^-n $2^4 ' ^2^ ^L4*̂  S0^.
Miután az S2f<4 és SO-̂  osztályok egyike sem tartalmazza 

a másikat, elég belátni, hogy SL4
A 3.14 lemmához hasonlóan, f^-bol levezethető egy g(x,y,z), 

a 2x-hez nem önduális függvény. Ha Bg(x,y,z)=x, akkor ebből 

megkapjuk oO^ (x,y,z)-t; és mivel Bf2 legalább két változó­

jától függ, ekkor a 3.4. lemma szerint ^f-^f  ̂ generálja

függvényre £fj = SO^, amivel

SL4-et.
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Ha pedig Bg is legalább két változójától lényegesen függ, 

akkor Bg=x+y+z, ezért a

h(x,y,z)= g(g (x,y,z) ,y,z)-re Bh(x,y,z)=x 

teljesül, s igy ^ = S L ^ ,

Megjegyezzük; a további bizonyításokban is mindig kihasznál­

juk azt a minden egyes esetben triviálisan igazolható tényt, 

hogy azok a kiónok, melyek maximális voltát igazolni akar­

juk, Lg páronként nem összehasonlítható elemei.

3.18. lemma. i/l(sXD2) = SXD2 .

Bizonyítás . Legyen ismét f (x^ , . . . , x ^ £  S D2 v S 2D2*
A 3.5. lemmához hasonlóan most is levezethető f-bol olyan 

háromváltozós g függvény, melyre

Bg(x,y,z)= xyvxzvyz, és g(o,2,l)^ 2g(o,l,2).
/Ha ti. Bg(x,y ,z)=x lenne, akkor a (x) tulajdonság miatt 

g(x,y,z}=x is teljesülne, ami ellentmond annak az állítás­

nak, hogy g(x,y,z) nem felcserélhető 2x-el./ Elegendő 

tehát megmutatni, hogy - bármi legyen i s a g ( x , y , z )  

g-ből levezethető a /V függvény.

Ha g(o,l,2)=a és g(o,2,l)=b, jelölje a függvényt gab(^x,y,z^, 

°t(k,ylz)= gol ( x,y,z)= glQ ( x,y,z) f 
és hamar ellenőrizhetők az alábbi egyenlőségek is:

'V(x,y,z)= go2 (z,go2(x,y,z) ,x^ ,
V(x,y,z)= g ^  (y,g2o^x,z,y),x) ,

°IT (x,y,z)= gxl ( x,glx(z,y,x), gi;L(x,y,z)) ,

n r ( x r Y ' z ) =  g 2 2  C  g 2 2 ( y ' z ' x V x , z ) •
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Ezzel az állitást bebizonyítottuk,

3.19 lemma, Ji(SD J  ^ S2D 2 , S*ü2 , S O ^  .

Bizonyítás, Legyen f1(x1,,..,xn)€SD2 s S2D2 ,

f2(x1,...,xn)eSD2N S B2 f
f 2 *ĵ / • • • f X ^202^20^ •

Ismét azt fogjuk igazolni, hogy [ifl ,f2/f3^ =sd2 .
A 3.15. lemmához hasonlóan, f^-ből levezethető egy g^ 

háromváltozós függvény, melyre

g1(0,l,2)^ 2 g.^0,2,1) .

Mivel f 2r D2 , változóinak valamilyen azonosításával
levezethető belőle olyan f2(x^,.. . , x . 'j ' in/ függvény,
melyre:

Bf2(xii'•••'xin1 " xil és

f2(xil....xij) xil •
Legyen a=(̂ a^,.,,,a^ olyan vektor, melyre f2(-)^ ar
Feltehető, hogy a^=0; az a-ban azonos értékű helyeken 

található változók azonosítása tehát olyan g2(x,y,z) 
háromváltozós függvényt ad, melyre

g2(0 ,l,2)^0 és Bg2(^x, y , z') =x.
Mivel £3^ SO^ , Bf 2 legalább három változójától lénye­

gesen függ, igy bázisa D2~nek /L.^36]/.

Ha Bg1(x,y,z')=x , úgy a 3.15. lemma miatt Ĵg1'|= SC^, és 

innen a 3.4. lemmát alkalmazva nyerjük, hogy
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[igl,f3^1 Lí f1'f3IJ S°1 *
Feltehető tehát# hogy Bg^=xyv yz v'xz. Ekkor a 3.18.lemma 

szerint [g^] = S D2# ezért g^(x,y, z'j-bol levezethetők az 
alábbi függvények: I

h-̂ Cx'y # z) i h^(0, 1/ 2)=1, h-^0, 2,1} = 0# 
h2^x#y#z^ : h2^0, 1,2  ̂—2 , h2 0̂/2,l^ = 0,

A h(x,y,z) = g2(x,h1(x/y, z) , h2(x/Y/z)) függvényre nyil­

ván Bh=x, és h(0,l,2)^0, h(b,2,l)=0 teljesül, igy h(x,y,z) 

- a 3.16. lemmában bizonyítottakat figyelembe véve - bázisa 

SO^-nek. A 3.5. lemma állitása szerint ekkor a íjh,g^^ , s 

igy az jfj,f2] is bázisa SD2~nek.

3.20. lemma . J^(SD^)= ^ 520^,802/31̂  .

Bizonyítás. Legyen f^6 SD^x S2D1'
f2& SD-̂  ̂  SD2 / 

f3é  S D ^  SL4 .

Akkor Bf2€ d i "nD2 ' Bf3feD'vL4' és f^-bol az előzőekhez 
hasonlóan levezethető egy g(x,y,z) a 2x permutációval nem 
felcserélhető függvény. Mivel D2 és maximális osz­

tályok D1~ben ll.̂ 36~]j, [ßf 2 ,Bf =D^ .

Ha Bg (x,y, z") =x, az előző lemmához hasonlóan fejezhetjük 

be a bizonyítást: [_g] = S0 ,̂ s igy a 3.5. lemma szerint 

[íg,f2.f3l] . tehát [|f ̂ , f 2 / f 2W Is lefedi SD-^-t.

Tegyük fel tehát, honv Bcr(x,y,z) mindhárom változójától
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lényegesen függ. Az f2,f3 függvények szuperpozíciójaként 

előállítható egy olyan g2(x;y,z), melyre 
Bg2(x,y,z)= x+y+z (mod 2) .

Ha a g2 (x,y,z) maga nem cserélhető fel a 2x permutáció­

val, a 3.16. lemma bizonyításának gondolatmenetét követve 

bizonyíthatjuk, hogy Qg2] 2 - S01# s igy jj92'f2/f3 ]] = SD1* 
Legyen g2€:S2L4, és rendezzük át g(x,y,z) változóit úgy, hogy

g(0,l,2)=l, g(o,2,l)=2 

teljesüljön. Ekkor a

Kx,y>z)= g(x,g2 C x ^y/z)/g2^x,z,Y)) 
függvényre

Bh£x,y,z)= x+y+z mod 2 , h(o, 1,2) =g(0,1,2) f 
h(o,2,l)= g(0,2,l), tehát h^S2L^ , 

igy[[h,f2,f3f] = sDr

3.21. lemma. Ji(SA4) = [sF2 , SF^ \

vA(sc4)= |sd1,sa4,sf2,sf  ̂I .

2 2Bizonyítás. Legyen f^c SA4^ S F 2, f2e SA^s SF^ ;
2 2 „ ekkor B f ^ € A4~^F2 , Bf2 t A^sF^ , igy Bf^, B^-bol le­

vezethető az x vy ill. x.y függvény, azaz f^-ből és f2~ 

ből levezethető az ô -(x,y) és ^(x,y). Ezekből megkapjuk 

SC^-et, s a 3.5. lemma szerint ekkor =SA. Lényegében

azonos gondolatmenet vezet célhoz a lemma második állításá­

nak bizonyításában is. Itt már voltaképpen azt használtuk
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ki, hogy ezekre a kiónokra a Boole-megszoritás egyértelműen 

meghatározza az eredeti, S-beli kiónt.

3.22. lemma,  ̂ , SC^ ̂

Bizonyítás. Legyen f^a Sq n S2 ,

í2e so n sc4 .
Ekkor f^nem cserélhető fel a 2x permutációval, f2 pedig 
nem őrzi a \o,l^-et. Változók azonosításával levezethető 

fl(xi,. . . ̂ n')-bői egy g^(x,y,z) függvény, amely a 2x-el nem 
felcserélhető, f 2Cxi • • • • »x^ -bol pedig egy g 2̂ x,y), mely 
nem őrzi a ^0,1^-et. /De f^ t Sq miatt Ó̂̂ -t igen. / Felte­

hető, hogy g2(0,l)=2. Ha go^l,0)=2, akkor g(jc,y') =2x+2y, ha 

g2(l,o)=l, ill g2(l,0 '=0, akkor a

g2 ̂ 2Cg2 (x 'y) ,<32f x 'y ) '^2^X,yí =2x+2 /̂
illetve a

g2í g2Cy'x) 'g2(g2Cx'y) 'g2Cy' x)) =2x+2y
azonosságok miatt [f-̂ j tartalmazza a 2x+2y függvényt.

A g^x,y,z) változóinak esetleges átrendezésével elér­

hetjük, hogy a gfo,l,2)^ g(o,2,l) egyenlőtlenség telje­

süljön .

Legyen p"x,y = gx(x,y,2x+2y).

p(ö,l)í 2 p(^0,2)a fentiek szerint. Ha a 2x+2y, p(x,y) 

függvények szuperpozíciójaként elő tudjuk állitani az 

o/_(x,y) függvényt, a 3.7. lemma állitása szerint készen 

vagyunk. Lássuk tehát, hogyan kaphatjuk meg ezt a függvényt
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ha p(o,l)=l, p(o,2)=0, akkor p (x, y) = oi-(x, y) 
ha p(0,l)=p(0,2')=l, akkor p(x, 2y+2p(x,y) = *L(x,y') / 
ha p(0,l)=0 , p(0,2)=2, akkor a p(y,2x+2y W  
ha p(o,l)=2, akkor 2p(x,y)+2x formulák az első két eset 
valamelyikében szereplő függvényre vezetnek.

3.23, lemma. Jj( S ] = ̂  S , l ] .

Bizonyítás. Legyen f i(xi' • • * ' xn")e s 's'£0 r

f2(x1, . . . fx JfcS .

Mivel f^ nem őrzi a |o]-t, f .^x, . . . ,x)e^x+1, x+2 ̂ , 

s igy x+le £f ̂  •

Másfelől, f2 (x^,...,x ^-bol levezethető egy gCx,y)függ­
vény, amely nem lineáris: mivel f^ nem lineáris, nem

Za.x. +a alakú. Ha 1 1  o
2

f 2 (^x, . . . , x^j -x^ ' h^(x2 , . . . , x ^  +x j_h2(̂ X2 , . • • ,xj +

h 3 Cx2 ' * * * ' Xn̂
alakú, és h^ nem mindenütt 0 , legyen a= (a2, . . . , olyan 

vektor, melyre h^ begyen továbbá x=x^, minden olyan

xfc /t=2,...,n/ pedig, amelyre a =0, 1 ill. 2 legyen rend- 
re y, y+1, y+2. A változóknak ez az azonosítása nyilván 

kétváltozós nem-lineáris függvényhez vezet. Ha

f (x-ĵ, . . . ,xn} = x1x2-h(x3, . . . ,xn) +x± h2(x3, . . . /X^ +

"2 ^3 CX3 , • • • , xn') +^4CX  ̂> • • • • xn̂ ) •
az x=x^=x2 azonosítás a már tárgyalt esetre vezet.
Ha bizonyítani tudjuk, hogy egy tetszőleges nem-lineáris 

g(x,y) függvény és az x+1 permutáció együtt generálja a 
oL(x,y^-t, a 3.10. lemma szerint készen vagyunk.
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Feltehető, hogy g(p,o)=0, és legyen g(o,l)=a, g(l,0)= b. 
gé L miatt (a,b) € $(o, l) , (l, o) , (2,2) j .
Ha a=b=l, akkor g(̂ x y) = *2-(x,y^ , 

ha a=l, b=2 , g(x+2 ,y) = */.(*, y) f

ha a=0, b=2, gCx ^y+l)= *^-Qc/y) , az előző esetre vezet.
Az a=2, b=l és a-2, b=0 esetek a változók felcserélésével 

adódnak.

3.24. 1 emma. /{.(RŜ  =  ̂01 .

Eizonyitás . Ha f (x^, . . . jxJeRS^s 0, f legalább két vál­

tozójától lényegesen függ. Legyen x=x^, y=x^=x^=...=x^ .

A változók ilyen azonosítása nyilván az<*L(x,y) függvényt 

adja /hiszen B(f (x,y, . . . ,y)1 =x v y /, másrészt =RS^.

A soron következő lemmák bizonyítása hasonlóan végezhető 

el, mint a 2.21., ill. 3.19. lemmáké, ezért ezeket el­

hagyjuk. A hátralévő osztályokra a következők igazolhatók:

;. 25. lemma. Ha A = [2,3,... ]• , Jt(SF^) =[ S F ^ i

1.26. lemma. Jl (se i )  = f SF^Z ' 1 z , s d 2 s xf 2 ; ,

!S ha u =[3,4,...i, ^Csp^ ) = ^SP>” , s*pf' \ .

v/l(SF? >  = Í SE1■S*F2 i •
Jt(ss 1'’ ~ ‘í S01 ' SXS1\ .
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3.27. lemma. S*F2 = [ S*D2,SXF2 j .

A fenti állítások bizonyításait [24], lemma 22, lemma 
23, és lemma 24 tartalmazza.
Lássuk most már, milyen következtetéseket vonhatunk le 
az Lg háló szerkezetére vonatkozóan addig szerzett is­
mereteinkből .

3.28. tétel. Az Lg hálónak hat atomja van. Ezek: 
l 1,l 2,s 2o 1, SXD2, RS1, RP1 .

Bizonyítás. Világos, hogy a felsorolt osztályok va- 
' "'ba atomjai L^-nek.

■ n f x̂ , . . . ,x je £ . Ha f (x, . . . ,x) =f x, [_f J tartal­
mazza x+l-et, tehát L-et. Ha f nem őrzi meg a jO,l^-et 
a 3.22. lemma bizonyításában követett gondolatmenet
alapján 1 " '■~'thető belőle a g(x,y)= 2x+2y, tehát
f* -« ,pjj tartalmazza L^-et.

ía f őrzi a iO,lí~et, van értelme f Boole-megszoritásá-
ról beszélni, és ha f minimális L^ -ben, [Bfl = ["x]
vagy Bf atom L2~ben. Az első esetben lesz [_fl= S20̂ ,
és ha BfJ = x v y, xy, xyvxzvyz ill. x+y+z (mod 2),
egyszerű számolás igazolja, hogy ‘fi rendre tartalmazza
az RS-̂  , RP-̂ , ^2°2 ' ^2L4 osztályokat. Mivel
SL. tartalmazza SCk-et, ezért ez az eset nem ad L - Z 4 x S
beli atomot.
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3.29. tétel A Tt(x̂  — 2x + 1 (mod 3) permutáció által
indukált leképezés az Lg /egyetlen nem triviális/ háló- 
automorfizmusa. Ennek fixpontjai pontosan az

osztályok.
A felsorolt és az itt ismertetett eredményekből 

következően jól lokalizálható és leirható kiónokon ki- 
vül L természetesen már :árt osztályokat is tartalmaz.

Éppen az első fejezet (_4) konstrukciója 
mutatott rá arra, hogy S valójában kontinuum sok rész-

__ u Okiont tartalmaz. A "fel nem deritett terület" az RS^,S 
illetve az RP,,S F, intervallumokba esik. Az első 
fejezetben megadott, kontinuum sok részklónt tartal­
mazó osztály ráadásul S*F^° részklónja. Az első 
fejezetben /1.17. tétel/ láttuk, hogy a z h á l ó  kontinuum 
sok kiónt tartalmaz az , . . . , x > S§.) intervallum­
ban, ha k 3, (x , . . . , x/) egy k-változós majanem-projekció , 

pedig egy önduális maximális klón. A k=3,r̂ í=(o 1 2) 
esetben más a helyzet. Az (x,y,z) generálta klón az
S20̂  osztály '/hiszen ^Cx,y,z) éppen a 3.2. lemmában 
definiált u32 ((x, y, z)/, és az Cs20i' s) intervallum meg­
számlálható, elemeit pontosan ismerjük:

3.30. tétel. /Az első fejezet jelöléseit használva/
r
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, , <c / .1az L háló it (x,y,zjj -t tartalmazó elemei pontosan as -3
következők:

S2C1'S2D2' S°1 S2°1 ' SD2' S2L4 ' SL4 ' SD1 ' SA4 ' SC4 ' S9 • Sn' s / SFi /2 11 2 4 0 ‘
SF'2» SF^, Sf£ I U =2,3,... /, SP-ĵ és SS1.

• Jelölje t(x,v,z), d(x,y,z) az un. ternáris diszkriminátor

ill. duális diszkriminátor függvényeket. /Pixley [46].
Fried-Pixley [29] / :

tfx, y , z =

d(x, y, z )

r x, ha y^z , 
l y egyébként

r x, ha y[z t 
( z egyébként.

A d (x ,y, zj^P^ éppen a 3.1-ben definiált <f(x,y,z) függvény, 
tehát [_d[x,y,z)] = SX2D2• Könnyű számolás igazolja, hogy 
t(x,y,z)-ből levezethető az S2D^ osztály bázisát adó 
függvény. Tehát S-ben a d[x,y,z)-t ill. t£x,y,z)-t tartal­
mazó kiónok pontosan az D2,s)ill. (s2D^,sJ intervallumok
az L hálóban, s

3. 31. tétel. A d(x,y,z)eP2 duális diszkriminátorra 
£-^fd(x,y ,z)J , s('oi2)|)=17' a d Cx,y,z)-t tartalmazó kiónok 
pontosan az S2D2 , S2D^, SXD0, SD2, SD-̂ , SXF2; SXFg , 
sf2, sFg , sfJ, sf^, sa4, sc4, s2, Sq, S.
*A. t (x,y, z^P^ ternáris diszkriminátorra:
-̂([]t (x,y, z)])=6 , a t(x,y,z)-t tartalmazó kiónok pontosan 
3. z S 2 D , SD , SC4, S 2 f ® *
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