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A dolgozat a geometriai programozas 22 éves fejlddéesi fo-
lyamatanak attekintése kivan lenni. Els6 részében a geometriai
programozas elméletének fejldédésével foglalkozunk. Ebbél a
szempontbdél az eltelt id6szak két kuldonb6z6 szakaszra osztha-
t6: az els6 id6szakra az jellemz6, hogy ekkor a pozinomos geo-
metriai programozassal foglalkoztak, a masodik szakaszban pe-
dig a szignomos geometriai programozas elméleti kérdéseit is
targyaljak.

A dolgozat els6 részében ezen kivul még a geometriai prog-
ramozas alkalmazasi lehetfségeirél is emlitést teszink.

A dolgozat masodik része a geometriai programozasi feladat
megoldasara alkalmas nemlinearis programozasi moédszerekkel és
a specialisan geometriai programozasi feladatra kidolgozott
kilénb6z6 eljarasokkal foglalkozik.

Kildon kitérunk ebben a részben a geometriai programozasi
feladat olyan adottsagainak ismertetésére, amelyeket a feladat
megoldasanal figyelembe kell venni. Javaslatot teszink az em-
litett nehézségek elkeriulésére és ismertetjuk erre vonatkozo

szamitogépes tapasztalatokat.

»
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1. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS ELMELETENEK TORTENETE

I, A POZINOMOS GEOMETRIAI PROGRAMOZAS

i-1. A feladat megfogalmazéasa;

Az eredeti egy geometriai programozasi TfTeladatnak a kévet-
kez6 feladatot nevezték:

Primal geometriail programozasi feladat (PGP):

feltéve, hogy

@
(t) = I e tail taiz taim < 1, k=1,2
x S ecks * 2 & w7t mEeseaval
ahol CfeD - Jeee> * k-0tlt ))tp

mO:t.k my=ny +]1. énnin—ﬂ »...»np -n

A=(a..) egy valos matrix (exponens matrix)
a pozitiv «-dimenzids vektor.
A fluggvényeket pozinomnak nevezzik.

Dual geometriai programozasi feladat (PGP):

=+ max!
i-1 z k=1

feltéve, hogy

(normalitasi feltétel)
@) i

a..6.=0.j3=1 (ortogonalitasi fel-
tétel )
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ahol X, - E 6., k=1923...3p; A és a a primal feladatban levd
K ikl €
matrix és egyutthaté vektor.

A fenti (1) geometriai programozasi feladatot el8szor 1961-
ben Zener fogalmazta meg C893F és ebben az évben Duffin-Zener
C28] e cikkben példakat adott geometriai programozasi feladat-
ra. A geometriai programozas dualitdsi kérdéseivel Duffin és
Peterson egyiutt foglalkozott C30:. 1967-ben megjelent az eddi-
gi eredmények oOsszefoglaldsa, Duffin-Peterson-Zener C333 kony-
ve. A konyv korrektan targyalja a geometriai programozast és
dualitéasi problémakoérét, a geometriai programozas alkalmazéasat
€és a geometriail programozas uj targyalasat is tartalmazza.

A geometriail programozasi feladatparral nagyon fontos az a
tény, hogy a oozinomok &altalaban nem konvex fluggvények, példa-
ul g(t)=t% tehat koézvetlenil nem lathaté az, hogy a geometriai
programozasi Tfeladat konvex vagy nem konvex. Azonban a PGP fel-
adat attranszformalhatdé egy olyan vele ekvivalens feladatra,
amelyrél belathaté, hogy konvex programozasi feladat. Legyen

zZ .

t3 =en g=1»23__.=»n)

akkor a PGP feladat ekvivalens a kovetkez6 feladattal:

m
g @=E o.exp TE a.z) min
°~ 101 * =1 *

w

feltéve, hogy

m
gv(@) = E o. exp T E a..z.) <13 (k=1323...3p)
k - zkI % j=1 3

ahol, amint az belathatd, konvex fuggvény (0 > 0).
igy a PGP feladat minden lokalis minimuma szintén globalis mi-
nimum.

A PGP egy masik (4) ekvivalens feladatat kapjuk, ha az
x=Az transzformacioét alkalmazzuk (3)-ra:



E a. exp (X.) ® min!
cob  * *

feltéve, hogy

@)
E o. exp (X.) < 13 k=lt21 P,
Ckl % v

Ez tulajdonképpen egy szeparalhatd programozasi Tfeladat, &alta-
lanos elméleti kérdéseivel Peterson C74d foglalkozik; néhany
specialis alakja pedig Ecker C35D; Heymann CU8O; Rijckaert C70D
és C561 dolgozataiban talalhaté. A (4) feladatban az Ilathato,
hogy ha A matrix rangja kisebb mint m (a primadl valtozék sza-
ma), akkor néhany Zv valtozot nullara tehetink, i1gy néhany tt
valtoz6 1-gyel egyenlé. Tehat ennél a néhany Tfix valtozénal a
PGP olyan, hogy az exponens matrixszd m-rangu (teljes rangl).
Ezért a tovabbiakban feltehetdé, hogy az A exponens matrix tel-
jes rangu.

Azt mondjuk, hogy egy geometriai programozasi feladat (du-
al vagy primal) konzisztens, ha van legaladbb egy megengedett
mecrolddsa, azaz olyan pont létezik, amely teljesiti a feladat
Osszes TfTeltételeit. A PGP-r6l azt mondjuk, hogy szuperknzisz-

tens, ha létezik egy t megengedett megoldas, amelyre
3 < N k-132, .. 3p.

PGP degeneralt feladat ha a PGP megengedett megoldashalmazéban
(feltéve, hogy ez nem lres), az optimalis megoldis keresése fo-
a .- a .
lyaman, egy tenyezo tart nullahoz, mikdzben t
vektor tart optimalis megoldashoz. Ha egy PGP nem degeneralt,
akkor kanonikusnak nevezzik. A degeneraltsagra vagy kanonikus-
sagra jellemz6, fontos &allitas C33D-ban az, hogy a PGP kanoni-
kus akkor es csak akkor ha l1étezik egy olyan 5, hogy A é_: 0
és 6 > 0. Nyilvanvalé az, hogy ha PGP kanonikus, akkor DGP kon-
zisztens. Ha PGP degeneralt akkor toroljuk el azt az -t-edik

o] 3"-.-ta tényez6t, amelyre 67=0 G megengedett megoldéas
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DGP szamara), akkor a megkapott un. redukalt feladat mar kano-
nikus C79D. [331-ban Duffin-Peterson-Zener megmutatta, hogy en-
nek az ekvivalens redukalt feladatnak optimalis megoldas az e-
redeti PGP feladatnak is. Tehat a dualitasi tételt egyszerl(liség
kedvéért kimondjuk a kanonikus feladatra.
Dualitiasi tétel [331. Ha PGP kanonikus és szuperkonzisz-
tens, akkor
(1) a DGP feladatvan egy maximuma
(i) a V(6* optimalis érték egyenlé a PGP optimalis érté-
kével
(iii) a PGP t* optimalis megoldaséara teljesil:

*a N *a R a .
s ti , 73
(5) ~ jn u m
, 1ezki,a*>
es
®) A*ZI-gk (91 =0, k 1,2,

Megjegyezzik, hogy a dualitasi tételnek feltétele biztositja,
hogy a PGP felveszi minimumat valamely t* pontban C331. Az (5)
reldcié médot ad arra, hogy meghatarozzuk a primal feladat op-
timadlis megoldasat a dual feladat optimalis megoldasa ismere-
tében és forditva. Ez a meghatarozas egyértelml, hiszen a
Iog(tj) valtozéban (6) egy olyan linearis egyenletrendszer, a-
melyre A egylUtthatdé matrix teljes rangu. A (6) komplementaritéa-
si relacié szerint, ha gM(t*)<l, akkor A£=0 ilyen esetben (5)
egyenletrendszer nem adja egyértelmiien a jicc optimalis megol-
dadst. Erre az esetre vonatkozoéan [331, [4]1 megmutatja, hogy
kisegitd feladatokat kell megoldani a primadl feladat optimalis
megoldasa meghatarozasara.

Az n-(m+l) szamot, ahol n a dual vél;ozék s;éma, ez szin-
tgh a primal feladatban lev§ 0Osszes c.fﬁ'l ___é\|2 tényezdbk
szama és m a primal valtozék szama ez szintén az ortogonali-
tasi feltételek szama, a geometriai programozasi feladat nehéz-

ségi fokanak, nevezzik.
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i-2. Egy példa a pozinomos geometriai programozasra

Tekintsik a kovetkez6 szallitohajoé problémat 1k21. Tegyik
fel, hogy van egy nagy szallitohajo, ami tele van a szalitmany-
nyal. A szallitmanyt ki kell pakolnunk a kik6tébe - mondjuk -
kis hajokkal. A kis hajoékat elére kell gyartanunk. Nyilvanvald,
hogy minél nagyobb a haj6é kapacitasa (tonna), annal koltsége-
sebb a gyartéasa. Ezen kiviul ha a sok ldéereju motort szerelnénk
fel, akkor tobbet kell fizetni, mint kisebb ldereji motor be-
szerzése esetében. Milyen hajokat gyartsunk, hogy annak a kolt-
sége, hogy hajdkat gyartunk és a szallitmanyt a hajokkal part-
ra kipakoljuk, minimadlis legyen?

Ha a hajok szama t kapacitasuk t akkor az egyszeri ka-

pacitas A koltség els6 része aranyos tn.t”M-vel, legyen
aj a koltségi tényezd, akkor ez lesz. A koltség masik
része a motor beszerzési koltsége, ami aranyos

2

3 3

-mai, ahol t_ a hajé forgalmi sebessége. Legyen c_ a ma-
2 3 3 R

sodik koltségi tényezé6. Akkor minimalizalni kell

go () = *1*1*2 + °2*1*2A* 3

fluggvényt.

A kovetkez6 fTeltételeknek kell teljesulniik:

i) Egy haj6é szallitasi hatékonysaganak bizonyos als6 kor-
lat felett kell lennie. A hatékonysag aranyos a hajoé kapacita-
saval és a hasznos idbvel, ez utébbi viszont a hajé sebességé-
vel és egy hasznosséagi tényezével aranyos, vagyis

tit2t3t4 = °3

ami Ffelirhaté

3 ( ti1t2t3ta ~ 1

alakban i1s, ahol cs adott als6 korlat.



ii) A hasznossaqi tényez6 a tengeren tartézkodd idbnek és
az egész szallitasi menet idejének relativ értéke. A széllutés

kézben igyeksziunk a

utazasi, igo
hasznossayl” tényezd < T f,, 857 |d%+vavakosz 1%

egyenldétlenség teljesiulését betartani. A varakozasi i1d6 tulaj-
donképpen a hajé kgpacutasanak explicit figgvénye, az utazasi
id6 pedig aranyos t,—mal igy ez a feltétel alabbi alakban
felirhaté:

g2() = o4t2tzt4 + o514 < 1

ahol aranyossagi tényezo6k,
6sszefoglalva,

mim gQCE) = ejt e +a ~2323

feltéve, hogy

@) ggt) = <1
920 _ oprprzts T Oaz=1
. - 2.3,4.
3 >

Ennél a feladatnal Z01 = y,k6 2)J zn = {3};
ponens matrix pedig

1 0
. o 3} z01
2
3 3 0
A =
1 1 -1 0 }zn
1 1
\ © 7 Y12
v O 0 0] r
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lgy (7) feladatnak dual feladata a kovetkez6:

5 a bi
max {v(6) =TT (") X*2}
i=I +
feltéve, hogy
o,l + 62 =1
él + 62 " 63 =0
@) 67 * Wby “ 63 * Oy =0
265 “ 63 * 6y =0
*4 " *5= 0
6/\':> 01 i_ls - "5

ahol  v- 63 x2 = 64 + V

A (8) lineéaris egyenletrendszernek van egyetlen egy megoldasa:

* 7 * .\(-— !('_1 »‘('_9

- . :g_' = o = —
by = 3gs S = Ips S5 = 1i by api’ S = 33

gy

A c vektor ismeretében az (5) egyenletrendszert alkalmazva meg
lehet hatarozni a primadl feladat optimalis megoldasat. Ebben az
esetbeq_egyértelmﬁen tudjuk megkapni az optimélis mequdést,
hisz £ > 0, vagyis kanonikus feladatrél van sz6. A £ vektort
azért volt koénnyld meghatarozni, mert (56-(4+1)) nulla nehézségi
foku geometriai programozasi feladat volt a (7) feladat.

Sokkal bonyolultabb a feladat, amikor n-(m+l) > 0. Ebben
az esetben a DGP feladat visszavezetheté egy n-(m+l) valtozo-
tol figgsé feladatra, tudniillik a £ vektor ugy irhatdé C33D:
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+ Z (a-1j2, ,N)

ahol b° normalitasi vektor teljesiti mind a normalitasi felté-
telt mind az ortogonalitasi fTeltételeket; a bf nullitasi vek-
torok pedig a DGP feltételi egyenletek homogén linearis egyen-
letrendszerének a megoldéasai. igy a DGP feladat kovetkezb6kép-
pen felirhato:

1T Mewn U1
= 6s (U.L - maxi
i=1 ( t(U) k=1 K

feltéve, hogy

n-(m+1)
€)) =b + 2 bfy . >0
0-1 3 =
ahol _ (¢ » k 132i,m,Jp,
T i1eiki

Itt lathat6é, hogy 6(y) azon a tartomanyon van, amelyet a
ag=1e2t...3n-(m+1) ) vektorok altal alkotott altér b °-val valé
eltolasanak és J° pozitiv ortansnak a metszete ad.

2. SZIGNOMOS GEOMETRIAI PROGRAMOZAS

2.1 A feladat megfogalmazasa

A pozinomos geometriail programozas szamos miszaki problé-
ma leiraséara alkalmas. Azonban a valdésagban sok fontos mldszaki
probléma esetén a pozinomos geometriai programozas-beli 0”-re
vonatkoz6 pozitivitasi feltétel nem teljesul. Ezért valt szuk-
ségessé az olyan geometriai programozasi probléma vizsgalata,
ahol a c”-k akarmilyen eldjelliek lehetnek. Ezeket a geometriai
programozasi problémakat nevezzik szingomos geometriai progra-
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ramozasi (SGP) feladatnak.

A szignhomos geometriai programozas fogalmat elfszor Passy-
Wilde C71D, ezt kovetben Blau-Wilde CIOl vezették be. Annak
primal alakja az alabbi:

® = E g, — min!
50 ¢ iezoi ¥

feltéve, hogy

fk<t> = E uZ.(I) < 1» k=ly2t.
1ezki
fk<t, - E uz(g) > j. k=P+Iy.
1ezki
t>0
ahof us(t)- = o tafl 2l
iD= 0% - &Y

A (nxm) valoés matrix, c n-dimenziés valdés vektor és COD, Zkl
diszjunkt indexhalmazok - mint (1) feladatnal -, amelyek egyut-
tesen a {1,2,...,«} halmazt adjak.

A (10) feladat dual feladatat bonyolultsaga miatt nem kozol-
Juk inkéabb ismertetjuk C321 gondolatmenetét, ami szerint a szig-
nomokat visszavezetjik a pozinomokra és igy a SGP egy ekvivalens
pozinomos GP feladatat adhatjuk meg. Es targyaljuk az utébbi
feladatot.

A szignomos geometriai programozasi feladat feltételei al-
talaban harom csoportra oszthatok:

f(t) < -2, f() < 03 () < 2,

ahol f(t) a feladatban levé szignomok. At fogjuk transzformal-
ni a fenti feltételeket az alabbi két fajtéara

1) g < 3, g(® > 2

ahol g(t) mar egy pozinom.
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a) Tekintsik az f(t) 4 -1 esetet.

Ha f(t) pozinom, akkor a PSGP (10) nem konzisztens.

Ha f(t) pozinom -1l-szerese, akkor legyen g(t)=-Ff(t) és ez a
feltétel g(t) ~ 1 alakban irhaté.

Végul ha /7 (@®=F)-f 1), ahol és f2(tj pozinomok, ak-
kor vezessuk be a t oozitiv valtozét a kdovetkezd modon.
Legyen t ~ olyan pozitiv szam, amelyre

1+ f2(® < tm+l < F2(©
teljesiul, ahol t a (10)-nek egy megengedett megoldasa. Ha t

megengedett megoldas nincs, akkor (10) feladat nem konzisz-
tens. 1igy bevezetve a

A B R FA 0L

*n+1

fluggvényeket, ebben az esetben

g,Yg,t , ) <1
— m+1 =

feltételek mar (11) alakuak.

b) Tekintsiuk most az "f(t) < O esetet.

Ha f(t) pozinom, akkor (10) feladat nem konzisztens.

Ha f(t) egy pozinom -l-szerese, akkor ez a feltétel kihagy-
hato .

Végul az az eset, amikor f(t) kifejezhetd két pozinomnak a
kilonbségével, az a) esethez hasonldéan targyalhatd.
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c) Tekintsuk végil az f(t) < 1 esetet.

- Ha f(t) pozinom, akkor ez mar Cii) alaku.

- Ha f(t) egy nozinom -1-szerese, akkor ez a feltétel kihagyha-
t6. Amennyiben T(t) kifejezhet6 két pozinom kildnbségével,
akkor mint az a) esetben visszavezethetd két (11) alaku fel-
tételre .

Ezek utan tegyuk fel, hogy feladatunk a kdévetkez6képpen
felirhato:

a2) min f0 ®

feltéve, hogy

Mm.(® <2 k=1j2]) P
a3) K
gk(® > 1 k=p+lt...,?
t >0
ahol pozinomok.

Ha az ¥ (t) fuggvény egy pozinom, akkor (12)-(13) egy olyan
pozinomos PGP feladat, melynél nem csak g ((©) < 1 alaku felté-
telek vannak, hanem a 1 alaku feltételek is szerepel-
nek. Ezt a pozinomos PGP feladatot forditott pozinomos primdl
geometriai programozasi feladatnak (réviden RPGP; Reversed
Primal Geometric Program) nevezzik.

Ha fQ (@) nem egy pozinomos, akkor egy tQ uj pozitiv valto-
z0t bevezetunk és ezzel a célfuggvényt at fogjuk transzformal-
ni egy (11) alaku feltétellé. Az attranszformalas a célfluggvény-
nek a (13) feltételek melleti infimuma eléjelétdl fugg-

- Ha az infimum eldjele pozitiv, akkor (12)-(13) feladatunk
azza valik, hogy minimalizaljuk a tQ valtozot feltéve, hogy
fo(g) < tO és (13)-beli feltételek fennalldasa. Ez az els6 at-
transzforméacio.

- Ha most az infimum el8jele negativ, akkor a (12)-(13)
feladat ugy fogalmazhatdé meg, hogy maximalizaljuk a tQ valto-
z6t feltvéte, hogy fo(__t)+tO < 0 és (13)-beli feltetelek telje-



-17-

sulése. Ez un. masodik attranszforméacio.

Igy az F () <t vagy F (H)+t < 0 feltételt az a), b)
vagy c) esethez hasonldan visszavezethetjiuk a (11) alaku fel-
tételekre .

Ami az infimum eldjelét illeti, azt elére nem nagyon lehet
megtudni. 1igy bizonyos taldlgatds szikséges az infimum el§je-
lének megismerésére, és ennek alapjan eldontjik, hogy melyik
attranszformaci6é alkalmas. Ha az els6 attranszformaciot végez-
tik és a feladat infimuma nulla, akkor a masodik attranszforma-
cio alkalmazisaval megtudjuk, hogy vajon az infimum nem-e egy
negativ érték. Ha mar az elséként a médsodik attranszformaciot
valasztottuk és a feladat nem konzisztens, akkor az elsf at-
transzformacio elvégzésével megtudjuk, hogy vajon nem pozitiv-e
az infimum.

Tehdt az eddig targyaltak szerint az eredeti primal signo-
mos geometriai programozasi feladatot atalakithatjuk a kovetke-
z6 forditott pozinomos primal geometriai programozasi feladat-

ra:
RPGP: min q (©
feltéve, hogy
a4 ( » k-1j21...3p
3~ A NP Feeej?
ahol t>0
gv(® = 1 u.(t) 3 k=0tl3.
K ~ Lkl X ~
a . a.0 a .
. LE L T2 L s -p rin 1. 5 1
P
_ . _ -
atti ,Ep ---%1 i6Cki. k=0.2.

ei.. valés szamok, 02|t|vak j
3 Ag t2___t th arl _ ﬁFpﬁ|i
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Jeloljiuk
p = P>
R =
és
K1 = U [F IIc{I?}uUP U T
k&K
tovabba
K(b) := {ke*|v 0} KC (O}UP UR
ceff6; = {iGzKlI |6.B"O)} Ke {0} UP UR.

Akkor a RPGP dual feladata kovetkezb6képpen felirhato:

RDGP: Keresend6 az alabbi Tfiggvénynek a maximuma
6 6
o c .
YORSE = ¢
- Z01(b) ~<i?: ()
TT }
- zm (b)
X{ rr TT
- P(b) R(b)

feltéve, hogy

Gf 03 ie (1,2,...,«}
as)
n
E ;.1 ~ O» jJ—1s21...am.
i=I N
ahol
X, = E 6.  kG{Oyl3...3q}
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A RDGP feladat esetében fontos az, hogy logV(b) a
b.y iecODUCP] valtozéknak a konkav flggvénye és konvex a 6
IQLRI valtozoékra nézve C32H. Ebben az esetben nem minden loka-
lis megoldas optimadlis megoldas. Azokat a megoldasokat, melyek
re teljesiulnek az (5)-(6) optimalis feltételek, nevezzik egyen
sulyi megoldasnak. Pontosabban, a RPGP feladatnak egy t* megen
gedett megoldasat primal egyensulyi megoldasnak nevezzik, ha
létezik a RDGP feladatnak egy olyan 6* megengedett megoldasa,
amelyre

6.9 (t) u.(t )t iezoi

16)

*
6I

xE q.(g )« Heiki, kepuR.

Ebben az esetben 6 megoldast dual egyensulyi megoldasnak ne-
vezzik .

A geometriai programozas folemmaja C33D/ ami a GP konvexi-
tasi tulajdonsagat felhasznalva biztositja azt a fontos tényt,
hogy a primal célfluggvény értéke egy megengedett megoldéasnal
mindig nem kisebb mint a dual célfliggvény értéke barmely dual
megengedett megoldasnal. Az egyenl8ség akkor és csak akkor all
fenn, ha a primal megengedett és a dual megengedett megoldas
teljesiti az (6) optimalitasi feltételt.

Az RDGP feladatnak a nemkonvexitasi tulajdonsaga miatt,
egy egyensulyi megoldéasparra nem mindig optimalis megoldas.

De arra tényre hivatkozunk, hogy egy altaladanos nemlineéaris
programozasi feladatnak bizonyos regularitasi feltétel mellet-
ti lokdlis megoldasa mindig kritikus megoldasa a feladatra
feliré Lagrange-probléméanak. igy egy primadl lokalis megoldas
primadl egyensulyi megoldas is. Tehat a szignomos geometriai
programozasi feladat optimadlis megoldasai az egyensulyi megol-
dadsok kozott vannak.

A tovabbiakban a geometriai programozasnak néhany uj és
fontos alakjat ismertetjiuk, amelyet gyakran felhasznalnak a
geometriai programozasi TfTeladatnak megoldasa meghatarozasara.
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2.2 A geometriai programozas linearis alakja

Ha a PGP feladat olyan, hogy minden pozinoma egy tagu té-
nyezé (monom), azaz g™N(t)=uN(t)t k=0tlt...tp, akkor ennek a
logaritmus vétele utan egy ekvivalens linearis programozasi
feladatot kanunk. A linearis programozasi feladatban log tﬂ a
valtoz6o. Ezt a lehetfséget Duffin £293 tovabb fejlesztette az
altalanos GP-re oly médon, hogy a pozinomokat a geometriail e-
gyenléltlenség segitségével 'suritjuk™ monomokra. A geometriai
egyenlétlenség ugy felirhato:

ei.
@an E u. 4TT (—")) . k=0313...,p
iezkl zkl ct

ahol u.>03 e.>03 1=1323...3n és E e .=13 k-0313.._.3p.
* i zkl 1

igy adott egy PGP és nem negativ szamok -

1l d m

olyanok, hogy E z.=I13 k=0313...3p - esetén tekintsiuk a kovet-
ek: 1

kez6 feladatot:

LPGP: min go (©)

feltéve, hogy

(18) 9K 13 k-1323,,,3p
t >0

ahol us(® zi
ok<x> - 11 (E. )

Cki n

vagylis
- .. - .akl ak2
gk - °ktl  %t2

ahol . E.

KT @R

g=L,23...3m
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Ennek a (18) feladatnak a dualis feladata a kovetkez6:

LDGP: max vQ(\) E i K
=r
XO =1
V
NN~ ~ 0 J-1t21.,.3m
k=0 KJ

Ha logaritmust veszink két feladatra, akkor egy olyan fel
adatpart kapunk, amely a log tj-és Xk valtozokra nézve, mint
primal és dual valtoz6, egy linearis programozasi feladatpar.

Meg kell emliteni, hogy LPGP csak egy kozelité megoldast
ad PGP feladatnak, tudniillik, ha tmegengedett megoldasa PGP

nek akkor

1=3k@® L 9k@®

egyenldétlenségb6l kovetkezik, hogy t is megengedett megoldasa
a LPGP feladatnak. Az e” alkalmas megvalasztasaval a LPGP op-
timalis megoldasa egyarant optimalis megoldasa a PGP feladat-
nak. lgaz a

Tétel C29U. Ha PGP superkonzisztens, a primal célfiuggvény fel
veszi M infimumat valamely £*-nal. Akkor ha

ur(t*)
z% = ~ u.(t*)* k=° fadialadd ~

megvalasztassal a LPGP felveszi optimalis értékét (M)t*~ban
és M = M.

Altaldban M < M. Ez a slUritési technika alkalmazhaté a
RPGP feladatra is. Ha példaul két feltételink van
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62(t) < 1
62(t) > 1,

akkor a siritési technikat alkalmazva GMt) ~ 1 feltételre,

egy uj feladatot kapunk, ennek optimédlis értéke legyen M, va-
lamely t pontnal. Nyilvanvald, hogy a GMt) 1 feltétel atval-
tozott a G2Ct) N 1 feltételre, vagyis ZG2(t)3 3 < 2, mert GY(t)
egy monom. Alkalmazzuk tovabb a siritési technikat

e. = ui(t)/G@(t) megvalasztassal, akkor az uj feladat optima-
lis értéke legyen M, melyre igaz a

M4 MEM
egyenlétlenség.
2.3 Kiegészitd geometriai programozéasi feladat
Egy kiegészitd geometriai programozasi TfTeladatnak nevezink
egy olyan geometriai programozasi feladatot, amelyben a flgg-
vények mind a pozinomok racionalis flggvénye. 1igy egy kiegé-
szitd GP kovetkezb6képpen irhato:

R0 (t) Aamin!

feltéve, hogy

RMNt) £ 11 k=1t2,...,p
t >-
ahol
Ay(® - B,(D)
(19 RkC- = Ck® - Dk®*
és B, C» D~ mind pozinomok és barmelyik hidnyozhat a

(19) kifejezésbél.
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Vonjuk Tfeltételek ko6zé a BQ() fiuggvényt is olyan médon,
hogy bevezetink egy uj t valtozét, amelyre

t, 5 Ry ®

egyenlétlenséget Irunk, azaz RoC_ <1
0
Ezzel a kiegészité GP igy irhato:

—* I I
tO mini

feltéve, hogy

AIE) - B(D)
(20) cct) - DY) = 1
t = (10,tv ﬁﬂ) >0

A (20) feltétel akkor értelmes, ha C(t) - D(t) allando elgjeld,
azaz ha C(t) - D(t) pozitiv valamely megengedett megoldasnal
akkor pozitiv az egész megengedett megoldashalmazon is. igy
annak megfelelden, hogy C(t) - D(t) pozitiv vagy negativ, a
feltétel &trendezhetd

A(t) + D , ,

OIt)" vV BCLJ = 2
vagy

ACt) + DIY)

ct) + BiD)
alakra.

A kiegészitd GP, tehat, standard alakja a kovetkez6:

KGP: t0 Zminl

feltéve, hogy
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Pk (i}
OJTET — 1*  k=ox1*****p

fto * tm)
ahol Pv(® = 2 u.(t); Qv(® = 2 w.(v).
K~ zk: % ~ ~ zki  z

Az Avrie-Williams CUO algoritmusa a KGP feladat megoldadsa meg-
hatarozéasara, ugy fezol: tekintsink egy t megengedett megoldast
akkor minden k index esetén legyen

wh ()
zi = g~TTJ -
Tgy E e. = 1.
Zkl X

Ezzel a (17) egyenldétlenség ugy irhato:

Wi (O

w L) Q, (O
(@) Qk () = E wAt ) > Qk () =: Qk(t,t).
ck1l cki t -

Kénnyen meggy6z6dhetd, hogy Qv (t3t) egy monom. igy a KGP fela-
datot a kdvetkez6 menet szerir/1\t megoldjuk: egy t_(l) megengedett
megoldassal kezdink. Helyettesitjik a Qk () pozinomokat a (21)
monomokkal, megoldjuk ezt a PGP feladatot, ami tulajdonképpen
ekvivalens egy linearis programozasi feladattal. Megkapjuk a
tlz) uj megengedett megoldast és ezzel kezdhetjuk az uj Fépést
.-- kapunk egy {t/”} sorozatot, ahol + optimalis megol-
dasa a kovetkez6 PGP., feladatnak:

t_ = mini
o

feltéve, hogy
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1] k=o,it. P

1
~
—
N
I

t = t) >0

Itt lathaté, hogy a PGP™ megengedett megoldashalmaza, igy
az optimalis megoldashalmaza is részhalmaza a KGP megengedett
megoldashalmazanak. A {t } sorozat limesze - mint Avrie-
Williams bizonyitotta, hogy létezik - a KGP egy lokalis
megoldasat adja. Erdekes az, hogy a PGP~ feladat nehézségi fo-
ka kisebb lett az eredeti standard feladaténal.

2.4 A geometriai programozas egy matematikai valtozata

Az elmult id8szakban a geometriai programozasi probléma
megfogalmazisa elterjedt az olyan &altaldnos megfogalmazésra is
mely hasonl6é barmely matematikai programozasi TfTeladat megfogal
mazasadhoz. A geometriai programozas - ilyen szempontbdél - al-
taldnos elméleti kérdéseinek targyaldsa oOsszefoglaldan talal-
hatdé Peterson CTU5 cikkében. Ez az altalanos megfogalmazas
nagy hatéassal gyakorol az alkalmazas sok teriiletére. Erdemes
itt egy specialis megfogalmazast megismertetni és annak nézany

alkalmazasi lehet8ségét.

Az egyszerl( altalanos geometriail programozas: Minimalizal-

Juk a g(x) fuggvényt feltéve, hogy:
X e xXAc

ahol X konvex kun az ih-ben, g(°) konvex fuggvény a zart kon-
vex C halmazon.

A (3 feladat éppen ilyen formdba irhatdé, ahol 2z vektor
valtoz6é az X = Rn konvex kupbél van C pedig a feltételi kon-
vex Fluggvények értelmezési tartomanyanak a kozos része. E fel-
adat un. primal feladat. Annak a dual feladata a kodvetkez6:
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min g*0D

feltéve, hogy y 6 C* HI

T
ahol g¢y) = sup ¢ x - g(x))
XGC
- it
és c* = {y GR \sup y x - glx))< &
XGC
Y = { 6 Rnly™x >0 minden £ 6 X)

Ennél a feladatnadl az optimalis feltételek az alabbiak:

g + g¢yD =0
Yy X -0
Xxe Cr\xf y G C*ny

X e &*GD» y_ 6 69 fxj

ahol &g(x) jeloli a g(x) fluggvény x-beli subgradiensét
Q) = >, g(x)+ij_T (z~)» minden zGC}.

Nyilvan, ha g(-) differencialhaté, akkor

X = VgD J = Va(x)-

Ennek a formanak egy alkalmazasa az elosztéasi probléma C80D.
Tegyuk fel, hogy van N fajta késztermékink. Mindegyik Tfajta-
b6l van bizonyos mennyiség adott alsé és felsd korlattal.
Mindegyik fajtadhoz hozzarendelink egy un. hasznossagi flugg-
vényt, ami monoton nové konkdv. Kérdés az, hogy bizonyos fel-
tétel mellett milyen eloszlasa legyen a késztermékeknek, hogy
a hasznossaguk maximalis legyen, azaz
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N

max /ﬁEZ QB.(X,E)

feltéve, hogy

N
22) .Er X .<B

a, < Xg £ b3 i51323... 3N

ahol Q.(°) differencialhaté nové konkav fluggvény minden pozi-
tiv a:.-re, B egy konstans, 0 < a. 4 b . adottak x=1323...3N. A
felte&ésUnk az, hogy a (22) fglaaatnag van legaladbb egy megen-
gedett megoldéasa.

Hogy jobban 6Ossze tudjuk hasonlitani e feladatot az &altala

nos alakkal, Trjuk at az alabbi forméaba:

N
i - E . .
min E Q Qx )

feltéve, hogy

X 6 X fiC
ahol
C = {(xTe\V)T 1 A, & X S
n
X = T3\)T 1 X - E_ x .
{&T3V) &5

Tehat a X uj valtozdé bevezetésével X egy konvex kup, C konvex
zart halmaz. Hatarozzuk meg a célfuggvény konjugalt Tfuggvényét

n
sup Gx WX+ E Q.(x))
(xT3\)TZC x-1

N

= Bv + E -t -
v+ B a;l;(pﬁb Oy + UG-

1
o]
<
+
m

)
*
o/
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ahol
a.y. + Q.(a.) ha y. +VQ™a.) <O

\ biyi + W ha yi + VW >0

( sup (¥ Zg t Q\./(XV)) egyebként

Az X konvex kup igy irhatoé
X = {(XT,\)T | AXT,\) > 0}

ahol A = (-1,-1, ... ,-1,1) IX(N+1)- matrix.

Ekkor

J = {ET,VT\(T,v) = Aa, a>0},
azaz

y|  —a,1,...,1)

V = a

a ™~ o0

Ezek szerint a QE(;) fluggvény igy irhaté:

/
-apa Q.l(a-) ha VQ'_L@L') < a

—bra + Qi(bl) ha VQj(q;) > a

sup (-ax . + Q.(x.))  egyéb.
X .

Es annak a dual feladata:

. . N . . L -
Vagyis dual £$Aaq%5 ggerg¥¥?628ios programozasi TfTeladat
a>0 = B



-29-

A problémanak van egy masik érdekes alkalmazasa is a hid-
raulikus haldokra, ez roviden igy fogalmazhatdé meg: meghataro-
zand6 vizhaldézat esetén az egyes csdvekben folyd viz mennyisé-
ge vagy nyomasa, ha ismert a befolyé és kifolyé mennyiség vagy
a forréasi fesziltség és a nyeld fesziltség. Részletes elemzés
taldlhaté [503-ben.

2.5 Sztochasztikus geometriai programozas

A Dantzig-Madansky féle kétlépcsbés sztochasztikus lineéaris
programozas mintajara Avriel-Wilde [53 megfogalmazta a kétlép-
cs8s sztochasztikus geometriai programozasi feladatot. A vé-
letlen szerepét itt a £ egylutthatd vektor jatsza. Amellett a
feltétel mellett, hogy a vektor minden komponense korlatos va-

I6szinlségi eloszlas, azaz létezik egy \», amelyre
0 < a 4 X\7 j 1—1t2t...3n3

és a ¢ minden értékére (realizalasara), amely a fenti feltételt
teljesiti, a GP szuperkonzisztens és a célfluggvény Telveszi op-
timalis értékét. Ebben az esetben a GP transzformalhaté egy ek-
vivalens konvex programozasi feladatra. A legegyszeribb eset-
ben - nulla nehézségi fok - Stark [813 vizsgalta a dual cél-
fuggvény viselkedését. Ekkor a célfiggvény csupan a £ vektor-
nak a fuggvénye (1.2 példa). E vizsgalat altalanositasaval
Paul-Eller C733 foglalkoztak. Tovabba stabilis vizsgalatok ta-
lalhatok C223-ben.

A geometriai programozas szamos alkalmazasa talalhatdé Duf-
fin-Peterson-Zener C333 konyvében, Wilde-Beightler [873,
Federovicz [113 Avriel-Rijckaert és Wilde [63 , Beightler [93,
Klafsziki [553 munkaiban. A fizikai miszaki alkalmazasok sza-
mos példaja taldlhatdé Zener [903 konyvében, Schinzinger [823
Unklesaby-Creggton és Staats [853, Ecker-Wiebking [37d, Duffin-
Zener [313, Mancini-Piziali [613, Dinkel-Kochenberger [213,
Morris [633, Neghabat-Stark [613,Templeman [833 munkaiban.
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Tovabba a kémiai-mliszaki alkalmazdsok a C333-, CU93-,
CT21-, CI81]-ban; a koérnyezetvédelmi alkalmazasok a C363-, C621-.
C86]-, és C2T3-ben; a gazdasagi modelltervezési alkalmazasok a
C263-, C533-, és u65D-ben; az ugyviteli problémak alkalmazasa
a C573-, C7D-, C67H-, C70D-ben; a magfizikai alkalmazasok a
C12D- és (C863-ban talalhatdok. Az egyéni dontési problémak -
mint a kdzlekedési C513, megbizhatésagi cUID, flotta-épitészet

ib21- alkalmazasa is sorra kerult.
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II, A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS MEGOLDASMODSZEREI

Ebben a részben egy attekintést adunk a kuldnb6zé eljara-
sokrol, orogramcsomagokrol, amelyeket a GP feladat megoldaséara
dolgoztak ki. Mivel a GP feladat egyuttal nemlinedaris progra-
mozasi feladat, igy kiprébalhatunk egy nemlinearis programcso-
magot is a GP feladat megoldasara. Egy oOsszehasonlitast is a-
dunk a leghatékonyabb nemlinearis programozasi algoritmusok és
a legjobb GP algoritmusok koézott a futéasi i1d6 fFluggvényében.

Részletesen targyaljuk a két legjobb geometriai programo-

zasi algoritmust.

GGP-algoritmus. Az algoritmus megdljda a szignomos PGP fel
adatot, vagy az RPGP feladatot a koézelitd pozinomos GP felada-
tok megoldasaival. Az algoritmus E2J felhasznalja a kiegészitd
GP eredményeit, tovabba alkalmazza a suritési technikat. igy
minden feltétel logaritmus transzformacidéval atalakithatdé egy
linearis egyenldtlenséggé. Ezutadn a Kelley féle metsz6 sik-
technikaval a linearis programozasi feladatok egy sorozatat
oldja meg, mig nem kapunk egy megengedett megoldast a kozeli-
t6 pozinomos GP feladatra. Ekkor a szignomos PGP feladatnak
egy uj kozelitését kapjuk. Folytatjuk az eljarast, a megkapott
kozelité megoldassorozat limesze adja az eredeti feladat opti-
malis megoldasat. Ennek az eljarasnak az els6 programcsomagjat
Dembo C153 dolgozta ki, Dembo és Avriel Clén, C2H fejlesztet-
ték tovabb.

A kiegészitd GP otletét felhasznalva Templeman C83: kidol-
gozott egy eljrast, ami abban kuloénbdézik még a fenti eljaras-
tol, hogy nem a kézelité PGP feladatot oldja meg, hanem annak
a dual feladatat a Fletcher - Reeves Téle konjungalt gradiens

iranyok médszerével.

Primdl suritési algoritmus. Mint emlitettik, minden szig-
nomos PGP atalakithaté vele ekvivalens RPGP feladatta. Tovab-
ba a Duffin siUritési technikaval C2I] minden gtit) ~ It
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k=p+13...3q feltételt atalakitunk g™,(t»£) 1 2, k=p+I13...3q
egyenlétlenségé a szamtani-mértani egyenlétlenség alkalzama-
sadval. Ezutéan ismét alkalmazva a suritési technikat, minden po-
zinom egy monomma valik. 1gy logaritmus-transzformacioéoval ka-
punk egy linearis egyenletrendszert. Ennek megoldasaval eldodnt-
hetjuk, hogy szikséges-e kiszamitani uj egyensulyozé tényez6-
ket és ezzel kezd6dhet az uj iteracio. Az eljaras C73-ben ta-
lalhaté GPKTC névvel.

A fenti két algoritmus a leghatékonyabb algoritmusok kozé
tartozik, amelyeket a GP feladat megoldadsa meghatarozasara
dolgoztak ki. Ezeket fogjuk néhany feladaton tesztelni.

Tekintsuk at roviden még a primal médszereket, dual mod-
szereket és a szingomos modszereket.

1- PRIMAL MODSZEREK

Egy nozinomos PGP feladat egyuttal egy nemlinearis progra-
mozasi feladat is, szamitastechnikai szempontbd6l is az. Hiszen
a pozinomok jol definialtak és kdnnyen ki is szadmithatdék. Ha

példaul a

v Ay
g(t) E at,
i=2

fuggvényt kell derivalni t > 0 pontban, akkor

d 12
N E a @=1t23 3m)
7 =

igy Osszesen r szorzast és r osztast kell végezni. A PGP fela-
dat konvex programozasi feladat a log tj = zj (lasd (3)) val-
toz6 szerint.

Sajnos, a t > 0 feltétel altal adott tartomany nem kompakt,
igy nem is minimum keresésr6l van sz6, hanem infimum keresés-
r6l. Amikor egy véaltozo tart nulladhoz vagy néhany értéke ne-
gativva valik, akkor a pozonomoknak egy vagy tobb tényezfje

(u.(t)) nemdefinialhatéva valik. Emiatt csak olyan nemlinearis
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programozasi algoritmus alkalmazhaté a PGP feladat megoldaséara
ami biztositja, hogy a valtozdk pozitivak maradjanak. Egyszerd
méd lenne, az, hogy t.” e, ahol e > 0= 1J2t...Jm) Teltétel-
lel helyettesitjik a pozitivitasi TfTeltételeket. Ebben az eset-
ben nehéz helyzetbe kerulink, ha a GP degeneralt, azaz néhany

tényez6nek nullava kell valnia az optimalis megoldasnal.

Tehat legcélszeridbb az lenne, hogy ha sikeriulne kidolgozni
valami gradiens-iranyokon alapulé médszert, ami megoldja a fen
ti nehéz pozitivitasi kovetelést, hiszen a gradiens szamitasa
nagyon konnyld. S6t egyszer( transzformacid utan egy ekvivalens
konvex programozasi feladatot kapunk.

A PGP feladat szintén megoldhaté a dekompozicids technikéa-
val. Mint (LO-ben lathaté, a szeparalhaté PGP m+n valtozdoju
(x=Az), ha az eredeti PGP m valtozé6ju volt. Azonban e feltéte-
lek specialis strukturgja miatt lehetne kuldén algoritmust Ki-
dolaozni. Eddig még csak ketten prébalkoztak ezzel: Reklaitis
és Wilde C75d kidolgoztdk a Wilde-Beghcler C8TD médszerét;
Gochet és Smeers C 5d kifejlesztették a metszOsik mobdszert és
megmutattak, hogy az &altaluk kidolgozott metszosik-eljaréas
konvexprogramozasi feladatok esetében jobb mint a Kelley c5b0-
féle médszer. [233 -ban Dinkel, Elliott, Kochenberger négy kui-
16nb6z6 metsz6sik-mdédszert vizsgaltak a PGP feladatra. Ecker
és Zoracki C38I! kidolgoztak egy médszert arra, hogy a PGP fel-
adatot hogyan lehet kozeliteni egy linearis programozasi Tfela-
dattal egy elfre adott pontossag szerint. Erre felhasznaltik
azt, hogy minden pozinomos PGP feladat atalakithaté olyan po-
zinomos PGP feladattid, melyben mindé pozinomnak csak két té-
nyez6je van (Vj(t) + Ug(t)).

Az uj algoritmusokat a suritési technika alkalmazasaval
fejlesztette tovabb Passy [683 , Pascual és Ben-Israel [66D.

A [23-ben Avriel, Dembo és Passy azokat az algoritmusokat is-
mertetik a pozinomos és szignomos GP feladatokra, melyekben a
pozinomokat slUritési technikaval monomokra atalakitottak.
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2. DUAL MODSZEREK
Tekintsuk az alabbi un. szeparalhato DGP feladatot (SDGP):

n 0.
max V(6,\) = E &.log(-") +
A= n

I m©O

\~Zog\-,
I K

k K

feltéve, hogy

E 6.=1
(23) Cin *
AT6 = O
Bi ~ A = I
1 =£

ahol A-(mxn)a B-(pxn) matrix.

Ez az SDGP nyilvanvaldéan ekvivalens DGP feladattal. Csakhogy

a SDGP feladatnak n+p valtozdja van, mig a DGP feladatnak csak
n valtozéja volt, masrészt SDGP konvex programozasi TfTeladat.

A DGP, az SDGP és a redukalt DGP (lasd (9)) feladatoknak
van néhany tulajdonsaguk, melyek meggatoljak a nemlineéaris
programozasi algoritmusok alkalmazisat. A legszembetl(ndébb a
nem-derivalhatésdg a nullanal. A nem differencialhatésag fel-
oldaséara a kovetkezd lehetdségek ismertek (Dembo C20D).

a) Korlatozzuk a & valtoz6 vektort ugy, hogy &{_3 e > O

legyen, ahol e tetsz6legesen kicsi pozit;v szam.
Ezzel elharithaté a nem-differencialhatésag. De a szamitds so-
ran sok algoritmus "cikk-cakkozik'™ a 64=e, iIGLkl (valamely k-
ra) értékénél. Célszerld lenne tehdt minden 6i=e helyett 6i1=0
valasztasa. Ekkor viszont az uj _6 nem megengedett megoldas,
hiszen nem teljesiti a normalitasi és/vagy ortogonalitasi fel-
tételt. Ecker C393 médositotta Beck-Ecker C83 algoritmusat
ugy, hogy ezt a nehézséget el tudjuk haritani. Inditsuk az al-
goritmust egy ~&0 megengedett megoldassal. Ha ilyen jj nem l1é-
tezik, akkor a feladat nem konzisztens, 1igy az l. részben em-
litettek szerint adott 3 megengedett megoldas esetén a (9)
feladat feltételeil igy irhatok
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(24) y + B =D

ahol y és z a 6 vektornak egy felbontdsa, amelyet uay is csi-
nalhatunk, hogy ¥ tartalmazza a 6 legnagyobb komponenseit,

a bazis valtozo és z a nem bazis valtoz6. Ha a z, valtozot
valtoztatjuk, akkor az yj meghatarozhat6é ugy, hogy a (24) e-
gyenlet teljestuljon. A zn valtozasa a kovetkezével jellemezhe-
16 :

(25) r.(0) =6 z.(b) - 16;® b..

ahol bé?_a B matrix j-edik soran és i-edik oszlopjan fekszik,

7

es

(26) G @ = 5 = Iog(—g—t") iezkl, k=0,13

Ha vf>0 akkor z, valtozot lehet mé% névelni, mikozben a V(b)
célfiggvény novekszik, és ha rv<0t akkor Zy valtozot csokken-
teni kell (nullara), hogy ekdzben a V(6) célfiggvény ndveked-
jen. A nem bazis valtozdé megvalasztasa meghatarozza a célfiugg-
vény novekedési iranyat. igy az iranymenti maximalizaléassal
meghatarozhaté a legjobb j5¢ és ez legyen a kovetkez§ I1épés
kezd6 megoldasa. C88i-ban Zangwill ad pontos szabalyokat a

nem bazis vektor megvalasztasara ugy, hogy az eljaras konver-
galjon.

A Beck-Ecker féle algoritmus modositasa az, hogy a dual
valtozok bizonyos csoportjara (bizonyos CfeD-hoz tartozd index)
megengedhetjuk, hogy nulldhoz tartson Ugy, hogy a gradiens vek-
tor jol definidlhaté maradjon. Ez a mOdositids azon az észreveé-
telene alapszik, hogy Gb . (iGzkl) marad valtozatlanul, ha
XK/bW (iGZkl) hanyados (lasd (26)) nem valtozik. 1igy ha léte-
zik egy olyan Cki csoportja a 6* valtozénak, hogy < 0t
(iezki), akkor minden ilyen S*.(iGZkl) valtozét csokkentink
ugy, hogy A;/G: maradjon valtozatlanul (iGZkl). Ez a dontési
szabaly meghatarozza azt az iranyt, mely mentén a célfiggvény
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novekszik, mikdzben a csoport elemeit nullara csokkenthetjik.
De néha valamely Iépésnél ugyanaz az indexcsoport is tartalmaz
olyan indexet, melynek megfeleld redukalt gradiens-komponens
(r.) is pozitiv. igy e valtozé noévekvése (nullatél) a célfigg-
vény novekvését eredményezi. Emiatt az algoritmus nem mikddne,
hiszen a gradiens komponense nem lenne definidlhaté. E nehéz-
ség lekizdésére Beck-Ecker C83 mutatja azt, hogy egy ilyen in-
dexcsoport esetén lehet konstrualni egy 6° megengedett megol-
dast, melynél a célfiuggvény értéke ugyanaz mint a szdéban for-
g6 megoldasnal, de ebben az indexcsoportban mindegyik redukalt
gradiens komponense (25) vagy pozitiv, vagy negativ, vagy nul-
la. Ha mindegyik komponens pozitiv, akkor az indexcsoport ele-
mei novelhetb8k uUgy, hogy a X?/6° hanyados ne valtozzék és ezzel
novelhetjik a célfliggvényt. Ha mindegyik komponens nem pozitiv,
akkor az legyen nulla.

b) Egy masik leheté6ség az, hogy ha valamely 6“ akkor a
bélog(o%/b;) kifejezést egy kvadratikus alakkal ké%elitjﬂk,
azaz

6. log(o./b.) - a & + R6. 0 < 6. <z
ahol a=—A/Z; $=Iog(ai/z)+l -

Ennek a koézelitésnek eldnye az, hogy a V(S,X) célfiggvény
szintén folytonosan differencidlhaté mikdzben tart nulla-
hoz, mivel a és R-t mar ugy v%lasztottuk, hogy 6IS Iog(af/Sr)
derivaltjanak az értéke és a&" + . derivaltjanak az értéke
egyenlé egymassal 8=e-ndl. Az e érték megvalasztisa elég egy-
szerl. Hiszen a mi Ffilozé6fidnk az, hogy ha az algoritmus vala-
mely l1épésénél 6;20, 1GZkl, akkor annak a derivaltja ne legyen
negativ, mert akgor a kovetkez6 lépés mar rosszabb lesz. Mi-
vel $=Iog@;g/z)+1j ez pozitiv marad, ha z<cge(loge=l)- gy
példaul ugy valaszthato

e = min {0-9-oie- 10 "}.
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Az els6é a DGP feladatra kidolgozott algoritmus Frank-téi [L33
szarmazott. J6l ismert még Blau-Wilde C11D algoritmusa, amely
a DGP Kuhn-Tucker féle szikséges és elégséges optimalitéasi
feltételeti oldja meg. Ezzel rokon Rijckaert-Martens [783
algoritmusa.

Az algoritmusok egy osztalya a redukalt DGP (8) feladatok
megoldasara alkalmas, Bradley [133, Templeman-Wilson [813.
Dinkel, Kochenberger és McCarl [253 egy médositott Newton-
Raphson- féle algoritmust, Jefferson [523 egy médositott
Newton féle algoritmust fejlesztett Ki.

3. A DUAL ES PRIMAL MODSZER MEGVALASZTASA

Gyakran felvetddik a kérdés, hogy a geometriai programoza-
si feladatokat dual médszerrel vagy primal moédszerrel oldjuk
meg. Vagyis mikor alkalmazzuk a dual moédszert és mikor a pri-
mal modszert. A legegyszer(ibb dontés, akkor, amikor példaul a
DGP nagyon egyszerid (nulla nehézségi TfTok), vagy a PGP egyszeribb
mint DGP.

A linearis programozasban ilyen dontés konnyen meghozhato,
de a geometriai programozasban ez a kérdés sokkal bonyolultabb.
Kézenfekvé volna a szadmitasi eredmények alapjan donteni, mint
Rijckaert-Martens [783 és Dembo [203 csinaltak. Azonban - mint
linearis programozasban - van olyan probléma, melyre mind a
dual médszer mind a primal médszer alkalmazhaté. Példaul te-
kintsink egy Tfeltétel nélkili GP feladatot, annak (3”~transz-
formacidja utan kovetkez6 konvex szeparalhaté feladathoz ju-
tunk

n
Primal feladat: min log LY o\/exp(yTQ
Yy, X N=2

feltéve, hogy

V-AXx=20
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n
Dual feladat: max E &.log (c./5.)
4=1

feltéve, hogy

Itt a két célfuggvény szerkezete majdnem ugyanaz. Tehat a ku-
Ionbség a felételekben rejlik, hiszen a primal feltételek ko-
zo6tt nincs egyenldtlenség, és a célfuggvény mindenutt differen-
ciadlhaté, mig a dual célfiggvény nullanal nem értelmezhetd.

A feltételes GP feladatok esetén a probléma uagy tidnik for-
ditva van. A PGP tartalmaz sok nemlinearis feltételt, mig a
DGP nem (kivéve 6 ™ 0 feltételt). Dembo 11201-ban javasolja, a-
mikor a nehézségi fok valamely feladatnal nagyon nagy, akkor
a dual moédszert hasznaljuk. Ennek kettés az indoklasa, egyrészt
a sok nemlineéaris feltételt nehezebb kezelni mint a linearis
feltételeket; masrészt mint ezt sokan ki is probaltidk, a DGP
feladatot meg lehet oldani Newton féle algoritmusokkal, ami
szerint mindegyik 1épésnél megoldunk egy négyzetes linearis
egyenletrendszert, amelynek a nagysagat a (n-(m+1)) nehézségi
fok vagy a primal valtozék szama (n) hatarozza meg attél fig-
gbéen, hogy melyik szadm a legkisebb. Sajnos ez a javaslat nem
mindig alkalmazhaté, amiért ezt 4-ben indokolni fogjuk.

4. A SZIGNOMOS MODSZEREK,

Mint 2.1-ben emlitettiuk, egy szignomos GP mindig visszave-
zethet6 egy vele ekvivalens RGP (forditott geometriai progra-
mozas) TfTeladatra. Ekkor a suritési technikat alkalmazva kapha-
tunk egy kozelité pozinomos GP feladatot. Tehat az els6 gon-
dolat az, hogy oldjuk meg a szignomos GP feladatot kozelité
pozinomos feladatokon keresztul.
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Az Avriel-Williams féle eljarast alkalmazva Avriel-Dembo-
Passy C23 kidolgoztak egy nagyon hatékony algoritmust. C313-
ben Duffin-Peterson megmutattédk, hogy hogyan kell hasznalni az
aritmetikai-harmonikai egyenlétlenséget az Avrie féle eljaras-
ra. Dinkel, Kochenberger és McCarl C253 Avriel cUu médszerére
az aritmetikai-geometriai egyenldtlenséget alkalmaztak.

Az altaladnos nemlinearis programozasi algoritmusokat is
sokan probaltidk felhaszndlni a pozinomos és szignomos GP fel-
adatok megoldasara. [203-ban Dembo hasznalta az &altalédnos redu-
kadlt gradiens iranyok médszerét (GRG) [593, £13 ; a blntetéses
fliggvény moédszerét (SUMT) és a kiterjesztett gradiens iranyok
modszerét (EGPM) [533 . A nemlinaris algoritmusok és a GP algo-
ritmusok futasi idejének hanyadosat 8 feladaton vizsgaltak. A
teszt problémadk [173-ben talalhatdk. Az alabbi téablazat tartal-
mazza a Tobb adatokat és a normalizalt futasi iddre vonatkozo
eredményeket.

1. Tabla. A NLP algoritmusok és a GP algoritmusok futasi
id6 hanyadosa:

nemiin. legjobb legjobb legjobb

PEOD™ tipus valtozé6  felt. NLP NLP NLP
legjobb legjobb 1legjobb
GPKTC GGP GP
1A pozinomos 12 3 79.6 17.0 79.6
1B i 12 3 1.0 0.2 1.0
2 szignomos 5= 6 0.2 5.0 5.0
3 i 7 14 1.3 1.4 1.4
47 M= 8 4 1.7 0.1 1.7
48 i 8 4 1.8 0.2 1.8
4C pozinomos 9 5 1.7 1.9 1.9
5 szignomos 8 1.5 0.4 1.5
6 ' 12 13 1.6 1.8 1.8
7 i 16 19 1.4 4.0 4.0
8A pozinomos 7 4 0.8 1.8 1.8
8B i 7 4 1.0 2.0 2.0
8C 1 7 4 1.8 3.3 3.3
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Itt érdekes az, hogy a legjobb GP algoritmus mindig gyorsabb,
mint a legjobb NLP algoritmus. De Tfigyelembe kell venni azt,
hogy itt csak nyolc feladat van. Az altalanosabb esetben, az-
az tobbfeladat, tobb valtozd esetén hogy reagal ez az oOssze-
hasonlitas, latni fogjuk e szakasz végén.

A szamitasi eredmények elemzése megtalalhaté még Rijckaert
C773-ben és Schinzinger 1:823-ben.

Lasdon, Ratner és Jain (603 sajat altalanositott redukalt
gradiens modszeruket (GRG) hasznaltdk a Cl173 és C773-ben mega-
dott teszt problémak megolddsara. Kiderult, hogy a GRG program-
csomag ugyanolyan hatékony mint a GP programcsomag, habar en-
nek a GRG programcsomagnak nem sikerult megoldania két :173-be-
li problémat. Fiacco és Ghaenni kidolgoztak néhany sikeres el-
Jarast a SUMT modszer alkalmazisaval a pozinomos GP feladatok
egy specialis csoportjara.

Van néhany eljaras, ami a szignomos probléma globalis mi-
nimumat keresi meg. CI+03-ben Faik javasol egy korlatozas-szét-
valasztas elvén alapuld algoritmust, ami a szignomos feladat
globalis minimumdhoz konvergal. 1hé3-ban Gochet és Smeers vizs-
gadlnak egy korlatozas-szétvalasztasi algoritmust a foridott
(Reversed GP) feladatra, ami a fordiott (@™(t) =D feltétele-
ket kozelito feltételekkel helyettesiti. Passy vizsgalt egy
hasonlé eljarast C693-ben. CUt3-ben Fattier, Reklaitis, Sin,
Root és Ragsdell egy Ujabb tanulmdnyt ismertetnek a geometriai
programozasi technikdk elemzésére. A tanulmanyban 10 program-
csomagot hasznaltak fel (4 nemlienaris programcsomag és 6 geo-
metriai programozasi programcsomag) Ot kulonb6z6 feladattipus-
ra: (O, ), @3, @, és (9-re (lasd 1. rész). A nemlinea-
ris programcsomagok kozoétt legfontosabb a GRG algoritmus (ami-
nek neve tovabbiakban OPT, hiszen nem a Lasdon C603 algorit-
musat, hanem az Abadie CI3 altal fejlesztett algoritmust hasz-
naltak fel). Az eredeti algoritmus CU73-ben talalhatdé. A ta-
nulmany 42 kilénbdzé teszt problémakon alapul, a valtozék, a
feltételek szama a kovetkez6képpen valtozott
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2 primal valtozék < 30
8 < primai tényezbk < 197
1 feltételek 4 73
I < nehézségi fok < 166

A szerz6k a kovetkez6 eredményekre jJutottak:

Altalaban a dual modszerek akkor lesznek annyira jok mint
a (3 tipusu konvex primal feladatokra kidolgozott mdédszerek,
ha a nehézségi fok kicsi (<15) és sok feltétel teljesiul egyen-
16séggel az optimalis megoldasnal. A GGP és GPKTC programcsoma
gok versenyképessége nem éri el az OPT programcsomagét. A jové
ben az OPT-féle algoritmus nagy valésziniséggel a leghatéko-
nyabb lehet ha a (3) tipusu konvex primal feladatnak uj speci-
alizalédasara is. A (4) tipusu transzformalt primal feladatok-
ra épult programcsomagok nem olyan taékonyak minta (3) konvex
primal feladatokra kidolgozott programcsomagok, bar az eldébbi-
ek szeparalhatdé feladatok. A pozinomos GP nehézsége - a compu-
ter 1d6ére mérve - a teszt valtozdi szémanak exponecialis flgg-
vénye és egyenesen aranyos a feltételekben levé O0sszes ténye-
z6k szamaval.

Dembo [203 azt javasolja, hogy néhany olyan elméleti Kkér-
dést kellene megvizsgalni, aminek alapjan a primal valtozdk
merev (0) feltételeit konnyebben lehet kezelni. Ezzel haté-

konyabbd teheték a primal mddszerek.
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