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Mindenek elétt Szasz Domokosnak szeretném megkdszonni
szakmai és barati iranyitadsat. Ilgen sok segitséget kaptam
Kramli Andras és Lukacs Paltol3 szamos beszélgetésiink
sokat jelentett a probléma jobb megértésében.

Halaval tartozom a Magyat Tudomanyos Akadémia Szamitas-
technikail és Automatizalasi Kutatd Intézetének3 a
Szamitastudomanyi F6osztalynak3 azért hogy lehetévé
tették szamomra e tanulméany létrehozasat. Személy szerint
Demetrovics Janos téamogatasat szeretném megkdszonni.

Végul pedig héalasan kosz6ndm a szdveg szerkesztésében és
gépelésében nyldjtott aldozatos munkajat Earvazy Gyulanénak



0. BEVEZETES

Dolgozatunkban kiépitjuk a kétdimenzids belsé allapotu bo-
lyongasok potencialelméletét, bebizonyitunk egy hanyados-
-limesz tételt az els6 elérési id6kre vonatkozdéan, majd ezt
felhasznadlva belatjuk, hogy a lok&lis médositds nem csorbit-
ja az invariancia elv érvényességét.

Az 1. fejezetben oOsszefoglaljuk a téma statisztikus TfTizikai
és valdszinUségszamitasi elb6zményeit. A 2. fejezet a poten-
ciadlelmélet Kkiépitését tartalmazza, végul a 3. fejezet a
lokalisan moédositott kdzegben folydé belsdé allapotu bolyon-
gast targyalja.

Cili cikkinkben sikerult belatnunk, hogy &2 dimenzid esetén
is érvényes 1103-beli eredményink altalanositasa bels6é alla-
potu bolyongasokra, azaz, ha a bels6 allapotu bolyongast mo-
dositjuk lokalisan, az ivariancia elv érvényben marad. Ennek
bizonyitasa soran nem alkalmazhattuk /0gy mint a C103-ben/ a
hanyados-lir.esz tételt, ehelyett ad"hoc becslést kellett
adnunk. ToObbek kozott ez O6sztonzott arra, hogy kiépitsik

a bels6 allapotu bolyongasok potencialelméletét. Ezt felhasz
ndlva pedig a hanyados-limesz tételt is sikerult altalanosi-
tanunk .

A Megszamlalhaté Markov lancok potencialelméletét Kemény és
Snell CI-33 alapoztadk meg, végsé soron a bels6é allapotu bo-
lyongasok 1is ide sorolhatdok. Mint Kesten és Spitzer alap-
vetd munkai -43, C53,C73 mutatjak, a bolyongasok néhany ér-
dekes specidlis vonast mutatnak. Kemény és Snell C13 cikkét
kdvetéen sziuletett Kesten és Spitzer C43 tanulmanya, viszont
a Spitzerék &altal hasznalt potencial-magot C33-ban aknazzak
ki Kemény és Snell a Markov lancokra altaldban. Erre az ered
ményre pedig Spitzer jelentdés koényve C73 nem hivatkozik.
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Mindezeket latva nem tlnik haszontalannak, hogy a C73-
beli felépitést kovetve Kkiépitsiuk a kétdimenzids belsd
allapotu bolyongasok potencialelméletét, felhasznalva a
Markov lancokra vonatkoz6 &altalanosabb CI13-C3D eredménye
két. Megjegyezzik, hogy a d=1 d>3 esetek vizsgalata ezen
eszkozok alkalmazasaval szintén elvégezhet6, nem valdszi
ni, hogy elvi nehézséget jelentene.
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1. A VELETLEN BOLYONGASOK ES A STATISZTIKUS FIZIKA KOz0S
PROBLEMAI

Az egyszerlség kedvéért e fejezetben véletlen bolyongasrol
sz6lva az egyszeril szimmetrikus bolyongast képzeljik magunk
elé. Ez egy a d-dimenzids egész-racson mint allapottéren
folyd diszkrét idejl stacionarius Markov lanc, melynek P
atmenetvaldsziniség-matrixa igen egyszeri

ha [x-y] =1 d
p(x,y) = P(0,y-x) X,yEZ 11.11
egyébként

A folyamat kezd6helye Xof Z tetsz6leges, az i-edik id6pont-
ban helyen talalhatjuk, gy hogy ide

P(xi_1,Xi) - P(O0,Xi-Xi_s) /1.2/
valdészinuséggel jutott az el6zé helyér6l. Ha xMN:=XN-X_"N N
akkor Xn = XO + Q X fluggetlen azonos eloszlasu valdészini-

ségi valtozékbol allé n eleml Osszeg.

A véletlen bolyongas szamos igen érdekes tulajdonsaggal ren-
delkezik; kiemelnénk ezek kozul azt, hogy a diffuzidés folya-
mat diszkrét analdgjanak tekinthet6. Ezt a kapcsolatot fejezi
ki a megfeleld differencia- illetve differencial-egyenletek
kbozti Osszefiggés és az invariancia elv. Ez utébbin az

L]

XUnt! w(t) 11.11

1
/1T

Osszefliggést értjiuk, ami a normalt bolyongasnak a Wiener fo-
lyamathoz valdé gyenge értelemben vett konvergenciajat jelen-
ti a folytonos Tiggvények terében ha n tart végtelenhez.
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A statisztikus Ffizikdban egyre nagyobb érdekl&dés mutatko-
zik a nem homogén koézegben folyd diffuzidk vizsgalata irant.
Ez Osztondzte a diszkrét analdg hasonld iranyu vizsgalatait.
H. Spohn /C6H-ban/ az alabbi bolyongas tanulmanyozisat java-
solta.

Vegyuk a d=2 dimenzids egész-racsot Zz-et és ennek elemeit
véletlen médon hagyjuk el. Pontosabban flggetlen, azonos el-
oszlasu valodszinuségi valtozok szerint Pq < valdszinlség-
gel elhagyjuk az egyes elemeket. A visszamaradt halmazon uj
atmenetvaloészinuség-matrixot definialunk Ugy, hogy adott
helyen a lehetséges négy szomszédos /1 téavolsigu/ réacspont-
b6l megmaradtak kozil egyforma valésziniséggel I1épiunk vala-
melyikre .

Megjegyezzik, hogy a modell két valdszinliségi mez6t tartal-
maz. Az els6 a lehetséges &allapotok halmazédért felelfs,a
masodik a bolyongéasért. Az allapottér kialakulasa mint folya
mat szoros kapcsolatban van az Ising modellel és a perkola-
cio elmélettel. Nekink elegend6 annak az ismerete ezen ered-
mények koézul, hogyha Pq < , akkor az origo pozitiv valészi-
niuséggel egy végtelen ™"cluster" -be bejarhaté réacsponthal-
mazba esik.

Természetesen szamos mas inhomogén kdzegu bolyongéas is defi-
nidlhatdé. Ezek kodzul most csak egyet ismertetink, melyet
CIOH-ben javasoltunk. Legyen G = (V,E) V megszamlalhaté szo6g
ponthalmazon, E élekkel definialt lok&lisan véges gréaf.
Legyenek

a(e) >0 e€E /1.4/

fuggetlen azonos eloszlasu valdszinuségi valtozok.

Ezek segitségével definiadljunk V-n egy &tmenetvaldsziniség-
-matrixot: Xx,y£V



r
gx.,v)
BP(x,y) = - T&.2) ha x,v £ E
X,z E

/1-5/
\ O bha Za(x,z)=0 vaqv (X,y)£E
,z) E

A bolyongas pedig egy V-n folyé P atmenetld Markov lanc lesz.
Cim cikkinkben sikerult Polya Gyorgy hires tételét a bolyon-
gas visszatérfségerdl erre a bolyongasra is altalanositani.

C103 cikkinkben a véletlen médositads egy specialis esetét
vizsgaltuk, sikerult belatnunk, hogy ha a médositas csak
véges sok racsponton valtoztatja meg az egyszer( szimmetri-
kus bolyongas atmenetvaldszinlség-matrixat, akkor az /1.3/
invariancia elv érvényben marad.

A diffuzios folyamatok vizsgalata soran sziletett Ja.G.
Szinaj hires modellje az un. Szinaj-biliard. Ez a kdvetkezf:
Tekintsik a d-dimenzids téruszt és ennek feliletén néhany
konvex, sima hataru 0tkoézét. A "biliard-golyd™ egy apré ré-
szecske szabad mozgast végez a torusz felszinén, mig egy Ut-
k6z6 hatarahoz nem ér, onnan tokéletesen rugalmasan vissza-
ver6dik. Ennek a mozgdsnak a leirasdhoz konstrualt Szinaj
egy Markov-felbontast. E felbontas egy &tfogalmazasa a szin-
tén Szingj altal javasolt bels6 allapotu bolyongds. Kovet-
kezzék ennek a definicidja.

D: /Bels6 allapotu bolyongas/

deN a dimenzid
M tetsz6leges megszamlalhatoé halmaz
H:=zZxM az &allapottér

Legyen H n=0,1,2,... homogén Markov lanc

U :=(X_,e_ ), ahol X € zd., E £M
n n n n n

es Un atmenetvaloszinusege P:H2 =+ CQ1D

Z - eltolas-invarians, azaz
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PU . LB IUn=(X,a))= Py, o ¢ /1.6/

a belsé allapotu bolyongds, amelynek Xn€ Z a vektor-
komponense, en pedig ugyanekkor a belsé allapot. 0

Kramli Andras és Szasz Domokos C9D lokalis centralis hatar-
eloszlas tételt bizonyitott az Un folyamatra. Dolgozatuk-
ra igen erdésen fogunk épiteni. Lényegében ugyanazokra a
feltevésekre van sziukségunk, melyekb6l tételiket levezették.
Mindenekel6tt feltesszik, hogy a belsd allapotok M halmaza

véges:

M] =mEN
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2. A KETDIMENZI10S BELSO ALLAPOTU BOLYONGASOK POTENCIAL-
ELMELETE

2.0 Altalanos jelolések

EInézést kériunk mindazoktél az olvasdinktol, akik nem ked-
velik az er6sen formalizalt matematikai Irasmodot, mi a to-
morség kedvéért mégis ehhez folyamodunk.

Az alébbi jeleket altalanosan alkalmazni fogjuk:

IBl Jelolje egy tetsz6leges B halmaz szamossagat
:= definiadld egyenlfség
létezik kvantor

minden kvantor

w < w

létezik egy és csak egy
akkor, kovetkeztetési reléacio
akkor és csakis akkor
természetes szamok halmaza
egész szamok halmaza

valés szamok halmaza

komplex szamok halmaza.

Tovabbi megallapodéasok:

Az M a bels§ allapotok halmazat azonositjuk az
{1,2, ...,m}= N halmazzal és altaldnos elemeit a gorog
ABC els6 betdivel jeloljuk: /a,3,y,6/.

Ha d£N,Z a d-dimenzids egész racs ennek altalanos elemeit
a kisbetlis latin ABC utols6 jegyeivel jeloljuk x,y,z.

A H=Z~xM halmaz elemeit pedig u,v,w-vel jeldljuk &altaldban.

Amikor u=(x,a) H elem valamely figgvény argumentuméban
szerepel, gyakran csak xa-t Irunk, pl.: P(xa,yR).

Ha P atmenetvaldszinuség, illetve altalédban a valdszinlség

szimboluma P jelentse az U folyamat esetén az U =u fel-
, . u. . n., _ . k _..°

tétel melletti fTeltételes valoszinliséget. P , illetve P/
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legyen a k-szoros iteraltja P-nek.

Szovegunk &attekinthetbségét a kovetkezbékkel igyekszink eld-

segiteni. Szamozzuk a definicidkat szakaszonként pl.: 2.3.4.D:

€és a Dj_mcgé rovig szoveg vagy néhany szimbolum keril,
amelyek definicidja kovetkezik. Az egyszerlbb allitasokat
és a kiemelendd tételeket szintén szekcionként szamozzuk
pl.: 2.1.4.L: /azaz a 2.1.4. Lemma/, illetve pl. 2.1,5.T:
/azaz a 2.1.5. Tétel/.

Minden definicid, illetve allitids szodvegrészét 0 jellel
zarjuk el, elhatarolandd a kisérfszovegtdl. Bizonyitast

az allitassal azonos sorszamua, pl.

2.1.4.B: jellel kezdink és O -el fejezzik be a O.E.D. helyett.

Miutan igen gyakran fogunk hivatkozni Spitzer C7j kbnyvé-
nek egyes részeire, ezt roviden az ottani jeloléssel tesszik,
pl.: 13.8.4. /Definici6, Lemma, Tétel, Példa/.

Dolgozatunk jeldlései lehet6ség szerint kovetik Spitzer for-
mal izmusat.

Ez azt eredményezi, hogy a legtdbb allitids és annak &altaléa-
nositasa formailag egybeesik, mig persze maguk az objektu-
mok masok és esetleg az allitas tartalma is lényegesen eltér.
Eppen ezért azokat az eredményeket, amelyek altaléanositott
alakja formailag valtozatlan, nem idézzik, megelégszink azzal,
hogy az eltéréseket emeljuk ki a jobb érthetfség kedvéért.

2.1. A potencialelmélet alapkérdései

Ebben a szakaszban a klasszikus elmélet néhany alapfeladatat
és a nekik megfelel6 diszkrét problémat kivanjuk bemutatni.
A felsorolds nem teljes, pusztan a késébbi kifejtéssel kap-
csolatos illusztracio vele a célunk.
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Az els6 tisztazandd kérdése az, hogy melyek a Laplace
egyenlet megoldasai, azaz
AF =0

mely f fliggvényekre teljesul, ahol A a Laplace operator.
Masképp FTogalmazva, ha P valészinlség-operator, mely flgg-
vényekre teljesil

PF = f

azaz melyek a reguléaris fuggvények P-re nézve.

2.1.1. D: /Reguléris Tfuggvények/

Ha P:H2 C0,13 a bels6 allapotu bolyongds atmenetvaldszini-
szinlség-operatora, P visszatér6 és aperiodikus /hogy ez pon-
tosan mit jelentsen, kés6bb tisztazzuk, moSt értsuk azt,

hogy minden H-beli helyr6l béarmely masik pozitiv valdszinlu-
séggel elérhet6/

f:H *R F >0 fiuggvény regularis, ha

ECPHW):= Z PW,v)T(v) = f(u) Vue H

\Velly
azaz Pf = T 0
2.1.1.T; Ha f regularist f konstans. 0
2.1.1.B: Lasd 13.8»1.L. 0

Erdemes megjegyezni, hogy az aperiodicitas sziikséges feltétel.
Az ellenpéldat 13.8 1. Példa alapjan egyszerlen megkonstrual-
hatjuk .

Hasznos lesz, ha e tételunket operatorokra is megfogalmaz-
zuk :
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2.1.2. K°YREIS§25}EDY

Ha P mint el8bb
F:H2 + R F oI fiH-""R f >0

PF = F i F = If* 0

Itt az 1 a H-n azonosan 1 fuggvényt jeldli. Gyakran fogjuk
mas "csupa 1-béI1'"™ alldé vektorra is ezt a jelolést alkalmaz-
ni. Ha egyébként nem ad lehetfséget a félreértésre, akkor
megjegyzést nem Ffuzink a hasznalatdhoz, nem latjuk el in-
dexszel. A( ) jelolje az adjungalas operéaciot, amely véges
vektortereknél a konjugalas és sor oszlop, oszlop - sort
cserét jelenti.

Fogalmazzuk meg a klasszikus Dirichlet feladatot. Legyen
pc r nyilt, egyszeresen Osszefiiggd tartomany, melynek
3D hatara kelléen sima egyszer( zart gorbe. Keresend§
u:D = R folytonos, korlatos fuggvény, melyre

11/ Au - 0 R2" Du 9
/2/ u= ¢ 8Db—n
Itt 4 adott fuggvény 9D-n. 0

2.1.2. D: /Dirichlet feladat/

P visszatérd, aperiodikus

B<H (B + R adott fv és |b | = ® esetén korlatos, keresendd
olyan korlatos f:H > R fluggvény, melyre

1/  (PF() = F() Vue HnB

72/  fQ) = @ Vu6B 0

2.1.3. T: A P-re vonatkoz6é Dirichlet feladatnak 31f meg-
oldasa és ha

- N 1= —_
HB(U’V)'_PU(Un:V"UfMIB i=0. . .n-1)

=/ f = Hb4 0



2.1.3.Bi 13.82.L. q

A klasszikus Poisson feladat esetén D legyen az elébbi tar-
tomany, legyen p > 0 fuggvény adott D-n. Ez a p jatsza a tol-
téseloszlas szerepét, ha elektrosztatikal hatteret képzelink
el feladatukhoz.

A kérdés az, milyen T potencialt kelt ar toltéseloszlas,
azaz mely T fiuggvényekre teljesul:

HI  AF (X 0 X€R2v d

72/ AF(X)

p(x) X£D
/3/ f(x) + Injx]|*C/ p(y)dy3 =0, ha |xj ®
D

Megjegyezzik, hogy a klasszikus feladat megoldasanak egyér-
telmlségét a /3/ feltétel - a logaritmikus potencial kere-
sése - biztositja. A megoldads f(xX) = g- 7/ p(y)in|x-y]dy
alaka, ahol szamunkra fontos, hogy a potencidalmag szerepét
a logaritmus jatsza.

2.1.3.D: /Poisson feladat/

P mint eddig aperiodikus visszatér§

BCH IB] < = p:B>R p>0 figgvény, melyet H"B-n O-nak
definidlunk.

Keresend6 ¥ flggvény, melyre igaz

HI (P-Df(u) -0 VueHxB

72/  (P-DTF) == p(u) Vu€ B

/3/ T >0 0

2
2.1.4 .-T: Ha A:H -=mR operator kielégiti a

(P-DA = 1 12.1.17
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egyenletet, azaz a Poisson feladat partikularis megoldasa,
akkor A a potencial magja, azaz

f = Ap
megoldasa a Poisson feladatnak. 0

A /2.1.1/ o6sszefliggést a 2.6.13 Tételben fogjuk igazolni,
maganak a 2.1.4 Tételnek a bizonyitasa trivialis.

Ezzel elérkeztink a negyedik és eredeti célunkat jelent§
diffuziés feladathoz.

D az eddigi R2—beli tartomany. Keresend§ u(x,t):szR m R
fuggvény, melyre

3 2
111 3¢ U i 4u hat>0 XE RY D

12/ u(x,t) =1 ha t >0 Xc 3d

3/ lim u(xt) =0 haX|’R2'D

t+H-O0
Az 11/ oOsszefiggés a jol ismert hbvezetési egyenlet, /2/
azt fejezi ki, hogy 3D hatart "1 hémérsékleten' tartjuk,
/3/ pedig azt jelenti, hogy a kezdépillanatban R2 D-n O
volt a hémérséklet. Mint ismeretes, u(x,t) megoldas t ®
esetén konvergal a megfelel6 Dirichlet feladat megoldasahoz
u(x)-hoz:

limu(x,t) = u(x) =1 Vxé R™N-D
L5Yes)

2.1.4.D: /Diffluzibés feladat/

P aperiodikus, visszatérd BCH |p ]| < <

12/ f W =1 ha n >0 Vu£B 1

/3/ fo@) =0 ha VU € H"B 0
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Vezessik be egy tetsz6leges B”~H halmaz els6 elérésének

idejét. v

2.1.5D: m

B<H
TR:= min\ki N (U, eBj

Tg:=a@ ha a definialdé halmaz Ures. 0

2.1.5.T: A diffiuzios feladatnak ?! fn megoldasa

pu(th T n> ha ui H"B
n(u> =

ha uf B 0

- s = 7

2.1.5.B: Kbzvetlenul adodik f definicidéjabdél, hogy meg-
oldads, az egyértelmilség pedig a rekurziv definialhatésag

//71/ miatt/ teljesul /lasd 16 .8/. H

Végs6 célunk a TR valdsziniuségi valtozd vizsgalata, amely
szamos nem stacionarius jJelenség megértéséhez visz kozelebb.
Meg fogjuk hatérozni a

v T8> M
u  {u}
hanyados hatarértékét, ha"n+®.

Erdemes két egyszer(ibb eredményt eldrebocsatani. Ha B~iul
egyelemiu halmaz, akkor igaz lesz a

tim Ov ™M

a E P_(vouo P (u_ u_ )
== ,
P (IW >nT n 0O o

n=0

oOsszefluggés, ahol a jobboldal is konvergens. /uq £H spe-
cialisan valasztott rogzitett elem./
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A masik érdekes oOsszefiggés az id6beli viselkedésre ad
aszimptotikat:

Ilim 1UIs In(n).p a

>n) =1
(C,a) 10,a)}

"\

2.2. Alapdefiniciok
Ebben a szakaszban ismertetjuk Kramli Andrds és Szasz Do-
mokos C93-beli eredményét.

El16sz6r tetsz6leges d£ N dimenzidéra definidlunk néhany fogai
mat.

M véges halmaz, melyet azonositunk az {1,2,...,n}«N halmaz-
zal H=Z xM az Un bels6 &allapotu bolyongas allapottere. Jelol
je L az Un Markov lanc &tmenetvaldszinuség-operatorat.

2.2.1.D: /S
L:£1H)-> £1(H)

LCHX) = £ L F+y) VXE Z 12.2.11
yeZd vy

Ly pedig L”™: Cm Cm linearis operator

L = (P )f ]
y y.a,k afgzi,....@ /12.2.2]

o= - =2 e z SR A |||
matrixszal definialhatd a szokasos bazisaban C -nek, to-
vabba

f:= 1f(x) x€z2n f(x)&Cm}

£/2(H) beli.fuggvény vektora. 0
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Az Un definicidja és P eltolasinvarianciaja miatt az

eo"el” " ",£n a sorozat M &llapotteru Markov lancot alkot,
melynek atmenetvaldészinlség-matrixa Q.

2.2.D: 1/
I. Feltevés:
Q ergodikus és aperiodikus. 0
Feltevésunkb6l kovetkezik, hogy Rm stacionarius eloszlas
az M-en

I*y = £ y@ =1 yXQ = yX /2.2.4/

aEM

igaz persze a QI = 1 Osszefliggés is, hiszen Q sztochaszti-

kus matrix.
2.2.3.D: /Fourier transzformalt/
Ha feE~("H) jelolje f a Fourier transzformaltjat, ekkor

f(t)== 2 e "t "MFy) tOrr-TT,Tr3~* /2.2.5/

ha gedig L:£1Q0>£%(H) operator, akkor Fourier transzformalt-
ja L legyen

L@&)= £ el(Ct,y™L t <€ C-ir,Trid /2.2 -6/ 0
ycZd Y

gy a(t)=£(t) nem mar mint a P karakterisztikus fuggvénye,

ami maga is operator:
adoh. e s, i3

lgaz tovabba, hogy
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P(i,=(x,a) U,=(0,a)) =(6* ;4 LNICOI 12.2.11

ahol
0] ha x”™O

bl

_ 6.e£ (H. e, ,,,.,e Ci1
60a 0 = e, ha x=0 a1 1 m

m , , -
a C szokasos bazisa.

igy az inverzids formula szerint:

™ T
0 = = - (xX"t>e* t)at /2.2.8/
P(un—(x,-)b (Q ,a)): / .../ e T an(t)a
@ e
2.2.4.D: /M, £/
1=-1,2,...,d /2.2.9/

MAz-J zd Y* Ly

Ek,r~ y~zd yk yi Ly 1,2 °"d /2.2.10s
ahol y =(y, ,.-..,y») £Z a komponensek Irasmodja. 0

Il1. Feltevés:

A /2.2.9/ és /2.2.10/ kifejezésekben szerepld szummdk ab-

szolut értelemben konvergensek. 0
111, Feltevés:
yXM,1 = 0 J=1/2, ... ,d /2.2.11/

a::{a,J/fE)kjas 1y eeeerd pozitiv definit operator /2.2.12/

ahol
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A Peron-Frobenius tételbdl és | Feltevésb6l kovetkezik,
hogy Q-nak az 1 egyszeres sajatvektora 1 sajatértékkel,
tovabba, hogy minden mas sajatértéke 1-nél kisebb abszolut-
értékiu. Legyen X(t) az a(t) legnagyobb abszolutértéki sajat-
értéke <) sajatvektorral, azaz

a@)F() = X )S(L).
Mint C9D-b6l Kkiderul:

1. Alaplemma:
Ha igaz az I, 11, 111 feltevés, akkor X() sorfejtése

X(t) = 1 - | tXat + 0( 1112) 12.2.14 7
alaku. 0

2. Alaplemma:

Ha y (a(t) = X(t)y () a baloldali sajéXvektorok kozul a
legnagyobb abszolutértékkel rendelkezd a X(t) sajatéerték
y(t) sajatvektorral, akkor sorfejtése <G>, illetve y(t)-nek

4t)=1+4H4 t + 0(1112) /2.2.15/
y(t) =y + y~t + C(1I2) alaku /2.2.16/
0

A bels6 allapotu bolyongasok aritmetikaja a kdvetkez6 két
csoporttal jellemzhet6:

2.2.5.D: /S, G/
S:= 1t€ F~u,u : daCc)l = 1)

itt | 1 a spektral-normat jeloli, |9 <

E halmaz z&art részcsoportja a d-dimenzidés térusznak,
G pedig a zZ»-n P &altal /illetve S altal/ generalt minima-
lis /dualis/ részcsoport.



-22-
G:= {y£Z™ : VEt£S (y,t) = 0 (mod 2inN} 0

Ha JS 1>1, akkor lehetséges, Eogy a H allapottér tobb
zart részosztalyra bomlik H =_UMH, ugy, hogy ezek az
osztalyok diszjunktak és u esetén Vn-re
Pn(u,vz = Pn (U =v) = 0. Ebben az esetben viszont, ha
U0€ Hi’ akkor Vn-re Un€iH. is fenall /hisz HT zart osz-
taly/, igy elég ezen osztalyokat kuldén-kaldn vizsgalnunk.
Nem jelent tehat tényleges megszoritast, ha feltesszik

a kovetkez6t:

IV. Feltevés:

H egyetlen zart osztalyt alkot az Un Markov-lancra nézve. O
E feltevés mellett is lehetséges, hogy |[s|>l, viszont biz-
tos, hogy Vn, v <€H-ra3n£'N: Pn(u,v)>0. Masrészt igy az

is biztos, hogy Vn H allapot peridédusa azonos, ha

IS| =1 akkor éz a peridodus 1. Erdemes megjegyezni ,hogy

ez utébbi esetben, azaz ha |S|Fl, a Spitzer altal erdsen
aperiodikusnak nevezett bolyongashoz jutunk. /V6. 5.8.1.D
7.8.8.L.7.

A regularis TfTluggvények 2.1.1 Definicidja soran P-re kiroétt
feltevéseket most mar pontositani tudjuk, az aperiodicitas
éppen a IV. Feltevésiunket jelentette.

Dolgozatunk teljes hatralévdé részében tegyuk fel, hogy P
teljesiti az 1-1V kikotéseket. Ha mas élesitésre vagy
gyengitésre nincs szikségunk, akkor a P-re nem teszunk
megkotést,automatikusan feltessziuk I-1V-et.

2.2.1.T: /Centrdalis hatareloszlas tétel/
Ha P-re teljesul 1-111,

9, a 0 szoérasu nulla varhatéértéki normalis eloszlas
slrliségfuggvénye, a a /2.2.12/-beli szérasmatrix

Xqg pedig a G csoport indikatora

V pa€x

s:=|S|], akkor
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a ,
Z n4P',O 4>(Un=(x,a‘)‘/—su(ft)i}_(‘\—,%{G("X"'n(fi)'*@,.“po_))
(x,a) CH e T - 2 aln T
/2.2.111
Kifejezés tart 0O-hoz ha n*>-. 0

Megjeqyezzuk, hogy s=I, akkor v =1.

2.3. A potencialmag

E szakaszban és a hatralévékben a d=2 dimemzidés esetet vizs-

galjuk a mar emlitett I-1V. feltevések mellett.
Nem visszatérd Markov lancokra a
@
pN
n=0

sor konvergens, 1igy A=(I-P) ~ elcallitasa igen egyszerl, ez
lehet a potencialmag. Nehézséget a visszatérd Markov-lancok
jelentenek, ezen belil is a Markov null-lancok, azaz ha

Iim
nHco i=0

| T ERY
=~

A kétdimenzios belsoallapotu bolyongasok éppen ebbe a csoport-
ba tartoznak. F6 feladatunk az lesz, hogy beléassuk a

o0 p

w8

I P, (05,08) =5 = Py (xa,08) 12.3.1/
k=0" "

és a

@

Z P (xa,0B) - p(vy,0R) /2.3.2/
u=0 K

sorok konvergenciajat. Ez Kemény, Snell terminoldgiaja szerint
ClH azt jelenti, hogy Markov-lancunk norméalis. E tulajdonsag-
b6l szamos allitas mar egyszerlen kovetkezik, mint példaul az,
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hogy a P operatornak esetén véges limesze van,
mégpedig Ip* alakban, ahol p* valdsziniuségeloszlas a téa-
volrol indulé bolyongds B-be 1épésének eloszlasa lesz.

Erdemes megjegyezni, hogy a gyengébb

cHlim £ pn+1Q ,w)HB(w,v)-Pn+1(Z,w)HB (w,v) < ®

n_m
allitast minden tovabbi Tfeltevés nélkiul, egyszerlien be lehet
latni. /Lasd még CI] (X feltétel 230.0/ nekink viszont ez

az Osszefiggés nem elegendd a tovabbi vizsgalatok soran, szik-
ségunk van a normalitéas bizonyitasara.

2.3.1.D: /G /

G (u,v) tehdt annak a varhato értéke, hogy u-bél indulva
hanyszor jart a bolyongds v-ben n 1épés alatt.

Bn(xa,yB):: Gn(Xa,xa) y 55 - Gn(xa,yB)

B(xa,yR) = lim Bn (xa,VvR)

="
ahol (x,ct), (y,R)CH. 0
2.3.1.L: Ha Ffennall 1-111 és s=I

B(0a,0R) definicidja értelmes az eloallitd limesz
véges. 0
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2.3.1.B:

Az i1nverzi6os formula szerint

m 1 [ «\

B (0a,oR) = —~ /[ /eX Z a (t)Ce -- eQ] dt

(2v  -ir-ir k=0
Legyen a™(t) = a(@)-X (&t p(OyX (t), ahol gx(® és y(t) ugy
van normaiva, hogy X (t)y(t) = 1. #(t) és y(t) definicidja
szerint Idan (t)1 <1, igy elég a(t) = a-“"t) + X(E)I$C)yx (t)
felbontids masodik tagjéanak integral-beli vizsgalata, hiszen
IaF = (i—a,)_1 konvergens sor integralhaté. Masrészt

A . Kk = K . .

@) = 0 és ezert a = a] + ) a hatvanyozas

egyszerli eredménye.

(XX) 12 > j i_>n+1tt) eXaO(t JYyX (tHe a ;;Eg% mebMt
@i)2 —ir —irl-x(t)
2

A 2. Alaplemma szerint y(t) =y + y» t + o(lt] ).y pedig

meréleges

y B) _
a y@) el ra.

Tudjuk az s=I feltételb6l, hogy|x(t)] <1, ha t"0, igy
ezt a pontot kivéve az integralasi tartomanybdl n ®
esetén (xx)

(2,2 7 TVIWT + °f 1112):dt

alakot o6lti Lebergue tétele szerint. Ha felhasznaljuk az
1. Alaplemmat is

c,t +o(11])2)
————————— —2¢ dt
2irH Jj- tXat + o( |tr )
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integralhoz jutunk, ami véges, mert a pozitiv definit.
Ezzel a kivant integral felbontdsanak mindkét tagjarol
belattuk, hogy véges. Q
2.3.2. L: Ha fennall I-111 és s=I, a,ReM

Cn (0a,0R’): = Gn (0a,0R)- Gn (OR,0R)

C(0a,0R): = 1imGn(0a,0R)

>
=> (C(0a,0R )-tdefiniald limesz létezik és véges.

2.3.2. B: Lényegében azonos az el6z6 lemma bizonyitasaval,
y (t) helyett ¢(t) sorfejtését hasznaljuk és azt, hogy

e -g,, mer6leges 1-re.
a R 9

2.3.3. L: Ha fennall I1-111 és s=I

xX£Z2,6,3a M

Dn (x6,0R): = Gn (06,06) yio; n (x6,0R)
D(x6,0B): = lim Dn (x6,0R)
VA Soud

n_
a D-t definialdé limesz létezik és véges.

2.3.3.B: A 12.8.1. Allitas és az eddigiek alapjan nyilvan-

valo .
2.3.4.T: Ha fennall I1-111. és s=I xe Z a,R,5a M
En(xa,OB) = Gn (06,06 ) 4)1/%0—\] - Gn (xa,0R
E (xa,0B) - = Iim E (xa,0R)

n-)-co

- az E°-t definiadld limesz létezik és véges.
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2.3.4.B: Allitasunk az el6z6 lemmak egyesitése. ]

2.3-2-D:O/0 ,©/

Legyen 69 e M az a bels6 allapot, melyre

OEM
egy rogzitett R-ra.

Ilyen létezik, hisz M véges, ha tobb van tetszdélegesen va-
lasztunk kozuluk, lathaté, hogy R-tol figgetlen a definicid.
Jelolje ®:=(0,6q) £ H a megfeleld kitintetett H-beli elemet.

A tovabbiakban ez lesz a potencidalok "viszonyitédsi nivdja". O

2.3.3.D: /Potencialmag/

0
2.3.5. L: Ha fennall I1-111 és s=I =" Vu, vt M
A(u,v) =0
AC0,0) =0 0

2.3.5.B: Nyilvanvalé a /2.3.2/ Definiciobol.

Megjegyezzik, hogy sajnos a (uy) = 0-bél nem kovetkezik sem
u=V, sem u=®, v=®, ahogy ez a klasszikus elméletben telje-
sul. Ez az A véges halmazon vald invertalhatésagat fogja
némileg neheziteni.

Kovetkez6 tételink a potencialmag aszimptotikus viselke-
désérél szol, kimondasa csak a v/y tipusu normalasban tér
el 12.8.2. allitasatol.
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2.3.6.T: Ha fennall I-111 és s=I VX, a,R,y,6 6 M

Iim

IX |« [T A(xo’yB)< A &0-0y) 0 0

2.3.6. B: A bizonyitas egyszerlien kdvetkezik az eddigiekbdl
12.8.2. Tétel alapjan. Q

Az el6z6 Lemmasort minimalis technikai nehézségek aran al-

taldnosithatjuk az s > 1 esetekre is, igy i1gazak az alabbi
tételek:

2.3.7. T: Ha fennall I1-1V Vu, VEH a 2.3.3. Definicio-beli
limesz létezik és véges A(u,v) potencialmag létezik és veé-
ges tovabba

A(u,v) >0 és A(@,®) =0 0
2.3.8 .T: Ha fennall I-1V és x,y£Z a,B,{ysE M S
lim YO Axa.yR)- A (X6,0 + 0 0
n v () xa,yB) X y)

A tovéabbi felépitésnél nem fogunk tamaszkodni az alébbi 6n-
magaban is érdekes tételre, amely némileg erfsebb feltevé-
sek mellett az A(xa,0R) potencialmag |x] logarotmusaval valé
novekedéséet allitja. Vagyis A éppen a logaritmikus potencial-
mag -

2.3.9.T: Ha fennall I-1V, tovabba
V4 Mx = M2 = 0

21 712 721 0O 2z11 z22 -Zo

pozitiv definit
3/ E((XM)NMIS) < @ valamely 6 >0-ra

lim A(xct,0R )-y (R)In Ix mC
Ix Do
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ahol xf Z a,3£M cQER cQ > 0 konstans. 0

2.3.9.B: A bizonyitds lényeges, de technikai jellegld mé6-
dositasokkal a 12.8.3. Tétel bizonyitasan alapszik. O

2.4. Elemi Osszefiggések, forditott bolyongasok

2.4.1.D:
Legyen BeH B|] < <

®_ ™ min {kE N *UKE B}

Qn B " Q‘](u.\/, -=pu (Un:V' Tf3>n) u,v £ H-B

< B
HE (UL (PUQ.}\/ V" Tp (o) Wt
5Cu,Vv) u, v£B

*0 egyébként

Pu UT =v, TR < » u, VEB

TBtu,vj r B
0 egyébként
£ Q (u,v) u,v€Hnhb
n=0
gB (U .,v)
0 egyébként
n
Gn(u,v) : Z P @W,v)u,vEH
k=0 K
G(u,v) = l1lim G (u,v) u,vEH 0

=S
Ezeket a valodszinlségeket vagy Vvarhato értékeket gyakran
fogjuk operéator alakkal roviditeni. Evidens példaul, hogy
ha QE = %,OO = 1, akkor fennall a

~n+1,B —~™n,B ~1,B

Osszefliggés.
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241 ..
Ha fennall a 1V feltevés, d pedig tetsz6leges =?

(1 aB2-n

PHB HB B_IB ahol IB = j O r2'B_n 2 1
01 gBQu,v) £ gB(,V)<* vu, V£EH 12.A.21
HJv= gFP i -*ulB VE€B 12.4.3/
G = hbg 12_.A.N

2.4.1.B: 10.8.1.

2.4.2.D: /Forditott bolyongas/

2
Legyen D:H = R "diagonalis matrix'"azaz D(u,Vv) O, hau~”yv

DU,u): = yzg—a/ ,hau= ,a)EH.

A fordltott bolyongas /szintén H allapotteri Markov lanc/
atmenetvaloszunuseg operatora P

P: = DPTD \ ahol PT a P transzponalt ja. /2.4.5/ 0

Ez a definicid koordinatas alakban:
P&a,yR) = };_fg-i—P'yS,xa) X,y £722 a,l t M.

2,4 .2.L: Ha fennall 1 és 1V fTeltevés
ISL sztochasztikus operator, azaz
PI = 1
tovabba igaz, hogy y a stacionarius eloszladsa P-nek az M-en,

azaz

1 y(@)P(xct,yR)=y(B) V,.B)EH. 0
x, @ 6H



2.4.2. n: Egyszer( szanolassal adodik.

E lemma alapjan mar beszélhetink forditott bolyongéasrol,
melyre szintén definialhaték a 2.4.1. Definicid-beli mennyi-
ségek, jelolje ezeket is ()

2.4.3. L: Ha fennall 1 és IV feltevés

QL =1, - yX, Q =DQTD 1 12.a .e/
Sn - dgﬁd—l 12.A.11
on,B = DQE bD_l 12.A.8/
It 12.A.91
*B = D B° A
T -1
% = DgBD /2.4.10/

Megjegyezzik, hogy hasonlé allitas nem teljesul HR-ra.

2.4.3. B: Az allitasok nyilvanvaldéak a definicidkb

ol,
/2.4_.9/-hez megjegyezzik, hogy it = 1 Q P,
o ~ n=0 n,ti
/2.4.10/-hez hogy gRR = 1 Qn B.
n=0 -

2.4.3. D: /X/
X:H R X&,ct): = y(@) V &,d £ H

specialis leképzést vezessik be. BG H esetén XB jeldlje
B-re valdé megszoritasat.

2.4.4_. L: Ha fennall 1 és IV feltevés

¥ — A * — *
rBl =1 es XOUB = XO /2.5.11/

2.4.4. B: Elég hivatkoznunk a 11.8.2. Allitasra és arra,
hogy IV miatt Pu (T <*)=1. Yuil H.

_ — TrA_AN- H -
2.4.5.L: Pn#l HB = HB + GnCIB IB- ha Igaz -1V



2.4.5 B: 11.8.1. Allitéas.
2.4.6.L:
_ 6,€0.0)

y(60)
vagyis az A O6sszeg els6 n tagja, akkor

Ha  A- (1X) - 6,

Pn+I HB - HB — An CnEJ;Bl
fenn az I-1V teljeslulése esetén.

2.4.6.B : Vegyluk észre, hogy

G (0,®)
IX*)-Gn
An = (
y(60 }
2.4.7. T: Az 1-1V feltevések esetén a lim PR+J HB limesz

N N\ (e o)
A - n=>
létezik es veges

AMp P+l HB = K

ahol p valészinluségeloszlas B-n, azaz 1"p,, = 1, tovabba
fennall a

X

HB = "B + AC*B-V /2.4.124

Osszeflggés. 0

2.4.7.B: A limesz létezése kovetkezik abbdl, hogy a 2.4.6
Lemmaban szerepld An n== eseten konvergal. Az Ipﬁ alaku
felbontds azt jelenti, hogy "messzir6l"™ indulva a B-be valoé
belépés helye fluggetlen a kezd6helyt8l és pR a belépési el-
oszlas. Ennek igazolasa 11.8§.3. Allitasa szerint torténik. P

A szemléletesség kedvéért /2.4.12/-t "koordinatas™ alakban

is megfogalmazzuk: Vuf H és Vve B-re.

HE(u,v) = pB(v) + 5 AU, W)HCTIg@w, v) 6(w,v)l
weC



A 12.A.12/ kifejezés kodzponti szerepet fog jatszanai szamos
bizonyitasunkban, bizonyos értelemben ez az 6sszefiggés a

3D hataron vett normalis menti derivalast takarja a diszkrét
esetben. Vagyis a Gauss-Osztogradckij tételben szerepld in-
tegralmag, ez biztositja a feluleti és térfogati integral
kozti kapcsolatot a diszkrét esetben.

2.5. A potencialmag invertadlhatdésaga véges halmazon

Ebben a szakaszban megproébaljuk a HB, pR # mennyiségeket a
potencialmag segitségével kifejezni. Mint latni fogjuk, egy
B véges halmazon invertalva a potencialmagot /2.4.12/ alap-
Jan ez megvalodsithaté. EIG6sz6r a mar nem trivialis | | -2
esetet vegyuk, az igy kapott eredmények hasznosak lesznek
az altalanos eset tisztazisadhoz is és az invertadlas sziksé-

gessége is e példan keresztul valik vilagossa.

Legyen B = (u,v) u = &, Vv = (Y,B1 Teljesuljenek mindvé-
gig az I-1V feltevések.

2.5.1.L:

Ha i - ﬂ?@hu), akkor 2.4.4_. Lemma miatt

mo,v)=1- figv,U) = 1-TT /2.5.1/
W,y = 2B = gg% 12.5.21

q%fﬁ,u)

2.5.2.L: 12.A.121 és az el6z6 Lemma alapjéan

n p(g% 12.5.3/

- K + I-b o/
ahol a:=A@U,v) - ng ACu,u)
b= AMV,Uu) - A VvV YV

pia)
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lgaz tovabba , hogy

a >0
b >0
atb > 0
1> > 0
b .. @ /2.5.5/
pB() = a+tb pBtv) “ atb U
= a+h 12.5.61
A (w,u - A(w,Vv
@.u) ey - ALY ) i
HEB (w,V) a+b 12.5.11

7 7

2.5.3mL: Felhasznalva az el6z6 lemmat és azt, hogy

gu(w,v) - H{u,v} v)gu’v,v~” 12.5.8/
gy v-v) = ¢ ! v SH /2.5.9/
B(v,u)

azaz altaléaban

9, w,v) = —p=¥é3)\ a@,u)a@,v)ta@,v ) xi[%\ A(u,u)
w, V £H /2.5.10/ 0

Lathaté a /72.4.12/ o6sszefiggéshb6l, hogy egy olyan linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk, amelynek AX=1 az alak-
ja. Vagyis, ahogy ezt |RB{=2-re ki lehet szamolni, az A inver-
zét kell megkapnunk el8szo6r. Ez viszont a Spitzer jarta ut-
toi eltéréen nem mindig lehetséges. A-nak Bz—re megszoritasa
AB nem feltétlenul invertalhat6é. Hogy miért, arra az alabbi
tétel ad magyarazatot.

5.4 T:
Ha b= |B| 2<b<°® és AR az A potencialmag B -re vald megszoritasa

ul =1, u Ag —0 =>3 ai B: u = + e. /2.5.11/



PB = ea /2.5.12/

és alkalmasan atrendezve B felsorolasat B = (b™, ... ,}
b. = a médon
1 1
2
AB , r(AB b-1 /2.5.13/
\O0. .. .0 /
alaku lesz a b-1 rangu A matrix. 0

2.5.4.B: Ha a s72.4_.127 6sszeflggést B -ra megszoritjuk,
akkor a

He 1B 1BPB + ABOIB IB1 /2.5.14/

Osszefuggést kapjuk. Ha u AR = 0 és u # 0, azaz AR nem
invertalhaté, W= X'-T_'€15>E’§ ) =/ @ 18 3oB" >0, figy u
komponensei alland6é eléjeliek, TFfeltehetjiuk, hogy u > O.
Mivel 2.3.5. Lemma szerint AR >0, ha AR = Can,...,a"3
akkor u a® = 0 V.i=l, ...,b, de akkor Uj > 0-bol koévetkezik
af(j) =0 Vi = 1_._.b, ¥é=1--.b—re. Vagyis AB bizonyos
soraiban csupa nulla all. Tegyuk fel, hogy

U1l U2=...=Ujp,=0 uk{f""""ug > ami alkalmas atrendezés-
sel elérhet6, akkor a.(k+l),. a. () 0O Vvi=1,2,...,b
vagyis egyenletinkbél

00 4/ \ 84 sbl

format kapjuk.

Ebb6l viszont egyszeriden leolvashaté, hogy po = P2
de masrészt P~ = 1 is fennall, ami lehetetlen, ha
k"b-1. igy “"B(®)=F 1 és v(Ag) = b-1, u=eK. 0

2.5.1.D: /Au inverze Kn!

Legyen 2 < |B]< = yg @ A B-ra vald megszoritasa. KB az
Ag altaldnositott inverze, ha
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a/ Ag-nek létezik inverze =? Kgj= AR
b/ ha Ag-nek nincs inverze =/ Kg:=(Ag+eg XB)

ahol e™ az el6z6 tétel szerinti rendezésb6l nyert vektor.
Vezessiuk még be a kovetkezd jeldléseket

kb (-,v) (Xg kg) (v) v <B
Kg(u, .) b Ig () uftB
Kg(=r®) = xB kB1 0

2.5.5.L: Ha 2 < Bl <® B H A Kb
mes, azaz ha 2.5.1.D. b/ esetre all fenn, akkor

definicidja értei

(AB + ey X B)-nek l1étezik inverze.

lgazak tovabba altaléaban a

Kg( ,*) > 0 /2.5.15/
PB KB ) AB KB /2.5.16 /7
kb 1b XBKB
VAB = KB - ITC./.T“ 6sszefliggések /2.5.17/

Ezek alapjan mar a HB értékét is meg tudjuk hatarozni a
/2.4.12/ alapj an.

2.5.5.B: A /2.5.15/ - /2.5.17/ Osszefiuggések kodnnyen iga-
zolhatok a 11.8.1. bizonyitasat kovetve. Nekink csak azt

kell belatnunk, hogyha AR nem invertalhaté, akkor

D = (Ag+tegX*) invertalhaté. Tegyuk fel ennek az ellenke-

z6jét, azaz, hogy u:B >R u é 0 /Ju]=1 az altalanosséag

rovasa nélkul/, melyre u'D = 0. Ekkor /2.5.13/ szerint

XB = + <AB+eB ~ b7V

hiszen 2.4.4. Ilemmabd6l kovetkezik X~Eiig-Igl = 0. Balrol
u*-all szorozva
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b AB =0, igy ub *1)X* O-bél u*l =0

2.6. Green fluggvények és tulajdonsagaik

Ebben a szakaszban beldtjuk, hogy az A potencialmag a
Poisson egyenlet partikularis megoldasa. Segitségével
kifejezziuk B= H véges halmazok gB Green Tflggvényét és
leirjuk aszimptotikus viselkedését is. gR eldallitéasa
soran melléktermékként azt is belatjuk, hogy a (P-1)F=I
egyenlet megoldéasai A+Ifw‘alakﬂak, ha F-A korlatos.

E részben is feltesszuk, hogy teljesul I-1V.
2.6.1.T: Az A potencialmagra fennall

¢P-D A =1 Osszeflggés 0

2.6,1.B: Feladatunk némileg bonyolultabb, mint a 13.8.3.
bizonyitasa, ezért a f6 lépéseket oOsszefoglaljuk. Tudjuk,
hogy

G ©,0)
*
An V(GO) X Gn
ezért PAn = An + 1 - Pn+1
de n*° esetén lim PAn = A + 1

=

viszont Bim és P nem feltétlen felcserélhet6. A Fatou
lemma szerint:

Ilim PA >P Iim A , igy PA <A + 1
== e



Legyen az eltérés F :=A+1-PA>0, i1gy PA = A+l1-F. Viszont
F - op' D 1-bol Kovetkezik

A = DaTp?

is. Ebb6l viszont kovetkezik mar

F=pF Dl

is. Ezutan P-ra alkalmazzuk a 13.8.3. Allitas megfelel§
Iépéseit a

% ¥* HX o VYV

egyenletre. Azt kapjuk, hogy

p<VV =0
amib6l @r -1«) F = 0 és kételemld B halmaz esetén kdnnyen
lathato, ﬁogg 3f: F = IfX, igy

PA=A+G0 -n-1*

n n-1

lim 1/n PA = -I1FX

n n
mert 1/n A és 1/n Gn > 0, ha n*° _ Ekkor viszont f £ 0O,
de F >0 volt, 1igy f = 0. D

Ezutadn belatjuk a '"Messzirdl jott ember™ tételét. Megmutat-
Jjuk ugyanis, hogy a tavoli kezd6helytél fluggetlen a B-be

1épés eloszlasa, igy a B-be 1ép6 azt mond a kezd6helyrdél,
amit akar.

2.6.2.T: Ha B H 2 < B akkor a

lim HD (xa,v. =HB(*,v) =:BB(v) VVEB Va £M
IX |0 B

limesz Vve B, aé M-re létezik és véges, tovabba

HBCV) = iy s77) W) = psW)



Ha

2.6 .2.B: Ujra felhasznaljuk a AgCu-g-IgH = 0 Osszefiiggést
és igy

£ AU, V) 1tth (v ,u ) -1 (v v )3= £ CA(u,v)-A(u, ©) AX(V)f

cv V-W
Vvés vcB

- 1B (v,w):

Ha felhasznadljuk a /2.4.12/ 0Osszefiggést és a 2.3.8 Tételt
akkor a kivant allitashoz jutunk.

E tétel teszi vilagossa, hogy AR miért nem invertalhato.
Ha ugyanis B-be csak egy b <B ponton at lehet belépni, ak-
kor Hb (°°,v ) = pXB(v) nulla, hacsak v ~ b. Ebb6l pedig mar
kdnnyen adddik, hogy AR-nek a b-edik sora csupa nullabél
all. Ezutan egy technikai jellegld lemma kovetkezik.

2.6.3.L:
t= DLTD~1 =# (L =L 72.6.1. /
DUApV1=n* 72.6.2/
B = DKgD_1 /2.6.3/
KB(.,.) - kB(.,.) 12.6.A/

T, .-1
[CTTTTT = kb 1xb Wdcixbkb3T d"1 g°pp 0 X /2.6.5/
2.6.3.B: Egyszerd szamolassal adodik.

Ezek utan mar kis tudjuk szamolni a g Green Tfilggvényt,
ha 2 < B] < ». A |B] = 1 esetet 2.5.3. Lemma tartalmazza.

26 4.T: Ha B<H 2 < B <

9B = - A - ~A) + ad C1lpbX3TD 1 + (IpB)A + ACtb-1b3A

ahol /2.6.6/

X \XKB

°B " Kb(.,) °° 1pB Kg(=re) 0

0



2.6.4.B:

r__

Felhasznalva az el6z6 lemma Osszeflggéseit a 14.8.2. Té-
tel bizonyitasat altalanosithatjuk.

Legyen el6sz6r u£EB, ekkor gB(u,v) = 0 VveB-t kell iga-
zolnunk. Ha a 2.4.7. Tétel /2.4.12/ 0Osszeflggését B-re meg-
szoritjuk

ABOIB_IB"1 ~ 1B_IpB

allitast kapjuk. Ezt felhasznalva alakitsuk at /2.6.6/-ot.
1Xx*

-ab - kETTTT)+ ab + rig-ip*: ab =

=" KMr,TT + ABDCIBp:JT D 1 = O

ezen utébbi lépés /2.6.2/ és /2.6.5/ kbvetkezménye.

Abban az esetben, ha ue H vdB~g”~Ujv) = 0-t a kodvetkezb
moédon igazolhatjuk. Alkalmazzuk a 2.4.7. Tételt a forditott
bolyongasra, ebb6l azt kapjuk, hogy

'"3 * A3 AB = DCIB-1FB3T D 1

felhasznalva a forditott és eredeti bolyongas kozti atmene-
tet. De ekkor

"AB " kr(.?. )* AB  ~pb~T D 1 + IpB AB+ABDCIB-IpB"T D 1 =
X
> —_
ke (.BHy* s A8 = O
ahogy ez el6bb is addédott KR és pR., illetve X§ kapcsolata-
bol.

Az Aaltalanos eset u,VEH\B bizonyitdsdhoz hasznaljuk fel

- s = 7z



HB-1 = gBp-gB
Osszefiggést a P-ra.

Legyen tovabba V:=g+A, ekkor

PV + Vv + oy 12.6.11

felhaszndlva az el6z6 és a PA-A+i Osszefiggést P-ra. Az igy
kapott egyenlet egy HR jobboldalu Poisson egyenlet. /L&sd

a 2.1. fejezetben 11. old./. Ezért remélhet6, hogy V-beli
megoldasarol be tudjuk latni, hogy

V = Ir +AHcIid

alaku. A Poisson egyenlet egy megoldasa a 2.1.4. és 2.6.1.
Tétel alapjéan

- <k
W = AH

alaku. Belatjuk, hogy a lehetséges megoldasok a mi esetink-
ben ettél csak 1+ -ban térnek el és meghatarozzuk ezt a mat-
rixot is. E célbol vegyik a V és W kiilonbségéi:, és Irjuk fel
a fenti egyenletek egybevetésével a = 1Z-W-re vonatkozot:
Z = o + A - HgA, melyet bdévitve

NRL

= gg + A - (1eX)A - HbC(le*)A-A:

alakhoz jutunk. Ebben a kifejezésben gR és A -(le-")A korléatos
a masodik valtozéjaban /felhasznalva a 2.3.8. Tételt és gR
tulajdonséagait/. Most felhasznalva /2.6.7/-et, azaz hogy V
kielégiti a Poisson egyenletet

PZ = Z

N N

Osszeflggéshez juthatunk. 7 a masodik valtozdjaban korlatos
és kielégiti a kapott egyenletet, ezért 2.1.2 kbdvetkezmény
szerint

Z = c .Ilt*

alakl lehet csak.



Ebbol viszont

V = De tJXD 1 + H_A

_ Xn-1 _
g, = -A + Dcle”D = + UpgA + ACug-IgzA.

Ha pedig ujra felhaszndljuk a viB esetnél elmondottakat,
akkor

X
1X , r T -1
D ct1XD 1 KBC..=) * AQQL@E? D
adodik. Ezzel pedig a kivant allitashoz jutottunk. 0

Az egységesség kedvééert, ha JB] =1, akkor legyen
. 1 _
Kg \ere) ® és £ = 0.
B(*-nn)

2.6.5. kovetkezmény

1
ha UrB
kaT??J
(PgA)(u) :

ha u £ HsB
n 1 ka7771

2.6.6 . T: Ha B<H 1 < B[ < &, akkor

gB (U, °35) :=1im gR(u,yB) (y,g9)eH u”H
ly I

limesz létezik és véges. Ha
B = {u} u= (xB)
g, (W.«@). = §§2§ CA (W, u)-A (u,u)] 12.6.91

specialisan, ha u=0, akkor

ooy = Y(@)
gQ (w,°°a) = v (6 A @, u . 12.6.10/



Ha pedig |B| 2, akkor

g wW,a)> y/7’—r E (AWK ¢,v)-1u,v! /2.6.11/
B KBU "-) t€B B
VcB
vagyis
AK
V. “1 :( Kb(-’-) _I) V /2-6-12/
0

2. 6.6 .B: Legyen e~ az uf£H egységvektora
98 .v) = CADCIPB)IT D 1~ s .y + (HB-lei AI(W,"V) =

X
= @kp-i) Kt')x(_ LU + EHGULECAEV)-A@V)2
gR-nek ehhez az el8allitasahoz juthatunk, ha a 2.6.4. Té-
telben ACiTg-1g3-t /2.4.12/ szerint helyettesitjuk. A 2.3.8
Tétel szerint a masodik tag nullahoz tart, igy addédik az
allitds a |B] >2 esetben. Ha |p ]| = 1, akkor gR-nek a
2.5.3. Lemma-beli elballitasara alkalmazhaté a 2.3.8. Té-
tel és igy kapjuk a kivant allitast. 0

2m6m6 . D; gR @W):=g* U,<.)1

2.6.7 .L:
d uEH: A(u,0) ~ 0 0

2.6.7.B: Tegyuk fel az ellenkezdéjét, ekkor 2.6.1 Tétel
szerint

O=Ph A .o

volna, ami ellentmondas, hiszen G~Cu,©®) tart végtelenhez

A(u,®) + Gn_1(u,5)

ha n tart végtelenhez, A(u,0) pedig konstans. O
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2.6.8.L; Ha B =1 Pgha To 0

2.6.8.B: El6sz6r legyen B {0}, de a 2.6.6. Tétel alap-

jan
gB) = yCTEJ A(u* @ * O

Ha B = i1u) , akkor

gB(w) = — [A.(w,u) -TA(u,u)3yX
(0]

Az el6z6 lemma bizonyitasahoz hasonldan

0 - Png” = - CA(,-,w+Gn_1(-,u)-PnlA(u,u)Dyn
N O'
ellemontmondas. N
® (0]
2.6.9.T; gB 10
2.6m9_.B: Megint indirekt moédon bizonyithatunk
® AKb 13
° = PngB ~ Pn C KB ( ,)D TTTT
X X
TT €, 095y v
D

ami ellentmondés.

2.7. A hanvados-limesz tétel

E szakaszban is tegyuk fel, hogy P-re teljesul 1I-1V.



2.7.1.L:
lin i In@).R_ (@) y(;)s vag M (2.7.1)

2.7.1.B: Egyszerlien kovetkezik a 16.8.1. Példa becslését
alkalmazva a centralis hatareloszlas tételbdl.

2.7.2. Kovetkezmény:

Ple X(T, > M
] 6, aj" a Y

! a Va,3 £M. 2.7.2
M Pty Gz 1T St va @-7-2)
U i(a(.> =1 va€ H (2.7.3)

n
< Rs (@
Lﬂo Rzn(a) =1 vat M. .7.4)

Erdemes megjegyezni, hogy az utobbi két allitason all vagy
bukik a hanyados-limesz tétel, mint ahogy ez a bizonyités-
b6l kiderul. A centralis hatareloszlas tétel hianyaban vi-
szont nagy nehézséget jelentene (2.7.2), (2.7.3) igazoléasa.

2.7.3.T: Hanyados-limesz tétel JB] = 1l-re.
Legyen B = (Uu) =H u =(x v £H\B [ =5
5 P (T.. >n
I1Xm
no P > Y = Y@)=gu) = A,u)-ACu,u) (2.7.5)
usu
Ha pedig u = @<t H, akkor

y(GO)ge(v) = A(v,@), miatta limesz A(CV.0). o]
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2.7.3.B: Lényegében a 16.8.1. Tétel bizonyitasat kovetjuk.

1] — N 1 - - -
W > = TﬂIIT &Yﬁ L+.t) Fn(t)
t™u
P4 =n+l)
ahol
Fn (t> - lIanl(aD

Tudjuk, hogy

/00 Lin g (v,(yB)) = - CACv ,u)-a (v,u)3
ly "co U ~ (a)

/27 IimF () = 0 a 16.8.1.-beli bizonyitast P-ra alkalmazva
=

13/ Fn(® > ° és XXFn = y(a

mivel
Pt (Tu=n+1)
S v(@)F (t S
te H @ n( ) t Y@ Pu(Tu>n+l)
tu
=t T,>n+l)
1
5 y(rs) n u v (@)
yJ€H P.u (Tu>n+l)

+ A - A p . p
a P-ra vonatkozo teljes valosziniuség tétel szerint. E ha-

rom Osszefiggésb6l pedig egyszerld szamolassal kovetkezik a
tétel. r}

2.7,4.T: Hanyados-limesz tétel.

Ha P teljesiti az 1-1V feltevésekben foglaltakat,
B<H.1 < B|<~ , v = (Y,B)éH esetén

P T >n)

li FTt— 77TT = v(R)gB (u) 0
H\ vV Vv
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2.7.4.B: A bizonyitas 16.8 tovabbi részében megtalalha-
t6, |B]-re vonatkozdé indukcioval egyszeriden altalanosan
is elvégezhetf. Egyetlen lényeges eleme a (2.7.4) 0Ossze-
fluggés felhasznalasa, amelyet szamunkra a centralis-ha-

tareloszlas tétel biztosit.
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3. LOKALISAN MODOSITOTT BOLYONGASOK

Ebben a fejezetben a Elll-beli eredményinkre adunk némileg
egyszerilbb bizonyitast a két dimenzidés esetben, felhasznal-
va a 2.7-ben bizonyitott hanyados-limesz tételt.

3.1. Invariancia elv
Mindenek eldtt tovabbra is tegyiuk fel I1-1V-et.
z 112
vetkezmény: Vo
T 1.1
E, a) (x,R) /3 / 0
_AL @), A
|i—/-”/ w 3z Rm ¢
n
|n(a): = f, fE (i.=(x,a))- y()3.
1=0 .
An 1= £ _An(a)ua 0
aweM
3:1.2. Dz /Y /
Vn ; = W £E N~ N
az (x ,e ) altal definialt bolyongas.
3.1.2. Tétel:
1 v -=d> W () ha n + »
/n  Cnt:
ahol a fTolytonos flggvények terében vald gyenge kon-
vergenciat jeloli, nulla varhato értékl £ szorasu Wie-

ner TfTolyamat.



E felbomlik E = alakban

iy
Vo
ahol E2 2x2-es ﬁn mxm-es matrix, tovabba W[ = (Wtz,\NEi)

alaka, ahol a két komponens fluggetlen Wiener folyamat.

Ez az allitas specialis esete a Markov lancok flggvényei
hatareloszlas tételének.

/Lasd C6H 242. old. 20.1. Tétel és 232. old. 2. példa./

3.2. Lokalis moédositas
3.2.1, D: /G/

Az egyszer(ibb fogalmazas kedvéért bevezetjuk a P altal ge-
neralt aléabbi iranyitott grafot

G: = (h,e)
{@,v)IPCu,v) >0 } 0

E:

Megjegyezzuk, hogy /3.1.1/ azt jelenti a grafok nyelvén,
hogy G erfsen o6sszefiggl, vagyis Vu, v<=H-ra

3n: Pn(u,v) > 0.
V. Feltevés: G lokalisan véges graf, azaz

Vu£EH {vEH :PQuU,v) > } | < ®
vagyis P véges hatodsugaru. 0

A tovabbiakban feltesszuk, hogy 1-V. teljesul.

3.2.2. D: /Lokalis moédositas/
P lokalis médositasa P-nek, ha

B—-—H Pl - Vu €HVB Vv £H

Pw,v) = Pw,v) 0



Ezutdn a moédositas grafon kovethetd hatasat diszkutaljuk.

Legyen G a P altal generalt iranyitott graf. Konnyen lat-
haté, hogy G-nak a JhB-n kifeszitett része egyetlen végte-
len er6sen Osszefugg6é komponenst tartalmaz. Legyen ez

G := (H™,EjJ és legyen Gg: =(H"-Hm, E ) = (Hg,Eg) a komplemen-
teren maradé gréaf, amely véges sok véges komponensbél Aall.

Az invariancia elv vizsgalatakor uUjra feltehetjik, hogy G
nem tartalmaz elnyeld6 halmazt, illetve, hogy P rekurrens
maradt, ellenkezd esetben ugyanis a bolyongas 1 valészinl-
séggel egy véges halmazban tartézkodik, ha n .

Meg kell még jegyezni, hogy HR-t elhagyva H-bél a H”-en Gm
tovabbara is erfsen 0Osszefliggé marad.

3.2.3.D: U _:=(Y B ), V :=(Y_ .B

Legyen a P altal definialt Markov lanc, Vn pedig ugyan-
ugy ké&zédik Un—b6i, mint vV, az Un—b6i. 0

3.2.1. Tétel:/invariancia elv/

Ha fennall 1-V, tovabba P-re teljesilnek az eld6bbiek, akkor

1 =£> ws (D)
/n
ahol Wv azonos a 3.1.2. Tétel-belivel. 0

3.2.1. Megjegyzés:

Hasonlé allitas igaz a d m> 3 dimenzidés esetben. Ha d = 1,
akkor viszont hasonlé eredmény nem varhatdé, ahogy ezt
CIOD-beli ellenpéldank mutatja. 0

A tétel bizonyitasanak alapgondolata azonos a CIO”™-ben
alkalmazottal. A hé&nyados-limesz tétel segitségével be-
lathaté, hocv Un(J(ﬁD idét tolt n lépés alatt a modositott
teruleten. Ezt a hatast viszont a /n-el vald normalas el-
nyeli.



_3_'_2_'ﬁ1_'_D_: ‘Tn’ Tn/
n
t - = E x(Quzxze
n i=o \
n
th- ~ __E x(ixc y 0
i=0
_ Npr V7
n
vVt = iEI X(ui £ V Ui—i ™ hb >
n
=5 ox@ey  wigay 0
- /«v rk/
Ne— = Min {il N 11 > “kel V " » 1 K72.3,...
rik: = MM ATEN 49 o ey wif pp - K5253 0

Nyilvanvalé marmost, hogy
n

t " :E- r-——q-

n -1 i

3.2.7.D; /£k, mk/

mk = min {@i - N |Ji > rk = >

‘k

min W n }

mk tehat azt az els6 id6pontot jelenti, amikor a HR-bol
valo Kkilépés utan elbszor lépunk abba a belsé allapotba,

r_

ahova az el6z6 HB-be Iépés tortént. E két hely kozti trajek-



toria-darabot kivagva, a két trajektoria-darab ugy csat-
lakoztathaté, hogy a kapott sorozat P szerinti Markov lanc
lesz_AM-ra azért van sziukségunk, mert el6fordulhat, hogy
B. = R, bekdvetkezése eldtt visszatériunk HB—be. Ebben az

i ok
esetben ezt az egész trajektéria-darabot ki fogjuk hagyni.

3.2.8.D: /Lk, RkZ/

Xk’ *k gk  Rk:=rk"s 0
Ezeket felhasznalva a kovetkez6 becslés adhat6:
Vi Vi
t < E R < E L= :TMM) /3.2.1/
"=t ' =r !
3.2.9.D: 41,/
vn
In: = 11,2,3,...,n}\ _U C(Ei"£i13 0

I definicid szerint része azon id6épontok halmazanak, melyek-
ben Un az eredeti P szerint fejlédik. Ezek utadn az alabbi
lemmasor vezet tételink bizonyitédsahoz.

3.2.2.L: d ca>0 konstans, JnE€N : Vn>nQ

Ev(T (n)) < cq£n(n) Vv = H 0

Ebb6l az allitasbol mar kovetkezik tételink, de ennek bi-
zonyitasdhoz a kovetkez6 tételekre lesz még szikség.

3.2.3.L: jJ ™0, 3n4 vn>n™ n£ N

Ev(T(n)) < CIEv (vn) 0
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3.2.10.D: /T T /
TC:: min {1 tN Ui.r C}

TC:= min {4 N U|’ C} o]

1

TC /illetve Tc/ a C halmaz els6 elérésének ideje IT~| /il-

letve Un/ altal.

3.2.11.D: /3C, 6C/

Ha CeH

SC: = {u€HC 13 V? C:P (v,u) > 0}
6C := {uC |3ve H»C:P (v,u) >0} 0

Mivel C lok&lisan véges, ezért ha C véges, akkor 6C és
3C is véges halmazok.

3.2.4.L:
1
min Pu(Tn >n)
Fontos észrevenni ezek utan, hogy

P (0. sn) = P AT »h) -ha y&eiix
AV = == A% 1
D ;_?)

3.2.5.L: /A hanyados-limesz tétel kodvetkezménye/

d C3,C*" >0, n™~d N: Vn > n®



K cNM.En( 0
Py T TK) - @
B 9hB"u’\’\VN\V’\n’\

Az utébbi egyenlétlenség bizonyitasa megint a centralis
hatareloszlas tételbdl kovetkezik egyszeril becslésekkel.

3.2.6 .L: U 0O<d<°°, n”eN, Vn>n”~, Vu, v

Pu (tﬁ:b > n.

d < < i 0
- PV(rH:b >_n) - d

Ezzel pedig a 3.2.5-beli becslés a 9HR szerinti minimumra
is atvihetd.

3.3. Invariancia elv bizonyitasa lok&lis médositas esetén
B: Tekintsuk a Vj:=Vj+]-Vj lIépésvektorokat. Vagyis

n-1

Vn = E v_I
D=0

%
Legyen Vn a Vn kodvetkez§ approximacidja:

I -et agy definialtuk, hogy

p(vk-i"vk 1 V vk-if0) = [Jvk—1""RIFR- K-rfol

igy V -b6i a O lépéseket kihagyva egy P szerint folyo

Markov lancot nyerunk. Legyen ez An

Ekkor pedig
’Vn_vn i< fvn_yn—T(n)Jl + l\\{n—T(’n)’_Vn 1< 2/m2 T().



5 —fv

Felhasznalva a 3.2.2. Lemmat

sup EUnt3®) < c.An(n) = a{’n)
o<t <1

amib6l a Markov egyenlétlenség alapjéan

SUP - IVr .gVv 0 ha n > ®
O<t<l /n CntD CntD

5.4. A lemmdk bizonyitéasa
3.4.1.B: /3.726.L/

Ha u,vE£Hm, akkor létezik egy pozitiv valdsziniségo
ut -beli pontokkal u-bél v-be, legyen ennek hossza

PLF'(THH> >n 2 I:)u'(Du,v"TH,I> >n)w

I:)U(DU,V)PV (TH%>n_nu LV )>Pu (Du RY, )PV (Tﬂ:ﬂ>n)

igy ha d = min {Pu (Du V)}, akkor a kivant allitast

kapjuk. u,ve 8HB D

3.4.2.B: /3.2.5.L/%

Felhasznalva 3.2.6. lemmat, ha n elég nagy

Pv (Tv > n
1 1 9 ) 1

<
min P (T >n)-dP,,0dU >nT _ - P (T. >n)
VEOH V  HB U HB dPu (T n vV

de ez a hanyados-limesz tétel szerint



vV, ev@ n

Ebb6l pedig a masodik becslés mar kovetkezik a centralis-
-hatareloszlas tételbdl.

3.4.3.B: /3.2.4. I/

P (U.=w))P (T® > n-1) > E (v ).min P (Tw >n)
o) B UT 3H.p B

|| =3

UEH ., i

3.4.4.B: /3.2.3.L/

Ahogy Cio3 cikkinkben tortént, a Wald azonossigot szeretnénk
alkalmazni. Ehhez -flggetlen azonos eloszlasu felsd becslést
adunk L™-ra. Vk £N-re V £6HRB-re inditsunk u-bol egy-egy P
szerinti bolyongast /specialisan, ha u = 0 , akkor magat

az U -t vegyuk./ "k
Legyen L~M(u) az

specialisan Lk (Uo'k

u £6Hb

és L, -k fuggetlen, azonos eloszlasu valodszinlségi valtozok.
Ezutan belatjuk, hogy E(LM) <

EQlI)= E EL, (W
U—SSHB

es
E(L+ (U)) = Eu(Rl) + Eu(£l-rl)



Mivel Hg véges és G-ben nincs elnyel6 komponens, azért
Eu(R1) < ».

< = * —_
Eudtl“rl) i VC 8Hg Pu(Dr%—v,Er(V ri>

es

EvCMN—ri ur =v/™ -
1 1

ahol m™M(u) az m" id6é Ur = v feltétel melletti értéke le-
gyen. /lLasd 3.2.6.D./

Ha v = (x,a)

E,(m fui-rj = E E _ kP @ =(y.,a)u,=v)
y(322

ez pedig nem mas, mint az a allapot els6 elérésének ideje
2 ) . S .
/tetsz6leges Z -beli pontban/, ez viszont nyilvan véges.

Egyesitve az eddigi eredményeket, 3.2.4 és 3.2.3.-bol
kdvetkezik a kivant 3.2.2. Ilemma-beli becslés.



4. OSSZEFOGLALAS

Mint azt az el6z6 két fejezetben lathattuk, a felvetett
kérdések megvalaszolasa rejt némi nehézséget magdban, pe-
dig a Markov-lancok potencialelméletét mar husz éve meg-
alapoztéak, masrészt, mint azt nyomban vazolni fogjuk, e
kérdések szinte csak iskola feladatok a témakoér f6 problé-
maihoz képest.

Ahhoz, hogy a Lorentz gaz viselkedését még jJobban megértsik,
a végtelen sok belsd allapottal rendelkezé6 bolyongas elem-
zésére van szikség. Kramli Andrasnak és Szasz Domokosnak
globalis centralis hatareloszlastételt sikerilt igazolnia,
melyr6l az 1982. szeptemberi Pannon Szimpdéziumon szamoltak
be Visegradon.

A kovetkez6 a potencialelmélet szempontjabdél is lényeges
1épés a lokalis tétel bizonyitasa lenne.

Egy masik i1gen nagy intenzitassal miveit kutatasi terilet
az inhomogén kdzegl bolyongasoké /folyamatoké/. I1tt olyan
alapvetd problémak is megoldatlanok, mint a Pdlya tétel
altalanositasa, azaz a visszatérfség feltétele inhomogén
/véletlen/kdzegben.

E probléma nehézsége abban rejlik, hogy d > 2 dimenzid ese-
tén a Nash-Williams-féle szemlélettel nehéz képet kapni a
potencial kialakuldsardol. Egy dimenzids esetben egy egy-
valtozés rekurzidé megoldasa adja a potencialt. Bizonyos ered-
mények sziulettek d=2 esetre is, pl. CIZ], viszont a tett
megszoritiasok tulajdonképpen az egydimenzidra vald vissza-
vezetést biztositjak implicit médon.

Az invariancia elv érvényességi kore is tisztazatlan a d 2
esetben. CI33-ban periodikus, illetve kvazi periodikus médo-
sitdsokat vizsgalnak. Szinaj Cl14H pedig er6s technikai fel-
tevések mellett o6nadjungalt bolyongasokra igazolta az in-
variancia elvet, d > 5 esetre Dobrushin-nek sikerult a
problémat teljes &altaldnossagban tisztaznia.



A globalis moédositas jobb megértéséhez vinne kozelebb az
egyszerl szimmetrikus bolyongas tovabbi vizsgalata példa-
ul az onatm™tszések, betoltési i1d6k kontrollalasa révén.

Végul a harmadik csoppet sem kézenfekvd problémakdr az

inhomogén koézegu végtelen sok belsé allapottal rendelkezd
bolyongasok vizsgalata.



10.

11.

12.

13.

14.
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