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BEVEZETÉS

A formális nyelvek elmélete a számítástudomány egyik 
legfontosabb témaköre. Az ötvenes évek végén vezette be 
Chomsky a formális grammatika fogalmát, s az azóta el
telt alig hiísz esztendő alatt a formális nyelvek a számí
tástechnika csaknem minden területén nélkülözhetetlen esz
közökké váltak. A géptől független programozási nyelvek 
gyors elterjedése és a szintaktikusán vezérelt fordító
programok sikeres alkalmazása hamar megmutatta ennek az 
elméletnek a gyakorlati jelentőségét. A formális nyelve
ket kétféle eszközzel fogalmazhatjuk, generativ grammati
kákkal vagy elfogadó automatákkal. A generativ gramma
tikák a nyelv definícióját a generálás oldaláról, tehát a 
szintézis oldaláról közelitik meg. Ezzel szemben az auto
matákat inkább analitikus eszközként használjuk. A formá
lis nyelvek szintaktikus elemzése elméletének alapvető e- 
redménye a determinisztikus nyelvek fogalmának kialakítá
sa, és ezek elemzésének megoldása, melyre 1965-ben került 
sor. A fogalom automata-elméleti definíciója Ginsburgtól 
és Greibachtól származik [l966] , a generativ oldalról va
ló megközelités és a megfelelő elemzési eljárás kidolgozá
sa pedig Knuth érdeme [l965]• Knuth LR(K)-elemzőjénél ked
vezőbben Harrison és Havel [l973] vezette be a strict-de- 
terminisztikus nyelvek fogalmát. E nyelvosztály az LR(K)- 
tipusu nyelvek olyan halmaza, amely a prefix-mentes tulaj
donságot tartja úgy, hogy tetszőleges (x3y) szópár esetén 
ha az X és xy szavak együtt beletartoznak egy stict-deter- 
minisztikus nyelvbe, akkor y szükségképpen az üres szó; A 
determinisztikus automaták oldaláról Hopcorft [l966] és 
Friedman [l9773 az egyszerű gépeket definiálta, de ezek ál
tal elfogadott nyelvek osztálya csak valódi része a prefix- 
mentes determinisztikus 2-tipusu (context-free) nyelv- 
osztálynak .



Tanulmányom ezekhez a problémákhoz kapcsolódik és azt 
igyekszünk megmutatni, hogy létezik a determinisztikus au
tomaták egy olyan hierarchiája, amely pontosan a prefix-men- 
tes determinisztikus Chomsky-féle nyelvosztályok hierarchiá
jának felel meg. A bevezetésen kivül értekezésem hat fejezet
ből áll, s mindvégig csak determinisztikus automatákkal és 
prefix-mentes nyelvekkel fogunk foglalkozni.

Az 1. fejezetben előkészületként a determinisztikus au
tomaták és Chomsky-féle nyelvek egymáshoz való viszonyát is
mertetjük anélkül, hogy a közölt tartalmazási, illetve gene- 
rálási összefüggések bizonyítására kitérnénk.

A 2. fejezetben a prefix-mentes nyelvekkel foglalkozunk.
Az alapvető definíciók megfogalmazása mellett megvizsgáljuk 
a prefix-mentes nyelvosztálynak az ismert műveletekre vonat
kozó zártságait, valamint néhány uj műveletet tárgyalunk, a- 
melyek a prefix-mentes tulajdonságot tartják is.

A további négy fejezetben a prefix-mentes determiniszti
kus Chomsky-féle nyelvosztályokat tárgyaljuk. Mindenekelőtt 
a determinisztikus automaták egyes speciális osztályaival 
foglalkozunk, amelyeket egyszerű determinisztikus géposztá
lyoknak nevezünk (egyszerű determinisztikus véges géposztály, 
pushdown -géposztály, lineárisan korlátolt géposztály, 
Turing-géposztály). E gépek legfontosabb vonása az, hogy a 
gép egy bemenő szó elfogadása után rögtön megáll, ami azt 
jelenti, hogy az elfogadott nyelv prefix-mentes. Fő eredmény
nek tekinthetjük mind a négy fejezetben azokat a feltételeket, 
amelyek megmutatják, hogy az egyszerű determinisztikus géposz
tályok pontosan a megfelelté prefix-mentes determinisztikus 
Chomsky-féle nyelvosztályokat fogadják el. Tárgyaljuk az egy
szerű determinisztikus gépek osztályozását, és a vizsgálat 
során ismertetjük a Friedman által adott egyszerű gépek sze
repét, valamint az egyszerű kétszalagos gépek szerepét, amely 
az egyszerű gép egy szalagról kétszalagra való kiterjesztése,



és az egyszerű determinisztikus Turing-géppel egyezik meg. 
Természetesen vizsgáljuk az elfogadott nyelvosztályok zárt
ságait is.

Befejezésül ezen a helyen szeretnénk hálás köszönetét 
mondani aspiránsvezetömnek, DR. Demetrovics Jánosnak munkám 
során nyújtott hatásos segítségéért és értékes tanácsaiért.
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1. Fejezet

CHOMSKY-FÉLE NYELVOSZTÁLYOK ÉS DETERMINISZTIKUS AUTOMATÁK

Ebben a fejezetben determinisztikus automaták különbö
ző fajtáit, és azoknak a Chomsky-féle nyelvosztályokhoz való 
viszonyát tárgyaljuk. Először átnézzük formális nyelvek és 
Chomsky-féle nyelvosztályok definícióját, majd ismertetjük a 
determinisztikus automaták alapfogalmait, s bizonyítás nélkül 
közöljük a továbbiakban szükséges eredményeket. Itt érdemes 
emlitennünk, hogy e fejezetben főként Davis ([4]-1958), Gécseg- 
Peák ([óJ-1972), Ginsburg ([7]-l966 és [9]-l968), Hopcroft- 
UIlmán ( [12] -1969 ), Révész ([23]-1979) , Salomaa ([24]-l969 
és [25]-1973) könyveire támaszkodunk, pontosabban a deter
minisztikus véges automatákat Gécseg-Peák, Révész könyvei a- 
lapján, a determinisztikus pushdown-automatákat Ginsburg 
könyvei és Ginsburg-Greibach ([8]-l966) cikke alapján, a de
terminisztikus lineárisan korlátolt automatákat Salomaa köny
vei alapján, a determinisztikus Turing-gépeket pedig Davis, 
Hopcroft-UIlmán könyvei alapján tárgyaljuk.

1.1 Alapfogalmak és. jelölések

Tetszőleges jeleknek egy véges, nemüres halmazát véges 
ábécének nevezzük, és Z-val szokás jelölni. A Z elemeiből ál
ló jelsorozatokat szavaknak mondjuk, s Z elemeiből álló sza
vak összességét E*-gal jelöljük. A Z* elemének tekintjük az 
un. üres szót is, melyet A-val jelölü/ik, s amely egyetlen je
let sem tartalmaz.
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Két E*-beli szónak a concatenációján (vagy szorzatán) 
értjük azt a E*-beli szót, amely az adott két szónak egymás 
után való leírásából adódik. Egy x szó tükörképén értjük azt
a szót, amely az x szó jeleinek fordított sorrendben való le-

RÍrásából adódik. Jelöljük ezt x -rel, tehát, ha x=a1a9...a
R l < i nakkor x -a ...a„a,.n 2 1

Egy x szó hosszán értjük az x szó jeleinek a számát, s 
|x|-el jelöljük. Eszerin,t: |X|=0, | xy | = | x | + | y | tetszőleges
x és y szavakra. Egy x szót az y szó részszavának mondunk, 
ha léteznek olyan x^3 x2 szavak, amelyekkel az y=xjXx2 egyen
lőség fennáll. Amennyiben x^=\ és x , akkor x az y valódi 
elejét képezi, és ezt igy jelöljük: x<y.

A szavaknak egy tetszőleges halmazát nyelvnek nevezzük, 
és általában L-lel jelöljük. Az üres nyelvet, vagyis azt a 
nyelvet, amelynek egyetlen szava sincs, az üres halmazt je
lentő 0 szimbólummal jelöljük. Az üres nyelv nem tévesztendő 
össze a {A} nyelvvel, amely egyedül az üres szót tartalmazza, 
mig a 0 nyelv semmilyen szót sem tartalmaz. A E*-(A} szóhal
mazt Z+-szal jelöljük.

1.2 Nyelvekre értelmezett műveletek

Legyenek adva L3 és L2 nyelvek. A i:y elvekre mint szó
halmazokra közvetlenül értelmezhetők a halmazelméleti alap
műveletek:

LR L2 = {w/wGL
I ni = {w/wGL
Ч - Ч  - {w/wGL
L Z*-Lt

vagy wGL2}, 
és wGL
es w0L2)3

L C £*•ahol
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A concatenáció és tükrözés műveleteit is kiterjeszthetjük 
nyelvekre :

L1L2 = {w 1w2/w1GL1 és w2GL2)3 
LR = {wR/wGL}.

Definiáljuk még az nyelvnek L^-re vonatkozó bal és jobb 
hányadosait, amelyeket az L ^ L 2 és L^/L2 szimbólumokkal je
löljük:

L ^ L 2 = {w / van olyan w^GL^:wjWGL2)

L̂ /Lc, - {w / van olyan w2&L2:ww2GL

A szóhalmazokra értelmezhető műveletek között fontos szere
pet játszik még a homomorfizmus, amely a concatenáció műve
letére nézve müvelettartó.

1.1 Definició. Legyen adva két véges ábécé E „ és E„. A E5;l u i
halmaznak a E|-ba való h leképezését homomorf izmusnak nevez
zük, ha rendelkezik az alábbi tulajdonságokkal:

1/ A leképezés egyértelmű, azaz minden w ̂6E* szóhoz e- 
gyetlen h(wGT.* szó tartozik.

2/ A leképezés müvelettartó, azaz tetszőleges x,yGZ* 
szavakra h(xy)=h(x)h(y).

Egy h homomorfizmust Л-mentesnek nevezünk, ha h(w)^\ vala
hányszor w^\. Amennyiben h(x)=\ minden w szóra, akkor azt 
mondjuk, hogy a h homomorfizmus triviális (vagy a nullhomo- 
morfizmus).
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1 . 3  C h o m s k y - f é l e  n y e l v o s z t á l y o k

1.2 Definíció.
a/ Egy G generativ grammatikán a következő rendezett 

négyest értjük: G= ( V^3VT, S3 F) , ahol V^ és VT diszjunkt vé
ges ábécé, SGV^3 az F pedig olyan rendezett (P3Q) szópárok
nak egy véges halmaza, amelyekre P3 QG ( V^Vy) * és P legalább 
egy 7,,-beli jelet tartalmaz. A V̂  és V^ elemeit nemterminá
lisnak illetve terminálisnak szokás nevezni. Az F elemeit 
képező (P3Q) rendezett párokat szabályoknak nevezzük és ál
talában P+Q alakban Írjuk, ahol persze kikötjük, hogy a -»■ 
jel nem szerepel sem a -ben sem a F^-ben. Az S kitüntetett 
nemterminális jel, amely a G grammatikában a generálás kezdő 
eleme.

b/ A következő módon definiáljuk az X3YG(V^UV^)* sza
vakra vonatkozó-— rr* relációt:(jr

rVan olyan ( P, Q) GF szabály, és 
• P^P^G(V^JV^) * szavak, amelyekre 
-X=P2PP2 és Y=P2QP2.

Legyen a -, ■-=» reláció a — _ ■1P relációnak a reflexiv és tranzi-G G
tiv lezárása. Végül, a G grammatika által generált nyelv a 
következő :

L(G) w)

A grammatika és az általa generált nyelv definíciója sze
rint minden grammatikához egy egyértelműen meghatározott nyelv 
tartozik, de megfordítva, egy nyelvet nemcsak egyetlen gram
matikával generálhatunk.
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1.3 Definíció. Két grammatikát ekvivalensnek nevezünk, ha 
ugyanazt a nyelvet generálják.

Ezzel a fogalommal a különböző grammatikákat bizonyos 
formai tulajdonságok alapján osztályokba soroljuk. Az osz
tályozás alapját a szabályok alakjára vonatkozó kikötések 
képezik abban a hierarchiában, amelyet az elmélet egyik 
megalapozója N.Chomsky vezetett be, s amelyet alább ismer
tetünk .

1.4 Definíció. A G=(V^yVrnySyF) grammatikát г-tipusunak ne
vezzük, ha az alábbi kikötések közül az г-edik teljesül:

i=0/ Nincs semmilyen kikötés.
г=1/ Az F minden szabálya P ̂AP ̂-+P jPP ̂ alakú”, ahol 

PyP^yP^GCV^jÚVy) * y AGV N és P-AX, kivéve esetleg 
az S-+X szabályt, amely viszont csak úgy szere
pel az E-ben, ha az S nem fordul elő semelyik 
szabálynak a jobb oldalán.

г=2/ Az F minden szabálya A-+P alakú, ahol 
AGVNyPG(VN VVT)*.

г=3/ Az F minden szabálya A-+PB vagy A-*P alakú, ahol
AyBGVNy PGV*.

Az i=0yly2y3 értékek esetén г-tipusúnak mondunk egy 
nyelvet, ha van olyan г-tipusú grammatika, amely azt gene
rálja. Az г-tipusú nyelvek osztályát iÇ-vel jelöljük.

1.1 Megjegyzés : A definícióból rögtön belátható, hogy min
den 3-tipusú grammatika egyben 2-tipusú, és minden 1-tipusú 
egyben 0-tipusú is, csak a 2-tipus.ú és az 1-tipusú grammati
kák között nem látszik egyértelműnek a viszony, éspedig az 
üres szóval kapcsolatos körülményes megszorítások miatt. Ezt 
az akadályt könnyen k̂iküszöbölhetjük, ha használjuk a A-mentes
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\  f f  .

ahol a tartalmazások mindenütt valódi részeket jelentenek.

1.4 Determinisztikus véges automaták

A véges automatáknak igen kiterjedt elmélete van, és en
nek az elméletnek számos gyakorlati alkalmazása. Ebből az el
méletből csak a formális nyelvekkel kapcsolatos alapvető ösz- 
szefüggéseket ismertetjük.

1.5 Definició.
a/ Egy determinisztikus véges automatán (röv. DV- auto

matán) az M=(K3Y36,qq}H) rendezett ötöst értjük, ahol 
К egy véges halmaz; az állapothalmaz,
E egy véges ábécé; a bemenő ábécé, 
qQGK} a kezdő állapot,
HcK; a végállapotok halmaza,
6 a KXZ halmaznak K-ba való leképezése; az átmenetfügg
vény .
b/ Adott M DV-automatának egy konfigurációján értjük azt 

a qw szót, amelyre qGK és wGY*.
A következő módon definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó
t— n relációt:M

qaw »— — pw <«*--»6 (q3 a) =p,

grammatika definicióját. Tehát, kapjuk:

ahol q3pGKj aGY, wGY*.
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Legyen i---^ reláció az »-- — reláció tranzitiv lezárása.
Végül, az M DV-automata által elfogadott nyelv a következő:

L (M) ={ wGT. * / qqw 1— ^ Pj ahol pGH}

1.2 Megjegyzés: Ha a 6 átmenetfüggvény nem egyértelmű, az
az a KXÏ, halmaz elemeihez a X-nak nem egy-egy elemét, hanem 
egy-egy részhalmazát rendeli hozzá, akkor azt mondjuk, hogy 
az M véges automata némdeterminisztikus.

1.1 Tétel. Tetszőleges L nyelvre a következő három állitás 
egymással ekvivalens :

1/ Az í nyelv 3-tipusú.
2/ L=L(M), ahol M egy nemdeterminisztikus véges auto

mata.
3/ L=L(M')3 ahol M' egy determinisztikus véges automata

1.3 Megjegyzés: Itt érdemes megfigyelnünk, hogy ennek a té
telnek a teljes bővitése a [25]-ben levő II.5.6. tétel, a- 
melyben látható egy 3-tipusú nyelvnék egyik ekvivalens fel
tétele, hogy a nyelven értelmezett "ekvivalens" reláció osz
tályainak a száma véges. Ezt a feltételt szokták használni 
egy nyelv 3-tipusú tulajdonságának vizsgálatára, például 
könnyű belátnunk, hogy Ь={аПЪп / n>_l} nem 3-tipusu, mivel az
L nyelvnél nem teljesül a fenti feltétel.

1.2 Tétel. Az 'jtj nyelvosztály zárt a concatenáció, az u- 
nió, a metszet, és a komplemensképzés műveletére nézve.

Korollárium. Ha L^3L^6 akkor
«

1.3 Tétel. Az X? nyelvosztály zárt a homomorfizmusra nézve.
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1.5 Determinisztikus pushdown-autornaták

A 2-tipusú nyelvek elméletének részletesebb kifejtése 
található Ginsburg könyveiben, különösen Ginsburg-Greibach 
cikkében láthatjuk a determinisztikus pushdown-automatákra 
(veremautomatákra) vonatkozó szép és értékes eredményeket.

1.6 Definició. * 5
a/ Egy determinisztikus pushdown-automatán (röv. DP- 

automatán) az M=(K3l3T 3 5 , qq3ü q3H) rendezett hetest értjük, 
ahol

К az állapothalmaz,
1 а bemenő ábécé,
Г а pushdown-ábécé,
q GKО a kezdő állapot,
„ /'IT*'Z biО a kezdő pushdown-
5 átmenetfüggvény a KXCL (Д X } ) XT halmaznak КХТ*-Ъа való 
egy leképezése, amelyre teljesülnek a következő felté
telek: tetszőleges qGK3 zGT kettesre, 

vagy i/ S(q3\3z) pontosan egy elemet tartalmaz, és 
6(q3a3z) nem definiált semmilyen aGl-ra; 

vagy ii/ S(q3X3z) nem definiált, és minden aGT,-ra 
&(q3a3z) pontosan egy elemet tartalmaz, 

b/ Adott M DP-automatának egy konfigurációján értjük azt 
a (q3w3a) hármast, amelyre qGK3 wGT.*3 aGT*.
A következő módon definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó
•— r, relációt:M

(q3aw3az) »— ^ ( p3 w3 aßA— » 6 (q3 a, z ) = (p3 3) л 

ahol q3pGK3 aGZV{\}3 wGZ* 3 zGT3a3 B6T*
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Leqyen s—— r: reláció az i— r-. reláció tranzitiv lezarasa. Ve-
gül, az M DP-automata által elfogadott nyelv a következő:

L(M) ={wGZ*/ (qo,w3zo) »— jj (pjXjaJj ahol pGH^OLGT*}

Egy L nyelvet akkor nevezünk determinisztikus 2-tipusúnak 
(röv. d2-tipusunak), ha létezik olyan M DP-automata, amely
re L=L(M). ^ 2 _vel jelöljük a d2-tipusu nyelvek osztályát.

1.4 Megjegyzés; Ha nincs semmilyen kikötés a 6 átmenetfügg
vénynél, azaz 6 a X })XT halmaznak KXT*-ra való egy tet
szőleges leképezése, akkor azt mondjuk, hogy az M pushdown- 
automata nemdeterminisztikus.

1.4- Tétel. Legyen E egy véges ábécé, és L C Z*.
Az L nyelv akkor és csak akkor 2-tipusú, ha létezik olyan M 
pushdown-automata, amelyre L=L(M).

1.5 Tétel. Legyen 1 = {алЬ} , akkor L = {ww /ыРЕ5*'} nyelv 2-tipusu, 
de nem d2-tipusú, azaz az nyelvosztály valódi része az 
^ 2  nyelvosztálynak.

1.6 Tétel. Legyen E egy véges ábécé, és cGl.
L C. (Z-{e})* nyelv akkor és csak akkor d2-tipusú, ha az 
L^-L> {c} nyelv d2-tipusú.

1.7 Tétel. Ha LG és L akkor LVL 't LOL L-L ' nyel
vek d2-tipusuak.

1.8 Tétel. (Bar-Hill lemma)
Bármely L 2-tipusu nyelvhez megadható két természetes 

szám, p és q úgy, hogy minden PGL szó, amelyre |р|>рл fel-
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irható P=UXWYV alakban olyan módon, hogy \xWY\<_q, XY^X és 
minden i>0 egész számra 1!Хг Wy'1 VGL.

Korollárium. Az {anbnon/n>l } és {anbnen0/n>l} nyelvek nem 
tartoznak bele az X, nyelvosztályba.

1.6 Determinisztikus lineárisan korlátolt automaták

Ebben a szakaszban Myhill ([l6]-l960) és Salomaa 
([25]-l973) könyvei alapján tárgyaljuk a determinisztikus li
neárisan korlátolt automaták alapfogalmait, de mondható, hogy 
a determinisztikus lineárisan korlátolt automatákkal kapcso- 
• latban viszonylag kevés eredmény ismeretes, s mindmáig nyi
tott kérdés viszont az, hogy a determinisztikus lineárisan 
korlátolt automata egyenértékü-e a nemdeterminisztikus vál
tozattal .

1.7 Definició.
a/ Egy determinisztikus lineárisan korlátolt automatán 

(röv. DLK-automatán) az M-(Г>Ky 6, q H ) rendezett ötöst ért
jük, ahol

Г a szalagábécé,
К az állapothalmaz, 
qQGK a kezdő állapot,
H с. K a végállapotok halmaza,
6 átmenetfüggvény pedig a KXT halmaznak
KX(YU{R3L}) halmazba való egy leképezése, amelyre telje
sül a következő feltétel: tetszőleges qGKs zGT kettesre 
ő (q, z) pontosan egy elemet tartalmaz.
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b/ Adott М DLK-automatának egy konfigurációján értjük 
azt a w^qw^ szót, amelyre qGK3 w^^w^GT* és w^w^X. A követ
kező módon definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó i— - re-M
lációt:

1/ w^qxwg v— M w1pyw2<— — * 6(qtx) (p3y)

2/ ŵ qxWr, 1— M w1xpw2 > 6(q3x)~(p3R)

3/ w^yqxw£ »-—jj w1pyxw2i— ¥8(qix) = (psL)

ahol q>pGK3 X,yGT 3 Wjfi>2GT*.

Legyen i— ~ reláció az i— j reláció tranzitiv lezárása. Végül, 
valamely Z с г halmazra az M DLK-automata által elfogadott 
nyelv a következő:

L (M) ={ wGL */qoW I— jj a p3 ahol pGH > a6T*}

Egy L nyelvet akkor nevezünk determinisztikus 1-tipusúnak 
(röv. dl-tipusúnak), ha létezik olyan M DLK-automata, a- 
melyre L=L(M). 3^-gyel jelöljük a dl-tipusu nyelvek osztá
lyát.

1.5 Megjegyzés: Ha a 6 átmenetfüggvény nem egyértelmű,,azaz 
a KXT halmaz elemeihez a KX (TV{R3 L} ) -nek nem egy-egy elemét, 
hanem egy-egy részhalmazát rendeli hozzá, akkor azt mondjuk, 
hogy az M lineárisan korlátolt automata nemdeterminisztikus.

1.9 Tétel. Egy L nyelv akkor és csak akkor 1-tipusu, ha lé
tezik olyan M lineárisan korlátolt automata, amelyre L=L(M). 
A lineárisan korlátolt automatának a Chomsky-féle nyelvosz
tályokkal való kapcsolata található Kuroda (р.3]-1964) cik
kében, amelyben a következő.állítással mutatta meg, hogy az 

^ 2  nyelvosztály valódi része az ^  -nek.
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1.10 Tétel. Bármely 2-tipusú L nyelvhez megadható olyan M 
DLK-automata, amelyre L=L(M).

Fontos észrevétel az 1-tipusú nyelvosztályról, hogy 
az nyelvosztály csak a X-mentes homomorfizmusra nézve
zárt, az általános homomorfizmusra pedig nem zárt. A követ
kezőkben ismertetjük az un. ^-lineárisan kitörlö homomor- 
fizmust (Lásd Q25]-III: 10 .-szakaszában), amelyre nézve 
zárt az nyelvosztály.

1.8 Definíció. Legyen két véges ábécé Ê  és I ç
és к valamely természetes szám. A E* halmaznak a E*-ba va
ló h homomorfizmusát az L nyelvre vonatkozó ^--lineárisan 
kitörlőnek nevezzük, ha tetszőleges wGL szóra jw |<k.|h(w) | .

1.11 Tétel. Legyen L egy nyelv és h az L nyelvre vonatkozó 
fc-lineárisan kitörlő homomorfizmus, ahol к valamely termé
szetes szám. A h(L) nyelv akkor és csak akkor 1-tipusú, ha 
az L nyelv 1-tipusu.

Végül, az alábbi lemmával megmutatjuk, hogy bármely DLK- 
automatát lehet olyan ekvivalens alakra hozni, amelynek 
a lényeges megszorítása, hogy az automatának tetszőleges 
bemenőjelet a beolvasása után azonnal kell helyettesíteni 
egy nem bemenőjellel, és a munkaszalagra csak a nem beme
nőjeleket lehet Írni. A továbbiakban az egyszerűség kedvé
ért erre az alakra szorítkozunk.

1.12 Lemma. Legyen E egy'véges ábécé. Bármely L с 1 * dl- 
tipusu nyelvhez megadható olyan M '= (T К ’3 ő ’3 q^ H ') DLK-au- 
tomata, amely rendelkezik a következő tulajdonságokkal:
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iI L=L(M’).
ii/ A 6' átmenetfüggvény а К 'XT ' halmaznak

К ' X ( (T '-T.)U{Rj L} ) halmazra való egy leképezése, a- 
melyre teljesül az alábbi feltétel: 
tetszőleges qGK3 aGY ketteshez létezik pGK> zGT '-Y 
kettes úgy, hogy 6 ' (q3a) = (p3z) , azaz nincsenek 
6 ' (q,a) = (pjR) és 6 ' (qta) = (p3L) alakúak.

Bizonyítás: Legyen L=L(M), ahol M=(Г,К,<5,q H) egy DLK-auto
mata és Z c r .  A következő módon definiáljuk az 
M' = (T \ qQ ’,Н’) DLK-automatát :

Г '=rU( a ' I aGY } 3 
К '=Kj

Я ,=Я j4 о о
Н '=Н3
6' átmenetfüggvény pedig a következő:

1/ Tetszőleges aGY > qGK kettesre: 6 ' (q, a) =(<?, a ' ) .
2/ Tetszőleges xGT-Y, qGK kettesre:

a/ Ha S(qлх) = (p>г), ahol iG{RtL], akkor 6 ' (q,x) = (рл i) 
Ь/ Ha <5(q,x)=(pjу), akkor 6 '(q,x)=(ргу)3 ahol

r У ha yGT-Y.

ty ' ha y9Y.

3/ Tetszőleges aGY, qGK kettesre:
a/ Ha Ó(q,a) = (p3i), ahol iG{R,L}3 akkor 6 ' (qta ') = (p,г 
Ь/ Ha 6 ( q3a) = (p,y) , akkor 6 ' ( q3 a ' ) =■( p ,y ) 3 ahol

У ha yGT-Y.

У ' ha yGY.
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A 6' konstrukciójából látható, hogy a ő' átmenetfüggvény 
az ii/ tulajdonságnak megfelel, és az M ' DLK-automata azokat 
és csak azokat a szavakat fogadja el, amelyeket az M DLK
automata elfogad és megfordítva. Ezzel a lemma bizonyítását 
befejeztük.

1.7 De+erminisz+ikus Turing-gépek

A Turing-gép definíciójának több változata ismeretes, 
amelyekről bebizonyítható, hogy egyenértékűek. A Turing-gé
pek elméletének részletesebb kifejtése található Turing 
( Ц28] — 1936 ) cikkében, Davis ( [4Д —1958), Hopcroft-Ullman 
([l2]-1969 ), Salomaa ([25]-1973) könyveiben. A Turing-gép 
eredeti definíciójában az un. iró-olvasó fej tetszés szerint 
munkaszalagon elöre-hátra végtelenül mozoghat. Hopcroft- 
Ullman pedig az egyenértékűséget bebizonyítva adta azt a de
finíciót, amelyben a gép munkaszalagjának bal vége rögzitve 
van, és a gép iró-olvasó fejének ezt a határt nem lehet át
lépni. Természetesen, balról jobbra megfordítva kapjuk a kö
vetkező definíciót, amelyet a célszerűség kedvéért fogunk 
használni a továbbiakban.

1.9 Definíció.
a/ Egy determinisztikus Turing-gépen (röv. DT-gépen) az 

M=( KtY , 6 , q , H ) rendezett hatost értjük, ahol .
К az állapothalmaz,
Г a szalagábécé, amelynek egy speciális jelét blank- 

nak nevezzük, s B-vel szokás jelölni,
£ C fr-{S}j a bemenő ábécé,
qQGK a kezdő állapot,
H с K a végállapotok halmaza,
6 átmenetfüggvény a KXT halmaznak KX(T-{В})X{R3L}-be 

való egy leképezése, amelyre teljesül a következő 
feltétel:
tetszőleges qGK, zGT kettesre &(q3z) pontosan egy 
elemet tartalmaz.
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b/ Adott М DT-gépnek egy konfigurációján értjük а w qw9
+ + 1 С/vagy qBw alakú szót, amelyre qGK3 wG(T-{B)) ,

w^3 WgGfT-iB}) * és w^w^X. A következő módon definiáljuk a
konfigurációkra vonatkozó t-— — relációt:M

1/ ŵ  qxw £ *- M wizPw2 ha 6 (q3x) = (p3z3R) 3
2/ w:yqxw2 — M w2Pyzw2 ha 6 ( q3 x) = (p3 Zj L) 3

3/ •— jj pBsw2 ha 6 (q3x) = (p3 2 j L) j
4/ qBw zpw ha 6 (q3 B) = (p3 z3 R) 3
51 qBw pBzw ha S(q3B) = (p3z3L)3

ahol q3pGK3 x y3 zGT-{B}3 w2,w2e(r-{B}) *3 wG(Г

Legyen i— ^ reláció az •— — reláció tranzitiv lezárása. Végül,
az M DT-gép által elfogadott nyelv a következő:

L(M)={w€Z*/qQW I--4 ap3 ahol pGH3 aG(T-{B}) *}.

1.6 Megjegyzés:
а/ E definíciónak a Turing-gép eredeti definíciójával 

való egyenértékűségét bebizonyíthatjuk azzal a módszerrel, 
amely a Hopcroft-Ullman által konstruált módszerhez általá
ban hasonló, csak vegyük figyelembe, hogy a munkaszalag jobb 
szélének Б-lépéssel való érintésével helyettesítsük a bal 
szélének Б-lépéssel való érintését; vagy másképpen, ha hasz
náljuk a balra egy lépést végrehajtó módszert, amelyet Davis 
[l]-ben kontruált, akkor bebizonyíthatjuk a Hopcroft-Ullman 
által adott definícióval való egyenértékűségét.

Ь/ Ha a 6 átmenetfüggvény nem egyértelmű, azaz a KXT 
halmaz elemeihez а KX(Г-{5})X{R3L}-nek nem egy-egy elemét, 
hanem egy-egy részhalmazát rendeli hozzá, akkor azt mondjuk, 
hogy az M Turing-gép nemdeterminisztikus.
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1-13 Tétel. Tetszőleges L nyelvre a következő három állitás 
egymással ekvivalens:

1/ Az £ nyelv 0-tipusu.
2/ L=L(M)3 ahol M egy nemdeterminisztikus Turing-gép.
3/ L=L(M'), ahol M'egy determinisztikus Turing-gép.

1-14 Tétel. Az ^  nyelvosztály zárt a concatenáció, az unió 
és a metszet műveletére nézve.

Korollárium. Ha LG "X és L'G T , akkor az L-L' nyelv 0-tipu- 
su.

1.15 Tétel. Az ^  nyelvosztály zárt a homomorfizmusra nézve.

1.16 Tétel. Legyen Z={a,M, akkor van olyan L C Z* 0-tipusu 
nyelv, amely nem tartozik bele az 1 nyelvosztályba. Végül, 
az 1.12-lemmához hasonló jelentéssel bebizonyítjuk a követ
kező állitást.

1.17 Lemma. Legyen Z egy véges ábécé. Bármely L c Z* 0-ti
pusu nyelvhez megadható olyan M ' = (K Г Zл 6 '3 q^3 H ') DT-gép, 
amelyre L=L(M’) és a 6 ' átmenetfüggvény rendelkezik a kö
vetkező tulajdonsággal:

Ha 6 ' ( q3x)°= (p323i) 3 akkor ZGY-l-{B}3 ahol 
q3pGK3 xGY 3 iG{R3L) .

Bizonyítás: Az 1.13 Tétel értelmében feltehetjük, hogy 
L=L(M)3 ahol M=(K3F, Z3 6, q q3H) egy DT-gép. A következő módon 
definiáljuk az M ' = (K '3 Г ' 3 Z, 6 '3 q ̂3 H ' ) DT-gépet :
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К ' = КЛ

Г '=rU{ a '/aGÏ,},

н ’=н,
а б ' átmenetfüggvény a következő:

1/ Tetszőleges qGKt xGY kettesre:
Ha &(q,x) = (ptZt i)t akkor 6 ' (qtx)=(psZti), ahol 
pGK, ZGY-{B}, iG{R,L}t és

rZ ha ZGT-Z-iB}
Z= \

IZ ’ ha ZGZ

2/ Tetszőleges qGKt aGZ kettesre: 6 * (qt a *) =6 ' (qt a)

A 6 ' konstrukciójából látható, hogy a 6' átmenetfügg
vény a lemma feltételének megfelel, és az M ' DT-gép azokat 
és csak azokat a vGZ* szavakat fogadja el, amelyeket az M 
DT-gép elfogad és megfordítva. Ezzel a lemma bizonyítását 
befejeztük.



PREFIX-MENTES NYELVEK

Ebben a fejezetben foglalkozunk a formális nyelv egy 
speciális osztályával, amelyet prefix-mentesnek nevezünk.
A prefix-mentes tulajdonságot úgy érthetjük, hogy egy L 
nyelvet akkor nevezünk prefix-mentesnek, ha a nyelv tetsző
leges szavának semmilyen valódi eleje sem tartozik bele ma
gába az L nyelvbe. Megvizsgáljuk a prefix-mentes nyelvosz
tálynak az ismert műveletekre vonatkozó zártságát, valamint 
adunk néhány új műveletet, amelyek a prefix-mentes tulajdon
ságot tartják.

2.1 Definíció. Egy L nyelvet akkor nevezünk prefix-mentes
nek , ha tetszőleges (xty) szópár esetén az xGL és xyGL fel
tételekből következik, hogy y szükségképpen az üres szó.

Megállapodás. A definícióban nyilvánvalónak tekintjük azt, 
hogy az L nyelv nem üres. A teljességért megállapítjuk, 
hogy a 0 nyelv prefix-mentes is.

A prefix-mentes nyelvek osztályát 2^-vei jelöljük. A de 
finició alapján könnyű belátnunk: egy L nyelv, amely a \ ti
res szót is tartalmazza, akkor és csak akkor prefix-mentes 
ha £={A}.

2.1 Tétel. Az ïp nyelvosztály zárt a concatenáció és met
szet műveletére nézve.
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Bizonyítás. Legyen két prefix-mentes nyelv. Az általá
nosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy L^{X}.
Az nyilvánvaló, hogy az L^HLg nyelv prefix-mentes, mivel 
L̂ flLg <z Lj (és még L f̂lLg c Lg).
Most bebizonyítjuk: L^L^G 'S.

Legyenek x és y tetszőleges szavak, amelyekre xGL^Lg 
és xyGLjLg. Az L̂  és Lg prefix-mentes tulajdonsága miatt az 
xGL^L^ feltételből következik: létezik pontosan egy (UjjUg) 
szópár, amelyre u^GL^ és x=u^u^.

Hasonlóan az xyGL^L^ feltételből következik: létezik 
pontosan egy (v^3v̂ ) szópár, amelyre v ^ G L v ^ G L ^  és xy=v^v^. 
Az mos.t is nyilvánvaló, hogy u^-Vy mivel máskülönben az 
м^-пек valódi eleje lenne, vagy megfordítva, amig mindkettő 
szó együtt beletartozik az L̂  nyelvbe, ami szintén ellentmon-

yg^Lgj- azért у szükségképpen az üres szó, ami éppen azt je-

2.2 Tétel. Ha L nyelv prefix-mentes, akkor az L nyelv kivezet

kül feltehetjük, hoay L^ÍX}. Ekkor van olyan nemüres x szó,
*

amelyre xGL. Másrészt az L prefix-mentes tulajdonsága miatt 
nyilván xx0L, űíícíĉ l/adódik, vagyisxxGL és xxxGL, amely mutat
ja, hogy az L nyelv nem prefix-mentes.

dás. Ebből nyilván v^-u^y is adódik. Mivel

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

az
a komplemensképzés műveletére nézve.
Bizonyítás. Legyen LG Ï . Az általánosság megszorítása,nél

2.3 Tétel. Az nem zárt az unióra nézve.
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Bizonyitás. A tétel bizonyításához elegendő, hogy megadjunk 
két olyan prefix-mentes nyelvet, amelyeknek az uniója nem 
tartozik bele az Ï nyelvosztályba.

Tekintsük az L 1={anb/n>_0} és L ={bnа/п>1} nyelveket. 
Könnyen belátható, hogy ezek prefix-mentesek, viszont az 
L jUL 2={anb/n>_0} U {bna/n>_l } nyelv már nem pref ix-mentes.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

E tétel mellett könnyű belátnunk, hogy két prefix-men- 
tes nyelv uniója akkor és csak akkor prefix-mentes, ha az e- 
gyik nyelv tetszőleges szavának semmilyen valódi eleje sem 
tartozik bele a másikba, és megfordítva. Ebből felvetődik a 
kérdés, hogy lehetne a fenti feltételt vizsgálni, és ennek 
alapján definiálnánk olyan műveletet, amely nemcsak az unió
hoz hasonló, hanem tartja a prefix-mentes tulajdonságot is. 
Ezzel a céllal bevezetjük az alábbi definíciót.

2.2 Definíció. Legyen E egy véges, nemüres ábécé, és 
L i » L * két nyelv.

a/ A következő módon definiáljuk az L̂  nyelvnek L -re 
vonatkozó prefix-mentes differenciáját (jelben
LjPL2> :

LjpLg = {yGLj/ Ha Х<У* akkor x 0 L .

b/ Definiáljuk továbbá az L̂  és prefix-mentes unió
ját (jelben L Aj L„) úgy, hogy1 P и

A definícióból könnyen belátható:

L l^pL 2=L 1UL 2~^У lëLl// Van °^Уап Х<У 2:xffL 2)

-{y 2&L 2/ van °lyan Х<У2:x6Lj}.
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A következő állítással megmutatjuk, hogy a fenti műve
letek érvényesek az Xp nyelvosztályra.

2.4 Tétel. Ha L^L„G X._, akkor LAJ-LnG Ï is.r,n !.. l u p 1 2j 1 jp o “jp
Bizonyítás. Legyen L .L0 két prefix-mentes nyelv. Ekkor 
nyilván LjpLgj LgPLjG adódik, mivel — L1 ®s
L2pLl - L2'

Most azt kell bizonyítanunk, hogy az nyelv
prefix-mentes. Legyenek x és у tetszőleges szavak, amelyek
re xGL1\Ĵ L2 és xyGL jVpL 2. Mivel ( L ̂pL ̂)0 ( L ̂pL j)
és az L2 és L 2 szereplései egymással egyenértékűek, azért 
feltehetjük: xGL^pL^{uGL^/ ha v<u, akkor vtfLg}. Megkülön
böztetünk két esetet:

a. eset: xyGL^pL^.

Ekkor könnyen belátható, hogy mind az i, xy szó bele
tartozik a prefix-mentes L2 nyelvbe. Eszerint y=X adódik.

b. eset: xyGL^pLj.

Ebben az esetben nyilvánvaló, hogy у szó szükségképpen 
az üres szó. Ha ugyanis nem igy volna, akkor az L^pL^ defi
níciója szerint nyilván xpL^, ami szintén ellentmondás. 
Mindkét esetben megmutattuk, hogy tetszőleges (x,y) szópár 
esetén az xGLn\J L0 és xyGL n\J L 9 feltételekből következik,I P U 1 jp ó
hogy z/=A, azaz 't .

Még érdemes észrevenni az nyelvnek Ь^-ге vonatkozó 
prefix-mentes differenciájáról, hogy ha a szó valódi elejét 
jelentő < szimbólumot helyettesitjük az egyenlőség szimbó
lumával, akkor megkapjuk az L2 nyelvnek L2~re vonatkozó dif
ferenciáját, amely természetesen értelmezhető a prefix-men
tes nyelvekre.
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2.5 Tétel. Ha L^^L^G Xpt akkor L^-L^G 'í.̂,

Bizonyítás. Az L^-L^ C. L̂  tartalmazásból adódik.

2.6 Tétel. Az "£p nyelvosztály nem zárt a bal és jobb hánya
dosra nézve.

Bizonyítás. A tétel bizonyításához elegendő, hogy megadjunk 
két olyan prefix-mentes nyelvet, amelyeknek a bal hányadosa 
(és különben a jobb hányados részére) kivezet az Xp nyelvosz
tályból.

Először, a bal hányados részére megadjuk a következő két 
nyelvet :

L̂  = {abtbb} és L 2 ={abbbtbbb).

Könnyen belátható, hogy ezek prefix-mentesek, viszont az
L 2 =iw/ van olyan w ̂GL ̂ :w ̂wGL ,,} = {£>£ , b} nyelv már nem pre- 
fix-mentes.
A jobb hányados részére pedig tekintsük az alábbi prefix- 
mentes nyelveket:

L^={anbb/n>l} és L^={bb}.

t
Ekkor nyilván az L ̂/L ̂={ w/van olyan w ̂GL̂ .-ww 2&Ь^}={аП /п>_1} 
nyelv nem prefix-mentes. Ezzel a tétel bizonyítását befejez
tük.

2.7 Tétel. Az 
nézve.

X nyelvosztály nem zárt a homomorfizmusra
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Bizonyítás. A tétel bizonyításánál sokkal erősebben megmutat
juk, hogy van olyan L prefix-mentes nyelv és A-mentes homo- 
morfizmus, amelyekre a h(L) nyelv nem prefix-mentes.

Definiáljuk most az L nyelvet és a h homomorfizmust a 
következőképpen :

L =íanb/n>_0},
h homomorfizmus a következő:

1 / h(\)=\t 
2/ к(а)=Ьал *
31 h(b)=b.

Világos, hogy a h (L) ={M U { (ba) mb/m>l} nyelv nem prefix- 
mentes .

Az alábbi részben foglalkozunk a homomorfizmusok egy 
speciális osztályával, amely a prefix-mentes tulajdonságot 
tartja.'

2.3 Definíció. Legyen adva két véges ábécé Zj és Ẑ . A Z* 
halmaznak a I*-ba való egy h homomorfizmusát prefix-mentes- 
nek nevezzük, ha rendelkezik a következő tulajdonsággal: 
tetszőleges x,yGZ* szavakra h (x) <h(y ) — £ x<y.

A prefix-mentes homomorfizmusokból a triviális homo
morf izmusokat hagyjuk el, akkor kapjuk a következő állitást.

2.8 Tétel. Legyen adva két véges ábécé Ẑ  illetve Z^ és 
h:Z* -*■ Z* egy nemtriviális homomorf izmus.
Ha a h homomorfizmus prefix-mentes, akkor A-mentes is.

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, 
hogy a Ẑ  ábécé nem üres. Mivel a h homomorfizmus nemtrivi
ális, azért van olyan aGZ ̂ jel, amelyre h(a)^A. Most indi
rekt tegyük fel, hogy a h homomorfizmus nem A-mentes, vagyis
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legyen x6Z*-{\} olyan szó, amelyre h(x)=\. Másrészt a prefix- 
mentes homomorfizmus definíciója szerint a h(x)=\<h(a) fel
tételből következik, hogy x<a, ami szintén ellentmondás.

2.9 Tétel. Legyen adva két véges ábécé Z, illetve és' 1 ö
h: Z* ■+ Z* egy nemtriviális pref ix-mentes homomorf izmus. Az 
L c Z* nyelv akkor és csak akkor pref ix-mentes, ha h(L)c. Z* 
nyelv prefix-mentes.

Bizonyítás. Amennyiben L={A}, akkor nincs mit bizonyítanunk.
A bizonyítást két részben végezzük.

1. rész. Ha LG X , akkor h(L)G X .
P P

Ezzel ellentétben tegyük fel, hogy vannak olyan X,
Y^\ szavak, amelyekre XGh(L) és XYGh(L).
Ebből következik, hogy léteznek olyan хлу^\ szavak, amelyek
re X=h(x) ill. Y=h(y), és xGL ill. xyGL, ami az L nyelv pre- 
fix-mentes tulajdonságának ellentmondására vezet.

2. rész. Ha h(L)G akkor LG "X̂ .

Legyenek x és у tetszőleges szavak, amelyekre xGL és
xyGL.
Könnyen belátható, hogy h(y)=A, mivel a h(L) nyelv prefix- 
mentes és h(x)Gh(L) ill. h(xy)=h(x)h(у)Gh(L).
Másrészt a 2.8 Tétel értelmében a h(y)=A feltételből rögtön 
következik, hogy y=A, ami éppen azt jelenti, hogy az L 
nyelv prefix-mentes.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

Mint tudjuk, a pushdown-automatáknál a determinisztikus 
változat nem egyenértékű a nemdeterminisztikus változattal, 
a lineárisan korlátolt automaták esetében mindmáig nyitott 
kérdés viszont az, hogy a determinisztikus változat egyenér-
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tékü-e a nemdeterminisztikus változattal, s ezért világos, 
hogy a determinisztikus automaták által elfogadott nyelv- 
osztályoknak a prefix-mentes homomorfizmusra vonatkozó zárt
ságát általában nem könnyű vizsgálnunk. Mi a továbbiakban 
példaként foglalkozunk a prefix-mentes homomorfizmusok egy 
konkrét osztályával, amelyet most megfogalmazunk.

2.4 Definició. Legyen E és Д két diszjunkt véges ábécé, il
letve wGh* valamely rögzített szó. A következő módon defini
áljuk a E* halmaznak a (EUAJ*-ba való h homomorfizmusát:w

1 / hw(\)=\,
2/ h^(a)=aw tetszőleges aGY. jelre,
3/ h^(xy)-h^(X)hw(у) tetszőleges x,yGE* szavakra.

Definiáljuk továbbá egy L C  E* nyelvnek a h homomorfizmus 
által hozzárendelt képét úgy, hogy

h (L)={h (P)/PGL). w w

A definícióból nyilván adódik a következő állitás.

2.10 Tétel. Legyen E és Д két diszjunktvéges ábécé. Tetsző
leges wGY* szóra a h homomorfizmus prefix-mentes.

Korollárium. Legyen E és Д két diszjunkt véges ábécé, illet
ve wGE* valamely rögzített szó.
Az L с E* nyelv akkor és csak akkor prefix-mentes, ha 
h (L)C(YUA)* nyelv prefix-mentes.

Bizonyítás. A 2.9 és 2.10 Tételekből adódik.
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Mielőtt a prefix-mentességről a szuffix-mentességre fordí
tanánk, a prefix-mentes nyelvek tükrözését megvizsgáljuk.

2.11 Tétel. Az "t nyelvosztály nem zárt a tükrözésre nézve.

Bizonyítás. A tétel bizonyításához elegendő, hogy megadjunk 
egy olyan L prefix-mentes nyelvet, amelyre az L nyelv nem 
pref ix-mentes. Tekintsük az L={anb/n>_l} nyelvet. Vilgáos, 
hogy az L nyelv pref ix-mentes, viszont az L ={ba /п>_1} nyelv 
kivezet az X nyelvosztályból.

2.5 Definíció. Egy L nyelvet akkor nevezünk szuffix-mentes-
J.̂nek, ha az L nyelv prefix-mentes, vagyis tetszőleges (y3x) 

szópár esetén az xGL és yxGL feltételekből következik, hogy 
у szükségképpen az üres szó.

Megállapodás. A definícióban nyilvánvalónak azt tekintjük, 
hogy az L nyelv nem üres. A teljességért megállapítjuk, 
hogy a 0  nyelv szuffix-mentes.
A szuf fix-mentes nyelvek osztályát ^ z_sel jelöljük. Defini
áljuk még az I n  nyelvosztályt, amely egyszerreT. p SX
prefix-mentes és szuffix-mentes.

A fenti tételek bizonyításaihoz hasonló módon könnyű 
belátnunk, hogy az Ï és nyelvosztályok egyike sem
zárt az unióra és a komplemensképzésre nézve, de zárt a 
concatenációra és a metszetre nézve. A tükrözésre nézve pe
dig az 1 nyelvosztály nem zárt, viszont az X nyelvosz- 
tály zárt.

A prefix-mentes nyelveket az eddigiekben csak a prefix- 
mentes tulajdonsággal tárgyaltuk. Most foglalkozunk a prefix- 
tulajdonásggal. Mindenekelőtt a prefix-mentes differenciához 
konjugált műveletet rendeljük hozzá, amely a prefixtuldajdon- 
ságot őrzi, s ennek alapján bevezetjük a prefixtartalmazás 
fogalmát is (Lásd részletesen [22]-ben).
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2.6 Definíció. Legyen Z egy véges, nemüres ábécé, és 
LjyLg C E* két nyelv. A következő módon definiáljuk az L̂  
nyelvnek az z^-re vonatkozó prefixdifferenciáját (jelben

LjpL2= { y G L v a n  olyan x<y:xGL2).

A 2.1 és 2.6 definíciókból nyilván adódik a következő ál
lítás .

2.12 Tétel. Ha L-.LnG Ï . akkor:----------- 1* 2 p

1/ l2p l2g ïpf 
2 / (L1pL2)r\(L1pL2)=0i 
3/ (L1pL2)U(L1pL2)=L1,

4/ L 2pL 2=L 2~(1j 2pL

2.7 Definició. Legyen Z egy véges, nemüres ábécé, és 
L2jL2 c. Z * két prefix-mentes nyelv.

a/ Tetszőleges wGZ* szóról azt mondjuk, hogy a w szó 
prefixképpen tartozik bele az Z^ nyelvbe (jelben 

wG Z9), ha létezik olyan x<w szó, amelyre xGL~.p 6 2
b/ Lj és L2 nyelvekről azt mondjuk, hogy az Z^ nyelv 

prefixképpen tartalmazza az Z^ nyelvet (jelben 
L2 c pLgïf ha az Ẑ  minden szava prefixképpen tar
tozik bele az Z^ nyelvbe, azaz
Z - C Z { wGL ~ ■*1 V wé? Z 0 }.

j. ~~~p 2 J. p 2

A definícióból könnyen belátó, hogy tetszőleges Ẑ  és 
Z2 prefix-mentes nyelvekre (Z^pZ^J Z^. Ennél sokkal erő
sebben belátjuk a következő állitást.
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2.13 Tétel. Legyen Z egy véges, nemüres ábécé, és c £ *
két prefix-mentes nyelv.
L. c. Ln akkor és csak akkor áll fenn, ha L=L„pL„.1 —p 2 1 1^ 2

Bizonyítás. A fenti megjegyzés értelmében világos, hogy ha 
L 2 ~LjPL2  akkor 2^ L2.

Most megfordítva bebizonyítjuk: ha akkor l 2 =1 jPL
Ehhez csak azt kell igazolnunk, hogy c mivel a
2.6 definícióból nyilván L^pL^ £■ Lj adódik. Másrészt a 2.7 
definícióból az is nyilvánvaló, hogy ha wGL  ̂ akkor wG L2, 
vagyis létezik olyan x<w szó, amelyre x G L azaz wSL^pL^.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.



37

3. Fejezet

EGYSZERŰ DETERMINISZTIKUS VÉGES GÉPEK

Ebben a fejezetben foglalkozunk a determinisztikus vé
ges automaták egy speciális osztályával, melyet egyszerű de
terminisztikus véges géposztálynak nevezünk, s ennek a gép
osztálynak az a karakterisztikus tulajdonsága, hogy ponto
san a prefix-mentes 3-tipusú nyelvek osztályát fogadja el.

3 . 1  P r e f 1x - men+es  n y e l v e k  és e g y s z e r ű  d e + e r m i n I s z t i k u s  

v éges  gépek

3.1 Definició.
a/ Egy egyszerű determinisztikus véges gépen (röv.

EDV-gépen) az M=(KtZif>iqoiH) rendezett ötöst értjük, ahol 
К az állapothalmaz,
E a bemenő ábécé,
qQGK a kezdő állapot,
H С K a végállapotok halmaza,
6 átmenet függvény a (K-H)X E halmaznak а К-Ъа való,

b/ Adott M EDV-gép egy konfigurációján értjük azt a 
qw szót, amelyre qGKt wGl*. A következő módon definiáljuk 
a konfigurációkra vonatkozó •— 7: relációt:

leképezése

qaw

ahol qQK-H, pGKл affZ, wGl*

Legyen ^ reláció az ' M reláció tranzitív lezárása
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Végül, az M EDV-gép által elfogadott nyelv a következő:

L(M) ={wGT. */q w I— £ p, ahol pGH) . о M

Egy L nyelvet egyszerű determinisztikus 3-tipusúnak (röv. 
ed3-tipusunak) nevezünk, ha létezik olyan M EDV-gép, amely
re L=L(M). Az ed3-tipusú nyelvek osztályát Xed3 ~mal jelöl
jük .

3.1 Megjegyzés: A célszerűség kedvéért a 6 átmenetfüggvény
re kiróttuk azt a feltételt, hogy semmilyen pGHt aGI kettes
nél 6 (p,a) nincs értelmezve, azaz a 6 átmenetfüggvény nem 
teljes a KXT. halmazon. De könnyen belátható, hogy egy EDV- 
gép DV-automatává válik, ha bevezetünk egy uj q állapotot, 
amelyből a gép csak egyetlen q állapotba mehet át. Ezt be
látjuk a következő tétel bizonyításában.

3.1 Tétel. Legyen E egy véges ábécé, és L с E *.
Az L nyelv akkor és csak akkor ed3-tipusú, ha az L nyelv pre-
fix-mentes és 3-tipusu, azaz az "íe d 3 nyelvosztály megegyezik
az У és У- metszetével.P 3

Bizonyítás.
1. rész. Ha LG 1 Л  1 akkor 'LG X3 p ea;

Az 1.1 Tétel értelmében feltehető, hogy L-L(M), ahol

M=(KiZ,6iq^iH) egy DV-automata.

Most konstruálunk olyan M' EDV-gépet, amelyre L(M')=L(M). 
Legyen №' = (K,E, 6 q , H)3 ahol a 6 ' átmenetfüggvény a következő 
módon van definiálva:
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a/ Tetszőleges qGK-Hл aGT. kettesre: б ' (q, а)=& (q,a) ,
Ь/ Minden pGHj aGZ kettesre: б *(р,а) nem definiált. 

Belátjuk először, hogy L(M') C. L(M) . Legyen wGL(M')> vagy
is qQW I— jj-f p, ahol pGH. A 6 ' konstrukciójából nyilván
q w t— £ p is adódik, azaz wGL(M). о M
Megforditva bebizonyítjuk, hogy L(M) c. L(M'). Ehhez elég 
megmutatnunk: ha W0L(M') akkor w0L(M).
Itt két esetet különböztetünk meg:

1. eset. Legyen w=w^aw^ és qqw ^awg i— -—f paw t ahol
pGH, aGZj w^3w^GL*.

Ekkor nyilván Я Qw j 1 P adódik, azaz w^GL(M).
Mivel az L(M) nyelv prefix-mentes és y=aw^0X, azért 
w=wjy0L(M) .

*2. eset. Legyen qQW \— jp- qt ahol q0H.
Ebben az esetben nyilván q qw i— ^ q adódik, azaz W0L(M).
Végeredményben tehát L(M')=L(M)=Lt ahol M' egy EDV-gép. E-
szerint LG 'í. л  áll fenn. ed3

2. rész. Ha LG 't. akkor LG 'î_ fied3 3
Legyen L=L(M)t ahol M=( K̂ Y. 3 6 , q t H ) egy EDV-gép. Világos, hogy 
az L(M) nyelv prefix-mentes, mivel semelyik pGHt aGL kettes
nél в(р,а) nincs értelmezve, azaz az M gép rögtön elakad, a- 
mikor egy szót elfogad és valamely végállapotban van, mig a 
bemenő szó további része beadható.

Most igazoljuk: LG "í̂ •
Konstruáljuk az M ' = (КЦ{ q } , E, 5 ’ 3 q H) DV-automatát úgy, hogy 
q0K és 6 ' átmenetfüggvény a következő:

a/ Tetszőleges qGK-Hл aGl kettesre: 6 '(q,a)=6 (q,a).
Ъ/ Minden pGH\J{q}t aGZ kettesre: 6 ' (pia)=q.

Nyilván M' azokat és csak azokat a wGL* szavakat fogadja 
el, amelyeket M elfogad és megforditva. Eszerint L(M')=L(M) 
áll fenn.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
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3 . 2  Az e d 3 - + i p u s u  n y e l v o s z t á l y  t u l a j d o n s á g a i

Ebben a szakaszban megvizsgáljuk az nyelvosztály
nak az ismert, valamint az előző fejezetben adott műveletek
re vonatkozó zártságait. Ezeknek a bizonyitásaiban az Ï és
'X. nyelvosztályok zártságaira visszatekintve tulajdonképpenPhasználjuk a 3.1 Tételt.

3.2 Tétel. Ha az L nyelv ed3-tipusu, akkor az L nyelv kive
zet az ï0 d 3  nyelvosztályból, s ezért az ï0 (j3 nyelvosztály 
nem zárt a komplemensképzésre nézve.

Bizonyítás. A 2.2 Tétel bizonyításából adódik.

3.3 Tétel. Az ^ e d 3  nyelvosztály nem zárt az unióra nézve.

Bizonyítás. Tekintsük a 2.3 Tétel bizonyításában adott nyel
veket :

L j = {anb/n>_0} és L 2 ={bn a/n>_l} .

Világos, hogy az L^UL2 nyelv nem prefix-mentes, és a 3.1 
Tétel szerint az L^JL^ nyelv nem is ed3-tiousu. Most csak 
azt kell igazolnunk, hogy L^3L^6 ^е(3 з*
Konstruálunk olyan M , M2 EDV-gépeket, amelyre L^=L(M^) 
és L2=L(M2). Legyen M 2 = (Kj , {a, b) л 6 1, q { q ) és M =
= (K2,{a,b}, 6 2,qo ^ q}? ) * a h o 1

1 / K2={qo>q )̂j és а 6  ̂ átmenetfüggvény a következő:

a/ 6l (c*o>a)=qo> 
b/ 6 l(qoib)=qh'
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2/ K2={qotq2 »Я»Я^  és a átmenetfüggvény a következő:
a/ &2(qo,b)=qlt 

Ь/ Ь2 ( я о * а ) ш Ч* 

cl 6 2 (qltb ) = q 2, 

dl & 2 (q1, a ) = q h, 

e/ &2(qtb) =6 2(q,a)=q.

A 6̂  és 62 konstrukciójából könnyen belátható, hogy az Mj 
és M2 EDV-gépek és L ill. L2=L(M2).

3.4 Tétel. Az ted3 nyelvosztály zárt a concatenációra és 
a metszetre nézve.

Bizonyítás. Az 1.2, 2.1. és 3.1 Tételekből adódik.

3.5 Tétel. Ha 1,1*6 *ed3» akkor L-L *6 'Xed3

Bizonyítás. Az 1.2 Tétel korolláriumából és a 2.5 Tételből 
adódik.

3.6 Tétel. Ha 1,1*9 "íed3# akkor LpL*9 ïed3.

Bizonyítás. Legyen L-L(M) és L*-L(M*), ahol M-(K,Ï.,6,q ,H) 
és M '=( К ' ,Z ' ,6 *,q^,H' ) két EDV-gép. Konstruálunk olyan M2 
EDV-gépet, amelyre LÍM^I-LpL*, Legyen az

*,&2» [яо*Я^] »H) EDV-gép a következő módon definiálva

K1 = {[q,q,]/q6K-H és q * 9K *-H * }U KV{q} , ahol q0K, 
a 6 átmenetfüggvény a következő:ú



42

1/ Tetszőleges bGïi)ï '3 qGK-H3 q'GK'-H' hármasra: 
ha Ő (q3b)=p és 6 ' ( q ' 3b) -p ', akkor ő 1 ( \jq, q 'J , b) - 
ahol

'P ha pGH

p = [p.p’l ha p0H és p '0H '
ha Р0Н és p 'GH '

2/ Tetszőleges aGÏ-ï '3 qGK-Ht q'GK'-H' hármasra:

5/[<b =&(q, a)

3/ Tetszőleges a ' GÏ '-ït qGK-H3 q'GK'-H' hármasra: 

>a ')=4

4/ Tetszőleges

6 j(q>a) =

qGK-H

6 ( q3a) 

Я

állapotra :

ha aGÏ 
ha aGÏ. '-Ï .

5/ Minden a££UE'-re:
& q,a) =q.

A 6  ̂ konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges 
wG(ïf\ï ') * szóra:

<3.6 .1 > ,- q ы *-н о
*
M P

1 , * [ V  qo\ w '~M~1
^О ~W p

ts
 I
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Î p ha pGH.
[p,p'] ha p0H és p ' 0H '. 
q ha p0H és p 'GH '.

Most bebizonyítjuk: L(M^)=LpL'.
(4 ). Belátjuk először, hogy LpL ' c L(M^).
Legyen wGLpL' -{wGL/ ha x<w3 akkor x0L'}. Ekkor két esetet 
különböztetünk meg.
1. eset. Legyen wG(LOZ ') * és q w i— £ p ill. q'w \—rA q ' 

ahol pGH3 q'GK'.
A <3.6.1> állításból nyilván \ßo,q'J[w i— p adódik, azaz 
wGL(M1). 2

2. eset. Legyen w = w ^ a w ahol ŵ GÍZHl. ') *3 aGZ-Z '3 w^G(Z\JZ')*3 
és qow2aw2 I-- ± q2aw2 ^ q £ — ^ p Ш .

'— JF q ' ' a h o 1  реЯл ч'0н '‘
Ismét használjuk a <3.6.1> állitást és kapjuk:
^o-q£ Wlaw2 '~ТГ [«3 .«j]a“ 2  — JT '~ТГ1 P' azaz

wGL(M2).
Mindkét esetben beláttuk: wGL(M2) valahányszor wGLpL'.

">). Megfordítva igazoljuk, hogy L(M2) c LpL'.
Ehhez elég megmutatnunk: ha w0LpL'3 akkor W0L(M2).
Világos, hogy ha akkor W0L(M2)3 mivel az M és А/ végál
lapothalmazai egymással azonosak. Nézzük tehát a wGL-(LpL') 
esetet, vagyis w=w2aw2 és

CqoWlaw2 *— iï qlaW2 — M q2W2 *— W P' P6H>
'
.q'w~awn I— ttt p'awn3 ahol p'GH'.0 1 2  M 2 c

\
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Hasonlóan kapjuk:

bo*qo\ WiaW2 '— ТГ2 4aW2 '— q* a h o 1  q6H* azaz w0l (M2)'

Végeredményben tehát az L(M2)=LpL' egyenlőség áll fenn, az
az LpL'G ted3.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

3.7 Tétel. Ha L 3 L ' G ted3, akkor L \JpL’6 ted3.

Bizonyítás. Legyenek L és L ' ed3-tipusuak. Ekkor a 3.1 Tétel 
szerint ezek nyilván 3-tipusúak és prefix-mentesek. Ebből a 
2.4 Tétel értelmében következik, hogy LUpL 'G ^p.
Eszerint most csak azt kell igazolnunk: HJpL'6 Másrészt 
a 3.6 Tétel szerint nyilvánvaló, hogy LpL ' és L 'pL nyelvek 
ed3-tipusúak, s ezért 3-tipusúak is. Tehát az 1.2 Tételből 
nyilván LUpL'=(LpL ')V(L 'pL)G X3 adódik. Ezzel a tétel bizo
nyítását befejeztük.

3.8 Tétel. Az ^ e d 3  nyelvosztály nem zárt az általános homo- 
morfizmusra nézve, de zárt a prefix-mentes ncmomorfizmusra 
nézve.

Bizonyítás. Az első állitás a 2.7 Tétel bizonyításából adó
dik. A második az 1.3- és 2.9 Tételek következménye.

Korollárium. Legyen E és Д két diszjunkt véges ábécé, illet
ve wGl* valamely rögzített szó.
Az L C l *  nyelv akkor és csak akkor ed3-tipusú, ha a C
C. (LUL)* nyelv ed3-tipusu.
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4. Fejezet

EGYSZERŰ DETERMINISZTIKUS PUSHDOWN-GÉPEK

Ebben a fejezetben foglalkozunk a determinisztikus
%pushdown-automaták egy speciális osztályával, amelyet egy

szerű determinisztikus pushdovm-gépozstálynak nevezünk. En
nek a géposztálynak az a karakterisztikus tulajdonsága, hogy 
pontosan a prefix-mentes determinisztikus 2-tipusu nyelvosz
tályt fogadja el. Megvizsgáljuk az egyszerű determinisztikus 
véges gépek és egyszerű determinisztikus pushdown-gépek osz
tályozását. A vizsgálat során egyidejűleg belátjuk az un. 
egyszerű gép szerepét, amelynek a definicióját Friedman ad
ta meg ( [5] -1977 ).

4.1 P r e f ! x - m e n t e s  n y e l v e k  és e g y s z e r ű  d e t e r m i n i s z t i k u s

p u s h d o w n - g é p e k  '
.

4.1 Definíció.
a/ Egy egyszerű determinisztikus pushdown-gépen (röv. 

EDP-gépen) az ,^iqQtzo>H) rendezett hetest értjük,
ahol

К az állapothalmaz,
£ а bemenő ábécé,
Г а pushdown-ábécé,
% вК а kezdő állapot,
z 6Tо а kezdő pushdown-jel,
н с. К а végállapotok halmaza
6 átmenetfüggvény a (К-H)X(ZU{\})XT halmaznak a KXT*- 
Ъа való egy leképezése, amelyre teljesülnek a következő 
feltételek: tetszőleges q6K-Ht zGT kettesre
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vagy х/ S(q3\3z) pontosan egy elemet tartalmaz, és
6(q3a3z) nem definiált semmilyen aGZ-ra; vagy 

ii/ &(q3\3z) nem definiált, és minden aGZ-ra 
&(q3a3z) pontosan egy elemet tartalmaz.

b/ Adott M EDP-gép egy konfigurációján értjük azt a 
(q3w3a) hármast, amelyre qGK3 wGZ * 3 aGT*. A következő mó
don definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó i— - relációt:* M

(q3awiaz) (— - (p3w3 a$) < > 6 (q3a3 z) = (p3&) 3

ahol qGK-H3 pGK3 aGZ\J{\}3wGZ *3 zGT3 a,B6T*.
Legyen i— ^ reláció az i— ^ reláció tranzitiv lezárása. Végül 
az M EDP-gép által elfogadott nyelv a következő:

L (M) = {wGZ */(q^3 w3 z q ) I— ^ ahol pGH3 а б Т * } .

Egy L nyelvet egyszerű determinisztikus 2-tipusunak (röv. 
ed2-tipusunak) nevezünk, ha létezik olyan M EDP-gép, amely 
re L=L(M). Az ed2-ti'pusu nyelvek osztályát ^ ^ - v e l  jelöl
jük .

4.1 Megjegyzés. A 3.1 megjegyzéshez hasonlóan a 6 átmenet
függvényre kiróttuk azt a feltételt, hogy semmilyen pGH3 
aGZV{\}3 zGT hármasnál 6(q3a3z) nincs értelmezve, amely a 
prefix-mentes tulajdonságot dönti el.

4.1 Tétel. Legyen Z egy véges ábécé, és L C Z*.
Az L nyelv akkor és csak akkor ed2-tipusu, ha az L nyelv 
prefix-mentes és d2 -tipusu.
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Bizonyítás.
1 . rész. Ha LG , akkor LG Ïd2  p ed2

Legyen L=L(M), ahol M=(KtL,Г , 6 , q ,zqíH) egy DP-automata. 
Konstruálunk olyan M r EDP-gépet, amelyre L(M')=L(M). Le
gyen M'— ( K3L jT , 5 ' tq z  o>R) 3 ahol a 6 ' átmenetfüggvény a 
következő:

a/ Tetszőleges qGK-H3 aGl(j{\}, zGT hármasra:
ha 6 (q3a,z) = (p3a), akkor ö ' (q3atz) = (p,a) 3 ahol 
pGK3 aGT*.

b/ Minden pGH3 aSEDÍX}, zGT hármasra: 6(p3a3z) nem 
definiált.

Most bebizonyítjuk: L(M')-L(M).
Először, a 6 ' konstrukciójából következően nyilván 
L(M') C.L(M) áll fenn.
Megfordítva igazoljuk, hogy L(M) C L(M'). Ehhez elég meg
mutatnunk: ha w0L(M')3 akkor w0L(M). Világos, hogy ha az 
M' EDP-gép egy w szóra közömbös úgy, hogy a (q 3w3z ) kez
dőkonfigurációból a gép periodikusan végtelenül mozog és 
soha sem áll meg, akkor az M DP-automata a w szóra is kö
zömbös. Eszerint csak három esetet kell vizsgálnunk:

1. eset. Legyen w=w 2 és ( q qíw 1aw 2, z q) \— jp- (p3aw^3 a) 3

ahol pGHу aGLy WjyW2GT.*3 aGT*.
Ekkor nyilván (q 3wn3z ) •—  ̂ íp.X.a) adódik, azaz w.GL(M).о 1 о M 1
Ebből rögtön következik, hogy w=w^aw20L(M)3 mivel az L(M) 
nyelv prefix-mentes és y=aw20X.

2. eset. Legyen w=w £ és (qQ»w1 u ^ z j  i— ~t(q,w23\) .
ahol qGK-Hy Wj3w2GL*.
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Ebben az esetben nyilván (qq3wг i— ^ (qtw2,\) adódik,
ahol qGK-H, és azért w=wnw 0L(M) .

1 Cl

3. eset. Legyen (qQiwtzQ) i— jp (q3X3az), ahol qGK-H3
zGY 3 aGY * és &(q3X3z) nem definiált.

Hasonlóan beláthatjuk, hogy W0L(M).
Végeredményben tehát az L(M')=L(M) egyenlőség áll fenn.

2. rész. Ha LG 'l akkor LG Хд-чП "í .edz . dz p
Legyen L=L(M), ahol M=( K3L, Г 3 6 , qq3 z q3H ) egy EDP-gép. Köny- 
nyen belátható, hogy az L(M) nyelv prefix-mentes, mivel 
6(p3a3z) nem definiált minden pGH3 aGLU{X}3 zGY hármasra, 
azaz az M gép elakad, amikor egy szót elfogad és valamely 
végállapotban van, mig a bemenő szó további része beadható. 
Most bebizonyitjuk: LG • Ehhez konstruáljuk az 
M ’ = (K U { q ] T t6 r3qojzqíH) DP-automatát úgy, hogy q0K és a 
6 ' átmenetfüggvény a következő:

a/ Tetszőleges qGK-H3 aGYU{X}3 zGY hármasra:
ha 6 (q3 a3 z) = (p3a), akkor ő '(q3a3z) = (p3a), ahol 
pGK3aGY* .

b/ Minden pGHUiq]3zGY kettesre:
6 ' (p3 X, z) = (q3X)

A 6 1 konstrukciójából következően nyilván M 1 azokat és csak 
azokat a wGY* szavakat fogadja el, amelyeket M elfogad és 
megfordítva. Eszerint L(M’)=L(M)3 azaz LG • Ezzel a té
tel bizonyítását befejeztük.

4.2 Megjegyzés; Ismeretes, hogy a determinisztikus pushdown- 
automaták egyik ekvivalens fogalma az LR(K)-grammatika, a- 
melyet Knuth definiált ([l3],1965). Eszerint a fenti tétel 
értelmében az is igaz, hogy egy nyelv akkor és csak akkor 
ed2-tipusú, ha LR(K)-tipusú és prefix-mentes. Érdekes meg
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figyelni, hogy az LE(K)-grammatikáknál sokkal szilárdabb 
kikötéssel Harrison és Havel ( [lOj-1973) definiálta az un. 
strict-determinisztikus nyelvek osztályát, amely nemcsak 
prefix-mentes, hanem pontosan a determinisztikus pushdown- 
automaták által üres veremmel elfogadott nyelvosztállyal e- 
gyezik meg. De az LR(K)-grammatika illetve strict-determi
nisztikus grammatika konstrukciója igen bonyolult, és eze
ket eszközként nehéz használni az általuk generált nyelvek 
tulajdonságainak vizsgálataira.

Ennek ellenére az EDP-gépekkel vizsgálhatjuk az "̂ed2 
nyelvosztály tulajdonságait, amelyeket megfogalmazunk a
4.3 szakaszában, sőt az a fontos probléma is eldönthető, 
hogy egy d2-nyelv prefix-mentes-e (Lásd [22^-ben).

4.2 Az EDV- gép ek  és EDP- gépek  o s z t á l y o z á s a

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy az EDP-gépek ál
tal elfogadott nyelvek osztálya valóban bővebb, mint az 
EDV-gépek által elfogadott nyelveké, azaz ^ecj3 valódi ré
sze 1ed2-nek. Most mindenekelőtt az un. egyszerű géposz
tályt tárgyaljuk, amelyet Friedman definiált, s ez a gép
osztály az EDV-gépek és az EDP-gépek közötti szerepet ját
szik .

4.2 Definíció.
a/ Egy egyszerű gépen az M=(l,Г,б,з ) rendezett négyest 

értjük, ahol
£ a bemenő ábécé,
Г a pushdown-ábécé,
гq6T a kezdő pushdown-jel,
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6 átmenetfüggvény а ГZ U{A}  ̂ХГ halmaznak а Г*-Ьа 
való egy leképezése, amelyre teljesülnek a következő 
feltételek: tetszőleges zGT-ra, 

vagy i / S(\3z) pontosan egy- elemet tartalmaz, és
&(a3z) nem definiált semmilyen aGl-ra; vagy 

ii/ 5(\3z) nem definiált, és minden aGZ-ra 
ő(a3z) egy elemet tartalmaz.

b/ Adott M egyszerű gépnek egy konfigurációján értjük 
azt a (wt a.) kettest, amelyre wGT. * és a6T*.
A következő módon definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó

M relációt :
(aw3az) I— ^ (w3 aBJ 6 (a, z) =ß, 
ahol a0ZU{X}, wGL *3 zGT3a3$GT*.

Legyen i— £ reláció az i— n reláció tranzitiv lezárása.M M
Végül, az M egyszerű gép által elfogadott nyelv a következő

L(M)={wGZ */(w3z J »— ~ (A,AJ}3 о M
Egy L nyelvet egyszerű context-freé-nek (röv. ec-tipusúnak) 
nevezünk, ha létezik olyan M egyszerű gép, amelyre L=L(M). 
Az ec-tipusú nyelvek osztályát "í^-vel jelöljük.

4.3 Megjegyzés. A definícióból könnyen belátható, hogy min
den ec-tipusú nyelv prefix-mentes, mivel egy egyszerű gép 
akkor és csak akkor fogad el egy szót, ha a pushdown-szalag 
kiürül, azaz a gép elakad.

4.2 Tétel.
a/ Bármely M EDV-géphéz megadható olyan M' egyszerű 

gép, amelyre L(M')=L(M). 
b/ Van olyan M̂  egyszerű gép, amelyre L(M^)0
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Bizonyítás :
a/ rész. Legyen M=(K3Z363qo3H) egy EDV-gép. 

A következő módon konstruáljuk az M 1 = (T, 3T 3 6 ' 3 Z qQ) 
gépet :

egyszerű

Г ={Zq/qGK}3
a 6 ' átmenetfüggvény a következő:
1/ Tetszőleges qGK-H3 aGT. kettesre:

ha 6 (q3a)=p3 akkor 6 '(a3Z )=Z .
1 • q p

2/ Minden р^Я állapotra:
64XtZ ;=x.P

A 6 ' konstrukciójából könnyen belátható, hogy az M ' egyszerű 
gép azokat és csak azokat a wGZ* szavakat fogadja el, ame
lyeket az M EDV-gép elfogad, és megfordítva. Eszerint az 
L(M')-L(M) egyenlőség áll fenn.

b/ rész. Az 2.3 megjegyzésben beláttuk, hogy az 
L 2 ={anbn/п>_1} nyelv nem 3-tipusu, és azért a 4.1 Tétel ér
telmében nem is ed3-tipusií. Tehát csak egy olyan M̂  egyszerű 
gépet kell megadnunk, amelyre Lj=L(Mj).
Legyen M̂  = ({a3b}, Г ,ő^3zq)3 ahol

Tj í 3 qí A 3B 3 e } 3
a ^  átmenetfüggvény a követ

1 / 6 j(a3zo)=B3 &2(b*z0)=E-
2/ & (a3B) =AB3 62(b3B) =A.
3/ 6 (a3A) =E3 6 j(b3A) =X.
4/ 6 1(a3E) =E3 &г(Ь3Е) =E.

<
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A ^  konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges
n>l egész számra: (anbn,Z ) i— -r̂- (bnyAn~2B) 1— ~  (\,\) , az- — о M j M j
az anbnGL(M ).
Hasonlóképpen azt is megvizsgálhatjuk, hogy tetszőleges
wG{a,b}*-{anbn/n>l} szóra:

(w, l ) I— (\jOlE)j ahol aG{A>B}*} azaz w0L(M^)iо M 2 2

kivéve a w=\ esetet, amelyben a gép nem működik.
Végeredményben tehát L ) ={anbn/n>_l } .
Ezzel a tétel bizonyítását befejztük.

4.3 Tétel.
a/ Bármely M egyszerű géphez megadható olyan M ' EDP-gép, 

amelyre L(M')=L(M).
b/ Van olyan М2 EDP-gép, amelyre "̂ec ’

Bizonyítás.
a. rész. Legyen M=(Zj Г, 6 3 Z q) egy egyszerű gép.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy tetszőle
ges aé’ZUÍA}, ZGY kettesre: ha &(atZ)=a, akkor a£(T-{ Z ) *• 
(Ellenkező esetben új Z kezdő pushdownjel és őCX.Z )=Z ér- 
vényesség bevezetésével ezt mindig elérheúk. )
A következő módon definiáljuk az M ' = ( { ,  £, Г's 6 q Zqí {q^}) 
EDP-gépet:

Г ' = г и ш  , ahol $0Y , 
a 6 ' átmenetfüggvény a következő:
1/ Tetszőleges a£EU{X} elemre:

ha 6(a,Z )=a, akkor &'(q ,a,Z )=(q .$a). ahol aGY*.о о о о
2/ Tetszőleges а£Ш{Х}, ZGY-{Z^} kettesre:

ha ô(aJZ)=aJ akkor 6 ' (qo* a, Z ) = ( q 0» oJ t ahol а£Г*.
3/ <5 ,(qoy\,$) = (qh>$) .

A <5 ' konstrukciójából könnyen belátható:
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<4.3.1> (awtaZ) )— ^ > (qQtawt$ aZ) i— jp (qQ, w, $&) »

ahol aGL, wQI.*, Z6T, а, ВвГ *.

Ennek alapján a bemenő szó hosszára vonatkozó teljes induk
cióval könnyű belátnunk:

(wtZo) *— £ (\,B) <---► (q0,w>Z0) I (q0,\a$&), '

ahol w6l*t ßer*.

Végeredményben tehát kapjuk:

wGL ( M) 4“*=^ (wt Z ) - й  rx,x;
*— +(qo>VtZo) (q0>\,$) •— j*r (qh*Kt)

íwGL(M')

b.rész. Először bizonyítás nélkül megemlítjük a 
Friedman által adott következő állítást (Lásd [5]-ben):
Az L2 = {апЪапЪ/п>1 }\J{anaan<3/n>_l} nyelv nem ec-tipusú.
Ennek alapján most olyan EDP-gépet kell megadnunk, amely
re L pL(Mj) . Legyen M pdi, {a,bta} tT , 5 q o, Z o, {q t ahol

K ~ q̂0*qb*qa*q*qĥ  *
Г = {Zo , A } t

a 6̂  átmenetfüggvény a következő:
1/ S2<Яс.а, V * (% ‘ Zo

S2<ч0.ъ, V = <4>Z o>

52<ч0-°> Z ) 
о • < я . г 0 >

2/ ä2 А) = <Я0 ,АА>

ä2( я а . ь . А) =(Qfo> ̂  ̂ *
62<Я0 . я , А) = ( я а , и .
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3/

4/

5/

6 /

7/

( q b> a , A) = ( q b A ) ,

( q b> ъ, A) = (q> U ,

( q b* о» A) =(q> b ) ,

( q b> а , ZO) = (q

( q b> b» Z0 ) = (q h > x ) >
( q b> e* ZO) = (q , \ ) >

( q c> a , A) = (q_c A ) ,

( q c> b , A) =(q> u ,  ‘
( q c> c 3A) = (q> x;,

( q c> a , Z0 ) = (q A ) *

( q c> b,ZO) = (q

( q o> ZO) = (q hyX)  *

(g,X,Z J= ( q s Z q ) j minden х б { а лЬла )  

( q 3 \ 3 A)  = ( q t  X) .
elemre,

Először könnyű belátnunk, hogy tetszőleges n > l egész számra:
(qo,anba%Zo) (qoM LbtZoArî ) ( q ^ a ^ Z / 1) t— JL (qv b3ZQ)n, „  .n+1 n, „ ,n,

es
, n n r, \ * , W „  .n+1. , n „  „n, *  , „ .rV a öa *"1^ rV ca c' V  ; y~W1 (qc>a °>Z A J '— XT (4„>°>ZJMj

azaz a nban bGL( M^ ) és а Пс а п а€Ь(М ) .
'-ir1(qh>x>x)>

Hasonlóképpen azt is megvizsgálhatjuk, hogy tetszőleges
w£{а,Ь,a } * ~ L j szóra:

( q o ,h)t  Zq ) I— ^  ( q A * Z o ) ,  azaz w 0 L ( M 1) J

kivéve a u=X esetet, amelyben a gép nem működik.

I
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Tehát L(M^) =Lj = {anbanb/п>_1 }U{anoano/n>_l } .
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

4.4 Tétel. Van olyan prefix-mentes 2-tipusű nyelv, amely 
nem tartozik bele az í ^  nyelvosztályba.

Bizonyítás. Legyen E={a,b}. Az 1.5 Tétel szerint az 
L={ww '/wGE*} nyelv 2-tipusu, de nem d2-tipusu. Tekintsük 
most az alábbi nyelvet:

L2=L.{c }={wwRc/wGZ *} .

Világos, hogy ez 2-tipusú és prefix-mentes. Tehát csak azt 
kell bebizonyítanunk, hogy L ̂0 Xed2.

Ezzel az állítással ellentétben tegyük fel, hogy az 
Lj nyelv ed2-tipusű. Ebből a 4.1 Tétel értelmében következik 
hogy az L̂ =L.{a} nyelv d2-tipusű. Másrészt az 1.6 Tétel sze
rint az LSc }G feltételből rögtön következik, hogy az L

• nyelv d 2 -tipusű, ami szintén ellentmondás.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
Végül, Xp2~vel jelöljük a prefix-mentes 2-tipusű nyel

vek osztályát és kapjuk a következő tartalmazási relációt:

^ed3 + ^ec ? \ d 2  % ^p2 '
ahol a tartalmazások mindenütt valódi részeket jelentenek.

Tj ésEmellett könnyű belátnunk, hogy ^ 3 3  ^ Led2
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4 . 3  Az e d 2 - + i p u s u  n y e l v o s z t á l y  t u l a j d o n s á g a i

Ebben a szakaszban megvizsgáljuk az ^ 3 2  nyelvosztály
nak az ismert, valamint a .2 -fejezetben adott műveletekre 
vonatkozó zártságait. Itt érdekes megfigyelni, hogy az Xe d 2  

nyelvosztály ugyanúgy, mint az nyelvosztály, nem zárt a 
metszetre nézve. Mindenekelőtt a 4.1 Tétel értelmében az 
1 d 2 as Xp nyelvosztályok zártságaira visszanézve könnyű 
belátnunk a következő tételeket.

4.5 Tétel. Ha LG a^kor az nyelv kivezet az Xe(j2
nyelvosztályból. Eszerint az Xed2 nyelvosztály nem zárt a 
komplemensképzésre nézve.

Bizonyítás. A 2.2 Tétel bizonyításából adódik.

4.6 Tétel. Az X0d2 nyelvosztály nem zárt az unióra nézve. 

Bizonyítás. A 3.3 Tétel bizonyításából adódik.

4.7 Tétel. Az Xed2 nyelvosztály nem zárt a metszetre néz
ve .

Bizonyítás. A tétel bizonyításához elegendő megmutatnunk, 
hogy van két olyan ed2-tipusú nyelv, amelyeknek a metszete 
kivezet az X0d2 nyelvosztályból.
Tekintsük az alábbi nyelveket:

L 2 = {anbn $ /п>_1 és i>l} ,
L 2  = {a^bncn$/г>_1 és n>_l}.
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A Bar-Hill lemma (az 1.8 Tétel) korolláriuma szerint az 
L - L 2 =ianbnc”$/п>_1} nyelv nem 2-tipusu, s azért nem is 
ed2-tipusu. Tehát most csak azt kell mutatnunk, hogy az 
L 2 és L2 nyelvek ed2-tipusvíak. Konstruálunk olyan M 2 és 
Mg EDP-gépeket, amelyekre L^=L(M^) és Lg=L(Mg).
Legyen M 2 = ( К J3 {a3b 3c3$] 3T J3 6 J3q q3 Z o3 {q h) ) t ahol

Kl~^qo>ql>q2*q3*q*qh} *
rr < Zo'A}'
a átmenetfüggvény a következő:

o* a 3 Zo ) s ( q l > Zo

o* d 3 Zo ) = ( q * Zo )

о * A,A)  = ( q 3 Zq).

1* a 3A ) = ( q 13A A ) 3

1* b 3A)  = ( q 2» b )  »

1* d 3A ) —( q 3 Zq ) 3

1* X, г 0 > - < ч . г 0 >.

2* b 3 ъ* II со V >*
 V—

2* d 3 A ) ~ ( ä tz Jо
2* Z0 >~ ( q 3 ‘ V
2* d 3 V =r« * V
3*

3* V ' v V
3* d 3 Zo > - <q- V *
3* a ) = < î , z o >.

minden dG{a3b3$} elemre.

a / b 1(qi\tA) = (q3ZQ) ,
Ъ/ (q»dtZo)=(q3Z Q) minden dG{a3 b3a3$} elemre,



58

és Mg (Kg* í a * b3 a j $ } » Г g t ̂ 2 * Q о 3 Zo 3 { qh ̂ ̂ •* 

K2=^ 4o*41'42'q3‘4‘qh*‘
r2 =ÍZc-B!'
a

ä 2
átmenetfüggvény a következő:

1 . а/ W “' V -^ *  V 'ь/  ̂2(qo3 d> Zo)=(^3 Zo) minden d9{b3c3 $} elemre,
с/ 6 2(qoi\,B) =(q,ZQ).

2 . а/ & 2^Яj»&» 2 — (qjt z *
ь/ 62(ql*b*Zo)=(q2*ZoB)3
с/ &p(q1,d,Zn) = (q,Zn) minden d6{c3$} elemre,
d/ 62(q13XtB) = (q3ZQ)

3. а/ <5 2̂  q 2зЬ*В * = ("q 23 BB  ̂3
ь/ >̂2^q2i('3B^~^q33'X^3
с/ & 2( q 23diB) = (q3 Zo) minden d6{a3$} elemre,
d/ *2(q2»X>Zo) = (q»Zo)’

4. а/ & 2 (Q cs &) — (q^3 Xy ,
ь/ & 2(q3>d>B) = (q> Z0) minden d6{a3b3 $} elemre,
с/ 6 2(q33$,Zo) = (qh3 Zo) 3
d/ &2(q33d3Zo) = (q3Zo) minden d6{a3b3a) elemre.

5. а/ & 2(q’X>B) = (q>Z 0} 3ь/ &2(q3d,Zo) = (q3Zo) minden de{a3b3c3$} elemre.

és
ä 2

konstrukciójaiból könnyen belátható:

i / Tetszőleges п>1 és г>1 egész számokra:

ч 3anbnâ $3Z ) 1— rp (qU3 X3Í )3 3 о Mj ^h3 31 ) és (qо 3adbnon$3Z ) f— ~  (q-,,X3Z )3 3 3 о Mg n3 3 о 3

L1= {аnbnc^$/n>l és г>1} c L(M1) /es

l2= {аdbnen$/i>l és n>lf C. L(Mg).
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ii/ Tetszőleges w^eía,Ъ3c, $}*-L és ю^в{алЪлал$}*-Ь^ 
szavakra :
(Я.0>йг,Ъо) I— ~  (qt\iCL1Zo)i ahol cl̂ ÍA, Z Q) és

(Я0»^2лЪ0) »— й* a h o 1  a 2 ff{Ŝ Z0}Jt>

kivéve az w^=\t ü>2=X esetet, amelyben az és M^ EDP-gépek 
nem működnek.
Ezek szerint L^=L(M^) és L^=L(M^). Ezzel a tétel bizonyí
tását befejeztük.

4.8 Tétel. Az "Íecj2 nyelvosztály zárt a concatenációra néz
ve .

Bizonyítás. Legyenek L és L ' ed2-tipusu nyelvek.
Amennyiben L={\] vagy L'={X},akkor nincs mit bebizonyíta
nunk. Ezért tegyük fel, hogy L = L ( M ) X} és L'=L(M')?{X}, 
ahol M=(KtZtr,6sq0,Z0,H) és M '-(K ' a Z \ Г », 6 Z*t H >)
EDP-gépek. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük:

i/ КГ\К ' = ГЛГ '=0,
ii/ Tetszőleges qGK-H, a££U{X}, ZGT hármasra: 

ha 6 (q3atZ) = (pta) л akkor P^qQ-
Ha ugyanis nem igy volna, akkor uj jelek bevezetésével, az i / 
kikötést mindig elérhetjük, az ii/ kikötést pedig uj qQ kez
dő állapot és &(qQt\jZo)=(q Z o) érvényesség bevezetésével 
könnyen megkaphatjuk, s ezek az elfogadott nyelveket nem é- 
rintik.
Most bebizonyítjuk, hogy L.L'G *íe d 2  *
A következő módon konstruáljuk azt az tZ aH 4
EDP-gépet, amely az L.L' nyelvet fogadja el.
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К - KUK 'U{q}> ahol q0K\JK ’ 3
Z - ZÚZ 
f - TUT \
a 5 átmenetfüggvény a következő:

I. A (q jZ ) kettesnél két esetet különböztetünk meg:о о 3
1 / ő(g jA.Z J definiált.

Ha à(qo*^iZo) = (p,a)3 akkor & ( q q3 \ 3 Z o) = (p, Z ̂ a) 3
ahol pGK3 olGT *.

2 / 8(q jA.Z j nem definiált.о о
а/ Tetszőleges aSZ-ra:

ha ô(q ,a3Z )=(p3a)3 akkor 6(q .a.Z )=(p.Z'n)3 о о о о о *
ahol pGK, абТ*.

Ь/ Minden a'GZ'-T. elemre: 6 ( q .a'.Z ) = (q3\).о о

II. Tetszőleges (q,Z)G(K-H)XT-{(q 3Z )} kettesnél két esetetо о
különböztetünk meg:

1 / Ha S(q3\3Z) definiált, akkor 6 (q3X,Z) - 6 (q3X3Z).
2/ Ha &(q3\3Z) nem definiált, akkor :

(q3 a3 z) ha аву
6 (q j a3 Z) -

^(q, a; ha aGl'-Z

III. Minden qGK-H3Z 'GT ' kettesre: 6 (q3\3Z ')=(q3Aj.

IV. Minden pGH végállapotra:
1/ 6 (p3X3Z)=(p3X) minden Zer-ra.
2/ l(p3\3Z'o) = (q>o3Z ’o) .
3/ 6 (p3X3 Z ') = (q3 A ) minden Z'GT'-{Z^} elemre.
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V. Tetszőleges (q f3Z ')в(К •-H•)XT 1 kettesnél két esetet kü
lönböztetünk meg:
1/ Ha 6 ' (q \ Z  ') definiált, akkor 6 (q 't X, Z ') = 6  ' (q \t Z f) t 
2/ Ha S'fq’jXtZ') nem definiált, akkor:

Z(q\a'tZ’)
& ,(q,,a,tZ >)

(Q*

VI. Minden q f GK *-H ' 3 ZGX kettesre: 6 (q

ha a 'GZ '.

ha a'GZ-Z'. 

\3Z)=(qt\).

VII. Minden ZGTfJT ' elemre: Z ( q t \ t Z)  = ( q 3 \ )  .

A 6 konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges 
wG(ZUZ * ) * szóra:

wGL.L' }
^•Wj9L3 W^GL'

Léteznek w^GZ* és WgGZ'* szavak, amelyekre

es w=WjW^

(qo*wl‘Zo> 1 M Грf A j cl ) ß ahol pGHt авТ*, és

(qo>
__*
M* Гр ’,^e' ahol р'6Я', а'еГ'*

(qo>“lu 2 'Zo) y-
*
M

г p, Wgj Z'а; 1-
0

— г (p*v2ßZ')
м г °

,— <q’o‘wZ‘Zó; Г Гр', \3а Ч  ß ahol
M M

P »«ff ' *, а '6 T 'A•

» w-w^GL(M)

Tehát L.L'=L(M)G ^ e d 2 ^11 fenn* Ezzel a tétel bizonyítását 
befejeztük.
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Most gyengitjük a fenti tételek kikötését úgy, hogy az 
L és L ' közül nem mindkettő ed2-tipusú, hanem az egyik 
nyelv ed2-tipusu, és a másik ed3-tipusú. Ekkor kapjuk az 
alábbi állításokat.

4.9 Tétel. Ha LG ^ e d 2  ®s ^ed3' а^ о г  az L(\L' és L-L '
nyelvek ed2 -tipusúak.

Bizonyítás. Az 1.7, 2.1, 3.1, 4.1 Tételekből adódik.

4.10 Tétel. Ha LG ^e(j2 as ^ ' 6 ^ed3' a^kor LpL’G í0 ( ^ 2 •

Bizonyítás. Legyen L=L(M) és L'=L(M’), ahol 
M=(K,l, Г, b,qQ, Z0>H) egy EDP-gép és M r = (К 'aY ő * aq' aH ') 
egy EDV-gép. Most konstruálunk olyan EDP-gépet, ameLy 
az LpL 1 nyelvet fogadja el.
Legyen M2 = (K2 a EÜE ' лГ,6 2, [qQ, ,ZqSH)3 ahol

K=K\}{[q3q ']/qGK-H3q ,GK,}\){q] es q0K3 
a &2 átmenetfüggvény a következő.

I. Tetszőleges qGK-H3 ZGT kettesnél két esetet különbözte
tünk meg:

1/ &(q3\3Z) definiált.
Ha <5 (q3 \3 Z) = (p3a) 3 ahol pGK3 aGY * a akkor:
a/ & ( q3AjZ)=(p3a)
b/ Tetszőleges q'GK' állapotra: 6 ( \_q3 q '] , X , Z) = (p3 a) 3 

ahol
.p ha p£H3

P = T
[p,g'J Р0Н.
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2/ &(q3\3Z) nem definiált.
a/ Minden p 'GH ' 3 aGZ\JZ' kettesre:

5 [q*P']*a3Z) = (q3\) .

b/ Tetszőleges q'GK'-H't bGZClZ ' kettesre:
ha 6(q3b3z) = (p3 a) és 6 ' (q '3 b) =p ahol pGK3a.GY * 3p ' GK'3 
akkor 6 2( [q3q 3b3 Z) = (p3 a) 3 ahol

çP ha pGHP - )
4P*P'] Ла

с/ Tetszőleges q'GK’-H'3 aGZ-Z ' kettesre: 
6̂  Г q '] 3 a '3 z;=6 (qt a3 Z) . 

d/ Tetszőleges q'GK'-H'3 a'GZ'-Z kettesre:

62 ( [q*q 'J'a '• Z)B(q9X) .
el

& 2(q3at Z)~
r 6 (q3 a3 Z) ha aGZ.

i(q3X) ha aGZ '-Z

II. Minden ZéT-ra: & 2 (q3X3 Z) =(q3\) .

A &2 konstrukciójából könnyű belátnunk, hogy tetszőleges 
aGZftZ ' elemre:

(q3a 3 aZ) i— — Cp3 X3 ßJ^

<4.10.1>
M- (p,X3ß)3

q 'a *~ir p '

ahol qGK-H3 pGK3 ZGF3 ol3 BGT *3 q'GK'-H'3 p'GK' és
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P
p ha

[РзР '] ha

рея.

Р0Я.

Ennek alapján indukcióval könnyen igazolhatjuk, hogy tetszo-
leges wG(Z(\Z ') * szóra:

ЛCM•огЧ•V

- f q o , w , z o ; - ■i ( Р Л Л У

q  ' w  1— T ry  p '^ о M '  *
*

ahol р е я , ß e r * ,  p ' G K ' és

f
■ p  h a р е я .

p =  1

Í P j P ' ]  h a Р0Н.

Most bebizonyítjuk: L ( H ^ ) = l p L ' .

<*=**> r[ v ^ ,w' V  (P*X*&)*

— .). Belátjuk először, hogy LpL ' ÇL(M^).
Legyen wGLpL'. Ekkor két esetet különböztetünk meg:
1. eset. Legyen wG(Zf)Z •) * és (qotwt Z q) »— ^ (p,A,otJ ill.

q 'w > —,77 q . /M' H *
ahol péW, q'ex', O.GY *.

A <4.10.2> állításból nyilván Г [q̂ , q^] , w, Zq j I— ^ (p,\ta.) 
adódik, azaz wGL(M^).
2. eset. Legyen w=w^aw2, ahol ŵ G(Zf\Z f л , aGZ-Z *t w ̂G ÍZUZ ' ) *,

•(qo,w2aw2,Zo; H-i (qr aw2ia1Z) t— % (q^w^af.) £ (рл\,В)л
ahol рея.

?ÓW1 l— Й' aho1 ^ Я  '

es

Ismét használjuk a <4.10.2> állitást és kapjuk:
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(í(Jo*q^ » wlaw2*Zo) ,— ^ f q ^ w ^ a ^ )

'~M^(P>M  )>

ahol pGH.

Eszerint: w=w^aw2GL(Mj).
Mindkét esetben beláttuk, hogy wGL(M1) valahányszor wGLpL 
azaz LpL ' c L(Mj) .

( * ). Megfordítva bebizonyítjuk, hogy L(M^) Cl LpL'.
Ehhez elég megmutatnunk: ha w0LpL't akkor w0L(M^).
Világos, hogy ha w0L akkor W0L(M;[)/mivel az M és EDP-
gépek végállapothalmazai egymással azonosak. Nézzük tehát 
а wG( L-LpL ' ) -LpL ' esetet, vagyis w=w^aw2, ahol w ̂ G(Zf\l ') *t 
aeZVZ'b w26(Z\JZ')*, és

wlaW2»Zo) 1 ~M (<l2>aW2>alZ) •— /? («2>W2>a2} V— J4 (Рз^»*),

ahol pGH.

q'w, 1 ^~1P P'* ahol p'6H'.

A <4.10.2> állításból könnyen belátható:

(^o*qó ^ WlaW2'Zo) У~1Г1 ([q2*P 'í>aW2>alZ) 1 лП

* fjj (q3 ̂ 2* ̂  ̂ *

Eszerint: w=w^aw20L(Mj).
Végeredményben tehát az L(M^)=LpL' egyenlőség áll fenn, azaz 
LpL’e \ й2.

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
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Mielőtt tárgyalnánk az LUpL ' nyelvet, foglalkozzunk 
az EDP-gép lehetséges közömbösségével, amelyet elméletileg 
megoldhatónak tekintsünk abból a szempontból, hogy tetsző
leges w szóról és tetszőleges 2-tipusú L nyelvről eldönthető 
a wGL tartalmazás fennáll-e.

4.11 Lemma. Bármely ed2-tipusú L nyelvhez megadható olyan 
M ' = (K Z Г ', 6 't q'j Z'o> H ' ) . EDP-gép, amelyre L=L(M') és tet
szőleges q€K '-H 't ZGT ' kettesre ha ő ' (qy X, Z) = (рл a,* , akkor az 
a szó a következő kétféle alakú lehet:

i/ a=X,
ii/ a=a^ Z J és Ô ' (p,\,Zj) nem definiált.

Bizonyítás. Legyen L=L(M), ahol M=(K3ZЛГ,6>q t Z tü) egy 
EDP-gép. A következő módon konstruáljuk az M ' EDP-gépet:

К ' = K V { q ahol q0K,

H' = H,
a ő' átmenetfüggvény a következő:

Tetszőleges qGK-H, ZGT kettesre
1/ Ha &(qi\3Z) nem definiált, akkor tetszőleges aGZ-ra.

6 ' ( q3 a, Z) =6 (q Z )  .

2/ На &(q,\,Z) definiált, akkor megvizsgáljuk az M EDP-gép- 
nek a (q,\,Z) konfigurációból való működését és három e- 
setet különböztetünk meg:
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a. eset. (q3\3Z) \— ^ CpjA^j, akkor 6 ' (q3 X3 Z) = (p3 X ) .
b. eset. Л 3 Z ̂ i— ^ (рл\ла ̂Z és 6 (p3\,Z^) nem definiált,

akkor б ' (q3X,Z) = (р,а^Z^) .
c. eset. Van olyan q^6K-H3 Z^GT kettes, amelyre

( q j X 3 Z) I — ( q J 3 \  y cl j ib j Z  j )  * ^  ( Q J*  ^ ^  2 *̂ l ^ 11 1̂1  ̂*
akkor & ' (q3\3 Z) = (q3 Z) .

3/ Tetszőleges абГ-га, Z6T-ra:
& ' (q3a3Z)=(q3Z) . ‘

A 6' konstrukciójából könnyen belátható, hogy M 1 azokat és 
csak azokat a wGZ * szavakat fogadja el, amelyeket M elfogad 
és megfordítva, s emellett a lemma utóbbi feltétele nyilván 
teljesül. Ezzel a lemma bizonyítását is befejeztük.

4.12 Tétel. Ha LG as  ̂& ^ейЗ' а^ ог az LÜpL' nyelv
ed2-tipusu.

Bizonyítás. A 4.11-Lemma értelmében feltehetjük, hogy 
L=L(M), ahol az M=(K3Z3T,63qq3Zq3H) EDP-gép a 4.11-lemmá- 
nak megfelel, és L ’=L(M'), ahol M '= (K ' 3 Z 6 ' 3 q^3 H ') egy 
EDV-gép.
A 4.8 Tétel bizonyításához hasonlóan továbbá feltehető: 

i/ K(\Kr=0.
ii/ Tetszőleges qGK-H3 aGUJ{X}3ZGT hármasra: 

ha 6(q3a3Z)=(p3a), akkor p±qq.

Most konstruálunk olyan EDP-gépet, amely az L\JpL '
nyelvet fogadja el.
Legyen az M2=(K£3 ZÚZ T23 6 £3 [qQ3 q£] 3 H 2) EDP-gép a
következő módon definiálva:
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K2=í [Я*Я ']/qeií-H,q ’ÇK’-H ' }VKVK'V{q, qh} л ahol q.q^KUK1, 
r2=ru{Z}, ahol Z0T,
H2=HVH 'U{qh)t

a őr átmenetfüggvény a következő:

I. A (q^jZ^) kettesnél két esetet különböztetünk meg.
1/ ő (q ,X,Z ) definiált.о о

На ő (яо* Z q) = (py cl) , ahol pGK3 akkor:
a/ & 2(qo3\,Zo) = (p3Za) . 
b/ = ahol

‘ qh
-

- [P'^]

Tza р£Я. 

üa p0H.
2/ őíp , X.Z J nem definiált.о о

a/ Tetszőleges f elemre:
ha &(qo,b,Zo)=(p3(x) és ő ' (q'o3b)=p', ahol pGK
a GT*3 p ' GK akkor 62(qo*b*Zo)=íp3 Z a) és

ь, z0) = (p3Za) у
ahol

ha pGH va а у p ' GH '. ■
p =

- [p ,p '] ha p0H és p '0H '.
b/ Tetszőleges aGZ-T. ' elemre:

ha ő (qo» CL3 Z q) = (p3 a) , ahol pGK3 абТ*.,
akkor b2(qoiaiZo) = (p,Z'i) és 5 2 ( [<70> > a* ZQ) = (p, z aj
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с/ Tetszőleges a'GZ'-Z elemre:
&2(qo,a 'iZo) = (qiZ) és a ' 3 Z ) = (& ' (q ' 3a ' )3Z) о о

II. Tetszőleges ( q3Z) G(K-H) XY-{ ( q q3Z q)} kettesnél két esetet 
különböztetünk meg.
1/ S(q3X3Z) definiált.

Ha 6 (q3X3 Z) = (p3ot) , ahol pGK, абТ*., akkor:
a/ &2(q,X,Z) = (p,a.) .
b/ Tetszőleges q'GK'-H' állapotra: 6 2 ( [g, g '] j  X 3 Z) = (p3 a)

ahol
f■ 4 ha pGH

P- =  \
< [р>ч '] ha Р0Н

&(q3X3Z) nem definiált. .
a / r<5 (q3 a, Z) ha aGZ.

&2(q3a3Z) =
- (q3X) ha aGZ '-Z.

b/ Tetszőleges bGZHZ ' elemre, q ’GK'-H' állapotra:
ha 6 (q3 bj Z) = (p3 a) , és 6 '(q '3 b) =p '3
akkor 6 £ ( [<ь Я '] » b3 Z) = (p3 a) 3 ahol pGK3 aSF*, p'GK' és

г Ч

- [p*p ']

ha pGH vagy p'GH '. 

ha p0H és p'0H'.

с/ Tetszőleges aGZ-Z ' elemre, q'GK'-H' állapotra:

dl Tetszőleges a'GZ'-Z elemre, q'GK'-H' állapotra:
&2([q3q'],a',z;=fő '(q'3a')3X).
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ÏÏÏ • Tetszőleges q 'ex '-Я ' állapotra :
1/ V « ' tX3Z) = f<7 minden zgt -ra.

2/ Гб' (q ' >a ’) >Z) ha a 'ez '.

V * ' ,a'3Z) = í
w ? , Z) ha a 'ez-z '.

IY Minden qGK-H, <7'ex '-H ' kettesre:

1/ -Гб ’(q ',a'), Z) ha a'ez '
62([q t»Z)= '

w (q~Z) ha a 'ez-z
2/ b 2(q,\tZ)=(q,Z) .

V . Minden Z9Y elemre:
1 / S2(Ял Z) = (q3X) .

2/ ô g  íq, a, Z) = (qj Z) minden aGZUT, ' elemre.

A 6g konstrukciójából indukcióval könnyű belátnunk, hogy 
tetszőleges weTZOZ'j* szóra:

r (qo> “• V  •— Й íp'0.)<4.12.1> ^
-̂<7 'W4 О M' p '

“"►f D v ^ ' W' V  V— ĵ -Гр, Zaj,

ahol pG K 3 aer*, p'ex' és

- Q h ha p€H vagy p 'ея'.
V = •

- [p,P '] Р0Н es p '0H '.

Most bebizonyítjuk: L (M = L U p L '.
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(*—  ). Belátjuk először, hogy LVpL' c. L(M2)
Legyen wGLVpL '=(LpL ')(J (L 'pL) . Amennyiben wGLpL '3 ahol 
LG ^ d2 f̂ed3' â ĉ ;or a 4.8 Tétel bizonyításához tel
jesen hasonlóképpen igazolhatjuk, hogy wGL(M^). Azért te
gyük fel, hogy wGL'pL.

A 4.11-lemma feltételeiből nyilván következik, hogy 
tetszőleges olyan wGZ* szóra, amelynek egyetlen valódi ele
je sem tartozik bele az L(M) nyelvbe, csak a következő ese
tek lehetnek:

a/ (qoJw,Zo) I— ^ (q3X3aZ), ahol qGK3 ZGT és а£Г* 
és S(q3X3Z) nem definiált.

Ь/ w=w2w2 és (qoyW1w2,Zo) I— I (q,w2iX)y
qGK3 WjyW2GZ*.

Eszerint a wGL 'pL szónál csak a következő három esetet kell 
vizsgálni :
1. eset. Legyen wG(ZÍ)Z ') * és q^w i— ^ p' ill.

(q^yWyZ^) I - -jp- (q3X3 a), ahol p'GH'3 q€K3 aGT *

A <4.12.1> állításból nyilván ( [qo 3 q£\ 3 w3 Z q) \— (q^3X3 Za) 
adódik, azaz wGL(M2).

2. eset. Legyen w = w 2 és q 2 ■— ^4 Qjw2 1— W 7

(qQ3w 2w23Zo) I— i (q>w23X)3 ahol p ’GH’3 q 2&K ' -H ’ 3 
qGK-H 3 w2G(Z*nZ’)*3 w2GZ' + .

Ismét használjuk a <4.12.1> állitást és kapjuk:

( 1.Я q* Q q] л M 2* ̂ * Sf~  ̂[я» Я J J л ̂  23 ̂  ̂ ^2 2
azaz wGL(M2).ahol p *GH23
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3. eset. Legyen w=w^a'w23 ahol ŵ 6(T,̂ T, ') *л a ' GZ '-Z, w^Gl1* 
és ^ q ^ 1a ’w2 «— ^4 q ,1a ’w2 ^ <?^2 1-^4 P

1 ahol p'GH’.

M q0>w1>z0) 1— ê (4i>x>a)> aho1 а^г*.

Az előző esethez hasonlóan kapjuk:

^[í0W ó b tóla 'u2íV  1— др <'[íiW 2,] ^ ' w 2JZí>cj I— —  (q’̂w^Zo<.)

* (q^i^rfjZ) I (p j ̂  j z  J  ,

ahol p'GH2> azaz wGL(M2).
Mindhárom esetben beláttuk: ha wGL'pL, akkor wGL(M2).
Tehát az LUpL ' = (LpL ')(J(L 'pL) C-LÍMg) tartalmazás fennáll.

(= 0. Megfordítva igazoljuk, hogy L(M2) C WpL'. Ehhez e-
legendő megmutatnunk ha w0L(JpL' akkor w0L(M2). Először
könnyen belátható, hogy w0LOL'3 akkor w0L(M2). Nézzük te
hát a wGLVL'-(LUpL ' ) esetet. Amennyiben x€T (LpL')t ahol
Le % d2 és L'G ^ed3‘ akkor a 4.8 Tétel bizonyításához tel
jesen hasonlóan belátjuk, hogy W0L(M2). Ezért legyen 
wGL'-(L'pL). Ekkor léteznek olyan уфХ3 x szavak, amelyek
re w=xy és wGL ’ ill. xGL3 vagyis:

1— ±M (p3 X3 aj 3 ahol pGH3

*oxy ,~ W q 'y 1 ЦТ ahol q ’0H' es

Ismét használjuk a <4.12.1> állitást és kapjuk:

 ̂\яо* QqI ■» x* ̂ 1 M~ ^a/) ■*
2

ahol qĵ GH23 azaz xGL(M2)\

Ebből az L(M2) nyelv prefix-mentességének értelmében követ 
kezik, hogy w=xy0L(M2)3 mivel уфХ.
Végeredményben tehát az L(M2)=LÜpL’ egyenlőség fennáll.
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Érdemes megfigyelni, hogy a determinisztikus pushdown- 
automatának az általános prefix-mentes homomorfizmussal va
ló kapcsolatát igen nehéz vizsgálni. Ehelyett a hw homomor- 
fizmussal való kapcsolatával foglalkozunk.

4.13 Tétel. Legyen Е,Д két diszjunkt véges ábécé, és wGД* 
valamely rögzitett szó.
Az LcT.* nyelv akkor és csak akkor ed2-tipusu, ha a 
h (L)cCHJk) * nyelv ed2-tipusu.

Bizonyítás. A tétel bizonyításához a következő lemmát fog
juk használni.

4.14 Lemma. Az L c. Y * nyelv akkor és csak akkor d2-tipusú,
ha a h (L)C(Y\)D * nyelv d2-tipusu. w —
Tételünk a lemmából és a 2.10 Tétel korolláriumából már va
lóban következik, mert a 4.1 Tétel értelmében mind az L és
h (L) nyelv akkor és csak akkor ed2-tipusu, ha az L ésw
h (L) nyelvek d2-tipusuak és prefix-mentesek. Nézzük tehátw
a lemma bizonyítását.
Amennyiben L={X} vagy w=\, akkor nincs mit bebizonyítanunk. 
Legyen tehát L^{ X} és w=d^...dn, ahol n>_l és d^» . • . » d^GL.
A bizonyítást két részben külön-külön végezzük.
1. rész. Ha LG akkor h (DG ' í .d2 w az
Legyen L=L(M), ahol M=(К,I,Г,6, Z H )  egy DP-automata.
A következő módon konstruáljuk azt az M ' = (K Y ', Г ', 6 q o, Z o, H)
DP-automatát, amely a h(L) nyelvet fogadja el.w
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K ’=K\j{qd ,..,<7 , /qeKWiqb  ahol q$K3
al an

Z '=EUU7, .. b
-t » t

Г f = r u U b  ahol 40Г, • 
a 6' átmenetfüggvény a következő:

I. Tetszőleges qGK3 ZGY kettesnél két esetet különböztetünk 
meg :
1/ &(q3\3Z) definiált,

Ha 6 (q3X3 Z) = (p3 a.) akkor 6 ' (q3 X3 Z) = (p3 a) 3 ahol pGK3 a.GY *.
2/ S(q3X3Z) nem definiált.

a/ Tetszőleges aGZ-ra:
ha 6 (q3 a3 Z ) = (p3 a) 3 akkor 6 ' (q3 a3 Z) = (p,

al
ahol pGK3 a.GY *,

b/ Minden iG{l323 ...3n) egész számra:
6 ' ( q3 d ZJ = íg, XJ .IS

II. Minden gé^ állapotra: 6 Чд, A,4j = (gj AJ .

III. Tetszőleges qGK állapotra, ÍG{1323...3n-l} egész szám'
ra :
1/ ha a=d ..%

<5 'fgj ,a3A)= ■ г + 2
i 1 ha aGZ '-{d . }. 

1

2/ j- Гдлх; ha a=dn
<5 ' (qd 3a3A)= \

- (q3 X) ha aGl'-{d }. n

3/ 'S'l'g, ,X,Zj=í4g, ,A,ZJ= (q3X) minden ZéT-ra.
г n

IV. Minden z€T' elemre 6 »(g , X , 2 )-(g,X ).
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A 6 ' konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges 
qGK3 aGT3 ZGT hármasra:

<4.14.1> ő (q, a> Z) = (p, a) <— ■ "> ( q3 ad ̂ . . . á!̂ л Z) i— jp- (рлХла)л 
ahol pGK, a€T*.

Ennek alapján indukcióval könnyű bebizonyítanunk, hogy tet
szőleges uGT* szóra:

<4.14.2> (qo,u, Zq) I--^ (pt Xj a) 4 ^  q Q,hw (u) ,Z q)

1— ^  (pt\, aj),
ahol pGKs aGT*.

Végeredményben tehát kapjuk, hogy tetszőleges uGL* szóra:
uGL( M)t==$> (q tusZ ) I— (р,^г о.) л ahol pGH, абТ*.

> (qQi hw(u)t ZQ) I— jp- (pj\, a)3 ahol pGH, aGT*.
< = >  h (u)GL(M') w

Eszerint: L(M')=h (L). azaz h ( D g I.,*w w az

2. rész. Ha h(L)G " í , akkor LG .u az az
Legyen h (L)-L(M) , ahol M=( K3ZÜ{d 13 . . . 3 d },Г 3&3q ,2 .ÄJw I n о о
egy DP-automata. A következő módon definiáljuk azt az 
M '-(К '3Z, Г,6',qq3 Zq3H) DP-automatát, amelyre L=L(M').

K'=K[){qd >...,qd /qGK}3 
1 n

a 6' átmenetfüggvény a következő:

(
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Tetszőleges qGK3 ZGT kettesnél két esetet különböztetünk 
meg:

1/ S(q3 X3Z) definiált.
Ha 6(q3 \y Z) = (p3a), ahol pGK3aGT* akkor: 
a / 6 ' (q3 X3 Z) = (p3 a) .
b/ & '(q^ 3Xj Z) = (p^ ja. ) minden iG{ 13 2, . . . 3 n} egész 

г  г
számra

2/ ő(g,X.,Zj nem definiált.
a/ Tetszőleges aé'E-ra:

ha 6 ( q3a3Z) = (p 3a) 3 akkor 6 ' (q3a3 Z) =(p3 3a)
dl

ahol pGKy aGT*.

b/ Tetszőleges iG 1л2ул..3п-1 egész számra:
ha & (q3 d^3 Z) = (p3a) 3 akkor & ' ( q ̂ 3X3Z) = (p, jaj,

г  г  + 2
ahol pGK3 aGT*.

с/ Ha & ( q3dny Z) = (p у а.) у akkor ő ' » X3 Z) = (p3 a) 3
n

ahaLpGKy aGT*.

A ő' konstrukciójából könnyen megvizsgálhatjuk:

<4.13.3> {(q3d2....dn>a) 1— jj

<’---I-------------------- jp- (p у Xy B)}y

ahol q у pGKy aGT +3 QGT *.

Ennek alapján indukcióval bebizonyítjuk, hogy tetszőleges 
uGI* szóra:

•< 4 . 14.4 > (qQyhw(u) ,Z q) (p3 X3 $) ̂ = = >  ( q q3 u3 Z q) i jp- (p3X3Q)y

pGKy 86T*.ahol
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Az u=aGZ esetben a <4.14.3> állitást használva könnyű be
látnunk :

{(q0»*d1. .d tZ ) n* о - (q ’,ad1 •dn>a Z) M (q»d. ■d„‘a)

<— ► { r<7o,a, Zo; I— jp- ( q ' t ал a.1Z) i— jp (qd Л» a) •— jp (р,Х,Ъ)) 

Eszerint az állitás már igaz.
Tegyük fel, hogy az állitás minden uGZ* n hosszúságú szóra 
igaz, és legyen u=up, ahol aGZt û GT.* és |и^|=п. Ekkor az 
indukciós feltevés értelmében kapjuk:

(q0*hw (ui} *z0) *— л (ч'’х>а ' z  ' )<*B==!>(q0>ui>zo) (q'A,  a f z f ;
Ismét használjuk a <4.14.3> állítást és könnyen beláthatjuk:

{ ( q Q» hjj( и j) ad Z q ) * jj (q j ad J • • • dn* & 1Z )

* jj ( Я * d j • • • d^t a) • дj (рлХлВ)}

{(qo>u2 a* ZQ) 1— fiT (q’ a'Z') I— jp (qd^ \ tCL)

«---jjjn (PA>Z)},

azaz az állitás igaz az u6Z* (n+1) hosszúságú szóra. Vége
redményben tehát kapjuk, hogy tetszőleges uGZ* szóra:
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hw (u)6L(MU— * (qQ»hw(u) 3ZQ) h— * (p3X3 a)3 ahol p6H3 a6T *.
<==> (qQ3u3 ZQ) \— (p3 X3a) 3 ahol p6H 3 u6T *.

Eszerint: L=L ( M ' ) , azaz W  !..az
Ezzel a lemma bizonyitását befejeztük.

A következő részben belátjuk egy ed2—típusú nyelvnek 
egy ed3-tipusu nyelv és eç-tipusu nyelv meteszetének homo- 
morf képére vonatkozó előállítását. Mindenekelőtt az EDP- 
gépnek egy EDV-géppel és egy egyszerű géppel való kombiná
ciója szemléletesen a 4.1 ábrán megadott három rajznak az 
összehasonlításából is látszik.

4.1. ábra

EDV-gép Egyszerű gép

bemenő szalag

Î

_* Pushdown-memória

T

EDP-gép
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Itt figyelembe kell vennünk, hogy közöttük két nagy különb
ség van:
1/ Az EDV-gépnél nincsenek X-lépések megengedve, mig az 

EDP-gép megengedi.
2/ Az egyszerű gép egy szót üres pushdown-memóriával fo

gad el, mig az EDP-gép egy végállapottal elfogad és-kö
zömbös a pushdown-memória végső tartalmával szemben.

Ezeket a nehézségeket könnyen áthidalhatjuk a következő két 
lemmával.

4.15 Lemma. Bármely ed2-tipusu L nyelvhez megadható olyan 
M '=(K Y. Г <$ \ Z'Qt {ej- ̂ E DP-gép, amelyre teljesülnek a 
következő feltételek:

i/ L=L(M')
ii/ Tetszőleges wGZ'* szóra:

wGL(M’)<i •> (qo,wyZQ) '— JfT

Bizonyítás. Legyen L=L(M)3 ahol M= (K3Z,Г,6,q , egy
EDP-gép. Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy 
tetszőleges qGK-Ht aGZ\J{\} , ZGY hármasra:

ha ő(qxa3 Z)=(p3a)3 akkor Р^Я0-

A következő módon konstruáljuk az M ' = (K ', E ' 3 Г 6 '3 q^3 Z^3 {q^ } ) 
EDP-gépet:

К ,=K\j{qiqh)г ahol q3qh0K3 

Г'чПЯг }, ahol Z 0Г,

a ó' átmenetfüggvény a következő:
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1/ Tetszőleges aí?IU{X} elemre:
ha 6(qo,a, ZQ) = (p3o.) 3 akkor 6 '(qo* as Z Q) ~(p3 Z a) t ahol
pGK3 aGT*.

2/ Tetszőleges (q,Z)G(K-H)ЯГ-{(qqí Z q)} elemre, а££11{Х}-га 
ha 6 (qt at z) = (p3 a) , akkor ő ' (qt a3 Z) = (p3 a) t ahol 
pGK3 aGT *.

3/ Tetszőleges pGH állapotra:
a/ ő'(p,X,Z)=(ptX) minden ZST-ra. 
b/ 6’(p,\,Z0)4(qh,\).

4/ Minden qGK-H állapotra: 8 ' (q3 X3Zq) = (q3 X)

5/ Minden Z^r-re: 6'(q3X, Z)=(q3X).

A <5 ' konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges 
wGT* szóra:

wGL ( M) <- ■ > ZQJ t— ^ (Vi'XiU.) , ahol pGH 3 a6T*.
<!Ю*> ( Q niwi Z n) * (Pt^jZna.) f jjг (PtX3Ẑ )M 1 ‘ ~o'

wGL(M’) .
Eszerint az Aí' EDP-gép a lemma feltételeinek megfelel.

4.15 Lemma. Bármely ed2-tipusu L nyelvhez megadható olyan 
M ' = (K '3 Ï. '3 Г 6 ', Ẑ j H ’ ) EDP-gép és /г homomorf izmus , a- 
melyekre teljesülnek az alábbi feltételek:

i / L=h(L(M')).
ii / Minden qGK'-H'3 ZGT ' kettesre <5 ' (g, X, Zj nem defi

niált.
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Bizonyítás. Legyen L-L(M), ahol U=(KtZaY tqo,ZQ>H) egy 
EDP-gép. Először tekintsük a következő halmazt:

Д={ (qt Z)e(K-H) ХГ/Ő (qt X, Z) definiált}

A következő módon konstruáljuk az M '=(K ' 11 't Г 6 q \ Ъ ' ,H ') 
EDP-gépet:

К '= K{j{q), aho1 <Í0K>
£ ' =
Г '= Г ,

а 6' átmenetfüggvény a következő:

Tetszőleges qGK-Ht Z6T kettesnél két esetet különbözte
tünk meg:
1/ &(qtb,Z) definiált.

6 1 (q,at Z) — <
r<5 (í?,» Хл Ẑ  
)

ha a ' e[?.2 ]•
1m 5,x; ha

2/ &(qt\tZ) nem definiált. f

(~&(qta9Z) ha a$Z
& ’(qta,Z)= *

l(q,\) ha aSE '-E.

II. Minden ZéT-ra: 6 '(qtX,Z)=(qjX).

Világos, hogy az M' EDP-gépnél nincsenek X-lépések, azaz 
az ii/ feltételnek megfelel. Most belátjuk az i/ feltétel 
teljesülését.
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A 6' konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges 
(qjZ)Gh kettesre: ÍLétezik uG(Z '-Z)* szó amelyre■

(q̂ udjCLZ) I— jp- (p,X,$J

ahol aGZy р9Кл , és az i— — ill. »— relációk utol
só lépései nem X-lépések.
Ennek alapján indukcióval bebizonyítjuk, hogy tetszőleges
w=a....a 6Z* szóra:1 n

<4.16.1> (qo3 ̂  1 * " ’ ^о) * M (P* ̂ J

-Léteznek и  ̂...u^G(Z r-Z) * szavak, amelyekre
< = = >  «,

L(qo,u1a1...unan3Zo) ^ 4  (pAA>

ahol pGK, $6T* és az »— ^ ill. i— jp relációk utolsó lépé
sei nem X-lépések.

A w=aGZ esetben az állitás nyilván a <4.16.1> állításból 
adódik. Most tegyük fel, hogy az állitás minden wGZ* n 
hosszúságú szóra igaz, és legyen ы=а^...а^ал ahol 
a ̂ ,...anJaGZ tetszőleges jelek.

Ekkor az indukciós feltevés értelmében kapjuk:
Léteznek л ,u^G(Z '-Z) *
szavak, amelyekre:
(q ,и,а,<...и а , Z J но* 11 п п3 о

I— jp (q,\, aZ)

( q 0 * a v . . a n , Z o ) I— ( q s \ *
Г

ahol qGK-Hл Z9T3 cx6T*.
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Továbbá két esetet kell vizsgálnunk: 
a. eset: &(qy\yZ) definiált:
Ismét használjuk a <4.16.1> állitást és kapjuk:

Í Létezik uG(Z r-L) * szó, amelyre
(qs иал aZj »— jp (py\y$)

b. eset: 6(qy\3Z) nem definiált.
Ekkor választjuk az u=\ szót és kapjuk:
(qya3 aZ) i— ^ (p3\3$) 4— ► (q3a3aZ) \— jp (p3\38).

Tehát mindkét esetben az állitás a wGZ* (n+1) hosszúságú 
szóra is igaz. Végül, a <4.1fi.2> állitás ségitségével va
lamint az utolsó lépés szemlélésével könnyű belátnunk, hogy 
tetszőleges w=a . â GT. * szóra:

w=a 2. . . anGL ( M) 4 = í> (qq3 a . . an3 Zq) ■— ~ (p,X, o l )  3 ahol pGHtaGT*.
Léteznek u^3 . un,uG(Z '-!) * szavak, melyekre

(qo> u2ai‘ * * unanu> Zo) y~lF (P*X*a)* aho1 
pGH, обТ*
j"Léteznek 3 . . . u^3 uG(Z '-£) * szavak, amelyekre
lU 2 a 2 ••••unanu6L(M>)

Most már csak egy olyan homomorfizmust kell megadnunk, a-
mely a w=a,...a szóhoz az и,а,...и а и szót rendeli hozzá.i n  1 1 n n
Legyen ezért a h homomorfizmus a következő módon definiálva:

1/ h(X)=\.
2/ r a

h<a> = { x
ha aGZ 
ha aGT. .



3/ h(xy)=h(x)h(y) tetszőleges хлувТ.'* szavakra.

Ekkor a h(L(M ' )) elemei pontosan az L(M)-beli szavak lesz
nek. Ezzel a lemma bizonyítását befejeztük.

4.4. Megjegyzés: A 4.16 lemma bizonyításában a 6' átmenet
függvény konstrukciója az M EDP-gépnek a végállapothalmazát 
és a pushdown-memória tartalmát nem érinti, azaz az AT EDP- 
gép az M EDP-gép 4.15 lemmabeli ii/ teljesülésének követ
keztében ennek a feltételnek is megfelel.
Ezen lemmák után könnyenbelátjuk az alábbi állitást.

4.17 Tétel. Bármely ed2-tipusú L nyelvhez megadható olyan 
ed3-tipusu Lj nyelv, ec-tipusu L2 nyelv és h homomorfizmus, - 
amelyekre L-h (Ljf\L.

Bizonyítás. A 4.15 és 4.16 lemmák értelmében feltehetjük, 
hogy L=h^(L(M)), ahol hj egy olyan homomorfizmus és 
M= ( K , Г, 6лq Z  л eQY olyan EDP-gép, amelyekre tel
jesülnek a fenti lemmák ii/ feltételei, aza; tetszőleges 
qGK-{q^}t Z6T kettesre &(q,\,Z) nem definiált és 
wGL(M)<r— í>(qo,wJZo) t ~  (qhA*^)'

Vegyünk továbbá egy Z ' ábécét, amelyrek az elemeit 
kölcsönösen egyértelműen megfeleltetjük a (K-{q^))XT e- 
lemeinek:

£ ' = ix[q/zyqeK-{qh)azeT).

A 5 értelmezését nézve most konstruáljuk egyszerre az M̂  
EDV-gépet és az M egyszerű gépet úgy, hogy
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М1 = (К1,1\Л (qh)) és M2 = (ZUZ,,r2,62tZo) ahol
K1=KV{[qJz]/q6K-{qh}, ZGY}[){q}3 ahol q0Kt

Г2=ГО( [ztq]/ZeY, q6K-{q^}} VJ {Z}, ahol ZÓY,

& 2  és 6g átmenetfüggvényvek a következők:

la. Tetszőleges q G K - { q állapotra:
1/ Tetszőleges ZST-ra: 6^(qtx ^  zj>) = [g,z]
2/ Minden aGZ\Jl'-{x^ Z^/ZGY} elemre:

6 j( qta) =q.

lb. Tetszőleges Z6T-ra:
1/ Tetszőleges qGK-iq^} elemre: őgí'xj-̂  z] t Z) = [z, g] . 
2/ Minden aeiUE'-íx^ zj /qGK-iq^}} elémre:

62ra,z;=z.

II. Tetszőleges qGK-{q^}t ZGY kettesre:
1/ Tetszőleges affl-ra:

ha 6 (q,at Z)-(p3a) t ahol pGK3aGY*3 akkor:
a / 6 j  ( lq3 Z] ,a)=p.
Ы  &2(at [Ztq] )=a.

2/ Minden a ’Gl' elemre:
a / 6 2 ( [qt Z] ,a ’ )=q
Ы  &2(a>, [Ztq])=Z

III. Minden aGZUT. ’ elemre:
а/ 62 (q,a)=q 
Ы  62(a3Z)=Z
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A és Ó2 konstrukciójából könnyű belátnunk, hogy tetsző
leges aGZ elemre:

<4.17.1>
(q3a3aZ) M (V»

Létezik a '=x

4

(X{q,Z]a-aZ>

61. ', amelyre 
és
( x 3 $ )

ahol qeK-{qh}3 p6K3 Z6T3 а, 86T*.

Ebből indukcióval könnyen bebizonyíthatjuk, hogy tetszőle
ges w=a-...a GZ* szóra:i n

<4.17.2>
( Q q> a 1 • • • an* ̂ * M

Léteznek aj,,..,a '6Z '3 
amelyekre :
q a 'a,... a 'а ь-1 1 n n M. es

•/a'a.,. . .a 'a . Z ) »- 11 n n* о M, (X3 8,

ahol p61í3 бег1*.

Végeredményben tehát kapjuk, hogy tetszőleges u=a ...a^6Z*- 
ra :
w-a 2 . .a 6L(M) n (qQ>ay % CL 3 Z n o) ’ M ' qht X* X) *

çLéteznek CL j 3 ,..a^eZ't amelyekre:

m ^ \ q 0aiar - . a 'an n j qves
( ( a a,. . .a'a, Z ) *— rri (X3X)1 1 n n ° мг

Léteznek aj....a^6Z '3 amelyekre:
a ' a . .a'a eL(M.)(\L(Mj 11 n n 1 2
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Legyen most a h2 homomorfizmus a következő módon definiál
va :

1/ h2(\)=\
2/ r a

ha a9T.t
h2(a)=

h ha a6l '

3/ h2(xy) =h(x) h(y) tetszőleges xt y6(TA)T. ') * szavakra.

Ekkor nyilvánvaló, hogy L( M) =h 2( L( M j) f)L ( M ) .
Végül, definiáljuk a h homomorfizmust úgy, hogy tetszőleges 
a£EUE ' elemre h ( a ) = h h a )), azaz a h homomorfizmus a ĥ  
és h2 összetétele, és ennek értelmében nyilván 
L=h(L(M^)f\L(M2) ) fennáll. Ezzel a tétel bizonyítását befe
jeztük.

Korollárium. Bármely ed2-tipusu L nyelvhez megadhatók olyan 
ec-tipusu Lj és L2 nyelvek és h homomorfizmus, amelyekre

L = h(L2riL2).

Bizonyítás. A 4.2 tételből adódik.
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5. Fejezet

EGYSZERŰ DETERMINISZTIKUS LINEÁRISAN KORLÁTOLT GÉPEK

Ebben a fejezetben a .determinisztikus lineárisan 
korlátolt automaták egy speciális osztályával foglalkozunk, 
amelyet egyszerű determinisztikus lineárisan korlátolt gép
osztálynak nevezünk. Megmutatjuk, hogy ez a géposztály ponto
san a prefix-mentes determinisztikus 1-tipusú nyelvek osztá
lyát fogadja el.

5.1. Prefix-men+es nyelvek és egyszerű determinisztikus lineá
risan korlátolt gépek.

5.1. Definíció

a/ Egy egyszerű determinisztikus lineárisan korlátolt gépen
(röv. EDLK-gépen) az M = {T3 K3 E, <5, qqí JT) rendezett 
hatost értjük, ahol

Г a szalag ábécé,
к az állapothalmaz,
E a bemenő ábécé, és E П Г
qo 6 К a kezdő állapot,
H XVil a végállapotok halmaza,
6 átmenetfüggvény а П(Г l) I) halmaznak KX { TU{R3 L} )-b< 

való egy leképzése, amelyre teljesülnek az alábbi 
feltételek :

i/ Tetszőleges q 6 K~H3 я 6 Г U E kettesre: 6{q3z)
pontosan egy elemet tartalmaz.

ii / Tetszőleges p€Hf zrY kettesre:
S(pjZ) pontosan egy elemet tartalmaz.

iii / Minden p6Ht a€Z kettesre: 5(pta) nem definiált.
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b/ Adott М EDLK-gépnek egy konfigurációján értjük azt 
a w^qw£ szót, amelyre q G K3 W2»W2 ё (r u £)
és w w ^ X. A következő módon definiáljuk a konfigu-

1 2
rációkra vonatkozó kr- relációt:M

1/ w2qxw2 \jj- w2pzw2 <=*=> 6(q, x) = [p3z)3 

2/ w2qxw2 w2xpw2 <=> 5{q3x) = (p3R),

3/ W^qxw^-ц w2pyxw2<=> 6(q3x) = (p3L)3

ahol q3p G k3 x3y G Г U L3zGTtw J3 w 2 6 ( Г U Z)*.

. # , . ,Legyen rjf7’- reláció az reláció tranzitiv lezárása.

Végül, az M EDLK-gép által elfogadott nyelv a következő:

L(M) = {wGY.* I qw \-*M- ap, ahol pGH3 aG{T U £)*}.

Egy L nyelvet akkor nevezünk egyszerű determinisztikus 
1-tipusunak (röv. edrtipusúnak), ha létezik olyan M EDLK-gép, 
amelyre L = L(M). “9Уе1 jelöljük az ed^-tipusú nyel
vek osztályát.

5.1. Megjegyzés Ebben a definícióban ismét kiróttuk a 6 át
menetfüggvényre azt a kikötést, hogy semmilyen p G Ht a G £ 
kettesnél 6(p3a) sincs értelmezve, amely az elfogadott nyelv 
prefix-mentes tulajdonságát dönti el.
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5.1. Tetei Legyen E egy véges ábécé, és E .
Az L nyelv akkor és csak akkor ed^-tipusú, ha az L nyelv 
prefix-mentes és d^-tipusu.

Bizonyítás.

1. rész. Ha L G  'í, Л X / akkor L G  í ,dj qp edj.

Először az 1.12.Lemma értelmében feltehető, hogy L = L(M)3 
ahol az M - (Г3K3 6,qQ,M) DLK-automata az 1.12.lemma 
ii/ feltételének megfelel, vagyis a 6 átmenetfüggvény a 
KXT halmaznak ХХ((Г-Е) U {E3L}) ' halmazra való egy leképzése, 
amelyre teljesül: tetszőleges q G K3 a G E ketteshez lé
tezik a p G K3 zé?r-E kettes úgy, hogy &(q3a) = {p3z). 
Most konstruálunk olyan M' EDLK-gépet, amelyre L(M') = L(M).

Legyen az M' = (Г',X3E36'3q 3M ) EDLK-gép a következő 
módon definiálva:

Г' - Г - E,

a ő' átmenetiüggvény a következő:

1/ Tetszőleges q G K~H3 z G Г’ U E kettesre:
6 ’ (q3z ) - 6(q3z).

2/ Tetszőleges p G H3 z G T' kettesre: &'(p3z) = ô(p3z)

3/ Minden p G H3 a G Z kettesre: 6 ' (p,a) nem definiált.

A 6’ konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges *
w G E szóra: ha w G L(M'), akkor w G L(M), azaz
L{M') Я L(M). Megfordítva bebizonyítjuk, hogy L(M) Я L(AÍ'). 
Ehhez elég megmutatnunk: ha w 0 L{M'), akkor w 0 L(M).
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Először világos, hogy ha az M ’ EDLK-cjép egy w szóra
közömbös úgy, hogy a qqw konfigurációból a gép periodikusan 
végtelenül mozog és soha sem áll meg, akkor az M DLK-automata 
a w szóra is közömbös. Eszerint csak a következő három ese
tet kell vizsgálni:

#a. eset: Legyen w = w ^ a w ahol G 1 t a G l,

* #és q w1aw0 f—  ß a.paw 3 ahol pGH, а7£Г .
о í “ y* i « J-

, #Ekkor nyilván q ы7 —  a7p adódik, azaz w, G L(M).о 1 ' lr 1M

Eszerint az is nyilvánvaló, hogy w = w 0 L(M), mivel 
az L(M) nyelv prefix-mentes és -y = aw 0 X.

# ' *b. eset: Ingyen q w |—  aqt ahol q 0 H és а G Г .
° M

*Ebben az esetben könnyen belátható, hogy qQW aq
is adódik, s azért w 0 L(M).

Ж * *c. eset: Legyen q w \—  qzaw9i ahol w0GZ 3 aGT t qGK3
° M' г г

zGГ és 6iq,z) = (psL), azaz az M' gép megáll.

■ * ,Ekkor nyilván qqw qzaWg adódik es az M gép is

megáll, ami azt jelenti, hogy w 0 L(M).

Végeredményben tehát az L(M') = L(M) egyenlőség áll fenn, 
azaz L - L(M) G 'f -, .
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2. rész. Ha L G X ,ed. j '

Legyen L - L(M), ahol 
Először világos, hogy az L(M) nyelv prefix-mentes, mivel 
a ő definíciója szerint 6(p,a) nemdefiniált serfimilyen pGL, aGZ 
kettesre, azaz az M EDLK-gép egy bemenő szó elfogadása után 
rögtön megáll, mig a bemenő szó további része beadható.
Most bebizonyítjuk: L G X-, .

. dl
A következő módon konstruáljuk azt az M' = (Г•,K'3 61 q H ) 
DLK-automatát, amely az L(M) nyelvet fogadja el.

Г' = Г U Z,
К' - K U {q}, ahol q 0 К,

а б' átmenetfüggvény a következő:

akkor L G Х^ / Ч

M - (Г,KßE,6 , H) egy EDLK-gép.

1/ Tetszőleges q G К-H3 z G Г U £ kettesre:
&' (q3 z) - 6(p,z ).

2/ Tetszőleges p € я állapotra:

б ' ( p , з)
r б (p, з ) ha z £ Г

(qsRÏ ha z G 1

3/ Minden z £ Г U Z elemre': 6'((?,z) - (q3R).

A Ő ' konstrukciójából nyilván M' azokat és csak azokat a *
w G £ szavakat fogadja el, amelyeket M elfogad és megfor
dítva. Tehát, az L(M’) =-L(M) egyenlőség áll fenn, azaz
L G  jf, . Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

dl
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5 . 2 .  Az EDP-gépek  és EDLK- gépek  o s z t á l y á z á s a

Mielőtt megvizsgálnánk ezt az osztályozást, tárgyaljuk
az ^ és "í nyelvosztályok kapcsolatát.

1 2

5.2. Tétel

a / 

b /

Bármely prefix-mentes 2-tipusú L nyelvhez megadható olyan 
az EDLK-gép, amelyre L = L(M).

Van olyan M.2 EDLK-gép, amelyre L(M) 0 Ï  
1 ?2

Bizonyítás.

a/ Világos, hogy az első állitás az 1.10- és 5.1- Tételekből 
adódik.

b/ A második állitás bizonyításához tekintsük az
L̂  = {anbnon I . n >_ 1} nyelvet, amely az 1.8. Tétel
(Bar-Hill lemma) korolláriuma szerint nem 2-tipusu. Most 
konstruálunk olyan M2 EDLK-gépet, amelyre L̂
Legyen az M2 = (Г2>К2,{a3b,e)36 { q ) EDLK-gép a 
következő módon definiálva:

T2 = {A3B,C3X3Y}3

К 2 ~ { q q » Я J ■» *7 23 * * * 3 ̂  2 1 * ̂  123 ̂  ^ *

a &2 átmenetfüggvény a következő:

1/ 0 3<t) =  ( q 0 > A ) 3 ~ 1 * RS>

6 1 i q 1 , a )  =  (<72 , X ) ' 3 (>2^a 2 , X  ̂ =  ( a  2 , R )

& 1 ( q l i b )  - ( q j a B ) 3 6 2 ( g r S )  =  ( q 2 , R )

6 ( q 2 , b )  =  ( q g , y ) 3
& 2 ( q 2 3 Y )  =  { q g t R )
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2/ 6 j (<!2, = > —

S J (V Z) - < V L)

3/ 6 1 ( q Sj A ) - ( v Ä)

&2 ( q 4 , A ) - (<7Ő ,*)

4/ b 2 ( q 5 , X ) -

5/ * 2 i q 6 > Y)
- ( g ^ * )

{ 1 (V 2) - ( q 6 , R )

6/ &2 ( q ? , X ) - ( q  ? J R )

7/ S2 ( q 8 , X  ) - ( q 8 , L )

&2 i q 9 , X ) - ( q 9 , S )

8/ 4 { q 2 0 > X )
- ( q 1 1 >R ')

9/ 6 2 ( q 2 2 , Z ) - { q 2 1 y R )

^ 2^ q 1 1 3 ^  ^
- í q 8 , °  )

Ю / 6 2 { q 2 0 3 O) -

, Ь2(с12,С) = (a3,L)

tetszőleges Z B\.B,X,Y) elemre,

, &2(q4,X) = (q4,A) 3

, & j(q 4,B ) - (qJ2,R)

62(д5зВ) ^

tetszőleges ZQ{B,X) elemre.

61(q?,Y) = iq8,X)

& q 8 л R ' - (qg,R)

62^q9’B) " {aio’R) ‘

6i^q io3 c) “ io*R) ‘

tetszőleges ZGÍC^^} elemre. 

&2 ^ 8,C) = (qg,L) '•

6 2(q 22’C)={-qh’R)
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11/ Tetszőleges qÇK -{q,q }, ïGT U{û,b,e} kettesre:
1 h 1

ha 5(q,x) még nem fordul elő az 1/--1 lo/ alakuakban,
akkor ő(q,x) = (q3A ).

12/ Z) = minden ZeT^ elemre.

6j(q,Z) = iq}A) minden Ze(Г-{Л})U{a,b,a} elemre.

ájiqsA) = (qtR).

A konstrukciójából könnyen megvizsgálható, hogy ha

LJ-{  ̂} <, akkor q w 4 о
*1— —  aq3 , ahol абГ1 M j

í qj ha we{o.n \ n>i).

qÍ = 1I Z*2 ha w {anbm \n>_l m^l}.

. Я egyébként

azaz w & L(Mj).

n 2̂ 22Megfordítva bebizonyítjuk, hogy L j = {a b а I n>il} £ L (M j) ’ 

Valóban kaphatjuk a következő levezetéseket:

i l  q  abc |-£ ABq gC bjr* q 3*BC hy- Aq 4BC Vg-ABqrf V ^ A B C q ^  
1 1 1 1 1
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ii / Tetszőleges n _> 1 egész számra:

n+1 ,n + l b+1 q a b aо M
* . vn n ~ nAX BY q9Ca

* .n+l„„n-l vn n
-jf A BX q gXCa

* .n+1„n+1nn-тг А В C q , о M 2 1 2 lo

.n+1 „n + 1 rn A B C q12

.n+1 n+11 D ГП + 2пC qh ‘

YL Yi YlEzek szerint: w = a b  c 6 L(M^) minden n ̂ 1 számra.
Végeredményben tehát az L ( M - L̂  egyenlőség áll fenn. 
Ezzel a tétel bébizonyitását befejeztük.
Ebből a tételből nyilván adódik az alábbi állítás.

5.3. Tétel

a/ Bármely M EDP-géphez megadható olyan M* EDLK-gép, 
amelyre L(M3) - L(M).

b/ Van olyan M^ EDLK-gép, amelyre L(M^) í ~f-ed ’
2

Végezetül, -gyei jelöljük a prefix-mentes 1-tipusú nyelvek
P1

osztályát és a fenti tételek alapján kapjuk:
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ahol a tartalmazások mindenütt, kivéve az utolsót, valódi
részeket jelentenek. Világos, hogy az "£ , S  tartalmazás-

в CL 2 " J.
nál nyitott kérdés viszont az, hogy az EDLK-gőposztály pontosan 
a prefix-mentes 1-tipusú nyelvek osztályát fogadja-e el. Ezenkí
vül az is nyilvánvaló, hogy van olyan 1-tipusu nyelv, amely nem 
eá^-tipusú, azaz .

5.3. Az edl-tipusu nyelvosztály tulajdonságai

Először az 5.1. Tétel értelmében az "í,, és "í nyelvűi V
osztályok zártságaira visszanézve könnyű belátnunk a következő 
tételeket.

5.4. Tétel Ha L G , akkor az L nyelv kivezet az

nyelvosztályból. Eszerint az nyelvosztály nem zárt

a komplemensképzésre nézve.

Bizonyítás. A 2.2. Tétel bizonyításából adódik.

5.5. Tétel Az nyelvosztály nem zárt az unióra nézve.
Bizonyítás. A 3.3. Tétel bizonyításából adódik. .

Mielőtt folytatnánk a tárgyalást, bevezetjük az EDLK-gépnek az 
1.12- lemmához hasonló alakját, amelyre az egyszerűség kedvéért 
általában szorítkozunk.

T_



98

5.6. Lemma Bármely ed^-tipusu L nyelvhez megadható 
olyan M* = (Г'%К',Z *,б' tq ' ,Я ' ) EDLK-gép, amelyre
teljesülnek :

i/ L = L(M* ).

ii/ Tetszőleges qeK*-H3, ae£' ketteshez létezik egy
olyan pe^' , збГ' kettes, amelyre 6'(q3a) = (р,з)

Bizonyítás. Legyen L - L(M), ahol M=(Г,КtZ36tq H  ) egy 
EDLK-gép. A következő módon definiáljuk az M' = (Г 1tK',E',6'3q q *,Я' ) 
EDLK-gépet:

Г ' - Г U {a'|aGZ},

X' - Я U {p}, ahol ~q г К,

Z' =

p1 - ̂о V

H ' -

a 6 ' átmenetfüggvény c Következő:

1/ Tetszőleges qGK3 ZGT kettesre: ő'(g,Z) = 6(q3Z).

2/ Tetszőleges qGK-H3 аб2 kettesre:
а/ 6 ' ( q3 а.) - (<ьа’ )

ь/ 6 ' ( g ,а ' ) г: 6 ( q ,а ) .
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3/ Tetszőleges рея, aQ.1 kettesre: 6 ' (p ,a ' )-(д,Я )

4/ Tetszőleges zer 'uz elemre : ф

6 *(g,Z) =
f Cq,Z> ) ha Z GE

í (qtR) ha Zer'

A 6' konstrukciójából könnyen belátható, hogy a 6'
átmenetfüggvény az ii/ feltételnek megfelel, és MJ azokat*és csak azokat a wGE szavakat fogadja el, amelyeket M 
elfogad és megfordítva.

Ezzel a lemma bizonyítását befejeztük.

Megállapodás. A továbbiakban csak azokra az EDLK-gépekre szo- 
rotkozunk, amelyek az 5.6.-lemma ii/ feltételének megfelelnek, 
ezért az egyszerűség kedvéért az "5.6-lemmának megfelelt" jelzőt 
elhagyjuk.

5.7. Tétel Az 't.gd nyelvosztály zárt a concatenációra nézve.

Bizonyítás. Legyen L = L(M) é'rf L' = ahol
M = (Г,K ,E,6,qo,H) és M3 - (Г'Д ' , E' , 6 • ,r* ,Я') 

két EDLK gép.
Amennyiben L = {X} vagy L' = {X}, akkor nincs mit bizonyíta
nunk. Ezért az általánosság megszorítása nélkül továbbá feltehet
jük :

i/ L ? {X} és L3 / {X}. 

ii/ К П К 3 = Г rtrJ = 0.

Л-
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Most konstruálunk olyan M2 EDLK-gépet, amelyre 
L(WJ) - L.L’. Legyen az M 2 -(Г2,^ ,ZÚZ ' , 62,qq,H' ) EDLK-gép
a következő módon definiálva:

r2 = rur'UÍZ}, ahol Z e гиг'

K2 - tfUtf'Uíg}, ahol Я i KÜK'

a 6̂  átmenetfüggvény a következő: 

1/ Tetszőleges qQK-H állapotra:

1 <5 ( q, a ) ha ueruE.
52(q,a) = j

Cq,Z) ha абГ’U(E'-E)

Tetszőleges pGH állapotra:

&(p,a) ha aci

6 2(p,a) - - 6,(V ,a ) ha aez' .

1 (5.z) ceHlKE-E* )

Tetszőleges q * ex’-я' állapotra :

’ «'(g' ,a ' ) ha <з1 er ' ue '.
6 2 ( q ' j a ' )-

(<7 »Z ) ha aeru(E-E').
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4/ Tetszőleges p* e H' állapotra:

’«'(p'.a1) ha e'er*.
<SJ(p »,a! ) - 4

(g ,Z ) ha a 1еГ.

Minden g€£UK'
%

állapotra, Zerur'UEUZ' elemre:*

a / 62(g,z) = <5Д>

b/ 62(^z) - (5,z)

с/ 6j(q,Z) -

A konstrukciójából könnyen belátható, hocry tetsző-
# *leges wGl л ь>'е£' szavakra:

Ll *oW H r  ap <==> V  ap *

. # , #ii/ q'w' I---a'p' <=> {tetszőleges pGH-га: pw ' |— ^-a'p'}
° M' M1

Másrészt az L és L' prefix-mentes tulajdonságai értelmé
ben az is nyilvánvaló, hogy w GLJj' akkor és csak akkor áll fenn, 
ha létezik pontosan egy szónár, amelyre w = w és
i) j G L ill. w 2 L̂ ' .

Ezek szerint könnyen belátjuk:
( Létezik egy olyan (w ) szóoár,

WGLL ’ <~> < . ' ír ” or,I amelyre w=ww es w GL ill. w GL1.

"L
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Ezzel a

<=>

<=>

tétel

Ж
’ qoWl W  ap ' aho1 Pe#> aer > és

q o W2 ^~ W ' a ' P ' ' aho1 p'eff'. CX ' GT ' * .

{qoWlWs h ^ apW2 H^-«“ 'P’, ahol

p ' ед ', aer*,, a ' er ' *}.

w - e L( m ^ ).

bizonyítását befejeztük.

5.8. Tétel Az nyelvosztály zárt a metszetre nézve.

Bizonyítás. Legyen L = L ( M) és L '  = L ( M ' ) ,  ahol
M = (Г Д, E, 6} q ^ 3 H ) és M'  = ( Г ' , K ' , £ ' , 6 1 ..q ' , h") két EDLK-gép
Itt csak az L és L ' nyelvek metszetét figyeljük, azért az 
egyszerűség kedvéért tekintsük, hoay T. = Z ' . Az általánosság 
megszorítása nélkül továbbá feltehető, hogy К П К '  - 0 . Most 
konstruálunk olyan M2 EDLK-gépet, amelyik L i M ^ )  - 1 Л L '  .

Legyen az - {Y 2 , K  2 , l } & 2 , í q  o > q ? ) EDLK-gép a kö
vetkező módon definiálva:

Г 2 = { í Z , Z ' 3  \ZÇ.Y ,Z ' eY' } \A.YZ3Z'  ,q3\Z&Y ,Z '? ,T ' 3q & m K ' }  \J{Z}3 

ahol Z $ rUT’i
r

K 2 - K U K ' U { C q , q ' l \ q e K ,  q 'QK'  } \ } { l q 3q ' , i l  \q&C3q 'eX' ,ге{-2л-13 0, 1, 2 }} U 

U{g}, ahol g £ KUK',
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н2 - {Cp,p'3 I рея és р ' ея},

a 6 átmenetfüggvény a következő: • чú

I/ Tetszőleges aGE -ra:

1/ Tetszőleges рбЯ-Я, q ' & K ' - H' kettesre:

ha ő(p,a) = (p,s) és ő'(p',a) - (р',з'), akkor

ő9(cp,p'J,a) - ( cp,p'з,сз,з ' з ), ahol рея,р ' ея' , ser ,з ' er '.

2/ Minden qGK 9~H g-{íq 3 q '3/рбЯ-Я, p ' 6Я'-Я ' } állapotra 

■ 6 2(q,a) - (p, Z).

II/ Tetszőleges р6Я, xGT, q '6Я' , ж'бГ' négyesre:

1/ Ha ő(p,x) - (p,y) és fiM?',!1) - (p',y'),

akkor 6g(Cp,p'3,Ex,X '3 = (Cp,p':,Cy,y '3 ) , ahol

рея, per, p 'ея', у 'er’ .

2/ На ő(p,x) - (р,г) és б'(р',х') - (р',г), ahol

ге{Я,Я}, р€Я, р 'ея' , akkor 6g(Ср,р'3,Сх,х'3)-(Ср,р'3,г).

За/ На б(р,х) - (р,Я) és őf (р1 ,ас' ) - (р',у'),

akkor Ср, р ' 3 , Сх, х ' 3 ) - (р ' , Сх,у ',р 3 ), ahol

рея, р 'ея*, у'er1 .



104

ЗЬ/ На & ( q , x )  = (р,Д) és 6,(<j,,,x’) = ( p \ L ) a

akkor бК^^'З.Сх.х'З) = (<7',С«,х',р]), 

ahol рбЯ, p ' GAT * .

4a/ Ha 6(<?,x) = (p,y) és ő'íq'.x') = (р',Я),

akkor ő̂ í Cq,«? * 3 , Сх,х’3 ) = ( p, С у a x ' ,p * 3 ) , 

ahol pGX, yGT, p'ex*.

4Ь/ На б(д,х) - (p,y) és {'(<?' ,x' ) = ( p ' aL ) a

akkor 6g( 3 ,[х,х' 3 ) = ( Cp,p ',-13 ,Cj/Jx'3 ),

ahol pGÆ, уеГ, p'e K'.

5а/ На 6(3,x) = ( p a L ) és ó'(<j' ,x' ) - (р’,Л),

akkor 62( Cí7,(7 ’ 3, Сх,х’3 ) = (<7, Cx, x•,p ' 3 ), 

ahol рёЯ, p '  G K ' .

5Ь/ Ha ó(<?,x) - ( p  t L ) és ,x' ) = ( р ' » У ' У »

akkor 6 ( q * 3 , Cx,-x ' 3 ) •=• ( Cp, p ' ,-2 3 , Их, у ' 3 ),

ahol pGKj p'eK', y'er*.
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III/ Tetszőleges qGK, q'GK' állapotokra:

1/ 6 qaq ',-i3,Cx,x'1) = (íq3q ' ,i 1,L ) minden хбГ, х'бГ'

kettesre és гб{1,2} számra.

2a/ & 2( Zqsq', 11 , [i,í ' И ) = ( q ' , Cx, x * ) minden ;сбГ, х'бГ'

kettesre.

2b/ 62(Cqt q ’ , 2D , Cx ,x ' 1 ) - ( g, Cx, x ' , <7 ' II ) minden хбГ, х'бГ' 

kettesre.

3/- 62( CqjO' ,0J ,Lx,x’ J ) = (Cg,<7'D,Ä) minden хбГ, х ’бГ’

kettesre.

IV/ Tetszőleges g6X, хбГ kettesre:

1/ Ha ő(p,x) = (p,p), ahol p6tf, yGГ, akkor:

a/ ő^(g,Cx,x'] ) = (p,Cj/,x'D) minden х'бГ' elemre.

b/ &2 ( g, Cx,x1, g ' 3 ) - (p, Cp,x ' ,g ' D ) minden х'бГ', 

q'GK' kettesre.
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2 / Ha ő(g,x ) (p,£), ahol p6X, akkor:
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а/ б 2 ( <7 , lx3x' 1 ) - (р3 L ) minden х'еГ' elemre.

Ъ/ зр': ) - (рл1) minden х'бГ', q'GK'

kettesre.

3/ На S(q3x) = (p3R)3 ahol pGK3 akkor:

а/ 6£(РзСХзX1]) - (p3R) minden ж'еГ' elemre.

Ы  6 2 ( q3 íx3 X ' j q ' 3 ) - ( Cpj g ' 3 0J3 lx ,x ' 3 ) tetszőleges 

x' б Г', q ' 6 K' kettesre.

V/ Tetszőleges q'GK', х'6Г' kettesre:

1/ Ha ô'(q',x') = (р'3у'), ahol р ' 9 К г/'еГ', akkor

а/ 6 ( q ', Lx, x ' 1 ) - ( р', гу ' D ) mind^^ xGl elemre.

b / 6 2 ( g ', lx3 x ' 3 q ] ) - (p ' j Lx, y ' 3 q ] ) minden х6Гл

qGK kettesre.

2/ Ha ő'(g',x') - (p'3L), ahol р'еК'3 akkor:
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a/ 6 2(c7 ' , ' 1 ) - (p'jl) minden ®6Г elemre.

b / ( <7 ' , C£C ',3 ) - (p'ji) minden ссбГ3 qGK

kettesre.

3/ Ha 6 ' (g ' ,íc' ) = (p'3R)3 ahol p'eK'
\

, akkor :

a/ ógíí'jCijX' 1) - {p'3R) minden а?еГ elemre.

b / <5 2 ( с? ' .C*,®' ,<?! ) - ( öl 1 ) tetszőleges

хбГл qGK kettesre.

VI/ Tetszőleges qQK^-H^-{q}3 й 6Гп kettesre:

ha Sgiqjz) még nem fordul elő az I,+V, alakúakban, 

akkor 6 2(qJz) - (q3Z).

s ‘ V
VII/ Minden з6Г„ - ÍZ) elemre:Ct

1 / <S 2 ( <7, z ) - ( q3 Z ).

2/ &2(q3Z) = (q3R ).

Most bebizonyítjuk: L ( M - L fl L ' .

Először az egyszerűség kedvéért.használjuk a következő 
s zinbólumot:

* * Legyen a = zn ... z Q Г es a' = z' .... z'GT' .n 1 n n i  n

akkor jelöljük:
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Ca ,a ' Dn n Íг ,з']. n n

А IV, és V, alakúak értelmében könnyen belátható,
*hogy tetszőleges pGX, g'-etf' állapotokra, a^, ß^eT ,

a'.ß'er1* szavakra:n m

<5.8.1> ° A  h 5 W

a'g'ß' f—  y '. P 'n* m 'n+mr

ahol pex, p'ex’, Iаи I = I I I вя l = I 6ml

Hr2c\*»’’' « ]tP'P,]b

m
I Y . I - I Y '̂  |=n+m.1 n+m1 1 n+m1

«Ebből indukcióval bebizonyítjuk, hogy tetszőleges weE
szóra :

<5.8.2>
q w I—- a p 4o 1 M nK

q ' w I— г a 'p *4 о 1 m ' -n?

<=>' Cp .p’Dw [ r.-- ■ C a ,a’][ p.p'], Ho Ho 'Mg n* n j

ahol рвЯ, р ' е я а  0Г , a'el” ésn n a I = I a ' I = I w I = n, n 1 1 n 1 1 1

A w-a6Z esetében az állítás az <5.8.1> állításból és 
az I/ alakú konstrukciójából nyilván adódik.

1.
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 ̂  ̂ 7V  ̂  ̂ yTegyük fel, hogy az allitas minden W6E n hosszúságú 
szóra igaz, és legyen w=w^a6E , ahol |u^|=n és a€E. Ekkor 
az indukciós feltevés értelmében kapjuk:

q w но 2 U-Ï.1 M

q • w , 1 * “í^í' AT

ahol

<=> i Я * -, \-rr~ Caи a 7 1c< 7 4Î 31 1

арг'

Megint használjuk az <5.8.1> állitást és kapjuk:

a2qla ^~MCiiqzr~MaiP

aiq2a 'm * aiq ' 2 ' ̂ - a ’P

<=> {ta^apCg^gpaj^Ca^apC^g'lC^s’D}^- 

:a,a'ICp̂ p' ]},A/r

ahol qipGKi q'}p }&Kt збГ> з’бГ', а6Г*л а'бГ'* .

Ezek szerint: az állitás már igaz.
Végül, az <5.8.2> állitás értelmében könnyen belátjuk, hogy*tetszőleges wGZ szóra:

wei L ' <=> qoW U  ap-* ahol pGÄ, aGT

q'w I— а'р'. ahol р'еЯ',а'бГ'1 д/' r •*  ̂ ’

<=> Lqo,qpw\^-la ,a' lípsp' 1 , ahol Cp^p'DGíp.
2

<=> wGLiMg).
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Tehát, az L(M^)=L 0 L' egyenlőség áll fenn, és a tétel bizo
nyítását befejeztük.

Mielőtt folytatnánk az L-L', LpL'3 LUpL' nyelvek 
tárgyalását, foglalkozunk az EDLK-gépnek a következő lehetsé
ges közömbösségével: Az EDLK-gép egy w bemenő szóra úgy kö
zömbös, hogy a q kezdő konfigurációból a gép periodikusan 
végtelenül mozog, és soha sem áll meg. Ezt a közömbösséget el
méletileg megoldhatónak tekintsük abból a szempontból, hogy 
tetszőleges w szóról és tetszőleges 1-tipusú L nyelvről el
dönthető: a wQL tartalmazás fennáll-e.

5.9. Lemma. Bármely M EDLK-gépet lehet olyan alakra hozni, 
amely rendelkezik a következő tulajdonsággal:
tetszőleges olyan w bemenő szóra, amelynek semmilyen valódi 
eleje nem tartozik bele az L(M) nyelvbe, a q kezdőkonfigu
rációból a gép véges sok lépés után mindig megáll valamely а Я 
alakú konfigurációval.

Bizonyítás. Legyen M = (Г ,K ,Z,6,q^,H) egy EDLK-gép.
Az általánosság megszorítása nélkül továbbá feltehető: tetsző
leges q хвги! kettesre ha 6(q, x )-(pлу ), ahol y G Г U{R,L},
akkor p/q .о

Először tekintjük a következő halmazt:

AL - {Cg, 2̂1 еХХГ I 6(q,z) - (p_,L), ahol pBK) .

Világos, hogy az "5.6 lemmának megfelelt" megállaoodás szerint • * a w bemenő szó helyett csak az абГ szóra lehetséges kö
zömbösséget kell vizsgálnunk.
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Először, еду-еду CqjZJGAL elemhez az ISM (lq3zl) 
jelöléssel rendeljük hozzá olyan az6T szavak halmazát, 
amelyek rendelkeznek az alábbi két tulajdonsággal:

i/ Létezik olyan pGK állapot, amelyre

aqz I— M paz \~Waqz'

ii/ az az szónak egyetlen olyan ß rész szava sincs,
amely legalább kétszer egymás után előfordul úgy, hogy

a/ az - ß ßßz^ß z, ahol ß 3ß 6Г*, z2&T, esetleg:

ß2-X és 2  =z. ‘

b/ Léteznek olyan qOJ p0GK állapotok, amelyekre:. ß ß

®^qßZ2 I M q̂ß^'Z23

РВВ'6'г2 Hí 8рВВ'г2-
A következő algoritmussal megmutatjuk, hogy tetszőleges íq^zlGAl 
elemre választhatjuk az ISM(Cg,z3) elemeit. Az algoritmus lénye
ges megvalósitása az, hogy az a megvizsgált szó elejére behe
lyezünk tetszőleges xGT elemet és vizsgáljuk a gépnek az 
xaqz konfigurációból való működését. Az algoritmus lépéseit a 
következőképpen módositjuk:
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0- Lépés.

1- Lépés.

2- Lépés. 

a. eset.

b. eset.

i /

ii/ 

iii /

Legyen a - X.
*

Legyen aq z |— ^ q3 z3 a3 z és 6 ( q ' , z ' )=(p ' ,L ),

ahol q',p'£K, г’бГ, а'бГ , esetleg: 

а'^Х és z'=z. Ekkor jelöljük: а^ = a.

Tetszőleges хбГ elemnél két esetet különböz
tetünk meg:

#Létezik olyan ßer szó, amelyre a ^ s ^ ß x ß a és 

xßxßa^pz \——  xßp ' xß ' z |— p ' xß ' x ' ß ' a j z .

Ekkor hagyjuk ezt az elemet és foglalkozunk a 
másikkal.

Egyéb esetben folytatjuk az xa^qz vizsgálatát 

Ha létezik olyan pGK állapot, amelyre
I * I *xcLj.qz I— px' a'jZ \-jj xct̂ qz, akkor legyen:

xa.jZGISM( Cq, z3 ) .

#Ha xoLj-qz |— jj-q'z'aLjZ és 6 ( q J z ' )-( p J L ),

akkor legyen: а-ха^, és visszatérünk az
1-lépésre.

A fenti két eseten kivül hagyjuk ezt az elemet, 
és foglalkozunk a másikkal.
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Világos, hogy a választás véges sok lépésben mindig befeje
ződik, mivel а К és Г végesek. Emellett az ISMí(q,z )1 hal
maz ii/ feltétel miatt az is nyilvánvaló, hogy az ISM(íq,zl)
elemeinek a száma véges. Eszerint az ISM(M)= U ISM(Zq,zl)

Cq, zl6AL

halmaz is véges. Most konstruálunk olyan M ' EDLK-géoet, mely 
a lemmának megfelel. Az ISM(M) végessége értelmében az egysze
rűség kedvéért feltehetjük, hogy az ISM(M) halmaznak csak 
egyetlen szava van, és legyen a = zk ... z^zeiSM(M)=ISM(Zq,zJ ). 
Ekkor definiáljuk az M '-(Г',K',I , 6' ,qq ,H) EDLK-gépet úgy, 
hogy

Г ' - Ги{Гял*Л |xer}U{z}, ahol 2 j! Г,

K' = K\){q-z,qz , . . . ,qz ,Zq,01 tq}3 ahol qiK, 

a ő' átmenetiüggvény a következő:

I/ Tetszőleges aSZ-ra:

1/ Ha 6 ( qQÍ a ). = (p,y), ahol p£K, ye Г, akkor 

6 ' (c?o,a )=(P* ) .

2/ Tetszőleges q'eK-H-{q Q} állapotra:

ha 6(q ' ,a )=(p,y ) , akkor &'(q',a) - (p,y), ahol 

рек, yeГ, és • .

Íp ha p?q

qz ha p-q

3/ Minden q'Giq ,q„ ,...,q Cg, 0 3., g } állaootra:Z Z ]  zk

<$ ' ( q ' ,a)=(q ,z).
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II/ Tetszőleges (q ' ,x)GK*Г-{(q,z )} kettesre:

,y) , akkor 6 ' (q ,х)=(р>у) és

p, t y ), ahol pQK, y£Y és

r P ha
<

p?q

qz ha p=q

2/ Ha 6 ( q ' ,x ) = (p,P ) ̂  akkor 6

ő'(g ' , lx3él) - (p,R), ahol

■ p ha p/q

P =

qz ha p=q

3/ Ha 6 ( q ' ,x) = (p,L) t akkor :

a / <5 ' (q' ,tx,él ) - (q,R) .

b/ 6 ' ( q ' ,x) - (p,L), ahol

■ p ha p?q

P -
qz ha p-q
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III/

4/ a/ & ' ( q , Z z j 3 )  = (q , R )

b/ ö ' ( q 3 z ) - ( p  3L ) , ahol p6Z és

P -
p ha p^p

p2 ha p-p

Tetszőleges жбГ'-Чг} elemre:

1/

6 ' ( p j æ ) - ̂3 3

(p .1) ha x-2s
( q 3x )  ha ar̂ g

2/ Tetszőleges г = 1 3 2 3 . . . 3 k - 1 egész számra

6 ' ( p j я ) -z .г

( p , L ) ha æ-g . s . , , гг + 1

( L q 3 0 1 , R ) ha

3/
(<7,Я)

6 ' ( p x ) -
z k

ha гб{2р [0^,^]}

(CpjOljÄ) ha [2^,^]}

4/ r ( Срл ha x ^ z

& ' ( L q 3 0 J 3x )  -
( Pj X ) ha x- 2
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Tetszőleges q'Ç.K'-{q} állapotra, з'бГЦз} elemre:

1/ z) = (q3z)

2/ 6 ' ( с? ,з ') = (q,R)

3/ 6 ’ ( g , 2) = (q,R).

A 6 ’ 
leges

1
konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetsző *W6Z szóra:

weL(M) <=> ■9f<7 ow|-- - xap3 ahol pQH3 хбГ , абГ

<=> *
q w|--  ÍXy&Japy ahol pQH
° AT

<=> web(M').

(A w=X eset triviális, és nem kell vizsgálnunk.)
Most tekintjük azt a w$L(M) szót, amelynek semmilyen valódi 
eleje sem tartozik bele az L(M) nyelvbe. Ekkor három esetet 
különböztetünk meg.

* #1. eset. Legyen q |— —  xaq ' , ahol q'£H, хбГ , а'бГ .

*Ebben az esetben nyilván q w -- íx.é̂ OLq' adódik.
о M'

■ * ♦2. eset. Legyen w = w ^  es 1— aho1 w^eZ }w

абГ 3 q'&K, xST és 6(q',x) = (p,L).

#6 Z ,



117

Ekkor a II.3. kifejezésből könnyen belátható:

qoW 1W 2 ]̂ ' q ' Lx>*l0-W •>]r~M-'lx>íélaL~zl q>2' M'

ahol n = Iwg I .

3.eset. Legyen w=wjW és q nwoW 1W 2 ■ W~xalzk *!<**»2*

+ * * ahol w^GZ , w^GZ j хбГ, a^GT , esetleg:

a, - X és X = 2 ,I к

Ismét használjuk а II.3. kifejezést ós kapjuk

J3j‘733b’2|— T ••• 33S“2tTM ' ' M ' к 11

M
- Cx3 tflonz-̂ ... z ̂ z(z) q

ahol n = I I .

Ezek szerint mindhárom esetben belátjuk: az M' EDLK-gép a
lemma igényelt alakjának megfelel.

5.2. Megjegyzés. A következő két tételben azokra az EDLK- 
-gépekre szorítkozunk, amelyek az 5.9. lemma igényelt alakjá
nak megfelelnek. Tehát, az egyszerűség kedvéért megállapodunk, 
hogy róla nem kell ismételten beszélni.
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5.10. Tétel. Ha L, L'e ~teci > akkor az L-L és LpL ' 

nyelvek ed^-tipusúak.

Bizonyítás. Legyen L=L(M) és L'=L(M'), ahol

M = ( T , K ,6,qo ,H ) és M '-(Г',K' ,I' ,6' ,q q' ,H1 ) két EDLK-gép.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy КПК'-ГЛГ,=0. 
A bizonyítást két részben külön-külön végezzük.

a/ Először konstruálunk olyan M EDLK-gépet, amelyreó
L(M3)=L-L'.

Legyen az M - ( Г , K , T. UE 1 , 6 , íq ,q 'l_,#)EDLK-gép a követ-ó ó ó ó О О
I

kezô módon definiálva:

Г 3 = TU{í z,z' 1 ,[ 2 , z', ql ,íz,z' , C z , z' ,ql\zGT, z' GT ' ,qeK[}K'}\l{z}, 

ahol zíT,

Kz={lq,q' 1 ,íq,q ' , él ,íq , q ' , il \ q£K, q ' GK ' , iG {- ? -1,0 ,1,2 }}1ШЖЧЛд}, 

ahol qÿKUK ' ,

а б3 átmenetfüggvény a következő:

I/ 1/ Tetszőleges qGK-Н,- q'GK'-H' kettesre:

a/ Tetszőleges bebílT.' elemre:
ha &(q,b)=(p,z) és 6 ' ( q ' ,b )= ( p ' , z ' ) , 
akkor 6 (íq,q '1 ,b )-(íp,p '1,íz,z ' ,él ), aholО

рек, р'ек' zev, з 'er' .
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• b/ Tetszőleges aeï.-L' elemre: 

6̂ ( C q3q ' Зла) - 6 (q,a)

с/ Tetszőleges a'eZ’-E elemre: 

ő^(Сдл g '3,a' ) - (q,z).

2/ Tetszőleges qGK-H állapotra:

& 3(q,a)
r 6(q,a) ha aez

a61'-E

3/ Minden

aezuz '

qQKz-{lq,q ' 3 |ре£-Ял 

kettesre :

<?' QK'-H' }-K,

Ô 3(qJa) = iq,z) .

II/ Tetszőleges яеГ, q'Ç.K', х'еГ' négyesre:

1/ На 6 (q,x) = (pJy) és 6 ' ( q ' ,x ' )-(p ' у ' ), ahol pGZj

p'QK', ye Г3 г/'бГ', akkor:

а/ ő3(Lq>q '3 , Ex,x'3 ) - (Lp 3p '3,íy,y'3 ) .

Ь/ б3( ' 3 , íx,x' з̂ З ) - ( íp,p ' 3 j íy 3 p ' ,̂ 3 ) .
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2/ На 6(q3x) - (p,L) és 6'(?' ,i' ) - (p'3L), ahol 
pGKj p ' e K akkor:

a/ <53( £q,q' 3 3 ) - (Cp,p'3,L).

b/ 6̂ ( Cg,*?' 1, [ijï' ) - (C p3p'l,L)

3/ Ha 6(q,X ) = (p,R) és 6 ' (q' ,x1 )- (p ' ,E ), ahol

p6Xj p'GK'j akkor:

а/ 6 2 ( Cq., q ' 3 , CXj x ' 3 ) = (Срлр'3,Я).

ь/ б ̂  ̂ ’ 3, [ïji'j]) s ( cp,p ' л */з j ex,, x ' : ).

4а/ На б (q3x) = (p3R) és б ' ( q * ,х ' )-( р ' ,у ' ), ahol
pStf, р'еК', у ' er ' , akkor:

а/ 63(Cí7J,(7':,Ca:Ja:':)-(p'^xJy ,,p3 / .

b./ б̂ ( Cg, q ' 3, Их ,л; ' ,̂ 3 )-(р ' , Сх, ̂ ,^рЗ).

4Ь/ На б (qtx) = (p3R) és б '(q' ,х') = (р',L ) , ahol

р£Кл р'£К', akkor:

а/ б ( Се?, р ' 1 , С x, а: * 1 ) - (<? * , Сгс,х ' ,рЗ ) .

Ь/ 6 3 ( Cí? , < 7 ' 3, Сх.,х' л^3 ) - {q ' , Сх,х' ,^,рЗ ) .
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5а/ На б (q3x)=(p3y) és б ’ (q ' ,х • )- (p ' ,/? ), ahol

реК3 р ' е К у еГ, akkor:

а/ & 2(Zq3 q'13 Zx3x '1)~{p3Zy Зх'Зр '1)

Ь/ б,( С q ' 3 3 íx3x ' з ̂ 1 ) = (р3 Zy3x ' 3/£3р ' 1 ) . ,

5Ь/ На б (q3x) = (p3y) és ő ' ( q ' ,x ' )-( p ' ,L ) , ahol

pGK3 p'eK'3 yQT3 akkor:

a/ &sU q 3q'l3 Zx3x' 1 )=(Zp3p'-ll,Zy3x4) .

Ы  6 3(Zq3q' 13lx3x' 3(П )=(Zp3p '3-113Zy3x '3 1).

ба / Ha 6(q3x)=(p3L) és 6'(q' 3x ') = (p'3R ) , ahol

p£K3 p'eK'3 akkor:

а/ 63(Zq3q'l,Zx3x'l)=(q3Zx,x' ,p ' 3 ) .

b/ б3(срлр':лсхлх'з̂ :)-(<?,1:л;,а-' ,p ' з).

6Ь/ Ha 6 (q3x) = (p3L) és 6 ' (q' ,x') = (p ' ,y ' ) 3 ahol

рек, p 'eK' , y 'eV' , akkor:

a/ 63(Cq'Jç ,l,Ca:Jx ,l)=(Cp,p,,-23iCa:,J/,D).

Ь/ &3(Zq3q'l3Zx3x'3fjl)=(lp3p'3-213Zx3y'3&l).
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III/ Tetszőleges qGK, q'GK' állapotokra

1/ 63(ZqJq',-il,Zx,x': )=(íq,q',L)

ж€Гл x'er' kettesre és г£{132}

2/ 63(.Zqiq'Jll,Zx,x'l)=(q' , C x I )

х6Гл х'еГ' kettesre.

3/ &3{Zq,q',21,íx,x'l) = {q3Zx}x',q'l)

xeT, a:'GT' kettesre.

4/ &3(Zq3q ',01,Zx,x'1)-(Zq3q '13R)

хеГ, x '6Г' kettesre.

5/ &3(Zqiq'3él,ZxJx'3)=(p,R)

kettesre, ahol

q ha q£H és

q ha q£H és

Zq,q'1 ha q£H és

q ha q£H és

minden 

elemre.

minden

mi nden

minden

(minden

q '  £H'  

q' 6H'

q ' &H ' 

q'£H'
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IV/ Tetszőleges qeK, хбГ kettesre:

1/ Ha 6 (q, X )-(p, у ) , ahol p£K, j/бГ, akkor:

а/ 62 (gjCi,x '1)-{p,Сyj,x']) minden х'бГ' elemre, 

b/ 6 , (q,CÆjx ',g '])-(pjíy,x ' q '1) mindenO s

x ' еГ ' , q'BK' kettesre.

с/ 6 ( <?_, Cx, x ' ^  q ' ] )-{p, ly, x ' , iá, q ' ] ) minden 

x ' e ' , q 'GK' kettesre.

2/ Ha 6(g,x) - (p,L), ahol pBK, akkor:

a/ 6^(q, íx,x '1)-(pjI ) minden х'еГ' elemre.

Ь/ 6 (g,CXjx ',g '1 )-(pjL) minden х'бГ’,О

q 'eK' kettesre.

с/ б ̂ ( q, Сх3 x ', g ' 1 )-( p , L ) minden х'бГ', 

q ' GK' kettesre.

На 6(q,х)=(р, ) , ahol р е к , akkor :

а/ б^(д,CXjX': )-(PjÄ) minden x* er 1 elemre

ь/ б 2 (gj CXj x ' p'jOlj[XjX1]) minden

х '  е q' GK' kettesre.
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с/ ' D )-( lp,q ' Cx3x' 1 ) minden

x'er; q ' GK ' kettesre

V/ Tetszőleges q'GK', х'бГ' kettesre:

1/ На б ' ( q ' ,х ' )-(р ' , у ' ) , ahol p'GK', у ' G T ', akkor:

а/ б 2  ( q ' , íx, X ' ] ) - ( р ' [х, у' 1 ) minden хбГ 

elemre.

Ь/ б (q ',lx3X ',q 1 )=(р '3 Сх,у ',q l ) minden хбГ, 

qGK kettesre.

с/ б 2 ( q ', ex, X ' , q ] ) = (р'3 Сх3 у ' , & } q 1 ) minden хбГ, 

дбХ kettesre.

2/ На 6 ' ( q 1,х')=(р'3L ), ahol p ' G K akkor:

а/ б ̂ ( <7 ' , Сх ,х ' 1 )-( р ' jL ) minden хсГ elemre.

Ь/ б 2  ( g ' з íx, X ' ql )=( р ', L ) minden хбГ, qGK kettesre 

с/ б^ (q ' j :х3х 'зé , qИ )-(р',L ) minden хбГ3

qGK kettesre.
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VI/

VII/

VIII/

L ő'iq',x'' ) = (p ahol p ’ GK', akkor :

a/ 6 3(q',tXji •I )=(р',Я) minden ябГ elemre.

ь/ 6 3(q',íx,x ) = ( С<ЬР' ,01, íx,x'l) minden

хбГ, qGK kettesre.

с/ 6 J(g7 jíx,x )=(C<7,p',tfl,Cx,x'l) minden

xGT , qGK kettesre.

Tetszőleges qGK, zGT kettesre:

<5 J ( <b z ) - <S ( q, z ) .

Tetszőleges _ збГ^ kettesre:

ha ő3(q,z) még nem fordul elő az II/ -»-VI/ alakúakban,

akkor & 3(q,z)=(q,z).

Minden збГ^ ~ {2 } elemre:

1/ 6 3(q , z)=(q,z ).

2/ & 3(q,z) = (q,R).
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A 6̂  konstrukciójából az <5.8> Tétel bizonyításához 
hasonlóképpen bebizonyíthatjuk, hogy tetszőleges  ̂
wG(£ Л £*) szóra:

<5.10.1> - v0w n r aP

q 'w — a'p'
° M

<=> tg . q 1 □ и к-.- ■ На. а 1 Dp , нолно lM3 3 - 3

ahol pßH3 p'GK', абГ з а'еГl c r  I * es

P ha рея és p' ßH'

P ha рея és p' GH'

p = p,CbL_1 1 ha рея és p' ßH'

Я ha рея és p' GH'

Most bebizonyítjuk: L(V - L-L т

(<=) Belátjuk először, hogy L-L '£ M L *>*
Legyen wGL-L'. Ekkor három esetet különböztetünk meg,

1. eset. Legyen we(£ fii' ) és q wо 1 M арз

qoW h \Ta 'q '' aho1
*а ег. 3

а'бГ' .

pGH, q' ßH ' ,
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Az <5.10.1> állításból nyilván í q  q Чы [■■ ■■ [a,a']p
3

adódik, azaz w £ L ( M ).ó

2.eset. Legyen w = w ^ a w ahol w 7e(Zf)Z') ^aGZUZ',

w2e(Z U E' ) , és

* -
q o Wi aW2 ' — M a l q i aW2 ' ~ M ~ a i qSW2 r ~ W a l a 2P ’ aho1 p G H -

q o Wl Н"ГГ a 7P'j ahol p ' G H ' .
M

Ismét használjuk az <5.10.1> állítást és kapjuk:

Я q > Я jÆW 2 I Щ Cctjj oi J ̂ q 2*3̂  2 I~m  ̂̂  j > ® j ̂ Я 2 I д/ Ccx̂ jOt̂ Hot̂ Pj3 3 - 3

azaz w = w ^aw 2 <èL (M ^ ).

*3. eset. Legyen w = w ^ a w ^3 ahol w ^ t E í U 1 ) л aGZ-ZT3

w^G(E U Z' ) , és

* _

q0WlaW2]rirCLlqlaW2'~M~alqz^2^~Wala2Pi aho1 pGH-

qów i h r aib' q / H ' ,ahol
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Hasonlóképpen könnyű belátnunk:

L«o>qo1W law l’V p ™  2^-MZlal>a'l1(lZW е Ч го о 3

-JT

Eszerint: w = w^aw^GL(M ).

Mindhárom esetben beláttuk: weL(M ) valahányszoró
weL-L', azaz L-L'SL(M ̂).

(=> ) Megfordítva bebizonyítjuk, hogy L(M jSi-L'.«J
Ehhez elég megmutatnunk: ha w£L-L' , akkor w£L.(M ).ó
Világos, hogy ha w$L , akkor wpLiM^), mivel az M és 

végállapothalmazai egymással azonosak. Nézzük tehát

a weLDL' esetet, vagyis:

f qoW \~Tap' a h o 1
р е н

1 *
v'ow n r a 'p ' ’ a h o 1

p ’ G H

Az <5.10.1> állításból nyilván t q 0 , q
adódik, azaz W$L(M 2)• •

Végeredményben kapjuk: L(M )=L-ó ■L ' .Végeredményben kapjuk:
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M4=^ 3 ,K3,̂ ‘ EDLK-gépet ügy, hogy a

6  ̂ átmenetfüggvényre szimuláljuk a 6  ̂ minden alakját

kivéve а III/5 alakot, amelyet helyettesítsünk a követ 
kezo kifejezéssel: \

III,b/ Tetszőleges Cq3q *IGKxK' elemre, Cx, a: ' иеГхГ ' 
elemre :

5/ [ïjX 1 3)={p3R)3 ahol •

b / Az LpL' nyelv elfogadására konstruáljuk az

я ' ha qGH

-p = -
я ha q$H és q 'GH'

£q,q'i
i

ha q$H és q'fíH'.

Az a/ rész bizonyításához hasonlóan beláthatjuk, hogy az 
L(M^ )=LpL ' egyenlőség fennáll.

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

5.11. Tétel. Ha L3Le ,
ed^-tipusú.

akkor az LUpL' nyelv
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Bizonyítás. Legyen L=L(M) és L'=L(M'), ahol 
M=ÍT ,K,Z,8 ,qo,H) és Af' = (I" Д* ,Z' ,6 ’ 1<7 • ,Я» ) két

EDLK-gép. Az általánosság megszorítása nélkül továbbá fel
tehető, hogy £f|X' - Г П Г 1 = 0. Most konstruálunk olyan 
Mç EDLK-gépet, amelyre L(M^)=L\JpL' .

Legyen az M = ( Г , K , Z UZ ' , 6 , Lq ,q'1,Hr) EDLK-crép a követ-о о о о о о &
kezo módon definiálva:

- ГиГ'U{[z,z 11,Cz,z ',q 3 , Zz,z ’,01,Cz,z 1,0,q D |збГ ,2 '6Г' ,

qGKUK' }U{â}, ahol 2 <?ГиГ',

K5 = KbK'b{lq,q' : .Ce?,«?’ ,01, Zq,q' ,il\q£K, q ' GK ’ , 

ie{-l,-l,0 ,1,2} }U {q,qh}, ahol q, q-^KbK'

H5 = HbH'U{qh],

a 6  ̂ átmenetfüggvény a következő:

I/ 1. Tetszőleges qeK-H, q'&K'-H' kettesre:

a/ Tetszőleges bGZfíZ ' elemre:

ha ô(q,b)=(p,z) és 6 ' ( q 1 ,b )= (p ', z ’ ) , akkor

&5(Zq,q'l,b)=(Zp,p'l,Zz,z',01), ahol pGK, p'-QK',

serj 2 ' er '.
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b/ Tetszőleges aeZ-Z' elemre: 

б5(íq3q ' 1 , а )  = & ( q aa )

с/ Tetszőleges a'eZ'-Z elemre:

ő5(Cq,q'l,a') = &' (q' ,a ' ) .

2. Tetszőleges qGK-H állapotra :

’ 6(q3a) ha a6 Z •
&s(q3a) =

(g,s) ha aGZ ' -Z

3. Tetszőleges q'GK'-H'- állapotra:

Íő ' ( q ' , a ' ) ha a ' 6 Z '

(q3 z) a ' 6 Z-Z'

4. Minden qeK5-K-K'-{ í q , éj ' 1 \ q£K-H 3 q ' GK ' -H ' }-{q h) 3 

aSZUZ' kettesre:

^5(q3a) = {q3z ) .
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1. На 8 ( q , х ) = ( р , у ) és б ' ( q  ' , х  ' )= ( р ' Зу ' )  , 

ahol р е к , р ' е к ' \  ует, у'ег', 

akkor :

II/ Tetszőleges q GK, жбГл q'eK', х'еГ' négyesre,

а/ б5( С <у J <7 ' D ,Сх ,i' 1 ) = ( С р р *

ь/ о (Z q , q '1 , Z x , x ', / $1 ) = ( Z p , p '
5

l ,  Z y , y ' , * l  ) .

На & ( q , x ) = ( p , L )  és 6 ' ( q ' , x ' ) = { p ' , L ) ,  ahol

р е к , р ' е К ' , akkor :

а/ ô 5 ( Z q , q ' l , Z x , x ' l ) = ( Z p , p ' l , L )  . *

ь/ & 5 ( Z q , q ' 1 , L x  , x '  )—(Z p , p ' 1 , L  ) .

На 6 ( q , x ) = ( p , R )  és ő'( q ' , x ' ' ' (p', R ), ahol

р е к , p ' eK' akkor :

а/ 65 (Zq, q '1,С X , x '3)-(Z p , p 'D, R ) .

ь/ 6Ő ( Z q , q ' l , Z x , x ' , & l ) = ( í p , p ' , f f l  , Z x , x '  1 ) .-
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4а/ На б (q,х ) = (р,R ) és б '(q ' ,х ' )-(р ' ,у ' ) , ahol 

р6Я, р'ек', г/'еГ', akkor:

а/ 65(Zq,q'3,Zx,x'l)=(p',Zx,у',рЗ).

Ъ/ б5 (Zq,q '3,Zx,x' , ) - ( р ',Zx,у ',é,pl).

4Ь/ На б (q,x)=(p,R) és S ' (q ' ,х ' ) = (р' ,L ), ahol 

pGK, р ' е к akkor:

а/ б^( С<7з«7’ И ,Са:,аг'3 ) = (<gr’ , Zx ,х ' ,рЗ ) .

Ь/ б^(Zq,q'2,Zx,x',é3) = {q' ,Zx ,x' ,pl) .

5a/ Ha &(q,x) = (p,y ) és 6 ' ( q ' ' ) = (p ' ,/? ), ahol

рея, 2/ег, р ’ея », akkor :

а/ б5 (Ср,р '3,Zx,x ' 3 )-(p,Zy,x'j P ' 3 ) .

ь/ б 5 (Ср,р '1,Zx,X ' )- (p, ty, X ' ,/^,p ' 1 )

A
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5b / На 6 ( q , x )  = ( p } y )  és б ' (q ' , x ' )-(p ' %L ), 

pGK,  y QY , p ' G K ' akkor:

a/ 65 ( 3<7 ' 13 [a;, a: ' 3 )- ( Ср,р ', - V £ y  , x ' 3

6а/ Ha 6 ( <7, æ ) = (p,L ) és 6 ' '(q ' , x ' )-(p ' ,Ä ), 

p6Z_, p ' G K ' ,  akkor:

а/ б5(Ср,р':,Сл:3а:,])-(р,Са:зХ'3р'1).

Ь/ б^С^з^' ], CXjX'j Л  )r (£?j [Язй'з^р1 ]

6Ь/ Ha 6(q , X ) = (рзL ) és 6 ' (q ' , x ' ) = (p',p ' ), 

рб^з p ' G K ' ,  у ' еГ , akkor:

а/ б5(Ирзр'1,1:ХзХ,])-(:рзр'з-21зСа:зг/

Ь/ б^ Срзр'],11д:зХ'з^])-([;рзр,з-2:,[а:

«

ahol

'з*П).

ahol

ahol 

’ : ) .
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1/ &5 ( íq, q * , -г 1, íx, x ' 1 )-( íq, q ' , г 1,L ), minden

xGT, а;'6Г' kettesre és iG{l,2} számra.

2/ ő £(íq,q ',1],íx}x '1)-(q ' Lx,x',q3) minden n

агбГ, аг'еГ' kettesre.

3/ 6 c ( íq, q ' 21 , На: ,x ' 1 )-( q, íx, x ' , q ' 1 ) mindenО

агеГ, а:'еГ' kettesre.

4/ & íq, q',01,íx,x '1) = (íq,q '1, R ) minden

xG , х ’е Г ’ kettesre.

5/ 6^ ( íq, q 1, £.1 , íx, x ' 1 )-(p ,R ) minden хбГ , а:'бГ'

kettesre, ahol

III/ Tetszőleges qQK, q'GK' állapotokra:

4 ha qGH vagy q ' ен,

íq,q'l ha q$H és q ' №

IV/ Tetszőleges qGK, а?6Г kettesre:

1 / Ha 6 ( q, x )- ( p, у ), ahol pGK, yGY, akkor :
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а/

Ь/

с/

б5 ( q, íx, X ' 1 ) = ( р , С у ,х ' 1 ) minden х'бГ' elemre.

бЛс/, Их,я' 3q ' 1 )-( py Ly3 x '3 q ' : ) minden х'бГ', q'GK' elemre.О

(q, Ex,X'j é,q'])-(p,Cy3x '3 q '] ) minden х'€Г',

q'GK' kettesre.

2/ На б(qуx )-(р3L) ahol pGK, akkor:

а/ 6 ( q. Lx, x ' : )-(p y L ) minden х'бГ' elemre.

Ь/ б5 (q, ix,x ' уq'1)=(p,L) minden х'бГ', q'GK' kettesre.

с/ б g(q,Сx,x'у té,q'1)-(р,L ) minden х'бГ', q'GK'
kettesre.

3/ На б(qуx )-(pуR ), ahol рбк^ akkor:

а/ б5(qу Eijx'1)-(p,R) minden х'бГ' elemre.

b / 6 ^(qу [x,x'уq 1 1)-(Cp3q'г013íx3х '1) minden х'бГ',

q'GK' kettesre.

с/ б5(qу Ex,x' у g уq '1 )-(СР,q' ,íx3х'1) minden

х ’бГ', q'GK' kettesre.

V/ Tetszőleges q'GK', х'бГ' kettesre:

1/ На б'(<7 ',х')- (p'yy'), ahol p ' GK ' , у ' e r - , akkor :
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а/ ő (<?' 3 tx3x' ] ) = {р' л lx,y' 1 ) minden хбГ elemre.

Ь/ & Aq' }lx} х', ) = (v' ,\Lx >у ', ql) minden xGT,О
qGK kettesre.

с/ 6Ő(«'

H•»HLJ•» '>4»q1 )-( Р'з <73) minden

xeX, q£K kettesre

21 Ha 6 ' (q' ,x' )=<P' .£), ahol р'ек', akkor :

a / V * ' ' }íx}x ' ] ) - (p' 3 1  ) minden хбГ elemre.

b/ V * ' 1 3 Cx3 X ' 3 <? 1 ) = ( p ' minden х6 Г3 qeK

kettesre.

с/ ő5(q', tx3X 'j ql )-(p'3 L ) minden х6 Г3 qGTC
kettesre.

3/ Ha 6 ' (q ' ,x ' )-(p ' ,7? ), ahol p'GK', akkor: ,

a/ 6 ( q ' 3 Cx3 X ' 1 )-( p ' ,7? ) minden xGT elemre.

b/ 6  ̂ ( <7 ' 3 C x 3 X ' 3 q 1 )-( í q} p ' 3 О П 3 II x, x ' 1 ) minden

xGT3 qGK kettesre.

с/ 6 ß ( q ' 3 lx,x '3 ̂ 3 <7 3 ) = ( t<?3 £>' 3 ̂ 1  , Cx ,x ' 1 ) minden

xGT , qGK kettesre.
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VI/ Tetszőleges q£K3 ZGT kettesre

<5 ç(q, Z ) - 6  ( q3 Z)

VII/ Tetszőleges q' GK' 3 ZeT' kettesre

5Aq' ,Z' ) = ó'(q' ,Z' )

VIII/ Tetszőleges ZeT^ kettesre:

ha 6 Д<7 Л Z) még nem fordul elő a II/->-VII/ alakúakban,

akkor ő 5 ( q, Z )-( q3 Z ) .

IX/ Minden ZGT5~{Z} elemre:

1/ 6 s(q,Z) = (q,Z) .

2/ 6 5(q,Z) = (q,R).

A 6 г konstrukciójából az 5.8. Tétel bizonyításához, * hasonlóképpen bebizonyíthatjuk, hogy tetszőleges wß(EflZ')
szóra :

q w  ̂о n r ap
1 *ЛIIV

Lqo>qo:wh r ía'a'lp* 5
q ' w  ̂о Ьг~а'р '
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ahoi pGK3 p 'GK', aer 3 а'еГ' * és

■ qh ha pGH vagy p ’ GH '
p= -

Lp ,p'3 ha p$H és p'ÍH'.

Most bebizonyítjuk:' L(MC)=LU L'.5 p

(<=) Belátjuk először, hogy LULL'S? L(M^).

Mivel LUpL ' = (LpL ' )\J(L^L), azért tecryiík fel, hogy

wGL^L'. (A wGL^L esetet hasonlóképpen bizonyíthatjuk 

Ekkor két esetet különböztetünk meg:

1. eset. Legyen we(£/l£') és Q.0W \— aP Ш .

q'oW I~~MT a ' P ' > ahol PGH, абГ , p'GK' , 'a'

, *Az <5.11.1> allitasbol nyilván La ,q lw— rr Ca.a'la, ̂о о M ß я
adódik, ahol q^GH^. Eszerint: wGL(M^).

*er ' .
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2. eset. Legyen w=w 2aw 2, ahol w^G( ЕЛЕ ' )*, aGE-E',

w2e(ZUZ')*, és

' alqf  W2̂  7 al<i*W2 ]r-jröi1ap, ahol pGtf.

, * ahDl Я\$Н'-

Ismét használjuk az <5.11.1> állitást és kapjuk:

L4o’qo1WlaW2 ^ cZ*l’al1Lql’qllaW2 h r Lal>(XllqZw2\-ML*l>Qi\ 5 5 5

ahol pGH^, azaz wQL(M^).

Ezek szerint: wGL(AÍ̂ ) valahányszor uGLU^L ', vagyis

L U L'S UM,).
P 5

(=>). Megforditva bebizonyítjuk, hogy ' 'M^ )S LU^L'.
Ehhez eléa meamutatnunk: ha wGLU L' akkor

D
wiLiMr)- Világos, hogy ha wÇLUL', akkor W0L(MC).o D
Nézzük tehát a uGLUL -(IL) L') esetet. Leayen wGL-(L L').p - p
(A wGL'-(L'L) esetet hasonlóképpen bizonyíthatjuk.)

Ekkor léteznek olyan y?X, x szavak, amelyekre w=xy ős 
wGL ill. xGL', vagyis:

lap,
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qoXy H r  aqy I— лГ а з Рз ahol pGHл qGK-H.м

г 'ж--
° М

-а'р 'з ahol р ' 6Я '

Megint használjuk az

I *Со , g ' lx Нгт- Са ,а 4 о  ̂о 1 М с '

<5 .1 1 . 1 > állitást és

ahol <гйея5.

kan juk :

Eszerint: xG-L(M̂ ). Ebből rögtön következik, hogy
w=xy£L(M5 )j mivel az MA/^) nyelv prefix-mentes és 
Я^А.
Végeredményben tehát az L(Af5 )=LU^L' eayenlőség áll 
fenn.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.

■ft5.12, Té te 1. Legyen E,A két dis'zjunkt véges abácé, és weA 
valamely rögzitett szó.

* /Az LSE. nyelv akkor es csak akkor ed -tipusu, há a
h^iDS (Е11Д) nyelv ed^-tipusu.

Bizonyítás. Amennyiben L-{A) vagy 
nincs mit bebizonyítanunk. Legyen tehát
w=d1...d , ahol n>2 és dni...,d 6 ДI n  — l3 3 n

w=X, akkor 
L?{A} és

LG h. ( L ) G w1 . rész. Ha akkor
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Legyen L=L(M), ahol M=(Y ,K,Z,á,qo,H) egy EDLK-gép.
A következő módon konstruáljuk azt az M' = (Г' ,K’ , E ' , 6 ',q  ,H )
EDLK-gépet, amely a h (L) nyelvet focradia el.

I. 1/ Tetszőleges ÇQK-H állapotra:

a/ Tetszőleges aGE elemre:
ha 6 ( q, a )-(p ,Z ), akkor 6 ' ( a, a) = (p ,í Z ,

ahol pGK, Zer.

b/ Minden a ' G {dj , . . . , dn} elemre: Л ' ( q ,a')=(q,A).

2/ Tetszőleges q&K állapotra, számra.

Г' - YU{íz,^lIз6 Г } и Ш 3 ahol A$Y ,

К ' - Kü{qd ,...,qd \qQK}\]{\Lq,il\qQK,iQ{-l,l}}\]{q}
1 n

ahol a ÜK

E ’ - ZU{d,, . . . ,d } 1 n

a 6 ' átmenetfüggvény a következő:

ha a=d .г



143

3/ Minden q G K ' - K - { q ,  , . . . , q ^  \ q GK ]  3 aGT. ' kettesre
al n

6'( q , a  ) = ( q , A ) .

II/ Tetszőleges q GK , хбГ kettesre:

1/ Ha & ( q 3x)=(,p3 y ) 3 ahol p G K 3 .V6T, akkor:

а/ б'( q 3x ) = ( p 3y )

b/ б '(q , С я )-(p,Су,/]).

2/ На 6( q 3 x ) = ( p  3L ) , ahol рбХ, akkor: 

а/ б ' ( g, X )=( Cp , -i 1 ,L ) .

b/ S' ( q ti x ^ l ) = U p  t-ll ,L) .

3/ Ha ő(q 3 X ) =(p yR ), ahol p £ K , akkor: 

a/ S ' ( q 3 x ) = ( í p 3 1 1 ,R)

Ы  6'(q ,í x , é l )-(p , ,x)
al

4/ Ő'( q , A ) = ( q , A ) .
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III/ Tetszőleges q&K állapotra:

1/ 6 '(Lq,г 3 ,x )-(q3x ) minden хбГ-га, ie{-l,l} 
számra.

2/ 6 * ( íq3 il, íx,&l )-( <7 3 íXytfl ) minden хбГ-га, 

iG{-l3l} számra.

3/ 6 * ( Cg ,-11 ,A ) = (í q,~ll3L).

4/ 6 * ( Lq, 113A ) - ( Lq, ll,R).

IV/ Tetszőleges q£K állapotra, iG{2, 3, . . . n-1} 
egész számra:

1 / (aj ,R) ha хбГ
'dl

6 * (g , ,x) - (q, 3R)

L ( q 3 A )

ha x=A

ha хбГ ' - Г - {А } .

2/ {qd +1’R) ha X=Ai
6'(g , yx) -■d.г (а у A) ha хбГ'-Ш
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3/
iqdn>x)

(q,R)

(q,A)

x=A

xGT’-{A}.

V/ Minden хбГ'-{Л} elemre:

1/  ő '{q3x) = ( q , A ) .

2/ 6'(q,A) = C q,R).

Most bebizonyítjuk: L(M') - h (L).

Először az egyszerűség kedvéért a hw homomorfizmushoz hason-* *lóképpen definiáljuk a h „ : Г ->-(Ги{Л}) homomorf izmust.
An

1 / h n ( A ) - A .Л

, (x) - X Л tetszőleges xGF elemre.2/ hA„

*3/ /г (a.,a0) - h (а,) /г , (a0) tetszőleges a15aoerдП 1 А дП 1 дП A J 1 2

szavakra.

Ekkor, a б' .konstruxciójából könnyen beláthatjuk, hogy 
tetszőleges а^а 6 Г szavakra:

<5.12.1 > ajqa2\— ^ ар <■=> h n ( )qh n(a2 ) h п(аКр3П,
A A A

aGFahol q3pGK
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Ennek a segítségével hasonlóan megvizsgálhatjuk, hogy tetsző- *leges абГ szóra, абЕ-ra:

<5.12.1> aqa I— Ji ßZp <=> h (a)qa
АП h n{ß)Zpd 3 A al

ahol qspGK3 ZGTj 58Г

Ezek után indukcióval bebizonyítjuk, hocry tetszőleges*
uGZ szóra:

<5.12.3> * I *q u \— гг a p <=> q h (u) - h (a )p. 4 о 1 M ь ч о w 1 ДГ A

ahol pGK, абГ .

A w=a£l esetben az <5.12.1> és <5.12.2> állításokból 
kapjuk :

# ..
q a. — —  Zp <=> q ad-...d — —, Zp. d..... d I— тт-г ZA p. ^ о ' M 4о 1 n' M'  - d j  1 n' M'  y -

n

azaz az állitás már igaz.
* , ,Most tegyük fel, hogy az állitás minden и6 E n hosszúságú

*szóra igaz, és foglalkozunk az szóval, ahol
\и j\-n és a G E .

y. ft
Legyen qqu^  \~- dJq1 a [— ^ 0-2qZ H r  ap ’ a h o 1  a=a2Zj

ami azt jelenti, hogy az utolsó lépésben használjuk a 
ó(qjZ)=(pjR) kifejezést. Először az indukciós feltevés 
szerint kapjuk:
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q и  ̂о 1 M aiqi <=> qohwiul)Ь АГ hAníal'ICll

A folytatásban könnyen belátjuk:

{w h » (X9CIZ\-M <==> ^ ai)CliadT * *d,1 ^ 1 2 ' w M' /г (a„)Zp, dn...d дП 2 - dj 1 n

*
F f й (a„Z)p} •»лп ^

ahol /г (a Z) - h A cl )ZAn = h (a).
Л Л Л

#Ezek szerint: az állitás tetszőleges u - u GZ (n + 1 )

hosszúságú szóra is igaz.

Végeredményben az <5.12.3> állitás segítségével könnyen be-*látjuk, hogy tetszőleges ueZ szóra:

uBL(M) <=> q и  ̂о ahol pGH, aGT .

<=> n h (и)  ̂о w Ж кдп1-а)Р‘ ahol pGH.

<=> h (u)GL(M' ) , w

azaz L (M ' )- h (L). Tehát: h (L)€~lw w Iг (
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2. rész. Ha h ( L ) e ï , , akkor L e  't , .w ed edj

Legyen hw(L)=L(M), ahol Г,K,EU{dj,...,dn},блqQ,H )

egy EDLK-gép. Most konstruálunk olyan M ’ EDLK-gépet, amelyre 
L = L  (M ' ).

Legyen az M' = (Г',K' ,Z ,6 ' , , о 3,Я ' ) EDLK-gép a követ
kező módon definiálva:

Г' - {П }X j у . X Dim erűid,,.n ' о 1 n 1 dn) M  Z}y

К ' - {[д,гЗ|дек, г 6 {0, 13.. .,n}}U{q},

Н ' - {[pj0]Iр0Я} ,

а 6 ' átmenetfüggvény a következő:

I/ 1/ Tetszőleges qGK-H3 aël kettesre:

Ha &(q,a)=(p3Z)3 akkor ő ' ( íq 3 о 3,a)-i “ p, о D , C Z л dj, . . . , dn 3 ). 

2/ Minden qQK ' - { Lq3 о 3 | q£K), aGZ kett ;sre:

6' ( q}a) = (q,Z) .

II/ Tetszőleges qGK állapotra, ZGTU{d^,...,dr) elemre,

ie{1 у...уn-1} egész számra:
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1 / На 

а/

Ь/

с/

2/ На 

а/

Ь/

<5 (<?з Z )-(pj у ), ahol рёК3 у 6 Г, akkor:

minden г„  . . . ,х e F U Í d . , d  } elemre,1 п 1 п

Ô 1 ( Í Cf J Ъ 1 , С J . . ■ " " ' 3 ̂ Yl̂ ̂ ~

— (Lp3t-1,LX^3 . . ■ • • • J ^ Yi ^  ^

minden хо> ... Зхi_^  х i +J3 . . . 3 x^Tl) {d J3 . . . } dn} 

elemre.

6 '(Cpj n3,Cxo,. . .,xn_ r ZI) = ([р,п],[хо>...,xn_2,yl)

minden x , ...,x ,еГ11 {d,. . . . , d } elemre.о n-2 1 n

6 (p, Z )-( p 3L ) , ahol pGkj akkor:

& ' (Zq tо ],CZ)X^ . . . 3 x^3)-(Cp,n3,L )

minden x,....,x eril{d,.....d } elemre.I3 n 13 3 n

б'(Ср3 г1 ,Сх 3 ...3x . -.Z . x X  3)- 43 o3 3 г-13 3 г + 1 n

»

-(Cp,г-13,Cx -,. . . ,X . ,лZ.x .,,....,x 3)r о 3 г-1 г+1 n

minden x . ...,x. „х.,„.,.,х eru{d,,....d } elemre.г-13 г+13 3 n l3 3 n
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с/ §'{lq3nl,lx , . . . ,х ^,Zl)=(íp,n-ll,íx T,ZJ)о п-1 г о п-1

minden х ,...,х _ в Г U {d,,...,<á } elemre.0 п-1 1 п

3/ На б ( q} Z )-( р R ) , ahol pGK, akkor:

а/ . . . 3xnl)-(íp,llJíZJx^J . . . лх 1.)

minden 6 Г11 {d.,, . . . . d } elemre.1 n 1 n

ЪI 6 (. L q} i 2 , l x 3 x ^  , Z} x ^  } x ) —

= {íp,г + l1,Их jZjX . . . . X 1)J о г-2 г+2 и

minden m ,... ,x . ..x ..® eTUÍd.,.... .d .} elemre.о г-1 г + l n 1 n

с/ 6 ' ( Zq y ni ,[xo, . . .,х^_^_,21)-(Ср,оЗл2?)

minden x .....a; , GTU {d,, . . . . d } elemre.о n-1 1 n

4/ Tetszőleges q£K'-{q}y ZGT' kettesre ьа 6 '(<7 ,Z) még 
nem fordul elő а II/1 -* II/3 alakúakban, akkor

6 ' ( q, Z )- ( qу Z, ) .
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III/ Minden Z6 Г'- { Z } elemre:

1/ & ' ( q , Z )  = ( q 3 Z ) .

2/ 5'(q3Z) = (q,R).

Most bebizonyítjuk: L(M')=L.

Az egyszerűség kedvéért használjuk a következő jelölé
seket :

* * I I Ii/ Г (п+1)-{а6Г I |а|=к(п+1) ahol к>о egész szám).

ii/ Tetszőleges a-x, ., . . . , x . .. , x  l 3 . . . , x  J,eF ( n + 1 )1 , г *  l 3n + l  m,  1 m3 n + l

szóra: dal ,, -C x .  , J ...Ex 3 3 . . . 3x ,J .n+1 Ijt5 * l , n  + l Wjl3 J m3n + l

A <5 ' konstrukcióból könnyen belátjuk, hogy tetszőleges 
*â j a^SF ( n + 1 ) szóra:

V a2b F aP <==> Cal3n+l[<?j0:Ca2]n + l ^ Ca:]n + lCp^ ]’

*ahol q 3pGK3 абГ (n+1).

*Ebből könnyen belátjuk, hogy tetszőleges авГ (n+1) s z ó r a ,

aGZ-ra:
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aqadj . • d I— г: Bp <=> Cal ,ola I—-гг-. Cßl , , C p . о D .n 1 M r n+1 ■ ' M ' n+1 ^

Továbbá az 1/ részhez hasonlóan indukcióval bebizonyíthatjuk,#hogy tetszőleges и6E szóra:

h (и) h r ap <e> Cp'°3’
О  Ы

ahol рбЯ, aGT {n+1).

Végeredményben tehát kapjuk, hogy tetszőleges u6Z szóra

h (u)SIr(W) <=> p h (u)l— —  ap, ahol рбЯ, абГ (n+1). w о b) M

<=> Cp J О 1 U4о ahol Cp,oie#'

Eszerint: Z, (

Ezzel a tétel

<=> uGL(M ' ) .

M ' )-Lj azaz Я€ 

bizonyítását befejeztük.
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б. Fejezet

EGYSZERŰ DETERMINISZTIKUS TURING-GÉPEK

Ebben a fejezetben a determinisztikus Turing-gépek 
egy speciális osztályával foglalkozunk, amelyet egyszerű 
determinisztikus Turing-géposztálynak nevezünk. Megmutat
juk, hogy ez a géposztály pontosan a prefix-mentes 0-tipu- 
su nyelvek osztályát fogadja el. Itt tárgyaljuk azt az egy
szerű kétszalagos gépek osztályát, amely nemcsak az egysze
rű géposztály egyszalagról két szalagra való kiterjesztése, 
de meg is egyezik az egyszerű determinisztikus Turing-gépek 
osztályával.

6.1 Prefix-mentes nyelvek és egyszerű determinisztikus 
Túri ng-gépek

6.1 Definició.
a/ Egy egyszerű determinisztikus Turing-gépen (röv. 

EDT-gépen) az M= (К3Y3Z,&,qo,H) rendezett hatost értjük, 
ahol

К az állapothalmaz,
Г a szalagábécé, amelynek egy speciális jelét blank- 
nak nevezzük, s B-vel szokás jelölni,

Z egy bemenő ábécé, amelyre Z/"ir=0 
qQ€K a kezdő állapot,
HC.K a végállapotok halmaza,
6 átmenetfüggvény a KXCTOT.) halmaznak a
KX(T-{B})X{R3L}-be való egy leképezése, amelyre telje

sülnek :
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il Tetszőleges qGK-H3 ZGT\JZ kettesre: 
ô(q3Z) pontosan egy elemet tartalmaz.

ii / Tetszőleges pGR 3 ZGT kettesre:
6(p3Z) pontosan egy elemet tartalmaz.

iii/ Minden pGH3 aGT. kettesre: 6(p3a) nem definiált.

b/ Adott M EDT-gépnek egy konfigurációján értjük azt 
a w qw„ vagy qBw alakú szót, amelyre qGK3 wG((Г-{B}JUZ)+3
w 7 j w 0G( ( Г-{5 } JUZ ) * és w ^ w ^ X .

A következő módon definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó
relációt :
1/ wjqxw£ 1— M V pU2 ha 6(q3x)=(p3Z3R) .
2/ wJyqxw2 t- M w2pyzw2 ha &(q3x) = (p3Z3L) .
31 qxw2 1— pBZw 2 ha &(q3 x) = (p3 Z3 L) .

4/ qBw2 ь— ÿ Zpw2 ha <5 (q3B) = (p3 Z3R) .
5/ qBw2 b-- pB Zw 2 ha &(q3B) = (p3Z3L) .

ahol q3pGK3 xG(T-{B})VZ3 y3ZGT~{B}3 w G(Г-{В}) *3
wvG( (T-{S}jUE) *. Végül, az M EDT-gép által elfogadott nyelv
a következő:

L(M)={wGZ*/qow 1— i ap3 ahol pGH3 aG(Г-{В}) *}.

Egy L nyelvet akkor nevezünk egyszerű determinisztikus 0- 
tipusúnak (röv. edO-tipusúnak), ha létezik olyan M EDT- 
gép, amelyre L=L(M). XedQ~val jelöljük az edO-tipusú nyel
vek osztályát.
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б. 1 Tétel. Legyen Z egy véges ábécé, és L c'£*.
Az L nyelv akkor es csak akkor edO-tipusu, ha az L nyelv 
prefix-mentes és 0-tipusú, azaz az nyelvosztály
megegyezik az és ^  nyelvosztályok metszetével.

Bizonyítás.
1. rész. Ha Lé1 Ï A , akkor LG ~1о p edO

Az 1.15 Tétel és 1.20-Lemma értelmében feltehetjük, hogy 
L=L(M)3 ahol M-(K,Z3T38 3q^3H) DT-gép az 1.18 Lemma ii/ 
feltételének megfelel, azaz tetszőleges ,qGK3 xGT kettesre
ha 6 (q3 x) = (p3 Z3 г) akkor ZGY-Z3 ahol pGK3 iG.{R3L).

Most konstruálunk olyan M' EDT-gépet, amelyre 
L(M')=L(M). Legyen az M r ~ ( K3Y ' 3Z 3 & ’ 3 q ̂3 H ) EDT-gép a követ
kező módon definiálva:

' Г ' = Y-Z
8' átmenetiüggvény a következő:• • .-■* :■ ' ■ ' ’ ' - -
1/ Tetszőleges qGK-H, xGY'UZ kettesre5 1 (q3x)=8(q3x) 
21 Tetszőleges pGH3 xGT' kettesre: &J(p3x)=8(p3x)
3/ Minden pGH3 aGZ kettesre: 8'(p3a) nem

definiált.
A ő' konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges
wGZ * szóra: ha wGL(M'), akkor wGL(M) 3 azaz L(M') Ç-L(M).

Most megfordítva bebizonyítjuk, hogy L(M) C L(M'). 
Ehhez elég megmutatnunk: ha W0L(M') akkor w0L(M). Először 
nyilvánvaló, hogy ha az M' EDT-gép egy w szóra közömbös 
úgy, hogy a qqW kezdőkonfigurációból a gép periodikusan 
végtelenül mozog és soha sem áll meg, akkor az M DT-gép a 
w szóra is közömbös.
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Eszerint csak a következő két esetet kell megkülönböztet
nünk :

1. eset. Legyen w=w1aw2i ahol aGl és
' *

qQw1aw2 I— jp- a1paw23 ahol pGHt ot̂ SíT-{B})*.

Ekkor nyilván q u I— adódik, 
tön követkzik, hogy w=w2aw 20L(M), 
y=aw2?\.

azaz Wj6L(M). Ebből rög 
mivel L(M)G és

2. eset. Legyen q qw f— jp- cxq3 ahol q0Ht aG( Y-{B} ) *.

Ekkor nyilván qqw i— ^ aq adódik, azaz w0L(M)c Végeredmény
ben tehát L(M ')-L(M) áll fenn, azaz LG X .edü

2. rész. Ha LG akkor LG V  V
Legyen L=L(M)t ahol M=(KJ, E,6,qq3H) egy EDT-gép.
Világos, hogy L(M)G mivel minden EDT-gép a Túring-gép
is. Másrészt a 6 átmenetfüggvény iii/ feltétele szerint 
az M EDT-gép egy bemenő szó elfogadása után rögtön megáll 
ami azt jelenti, hogy az L (M) nyelv prefix-mentes, Ezzel 
tétel bizonyítását befejeztük.

6.2 Az EDLK-gépek és EDT-gépek osztályozása

Mindenekelőtt tárgyaljuk az EDT-géposztálynak az 
nyelvekkel való kapcsolatát.

6.2 Tétel.
a/ Bármely prefix-mentes 1-tipusu L nyelvhez megad

ható olyan M EDT-gép, amelyre L=L(M) .
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b/ Van olyan Mj EDT-gép, amelyre L(M^)0 «£pi» 

Bizonyítás.
a/ Világos, hogy minden 1-tipusú nyelv 0-tipusú, s 

azért az első állitás a 6.1 Tételből nyilván adódik,
b/ A második állitás bizonyításához az 1.16 Tétel 

értelmében feltehetjük, hogy az L С {a3b}* nyelv 0-tipu- 
sú, de nem 1-tipusú. Az általánosság megszorítása nélkül 
továbbá feltehető, hogy X0L.
Ekkor könnyen beláthatjuk, hogy az L^=L,{$}={w$/wGL) 
nyelv prefix-mentes 0-tipusú, és a 6.1 Tétel szerints 
Lj6 Xecj0, vagyis létezik olyan M̂  EDT-gép, amelyre 
Lj=L(Mj). Most bebizonyítjuk, hogy az L̂  nyelv nem 1-ti
pusú, s azért nem is tartozik bele az "X nyelvosztály-Írba. Ezzel ellentétben feltesszük, hogy az L 2 nyelv 1-tipu
sú. A következő módon definiáljuk a h homomorfizmust :

1/ h(X) = X 
2/ h(a) = a 
3/ h(b) = b 
4/ h($) = X
5/ hiWjW^) = h(wj)h(Wg) tetszőleges w2 3w^G{a3b3$}* 

szavakra.
A h definíciójából könnyen belátható, hogy L=h(L^).
Most bebizonyítjuk: h az nyelvre vonatkozó 2-lineárisan 
kitörlő homomorfizmus.
Legyen GL 2 =L.{ $}, vagyis w 2 = w$ , ahol wGL. Világos, hogy
h(Wj)=w és w\>l3 mivel X0L. Eszerint kapjuk:

2\h(wj) |=2|w|_>|w|+2=|u^| = |wí
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Tehát: minden w jGL ̂ szóra | w ̂\<2 \ h (ŵ  ) | , azaz h. az L ̂ 
nyelvre vonatkozó 2-lineárisan kitörlő homomorfizmus. Más
részt az 1.11 Tétel szerint az L ̂G X feltételből következik, 
hogy az L=h(Lj) nyelv is 1-tipusú, ami szintén ellentmon
dás .
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
Ebből a tételből nyilván adódik a következő tétel.

6.3 Tétel.
a/ Bármely M EDLK-géphez megadható olyan M' EDT-gép, 

amelyre L(M')=L(M).
b/ Van olyan EDT-gép, amelyre L(M^)0 ^ed .

Az előző tartalmazásokat nézve és a fenti tételek alapján 
kapjuk :

1  + 1ed3
c- <=-~1 ~f e o'Y

'ec ed2 p2 ' edl pl edO *
Ezen kivül az is nyilvánvaló, hogy van olyan 0-tipusú nyelv, 
amely nem edO-tipusú, azaz X a o  * %> •

6.3 Az edO-+ipusu nyelvosztály tulajdonságai

Először a 6.1 Tétel alapján és az nyelvosztá
lyok zártságait nézve könnyen beláthatjuk a következő téte
leket .

6.4 Tétel. Ha LG "íedQ, akkor az L nyelv kivezet az "Xed0 
nyelvosztályból. Eszerint az XedQ nyelvoszt^ly nem zárt 
a komplemensképzésre nézve.
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Bizonyítás. A 2.2 Tétel bizonyításából adódik.

6.5 Tétel. Az "ïe d 0  nyelvosztály nem zárt az unióra nézve. 

Bizonyítás. A 3.3 Tétel bizonyításából adódik.

6 . 6  Tétel. Az nyelvosztály zárt a concatenációra
és a metszetre nézve.

Bizonyítás. Az 1.14, 2.1 és 6.1 Tételekből adódik.
Mielőtt folytatnánk a tárgyalást, azt megfigyeljük, 

hogy tetszőleges M Turing-gép és w bemenő szó esetében a 
wGL(M) probléma algoritmikusán eldönthetetlen. Eszerint 
azokról az L-L ' 3 LpL'3 LVpL' nyelvekről, amelyekre 
L3L'G í semmit sem mondhatunk. Az helyzetéhez ha
sonlóan gyengitjuk a kezdő feltételt úgy, hogy az L és L' 
nyelvek közül nem mindkét nyelv edO-tipusu, hanem az egyik 
edO-tipusúés a másik ed3-tipusú, akkor a 6.1 Tétel értel
mében kapjuk a következő tételeket.

6.7 Tétel. Ha LG és L'G , akkor az L-L ' nyelv
edO-tipusu.

Bizonyítás. Az 1.14 Tétel korolláriumából és a 2.5 Tétel
ből adódik.

6 . 8  Tétel. Ha LG X0(̂ o és L'g Î  ̂3 , akkor az LpL 1 nyelv edO- 
tipusú.
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Bizonyítás: Legyen L = L ( M) és L ' = L ( M ' ), ahol
M=(K3T > q o3H) egy EDT-gép, és
M' Л  (К Z \ 6 '3q^3H ' ) egy EDV-gép.

Most konstruálunk olyan M2 EDT-gépet, amelyre L ( M ^ ) = L p L  '. 
Legyen az M^= (K^3 3 ZÚZ '3 6 ̂ 3 \_Я0» я£] j EDT-gép a követke
ző módon definiálva:

K2=K\J{ [q3q '] /qGK-H3 . q 'GK '-H '} U {q} 3 ahol q0K3 
Г2 = Ги( [Z3q ,~\/ZGY-{B}3 <7 'Stf ' }U{ Z } л ahol Z0Y 3 
a átmenetfüggvény a következő:

I. Tetszőleges qGK-H3 q'GK'-H' kettesre:
1/ Tetszőleges bGZfíZ ' elemre:

a / Ha 6 (q3b) = (pj,Z3L) és 8 4q '3b)-=P , akkor
< [я* Я ']3b)=(p3 [z,p '],L)3 ahol pGK3 ZGT-{B}3

p' GK 1.
b / Ha 8 (qib) = (pJ,Z3R) és б'(я'* b)stp t

У akkor
63< [ я > я --(p3 Z3R)3 ahol pGK3 ZGY-{B}3 p'GK'

és r P ha pGH

P = í [p>P '] ha Р0Н és р ’0Н'.
(. Я ha P0H és p ’gh'.

2/ Tetszőleges aGZ-Z ' elemre: 6 j(\_q3 q 3 a) =8 (q3 a) .

3/ Tetszőleges a'GZ'-Z elemre: ő 2 ( [_q3 q ?] , a ' ) = (q3 Z3 R ) .

II, Tetszőleges qGK-H3 aGZUZ ' kettesre:
r 6 (q3 a) ha aGZ . 

fi 2(q3a) = j
C (q3Z3R) ha aGZ 1-Z t
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III. Tetszőleges qGK3 xGY-{B} kettesre:
1/ Ha 6 ( q3 x)=(p3 Z3 L). 3 ahol pGK3 ZGY-Ш , akkor

j' a / 61(qix) = (pJ Z3L) .
1Lb/ :(p3 [z3 q '] , L) minden q 'GK

állapotra.
2/ Ha Sí«?3x) = (p3 Z3R) 3 ahol pGK3 ZGY-{b }3 akkor

1ía/
62 (q3x) = (p3 Z3R) .

b / 52(q3 Cx3q']) =■(p3 Z3R)3 ahol

Г P ha pGH.

p = j [p j í ' 1 ha Р0Н és q '0H t•

 ̂q ha Р0Н és q ' GR f•

3/ 61(q3B) =& (q3B) .
4/ 61(q3Z) = (q3 Z3 ÄJ .

Minden -H3 q'GK'-H'3 ZGY hármasra :
&1([qiq'],Z) = (qJZiR) .

V. Minden x G Y elemre:
6  ̂ ( q3 x) = ( q3 Z3 R) .

A 6  ̂ konstrukciójából indukcióval könnyű belátnunk, 
tetszőleges wG(Zf\Z ') * szóra:

<6.8.1>
q W у- 4 о M ap 1

> b o tq£ w У
*

мп
q'w Ho ' p '

1
оФ,

hogy

ahol рб^, а Ж Г - Ш ; * ,  p 'GK ', és
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- p ha pGH.
ha Р0Н és p '0H '.

Lq ha Р0Н és p 'GH '.

Most bebizonyítjuk: L(M^)=LpL'.

( <■ 1 ). Belátjuk először, hogy LpL' <c L(M ).
Legyen wGLpL és két esetet különböztetünk meg:

1. eset. Legyen wG(L(\L ') * és i— ~ ap ill.
q'QW i-- ^4 q', ahol pGH > <xG (Y-{B) ) * 3 q ’ GK '.

A <6 .8 .1> állításból nyilván i— ~  ap adódik,
azaz wGL(M^) .

2. eset. Legyen w=uJ<3 WOJ ahol WjGÍZOT. ') *3 aGl-Y, ',
гз2в Ш 1 ,)*а és

fqoWlaW2 •“ Й a2qlaW2 1 M alqZw2 aP> 
ahol pGH.

<qoWl 1— JF ql* a h o 1  qi&H - 

Ismét használjuk a <6.8.1> állitást és kapjuk:
[ qo i q '<)Wl aW2 1-----Щ  a 2^q r q í ^ aW2 '— M~2 a j qZw2 ^~1Г2 аРз a Z a Z

w=w2aw^GL(Mj). Mindkét esetben beláttuk, hegy wGL(Ы2) va
lahányszor wGLpL'} azaz LpL’ C. L(M2).

(==>). Megfordítva igazoljuk, hogy L ( M 2) C-LpL'.
Ehhez elég megmutatnunk: ha w0LpL'3 akkor W0L(M2). Világos 
hogy ha W0L3 akkor w0L(M2), mivel az M és M2 EDT-gépek vég 
állapothalmazai egymással azonosak. Nézzük tehát a 
wGL-(LpL') esetet, vagyis:
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w=w^aw^, ahol £fZflZ ' ) *3 авZUX u^éV’-ZUZ ' ) * 3 és :

Г «oWlaW2 |— M ai«lab>2 1 M a^qZWg 1-— ^ o.p3 ahol pGH

qówl 1— W  p aho1 P  'eH' •... -.......... ... ..

A <6.8.1> állításból könnyen belátható:
lqosqflW2aw2 1— ТГ ajQaw£ 1— JT OL1(Z)nqi ahol q0H és- n=\aw2 \ . 

Eszerint: w=w^aw^0L(M^) .
Végeredményben tehát az L ( M ^ ) = L p L ' egyenlőség áll fenn.' Ez
zel a tétel bizonyítását befejeztük.

E tétel mellett nem foglalkozunk az L Ü p L ' nyelv tárgya
lásával, mivel L U p L ' = (L p L  ') U ( L ’pL) és az L ' p L nyelvet a Tu- 
ring-gép közömbössége miatt nem tudjuk vizsgálni. t

6.9 Tétel. Az nyelvosztály zárt a prefix-mentes homo-
morfizmusra nézve.

Bizonyítás. Az 1.3 és 2.9 Tételekből adódik.

Korollárium. Legyen Z és Д két diszjunkt,véges ábécé, il
letve wGY.* valamely rögzített szó.
Az L C Z* nyelv akkor és csak akkor edO-tipusu, ha a 
hw(L) c. (ZlMj * nyelv edO-tipusu.

A következő táblázatban összefoglaljuk az "2̂ , / "̂ edl'
T_ed2 ®s ”̂ ed3 nye lvosztályok tulajdonságait.
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— lvos z tály 
Zárt művelet '

^ d3 4 З Ц êdо ïp

1/ Konplemensképzés (L) N N N N N
2/ Unió (L2UL2) N N N N N
3/Metszet (L^ALg) I N I I I
41 RG nyelvvel való

metszet (LÍ\R). I I I I I
5/ Concatenáció (L̂ .L̂ ) I I I I I
6 / Differencia (L̂ -L̂ ) I ? I 7 I
7 / RG nyelvvel való

differencia (L-R). I I I I I
! 8 / p-differencia (L̂ pL̂ ) I 7 I 7 I
9/ RG nYelw e l való

p-differencia /LpR). I I I I I
1 0 / p-Unió (LJJpL^ I 7 I 7 I
11/ RG tgd 3  nyelvvel való

p-Unió (LjtipR) I I I 7 I
1 2 / h homomorfizmusw I I

1
J_________________

I
1__

I

ahol az I jelölés azt jelenti : "igen",
az N jelölés azt jelenti : "nem",
a 7 jelölés azt jelenti : "nyitott kérdés".
E táblázatból láttuk, hogy az egyes nyelvosztályoknak 

vannak közös tulajdonságai, de mind az öt nyelvosztály nem 
elégiti ki az un. absztrakt nyelvcsalád (AFL= abstract fami
ly of languages) axiómáid:, amelynek a definíciója éppen az, 
hogy egy nemüres nyelvosztályt akkor nevezünk AFL-nek, ha 
zárt a következő műveletekre nézve:
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1/ Az unió (LjUL9).
2/ A concatenáció (Ln.L0).

 ̂ + * *3/ Az iteráció (L^).
4/ Az inverz homomorfizmus (h-1 (L2)) .
5/ A X -mentes homomorfizmus (h(L^)).
6 / Egy 3-tipusu nyelvvel való metszet (L̂ fíR).

6.4 Egyszerű kétszalagos gépek.

Ebben a szakaszban tárgyaljuk azt a géposztályt,amely 
az egyszerű gépek egy pushdown-szalagról két pushdown-szalag- 
ra való kiterjesztése, s egyszerű kétszalagos géposztálynak 
nevezzük. Megmutatjuk, hogy az uj géposztály pontosan az 
egyszerű determinisztikus Turing-géposztály szerepével e-

nyelvosztályok kapcsolatát.

6 . 2  Definició.
a/ Egy egyszerű kétszalagos gépen (röv. EK-gépen) az

M=(Z j Г . Г 6 , Z ,Z') rendezett hatost értjük, ahol* о о
Z a bemenő ábécé,
Г és Г' két pushdown-ábécé,
Z 6T és Z^éT ' két kezdő pushdown-jel,
6 átmenetfüggvény a rxfZlHX})ZT ' halmaznak 
T*X Г'*-Ьа való egy leképezése, amelyre teljesülnek 
a következő feltételek: 
tetszőleges ZGY , Z'éT' kettesre:

vagy i/ 6 (ZjX, Z') pontosan egy elemet tartalmaz, és
& ( Z Z'j nem definiált semmilyen aGZ-ra; vagy 

ii / ő TZjXjZ'J nem definiált, és minden aGZ-ra

gyezik meg. Ennek alapján vizsgáljuk az

SÍZ^a^Z') pontosan egy elemet tartalmaz.

#



» 1 ■

- 166 -

b/ Adott М EK-gép egy konfigurációján értjük azt a 
(ctjijja'J hármast, amelyre aST*, wGZ*, a 'вТ ' * .

A következő módon definiáljuk a konfigurációkra vonatkozó 
relációt:M
(aZ, aw, a. ' Z ') M (аВль),а 'В ';<==>ő (Z3a, Z ') = (&, 3 •),

ahol a£EU{A}, wGl*, ZGT3a3QGT\ Z 'GT, a ', ß ' вТ ' *,

Legyen t---£ az »— r. reláció tranzitiv lezárása.M M
Végül, az M EK-gép által elfogadott nyelv a következő:

L ( M)-{w6Z */( Z twtZ4 I--i (X3X3X)}o o M

6 ., 1 Megjegyzés: A definició szerint az M EK-gép egy beme
nő szót üres pushdown-szalagokkal elfogad. Tehát, minden 
M EK-gépre az L(M) nyelv szükségképpen prefix-mentes.

6.9 Tétel. Legyen 1 egy véges ábécé, és L e  E*.
Az L nyelv akkor és csak akkor edO-tipusú, ha létezik o- 
lyan M EK-gép, amelyre L-L(M).

Bizonyítás.
1. rész. Tetszőleges M EK-gépre L(M)G~1. .

Legyen M~(Z3 Г , Г 6 ,Z3 ) egy EK-gép. Az általánosság meg
szorítása nélkül feltehetjük, hogy ГАГ '=0.
Először a 6.1 megjegyzés szerint: L(M)G Tehát, a 6 . 1

Tétel értelmében most csak azt kell igazolnunk, hogy L(M)g 'Íq. 
Konstruálunk olyan G 0-tipusú grammatikát, amelyre L(G)=L(M). 
Legyen a G=(V^3 V^3S3F) 0-tipusu grammatika a következő mó
don definiálva:
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VN = rur'UCs}^ ahol S0TVT ',

VT =
az F szabályai a következők:

1/ (S-+Z Z')GF.О о
2/ Tetszőleges ZGY , aérEUÍA}., Z 'GY ' hármasra:

ha 5(Z ла, Z ’) = ($,& ') akkor (ZZ ' + ßa (ß ' ) R) GF.
3/ Tetszőleges ZGYS aGl kettesre: (Za -*■ aZ)GF,

Az F definíciójából könnyen belátható, hogy tetszőleges 
ae£-ra:

(ала,а') i— i Г ß, X, ß <— г> а. (а ')R — &> a&(&4RtМ Q

ahol аег+, а'£Г'+л &вГ * t  & ' GT ' * .

Ebből indukcióval könnyen bebizonyíthatjuk, hogy tetszőle
ges wGL* szóra:

(Z twtZ4 t— га (aj Xj a ')<==> S Z Z' — => щ, Га ' )R.о о M G о о G

Végeredményben tehát azt kapjuk, hogy tetszőleges wGZ* 
szóra :

wGL(M) í=^> (Z 3w,Z') I— п  (\.\ЛХ)о о M -
==> S Z Z wG о о G 
t» wGL(G),

azaz L(M)=L(G) , vagyis L(M)g 'Xq. Eszerint L (M) G Г\ >X0= ”íed0

2. rész. Ha LG ^ e d 0  akkor L=L(M1)t ahol M 7 egy EK-gép.
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Legyen L=L(M)y ahol M=(KaГлE,6 ,qo,H) egy EDT-gép. Az álta
lánosság megszorítása nélkül feltehető:

1/ Kf\T = 0,
11/ Tetszőleges qGK, æé'rUE kettesre:

ha 6 (qtx) = (ptZy i) akkor PÍqoj ahol ZGT, iG{R3L).

Most konstruálunk olyan M^ EK-gépet, amelyre L(M^)=L(M). 
Legyen az ~(Zt T Г , q^3 $) EK-gép a következő módon 
definiálva:

T2 = ÁTÜTŐ { ̂ ,
rj = J/urUU), ahol $0XÜT,
&2 átmenetfüggvény a következő:

I. Tetszőleges aGZ bemenőjelre, qGK-H~{qq} állapotra:
la/ Ha S (qo3 a) = (p3 Z3 R) akkor & 2(qota,$ ) = (BZp, $ ) .
1 b / Ha 6 / q а a) = (p 3Z' 3L) akkor & 2 (q^3 a3 $) = (В3 $ Zp) .
2 a/ Ha &(q3a) = (p3Z3R) akkor & 2(q3a3 $) =(Zp3$).
2 b/ Ha 6(q3a) = (p3Z3L) akkor 6 (q3a3 $) = (X3$Zp).

Tetszőleges pGH állapotra, yGT-{5} ebi.re:
1 / S2(p,\3$)-(\3$)
2 / Ь2(у,\л$)=(\л$)
3 / &^($3X3$)=($3$)
4 / &2 ( в 3 x 3 $ ) - ( x 3x)

. Tetszőleges губ’Г-га:
1 / & 2 (Q 0»̂ -яУ )-( $ 3 $ ) •
2/ Tetszőleges qGK-iq^ állapotra:

a/ ha 6(q,y) = (pjXtR) akkor & 2 (q3 А, у ) = ( xp t A ) . 
b/ ha 6 (q>y)am(p3xt L) akkor <5 2 (q, A, yJ — (A, xp) .. 
Minden acSTUÍ#} elemre:
6 2 ( x 3 X3 y )  ~ ( $ 3 $)  .

3/
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IV. Tetszőleges q G K - { q állapotra:
1/ Minden qjGK állapotra:

8 q ̂3X3q) = ($ 3 $).

2/ Tetszőleges xGT-{B} elemre:
8 j(x3X3q) = (q3x) .

3/ 6 (B3 X3q) = (Bq3B)
• -i . • " 'v . л

4/ 8 2 ($3 X3q) = ($3$) .

A 8  ̂ konstrukciójából könnyen belátható, hogy tetsző 
leges qGK állapotra, a^3a2&(T-{B]) * szavakra:

r a/ u1qu2 I— Jj ap á='>(Ba1q3\3$a2 l ) ■— (Bap3X3$) 
<6.9.1> •) 1

^ b/ qBa2 \— ^ ap <='> (Bq3X3 $а^В ). i— —  (Ba ptX3$)

áttol' aGlT-iB}) *, pGK.

Ebből indukcióval bebizonyítjuk, hogy tetszőleges * szó
ra :

<6 .9.2 > qQW \---^ ap <===-> (qQ3w3$) ■— —  (Bap3X3$).
a V • i'. r, • A ^

A w=a€l esetben а <6.9.1> állitás felhasználásával két e- 
setet különböztetünk meg:

1. eset. Ha 8(q^3a)=(p3Z3R)3 akkor kapjuk:

qoa 1— M zp ' ~ y(cl0>a3$) ’— JT (BzvA,$)>

\
\
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2. eset. На 6 ( q Q»a)=(ptZ,L), akkor kapjuk: 

qoa *"Ü7 qBZ аР<*~шт>(с1о*аз$) (B*X» ^  *— jjq (Bq,\t$ZB)

(Ba.ptXJ)

Mindkét esetben beláttuk, hogy igaz az állitás.
Tegyük fel, hogy minden w€Y. * n hosszúságii szóra igaz az ál
litás, és foglalkozzunk azzal a w~b}^a€l* szóval, amelyre
I Wj I=n és a€Z.
Legyen q qw \— ^ a2Q ja i--- jj ap. Először az indukciós fel
tevés értelmében kapjuk:

qoWl '---Ь alqlA-- (Ba2qlt\,$).

A folytatásnál két esetet különböztetünk meg:
1 . eset: Ha 6 (q2, a)=s(pt Zt R) t akkor könnyen belátha

tó :

al<Jla '— M aJzP''“ ==sfSaIí?]iai^ •— jÿj (B^Zp.XJ), 

ahol a=a^Z.

2. eset: Ha 5(q2,a)=(qtZtL)t akkor a <6.9.1> állitás
értelmében kapjuk:

íaJ<7 Ia ^ a2qß2 ар}^>{Ва^у ал$) (Ba.Jt\jZq)

*~iтг (B(x2q*x*$ 2̂) *-fq

ahol a2$2=a2Z..

(Bapt
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Mindkét esetben beláttuk, hogy а ь}=и^а61* szóra is igaz 
az állitás.
Végeredményben a <6.9,2> állitás segítségével könnyű be
látnunk, hogy tetszőleges wGZ * szóra:

w€L(M1)a

azaz L(Mj)-L(M), Ezzel a tétel bizonyítását befe
jeztük.

6.2 Megjegyzés. Az 1, rész bizonyítását konstruktivan meg
tettük, de sokkal egyszerűbb volna, ha a Church-féle té
zisre való hivatkozással formálisan bebizonyítanánk.

nyelvosztályok egymással való kapcsolatait. Mindenekelőtt 
az egyszerűség kedvéért alkalmazzuk a következő jelölést:
Legyen M=(ZtГ , Г 5,Z Z *) egy EK-gép, Tetszőleges Z6T, 
a££u{X}, Z ' GY ' hármasra ha 6(Zta, Z') = (ata *) akkor jelöl

A következő részben megvizsgáljuk az Xec

jük :
hE(&(Zta, Z •) )=a 
hM (b(Zta,Z •) )=a

\
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б . 10 Tétel. Legyen M=(ZtГ,Г 6 ,Z ,Ẑ ) egy EK-gép.
Ha az М EK-gép rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy 
tetszőleges Z6Yt Z '6T ' hármasra
\hE(6(ZiaiZ ' ) \ = \hM(&(ZJaiZ-> ) ) \ 3 akkor L(M)6 1ec.

t

Bizonyítás. A tétel bizonyításához elegendő, ha konstruá
lunk olyan M 2 egyszerű gépet, amelÿre L(M^)"=t(M) .
Az egyszerűség kedvéért ismét használjuk az [a,a '] jelö
lést úgy, hogy tetszőleges a=Z^...Zn€ +, a ' = Z '...Z^6T '+ 
szavakra :

Legyen most az M̂  = (Z, Г2 3 б13 [Zq,Z^]) egyszerű gép a követke 
ző módon definiálva:

г = { [z, z '] /zer, z 'er '},

a ő? átmenetfűggvény a következő:•V v '
Tetszőleges zer, aeilHX}, Z'6T' hármasra.

a/ Ha ő(Z3a, Z ' ) = (a,a ' ), ahol |a| = |a'j>1, 
akkor 6 j  ("a, [z, Z '] ) = [a, a '] .

Ь/ На 6 ( Zj a, Z ' j = ( X > X ) akkor 6 f áj [Z, ' J j =X.
A íj konstrukciójából könnyen belátható, hogy az egysze 
rü gép azokat és csak azokat a w€Z* szavakat fogadja el, a 
melyeket M elfogad és megfordítva.
Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
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6 . 1 1  Tétel. Legyen M=(Z, Г, Г 6 , Z л Z'q ) egy EK-gép.
Ha az M EK-gép rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy 
tetszőleges Z G T aGZ ÜÍ A } , Z 'GY ' hármasra \h ( (  Z3atZ* ) ) \<1 л

Ej ~~~

akkor L(M)G "ïe d 2  •

Bizonyítás. A tétel bizonyításához elegendő, ha konstruá
lunk olyan А/ EDP-gépet, amelyre L (M 2) =L(M) .
A I (8 ( Zj a> Z ' ) ) I <1 feltétel azt jelenti, hogy tetszőleges
ZGT3 aeZUÍA}., Z'GT' hármasraj ha ő ( Z, a, Z ' )-fa, a *) , akkor 
aéTUíA}. Az általánosság megszorítása nélkül továbbá fel
tehető, hogy tetszőleges ZGY 3 aGZÜiX} 3 Z'GT' hármasra: ha
6 (Z3 a, Z ' ) = (a3 a f) akkor a G(Y-{Z } )U{ A }t a 'G (T ' - { Z ' } ) *. Haо _■ о
ugyanis nem igy volna, akkor két uj Z Ẑ  kezdőjel és 
6 (ZqJ XjZ^) = (ZqJ Z4 érvényesség bevezetésével ezt mindig 
elérhetjük, s ez az elfogadott nyelvet nem érinti.

Legyen most az М2~(К2* T 2* S2jqZ *Zoi^clhS* EDP_,3éP a követ 
kező módon definiálva: °

K2 = {qz/Zer}U{gx,gJg;2}J
T2 = Г'и{*}, ahol $0Т'3

a 6 2 átmenetfüggvény a következő:

1/ Tetszőleges a£EU{A} elemre:
а/ На S(Z .a. Z ' ) = ( Z.a ' ) , ahol ZGT. сх'еГ'*. о о

akkor 3 a* Z o* = ̂qZs *a '
о

Ь/ Ha S ( Z .a. Z ,) = (X.a ') , ahol а'£Г'*.о о
akkor &2(t7 Z , a, Z'q) = (q ̂ 3 $a ' ) .
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2/ Tetszőleges ZGT-{Zq) 3 aSEUUb Z'Gr'-{Zp hármasra: 
a/ Ha 6 ( Z, ал Z ') = (Xj a ') j ahol xGT, a'éT'*, 

akkor 6 „( q 7Ja, Z') = ( q ,a'j.a ü X

b/ Ha ő (Z, a, Z 4 = (Xt a rJ , ahol a'6T'*, 
akkor 6 2 a, Z ') =(q ,̂ a 'J .

3/ Minden Z 'GY ' elemre:
a/ & 2(qX3 Хз Z ' ) = (q> V  
Ь/ 62 ( q , \ , Z ,) = (qi\)

4/ Minden Z6T elemre:
a/ b2(qz,\3$) = (q,$) .
b/ 5 2(qj\3 $)=( q3 X) . 
cl S 3(qx,X,$) = (qh,X)

A 6 2  konstrukciójából indukcióval könnyen beláthatjuk, 
hogy tetszőleges 4 szóra:

w , Z ' J  (-о M (Zy X,а ' ) Wy Z ') 3 о í— (qZyXy$a')y 
2

ahol ZéTUU}, a'6T'*.
Végeredményben tehát azt kapjuk, hogy tetszőleges wGZ* 
szóra:

wGL (M) <£ = >  ( Z yWyZ'J ь 
0 3 о - é

<— =*> (q z yWy Z'Q) >— Tj (q-\yXy$)
о 2

Zr—— > wGL(M2)у
y m~2 ^ ь зХзХ)

azaz L(M2) = (L(M) . Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.



175

6.3 Megjegyzés: Mivel a hE(6(Z3 a3 Z ')) és hM( (Z3 a3 Z • ) ) 
szereplései egymással azonosak, azért igaz a tétel akkor 
is, ha I hM(6 (Z3 a3 Z •) ) \ <1 tetszőleges ZGT 3 aGY U Í A } ,  Z • GY ' 
hármasra.

Most a 4.1 Tételhez hasonlóan vizsgáljuk egy edO-ti- 
pusu nyelvnek két ec-tipusú nyelv metszetére való homomorf 
képét. Természetesen, nagyon nehéz lesz, ha ezt az EDT-gép 
szempontjából nézzük. Itt a 6.9 Tétel értelmében tárgyal
juk az egyszerű gép.és egyszerű kétszalagos gép kapcsolatát. 
Mindenekelőtt a következő ábrán szemléltetjük az utóbbi kap
csolatot .

6.1. ábra 

Két egyszerű gép

bemenő szalag

t

«  Pushdown-memória

t____ __________________ T

bemenő szalag

1 -,

**-Pushdown-memória

T

Egyszerű kétszalagos gép

bemenő szalaq

+*Két Pushdow-memória



176

Ebből érthetjük, hogy egy EK-gép két egyszerű gép kombiná
ciója.

6 .12 Tétel. Bármely M EK-géphez megadható olyan h homomor- 
fizmus és két ec-tipusu L , L2 nyelv, amelyekre

L(M) =h(L2r\L2) .

Bizonyítás. Legyen M=(Z, Г, Г 6, Z ,Z'J egy EK-gép. ElőszörО о
definiáljuk a következő halmazt:

li={x[ziz,'\/Z6Y és Z'6Y']’

Most konstruáljuk egyszerre az M2=(Z ,6 ^,Z q) és
M2 = (Z ' у V 2j <$ g j Z'q) egyszerű gépeket úgy, hogy

l • = ZÚZ ,
Tj = ru{ [Z, Z f]/zer és Z'GT'}{J{Z}, ahol Z0Tя 
T2 = Hj{ [Z,Z f]/Zer és Z’€T '}0{Z}, ahol Z£r 
6̂  és 6 ^  átmenet függvények a követk-3 z o k  :

I/ 1/ Tetszőleges ZGT elemre:
a/ Tetszőleges Z'er' elemre: ő̂ fícp, , Z) = [z, Z '] .
b/ Minden авZUZ^-Íícq, 7 ,-j /Z '6T ' } elomre:

6 3 (a3Z)=Z.

2/ Tetszőleges Z ' GT ' elemre:
a / Tetszőleges Z6T elemre: ő ̂ ( x ̂   ̂,-j л Z ' J = [Z3 Z '] .
b/ Minden a6Z\JZ 2~ {'x 7 ,-j/Z6T} elemre:

őg (a3 Z 'J=Z.
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II. Tetszőleges ZGГл Z 'ВТ ' kettesnél két esetet különböz
tetünk meg :
1/ S(Z3\3Z') definiált.

Ha 6 (Z3 X, Z ' ) = (a3 a ') 3 ahol aéT* és а'£Г'*л 
akkor
rà1(\i [z, Z '] )=a.
U 2(X3 [Z3Zr]) = a\

2 / ő ^ZjAjZ'̂  nem definiált, 
a/ Tetszőleges aé?£ elemre:

ha S (Z3a3Z ’ ) = (a3a' ) ahol абТ*, a'GT'*, akkor:
r6j(a3 [z, Z '] ) =a
[&2(a3 [ZJZ'])=a'

b/ Minden a'GZ^ elemre:
r&2 (a '3 [Z3 Z '] )=Z.
lő^ía [z, Z '] ;=z.,

III. 1/ 6 7 ('a,Zj=Z minden aGZyJl elemre.J. m JL

2/ <5 g (a, ZJ =Z minden aGZUZ ̂ elemre.

A &2 és 6 2 konstrukciójából könnyen megállapíthatjuk, hogy 
tetszőleges а£Г 3 a'GY,+ szavakra:

<6 .1 2 .1 >
( a 3 А, а ' ) b M (в3\3в,)<=

-Létezik olyan uGZ * szó, 
=> - amelyre (u3 a) h-~-(\3$) és

,(u3a ') I— rji (A, бЪ
2

ahol бб'Г 6 '£F
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Itt könnyen belátható, hogy az и szó hossza pontosan 
egyenlő az i— ~ relációban való ő(Z,\,Z'j alakú felhaszná
lások számával. Ebből szintén könnyű igazolnunk, hogy tet
szőleges aGI-ra:

< 6 . 1 2 . 2 >  {  Г а ,  a ,  a  ' ) t— ± Í B ^ Z  ,ai $1 'Z') i— ^

.-Létezik olyan u=u ^  sz° ' amelyre

(ulX [z, Z ’1a’a) ' (x\_z, Z '] a* z)
^ , ß 2 [z,z']; t— ^л а ,  в;, és

^ ^ [ Z j Z ' ] ^ “ ^ 1 Mj ræ[z, Z ']a* ßjZ ̂

h r  n,&')
2 2

Most indukcióval bebizonyítjuk, hogy tetszőleges
w=a,...a GZ* szóra:1 n

<6 .1 2 .3>
( Z ,ű, oJ 1

J s

rLéteznek olyan
a ,Z'), n J  о >— 1  Г З , А , В ' к = Н

j  *7 • • • 2л
0  J  i

e z ?
n  1

szavak,
amelyekre

• • ■ i « . , - - • Г  2/2 CL 1 U , t « О 1 1 . a  u  
n  n л  о

a , B J

. a  u ,  Z  ' J a . В  'o l l r. n 0  M 2

A w=a€l esetben az állitás a <6.12.1> és <6.12.2> állítá
sokból adódik.
Теауük fel, hogy az állitás minden wGl* n hosszúságú szó
ra már igaz, és foglalkozzunk tetszőleges w=a^ . a^aGZ*
szóval.
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Legyen Г Z^Uj .. .â a, Z'q) \— Га,а,а'2 \— ^ rß,A,ß'J, 
ahol аёТ+, а ' в Т ,+, В6»Г ß'er'*.
Először az indukciós feltevés szerint kapjuk:

( Z ,a,..,a , Z ' 2 у7 V7 *n* Га, Х,а'^= Г==>.
Léteznek olyan и GZ*о 1 n 1
szavak, amelyekre
(u a nu n. . . a u . Z )  i— -  o i l  n n о M

м и  а,и-...a и , Z '2 h o 1 1 n n3 о Mr

( A, a/*
Г A,a ') .

A folytatásban egyszer-egyszer használjuk a <6.12.1> és 
<6 .1 2 .2 > állításokat úgy, hogy

Га, а, а ' )
сr e , x , ß  ч  < —
Létezik két u,uGZ* szó,
Г um, aj 1— ^ ГА, ßj
( u a u j o . 1) I— ^  ГА, ß 'j

amelyekre.

Most vegyük: u^=u^u, és beláttuk az állitás érvényességét. 
A <6.12.3> állításból könnyen kapjuk, hogy tetszőleges
w=a^...a GZ* szóra:1 n

a,. . .a GL(M) sm 1 n (Z , a .a }Z ') *
n3 о M

ç Léteznek olyan u ,O u
\ amelyekre
1 (u ... a и ,Z )I o i l n n3 O
^ (u .. . a и ,Z ' ) yo i l n nJ O

г Léteznek и ,Ujj • • •j г
i lyekre
l.u a ,. . .o i l а и n Gn L( MV

a , a , a ;.

M2

i GZ* n 1 ■

га,a, a; 
га,а, a;
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Végül, a következő módon definiáljuk a h homomorfizmust :

1/ h ( X ) = X.
2 / ra ha aGZ

h ( a ) -
l ha aGZ 2

3/ Tetszőleges W1>W2GZ* szavakra: h ) = h (ŵ  ) h (ŵ  ) .
Ekkor a h(L (M j)f\L(M ̂) ) elemei pontosan az L(M)~ beli szavak 
lesznek, azaz L(M)í\h(L(M 1)=L(M ) .

Ezzel a tétel bizonyítását befejeztük.
A 4.3-, 6.9- és 6.12 Tételekből nyilván adódik a követ

kező tétel.

6.13. Tétel Bármely edo-tipusu L nyelvhez megadható olyan h 
homorfizmus és két ed2-tipusu L L nyelv, amelyekre L=h ( L J)L ) .1 О 1 Cj
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