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BEVEZETES

A formdlis nyelvek elmélete a szamitastudomény egyik
legfontosabb témakdre. Az Otvenes évek végén vezette be
Chomsky a formdlis grammatika fogalmat, s az azéta el-
telt alig husz esztendd alatt a formdlis nyelvek a szami-
tadstechnika csaknem minden teriiletén nélkiilézhetetlen esz-
kbz8kké valtak. A géptdl fiiggetlen programozasi nyelvek
gyors elterjedése és a szintaktikusan vezérelt forditd-
programok sikeres alkalmazdsa hamar megmutatta ennek az
elméletnek a gyakorlati jelentdségét., A formadlis nyelve-
ket kétféle eszkdzzel fogalmazhatjuk, generativ grammati-
kakkal vagy elfogadé'. automatdkkal. A generativ gramma-
tikdk a nyelv definicidjat a generdlas oldalardl, tehat a
szintézis oldalardl k&zelitik meg. Ezzel szemben az auto-
matdkat inkabb analitikus eszk&zként haszndljuk. A forma-
lis nyelvek szintaktikus elemzése elméletének alapvetd e-
redménye a determinisztikus nyelvek fogalmédnak kialakita-
sa, és ezek elemzésének megoldasa, melyre 1965-ben keriilt
sor. A fogalom automata-elméleti definicidéja Ginsburgtdl
és Greibacht6l szarmazik [1966], a generativ oldalrél va-
16 megkdzelités és a megfeleld elemzési eljaras kidolgoza-
sa pedig Knuth érdeme [1965]- Knuth LR(K)-elemzGjénél ked-
vezdbben Harrison és Havel f1973] vezette be a strict-de-
terminisztikus nyelvek fogalmat. E nyelvosztaly az LR(K)-
tipusd nyelvek olyan halmaza, amely a prefix-mentes tulaj-
donsédgot tartija dgy, hogy tetszdleges (x,y) szOpar esetén
ha az x és xy szavak egylitt beletartoznak egy stict-deter-
minisztikus nyelvbe, akkor y sziikségképpen az iires szé. A
determinisztikus automat&k oldaldrdél Hopcorft [1966] és
Friedman [1977] az egyszé}ﬁ gépeket definialta, de ezek al-
tal elfogadott nyelvek osztalya csak valdodi része a prefix-
nentes determinisztikus 2-tipusu (context-free) nyelv-

osztalynak.



Tanulmanyom ezekhez a problémakhoz kapcsolddik és azt
igyeksziink megmutatni, hogy létezik a determinisztikus au-
tomatak egy olyan hierarchiaja, amely pontosan a prefix-men-
tes determinisztikus Chomsky—féle nyelvosztalyok hierarchia-
janak felel meg. A bevezetésen kiviil értekezésem hat fejezet-
b8l a4l1l1, s mindvéqgig csak determinisztikus automatédkkal és

prefix-mentes nyelvekkel fogunk foglalkozni.

Az 1. fejezetben elBkésziiletként a determinisztikus au-
tomaték és Chomsky-féle nyelvek egymashoz vald viszonyat is-
mertetjiik anélkiil, hogy a kozd&lt tartalmazasi, illetve gene-

ralasi Osszefiliggések bizonyitasadra kitérnénk.

A 2, fejezetben a prefix-mentes nyelvekkel foglalkozunk.
Az alapvetd definicidk megfogalmazasa mellett megvizsgaljuk
a prefix-mentes nyelvosztalynak az ismert milveletekre vonat-
koz6 zartsadgait, valamint néhany uj miiveletet targyalunk, a-

melyek a prefix-mentes tulajdonsdgot tartjak is.

A tovabbi négy fejezetben a prefix-mentes determiniszti-
kus Chomsky-féle nyelvosztalyokat targyaljuk. Mindenekeldtt
a determinisztikus automatédk egyes specialis osztalyaival
foglalkozunk, amelyeket egyszerl determinisztikus géposzta-
lyoknak neveziink (egyszerii determinisztikus véges géposztaly,
pushdown =-géposztaly, linedrisan korlatolt géposztaly,
Turing-géposztaly). E gépek legfontosabb vonadsa az, hogy a
gép egy bemend sz6 elfogaddsa utan régtdn megall, ami azt
jelenti, hogy az elfogadott nyelv prefix-mentes. F& eredmény-
nek tekinthetjiik mind a négy fejezetben azokat a feltételeket,
amelyek megmutatjak, hogy az egyszerii determinisztikus géposz-
talyok pontosan a megfeleid prefix-mentes determinisztikus
Chomsky-féle nyelvosztadlyokat fogadjak el. Targyaljuk az egy-
szerli determinisztikus gépek osztalyozasat, és a vizsgalat
soran ismertetjiik a Friedman altal adott egyszeri gépek sze-
repét, valamint az egyszeri kétszalagos gépek szerepét, amely

az egyszerii gép egy szalagrdl kétszalagra vald kiterjesztése,



és az egyszeril determinisztikus Turing-géppel egyezik meg.
Természetesen vizsgdljuk az elfogadott nyelvosztalyok zart-
sagait is.

Befejezésill ezen a helyen szeretnénk hdlas k&szdnetet
mondani aspiransvezetdmnek, DR. Demetrovics Janosnak munkam
sordn nyujtott hatdsos segitségéért és értékes tanécsaiért.
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1., Fejezet

CHOMSKY-FELE NYELVOSZTALYOK ES DETERMINISZTIKUS AUTOMATAK

Ebben a fejezetben determinisztikus automatak kiildnbo-
z6 fajtait, és azoknak a Chomsky-féle nyelvosztalyokhoz vald
viszonyat targvaljuk. ElGsz6r atnézziikk formalis nyelvek és
Chomsky-féle nyelvosztalyok definicidjat, majd ismertetjik a
determinisztikus automatdk alapfogalmait, s bizonyitds nélkiil
k6z81ljlilk a tovdbbiakban sziikséges eredményeket. Itt érdemes
emlitenniink, hogy e fejezetben fdként Davis ([4]-1958), Gécseg-
Pedk ([6]-1972), Ginsburg ([7]-1966 és [9]-1968), Hopcroft-
Ullman ([12]-1969), Révész ([23]-1979) , Salomaa ([24]-1969
és [25]-1973) kényveire tamaszkodunk, pontosabban a deter-
minisztikus véges automatakat Gécség-Peék, Révész kdnyvei a-
lapjan, a determinisztikus pushdown-automatdkat Ginsburg
konyvei és Ginsburg-Greibach ([8]-1966) cikke alapjan, a de-
terminisztikus linedrisan korlatolt automatdkat Salomaa kdny-
vei alapjdn, a determinisztikus Turing-gépeket pedig Davis,

Hopcroft-Ullman kényvei alapjan targyaljuk.
1.1 Alapfogalmak és jeldlések

TetszOleges jeleknek egy véges, nemiires halmazat véges
dbécének nevezziik, és I-val szokas jeldlni. A I elemeibdl al-
16 jelsorozatokat szavaknak mondjuk, s I elemeibdl alld sza-
vak Osszességét I¥*-gal jeldljlik. A I¥* elemének tekintjiik az
un. lires szét is, melyet A-val jeldliiitk, s amely egyetlen je-

let sem tartalmaz.



Két I*-beli szbdénak a concatendciéjan (vagy szorzatan)
értjiik azt a I¥*-beli szét, amely az adott két szbénak egymés
utan vald leirasabol addédik. Egy x szd tiikdrképén értjiik azt
a sz6t, amely az z sz0 jeleinek forditott sorrendben vald le-
irasabol adodik. Jelsljik ezt z'-rel, tehat, ha z=a,a,...a,
akkor xR=an...a2a1.

Egy x sz0 hosszan értjiik az x sz6 jeleinek a szamat, s
|x|-el jeldljiik. Eszerint: |X|=0, |xy|=|x|+|y| tetszBleges
x és y szavakra. Egy x szd6t az y sz6 részszavanak mondunk,
ha léteznek olyan z

x, szavak, amelyekkel az y=x,xx, egyen-

1® ™3

16ség fennall. Amennyiben x_ =)\ és xZ#x, akkor x az y valéddi

elejét képezi, és ezt igy jéléljﬁk: x<y.

A szavaknak egy tetszdleges halmazat nyelvnek nevezziik,
és altalaban L-lel jel&6ljiik. Az ilires nyelvet, vagyis azt a
nyelvet, amelynek egyetlen szava sincs, az lires halmazt je-
lentd @ szimbdélummal jeldljiik. Az {ires nyelv nem tévesztendd
bssze a {A} nyelvvel, amely egyediil az ilires szdét tartalmazza,
mig a ¢ nyelv semmilyen szét sem tartalmaz. A I*-{A} szbhal-
mazt £'-szal jeldljik.

1.2 Nyelvekre értelmezett miveletek

Legyenek adva L, LJ és L2 nyelvek. A 1.y:lvekre mint szd-

halmazokra kozvetleniil értelmezhetdk a halmazelméleti alap-

miveletek:

LVL, = {w/wGLl vagy wGLZ},
LJHLZ = {w/wGLJ és uGLZ},
L,~L, = {w/wGLJ és wﬁLz},

L = I¥%-L, ahol L C L*.



A concatenacid és tikrdzés miiveleteit is kiterjeszthetjiik

nyelvekre:

L,L, = {wlwg/wleLl és w2€L2},
B = ofwery.
Definialjuk még az L, nyelvnek L,-re vonatkoz6 bal és jobb

hanyadosait, amelyeket az Lf\Lz és LJ/LZ szimbdélumokkal je-
1815tk :

LNL, {w / van olyan wZGLl:wleLZ}

LJ/LZ = {w / van olyan w2€L2:ww2€L1}
A szobhalmazokra értelmezhetd milveletek k&zdtt fontos szere-
pet jatszik még a homomorfizmus, amely a concatendcid miive-

letére nézve miivelettartd.

1.1 Definicidé. Legyen adva két véges abécé I

7 és 22. A E?
halmaznak a Zgéaa vald h leképezését homomorfizmusnak nevez-

ziik, ha rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

1/ A leképezés egyértelmii, azaz minden w162§ szbhoz e-
gyetlen h(wZ)GZ? sz6 tartozik.
2/ A leképezés miivelettartd, azaz tetszSleges z,y6r¥

1
szavakra h(zy)=h(x)h(y).

Egy 4 homomorfizmust A-mentesnek nevezlink, ha A(w)#)\ vala-
hanyszor w#). Amennyiben %4(x)=) minden w szdéra, akkor azt
mondjuk, hogy a 2 homomorfizmus trivialis (vagy a nullhomo-

morfizmus).



1.3 Chomsky-féle nyelvosztdlyok

1.2 Definiciéb.

a/ Egy G generativ grammatikdn a kdvetkezd rendezett
négyest értijik: G=(VN,VT,S,F), ahol Vy és VT diszjunkt vé-
ges abéceé, SGVN, az F pedig olyan rendezett (P,Q) szdparok-
nak egy véges halmaza, amelyekre P,QG(VNUVT)* és P legaléabb
egy VN-beli jelet tartalmaz. A VN és VT elemeit nemtermina-
lisnak illetve termindlisnak szokds nevezni. Az F elemeit
képezd (P,Q) rendezett parokat szabdlyoknak nevezziik és al-
taldban P»@Q alakban irjuk, ahol persze kik&tjiik, hogy a -
jel nem szerepel sem a VN—ben sem a VT-ben. Az S kitlintetett
-nemtermindlis jel, amely a G grammatikaban a generalas kezdd

eleme.

b/ A kbvetkezd mbédon definidljuk az X,YG(VNUVT)* sza-

vakra vonatkozé-—aﬁ relaciot:

Van olyan (P, Q)€6F szabaly, és
" %
X-E*Y > PPPZG(VNUVT) szavak, amelyekre

X=P1PP2 es Y=P1QP2.

ate
w

Legyen a == relacidé a T— relacidénak a reflexiv és tranzi-

tiv lezardsa. Végil, a G grammatika &ltal generalt nyelv a

kdvetkezd:

r(c) = {wevy / S=G———:‘> w}

A grammatika és az altala generalt nyelv definicidja sze-
rint minden grammatikahoz egy egyértelmiien meghatarozott nyelv
tartozik, de megforditva, egy nyelvet nemcsak egyetlen gram-

matikaval generalhatunk.



1.3 Definicid. Két grammatikat ekvivalensnek nevezilink, ha

ugyanazt a nyelvet generaljék.

Ezzel a fogalommal a klilénb6z® grammatikakat bizonyos
formai tulajdonsagok alapjan osztalyokba soroljuk. Az osz-
tadlyozas alapjat a szabalyok alakjara vonatkozd kik&tések
képezik abban a hierarchiaban, amelyet az elmélet egyik
megalapozdja N.Chomsky vezetett be, s amelyet alabb ismer-

tetiink.

1.4 Definicidé. A G=(VN,VT,S,F) grammatikat i—tipusdhak ne-

vezziik, ha az aldbbi kikOtések ko&ziil az 7-edik teljesiil:

7=0/ Nincs semmilyen kikotés.
7=1/ Az F minden szabalya PZAP2+P1PP2 alakﬁz ahol
P,PZ,PZG(VNUVT)*, AgV, és P#)\, kivéve esetleg
az S-)\ szabalyt, amely viszont csak Jéy szere-
pel az F-ben, ha az S nem fordul eld semelyik
szabalynak a jobb oldaléan.
7=2/ Az F minden szabalya A-+P alakd, ahol
a) *
A8V, PE(VUV,) *. )
=3/ Az F minden szabalya A-»PB vagy A-+P alaku, ahol
A,BEV,, PEVE.
Az 7=0,1,2,3 értékek esetén i-tipusunak mondunk egy
nyelvet, ha van olvan i-tipusy grammatika, amely azt gene-

ralja. Az i-tipusd nyelvek osztélyét..%-vel jeldljik.

1.1 Megjegyzés: A definiciodbdl régtdn belathatéd, hogy min-

den 3—tipusﬁ grammatika egyben 2-tipusﬁ, és minden 1-tipusﬁ
egyben O-tipusd is, csak a 2-tipusu és az l-tipusu grammati-
kadk kozo6tt nem latszik egyértelmiinek a viszony, éspedig‘az
iilres széval kapcsolatos kdariilményes megszoritasok miatt. Ezt

az akadalyt kdnnyen IkikiiszébSlhetjik, ha hasznaljuk a A-mentes



grammatika definicidéjat. Tehat, kapjuk:

LslstsY

L Bk Uk G

ahol a tartalmazasok mindenilitt valdédi részeket jelentenek.
1.4 Determinisztikus véges automatdk

A véges automatadknak igen kiterjedt elmélete van, és en-
nek az elméletnek szamos gyakorlati alkalmazasa. Ebb&l az el-
méletbdl csak a formalis nyelvekkel kapcsolatos alapvetd &sz-

szefliggéseket ismertetjilik.

1.5 Definicid.

a/ Egy determinisztikus véges automatan (rdv. DV- auto-
matén) az M=(K,Z,6,q0,H) rendezett 6tOst értjik, ahol

K egy véges halmaz; az allapothalmaz,

L egy véges abécé; a bemend abéceé,

qOGK; a kezdd allapot,

H<K; a végallapotok halmaza,

§ a KXI halmaznak K-ba vald leképezése; az atmenetfiigg-

vény.

b/ Adott M DV-automatanak egy konfiguracidjan értjiikk azt
a qw szb6t, amelyre g6K és wé€i¥,
A kovetkezd mdédon definialjuk a konfiguracidkra vonatkozb
% relaciot:

Qaw — pw<?==$6(q{a)=p,

ahol q,péK, afl, wér¥,



Legyen r——ﬁ relacid az — relacidé tranzitiv lezaréasa.

Végiil, az M DV-automata altal elfogadott nyelv a kdvetkezd:
L(M)={w6s* / qu "'T4 p, ahol péH}

1.2 Megjegyzés: Ha a § atmenetfliggvény nem egyértelmii, az-

az a KXI halmaz elemeihez a K-nak nem egy-egy elemét, hanem
egy-egy részhalmazat rendeli hozza, akkor azt mondjuk, hogy

az M véges automata nemdeterminisztikus.

1.1 Tétel. TetszOleges [ nyelvre a kbvetkezd hdrom allitas

egymassal ekvivalens:

1/ Az [ nyelv 3-tipusd.
2/ L=L(M), ahol M egy nemdeterminisztikus véges auto-
mata.

3/ L=L(M'), ahol M' egy determinisztikus véges automata.

1.3 Megjegyzés: Itt érdemes megfigyelniink, hogy ennek a té-
telnek a teljes bdvitése a [25]-ben levd II.5.6. tétel, a-
melyben lathaté egy 3-tipusu nyelvnek egyik ekvivalens fel-

tétele, hogy a nyelven értelmezett "ekvivalens" reldcid osz-
talyainak a szama véges. Ezt a feltételt szoktak hasznalni
egy nyelv 3-tipusud tulajdonsadganak vizsgdlatdra, példaul
kénnyli beldtnunk, hogy L={anbn/n31} nem 3-tipusu, mivel az

L nyelvnél nem teljesiil a fenti feltétel.

1.2 Tétel. Az 1% nyelvosztaly zart a concatenacid, az u-

nié, a metszet, é&s a komplemensképzés miiveletére nézve.

Korollarium. Ha L,,L,6 1%1 akkor LJ—LZGIE.

1.3 Tétel. Az 1% nyelvosztaly zart a homomorfizmusra nézve.



1.5 Determinisztikus pushdown-automatadk

A 2-tipusd nyelvek elméletének részletesebb kifejtése
talalhatd Ginsburg kényveiben, kiiléndsen Ginsburg-Greibach
cikkében lathatjuk a determinisztikus pushdown-automatékra

(veremautomatdkra) vonatkozd szép és értékes eredményeket.

1.6 Definicibd.

a/ Egy determinisztikus pushdown-automatan (r&v. DP-
automatén) az M=(K,er,6,qo,go,H) rendezett hetest értjik,
ahol

K az allapothalmaz,

I a bemend abécé,

I' a pushdown-abécé,

qOGK a kezdd allapot,

zOGT a kezdd pushdown-jel,

§ Aatmenetfiiggvény a KX(IU{)})XT halmaznak XXI'*-ba vald

egy leképezése, amelyre teljesililnek a kdvetkezd felté-

telek: tetszdleges gfK, z€T kettesre,
vagy i/ S8(g,),z) pontosan egy elemet tartalmaz, és
§(q,a,2) nem definidlt semmilyen a€I-ra;
vagy ii/ 8(q,),z) nem definidlt, és minden a€l-ra
§(qg,a,2) pontosan egy elemet tartalmaz.

b/ Adott M DP-automatdnak egy konfiguracidéjan értjiik azt
a (q,w,0) harmast, amelyre g6K, wfi¥, a6l%, '

A kdvetkezd mddon definidljuk a konfiguracidkra vonatkozd
— relaciodt:

(q,aw,0z) T (p,w;aB)é==# §(q,a,2)=(p,B),

ahol q,p6K, a6iV{\}, wé€i®, z6T,0,Ber™



Legyen 3 relacid az — reldcid tranzitiv lezaréasa. Vé-

giil, az M DP-automata altal elfogadott nyelv a k&vetkezd:

L(M)={w6T*/ (q ,v,2, ) vV (p,),a), ahol peH,u6T*}

Egy L nyelvet akkor neveziink determinisztikus 2-tipusunak
(rév. d2-tipusunak), ha létezik olyan M DP-automata, amely-
re L=L(M). 1az—vel jelsdljik a d2—tipusﬁ nyelvek osztalyat.

1.4 Megjegyzés: Ha nincs semmilyen kik&étés a 6§ atmenetfiigg-

vénynél, azaz § a KX(ZVU{A})XT halmaznak KXI'*-ra vald egy tet-
szbleges leképezése, akkor azt mondjuk, hogy az M pushdown-~

automata nemdeterminisztikus.

1.4. Tétel. Legyen I egy véges abécé, és L C ¥,

Az L nyelv akkor és csak akkor 2-tipusﬁ, ha létezik olyan ¥

pushdown-automata, amelyre L=L(M).

1.5 Tétel. Legyen f={a,b}, akkor L={wwR/w€Z*} nyelv 2-tipusdy,

de nem d2-tipusu, azaz az 1&2 nyelvosztaly valdodi része az

12 nyelvosztalynak.

1.6 Tétel. Legyen I egy véges abécé, és cél.

L € (Z-{e})* nyelv akkor és csak akkor d2-tipusud, ha az
1,=L-{c} nyelv d2-tipusd.

1.7 Tétel. Ha L6 1, és L'6 13, akkor LUL', LAL', L-I' nyel-

vek d2—tipusﬁak.

1.8 Tétel. (Bar-Hill lemma)
Barmely [ 2—tipusﬁ nyelvhez megadhatdo két természetes

szam, p és q dgy, hogy minden P6L szé, amelyre |P|>p, fel-



irhaté P=UXWYV alakban olyan modon, hogy |XWY|<q, XY#\ és
minden Z>0 egész szamra ux*® WY VéL.

Korollarium. Az {anbncn/nil} és {anbncnz/nzl} nyelvek nem

tartoznak bele az i; nyelvosztalyba.
1.6 Determinisztikus linedrisan korldatol+ automatdk

Ebben a szakaszban Myhill ([16]-1960) és Salomaa
([25]-1973) kdnyvei alapjan targyaljuk a determinisztikus li-
nedrisan korlatolt automatak alapfogalmait, de mondhatd, hogy
a determinisztikus linearisan korlatolt automatakkal kapcso-
.latban viszonylag kevés eredmény ismeretes, s mindmaig nyi-
tott kérdés viszont az, hogy a determinisztikus linearisan
korlatolt automata egyenértékil-e a nemdeterminisztikus val-
tozattal.

1.7 Definiciéd.

a/ Egy determinisztikus linedrisan korlatolt automatéan

(r6év. DLK-automatan) az M=(F,K,6,qo,H) rendezett Otost ért-

jik, ahol
F a szalagéabéceé,
.4 az allapothalmaz,

q,6K a kezdd allapot,

H c Ka végallapotok halmaza,

$ atmenetfliiggvény pedig a KXI' halmaznak

KX(TU{R,L}) halmazba vald egy leképezése, amelyre telje-
slil a kdvetkezd feltétel: tetszdleges ¢fK, zEl kettesre

§(q,2)' pontosan egy elemet tartalmaz.
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b/ Adott M DLK-automatanak egy konfigurdcidjdn értjiik

azt a w,qu sz6t, amelyre q€K, wl,wZGF* és wlwg#k. A kovet-

2

kezd médon definidljuk a konfiguracidkra vonatkozd —y Ye-

laciot:

17 WG 5 Y W PYW e §(q,x)=(p,y),

2/ W, qrw , wlxpw2¢-=» §(qyx)=(pyR),

M
3/ W, YqITW 5 g wzpyxwzé—»é(q,x)=(p,L),
ahol q,p6K, x,yérT, iul,wzer*.

- Legyen h—% relécid az — relacid tranzitiv lezarasa. Végiil,
valamely I € I' halmazra az M DLK-automata altal elfogadott

nyelv a kovetkezd:

L(M)={w€2*/q0w P—% ap, ahol pE€H, aél*}

Egy L nyelvet akkor neveziink déterminisztikus 1-tipusdnak
(rov. dl—tipusﬁnak), ha létezik olyan M DLK-automata, a-
melyre L=L(M). Iél-gyel jelslijiik a dl-tipusd nyelvek osztéa-
lyat.

1.5 Megjegyzés: Ha a § atmenetfiiggvény nem egyértelmii, ,azaz
a KXT halmaz elemeihez a KX(TU{R,L})-nek nem egy-egy elemét,
hanem egy-egy részhalmazat rendeli hozz&, akkor azt mondjuk,

hogy az M lineadrisan korlatolt automata nemdeterminisztikus.

1.9 Tétel. Egy [ nyelv akkor és csak akkor l-tipusud, ha 1é-

tezik olyan M linedrisan korlatolt automata, amelyre L=L(M).
A line&risan korlatolt automatanak a Chomsky-féle nyelvosz-
talyokkal valdé kapcsolata taldlhaté Kuroda ([13]-1964) cik-
kében, amelyben a k&vetkezd,allitassal mutatta meg, hogy az

Ié nyelvosztaly valdodi része az Ial-nek.



1.10 Tétel. Barmely 2-tipusu L nyelvhez megadhatdé olyan M

DLK-automata, amelyre L=L(M).

Fontos észrevétel az 1l-tipusu nyelvosztalyrdl, hogy
az 11 nyelvosztaly csak a A-mentes homomorfizmusra nézve
zart, az altalanos homomorfizmusra pedig nem zart. A kdvet-
kezBkben ismertetjiik az Un. k-linedrisan kitdrld homomor-
fizmust (L&sd [25]-III.10.-szakasz&ban), amelyre nézve
zart az Il nyelvosztaly.

1.8 Definicid. Legyen két véges &abécé Zl és 22, L e Z;

és k valamely természetes szam. A Z; halmaznak a Z;—ba va-

16 7 homomorfizmusdt az L nyelvre vonatkozd &k-linedrisan

kitdrldnek nevezziik, ha tetszSleges wéL szdéra |w|<k.|h(w)

1.11 Tétel. Legyen [ egy nyelv és h az L[ nyelvre vonatkozd

k=linedrisan kit6rld homomorfizmus, ahol k valamely termé-
szetes szadm. A %(L) nyelv akkor és csak akkor 1-tipusd, ha

az L nyelv 1-tipusd.

Végilil, az alabbi lemmaval megmutatjuk, hogy barmely DLK-
automatat lehet olyan ekvivalens alakra hozni, amelynek
a lényeges megszoritédsa, hogy az automatéanak tetsz3leges
bemendjelet a beolvasdsa utan azonnal kell helyettesiteni
egy nem bemendjellel, és a munkaszalagra csak a riem beme-
n5jeleket lehet irni. A tovabbiakban az egyszeriiség kedvé-

ért erre az alakra szoritkozunk.

1.12 Lemma. Legyen I egy véges abécé. Barmely L c I* dl-

tipusyd nyelvhez megadhatdé olyan M'=(F',K',6',qé,H’) DLK-au-

tomata, amely rendelkezik a k&vetkezd tulajdonsagokkal:
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i/ L=L(M’).

ii/ A 6' atmenetfliggvény a K'XI'' halmaznak
K'X((T'-Z)U{R,L}) halmazra vald egy leképezése, a-
melyre teljesiil az alabbi feltétel:
tetszO8leges qFfK, afL ketteshez létezik p€K, z6T'-I
kettes déy, hogy 8'(q,a)=(p,2), azaz nincsenek
§'(q,a)=(p,R) és §'(q,a)=(p,L) alakdak.

Bizonyitas: Legyen L=L(M), ahol M=(F,K,6,qo,H) egy DLK-auto-
mata és I € I'. A kdvetkezd mdédon definidljuk az
M'=(F',K',6',qo',H') DLK-automatat:

'=TU{a’'|abr},
K '=K
=
q,=9,>
H'=H,
§ ' atmenetfliggvény pedig a koévetkezsd:

1/ TetszBleges afl, €K kettesre: §'(g,al=(q,a’).

2/ Tetszdleges x6T-L, qFfK kettesre:
a/ Ha 8(q,x)=(p,%), ahol 7Z6{R,L}, akkor &§'(q,x)=(p,%).
b/ Ha §(q,x)=(p,y), akkor &'(q,x)=(p,y), ahol

8 Y ha y6éT-IL.
= |
y'! ha y#fI.

3/ TetszOleges afL, gFK kettesre:
a/ Ha 8(q,al)=(p,Z), ahol 76{R,L}, akkor §'(g,a')=(p,%).

o

b/ Ha &8(q,a)=(p,y), akkor &'(q,a')=(p,y), ahol

n Y ha yer-IL.
= .
y' ha yé€L.
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A §' konstrukcidjabol lathatd, hogy a §' atmenetfiiggvény
az ii/ tulajdonsagnak meafelel, és az M' DLK-automata azokat

és csak azokat a wél* szavakat fogadja el, amelyeket az M DLK-
automata elfogad és megforditva. Ezzel a lemma bizonyitasat

befejeztiik.
1.7 Determinisztikus Turing-gépek

A Turing-gép defiﬁiciéjénak to6bb valtozata ismeretes,
amelyekrdl bebizonyithatd, hogy egyenértékiiek. A Turing-gé-
pek elméletének részletesebb kifejtése taldlhatd Turing
([28]-1936) cikkében, Davis ([4]-1958), Hopcroft-Ullman
([12]-1969), salomaa ([25]-1973) k&nyveiben. A Turing-gép
eredeti definicidéjaban az Un. iré-olvasé fej tetszés szerint
munkaszalagon eldre-hatra végteleniil mozoghat. Hopcroft-
Ullman pedig az egyenértékliséget bebizonyitva adta azt a de-
finicidét, amelyben a gép munkaszalagjanak bal vége rodgzitve
van, és a gép ird-olvasd fejének ezt a hatart nem lehet at-
lépni. Természetesen, balrdl jobbra megforditva kapjuk a ko&-
vetkezd definicidt, amelyet a célszeriiség kedvéért fogunk

haszndlni a tovéabbiakban.

1.9 Definicib.

a/ Egy determinisztikus Turing-gépen (rdv. DT-gépen) az
M=(K,T,Z,6,q0,H) rendezett hatost értjiik, ahol

X az allapothalmaz,

r a szalagabécé, amelynek egy specialis jelét blank-
nak nevezzilk, s B-vel szokas jeldlni,

£ ¢ (IT-{B}) a bemend &bécé,

qOGK a kezdd allapot,

H ¢ K a végallapotok halmaza,

$ adtmenetfliggvény a KXI' halmaznak KX(I'-{B})X{R,L}-be
vald egy leképezése, amelyre teljesiil a kdvetkezd
feltétel: :
tetszS8leges 6K, z6l kettesre 6(g,z) pontosan eqgy

elemet tartalmaz.
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b/ Adott M DT-gépnek egy konfiguracidéjan értjiik a w,qu,
vagy qBw alaky szbét, amelyre 6K, we(r-{B})7,
wl,wzs(r-{B})* és wle#A. A kbvetkezd médon definidljuk a
konfiguracidkra vonatkozd 5 relaciot:

i i W,qTW, g W, 3PW, ha 6(q,x)=(p,2,R),

2] W, YqaW, —p; W PYRW, ha 6(q,x)=(p,2,L),

3/ qzw, —y; pBaw, ha 6&6(q,xz)=(p,2,L),
4/ qBw vy 2pw ha &8(q,B)=(p,2,R),
5/ qBw —7 pBzaw ha &8(q,B)=(p,2z,L),

ahol q,p6K, x,y,26T-{B}, wl,wZG(F—{B})*, we(r-{8}) 7,

Legyen H—% reldcié az —; reldcid tranzitiv lezérasa. Végil,

az M DT-gép altal elfogadott nyelv a kdvetkezd:
L(M)={w€2*/qow F——% ap, ahol p6H, a€(T-{B})*},

1.6 Megjegyzés:

a/ E definicidnak a Turing-gép eredeti definicidjaval
vald egyenértékiiségét bebizonyithatjuk azzal a médszerrel,
amely a Hopcroft-Ullman altal konstrualt médszerhez altala-
ban hasonld, csak vegyik figyelembe, hogy a munkaszalag jobb
szélének B-lépéssel vald érintésével helyettesitsiik a bal
szélének B-lépéssel vald érintését; vagy masképpen, ha hasz-
naljuk a balra egy lépést végrehajtd mdédszert, amelyet Davis
[1]-ben kontrudlt, akkor bebizonyithatjuk a Hopcroft-Ullman
altal adott definicidval vald egyenértékiiségét.

b/ Ha a § atmenetfiliggvény nem egyértelmii, azaz a KXT
halmaz elemeihez a KX(F-{B})X{R,L};nek nem egy-egy elemét,
hanem egy-egy részhalmazat rendeli hozza, akkor azt mondjuk,

hogy az M Turing-gép nemdeterminisztikus.



1-13 Tétel. Tetsz®Oleges L nyelvre a kovetkezd hadrom &llitéas

egymassal ekvivalens:
1/ Az L nyelv O—tipusﬁ.
2/ L=L(M), ahol M egy nemdeterminisztikus Turing-gép.
3/ L=L(M'), ahol M'egy determinisztikus Turing-gép.

1-14 Tétel. Az 1; nyelvosztaly zart a concatenacidé, az unid

és a metszet miiveletére nézve.

Korollarium. Ha L€ j% és L'¢ I’, akkor az L-L' nyelv O-tipu-

7
Su.

1,15 Tétel. Az Io nyelvosztaly zart a homomorfizmusra nézve.

1.16 Tétel. Legyen I={a,b}, akkor van olyan [ C I* 0-tipusu

nyelv, amely nem tartozik bele az Il nyelvosztalyba. Véqiil,
az 1l,12-lemmédhoz hasonld jelentéssel bebizonyitjuk a kdvet-
kez6 allitast.

1.17 Lemma. Legyen I egy véges abécé. Barmely L < I* 0-ti-

pusu nyelvhez megadhatdé olyan M'=(K',T',1,8',q),H") DT-gép,
amelyre L=L(M') és a §' Atmenetfiiggvény rendelkezik a ko&-
vetkezd tulajdonsaggal:
Ha §'(gq,xz)=(p,2,7), akkor 2ZéTr-r-{B}, ahol
q,p6K, x6I, Z6{R,L}.

Bizonyitds: Az 1.13 Tétel értelmében feltehetjiik, hogy
L=L(M), ahol M=(K,F,Z,6,qO,H) egy DT-gép. A koOvetkezd mddon
definidljuk az M'=(K’,F’,Z,6',qé,H') DT-gépet:
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K'=K,

r'=rV{a’'/abi},

9,54,

H'=H,

a §' atmenetfilggvény a kdvetkezd:

1/ TetszOleges g6K, x6l kettesre:
Ha 8(q,x)=(p,2,%7), akkor §&'(q,x)=(p,Z,%), ahol
p6K, 26T-{B}, i6{R,L}, és

_ iz ha 26T-L-{B}
VA
Lz'" ha 1z6I

2/ Tetszbleges ¢6K, afl kettesre: §'(q,a')=8"'(q,a)

A §' konstrukcidjabol lathatd, hogy a &' atmenetfiligg-
vény a lemma feltételének megfelel, és az M' DT-gép azokat
és csak azokat a wéI* szavakat fogadja el, amelyeket az M
DT-gép elfogad és megforditva. Ezzel a lemma bizonyitaséat
befejeztiik.



2. Fejezet

PREFIX-MENTES NYELVEK

Ebben a fejezetben foglalkozunk a formdlis nyelv egy
specidlis osztalyaval, amelyet prefix-mentesnek neveziink.
A prefix-mentes tulajdonsdgot ugy érthetjiik, hogy egy L
nyelvet akkor nevezlink prefix-mentesnek, ha a nyelv tetszo-
leges szavanak semmilven valddi eleje sem tartozik bele ma-
gaba az L nyelvbe. Megvizsgaljuk a prefix-mentes nyelvosz-
télynak az ismert miiveletekre vonatkozd zartsagat, valamint
*adunk néhany dj miveletet, amelyek a prefix-mentes tulajdon-

sagot tartjak.

2.1 Definicibé. Egy L nyelvet akkor neveziink prefix-mentes-

nek, ha tetszdleges (x,y) szOpar esetén az xfL és xyfL fel-

tételekbdl ko&vetkezik, hogy y szlikségképpen az lires szdé.

Megdllapodds. A definicidban nyilvanvaldnak tekintjiik azt,

hogy az L nyelv nem lires. A teljességért megallapitjuk,

hogy a ® nyelv prefix-mentes is.

A prefix-mentes nyelvek osztalyat ip—vel jeldljik. A de-
finicidé alapjan konnyl beldtnunk: egy L nyelv, amely a A -
res szb6t is tartalmazza, akkor és csak akkor prefix—mentes
ha L={)}.

2.1 Tétel. Az Ip nyelvosztaly zart a concatendcid és met-

szet miiveletére nézve.
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Nz két prefix-mentes nyelv. Az altala-

nossidg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy Ll#{x}, L2¢{A}.

Bizonyitas. Legyen [

Az nyilvanvald, hogy az Ll
Lian c L (és még Llan o L2).
Most bebizonyitjuk: L L,6 Zp

nL2 nyelv prefix-mentes, mivel

Legyenek x és y tetszOleges szavak, amelyekre x€L,L,
P Az LZ és L2
xGL1L2 feltételbdl kdvetkezik: létezik pontosan egy (ul,ug)
szdépar, amelyre “16L1’~u26L2 €s T=uU U,.

Hasonldban az xy€L L, feltételbdl kbvetkezik: létezik

pontosan egy (vi,vz) sz6par, amelyre UZGLZ’ v2€L2 &s zy=v,v,.

és xyGLlL prefix-mentes tulajdonsaga miatt az

Az most is nyilvanvald, hogy u1=v1,mive1 maskiilénben v, az

u_-nek valédi eleje lenne, vagy megforditva, amig mindkettd

1

szd egyiitt beletartozik az L, nyelvbe, ami szintén ellentmon-

1
das. Ebbdl nyilvan V,oSUoy is adoédik. Mivel Lze 1% es u2€L2,
V,6L g,
lenti, hogy L,L,& 1%. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

- azért y sziikségképpen az lires sz6, ami éppen azt je-

2.2 Tétel. Ha L nyelv prefix-mentes, akkor az I nyelv kivezet

az 1? nyelvosztalybdl, s ezért az ip nyelvosztaly nem zart

a komplemensképzés miiveletére nézve.

Bizonyitas. Legyen L& I . Az &ltaladnossdg megszoritdsa, nél-
kiil feltehetjiik, hoay L#{)}. Ekkor van olyan ngmﬁres x 826,
amelyre x6L. Masrészt az L[ prefix-mentes tulajdonsaga miatt
nyilvan zx¢L, xxxgbadddik, vagyiszxz€l és xxx6L, amely mutat-

ja, hogy az I nyelv nem prefix-mentes.

2.3 Tétel. Az 1% nyelvosztaly nem zart az unidra nézve.
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Bizonyitds. A tétel bizonyitdsihoz elegendd, hogy megadjunk
két olyan prefix-mentes nyelvet, amelyeknek az unidéja nem
tartozik bele az Ip nyelvosztalyba.

Tekintsiikk az L1={anb/n30} és L2={b"a/nzl} nyelveket.
Kdnnyen belathatd, hogy ezek prefix-mentesek, viszont az
LJUL2={anb/n30}lJ{bna/nil} nyelv mdr nem prefix-mentes.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

E tétel mellett k¥nnyil beldtnunk, hogy két prefix-men-
tes nyelv unidja akkor és csak akkor prefix-mentes, ha az e-
gyik nyelv tetszOleges szavanak semmilyen valédi eleje sem
tartozik bele a masikba, és megforditva. Ebbdl felvetddik a
kérdés, hogy lehetne a fenti feltételt vizsgdlni, és ennek
alapjan definidlnank olyan miiveletet, amely nemcsak az unié-
hoz hasonld, hanem tartja a prefix-mentes tulajdonsagot is,
Ezzel a céllal bevezetjllk az alabbi definiciédt.

2.2 Definicidé. Legyen I egy véges, nemilres abécé, és

LZ,LZEZ* két nyelv,

a/ A kbvetkezd médon definidljuk az LJ nyelvnek [ _-re

vonatkozd prefix-mentes differenciajat (jelben

2
LJPLZ):

LlpL2==IyGL1/ Ha z<y, akkor xﬂLz}.

b/ Definidljuk tovabba az L, és LZ prefix-mentes unid-

jat (jelben LzupLZ) déy, hogy

- LyU,Ly=(LpL,)U(LypL ).

A definicidbo6l kdnnyen belathatd:

LZUpL2=L1UL2-{yJGL1/ van olyan x<y1:xGL2}

—{y2GL2/ van olyan m<y2:xGL1}.
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A kdvetkezd allitassal megmutatjuk, hogy a fenti miive-
letek érvényesek az Ip nyelvosztalyra.

2.4 Tétel. Ha L,,L,6 Ip, akkor L;pLy, LjU,L4# Zp is,

Bizonyitds. Legyen Lz’Lz két prefix-mentes nyelv. Ekkor
nyilvén I,pL,, L,pL,6 1& adédik, mivel L,pL, € L, &s
L2pL1 — L2.

Most azt kell bizonyitanunk, hogy az L.U_L, nyelv

y 1°p 2
prefix-mentes. Legyenek x és y tetszdleges szavak, amelyek-
lupLZ' Mivel LIUpL2= (LJPLZ)U(L2PL1)

és az Ll és L, szereplései egymassal egyenértékiiek, azért

feltehetjilik: xGLlpLgs{uGLz/ ha v<u, akkor vtbz}. Megkiildn-
bdztetiink két esetet: «

re xGLZUpL2 és xyfL

a.\eset: xyGLlpLz.

Ekkor kénnyen belathatdé, hogy mind az z, zy szd bele-
tartozik a prefix-mentes L1 nyelvbe. Eszerint y=) adédik.

b. eset: xyeszLl.
Ebben az esetben nyilvanvald, hogy y szd szilkségképpen

7 defi-
nicidéja szerint nyilvan xﬂLl, ami szintén ellentmondés.

az lres sz6. Ha ugyanis nem igy volna, akkor az szL

Mindkét esetben megmutattuk, hogy tetszOleges (z,y) szdpar

esetén az x9L1UpLg és xyGLZUpL feltételekbdl kévetkezik,

hogy y=), azaz LJUpng Ip'

2

Még érdemes észrevenni az L., nyelvnek L_-re vonatkozd

1 2
prefix-mentes differenciajarél, hogy .ha a szd valéddi elejét

jelentd < szimbdélumot helyettesitjlik az egyenldség szimbd-

lumaval, akkor megkapjuk az L, nyelvnek Lz-re vonatkozé dif-

1
ferenciajat, amely természetesen értelmezhetd a prefix-men-

tes nyelvekre.



_30-

2.5 _Tétel. Ha L,,L,6 1%, akkor L -L,6 1;.

Bizonyitds. Az L. -L,C L

17Ly tartalmazasbdl adddik.

1
2.6 Tétel. Az Ip nyelvosztdly nem zart a bal &s jobb hdnya-

dosra nézve.

Bizonyitas. A tétel bizohyitéséhoz.elegend6, hogy megadjunk
két ‘olyan prefix-mentes nyelvet, amelyeknek a bal hényadosa
(és kiildnben a jobb hanyados részére) kivezet az 1; nyelvosz-
talybol.

Eldsz8r, a bal hadnyados részére megadjuk a k&vetkezd két
nyelvet:

L1={ab,bb} és L2={abbb,bbb}.

Konnyen belathatd, hogy ezek prefix-mentesek, viszont az
LJ\L2={w/ van olyan wJGLl:w1w6L2}={bb,b} nyelv mir nem pre-
fix-mentes.

A jobb hanyados részére.pedig tekintsiikk az alabbi prefix-

mentes nyelveket:

L;={a"bb/n31} és  L}={bb}.
A o ¢ n
Ekkor nyilvan az Li/Lé={w/van olyan w26L2:ww29L}}={a /n>1}
nyelv nem prefix-mentes. Ezzel a tétel bizonyitasat befejez-
tilk,

2.7 Tétel. Az 'IP nyelvosztaly nem zart a homomorfizmusra

nézve.
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Bizonyitds. A tétel bizonyitdsanadl sokkal erdsebben megmutat-
juk, hogy van olyan L prefix-mentes nyelv é&s \A-mentes homo-
morfizmus, amelyekre a A(L) nyelv nem prefix-mentes.

Definidljuk most az L nyelvet és a % homomorfizmust a
kbvetkezdképpen:

% ={anb/n30},

h homomorfizmus a k&vetkezd:
1/ A(X)=X,
2/ h(a)=ba,
3/ h(b)=b.

Vilagos, hogy a h(L)={b}L){(ba)mb/m31} nyelv nem prefix-
mentes, :

Az aladbbi részben foglalkozunk a homomorfizmusok egy
specialis osztalyaval, amely a prefix-mentes tulajdonségot
tartja.

2.3 Definicid. Legyen adva két véges ébécé'Zi és Iy A Z;

halmaznak a Z;-ba vald egy 2 homomorfizmusat prefix-mentes-

nek nevezzilkk, ha rendelkezik a kdvetkezd tulajdonséaggal:

tetszOleges x,yGZf szavakra h(x)<h(y)=—b x<y,

A prefix-mentes homomorfizmusokbdél a trivialis homb-
- morfizmusokat hagyjuk el, akkor  kapjuk a kdvetkezd &allitéast.

2.8 Tétel. Legyen adva két véges abécé I _  illetve 22 és

1

h:Z; > 25 egy nemtrividlis homomorfizmus.

Ha a 7 homomorfizmus prefix-mentes, akkor A-mentes is.

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd,
hogy a 21 ibécé nem iires. Mivel a % homomorfizmus nemtrivi-
alis, azért van olyan aGZZ jel, amelyre Ah(a)#X. Most indi-
rekt tegylik fel, hogy a #» homomorfizmus nem A-mentes, vagyis
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legyen xéZf—{A} olyan sz6, amelyre h(x)=)\. Masrészt a prefix-
mentes homomorfizmus definicidéja szerint a A(x)=) < h(a) fel-
tételbdl kdvetkezik, hogy x<aq, ami szintén ellentmondis.

2.9 Tétel. Legyen adva két véges abécé Zl illetve 22, és

h: E; - 25 egy nemtrividlis prefix-mentes homomorfizmus. Az

L € Z; nyelv akkor és csak akkor prefix-mentes, ha h(L)C 25

nyelv prefix-mentes.

Bizonyitds. Amennyiben L={)}, akkor nincs mit bizonyitanunk.
A bizonyitast két részben végezzik.

1. rész. Ha L€ 'Ip, akkor  A(L)€ Ip.

Ezzel ellentétben tegylik fel, hogy vannak olyan X,
Y#)\ szavak, amelyekre X€h(L) és XYEh(L).
Ebbdl kdvetkezik, hogy léteznek olyan x,y#) szavak, amelyek-
re X=h(x) ill., Y=h(y), és x6L ill. xy6L, ami az L[ nyelv pre-
fix-mentes tulajdonsaganak ellentmondasara vezet.

2, rész. Ha h(L)€ 1;, akkor 8 1 s
p

Legyenek x és y tetszOleges szavak, amelyekre xz€L és
xy€L.
Kodnnyen belathatdé, hogy A(y)=)A, mivel a h(L) nyelv prefix-
mentes és h(x)Eh(L) ill. h(xzy)=h(x)h(y)Eh(L).
Masrészt a 2.8 Tétel értelmében a h(y)=\ feltételbdl régtdn
kdvetkezik, hogy y=X, ami éppen azt jelenti, hogy az L
nyelv prefix-mentes.
~Ezzel a tétel bizonyitadsat befejeztiik.

Mint tudjuk, a pushdown-automatakndl a determinisztikus
valtozat nem egyenértékii a nemdeterminisztikus valtozattal,
a lineadrisan korlatolt automatdk esetében mindmdig nyitott

kérdés viszont az, hogy a determinisztikus valtozat egyenér-
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tékili-e a nemdeterminisztikus valtozattal, s ezért vilagos,
hogy a determinisztikus automatdk altal elfogadott nyelv-
osztalyoknak a prefix-mentes homomorfizmusra vonatkozd zart-
sagat altalaban nem kénnyili vizsgalnunk. Mi a tovabbiakban
példaként foglalkozunk a prefix-mentes homomorfizmusok egy
konkrét osztalyaval, amelyet most megfogalmazunk.

2.4 Definicid. Legyen I és A két diszjunkt véges &bécé, il-

letve wéA* valamely rdgzitett szd6. A kdvetkezd mdébdon defini-
aljuk a I£* halmaznak a (ZUA) *-ba vald hw homomorfizmuséat:

1/ hw(k)=kf
2. hw(a)=aw tetszdleges afl jelre,
3 hw(xy)=hw(x)hw(y) tetszdleges x,yfLl* szavakra.

Definialjuk tovabba egy I € I* nyelvnek a hw homomor fizmus

dltal hozzarendelt képét ugy, hogy
nw(L)={hw(P)/PGL}.
A definicidb6l nyilvan addédik a kdvetkezd allitas.

2.10 Tétel. Legyen I és A két diszjunkt véges abécé. Tetszd-

leges wéI* szdra a hw homomorfizmus prefix-mentes.

Korollarium. Legven I és A két diszjunkt véges abécé, illet-

ve wfl* valamely rdégzitett sz6d.
"B B C I* nyelv akkor és csak akkor prefix-mentes, ha
hw(L)E(ZUA)* nyelv prefix-mentes.

Bizonyitas. A 2.9 és 2.10 Tételekbdl adddik.
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Mieldtt a prefix-mentességrdl a szuffix-mentességre fordi-

tanank, a prefix-mentes nyelvek tilikrdzését megvizsgaljuk.

2.11 Tétel. Az Ip nyelvosztaly nem zart a tiikkrdzésre nézve.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasadhoz elegendd, hogy megadjunk
egy olyan I prefix-mentes nyelvet, amelyre az LR nyelv nem
prefix-mentes. Tekintsilik az L={anb/n31} nyelvet. Vilgaos,
hogy az [ nyelv prefix-mentes, viszont az LR={ban/n31} nyelv

kivezet az 1@ nyelvosztalybol.

2.5 Definicidé. Egy L nyelvet akkor neveziink szuffix-mentes-

nek, ha az LR nyelv prefix-mentes, vagyis tetszdleges (y,x)
szOpar esetén az x€L és yxfL feltételekbdl kdvetkezik, hogy
y szilkségképpen az lires szo.

Megallapodas. A definicidban nyilvanvalodnak azt tekintjiik,
hogy az [ nyelv nem ilres. A teljességért megallapitjuk,
hogy a ® nyelv szuffix-mentes. ’

A szuffix-mentes nyelvek osztalyat 4 -sel jeldljik. Defini-
aljuk még az 1f= 1%(\ 1sznyelvosztélyt, amely egyszerre
prefix-mentes és szuffix-mentes.

A fenti tételek bizonyitadsaihoz hasonld mdédon k&nnyi
belatnunk, hogy az lsz és 1% nyelvosztalyck egyike sem
zart az unidra és a komplemensképzésre nézve, de zart a
concatendcibra és a metszetre nézve. A tiikkrbzésre nézve pe-
dig az Isz nyelvosztaly nem zart, viszont az If nyelvosz-
taly zart.

A prefix-mentes nyelveket az eddigiekben csak a prefix-
mentes tulajdonsaggal targyaltuk. Most foglalkozunk a prefix-
tulajdonasggal. Mindenekeldtt a prefix-mentes differenciahoz
konjugalt miiveletet rendeljiik hozza, amely a prefixtuldajdon-
sagot Orzi, s ennek alapjan bevezetjiik a prefixtartalmazas

fogalmat is (Lasd részletesen [22]-ben).
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2.6 Definicidé. Legyen I egy véges, nemiires abécé, és

L;,Ly C L* két nyelv. A kovetkezd mdédon definidljuk az L,

nyelvnek.ang-re vonatkozé prefixdifferencidajat (jelben

L1pL2):
LlpL2={yGL1/ van olyan x<y:x€L2}.

A 2.1 és 2.6 definicidkbdl nyilvan addédik a kdvetkezd al-
litas.

2.12 Tétel. Ha L

1L 46 Ip’ akkor:

1/ L,pL,6 Ip,

2/ (LlpLZ)n(L15L2)=ﬂ,

3/ (LlpLZ)U(L15L2)=L1,

4/ LZpL2=L14Z15L§.
2.7 Definicid. Legyen I egy véges, nemiires abécé, és
L,,L

g T T* ekt prefix-mentes nyelv.

a/ TetszOleges wfL* szdé6rdl azt mondjuk, hogy a w szd
prefixképpen tartozik bele az LZ nyelvbe (jelben
wGpLz), ha létezik olyan z<w sz06, amelyre 2€L,.

b/ L[, és L2 nyelvekrdl azt mondjuk, hogy az L, nyelv

1
prefixképpen tartalmazza az [

L1 T pLz), ha az L

2
7 nyelvet (jelben
; minden szava prefixképpen tar-
tozik bele az L[, nyelvbe, azaz

2
Ly C Ly (w6l == wepLg}.

A definicidébdl konnyen belatd, hogy tetszdleges Ll és

L, prefix-mentes nyelvekre (LJELZ) Ep Ly Ennél sokkal erdo-

sebben belatjuk a kévetkezd allitast.
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c o

2.13 Tétel. Legyen I egy véges, nemiires abécé, és L1,L2

két prefix-mentes nyelv.

Iy et

9 akkor és csak akkor all fenn, ha L1=L15L2.

Bizonyitas. A fenti megjegyzés értelmében vilagos, hogy ha
L1=b1pL2 akkor L Ep L

1 2°

Most megforditva bebizonyitjuk: ha L Sp L, akkor [ =L15L2.

1 2 1
Ehhez csak azt kell igazolnunk, hogy Ll c LJELZ, mivel a

2.6 definiciéb6l nyilvén I ,pL, ¢ L, addédik. Masrészt a 2.7
definicidbdl az is nyilvanvald, hogy ha w6L1 akkor wepLZ,

vagyis létezik olyan xz<w sz6, amelyre x€L azaz wGLlﬁLZ.

2’
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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3. Fejezet

EGYSZERU DETERMINISZTIKUS VEGES GEPEK

Ebben a fejezetben foglalkozunk a determinisztikus vé-
ges automatdk egy specidlis osztdlyaval, melyet egyszerii de-
terminisztikus véges géposztalynak neveziink, s ennek a gép-
osztdlynak az a karakterisztikus tulajdonsaga, hogy ponto-
san a prefix-mentes 3-tipusu nyelvek osztalyat fogadja el.

3.1 Prefix-mentes nyelvek és egyszerl determinisztikus

véges gépek

3.1 Definiciéd.

a/ Egy egyszeril determinisztikus véges gépen (rdv.
EDV-gépen) az M=(K,£,6,qO,H) rendezett 6tést értjiik, ahol

K az allapothalmaz,

) a bemend &abécé,

quK a kezdd allapot,

H € K a végallapotok halmaza,

8 atmenetfiiggvény a (X-H)XI halmaznak a K-ba vald.

leképezése.

b/ Adott M EDV-gép egy konfiguradcidjan értjiik azt a
quw szbt, amelyre g6K, wéi*. A kdvetkezd mddon definialjuk
a konfiguracidkra vonatkozd e relaciot:

qaw g pw Gmmed § (q,a) =p,

ahol qeK-H, p6K, afi, welL*,

Legyen r—ﬁ relacidé az —3 relacidé tranzitiv lezarasa.
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Véglil, az M EDV-gép altal elfogadott nyelv a kbvetkezd:
L(M)={w6L*/q v *‘Tff p, ahol péH}.

Egy L nyelvet egyszeri determinisztikus 3-tipusﬁnak (rév.

ed3-tipusﬁnak) neveziink, ha létezik olyan M EDV-gép, amely-

re L=L(M). Az ed3-tipusu nyelvek osztalyat Ied3—ma1 jeldl-

jik.

3.1 Megjegyzés: A célszeriiség kedvéért a § atmenetfiiggvény-

re kirottuk azt a feltételt, hogy semmilyen p6H, a6 kettes-
nél §(p,a) nincs értelmezve, azaz a § atmenetfiiggvény nem
teljes a KXI halmazon. De kdnnyen beldthaté, hogy egy EDV-
gép DV-automatava valik, ha bevezetilink egy uj ¢ &llapotot,
amelyb3l a gép csak egyetlen ¢ allapotba mehet at. Ezt be-
latjuk a kbvetkezd tétel bizonyitasaban.

3.1 Tétel. Legyen I egy véges abécé, és L[ cI*,

Az I nyelv akkor és csak akkor ed3-tipusu, ha az I nyelv pre-
fix-mentes é&s 3-tipusu, azaz az 1;d3 nyelvosztaly megegyezik
az Ip és 15 metszetével.

Bizonyitéas.

1. rész. Ha L€ Iﬁﬂ'Ip akkor L€ 1963'
Az 1.1 Tétel értelmében feltehetd, hogy L=L(M), ahol
M=(K,Z,6,qO,H) egy DV-automata.

Most konstrualunk olyan M' EDV-gépet, amelyre L(M')=L(M),
Legyen M'=(K,Z,6’,q0,H), ahol a §' atmenetfiiggvény a kdvetkezd

mdédon van definialva:
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a/ TetszOleges qf€K-H, afr kettesre: §'(qg,al)=6(q,a).
b/ Minden p€H, afl kettesre: §'(p,a) nem definialt.
Belatjuk eldszdr, hogy L(M') € L(M). Legyen wéL(M'), vagy-
is Qow h—ﬁ7 p, ahol p6H. A §' konstrukcidjabél nyilvéan
q v »—ﬁ p is adbédik, azaz wéL(M),
Megforditva bebizonyitjuk, hogy L(M) < L(M'). Ehhez elég
megmutatnunk: ha wfL(M') akkor wfgL(M).
Itt két esetet kiilénbdztetlink meg:

— : A, *
1. eset. Legyen w=w,aw, €8 q W aw, 7 pav,, ahol

p6H, afl, wy,w er*,

2

Ekkor nyilvan q,v F—ﬁ p adédik, azaz w1€L(M).
Mivel az L(M) nyelv prefix-mentes és y=aw2#x, azért

w=w1yEL(M).
*
2. eset. Legyen q w0 T 9s ahol q#H.

Ebben az esetben nyilvéan q v h—% q addédik, azaz wfgL(M),.
Végeredményben tehat L(M')=L(M)=L, ahol M' egy EDV-gép. E-
szerint L€ Iéd3 411 fenn.

2. rész. Ha L6 Ie akkor L€ 130 -ip.

a3*
Legyen L=L(M), ahol M=(K,Z,6,qo,H) egy EDV-gép. Vilagos, hogy
az L(M) nyelv prefix-mentes, mivel semelyik p€H, a€l kettes-
nél §(p,a) nincs értelmezve, azaz az M gép rbgtdn elakad, a-
mikor egy szdét elfogad és valamely végadllapotban van, mig a
bemend sz6 tovabbi része beadhatéb.

Most igazoljuk: L€ 13.
Konstrualjuk az M'=(KU{5},E,6',qO,H) DV-automatéat ng, hogy
qPK és §' atmenetfiliggvény a kovetkezd:

a/ Tetsz®leges q6K-H, afl kettesre: §'(qg,al)=6(q,a).

b/ Minden péHU{g}, afL kettesre: §'(p,a)=q.
Nyilvan M' azokat és csak azokat a wfI* szavakat fogadja
el, amelyeket M elfogad és megforditva. Eszerint L(M')=L(M)
411 fenn. '
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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3.2 Az ed3-tipusu nyelvosztaly tulajdonsdgai

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk az 1ea3 nyelvosztaly-
nak az ismert, valamint az eldzd fejezetben adott miiveletek-
re vonatkozd zAartsidgait. Ezeknek a bizonyitasaiban az 13 és
'Ip nyelvosztalyok zartsdgaira visszatekintve tulajdonképpen
hasznaljuk a 3.1 Tételt.

3.2 Tétel. Ha az L nyelv ed3-tipusu, akkor az I nyelv kive-

nyelvosztalybél, s ezért az 1L

zet az I ed3

ed3 nyelvosztaly

nem zart a komplemensképzésre nézve.
Bizonyitas. A 2.2 Tétel bizonyitasabdl adddik.
3.3 Tétel. Az 1;d3 nyelvosztaly nem zart az unidra nézve.

Bizonyitas. Tekintsiik a 2.3 Tétel bizonyitasaban adott nyel-
veket:

L1={anb/n10} és L2={bna/n11}.

Vilagos, hogy az L1UL2 nvelv nem prefix-mentes, és a 3.1

Tétel szerint az LJULZ nyelv nem is ed3-tipusu. Most csak

azt kell igazolnunk, hogy L1,L2G 1éd3'
Konstrudalunk olyan M1, MZ EDV-gépeket, amelyre L1=L(M1}
és L2=L(M2). Legyen M1=(K1,{a,b},61,qo,{qh}) és My=

=(K2,{a,b}, 62,qo,{qh}), ahol
1/ K1={q0,qh}, és a 61 atmenetfliggvény a k&vetkezd:
al Gl(qo,a)=q0,

b/ §,(q,,b)=q,.
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2/ K2={qo,q1,5,qh} és a §, atmenetfliggvény a kdvetkezd:
al 6,(q,,b)=q,,
b/ cz(qo,a)-a,
c/ Gz(ql,b)=q1,
da/ 62(q1,a)=qh,
e/ §,(q,b) =8,(q,a)=q.

A 61 és 62 konstrukcidjabél kdnnyen belathatd, hogy az M
és M, EDV-gépek és LJ=L(M1) 111, L2=L(M2).

1

3.4 Tétel. Az iedB nyelvosztdly zart a concatendcibra és

a metszetre nézve,

Bizonyitas. Az 1.2, 2.1, és 3.1 Tételekbdl adédik.

Bizonyitas, Az 1.2 Tétel korollariumibdl é&s a 2.5 Tételbdl
adédik.

3.6 _Tétel. Ha L,1'6¢ I ,,, akkor LpL'é 1;63.

Bizonyitas. Legyen L=L(M) és L'=L(M'), ahol M=(K,Z,6,q0,H)
és M'=(K',Z',6',qé,H') két EDV-gép. Konstrudlunk olyan ¥
EDV-gépet, amelyre L(M1)=LpL’. Legyen az

u1=(xzzuz',51,[ao,q5],y) EDV-gép a kdvetkezd mdédon definidlva:

1

k,={[a,q']/q6k-0 &s q'6K'-H'WKU{q}, ahol g#K,

a 6§  Aatmenetfiiggvény a kdvetkezd:

2
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1/ TetszOleges bFINL', q6K-H, q'6K'-H' harmasra:
ha 68(q,b)=p és 8§'(q',b)=p', akkor 61([q,q’],b)=5,
ahol

p ha péH
; - {[p,p'] ha ppn bo  pren’
q ha pfH és p'6H'

2/ Tetszdleges afI-L', q6K-H, q'€K'-H' harmasra:
§lasq'], a)=6(q,a)

3/ Tetszdleges a'fL'-L, qfK-H, q'6K'-H' harmasra:
§,([a,q"],a")=q

4/ TetszOleges gfK-H allapotra:

§(qg,a) ha a6l
51(q,a) = {

q ha aez '-ZQ
5/ Minden a6fIVL '-re:
51(5,a)=5.

A 61 konstrukcidjabdél kdnnyen beldthatd, hogy tetszdleges
w6 (INL')* szbra:

<3.6.1> qowt——;l p
Gl ' ; X =
5 * [qo_.qo]w M1 Ps

qw v p'
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Rhal p ha pé€H.
p = i[p,p'] ha p@H és p'gH’.
q ha p#H és p'eH',

Most bebizonyitjuk: L(M1)=LpL'.

@&—). Beldtjuk eldszdr, hogy LpL' c L(Ml)' _
Legyen wéLpL' ={wéL/ ha z<w, akkor xfL'}. Ekkor két esetet
kiildnb&éztetiink meg.

1. eset. Legyen wé(INL')* &s q w +—yp p ill. q v 7 q',
ahol p6H, q'6K’'.

A <3.6.1> &11itasbdl nyilvan [q,q/]v 2 p adédik, azaz
wGL(Mz). .

2. eset. Legyen w=w, aw,, ahol wIG(ZQZ')*, afr-L', wZG(ZUZ')*,

- * *
€s q w,aw, b G,V 5 QU Y P 311
qéwz H—%T q', ahol péH, .q'#H’'.

Ismét haszndljuk a <3.6.1> allitast és kapjuk:

’ * ’ *
[ﬁo,qojwlawz r—jz; [ql,qllawz »—77; qyw, *'77; p, azaz
wGL(MJ).

Mindkét esetben belattuk: wGL(Ml) valahanyszor wéLpL'.

(~——). Meaforditva igazoljuk, hogy L(Ml) ¢ LpL',

Ehhez elég megmutatnunk: ha wgLpL', akkor wﬂL(Ml).

Vilagos, hogy ha wg¢L, akkor wﬂL(Ml), mivel az M és M1 végal-
lapothalmazai egymassal azonosak., Nézziik tehat a wé€L-(LpL')

aw, és

esetet, vagyis w=w 2

1

*
{qowlaw2 i 479V, Y5 99V, F—j% ps ahol Ppé6H,

’ * ’ ’ ’
qu,aw, V7 Plav,, ahol p'6H'.
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Hasonldan kapjuk:

’ A = L =
@O,qo]wlawg F—ﬁ; qaw, k—ﬁ; q, ahol g€H, azaz wﬂL(Mz).

Végeredményben tehat az L(M1)=LpL' egyenldség all fenn, az-
!
az LpL'é Ied3°

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

3.7 Tétel. Ha L,L'¢ Ie akkor L UpL'é 1;d3'

a3’

Bizonyitds. Legyenek L és L' ed3-tipusuak. Ekkor a 3.1 Tétel
szerint ezek nyilvan 3-tipusdak és prefix-mentesek. Ebb3l a
2.4 Tétel értelmében kdvetkezik, hogy LUpL'€ 1p.

Eszerint most csak azt kell igazolnunk: LUpL'€ 13. Masrészt
a 3.6 Tétel szerint nyilvanvaldé, hogy LpL' és L'pL nyelvek
ed3-tipusiak, s ezért 3-tipusdak is. Tehat az 1.2 Tételbdl
nyilvan LUpL'=(LpL')VU(L'pL)é€ 15 adédik. Ezzel a tétel bizo-
nyitasat befejeztik.
3.8 Tétel. Az Ied3 nyelvosztily nem zart az altaldnos homo-
morfizmusra nézve, de zart a prefix-mentes ncmomorfizmusra

nézve.

Bizonyitds. Az elsd allitas a 2.7 TEtel bizonyitdsabdél adé-
dik. A masodik az 1.3- és 2.9 Tételek kodvetkezménye.

Korollarium. Legven I és A két diszjunkt véges &abécé, illet-

ve wfl* valamely régzitett szd.
‘Az L € I* nyelv akkor és csak akkor ed3-tipusd, ha a hw(L) c
<€ (LUA)* nyelv ed3-tipusJ.
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4. Fejezet

EGYSZERU DETERMINISZTIKUS PUSHDOWN-GEPEK

Ebben a fejezetben foglalkozunk a determinisztikus
pushdown-automatak egy specidlis osztalyaval, amelyet égy-
szerll determinisztikus pushdown-gépozstdlynak neveziink. En-
nek a géposztalynak az a karakterisztikus tulajdonsaga, hogy
pontosan a prefix-mentes determinisztikus 2-tipusu nyelvosz-
talyt fogadja el. Megvizsgdljuk az egyszeril determinisztikus
véges gépek és egyszerii determinisztikus pushdown-gépek osz-
talyozasat. A vizsgdlat soran egyidejilleg beldtjuk az un,
egyszeril gép szerepét, amelynek a definicidéjat Friedman ad-
ta meg ([5]-1977).

4.1 Prefix-mentes nyelvek és egyszerl determinisztikus

pushdown=gépek

4.1 Definicid.

a/ Egy egyszeril determinisztikus pushdown-gépen (rdv,.
EDP-gépen) az.M=(K,Z,F,6,q0,zO,H) rendezett hetest értjik,
ahol

K az allapothalmaz,

pX a bemend abécé,

r a pushdown-abécé,
qOGK a kezdd Allapot,

z 6T a kezdd pushdown-jel,

0
HcK a végallapotok halmaza,

§ Aatmenetfiliggvény a (K=H)X(ZU{)A})XT halmaznak a KXT*=
ba vald egy leképezése, amelyre teljestilnek a k&vetkezd
feltételek: tetszdleges ¢g6K-H, 26T kettesre
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vagy i/ 8(q,A,z) pontosan egy elemet tartalmaz, és
§(qgya,z) nem definidlt semmilyen a€f-ra; vagy
ii/ 6(g,A,2) nem definidlt, és minden a€l-ra
§(q,a,z) pontosan egy elemet tartalmaz.

b/ Adott M EDP-gép egy konfiguracidjan értjiik azt a
(g,w,a) harmast, amelyre q€K, wéL?*, afl'*, A kdvetkezd méd-
don definidljuk ‘a konfiguraciékra vonatkozd F;ﬁ relacidt:

(g,aw,oz) —5 (pswy,0B) ===d §(g,a,z)=(p,B),

ahol q6k-H, p€K, a6rVU{A},wéi*, z6T, o,RET*,

Legyen F—ﬁ reldcid az +; reldcid tranzitiv lezarésa. Végiil,

az M EDP-gép altal elfogadott nyelv a kdvetkezd:

L(M)={w€2*/(qo,w,zo) H—é (psA,a), ahol p6H, o€T*},
Egy L nyelvet egyszerli determinisztikus 2-tipusﬁnak (rév.
ed2-tipusunak) neveziink, ha létezik olyan ¥ EDP-gép, amely-

re L=L(M). Az ed2-tibusd nyelvek osztalyat -vel jeldl-

1ed2
jik.

4.1 Megjegyzés. A 3.1 megjegyzéshez hasonldan a § &tmenet-

fliggvényre kirdéttuk azt a feltételt, hogy semmilyen péH,
a€ZU{)1}, 26T harmasnal §(q,a,z) nincs értelmezve, amely a
prefix-mentes tulajdonsagot donti el. )
4.1 Tétel. Legyen I egy véges abécé, és L[ C I*,

Az L nyelv akkor és csak akkor ed2-tipusu, ha az L nyelv

prefix-mentes és d2-tipusdu.
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Bizonyitas.
1. rész. Ha L6 1&2nip, akkor Le 1éd2'

Legyen L=L(M), ahol M=(K,Z,F,6,q0,zo,H) egy DP-automata.
Konstrudlunk olyan M' EDP-gépet, amelyre L(M')=L(M). Le-
gyen M"—(K,Z,F,G',qo,zo,ﬂ), ahol a ' atmenetfiiggvény a
kdvetkezd:

a/ Tetszdleges q6K-H, aériU{A}, 26T harmasra:
ha 6(q,a,z)=(p,a), akkor §'(q,a,z)=(p,a), ahol
pE6K, a6T*,
b/ Minden p6H, afZU{A}, 26T harmasra: 8(p,a,z) nem
definialt.
Most bebizonyitjuk: L(M')=L(M).
ElGszdr, a &' konstrukcidjabdél k8dvetkezden n&ilvén
L(M') € L(M) &ll fenn.

Megforditva igazoljuk, hogy L(M) € L(M'). Ehhez elég meg-
mutatnunk: ha w¢L(M'), akkor wgL(M). Viladgos, hogy ha az
M' EDP-gép egy w szbra kdzdmbds ugy, hogy a (q,,v,2,) kez-
ddkonfiguracidébél a gép periddikusan végteleniil mozog és
soha sem all meg, akkor az M DP-automata a w szdra is k&-
zO6mbds. Eszerint csak harom esetet kell vizsgalnunk:

- A *
1. eset. Legyen w=w,aw, &s (qo,wlawz,zo) 5T (p,awg,a),

ahol péH, afl, wl,w262*, o€T *,
Ekkor nyilvan (qo,wl,zo) F—% (pyA,0) addédik, azaz wJGL(M).

- Ebb8l rdgtdn kdvetkezik, hogy w=w1aw2¢L(M), mivel az L(M)
nyelv prefix-mentes és y=aw2#x.

= *
2, eset. Legyen w ww, és (qo,w1 wz,zo) h—ﬁv(q,wz,x).
ahol ¢g€K-H, wl,wZGZ*.
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Ebben az esetben nyilvan (q_,w; w,,3,) k—ﬁ (q,wy,)) adbédik,
ahol gfK-H, és azért w=w1w2€L(M).

3. eset. Legyen (qo,w,zo) P—ﬁ; (gsA,a2), ahol q6€K-H,

26T, afélT* és-8§(q,A,2) nem definialt.
Hasonldan belathatijuk, hogy wgL(M).

Végeredményben tehéat az L(M')=L(M) egyenldség all fenn,

2. rész., Ha L€ I; akkor L& Iazr\ip.

a2"
Legyen L=L(M), ahol M=(K,Z,F,6,qo,zo,H) egy EDP-gép. K&ény-
nyen belathatdé, hogy az L(M) nyelv prefix-mentes, mivel
8(p,a,z) nem definidlt minden pé6H, affU{)}, 26T harmasra,
azaz az M gép elakad, amikor egy szdét elfogad és valamely
végallapotban van, mig a bemend sz tovabbi része beadhaté.
Most bebizonyitjuk: L€ 1&2. Ehhez konstrualjuk az
M'=(KU{5},Z,T,G',qo,zo,H) DP-automatat ugy, hogy q#K és a
§' atmenetfiiggvény a kodvetkezd:
a/ TetszBleges q6K-H, a€iU{)\},z6T harmasra:
ha §(gq,a,2)=(p,a), akkor 8'(q,a,z/=(p,a), ahol
pEK, 06T *,

b/ Minden p€HU{g}, 26T kettesre:
§'(p, A, 8)=(q,\)

A §' konstrukcidjabdl kdvetkezben nyilvan M' azokat és csak
azokat a wéL* szavakat fogadja el, amelyeket M elfogad és
megforditva. Eszerint L(M')=L(M), azaz L€ 1&2. Ezzel a té-
tel bizonyitasat befejeztiik.

4,2 Megjegyzés: Ismeretes, hogy a determinisztikus pushdown-

"automatdk egyik ekvivalens fogalma az LR(K)-grammatika, a-
melyet Knuth defini&lt ([13],1965). Eszerint a fenti tétel
értelmében az is igaz, hogy egy nyelv akkor és csak akkor
ed2-tipusd, ha LR(K)-tipusu és prefix-mentes. Erdekes meg-
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figyelni, hogy az LR(K)-grammatikaknal sokkal szilardabb
kikStéssel Harrison és Havel ([10]-1973) definialta az un.
strict-determinisztikus nyelvek osztalyat, amely nemcsak
prefix-mentes, hanem pontosan a determinisztikus pushdown-
automatak altal lires veremmel elfogadott nyelvosztdallyal e-
gyezik meg. De az LR(K)-grammatika illetve strict-determi-
nisztikus grammatika konstrukciéja igen bonyolult, és eze-
ket eszk®zként nehéz haszndlni az altaluk generalt nyelvek
tulajdonsadgainak vizsgdlataira.

Ennek ellenére az EDP-gépekkel vizsgalhatjuk az Iédz
nyelvosztaly tulajdonsagait, amelyeket megfogalmazunk a
4.3 szakaszaban, s0t az a fontos probléma is eld®nthetd,

hogy egy d2-nyelv prefix-mentes-e (L&sd [22]-ben).
4.2 Az EDV-gépek és EDP-gépek osztdlyozdsa

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy az EDP-gépek &l-
tal elfogadott nyelvek osztdlya valdban bdvebb, mint az
EDV-gépek altal elfbgadott nyelveké, azaz 1;d3 valddi ré-
sze 1;d2-nek. Most mindenekeldtt az un. egyszerili géposz-
talyt targyaljuk, amelyet Friedman definidlt, s ez a gép-
osztaly az EDV-gépek és az EDP-gépek k8zd6tti szerepet jat-

szik,.

4.2 Definicib.

a/ Egy egyszerii gépen az M=(Z,F,6,zo) rendezett négyest
értjilkk, ahol

% a bemend abécé,

I a pushdown-abécé,

zOGF a kezdd pushdown-jel,
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S atmenetfiiggvény a (IU{A})XT halmaznak a TI'*-ba
vald egy leképezése, amelyre teljesiilnek a kdvetkezd
feltételek: tetszdleges z6l-ra,
vagy i/ 8§()A,z) pontosan egy. elemet tartalmaz, és
§(a,2) nem definidlt semmilyen a€I-ra; vagy
ii/ 6(X,2) nem definidlt, és minden afI-ra
§(a,z) egy elemet tartalmaz.

b/ Adott M egyszerii gépnek egy konfiguracidjan értjiik
azt a (w,a) kettest, amelyre wéL* és abT*,
A kovetkezd médon definialjuk a konfiguracidkra vonatkozd

F——M relaciodt:

(aw,0.2) — (w,aB)&>8(a,z)=R,

ahol a€iU{\}, wéL*, z€T,a,BET*,

Legyen »—% relacid az — relacid tranzitiv lezarasa.

Végiil, az M egyszerii gép altal elfogadott nyelv a kdvetkezd:

L(M)={w6E*/(v,2 ) .—;; (3:303

Egy L nyelvet egyszerii context-freé-nek (rdv. ec-tipusunak)
neveziink, ha létezik olyan M egyszeri gép, amelyre L=L(M),.
Az ec-tipusu nyelvek osztalyat Iec-vel jeiovijik.

4,3 Megjegyzés. A definicidébdl k&nnyen belithatd, hogy min-

den ec-tipusd nyelv prefix-mentes, mivel egy egyszeri gép
akkor és csak akkor fogad el egy szd6t, ha a pushdown-szalag
kiiiriil, azaz a gép elakad.

4,2 Tétel.

a/ Barmely M EDV-géphéz megadhatd olyan M' egyszerii-
gép, amelyre L(M')=L(M).

b/ Van olyan M, egyszerii gép, amelyre L(Ml)ﬂ IédB'

1
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Bizonyitéas:

a/ rész. Legyen M=(K,Z,6,qo,H) egy EDV-gép.
A kdvetkezd mdédon konstruadljuk az M'=(Z,F,6',Zqo) egyszerii
gépet:

r ={zq/qex},

a §' atmenetfiiggvény a koévetkezd:

1/ Tetszdleges q€K-H, a6l kettesre:
ha §(q,a)=p, akkor 6'(a,Zq)=Zp.

2/ Minden péH allapotra:
6'(A,Zp)=A.

A §' konstrukcidéjabdél kdnnyen beladthatd, hogy az M' egyszerii
gép azokat és csak azokat a wél* szavakat fogadja el, ame-
lveket az M EDV-gép elfogad, és megforditva. Eszerint az
L(M')=L(M) egyenlOség all fenn.

b/ fész. Az 2.3 megjegyzésben belattuk, hogy az
1={anbn/nil} nyelv nem 3-tipusu, és azért a 4.1 Tétel ér-

telmében nem is ed3-tipusud. Tehdt csak egy olyan M, egyszerii

&
gépet kell megadnunk, amelyre L1=L(M1).

Legyen M1=({a,b},F1,61,zo), ahol
F1={zo,A,B,E},

a 61 dtmenetfliggvény a kodvetkezd:

1/ Gl(a,zo)=B, Gl(b,zo)=E.
21 Gl(a,B) =AB, Gl(b,B) =)\,
3/ él(a,A) =E, 61(b,A) =).
4/ Gl(a,E) =E, él(b,E) =FE.
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A 61 konstrukcidjabél kdnnyen beladthatd, hogy tetszlleges

n>1 egész szamra: (anbn,Zo) *‘jqi (bn,An_lB) *‘771 (A,)A), az-
1 1

az anbneL(Ml).

Hasonldképpen azt is megvizsgdlhatjuk, hogy tetszdleges

wG{a,b}*-{anbn/nil} szbra:

(w,2,) F—jqi (\,0E), ahol aé{4,B}*, azaz wﬂL(Ml),
1

kivéve a w=) esetet, amelyben a gép nem miik&dik.
Végeredményben tehat L(M1)={anb”/nil}.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejztiik.

4.3 Tétel.

a/ Barmely M egyszeri géphez megadhatdé olyan M' EDP-gép,
amelyre L(M')=L(M).

b/ Van olyan M, EDP-gép, amelyre L(Ml)ﬁ Tgc'

1
Bizonyitas.

a, rész. Legyen M=(Z,F,6,Zo) egy egyszerii gép.

Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetd, hogy tetszdle-
ges afIU{)}, 26T kettesre: ha 6§(a,Z)=a, akkor aG(F-{ZO})*.
(Ellenkezd esetben 1j Zo kezdd pushdownijel és 5(x,20)=zo ér-
vényesség bevezetésével ezt mindig elérhe=-dk.)
A kovetkezd mddon definidljuk az M'=({qo,qh},z,r',6',qo,zo,{qh})
EDP-gépet:

r'=ruv{¢}, ahol ¢¢T,

a §' atmenetfiiggvény a kdvetkezd:

1/ Tetsz&leges affU{L} elemre:

ha d(a,zo)=a, akkor 6'(qo,a,zo)=(qo,$a), ahol afrl*,

2/ TetszBleges a6IU{)L}, ZGF—{ZO} kettesre:
ha §(a,Z)=0, akkor 6'(qo,a,z)=(q0?a), ahol aéTl*,

3/ 6'(qo,A,$)=(qh,$).

A §' konstrukcléjabél kdnnyen belathatd:
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<4.3.1> (aw,0Z) F—ﬁ (v, B)e==> (q _,av,$az) h—ﬁ% (q,,v,88),

ahol a6, wéL*, Z6T,a,BET*,

Ennek alapjadn a bemend szd hosszara vonatkozé teljes induk-
cibéval k&nnyil beldtnunk:

(W, 2,) g (A, B) &b (q ,0,2,) V7 (q,5),88),
ahol wéI*, B6ETH*,
Végeredményben tehat kapjuk:

WEL(M) G (w,zo) »-73 (3 X1
— (q ,0,2,) ~—M-‘; (q s 8) 57 (qs)s8)
o) WEL (M)

b. rész, ElGszb6r bizonyitas nélkill megemlitjiik a
Friedman &ltal adott kdvetkezd allitdst (Lasd [5]-ben):

Az L1={anbanb/"21}U{ancdno/nzl} nyelv nem ec-tipusd.
Ennek alapjan most olyan M1 EDP-gépet kell megadnunk, amely-
re L,=L(M,). Legyen Mls(K,{a,b,a},F,Gl,qo,zo,{qh}), ahol

K = fqo.qb.qc,a.qh},

r = {ZO,A},

a 61 dtmenetfiiggvény a kdvetkezd:

1/ 61(qo,a,20)=(€0,ZOAA),
Gl(qo,b,zo)=(g,zo),
61(qo,c,zo)=(q,zo),

2/ Gl(qo,a,A)=(qa,AA),
Gl(qo,b,A)=(qb,A),
Gl(qo,c,A)=(qc,A),
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3/ 61(qb,a,A)=(qb,k),
sl(qb,b,4)=(a,x),
Gl(qb,c,A)=(c_],)\),

4/ al(qb,a,zo)=(a,x),
Gl(qb,b,zo)=(qh,k),
Gl(qb,c, Zo)=(q,>\),

5/ Gl(qc,a,A)=(qc,A),
§,(q,sb,4)=(q,2), "
61(qc,c,A)=(5,A),

6/ az(qc,a,zo)=(5,x),
al(qc,b,zo)=(5,x),
Gl(qc,c,ZO)=(qh,k),

74 61(&,x,zo)=(5,zo), minden zé{a,b,c} elemre,
§,(q,2, A)=(q,2).

E1l3szdr kdnnyl belatnunk, hogy tetszSleges n>] egész szamra:

n, n * n n+l n n *
(qo,a ba b,ZO) *‘7?; (qo,ba b,ZoA ) +—7?; (qb,a b,ZOA ) *‘77; (qb,b,Zo)

(@ s M,

-

és
n n * 7 n+l n n % o
(qo,a ca c,Zo) p—7q; (qo,ca e, 2 A ) *‘7@; (qq,a e,2 A7) »—77; (qc,c,zo)
*
»—77—(qh,k,k),
n, n = n_ n 1
azaz a ba bGL(Ml) és a ca c€L(M1).

Hasonloképpen azt is megvizsgalhatjuk, hogy tetszdleges
wG{a,b,c}*—LJ szbra:
(qo,w,zo) »—ﬁ? (5,A,ZO), azaz wﬁL(MZ),

kivéve a w=) esetet, amelyben a gép nem miikddik.
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Tehat L(M1)=L1={anbanb/n31}U{ancanc/nil}.

Ezzel a.tétel bizonyitasat befejeztiik.

4.4 Tétel. Van olyan prefix-mentes 2-tipusd nyelv, amely

nem tartozik bele az 1ed2 nyelvosztalyba.

Bizonyitds. Legyen I={aq,b}. Az 1.5 Tétel szerint az
L={wwR/w€Z*} nyelv 2-tipusd, de nem d2-tipusu. Tekintsiik
most az aldbbi nyelvet:

L1=Lic}={wch/wGZ*}.

Vildgos, hogy ez 2-tipusu és prefix-mentes. Tehdt csak azt
kell bebizonyitanunk, hogy Llﬂ Iédz‘ '

Ezzel az allitassal ellentétben tegyilkk fel, hogy az
Ll nyelv ed2-tipusu. EbbS3l a 4.1 Tétel értelmében kdvetkezik,
hogy az L1=L{c} nyelv d2-tipusi. Masrészt az 1.6 Tétel sze-
rint az L{c}# IazvfeltételeI régtdn kévetkezik, hogy az L

nyelv d2-tipusy, ami szintén ellentmondéis.
Ezzel a tétel bizonyitédsat befejeztik.
Végiil, Ipz-vel jeldljiik a prefix-mentes 2-tipusi nyel-

vek osztalyat és kapjuk a kdvetkezd tartalmazasi relacibt:

Ied3 7 e $1ed2 inz '

ahol a tartalmazasok mindeniitt valdédi részeket jelentenek.

Emellett k&Snnyli beldatnunR, hogy 1;d3 f'js és IedZ iTIZ'
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4.3 Az ed2-tipusd nyelvosztdly tulajdonsdgal

Ebben a szakaszban megvizsgaljuk az Iédz nyelvosztaly-
nak az ismert, valamint a.2-fejezetben adott miiveletekre
vonatkozd zArtsagait. Itt érdekes megfigyelni, hogy az Iedz
nyelvosztaly ugyanugy, mint az 12 nyelvosztaly, nem zart a
metszetre nézve. Mindenekeldtt a 4.1 Tétel értelmében az
Idz és 1p nyelvosztalyok zartsadgaira visszanézve k&nnyii
belatnunk a kovetkezd tételeket.

4.5 Tétel. Ha L6 Ied2' akkor az T nyelv kivezet az Iedz

nyelvosztalybo6l. Eszerint az Ie nyelvosztaly nem zart a

dz2
komplemensképzésre nézve.

Bizonyitas. A 2.2 Tétel bizonyitasabdél adddik.

4.6 Tétel. Az 1 nyelvosztaly nem zart az uniéra nézve.

ed?2

Bizonyitds. A 3.3 Tétel bizonyitasabdl adddik.

4.7 Tétel. Az nyelvosztaly nem zart a metszetre néz-

1;d2
ve.

Bizonyitas. A tétel bizonyitasdhoz elegendd megmutatnunk,
hogy van két olyan ed2-tipusd nyelv, amelyeknek a metszete
kivezet az 1ed2 nyelvosztalybdl.

Tekintsiik az alabbi nyelveket:

L,={a"b"e*8/n>1 és i1},

L2={a1bncn$/izl és n>1}.
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A Bar-Hill lemma (az 1.8 Tétel) korollariuma szerint az
L=L10L2={anbncn$/n31} nyelv nem 2-tipusu, s azért nem is
ed2-tipusu. Tehdt most csak azt kell mutatnunk, hogy az
Lz'és L, nyelvek ed2-tipusudak. Konstrudlunk olyan M, é&s

M, EDP-gépeket, amelyekre L1=L(M1) és L2=L(M2).

Legyen M1=(K1,{a,b,c,$},F1,61,qo,Zo,{qh}), ahol
K1={qoanJQ2oq3:Qth}:
F1={ZO,A},

1

a 61 atmenetfiiggvény a kdvetkezd:

1. al Gl(qo,a,zo)=(q1,zo 4)',
b/ 61(q0,d,zo)=(5,zo) minden dé{b,c,¢} elemre
c/ 8,(q,,2,4) =(a,z0).

2. al 61(q1,a,A)=(q1,AA),
bl 6,(q,,b,4)=(qy,)),
‘el Gl(ql,d,A)=(a,Zo), minden dé{ec,¢} elemre
d/ sl(qz,x,zo)=(a,zo),

3. al 8,(q,,b,A)=(qy10), |
b/ 61(q2,d,A)=(5,Zo) minden dé{a,c,$} elemre,
el 61(q2,c,20)=(q3,20),

a/ 61(q2,d,zo)=(5,zo) minden dé{a,b,$} elemre.

4. al 8,(qz,0,2 )=(q5,2 ),
b/ 61(q3,8,20)=(qh,20),
c/ 51(q3,d,zo)=(5,zo), minden dé{a,b} elemre
a/ Gz(qs,A,A) =(q,Zo),

5. a/f azra,x,A)=(a,zo),
b/ 51(5,d,Z0)=(5,ZO) minden dé{a,b,c,$} elemre.
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es M2=(K2.’{a:b:ca$}:rz:62:qoazo:{Qh}):
Ky=1a,59755:95: 3595}
rp={z,.8}, :
a 62 atmenetfiiggvény a kdvetkezd:
1. a/ 62(q0,a,zo)=(zl,zo),
b/ §,0(q,,d,2,)=(q,2,) minden dé{b,c,¢} elemre,
c/ 8,(q,,1,B) =(q,2,).

2. al 62(q1,a,Zo)=(q1,Zo),
b/ 62(q1,b,zo)=(22,203),
c/ 62(q1,d,Zo)=(q,Zo) minden dé{ec,$} elemre,
d/ 8,(q,5A,B) =(5,zo)

3. a/ 62(q2,b,B)=(q2,BB),
b/ 62(q2,c,B)=(q3,A),
c/ 62(q2,d,3)=(5,20) minden dé{a, ¢} elemre,
af 850(a,0%,2,0=(3.2,).
4, al 62(q3,c,3)=(q3,k),
b/ 62(q3,d,B)=(5,Zo) minden délq,b,¢} elemre,
TR PCWCE BT
d/ 62(q3,d,zo)=(5,zo) minden dé{a,b,c} elemre.
5, &f 62(5,A,B)=(5,zo),
b/ 62(5,d,zo)=(5,20) minden de¢{a,b,c,$} elemre.

A §, és 62 konstrukcidjaibdl kénnyen belathatéd:

i/ Tetsz®leges n>1 és i>]1 egész szamokra:

(qo,anbncl$,zo) »-7q§ (q;),2,) &s (qo,atbncns,zo) F—jqz (@y.2s2,)

azaz L1={anbnct$/n31 és 1>1} C L(Mz) ds

Ly={a"b"c"¢/i>1 ¢s n>1T c L(M,).
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ii/ TetszSleges Ele{a,b,c,$}*-L1 és 526{a,b,c,$}*—L2
szavakra:

(qo,ﬁl,zo) k—ﬁf (E,A,alzo), ahol a,6{4,2 }*, és

- - 2 An
(qo’wl’zo) k—ﬁg (q,k,aZZo), ahol aZG{B,zo} 5

kivéve az 51

=)\, 52=X esetet, amelyben az ¥, &s M, EDP-gépek
nem milk&dnek. i

Ezek szerint L1=L(M1) és L2=L(M2). Ezzel a tétel bizonyi-

tasat befejeztiik.

4.8 Tétel. Az 1ed2 nyelvosztaly zart a concatenacidéra néz-

T ve,

Bizonyitds. Legyenek L és L' ed2-tipusu nyelvek.

Amennyiben L={A} vagy L’={)\}, akkor nincs mit bebizonyita-
nunk. Ezért tegyilkk fel, hogy L=L(M)#{\} és L'=L(M')#{}A},
ahol M=(K,Z,T,8,q,,2,,H) & M'=(K',L',T',8",q},2!,0")
EDP-gépek. Az altaldnossag megszoritasa nélkil feltehetjiik:

i/ KNK'=TAT '=Q,
ii/ Tetsz®leges q6K-H, afiU{)\}, 26T héarmasra:
ha §(q,a,2)=(p,a), akkor p#qo.

Ha ugyanis nem igy volna, akkor ﬁj jelek bevezetésével, az i/
kik8tést mindig elérhetjitk, az ii/ kik&tést pedig uj 50 kez-
do allapot és G(qo,k,zo)=(qo,zo) érvényesség bevezetésével
kénnyen megkaphatjuk, s ezek az elfogadott nyelveket nem é-
rintik.

Most bebizonyitjuk, hogy L.L'€ 1éd2‘

A kbvetkezd mbédon konstrualjuk azt az M=(K,Z,F,6,qo,ZO,H')
EDP-gépet, amely az L.L' nyelvet fogadja el.
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K = KUK'U{q}, ahol g@KUK',

f= Uz’

[ =rur’

a § atmenetfiiggvény 3 kdvetkezs:

I. A (qo,Zo) kettesnél két esetet kiil8nbdztetiink meg:

1/ G(QO,A,ZO) definialt.
Ha §(q_,),2,)=(p,a), akkor E(qo,x,zo)=(p,Zéa),

ahol pfK, abT*,
2/ G(qo,k,zo) nem definialt.
a/ Tetszdleges afl-ra:
ha 6(q ,a,2,)=(p,a), akkor E(qo,a,zo)=(p,Zéo),
ahol p6K, oaéT*,
b/ Minden a'6I'-I elemre: E(qo;a',zo)=(§,x).
II. TetszBleges (q,Z)G(K—H)XF-{(qO,ZO)} kettesnél két esetet

kiildnboztetiink meg:

1/ Ha 8§(q,)\,2) definidlt, akkor §(q,r,2)=8(q,A,2).
2/ Ha 8§(q,)A,2) nem definialt, akkor:

§(q,a, z) hq aév
S(q,as2) = {

(qs)\) ha afl'-L.
III. Minden q6K-H,Z'eéT' kettesre: 8§(q,A,2')=(q,)\).

IV. Minden p6H végallapotra:
1/ §(p,2\,2)=(p,)\) minden Z6T-ra.
2 ?(p,X,Zé)=(gé,Zé).
3/ §(p,A,2')=(q,A\) minden Z'GF'-{Zé} elemre,
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V. TetszBleges (q’',Z2')6(K'-H')XT' kettesnél két esetet kii-
16nbéztetiink meg:
1/ Ha 8'(q',),2') definidlt, akkor &§(q’',2,2')=6"'(q"',A,2"),
2/ Ha 6'(q',2,2') nem definidlt, akkor:

8% q';a',2") ha a'é6r’,

S§(q?,a’,2') = i
(q,)\) ha a'6I-1L',

VI. Minden q'6K'-H', 76T kettesre: 8§(q',A,2)=(q,)\).
VII. Minden 2Z6TUr' elemre: 3(q,A,Z)=(q,)\).

A § konstrukcibjabél kdnnyen beldthatd, hogy tetszdleges
we(IUL')* szbra:

Léteznek wIGZ* és wzez'* szavak, amelyekre
WEL,L" Loy i

w,6L, wZGL' és w=w_ v

1 172

(qo’wl’zo) h—ﬁ (psA,a), ahol p6H, abT*, és

(——)
(q)o05,2}) »-F‘; (p',A\,a'), ahol p'6H', o'er'*
" .
(q 0 05,2,) F—E (pyw s 2}a) F—é (Pswgs2})
(===>

Vo (Qéawzazé)'——é (p',A,a'), ahol
M M

p'éH'*, a'er'%,

(s w=w1w2€L(ﬁ)
Tehdt LL'=L(M)6 I;dz all fenn. Ezzel a tétel bizonyitésat

befejeztiik.
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Most gyengitjiik a fenti tételek kikotését 6gy, hogy az

L és L' ko6ziil nem mindkettd ed2-tipusu, hanem az egyik
nyelv ed2-tipusuy, és a masik ed3-tipusd. Ekkor kapjuk az
alabbi allitasokat. [

A A ’ & o o |
4.9 Tétel. Ha L€ %;dz és L'¢ Iéd3, akkor az LNL' és L-L
nyelvek ed2-tipusuak.

Bizonyitas. Az 1.7, 2.1, 3.1, 4.1 Tételekbdl adddik.

= A ’ ’
4.10_Tétel. Ha L€ I, &s L'¢ I .., akkor LpL'é 1;

da2°

Bizonyitas. Legyen L=L(M) és L'=L(M'), ahol
M=(K,Z,F,6,qo,ZO,H) egy EDP-gép és M'=(K',Z',6',qé,H')

egy EDV-gép. Most konstrudlunk olyan M, EDP-gépet, amely

1
az LpL' nyelvet fogadja el.

Legyen M1=(K1,ZUE',F,61,[qo,qé],ZO,H), ahol
K1=xuqq,q']/qu—H,q'eK'}U{a} és gk,

a 61 atmenetfiiggvény a koévetkezd.

I. TetszOleges q€6K-H, 76T kettesnél két esetet kiildnbdzte-
tiink meg:
1/ 8(qs),2) definidlt.
Ha 8(g,*2,2)=(p,a), ahol pfK, aél*, akkor:
al Gl(q,A,Z)=(p,a)
b/ TetszBleges q'€K' &llapotra: 61([q,q'],A,Z)=(5,a),

ahol
ha peH,

p
p{
[psq'] ha peH.
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2/ 6(qs2,2) nem definialt.
a/ Minden p'6H', afIVUL' kettesre:

61('[‘7137']:‘1:2):(‘-7:)‘) .

b/ Tetszbleges q'€K'-H', DEINL' kettesre:
ha 6(q,b,2)=(p,a) és §'(q',b)=p', ahol péK,06T*,p'6K",
akkor 51([q,q'],b,Z)=(5,a), ahol

p ha p6H

- {
[p,p'] ha pgH

c/ TetszOleges q'6K'-H', afL-I' kettesre:
61([q,q'],a',z)=6(q,a,z).

d/ TetszOleges q'6éK'-H', a'6L'~L kettesre:
§,([la,q'],a’,2)=(q,1).,

e/ §(q,a,2) ha a6l.

Gl(q.,a,Z)- 5
(q,)\) ha afL'-L,

IT. Minden 26T-ra: §,(7,),2)=(3,)).

A 61 konstrukciéjabél kdnnyil belatnunk, hogy tetszﬁlegesl
afINLl' elemre:

(q,a,02) = (p,},8)

<4,10.1> { }4—-@([q,q'],a,a2) *77: (D, 2,8},
i

q'at—M-,-p'

ahol ¢6K-H, p6K, Z6T,a,BET*, q'€K'-H', p'E6K’ és
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T
]

{p ha pEH.

I.-p.vp'] ha ng-.

Ennek alapjan indukcidval kdnnyen igazolhatjuk, hogy tetszd-
leges wé€(INL')* szdra:

(q,sv52,) »-—;; (psX,B)
<4.10.2> { §

pr— ([qo,q(;],w,zo)' '_7: (py2,B),
’ * ] 1 ;
qo¥ g T P

ahol péK, BET*, p'6K' és

% ha pé€H.

l[p.p'] ha pgH.

Most bebizonyitjuk: L(M1)=LpL'.

(&=—). Belatjuk eldszdr, hogy LpL' ¢C L(M7).
Legyen wéLpL'. Ekkor két esetet kiildnbdztetiink meg:

1. eset. Legyen w€(INL')* és (qo,w,zo) »—% (psAza) 111,
qo'w "_[Tf;' Q',

ahol p€H, q'€K', aeT*,

A <4.10.2> Allitasbdl nyilvan ([qo,qé],w,zo)

— (p,2,a)
adoédik, azaz wGL(Ml).

M

2., eset. Legyen W= A, , ahol wIG(EAZ')* , afér-r’, wZG(ZUZ')*,

P * *
és (qo,wlawz,zo) 5 (ql,awz,aJZ) 4 (qz,wz,aza) —x (p,A,B),
ahol pé€H,

* ;
qéwl 5 qi, ahol qiﬂH'

Ismét hasznaljuk a <4.,10.2> allitast és kapjuk:
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! ’
([qo,qo],wlawg,zo) k—77; ([ql,qz],awz,aIZ) r~77;{q2,w2,a1a)

*
'—M;(P.o AJB )J

ahol péH.

Eszerint: w=w1aw2€L(M1).

Mindkét esetben belattuk, hogy wGL(Ml) valahanyszor wéLpL’,
azaz LpL' Q.L(Ml).

(w——b), Megforditva bebizonyitjuk, hogy L(MZ) c LpL’,
Ehhez elég megmutatnunk: ha wgLpL', akkor wGL(Ml).
Vilagos, hogy ha w¢L akkor wﬂL(MJ),mivel az M és M1 EDP-
gépek végallapothalmazai egymdssal azonosak. Nézzilk tehit
a wé(L-LpL')=LpL' esetet, vagyis w=w,aw,, ahol w, 6(INL')*,
a6rur ', w6 (IUL ') %, és

* *
(qo’wlawZ’Za) k—qu (ql,awz,aIZ) — (q2,w2,a2) — (pyA,a),
ahol pé#H,

qéwl h—ﬁ$ p', ahol p'éH’'.,
A <4,10.2> allitasbdl kdnnyen belathatd:
* -
([éo,qé],wlawz,zo) r—77; ([qz,p'],awg,aZZ) F—TZ; (q,wg,0,)

* -—
._M—I (QJwg.v}‘) .

Eszerint: w=w1aw24L(M1).
Végeredményben tehat az L(M1)=LpL' egyenldoség all fenn, azaz

LpL'é Ied2'
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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Mieldtt targyalnank az LUpL' nyelvet, foglalkozzunk
az EDP-gép lehetséges k&ztmbdsségével, amelyet elméletileg
megoldhatdénak tekintsiink abbél a szempontbdél, hogy tetszd-
leges w sz0rdl és tetszOleges 2—tipusﬁ L nyelvrdl elddnthetd:
a wféL tartalmazas fennall-e.

4.11 Lemma. Barmely ed2-tipusd L nyelvhez megadhatd olyan
M'=(K',Z',F',G',qé,Zé,H').EDP—gép, amelyre L=L(M') és tet-
sz0leges q€K'~H',726T' kettesre ha §'(gq,A\,2)=(p,a), akkor az
o szd a kdvetkezd kétféle alaki lehet:

i/ a=A,

ii/ a=a, Z, és 6'(p,X,Zl) nem definialt,

Bizonyitas. Legyen L=L(M), ahol M=(K,Z,F,6,qO,ZO,H) egy
EDP-gép. A kdvetkezd mdéddon konstrualjuk az M' EDP-gépet:

k' = kU{q}, ahol ggk,

' =3I,
r-=r,
I =

L ol 9,9
' =

Zo Zo’
Y = §,

a §' atmenetfiiggvény a kovetkezd:
TetszOleges g6K-H, Z6T kettesre
1/ Ha §(g,),2) nem definialt, akkor tetszdleges qfL-ra.
§'"(gq,a,2)=8(qya,2Z).

2/ Ha §(q,2,2) definidlt, akkor megvizsgaljuk az M EDP-gép-
nek a (g,A,2) konfiguracidbdl vald miilkddését és harom e-
setet kililénbdztetliink meg:



- 67 -

a. eset. (g,\,2) F—-—M*- (psA,\), akkor &'(q,\,2)=(p,A).

b. eset. (q,A,2) h—ﬁ (p,k,alzz) és a(p,x,zl) nem definialt,

akkor 6'(q,k,Z)=(p,a121).
c. eset. Van olyan qleK—H’ ZJGF kettes, amelyre
* *
akkor 8'(q,X,2)=(q,2).

3/ Tetszdleges afl-ra, Z€l-ra:

§'(q,a,2)=(q,2).
A §' konstrukcidjabdél kénnyen belathatd, hogy M' azokat és
~csak azokat a wéI* szavakat fogadja el, amelyeket M elfogad

és megforditva, s emellett a lemma utdébbi feltétele nyilvan

teljesiil. Ezzel a lemma bizonyitasat is befejeztﬁk.

4 A / r
4,12 Tgte{. Ha L€ Iédz és L'¢g 1@63' akkor az LUpL' nyelv
ed2-tipusu. '

Bizonyitas. A 4.11-Lemma értelmében feltehetjiik, hogy
L=L(M), ahol az M=(K,Z,F,6,qo,ZO,H) EDP-gép a 4.l1-lemma-
nak megfelel, és L'=L(M'), ahol M'=(K’,Z',6',qé,H') egy
EDV-gép.

A 4.8 Tétel bizonyitadsdhoz hasonléan tovabba feltehetd:

i/ KnK'=g.
ii/ Tetszdleges q6K-H, afIU{)\}, 26T harmasra:
ha 8(q,a,2)=(p,a), akkor  p#Fq .

Most konstrualunk olyan M2 EDP-gépet, amely az LUpL'
nyelvet fogadja el.
Legyen az M2=(K2,ZUE’,F2,62,[q0,q51,ZO,H2) EDP-gép a

kbvetkezd mbédon definidlva:
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K2={[q,q']/qex—ﬁ,q'ex'-y'}uxux'U{a,qh}, ahol a,qhaxux',
r2=ru{2}, ahol ZgT,
H2=HUH'U{qh},

a §. Atmenetfiiggvény a kdvetkezd:

5]

I. A (qo,Zo) kettesnél két esetet kiilénbdztetiink meg.
1/ 6(q 52,2 ,) definiadlt.
Ha G(qo,x,zo)=(p,a), ahol pfK, aél'*, akkor:
al 62(qo,k,zo)=(p,2a).
b/ 62([q0,q$],k,zo)=(p,2a), ahol

gqh ha p€H.

(psql]l  ha peH.
2] G(QO,X,ZO) 'nem definialt.
a/ TetszOleges bELNL' elemre:
ha G(qo,b,20)=(p,a) és 6'(qé,b)=p', ahol péK,
aéT*, p'€K', akkor 62(q0,b,20)=/p,2 a) és
§,0[a,.9/1.0,2,)=(p,Z0a),
ahol
{ qy, ha péH vazy p'6H',

(p.p'] ha pgH és  p'gH’.
b/ TetszOleges afL-L' elemre:
ha G(qo,a,zo)=(p,a), ahol pfK, aél*,
akkor 52(q0,a,20)=(p,§a) és 62([qo,qé],a,zo)=(p,§ el
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c/ Tetszdleges a'€L'-L elemre:
»62(qo,a',20)=(5,§) és 62([q0,q$],a’,zo)=(6'(qé,a'),f)

II.'Tetszaleges (q,Z)e(K—H)XP—{(qo,Zo)} kettesnél két esetet
kildnbdztetiink meg.
1/ 8(q,A,2) definialt.
Ha 6(q,2,2)=(p,a), ahol p6K, aél*, akkor:

al/ 62(q,X,Z)=(p,a).
b/ Tetszdleges g '6K'-H' allapotra: 62([q,q'],A,Z)=(E,a)

ahol
_ qy, ha pEH
A
(psq'] ha pgH
2/ 86(q,A,2) nem definialt. "
al/ §(q,a,2) ha aél,
62(q,a,z)= {
C (qs\) ha afL'-%,

b/ Tetszdleges bFINL' elemre, ¢q'€K'-H' allapotra:
ha 8(q,b,2)=(p,a), és 8§'(q',b)=p’',
akkor 62([q,q'],b,2)=(5,a), ahol p€K, aéT*, p'EéK' és

ha p6H wvagy p'€H’.

U,
{ [psp'] ha pfH ¢es p'@H'.
c/ TetszOleges afI-L' elemre, q'6K'-H' allapotra:
52([q,q']a,Z)=6(q,a,Z).

d/ Tetszdleges a'fL'-L elemre, q'éK'-H' allapotra:
§,([a,q'),a",2)=(8"(q",a"),\).
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¥I1.Tetsz8leges ¢'6K'-H' allapotra:
1/ Gz(q',x,z)=(q',k) minden Z€Tl-ra.
2/ (6'(q',a'),2Z) ha a'6l’.
5,(¢",a",%)= { '
(qy2) ha a'6L-L',
IV . Minden ¢6Kk-H, q'6K'-H' kettesre:

1/ (8'(q',a'),Z2) ha a'6L'!

GZ(EQ:Q']:a':z)= {
(EI-,E) ha a’ez—z 'o
2/ czrq,x,2)=(a,2).

¥ . Minden 26T elemre:
1/ 5'2(5, A,Z)=(q,)\).

2/ Gz(a,a,§)=(5,§) minden afIUL’' elemre.

A 62 konstrukcidjabol indukcidval kénnyli beldtnunk, hogy

tetszbleges wé(LAL')* szdra:

(q,sw,2,) V3 (p,0)
<4,12.1> { 'Q-—-b([ﬁo,qé],w,zo) »—771(5,§a),
© 8

qc’,w '_"';!r p'
ahol p€K, a€l*, p'éK' és
ha p€H vagy p'6H’'.

U
p={
[psp'] ha pgH es p'gH".

Most bebizonyitjuk: L(M2)=LUpL'.
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(é&=—). Belatjuk eldszdr, hogy LUpL' c L(M,)

Legyen wéLUpL'=(LpL')U(L'pL). Amennyiben wéLpL', ahol

16 14, és 1'6 L 4,, akkor a 4.8 Tétel bizonyitasahoz tel-
jesen hasonldéképpen igazolhatjuk, hogy wGL(Mz). Azért te-
gyik fel, hogy wéL'pL.

A 4.11-lemma feltételeibdl nyilvan kdvetkezik, hoyy
tetszdleges olyan wél* szbra, amelynek egyetlen valddi eie—
je sem tartozik bele az L(M) nyelvbe, csak a kdvetkezd ese-
tek lehetnek: '

al (qo,w,zo)l——i (gsA,0Z), ahol q€K, Z€T és a6l*

M
és 8§(q,2,2) nem definialt.
b/ w=w W, és (qo,wlwz,zo) »—% (q,wz,k),

qfkK, wl,wzez*.

Eszerint a wfL'pL sz6ndl csak a kdvetkezd harom esetet kell

vizsgalni:

1. eset. Legyen wé€(INI')* és qéwﬁ——ﬁ - S 1
(q,s052,) H—ﬁ; (qgsA,o), ahol p'éH', q6K, abT*

A <4.12.1> 3l1litasbél nyilvan ([q,,q}],w,2,) r—jvi (qzs)s20)
addodik, azaz wGL(Mg). &

- 2 ' ' i ;
2. eset. Legyen w w,w, €s qw w, h—ﬁ4 qug g7 P's &

(qo,wlwz,zo) F—ﬁ (q,wZ,A), ahol p'6H’, inK'-H',

q6K-H, v, 6(I*NL')*, wzez'*.
Ismét hasznaljuk a <4.12.1> allitast és kapjuk:
([a,sa.)sww,,2,) P—yj ([asq;]sw,,2) k—ﬁ; (p"shs2d s

ahol;ﬂGHZ, azaz wGL(MZ).
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3. eset., Legyen w=w1a’w , ahol wZG(ZﬂZ')*, a'é€r'-I, wZGZ'*,

2

2 ’ ) * Pt ’ # '

S8 [0 1% Vg T 3% Vg g dgWp Y P
ahol p'éH".

(q 50452, *‘7% (q;52,0), ahol q,fH, o6T*,

Az el6z0 esethez hasonldan kapjuk:
([qo’qo’]’wla'w2’zo) ’_ﬁj ([qlaqlq:a'wzxz“) ""_M—Z' (qz':wz.vz’")

s * -
""'—M—; (Qé:wz:Z) '_Mz‘ (p's2,2),

ahol p'eH azaz wGL(M2).

2-‘
Mindharom esetben belattuk: ha wéL'pL, akkor wGL(MZ).
Tehat az LUpL'=(LpL9W(L'pL) S‘L(Mg) tartalmazas fennall.

(==>). Megforditva igazoljuk, hogy L(M,) < LUpL'. Ehhez e-
legendd megmutatnunk: ha wgLUpL' akkor wGL(MZ). El8szdr
konnyen belathatdé, hogy wg€LUL', akkor wﬁL(MZ). Nézziik te-
hat a wéLUL'-(LUpL') esetet. Amennyiben w€’” (LpL'), ahol
LE 1;d2 és L'€ 1;d3’ akkor a 4.8 Tétel bizonvitasahoz tel-
jesen hasonldan belatjuk, hogy wEL(MZ). Ezért legyen
w6L'-(L'pL). Ekkor léteznek olyan y#A, x szavak, amelyek-

re w=xy és wéL' 1ill. x€L, vagyis:

M

(9,552 ,) — (p,A,0), ahol p6H, aéT*,
{qo'xyt—M—’fq'yl—M-;p', ahol q'¢@H' cs p'6H'.

Ismét haszndljuk a <4.,12.1> allitast és kapjuk:

* = p
([qo,qé],x,zo) h—ﬁ; (qh,A,Za), ahol q,6H,, azaz xGL(MZ).
Ebbdl az L(MZ) nyelv prefix-mentességének értelmében kdvet-
kezik, hogy w=xy5L(M2), mivel y#A\.

- Végeredményben tehat az L(M2)=LUpL’ egyenltség fennall.
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Erdemes megfigyelni, hogy a determinisztikus pushdown-
automatdnak az altaldnos prefix-mentes homomorfizmussal va-
16 kapcsolatdt igen nehéz vizsgdlni. Ehelyett a hw homomor-
fizmussal vald kapcsolataval foglalkozunk.

4,13 Tétel. Legyen I,A két diszjunkt véges abécé, és wéA*

valamely rdgzitett szd. &

Az LcI* nyelv akkor és csak akkor ed2-tipus§, ha a
hw(L)g(ZUA)* nyelv ed2-tipusd.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasadhoz a k&vetkezd lemmat fog-

juk hasznalni.

4.14 Lemma. Az L € I* nyelv akkor és csak akkor d2-tipusﬁ,
ha a & (L)C(IUA)* nyelv d2-tipusu.

Tételiink a lemmabdl és a 2.10 Tétel korolladriumdbdl mar va-
l6ban kdvetkezik, mert a 4.1 Tétel értelmében mind az L és

hw(L) nyelv akkor és csak akkor ed2—tipusﬁf ha az L és

h, (L) nyelvek d2-tipusdak és prefix-mentesek. Nézziik tehat

a lemma bizonyitasat.

Amennyiben L={)A} vagy w=), akkor nincs mit bebizonyitanunk.
Legyen tehat L#{)\} és w=d,...d , ahol n>I és diseeesd €A,
A bizonyitadst két részben kiilén-kiildn végezziik. .

1. rész, Ha L€ 162, akkor hw(L)G 1&2.

Legyen L=L(M), ahol M=(K,Z,F,6,qo,ZO,H) egy DP-automata.
A kdvetkezd mdébdon konstruadljuk azt az M’=(K',Z',F',6',qo,z

DP-automatat, amely a hw(L) nyelvet fogadja el.

0.’

H)
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K'=KU{qd1,..,qd /QGK}U{E}, ahol C_I¢K,
n

z'=zu{d1,...,dn},

I'=Ty{4}, ahol 44T, "
a §' atmenetfliggvény a kdvetkezd:

I. TetszOleges q6K, Z6T kettesnél két esetet kiildnbdztetiink
meg: |
1/ 8(q,A,2) definialt,
Ha 8§(g,A,2)=(p,a) akkor 8'(q,A,2)=(p,a), ahol p€K, obEl*,

2/ 6(gsA,2) nem definialt.
a/ TetszOleges afl-ra:
ha 8(q,a,2)=(p,a), akkor 6'(q,a,Z)=(pd Sad),
7

ahol péK, afTl*,
b/ Minden <6{1,2,...,n} egész szamra:
6'(q,di,2)=(a,k).

II. Minden g€K &llapotra: §'(g,A,A)=(q,\).

III. Tetszdleges g6K allapotra, 16{1,2,...,n-1} egész szam-

ra: .
1/ (q s4A) ha a=d..
di+1 %
§'(qy sa,A)= .
= (qs ) ha a6:i'-{d.}.
2/ (qs)) ha a=dn
6'(qd sy, A)= {
= (qs2) ha a61'-{d }.

3/ 6'(qy s2,2)=8"(qy ,A\,2)=(q,\) minden Z6T-ra.
1 n

IV. Minden 2z€T' elemre 6&'(g,A,z)=(g,\).
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A §' konstrukcid6jabdol kdnnyen belathatd, hogy tetszdleges
q6K, a6i, Z6T harmasra:

*

<4.14.1> 6§(q,a,2)=(p,a) =—=>(q,ad ...d ,2) —r (Pa)s0),

ahol p€K, o€rl*,

Ennek alapjan indukcidval konnyil bebizonyitanunk, hogy tet-
sz0leges u€L* szdra:

<4,14.2> (qo,u,zo) k—ja (p,k,a)ér-¢fqo,hw(u),zo)

"_MJ;' (p: Asa)}s
ahol pEK, a6Tl*,

Végeredményben- tehat kapjuk, hogy tetszdleges ufL* szdra:
bl (M)¢=> (q_,u,2 ) V5 (p,X,a), ahol p6H, a6r*,
@-=°(q0,hw(u),zo)l—jv$ (pyA,a), ahol p€H, aél*,
<===7hw(u)6L(M')

5 V)
Eszerint: L(M') hw(L), azaz hw(L)G'I.dz
2. rész, Ha hw(L)G 152, akkor L€ 152'

Legyen hw(L)=L(M), ahol M=(K,EU{d1,...,dn},F,G,qo,ZO,H)
egy DP-automata. A kdvetkezd mdédon definidljuk azt az
M'=(K',Z,F,6',qo,ZO,H) DP-automatat, amelyre L=L(M').

K'=KU{qd1,...,qd /qu},
n

a §' atmenetfiiggvény a kdvetkezd:



- 76 -

TetszOleges qFfK, 76T kettesnél két esetet kiildnbdztetiink
meg:
1/ 8(q,A,2) definialt.
Ha §(q,A,2)=(p,a), ahol pfK,aél'* akkor:
al 8§'(g,A,2)=(pya).
b/ 6'(qd.,A,Z)=Ypdi,a) minden 76{1,2,...,n}egész
szémr;
2/ 8(qg,2,2) nem definialt.
a/ Tetszdleges afl-ra:
ha 6(q,a,2)=(p,0), akkor 6'(q,a,Z)=(pd1,a)

ahol p€K, aéT*,

b/ Tetszdleges 726 1,2,:..,n-1 egész szamra:
ha G(q,di,z)=(p,a), akkor 6'(qd ,A,Z)=(pd 50),
z t+1
ahol pfK, aéT*,
c/ Ha G(q,dn,Z)=(p,a), akkor 6’(qd sA,2)=(p,a),
n

ahal p€K, aélT*,

A §' konstrukci6jabol kdnnyen megvizsgalhat juk:

<4.13.3> {(g,d venr.d ,a) — (p,\,B)}

1 M
A {(Qd .n)\.so") "_'I‘TJ;' (p.s}‘:B)}:
1

ahol gq,pf€K, a€F+, BET *,

Ennek alapjan indukcidval bebizonyitjuk, hogy tetszOleges

uBr* szora:

<4.14.4> (q uh (u),2 ) vy (DA, B) m=>(q _,u,Z ) .——M—*, (PsAsB8),

ahol peK, BeT*,



- 77 -

Az u=afl esetben a <4.14.3> allitast haszndlva k&Snnyi be-
latnunk:

2,) ¥—4(q'sad;...d ,0'2) vV—y (q,d

{(qo,adl...d W IEEE

» d o)

(psA,B)}

*

(—-0{(qa,a,zo) F—jq; (g',a,a'Z) by (qdl,k,a) T (p,A;B)}

Eszerint az &llitds mar igaz.

Tegyiik fel, hogy az &4llitas minden uéI* n hosszusagu széra

igaz, és legyen u=u,a, ahol a6I, u,6L* és ]u1|=n. Ekkor az

1
indukciés feltevés értelmében kapjuk:

(qo’hw(ul)’zo) F—T% (q',A,a'Z')@==¢(qo,u1,20) +—77$ (gt X0 ?8t).,
Ismét haszndljuk a <4.14.3> allitast és kénnyen belathatjuk:
{(qo,hw(ul)adl{..dn,zo) k—ﬁ (q'sad;e..d ,0'2")

—g (q,d;...d ,a) '—A‘; (pyAyB)}

e {(qo,ula,zo) F—E4 (q',a,a'2') 7 (qdl,x,a)

g (Ps1,8)),

azaz az allitds igaz az uéL* (n+1) hosszisagu szbéra. Vége-
redményben tehat kapjuk, hogy tetszdleges ufL* szora:
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R, (1) 6L (M) ety (qo,hw(u),Zo) r——;! (psA,a), ahol p6H, afl*,

T—q it %) h—77$ (psA,0), ahol p6H, a6T*,

Eszerint: L=L(M'), azaz L6 Id2'

Ezzel a lemma bizonyitdsat befejeztiik.

A kbvetkezd részben beldtjuk egy ed2-tipusu nyelvnek
egy ed3-tipusd nyelv és ec-tipusﬁ nyelv meteszetének homo-
morf képére vonatkozd elBallitdsat. Mindenekeldtt az EDP-
gépnek egy EDV-géppel és egy egyszerii géppel vald kombina-
cidja szemléletesen a 4.1 abran megadott hadrom rajznak az
Osszehasonlitasabdl is latszik.

4.1. dbra
EDV-gép Egyszerii gép
bemend szalag l bemend szalag
olvaad-
-F'e—"

J T

s Pushdown-memdria

|

EDP-gép

bemend szalag

olvasd -

wPushdown-memdria
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Itt figyelembe kell venniink, hogy k&z&ttilkk két nagy kiilénb-

ség van:

1/ Az EDV-gépnél nincsenek A-lépések megengedve, mig az
EDP-gép megengedi.

2/ Az egyszerii gép egy szdt lires pushdown-memdriaval fo-
gad el, mig az EDP-gép egy végallapottal elfogad és. ko=~
z8mbds a pushdown-meméria végsd tartalmaval szemben.

Ezeket a nehézségeket kdnnyen athidalhatjuk a kdvetkezd két

lemmaval.

4,15 Lemma. Barmely ed2-tipusu [ nyelvhez megadhaté olyan

M’=(K',E',F’,6’,qé,Zé,{qh}) EDP-gép, amelyre teljesiilnek a
kdvetkezd feltételek:

i/ L=L(M')
ii/ TetszOleges wé€I'* szdra:

wGL(M’)@=(qo,w,ZO) F——M,;' (qh_,)\_,U.

Bizonyitas. Legyen L=L(M), ahol M=(K,Z,F,6,qO,ZO,H) egy
EDP-gép. Az altalanossag megszoritéasa nélkiil feltehetd, hogy
tetszdleges q6K-H, afrU{A}, Z6T harmasra:

ha 8§(qya,2)=(p,a), akkor p#qo.
A kSvetkezd mbédon konstrudljuk az M'=(K',Z',F',6',qé,Zé,{qh})
EDP-gépet:

K'=KU{<_1,qh}, ahol 5:qth.’

Lr'=1,

F';FU{EO}, ahol EOEF,

=
Zo Zo’
g img

a §' atmenetfiiggvény a kdvetkezd:
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1/ Tetszbleges afIU{L} elemre:
ha 6(q_,a,2,)=(p,a), akkor 6’(q0,a,zo)=(p,§0a), ahol

p6K, a€Tl*,

2/ Tetszdleges (q,Z)G(K—H)XF-{(qo,Zo)} elemre, afiU{)}-ra:
ha 6(q,a,z)=(p,a), akkor §'(q,a,2)=(p,a), ahol
p6K, 0€T*, '

3/ Tetszdleges p€H éilapotra:
al §'"(py,A,2)=(p,\) minden Zél-ra.
b/ §"(psA,Z )=(q,,2\),
4/ Minden ¢f6K-H allapotra: 6'(q,k,§o)=(a,X)
5/ Minden zZ&T'-re: 8§'(q,A,Z)=(q,\).
A &' konstrukcidjabél kdnnyen belathatd, hogy tetszdleges
wEeL* szodra:
WEL (M) mmmt> (q 0,2 ) »—ﬁ (psA,a), ahol p6H, oéT*.
= (qo,w, Zo) v--M—‘i- (p,x,'Z'oa) t——ﬁ; (p,k,zo)
l——M—r (qh,A,J\).
(> )@L (M)

Eszerint az M' EDP-gép a lemma feltételeinek megfelel,

4.15 Lemma. Barmely ed2-tipusd L nyelvhez megadhatdé olyan

M'=(K’,Z’,F',6',qé,Zé,H') EDP-gép és h homomorfizmus, a-
melvekre teljesiilnek az alabbi feltételek:
i/ L=h(L(M')).
ii/ Minden q€K'-H', Z€r' kettesre §'(g,A,Z2) nem defi-
nidlt.
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Bizonyitas. Legyen L=L(M), ahol M=(K,E,P,6,qo,zo,8) egy |
EDP~gép. El8sz8r tekintsilk a kdvetkezd halmazt:

A={(q,2)8(K-H)XT/8(q,\,2) definidlt}

A k&vetkezd médon konstrudljuk az Nim(Xt B TP 8 q i Bl B
EDP-gépet :

XK'= ky{q}, ahol ggK,

I'= IUlep, ,1/(q,2)6A),

r'=r, |

qo'= qoa

= .
zo Zo'
H'= H,

a '’ étmenetfﬂggvény a kbévetkezs:

I. TetszSleges q6K-H, Z6T kettesnél két esetet kiil¥nbdzte-
tiink meg:
1/ 8(q,2,2) definialt.

8§(q,A,2) ha a=e[q’z].
8§'(q,a,2)=
= -
(qs)) ha a6t {e[q’z]}.
2/ 8§(q,1,Z2) nem definialt.

§(q,a,2) ha a#€r
§'(q,a,2)= {
(q,\) ha a€r'-:.
II. Minden Z6éT-ra: §'(q,A,2)=(q,\).

Vilagos, hogy az M' EDP-gépnél nincsenek A-lépések, azaz
.~ az ii/ feltételnek megfelel. Most belatjuk az i/ feltétel
teljesiilését. ' ' -
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A §' konstrukci6jabol konnyen belathatd, hogy tetszdleges
(q,2) €60 kettesre:

<4.16.1> (q,a,0Z) = (py A, R )Keed

Létezik u€(I'~I)* sz06 amelyre
M {

(q,uasaZ) r—M‘} (psA,B)

ahol a6, p6K, o,BET* , és az — ill, +—

% T relacidk utol-

s6 lépései nem \-lépések.

Ennek alapjan indukcidéval bebizonyitjuk, hogy tetszdleges

w=a ...anGZ* szbra:

1

<4.16.2> (q_,a;...a,,2 ) p—-—ﬁ-’; (pyA,B)

Léteznek ul...une(Z'-Z)* szavak, amelyekre

{
*
(qo,ulaz...unan,zo) Ver? (psAr,BJ
*

ahol péK, BET* és az — - 0 5 S »—ﬁ$ reladcidk utolsd lépé-

sei nem A-lépések.

A w=a€l esetben az allitas nyilvan a <4.16.1> allitasbél
addédik. Most tegyilik fel, hogy az allitas minden wé€I* n

o =z %
hosszusagu szdbra igaz, és legyen w=a +e0Q,a, ahol

q
Ayseeea, ,aél tetszdleges jelek.

Ekkor az indukcids feltevés értelmében kapjuk:

Léteznek ul,...,une(Z'—Z)*

(qo’al"°an’zo) h_% (s )y 0Z)cumus szavak, amelyekre:
(qo.'ulalc . ounan, ZO)

F—TZ; (gs;X;62)

ahol q6K-H, Z€T, afl*,
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Tovabbé két esetet kell vizsgalnunk:
a. eset: 8(q,A,2) definialt:
Ismét hasznadljuk a <4.16.1> allitast és kapjuk:

Létezik u€(I'-L)* sz6, amelyre
(qsa,az) ;-—;7(;9, A, B ) Gty
(qyua,az) r—77¢ (psA,B)

b. eset: §(gq,A,Z) nem definialt.
Ekkor valasztjuk az u=) szd6t és kapjuk:

(gsay,0Z) 7 (psAyB) &= (g,a,0Z) T (psA,B).

Tehat mindkét esetben az allitas a wéi* (n+1) hosszﬁségﬁ
szbéra is igaz. Végil, a <4.16,.2> allitas segitségével va-
lamint az utolsd lépés szemlélésével kdnnyii beldtnunk, hogy

tetszdleges w=a ...anGZ* szbra:

1

...anGL(M)é==¢ (qo,al...an,Zo) h—% (pyA,a), ahol pEH,a€T*,

‘Léteznek ul,..,un,ue(z’—z)* szavak, melyekre

w=a 1

ey )
.(qd,ulal...unanu,zo) T (pyA,0), ahol
p6H, aT* .
(Léteznek ul,...un,uG(Z'-Z)* szavak, amelyekre

(i

U a

. %
7 1....unanu9L(M )

Most mar csak egy olyan homomorfizmust kell megadnunk, a-
mely a w=a,...a, sz0hoz az U Qgeeotd a U sz6t rendeli hozza.
Legyen ezért a % homomorfizmus a kdvetkezd mddon definidlva:

1) RlCX)=X.
2/ a ha afl
Biad = {x ha a6L'-L,



3/ h(xy)=h(z)h(y) tetszBleges x,y6L'* szavakra.

Ekkor a hA(L(M')) elemei pontosan az L(M)-beli szavak lesz-
nek. Ezzel a lemma bizonyitését befejeztiik.

4.4. Megjegyzés: A 4.16 lemma bizonyitasaban a §' atmenet-
fiiggvény konstrukcidéja az M EDP-gépnek a végallapothalmazat
és a pushdown-memdéria tartalmat nem érinti, azaz az M' EDP-
gép az M EDP-gép 4.15 lemmabeli . ii/ teljesiilésének kdvet-
keztében ennek a feltételnek is megfelel.

Ezen lemmak utan kénnyenbelatjuk az alabbi allitast.

4,17 Tétel. Barmely ed2-tipusﬁ L nyelvhez megadhatdé olyan

éd3—t1pusﬁ L1 nyelv, ec-tipusﬁ L2 nyelv és % homomorfizmus,-
amelyekre L=h(LlnL2). '

Bizonyitads. A 4.15 és 4.16 lemmdk értelmében feltehetjiik,
hogy L=h1(L(M)), ahol h1 egy olyan homomorfizmus és

M= (K,Z,F,d,qo,zo,{qh}) egy olyan EDP-gép, amelyekre tel-
jesililnek a fenti lemmak ii/ feltételei, aza: tetszdleges
qGK—{qh}, Z6T kettesre &(q,),Z) nem definidlt és

weL(M)«—»(qo,g,zo) "T; (qps 250,

Vegyiink tovabba egy I’ ébécét,‘amelyrek az elemeit
kdlcsdnbsen egyértelmiien megfeleltetijiik a (x-{qh})xr e-
lemeinek:

$r o= {x[q, 7] /q6k=-{q,}, Z6T}.

- A § értelmezését nézve most konstrudaljuk egyszerre az M1

EDV-gépet és az M, egyszeril gépet dgy, hogy
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M1=(K1,ZUZ',61,q0,{qh}) és M,=(IVUL',Ty,6,,2 ) ahol
x1=xu{[q,z]/qex-{qh}, z6T{q}, ahol q#K,
r,=rui{[z,q]/zer, q6k-{q,}}VU{Z}, ahol Z€r,

61 és‘% atmenetfiiggvényvek a kdvetkezdk:

Ia. Tetsz3leges qGK-{qh} allapotra:
1/ Tetszbleges ZéTl-ra: 61(q,x[q’z])=[q,z]
2/ Minden a6IUI'-{z | 26T} elemre:
- [e.2]
61(q,a)=q.
Ib. TetszOleges Zél-ra:
1/ Tetszdleges qGK-{qh} elemre: Gz(x[q,Z],Z)=[Z,q].
2/ Minden aGZUZ'-{x[q,ZJ/qGK-{qh}} eleémre:
62(a,Z)=2.
II. TetszOleges qGK-{qh}, Z6T kettesre:
1/ Tetszdleges agfl-ra:
ha 6(q,a,Z)=(p,a), ahol péK,aéT*, akkor:
a/ GI(EQ,Z],Q)=p.
b/ 8,(a,[2,q])=a.
2/ Minden a'€fL' elemre:
al §,([q,2],a")=q
b/ 52.(a',[z,q])=z

III. Minden afIUI' elemre:
al/ Gl(a,a)=a

b/ 62(a,Z)=Z
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A 6, és 6, konstrukciéjabdl konnyll beldtnunk, hogy tetszd-

leges afl elemre:

<4,17.1> Létezik a'=m[q ZJGZ',ameere
,. .

’ s &
(4s8,02) v—g (psXsBlemsr {4 &, gré+=gi'p, &=

*
(x[q,Z]a,aZ) H—ﬁg (A,B)

ahol qék-{q,}, péK, 26T, a,B6r*.

Ebb31 indukcidval kdnnyen bebizonyithatjuk, hogy tetszdle-

ges w=a ...anGZ* szbra:

1

<4.17.2> .
Léteznek ai,...,aéez',

(g saqe00a,52,) h—ﬁ (DPs Xy B)mmmmp | amelyekre:

’ ' *
q,a1@,+00a,a, H—E; p, €s

' ’ *
(alal...anan,zo) »—ﬁ; (A, B,

ahol péXx, BeT*,

Végeredményben tehat kapjuk, hogy tetszdleges w=a ..{anez*-

1
ra:

- * F A
1...an,ZO) F-—-M .qh,l,)\).

(Léteznek ai,...aéGZ', amelyekre:

w=a ...anGL(M) > (qo,a

1

v
{(a'a

1 1...ar'lan,zo) '__* (A,A)

Mg

1

! '
ala ...ananeL(MZ)ﬂL(Mz)

Léteznek alii..al!'fl’, amelyekre:
{ n
11
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Legyen most a h2 homomorfizmus a kdvetkezd mdédon definiil-

va: _
1/ hy(X)=A

2/ a ha afl,
h2(a)= {

A ha aGZ'.

3/ hz(xy)=h(x)h(y) tetszdleges x,yf(IUL')* szavakra.

Ekkor nyilvanvaldé, hogy L(M)=h2(L(M1)nL(M2)).
Végiil, definidljuk a # homomorfizmust ugy, hogy tetszOleges
a6rUL' elemre h(q)=h1(h2(a)), azaz a k homomorfizmus a h1
és hz Osszetétele, és ennek értelmében nyilvéan
L=h(L(M1)ﬂL(M2)) fennall, Ezzel a tétel bizonyitésit befe-
jeztiik.

Korolldrium. Barmely ed2-tipusd L nyelvhez megadhatdék olyan

ec-tipusﬁ L, és L, nyelvek és % homomorfizmus, amelyekre

L = h(LlnLZ)'

Bizonyitas. A 4.2 tételbdl adddik.
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5. Fejezet

EGYSZERU DETERMINISZTIKUS LINEARISAN KORLATOLT GEPEK

Ebben a fejezetben a .determinisztikus linearisan
korlatolt automaték egy specialis osztalyaval foglalkozunk,
amelyet egyszerii determinisztikus linearisan korlatolt gép-
osztalynak nevezlink. Megmutatjuk, hogy ez a géposztaly ponto-
san a prefix-mentes determinisztikus 1—tipusﬁ nyelvek oszta-
lyat fogadja el.

5.1. Prefix-mentes nyelvek €és egyszeri determinisztikus |inea-

risan korlatolt gépek.

5.1. Definicio

a/ Egy egyszerii determinisztikus linedrisan korlatolt gépen
(rov. EDLK-gépen) az M= LP, K, L, 94 qo,.l) rendezett
hatcst értjik, ahol

r a szalag abéceé,

K az allapothalmaz,

z a bemend abécé, és I NT = 7.

q, € K a kezdd allapot,

HE& K a végallapotok halmaza,

S dtmenetfiiggvény a KX(I' U I) halmaznak KXX(TU{R,L})-b

vald egy leképzése, amelyre teljeslilnek az alabbi
feltételek:

-1/ Tetszdleges q 6 K-H, % €6 T UL kettesre: 6(q,z)
pontosan egy elemet tartalmaz. .

~

ii/ Tetszdleges p€H, zF. kettesre:
§(p,2) pontosan egy elemet tartalmaz.

iii/ Minden péH, a€f kettesre: 8(p,a) nem definialt.
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b/ Adott M EDLK-gépnek egy konfiguracidéjan értjiik azt
a w,qu, sz6t, amelyre q € K, w0, € (' U Z)“

és ""1"’2 # ). A kbvetkezd médon definialjuk a konfigu-

. raciékra vonatkozd hT relacidt:
1/ ‘w,qzw, hv-wlpzwz <==> §(q,x) = (p,=z),

2/ w,qxw, Fﬁ w,xpw, <=> 8(q,2) = (p,R),

|
’U
-

b..
:/

3/ wzyqxwzkﬁ W PYzw,<==> 8(q,x)

*
ahol q,p 6 k, x,y 6 T U L,26Tw v, 6 (I U L) .

2

*
Legyen FT—— relacié az hT relacidé tranzitiv lezarasa.

Végiil, az M EDLK-gép altal elfogadott nyelv a kdvetkezs:
* * *
L(M) = {weZ | Y hf ap, ahol p6H, a6(T U L) }.

Egy L nyelvet akkor neveziink egyszerii determinisztikus

1-tipusidnak (rdv. editipusﬁnak), ha létezik olyan M EDLK-gép,

amelyre L = L(M),. I;d -gyel jeldljiik az ed,-tipusd nyel-
5 ;

i
vek osztalyat.

5.1. Megjeqgyzés Ebben a definicidéban ismét kirdéttuk a § at=-

menetfiliggvényre azt a kikodtést, hogy semmilyen p € 4, a € L
kettesnél 6&6(p,a) sincs értelmezve, amely az elfogadott nyelv

prefix-mentes tulajdonsagat doénti el.
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‘ *
5.1. Tétel Legyen I egy véges abécé, és L[ &I .
Az L nyelv akkor és csak akkor ed, -tipusd, ha az [ nyelv

1
prefix-mentes és dl-tipusﬁ.

Bizonyitas.

1. rész. Ha L ¢ Idlfl 1%, akkor L ¢ I;dl'
ElGszdr az 1.12.Lemma értelmében feltehetd, hogy L = L(M),
ahol az M = (F,K,G,qo,M) DLK-automata az 1.12.1lemma

ii/ feltételének megfelel, vagyis a ¢ atmenetfiiggvény a

KXT halmaznak KXX((TI'-Z) U {R,L}) halmazra vald egy leképzése,
amelyre teljesiil: tetszOleges q ¢ K, a € I Xketteshez lé-
tezik a p & K, 2 €6 T'~1 kettes dgy, hogy 6(g,a) = (p,z).
Most konstrudlunk olyan M' EDLK-gépet, amelyre L(M') = L(M).

Legyen az M':'(F',K,Z,G',qo,M) EDLK~-gép a kovetkezd

médon definialva:

a o' atmenetfliggvény a kéve“vezl:

1/ Tetszbleges g€ K-H, #€eT*U ¥ kettesre:
8V lgy2) = 90qy2)e
2/ Tetszbleges . p € H, z € T'" kettesre: §'(p,z) = 8(p,2).

3/ Minden p € H, a 6 I kettesre: 6'(p,a) nem definialt.

A &' konstrukcidjabdol konnyen belathatd, hogy tetszdleges
"9 @I szbva: Kb w € L(M'), akkor w 6 L(M), azaz
L(M') € L(M). Megforditva bebizonyitjuk, hogy L(M) & L(M').
Ehhez elég megmutatnunk: ha w £ L(M'), akkor w ¢ L(M).
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El18sz0r vilagos, hogy ha az M!' EDLK-gép egy w szobra

kbz8mbds dgy, hogy a q v konfiguraciob6l a g@gp periodikusan
végteleniil mozog és soha sem all meg, akkor az M DLK-automata

a w

szdéra is k&zdmbds. Eszerint csak a kdvetkezd harom ese-

tet kell vizsgalni:

a. eset: Legyen . w = w,aw ahol w

-
w, ¢ L, a#é€l,

172° 1°72

5 * Bail, »*
&s q w,av, ZT » @,paw,, ahol péH, o 6T,

v , .
Ekkor nyilvan gq v, — a,p adoédik, azaz w, € L(M).

M 1

Eszerint az is nyilvanvalé, hogy w = W,y g L(M), mivel

az

bl

L(M) nyelv prefix-mentes és y = av, # X.

e . 2 S
eset: Legyen q w — oagq, ahol q # H és a 6T .
. M \

Ebben az esetben kdnnyen belathatdé, hogy q,v ﬁ% aq

is adoédik, s azért w ¢ L(M).

* »* *

eset: Legyen gq_w —— qzaw,, ahol w,61 , ol , q6K,
M'

z6' és 6(q,z) = (p,L), azaz az M' ‘gép megall.

*
Ekkor nyilvan g w hT qzow, adddik és az M gép is

megdll, ami azt jelenti, hogy w £ L(M).

Végeredményben tehat az L(M') = L(M) egyenldség all fenn,

azaz

L = L(M) € Ied.
1
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2. rész. Ha L 6 1%d1, akkor L 6 1Q1r11;.
Legyen L[ = L(M), ahol M = (F,K,E,é,qo,H) egy EDLK-gép.
Eldszdr vilagos, hogy az L(M) nyelv prefix-mentes, mivel

a 6§ definicidéja szerint &(p,a) nemdefinidlt semmilyan p€L,aé:
kettesre, azaz az M EDLK-gép egy bemend sz{ elfogadasa utéan
régtén megall, mig a bemend sz6 tovabbi része beadhatd.

Most bebizonyitjuk: L € 1&1.

A kdvetkezd mdédon konstrualjuk azt az M' = (F',K',d',qo,H)
DLK-automatat, amely az L(#) nyelvet fogadja el.
' &.F U I,

XK' = X U {q}, ahol q £ K,

a ¢' Aatmenetfiiggvény a kdvetkezd:

1/ TetszBleges q € K-H; 2 € T UZI kettesre:
67 (g,8) = 8(g.2).

2/ Tetszbleges p € & A&llapotra:
S(p,2) ha z ¢ T

8% (p.B8) = .
(g, R) ha 2z € I

(q,R).

3/ Minden 2z €T U I elemre: &'(g,z)

A &' konstrukci6jabol nyilvan M' azokat és csak azokat a
w € Z* szavakat fogadja el, amelyeket M elfogad és megfor-
‘ditva. Tehat, az L(M') =.L(M) egyenldség all fenn, azaz

L € 1&1. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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5.2. Az EDP-gépek és EDLK-gépek osztdlydzasa

Mieldtt megvizsgalnank ezt az osztalyozast, targyaljuk

az 1 és 1 nyelvoszﬁélyok kapcsolatat.
+ Ted, Pg

5.2. Tétel

a/ Barmely prefix-mentes 2-tipusﬁ L nyelvhez megadhatd olyan‘
az EDLK-gép, amelyre L = L(M),

b/ Van olyan M, EDLK-gép, amelyre L(Ml) ﬂ"ip .
2

Bizonyitéas.

a/ Vilagos, hogy az elsd allitas az l.le és 5.1- Tételekbdl
adédik. :

b/ A masodik &11itas bizonyitadsdhoz tekintsiik az
L1 = {a"p"e™ | .» > 1} nyelvet, amely az 1.8. Tétel

(Bar-Hill lemma) korolladriuma szerint nem 2—tipusﬂ. Most
konstrualunk olyan M, EDLK-gépet, amelyre L1 = L(Ml).
Legyen az M, = (FJ’KJ’{a’b’C}’Gl’qo’{qh}) EDLK-gép a

k6vetkezd modon definialva:

-3
|

{A,B,C,X,Y},
KZ =! {qo:qZ:q2J'":qll,qlgsa:qh}:

a ¢ atmenetfiiggvény a kdvetkezs:

1
1/ 8;0q,,a) 7 (q,,4) . §,(a,.4) = (q,B)
dl(qz,a) f (ql’X) ‘i : Gl(ql,X) = (al,R) 5
Gl(qllb) = (ql:B) 3 GJ(QZ:B) = (Q2JR) 3

§ (q2,b) = (q2,Y) S 61(q2,Y) = (qZ,R) :
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2/ 61(q2,c) = (qg,0) s 6,(q4,C) = (ag5,L) s
Gl(qs,z) = (QS’L) tetsz®leges Ze{B,x,Y}t elemre,

3/ 61(q3,A) = (q sR) " §,(q,,X) = (g ,4) .
61(q4,A) = (qs,R)‘ i 61(q4,B) = (q12,R)

4/ 6,(agsX) = (qgR) §,(q5,B) = (a,,R)

5/ 61(q6,Y) = (qs,x) s
61(q6,Z) = (qg,R) tetsz®leces Z€{B,X} elemre.

7l 6,(ag,% ) = (ag,L) ” §,(qg,25 = (ag,R) s
Gl(qg,X) = (qg,B) R fJ(QQ’B) = (QIO’R)

8/ GJ(QJO’X) = (qll,R) 3 Gl(qzo,c):=(nlo,R)

9/ 61(q11’z) = (qll’R) tetszfileges ze{Cc,X} elemre.
él(qll,c) = (q8,C ) s 61(q8,C) = (qg,L)

10/ 61(q10,c) = (q12,C) . 61(q12,C):(qh,R)
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11/ Tetszdleges qul—{a,qh}, zel Ula,b,c} kettesre:
hai §(q,x) még nem fordul eld az 1/—lo/ alakdakban,

akkor 6(g,x) = (gq,4).

12/ §,(q;,2) (g,A) minden Zel, elemre.

1
61(5,2) = (g,A) minden Ze(r-{4})U{a,b,c} elemre.
§,(q,4) = (q,R). §
A 61 konstrukcidjabél kdnnyen meovizsgalhatd, hogy ha
- = * *
we{a,b,c}*-Ll—{A}, akkor g w F—ﬁ— ag® , ahol «aerl, és
1 )
1 a, ha !7)6{(1”]7231_}.
gt 5. q, ha w {a"p"|n>1 m>1}.
L 5 egyébként

azaz . L(MJ).

Megforditva bebizonyitjuk, hogy L1={anbncn In>1}€ L(M,)"

Valdéban kaphatjuk a k&vetkezd levezetéseket:

* *
£/ qQabc I-—F] ABq ,C }-—M—J q ;ABC ‘—W Aq BC I—M—Z—ABqZZC I-EI—;—ABth.
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ii/ TetszBleges n>1 egész szamra:

+ *
qoan+1 bn+1 eb 1 | - AXnBynqzccn

* —
= A" BT el

T ¥ n+l n+l _n
’_A’ITZ A B (8 qloc

n+l _n+l _n
F]G A "B G qlzc'

n+l n+l n+l

Ezek szerint: w = dbe" e L(M;) minden n>1 szamra.

Végeredményben tehat az L(M,) = L, egyenldség all fenn.

Ezzel a tétel bebizonyitasat befejeztiik.
Ebb3l a tételbdl nyilvan adddik az aladbbi &allités.

5.3. Tétel

a/ Barmely M EDP-géphez mecadhaté olyan M’ EDLK-gép,

amelyre L(M*) = L(M).
b/ Van olyan MZ EDLK-gép, amelyre L(MJ) ¢ .Ied 2
2

Végezetiil, '1; -gyel jeldljik a prefix-mentes l—tipusﬁ nye lvek
i

osztalyat és a fenti tételek alapjan kapjuk:

-Ied'3 < ‘zec e 1ea2 & Ipz = Tedl Q‘Ipl 5
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ahol a tartalmazasok mindeniitt, kivéve az utolsdt, valddi
részeket jelentenek. Vilagos, hogy az Ied = 'ID tartalmazas-
1 i

nal nyitott kérdés viszont az, hogy az EDLK-c2posztdly pontosan

a prefix-mentes 1-tipusi nyelvek osztdlyat focadja-e el. Ezenki-

viil az is nyilvanvalé, hogy van olyan l-tipusﬁ nyelv, amely nem
p _

edl-tipusu, azaz 1ed1 o= -Il'

5.3.- Az edl-tipusiu nyelvosztdly tulajdonsdgal

El0szdr az 5.1. Tétel értelmében az 1&1 és 1; nyelv-
osztalyok zartsdgaira visszanézve k&nnyili beldtnunk a k&vetkezd
tételeket.

5.4. Tétel Ha L € iéd , akkor az L nyelv kivezet az
1

Iéd nyelvosztalyb6l. Eszerint az 1;d nyelvosztaly nem zart
1 : 1

a komplemensképzésre nézve.

Bizonyitas. A 2.2. Tétel bizonyitasabdél adddik.

-

. 5.5. Tétel Az 1;d nyelvosztaly nem zart az unidra nézve.
: 1
Bizonyitas. A 3.3. Tétel bizonyitasabol addédik. .
Mieldtt folytatnank a targyalast, bevezetjlikk az EDLK-gépnek az

1.12- lemmdhoz hasonldé alakjat, amelyre az eayszeriiséa kedvéért
altalaban szoritkozunk.
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5.6. Lemma Barmely edl-tipusﬁ L nyelvhez mecadhatd
olyan M = (P',K',Z',G',qo',H') EDLK-gép, amelyre
teljesiilnek:

i/ L = L(M).

ii/ TetszOleges q€K’-H*, ael' ketteshez létezik eqgy
olyan peK', z€l'' kettes, amelyre §'(g,a) = (p,z).

Bizonyitaés. Legyen L = L(M), ahol M=(P,K,Z,6,qo,H) eqgy
EDLK-gép. A kdvetkezd mdédon definialjuk az ,M'=(F',K',Z',6',qo',H')
EDLK-gépet:

r'- = T U {a'|ael},

K' = KU {q}, ahol gq ¢ K,
T = 3,

95 = A

Bt = X,

a &' Aatmenetfiiggvény . k8vetkezd:

-

1/ TetszOleges g€k, ZeT kettesre: d6'(q,2) = 6(q,2).

2/ TetszOleges qeK-H, ael kettesre:

al/ §'(g,a) = Kq,a")

b/ &'(q,a')

§(q,a).
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3/ TetszOleges pE€H, ael kettesre: &'(p,a')=(q,R).
4/ TetszOleges zZeT'UL elemre:

- (g,2*) ha  2ze:
6'(q,Z) = ’

(7,R) ha Zzer' .

A &' konstrukcidjabdél kdnnyen belathatdé, hogy a &'
atmenetfliggvény az ii)  feltételnek megfelel, és M’ azokat
és csak azokat a wﬂz* szavakat fogadja el, amelyeket M
elfogad és megforditva.

Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik.

Megallapodas. A tovabbiakban csak azokra az EDLK-gépekre szo-

rotkozunk, amelyek az 5.6.-lemma ii/ feltételének megfelelnek,
ezért az egyszeriiség kedvéért az "5.6-lemmidnak megfelelt" jelzdt
elhagyjuk.

5.7. Tétel Az I;d nyelvosztadly zart a concatenacidéra nézve.
1

Bizonyitas. Legyen L = L(M) €s L' = L(M'), ahol

M = (T,K,Z,8,q,,0) & M* = (T'',K',L',8",q) H')

két EDLK gép.
Amennyiben L = {A} wvagy L' = {)}, akkor nincs mit bizonyita-
nunk. Ezért az altaldnossag megszoritasa nélkiil tovabba feltehet-
ik : '

i:f L # {A} és L* # {1},

ii/ Kk0nk* =TAr* = 4.
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Most konstrualunk olyan M

L(Ml) = L.L’. Legyen az Ml =(r

a kdvetkezd mébdon definialva:

7 EDLK-gépet, amelyre

;2K;s2UZ" 8,,q ,H')  EDLK-gép

—
]

rurru{z}, ahol Z ¢ TUT',

=
|

; = Kuk'U{q}, ahol g ¢ KUK',

a 61 atmenetfiliggvény a kdvetkezd:

1/ TetszOleges ¢ge€Kk-H Aallapotra:
8§(g;a) ha _ aelUL.

§,(q,a) =
(q,2) ha a€el'u(z'-z).

2/ Tetszdleges p€eH a&allapotra:

( §(p,a) ha qcl':

= 1] 1 b 22 ¢
Gz(p,a) { S (qo ,a) ha aqel'.

| (7.2) cETTU(E-Z1).

3/ TetszOleges q'eK'-H" allapotra:

§'(q',a') ha a'er'uvz'.
6,(q",a")=

(q,2) ha a€elu(z-I').
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4/ Tetszdleces p' € H' allapotra:

§vlp*.a*) ha ater®,

Gz(p"a’) . .-
(g,2) ha a'erl.,

-

5/ Minden ¢€KUK' Aallapotra, zerurruzuz! elemré:‘

al/ 51<q,2) = (g,8)
b/ 51(5,2) 2 Lgyh)
c/ 61(5,2) = Lg, R

A § konstrukciéjabdl kdnnyen belathaté, hooy tetszo-

1
i *
leges wel , w'el'* szavakra:

i/ quw - op <> q,v l ", ap .

1,910 » -~ . *
i1/ qlw };T-a'p' <=> {tetszBleges peH-ra: pw'}—ﬁ}a'p'}.

Masrészt az L és L' prefix-mentes tulajdonsagai értelmé-
‘ben az is nyilvanvaldé, hogy weLL' akkor és csak akkor all fenn,
ha létezik poptosan eqgy (wl,w2) szOpar, amelyre w=w v, és
wleL b 14 B I wéeL'.

Ezek szerint k&nnyen beldtjuk:

Létezik egy olyan (wl,w2) szodpar,

1 -
weLL e { amelyre w=ww, és w,eL ill. w,eL’ .
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* -

*
qowlk—ﬁ— ap, ahol peH, ael' , és
%
q5w2F~ﬁq a'p', ahol p'eH', o'el'*,
- * * i i
Lo {qowle}H;—apw2 hvz—aa p', ahol
v *
p'eH', ael , a'elr'*},

<=> W = w1w2 e L(MJ).

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

5.8. Tétel Az .Ied] nyelvosztaly zart a metszetre nézve.
Bizonyitéas. Legyen L = L(M) és L' = L(M'), ahol
M = (T,K,L,8,q,,0) & M' = (F',K',Z',G‘;qo‘,H3 két EDLK-aép.
Itt csak az L és L' nyelvek metszetét fiagyeljik, azért az
egyszeriiség kedvéért tekintsiik, hoay ¥ = I'. Az altalanossag
megszoritdsa nélkiil tovabba feltehetd, hogy K NK' = g. Most
konstrualunk olyan M, EDLK-gépet, amelyic L(M,) = L nrc.

2
vetkezd médon definialva:

Legyen az M_ = (F2,K2,Z,62,qu,qéJ,H2) EDLK-gép a ko-

r, = {C2,2'1 |zer,z'er'Yu{cz,2',q3|2€r,2'er',qekuk'} U{Z},

ahol Z ¢ TUr',

K, = KUK'U{CLq,q']|q€K, q'€K'}U{lq,q",7]|qeK,q'€K" ,ie{~-2,-1,0,1,2}}U

Uiq}, ahol q ¢ KUK',
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H2 = {tp,p'] | peH és p'eH},

62 atmenetfiliggvény a kovetkezd: g \

I/ TetszO0leges a€l -ra:

1/ TetszBleges q€K-H, q'€K'-H' kettesre:
ha 6(g,a) = (p;z) és §'(q',a) = (p',2'), akkor

52(cq,q'3,a) = (Cp,p'1.Cg,8"1), ahol peK,p'ek',sel,z'elr".

2/ Minden quZ-HZ-{Eq,q'J/qu—H, q'eK;—H'} éllapotfa
+8,(q,a) = (q,2).
II/ Tetszdleges q€K, xel', gq'eK', =zx'el'' négyesre:
1/ Ha @(g;x) = (pspy) €8s @S'(g';z2*) = (p';y")
akkor 62(Eq,q'3,[x,x'3 = (Cp, o' I Cy 9 T) , ahgl
pek, yelr, p'ek', y'el'.

-

2/ Ha 6(q,z) = (p,2) é&s &'(q',x') = (p',%), ahol

te{R,L}, pe€eK, p'ex', akkor 62(Eq,q'],tx,x'3):(Ep,p'J,i).

3a/ Ha &lq,x2) = (p,R) és &8'(g¥,x') = Ep"yy'),

akkor 62(Eq,q'J,Ex,x']) = (P 3Ly s0d)s ahol

pek, p'ek', y'el*.
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»/ Ha &8(q,x) = (p,R) &8 &'(q',x2') = (p',L),
akkor 62(Eq,q'J,Cx,z'J) & {q*,E2,2,p1),

ahol peK, p'ek'.

4a/ Ha 6(q,x) = (p,y) és &'(q',x') = (p',R),
akkor  §,([q,q'],lz,z']) = (p,ly,z',p']),

ahol p€K, ye€er, p'ex’'.

4o/ Ha 68(q,x) = (p,y) &s 6&'(q',z') = (p',L),
akkor 62(Eq,q‘3,tx,x'3) = (Cp,p',=11,Ly,x2'1),

ahol pekK, yerT, p'eK’'.

Sa) Ha 6(q,x) = (p,L) é&s "&6'(q*,z') = ‘p',R),

akkor 62(Eq,q'J,Ex,x{J) = (q,[i,x',p']),
ahol pek, p'ex'.

Sb/ Ha 6&8(q,x) = (p,L) @é&s &§'(q',x') = (p',y"'),
akkor 0(Lg,q' 1Lz, 2'3) = (Ep,;p*';=2),La,y"'d)s

ahol pek, p'eKk', y'ere,
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III/ Tetszdleges q€kK, q'ex! 'éllapotokra:
1/ Gz(q,q',-il,tx,x’3)=(Eq,q',i],L) minden xerl,

kettesre és <7¢{1,2} szamra.

2a/ 62(Eq,q',13,tx,x']) = (q',Lx,x',q]) minden ;:GP

kettesre.

(g,Cx,2',9'1) minden xeT

p. Y} 62(Eq,q',2],tx,x'3)

kettesre.

3/ 62(Eq,q',03,tx,x']) (Eq,q"1,R) minden zxe€rl,

kettesre.

IV/ TetszOleges q€K, x€l' kettesre:

1/ Ha 6(q,x) = (p,y), ahol pek, yer, akkor:

al 62(q,Ex,x'J) = (p,Ly,x']l) minden x'cr!

-

x'el!

, x'er'

, x'er’

etel?

elemre.

b/ 62(q,tz,x',q'3) = (p,Cy,x',q'l) minden x'€r’',

q'€K' kettesre.

2/ Ha 6(q,x) = (p,L), ahol p€kK, akkor:
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al 62(q,tx,x']) = (p,L) minden x'er' elemre.

b/ Gz(q,tx,x',q']) = (p,L) minden z'€T', g'ek’

kettesre.
3/ Ha &8(q,z) = (p,R), ahol pek, akkor:
al 62(q,Ex,x'J) = (p,R) minden xter’ elemre.

b/ Gz(q,tx,x',q'J) = (Cpsq',03,lx,x'])) tetszdleges

x' € T'', q' € K' kettesre.

V/ TetszGleges qgr'ekE" , x'el' kettesre:
1/ Ha ¢6'(g',xz') = (p',y'), ahol p'ex', y'er', akkor:

al 62(q',Ex,x'J) = (p,CLx,y'l) mindzan zel elemre.

b/ 62(q',fx,x',q]) = (p',Lx,y',q)) minden zxe€T,

qEK Kkettesre.

2/ Ha §6§'(q',z') = (p',L), ahol p'ek', akkor:
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al/ 62(q',Ex,x'J) = (p',L) minden xel' elemre.

b/ 62(q',[x,x',qj) = (p',L) minden xel,qek

kettesre.

3/ Ha 6'(q',x') = (p',R), ahol p'ex', akkor:

al 62(q',[x?x}]) = (p',R) minden x€l' elemre.

b/ Gz(q',tx,x',q]) = (Cgsp's03:Ce;a"3) tetszbleaes
xel, qek kettesre.
VI/ TetszBleges qu?—H2-{§}, 2€l, kettesre:
ha 62(q,z) még nem fordul eld az I, -V, alakdakban,

akkor 8,(q,z) = (q,2).

T

VII/ Minden a€r, - {z} elemre:

H

1/ 62(5,z> (q,2).
2/ 68,(q,2) = (q,R).

Most bebizonyitjuk: L(MZ) = SENEY.

El3szdr az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk a k&vetkezd

szinbdélumot:

1
M
n
m
]
[p])
142}
Q

fl
e

Legyen o zéeF'*,

akkor jeldljik:
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1 - ] 1
Ean,anl [31,313 e Czn,zn].

A IV, és V, alakuak értelmében kdnnyen belathatéd,
*
hogy tetszdleges qeK, q'eK' allapotokra, an,BmeP 3

a;,eger'* szavakra:

*
<5.8.1> a qB Y, 4mP

*
o 1 1 '
< >{Ean,unJEq,q ]EBm,Bm] }jqé

*
f—;,—gtvn,md,;mlfp,p'l},
ahol  pek, p'ek', |a,|=lail=n, |8,1=]8)|=m,

*
EbbSl indukcidéval bebizonyitjuk, hogy tetszdleges wel
szobra:

qow l.__-:f anp
KDl 2 <=>" [q,,q)Mw hd—:-tan,ar'ljcp,p'n,
qéw h%—aép' ‘
ahol pek, p'ek', a er®, arer'® &s |a_|=|a'|=|w|= n.
n n n n

A w=agel esetében az allitas az <5.8.1> allitasbdl és
az I/ alaku konstrukciéjabél nyilvan adédik.
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Tegyiik fel, hogy az allitas minden weZ* n hosszisagd
szb6ra igaz, és legyen w=w1ae2*,'ahol |w1|:n. és ael. Ekkor
az indukcids feltevés értelmében kapjuk:

*
a0, g 9,

*
' l L 1
q0w1 M! 0qul

ahol [q,,q}IeH,, aler*, aier'*.

Megint hasznaljuk az <5.8.1> A&allitast és kapjuk:

*

049 ;a5 o9z b ap
B
<=> {[al,ai][ql,qija}—[g[al,aijtq,q']tz,z']IW
x
a'q!al alq'g"_ _a'p' S *
7 i M! 1 1 {_[q__ IZOL,OL'JEp,p'J},
2

*

- ahol g.,peK; g';p'ex, s=erl, z'el', aelr", a'er'* .

Ezek szerint: az allitas mar igaz. ,
Véglil, az <5.8.2> 4allitas értelmében kdnnyen belatjuk, hogy
; %*
tetszOleges wel szbra:

* / *
= qow'r—M ap, ahol pEH, aeTl
we <=>

qéw}ﬁga’p', ahol p'eH',a'er'*

*
<=> qu,qéjw}ﬁ;[a,a'JEp,p'], ahol [p,p'leH,.

=% wGL(Mg).
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Tehat, az L(M2)=L[1L‘ egyenldséqg all fenn, és a tétel bizo-
nyitasat befejeztiik.

Mieldtt folytatnank az L-L', LpL', LUpL' nyelvek
targyalasat, foglalkozunk az EDLK-gépnek a kdvetkezd lehetsé-
ges kdzdmbdsségével: Az EDLK-gép eqy w bemend szbéra uday koS-
zO0mbds, hogy a q v kezdd konfiguraciodobdl a gép periodikusan
végteleniil mozog, és soha sem all meg. Ezt a k&zdmbdsséget el-
méletileg megoldhaténak tekintsiik abbdl a szempontbdl, hogy
tetsz8leges w sz0rdl és tetszdleges l-tipusu I nyelvrdl el-

donthetd: a weL tartalmazas fennall-e.

5.9. Lemma. Barmely M EDLK-aépet lehet olyan alakra hozni,
amely rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsaggal:

tetszBleges olyan w bemend szbra, amelynek semmilyen valddi
eleje nem tartozik bele az L(M) nyelvbe, a q,v kezddkonfigu-
raciodobdl a gép véges sok 1lépés utan mindig megall valamely ad

alaku konfiguraciéval.

Bizonyitas. Legyen M = (F,K,Z,é,qO,H) egy EDLK-gép.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil tovabbié feltehetd: tetszd-
leges q€K, xeTUL kettesre ha §6(q,z)=(p,y), ahol yelU{R,L},
akkor p#qo.
ElGszOr tekintjik a kdvetkezd halmazt:

AL = {Cq,2J€KXT| &(q,2) = (p,L), ahol pekK}.

‘Vilégos, hogy az "5.6 lemmanak megfelelt" mecdllanodas szerint
- * - - .
a w bemend sz6 helyett csak az aerl szbra lehets2aes ko&-

zémbsséget kell vizsgalnunk.
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ElGsz0r, egy-egy [q,z]1€eAL elemhez az ISM ([q,z1)
jeldléssel rendeljiik hozza olyan azer” szavak halmazat,

amelyek'rendelkeznek az alabbi két tulajdonsaggal:

i/ Létezik olyan peK allapot, amelyre
* - *

agz F—M po.z Fjraqz.

ii/ az az szbénak egyetlen olyan R rész szava sincs,

amely legalabb kétszer egymas utan eléfordul ﬁgy, hogy

*
a/ oz = 818822822, ahol 81,829F " zZGF, esetlegqg:

b/ Léteznek olyan g pBGK allapotok, amelyekre:
* : 5:
BBqgz, T BqBB 29, és
‘ ' 1 * 1
pBB B'z, F—M BpBB P

A kovetkezd algoritmussal megmutatjuk, hogy tetszdleges [g,zleAlL
elemre valaszthatjuk az ISM([g,z]) elemeit. Az alooritmus lénye-
ges megvaldésitasa az, hogy az a megvizsgalt sz6 elejére behe-
lyeziink tetszdleges zel' elemet és vizsgaljuk a gépnek az

rxoagz konfiguraciobdél vald mikoddését. Az algoritmus lépéseit a

kovetkeztképpen médositjuk:
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0-Lépés. Legyen o = A.

*
1-Lépés. Legyen agz }—77 g’z*a’zs @8 S(q',2')=(p',L),

»*
ahol q'.p'€K, svel, a'el' , esetleg:

a'=A és z'=z. Ekkor jeldljik: a, = o.

2-Lépés. Tetszdleges xel' elemnél két esetet kiildénbdz-

tetiliink meg:

*
a. eset. Létezik olyan BRel sz6, amelyre arg:BxBalz és

xBxBa,qz Fja-xsp'xe'aiz F%% p'zB'z'B'ajz.

Ekkor hagyjuk ezt az elemet és foalalkozunk a
masikkal.

L. eset. Egyéb esetben folytatjuk az za, q2 vizsgalatat:
i Ha létezik olyan pek 4&llapot, amelyre
» 1 ] . kk
xanz}—M px GIZ}TE xa,qz, akkor legyen:

xaIzGISM(Eq,zJ).

*
il Ha xanzF—ﬁ—q'z'a}z és 68(qlz')=(plL),

akkor legyen: a=xo ., és visszatériink az

1-1épésre.

iii/ A fenti két eseten kiviil hagyjuk ezt az elemet,
és foglalkozunk a masikkal.
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Vilagos, hogy a valasztas véges sok lépésben mindig befeje-

z0dik, mivel a K és I' végesek. Emellett az ISMC(q,z)] hal-

maz ii/ feltétel miatt az is nyilvanvaldé, hoay az ISM([q,z])

elemeinek a szama véges. Eszerint az ISM(M)= U ISM(Lqg,=1)
Cg,z1€eAL

halmaz is véges. Most konstrualunk olyan M' EDLK-géoet, mely

a lemmanak megfelel. Az ISM(M) végessége értelmében az egysze-

riséqg kedvéért feltehetjiik, hoay az ISM(M) halmaznak csak

egyetlen szava van, és legyen o = zk & s zlzeISM(M)=ISM(Eq,zJ ).

Ekkor definidljuk az  M'=(I',K',Z,8',q, ,H) EDLK-gépet tay,

hogy

' = ru{rz,#1|xer}u{z}, ahol =z ¢ T,
K' = KU{qz’qu’""qzﬁtq’OJaah ahol qg#K,
= a ¢&' Aatmenetfliggvény a k&vetkezs:

I/ Tetﬁzﬁleges ael-ra:

1/ Ha 6(q,,a).= (p,y), ahol pek, yel, akkor
6'(q,sa)=(p,Ly,#£1).

2/ TetszBleges ¢'ek-H-{q,} allapotra:

"ha 6(q',a)=(p,y), akkor 6'(q',a) = (p,y), ahol

p€K, yer, és

r ha p#q
{ q ha pP=q

3/ Minden q'e{qz,qz seeesq, ,[q,01,q)} &llapotra:
_ 1 k ’

§'(q',a)=(7,2).
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II/ Tetszdleges (q',x)ekxI'-{(q,z)} kettesre:
1/ Ha $(q*.=)=lp,y) , akkoexr &'(g*,x)=(psy) &5

§'(q',Cx,£1)=(p,Ly,#1), ahol pek, yel é&s
P ha p#q
q, ha p=q

2/ Ha 6(q',z) = (p,R), akkor &'(q',z)=(p,R) és
6§'(q',Lx,£1) = (p,R), ahol peK és
p ha  p#q

q, ~ha  p=q
3/ Ha 6(q',x) = (p,L) , akkor:
al] 8'(q',lx,£1) = (q,R).
bl €'{g".x) = (p,L), ahol peK &s
p ha  p#q

q ha p=q.
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4/ a/ 6'(q,Lz,£1) = (q,R)
b/ 6'(q,z) = (p,L), ahol pEK és

*p  ha p#q

III/ TetszBleges zel'-{z} elemre:

L (q_ ,0) ha  z=z
=3
1 !
8 (qz,x) =
Cigsx) ha xZz
2/ Tetszdleges 1=1,2,...,k-1 egész szamra:
(q 5 L) ha x=2z .
841 1
1 -
S (qzi,x) =
(Lo, 01, R) ha x#zi
3/ -
(gq,R) ha xe{zk,[zk,éj}
§'(q. ,x) = )
%k
(Cgq,01,R) ha xQ{zk,Ezk,dJ}
u/ (Cgs0I15R) ha X7z

OY T, 01.%) =

(q5x) ha r=z



v/

(A

Most tekintjik azt a wgL(M) szd6t, amelynek semmilyen valddi
eleje sem tartozik bele az L(M) nyelvbe. Ekkor harom esetet
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TetszBleges gq'€k'-{q} 4&llapotra, z'ert{z} elemre:

1/ §'(q',2) = (q,3)

(q,R)

2/ §'(g,z")
3/ 8§'(q,z) = (g,R).

A §' konstrukcidjabdél konnyen belathatd, hooy tetszo-
*
leges wel szobra:

* *
weL(M) <=> qow}——h xop, ahol peH, «zxerl, aerl

*
<=> qow}—E: (x,£Jap, ahol peH

<=> weL(M').

w=\ eset trividlis, és nem kell vizsgalnunk.)

kilonbdztetlink megq.

1,

2.

*
eset. Legyen qow}—ﬁ- zoaq', ahol q'¢H, zel', a'el .

eset.

*

*
Ebben az esetben nyilvan g w F—E1[x,dlaq' adodik.

ael' , gq'eK, «xeT és §(g* . ) = {pyb).

- = 5 1 ‘ +
Legyen w=w v, &s qowlwz}—jqq zaw,, ahol w, €l ,w

2

ez

*
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Ekkor a II.3. kifejezésbdl kdnnyen beldthatd:

* % =
qowlwgk—ﬁjq'tx,SJawZF-ﬁq[x,#]a[z] q,

ahol n = |w,]|.

*

3.eset. Legyen w=w,w, é&s qowleL—ﬁ—xalzk ceelZ2,q20,
+ * *
ahol wleZ 3 w2€2 5 el azeP , esetleqg:
o, = A és x = z,.

Ismét hasznaljuk a II.3. kifejezést és kanjuk:

* . * " *
qowlwzkaz'[x,gjazk 5 8 zlqzzwgb;;—[x,é]aqzkzk 5w zlzwzhgr-
* o B

kﬁftx,tjazk »o. zzz(z) q
ahol n = |w,].

Ezek szerint mindharom esetben beldtjuk: az M' EDLK-gép a
lemma igényelt alakjanak megfelel.

5.2. Megjegyzés. A kdvetkezd két tételben azokra az EDLK-

-gépekre szoritkozunk, amelyek az 5.9. lemma iaényelt alakija-
nak megfelelnek. Tehat, az egyszeriiség kedvéért megallapodunk,

hogy rdéla nem kell ismételten beszélni.
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5.10. Tétel. Ha L, L'e Ied' akkor az L-L &s LpL'
1

nyelvek edl—tipusﬁak.

Bizonyitas. Legyen L=L(M) é&s L'=L(M'), ahol
M=(T,K,%,8,q,,B) & M'=(T',K',2',6',q ',H') k&t EDLK-gép.
Az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd, hoay KAK'=TAT'=/.

A bizonyitast két részben kiilon-kiilén végezziik.

a/ El0szdr konstrualunk olyan M3 EDLK-gépet, amelyre

=T =T
L(MS) L=t .

— ' ' . P e
Legyen az M3 (F3,K3,ZUZ ,63,Eq0,q0 1,H)EDLK-gép a kovet

kezd moédon definialva:.

P3:FU{Ez,z'J,Ez,z',q],[z,z',d],Ez,z',#,q]|z€F, z'el' ,qekKUK 'tu{z},

ahol  z¢Tl,

Ko=1Cgsq" 3,04, 4%, 83, 0a,q",41]qek,q' 8K" ,2e{~2, ~1,0, 1,2 YJUKUE"U{q],

anol  g@KUK',

a § atmenetfiliggvény a kovetkezd:
I/ 1/ TetszOleges ¢g€K-H,- q'€K'-H' kettesre:

a/ TetszOleges beiNl' elemre:
ha 6&8(qg,b)=(p,z) és §tiCqt ;b )=(p",2'),

akkor 63(Eq,q'3,b):(Ep,p‘],Ez,z',d]), ahol

peK, . p'ek', azel*, zVerv,
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b/ Tetszdleges a€i-IL' elemre:

63(Eq,q.3,a) = §(q,a)

c/ TetszBleges a'€l'-IL elemre:

_— L \

63([q,q'],a') = (g,z2).

2/ TetszOleges ¢€K-H allapotra:

§(g,a) ha ael
6,(q,a) =

(g,2) a€l ' -3

3/ Minden qeks-{[q,q'][qu—H, q'eK'-H'}-K,

aeUL' kettesre:

-~ -

63(q,a) = (g,%8).

II/ Tetszlleges g€k, xzel', q'eKk', «x'el! néagyesre:

1/ Ha §(q,x)=(p,y) és 6'(q',x'):(b‘,y'), ahol pek,

ptekt, yeTl, w'er", akkor:
al 63(Eq,q'],tx,x']) = SERSPYIL T Y s

b/ 63(Eq,q'],[x,x',5]) = CEp, 1,0y, :#£31]),
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2/ Ha 6(q,z) = (p,L) és &'(q',z') = (p',L), ahol

‘pek, p'ek', akkor:

al 8,(Lq,q'1,Lxyx"]) = (Lp,p*3,L).

b/ és(tq,q'],tx,x',JJ) = (Cp,p'3,L)

3/ Ha 6(q,x)=(p,R) és 6'(q',x'")=(p',R), ahol

pekK, p'ek', akkor:

al/ ds(tq,q'J,Ex,x'J) = (Cp,p'1,R).

b/ 63([q,q'3,[x,x2$])= (EDs 0 s #1; Ea. @t )

4a/ Ha 6(q,x)=(p,R) és ¢&'(q',x')=(p',y'), ahol

pek, p'ek', y'el'', akkor:

al 68,(tq,q'1,Lx,z'1)=(p"Lx,y',p3,.

b/ 66([q,q'J,Ex,x',AJ)I(P',Ex,‘ 2+ K03 Yo

4b/ Ha 6(q,x)=(p,R) és §&8'(q',x")=(p',L), ahol

pE€EK, p'eK', akkor:

al/ 63([q,q'3,tx,x']) = g ¥ im0t pd e ©

bf §,(0q,q"1,t0,2" #1) = (" Caya #,p3),



5a/

Sb/

6a/

6b/

- 121 -
Ha 6(q,x)=(p,y) és 6&'iq',x")=(p',R), ahol
pek, p'eKk', yel, akkor:

al 6,(Lq,q'1,Lx,2'1)=(p,ly,x',p'I)

b/ 63([q,q'],Ex,x',#])=(p,[y,x',#,p'3). .

Ha 6(g,xz)=(p,y) és §&6'(q',xz')=(p',L), ahol

peEK, p'ek', yerlr, akkor:

a/ 63([q,q'],Ex,x'])z(tp,ﬁ;—lj,[y,x'J).

b/ 6,(0q,q'),lx,z",£1)=(Ip,p',-13,0y,x",£7).

Ha 6(qg,z)=(p,L) és 6'(q',x")=(p',R), ahol

\
p€e€K, p'eK', akkor:

al 8,(Cq,q'),Lz,x'1)=(q,Lx,x',p']).
b/ 6.,(Lq,q'3,lz,z',41)=(q,lz,x',£,p']).

Ha 6(q,z)=(p,L) és &'(q',x')=(p',y'), ahol

peEK, p'eKk', y'er', akkor:
al/ 63(Eq,q'],[x,x‘]):(Ep,p',“ZJ,[x,y'J)-

b/ 63([q,q'3,[x,x',d])=([p,p',—2],[x,y',£]).
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TetszOleges g€k, g¢q'€eK' allapotokra:

1/

2/

3/

4/

5/

Gs(tq,q',—i],tx,x']):(Eq,q',iJ,L)

x€eTl,

xz'el' kettesre és <e{1,2}

63(Cq,q',1],tx,x'3):(q',Ex,x',q])

xerl,

x'el'' kettesre.

63(Eq,q‘,2],[x,x'J)r(q,tx,x',q'])

xerl,

wlel! kettesre.

Gs(tq,q',OJ,Ex,x'])=([q,q'J,R)

el

x'erl! kettesre.

8§,(0q,q",#3,Lx,x'1)=(p,R)

xerl,

x'el! kettesre, ahol
q ha geH és
q ha g#H -és

q ha qeH és

minden

elemre.

minden

minden

minden

(

minden

q|€H|

qleHl

qVEHl

q'eﬁ'
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IV/ Tetszdleges qe€Kk, xe€l' kettesre:

1/

2/

3/

‘Ha

al

b/

af

Ha

al

b/

e/

Ha

al

b/

§(q,x)=Cp,y), ahol pek, yerl, akkor:
63(q,Ex,x'])=(p,Ey,x'J) minden «'€l'' elemre.
63(q,[x,x',q'])Z(p,[y,x',q']) minden

z'el'ty g'ek” kettesre.

Gs(q,tx,x',é,q']):(p,Ey,x',g,q'J) minden

x'€ ', q'eK' kettesre.

§(g,x) = (p,L), ahol peK, akkor:
Gg(q,[x,x'J):(p,L) minden x'el' elemre.
63(q,tx;x',q']):(p,L) minden «x'el',

g'eK' kettesre.

53(qsfx,x',5,q'3):(p,L) minden x'erl',

qg'€K' kettesre.

6(qg,xz)=(p,R), ahol peKk, akkor:

Gs(q,tx,x‘J):(p,R) minden 2z'el'' elemre

63(q,[x,x',q'J)Z([p,q',O],[x,x']) minden

x'e ', gqg'eK' kettesre.
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c/ 63(q,tx,x',¢,q'3)=(Ep,q',£],[m,x']) minden

x'€l'l q'eK' kettesre

V/ TetszOleges q'€K', x'el'' kettesre:
1/ Ha 6'(q',z')=(p',y'), ahol p'eK', y'er', akkor:

a/ Gs(q',[x,x'])='(p',[x,y']) minden xeT

elemre.
b/ Gs(q',Ex,x',q])=(p',[x,y',q]) minden xerl,

geK kettesre.

c/ 53(q',Ex,x',é,q])Z(p:Ex,y',d,qJ) minden x€T,

q€K kettesre.

2/ Ha ¢'(g'.2")=(p", L), ahol p'eK», akkor:
al/ dg(q',tx,x'J):(p',L) minden =&l elemre.
b/ 63(q',[x,x',q])=(p',L) minden x€l', g€k kettesre
c/ Gg(q',tx,x',é,q]):(p',L) minden xe€rl,

qek kettesre.
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3/ Ha 6'(q',x')=(p',R), ahol p'eKk', akkor:

al/ Gs(q’,Ex,x'J):(p',R) minden xel' elemre.

b/ GS(Q',Ex,x',q])=(Eq,p',OJ,Ex,x']) minden

xel', @g€K kettesre. y

c/ 63(q',Ex,x',g,q])=([q,p',d3,[x,x‘3) minden

xerl, qeK kettesre.

VI/ Tetsz3leges g€k, =zel kettesre:

63(q,z) =68(q,2).

VII/ TetszGleges g€k, - {q}, zel ; kettesre:

ha 63(q,z) még nem fordul eld az II/ > VI/ alakﬁakban,

akkor ds(q,z)Z(a,E).

VIII/ Minden zGFS - {2z} elemre:

1/ 53(5,z)=(5,5).

2/ 83(q,2)=(q,R).



Y 7

A § konstrukci6jaboél az <5.8> Tétel bizonyitasahoz

3
hasonlOképpen bebizonyithatjuk, hooy tetszdleges |

we(ZN:I*) széra:

QowF—ﬁ'GP
<5.10.1> <=> 'jw}—i-ta a'lp
qo,qo M3 2 _D 3
1 * 1 1
QWb a'p

*
ahol pek, p'eXk', a€el' , a'er'* és

( p ha peH &s p'@H'

p ha pgH és p'ed'

I
I
A

Cp,p'] ha véH és p'eq’

{ q ha peH és p'eR’

Most bebizonyitjuk: L(Mg) = L-L"'.

(<=) Belatjuk eldszdr, hooy L-L'& L(%u,).

3
Legyen weL-L'. Ekkor hé&rom esetet kililénbdztetiink mea.

*

* 5 3
1. eset. Legyen we(ZINL') és qowk—ﬁ- ap,
* %
qéw f7qra'q', ahol peH, gq'pH", wafl ,

a'GF'*.



= 127 =

*
Loy ;0" I

Az <5.10.1> Aallitasbodl nyilvan [qo,qéjw
3

M

adodik, azaz weL(Ms).

%
2.eset. Legyen w=w,aw,, ahol w1€(2!12‘) ,aeu o',

\
*
wge(ZLJZ') " és

* ' *

qowlawgk—jg alqlaw2F—M-azqzw2k—ﬁ—a1u2p, ahol peH.

*

1 1 1 1
qowlhgT- alp', ahol p'ed'.

Ismét hasznaljuk az <5.10.1> Qallitast és kapjuk:

% ' x
1 ‘ ! 9,
qu,qojwlawg}—ﬁgEal,aqulaw2}775Eal,a]]qmwg M3 [a],aijagp,

azaz wW=w ,aw

7 ZGL(MS).

3. eset. Legyen w=w,aw,, ahol wle(Z!\X')*, geh-a"

*
w,€(ZUZ') , és

* >,
qowzawZF—M—alqzawg}7T—a]qzw2kfﬁ—a1a2p, ahol peH.

" ,
1 1 1 1
qowzkﬁTalqz, ahol cﬁ?H,
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Hasonléképpen koénnyii belatnunk :

|l ] 1
Eal,aljtqz,qllawZ}Tg Eaz,aquzw‘g[_M_

*
1
qu,qolwlawng
3 3
Y ra.,a'l
Hr- [®gs0330,p.
3
Eszerint: w = wlauQZGL(Ms).

Mindharom esetben belattuk: weL(Mg) valahanyszor

weL-L', azaz L-L 'SL(M3 Yo

(=>) Megforditva bebi zonyitjuk, hogy L (Ms) SL-L".

Ehhez elég mecgmutatnunk: ha weL-L"', akkor wGL.(MS).

Vilagos, hogy ha weL, akkor wGL(Ms), mivel az M és

végillapothalmazai egymdssal azonosak. Nézziik tehat

Ms

a weLNL' esetet, vagyis:

*
q,v }—M ap, ahol peH

*
qwhgra'p', ahol pler’

= 5 = . - * -
Az <5.10.1> &llitasbdl nyilvan -[qo,qéjw}-M—Ea,a'Jq

N

. adddik, azaz wGEL(Mg).-

=T _71
L(M3) Iy A

‘

Végeredményben kapjuk:
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b/ Az ILpL' nyelv elfogadasara konstrualjuk az

- 1 1 - - /
M4—(F3,K3,Z z ,64,qu,qOJ,H) EDLK-gépet ugy, hogy a

64 atmenetfliggvényre szimulaljuk a 53 minden alakjat,

kivéve a III/5 alakot, amelyet helvettesitsiink a kdvet-

kez0 kifejezéssel: \

III,b/ TetszBleges [q,q'l1€kxK' elemre, C[x,x'Jerxr'

elemre:

5/ 64Eq,q',d],tx,x'])Z(E,R), ahol

( q. . ha qEeH

4 q ha q@H és q'eH'

T
]

(g,q'3 ha ¢g@H és q'gH'.

Az a/ rész bizonyitasadhoz hasonlban belathatjuk, hogy az
L(M4):LpL' egyenloség fennall.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

5.11. Tétel. Ha L,Le Ied , akkor az LUpL' nyelv
1

edl-tipusﬁ.
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-

Bizonyitas. Legyen L=L(M) és L'=L(M'), ahol

M=(T,K,L,8,q,,H) & M'=(T',K',5',8",q,',H') két

EDLK-gép. Az altaladnossag megszoritasa nélkil tovabba fel-
tehetd, hogy XNK' = TNAT' = g. Most konstrudlunk olyan

Mg EDLK-gépet, amelyre L(M5):LUpL'.

Legyen az Mg =(T K ,ZUL' ,6,,0q ,q)1,H;) EDLK-cép a kévet-

kezd médon definialva: '

I': = TUT'U{Le, 2", La,8" ;g 08,8 " ;#T,Ca,8",#,91|8€T ,a'er?,
geKUK'}u{z}, ahol zgrur',

K. = Kuk'u{cq,q'1,Lq,q"',#1,Lq,q",21|qek, q'ek',

ie{-1,-1,0,1,2} }u{5,qh}, ahol g, q,#KUK"

Hg = HUH'Ulq,},
a § atmenetfiiggvény a kdévetkezd:

I/ 1. TetszOleges q€K-H, q'€K'-H' kettesre:

a/ Tetsz8leges beINL' elemre:
ha §(qg,b)=(p,z2) és ¢&'(q',b)=(p',2'), akkor
GS(Eq,q‘J,b):(Ep,p'],Ez,z',d]), ahol pek, p'eK',

zer, aztert.
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b/ Tetszdleges «aq€I-I' elemre:

65(Cq,q'3,a) = 8(q,a)

c/ TetszOleges a'el'-I elemre:

65(Eq,q'3,a') = §1(g @'l

2. TetszOleges q€K-H Aallapotra:

§(g,a) ha a€l

6:(q,a) =
: (q,2) ha ael'-%
3, TetszOlecges q'€K'-H" allapotra:
' iCg™ ,a") ha grexr?

Gs(q',a')z

(g,2) a'er-3!

4. Minden qGKs-K-K'—{E qsq'1|qek-H,q ' €K"'-H" }-{qh},

a€LUL' kettesre:

§.(q,a) = (q,2).
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II/ Tetszbleges g€k, oxerl, q'ex', x'el'' néagyesre,

1. Ha 6(q,z)=(p,y) és §'(q',x')=(p',y"'),
ahol pek, p'eKk", yer, y'er',

akkor:
a/ 65(EQJq'J.9cxax'J) == (Ep:p'J:Cny'])'

b/ 55(Eq,q'3,tx,x',él)=(Ep,p'3,fy,y',#l)-

2. Ha 6(q,x)=(p,L) és §&'(q',z")=(p',L), ahol

pEK, p'ex', akkor:

al 65([q,q'],tx,x'])=(tp,p'J,L).

b/ 65([q,q'3,[x,x',é])=([p,p'7,L).

3. Ha 6(q,x)=(p,R) és Gt (gt et {pr',R), ahol
p€K, p'eK' akkor:

al 65 (Cg, gt 1, L&, 8 1)¥=(Cp,p T8,

b/ 65 (Cq,q'1,Lx,x',£1)=(Cp,p',£1,Cx,2'1).-
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4a/ Ha 6(q,2)=(p,R) &s 6'(q',z')=(p',y'), ahol
pek, p'exl, gy'lert, akkor:

al §.(tq,q"1,te,e"1)=(p" L,y 03 ).

b/ 65(EQJq’]:Ex3x':’é]):(p')[x:y'.’g)pj)'\

4b/ Ha 6(q,z)=(p,R) és &'(q',x')=(p',L), ahol

pekK, p'eKk', akkor:

al 65(Eq,q'],tx,x'3)=(q’,Ex,x',p]).
b/ 6,(lg,q'),[x,x',£1)=(q",(x,x',£,p]).

5a/ Ha 6(q,x)=(p,y) és §6'(q',xz'")=(p',R), ahol

pek; yel'; plekh, akkor:

al 65([q,q'],[x,x'1):(p,Ey,x',p']).

b/ §,(lg,q'),lx,z',£1)=(p,ly,x",£,p"]).
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5b/ Ha 6(q,z)=(p,y) é&s ¢&'(q',2")=(p',L), ahol
peKk, yer, p'ex', akkor:

al 65(Eq,q'3,Ex,x'])Z(Ep,p',—JJJy,x']).

b/ 8,(Lq,q'1,Lx,x"',£1)=(lp,p',~1],Ly,x',£1).

6a/ Ha 6(qg,x)=(p,L) és 6'(q',2")=(p',R), ahol

peK, p'ekx?, akkor:

al/ 65(Eq,q'],[Et,x']):(q’[x,x',p']).

b/ 6§.(Lq,q'l,Cx,x',41)=(q,Lx,2",4,p"']).

6b/ Ha 6(gq,x)=(p,L) és 6'(q',2'")=(p',y'), ahol

pekK, p'ex’, y'er, akkor:

al 6.(Lg,q'3,Lx,x"1)=(lp,p',-23,Lx,y"]).

b/ 6, [q,q'3,Cz,x',41)=(lp,p',=21,0x,y',£7).



III/

1/

2/

3/

4/

5/

Tetszdleges
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q€K, q'€eK' allapotokra:

ds(tq,q',-i],tm,x']):([q,q',i],L), minden

zel', z'er!'

GS(EQJQ':JJ)

xe€l, =z'er'
6:(Cq,q",27

xel', z'el!

65([q,q',0],

z€e , wtel"

65(0q.q", 41

kettesre és 7e{1,2} szamra.

Ca,a"1)=Cg" Lo,22" ,0T) minden .

kettesre.

g1 )=lg, Lo et a1 ) minden

kettesre.

L, Y )=(Cq,q'I,R) minden

kettesre.

,Lz,2'1)=(p,R) minden =zel', =z'el!'

kettesre, ahol

T

IV/ Tetszdleges

1/

9y, ha qeH vaagy g'en,

Lg,q'] ha q@H es q'¢éH'

qekK, xel" kettesre:

Ha 6(q,x2)=(p,y), ahol pE€K, yerT, akkor:
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al/ 65(q,Ex,x']):(p,Ey,x']) minden zx'€l'' elemre.

b/ ds(q,tx,x',q'j):( psLy,x',q')) minden z'el'', q'eX' elemre.

c/ Gs(q,tx,x',é,q'])=(p,[y,x',d,q']) minden x'er',

g'€K' kettesre.

2/ Ha ¢&6(q,x)=(p,L), ahol pe€k, akkor:
al/ '65(q,tx,x'3):(p,L) minden =z'el'' elemre.
b/ 65(q,Ex,x',q']):(p,L) minden «x'€l', q'€eK' kettesre.

el 65(q,fx,x',3,q']):(p,L) minden x'er', q'ex'

kettesre.
3/ Ha §&6(g,x)=(p,R), ahol pekK, akkor:
a/ 65(q,tx,x'3)=(p,R) minden x'el' olemre.

b/ 65(q,Ex,x',q‘]):(Ep,q',OJ,[x,x']) minden x'er',

q'€K' kettesre.
c/ 65(q,Ex,x',#,q']):(Ep,q',d],tx,x'l) minden

xtert, g'ex! kettesre.

V/ Tetszdleges q'€K', x'el' kettesre:

1/ Ha 4'(g*,2")= (p';y"), ahol p'ek', yvel'v, akkor:
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al/ 65(q',[x,x']):(p',[x,y']) minden xel' elemre.

b/ Gs(q',[x,x',q]):(D',Ex,y',ql) minden x€rl,

g€k kettesre.
c/ 8,(q',tx,x',£,q))=( p',lx,y",£,q]) mindan

x€K, q€K kettesre.

2/ Ha 6'(q',x')=(p',L), ahol p'eKk', akkor:

al 65(q',tx,x']) = i(pt, L) minden xel' elemre.

b/ §,(q',[z,x',q1)=(p',L) minden =z€Tl, ek
5(q q ! q

kettesre.

c/ 65(q',tx,x',é,qj):(p',L) minden zxerl, qekK

kettesre.

3/ Ha &'({g";&')=(p".R)y ahol p'eK', akkor: ,
al/ 65(q',[x,x']):(p',R) minden xel' elemre.
b/ 65(q',[x,x',q]):([q,p',OJ,[x,x']) minden

xel', qeXk Kkettesre.
ct 65(q',[x,x',é,q3)=([q,p',£],[x,x']) minden

xel, q€K kettesre.
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VI/ TetszOleges g€k, zer kettesre:

55(q,Z):6(q_‘ Z) -

VII/ TetszOleges q'€K', Zel' kettesre:

§5(q",2')=8"(q",2").

VIII/ TetszGleges qeK,-{q}, Zer, kettesre:

ha 65(q,2) még nem fordul eld a II/»VII/ alakdakban,

akkor 65(q,Z):(a,2).

IX/ Minden Z€F5—{7} elemre:
1/ §.(q,2)=(q,2).

2/ 66(5,2):(5,3).

A 6. konstrukcidéjabdél az 5.8. Tétel bizonyitasahoz

wEe(ZNL )

hasonldképpen bebizonyithatjuk, hogy tetszdleces
szbra:
*
q ;¥ i %
' E * =
<5.11.1> <=> [qo,qé]wlM—[a,a’]p .

5

*
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*
ahol peX, p'ek', oael' , a'er'=x és

y, ha p€H wvagy p'eH'

Cp,p'l ha p€H és pr'eRt. .

Most bebizonyitjuk:: L(M5)=LUDL'.

(<=) Belatjuk el@szdr, hooy LUpL'S.L(MS).

Mivel LUpL'r(LpL')U(LéL), azért teoyilkk fel, hogy

weLbL'. (A weLiL "esetet hasonlodkénpen bizonyithatjuk.)

Ekkor k&t esetet kiilénb&ztetiink meq:

*
1. eset. Leayen we(ZnZ')* és qow}—jqap o &t b

* * *
qo'w}Ta'p', ahol peH, oael ;, p'eKk', ‘'a'el' .

*
Az <5.11.1> allitasbdél nyilvan [qo,qolwk—ﬁ—[a,a']qh
b}

addédik, ahol qheH5. Eszerint: weL(MS).
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2. eset. Leayen w=w ., aw

*
70% o, ahol wJG(ZnZ') s QBE-L',

*

wge(ZUZ') 5 és

* o L * -
qowlawZ}—ﬁ—alqzawzr——faf#“@,~Era1ap, ahol peH.

*
t ' ] 1
qrw g ®19; K ahol q e’ .
Ismét haszndljuk az <5.11.1> A&allitast As kanjuk:

* : * —
qu,qéjwzawg}—M;Eal,ailtql,qijawg}jzgEaz,aiquwZF—H;[az,a}]ap,

ahol pEeH azaz wGL(M5).

5.’

Ezek szerint: weL(M5) valahanyszor weLUDL', vagyis

1
LUpL - L(M5).

(=>). Megforditva bebizonyitjuk, hogy "M5)SALUDL'.
Ehhez eléc meagmutatnunk: ha wéLu L', akkor '
weL(¥,). Vildgos, hogy ha wgLUL', akkor weL (M, ).

Nézziik tehat a weLULQ(LUDL') esetet. Leayen weL—(LnL').
(A weL'-(L;L) esetet hasonléképpen bizonvithatjuk.)

-

Ekkor léteznek olyan y#X, x szavak, amelvekre w=xy &és
welL 1ill. x€L', vagyis:
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* * -
qoxy} 7 aqy | @ B p, ahol p€eH, qEK-H.

*
qéxk—ﬁza'p', ahol p'eH!

Megint hasznadljuk az <5.11.1> allitast &s kapjuk:

*
1 1 a4
qu,qojxkﬁgga,a ]qh, ahol qp€H ;.

Eszerint: xeL(Ms). Ebb3l rdgtdn kodvetkezik, hoqy
wzxyﬂL(MS), mivel az L(M5) nyelv prefix-mentes és
y#X. .

Végeredményben tehat az L(M5):LUPL' eayenldség all
fenn.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

- . . - L4 - - *
5.12. Tétel. Leayen I,A két diszjunkt véges abacé, é&s weA

valamely r&gzitett szb.

*
Az L&€YX. nyelv akkor és csak akkor edj—tipusﬁ, ha a

hw(L)S (ZUA)* nyelv edz-tipusﬁ.

Bizonyitds. Amennyiben L={\} vagy w=)\, akkor
nincs mit bebizonyitanunk. Legyen tehat L#¥{\1} @és
W=t s 558 s ahol #n>1 ées- di5+s+5d, EA:

1 n — 1 n

1. rész. Ha Le I;d , akkor & 5 (L)e 1;9
1 ~1
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Legyen L=L(M), ahol M=(T,X,Z,6,q,,%) eay EDLK-aép.

A kovetkezd mdédon konstrudljuk azt az M':(F',K',Z',G’,qO,H)
£DLK-gépet, amely a hw(L) nyelvet focgadija el.

I'' = Tru{cz,#31|zerju{a}, ahol Agr,

£t = KU{qdl,.. .,qdn|qek}u{cq,in}qek,ie{—z,z}}u{a},
ahol 5ek,

A ZU{d],...,dn}

a ¢' atmenetfliagvény a kovetkezo:

I. 1/ Tetsz®bleges ¢e€K-H allapotra:

a/ Tetszbleges acl elemre:

ha §&8(gq,a)=(p,2), akkor &'(q,a)=(p,[Z,£1),

ahol pek, zerT.

b/ Minden a'e{d],...,dn} elemre: 68'(g ,a')=(q,A).

2/ Tetszdleces g€k Aallapotra, ze{1,...,n} szamra.

(a,4) ha aer'-{d,}
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3/ Minden qGK'—K—{qd seeeady |gek},ael' kettesre:
i) n

G'(q,a)z(a,A).

I1/ TetszdOleges q€K, xze€I kettesre:

1/ Ha 6(q,z)=(p,y), ahal pek, vel, akkor:
al 8§'(g,xz)=(p,y)
b/ §'(q,Lx,£1)=(p,Ly,.£1).

2/ Ha 6(gq,x)=(p,L), ahol pekK, akkér:
a/ §'(g,x)=(Cp,-21,L).
b/ 6%(g,lz.£1)=(Cp,=13,L) .,

3/ Ha ¢&(g,x)=(p,R), ahol pek, akkor:

af 8% (g,x)=(Ctp,;1I,R)

b/ 6'(q,Lx,5J)=(pd » )
1

4/ 8'(q,A)=(q,A).



- 144 -

III/ TetszBleces ¢g€K allavmotra:

1/ §'(Lg,23,2)=(g,x) minden xe€l'-ra, <e{-1,1}

szamra.
2/ 6'(Cq,z1,lx,£1)=(q,x,4)) minden «xel-ra,

1€{-1,1} szamra.

3] 8'(Cg,=13.,8Y=(Cag,;=T3,L):

4/ 8'(Cg,I3,48)% Chg, PSR,

IV/ Tetszdleges g€k Aallamotra, ie{2,3,...,n-1}

egész szamra:

1/ ( (qd + B ha x€erl
1
Wy ;4) = (g, ,R) ha =4
dl 1 d2
L (g,4) ha xz€l'-7T-{4}.
2/ (qd'+1,R) ha x=A
1
(S'(qd y2) =
z

(g,A) ha zxel''-{A}.
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(q,R)- x=A

3/ 6'(qdn’x) =

(g,A) xeT ' -{A}.
V/ Minden xel'-{A} elemre:
1/ §'(q,x) = (gya).
2/ §'(g,4) = (q,R).
Most bebizonyitjuk: L(M') = hw(L)'

El3szdr az egyszeriiség kedvéért a h, homomorfizmushoz hason-

*
loképpen definialjuk a hAn: r*>(ru{a}) homomorfizmust.
1/ hAn(A) = A.
2/ (x) = « A" tetszdleges «xel' elemre.

A?’Z

o *
3/ hAn(a]az) = hAn(a]) hAn(GQ) tetszdleges al,azef

szavakra.

Ekkor, a &' .konstruxciGjabél kénnyen beldthatjuk, hoay

¥
tetszdleges a.,0, €T szavakra:

* *
<5.12.1> azqaz}—jqap <=> hAn(aikﬂun(a2H_ﬁ—'ﬂAn«xnp’JL

*
ahol q,prEK, oael
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Ennek a segitségével hasonldan megvizsgalhatjuk, hogy tetszd-

*
leges «aeTl szobra, ael-ra:

*

g *
25,12.15 oaga l— BZp <=> h (a)qal— h _(B)Zp, ,
M " M 2" d]

*
ahol g¢,pek, Zel, BeT

Ezek utan indukciodval bebizonyitiuk, hoay tetszdleges
*
uel szobra:

*

*
<5.12.35 qub—gr oap <= qohw(u)k—ﬁ;hAn(a)p,

*
ahol pek, ael

A w=aqel esetben az <5.12.1> és <5.12.2> 43llitasokbol
kapjuk:

* B i n
qul_MZp <=2 qoadz...dn}—M—,Zpdl dl.A.dnl—T ZA Dy

azaz az allitéas mar igaz.

* & i p
Most tegyik fel, hogy az allitas minden u€IL »n hosszusagu
*
szbra igaz, és foglalkozunk az u:ulaGZ szbval, ahol
]u]|:n és aer.

B #
Legyen qouzaF—M—azqzak—iiaquF—ﬁ- ap, ahol a=a,z,
ami azt jelenti, hogy az utolsd lépésben hasznaljuk a

§(g,2)=(p,R) kifejezést. E1lGszdr az indukcids feltevés

szerint kapjuk:
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*

*
A up b 019, <> a,h,(wy) g hAn(O‘z)qz'

A folytatasban kdnnyen belatjuk:

d

* *
{alqla{——M anZI—H- a,Zp} <> {hAn(al)qladz...dn{—M, h n(QZ)Zpdz goedy

A

* -
%?F hAn(a2Z)p} .

) *
Ezek szerint: az allitds tetszdleges u=u ,a€x (n+1)

& - . .
hosszusagu szobra is igaz.

Végeredményben az <5.12.3> allitas segitségével kénnyen be-
*
latjuk, hogy tetszOleges wuel szobra:

* *

ueL(M) <=> q u }—jq ap, ahol peH, aerl

*
<=> q h (u) g7 ,(a)p, ahol ped.
A

<=> hw(u)eL(M'),

azaz L(M')= h (L). Tehat: hw(L)eLdZ.
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e

2. rész. Ha hw(L)e I;dz, akkor Le I<d]‘

Legyen hw(L):L(M), ahol M:(F,K,ZU{dJ,...,d”},é,qo,ﬂ)

egy EDLK-gép. Most konstrualunk olyan M' EDLK-gépet, amelyre
L=L(M"),

Legyen az M':(F',K‘,Z,G‘,qu,oJ,H') EDLK-gép a kévet-

kezd médon definialva:

YWl 7
{[xo,xl,...,xn]Ixo,xz,...,anFU{d],...,dJJJ{Z},

e =
K' = {tq,21|qek, <e{0,1,...,n}}U{q},
H' = {CLp,o01|peH},

a &' Aatmenetfliggvény a kdvetkezd:

I/ 1/ Tetszbleges g€X-H, a€l kettesre:

Ha 6(g,a)=(p,2), akkor 6'(Eq,oﬁﬂn;\‘;)a],tz,d],...,dn]).

2/ Minden q€K'-{Cq,01|q€k},ael ket* :sre:
§t(q,8)=(g,2) .

.11/ TetszBleges g&X a&allapotra, ZeFU{dz,...,dn} elemre,

7e{l,...,n=-1} egész szamra:



i

2/

Ha

al

b/

c/

Ha

al

b/

§(q,2)=(p,y),

é*(Lg,01,L%,x

minden

6'(Eq,i],txo,..

minden

elemre.

6'([q,n],tx0,..

minden

6(q,2)=(p,L),

6L(Cg,;01 8%

minden

AR s IR &

minden

X

X
o

X

X

Ty
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o *

3 .

1*°

0"

(Cp

v 5/

gL

XK

.,xi_l,Z,x

o 5

ahol pekK,

,i],[xo,..

. 3 Y . .
7-1 1412

n=12

ahol peKk,

L o A

Z]):(Ep,n],Exo,..

yelr, akkor:

.,xn]):(tp,o],[y,xl,...,xnj)

.,xneru{dz,...,dn} elemre,

.,xn]) =

.,xi_z,y,xi+1,...,xn])

..,anFU{dz,...,dn}

.,xn_z,y])

.,xn_zeFU{dl,...,dn} elemre.

akkor:

.,xn])z(Ep,n],L)

..,xneFU{dl,...,dn} elemre.

:([p

ot v il

o gL o
Rl

Z

,i-]],[xb,..

i-12%i+10

EEPPRE

.,xnj):

.,xi_z,Z,xi+],...,an)

.,xneFU{dz,...,dn} elemre.



3/

4/

= Jh0 =

c/ 6?[q,n3,[wo,...,xn_l,ZJ):(Ep,n-ZJ,ExO,...,x

. ys1)
minden xO,...,xn_]eFU{dl,...,dn} elemre.
Ha 6(qg,2)=(p,R), ahoi p€k, akkor:
al 5'([q,o],[2,x1,...,an):(Cp,JJ,EZ,xl,...,xn])
minden xl""’xneFU{dl""’dn} elemre.
b/ 6'(Eq,i3,[x0,...,xi_l,Z,xi+1,...,xn]):
:(Ep,i+13,txo,...,xi_1, 5T, g s;2.3)

minden z s .,xi_z,xi+1,...,xneFU{dz,...,dn} elemre.

c/ 6'([q,n],[x0,...,x Z1)=(Cp,01,R)

n—1°

minden xo,...,xn_]eFU{d],...,dn} elemre.

Tetszdleges ¢gek'-{gq}, ZeI' kettesre ha 6'(g,Z2) még

nem fordul eld a II/1 = II/3 alakﬁakban, akkor

8§'(q,2)=(q,2).
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III/ Minden Zel'-{Z} elemre:
1] &8'(g;2)=(g;8):
2] 6'(gq,2)=(gq,R).
Most bebizonyitjuk: L(M')=L.

Az egyszeriiség kedvéért hasznadljuk a k&vetkezd jeldlé-

seket:
. * * -~ -
i/ I' (n+1)={ael | |a|=k(n+1) , ahol >0 egész szam}.
§ e - B
ii/ TetszOleges a—x],i,...,x]’n+],"“.,xm,i,...,xm’n+1er (n+1)
szora: Ea]n+1 =L xz,i""’xl,n+zj"'[xm,]""’xm,n+13'

A &' konstrukcidobél konnyen beldtjuk, hogy tetszdleages

*®
al,agef (n+l1) szoOra:

=

%90, bmpop <=> Cayd,  jLe,0dlapd by Cod, L 0p, 00,

]
n

*
ahol q,pekK, ael' (#n+l1]}.

Ebb31l k&nnyen belatjuk, hogy tetszdleges ocl (n+1) szbéra,

a€X-ra:



= 152 -

* *
agad, "‘-an—Tﬁ Bp <=> Ea]n+1Eq,oJaF~ﬁ1EBJn+1Ep,o].

Tovabba az 1/ részhez hasonldan indukciéval bebizonyithatjuk,
*
hogy tetszbleges u€l szbra:

* *
q h () b op <=> Cq_,0lu }quta]n+1 g, el,
o'w
*
ahol peX, o€l (n+1).
*

Végeredményben tehat kapjuk, hogy tetszGleges u€l szbra:

_ | * ®
hw(u)eL(M) <=> qohw(u)r—ﬁ'ap’ ahol peH, ael (n+1).
= 1
<=> qu,o?u Ea]n+1Ep,03. ahol (p,oleH
<=> uy€eL(M').

Eszerint: L(M')=L, azaz L€ .
B,

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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6. Fejezet

EGYSZERU DETERMINISZTIKUS TURING-GLEPEK

Ebben a fejezetben a determinisztikus Turing-gépek

egy specidlis osztalyaval foglalkozunk, amelyet egyszeri
determinisztikus Turing-géposztalynak neveziink, Megmutat-
juk, hogy ez a géposztaly pontosan a prefix-mentes O-tipu-
su nyelvek osztalyat fogadja el., Itt targyaljuk azt az egy-
szeri kétszalagos gépek osztalyat, amely nemcsak az egysze-
rii géposztaly egyszalagrdl két szalagra vald kiterjesztése,
de meg is egyezik az egyszerill determinisztikus Turing-gépek
osztalyaval. '

6.1 Prefix-mentes nyelvek és egyszeri determinisztikus

Turing-gépek

6.1 Definicid.

a/ Egy egyszerii determinisztikus Turing-gépen (rdov.
EDT-gépen) az M= (K,F,Z,G,qO,H) rendezett hatost értjik,
ahol

K az allapothalmaz,

I' a szalagabécé, amelynek egy specialis jelét blank-

nak nevezzik, s B-vel szokas jeldlni,

I egy bemend abécé, amelyre INT'=Q

qoeK a kezdd allapot,

Hek a végallapotok halmaza,

§ atmenetfiliggvény a KX(TUL) halmaznak a

KX(T-{B})X{R,L}-be vald egy leképezése, amelyre telje-
stilnek: '
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i/ TetszOleges q€K-H, 7Z6TUL kettesre:
§(q,2) pontosan egy elemet tartalmaz.

ii/ Tetsz®leges p€H, Z€El kettesre:
§(p,%2) pontosan egy elemet tartalmaz.

iii/ Minden p€H, afl kettesre: §(p,a) nem definidlt.

b/ Adott M EDT-gépnek egy konfiguracidjan értjiik azt
a w,qu, vagy qBuw alaku szb6t, amelyre g6K, wé((T-{B})UI)7,
wl,wgé((r—{B})UZ)* és w1w2#k.
A kovetkezd mdédon definidljuk a konfiguracidkra vonatkozd

P—jq relaciot:

1/ W ,qeW o g W, LpW, ha 8(q,x)=(p,Z,R).

2] w,yqrw, —y w,pyZu, ha  8(q,x)=(p,2,L).

3/ QW 5 pBZu, ha 0(gsx)=(ps 2, L)
4/ qBu, — pr2 ha 6(q,B)=(p,Z,R).
5./ qBw, 5 pBZw2 ha 8§(qyB)=(py2,L).

ahol g,p6Kk, x6(T-{B})VUI, y,26Tr-{B}, wle(r—{s})*,
w, E((T-{B})UL)*., Végilil, az M EDT-gép altal elfogadott nyelv

a kovetkezso:
L(M)={w€Z*/qu h—é ap, ahol p6H, a€(i-{B})*},

Egy L nyelvet akkor nevezink egyszerli determinisztikus O-
tipusunak (r&v. ed0-tipusunak), ha létezik olyan M EDT-
gép, amelyre L=L(M). 1;d0_va1 jeldlilik az ed0-tipusu nyel-
vek osztalyat. -
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6.1 Tétel. Lereh I egy véges &bécé, és [ c I*,
Az [ nyelv akkor és csak akkor edO-tipusﬁ, ha az L nyelv
prefix-mentes és O-tipusu, azaz az Tedo nyelvosztaly

megegyezik az 1% és 1; nyelvosztéalyok metszetével.

Bizonyités.

1. rész. Ha L€ 'Ion Ip, akkor L€ 1ed0..

Az 1.15 Tétel és 1.20-Lemma értelmében feltehetjik, hogy
L=L(M), ahol M=(K,Z,T,s ,4,,H) DT-gép az 1.18 Lemma ii/
feltételének megfelel, azaz tetszdleges gf€K, z€l kettesre
ha"§(q,x)=(p,2,%) akkor 26T-I, ahol pek, i&{R,L}.

Most konstrualunk olyan M' EDT-gépet, amelyre
L(M')=L(M). Legyen az M'S(K,T’,Z,d’,qo,H) EDT-gép a kovet-

kezd modon definialva:

R
6"étmenétfﬁggvény a kévetkezd:

1/ .Tetszbleges. gfK~H, 26T 'UL kettesre::8%(g,x)=6(qs%).

2/ Tetszdleges pfH, x€T' kettesre: St(p,x)=8(ps®).

3/ Minden péH, afl kettesre: §"(psa) nem
definialt.

A §' konstrukcidjabol kénnyen belathatd, hogy tetszlleges
we€L* szdéra: ha wéL(M'), akkor wéL(M), azaz L(M') <€ L(M).

Most megforditva bebizonyitjuk,jhOgy L(M) € L(M'),
Ehhez elég megmutatnunk: ha wgL(M') akkor w@L(M). El8szor
nyilvanvalé, hogy ha az M' EDT-gép egy w szbra kdzdmbds
ugy, hogy a q,v kezddkonfiguracidbdél a gép periddikusan
végteleniil mozog és soha sem all meg, akkor az M DT-gép a

w szdra is kozombds.
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Eszerint csak a kdvetkezd két esetet kell megkiildnbdztet-
niink :

1. eset. Legyen w=w_aw ahol Wysw €L*, afl és

1 gy 2
*
q,w;a0, 37 @ pav,, ahol péH, aJG(F-{B})*.

Ekkor nyilvan q,9, F—ﬁalp adédik, azaz wIGL(M). Ebb3l rég-
ton kovetkzik, hogy w=w1aw2ﬁL(M), mivel L(M)é€ Ip és
y=aw2#A.

2. eset. Legyen q v k—ﬁ4 aq, ahol qfH, aé(T={B})*,

Ekkor nyilvan q P—% aq addédik, azaz wfL(M). Végeredmény-
: ben tehat L(M')=L(M) &ll fenn, azaz L€ 1;d0°
2. rész. Ha L6 I ,, akkor L6 1;/1 Ip'

Legyen L=L(M), ahol M=(&F,Z,6,qO,H) egy EDT-gép.

Vilagos, hogy L(M)é6 1;, mivel minden EDT-gép a Turing-gép
is. Masrészt a § atmenetfiiggvény iii/ feltétele szerint

az M EDT-gép egy bemend sz6 elfogadasa utan régtdn megill,
ami azt jelenti, hogy az L(M) nyelv prefix-mentes, Ezzel a
tétel bizonyitasat befejeztiik.

6.2 Az EDLK-gépek és EDT-gépek osztdlyoza.a

Mindenekeldtt targyaljuk az EDT-géposztalynak az Ipl
nyelvekkel vald kapcsolatat.

6.2 Tétel.

a/ Barmely prefix-mentes l-tipusd I nyelvhez megad-
haté olyan M EDT-gép, amelyre L=L(M).
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b/ Van olyan M1 EDT-gép, amelyre L(Ml)ﬁ Ipl’

Bizonyitéas.

a/ Vilagos, hogy minden l—tipusﬁ nyelv O-tipusu, s
azért az elsd allitas a 6.1 Tételbdl nyilvan adédik,

b/ A masodik allitas bizonyitasahoz az 1,16 Tétel
értelmében feltehetjiik, hogy az L < {a,b}* nyelv O-tipu-
si, de nem l-tipusd. Az altaladnossadg megszoritdsa nélkiil
tovabba feltehetd, hogy A¢L.

Ekkor konnyen beladthatjuk, hogy az L1=L.{$}={w$/wGL}
nyelv prefix-mentes O-tipusu, és a 6.1 Tétel szerint:

L,6 IedO' vagyis létezik olyan M, EDT-gép, amelyre

1
L1=L(M1). Most bebizonyitjuk, hogy az Lz nyelv nem l-ti=-

pusﬁ, s azért nem is tartozik bele az I nyelvosztaly-

pl
ba. Ezzel ellentétben feltesszilk, hogy az LJ nyelv l-tipu-

su. A kbvetkezd mbédon definidljuk a 4 homomorfizmust:

1/ h(X)
2/ h(a)
3/ h(b)
4/ h($)
5/ hlw,w,) = h(wl)h(wg) tetszOleges w],wze{a,b,$}*

I

I
> Al ol ~ S

szavakra.

A h definicidjabdol koénnyen belathatd, hogy L=h(L1).

Most bebizonyitjuk: # az LZ nyelvre vonatkozd 2-linearisan
kitdrld homomorfizmus.

Legyen w1€L1=Li$}, vagyis w,= w#, ahol wé€L. Vilagos, hogy

h(w,)=w és |w|>1, mivel A¢L. Eszerint kapjuk:

2|htw, ) |=2|v|>|w]+1=]ws]|=|v,
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Tehdt: minden w, 6L, szdra |w1|§2|h(w1)|, azaz h az L,
nyelvre vonatkozd 2-linedrisan kitdrld homomorfizmus. Mas-
részt az 1.11 Tétel szerint az Lle Il feltételbdl kovetkezik,
hogy az L=h(L1) nyelv is lftipusﬁ, ami szintén ellentmon-

déas.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
Ebb31l a tételbdl nyilvan adoddik a kovetkezd tétel.

6.3 Tétel.

a/ Barmely M EDLK-géphez megadhatd olyan M' EDT-gép,
amelyre L(M')=L(M).

b/ Van olyan M, EDT-gép, amelyre L(MZ)E Iédl'

1
Az el®z3 tartalmazasokat nézve és a fenti tételek alapjan
kapjuk:

ed3 Cz —Id2 +Ip fldl C-I C];do

Ezen kiviil az is nyilvanvalé, hogy van olyan 0-tipusud nyelv,

amely nem edO-tipusu, azaz ed0 i’jg.

6.3 Az ed0-tipusd nyelvosztdly tulajdonsédgai

ElGsz6r a 6.1 Tétel alapjan és az jg 05 I; nyelvoszta-
lyok zartsagait nézve konnyen beladthatjuk a k&vetkezd téte-
leket.

6.4 Tétel. Ha L€ iedO’

nyelvosztalybdél. Eszerint az IedO nyelvosztaly nem zart

akkor az L nyelv kivezet az IedO

"~ a komplemensképzésre nézve.
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Bizonyitéds. A 2.2 Tétel bizonyitasabdl adédik.

6.5 Tétel. Az Iedo nyelvosztdly nem zart az unidra nézve.

Bizonyitas., A 3.3 Tétel bizonyitasabdél adddik.

6.6 Tétel. Az nyelvosztaly zart a concatenacidra
ed0

és a metszetre nézve.

Bizonyitas. Az 1.14, 2.1 és 6.1 Tételekbdl adddik.

Mieldtt folytatnank a targyalast, azt megfigyelijiik,
hogy tetszdleges M Turing-gép és w bemend szd esetében a
wéL(M) probléma algoritmikusan elddnthetetlen. Eszerint
azokrdl az L-L', LpL', LUpL' nyelvekrdl, amelyekre
L,L'e I ed0 ! semmit sem mondhatunk. Az 1;d2 helyzetéhez ha-
sonldan gyengitjuk a kezdd feltételt ugy, hogy az L és L'
nyelvek k&ziil nem mindkét nyelv edO—tlpusu, hanem az egyik
ed0-tipusiés a masik ed3-tipusu, akkor a 6.1 Tétel értel-

mében kapijuk a kdvetkezd tételeket.

- - ' sl 2
6.7 Tétel. Ha L€ Iédo és L'¢ IédB’ akkor az L-L' nyelv

ed0-tipusu.

Bizonyitas. Az 1.14 Tétel korollariumdbél és a 2.5 Tétel-
b6l adoédik.

6.8 Tétel. Ha L6 1_., és L'eIed3, akkor az IpL' nyelv ed0-

tipusu.
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Bizonyitas: Legyen L=L(M) és L'=L(M'), ahol
M=(K, FJZQGJqo.’H) egy EDT-gép, és
M X (K',Z’,G',qé,H') egy EDV-gép.

Most konstrualunk olyan Ml EDT-gépet, amelyre L(M1)=LpL'.
Legyen az M1=(K1,F1,ZUZ',61,[go,qé], H) EDT-gép a kdvetke-
z0 mbédon definidlva:

K1=KU{Eq,q']/q€K-H,_q’é’K’—H'}U{c-I}, ahol qfK,
r1=ru{[z,q']/zer-{3}, q'6K'YV{Z}, ahol Zgr,

a 6, atmenetfiiggvény a kdvetkezd:

1
I. TetszOleges g6K-H, q'€K'-H' kettesre:
1/ Tetszdleges DbELNL' elemre:

a/ Ha 8(q,b)=(p,2,L) és 6'(q',b)=p', akkor
§,(la,q'],b)=(p, [2,p"],L), ahol péK, z6T-{B},
p'€K’,

b/ Ha 8(q,b)=(p,Z2,R) és §'(q',b)=p', akkor

61([q,q'],b)=(5,z,1?), ahol p6K, z6T-{B}, p'6K'

es p ha p6H
p = { [p.p'] ha pgH és p'gH’.
q ha p@H és p'EH.

2/ Tetszdleges afi-I' elemre: éldq,q'],a)=6(q,a).

3/ TetszBleges a'6X'-L elemre: §,([q,q9'],a')=(q,Z,R).

II, TetszOleges qfK-H, afLlUL’' kettesre:

§(q,a) ha afl.
61(q,a) {

- (g,Z,R) ha afl'-%L.
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III. TetszBleges q6K, x6T-{B} kettesre:
1/ Ha 8(q,x)=(p,2,L), ahol p6K, Z6r-{B}, akkors
al él(q,x)=(p,Z,L).
{b/ 61(q,[x,q'])=(p,[Z,q’],L) minden qg'6K'’'
allapotra.
2/ Ha 6(q,x)=(p,Z,R), ahol p6K, 26T-{B}, akkor;
{a/ 61(q,x)=(p,Z,R).
b/ 51(q,[¢,q'])=(E,Z,R), ahol

p ha pEH,
p = { [psa "] ha pfH ¢es q'gH',
q ha pfH ¢és q'6H’,
3/ Gl(q,B)=6(q,B).
4/ al(q,§)=(a,2,ﬁ).

IV. Minden q6K-H, q'6K'-H', z6ér, harmasra:
§,([asq'1,2)=(q,2,R).

V. Minden xGFJUEUE' elemre:
61(5,x)=(5,2,3).

A 61 konstrukcidjabdél indukcidval konnyii belatnunk, hogy

tetszdleges wé(LNL')* szbra:

*
q W —y op .
<6.8.1> * = [qo,qé]w P—H; ap,
' ’
4,2 ¥Y=zr P

ahol péK, aé(I'-{B})*, p'éx’', és
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p ha p€EH.
p = g[p,p' ha pfH  és p'gH’.
{q ha p#H és p'éH’'.

Most bebizonyitjuk: L(Ml)éLpL'.

( @mem=), Beldtjuk eldszdr, hogy LpL' c L(M]).
Legyen wéLpL', és két esetet kiildnbodztetiink meg:

1. eset. Legyen wé€(INI')* és q,v F—% agp J131l:
qéw k——ﬁ$ q', ahol p€H, a€(T-{B})*, q'ex’',

A <6.8.1> &11itésbél nyilvan [q_,q/]w :—M—* op adédik,
azaz wGL(Ml). .

2. eset. Legyen W= aw,, ahol wZG(ZAZ’)*, a€i-r',
wZG(ZUZ h) * és
* *
TSy =3 BaQaiie, Fog By, t—5 WP
ahol p#H.
: ] * i ]
~q W, T 4 ahol QJEH.

Ismét hasznaljuk a <6.8.1> allitast és kapjuk:

' * ' &
[qo,qo]wlawz k—jv; al[ql,quawg k—77; aquwg F—E] ap, azaz
w=w1aw26L(M1). Mindkét esetben belattuk, hcgy wGL(HZ) va-
lahanyszor wéLpL', azaz LpL' C L(MJ).

(==>), Megforditva igazoljuk, hogy L(MJ) < LpL'.

Ehhez elég megmutatnunk: ha wfgLpL’', akkor wEL(MJ). Vilagos,
. hogy ha wfgL, akkor wGL(Ml), mivel az M és M, EDT-gépek vég-
dllapothalmazai egymassal azonosak. Nézziik tehat a

w6éL-(LpL') esetet, vagyis:
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WEW AW g, ahol wle(ZnZ’)*,,aGZUZ', wZGLZUZ')*, és:
* * SR >
5q0w1aw2'~—ﬁ 0,q,a0y g anngl——H ap, ahol pGH
qlu, p—77$ p', ahol p'éKF",

A <6.8.1> allitasbd6l kdnnyen belathatd:

[qo’qé]wzawz'__ﬁi algawz F-Ef-uz(i)ng, ahol q@H és.n=|av,
1 g ' R~

Eszerint: w=w1aw2€L(M1).

Végeredményben tehat az L(M1)=LpL’ egyenldség all fenn. Ez-

zel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

E tétel mellett nem foglalkozunk az LUpL' nyelv targya-
lasaval, mivel LUpL'=(LpL')U(L'pL) és az L'pL nyelvet a Tu-

ring-gép k&z8mbdssége miatt nem tudjuk vizsgalni.

6.9 Tétel. Az nyelvosztaly zart a prefix-mentes homo-
dao .

morfizmusra nézve.
Bizonyitds. Az 1.3 és 2.9 Tételekbdl adddik.

Korollarium. Legyen I és A két diszjunkt,véges abécé, il-

letve wfi* valamely r&gzitett szd.

Az [ C I* nyelv akkor és csak akkor edO-tipusd, ha a
h (L) ¢ (LUb)* nyelv ed0-tipusu. )

A koOvetkezd tablazatban &sszefoglaljuk az Ip, 1;&0, 1edl’

ﬁledZ és 1;d3 nyelvosztalyok tulajdonsagait.
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A ST v ; f -
Nyelvosztaly

\ -'[E,d3 Yedz ).’ed1 Iedo 1,
Zart mivelet .
1/ Komplemensképzés (L) N N N N N
2/ Unid (LJLJLz) N N N N
3 /Metszet (LZ/\LZ) il N I j i
4/ H91Ed3rwelvve1\mlo

metszet (LNR). | I
5/ Concatenacid (LI'LZ) T T T
6/ Differencia (LZ-LZ)
7/ H?Iéd3rmelvvelxmdo

differencia /L-R). I b §
8/ p-differencia (LJpLg) I ? ?
9/ R& 1ed3 nyelvvel vald

p~differencia (LpR). I I I | I
10/ p-Unid (L VpL,) I ? I ? I
11/ RE Ie 43 nyelvvel vald

p-Unid (L UpR) I I I ? :
12/ hwluxmxn:rfizmus I T T i | T

i

ahol az I jelolés azt jelenti: "igen",

az N jeldblés azt jelenti: "nem",
a ? Jjelolés azt jelenti: "nyitott kérdés".

E tablazatbd6l lattuk, hogy az egyes nyelvosztalyoknak
vannak k6z&s tulajdonsagai, de mind az 6t nyelvosztaly nem
elégiti ki az un. absztrakt nyelvcsalad (AFL= abstract fami-
ly of languages) axidomait, amelynek a definicidja éppen az,
hogy egy nemiires nyelvosztalyt akkor neveziink AFL-nek, ha

zart a kovetkezd miiveletekre nézve:
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1/ Az unid (LZULZ)‘

2/ A concatenacio (LJ.L2).

3/ Az iteracié (1}).

4/ Az inverz homomorfizmus (h—J(LJ)).

5/ A X -mentes homomorfizmus (h(Ll))'

6/ Egy 3-tipusu nyelvvel vald metszet (L AR).

6.4 Egyszeri kétszalagos gépek.

Ebben a szakaszban targyaljuk azt a géposztalyt, amely
az egyszeri gépek egy pushdownrszalagrdl két pushdown-szalag-
ra vald kiterjesztése, s egyszerii kétszalagos géposztalynak
nevezzik. Megmutatjuk, hogy az 6j géposztaly pontosan az
egyszerli determinisztikus Turing-géposztaly szerepével e-
gyezik meg. Ennek alapjan vizsgadljuk az Iec’ Tédz és'Iedo
nyelvosztalyok kapcsolatat.

6.2 Definicib.

a/ Egy egyszeri kétszalagos gépen (r&v. EK-gépen) az
M=(Z,F,F',6,ZO,Zé) rendezett hatost értjlik, ahol

L a bemend abécé,

I és I'' két pushdown-abécé,

ZOGF és ZéGF' két kezdd pushdown-jel,

§ Aatmenetfiiggvény a TX(IZU{A})XT' halmaznak

I'*X T''*=ha vald egy leképezése, amelyre teljesiilnek
a kovetkezd feltételek:

tetszélegeé Z6T, Z'eéT' kettesre:

vagy i/ 8(2Z,2,Z') pontosan egy elemet tartalmaz, és
§(Z,a,2') nem definidlt semmilyen afI-ra; vagy
ii/ 86(Z,),2"') nem definialt, és minden qfI-ra

§(Z,a,7') pontosan egy elemet tartalmaz.
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b/ Adott M EK-gép egy konfigurécidéjan értjiikk azt a
(a,w,a’) harmast, amelyre aéT*, wéi*, a'6T'*,

A kdvetkezd moédon definidljuk a konfigurdcidkra vonatkozd

k—ﬁ relaciot:

(aZ,aw,a'Z"') 5 (aB,w,a'B!')&=>5(Z2,a,2')=(B,B'),

ahol a6IU{A}, weL*, zZ6T,a,B6T*, Z'6T,a’',RB'6T "+,

Legyen F——ﬁ az +—; reldcié tranzitiv lezarasa.

Végiil, az M EK-gép altal elfogadott nyelv a kdvetkezs:

L(M)={w6L*/(2 ,v,2]) F—ﬁ (X, X, %))

6..1 Megjegyzés: A definicid szerint az M EK-gép egy beme-

nd szb6t lires pushdown-szalagokkal elfogad. Teh&t, minden
M EK-gépre az L(M) nyelv sziikségképpen prefix-mentes.

6.9 Tétel. Legyen I egy véges &bécé, és [ ¢ I*,
Az L nyelv akkor és csak akkor ed0-tipusy, ha létezik o-
lyan M EK-gép, amelyre L=L(M),

Bizonyitas.

l. rész. Tetszdleges M EK-gépre L(M)& F i 10°

Legyen M=(Z,F,F',6,Z,Zé) egy EK-gép. Az altzlanossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy I'NT' '=7,

ElGsz6r a 6.1 megjegyzés szerint: L(M)F I%. Tehat, a 6.1
Tétel értelmében most csak azt kell igazolnunk, hogy L(M)G'ib.
Konstruadlunk olyan G O-tipusy grammatikéat, amelyre L(G)=L(M).
Legyen a G=(V,, V.,5,F) 0-tipusd grammatika a kdvetkez® mé-

don definialva:
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<
I

rur'v{s}, ahol sSgruUr’,
v, =%,
az F szabalyai a kovetkezOk:
1/ (S*ZOZA)GF.
2/ Tetszdleges 26T, a€fVU{\}, Z'6T' harmasra:

ha 8(Z,a,2')=(B,B') akkor (zz' » Ba(B')%)er,
3/ TetszBleges 26T, qfI kettesre: (Za » aZ)&F.,

Az F definici6jabodél konnyen belathatd, hogy tetszdleges

aGl-ra:

(a,a,a") 5 (B,),B")—> a, FarpE — ag(8") &,

ahol a6F+, a'GF'+, ger#*, B'er'*,
Ebb®l indukcidval kénnyen bebizonyithatjuk, hogy tetszdle-
ges wfL* szodra: '

' *. 14 = ca— ’ X 'R
(Zo,w,Zo) g (a,A,a')==> 3 7 2,2, =—=> wa, (a')”,

Végeredményben tehat azt kapjuk, hogy tetszOleges wél*

szora:
weL (M) => (I _,0,2}) ,——f] (R k)
*
Ll ot ' —— ,
¥ & G ZOZO G w

S, weL(G) >

azaz L(M)=L(G), vagyis L(M)G‘Io. Eszerint L(M)é€ Ipn 10= IEdO‘

2, rész, Ha L€ Iédo akkor L=L(M1), ahol M, egy EK-gép.
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Legyen L=L (M), ahol M=(K,F,Z,6,qo,H) egy EDT-gép. Az alta-
lanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd:

i/ KAT = @,
ii/ Tetsz®leges gfK, x6TUL kettesre:
~ha 8(q,x)=(p,2,7) akkor p+qo, ahol zer, <é{R,L}.

Most konstrualunk olyan M1 EK-gépet, amelyre L(M1)=L(M).
Legyen az M1=(2,T1,F;,61,q0,$) EK-gép a kdvetkezd mbédon

definialva:

Iy = KUuTu{g},
Iy = (K—{qo})UFU{$}, ahol $¢KUT,
61 atmenetfiiggvény a kovetkezs:

ﬂI. TetszOleges afl bemendjelre, qGK—H—{qO} dllapotra:
la/ Ha 5(q0,a)=(p,Z,R) akkor Gl(qo,a,$)=(BZp,$).
1b/ Ha G(qo,a)=(p,Z,L) akkor dz(qo,a,$)=(B,$Zp).
2a/ Ha ¢8(q,a) =(p,Z,R) akkor Gl(q,a,$) =(2Zp,$).

2b/ Ha 6(gq,a) =(p,2,L) akkor 61(q,a,$) =(A,¥%Zp).

II. Tetszdleges p6H allapotra, yél-{B} el-.re:
1/ Gl(p,X,$)-(k,$)
2/ 8,(y,\,8)=(1,8)
3/ 61($,A,$)=($,$)
4/ 8,(By,A,8)=(2,})

III. TetszOleges yéT-ra:
1/ Gl(qo,k,y)=($,$).
2/ Tetszdleges qGK—{qO} allapotra:
a/ ha 6(q,y)=(p,x,R) akkor éz(q,k,y)=(xp,x).
b/ ha 8(q,y)=(p,xz, L) akkor 61(q,k,y)—(x,mp).
3/ Minden zéTU{¢} elemre:
Gl(x,k,y)=($,$).
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IV. Tetszdleges qGK-{qo} dllapotra:
1/ Minden qleK &dllapotra:
Gl(ql,A,q)=($,$).

2/ TetszBleges x6l'-{B} elemre:
él(x,x,q)=(q,x).

3/ §,(B,\,q)=(Bq,B)

4/ 51($,x,q)=($,$).

A 61 konstrukci6jabol kdnnyen beléathatd, hogy tetszd-
leges g6K allapotra, az,age(r-{B})* szavakra:

I

al a,q0, F—ﬁ apé==b(3a1q,x,$a2”) F—Mi (Bap, A, ).
<6.9.1> f

M

b/ qBa, h—% ap ¢==>(Bq,x,$a2RB) P——? (Ba, paX;¥),

ahol a6(T={B})*, péK.

EbbB1 indukcidval bebizonyitjuk, hogy tetszOleges wé€L* szbd-

ra:

<6.9.2> q v r——T% ap f=——> (qo,w,$) L—7gi (Bop,A, $).
1

)

A w=qfl esetben a <6.9.1> allitas felhasznalasaval két e-
setet kiilonbdztetiink meg:

1. eset. Ha d(qo,a)=(p,Z,R), akkor kapjuk:

9,8 Zp¢==9(qo,a,$) —y— (BZp,X,é).
7



e

2. eset. Ha 6(qé,a)=(p,z,L), akkor kapjuk:

*
q,a 3 qBZ 5 ap(-)(qo,a,s) l———M; (B,X,$2q) p——@ (Bq,\,$ZB)

r—7q§ (Bap, A, $)
Mindkét esetben belattuk, hogy igaz az allitas.
Tegylik fel, hogy minden wéI* n hosszdsagd széra igaz az al-
litas, és foglalkozzunk azzal a w=w1a€£* szbéval, amelyre

|w,|=n és aéI.

7!
Legyen q,w;a F—% a,q,a r—-j% ap. ElOszdr az indukcids fel-
tevés értelmében kapjuk:

% *
qowl '——[J alqu(qo’w1‘$) ._AE (Ba1q1,>\,$).

A folytatasnal két esetet kiildnbdztetiink meg:

1. eset: Ha 6(q1,ah=(p,Z,R), akkor k&nnyen belatha-

to:
O.lqza P—-—M- aZZp(—-g(Baqu,a,.%‘) Q‘"M'l- (BCIJZP,A,s),
ahol a=0.,2,

1

2. eset: Ha 6(q1,a)=(q,Z,L), akkor a <6.9.1> allitas
értelmében kapjuk:

*
{alqla - a2q82 5 ap Jém==> { By

- »a,8) b= (Boij, ), 82q)

q
147 MI

R
= (Bagq, X, $8,) .-M-Zi (Bap, A, $)1,

ahol a282=a12v
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Mindkét esetben beldttuk, hogy a w=w1a€2* szbra is igaz
az allitas.

Végeredményben a <6,9,2> allitads segitségével k¥nnyii be-
latnunk, hogy tetsz8leges wéL* szdra:

WEL (M) Cmmeme q,v o—-—-% ap, ahol péH,

1

(q 410, $) ,_771 (Bop, A, 8) = (Bay ), )
4:::-.-.‘,- §~ 1
et (B A, 8] — (A0
1

¥

Lom—d wGL(Ml),

azaz L(M1)=L(M). Ezzel a tétel bizonyitdsat befe-
jeztik.

6.2 Megjeqyzés, Az 1, rész bizonyitasat konstruktivan meg-
tettilk, de sokkal egyszerilbb volna, ha a Church-féle té-
zisre valdé hivatkozassal formalisan bebizonyitanank,

A k8vetkezd részben megvizsgdljuk az Iec. 1Ld2 és .Iedo
nyelvosztalyok egymassal vald kapcsolatait, Mindenekeldtt
az egyszeriiség kedvéért alkalmazzuk a kdvetkezd jel8lést:
Legyen M=(Z,F,F',6,Zo,zé) egy EK-gép. TetszOleges 76T,
a6Zu{A}, 2'6éT' harmasra ha §(Z,a,2')=(a,a’) akkor jeldl-
jik :

hE(G(Z,a,Z'))=a

hy(8(2,a,2"))=a’,
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6.10 Tétel. Legyen M=(E,F,F’,6,ZO,Z$) egy EK-gép.

Ha az M EK-gép rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy
tetszBleges 26T, a€ZU{A}, 2'€rl' harmasra
|ng(8(2,a,2') | =, (8(2,a,2')) |, akkor L(M)e ..

Bizonyitds. A tétel bizonyitasadhoz elegendd, ha konstrua-

lunk olyan M_ egyszeril gépet, amelyre L(M1)£E(M).

1
Az egyszeriiség kedvéért ismét hasznaljuk az [a,a’] jels-
lést‘ﬁgy, hogy tetszdleges a=Zl...Zn€ +, a'=Zi...ZéGF'+

szavakra:
[d,aﬂ=[21,25]...[zn,2é].

'Legyen most az M1=(Z,F1,51,[20,Zé]) egyszeri gép a kovetke-

z® mdédon definialva:
r, = {[z,2']/zér, z'6r'},

a 61 atmenetfliggvény a kovetkezd:

Tetszsleges zZ€Tr, aérV{)}, Z'€r' harmasra:
al Ha 8(Z,a,2")=(0a,a’'), ahol |a|=|a'’|>1,
akkor ¢, (a, [2:8"%) )={a,0"],
b/ Ha 6(Z,a,2')=(A,\) akkor a](a,[z,g-j)=x.

A 81 konstrukcidjabél kénnyen belathatd, hogy az M, egysze-

1
rii gép azokat és csak azokat a wéi* szavakat fogadja el, a-

‘melyeket M elfogad és megforditva.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.
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6.11 Tétel. Legyen M=(Z,F,F',6,ZO,Zé) egy EK-gép.,

Ha az M EK-gép rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy

tetszdleges 26T, abriU{A},Z2'6T' harmasra |hE(6(Z,a,Z'))|§1,
akkor L(M)E IedZ'
Bizonyitads. A tétel bizonyitdsdhoz elegendd, ha konstrué-

lunk olyan M, EDP-gépet, amelyre L(M2)=L(M).

2
A |hE(6(Z,a,Z'))|i1 feltétel azt jelenti, hogy tetszdleges

26T, a6rU{A}, Z'er' harmasra: ha 6§(Z,a,2')=(a,a’), akkor
aéTU{A}. Az altalanossag megszoritadsa nélkiil tovabba fel-
tehetd, hogy tetsz8leges 2€T, affiU{)A}, Z2'6l'' harmasra: ha
§(Z,a,2"')=(a,a’) akkor aG(F-{Zo})U{X},a'G(F'—{Zé})*. Ha
ugyanis nem igy volna, akkor két uj Zo’ Eé kezddjel és
6(ZO,A,ZA)=(ZO,25) érvényesség bgvezetésével ezt mindig
elérhetjlik, s ez az elfogadott nyelvet nem érinti,
Legyen most az M,=(K,,Z,T,,8,,q, ,Zé,{qh}) EDP-gép a kdvet-
kezd médon definidlva: %

Ky = {q,/26T}V{q,,4,q,},

r, = Twi¢}, ahol $gr’,

a §, atmenetfiiggvény a kovetkezd:

1/ TetszBleges afiU{)} elemre:
a/ Ha 6(Zo,a,2$)=(z,a'), ahol Z€T, a'€r'#*,
—— ’
akkor 62(qzo,a,25)—(q2,$a ) I
b/ Ha 6(Zo,a,Z5)=(X,a'), ahol .« 8T %,
)= !
.akkor Gz(qzo,a,Zo) (ql,$u ¥,
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2/ TetszBleges ZGT-{ZO}, afrU{\l}, Z'GF'—{Zé} harmasra:
a/ Ha 8(2,a,2')=(x,a'), ahol x€l, a'6T'*,
akkor 62(qz,a,Z’)=(qx,a').

b/ Ha §(Z,a,2')=(X,a'"), ahol a'€T'#*,
akkor 62(qz,a,Z')=(qA,a').
3/ Minden Z'€T' elemre:
al 52(q>\,>\,Z')=(c_z,>\_)
b/ 8§,(q,%,2')=(q,\)
4/ Minden Z€T elemre:
al/ 62(qz,k,$)=(ﬁ,$).
b/ 52(5,x,$)=(5,x).

c/ Gs(qx,k,$)=(qh,k)

A 62 konstrukcidjabol indukcidval kbnnyen beldthatjuk,

hogy tet526leges we€L* szodra:

w,2}) +——-;§ (Zy,h,a') é—»(qzé S0, 20) F——M—; (qyshs80"),

ahol zZ6TU{\}, a'é€r'#,
Végeredményben tehat azt kapjuk, hogy tetszdleges w6l *

szobra:

WEL (M) > (2 _,0,2 ) et (0,00

M
—>(q, ,v,2}) P—Hi (qyshs$) k—ﬁ; (g5 35 0)
(9]

L wGL(MZ),

azaz L(M2)=(L(M). Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.
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6.3 Megjegyzés: Mivel a hE(d(Z,a,Z')) és hM(d(Z,a,Z'))
szereplései egymassal azonosak, azért igaz a tétel akkor
is, ha IhM(ﬁ(Z,a,Z’))IiZ tetszdleges 26T, a6t\U{)\}, 2'6r’

harmasra.

Most a 4.1 Tételhez hasonldan vizsgaljuk egy ed0-ti-
pusu nyelvnek két ec-tipusu nyelv metszetére vald homomorf
képét. Természetesen, nagyon nehéz lesz, ha ezt az EDT-gép
szempontjab6l nézziik. Itt a 6.9 Tétel értelmében targyal-
juk az egysierﬁ gép és egyszerii kétszalagos gép kapcsolatat.
Mindenekeldtt a kodvetkezd abran szemléltetjilkk az utdébbi kap-

csolatot.
6.1. dbra
Két egyszeri gép
bemend szalag bemendé szalag
1 “lj
o :
«~s Pushdown—-memoria «Pyushdown-memdria

Egyszerii kétszalagos gép

bemendé szalag

—

-

—| | |**kEét Pushdow-memdria




= 176 =

Ebb&l érthetjiik, hogy egy EK-gép két egyszerii gép kombina-
cidja.

6.12 Tétel. Barmely M EK-géphez megadhatd olyan # homomor-

fizmus és két ec-tipust L,, L, nyelv, amelyekre
L(M)=h(L1nL2).

Bizonyitas. Legyen M=(Z;F,F',6,ZO,Z;) egy EK-gép. ElGszdr
definidljuk a kovetkezd halmazt:

= 4 ' ]
21 {x[z,Z']/ZGF es Z2'€r'},

"Most konstrudljuk egyszerre az M =(2",T;,8,.2 ) &s
My=(L',T,,8,,2)) egyszerii gépeket ugy, hogy

2% 2
Ite= IVUI,
r, = Tu{[z,z']/z6r és Z'6T'}U{Z}, ahol ZgT,
L' ru{[z,z']/z6T és z'6T'}U{Z}, ahsl ZgT',

§_  és 62 atmenetfliggvények a kdvetk=:z0k:

I/ 1/ TetszOleges 7€l elemre:
a/ TetszBleges Z'€l’' elemre: éz(x[7 ,],Z)=[Z,Z'].

'b/ Minden aGZUZl-{x[ZJZ,]/Z’GF'} elzmre:
§,(a,2)=Z,
2/ Tetszdleges Z2'€l'' elemre:
a/ TetszBleges 76T elemre: 62(x[Z,Z’]’Z')=[Z’Z’]'
b/ Minden aGZUZJ—{x[Z,Z,]/ZGT} elemre:

Gz(a,Z')=§.
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II. TetszOleges Z€T', Z'€T' kettesnél két esetet kiildnbéz-
tetlink meg:

1/ 8§(Z,A,2') definialt.
Ha 8§(Z,A,2')=(0,0'), ahol afT* és a'El'*,
akkor

{GJ(A,EZ,Z’J)=Q.
ag(x,[z,z'])=a'.

2/ 8(Z,\,2') nem definialt.
a/ TetszOleges afl elemre:
ha §(Z,a,Z2')=(a,a'’) ahol afl*, o'€l'’*, akkor:

{Gl(a, [2,27]))=a

62(a,[2,z'])=a'

b/ Minden a'GZz elemre:
6, (a’, [2,27] )=F,
{62(a’,[Z,Z’])=§.

III. 1/ Gl(a,Z),§ minden afIVI, elemre.

2/ 62(a,2)=2 minden afIVI, elemre.

A 61 és 62 konstrukciéjabol kdnnyen megallapithatjuk, hogy

tetszBleges a€T+, a'6r'’ szavakra:

<6.12.1> Létezik olyan uGZ; sz0,

Coy Xyes™) F—jg (ByA,B")&=> {amelyre (u,a) F7qi(k,8) és

(u,0') 2 (A, 8%
2

ahol B6T*, B'eTr'*,
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Itt kdnnyen belathaté, hogy az u szd hossza pontosan

egyenld az *—73 relaciéban vald §(Z,A,2') alaku felhaszna-

lasok szamaval. EbbGl szintén kdnnyl igazolnunk, hogy tet-
szOleges afl-ra:

'2') —— (B,1,B')}

<6.12.2> {(a,a,a') —= (8,2,a,8, 7

M

% : - £ >
XLete21k olyan u “zx[z,z'jgzz sz0, amelyre
' *
(ulx[z,z,]a,a) T e (x[z’z,]a,BJZ)

i

—> .——M; (a,B,[2,2']) f—n—;- (A\,B), és

(u x[Z 7 ]a aA)r—jr-(x[Z Z,]a,B£Z')
b — (a,8102,2']) V5~ (A,8")

My M,

Most indukcidval bebizonyitjuk, hogy tetszdleges

w=a,...a_E€L* szora:
1 n
<6 .12:3> Léteznek olyan
.4 *
(8 g s oy BL) el By B S uo,uz...unézl szavak,
o° 1 n* o M
amelyesre
*
s e , (u0a1¢l...anun,zo) Hﬁ; (X,B)
' * )
(uojdl...arun,zo) ‘_M—Z (>\_~B

A w=afl esetben az allitas a <6.12.1> és <6.12.2> allita-
sokbo6l adodik.

Teayiik fel, hogy az &llitds minden wé€I* n hosszusagu szb-

ra mar igaz, és foglalkozzunk tetszdleges w=a ..anaGZ*

7+
szoval.



= 179 =

Legyen (2 ,a;...a,a,2}) 3 (a,a,0') —5 (B,A,B'),
ahol aéT?, a’er'®, per*, pgrer'+,
ElGsz6r az indukcids feltevés szerint kapjuk:

A *
Léteznek olyan uO,ul...unGZJ

(Zo,al...an,zé) P—% (a,x,a')( N szavak, amelyvekre
*
(uoalul"'anun’zo) P—H; (A,a)
' * ’
(uoalulco.anun,zo) P—Mz' (A,a )o

A folytatasban egyszer-egyszer hasznadljuk a <6.12.1> és
<6.12.2> allitasokat 6§y, hogy

Létezik két E,uéz; sz6, amelyekre.

(0,a,0") (ByhyB') (o ) (uqu,o) F—T% (A, B)

(uau,a') k—774 (A,B")

Most vegyilik: £n=unﬁ, és belattuk az allitads érvényességét.
A <6.12.3> allitéasbdl kdnnyen kapjuk, hogy tetszdleges

w=a.,...a_€E€r* szodra:
1 n
- ' *
alaucanG’J(M) /—¢ (Zo,aloocan,zo) '-—M (>\,>\,>\)n
Léteznek olyan uo,uz,...,unEZj szavak,
¢ b, amelyekre ,
(uoazul...anun,zo) F—7q; (X5 Ag:h)
r *
(uoalul...anun,zo) F—T2 ()\,}\,)\)

Léteznek uo,uz,...,unez*, szavak, ame-

> lyekre

_uoazul...anune L(Ml)nL(MZ).
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Végilil, a kdvetkezd mdédon definiadljuk a A homomorfizmust:

1/ h(x) = 2.
2/ a ha - qfl

A ha aGZl

3/ TetszOleges wz,wzez* szavakra: h(w1u2)==h(w1)h(w2).

h(a) = {

Ekkor a h(L(MZ)ﬂL(M2)) elemei pontosan az L(M)-beli szavak
lesznek, azaz L(M)ﬂh(L(M1)=L(M2)).

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

A 4.,3-, 6.9- és 6.12 Tételekbdl nyilvan addédik a kovet-
kezd tétel.

6.13. Tétel Barmely edo-tipusﬁ L nyelvhez megadhatdé olyan %

homorfizmus és két ed2-tipusi LJ’LZ nyelv, amelyekre L=h(L]nL2).
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