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ELOSZO

A kémiai reakcidk iddbeli lefolyasat vizsgald tudo-
manyagnak, a kémiai reakcidkinetikénak a szerepe és a je-
lentsége a vegyészek szamara hasonldé ahhoz, mint amilyen
az elemi analizisé a matematikusok szamara. A formdlis
reakcidkinetika a kémiai reakcidkinetika matematikai elmé-
lete, amely eltekint a kémiai reakcid fizikai részleteitdl,
s éppen ezaltal valik alkalmassa arra, hogy a kémian kiviil
sok mas teriileten is felhasznalhatdé legyen.

A formalis reakcidkinetika fejlddésében dontd volt az
1972~es év, amikor megjelentek az elsd altalanos, bizonyit-
hatdé és bizonyitott tételek kinetikai differencialegyenle-
tek megoldéasainak kvalitativ tulajdonsagairél [99, 204], il-
letve a sztochasztikus és a determinisztikus modell viszo-
nyardl [123]. Ezekhez a k&zleményekhez kapcsolddva célul
tliiztem ki, hogy hozzajaruljak a formalis reakcidkinetika-
nak, mint az alkalmazott matematika egy fejezetének a fej-
lesztéséhez, elsGsorban az inverz feladatok megfogalmazasa
és megoldasa, valamint az egyensulyi viselkedés vizsgalata
teriiletén.

Ennek a tudomanyagnak a hasznalhatésdga mindig is nyil-
vanvald volt, s ma mar elmondhatdé, hogy matematikusok szemé-
ben is olyan rangra emelkedett, mint a matematikai fizika
[135, 136]. Ennek oka az, hogy a determinisztikus és a szto-
chasztikus formdlis reakcidkinetikara is az jellemzd, hogy
egyrészt létrehozott matematikusok szamara is érdekes, mély
és masutt is hasznalhatd eredményeket, masrészt tag teret

nyujt a meglévd matematikai eredmények alkalmazasara.
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Az értekezésben felhasznalt matematikai eszk&zdk elss-
sorban a k&zénséges differencidlegyenletek és a sztochaszti-
kus folyamatok (specidlisan az ugré Markov-folyamatok) el-
méletének teriiletére esnek.

Mivel az irodalomban gyakori, hogy a fogalmakat pon-
tatlanul hasznaljak és hogy sejtéseket vagy hamis allitéaso-
kat igaz allitasokként tilintetnek fel, sziikségesnek latszott
a téma formalis targyalasa. Ennek megvaldsitdsa érdekében
minden felhasznalt fogalmat (de csak azokat) - barmilyen
ismertek legyenek is azok reakcidkinetikai k&rnyezeteben -
pontosan definidltam. Ennek az lett a kdvetkezménye, hogy a
dolgozat elején kiiléndsen magas a definicidk aranya, bar ez
a késObbiekben természetszeriileg cstkken. Az &l litdsokat pe-
dig majdnem kivétel nélkil tétel formajaban fogalmaztam meg,
még akkor is, ha kisebb jelentdségii kijelentésrdl van sz6.

Nem adtam kiildn irodalmi Gsszefoglaldét a dolgozat ele-
jén. Ehelyett egyes alapvetd, és altalam kiinduldpontként
hasznalt eredményeket a fliggelékekben kozdltem. (A témakdr-
ben jaratlan olvasd szamara hasznos lehet, ha a 2. fejezet
eldtt elolvassa a 2. fliggeléket, a 3. fejezet eldtt pedig
a 3. figgeléket., - A formalis reakcidkinetikanak a disszerta-
cidén kivil esd terilileteirol példéaul [15, 17, 56, 77, 156,
181] irodalomjegyzéke nyujthat tdjékoztatdst. Ezekben a
dolgozatokban az itteninél tObb sz0 esik a modellek héatte-
rérdl és kapcsolatairdél.) Masutt pontos és részletes hivat-
kozassal igyekeztem megvilagitani masok eredményeinek és a
sajatjaimnak a kapcsolatat. A dolgozat f& részében (2.-5.
fejezet) k6z8lt tételek altaldban sajat eredményt mondanak
ki. Kivétel ez aldél a 4. fejezet egy része, ahol masok e-

redményeinek (ink&bb verbalis) ismertetése is helyet kapott
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az eredmények kiilénts fontossdga miatt. A definicidkndl
a helyzet forditott, ezek altalaban tobbé-kevésbé ismer-
tek; itt a kovetkezdkrdl tartom fontosnak megemliteni,
hogy eredetiek: 2.11., = 2.17., 2.19., 2.21, és 3.3.
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Ez az értekezés része annak a tevékenységnek, ame-
lyet Erdi Péter vegyész baratommal kézOsen kbzel egy év-
tizede végzilink. Az egylittes munka soran kifejezésre jutott
makacs tartalmi igényessége és rendkiviil széles kori tajé-
kozottsdga igen nagy segitségemiil szolgalt. A munkaban 6t
év 6ta nagy szorgalommal és hozzaértéssel Hars Vera is részt
vesz.

A folyamatos szakmai és erkdlcsi tamogatasért kdszo-
netemet fejezem ki Benedek Pélnak, aki lényeglatasaval ma-
tematikai szempontbd6l bonyolult terilileteken is segiteni
tudott.

A felmeriild matematikai problémadk megoldasénal sok
segitséget kaptam Dedk Jendtdl és TOrdk Turultdl.

Igen hasznosak voltak szamomra a kémiai reakcidk ma-
tematikai modelljeir®6l Aranyi Péterrel, Botar Laszléval,
Ropolyi Laszldéval és Sipos Tamassal folytatott vitak, be-
sz8lgetések és szeminariumok.

Munkatarsaim kdziil - a madr emlitetteken kivil - Si-
mon Gabornak, Magyar Gabornak és Kanyar Bélanak tartozom
k6szonettel. Sokat tanultam szakdolgozatosaimtdl, TDK-
saimtél, é&s mindenféle rangu, rendii és képzettségli tanitva-
nyaimtél.

Kiilon meg kell emlitenem a debreceni (KLTE Fizikai
Kémiai Tanszék) és a veszprémi (MTA MUKKI és VVE) vegyé-
szeknek, és a szegedi matematikusoknak (JATE Bolyai Inté-
zet, SZOTE) a barati segitdkészséget.

Aratd Matyas és Czach Laszlo a dolgozat elkészitése
kdzben tanusitott érdeklddésiikkel tiszteltek meg; szeret-
ném, ha Kbésa Andras kozvetett hatasa is érzddnék a dolgo-

zaton.
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A disszertacid a SOTE Szamitastechnikai Csoportja-
nal és az MTA Szamitastechnikai és Automatiz&alasi Kutatd
Intézeténél késziilt. Uj munkahelyemen vezetdimtdl és kol-

légaimtdél megkaptam minden segitséget a munka eredményes
befejezéséhez.
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1. BEVEZETES

1.1, A VIZSGALT JELENSEG: AZ OSSZETETT KEMIATI REAKCIO

A kOvetkezd konkrét jelenségbdl indulunk ki: Tekint-—
siink egy allandd térfogatu és hOmérsékleti rendszert (lom-
bikot, reaktort, él&lényt stb.-t), allanddé nyomason, amely-
ben kiilénb6zd kémiai komponensek (molekulédk, gydkok, ionok,
stb.k ) vannak jelen véges sokféle mindségben. Ezek ko&zbtt a
komponensek k&zott elemi reakcidk zajlanak le, amelyeknek
hatdsara a komponensek mennyisége (koncentracidja, darabsza-
ma) az idd multaval megvaltozik. A komponensek mennyiségé-
nek iddbeli vdltozdsa all vizsgadlddasunk kozéppontjaban. A
komponensek mennyiségének térbeli eloszlasat homogénnek te-—
kintjlik, azaz csak a jelenség globdlis leirasaval foglalko-
zunk.

Habadr az elmult évtizedben - els&sorban Erdi Péterrel
kézb6sen folytatott - kutatasaink kozponti kérdése volt, hogy
Osszeegyeztethetd-e a kémiai reakcidkinetika és a nemegyen-
sulyi termodinamika elmélete, itt ezzel a témakdrrel egyal-
taldn nem foglalkozunk; az érdeklddd COlvasdnak a [48, 55,
56, 58] dolgozatokat ajanljuk figyelmébe., Itt még a tiszta
reakcidkinetikanak is csak a két legelterjedtebb modelljé-
vel - a (globdlis) determinisztikus és sztochasztikus mo-
dellel - foglalkozunk, mig masfajta modellek konstrualasa-
nak szlikségességérdl, lehetdségérdl és alkalmazasardl szdol-
nak példaul a kovetkezdk: (2, 16, 48, 90, 173, 179].
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1.2. AZ OSSZETETT KEMIAI REAKCIO DETERMINISZTIKUS MODELLJE

Ebben a részben altalanossagban megfogalmazzuk a forma-
lis reakcidkinetika direkt és inverz feladatait. Ehhez eld-
késziiletként megadjuk az Osszetett kémiai reakcid és a mecha-
nizmus Feinberg-Horn-Jackson-féle definicidjat [72] alapjan.
Ezutan ugyanebben a szellemben megadjuk a Volpert-féle defi-
niciét is [204] és [205] alapjan. Megmutatjuk, hogy ez a két
definicid lényegében egyenértékii. (Az Osszetett reakcid a
két definicid szerint egy-egy - bizonyos tovadbbi attributu-
mokkal is rendelkezd - egymastdl lényegesen kiildnb6zd ira-
nyitott graf.) Altaladnos sémaba foglaljuk a formalis reak-
cidkinetika problémait, amelyen beliil elhelyezhetdk az iro-
dalomban eddig felmeriilt direkt és inverz feladatok.

A tovabbiakban két sziikséges és elégséges feltételt a-
dunk arra, hogy egy polinomialis differencidlegyenlet (-rend-
szer!) egy Osszetett kémiai reakcid determinisztikus modell-
je (=indukalt kinetikai differencidlegyenlete) legyen. Az
egyik feltétel (2.9. lemma és 2.F.2. tétel) azt mondja ki,
hogy a polinomialis differencidlegyenletek k&ziil pontosan
azok tekinthetdk indukalt kinetikai differencialegyenlet-
nek, amelyek megoldasa tetszdleges nemnegativ kezdeti fel-
tétel mellett az értelmezési tartomadny minden pontjaban nem-
negativ.

A masik feltétel az egyenlet jobboldalan szerepld po-
linom szerkezetére vonatkozik (2.3. és 2.4, tétel). Ennek a
feltételnek gyakorlati szempontbdl - a kémikus szempontjabol
az a jelentSsége, hogy ha mérési adatokhoz sikerlilt egy po-
linomidlis differencidlegyenletet illeszteni, akkor fontos
tudni, hogy szarmaztathatdé-e ez a differencidlegyenlet &sz-
szetett kémiai reakcid, vagy reakcidk modelljeként. Elméle-

ti szempantbdl - a matematikus szempontjabdol - azért jo tud-
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ni, hogy egy differencidlegyenlethez létezik-e indukald re-
akcié, mert kinetikai differencidlegyenletek megoldéasainak
kvalitativ tulajdonsagaira (aszimptotikus stabilitéas, mul-
tistacionaritds, periodicitads) egészen meglepd és erds téte-
lek ismertek, mint példaul a zéro deficiencia tétel, vagy
Volpert tételei (lasd példaul a 2. Fiiggeléket, vagy [181] i-
rodalomjegyzékét), amelyek a megfeleld reakcidnak, mint ira-
nyitott grafnak a strukturdjan alapulnak. Az ugynevezett el-
méleti biokémikus eredménylinket a kOvetkezOGképpen hasznosit-
hatja: valamelyik tudoményagbdél (akar mas természettudomany-
bdl, akadr a differencidlegyenletek kvalitativ elméletébdl)
kivadlaszt egy olyan polinomidlis differencidlegyenletet, a-
mely az altala vizsgalt bioldégiai, vagy biokémiai jelenség
szempontjabol relevans sajatsagokkal bir. Ezutan az alabb
szerepld 2.3, és 2.4. tétel segitségével megvizsgalja, hogy
a differencidlegyenlethez létezik-e indukalé formalis Ossze-
tett kémiai reakcid, lévén ez sziikséges feltétele annak,
hogy létezzék hozza valdsagos Osszetett kémiai reakcid is.

Ennek a direkt-inverz feladatparnak a tdrténete igy a-
lakult: A feladat direkt részét - tehat az alabb megadandd
feltétel sziikkséges voltanak megallapitasat - rekeszrendsze-
reknél valamivel bdvebb osztalyra: elsdrendi reakcidkra
Hearon oldotta meg 1953-ban [87, 125. old.], ennyiben tehéat
[183] 4.1. tétele nem tekinthetd ujnak. Mdsodrendii reakcidk-
ra a megoldast Korzuhin és Zsabotyinszkij adta meg 1966-ban
[206, 209, 210]. Mindezen szerzdk folytonossagi megfontola-
sokat hasznaltak, és feltevésként felhasznaltdk, hogy a ki-
netikai kezdeti érték problémak megoldasa nemnegativ koor-
dinatakkal bir.

Itt bebizonyitjuk azt, hogy a szdbanforgd feltétel e-

légséges is, a direkt-inverz feladatpart teljes altaléanos-
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sdgban oldjuk meg, kizadrdlag algebrai (s6t, inkabb: aritme-
tikai) eszk®zdket haszndlunk, és nem hasznidljuk fel a megol-
dasok nemnegativitasat.

Ezutdn vazoljuk a felmeriild problémak néhéany csoport-
jat, és néhanyat ezek koziil meg is oldunk. Igy

(i) vizsgaljuk a kinetikai differencidlegyenletek eld-
fordulasanak gyakorisadgat a polinomialisok kdzott;

(ii) vizsgédljuk az indukaldé mechanizmus egyértelmiisé-

(iii) elégséges feltételt adunk 0 deficiencidju indu-
k&d16 mechanizmus létezésére;

(iv) tovabbi egyértelmiiségi kérdésekre adunk valaszt
elemi kombinatorikai eszkdzdkkel;

(v) megvizsgaljuk bizonyos transzformdcidk hatasat a
kinetikai differencidlegyenletekre;

(vi) megallapitjuk, hogy alkalmas mbédon minden poli-
nomialis differencidlegyenlet beagyazhatd egy kinetikaiba;

(vii) végiil azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mi-
kor lehet egy kinetikai differencidlegyenlet gradiens ti-
pusu.

Idevonatkoz6 eredményeink egy részét a [85, 184] eld-
adasokban és a [174, 175, 177] cikkekben k&zd1ltiik. Az alta-
lanositott rekeszrendszerekre vonatozd 2.3.6. pont [183]
eredményeinek altaldnositéasat tartalmazza.

Nem lesz itt sz6 a determinisztikus modell lehetséges
tulajdonsagai k&z6tti kapcsolatok szisztematikus vizsgdla-
tard6l, amelyet - részben a szerkezetelmélet [32, 33] 8sztdn-

zésére - [51, 52]-ben kezdeményeztiink.
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1.3. AZ OSSZETETT KEMIAI REAKCIO®O SZTOCHASZTIKUS MODELLJE

Az utdbbi évtizedekben kitlint, hogy kis rendszerek
vizsgalatdndl és egzotikus jelenségek (instabilitds, multi-
stacionaritds) tanulmadnyozasénal, valamint a sebességi al-
landdk meghatarozasanak leggyakorlatibb feladatanal [57,
178, 180] eldnydsebb lehet az &sszetett kémiai reakcidk
determinisztikus modelljénél a sztochasztikus modell alkal-
mazasa, amely figyelembe veszi a reakcid véletlen jellegét,
és a komponensek mennyiségének diszkrét voltat is.

Definidljuk Osszetett kémiai reakcidk sztochasztikus
modelljét a Feinberg-Horn-Jackson-féle és a Volpert-féle
megadds alapjan. Mind a két megadas ugyanazt a vektorialis
allapotteri, polinomialis tiszta ugrdé Markov-folyamatot de-
finidlja, tehat a két megadds a sztochasztikus modell szem-
pontjdbdél is egyenértékii.

Megoldunk egy direkt-inverz feladatpart: szilikséges és
elégséges feltételt adunk arra, hogy egy polinomialis ugrd
Markov-folyamat egy Osszetett kémiai reakcid sztochasztikus
modellje (~indukalt infinitézimdlis operatora) legyen. Ez-
zel a direkt-inverz feladatparral korabban tudomasunk sze-
rint nem foglalkoztak.

Ezutan dinamikail jellegli allitasokat bizonyitunk:
felirjuk a sztochasztikus modell jellemzd mennyiségeire vo-
natkoz6 evolucids egyenleteket, amelyek koziil kiemeljiik a
3.6. tételben kimondott é&s a generatorfiiggvényre vonatkozd

egyenleteket. Megmutatjuk, hogy a sztochasztikus modellbdl

szamolt feltételes vadrhatd sebesség megegyezik a determinisz-

tikus kinetikai differencidlegyenlet jobboldalaval. Kisza-
mitjuk a feltételes szdrdssebességet is.
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Végiil a staciondrius eloszldsok vizsgadlatara tériink ra.
Medgyessy egy tételét altalénositva elégséges feltételt a-
dunk arra, hogy egy Osszetett kémiai reakcid stacionarius
eloszlasa egycsucsu legyen. A tovabbiakban bizonyos reakcio-
osztalyokon beliil elégséges feltételt adunk arra, hogy a
stacionarius eloszlas Poisson-eloszlds legyen. Ez a kérdés
azért érdekes, mert fizikusok, vagy fizikai-kémikusok sza-
mara nyilvanvald (ezt a megfeleld helyen idézetekkel fogjuk
alatamasztani), hogy a stacionarius eloszlasnak Poisson-el-
oszléasnak kell lennie, mig matematikusok szamadra az nyil-
vanvald, hogy a stacionarius eloszlas szinte sohasem lesz

Poisson-eloszlas.
1.4. OSSZEFUGGESEK A KET MODELL KOZOTT

Ebben a fejezetben a cimben jelzett témakdr tOmdr Ssz-
szefoglalasat adjuk, s ebbe agyazzuk be sajat eredményein-
ket, tehat a tobbi fejezettdl eltérden jarunk el.

A két modell kapcsolatat a legkorabbi iddktdl fogva
vizsgaljak. Kezdetben a sztochasztikus modell jésagat mér-
ték azon - egyes, konkrét Osszetett kémiai reakcidk esetén -,
hogy mennyire van kézel a megfeleld determinisztikus modell-
hez. Figyelembe véve, hogy a sztochasztikus modell az &lla-
pottér diszkrét voltat és a kémiai reakcid véletlen jellegét
sem hanyagolja el, ma inka&bb ugy fogalmazunk, hogy azt sze-
retnénk megtudni, hogy a determinisztikus modell milyen ér-
telemben és mértékben nevezhetd a megfeleld sztochasztikus
modell jo kdzelitésének.

Rekeszrendszerekre, majd elsdrendi reakcidkra kimutat-
tak, hogy a két modell &tlagban konzisztens, azaz a szto-

chasztikus modell varhatd értékére vonatkozd differencial-
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egyenlet megegyezik a determinisztikus modellel. Magasabb-
rendii reakcidk esetén a sztochasztikus modell varhatd érté-
kére vonatkoz6 differencialegyenletbdl ugy kapjuk a deter-
minisztikus modellt, hogy szorzatok varhaté értéke helyett
a megfeleld varhatd értékek szorzatat vessziik.

Tetszdleges reakcid esetén a feltételes varhatd sebes-
ség megegyezik a determinisztikus sebességgel.

A két modell termodinamikai hatarértékben (azaz a ré-
szecskeszam és a térfogat novelése és a koncentracidk allan-
dé szinten tartasa esetén) megegyezik. A sztochasztikus in-
gadozasa a determinisztikus koriil Wiener-folyamattal jelle-
mezhetd. Ervényes tehdt a nagy szamok torvénye, a centralis
hatdreloszlas-tétel és az invariancia-elv.

Egyensulyban - az altalanosan elterjedt nézettel szem-
ben - nincs szoros korreldcidé a két modell k&zdtt: nem igaz
az, hogy az egyensulyi pontok (vagy akar csak szamuk) megfe-
lelnének a stacionarius eloszlas csucsainak (csucsai szama-

nak ).

1.5. ALKALMAZASOK

E helyen - taléan kissé meghtkkentd mdédon - nem masutt
részletesen targyalt alkalmazasokat mutatunk be teljes ter-
jedelmiikben, vagy roviditve. Célunk itt az, hogy megmutas-
suk néhany, alkalmazéas k&zben felmeriilt feladat megoldasat.
Ezek a feladatok &altalaban trividlisak és nélkilézhetetle-
nek; ilyenek megfogalmazdsdnak és megoldasanak véleményiink
szerint rendkiviil nagy - és altalaban elhallgatott - szere-
pe van a matematika alkalmazasainal.

Egy immunbioldgiai feladat megoldasat egy specialis e-

setben egy egyvaltozdés polinom gydkhelyeinek meghatarozasa-



-22-

ra redukdljuk. (Ennek alapjan konkrét szamadatokkal valdban
meg is hatdroztuk a gydkhelyeket.)

Két, rekeszrendszerekre vonatkozd feladatot oldunk meg:
egy gyodgyszerkinetikai feladat eldkészitéseként bebizonyit-
juk, hogy egy bizonyos rekeszrendszer harom komponensének
koncentracido-iddé fliggvénye nem mehet at egy ponton; egy neu-
roblolégiai probléma kapcsan pedig megmutatjuk, hogy ugyanab-
ban a rekeszrendszerben az egyik komponens meredekségének
paraméterektdl filiggetlen korlatja van.

Véglil felvazolunk egy Otletet, amelynek segitségével
hormon-receptor komplexek asszociacids allandéjanak hibé&ja
az irodalomban ismertnél &altalanosabb modellekre is megha-

tarozhatbd.

Onallo fiiggelékekben soroltuk fel a dolgozatban hasz-
nalt és nem altalanosan elterjedt jeldléseket, a determi-
nisztikus reakciodkinetika alapvetd eredményeit, valamint az
ugrd Markov-folyamatokra vonatkozd definicidkat és tételeket.

Masik fejezetre vald hivatkozaskor a fejezet sorszamat
is feltiintetjiik, igy példaul a 2.14., tétel a 2. fejezet 14,
tételét jelenti.
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2. AZ OSSZETETT KEMIAI REAKCIO DETERMINISZTIKUS MODELLJE

2.1. ALAPVETO JELOLESEK ES DEFINICIOK. AZ USSZETETT KEMIAI
REAKCI®O FEINBERG-HORN-JACKSON-FELE (FHJ) ES VOLPERT-
-FELE (V) MEGADASANAK EGYENERTEKUSEGE

1. Definicid: FHJ-8sszetett kémiai reakcidnak nevez-
ziik az <8, T, R, R> objektumot, ahol
(i) § egy M(eN) elemi halmaz, elemeit kémiai kompo-

nenseknek nevezzik;
(ii)’rb.nqo egy N(EINN{1}) elembdl 4116 halmaz, ele-
meit komplexeknek (vagy: félreakcidknak [140]) hivijuk;
(iii) R e ¥ x7T egy irreflexiv reldcid, amelyre
VyeTay €T {y,y " JeRV (g iy JER
teljesiil, elemei az elemi reakcidk; ha (y',y)eR, akkor y'
a tfermék-, y a reaktdns-komplex;

-

(iv) R: R~ ([R;)([ROs egy olyan fliggvény, amelyik
mindegyik elemi reakcidohoz hozzarendeli az elemi reakcid
sebességét megadd fliggvényt, ez az FHJ-kinetika. Az (y',y)ER
elemi reakcid sebessége tehat [R(y',y)](c), ha a komponen-
sek koncentracidéjat megadd vektor Ee(nz;) .

Az FHJ-Osszetett kémiai reakcidk halmazat F-fel jeldl-
jik; (y',y)ER helyett iddnként ezt irjuk: y-y'.

1. Példa: Legyen

S:={XJYIZ’V}9 T:={Yay'y"}a 1:={(Y' sy)a(y"ay')s(Y3y")}9

ahol
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y(X)=2 y(Y)=0 y(Z)=0 y(V)=1
y'(X)=0 y'(Y)=3 v'(Z)=0 51 (Y )2
y"(X)=0 y"(Y)=0 y'"(Z)=4 y"(V)=0,

tovabba legyen G,B,Y€1R+ és definialjuk R-et a k&vetkezd-
képpen:

[R(y',y)](ec) = ac?
[R(y "y ) 1(3) = ga¥" (Ge(r?)®)

[R(y,y™I1(3) = ya¥

és R értéke minden mas esetben 0. Ezt a reakcidét hagyoményo-

san ilyen alakban szoktak felirni:

(1) 2X+Vv &+ 3y+2v

Nz #7s

2. Definicibé: Az f=<$,hR,R>EF FHI-Osszetett kémiai
reakcié FHJ-mechanizmusa a g=<§,T ,R > objektum, FHJ-grafja

az R relédcidé grafja. Ha R szimmetrikus, akkor azt mondjuk,
hogy a g FHJ-mechanizmus (vagy, esetenként: az f FHJ-Ossze-
tett kémiai reakcid) reverzibilis, ha pedig tranzitiv lezart-
ja szimmetrikus, akkor gyengén reverzibilis [99, 109. old.].

1. Példa: (1. folytatas): A hagyomanyos alak megadasa
tehat az FHJ-graf megadasat jelenti. A példéaban szerepl6‘re-
akcidé gyengén reverzibilis, de nem reverzibilis.

3. Definicid: Az f£=<§, T,R ,R>c¥ FHI-Ssszetett kémiai

reakcidé (indukalt) FHJ-kinetikai differencidlegyenlete:

X

C(t)=(y| ,y)ex

[R(y',y)] (c(t))e(y'-y) (tet%).
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Az FHJ-kinetikai differenciidlegyenlet t-c(t) megolda-
sa a koncentracié-idd flggvény, értelmezési tartomanyanak
elemeit ugyanis iddpontokként, értékkészletének elemeit
koncentrdcidvektorokként interpretaljuk.

4, Definicid: Az f=<§, T ,R ,R>c¥ FHJI-Osszetett kémiai

reakcidé R FHJ-kinetik&ja tomeghatds-tipusu, ha minden
(y',y)ER elemi reakcibhoz van olyan (reakcidsebességi &llan-
dénak nevezett) K(y',y)601+ szam, amellyel

S

[R(y',¥)1(2) = K(y*,¥)e¥ (ce( R))®).

(K(y',y):=0, ha (y',y)¢R.)

A tdmeghatéds tipusu FHJI-kinetikaval rendelkezd FHJ-
Osszetett kémiai reakcidék halmazat S’m—mel foéjuk jeldlni,
magukat a reakcidkat pedig <8, T ,R ,K> alakban fogjuk meg-
adni. Az egész dolgozatban tulnyomérészt tomeghatas tipusu
FHJ-kinetikaval rendelkezd reakciodokkal fogunk foglalkozni;
néhol utalunk az altalanositas lehetGségére. Ennek egyrészt
az az oka, hogy a t&meghatas kinetika wviszonylagosan egysze-
rii és kisérleti eredmények leirasara jol alkalmazhatdo, és
ezért tdbb mint 100 év O0ta szinte teljesen altalanosan el-
terjedt Wilhelmy, valamint Guldberg és Waage nyoman (lasd
errdl példaul (46, 450.-452.01d., 156, 15.0l1d.]), masrészt
pedig - s ez részben magyarazza is az elsd okot - kémiailag
plauzibilis, egyszeri feltevések kovetkezményeként szarmaz-
tathatdé, amint azt az alabbi 6. megjegyzésben meg fogjuk
mutatni.

1. Megjegyzés: Az f=<3,ﬁ“,ﬂ.,K>E?; témeghatas tipusu

FHJ-kinetikaval rendelkezd® FHJ-Osszetett kémiai reakcid FHJ-

-kinetikai differencialegyenlete:
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(2) e(t)= T K(y',y)e(t) (y'-y) (ted)).
(y',y)ER
1. Példa (2. folytatas): Reakcidnk tOmeghatas tipusu
FHJ-kinetikaval rendelkezik, FHJ-kinetikai differencialegyen-
lete:

4 esDaxt (8 Yl b ) # 2yt )

Flt)= a2 (t)wlt)-36y" (t)v (1)

(3)
g

2(t)= 4By>(t)vi(t)-b4vz*(t)

“t)

v(t)= axz(t)v(t)—ZByB(t)vz(t)+Yz
feltéve, hogy bevezetjiik a (c(t))(X)=:x(t) s.i.t. rdvidi-
téseket.

2. Megjegyzés: Itteni definicidink abban kiilénbdznek

az irodalomban kordbban szerepldktdl (példaul akar a [183]-
beliektdl), hogy most nem sorszamozzuk meg a komponenseket és
a komplexeket. Ez megfelel annak a szemléletnek, amely pél-
daul a linearis leképezéseket részesiti eldnyben a matrixuk-
kal szemben. Végiil is a komponensekhez kell hozzarendelni a
c(t) koncentracidvektor koordinadtait, és ennek a hozzaren-
delésnek nem kell feltétleniil (mindig) a természetes szamok
valamely részhalmazanak kozbeiktatadsaval megvaldsulnia. (Ez
a megjegyzés W. Nolltdl szarmazik.)

Definidlunk még néhany, a késdbbiekben hasznél?ndé fo-

galmat.
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5. Definicidé: A g=<%,9”,R > FHJ-mechanizmushoz tarto-

z0 sztdchiometriai tér:
S:=span{y'-y; (y',y)ER}.

TetszOleges DE([R;)s esetén (D+S)n([}1;)S a D-t tartalmazd

reakcidszimplex, (D+S)n((k+)s a D-t tartalmazd pozitiv reak-
ciészimplex. (Ezen fogalmak szemléletes jelentését mutatja
a 2F.3. lemma.) Ha létezik olyan re((12+)g vektor, amelyik
merSleges S-re, akkor g konzervativ, ha pedig létezik olyan

re(RY)S vektor, amellyel
T 1 1
r (y'-y)so v(y',y)eR
akkor szubkonzervativ. A g mechanizmus deficiencidja:
6:=N-L-dimS.
ahol L R grafja 6sszefiiggd komponenseinek (a tdancosztdlyok-
nak) a szama. (6 egy alkalmasan definidlt altér dimenzidja
lévén [65, 192. old, 72, 93. old.] mindig nemnegativ.) Az
yET komplex tartd jdnak a

supp ¥y := {m€%; y(m)e N}

halmazt, (vagyis azon komponensek halmazat, amelyek pozitiv

egyltthatdéval szerepelnek y-ban), hosszdnak pedig az

£ ly) o= EM* y(m)
me

szamot nevezzik.
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1. Példa (3. folytatas): Az egyes komplexek tartdja
tehat:

supp y={X,V}, supp y'={Y,V}, supp y'"={Z};
hosszuk pedig:
L (y)=3, L(y')=5, L(y")=4.

Ez a példa a kémiai alkalmazasok szempontjadbdél éppen a sze-
repld komplexek hossza miatt nem redlis, ugyanis szokas sze-
rint csak legfeljebb 2 (ritk&n 3) hosszusdgu komplexeket en-
gednek meg (példaul a klasszikus alapokon nyugvd [166] Osz-
szefoglald majdnem kizardélag csak ilyeneket targyal) arra
hivatkozva, hogy a paros iitkézések lehetségesek, a harmas
{itk6zések nagyon kevéssé valdsziniliek, a t8bbszords litkdzé-
sek pedig gyakorlatilag kizartak [46, 548. old.]. A matema-
tikai targyalasban viszont ez a megszoritas a legtdbbszor
semmilyen eldnyt nem jelent, ezért nem fogjuk hasznalni.
(Hasonldét mondhatunk altalaban a kozvervativitasrol is.)

Most megadjuk az Osszetett kémiai reakcid Volperttdl
szarmaz6 definicidjat.

6. Definicid: V-6sszetett kémiai reakcidnak nevezziik
az <8, ,(a,B),w> objektumot, ahol

(i) § és & egy-egy M, illetve R(M,REN) elemi, egymas-
tél diszjunkt halmaz, elemeiket kémiai komponenseknek, il-
letve elemi reakcidknak hivjuk:;

(11) (a,B)e(m xN )5 e
ometriai egyltthatdk;

gy fliggvény, értékei a sztéchi-
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s
(iii) wg-nl B

elemi reakcidhoz hozzarendeli az elemi reakcid sebességét

egy olyan filiggvény, amelyik mindegyik
megaddé fliggvényt, ez a V-kinetika. (A koncentracidkra vonat-
kozd analdg megjegyzés itt is érvényes.)

A V-8sszetett kémiai reakcidk halmazat U-vel jeldljiik.

7. Definicidé: A v=<8,R,(a,p),w>EV V-Osszetett kémiai

reakcid V-mechanizmusa az u=<§,R ,(a,B)> objektum, V-grafja
pedig az az iranyitott, tObbszdrds élii paros graf, amelynek
két ponthalmaza § ésR; az 8 pontjaibdél R pontjaiba, illet-
ve R pontjaibdl $ pontjaiba vezetd irdnyitott élek szamat

pedig
a:SxﬂZ:'lNo és B:Sxﬁl*lNo
adja meg.

8. Definicibé: A v=<8,R ,(a,B),w>EV V-Osszetett kémiai

reakcid (indukalt) V-kinetikai differencidlegyenlete:
elt)= L (B(esr)=al, r))wlr)(eclit)) (teD ).

A V-kinetikai differencialegyenlet és az FHJ-kinetikai dif-
ferencidlegyenlet is j6l1 tikr6zi a homogén reakciodkinetika
alapfeltevését, amely szerint az egyes elemi reakcidkbdol e-
redd hatasok Osszeadddnak, az elemi reakcidk kozdtt kereszt-
hatas nincs. (Ld. pl. [64, 4. old.]).
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9, Definicid: A v=<8,R ,(a,B),w>EV) V-Osszetett kémiai

reakcid V-kinetikéaja témeghatds tipusu, ha minden reR -hez
van olyan (reakcidsebességi dllandénak nevezett) k(r)eﬁz+

szam, amellyel minden c€ (Rs esetén
w(r) ()=k(r)a®lesT),

A tomeghatas tipusu V-kinetikaval rendelkezd V-Ossze-
tett kémiai reakcidk halmazat ‘Um—mel fogjuk jeldlni, magu-
kat a reakcidkat pedig <§,R ,(a,B),k> alakban fogjuk megad-
ni (ke(RH%®).

2. Példa: A v=<S,R ,(a,B),k>€ U‘m témeghatas tipusu V-
kinetikdval rendelkezd V-Osszetett kémiai reakcid reR ele-
mi reakcidjat szokasosan igy irjak fel:

Y alm,r)m k(z], Y B(m,r)m,

me§ ncs

és azt mondjak, hogy ebben az elemi reakciéban az me S kémiai
komponensbdl a(m,r) szamu fogy és B(m,r) szadmu keletkezik,

A k(r) pozitiv szam az elemi reakcid sebességére jellemz3,
ha értéke nagyobb, akkor az elemi reakcid gyorsabban, ha

kisebb, akkor lassabban jatszodik le,
1. Példa (4. folytatas): Ahhoz, hogy az (1) FHIJ-8sz-

szetett kémiai reakcidt egy <§', R',(a',B'),k> V-Osszetett

kémiai reakcidnak tekinthessiik, legyen:

8':=8; R:={1,2,3}); k(1) sy=a, k(2):=B, k(3):=v;
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a'(X,1)=2 a'(Y,1)=0 a'(Z,1)=0 a'( V,1)=1
a'(X,2)=0 av(Y,2)=3 a'(Z2,2)=0 at(y,2)=2
a'(X,3)=0 a'(Y,3)=0 a'(Z,3)=4 a'(V,3)=0
B'(Xy1)=0 BY(Y,1)=3 B'(Z,1)=0 BrY(V,1)=2
BYIX,2)=0 B'(Y,2)=0 BY(Z,2)=4 B'(V,2)=0
Br'(X,3)=2 B'(Y,3)=0 B'(Z2,3)=0 B'(V,3)=1.

3. Megjegyzés: A v=<$,1&,(a,6),k>€‘0% tdmeghatas tipu-

su V-kinetikaval rendelkezd V-0Osszetett kémiai reakcid V-ki-

netikai differencidlegyenlete:

(4) clt)= I (B(-ar)‘a(.,r))k(r)c(t)a("r)

(te® ).
reR

Most pontosan megfogalmazzuk, hogy mit értlink a kétfé-
le megadasi méd egyenértékiiségén. Erre azért van sziikség,

mert mindkét megadasi mdéd elterjedt.

1. Tétel: TetszBleges: v=<8,R ,(a,B),k>eV V-Osszetett
kémiai reakcidhoz létezik olyan f=<§, 4°,R',k>€F FHJI-8ssze-
tett kémiai reakcid, amelynek az FHJ-kinetikai differencial-
egyenlete megegyezik v V-kinetikai differencidlegyenletével.

Bizonyitas: El16allitunk egy ilyen f-et. Legyen

Y:={a(.,r); reR}IU{B(.,r); reER},

tovabba legyenek az R'<c T xT relacid elemei éppen azok
az (y',y) parok, amelyekhez létezik olyan p(y',y)ER elem,
valamint a(.,p(y',y)) és B(.,p(y',y))EDJg fliggvény, ame-
lyekkel
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y=a(.,p(y',y)) és Y'=B(-:p(y'9y))°
Az ilyen (y',y)EAQ' parokra legyen

R(y',y):=wlp(y',y)) (azaz R ®'1=Wop),
és legyen R értéke egyébként 0.

Az igy eldallitott fe¥F FHI-Osszetett kémiai reakcid
FHJ-kinetikai differencialegyenlete azonos v V-kinetikai
differencialegyenletével, amint azt egyszeri szamolds mutat-
ja. Az is nyilvanvald, hogy ha veljm, akkor fequg‘

4. Megjegyzés: Bar (2) jobboldala csak nemnegativ kon-

centracidévektorok esetén van értelmezve, (4) pedig tetszd-
leges koncentracidvektorok esetén, az ebbdl fakadd latszo-
lagos kiilénbségtdl tomeghatas kinetika esetén nyilvanvald-
an eltekinthetiink, mivel a 2.F.2. tétel szerint egy V-ki-
netikai differenciadlegyenlet megoldasai nemnegativ kezdeti

feltételek mellett nemnegativak maradnak.

2. Tétel: Tetszdleges r=<§,7T ,R ,k>c¥F FHI-Osszetett
kémiai reakcidhoz létezik olyan v=<8,R ,(a,B),k>EV V-
Osszetett kémiai reakcid, amelynek V-kinetikai differen-
cidlegyenlete megegyezik f FHJ-kinetikai differencidlegyen-
letével.

Bizonyitas: Eldallitunk egy ilyen v-t, Legyen

a(.,(y',y)):=y és B(-,(Y',y))==3";

és legyen

w((y',y)):=R(y",¥y)((y',y)eER).
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Az igy eldallitott vely V-mechanizmus V-kinetikai differen-
cidlegyenlete azonos f FHJ-kinetikai differencidlegyenleté-
vel, amint azt egyszerli szamolas mutatja. Az is nyilvanvalo,
hogy ha fe?h, akkor vElfm. =

5. Megjegyzés: Ha ¢ jeldli az 1. tételben leirt, U -rdl,

¥ -be vivd leképezést, ¢ pedig a 2. tételben leirt, ¥ -rol

V -be vivd leképezést, akkor

¢ow=idv és (pod::idf_. ¢

Alkalmas - természetes - feltevések mellett ¢, illetve
¢ mar csak egyértelmiien a fent megadott lehet.

Az eddigiek alapjan a tovabbiakban legtdbbszdr csak
(bsszetett kémiai) reakcidérdl, mechanizmusrdl, kinetikarol,
kinetikai differencidlegyenletrdl (ez utdbbi helyett eset-
leg determinisztikus modellrdl) fogunk beszélni, és eseten-
ként valtogatjuk a leirasi moddokat.

E szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogy milyen
plauzibilis kémiai feltevések kdvetkezményeként juthatunk
a t®meghatds tipusu kinetika bevezetéséhez (V6: [181, 243.
old.]). Mig tehat Guldbergnal és Waagenal a "kinetikus to&-
meghatds t&rvény" (és a tomeghatas tdrvény is) megfigyelé-
seken alapuld természeti t&rvény, a modern formadlis reak-
cidkinetikaban altalaban a konstitutiv reldcidé szerepét
jatssza, nadlunk pedig egyszeriibbnek latszd feltevések ko-
vetkezményeként adodik.

6. Megjegyzés: Legyen a,bE(R; ; a<b. Tegylik fel, hogy

az <8, ,R ,R>€F Osszetett kémiai reakciéban a komponen-
sek koncentracidjat a nyilt (a,b)c 62; intervallumon defi-
nialt c:(a,b)*(UZZ) fliggvény irja le, és tegyiik fel, hogy

az y-»y' elemi reakcid altal a (t,t+t)e(a,b) intervallumban
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+

— " S
okozott koncentracidvaltozast egy Q:(UZ:) xnif x(O,b—a)+(E{o

)

fiiggvény adja meg:
c(t+t)-c(t)=Q(c(t),y,t)(y'-y)+0o(1) (t-0),

amely @ fliggvény minden valtozdjaban monoton nemcsdkkend,
és kielégiti az alabbi fliggvényegyenleteket:

Q(Elozz,y,r)=9(cl,y,r)-Q(Ez,y,T)

Q(E,yl+y2,r)=Q(E,yl,T)-Q(E,yz,r)

Q(c,y,rl+12)=9(6,y,rl)-Q(E,y,rz)

- - = +.8 8
(cye,5c,€(R )75 ¥ s¥,€MN 3 T5T;5T,,7,+7, €(0,b-a))
@ definicidéjat lasd az 1. filiggelékben.) Az elsd fliggvénye-

gyenlet annak &altalanositasat fogalmazza meg, hogy az
XxY = Z

reakcid sebessége az X és az Y komponens koncentracidjaval
is egyenesen aréanyos, mig a harmadik fiiggvényegyenlet a

kis idGtartamoktdl vald additiv filiggést fejezi ki. A maso-
dik egyenletnek nincs szemléletes fizikai tartalma. Ezekbdl
a feltételekbdl kovetkezik, hogy ha RQ#{O}, akkor létezik
olyan kem.+ szam, amellyel

S

a(z,y,1)=ka"r (3e(R)®, yeNs, re(0,p-a))

(ladsd példaul [1]).
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2.2. DIREKT ES INVERZ FELADATOK

A reakcidkinetika feladatainak tulnyomd t&bbsége meg-
fogalmazhatd az aldbbi altalanos sémaval. Legyen ¥ az Osz-
szetett kémiai reakcidk halmaza, és legyen A és B nemiires
halmaz. Tekintsiik a kdvetkezd diagramot:

# 3% (RxA) - B,

Itt fe¥ fejezi ki az Osszetett kémiai reakcid strukturdjat,
¢(f) irja le a reakcidban végbemend folyamat dinamikdjat,
és y adja meg a folyamatbdl szdrmaztatott mennyiségeket.

Egy feladat direkt feladat, ha adott fe® ,A,B,® és ¥, és
¢(f)-et, vagy ¥(&(f))-et keressiik.

Egy feladat inverz feladat, ha A,B,%,y és ¢(f), vagy
Y(e(r)) adott, és f-et keressiik, vagy ¥ -nek egy olyan
részhalmazat, amelyik tartalmazza f-et.

Direkt feladatot oldunk meg példaul akkor, amikor ki-
netikai differenciadlegyenletek megoldasat hatarozzuk meg a-
nalitikusan, vagy numerikusan, vagy a megoldasok kvalitativ
tulajdonsagait vizsgaljuk (ilyenkor tudniillik kijeldljilik

¥ (R xA) egy olyan részhalmazat, ahova ¢(f) eshet), vagy
amikor egy Osszetett kémiai reakcid sztochasztikus modell-
jét szimulaljuk [53, 54, 84, 160, 161, 182].

A direkt feladatok minden |épésének megolddsa az in-
verz feladatok megolddsdt szolgdlja: a formalis reakcidki-
netika alkalmazhatdésaga végsd soron abban all, hogy segit-
ségével mért adatokbdl kdvetkeztetéseket vonhatunk le vala-
milyen (nem feltétleniil kémiai) folyamat mechanizmusara vo-
natkozdan.

A legfontosabb és legnépszeriibb inverz feladat a reak-

cidsebességi allanddk becslése [23, 102]. (Ennek egy alkal-
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mazasat mutatja be [149].) Ebben az esetben ¢ a kinetikai
differencidlegyenlet megoldasat az Osszetett kémiai reakcid-
hoz hozzarendeld fiiggvény, Yo¢ pedig egy megoldashoz hozza-
rendeli annak diszkrét id&pontokban felvett, hibaval ter-
helt értékeit. Ilyenkor példaul kijeldljik ¥-nek egy azonos
mechanizmussal bird Osszetett kémiai reakcidkbol alloé rész-
halmazat, és ezek kozilil akarjuk azt kivalasztani, amelyik-
bdl szamitva a kinetikai differencidlegyenlet megoldasat,

ez a mérési adatoktdl a lehetd legkevésbé tér el (példaul
négyzetes kozépben). Mivel a megoldas a sebességi allandok-
nak nemlinearis filiggvénye, ezért az altalanos feladat vég-
leges megoldasa numerikus és statisztikai szempontbdél (a
globalis optimum meghatarozhatatlansdga és a becsiilt para-
méterértékek statisztikai jellemzése hijan) teljesen remény-
telennek tiinik. (Lasd azonban [38]-at!) Raadasul a sebessé-
gi a4llandék fizikai szempontbél csak akkor értelmesek, ha
univerzalisak, azaz, ha egy elemi reakcid sebességi &llan-
dbéja tetszbleges Osszetett kémiai reakciodobél becsiilve ugyan-
akkoréanak adédik.

Egy részprobléma itt a minimalizalandd célfiiggvény pa-
raméterek szerinti derivaltjanak kiszamitésa; [104 ]-ben ar-
ra adtunk médszert, hogy rekeszrendszerek esetén hogyan le-
het ezt analitikusan (értsd: nem numerikusan) elvégezni.

Itt elsGsorban azzal a specialis direkt-inverz feladat-
parral foglalkozunk, amely a kinetikai differencidlegyenle-
tek jellemzését jelenti a polinomialis differencidlegyenletek
halmazan belil. Felvetiink, illetve - esetleg csak részben -
megvalaszolunk néhany ehhez csatlakozd kérdést is.

Véglil megjegyezziik, hogy az inverz feladatra adott al-
talénos definicidénk &sszhangban van a reakcidkinetikéaban
hasznalt elnevezéssel [47, 154.0l1d.; 102, 1., 102., 152.,
187., 211. old.; 181, 303-307. old.; 213], valamint a t&bbi
természettudomanyban, illetve a matematika mas fejezeteiben

hasznalt elnevezésekkel [3, 8. old.; 4, 107; 110, 79. és
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228. old.; 144; 152, 34.0l1d.; 165; 201,;202; 203].

2.3. POLINOMIALIS DIFFERENCIALEGYENLETEK, KINETIKAI DIFFE-
RENCIALEGYENLETEK, KINETIKAI KEZDETI ERTEK PROBLEMAK

2.3.1, Polinomialis és kinetikai differencidlegyenletek

10, Definicid: Legyen M,Q€IN. Azt mondjuk, hogy a

P: mM—»RQ fliggvény (M,Q)-polinom, ha minden mEM*, qEQ* és
CI’CZ""’Cm—l’Cm+1""’°M€[R esetén a

prqOP(c],Cz,.o-,cm_la * acm+l"°'scM):R"’fR

fliggvény polinom.

7. Megjegyzés: Ha tehat P (M,Q)-polinom, akkor léteznek

olyan

q + q o oM : * *
(6) ¢ielk » ¥i€ N, (1qu, Q€0 )

M

q * (o] : * *
(7) w€R > 2;€ N (1€Jq, q€Q”)

paraméterek, amelyek kozilil az yg és z?% vektorok (amelyeket
kitevivektornak hivnak) rdgzitett g€Q  mellett paronként
kiilénbdznek (ier®, jel¥) és amelyekkel minden ce R és
qEQ* esetén (az %res 6gszeget a szokasnak megfelelden 0-nak

véve):

= i s
pro(P(2)) = T ¢33 - ¢ %32,
. 2
i€l 1€J
q q
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Mas szavakkal tehat P minden koordinatafliggvénye minden val-
tozdjaban polinom.
Ez a definicid kiilonbozik Hille és Phillips [91, XXVI.

fej.] definicid6jatdél. - Itt elsdsorban (M,M)-polinomokkal és
- a sztochasztikus modellnél - (M,1)-polinomokkal lesz dol-
gunk.

3. Tétel: Tetszdleges <8, Y ,R ,K> Ssszetett kémiai re-
akcidé indukalt kinetikai differencialegyenlete

(8) ¢ =P o ¢

alaku, ahol P olyan (M,M)-polinom (illetve annak (Ul:)M—re
vett lesziikitése, v.8. a 4. megjegyzéssel), amelynek para-
métereire a 7. megjegyzés jelbléseivel

VmEM*[JmEN*(ViEJ; prm(zlin)GlN)]

teljesiil. (Most is: M:=181.)

Bizonyitas: El6sz6r is megjegyezzik, hogy itt - és i-

donként a késdBbbiekben is - azonositjuk R elemeithM ele-

meivel,

Induljunk ki (2)-b&1, akkor azt kapjuk, hogy

(¢(t))(m) = ¢ K(y',y)e(t)y'(m) -
(y',y)ER
- % y(m)e(t)Y ¥ K(y',y).
YET y e T
(y'y)ER

Ittt c(t)Y egylitthatéja a masodik tagban pontosan akkor kii-

16nbdzik 0-t6l, ha ¥ k(y',y)eR™ &s y(m)eN egyszerre
y'eF
teljesiil.-
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3. Példa: [130, 135. old.]: Az

M
1]

-0X + 0y

+
rx - y - Xz (o,r,bER )

Lo
1}

Ne
1]

Xy — bg

Lorenz-egyenlet nem rendelkezik a tételben szerepld tulaj-
donsadggal a 2. sorban szerepld -xz tag miatt. A szdban for-
gbé tulajdonsdg szemléletesen azt fejezi ki, hogy ha egy ké-
miai komponens fogy egy elemi reakcidban, akkor kell, hogy
résztvegyen benne. Ha ez a tulajdonsag egy polinomialis
differencidlegyenlet P jobboldalara fennall, akkor azt mond-
juk, hogy P koordinatafiiggvényei k&zdtt nincs negativ ke-
reszthatds (vagy: nemnegativ kereszthatds van). Most megmu-
tatjuk, hogy a negativ kereszthatas hianya elegendd feltéte-
le is annak, hogy egy polinomidlis differencidlegyenlet in-
dukalt kinetikai differencidlegyenletnek legyen tekinthetd.

4, Tétel: Legyen MEN , és tegylik fel hogy a p(M,M)-
polinom koordinatafiiggvényei k6z6tt nemnegativ keresztha-
tas all1 fenn, és legyenek P paraméterei az (5) - (7)-ben
megadottak. Ekkor létezik olyan tOmeghatds kinetik&ju O&sz-
szetett kémiai reakcid, amelynek (8) az indukalt kinetikai
differencialegyenlete,

8. Megjegyzés: Ezek utan a 3. és 4. tételben szerepld

feltételt kielégitd polinomidlis differencidlegyenleteket
kinetikai differencidlegyenleteknek, a megfeleld polinomo-
kat pedig kinetikai polinomoknak fogjuk nevezni.

A tétel bizonyitédsa: Megadunk egy olyan <8, T, R ,K>

Osszetett kémiai reakcidét, amelynek (8) az indukalt kine-
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tikai differencialegyenlete. Konstrukcidnk egy egyértelmiien
meghatdrozott reakcidhoz vezet, ezt a tovabbiakban a (8)-
hoz tartozd kanonikus reakcidénak nevezziik.

Legyen a szerkesztendd Osszetett kémiai reakcidnak M kom-

ponense: legyen § tetsz6leges M elemii halmaz. Legyenek a

komplexek :
m m > * *
Yis ¥i * el (1EIm, meEM ) ;
m m 3 * *
2. Z. < € (1€Jm, meEM" ),

(Itt egyes vektorok esetleg t8bbszdr is szerepelnek; e mM

természetes bazisanak m—-edik eleme. y?elkM—et azonositjuk
EIS megfeleld elemével, s ugyanezt tessziik a tSbbi vektor-
ral is.) A nemnegativ kereszthatds miatt Z?_em minden koor-

dinataja nemnegativ egész szam. Legyenek az elemi reakcidk

¢m um
m _i m o, B L0 3 L0 o
Yi Y3 m’ i i m’

ahol az elemi reakcidét jelképezd nyil f6lé irtuk a meg-
feleld sebességi allandoét a szokassal megegyezden. Kdnnyen
verifikalhatd, hogy ennek a reakcidnak az indukalt kineti-
kai differencialegyenlete (8), ahol a P polinom paraméterei
azonosak a 7. megjegyzésben szerepldkkel.-

9. Megjegyzés: Tekintsiik a kbvetkezd feltételt: minden

eM” és minden ¢, ,c c c : ep’ té
m C sCpsenesCh 15C L seeesCy ﬂb esetén

0,cm+l,...,cM)20.

prmOP(cl’CZ"°"Cm—l’
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Nyilvanvald, hogy ez a feltétel még nem feltétlenilil tdmeg-
hatas kinetika esetén is sziikséges feltétele a nemnegativ

kereszthatads fennadlladsanak. Az, hogy még tomeghatas kineti-
ka esetében sem elégséges, az alabbi példabdl lathatd [68]:

o = + & - 2c.cC + c2
e T g €9 9C g 3
c2 =0
é3=o

10. Megjegyzés: A kinetikai differenciadlegyenletek ma-

sik, az 1.2. szakaszban elsdként emlitett jellemzését a 2.3.5.

pontban fogjuk megadni.
2.3.2. Tovabbi problémak

Két egyéb szempontbdl is tanulsdgos példan megmutat-
juk, hogy kinetikai differencialegyenlethez sohasem lehet
egyértelmien még mechanizmust sem rendelni.

4, Példa: [68]: A

(9) 2x < x+vy L 2v

Osszetett kémiai reakcid tetszOleges Osszetett kémiai reak-
cidhoz hozzavehetd, anélkiil, hogy az utdbbi kinetikai diffe-
rencidlegyenlete megvaltoznék.

(Megjegyzendd viszont, hogy mar az az egyszeriibb reak-
cié is, amelyikben Y-t allanddé szinten tartott kiilsd kompo-
nensnek tekintjiik, tehat a

ox L x 1 o
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reakcid is megkiildnbdztethetd az egyetlen reakcidt sem tar-
talmazd lires &sszetett kémiai reakcidtél, ha sztochasztikus
modelljét tekintjiik. Ekkor ugyanis X darabszamanak szodrasa
+o~hez tart, ha az idd +«-hez tart [49, 74. oldal] .

5. Példa: A (3) differencidlegyenlethez tartozd kano-

nikus reakcid:

Oy 2X ¥ 2V

PR w Y2t s % w

i R
s
(10) 3Y + 2V 2B Loy + 2y

T8 3y 4 7 4 2y

62 — A o % ow 42

T4y, 57

Masrészt (3) indukalt kinetikai differencidlegyenlete az (1)
reakcidnak is. Ez a reakcid gyengén reverzibilis, konzerva-
tiv és deficiencidja 0; ennélfogva alkalmazhatd ra a zérd de-
ficiencia tétel (2.F.6. tétel). Ezek az Allitédsok mutatjak
meg a 3. és a 4. tétel jelentBségét a matematikus szamara:
nem ismerilink ugyanis masik olyan, nemlinedris differencial-
egyenletekre vontakoz6é &altalanos tételt, amibdl a (3) egyen-
let megoldéasainak a zérd deficiencia tételbdl eredd sajatsa-
gai egyszeriien kOvetkeznének.

EbbGl a példabdl az is kitilinik, hogy a kanonikus mecha-
nizmus nem a legegyszeriibb, és nem is minimdlis semmilyen

értelemben. Legfdbb eldnye, hogy gyorsan, algoritmikusan
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megkonstrualhatd.

Az itt felmerild kérdések néhany csoportja:

(i) Nem tulsdgosan erds megszoritas-e a nemnegativ ke-
reszthatas fenndllasa abban az értelemben, hogy egy vélet-
lenszeriien kivalasztott polinomiadlis differencidlegyenlet
adltaldban nem kinetikai? Egyaltalan, milyen sok kinetikai
differencidlegyenlet van a polinomialisok k&zott?

(ii) Az egyszeriibb kezelhetdség kedvéért jé lenne olyan
indukald Osszetett kémiai reakcidt talalni, amelynek mecha-
nizmusa minimdlis szamu komplexet, elemi reakcidt, lancosz-
tdlyt, stb.-t tartalmaz. Milyen észszeri feltevések mellett
létezik, illetve egyértelmi egy ilyen minimalis mechanizmus?

(iii) Kereshetjiikk a reakcidot egy adott - kémiailag fon-
tos - tulajdonsaggal rendelkezd reakcid-osztalyon beldl. I-
lyen tulajdonsag lehet a (szub)konzervativitds (a kanonikus
reakcid mindig nemkonzervativ!), a (gyenge) reverzibilitas,
a deficiencia 0 volta, a V-graf aciklikussaga stb. Mikor 1lé-
tezik egy adott differencidlegyenlethez olyan indukaldé reak-
cid, amelyik egy adott osztadlyba tartozik, mikor egyértelmi
ez a reakcid, vagy, ha nem egyértelmii, akkor mennyire nem?

(Ilyen feladatok megoldasahoz hasznalhatdok [198] ered-
ményei. )

(iv) Hasonld, de bonyolultabb problémakhoz jutunk, ha
csak a differencidlegyenlet "lényeges" részét tekintjiik.

(v) Kaphatunk-e alkalmas transzformacidéval nem-kineti-
kai differencidlegyenletbdl kinetikait?

Az aldbbiakban a fenti felsorolads sorrendjének megfe-
lelden pontosan megfogalmazunk néhéany olyan kérdést, amely-

re a valaszt is meg tudjuk adni.
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2.3.3. A kinetikai differencidlegyenletek siiriiségérdl

Tébbféleképpen - tObb valdsagos helyzetnek megfeleld-
en (v6.[151, 66, 0ld.]) - definidljuk és kiszamitjuk annak
a valodsziniiségét, hogy egy "véletlenszeriien" kivalasztott
polinomidlis differencidlegyenlet kinetikai. Legyen MEN
és legyen P#0 (M,M)-polinom a 7. megjegyzésben megadott pa-

raméterekkel (Q:=M)! Ez a polinom - s igy a

differencidlegyenlet is - rdgzitett ¢?(iEI;, mEM*) és
u’i‘_‘(iEJ;, meM” ) egylitthaték és régzitett y‘;(ieI;,mEM*) ki-

tevdvektorok esetén azonosithatd az

1 1 M M =
(z],...,zJ seeesZsecesl JEIN
1 M 2

ponttal, ahol T: =M - )} _ J €N,
m
meM

11. Definicidé: A fenti jeldlések mellett a kinetikai

differencidlegyenletek 1., tipusu silriségének nevezziikk a
kovetkezd szamot:

p1 t=1im

€ =>4+

I{xECT(O,e); X kinetikai}|

I{XGCT(O,e); X polinomidlis}l|,

5. Tétel: A kinetikai differencidlegyenletek 1. tipusu
slirlisége 1.
Bizonyitads: A bevezetett jeldlésekkel
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p1 = im I{xECT(O,e); x kinetikail}l
s l{xGCT(O,e); X polinomidlis}!
* . % m . W e T
Py I{xECT(O,e),VmEM VlEJm(prm(zi)ENAVJEJm(1¢J zi#zj)]
£E>+4o ®ie: sy By ey e Wi
l{xECT(O,e),VmEM V1,J€JM(1#J zi#zj)}l
1 it (e-i+1)., I it { e~ ] !
* L * |0 %
. meEM ied meEM 1€l
= 1lim m m =
€ >+ n o, [ I, (e—i+2)]M
mEM 1€J
m
= 1im il i Jm

*
g>+o mEM _—

Most térjlink at az egylitthatdk véletlenszeri megvalasz-

tadsara. Legyen MEN és legyen most a P#0 (M,M)-polinom olyan,

hogy
m

N
prm(P(E))= b ¢? c (cEﬂZM, mEM*),

. *
1€I
m
ahol
m m M m, m
IEN_, ¢,eER, y.€EN_, Yi#Y s

. & * . .
(1,J€Im; i # 3. meM” ).



-46-

Ez a polinom - s igy a

differencialegyenlet is - rogzitett kitevdvektorok esetén

azonosithatd az

1 ! M M
]g-o.,¢*,o-o, q)],ooo,q)

I
1 IM

x: = (¢

ponttal, ahol

Te = X% ImEIN.
*
meEM

12, Definicidé: A fenti jel&lések mellett, és feltéve,

hogy a kitevovektorok kozil UET: szamura teljesiil, hogy

(11) prm(y?) =0,

a kinetikai differencidlegyenletek 2, tipusu, feltételes

stirtiségének nevezzik a

KT({XGST(O,E); x kinetikai, Uszdmu kitev3re teljes®fil(11)]

pr.i=1l1im
g>too KT(ST(O,E))
szamot.

1. Lemma: Legyen TEN , UET:. Azon kinetikai differenci-
alegyenletek 2. tipusu, feltételes siirlisége, amelyeknél U
szamura teljesiil (11):

2 1
p = e
U 2U
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Bizonyitas: Legyen i],i gl ET: paronként kiilénb6zd.

22°° U

Akkor szimmetriaokok miatt

KT({XEST(O,Q); xi » X 9--'9xi E(R;})
1 2 8] . &
(12) = 2
R (8 (052 )) 2

tehat a (12) baloldaladn 4116 t&rt hatarértéke is —
2

u? ha
g-»-{-co. —-—

p% értéke tehat kizarélag U-tdl filigg. Ezt a szamot te-
kinthetjlik azon esemény feltételes valdsziniiségének, hogy
egy xE€ MF(TEIN, TzU tetszdleges, rdgzitett szam) pont ki-
netikai, feltéve, hogy a roégzitett kitevOvektorok koziil U
szamura teljesilil (11). Hatarozzuk meg a feltételnek, vagy-
is annak az eseménynek a TT,U valdszinliségét, hogy U szamu

kitevovektor koziil T szamura teljesiil (11)!
2, Lemma: A fenti jeldlések mellett
= O‘

i R v

Bizonyités:

1o [Ce+1).o (e-1, )"
u€y Iy
n (e-I. )
o 5 . J
1] <...<JU§T ueu u

{ il *[(e+l)e...(e—Im)]¥}= 0., =
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6. Tétel: A fenti jelblések mellett

2 2

gz = F P T
yer® U LU

= 0, -

Az itt definidlt p? szamot nevezhetjik a kinetikai
differencidlegyenletek 2. tipusu siiriségének. - Az eddigi-
ekbd1l nyilvanvald, hogy ha a kitevdvektorokat is és az
egylitthatdkat is "véletlenszeriien" valasztjuk meg, akkor
a kinetikai differencidlegyenletek ilymédon szamitott - 3.

tipusunak nevezhetd - silirlisége szintén 0.
2.3.4, Egyértelmiiségi kérdések

A (9) Osszetett kémiai reakcid indukalt kinetikai dif-
ferencidlegyenletének jobboldala a 0 (2,2)-polinom. Ez re-
verzibilis, s&t gyengén reverzibilis mechanizmus esetén nem

fordulhat el®d.

7. Tétel: Gyengén reverzibilis Osszetett kémiai reak-
cid6 indukalt kinetikai differencialegyenletének a jobbolda-
la nem lehet a 0 polinom.

Bizonyitas: Legyen az <8 , J,R ,K> reakcid sztdchio-

metriai altere S, és legyen e mechanizmus indukalt kineti-

kai differencialegyenlete

Qe
n
o)

O Cuo

Akkor [72, 90. old.]

Ehsy = spam(ﬂp) = S,
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viszont dgim S21 miatt S' nem allhat csak a 0 vektorbodl.-
6. Példa: A

és az

1 1

X + Y:=f2 2X:ﬁ=22Y
Osszetett kémiai reakcid indukalt kinetikai differencial-

egyenlete egyarant:
x = -y = —3X2 + xy + 2y2

Ez a példa azt mutatja, hogy az viszont nem igaz, hogy

egy kinetikai differencialegyenletet csak egy Osszetett ké-
miai reakcid indukéalhat (vagy: csak azonos mechanizmusuak
indukalhatnak), még a reverzibilis és konzervativ reakciodk
osztdlyan beliil sem. A reverzibilitdst és a konzervativi-
tast tovabbi tulajdonsagokkal kiegészitve mar kaphatunk e-

légséges feltételt az egyértelmiiségre [140].

2.3.5. Elégséges feltétel nulla deficiencidju indukalé Osz-

szetett kémiai reakcid létezésére

13. Definicid: [174]: Az <8,7 ,R > mechanizmus 3ltals-

nositott rekeszrendszer, ha

(i) vmeS$3! y(m)ET: mEsupp y(m)

(ii) Vy€Slsupp ylsl.
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11. Megjegyzés: Mas szavakkal: minden komponens (itt

azt is szokas mondani, hogy: rekesz) pontosan egy komplexben
szerepel és minden komplex legfeljebb egy komponenst tartal-
maz, az elemi reakcidk tehat csak az alédbbi tipusok valame-

lyikébe tartozhatnak:

m im i
(13) £\ J Dsa

k
m
(14) ¥y 0 °Z. o,

k
(i5) 0 2%« ymo

m’

ahol m,i€$; m#i; ym,ylew; O pedig m$ természetes bazisanak

m—edik eleme:
o (m"'"): = & 0 (m,m'€S),

és y : = 0. Itt y(m):=ymmm és y(o):=yO és az M+l1-edik y°

komplexet nulladiknak tekintjiik.

Ha egy altaldnositott rekeszrendszerben csak (13) ti-
pusu reakcidk vannak, akkor az z4art, ha vannak benne (14),
illetve (15) tipusuak is, akkor szigoruan félig nyilt, il-
letve szigoruan nyil+t.

Az altalanositott rekeszrendszer fogalmdbdél ugy ju-
tunk a rekeszrendszer széles kdorben elterjedt (lasd példaul
(87, 88, 102, 211]) fogalmdhoz, ha kik&tjiik, hogy minden
komplex hossza legfelijebb 1.

8. Tétel: [174]: Altalanositott rekeszrendszer defici-

enciaja 0.



=

Bizonyitds: Tegylik fel eldszdr, hogy a lancosztalyok

szama 1. Ekkor a sztbchiometriai tér dimenzidéja megegyezik
egy, az FHJ-grafot kifeszitd fa éleinek széamaval, ha tehat
a komplexek szamat N jeldli, akkor N-1l-gyel, igy tehat
§=N-1-(N-1)=0.

Az altalénos esetben legyen a lancosztalyok szama LEN ,
és legyen az {£-edik (2eL*) lancosztalyban 1évd komplexek
szama NK' Ekkor az S sztdchiometriai tér az 81’82""’SL
alterek direkt Osszege, ahol az indexezés ugy valaszthato,

hogy dim S£ = Nz—l alljon. Ennélfogva

N = o NK’ dim § = dim SK’
LEL eeL”®
és igy 6 = 0.-

12. Megjegyzés: Ha egy altalanositott rekeszrendszer

V-grafjanak t&bbszdrds éleit egyszeresekkel helyettesit-
jiik, akkor lényegében éppen az FHJ-grafjat kapjuk. Azt
mondhatjuk tehat, hogy a graf szerkezetét tekintve két
szélsOGséges esetben tudjuk biztosan, hogy a reakcid "sza-
balyosan" viselkedik: a gyengén reverzibilis esetben (a
8. tétel és a 2.F.6. tétel alapjan) és az aciklikus eset-
ben (a 2.F.5. tétel alapjéan).

13. Megjegyzés: A 8. tétel bizonyitasadban csak azt

hasznaltuk ki, hogy a komplexek - eltekintve az esetleg e-
16forduld lires komplextdl - |inedrisan figgetlenek, v.O.

[99, 95. old.]. Ennek egy elégséges feltétele az, hogy
(16) <y';5y> =0

minden (y',y)€R esetén (ahol <-;+> az (Rg-beli skalarszor-
zatot jeldli); (16) pedig éppen az autokatalizis és az
autoinhibicié (vd. [18]) egy specidlis fajtajanak kizara-
sat jelenti.
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14. Megjegyzés: A haromféle tipusu altalanositott re-

keszrendszer indukalt kinetikai differencidlegyenlete (2)
vagy (4) specializaléaséaval:
(i) zart altaldnositott rekeszrendszeré:
. i yi i yj
(17) e.(t)=(= XL k..)y (c.(t)) +y~ % k..le.(t))
4 jem® J1 * jem® td J

(ii) szigoruan félig nyilt altalanositott rekeszrend-

szeré:

i i . J
. o i y I y
(18) Ci(t)"( JEM: kji)y (ci(t)) +y ng* kij(cj(t))

. * +
(3ieM , k¥ .€ R
o1l

)

(iii) szigoruan nyilt altalanositott rekeszrendszeré:

. i . 3
ko )y (e (80)7 4yt T, kg (e (60)Y 4k,

(19) ci(t)=<— ). . S i3

JEMO
. +
(3ieM” : k. €R"),
ahol mindvégig:

ieM”, te ... k;

+ _j ’ .. *
15 e Ro,y e N ,(i,j e Mo).

15. Megjegyzés: Személetesen: zart az altaladnositott re-

keszrendszer, ha a kililvilagh6l nem 1lép be anyag a rendszer-
be, és a kiilvilagba nem lép ki anyag a rendszerbdl. Szigo-
ruan félig nyilt &ltalanositott rekeszrendszerbe nem keriil
anyag a kililvilagbdél, de a rendszerbdl tavozik anyag a kiil-

vilagba. Szigoruan nyilt altalanositott rekeszrendszerbe



G

1lép be anyag a kiilvilagbdél, és a rendszerbdl tavozhat anyag
a kiilvilagba.

Most megmutatjuk, hogy ha egy kinetikai differencial-
egyenlet jobboldala egyvaltozés egytagok Osszege, akkor
- egy kiegészitd feltétel teljesiilése esetén, és csak ak-
kor - az egyenlethez létezik nulla deficienciaju indukald

mechanizmus (t.i. dltaldnositott rekeszrendszer).
9. Tétel: A

(20) &, (t)= T, a; (e (£)Y + b (ieM". teD)
JEM
differencidlegyenlethez (ahol minden i,jEM* esetén yienb
85> biER) akkor és csak akkor létezik M rekeszbdl &ll1é
(i) zart,
(ii) szigoruan félig nyilt, illetve
(iii) szigoruan nyilt
indukéaldé altaléanositott rekeszrendszer, ha

(i)

(iii)

+ . +
N R - i ; . O o i) SDhe
(23) bl, all,alJ,BlE(Ro a;, Blyl,al blEIR

(mindvégig i,jEM*, i#ji).
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Bizonyitds: A feltételek sziikségessége kdvetkezik a
(17)-(19) egyenletek alakjabdl. Elégségességiik bizonyitasa-
ra megszerkesztiink egy-egy induké&ldé altalanositott rekesz-
rendszert. Ez az altalanositott rekeszrendszer altaléaban

kiildnbdzni fog a (20)-hoz rendelt kanonikus Osszetett ké-

miai reakcidtél.
Legyen a konstrualanddé mechanizmusnak M komponense,
legyen §:=M*, és legyenek a komplexek:

y(m) : = ymem (meM™ ).

(ahol e RM természetes bazisanak m-edik eleme), és - a

(ii) és (iii) esetben -
y(0) == 0,

Legyenek az elemi reakcidk:
(24) y‘]ej 2l —. yhe

. B.
(25) yJej —d .9

(26) o0 —2—0u ye (i,jeM™, i#j),

ahol a megfeleld sebességi allanddkat az elemi reakcidkat
jelképezdnyil folé irtuk. (24)-(26) természetesen ugy ér-
tendd, hogy ha egy elemi reakcid sebességi allandéja 0, ak-

kor az el is hagyhatb.
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Az igy definidlt &sszetett kémiai reakcid az (i) eset-
ben zart, a (ii) esetben szigoruan félig nyilt, a (iii) e-
setben pedig szigoruan nyilt altalanositott rekeszrendszer,
indukalt kinetikai differencidlegyenlete pedig nyilvanvalo-
an éppen (20).-

Megadtuk tehat annak sziikséges és elégséges feltételét
hogy mikor létezik a (20) differencidlegyenlethez indukaléd
dltalanesitott rekeszrendszer. Bizonyos, nem lényegesen kii-
16nbb6zd altalanositott rekeszrendszereket, illetve diffe-
rencidlegyenleteket érdemes azonban azonosaknak tekinteni.
Ezt fogjuk tenni a kdvetkezd pontban, s igy megoldunk egy,

a 2.3.2. pontban megfogalmazott, (iv)-hez tartozd problémat.

2.3.6. Altalanositott rekeszrendszerek inverz feladataroél
Szlikséglink van néhany tovabbi definicidéra és lemmara.

(Itt igyeksziink kdvetni a [183] dolgozat szerkezetét; az

itt kdvetkezd eredmények az ottaniak altalanositéasai.)

2.3.6.1, Ekvivalens daltaldnositott rekeszrendszerek és ek-

vivalens differencidlegyenletek

14. Definicid: Egy altalanositott rekeszrendszer m€S$

komponensét, amelyre

(i) kim=0(i€M:), az altalanositott rekeszrendszer el-
sdrendl végpontjdnak nevezziik, és az ilyenek szamat R,=
gyel jeldljik;

(ii) komE(R+’ az altalanositott rekeszrendszer mdsod-
rendli végpontjdnak nevezzilkk, és az ilyenek szamat Rz-vel
jeldljiik;
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(iii) kmoelR+, a rekeszrendszer belépési pontjainak
nevezziik, és az ilyenek szamat R3—mal jeldljiik. (Most a
11. Megjegyzéshez hasonldan y(m)-nek azt a komplexet ne-
vezziik, amelyik éppen az m komponenst tartalmazza, y(o)
pedig az lires komplex. )

16. Megjegyzés: Nyilvanvald, hogy Rlegyenl6 a K mat-

rix nulla oszlopvektorainak szamaval, Rzegyen16 K nulladik

sora pozitiv elemeinek szamaval, és R, egyenld K nulladik

3
oszlopa pozitiv elemeinek szamaval.

15. Definicid: Egy &dltaldnositott rekeszrendszer mag-

ja az az altaléanositott rekeszrendszer, amelyet az erede-
tib81l az Osszes elsdrendli végpont elhagyasaval kapunk, az-
az az elemi reakcidkban az Osszes elsOrendii végpont helyé-

be az lres komplexet irjuk.

16, Definicié: Egy (20) alaku differencidlegyenlet

magja az a differencidlegyenlet, amelyet az (a..)i jEM*
3
matrix nulla oszlopaival azonos indexii valtozok elhagya-

saval nyeriink.

3. Lemma: Egy altalénositott rekeszrendszer magjanak
differencidlegyenlete magja az altalanositott rekeszrend-
szer differencialegyenletének.~-

Két ekvivalenciarelaciodot definialunk:

17. Definicidé: Két (20) alaku differencidlegyenletet

(két altalanositott rekeszrendszert) ekvivalensnek neveziink,

ha magjuk azonos.
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4, Lemma: Tekintsiink egy M rekeszb&l allé, zart altala-
nositott rekeszrendszert, amelyben R; szamu elsdrendi vég-
pont van! Ehhez éi) szamu olyan, vele ekvivalens, szigoru-
an félig nyilt &altalédnositott rekeszrendszer létezik, ame-
lyet az eredetibdl K, szému.(KleRf) elsBrendii végpont elha-
gyasaval kapunk. (Egy komponens elhagyasan az &6t tartalmazd
komplexnek az lires komplexszel vald helyettesitését értjik.)
Az uj altalanositott rekeszrendszer indukalt kinetikai dif-

ferencidlegyenletének jobboldala egy (M-K M—K])—polinom.

] bl
Bizonyitas: Ha egy zart altalanositott rekeszrendszer

elsOGrendli végpontjat elhagyjuk, az eredetivel ekvivalens,

szigoruan félig nyilt altalanositott rekeszrendszert ka-

punk. Az R; szamu elsOre cdi: végpont koziil (El)—féleképpen
1

valaszthatjuk ki a K; szamu elhagyandd végsd rekeszt.-

5. Lemma: Tekintsiink egy M - .keszb®l a4ll6 szigoruan
félig nyilt altalanositott rekes.rendszert, amelyben R;

szamu masodrendii végpont van! Ehhez

K,-k R
K 2 2
(27) B(R,,K,} == £ : (kz)(—l) k

kEK2

* *
(RZEMO, KZERZ)

szamu olyan, vele ekvivalens, zart altalanositott rekesz-
rendszer létezik, amelyet az eredetibdl ugy kapunk, hogy a
masodrendii végpontokat elsOrendii végpont hozzatételével meg-
szlintetjlik &sszesen K, fajta tovabbi rekesz felhasznalasa-
val. Az uj altalanositott rekeszrendszer indukalt kinetikai
differencidlegyenletének jobboldala egy (M+K,;,M+K,)-poli-

nom.
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Bizonyitds: K, szamu rekeszt kell hozzailleszteniink R,

szdmu masodrendii végponthoz ugy, hogy mindegyik rekeszt fel-
hasznaljuk. A logikai szitaformulat fogjuk alkalmazni a lem-
ma bizonyitasara. (Lasd példaul [131, 2.2.(b) Feladat].)
Legyen S bizonyos objektumok véges halmaza, és (egy régzi-
tett k€N mellett) TI’TZ"'
sETi, iEk*, akkor azt mondjuk, hogy s rendelkezik az i-edik

.,TQ:S tulajdonsdgok (azaz, ha

tulajdonsdggal ). Legyen tetszOleges ACS esetén A := S\A,
Ekkor
= k
(28) 1 n _  T.i=ISt= X% _IT.I+ X PR DT lmeewtl=1 1 O T:ls
jex™ 1 iek® T i jex® * I sex™ 1
i#j

Tekintsiik most az M rekesztbdl 4116 szigoruan félig nyilt
rendszert! Kiszamitjuk azon esemény F(R,,K;)-vel jeldlt
gyakorisagat, hogy az R, szamu masodrendii végpont minde-
gyikéhez illesztiink rekeszt, és mind a K, fajta uj rekeszt
felhasznadljuk. Legyen a szitaformuldban szerepld S halmaz
azon altalanositott rekeszrendszerek halmaza, amelyekben

az R, szamu masodrendii végpont k&ziil bizonyosakhoz hozza-
illesztettlink a K, szadmu uj rekesz k&ziil bizonyosakat. Mond-
juk azt, hogy egy altalanositott rekeszrendszer rendelkezik
az i-edik tulajdonsaggal (vagy: eleme Ti-nek), ha az Osszes
masodrendi végpontjdhoz illesztettiink uj rekeszt, de csak
Kz—l szamu uj rekeszt haszndltunk fel, az (M+i)-ediket nem.
Ekkor

R
= 2
(29) F(R.,K,)=1 n T, |1=K,“- T IT.1+ % [ § 7 N SR
2727 e 1 X am® L g e 1
2 2 e
i#]
K
#(-1) 210, T,
. * 1 - 2
1€K2

ahol
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Ry
(30) 1 n *Ti | = (K.-k)

5 (keK3),
JEk J

és itt a jobboldal értéke csak k-td6l fiigg. Ha (29 )-et és
(30 )-at Osszevetjiik, akkor egyszerii atalakitasok révén (27)-
hez juthatunk.-

17. Megjegyzés: (27) specialis esete a kdvetkezd Ossze-
fiiggés (v6. [131, 2.4. Feladat]):

R 2
(31) F(R,,R,)=R,! = T (-2)(-1) k ‘.

!
2

6. Lemma: Tekintsiink 2gy M rekeszbdl &4l116, szigoruan
félig nyilt altalénositott rekeszrendszert, amelyben Ri

szamu i-edrendii végpont van (i=1,2; RiEM:)! Ehhez
R R
(Ki) (JZ) F(JaKZ)
(Kle(Rl):; JE[Ry-(1-signK )1 K, e0%)

szamu olyan, vele ekvivalens, szigoruan félig nyilt altala-
nositott rekeszrendszer létezik, amelyet ugy kapunk, hogy

K, elsBrendii végpontot elhagyunk, és K, uj rekeszt illesz~-
tiink J szamu rodgzitett masodrendi végponthoz. Az uj altala-
nositott rekeszrendszer indukalt kinetikai differencialegyen-
letének jobboldala egy (M+K,-K;,M+K,-K;)= polinom.

Bizonyitds: Az allitasok K,EN esetén az eldzd két lem-

mabdl kévetkeznek. Ha K,=0, vagyis, ha egyetlen rekeszt sem
hagyunk el, akkor J=R,-1, mivel, ha ugyanakkor J=R, volna,
azaz minden masodrendi végponthoz illesztenénk uj rekeszt,
zart altaldnositott rekeszrendszert kapnank. Az eredeti és
az uj altalanositott rekeszrendszer magja kozds, tehat ekvi-
valensek.-
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7. Lemma: Tekintsiink egy M rekeszbdl a4l16, szigoruan
nyilt dltaldnositott rekeszrendszert! Legyen
K €(R.)*; Jery; K, ed™
SR ERai %y *
és jelentésiik legyen ugyanaz, mint az eldzbekben! Ekkor 1lé-

tezik hozza

R,

Rz
() () P

szamu, vele ekvivalens, szigoruan nyilt altalanositott re-
keszrendszer, amelynek indukéalt kinetikai differencialegyen-
lete jobboldalan (M+K,-K; ;M+K,-K;)-polinom &l1.

Bizonyitas: Az allités az el6z® lemmdkbdl kdvetkezik.

A K;=0, J=R, esetet most nem kell kihagynunk, mert egy szi-
goruan nyilt &altalanositott rekeszrendszer akkor is szigo-
ruan nyilt marad, ha masodrendlii végpontjainak szamat 0O-ra
csOkkentjik. -

8. Lemma: Tegyilik fel, hogy az eldzd négy lemma megfe-
leld feltételei teljeslilnek egy zart, szigoruan félig nyilt,
illetve szigoruan nyilt altalanositott rekeszrendszerre!
Ekkor K;, Ky, illetve J Osszes lehetséges értékére egy M
rekeszbdl allo

(i) zart altalanositott rekeszrendszerbdl Osszesen

E(R;) s 2737
szamu olyan szigoruan félig nyilt &altalénositott rekesz-

rendszert;
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(ii) szigoruan félig nyilt altalanositott rekeszrend-

szerbol Osszesen

G(Rz) .- Z*
Ko€R>

FR Yy Kn)

szdmu olyan zart altalanositott rekeszrendszert;
(iii) szigoruan félig nyilt altaléanositott rekeszrend-
szerbOl Osszesen

Ri v 326w - 6ry)

JeR;

H(R;,Rp) i= 2

szamu, olyan szigoruan félig nyilt altalanositott rekesz-
rendszert;

(iv) szigoruan nyilt altalanositott rekeszrendszerbdl
Osszesen

R,

J(R1,Rp) t= H(R;,Rp)+G(R2) = 280 %, (32)e(d)

JERY

szamu, olyan szigoruan nyilt &altalanositott rekeszrendszert
kaphatunk, amely ekvivalens az eredetivel.

Bizonyités:

(i) A 4. lemmat alkalmazva kapjuk:

Ri_, -

E(Ry)= T (El) = 2
K,€R, 1

(ii) Usszegezzilk az 5. lemmaban kapott eredményt K,
Osszes lehetséges értékére.

(iii) Osszegezzilk a 6. lemmaban kapott eredményt, és
vegyiik figyelembe, hogy ha K,=0, akkor JsR,-1:
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5 T I (PIHFUK)-6(R,y) =
KIE(RI): JeR> Koed™

T I 6 (D - 6(Ry) =
KIE(RI): JERS

Ry

2 5 (§Z)G<J> = EERsY =

JeRS

(iv) Osszegezziilk a 7. lemmdban kapott eredményt:

Riy Rz R R
v by o B ()G FlIsKe) =27 B (:2)643) -
(Ry) _ JERZ Kp&d . JERS

m ]

¥y

18. Megjegyzés: Masféle atmenet az altalanositott re-

keszrendszerek kildnféle tipusai k&zOtt nincs, tehat pél-
dadul szigoruan nyiltb6él nem kaphatunk vele ekvivalens zar-
Eat; Sslits

2.3.6.2, indukild ekvivalens ditatdnos:tott rekeszrendszerek

s zdam | 8V 854

Megtettik a szlikséges eltkésziileteket ahhoz, hogy va-
laszoljunk arra a kérdésre, hogy a (20) differencialegyen-
lethez hany olyan altalanositott rekeszrendszer van, amely-
nek "lényegében" ez az indukalt kinetikai differencialegyen-
lete.
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10. Tétel: Tegylik fel, hogy a (20) differencialegyenlet
jobboldalan szerepld egylitthatdokra teljesiil (21)! Ekkor a
9. Tétel bizonyitasaban definidlt, M rekeszbdl a4lld altala-
nositott rekeszrendszeren kivil még 2R1—1 olyan szigoruan
félig nyilt altalanositott rekeszrendszer létezik, amely
M-K, (K,€R¥) rekeszbBl all, és amelynek indukalt kinetikai
differencialegyenlete ekvivalens az eredeti differenciale-
gyenlettel.

Bizonyitas: Az allitas a 9. tétel (i) pontjabdl; a 8.

lemma (i) pontjabdol és a 17. definicid felhasznalasaval -

a 3. lemmabol kdvetkezik.-

11. Tétel: Tegylik fel, hogy a (20) differencialegyen-
let jobboldalan szerepld egylitthatdokra teliesiil (22)! Ekkor
a 9. tétel bizonyitasaban definialt, M rekeszbdl &4l16 alta-
lanositott rekeszrendszeren kivil még G(R,) szamu olyan
zart altalanositott rekeszrendszer létezik, amely M+K2(K2&R§)
rekeszbdl all, és amelynek indukalt kinetikai differencial-
egyenlete ekvivalens az eredeti differencialegyenlettel.

Bizonyitas: Az allitas a 9. tétel (ii) pontjabol, a 8.

lemma (ii ) pontjabdél, és - a 17. definicid felhasznalasaval -

a 3. lemmabol kovetkezik. -

12. Tétel: Tegyik fel, hogy a (20) differencialegyenlet
jobboldalan szerepld egylitthatdékra teljesil (22)! Ekkor a
9. tétel bizonyitasadban definidlt, M rekeszbdl al116 altala-
nositott rekeszrendszeren kiviil még H(R,;,R,) szamu olyan
zart altalanositott rekeszrendszer létezik, amely M+K,-K;
(ch(Ri):, K,ER5) rekeszbBl all, és amelynek indukalt kine-
tikai differencialegyenlete ekvivalens az eredeti differen-

cidlegyenlettel.




-64-

Bizonyitas: Az &llitds a 9. tétel (ii) pontjabdél, a 8.

lemma (iii) pontjédbdl, és - a 17. defincidé felhasznéalésaval
- a 3. lemmabo6l kovetkezik.

13, Tétel: Tegylik fel, hogy a (20) differencialegyenlet
jobboldaldn szerepld egylitthatdkra teljesiil (23)! Ekkor a 9.
tétel bizonyitasédban definidlt, M rekeszbdl all6 altalanosi-
tott rekeszrendszeren kiviil még J(R;,R;) szamu olyan zart
dltalanositott rekeszrendszer létezik, amely M+K,-K,
(Kle(Rl):, KZER;) rekeszbdl a4ll, és amelynek indukéalt kine-
tikai differencidlegyenlete ekvivalens az eredeti differen-
cidlegyenlettel.

Bizonyitds: Az allitas a 9. tétel (iii) pontijabdél, a

8. lemma (iv) pontjabdél, és - a 17. definicid felhasznala-
saval - a 3. lemmabdl kdvetkezik, =

2.3.6.3. Példak

7. Példa: Tegylik fel, hogy illesztés eredményeképpen
az aladbbi differencidlegyenletet kaptuk [104, 266. old.]:

€ T "Ppep * Pyoy

¢, = p,c. - (p,+p.)e
a5y B 2%1 " Py ity

Gy = Pgla ™ Byfy

€4 T P4C3

Ehhez a 9. tétel az aldbbi zart rekeszrendszert rende-

P P b
2
(33) e—‘e2 I e 4:e

4.
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Ri_,

Itt M=4 és R;=1., (33)-bol 2 =] szigoruan félig nyilt re-

keszrendszer nyerhets:

A (32) differencidlegyenlet magja az elsd harom (skalar)
egyenletbdl all, a (33) rekeszrendszer magja a (34) rekesz-
rendszer.

8. Példa: Tekintsiik az alabbi szigoruan félig nyilt

altalanositott rekeszrendszert:

S A (——3e3<—484—.~3e5—>2e6

1 2
)\ [/ ! ’
0 e7
ahol R;=2, R,=2, Azon szigoruan félig nyilt altalanositott
rekeszrendszerek szama, melyek K,;, K, és J kiildonbdzd érté-

kei mellett (35)-tel ekvivalensek, az 1. tablazatban talal-
haté.
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Ekvivalens szigoruan félig
K1 K2 J nyilt altalanositott
rekeszrendszerek szama
0 1 1 (2) (2)F(l,l)=2
¥ Y0
1 1 1 (?i) (i)F(l,1)=4
1 1 2 (i) (3)F(2,1)=2
1 2 2 (3 G)r(2,2)=4
25 2 a
2 1 I (2) (l)F(l,l)—Z
2y 2 .
2 1 2 (3) (G)F(2,1)=1
2 2 3 (g) (5)F(2,2)=2

1. TABLAZAT

Osszesen

2
J

H(2,2) = 2 (3)ed) - 6(2) = 17

1

n N

(35)-tel ekvivalens szigoruan félig nyilt &ltal&nositott re-
keszrendszer létezik.
9. Példa: Tekintsiik ezt a szigoruan nyilt altalanosi-

tott rekeszrendszert:

be l4——-3e2<— Zeét— e4——->2e5—’3e6
(36) \ / T 1
0 ]

4e7
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ahol R;=2, R,=2, R3=1, Ez (35)-t8l csak abban kiildnbozik,

hogy e, belépési pontja és, hogy masok a komplexek. Ezért

a vele4ekvivalens szigoruan nyilt altalanositott rekesz-
rendszerek az 1. tablazatbdl Osszeszamolhatdk, de mivel
van egy belépési pontja is, ezért az eddigiekhez tovabbi
ekvivalens altalanositott rekeszrendszerek jarulnak. A
K;=0, Kp=1, J=2 esetben tovabbi egy, a K;=0, Ky;=2, J=2

esetben tovabbi két rekeszrendszer. Igy Osszesen
17 + 3 = 20 = J(2,2) = H(2,2) + G(2)

szamu, (36)-tal ekvivalens szigoruan nyilt altaldnositott
rekeszrendszer létezik.

Kivanatos lenne rekeszrendszerek esetében annak a meg-
vizsgalasa, hogy hogyan valtoznak az itteni eredmények, ha
lényeges résznek nem az itt definialt magot, hanem a vezé-
relhetd és megfigyelhetd részt tekintenénk [(lasd pl. [36]).

A kOvetkezOkben azt vizsgaljuk, hogy milyen médon le-
het, illetve milyen médon nem lehet egy polinomidlis, nem-

kinetikai differencidlegyenletbdl kinetikait kapni.
2.3.7. Transzformalt kinetikai differencidlegyenletek

E1l6sz6r kimondunk egy Onmagdban is fontos segédtételt,
annak a Volperttdl eredd allitéasnak a megforditasat, amely
szerint a kinetikai differencidlegyenletek nemnegativ kez-
deti feltétellel vett megoldésacsak nemnegativ értékeket ve-
het fel (2.F.2. tétel).
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9., Lemma: Legyen MEWN, P (M,M)-polinom, és tegyilik fel,
hogy a

(37) ¢ =P o ¢

differencidlegyenlet minden nemnegativ kezdeti feltétellel
vett megoldadsa csak nemnegativ értékeket vesz fel. Ekkor
(37) kinetikai.

Bizonyitds: Tegyiik fel - a lemma kovetkezményével el-

lentétben - hogy (37) nemkinetikai, azaz valamelyik - pél-
daul az m-edik (mEM*) - egyenletének a jobboldalan allnak
negativ kereszthatast kifejezd tagok. Tekintsiik a

Qe
1]
v}
0
o
o
~
]
I
4]

o}

kezdeti érték problémat, ahol e a természetes bazis m-e-
dik eleme, l,pedig a baziselemek Osszege. Ekkor c. a 0
pcnttdl jobbra fel kell, hogy vegyen negativ értéket, mi-
vel derivaltja a 0 pontban negativ. -

19. Megjegyzés: Ez a gondolatmenet Hearon, illetve

Korzuhin és Zsabotyinszkij bevezetBben (1.2. pont) emlitett
bizonyitasanak alapja.

20. Megjegyzés: A nemkinetikai polinomidlis differen-

cidlegyenletek tehat azzal jellemezhetdk, hogy létezik hoz-
zajuk olyan nemnegativ kezdeti feltétel, amely mellett a
megoldas valamelyik koordinéataja felvesz negativ értéket
is.

Most megmutatjuk, hogy a "figgd valtoz6 transzforma-
cid6javal" kinetikai differencialegyenletet csak kinetika-

iba, nemkinetik%ait csak nemkinetikaiba lehet atvinni.

14. Tétel: Legyen MEN, P (M,M)-polinom, és legyen
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=Poc c(0) =D (pe(R')M tetszSleges)

kezdeti érték probléma megoldasa. Tegyiik fel, hogy a
mEB]((ﬁZ;)M,(ﬁl;)M) diffeomorf szurjekcidoval definialt

X ® o cp fliggvény minden De((R;)M esetén megoldasa az

D

kezdeti érték problémanak, ahol Q (M,M)-polinom. Ekkor Q
kinetikai.

Bizonyitads: Ha az allitéssal ellentétben az x = Qo x

differencidlegyenlet nemkinetikai lenne, akkor létezne o-

lyan @OE(R;)M vektor, amivel az

x = Q o x x(0) = ©

kezdeti érték probléma megoldasanak valamelyik koordinata-

ja negativ lenne. Ez azt jelentené, hogy a

MNe
I
d

(@]
(¢}
0
o

1l
S

|

S

1l
o

kezdeti ércték probléma °p megoldasanak ¢ o ¢y képe nem
lenne benne ( [R;)M-ben ellentétben azzal, hogy ch( [R;)M.

A fenti mdédszerrel tehat példaul a 3. példaban meg-
adott Lorenz-egyenlet nem traszformdlhatdé at kinetikaiva.

21. Megjegyzés: RoOgtdn kitiizhetd harom feladat:

(i) A fenti jeldléseket hasznalva: milyen feltételek
mellett lesz a (Po') o o ! fliggvény polinom?

(ii) Mit lehet mondani az x := ¢ o ¢ o ¢ alaku transz-
formaltakrd6l, ahol ¢ a "fiiggetlen valtozdé transzformalasat"

definialja?
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(iii) Bizonyithatd-e a 14. tétel a 9. lemma felhaszna-
lasa nélkiil? Az M=1 esetben igen, amint azt az Olvasd kdny-

nyen belathatja.

2.3.8.Polinomialis differencidlegyenletek bedgyazasa kine-
tikai differencidlegyenletekbe

Ha a 14. tételben szerepld transzformacidval nem is
kaphatunk nemkinetikai polinomialis differencidlegyenlet-
bdl kinetikait, az mindig elérhetd, hogy a megoldas koor-
dinatafliggvényeinek szamat - eggyel - ndvelve olyan filigg-
vényt kapjunk, amely mar kinetikai differencidlegyenlet-
nek tesz eleget.

15. Tétel: Legyen MEN . Tetszdleges P (M,M)-polinom-
hoz és tetszGleges DE(U!Z)M vektorhoz létezik olyan Q
(M+1,M+1)-polinom, hogy a

Ne
I
d

o ¢ e(0) =D

kezdeti érték probléma megoldasat egy d€¥ (R xR ) fiiggvény-

nyel kiegészitve:
% 5= (egd)
az xE'}'(ElleMH) fliggvény az

(38) x = Q o x x(0) = x
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kinetikai differencialegyenletre vonatkozd kezdeti érték

probléma megoldéasa.
22. Megjegyzés: Ha kinetikai kezdeti érték probléma-

nak egy kinetikai differenciélegyenletre vonatkozd, nemne-
gativ kezdeti feltételhez tartozd kezdeti érték problémat
neveziink, akkor ezen szdhasznalattal élve a tétel bizonyi-
tasadban megkonstrualandd kezdeti érték probléma nemkineti-
kai lesz. Annal inkéabb megvizsgalandd a késdbbiekben, hogy
milyen kovetkeztetések vonhatdk le mégis a tételbdl.

A tétel bizonyitadsa: Legyen d: .DC - R a kovetkezd

fliggvény: a = 0, d(0) =-1, Minden meM” &s minden P (c)-

ban Ssszeadandéként szerepld -ac’ (acR’, EEﬂZM, myEle,
pr_y = 0) tag helyett irjunk ac¥a'-et, a tobbi kitevivek-
tort pedig a 0 szam hozzavételével egészitsik ki. Az igy
definidlt Q polinomban mar nincs negativ kereszthatés, és

x:=(c,d) valdéban az
x = Q o x x(0) = X, =3 (D,-1)
kezdeti érték problémanak tesz eleget.-

B + +
: L -
10, Példa egyen a,B,v,66€R ; eo,so,co,poE(Ro.
Akkor az

(1]
1]

(a—é)ep—aez—(B+Y+apo+aso-aeo)e+(B+Y)(eo+co)

~sep [re] +v(e e )

e(0) = e, p(0) = p

(39) p
(o]

nemkinetikai differencidlegyenletre vonatkozd kezdeti ér-

ték problémahoz a 15. tétel az



i B

Me
1]

(a-6)ep—aez—(B+Y+apo+aso)e+(B+Y)(eo+co)

e
1]

-6 + + +
ep+yed Y(eo co)

Que
]
(@]

D
o
N
1}
()
o)
—
o
~
n

P, a(o) = -1

kinetikai differencidlegyenletre vonatkozd nemkinetikai
kezdeti érték problémat rendeli. Masrészt viszont (39) meg-

oldasai azonosak az

e = —ges + Be + e — o6ep
s = -aes + Be

(40) ¢ = oes - Bc - yec + Sep
é = ye — bep
e

(0)=e 5(0)=so c(O)=CO p(0)=PO

kinetikai kezdeti érték probléma megoldaséanak az elsd két
koordinatara vett vetiiletével. Felmeriil tehat az a - pilla-
natnyilag nyilt - kérdés, hogy mikor, milyen feltételek
mellett, és milyen algoritmussal agyazhatdé be egy nemkine-
tikai polinomidlis differencialegyenletre vonatkozd kezde-
ti érték probléma megoldasa egy kinetikai kezdeti érték
probléma megoldéasaba. ((40) a 161 ismert Michaelis-Menten
reakcid indukalt kinetikai differencidlegyenlete, 1ld. pl.
[35; 106; 139].)

2.3.9.Kinetikai gradiens rendszerek

Végezetiil a 3. tétel alkalmazasaként megvizsgaljuk,
hogy mi a szerepiik a gradiens rendszereknek a kémiai reak-
cidkinetikaban. Ez a feladat a 2.2. pont nyelvén ugy fogal-
mazhaté meg, hogy ¢ ¥ -nek milyen részhalmazat képezi le
T (R xA) egy adott részhalmazara.
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Matematikai szempontbdl ez azért érdekes, mert a gradi-
ens rendszerek viszonylag kdnnyen tanulményozhatdk az egzo-
tikus jelenségek szempontjabdél (vagy, ha ugy tetszik: a dif-
ferencidlegyenletek kvalitativ elmélete szempontjabdél) al-
taldban (1. pl. [92, 199. old.] és specialisan a katasztré-
faelméleten beliil [63, 246. old., 169, 55. old.].)

Termodinamikai szempontbdl a kérdésnek az a jelentOsé-
ge, hogy egyes iskoldk szerint [45, 80] csak gradiens rend-
szerrel leirhatd jelenségeket érdemes tanulmédnyozni. Kérdés
tehdt, hogy az ilyen jelenségek osztalyaba milyen fajta ké-

miai reakcidk tartoznak.

18. Definicid: A

D e
I
o)

o ¢

differenciadlegyenletet (Pe F (IR My [RM) folytonos, MEMN) gra-
diens rendszernek nevezziik, ha létezik olyan VEC}(aplﬁl)
fliggvény, amellyel

P =V' (= grad V)

teljesiil. V szokasos elnevezése: potencidl.

Tovabbi eldkészitd definicidkra van sziikségiink.

19. Definicid: Az <$,7,R> mechanizmus keresztkatalikus,

ha minden (y',y)€ER elemi reakcid esetén
(1) vagy y'—yéleo:

(ii) vagy lIsupp y! £ 1, tehat

In€ NOBmES:y=nmm,



=,

ahol mm(R természetes bazisanak m-edik eleme. (V6. a 13.
megjegyzéssel.)
23. Megjegyzés: Egy keresztkatalitikus mechanizmusban

tehat nincsenolyan kémiai komponens, amelyik egy masik fo-
gyasat okozna. Semmit nem tettiikk fel a komponensek sajat
magukra gyakorolt hatésarél. - Definicidénk - legalabb is
szellemében - Osszhangban van a kémiai irodalomban elfo-

gadott elnevezésekkel, v.d. [25].

20. Definicié: Az <8, ,R> mechanizmus kanonikusan

keresztkatalitikus , ha minden olyan KE(E{Z)SXS esetén, amely-
re
(41) K(y',y) =0, ha (y',y)¢R

az <§, T ,R ,K> Osszetett kémiai reakcid indukalt kinetikai
differencidlegyenletéhez tartozdé kanonikus Osszetett kémiai
reakcidé keresztkatalitikus.

24. Megjegyzés: Ha egy mechanizmus keresztkatalitikus,

akkor kanonikusan is keresztkatalitikus, az allitas megfor-

ditasa pedig nyilvanvaldan nem igaz.

21. Definicié: Az <8, T ,R > mechanizmus gyengén red-
lis, ha minden (y',y)e® elemi reakcid esetén

(i) vagy &yc{o,l},

(ii) vagy |Isupp yl<1, tehat

dn€ lNOZ!mEg :y=nmm.
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25. Megjegyzés: Nyilvanvald, hogy

(i) az Altaléanositott rekeszrendszerek gyengén reali-
sak, és

(ii) a realis mechanizmusok (amelyek reaktans komplexe
nem hosszabb kettdnél [181, 246. old.]) egyben gyengén re-
alisak is, tovabba

(iii) a gyengén realis mechanizmusu reakcidk elemi
reakcidinak sebessége minden komponens koncentracidjanak

(kiildén) linearis filiggvénye.

16. Tétel: Ha egy gyengén realis mechanizmusu Ossze-
tett kémiai reakcid indukalt kinetikai differencialegyen-
lete gradiens rendszer, akkor maga a mechanizmus kanoniku-
san keresztkatalitikus.

Bizonyitas: Legyen <S§, T ,R > egy gyengén realis mecha-

nizmus, és tegylik fel, hogy indukalt kinetikai differenci-

dlegyenlete gradiens rendszer, és legyen 1§] =: M. Tegyik

fel, hogy a tétel kovetkezményével ellentétben létezik o-

lyan m,m'EM*; m#m' éske R+, hogy az Osszetett kémiai reak-
cidé altal indukalt

P g ¢

Qe
|

kinetikai differencialegyenlet m—edik soranak jobboldalan
tartalmaz egy —kcmcm,n alaku tagot, ahol © ¢ bizonyos,
cm—t61, és cm,—tél kiilénb6z6 indexii koordinatai hatvanya-
inak - esetleg lires - szorzata. Ismeretes [153, 10.35 Meg-
jegyzés], hogy - ha P=(P],P2,..,,PM) - P-hez pontosan ak-
kor létezik potencial, ha

BoaP = B2 (m,m'eM™).
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Esetiinkben

P le)
m m

(o]

3 ,P (ec) = —kcmn Foye 0=

kellene, hogy teljesiiljon, azaz Pm(c)—ben kellene, hogy
egy —kcin/z alaku tag alljon. Ez viszont ellentmond a 3.
tétel allitasanak. -

26. Megjegyzés: Ha egy keresztkatalitikus mechanizmus

elemi reakcidi k6zott (i) tipusu (19. definicid) elemi re-
akcidk is szerepelnek, akkor az nem konzervativ. Igy tehat
eredm2nyeink megmagyarazzak azt a [189] 31. oldalan szerep-
156 megfigyelést, amely szerint kevés alkalmazasi (kémiai,
Bkoldgiai vagy egyéb) szempontbdl redlis gradiens rendszer
van, ugyanis ha egy konzervativ mechanizmusu Osszetett ké-
miai reakcid induk&lt kinetikai differencidlegyenlete gra-
diens rendszer, akkor a mechanizmus csak az aléabbi két
osztaly egyikébe eshet:

(i) a nem gyengén redlis és nem kanonikusan kereszt-
katalitikusak kozé, vagy

(ii) az olyan kanonikusan keresztkatalitikusak kozé,
amelyek nem tartalmaznak (i) tipusu (19. definicid) elemi
reakciodkat.

A viszonyok j6l Attekinthetdk az 1. abran.

kanonikusan
konzervativ ker. kat. ker.kat.
gyengén kanonikusan gra-
realis diens '

1. ABRA
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27. Megjegyzés: A (ii) tipusba (26. megjegyzés) tartoz-

nak a szimmetrikus K matrixszal bird zart rekeszrendszerek.
Ez az allitas azért ellentétes a [24] 165. oldaléan szerep-
16vel, mert definicidink kiildnbdznek. [24] mésodik példaja
viszont egy konzervativ, nem gyengén realis, és nem kereszt-
katalitikus mechanizmusu reakcidé, amelynek indukéalt kine-
tikai differencidlegyenlete nem gradiens rendszer a mi de-
finicidink értelmében, s igy a példa allitasainkkal Ossz-

hangban van.
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3. AZ OSSZETETT KEMIAI REAKCIO SZTOCHASZTIKUS MODELLJE

Az Osszetett kémiai reakcid eldzd fejezetben ismerte-
tett globalis, folytonos idejii, folytonos allapotterii de-
terminisztikus modellje nem elegendden pontos mindenfajta
reakcidkinetikai jelenség kovetésére. Kis rendszerek ta-
nulmanyozasanal és egzotikus jelengések (instabilitas,
multistacionarités, periodicitds) vizsgalatanal esetenként
hasznosabb lehet az Osszetett kémiai reakcid szokasosan
hasznalt folytonos ideji, globalis sztochasztikus modell-
je, amely a reakcidé allapotat a valdésaghoz hivebben
diszkrétnek tekinti, és figyelembe veszi a véletlen inga-
dozasokat, tovabba inkabb &sszhangban lenni latszik a nem-
egyensulyi termodinamika elméletével [49, 8. old.; 55, 56].

Ezt a modellt elsdként Leontovics [211] fogalmazta
meg, majd elsBsorban Delbriick [43] és Siegert [158] egy-
egy dolgozata emlitendd meg. Igen jelentds volt az elmé-
let és az alkalmazasok szempontjabdél is a majdnem két tu- -
catnyi magyar szerzd hozzajarulasa a teriilethez; Rényi sok-
szor idézett [150] dolgozata volt az elsd, amely mdsodrendl
reakcid sztochasztikus modelljének teljes targyalasat adta.
Prékopa és munkatarsai [128, 129, 147] pedig az elsdk ko-
z6tt mutattak példat a sztochasztikus modell nemtrivialis
kémiai alkalmazéasaira.

Az emlitett dolgozatokban és a jelen értekezésben tar-
gyalt sztochasztikus modellen kivil masfélék is ismertek,
bar azok sokkal kisebb jelentOségiiek. Ezekrdl lasd példaul
[49] és [181] irodalomjegyzékét.

Masutt &altalaban nem szerepelnek a reakcidkra vonatko-
z0 alédbbi altaléanos allitasok, leggyakrabban csak egy-egy

specidlis Osszetett kémiai reakcidét szoktak tanulmanyozni.
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A sztochasztikus modell determinisztikussal szembeni
eldnyét illusztrdld példakat a kovetkezd fejezetben fogunk

mutatni.
3.1. A KETFELE MEGADAS ES EGYENERTEKUSEGUK

Vezessiik be a kbvetkezd jeldlést: tekintsiik az

<3,ﬂ:,(a,8),k>€Uh V-Osszetett kémiai reakcidt, és legyen

8

(1) ﬂx:= {reR; B(.,r) - al.,r) = x} (x€Z™).

Legyen tovabba
- §
(2) R':= l{ﬂx; XEZ 1.,

Nyilvanvald, hogy
(1) R*=R,
(ii)ﬂxﬂ’nx,=¢, l‘éa x,x'EZS és x#x';
(iii) u{ax; x€Z} =XR.

Feltehetd, hogy 52_0=¢ itt OEZS.

1. Definicid: Az <§,R.,(a,6),k>€v'm V-8sszetett kémiai

reakcid (indukalt) V-sztochasztikus modell je egy olyan, a
3.F.1. feltevést kielégitd &;:thR; »Nf (folytonos idejii,
iddben homogén, diszkrét &allapotteri Markov-) folyamat, a-

melyre

(3) sy o= T x0T (5,1eNT; sr0).
rEﬂ.z_J.
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2. Definicidé: Az <8, R ,(a,B),k>E\)’m V-8sszetett kémiai

reakcié indukéalt Kurtz-féle vagy kombinatorikus V-szto-

chasztikus modellje egy olyan, a 3.F.l. feltevést kielégi-
to E:QXﬂZ; *ﬂdi (folytonos idejii, iddben homogén, diszkrét
dllapotterii Markov-) folyamat, amelyre

(4) afpi= T k(n)ilg( .y (3.2ENTs i#L.)

1. Megjegyzés: A 2. Fejezettel teljesen analdg mddon

definialhat6é az FHJ-Osszetett kémiai reakcidk FHJ-sztochasz-
tikus modellje, és belathatd, hogy a két modell "dinamikai
szempontbol" egyenértékii, olyannyira, hogy a determiniszti-
kus model lekre vonatkozdé 2.5, megjegyzés jelbléseivel kife-
jezve vEUﬁ V-sztochasztikus modellje azonos m(v)EFﬁ FHJ-
sztochasztikus modelljével, illetve fE?m FHJ-sztochaszti-
kus modellje azonos ¢(f)€Uﬁ V-sztochasztikus modelljével.
Ezek alapjan a tovabbiakban csak sztochasztikus model | rd|
fogunk beszélni, és esetenként valtogatjuk a kétféle megada-
si médot.

Hasonld a viszony V-Osszetett kémiai reakcidk kombina-
torikus V-sztochasztikus modellje, és FHJ-Osszetett kémiai
reakcidk (az eddigiek alapjan kdnnyen definidlhaté) kombi-
natorikus FHJ-sztochasztikus modellje k&zott is. Ennek alap-
jan elegendd csak kombinatorikus sztochasztikus model|rd]
beszélni; ez természetesen altaldban kiilénb&zik a sztochasz-
tikus modelltdl.

Fontos észrevenni, hogy a sztochasztikus és a kombina-
torikus sztochasztikus modellben is az infinitezimdlis mat-
rix a5p elemei k&zill minden rdgzitett j esetén csak véges
sok kiilonbdzik 0-tdl.



=B

1. Tétel: Az <8,T,R, K> reakcié sztochasztikus és kombi-

natorikus sztochasztikus modellje kozott

K - S .
= 8, , : L
a.j£ an (j,L€IN 5 j#4)
pontosan akkor &all fenn, ha a reakcid gyengén realis és
csak (ii) tipusu (2.21. definicid) elemi reakcidkat tartal-
maz.

Bizonyitds: Az allitéas az 1., 2., és a 2.21. definiciéd

kbzvetlen kodvetkezménye, és azt jelenti, hogy a két modell
pontosan akkor azonos, amikor az infinitezimdlis &atmenetva-
l6szinliségek minden indexkoordinatajukban kiilén-kildn line-
arisak.-

2. Megjegyzés: A sztochasztikus modell megaddsénak (de

nem viselkedésének) kdnnyen attekinthetd szerkezete tette
lehetdvé Osszetett kémiai reakcidk k6zelitd, majd pontos
szimulalasara alkalmas altalanos program irasat [53, 54,
83; 84; 160, 161, 182].

3.2. POLINOMIALIS ES KINETIKAI UGRO MARKOV-FOLYAMATOK

Ratériink a 2.3. szakaszban téargyalt direkt-inverz fel-

adatpar analdgjanak megfogalmazasara és megoldasara.

3. Definicibé: Legyen MEIN . A 3.F.1. feltevést kielégi-

t5 £:0x R’ »oqf folyamatot polinomidlis ugré Markov-folya-

matnak nevezziik, ha létezik olyan R"€IN szam és Qs
le +RY (M,1)-polinom (lesziikitése!), hogy Vj,Lc W;I i#2
esetén 3r" (j,Z)E(R")*, amelyre

.,qR":

ajﬁ = qr"(j,ﬂ)(j)’
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vagyis, ha az infinitezimalis atmenetvaldsziniliségek megad-
hatdk elsd indexiik polinomjaként, minden indexparhoz tarto-
zik egy ilyen polinom, de az ilyen polinomok szama véges.

3. Megjegyzés: Ha r" csak argumentumainak kiildnbségé-
tol filigg, azaz létezik r" : ZM > mf, hogy

r(§,2) = r"(2-§) (J.LEBN] 34R)

akkor azt mondhatjuk, hogy a folyamat &!llapottérben infini-

tezimdlisan homogén.

2. Tétel: TetszBleges <8$,R ,(a,B),k> Osszetett kémiai
reakcid sztochasztikus modellje olyan &allapottérben infini-
tézimdlisan homogén, polinomidlis ugrdé Markov-folyamat, a-
melyre R"=R' (ahol R'-t (2) definidlja), s amelynél a
q..> (r'E(R')*)(M,l)-polinom paramétereire a 2.7. megjegy-
zés jeltléseivel (a paramétereket egy tovabbi r' indexszel

ellatva) a koévetkezdk teljesiilnek:

(‘5) Q y =1 I '=:Ir,EiNO J v=0,

157
+ 1 M . *
L r,E[R % ,E[No (16Ir,)

: VY
" 1y Lo T Ly

r

(tehat - egylitthatéi pozitivak, ha qr,#O;

(6) a.,(§) = T ¢, i,r  (jeN!)),

ier”,
r
tovabba, ha
(7) ajﬂ = g_ 4 (3%
akkor

(8) g-L

I
<<:
e
m
H
I
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4. Megjegyzés: Tartalmilag (8) hasonldét fejez ki, mint

a 2.3. tételben szerepld feltétel: ha egy komponens fogy egy
elemi reakcidban, akkor kell, hogy résztvegyen benne. Ezt
nevezhetjiik sztochasztikus nemnegativ kereszthatdsnak.

Bizonyitds: A tétel &llitésa az 1., 3. és a 2.10. defi-

nicidé kodzvetlen kdvetkezménye.-

3. Tétel: Tegyiik fel, hogy a & allapottérben infinité-
zimédlisan homogén polinomialis ugrd folyamat teljesiti a 2.
tétel feltételeit. Akkor létezik olyan Osszetett kémiai re-
akcid, amelynek sztochasztikus modellje £.

>

5. Megjegyzés: A tétel kombinatorikus sztochasztikus

modellre is igaz, megfogalmazasatdl és bizonyitasatdél - bo-
nyolultsaga miatt - eltekintiink. Az alabbiakban altalaban
vagy csak a sztochasztikus, vagy csak a kombinatorikus szto-
chasztikus modellre mondjuk ki az allitasokat.

Bizonyitds: Megadunk egy olyan Osszetett kémiai reak-

cidét, amelynek & a sztochasztikus modellje; ezt nevezhet-
jik a £-hez rendelt kanonikus reakcidnak. (A konstrukciét
a bizonyitds utan egy példan szemléltetjiik.)

Ha tehat (6)-(8) teljesiil, akkor legyen a szerkeszten-
d5 Osszetett kémiai reakcidénak M komponense: legyen $§ tet-
szbleges M elemii halmaz. Legyenek az elemi reakciodk:

¢i T8 . NIEE - *
(9) ¥i 2 yi,r,+£—3 (lEIr' r'e(R')7).
(Az allapottérbeli infinitézimdlis homogenités miatt (9) vé-
ges sok elemi reakcidét definidl, ha ezek szamdt R jeldli, ak-

kor
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Kénnyen lathatdé, hogy a (9) elemi reakcidkb6l allo Osszetett

kémiai reakcid sztochasztikus modellje éppen a megadott. -

1. Példa: Legyen M:=2, R":=2
1, ha £2-j =(1,--1)T 9
p"M(L=j) = T (j,KE[NO);
2, ha £-j =(-1,1)
g ld) = aj,dy a,05) == Biyds
(a,B,EIR+ régzitett; j =: (j],jz)EnQi).
(tehat az (5)-beli jelslésekkel I, =1, ¢,  =a, y, ]=(1,1)T;
L) 2
Ly=ly 45 =B ¥ 2=(1,1)T). Ez esetben (8) teljesiil, hiszen
b 3
ha
a0 = a,(i), akkor s-f =01,~13% & {1,1057T,
és, ha
_ : . G T i
a‘J,e_Q.2(J)’ akkor J_’e _( l,]) s (]’1) .

Alkalmazzuk a 3. tétel konstrukcidéjat a kanonikus reakcid
megszerkesztésére. Legyen 8§ := {X,Y}, és legyenek az elemi
reakcidk:

% g ¥ —Ss 33

X & Y === 27,
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3.3 AZ OSSZETETT KEMIAI REAKCIO SZTOCHASZTIKUS MODELLJERE
VONATKOZO® EVOLUCIOS EGYENLETEK

3.3.1 Az atmenetvaldsziniiségekre vonatkozdé Kolmogorov-egyen-—
letek

Az 1. definicidébdl és a 3.F.1l. tételbdl behelyettesi-
téssel kapjuk az atmenetvaldsziniiségekre vonatkozd Kolmo-

gorov-egyenleteket [181, 264. old.].

4, Tétel: Az <$,R,(a,B),k> reakcid sztochasztikus mo-

delljének atmenetvaldszinliségeire fennall:

ﬁjz(t) = % A ¥ k(r)ja<"r)Pk£(t) -
KEMN reﬂk_j
= Pjﬂ(t) B ¥, k(r)jq("r) 5
keth reR
o) k-
(10)
Bo(t) = I " ij(t) 3 k(r)ka("r) =
KEIN_ reR, .
o Pjﬂ(t) N K (r)e2(esr) ,
rERk_z
P.plB) = & (3 KENS) -
Jj& 3L % o’*
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3.3.2. Az abszolut valésziniiségekre vonatkozd alapegyenlet,

és a staciondrius eloszlasra vonatkozd egyenlet

Az 1. definiciébél és a (3.F.4) képletbdl ismét behe-
lyettesitéssel kapjuk az alapegyenletet, a 3.F.3. tételbdl

pedig a staciondrius eloszlasra vonatkozd egyenletet.

5. Tétel: Az <S,R(a,B),k> reakcid sztochasztikus mo-

delljének abszolut valdsziniliségeire teljesil [53, 99. old.],

hogy:

(11) B.(t) = T, Pplt) & k()2 esT)
- Bylt) X (r) 3207 (JEND),
rE:Q,JZ__J.

tovabba, ha a stacionarius eloszléast {nj; jENf} jeloli, ak-

kor

(12) 0= E 1, E  {epdeom!
LEN reaj_z

o

Cx. Y w(r);elesT) (;enS). -
JrEQK_j ©



-87 -

3.3.3. A generatorfliggvényre és a momentumgenerald filiggvény-

re vonatkozd egyenlet

4. Definicid: Legyen &£ egy, a 3.F.1l., feltevést kielé-

gitd folyamat az X:=D4§ allapottérrel. A folyamat generd-

torfiiggvényének nevezzik a

= J
g(z,t). Ty 2 Pj(t)

JENO

képlettel definidlt, a

P = {(z,t)ECMx[R;; lprmzl g1, mEM*}

halmazon értelmezett g fiiggvényt, momentumgenerd!lsé filiggvé-

nyének pedig a § halmazon definialt,

M(z,t)i= T exp(i 2)P,(t)
JEN
Osszefliggéssel megadott M, fliggvényt. (Talén nem okoz félre-
értést, hogy a Volpert-gréafot is g -vel jeldljik.)

Mieldtt a %—re és M-~re fenndlld egyenleteket felirnénk,
hasznos lehet részletesen megvizsgalni egy példat. A kom-
binatorikus modellre vonatkozd6 adatokat egy fels® K index-
szel kiilonboztetjik meg:

2, Példa: Tekintsik az

REY =T O X+Y —Bs 2y 3X+2Y —Yo 2X43Y

Osszetett kémiai reakcidt! Ennél
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S = {X,¥}; = {1,2,3}; x(1)=a, k(2)=8, k(3)=yv

ol 0=(1,07 «l.,2)=01,0T  a(.,3)=(3,2)T
8(.,1)=(2,00T s(.,2)=(0,)T  a(.,3)=(2,3)T
Ry _yr=01) Ry yyr={2,3} R'=2
B gu(1,-1)T = 833y = 3,{d)
Byegel=1,1)T = Py +1iyiy = 4pbd)
asp = 0 egyébként.
g N T By MRy 9 TR Ry T By 5 T T
v = A8y g = ),
Tovabba:
a : =add, =
JisFal ¥ =1 )
2k = B3 ,3,+v3, (5,71 (5,=2),(5,-1) =

Jed#(=1,1)

% 78 SN NS

5. . wd )
3YJ|JZ+2YJIJ2+(B—2Y)J

+ %A i
tehat
IT=" I§=6’ ¢T,|=a’ ¢T,2'Y’ ¢§,2_"Y’ Yy o="3Ys
by 2=3Ys b5 pT2Y, b ,=B-2Y,
vy =0Tyl =307, vh ,=0,07, ¥Y ,=(2,2)
yi,z (2,1)T, y§’2=(1,2)T, yg,z-(l,l)T.
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Legyenek a fenti® halmazon definidlt, differenciélhatd

fiiggvényeken a parcialas derivalasok operatorai al, az,,.,, aM

(és 8, ,) és jeldljik al—mal és az—mal az alabbi leképezé-

seket:
~ K K
q, * (g,,z,t) - azlzza]azg (z,t)
~ K K 3 2 "3.2 K
1, ¢ (G hz,t) ~ Bzyz,8,0,G (2,8)+vzy2,8,9,67(2,t)

A példabdol lathatd, a a, és a], valamint a a, és az kozotti
kapcsolat. A jelen keretek k&zott ezt nem érdemes altalano-

san definialni. Hasonldban, legyen

QM%,z,t) - aalazjﬁ(z,t)

2

u

g, « Wz,t) ~ a0, M (z,t)4v000 50 (2,0),
Itt a kapcsolat kénnyen megadhaté:

§, W z,0) =lq,((3,,0,) W 1 (2,1),

~ 2 Tl
qz(\H. ,Z,t) _[q2(<al,az) )J‘-](Zat).
(Most a o illetve a, jeldlést haszndltuk a megfeleld poli-

nomok operator-argumentumra vald kiterjesztettjére is.)

6, Tétel: Legyen az <8,R,(a,B),k> reakcid kombinatori-
kus (!) sztochasztikus modelljének generatorfiiggvénye qK,
momentumgenerald fliggvénye pedig ﬂF; qr,(r'E(R‘)*) pedig
legyen (6)-tal - tehat a sztochasztikus modell alapjéan -
definialva. Akkor
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K " i x{p? )y K
(13) 6M+]% (z,t)= Y *(z l)qr,(g +Z 58]
r'e€(R')
K x(r')TZ ~ K
(14) 9, N (z,t)= L [e -1)d, (W ,z,t)
rte(R')*
ahol §_, és Er, a 2. példdban leirt médon szarmaznak q_,-
bdl; x(r')EZg az r'-hdéz tartozd megvaltozaés, aM+1 pedig a

hagyomanyosan 9/dt-vel jeldlt operator.

Bizonyitas: Az allitasok skalaris esetben specialis

esetei Bailey [22, 7. fejezet] ugrd Markov-folyamatokra vo-
natkozé allitésainak. Csak (13)-at bizonyitjuk, (14) ha-

sonld médon bizonyithatéd.

J_yvel és Bssze-

Szorozzuk meg (11) mindkét oldalat z
gezziik j-re. Azonos atalakitasokat végezve kapjuk a kovet-

kezOket :

K Je
5 (g 8] = E. 298, (5} =
M+]% z jEngz J
s & ozt T pde) £ oxle)[L]
jENf EeNZ £ reR;_, al.,r)
) j . _
s Z Z k(r) ZB("r)Zj_B(.,r) .
jENg rER
* Paai ., o)eal, o) VBBl el a0
= a(.,r) j=a(.,r) _
=N en Bl tilag, ot -
o o st
= T k(r)zPleer ), Klab)
reﬂ‘ r )& aZ q Z
(.,r)paK _
- Z k(r)za(-,r)(%)a & g (Z,t) =



= Yo

(X(.,I‘)

@l oo ) (2% )pn K
) .g(R') EE dale TR ) G (2,1
r r€R (p1)
-z L,z k(r)z“(-’r)<§f>a("r)9K<z,t> -
r'€(R')" reR . K
x(r')
_ x(r')~ K
—rvg(R')*z S i
A
= Z |( ) st) =
rle(Rl)*qr g ”
_ BT L e K _

Amint a bizonyitasbd6l kitiinik, fennall a
&y ,2)
(15) 3,6 (2,8) = I k(x)(aPlesm)gnlenmdy By Gz, %)
reR, “

egyenlet is.
Egy tovabbi evolucids egyenlet talalhatdé a 4.1. tétel-

ben.

3.4, FELTETELES MOMENTUMSEBESSEGEK

[55, 73, 163] nyomadn definidljuk az aladbbi fogalmat.

\

; 5. Definicid: Legyen n:thR; »ndf egy folytonos ideji,

| diszkrét allapotterii Markov-folyamat, és legyen k€N.n k-a-
dik feltételes momentumsebessége (a j feltétel mellett, a t
idSpontban) :

D (n,3,t):= lim = E((n(.,t+t)=-n(.,%)) In(.,8)=j)

=0
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minden olyan jeuig és teﬂl: mellett, amelyre a jobboldalon
szerepld hatarérték létezik.

Kiszamitjuk egy Osszetett kémiai reakcid sztochaszti-
kus modellijére az elsd és a masodik feltételes momentumse-
bességet, mas néven a feltételes vdrhatd sebességet, és a

feltételes szérdssebességet,

7. Tétel: Legyen az <S,R,(a,B),k> Osszetett kémiai re-
akcid sztochasztikus modellje ¢, determinisztikus modelljé-
ben pedig a komponens képzddési vektort megadd fliggvény f.
Ekkor

y
—
[
~

Dl(g,j,t) = (vtE[R;,jE(Nf).

Bizonyitéas:

D (€,5,8) = Lim = E(E(.,t+1)-£(.,t)1E(,,t)=]) =

-0
oo g . _
1—_‘:1(;1';[ Zg . (E—J)a£j+o£(T)J =
LE lNo\{J}
» (=50 F  wteii®eo®) o opesy -
LENNS) reR,_.

3. Példa: Az eddigiek alapjan vilagos, hogy az
0 -2 x (re RY)

reakcidé sztochasztikus modellje egy A paraméterii Poisson-
folyamat. Determinisztikus modellje pedig az

X = A =i fox
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differencidlegyenlet. Feltételes momentumsebességei:
. . +
D, (E,j,t) = a (k€EN, jJEN_ , teR ).

8. Tétel: Legyen az <8,R,(a,B),k> Osszetett kémiai re-
akcid sztochasztikus modellje &. Ekkor minden rdgzitett
jE[Ni és tE(RZ esetén

DZ(E,J,t)z Z (B(.,r)—a(.,r))(ﬁ(.,r)-a(.,r))Tk(r)ja(-,r),
reR,

és ez a pozitiv szemidefinit Dz(g,j,t) biztosan nem pozitiv
definit, ha a sztbchiometriai tér dimenzidja kisebb, mint M
(tehat példaul konzervativ reakcidk esetén).

Bizonyitas:

Dz(gsjat) =

Lim T E((§(.,t+0)-(.,t)) 218, ,8)=j) =
>0

Tim o B (E=5 83 e e o L) =

>0 LEN A(J)

5 (B(.,r)—a(.,r))(B(.,r)_a(.’r))Tk(r)ja(.,r).
reR,

A masodik allités Dz(g,j,t) alakjabdél nyilvanvald.-

6. Megjegyzés: Felvetddik az a kérdés, hogy a feltéte-

les szdrassebesség mikor egyezik meg a szdradsnégyzet (!) se-
bességével, azaz idd szerinti derivaltjaval. A Poisson-fo-
lyamatndl fenndll ez a megegyezés (mindkettd értéke A1), al-
talaban azonban nem ismerjiik a valaszt. Az elsd momentumse-
bességre vonatkozd analdg kérdésre a teljes valaszt a 4. fe-

jezetben fogjuk megadni.
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7. Megjegyzés: Vizsgalni lehetne a sztochasztikus modell

kbzelitését olyan diffuzids folyamattal, amelynek egylittha-
61t [75;, 399. old.; 145, 413. old.] Dl és D2 adja meg. Ez-
zel azonban rendkiviil 6vatosan kell banni, mivel itt a ma-
gasabbrendii momentumsebességek altaldban - mint a Poisson-
folyamatndl is - nem nulladk, szemben a diffuzids folyamat-
tal. V.6. ezt a 4. fejezettel, illetve Kurtz eredményeivel.

8. Megjegyzés: Nyilvanvald, hogy konvervativ reakcidk

feltételes szoOrassebessége pozitiv szemidefinit, de nem po-
zitiv definit. Kérdés, hogy pontosan milyen feltételek ese-
tén lesz (bizonyos j-kre, vagy minden j-re) Dz(g,j,t) pozi-
tiv definit.

3.5. EGYENSULYI ELOSZLASOK
3.5.1, Az egycsucsusag egy elégséges feltétele

Ebben a pontban - a 4.2. szakasz eldkészitéseként - o-
lyan reakcidk egyensulyi eloszlaséanak egycsucsusagaval fog-
lalkozunk, amelyekben egy belsd komponens van, és amelyek

sztochasztikus modellje egy szililetési-haldlozasi folyamat.

6. Definicid: [138, 144, old.]: A {nj; jEENo} eloszlas

egycsucsu, ha a

T mTgs Tp=Tys Ta=T,,

sorozatban pontosan egy eldjelvaltas van, azaz

3!a€ﬂﬁo . —na<0§ To=7 (n ,:=0).

1
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Medgyessy egy tételét [138, 146. old.] &altalédnositva
elégséges feltételt adunk arra, hogy egy diszkrét eloszlas

mikor lesz egycsucsu.

1. Lemma: Tegyilik fel, hogy

+ p +

v:IN, - R és &6 :IN_ - R
olyan filiggvények, amelyekre
(16) ¥(3) + 8(3)z1  (JEIN)

teljesiil, és tegylik fel, hogy a {nj; jeudo} eloszlas olyan,
hogy

(17) nsz(j)n- (JEN).

Sup ¥ 5(J)Rj_

1

Ekkor {nj; J€E lNO) egycsucsu.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy ha aenio—ban az elosz-
las megvaltozasa elGjelet valt, akkor a-tdl kezdve monoton
cs6kken. Tegyiik fel tehat, hogy

Ekkor (17)-et felhasznalva kapjuk, hogy

T +l—6(a+l)na

-1 < 2 = =
a+2 a+l y(a+1) L

5§(a+1) 1-y(a+1)=6(a+1)
(na+l—na) y(a+1) * 5(a+l) at+l
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9. Tétel: Tegyilk fel, hogy egy Osszetett kémiai reakcid-
ban M=1, és, hogy a reakcid sztochasztikus modellje szilileté-

si-halalozasi folyamat

¢(j):=¢ , illetve p(j):= L [T
g iep® *

(JEN_35 Y€ RY; uiEIR:, iee®, LeN)

sziiletési, illetve haldlozasi aradnnyal. Ekkor a reakcid
sztochasztikus modelljének létezik egyetlen stacionarius
eloszléasa, é€s az egycsucsu.

1. Bizonyitas: A stacionarius eloszlas létezése és

egyértelmisége a Karlin-McGregor feltétel [105] teljesiilé-
sébdl kdvetkezik., A reakcid stacionarius eloszlasara a

3.F.3. tétel alapjéan:

(i8) (u(j)+¢(j))nj = u(j+1)nj+1+¢(j-l)nj_]

(x_,:=0, JEN_),

ahonnan atrendezéssel, tovabba ¢ specialis alakjat, és pu

monotonitasat felhasznalva:

B ulj+1) ¢(j-1)

55541 B+ Y- w3 2

- p(j) % % o
T3+ p(3)+e(3) j-1 u(i)+ ¢(3) °

Alkalmazva az 1. lemmat a

e — w(g) - o N
()= sy o 0 armmersy (9EING)
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szereposztassal a bizonyitandé allitast kapjuk. -

2. Bizonyitéds: Sziiletési-haldlozasi folyamatrdl lévén
sz6 (18) mellett - amint az teljes indukcidéval kdnnyen
belathatdé -

(19) wli)r; = ¢(3-1)x,_ (jEN)

is teljesiil. (19)-bdl pedig ezt kapjuk:

¢o-u(j)
J ¢ ’

O

. _ $(i=1)=p(3) _
L o T al R = "

ahonnan lathaté, hogy a

mo > J nj— nj_]

sorozatban pontosan egy elGjelvaltas van. -

9. Megjegyzés: A 2. bizonyitasbdl kitiinik, hogy 1¢CIR+

esetén a
(21) (Naj+ h(j):=¢(j-1)-n(JIER

Osszefliggéssel definidlt h fliggvény eldjelvaltasainak sza-
ma hatarozza meg {nj; jeﬂqo} csucsainak szamat, ezért az 1.

tétel altalanosabban is megfogalmazhatd lett volna.

3.5.2.Elégséges feltételek arra, hogy a stacionarius el-

oszlas Poisson-eloszlas legyen

"Tekintettel arra a folyamatos vitara, amely a kémiai
reakcidkban végbemend fluktuacidkrdl zajlik, hasznosnak tii-
nik akar csak egy vilagosan megfogalmazott eredmény is."
Van Kampen [193, 333. old.] 1976-ban leirt mondata az azbta

eltelt iddben semmit sem veszitett érvényességébdl.
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Mig egy matematikus szamara nyilvanvald, hogy Osszetett
kémiai reakcidok sztochasztikus modelljében a stacionarius el-
oszlas igen ritkén lesz Poisson-eloszlas, addig fizikusok és
fizikai-kémikusok azon lepddnek meg ([148, 782. old.; 200,
289. old.]) hogy a stacionarius eloszlas iddnként nem Poisson
tipusu. T8bben foglalkoztak ennek megmutatasaval [49,76,82,
193], de még ezek a dolgozatok is elsGsorban a Poisson-el-
0sz1astdl - mint alapvetd jelentOséglitdl - vald eltérésére
koncentréalnak.

Egyediil Whittle [197] dolgozataban szerepel elégséges
feltétel arra, hogy mikor lesz a stacionarius eloszlas
Poisson-eloszlas, de © nem pontosan a miénkkel azonos fel-
tevéseken alapuld modellt vizsgalt. Igy sziikségesnek 1lat-
szott, hogy pontosan megfogalmazott elegendd feltételeket
keressiink legalabb bizonyos reakcidosztalyokon beliil. Alabb
ismertetendd eredményeinkb®&l kitilinik, hogy &ltaldban nagyon
kevés reakcid vezet Poisson-eloszlasra: az egyes, tekintet-
be vett reakcidosztalyokon beliil az ilyenek &ltalaban egy

alacsonyabb dimenzids részsokasagot képeznek.
3.5.2.1, Egyszeri sziiletési-haldlozdasi reakcidk

10. Tétel [59]: Ha egy egyszerii sziiletési-haldlozasi
folyamatnak létezik stacionarius eloszléasa, akkor az pon-
tosan akkor Poisson-eloszlas, ha a folyamat linedris, azaz,
ha a (3.F.5) &s (3.F.7) képlet jeldléseivel ¢ _(meM*) homo-
gén linearis filggvény.

Bizonyitas: A 3.F.4. tételbdl kovetkezik, hogy ha léte-

zik stacionarius eloszléas, akkor az
i)
(22) Xy = konst (JEINM)

me&*wm(])"'mm(Jm) o
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alaku, ahol aEIRM a (3.F.8) egyenletrendszer megoldasa. Tel-
jes indukcidval lathatd, hogy a (22) eloszlas pontosan ak-

kor

3
A

(23) =x. =exp (- Z A ) 55

J mEM* .- .

i M +\M 5
(JeEMN_s Ae(R7)"; A :=pr A; meM )

alaku, ha wm(mEM*) homogén linearis fiiggvény. -

1. Kdovetkezmény: Ha egy Osszetett kémiai reakcid szto-

chasztikus modellje egyszerii sziiletési-halalozasi folyamat,
és a folyamatnak létezik stacionarius eloszléasa, akkor az
pontosan akkor Poisson-eloszlas, ha a reakcid nyilt rekesz-
rendszer. Eredménylink &sszhangban all Gans [75, 692. old.]
eredményével.

10. Megjegyzés:

(i) A tételben tehat a "szorzatformula" [108] egy
specialis esetét hasznaltuk fel.

(ii) Amint (23)-bél kitiinik, vektoridlis folyamatok e-
setén akkor nevezzilk a stacionarius eloszlast Poisson-elosz-—
lasnak, ha koordinatai fliggetlen Poisson-eloszlasu valdszi-

nliségi valtozodk.

4, Példa: A

0 —2+ X kX 2+ (k-1)%

(a,beR’, xeN)

reakcid, bar sztochasztikus modellje egyszeri sziiletési-ha-

ldlozasi folyamat, a tétel szerint altaldban nem vezet
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Poisson-eloszlasra, kivéve a k=1 esetet. Ennek a specialis
allitasnak egy masik altalanositéasaként megvizsgaltuk, hogy
azoknak a reakcidknak a sztochasztikus modellje, amelyeké
egydimenzids szililetési-halalozasi folyamat, mikor vezet
Poisson-eloszlasra. Kideriilt [187, 188], hogy csak akkor,
ha bizonyos Osszefiliggések allanak fenn a szililetési és a ha-
lalozasi aranyt megadd polinomok egyilitthatdi kdzdtt. Ekdz-
ben lényegesen kihasznaltuk, hogy az egydimenzids szilileté-
si-haldlozasi folyamatok (sztochasztikusan, &tmenetenként,
v.5. (3.F.10)) részletesen kiegyensulyozottak. Késdbb ezt

az eredményt sikeriilt vektorialis folyamatokra &ltalé&nosi-
tani a részletes kiegyensulyozottsadg (egydimenzids esetben
automatikusan teljesiild, 1ld. a 9. tétel 2. bizonyitaséat)
feltételének feltevése mellett. Ezt az eredményt ismertet-
jik most [176] alapjan.

3.5.2.2 Polinomidlis egyszeri populdcids Markov-folyamatok
11. Tétel: Legyen

ME[N;am,b,c , EN

m mim O
by € R (xE D), ERI(kE(D DY),
Opmt 1€ RS (kEC  I%)  (m, m'eM™} m#n')
és tegyiik fel, hogy ha a_ (vagy bm) pozitiv, akkor ¢m’ is
(illetve Mo is). Definialjuk a ¢m; o és ® o polinoiokat

b

* - s oy =
m,m'EM ; m#¥m' esetén a kovetkezGképpen:
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(24) ¢,(i)e= T 4y dn
ke(a )"
(o]
) .k
(25) um(Jm) = RN
ke(b )"
m O
) .k
(26) wm,m.(Jm):= o B, mde
ke(c_ )%
mm (0]

(ijINO; J indexe tulajdonképpen f&losleges!).

m
Tegyilik fel, hogy a 3.F.1l. feltevést kielégitd £:0x R; »|N§
folyamat infinitézimdlis matrixanak nullatdl kiilénbozd e-

lemeit a most definidlt polinomok adjak meg a kdvetkezo-

képpen:

(27) aj’j+em = ¢ (3 ),

(28) aj,j—em = “m(jm)’

$29) aj,j—em+em,= wmm'(jm) (jm:=prmj)'

Tegyiik fel tovabba, hogy & (sztochasztikusan, atmenetenként)
részletesen kiegyensulyozott, azaz a {nj; jehig} staciona-

rius eloszlasra teljesiil, hogy
(30) a,,%, = a,.n (j,Le NY)
J&"; y 45, [P & » o’”*

Ezen feltevések mellett a folyamat stacionarius eloszlasa
pontosah akkor
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(31) =, = exp(- L A_) Ai (jeN)
3 = i Vo
meM
alaku (ahol KE(1R+)M; xm:=prmh), ha teljesiilnek a kdvetke-

z0 relaciodk:

(32) am+1 = bm’ Cam' T LE wmm',O =05
(23] B = % g /“m,a B &
m m
a.+1

(36) o = (e _/u ) n (T

Bk R >m  k=r+l Hy

(re(a.=-1)")
(35) =0

l»lm’o

¢m,a um',a sl

(36) o_, = ¢,

m'm,]l mm',1 ¢m',a ,“m,a +1

(m,m'EM*; m<m').

Bizonyitas: A részletes kiegyensulyozottsag (amelyet

ugrd Markov-folyamatok esetében reverzibilitdsnak is nevez-

nek) esetiinkben a kovetkezot jelenti:

|

e b

(37) ¢m(jm)nj = um(jm+l)nj+ )

(38) comm.(Jm)nj = wm.m(Jm+l)n

j—e +e
J @ S

" M *
(je !No; m,m'EM ).
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(24)-(26)-ot és (31)-et behelyettesitve (37)-(38)-ba azonnal
kapjuk (32)-t. A behelyettesitéskor a két oldalon kapott

(M,1)-polinomok egyilitthatéinak Osszevetésébdl ez adddik:

(39) ¢m,0 - Am(um,o+°°°+um,am+l)
= 1 2 m+1
b ot 1 Km((o) m,1+(1)“m,2+"'+( 0 ) - +1)
m m
a_ +1
_ k k+1 m
(40) ¢m,k—l ¢m,k - xm((O)um,k+( 1 )um,k+1+ vt (am+1—k)um,a +1
a, 8. #]
¢m,a -1 q)m,a & xm(( )um,am+( 1 )um,a +])
(41) % m,a - >\rri"Lm,a +1
= '
(42) wm'm,lxm' mmm',l " (m<m').

Azt mondhatjuk tehat, hogy van egy 3} *(am+2)+(g) szamu
meM
egyenletbdl a4ll6 rendszeriink a kdvetkezd

2
M+ ) *(am+2) + 3 *(am+1) + M(M-1) = 2 . *am+M +3M
meM meM meM

szamu valtozodra:

A s e
m? um,am+]s ,U'm

(m,m'EM*).
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Tekintsiik ismeretleneknek a kbvetkezdket:

. és, ha >0 akkor s ; és
xm’ S8 B q’m,a -1 ’¢m9o’

'
m'm,l (m<m' ).

Ay kifejezhetd (41)-bdl:

A =4 /U- °

m m,a m,a_+1
m m

Nyilvanvald, hogy a fennmaraddé egyenletrendszernek létezik
egyetlen poziiiv megoldasa a ¢m,r(r€(am_l):) és Ym'm,]
(m<m'; m,m'€M ) vadltozdkban. Felhasznalva, hogy (40) fenn-
411 minden meM™ mellett, indukcidéval kapjuk (34)-et. A
A "Te és ¢m’o—ra kapott kifejezéseket (39)-be irva adddik
(35). (36) pedig egyszerii dtrendezettje (42)-nek.-—

5. Példa: A

kA(m) =laEs (k+1)A(m) (xke(a_)™)
p‘m,k+l =

kA(m) —2218 A(m')+(k-1)A(m)  (x€(e, )¥)

(m, m'eM™)

Osszetett kémiai reakcid tehat pontosan akkor vezet
Poisson-eloszlasra, ha a megfeleld sebességi allanddk &sz-
szefiiggnek, és a koztiikk fennalld Osszefiiggést (33), (34)

és (36) adja meg. Abban a specialis esetben, amikor M=1,

c,,=0, a

1 =0, a

1
¢

i ——— 2

m
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reakcidot kapjuk, amelynél a megkOtések nem jelentenek meg-
szoritast a sebességi allanddkra; ennek tehat mindig Poisson-
eloszlas a stacionarius eloszléasa.

11. Megjegyzés: Erdemes taléan kiemelni, hogy a 10. té-

telben szerepld egyszeri sziiletési-halalozéasi folyamat, és
a populacids Markov-folyamatok (lasd pl. [109]) k&zé tarto-
z0 11. tételbeli folyamat k&zotti lényeges kiildnbség abban
van, hogy az elsdnél a szliletési aranyok az allapottdl flig-
getlen allanddk. Az egyes tipusok kozotti kapcsolatokat mu-
tatja az 1. abra.

Populéacidés Markov-fo-

lyamatok
Reakcidk
sztoch,
moddelljei
Rekeszrendszerek
Egyszeri
szlil.hal.foly.

1. ABRA
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4. A DETERMINISZTIKUS ES A SZTOCHASZTIKUS MODELL
KAPCSOLATAROL

4.1 A KET MODELL IDOBELI LEFUTASANAK OSSZEVETESE

Legyen az <$,R ,(a,B),k> Osszetett kémiai reakcidban

PK(5) 1= D x()(BC.,r) - al,eN(El, Ly (GeR).

refR

(PK tehdt a kinetikai differencidlegyenlet jobboldalan al-
16 polinomhoz hasonlit, csak ugy definidltuk, hogy a kom-
binatorikus sztohasztikus modellel vald Osszevetéshez job-
ban lehessen majd hasznalni.) Legyen a reakcid kombinato-

rikus sztochasztikus modellje EK.

1. Definicié: Azt mondjuk, hogy az <$,R,(a,B),k> re-
akcid kombinatorikus sztochasztikus modellje &tlagban kon-

zisztens, ha fennall, hogy

(1) (e g5 = pXoEeX

1. Tétel: A fenti jeldlésekkel
K
(2) (2 €)' = B(P%0E®)

teljesiil.
Bizonyitds: A (3.15) képletbdl kiindulva "zm szerinti

derivalassal és z := Ly helyettesitéssel" kapjuk a bizonyi-

tandd egyenldség m-edik sorat (meM™):
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(ng};)'(t) = 05%+1 a(iM’t)
a(.,r)-e

= T r(x)(sm,r) 180T o,y

reR - =

¢ o)

0

- (535) S(;M’t)
K

B ré&f(r)(e(m,r)—a(m,r))E([E (t)]a(.,r)) -

E(fK o E;K)(t).‘
m

1. Megjegyzés: A tételt kémiailagis érdekes specialis
esetekre elstként Siegert [158, 1714. old] és Rényi [150,

87. old.] bizonyitotta be. Azbta szamos tovabbi specialis
esetét is bebizonyitottak. (Lasd errdl [137]-et. Egy spe-
cialis esetet tartalmaz [132].) - A tétel az abszolut va-
l6szinliségekre vonatkozd (3.11) egyenletbdl is bizonyitha-
£0.

Egy viszonylag altalanos esettel - amely (1) és (2)
jobboldalanak Osszevetésébdl azonnal adddik - kiildndsen

sokan foglalkoztak.

2, Tétel [83, 17. old.]: Az atlagban vald konzisz-
tenciadhoz elégséges, hogy a reakcid elsdrendli legyen, azaz
minden elemi reakcid reaktans komplexének a hossza legfel-
jebb 1 legyen.-

2. Megjegyzés: Ezt a tételt kozvetleniil - az altala-

nos 1. tételre vald hivatkozas nélkiil - Hars Vera bizonyi-
totta be szakdolgozatédban. TObben is bizonyitottdk a té-
telt rekeszrendszerekre — amelyek az elsOrendii reakcidk-
nak specialis esetei -, de eredményiiket altaldban ugy fo-
galmaztadk meg, mintha elsdrendii reakcidkra vonatkoznék
[42, 994, 01ld.; 75. 693. old.; 134, 82. old.].

“
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3. Megjegyzés: Ebbe a szakaszba is beletartozik a 3.7.

tétel allitasa, amely ugy is fogalmazhatd, hogy tetszOleges
Osszetett kémiai reakcid sztochasztikus modellje lokdlisan
(sajnos, itt a "lokalis" szd6 iddpontra, és nem helyre utal)
ugyanugy viselkedik, mint a determinisztikus modell.

4., Megjegyzés: Kurtz mindenképpen idekivankozd eredmé-

nyeit [116-127] - amelyek részletes magyar nyelvi ismerteté-
se a bizonyitasvazlatok kiegészitésével egylitt megtalalhatd
Kun A. [115] szakdolgozatdban -, valamint ezeknek Arnold
[17, 18, 20, 21] altal kimondott Altaldnositasait e helyen
csak nemformalis alakban tudjuk ismertetni.

Miutan kideriilt, hogy az atlagban vald konzisztencia
dltaldban nem teljesiil, t&bben is bizonyitottdk egyes egé-
szen specialis reakcidkra, hogy a sztochasztikus modell
termodinamikai hatarértékben megegyezik a determinisztikus-
sal. Ez azt jelenti, hogy ha a részecskék szamat és a tér-
fogatot ugy noéveljik, hogy ekdzben az egyes komponensek
koncentracidja (egységnyi térfogatra jutd darabszama) al-
landdhoz tart, akkor a két modell egymashoz kdzelit. Raa-
dasul a determinisztikus koriili ingadozéas - ezt egy specia-
lis esetben mar Delbriick [43] is igazolta - normdlis el-
oszlasu. Mas szavakkal érvényes a nagy szamok térvénye, a
centrdlis hatdreloszldstétel és teljesiil az invariancia-elv.
Ezeket az allitasokat fogalmazta meg és bizonyitotta be
Kurtz hosszu, mély eredményekre tamaszkodd cikksorozataban
[116-127] a kombinatorikus sztochasztikus modellre, és eze-
ket altalanositotta Arnold egy a diffuzidé jelenlétében vég-
bemend (tehat inhomogén) reakcidkra felirt lokalis modellre.

Eddig a sztochasztikus és a determinisztikus modell
kozti hasonlosagrél esett sz6, most egy gyakorlati példa
kapcsan a két modell k6zti kiilénbségre vonatkozd megjegy-

zéseket teszlink,
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1. Példa: A [7] és [12] dolgozatban az
E+S;-%C-L>E+P

Michaelis-Menten reakcidt vizsgdltuk az [E](0)=1 kezdeti
feltétel mellett. Ebben az igen specialis esetben a sztochasz-
tikus modell minden jellemz&je kiszamithatd, é€s ebbdl kide-
riilt, hogy a varhatd érték és a determinisztikus modell meg-
oldasa kozdtt jelentds eltérés léphet fel. Ennek a specidlis
esetnek a vizsgalatat a biokémiai gyakorlat motivalta, ugyan-
is eldfordul, hogy bizonyos enzimekbdl egy jo6l1 koriilhatérolt
térrészben (példaul egy sejtben) csak egy, vagy legfeljebb
néhany molekula van jelen. A mai kisérleti technikai szint
mellett is elképzelhetd, hogy el lehet azt a déntd fontossa-
gu kisérletet végezni, amelyben ellendrizhet®en ez és csak
ez a reakcid menne végbe és a - példaul vords vértestbe be-
zart - enzimb6l valdban csak egyetlen molekula lenne jelen.

Ezek a szamitéasok azért is tanulsagosak, mert mas bio-
kémiai jelenségek leirdsanal is (példaul nukleinsavak k&zti
reakcidkndl, hormon-receptor kd&lcsdnhatasoknal stb.) hasonld
formdlis Osszetett kémiai reakcidk szereplnek, hasonldan
extrém kezdeti feltételekkel.

Hangsulyozzuk, hogy a determinisztikus és a sztochasz-
tikus modell kozti eltérés makroszkopikusan is mérhetdvé
valhat, ha sok, egymassal azonos és egymastol filiggetlen
példanyban megy végbe a reakcid, ilyenkor ugyanis a szto-
chasztikus modellbeli varhatd érték kozelitését mérjilik.
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4,2. A KET MODELL EGYENSULYI VISELKEDESENEK OSSZEHASONLITASA

Kb6zelitd szamitasokra [141, 142] alapul az a nézet, a-
mely szerint egy Osszetett kémiai reakcidban

(i) adeterminisztikus modell egyensulyi pontjainak és
a sztochasztikus modellbdl szamolt stacionarius eloszléas
szélsdértékhelyeinek a szama megegyezik;

(ii) a determinisztikus modell egyensulyi pontjai meg-
egyeznek, vagy kozel vannak a stacionarius eloszlas szélso-
értékhelyeihez;

(iii) stabilis (vagy aszimptotikusan stabilis) egyen-
sulyi pontoknak maximumok (csucsok), instabilisoknak pedig
minimumok felelnek meg.

Meg fogjuk mutatni, hogy madr az elsd &llitas sem tel=-
jesiil [61]. Ehhez - lehet®&ség szerint - nem egyedi példa-
reakcidkat mutatunk, hanem bizonyos reakcidosztalyokon be-
1liil adunk elégséges feltételt arra, hogy a reakcidnak egy
vagy tobb (determinisztikus) egyensulyi pontja, illetve a
stacionarius eloszlasnak egy, vagy tobb szélsdértéke legyen.
A reakcidkra (illetve determinisztikus modelljiikre) vonat-
koztatva bevezetjlik az unistaciondrius és multistaciondrius
elnevezést, a reakcidk sztochasztikus modelljére gondolva
pedig az unimodalis, illetve a multimoddlis jelzdt.

Meg kell itt emlitenilink Cobb - t&bb tovabbi szempont-
bdl is érdekes - [38] dolgozatat, amelyben egymadsnak meg-
feleltetett - nem reakcidkinetikai! - determinisztikus és
sztochasztikus modellekrdl deriil ki, hogy az egyensulyi pon-
tok helye és a staciondrius eloszlas extrémumhelyei eltér-
nek egymastol.
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3. Tétel: A 3.9 tételben szerepld Osszetett kémiai re-
akcidk unistacionariusak.

Bizonyitds: A 3.7. tétel miatt ezen reakcidkban a kom-

ponens képzddési vektor az xE(RZ helyen:

f(x) = ¢(x) - p(x) =¢_ - L . u.x ,
°©  jep* *
(ahol ¢ és p a ¢ és p fﬁggvényﬁl;-ra vald természetes ki-

terjesztése). Mivel f£(0)>0; lim £ =-=; £'(x)<0 (x€R™),
+

ezért pontosan egy olyan x*Eﬂf pont létezik, amelyre
f(x*)=0.—
2. Példa: Egy mechanizmus, amelyre a fenti allitéas vo-

natkozik, az alabbi:

(3) 0O=2Xe—2Xe— ... <« QX (L€ IN).
4, Tétel: A

(4) O0==qX (a,Be RT; qeINN(1})

reakcid rodgzitett a,BE|R+ és qg€INY 1} esetén unistacionéri-
us, és létezik olyan g€(N\{1} és olyan kezdeti feltétel, a-
mely mellett multimodalis.

Bizonyitas: Az unistacionarités kdzvetleniil kdvetkezik
abb6l, hogy itt f(x) = a-pgx? (xEﬂQZ); de alkalmazhatijuk a
zérbo-deficiencia tételt is (2.F.6. tétel).

Mivel ez esetben a 3. Filiggelék jeldléseivel:

= . q .
B a. .= R(3+ €
5wy T B(Jj+q) (J INO)

ezért az abszolut valdsziniliségekre vonatkozdé alapegyenle-
tek:
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Bo(t) = aPy_ (2)+B(5+a)% P, (£)-(a+Bi®)P (2],
S ez a rendszer g szamu olyan rendszerre esik szét, amelyek
mindegyike hasonld egy szililetési-halalozasi folyamat alap-
egyenletéhez. EbbOl lathatd, hogy a staciondrius eloszlas g
szamu egycsucsu eloszlas keveréke, ahol a keverék sulyai a
folyamat kezdeti eloszlasanak tagjai. Az, hogy a keverék

Osszetevdi, vagyis a

{no,nq,nzq,...},{nl,nq+],n2q+l,9..} 5 oy {nq_],nzq_],...

eloszlasok egycsucsuak, a 3.1. lemmdbdél kdvetkezik.

Nyilvanvald, hogy példaul az elsd és az utolsd elosz-
las 0,5 - 0,5 sulyokkal vett keveréke elég nagy q esetén
tébbcsucsu lesz. -

5. Megjegyzés: Kérdés, hogy meg lehet-e adni olyan

unistacionarius reakcidét is, amely determinisztikus kezde-
ti feltétel mellett is multimodalis.
3. Példa: A

reakcid az a=39.168, B=34.64, Y=10.2, 6=1 sebességi &allan-
dé értékek mellett multistaciondrius és unimodalis.

Bizonyitas: A kinetikai differenciadlegyenlet jobbol-
dala

f(x) = —x3+10.2x2—34.64x+39.168 (xR ).
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Ennek az f polinomnak harom pozitiv gydke van, azaz a de-

terminisztikus modellnek harom egyensulyi pontja van:

A reakcid sztochasztikus modellje szililetési-haldloza-

si folyamat a

ol3) = 10.25% + 39,168 (JEN )
sziiletési és
3 3 v 5
u(j) := j- + 34.64] (JE[NO)

halalozasi arannyal. A 3.9. tétel 2. bizonyitasaban szerep-
16kh6z hasonldan itt is részletesen kiegyensulyozott a fo-

lyamat, azaz
T[j+]u(J+]) = an’(J)

teljesil, ennélfogva {nj; jEINO} maximuma ott wvan, ahol
nj+l—nj<0 eldszOr teljesiil, vagyis ahol a h(j):=¢(j)-p(j+1)
(jem%) Osszefliggéssel definidlt h fliggvény eldszdr vesz

fel negativ értéket. Mivel

=~y 23 %.57 Bhivs. 508,

h(j)

ezért, ha h jeldli h természetes kiterjesztését R;—ra, ak-
kor h(0)>0, h(1)<0, h szigoruan csdkken az [1, +=) inter-
vallumon, igy a stacionarius eloszlas maximalis tagja L |
és {nj} egycsucsu. - .
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6. Megjegyzés: Az (5) mechanizmust, - amely az elsOren-

dii fazisatalakulds legegyszeriibb kémiai modellje - Schldgl
[155] nyomdn t&bben is [103, 133] részletesen vizsgaltak. A
mechanizmus mas sebességi allanddk mellett lehet egyszerre
multistacionarius és multimodalis is, v.0. az alabbi, 5. té-
tellel.

5. Tétel: Legyen b,6€R olyan, hogy
(6) 2<6+1<b

(7) 9b4+]9b3+(21/4)b2+462(b+1)2 <

(21/2)b+23/4+66/27+(2/3)64(b+1),

legyen tovabba a (6) és (7) feltételeket kielégitd b és 6

szamokra
A(b,8) := 3(b+1),
B(b,6) &= 3(b2=1)=62,
C(b,6) := b3+3b2—b62—62—2.

Akkor azok az Osszetett kémiai reakcidk, amelyeknek sztochasz-

tikus modellje sziiletési-haldlozasi folyamat a
. .2 "
$(3) == A(1,8)57+C(b,8) (JEN )

sziiletési és

w(3) t= 3 4B(b,6) (GEN,)

haldlozasi arannyal multimodalis és multistacionérius.
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Bizonyitds: A sztochasztikus modellt ugy konstrualtuk,

hogy h-nak harom, kiilénb6zd egész intervallumokba esd pozi-
tiv gydke legyen, ahol

h(j) := ¢(j)-p(j+1) = =(j-p+6)(j-b)(j-b-6).

Ez a harom gydk b-6, b és b+6, Igy tehdt a stacionarius el-
oszlasnak két maximuma és egy minimuma van.

Annak megmutatasahoz, hogy f-nek, ahol
. 3 2 :
f(x) := ¢(x)-p(x) = -x"+Ax"-Bx+C (x€IR)

harom pozitiv gydke van, elég bebizonyitani, hogy f(0)>0,
f'(x)<0, ha —xeﬁl+ és, hogy f diszkrimindnsa negativ [74,
90. old.; 168, 195. o0ld.]. Az elsd két &llitds trivialisan

igaz, a harmadik bizonyitasahoz legyen

p(b,8) := B(b,é)—A(b,é)z/B,

0(b.6) = -L2/27)A(b,8) +(1/3)A(b,8)B(5,6)B-C(b,8)-
Ekkor

508, 8) = =B =b6B=4,

a(b,86) = =3(b+1)(2b+1),

Igy tehat a diszkrimindns (ha ezt D(b,8)-val jelsljiik):

D(b,5) = 9b*+19b34(21/4)b2+462(b+1)2=(21/2)b-23/4 -

- 56/27—(2/3)64(b+1),

és ez lathatdan mindig negativ, ha (6) és (7) teljesiil.-
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7. Megjegyzés: A b-re és é6-ra vonatkozd feltételek nem

a lehetd legélesebbek, de nem is tul szigoruak, példaul b:=52

és 6:=50 teljesiti ezeket.

Végilil szeretnénk vazlatosan ramutatni arra, hogy hogyan
hasznalhatd ki a két modell egyensulyi viselkedése k&zotti
kiilénbség a sebességi allanddék meghatarozaséara. Pontosabban,
Billingsley [ 30 ]-ban ismertetett eredményei alapjéan [178,

180 ]-ban megmutattuk, hogy mig altaldban egy reakcid deter-
minisztikus egyensulyi pontjanak megmért értékébdl csak a
sebességi allanddk bizonyos fliggvényei szamithatdk ki, ad-
dig a sztochasztikus modellnek megfeleld fluktuacidk méré-
sébdl minden sebességi allandd értéke mindig becsiilhetd.
[57]-ben foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy az ehhez sziik-
séges pontos mérések milyen mai médszerekkel és elsdsorban

milyen kémiai és biokémiai rendszerekben végezhetdk el.
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5. ALKALMAZASOK

Meglepd lehet egy ilyen mértékben az alkalmazasok felé
iranyuld dolgozatban egy kiilén, ilyen cimi fejezet beikta-
tdsa. Pontosabban néhany olyan kivalasztott feladat megol-
dasat targyaljuk, amelyek nem {(vagy nem csak) matematikus
diploméval rendelkezd kollégakkal vald, mérési adatok fel-
dolgozasat célzd egylttmiikodés kdzben vetddtek fel. Itt nem
a vizsgalt problémak lényeges részének megoldasat mutatjuk
meg - az egyes helyeken utalunk arra, hogy ezek hol wvannak
leirva - hanem a hagyomanytél eltérden megfogalmazunk és
megoldunk egy-egy olyan feladatot, amelynek megolddsa mar
matematikai szempontbdl trivialis, bar esetenként esetleg
eldremutatd. Ugy gondoljuk azonban, hogy ezeknek az ismer-
tetése - rendkiviili gyakorisaquk és a megfogalmazdsukndl
fellépd nehézségek miatt tanulsagos, elarul valamit az alkal-

mazott matematikusi tevékenység hatterérdl.
5.1. EGY IMMUNOLOGIAI PELDA

Immunreakcidkban a szervetbe jutdé idegen anyag, az
ugynevezett antigén és a semlegesitésére védekezésiil terme-
18d6 el lenanyag, vagy antitest jatssza a f6 szerepet [78].

Az antigén (&) és az ellenanyag (B) kdzoétti kapcsolo-
dast egy specialis esetben bizonyos feltételek mellett, a
kdvetkezd Osszetett kémiai reakcid irja le (lasd ezekrdl pl.
[114] és [132]).
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G +% =— §¢®
63 + 8 == 4B,
G,B + B == 4B,
6By * B == 4B
G:B, + B == G,
G3d; + B FH— G,B,
G,3; + B == §,3,
G + g # G P
%, * 4 # G2™,
GBr + G o= G5B,
G485 + G =5 G438,
G5 * G T GuBs
G:B, * G # G.8,

Ilyen tipusu modellek Steensgardtdl és munkatarsaitol
szarmaznak [162]. Kulics J. kiszamitotta ilyen tipusu reak-
cidk deficienciajat specialis esetekben [114], Hars V. pe-
dig szimulalta ilyen reakcidk sztochasztikus modelljét, il-
letve numerikusan meghatdrozta az indukalt kinetikai kezde-
ti érték probléma megoldasat kiilonb6zd kezdeti feltételek,

illetve sebességi allanddék mellett.
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Kiildn&sen érdekes volt az egyensulyi koncentracidék meg-
hatarozasa. Megmutatjuk, hogy a szokasos - igen er®sen kor-
latozd feltevések esetén egy specidlis esetben az egyensulyi
pont meghatdrozasa egy egyvaltozdés polinom gySkhelyének meg-
hatarozasara vezet, s igy kis zsebszamoldégép segitségével
elvégezhetd. Az ebbdl szamolt eredmények viszont jé tajékoz-
tatast nyujthatnak a bonyolultabb esetekrdl.

Ha a Q} és P utan eldforduld komponenseket eldfordula-
£2,...,I

suk sorrendjében X -nek nevezziikk, és egyensulyi

1 10

koncentracidéjukat g-vel, b-vel, xl—gyel, & a T XIO_Zel jeldl-
jliik, akkor ezekre az aldbbi algebrai egyenletrendszer all
fenn:
0 = -agb+Bx1—agxl+[3x3—cxgx2+6x4
—agx4+Bx6—agx5+Bx7—agx7+6x9—agx8+8x]O
0o = —agb+Bx]—abx1+6x2—abx3+5x4
—abx4+Bx5—abx6+Bx7—abx7+Bx8—abx9+Bx]0
0 = agb—Bx]—abx]+Bx2—agx]+Bx3
0 = abx]~Bx2—agx2+Bx4
0 = agx]—Bx3—abx3+Bx4
0 = agxz—Bx4+abx3—Bxa—abx4+ﬁx5—agx4+ﬁx6
0 = abxa—Bxs-agx5+Bx7
0 = agx4-8x6-qu6+8x7
0o = agx5—6x7+abx6—Bx7—abx7+5x8—agx7+8x9
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0 = abx7—Bx8—agx8+BxlO
0 = agx7—6x9—abx9+8x10
0 = agx8—8x10+abx9—8xlo
go = g+x]+x2+...+x10
bo = b+x]+x2+..,+x10

A Steensgardt6l szarmazd (és a részletes egyensuly elvének
teljesililésével egyenértékii) felteves szerint a %‘b kompo-
nens egyensulyi koncentracidja Kg bJ (K:=a/B a disszocia-
cidés allandé). Részletesen tehat

2 g ngb, - 2. 2

™
1}
~
g
o'
d
s
1}
~
[bje]
o)
-
»
]

Xg = Kg™b , x7= Kg ™", Xg = Kb 5 %s S Kg'b™ 5 %
Mindezek felhaszndlasaval kapjuk, hogy

go=g+KgbC1+b+g+gb+gb2+gzb+gzb2+g2b3+g3b2+g3b3)— F{&:b

e F(b,g)

Feladatunk most mar a

g, ™= F(g,b) B, = P(be)

)

egyenletrendszer megoldaséaban all. Ez a go=bo esetben tovabb

egyszerilisédik, ekkor ugyanis g=b, és a megoldandd egyenlet:

g, = Flg,e).
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A K disszocidcidés allandd kiilonb6zd konkrét értékei mellett
ezt az egyenletet numerikusan megoldva valdban olyan érté-
keket kaptunk, amelyekhez a megfeleld kinetikai kezdeti ér-
ték probléma megolddsa konvergalt az idd novekedésével.

A feladat k&zeli rokonsdgot mutat a [28] 163. oldaléan
ismertetettel: ott egy normal-paraffin-szénhidrogéneket tar-
talmazd kétfazisu ideadlis rendszer egyensulyanak kiszami-
tasi mdédjat irjak le. Azt a tényt, hogy az egyenletrendszer
két egyenletre redukdldédik, ott ugy fejezik ki, hogy a

rendszer szabadsagi foka 2.

5.2. EGY GYOGYSZERKINETIKAI PELDA

[149]-ben azt vizsgadltuk, hogy a szalicilsav-transz-
port kinetikajat hidrofil és lipofil karakteril felliletaktiv
anyagok hozzédadasa hogyan médositja egy harom rekesszel le-
irhatd rendszer esetén. Ezen vizsgalatok kezdeti fazisaban

felmeriilt az a lehetGség, hogy az

k k
B e el B 1B

mechanizmus viselkedését azonos kezdeti feltételek, és val-
toz0 sebességi allanddk mellett lehetne a koncentracié6-idd
gdrbék metszéspontjaval jellemezni. A (hibaval terhelt) ki-
sérleti gbrbék alakja latszdlag nem zarja ki ezt a lehetOsé-
get, megmutatjuk azonban, hogy az (1) modell érvényessége e-
setén ez a jellemzés nem haszndlhatd, ugyanis a harom gorbé-
nek nincs k6z0s pontja.
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1. Tétel: Az (1) mechanizmus minden kl és k26ﬂ2+ sebes-
ségi allandd esetén olyan, hogy 13tEIRZ: a(t)=b(t)=c(t),
feltéve, hogy az A, B és C komponens mennyiségét a,b, il-

letve ¢ adja meg, és

(2) a(0) =: ao€R+; bo=co=0.

Bizonyitds: (1) indukalt kinetikai differencidlegyenle-

te

e
1]
|
b
o

C'e
]
P
o
|
b
=2

Ekkor a (2)-(3) kezdeti érték probléma megoldasa:

-kt
a(t)=a.oe , b(t)=kaote ,

c(t)=a (l—e_kt—-kte_kt), te [R+.

o o

Az a(T)=b(T) egyenldség fenndllasabdél T=1/k és a(T)=b(T)=ao/e
kovetkeznék. Masrészt c(T)=aO(e—2)/e és e-2#1, igy tehat a

harom gérbe nem metszheti egymast egy pontban.
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B/ kl#k2

Ekkor a (2)=-(3) kezdeti érték probléma megoldasa:

k -k.t -k.t
ale) = g e P8, BlE) mote—n (& © & =)
o . k. -k o 2
27
-k .t -~k .t
k2e I k]e 2 i
c(t) = a (1- Foa b e ) s te[Ro.

Az a(T)=b(T) egyenldség k =2k1 esetén nem teljesililhet. Te-

2
gyiik fel ezért, hogy k2#2k1. Ekkor a kivant egyenl&ségbdl

T = {1og[(2kl-k2)/k,]}/(kl—k2>

es k]
2k -k, K.-K
1
a(T) = b(T) = a_ (——2) ?
o k]
kovetkezik. De ugyanekkor
5 g
- = 2k -k, k.-kK
e(T) = a_ [= fﬁ <2k; 2y kklk ( kk f2)% 27,
B RNy 1 27 1

Ez viszont az eldzdkkel csak a kl=k2 esetben egyeznék meg,

amit itt kizartunk.-
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1. Megjegyzés: "T=="-ben sem metszheti egymast a harom

gbrbe, vagyis az egyensulyi megoldads harom koordinataja sem

lehet azonos.
5.3. EGY NEUROBIOLOGIAI PELDA

Szamos egyéb neurobioldgiai alkalmazas mellett - ame-
lyek a szinaptikus attevddés matematikai modellezésével all-
nak kapcsolatban, lasd [50, 60] - foglalkoztam a kvanti-
tativ elektronmikroszkdépia egy problémajaval is.

[86]-ban és [185]-ben patkanyok kisagykérgében talal-
hatd Purkinje-sejteken vizsgdltuk a szinaptikus tiliskék sza-
manak iddbeli valtozasat 6 és 720 nap k&zdtt. A tiiskék sza-
mat megadd gdrbe kvalitativ elemzésébdl is kitiint, hogy ezt
két, bioldgiailag jol interpretalhatd gbrbe: egy maximumon
atmend, és egy telitddési gbrbe Osszegére érdemes felbonta-
ni. A maximumon atmend gbrbét kezdetben - reakcidkinetikai
analdgidk hasznalhatdésaganak reményében - az eldzd szakasz-
ban targyalt reakcidé B komponense koncentracido-idd gbrbéjé-
nek szerettiik volna tekinteni. Igy azonban sehogyan sem si-
keriilt az a s k, és k, paramétereket ugy megvalasztani,
hogy a szamitott b fliggvény jol illeszkedjék a mérési pon-
tokhoz. Ennek oka az volt, hogy a mérési pontok tulsagosan
meredeken haladtak, mig két exponencialis filiggvény kiilénb-
sége nem lehet akarmilyen meredek. )

2. Tétel: TetszOleges olyan a,B,s,tEﬁ{+ szamok esetén,

amelyekre a#p, s#t teljesiil, hogy

—as —-ps
g, P

e
(4) e—at_e—Bt S

+|n
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B

Bizonyités: Legyen e %=:A &s e P=:B. Akkor a bizonyi-

tandd egyenldtlenség (feltéve, hogy A>B) ezzel egyenértékii:

ifa® - B¥Y z sla® - BY)

Atrendezve

(53 5% - ga® « 8% ~ aBF.

Ez utdbbi egyenldtlenség pedig kovetkezik abbdél, hogy a
[0,1) x> tXS—SXt=:f(X)E[R

bsszefliggéssel (s azért igy, mert A,B < 1!) definidlt f
fliggvény szigoruan monoton ndvekvd, amint azt egyszeri filigg-
vényvizsgalat mutatja. Hasonldan bizonyithatd az allitéas
A<B esetén is.-

2. Megjegyzés: A gyakorlat vetette fO6l1 tehat inverz

feladatok egy tovabbi csaladja tanulmanyozasanak sziikséges-
ségét: Adott tipusu filiggvények kozilil melyek azok, amelyek
tekinthetdk adott tipusu reakcidk indukalt kinetikai diffe-

rencidlegyenlete megoldasanak?

5.4. HORMON-RECEPTOR KOMPLEXEK ASSZOCIACIOS ALLANDOJA
MEGHATAROZASANAK HIBAJAROL

A [8, 9, 10] dolgozatokban Aranyi P. megmutatta, hogy
a hormon-receptor komplexek asszocidcids allanddjanak szo-
kdsos meghatarozasi médja - a legkiilénbdzSbb mechanizmusok
esetén - hibas eredményt ad, amennyiben a kisérletet tul-
sdgosan kordn fejezik be ahhoz az id&ponthoz képest, amely-
ben az egyensuly mar elértnek tekinthetd. Meghatarozta az
ebb81l eredd hibat, és ramutatott, hogy a szokdsos Scatchard-
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féle abrazolasi méd [154] nem fedi fel, hogy az egyensuly-
tdl még tavol vagyunk. Eljarasanak elsd lépése az volt, hogy
az egyes mechanizmusok kinetikai differencidlegyenletét vagy
megoldotta, vagy a mechanizmusokat elsdrendiiekkel helyette-
sitette, és ezek kinetikai differencidlegyenletét oldotta
meg, vagy a kvazistacionarius koncentracié elvének alkalma-
zasa utan kapott egyenletet oldotta meg. Ezutan rendszerint
a megoldast az exponencidlis filiggvény hatvanysoranak elsd
néhany tagjat felhaszndlva meghatarozta a mért asszociacids
dllandd (ily médon becsiilt) értékének és a valddi asszocia-
cids allanddénak az eltérését.

Itt a legegyszeriibb példan bemutatjuk egy - tetszdle-
ges mechanizmus esetén alkalmazhatdé - &ltaldnos mddszer
b5tletét, amely

- nem hasznalja fel a kinetikai differencidlegyenlet

megoldasanak explicit alakjat;

- nem alkalmazza a kvazistacionarius koncentracid el-

vét;

- hibaja tetsz®legesen csbkkenthetd (s ekdzben a sza-

molads nem valik tulsdgosan bonyolultta).

k

(6) R+R==HB (k,,5_ eR™)
k
-1

reakcid esetén meghatarozzuk az
a(t) := b(t)/n(t)r(t) (teR))

képlettel definidlt asszocidcils fiiggvénynek nevezett filigg-

vény eltérését a Ka:=k]/k_l asszociacidés allandd értékétdl,

ahol a #® ,R és 8 komponensek koncentraciéjat h, r és b ad-

ja meg. A (6) reakcid kinetikai differencidlegyenlete:
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h = -k hr+k_,b
(7) r = -khr+k_ D
b = k hr-k_ b.

1 1

Figyelembe véve a szokasos
(8) n(0)=H r(0)=R ©b(0)=0 (H,ReR™)

kezdeti feltételeket, a (7)-(8) kezdeti érték probléma meg-
oldasanak harmadik komponense a Taylor-sor mddszerrel [194,

13. old.] igy k&zelithetd:

blt) = bl0)+bl0)E4D(0It%/2 + o(£2) =

leR

2

k HRt - (k R+k Htk_ )tz+o(t2),

1
igy tehat az asszocidcids fliggvény:

b(t)

a(t) = L(t)r(t)

klt[l—k]t/Z (H+R+1/Ka)]

l—k]t(H+R)+(klt)2/2 [H(H+1/K_)+R(1/K_+4H+R)]

£

ami R<<I/Ka esetén megegyezik a [8] dolgozatban szerepld
(10) képlettel.

A tovabbiakban elsGsorban olyan biokémiai szempontbdl
fontos mechanizmusok részletes vizsgalata lenne érdekes,

amelyekre a fent emlitett szokasos mdédszerek nem alkalmaz-

hatodk.
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1. FUGGELEK: Jeldlések

Itt felsoroljuk azokat a jeldléseket, amelyek vagy
nem tulsdgosan elterjedtek, vagy esetleg csak a jelen dol-
gozat céljait szolgaljak. A tdbbi jeldlést, illetve a je-
1561ések megvalasztasaval kapcsolatos allaspontunkat ille-
tden a [81, 111, 112, 186, 195] dolgozatokra utalunk.

ER! létezik egyetlen
IHI a H (itt altalédban véges) halmaz szamossaga
6?5 (a Kronecker-szimbdlum) :=2-1{i,j}!, A tetszo-

leges nemiires halmaz; i,j€EA (altalaban nem ir-
juk ki A-t)

N* := {n€Ni1snsN}, Ne N tetszdleges
N: = N*U{O}, NE!NO tetszdleges
F(axB) = {xeAxB; x fliggvény}; A,B tetszBleges nem-

iires halmaz

A tovabbiakban - ezen 1. Fiiggelék végéig - legyen MEN tet-
sz8leges r&gzitett szam.

pr_ :RM +R az m-edik koordindtara t&rténd vetités
(mEM*)
" a standard bazis m—-edik eleme, tehéat prm,(em)=
*
6mm' (m,m'eM )
1 ¢= L e
o meM” ®

a<b (asb), ha prma<prmb (prmasprmb) (meM™ ) ; a,bE[RM



dg a

a®b

sign A
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ERMXM,ha a,e(RM és pr_a=a

0 ...0a ey )
m
(dga)b

(sign a..) *, ha AeR

ij'i,JEM

*
meM

*
pr _a = a_ , pr _a =a_ (meM™)

m

MxM

Am +M M P
: és
n a ™, ha aE(IRO) aE[No

) s Ny, e meRT,

¥ W Cgll Vs (B B4

NEN

: s . N M
T T (1m—3m—1),ha iza; 1,a€NO

* *
meEM J_Ea
m m

0 eéyébként
~

[i];, ha iemf

az ﬂlM—beli vektorokbél &l116 Z halmaz linearis

burka

{XERM; Il xIl <e}, €€ R+
{XEINI;I; 0sxs<e}, e:ENI(\;1

Lebesgue-mérték RM mérhetd

részhalmazain
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2. FUGGELEK: A determinisztikus modellre vonatkozd
alapvetd tételek

Ebben a 2. Fliggelékben bizonyitds nélkiil k&zdljlk a
determinisztikus reakcidkinetika néhéany alapvetd, az elo-
zO0ekben sokat idézett tételét. Az allitasok megértéséhez

sziikségesek a 2. fejezet definicidi.
1. Tétel: [205, 354. old.]: Legyen az <8§,R,(a,B),k>

Osszetett kémiai reakcid indukalt kinetikai differencial-

egyenlete:
¢c=Poc 5
és tegyiik fel, hogy c(0) = DE(U{+)S. Akkor

c(t)e(RY)S (teD ). -

2. Tétel: [205, 355. old.]: Legyen az <8,R,(a,B),k>
bsszetett kémiai reakcid indukalt kinetikai differencial-
egyenlete:

¢ =Po c 5
és tegyilk fel, hogy c(0) = De((R:)S. Akkor

c)e(RHS  (teD ). -

1. Definicidé: Az <8,R,(a,B),k> Ssszetett kémiai reak-

cid V-grafjaban az m€§ csucs kdzvetleni| megeldzi az reR
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csucsot, ha a(m,r)EMN . Analdg mdédon: az reER csucs kézvetle-
nil megel&zi az m€Y csucsot, ha B(m,r)EN.

A tovadbbiakban azt a feltevést tessziik, hogy minden R-
beli csucshoz 1létezik &t kbzvetleniil megeldzd §-beli csucs.
Ez kémiailag azt jelenti, hogy minden elemi reakcid végbe-
meneteléhez sziikség van valamelyik komponensre, azaz min-
den reaktans komplex kiilonb&ézik az lres komplextdl, masszod-

val kizarjuk példaul az

O+ X+Y

elemi reakcidt.

2. Definicid: A V-graf aciklikus, ha nincsen benne ira-

nyitott kor.

3. Definicidé: Az <8,%,(a,B),k> Osszetett kémiai reak-

cid G V-grafijanak Q’ aciklikus részgrafja R-ut, ha min-
den csucsként tartalmazott R -beli csuccsal egyilitt az abba
befutd élt is tartalmaz:za. gf-nek m€S kezdeti csucsa, ha
nem fut bele 9’—ben haladd él.

4. Definicid: Az <8,R,(a,B),k> Osszetett kémiai reak-

cidéban az me8 csucs R-elérhetd SAcS-bES‘IJ ha létezik olyan

%sz—ut, amelynek Osszes kezdeti csucsa So—ban fekszik, és

amely csucsként tartalmazza m-et.

3. Tétel: [205, 356-357. old.]: Legyen az <$,R,(a,B),k>
Osszetett kémiai reakcid indukalt kinetikai differenciile-

gyenletének egy megoldasa ceF(RxRY) &s legyen

8. {meS§; cm(0)>0},

>
n

{m€EE; m nem R _c1érhetd Sn—bél}a
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Akkor

(i) ha m€eX, akkor cm(t) = 0 (tE&DC);
(ii) ha me8\x, akkor cm(t)>0 (te.‘Dc).

Az elérhetfség vizsgalatadhoz, és a 3. tétel bizonyita-

sdhoz érdemes a V-graf csucsaihoz indexet rendelni.

5. Definicid: Tekintsiik az <§ ,R,(a,B),k> Osszetett ké-

miai reakcidt és legyen So régzitett halmaz. Legyen

-

0, ha mESo, és

i(m)
i(r) := 0, ha minden r-et kdzvetleniil megeldzd S-beli
csucs indexe 0.
Tegyiik fel, hogy az s-nél kisebb indexeket mar kiosztottuk.
Legyen ekkor

i(m) := s, ha m még nem kapott indexet, és |étezik m—-et
kbzvetlenil megeldzd, s-1 indexii R-csucs;
i(r) := s, ha r még nem kapott indexet, é&s minden r-et

k&zvetleniil megeldzd S-csucs indexe s-1.
Az eljaras végén index nélkiil maradd csucsok indexe legyen

4o,

1. Lemma: A fenti jeldlésekkel i(m)<+= pontosan akkor,
ha m So—bél R -elérhetd. - _

Most egy, a kinetikai differencidlegyenletek megoldasa-
nak értelmezési tartoméanyara vonatkozd &allitashoz fogunk el-

jutni.

2. Lemma: [99, 113. old.]: Egy reakcidszimplex akkor és
csak akkor korlatos, ha az Osszetett kémiai reakcid konzer-

vativ.-



=1 33=

3. Lemma: Legyen a c filiggvény az <&,TR ,K> reakcid in-
dukalt kinetikai differenciadlegyenletének a c(0)=D kezdeti
feltétel mellett vett megoldasa, és legyen a mechanizmus

sztbchiometriai tere S. Akkor
c(t)e(D+S)N(RY) (teD,).-

4., Tétel: Konzervativ Osszetett kémiai reakcid indu-
kalt kinetikai differencidlegyenlete megoldasanak érték-
készlete korlatos halmaz, s igy értelmezési tartomanya a
teljes (R; intervallum.-

A kinetikai differenciadlegyenletek megoldaséanak "sza-
balyos" viselkedésére vonatkozd elégséges feltételek kdvet-

keznek.

5. Tétel: [205, 365, old.]: Ha az <$,R,(a,B),k> &ssze-
tett kémiai reakcid V-grafja aciklikus, és az &altala indu-

kalt kinetikai differencialegyenlet:

(1) ¢ =Po e ,

(i) Dc = IR;, le,c korlatos halmaz;

(ii) nem létezik (1)-nek nemnegativ periddikus megolda-

sa (eltekintve a trivialisaktdl);

s T £ . . %*¥ * .
(iii) létezik 1lim ¢ =: ¢ , és ¢ (1)-nek egyensulyi meg-
oldéasa; %

(iv) minden c¢ nemnegativ egyensulyi megoldas megoldasa

az

k(r)s2l.sr)

}
o

(red,)
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egyenletrendszernek;
(v) létezik olyan MeR ¥ alland6, amellyel

©

[ 1e_1<M (mey).

& m

Meglehetdsen érdektelen lenne, ha csak aciklikus V-
graffal rendelkezd Osszetett kémiai reakcidkra vonatkozd
dllitast tudnank kimondani, ugyanis nemhogy a reverzibilis, de
- mint k6nnyen belathatdé - még a gyengén reverzibilis reak-
cidk V-grafja is tartalmaz irédnyitott kort. Az 5. tétel (i)-
(iv) allitdsa azonban madr akkor is teljesiil, ha csak azt
tudjuk a mechanizmusrdél, hogy szemikonzervativ, tovabba ér-

vényes az alabbi allitas:

4. Lemma: [205, 361. old.]: A fenti jeldlésekkel: ha §
aciklikus, akkor a mechanizmus szubkonzervativ.

Véglil kimondjuk a zérd deficiencia-tétel néven emlege-
tett allitast:

6. Tétel: [65, 71, 94, 98, 99]: Tegyik fel, hogy egy
mechanizmus deficienciaja 0. Akkor
(i) ha a mechanizmus nem gyengén reverzibilis, akkor
nem létezik pozitiv egyensulyi pontja az indukalt kineti-
kai differencialegyenletnek;
(ii) ha a mechanizmus gyengén reverzibilis, akkor tet-
szb0leges pozitiv sebességi allanddk esetén
- minden pozitiv reakcidszimplexben létezik egyet-
len egyensulyi pont;
- minden egyensulyi pont relative lokalisan aszimp-
totikusan stabilis (arra a pozitiv reakcidszimp-

lexre nézve, amelyiknek ez a pont eleme);
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- az indukalt kinetikai differencialegyenletnek
nem létezik nemtrividlis (azaz pozitiv koordi-
natakkal birdé ponton a&tmend) periddikus megol-
dasa.-

A 6. tétel altalanositasaira és az ujabb eredményekre

vonatkozdéan az [66, 69, 70] Osszefoglaldkra utalunk.
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3. FUGGELEK: Ugrd Markov-folyamatokra vonatkozdé alapvetd

definicidk és tételek

Kisérletet teszlink arra, hogy a lehetd leggazdasago-
sabban 6sszefoglaljuk az ugrd Markov-folyamatokra vonat-
kozé eredményeket, mindenekeldtt [37] és [101] alapjan.

A tomdrség itt néhany esetben sziikségszeriien bizonyos pon-
tatlansaggal fog egyiittjarni.

Legyen (Q,%,P) valdésziniliségi mezd, legyen P teljes,

X legyen egy megszamlalhatd (azaz véges, vagy megszamlal-
hatdéan végtelen) halmaz, (X,X) olyan mérhetd tér, amelyre
ViEX {j}E¥ teljesiil. Legyenek j,LE X;j#/L esetén az ajzeﬂlz

szamok tetszdlegesek.

1. Feltevés: Tegyiik fel, hogy €:Qx|R; -X olyan (foly-
tonos ideji, iddben homogén, diszkrét allapotteri Markov-)

folyamat, amelynek

poo(t) :=P(e(t)=L1£(0)=3)  (j,Lex; teR})

adtmenetvaldszinliségeire valamilyen éelRf—szal he[0,6) ese-

pjz(h) = ajzh + oz(h) (j,L€X; J#L)
p.:(h) = 1- T 8.l * 0(h) (JEX)
Jd ﬂEX\{j} .Jz J
teljesiil, ahol
lim o _(h)/h=0, oJ.(O) = () (jEX)

h-0 J
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Ekkor fennallnak a kdvetkezdk:

1. Lemma:

(1) lt) == (pjﬂ(t))j,ZEX (tEﬁlg) standard, vagyis
11 wp CBY = s k0) = 6. i ,LEX) ;
L TR BE = Bl = By (LS

(ii) rogzitett £ mellett j-ben egyenletesen
lim p.,(h)/h = a, (3. LEXs J#8),
h-++0 J€ i€

tovabba az
Q. 1= = ¥ 8. (jeX)
J pexn(;) 3¢

jeldlés bevezetésével

1im (p..(h)=1)/E & =844
hos 99 JJ

igy tehat a folyamat A infinitezimdlis mdtrixa:

A= lasp) & pex i

(iii) a folyamat konzervativ, azaz minden jE€EX esetén

% a.p = 0 es a..€|R+.

Lex 9
(A legutolsd allitast itt ugy szokds kifejezni, hogy 8y
véges valds szam: Osajj<+w. Masképpen azt is mondjék, hogy
VjeX a j allapot stabilis.)



-138-

1. Tétel: Az atmenetvalésziniliségek kielégitik a

Kolmogorov=-féle |. és Il. egyenletrendszert:
P(t) = AP(t) P(t) = P(t)A

a
BLOY = KB pd s ey =% B

kezdeti feltétellel.

Bizonyitds: Az 1. lemmédbdl kovetkezik, lasd példaul
[5; 123=-124: old.y 37; 224. old«j 79, 329. old.; 101; 252~
253. old.¢ 171, 101-1p2. o6ld.]: ~—

1. Megjegyzés: A Kolmogorov-egyenletekre vonatkozd

kezdeti érték probléma megoldasa altaldban nem egyértelmi.

Ha létezik olyan K€ I.R+, amellyel

(1) sup -a..<K

fennall, akkor létezik egyetlen k&z8s P megoldasa a két
egyenletrendszernek, amely atmenetvaldsziniliségnek tekint-
hetd, azaz P(t) minden tEﬁ{: esetén sztochasztikus matrix
és kielégiti a Chapman-Kolmogorov-egyenletet.

2.Tétel: [101, 254. old.]: A folyamat

Pi(t) = P (g(t)=5) (jex, teR])

Osszefiiggéssel definidlt abszolut valdsziniliségeire, fenn-

all, hogy
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Pj(t) = kgx Pk(O)pkj(t) (j€X)
tovabba
t -
(2) Pj(t) = Pj(O) + kgx Pk(O)é KEX pkﬁ(')aﬁj (jEX),-

2. Megjegyzés: (2) alkalmas - altalaban teljesiild -

feltételek esetén még az alabbi alakokra hozhaté:

g 7
(3) Pj(t) = Pj(O) + zgx é Pz(.)azj (jeX),

(4)-et allapotegyenletnek, vagy alapegyenletnek ("master"-
egyenlet) szokas nevezni. Erdekes, hogy ezen alakjanak bi-
zonyitédsa sehol sem szerepel, (mig a Kolmogorov-egyenlete-
ké igen!) absztraktabb formadja megtaladlhatd példaul itt:
[33, 23. old., 199, 239, old.]. Ez azért is meglepd, mert
az alkalmazasokban ez az egyenlet fordul eld a leggyakrab-
ban. Osszetett kémiai reakcidk sztochasztikus modelljénél
ez azért nem okoz gondot, mivel az A matrix minden soraban

csak véges sok elem kiilbozik 0-to6l.

3. Tétel: {n.€|R+; JEX, Y. m.=1} staciondrius elosz-
. J R JEX
lds (azaz, ha
Pj(O) = n,vjex, akkor Pj(t) =%, VJGXVteﬂ{:) akkor és csak

akkor, ha

. ®pa,. =0 ( jeX)
gex * 40

teljesil.—
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Ismertetijiik Whittle egy eredményét, amely bizonyos
specidlis, az 1. feltevést kielégitd folyamatok staciona-

rius eloszlasanak létezésére és alakjara vonatkozik.

4, Tétel: [197]: Legyen MEIN, és legyen &:Qx]P\;-»{NI:I

egy olyan, az 1. feltételt kielégitd folyamat amelyre

() & = v
J;J+em m?
(6) LTI woo (3 ),
m
(7) J.j—e_+e_, - xmm'wm(Jm)’
an = 0, K"j#oa te , em'_em’
ahol
5 3 E(R+' . L :
m® *m®> “mm' of Im T PTpd

0O; m, m'EM”

5 : = . 4
és @m.[No »lRO olyan fliggvény, amelyre wm(o)

2 B3
= (xmm')m,m'EM
tézimdlis matrixszal bird folyamatokat egyszeri sziletési-

sztochasztikus matrix. (Az ilyen infini-
haldlozdsi folyamatoknak nevezziik.) Ennek a folyamatnak
akkor és csak akkor létezik egyetlen stacionarius eloszla-

sa, ha a

(8) (u_ + Loghoada, — Lok g 8, = Vo (meM™)

egyenletrendszernek (amely altalaban sokkal kevesebb egyen-

letbdl all, mint a stacionarius eloszlasra vonatkozd) léte-
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zik véges valdés szamokbdl allod {am;mEM*} megoldasa, amely

egyértelmi, és amelyre teljesiil, hogy

a <A konvergenciasugara := p(A ), (mEM*), ahol
m
_ n
A (z) == ¥ z7/¢ (1)e (2)...0 (n)
nEﬂqo

(zeC , lzl<p(Am)),
és ekkor a {nj; je[Nf} stacionarius eloszlast a

(9) L¥ := konst, - aj/ mZM* [mm(l)...@m(jm)]

képlet adja meg. Az egyensulyi eloszlasra teljesiilnek a

v, + T A 0,3+ 1T 'B(5) =

(mEM*)

(10) = [n, + X dJe (5 IPC5)

R LA ML SRR =(m'§M*vm‘)P(j)

Osszefliggések (amit ugy is mondhatunk, hogy a folyamat
sztochasztikusan atmenetenként részletesen kiegyensulyozott),
(Itt tetszdleges f;ﬂdg - R és meM®  esetén

Tmf(j) ym f(j+em).)
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