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Disszertaciom az 1977-ben megirt és megvédett egyetemi dok-
tori dolgozatom atirt, javitott, kissé bdvitett valtozata. A
dolgozat atirasanadl tekintetbe vettem a doktori dolgozat oppo-
nenseinek, Dr. Cz&h Laszlodonak és Dr.Kdésa Andrasnak észrevétele-
it és javaslatait, tovabba N.N.Kraszovszkijnak, és munkatarsa-
nak, A.V. Krjazsimszkijnak e disszertacidém alaptételérdl irott

dolgozatomhoz fiizdtt megjegyzéseit.






BEVEZETES

Dolgozatunkban N-személyes Banach és Hilbert tereken lezaj-
16 késleltetett és nem késleltetett differencialjatékok exisz-
tenciaproblémaival foglalkozunk. A témavalasztas jelentdségének
jobb megvilagitasa érdekében eldszor a differencialjatékok ku-
tatasainak néhany jellegzetességével foglalkozunk, irodalmi hi-
vatkozasok nélkil, hiszen ezek bOségesen megtalalhatdk a jaté-
kok torténetének leirasaban.

A differencialjatékok kutatasi eredményeinek zome kétsze-
mélyes jatékokhoz kapcsolodik. Az N-személyes jatékok kutatéasa
az 1970-es évek elejével indult meg. A kutatasi eredményeket 1lé-
nyegében két csoportba sorolhatjuk:

1. Jellemzést ad a jatékban fellépsd peremértékfeladatok meg-

oldasaira.

2. Az emlitett peremértékfeladatok megoldhatdésagat vizsgal-

Jias

Mint ezt a differencidljatékok torténeténél lathatjuk, a
kétszemélyes és az N személyes jatékok kutatdsainak elsd lépése-
it az 1. csoportba sorolhatjuk. Ennek okat kdnnyen megérthetijik,
ha arra gondolunk, hogy a variacidészamitasban példaul mennyivel
kdnnyebb az extremalis palyakat jellemezni,mint a megfeleld op-
timumfeladat megoldasnak létezését bebizonyitani.

Amellett, hogy az N-személyes jatékok kutatasa nem nagy
multra tekint vissza, a 2. csoportba tartozdé minGségi problémak
vizsgalatat az is neheziti, hogy itt elkeriilhetetleniil koopera-
tiv minGségi jatékok problémai keriilnek eld, és ez a probléma-
megfogalmazast igen szerteagazéva teszi, és elbonyolitja. Ez
magyarazza, hogy N = 2 esetben minSségi problémdkkal foglalkozd
dolgozatok konkrét feladatokkal foglalkoznak, de legalabbis spe-
cidlis dinamikaju jatékokat vizsgalnak.

A két és N-személyes jatékoknal talalkozunk azzal a tdrek-
véssel, hogy absztrakt tereken is vizsgaljuk Oket. A jatékokkal
modellezett gyakorlati problémaknadl ugyanis gyakran jatszanak

szerepet véletlen tényezdk, és ilyenkor sokszor igen kézenfekvd



- so6t szilkkséges - a fazispont helyett valdsziniiségi valtozot
vizsgadlni. De absztrakt tereken lezajldé jatékokhoz vezetnek a
parcidlis differencialegyenletekkel megfogalmazhatdé jatékok is.

Témavalasztasunknak e rovid torténeti hattérrel vald indok-
lasa utédn nézzik meg réviden a dolgozat felépitését és az ered-
ményeket:

A O0.§-ban az N-személyes differenciadljatékokat, mint spe-
cidlis N-személyes klasszikus jatékokat definialjuk. Az N-sze-
mélyes minSségi jatékokat pedig az N-személyes differencidlja-
tékok egy specialis osztalyaként adjuk meg, ami lehetdvé teszi,
hogy a klasszikus kooperativ jatékok mintadjara vethessiink fel
az egyébként elég nehezen kezelhetd problémakat.

Dolgozatunk célja, mint ezt mar lattuk, exisztenciaproblé-
mak vizsgalata. A fellépd peremfeladatok megoldasanak létezésé-
hez a peremtdl és helytdl fliggd feltételeket kell szabni a ja-
ték dinamikajara. Miutan az altalaban varidcids mbdszereken a-
lapuld sziikséges feltételek olyanok, hogy ha létezik az adott
problémanak megoldasa, azt egyértelmiien jellemzik, kézenfekvd
ezekbOl kiindulni. Mi az irodalomban talalhaté szamos mddszer
kdzlil Kraszovszkij lokdlis stratégivalasztasat vessziik alapul
([16]). A mbébdszere, ha van megoldas, azt megadja. Mi azonban
azt is szeretnénk tudni, hogy az adott cél érdekében elég jo e
a médszerrel hozott déntés, varhatdé-e a megoldas létezése.
Ezért az adott pontban hozott ddntést mindsitijlik, és azt mond-
juk, hogy ha tudtunk az adott cél szempontjabél elég jo dbntést
hozni, akkor e feladat szempontjadbél fodlényben vagyunk a tdbbi
jatékossal szemben. E mindsités alapijat az képezi, hogy a szb-
banforgé médszerben egy az adott ponthoz tartozdé funkcional
nyeregpontja lesz a jo stratégiavalasztas. Hogy ez elég e a
"nyeréshez", vagyis koOzelebb visz e a célhoz vagy sem, ezt a
funkcionadlnak nyeregpontjaban felvett értéke alapjan dontjilik
el. A dolgozatban vizsgalt négyféle alapfeladatnak megfelelden
négy ilyen f&lényfogalmat vezetiink be az 1l.§-ban, és ezek kap-
csolatainak vizsgalata mellett itt vezetjiik be a stratégiak lo-
kalis megvalasztasi szabalyat is.

A 2.§-ban azt tételezzik fel, hogy egy tartomadny minden

pontjahoz megadtuk a pont egy kdrnyezetében a célunkhoz "jdnak




mindsitett" stratégiavalasztasi szabalyt. Azt a kérdést vetjiik
fel, hogy mely feltételek mellett adhaté meg minden ponthoz egy-
értelmiien e lokalis stratégiakkal 6sszhangban levd globalis
stratégivalasztasi szabaly ugy, hogy barmely kezdetiértékprob-
lémanak legyen megoldasa? Irodalombdl is ismert, hogy ez alta-
laban nem lehetséges. Szeparabilis Banach - terek esetére meg-
fogalmazunk egy feltételt, és egy mdédszert is adunk a "szaba-
lyos" halmazok bevezetésével a fenti probléma e feltétel mel-
letti megoldasara. Az egyértelmiiség elejtésével azonban adunk
két moédszert, amelyek minden olyan esetben alkalmazhatdék, ha a
lokalis stratégiak értelmezési tartomanya nyilt. A szabalyos
halmaz fogalmdhoz hasonlét Brunovskij vezet be [51]-ben talal-
haté dolgozataban. Az itt talalhaté jellemzéseket és konstruk-
cidkat azonban nem emliti.

A 3.§-ban bemutatott alkalmazasoknal azt mutatjuk be, hogy
ha az 1l.§-ban definidlt "mindsitd" feltételek teljesiilnek a ja-
tékban szerepld peremértékprobléma célhalmazanak hatarpontjaira,
akkor az 1l.§-ban megadott mbédszerrel felépitett lokalis straté-
giavalasztasi szabalyokat &sszefiizve a 2.§-ban megadott mdédsze-
rek kozilil a megfeleldvel, a megfeleld feladat megoldhatd (azaz
az elfutas, vagy elfogéds megvaldésul). Ennek jelentSsége kettds:

1. Exisztencia problémaknal nehéz kérdés, hogy hol kell k&-
vetelményeket tamasztani? Itt e kérdésre egyszerii va-
laszt adunk: elfutdshoz elegendd a célhalmaz perempont-
jait vizsgalnunk, elfogasnal pedig a hatarpontok vizs-
galata biztosithat olyan kornyezetet, ahonnét kiinduléd
jaték biztosan elfogassal végzddik.

2. A peremen koénnyen ellendrizhetd-e a feltétel? Erre is
igenld valaszt adhatunk, kiiléndsen Hilbert tereken és
véges dimenzibés tereken. Természetesen ugy értve e va-
laszt, hogy a dinamikat leird egyenlet bonyolultsagatdl
eltekintiink.

A bebizonyitott két alaptétel jelentSsége az, hogy lehetd-

vé teszi a palya egy becslése, mint informdcid alapjan az elfu-
tast illetve elfogast a megfeleld feltételek teljesiilése esetén.

Ezt a dolgozatban csak a késleltetett informacidju jatékokra
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hasznaltuk fel, de lehet&séget ad mas esetekben pontatlan infor-
macidé melletti "nyerés" biztositasara.

A Hilbert terekre vonatkozd eredmények jelentdsége az, hogy
konvex célhalmazok esetén tisztadn csak a folénnyel megadhatdk a
mar emlitett elfogasi-elfutdsi feltételek. Banach terek eseté-
ben a terek geometriaja miatt még konvex célhalmazokra is geo-
metriai jellegii megszoritdsokat kell tenni. Az adott feltételek
élességét mutatja az utolsd két tétel, amely szerint ugy késlel-
tetett, mint pedig nem késleltetett informaci6éju esetben bizo-
nyos konvex célhalmazok mellett az elfutdsra adott feltétel
szilkséges és elegendd. Ehhez hasonldé eredményeket véges dimen-
zids esetben Lagunov érte el, de specialis dinamika&ju rendszer
feltételezésével, és csak egyidejli informacidé mellett.

E szilkséges és elegendd feltételnek érdekessége abban all
még, hogy azt bizonyitjuk be, hogy ha a K koalicidénak nincsen
meg a késleltetés nélkili elfutashoz a folénye, akkor az INK
(T6bbiek csoportja) koalicidé szamara van olyan kiinduléas, hogy
még késleltetett informacid mellett is célhoz ér. Ha pedig a K
koalicidénak nincsen meg a késleltetett informacido melletti el-
futashoz sziikséges folénye, akkor az INK koalicido szamara van
olyan kiindulas, hogy egyideji informacidé mellett biztosan cél-
hoz ér.

Végiil pedig a vazolt numerikus eljaras jelentdségére hiv-
juk fel a figyelmet, amelynek a konvergencidjat biztositjak a
§. alapfeltételei, és igy mindegyik fent emlitett esetben alkal-
mazhatd és ha a megfeleld elméleti tétel szerint egy feladat
megoldhato, akkor az adott numerikus eljaras egyuttal a felada-
tot meg is oldja.

A Hilbert tereken konvex célhalmazokkal megfogalmazott prob-
1émahoz még azt tessziikk hozza, hogy ezek a feladatok mar maguk-
ba foglaljdk a klasszikus kétszemélyes 1i1dozési elfutasi jaté-
kokat is.

Ezuton szeretnék kOszdnetet mondani dr. Koésa Andrasnak
dolgozatom elkészitésében nyujtott tamogatasaért és értékes ta-

nacsaiért.
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A DIFFERENCIALJATEKOK TORTENETE

A differencidljatékok problémakdre az 1940-es évek végén
kezdett kialakulni. A téma elsd dolgozata R.Isaacs nevéhez fii-
z6dik és 1951. november 17-én jelent meg (Rand Report, P-257,
Games of Pursuit). E dolgozatban szerzdje még nem hasznalja a
differencialjaték elnevezést és mint maga irja [7] dolgozata-
ban, tartalmaz elemi hibakat.

Az 1950-es években sziiletett eredmények zOmiikben zart kdz-
leményekben jelentek meg. A differencialjaték elnevezés is eb-
ben az id&szakban alakult ki és R. Isaacs-t6l szarmazik. Ezzel
magyarazhatdé, hogy a jatékok problémakdréhez tartozd kiilénbbdzd
feladattipusokat nem kiilonb06zd cikkek sorozatabdl szokas idéz-
ni, hanem R. Isaacs 1965-ben megjelent konyvét tekintjik kiin-
duladsi irodalomnak (1ld. |[6]). A szerz® ebben Osszefoglalja ko-
rabbi proébalkozasait és szép rendszerben sok megoldatlan megfo-
galmazott problémat ad kdzre természetesen sajat eredményei
mellett. A kdnyv nagy jelentdsége abban all, hogy a differen-
cial jatékoknak szinte valamennyi jellegzetes sajatossagat be-
mutatja.

A differencialjatékok tovabbfejlddésére igen nagy hatast
gyakorlé masik jelentds esemény Pontrjagin - Boltjanszkij -
Gamkrelidze - Miscsenkd 1962-ben megjelent [37] miive volt. E
konyvben szerzdi optimalis vezérléselméleti problémdk megolda-
sara adtak modszert maximumelviikkel, &thidalva a Bellman-fiigg-
vénnyel kapcsolatos differencialhatdésagi problémakat. Ez az e-
redmény a differencidljatékok elméletének is elsd Aatiitd modsze-
re volt, hiszen a vezérléselmélet mint egyszemélyes differen-
cialjaték, a téma egy fejezetét képezi.

Az egyszemélyes jatékok optimalis megoldasara kidolgozott
ut a kétszemélyes jatékoknal mindkét fél szamdra elfogadhatd
- optimalis - stratégiaparok keresésére iranyitotta a figyel-
met. A két jatékos ellentétes céljat ilyenkor ugy fejezziik ki,
hogy egyetlen célfliggvényt adunk meg, melyet az egyik jatékos
maximalizalni, a masik pedig minimalizalni akar. Az olyan jaté-

kokat, ahol mindegyik jatékoshoz tartozik egy kifizetdfiiggvény,
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amely kifejezi az illetd jatékos nyereményét az Osszes jatékos
stratégiavalasztasanak fiiggvényében, kvantitativ jatéknak nevez-
ziilk. Ha pedig két személyes jatékok esetében a két jatékos kifi-
zet6figgvénye egymasnak minusz egyszerese, ekkor antagoniszti-
kus O-Osszegi jatékrol beszéliink. E jatékok megoldasanak elsd
probalkozasai a dinamikus programozas Bellman egyenletének két-
személyes jatékoknal megfeleld Isaacs-Bellman egyenlethez vezet-
tek, amely R. Isaacs 1965-ben megjelent mar emlitett [6] k&nyvé-
ben is megtaldlhatd, természetesen igen egyszerli olyan példak
kiséretében, amelyeknél az egyenletnek nincsen a médszer alkal-
mazhatdsadgahoz sziikséges egyértéki sima megoldasa. A Bellman -
egyenlet problémainak feloldasaban oly sikeres maximum-elv ana-
l6gjaként felvetdddtt egy maximum-minimum- elv feldllitasanak
gondolata az "idG-optimum" illetve egy altalanosabb probléma e-
setében. Az egyik elsd ilyen eredmény 1962-ben a [17] dolgozat-
ban jelent meg és a [37]-re tamaszkodik.

Maga Pontrjagin is ezen az uton indult el [30] dolgozata-
ban. Idevaqd eredményeit [31] dolgozatadban zarja le, egy egysze-
ri mellékelt példaval, melyre az -altala kidolgozott, akkor legal-
taldanosabb médszer nem alkalmazhato.

Hamar kiderilt tehat, hogy a vezérléselméletben kidolgozott
leghatasosabb mbédszerek is igen mérsékelt sikerrel alkalmazhatdk
a differencidljatékok problémainal. Némi magyarazattal szolgal
azonban, hogy addig, mig egy optimumfeladat legalabb ct-optima-
lis megolddsadhoz elegendd, hogy a kdltségfunkcional felilrol
korlatos legyen, optimum létezéséhez pedig elegendd, hogy a
funkcional értelmezési tartomanya valamilyen értelemben zart le-
gyen (és természetesen az értelmezési tartomany ne legyen ires),
egy min-max feladat megoldhatésagahoz az szikséges, hogy a kolt-
ségfunkcionalnak nyeregpontja legyen. Ha ilyen van, a funkcio-
nalnak e pontban felvett értékét nevezziik a jaték értékének.
Konnyli példat mutatni arra, hogy a jatékban nincs mindkét fél
szdmara elfogadhaté kompromisszum. Mindkét fél szamara elfogad-
haté szitudcid olyan stratégiapart jelent, amelynél mindkét fél
biztos lehet abban, hogy ha a nyeregpontot jelentd stratégiapar
ot ili«ts komponensét valasztotta, a masik félnek érdeke a ma-

sil ‘oaoponens valasztasa. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy kolt-
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ségfiiggvény tulajdonsagai alapjan informaciét nyerhetink a ma-
sik jatékos valasztasardl és ennek az a feltétele, hogy a ja-
téknak legyen értéke.

Ha azonban nincs a jatéknak értéke, valamilyen feltevéssel
kell élniink a masik fél valasztott stratégiajarol. Az egyik szo-
kdsos ilyen feltevés szerint minden t idSpontban ismertnek té-
telezziik fel a masik jatékos valasztasat valamennyi t', t' < t-
re. A megengedett egyenldséget annak hatareseteként értelmez-
hetjlik, hogy kisebb késéssel nyeriink informaciét az ellenfél-
r6l, mint az rélunk. Gyakorlati szempontbdl természetesen erdo-
sen vitathatd ez a feltevés, mint ezt R.Isaacs megjegyzi a mar
emlitett [7] (1974-es cikkgylijtemény) dolgozatédban, mégis még
ugyanabban a cikkgylijteményben igen neves szerzd (Pschenichnij)
él azzal a feltevéssel, hogy az ellenfél stratégiajat egy kis
intervallumon eldre ismeri. Ez is mutatja, hogy nem k&nnyl a
szbbanforgd kisegitd feltevést ugy megvalasztani, hogy a kapott
matematikai modell kezelhetd is legyen és jatékot modellezzen.

A fenti feltevés mellett az a feladatunk, hogy adott pe-
remfeltétel megoldasadahoz vezetd stratégiapart adjunk meg, alta-
laban optimalitasi kritérium nélkiil. Ez a jatékokkal modelle-
zett gyakorlati problémaknak azt a jellegezetességét tiikrdzi,
hogy els®Gdleges kérdés a peremfeltétel megoldasa (azaz az adott
cél elérése), és csupan masodlagos az optimdlis elérése. E meg-
gondolasok vezettek a mindségi jatékok fogalmanak kialakulasa-
hoz, ahol a jaték célja az adott peremfeltételek teljesitése.

E fejtegetések mintegy tiikdrképét adjadk az 1964-65 évet
kovetd 4-5 éves iddszak kutatasainak.

A mar emlitett - 1966-ban megjelent - (311 dolgozataban
Pontrjagin ramutatott a min-max elven alapuld variadcids mdédsze-
rek korlataira. Egyuttal felmeriilt az igény uj mdédszerek keresé-
se irant. Az utkeresés jelentds a&llomasat jelentette Pontrjagin
1967-es Los angelesi utja, melynek soran t8bb elBadast tartott
eredményeirdl kiilénb6zd amerikai varosokban (1d. [£333). A tovabb-
haladashoz sziikséges 18kést ezen utja sorédn E.Pollakkal a Berk-
lini egyetem professzoradval folytatott beszélgetés adta. Polak

kifejtette, hogy véleménye szerint a linedris jatékok problémait
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minden addigin&l &ltaldnosabban lehetne megoldani, a linearitas
felhasznaladsaval. Ez azért volt igen figyelemre méltd, mert a
{31] dolgozat fiiggelékének ellenpéldaja egy igen egyszeri line-
aris jaték volt, masrészt [32] dolgozataban a [31] dolgozat nem-
linedris médszereit prdobadlja linearis jatékokra altalanositani.
Amerikai utjat kodvetden (1d. a (33] dolgozatok ) linearis jaté-
kokkal foglalkozik. Az elfogast targyalja, de nem variacids
moédszerekkel, hanem a linearitas felhasznalasaval. Dolgozatai-
ban azzal a feltevéssel él, hogy az elfogd jatékos stratégiava-
lasztasdhoz ismeri az ellenfél valasztasat az adott iddpilla-
natban, vagyis informacidés folényben van. Bar masodik dolgoza-
tanak modszere "optimalis" megoldast ad az "idGoptimum" fela-
datra, nem tOrekszik optimalis stratégiakra, csupan az elfogas
idSpontjara ad felsd korlatot.

Pontrjagin dolgozatdt szamos linearis jatékokkal foglalko-
z0 dolgozat kdvette. Ezek egyrészt az allandd eqylitthatds eset-
re kidolgozott mbédszert igyekeznek altaldnositani valtozoegyltt-
hatdés linearis rendszerekre, masrészt az elfogasi iddvel, mint
funkcionallal megadott mennyiségi jatéknak probaljak a nyereg-
pontjat meghatdarozni. Pontrjagin mdédszerét altalanositja
Nyikolszkij 1969-ben megjelent [21] dolgozataban.

A linearitast Pontrjagintdol eltérden felhasznald két utat
kell kiemelniink, melyek egyuttal az elfogasi iddre vonatkozo
minimax problémat is megoldjak. Az egyik ut Psenyicsnyij nevé-
hez fiizddik, (1d. [(38]), és konvex iranyitasi tartomanyok fel-
tételezése mellett médszere konvex halmazoknak hipersikkal va-
16 elvalaszthatbésagan alapszik.

A masik médszer Kraszovszkijtdl és munkatdrsaitdl szarma-
zik. Az ide kapcsoldéddé dolgozataik (1d. pl. [8]) eredményeit
és a mbédszert Kraszovszkij 1969-ben megjelent (9] kdnyve fog-
lalja &ssze. A mbédszer lényege, hogy geometfiailag keresi meg
az elfogd jatékos szamara azt a 8 célpontot valamely 1 id6pont-
ban, amellyel az elfutd jatékost legjobban megkbzelitheti annak
barmely stratégidja mellett. (Ez valdéjaban egy min-max feladat
geometriai megoldasat jelenti.) E P, pont optimalis elérése pe-
dig Pontrjagin maximumelvét alkalmazza. Kdnyvében sok alkalma-

zast mutat be.
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1969-ben jelent meg Pontrjaginnak és Miscsenkoénak [341 dol-
gozata, amelyben bebizonyitanak egy elfutdsi tételt linearis
jatékokra. Ez volt a differencidljatékok tdrténetében az elsd
ilyen altalanos elfutasi tétel. A dolgozat mbédszere ezuttal is
a linearitason alapszik, nem hasznal optimalitasi kritériumo-
kat. A t-beli stratégiavalasztasnal ismertnek tételezi fel az
ellenfél stratégiajat minden t' - t id&pontban. A mdédszert
Pontrjagin t&bb lépésben tovabbfejlesztette, eredményei a ma-
guk nemében egyediilalloak.

A mennyiségi jatékok megoldasat jelentd nyeregpont létezé-
sének kérdésénél felmeriilt nehézségek természetesen nem csupan
a mindségi jatékok iranyaban terelték a kutatasokat, hanem sza-
mos szerz® a nyeregpont létezésének kérdését vizsgalta. Mint
emlitettik, ez a kérdés a linedris jatékok kutatdéit is foglal-
koztatta.

Az egyik kifejezetten a jaték értékével foglalkozd dolgo-
zat Petroszjan nevéhez fiiz6édik, aki geometriai kényszerek mel-
lett vizsgalja meg a jaték értékének létezését nemlinedris ja-
tékokra (1d. [24]).

Itt kell megemlitenilink A.Blaquiere, F. Gerard és G. Leitman
(48] kbnyvét. Elsd felében a szerzdk a nyeregpont meghataroza-
sanak variacidés mbédszereivel foglalkoznak. Egyrészt sziikséges,
masrészt elegendd feltételt adnak az optimalis palyak létezé-
sére. Utobbiakat a "szakadasi feliiletek" vizsgalata utjan ad-
jak azaltal, hogy feltételeket adnak az Isaacs-Bellman mddszer
szamara rossz esetek kizadrasara. A konyv masodik fele kétsze-
mélyes mindségi jatékokkal foglalkozik. Mdédszerének lényege az,
hogy a jaték alaphalmazat harom részhalmazra bonthatjuk: Az e-
gyik azon pontok halmaza, ahonnét az elsd jatékosnak van olyan
stratégiavalasztasa, hogy az ellenfél barmilyen valasztasa mel-
lett célt ér. A masodik jatékos szamara is megadhatunk ilyen
halmazt, végilil e két diszjunkt halmazt valasztja el a harmadik.
Természetesen mindegyik halmaz lehet lires. A kdnyv azt az ese-
tet vizsgalja, amikor az elvalasztd halmaz feliilet, amelyet
egy folytonosan differencidlhatd filiggvény O nivofeliileteként

jellemzhetlink. A mi egy tObbéves kutatasi peridédust foglal &sz-
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sze, amit a benne taldlhatdé irodalmjegyzék tanusit, részben
bsszefoglald, bevezetd jellegi.

Még egy fontos utat kell megemlitenilink ebbdl az id&szak-
bél. Varaya Pr. [44] dolgozataban 1967-ben dinamikus rendsze-
rekkel leirt jatékok egy osztadlyara bizonyitja be, hogy a ja-
téknak létezik értéke. Ugyancsak a jaték értékével foglalkozik
1969-ben megjelent [49] dolgozata. A dinamikus rendszerekkel
valo megkdzelitésben az a fontos pozitivum rejlik, hogy az egé-
szen konkrét differencialjatékok vizsgalatatol kiinduléast je-
lent altalanosabb vizsgalatok iranyaba.

Médszerében érdekes Petrovnak 1970-ben megjelent dolgoza-
ta, aki az iddtartanot felosztva részintervallumonként adja
meg ": - optimalis" stratégiait, majd ¢ - O mellett belatja,
hogy ezek limesze nyeregpont-stratégia.

Petroszjan egy dolgozatara hivjuk fel még a figyelmet, mi-
eldtt az 1970-es évekre attérnénk. 1970-ben jelent meg a [27]
dolgozat, és nem teljes informacidés jatékokkal foglalkozik.
Dolgozatdban a mar emlitett informdcids problémanak azt a megol-
dasat vitatja, jogos-e egy adott t id&pontban a stratégiavalasz-
tashoz az ellenfél ezen iddpontbeli stratégidjanak a felhasznéa-
lasa. Dolgozata jatékelméleti modszereken alapszik és feltln-
nek a kevert stratégiak, amelyeknél a jatékos véletlen tdrvény-
szeriliségek alapjan valaszt stratégiat. A kevert stratégiakhoz
kapcsolddik még Smoljakov [41] dolgozata.

A 60-as években szamos kutatasi iranyzat alakult ki és az
1970-es évekre felmeriilt a kutatasi eredmények Osszefoglalasa-
nak, rendszerezésének igénye. Ennek eredményeképpen iranyitas-
elméleti és optimalizadlassal foglalkozé konferencidkon megjele-
nik a differncialjatékok ©6nallo témaja.

Az 1969-es nizzai konferenciarél kiemeljilk a differencial-
jatékok témakdrének képviseldjeként Pontrjagin nevét. A szerzo
itt az elfutdsrdl sz0616 linearis jatékokra vonatkozd eredménye-
it ismertette, melyek a mar emlitett [34] dolgozat eredményei-
nek tovabbfejlesztései. Egy masik fontos lépcsdt jelent
Kraszovszkijnak itt megjelent dolgozata. Tovabb folytatja geo-
metriai jellegii vizsgalatait min&ségi jatékok esetében. Lattuk,

hogy a min&ségi jatékok koradbbi médszerei azon alapultak, hogy
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a7z eayes jatékosok szamdra "jo6" kiindulasi pontok halmazat al-
kalmas differencialhatdé fliggvény nivoéhalmazaival jellemezhetijiik.
(Ld. (48]), és ilyenkor e fliggvény gradiense segitségével felal-
litott lokélis min-max elv alapjan valaszthatjuk meg stratégi-
ankat. Kraszovszkij is megfogalmaz egy lokalis min-max elvet,
melyhez azonban nem szilikséges az emlitett sima filiggvény létezé-
se. Ezzel részletesebben Kraszovszkij kodnyvénél foglalkozunk
majd. (A fenti dolgozatok megtalalhatdék a [14]-ben.)

Ugyanebben az évben rendezték meg az elsd differencialja-
tékokr6l sz616 nemzetkdzi konferencidt Massachusett egyetemén
Amherstben (1d. [50]). E konferencian mar megjelentek a végte-
len dimenzids tereken megfogalmazott konvex-konkav jatékok, és
alkalmagasaik parciélis differencialegyenletekre. Ezek az ered-
mények Bensoussan nevéhez fiizGdnek.

1970-ben két szimpdzium is foglalkozott differencialjaté-
kokkal. Az egyik a wvarennai hatéas-ellenhatas matematikai mo-
delljeivel foglalkozd nyariiskola, a masik pedig az American
Automatic Control Council-nak a Georgia Institut of Technology
atlanti intézetében tartott 1970 évi szimpbziuma.

A varennai nyariiskola kiadvanya szerkezetileg négy rész-
re bomlik (1d. [51]). Az elsd részben 6t neves szerzd Osszefog-
lalja a differencialjatékokra vonatkozd alapismereteket beveze-
td tanulmanyok formajadban. E tanulmanyok témai rdviden az alab-
biak: Berkovitz az egészen hagyomanyos variaciés uttal foglal-
kozik, A. Blaquire tanulmanya a mar emlitett [48] kd&nyvének
modszereit koveti. Friedman egzisztenciaproblémakkal foglalko-
zik. Eljarasa azon alapszik, hogy az intervallum felosztdsa u-
tan részintervallumonként ad meg a nyeregponthoz alulrdl és fe-
1iilr51 ko6zelitd stratégiakat. Bebizonyitja, hogy létezik 1li-
meszstratégia, amelyhez tartozd kdltség éppen a jaték értéke.
Ki kell emelniink R.T.Rockafellar dolgozatat, aki dudlis jellem-
zést ad a nyeregpontra, Varaya eredményeivel pedig [44] dolgo-
zata kapcsan mar foglalkoztunk. _

A masodik részbdl az elsd harom dolgozatot emlitijiik: Aubin
pareto minimum elvét, A. Bensoussan konvex-konkav funkcionalok
nyeregpontjar6l sz616 dolgozatat. Az utdébbi dolgozatban az e-

redmények szamos alkalmazasat taldljuk diffuzid-egyenletre és
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egyéb parcidlis differencidlegyenletekre. Végezetiil P.
Brunovszkij dolgozatdnak a jelen dolgozat szempontjabol az a
jelentdsége, hogy & vezette be dolgozatdban az elnyel&-taszitd
halmazok fogalmadt, amelyekhez dolgozatunk eredményeinek egy ré-
sze kapcsoldédik. Elnyeld halmazon olyan halmazokat értiink, ame-
lyekre teljesiil, hogy ha az egyik jatékosnak sikeril a halmaz
hatdradra juttatni az allapotvektort, akkor azt is el tudja ér-
ni, hogy a halmazbdél sohase jusson ki, Taszitd egy halmaz ak-
kor, ha a célhalmazra valamelyik tulajdonsag teljesil.

Az emlitett amerikai szimpdéziumnak egy négy dolgozatbdl
84116 6sszefoglald tanulmanya jelent meg a differencialjatékok
témakorérdl (1d. [52]). Az elsd dolgozat a differencialjatékok
helyzetét elemzi és az elért eredmények kritikajat adja. A
szerz® ramutat arra, hogy a kétszemélyes jatékok esetében ed-
dig elért eredmények nem kielégitdek a gyakorlat tilikrében. Az
1970-es évekia is altalanosan elfogadott az a feltevés, hogy
egy adott + idoOpillanatban a dontést hoz6 jatékos felhasznal-
hatja az ellenfél ezen idOpontbeli dontését. Marpedig ugy koz-
gazdasagi, mint katonai alkalmazdsoknal az idSeltolédas igen
alapvetd sajdtossag. A masik fontos, az elméletben figyelmen
kivil hagyott tényezd az, hogy egy adott jaték soran az elfutd-
elfogd szerep nem allanddé a gyakorlatban. Gazdasagi alkalmaza-
sok esetében pedig altalaban todbb csoport alakul ki, és e cso-
portok a jaték doran keverednek is, érdekeik filiggvényében. A
sztochasztikus jatékokrdl sz61lé6 dolgozat szerzdje értékeli az
e témaban kialakult kis szamu iranyzatot. A klasszikus jatékel-
méletben olyan kodzponti szerepet jatszd kevert stratégiakat itt
nem tekinti oly sikeresnek. A véletlen térvényszerﬁségek beve-
zetésének sziikségességét a kiindulasi adatok pontatlan ismere-
tével, a stratégia felépitéséhez szilkséges informacid pontat-
lansagaval illetve hiadnyossagaival és a dinamikaba belejatszd
véletlen tényezdokkel indokolja.

Végilil a negyedik dolgozat, amely E. Roxin nevéhez filizddik,
a jaték értékének problémajat boncolgatja. A probléma megolda-
sanak kulcsat a varidcidos moédszer Berkovitz Blaquiere féle elég

bonyolult javitott valtozataval szemben mas, a szakadasi felii-
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letekkel nem bajlodo médszerekben jeldli meg. Kiemeli Varaya és
Friedman mar emlitett mdédszereit. Felhivjuk a figyelmet e cikk-
gylijtemény végén kﬁzﬁlt irodalomjegyzékre, amelyben felsorolt
367 dolgozatot a téma 1970-ig megjelent teljes irodalmanak te-
kinthetjik.

A differencidljatékok helyzetével foglalkozd dolgozatok
k6zil fontos helyet foglal el Miscsenkdé [19], 1971-ben megje-
lent dolgozata. A szerzd ebben Pontrjagin koéril kialakult
Sztyeklov intézeti iskola eredményeit értékeli. Ezek az ered-
mények harom téma koré csoportosulnak: 1. A két jatékos kozil
az egyik determinisztikusan jatszik. 2. Az egyik jatékos vélet-
len torvényszeriiség szerint jatszik, a masik jatékos pedig ira-
nyitani prébal. 3. Mindkét jatékos jatszik. Az utolsd témakdr-
ben a legjelentOsebb eredmények Pontrjagin mar emlitett eredmé-
nyei. A véletlen stratégiat tartalmazdé jatékkal kapcsolatosan
Pontrjaginnak, Miscsenkdénak és Kolmogorovnak kozos dolgozatait
emliti a szerzd, amelyek a még ma is alig mivelt sztochaszti-
kus differencialjatékok témakoréhez kapcsolddnak.

Az 1970-es évek kutatasainak f&bb iranyvonalaihoz eljutha-
tunk eddigi elemzéseink rolytataséaval. Lattuk, hogy a differen-
cidaljatékok értékének létezése koriili problémdk informacids
problémakhoz vezettek. Erték nem létezése esetén feltevéssel
kellett élnilink ugyanis a masikrdél a stratégia felépitésekor
felhasznalhatd ismereteket illetden. A szokdsos athidald felte-
vés er®s kritikat kapott az emlitett [52] cikkgyiijteményben. A
kutatasok masik meghatarozdé tényezdjét a meglévd eredmények Ssz-
szesége jelentette. Lattuk, hogy iildozés, elfutéds és mindségi
jatékok témaiban a lineidris jatékok vizsgalata lényegében le-
zarult. Tovabbra is é16 probléma maradt azonban a jaték értéké-
nek létezési problémaja. E megjegyzések Osszefoglalasaképpen az
aladbbi f&bb témak koré csoportosithatjuk az 1970-es években meg-
jelent dolgozatokat: 1. Nem teljes informaciéju jatékok, 2. Nem-
linedris mindségi jatékok, 3. A jaték értékének kérdése. Végiil
egy negyedik témat emlitiink, melynek eddig nincsenek el&zményei,
ez pedig az N-személyes jatékok. Ebben az utdébbi témaban mind-

ségi jatékok vizsgalata egészen konkrét problémdk megoldéasaig
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jutott el a mai napig, mennyiségi kérdéseket pedig fd&képpen va-
ridcidés médszerekkel vizsgalnak.

Kezdjilkk az id&szak irodalmanak attekintését a nemlinearis
jatékok mindségi problémainak vizsgalataval. Két dolgozatot em-
litiink atmenetként a linedris problémakro6l a nemlinedrisakra:
Az egyik Pontrjagin {1ld. [36]), a masik Gamkrelidze és Haratis-
vili (ld. [4]) nevéhez filiz6dik. Pontrjagin dolgozata a jelzett
cikkgylijteményben az elfutasra vonatkozdé eredményeinek legkifi-
nomultabb médszerét targyalja. Igen szép dolgozat, amelyben le-
irt médszer mindségi jatékok témakOrében egyediilalld. Gamkrelid-
ze és Haratisvili dolgozatukban Pontrjagin eredményét altalano-
sitjak nemlinearis jobboldalu, lineadris, &allanddbegyiitthatdés n-
edrendi baloldalu c¢ifferencialjatékokra. Mbédszeriik alapja ha-
sonld Pontrjaginéhoz, nevezetesen hogy a megoldast alkalmas a-
lakban eldallitjak és az eldallitas ismeretében hatarozzak meg
az elfutd stratégiat.

Igazan nemlinearis differencialjatékok témakdréhez tarto-
z6, alapvetden uj mdédszereken nyugvd eredményeket Kraszovkij és
Szubbotin publikaltak a mindségi jatékok témakdrében. Elsd ide-
vagd eredményeil az 1970-71 kozétti dolgozataikbar talalhatdk meg
(1ld. (11!, [15},. L modszerek alapjat keépezik annak a nagy Osz-
szefoglaldé kényvnek, amely 1974-ben jelent meg és mindezeket az
eredményeket targyalja. A [20] dolgozattal egyilitt Kraszovszkij-
-Szubbotin munkassagat a |16], 1974-ben megjelent kdnyvik alap-
jan ismertetjiik.

Jelen dolgozat szempontjabol igen fontos geometriai mod-
szert mutat be Lagunov [18] dolgozataban. Eredménye rokon, de
élesebb mint Brunovszkij {51 ]-ben megjeient mar emlitett dolgo-
zatdnak eredményei. Ami alapvetden uj, az, hogy elfutasra a cél-
halmaz feliiletén fogalmaz meg feltételt. Dolgozatanak korlat-
jat az jelenti, hogy csak differencialgeometriai eszkdzdkkel
tudja a felililetre megfogalmazott feltételeit kezelni és ezért
csak egy kodimenzids kétszer folytonosan differencialhatd fe-
liiletre tud feltételt adni. Tovabbi korlatozé feltevés dolgoza-
taban az, hogy a jobb oldal két egyenként egy jatékostdol fiiggd

tagra esik szét (azaz a két jatékos "fiiggetleniil" iranyithatja
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a rendszert). Ez a feltétel pedig esetében biztositja a lokalis
nyeregpont létezését. Ami viszont eredményének élességét mutat-
ja, a fenti feltételek mellett sziikséges és elegendd feltételt
fogalmaz meg elfutasra.

Megemlitjilk még Nyikolszkij dolgozatat, aki dinamikus
rendszerek esetére bizonyit be elfutasi tételt 1972-ben megje-
lent [23] dolgozataban. Nyikolszkij munkassdga a nem teljes in-
formacidéju rendszerekhez is kapcsolddik, idevagd eredményei meg-
talalhaték az 1971-ben megjelent [22] és [54] dolgozataiban. O
a nem teljes informacidt ugy érti, hogy az iranyitashoz az al-
lapotvektornak csupadn a vetiiletét ismeri és linearis esetben
Pontrjagin mdédszerét probalja altalanositani.

A differenciadljatékok értékének létezése mint emlitettiik
tovabbra is é16 probléma maradt. E témabdél harom dolgozatot
emelink ki. Kettd Petrov nevéhez, a harmadik pedig Friedman ne-
véhez filizddik. Petrov 1970-ben megjelent [28] dolgozataban il-
dozési jatékokrdl mutatja meg a két jatékos tavolsagaval meg-
fogalmazott harom kdltségfiiggvény mellett, hogy létezik nyereg-
pont. Az 1973-ban megjelent [29] dolgozatdban azonban példat
mutat olyan {i1ld6zési jatékra, amelynél a megfogalmazott kolt-
ségfiiggvénynek nincsen nyeregpontja. Friedman [33] dolgozata-
ban szintén a jaték értékének létezésével foglalkozik.

Az eredmények Osszefoglaldsanak helyzetfelmérésének az i-
génye tovabbra is megmutatkozik. 1973-ban jelent meg A. Blaquie-
re gondozasaban az [1l] cikkgylijtemény. Az 1970-es évek kutata-
sainak iranyvonala tiikr6zddik abban, hogy e cikkgylijteményben
mar 6nalld helyet kapnak az n-személyes mennyiségii jatékok.

Bevezetd cikkében Isaacs elemzi a differencialjatékok toér-
ténetét. Mondanivaldojat rodviden ugy Osszegezhetjiik, hogy véle-

ménye szerint a differencialjatékok matematikai kezelésének még
mindig nem alakult ki a kelldképpen rugalmas mbédszere. Tehat

bizonyos értelemben még mindig az utkeresés stadiumaban vagyunk.
Sorra veszi az egyes témakat. A kevert stratégiakrél igen érde-
kes véleményt ir: feltehetden a vezérléselméleten nevelkedett
fel a jatékelmélész nemzedék és ezért keriilik ezt a megoldasi

modszert.
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A O-Osszegii jatekok témakdre, mint a nyeregpont keresésé-
nek kérdése, tovabbra szerepel. E témaban Psenyicsnyij irt egy
dolgozatot az :-stratégiakrdél, melyek seditségével a jaték ér-
tékének létezésére ad bizonyitast, természetesen bizonyos fel-
tételek mellett. Asszimetrikusan kezelil a jatékosokat és ennek
megfelelBen stratégiaparokat ad meg, méghozza egy helytdl filig-
gd :(z) 1détartamra. A gylijtemény masodik dolgozatédnak szerzdi
A. Blagquiere és P. Caussin, akik Banach terekre altalanositjak
korabbi, az Isaacs-Bellman egyenlethez kapcsolddd eredményei-
ket. Ezt egy nem teljes informacidéju jatékrél sz616 dolgozat
koveti. A szerzd a stratégiak megadasanal nem hasznalja fel az
ellenfél adott idSpontbeli adatait. A feladatot végilil is egy
varidcidés min-max elvre vezeti vissza. Hasonld témaju Ciletti
dolgozata is.

A nem O-6sszegli, n-személyes jatékokkal foglalkozd rész
dolgozatai a pareto-eéyensuly jellemzésével a Nash-féle egyen-
suly létezésével és koalicibs jatékokkal foglalkoznak. A pare-
to egyensulyra Blaguiere és Juricek a variaciés modszert alta-
lanositjak. Az iranyitasban fellépd atkapcsolasi problémakat
itt is a korabbi, szakadasi feliiletek osztalyozadsanak modsze-
rével prbébalja megoldani. Stalford és Leitman adnak elegendd
feltételt N-személyes jatékok esetében Nash-féle egyensulypont
létezésére. Egy dolgozat foglalkozik a koalicibés jatékokkal,
amelyek lényege, hogy az egylittes haszon ndvelésének érdekében
egyéni hasznuk figyelmen kivil hagyasaval az egy koalicidba t&-
moriild jatékosok a koalicid kozds koltségfiliggvényét igyekeznek
maximalizalni. Juricek ez esetben is a varidcidés mdédszert alkal-
mazza a probléma megoldasara. -

Osszefoglalasképpen azt mondhatjuk, hogy a cikkgyilijtemény
szerz®0i a differenciajatékok témakdrének viszonylag fiatal, i-
doszerl kérdéseit vizsgaljak, melyek megoldasanal - természete-
sen - a leghagyomanyosabb variacidés modszert igyekeznek alkal-
mazni és altalanositani.

1974-ben két nagyobb lélegzetii kiadvany jelent meg a téma-
ban. Az egyik Kraszovszkij és Szubbotin [16] kényve, a masik a
Journal of Optimization c. folydirat Leitman és Ho szerkeszté-

sében kiadott [53] kiil®dnszama.
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Kraszovszkij és Szubbotin konyvikben az 1969 o6ta eltelt i-
d6szak alatt elért eredményeiket foglaljak Ossze, amelyek egy
szép és er0s geometriai modszert eredményeztek altalanos nemli-
nearis kétszemélyes differencialjatékok mindségi problémainak
megoldasara. Mobdszeriikk elsd igen lényeges mozzanata, hogy alta-
lanositott trajektoridkkal dolgoznak. Ez azt jelenti, hogy tra-
jektorianak tekintik az olyan gdrbéket is, amelyek tdrdttvona-
lak egyenletes limeszeként eldallnak. Ezért sok, a variaciéds
moédszernél megoldhatatlan szakadasi problémakhoz vezetd feladat-
nak is lesz altalanositott megoldasa. Moédszerik masik fontos e-
leme, hogy a kordbbi mindségi jatékokra alkalmazott médszerek-
kel ellentétben nem igényli a célhalmazt és a jatékosok szama-
ra "joé" kiindulasi pontok halmazait jellemzd sima fliggvény lé-
tezését. Ehelyett minden pontban egy geometriai meggondoléasok
alapjan felépitett fliggvény lokalis nyeregpontjanak megadasa
utjan valasztja meg stratégiajat. Végezetiil f6 eredménye, ame-
lyet azutan rengeteg problémara alkalmaz, egy alternativa té-
tel, amelyben jellemzi az elfutd illetve elfogd jatékosok sza-
mara "megfeleld" pontok halmazat. Beldtja azon pontok halmaza-
rél, ahonnét lehetséges az elfogas egy véges iddn beliil, hogy
zart. Igy természetesen a komplementer nyilt. Mennyiségi jaté-
kokra valdé alkalmazasok lényege, hogy a zart "elfogasi tartoma-
nyon" a "folytonos" funkcional felveszi minimumdt vagy maximu-
mat. Tekintettel azonban arra, hogy a zartsagot a szerzdk alta-
lanositott trajektoridk segitségével bizonyitottdk, igy a szod-
banforg6 zart halmaz nem lires volta esetén a szerzd altalaban
egy c¢-optimalis megoldas létezését tudja biztositani. A kdnyv
érdekessége, hogy kevert stratégidkkal is foglalkozik, melye-
ket mint emlitettilink, Isaacs hianyolt [l]-ben irt &sszefoglald-
jaban.

Mint ez az [53] cikkgylijteményen is tiikrozddik, a differen-
cidljatékok sztochasztikus megkbzelitése, kevert stratégidk fel-
épitése ebben az id&szakban kezd teret hdéditani. Megemlitjiik
ezzel kapcsolatban, hogy az 1974-ben megtartott Stochastic
Control szimpoziumon, bar meghirdetett témaként szerepelt a

differencidljatékok, elfogadhatdé dolgozat nem érkezett be.
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(Osszehasonlitasként vezérléselméleti témaju szimpoziumon mar
1969-ben helyet kaptak a differencialjatékok.) A szdbanforgd
kiildnkiadas dolgozatainak tObb mint fele valamilyen forméban

a sztochasztikus differencialjatékok témakdrébe tartozik. D.J.
Wilson linedris kvadratikus differencialjatékok esetében ad ke-
vert stratégidk felhasznalasaval megoldast. Dolgozatanak érde-
kessége, hogy absztrakt Hilbert téren fogalmazza meg eldszdr a
problémat, és megoldasa utan alkalmazza differencialjatékokra.
Linearis, kvadratikus problémat old meg késleltetett zajos in-
formacidéval K. Movi és E. Shimemura. A zajos késleltetett infor-
macidét csupadn az elsd jatékosrol tételezik fel a szerzdk, a ma-
sodiknak a teljes informacid a rendelkezésére all. Az elsd jaté-
kos egy optimalis allapotbecsléssel helyettesiti a hianyzdé in-
formacidéjat és igy ad meg optimalis stratégiakonstrukciot. Y.C.
Ho dolgozataban az eldzetes és késleltetett ismeretek felhaszna-
lasaval probal minimax feltételeket adni sztochasztikus jatékok-
ra. Végll W.H. Hartman az N-személyes csoportmunka esetét vizs-
galja, ami olyan N-személyes jatékot jelent, amelyben egy kélt-

ségfiiggvény szerepel.

A tovabbi determinisztikus problémat taglald dolgozatok nume-
rikus mdédszerekkel, késleltetett informacioju rendszerekre alta-
lanositott variacids modszerekkel és a Nash-féle egyensulypontra
adando feltételekkel foglalkoznak.

A Journal of Optimization c¢. folydirat 1976. januari ([551)
szadma a differencialjatékok témajardl sz061l6 kiildnkiadas. A kilon-
szam szerkesztdje G. Leitmann. Az ide beérkezett dolgozatok leg-
nagyobb része tovabbra is a differenci&ljatékok informacids
szerkezetéhez kapcsolddik. Uj témaként jelentkezik absztrakt
tereken az extremalis vektorok, multikritériumok szerint opti-
malis megoldasok keresése. Végil ildozési, elfutasi feladatok,
illetve egy linearis jatékokkal foglalkozo dolgozat szerepel

a cikkgylijteményben.

Az utbObbi évek kutatasaiban szinte feltamadtak a nyeregpont,
egyensulypont létezésével és egyensulyi stratégiak konstruktiv

eldallitasaval foglalkozd dolgozatok. Bernhard dolgozataban
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([593) szlkséges és elegendo feltételt ad teljes informacidiju,
nem korlatos kontrol paraméterii linearis jatékok esetén egyen-
sulyi stratégiak létezésére. Szamos szerzd foglalkozik nem tel-
jes informacidju rendszerek egyensulypontjinak kérdésével

(ld. pl.c761, 1791, (811). (621 dolgozataban Csencov konstruk-
tiv modszert mutat kétszemélyes jaték esetében az ilyen straté-
giak felépitésére. A szdbanforgd kérdéskdr érdekes, uj oldalara
hivja fel a figyelmet [70] dolgozataban Jumarie, aki a nyereg-
pontok stabilitasi tulajdonsagait vizsgalja és az els® jatékos
optimdlis valasztasaval nyert rendszer strukturdlis stabilitasi
tulajdonsagai alapjan elemzi a masodik jatékos valasztasi lehe-
tOségeit.

Ugyancsak stabilitadsi modszerrel ad megoldast Leitman,
Skowronszkij (75 dolgozataban az elfutdsi probléméakra olyan
célhalmaz esetén, ahol a célhalmaz Ljapunov fliggvénnyel jelle-
mezhetd. Ezzel egyuttal attértiink a mindségi jatékok témajara.
Itt egyarant sok szerzd foglalkozik Pontrjagin - Miscsenko ered-
ményeinek nemlinearis jatékokra valo altalanositasaval (1d. [66],
[807). A masik irany tObb személyes mindségi jatékok kutatésa.
Ebben a témaban is az elObb idézett eredményekhez hasonldan két,
legfeljebb harom személyes elég konkrét problémakat vizsgalnak a
szerzok (ld. pl. 657, (833",

A differencialjatékok problémakdérének sokat targyal és nehéz
pontja a szintézis, ami tovabbra is sok szerzdét foglalkoztat. Az
eddigiekhez képest uj megkdzelitést Bradley, és Yu adnak [60]
dolgozatukban. A jatékproblémat eloszor a célhalmaz adott hatar-
pontjanak alkalams kOrnyezetében oldjak meg. Ha ezutan "féligat-
ereszto" karakterisztikus feliiletet nyernek, ezt tekintve cél-
halmaznak, ujra ismétlik az eljarast. Megmutatjak, hogy az eddigi
mdédszereknél lényegesen eredményesebb az eljarasuk. Ugyancsak a
szintézis problémakdréhez kapcsolodnak Kraszkovszkij (791 és

Brunovszkij (617 dolgozatai.

Végil az informacio problémaja differencialjatékok esetében
tovabb élesedett azért, mert ma mar az egyre bovild elméletet a
gyakorlatban is alkalmazzak. Ehhez pedig ez a fontos kérdés egy-

re pontosabb tisztazasra szorul (1ld. 6471, Hajek dolgozatat).
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T6bb szerzd foglalkozik k&zelitden ismert &allapoton alapuld
stragétiavalasztassal konkrét jatékok esetében (1ld. pl. (861,
(671), 1ill. késleltetett informdcidéju és dinamikadju rendszerek-
kel (1d. pl. C741).

Foglaljuk &ssze roviden a differenciadljatékok témakdrében ki--

alakult f&bb iranyvonalakat és a jelenleg is fontos kérdéseket:

A differencialjatékok kutatasanak elsd probalkozasai két
személyes jatékok esetében a varidcids mdédszeren alapultak.

E mbédszer azonban egyrészt elsOsorban sziikséges feltételt szolgal-
tatott a nyeregponti stratégiak megadasara, masrészt sok szaka-
dasi problémahoz vezetett, nem volt elég hatékony. A varidciods
médszer, mint elsd prdébalkozas, minden ujabb jatéktipusnal ujra

és ujra jelentkezik, igy absztrakt tereken lejatsz6dd két sze-
mélyes jatékoknal, N-személyes jatékoknal és késleltetett infor-
macidéju jatékoknal.

A differencialjatékoknal fellépd peremértékfeladatok megold-
hatésdgara vonatkozé elegendd feltételt biztositd valamennyi té-
tel bizonyitasa konstruktiv eljarast igényel (ideértve a varia-
cids mbédszerekhez kapcsoldédd elég bonyolult elegendd feltétele-
ket is). A variacids mdédszerek bonyolultsdga miatt a kutatéasok
irdnya leginkabb a szakaszonként allandd illetve szakaszonként
megadott k&zelitd stratégiakhoz vezetett. A linedris jatékok
esetében nagy eldnyt jelentétt az a tény, hogy a megoldas konk-
rét alakban eldallithaté.

Fontos probléma az informéacid kérdése. Ha a jatéknak nincs
értéke, vagy egyensulypontja, ugy nincs olyan stratékiavalasz-
tasuk, amely a masikat arra késztetné, hogy © is egy meghataro-
zott stratégiat valasszon. Ilyen esetben az egyik lehetdség az,
hogy feltételezziik, hogy kisebb késéssel vesziink tudomdst az
ellenfél valasztasardél, mint az a mienkrdl. A masik ut az, hogy
véletlen stratégiavalasztas segitségével "nagy valdsziniiséggel"
nagy nyereségre szert tenni. Mindkét felfogas eredményes lehet
optimalis stratégidk megadasara is, ha a jatéknak van értéke.

Az eldzd mbébdszer az irodalomban gyakori (kiiléndsen a nem késlel-

tetett hatareset), mig az utdébbi most kezd teret hdéditani.
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A jelenlegi kutatasokrdél azt mondhatjuk, hogy tovadbbra is é13
probléma jél hasznalhatdé elgendd feltételek megaddsa egyensuly-
pont létezésére, illetve a fellépd peremfeltételek megoldhatdsi-
gara. Hasonld a helyzet lokalisan megadott optimdlis stratégidk
(kielégitd stratégiak) Osszekapcsolasaval globdlis optimalis
(kielégitd) stratégidkka. Nyitott probléma még a sztochasztikus
jatékok informacids problém&ja is.

Dolgozatunkban Brunovszkijnak az [(51J-ben taldalhatd iréasa,
Lagunov (18] dolgozata és Kraszkovszkij-Szubbotin munkassaga
( £161 ) alapjan egy geometriai médszert adunk nemlinedris N-
személyes késleltetett Banach-tereken lezajld jatékoknal fellé-
pd peremfeladatok vizsgdlatara. Mindségi problémik megoldhatdsa-
gat vizsgaljuk és ilyenek megoldhatdésdgara illetve meg nem old-

hatdésagara adunk a médszer alkalmazasaként elegendd feltételeket.



0,8 ALAPVETO FOGALMAK

A differencialjatékok a jatékelméletnek az utdbbi 10-15 év-
ben kifejldddtt, ma is gyors fejlddésben levd fiatal aga. Ezért
az alapfeladatot kézenfekvd jatékelméleti feladatként megfogal-
mazni. Induljunk ki tehdt az N-személyes jatékok egy elég alta-
lanos definici6jabdl. Ez azért is célszerii, mert a differencial-
jétkok osztalyozdsanak szempontjal nagyrészt a jatékelméletben
szokasos szempontok, és igy természetesebben kapjuk meg ezeket

a jatéktipusokat.
1. AZ N-SZEMELYES JATEKOK

Jeldlje N a jatékban résztvevd jatékosok | halmazénak elem-
szamat, Minden résztvevd (jeloljiik dket | < i < N egész szamok-
kal) adott halmazb6l valaszthat stratégiat (e halmazok altala-
ban lépéssorozatokbdél allnak). Az i€l jatékos szamara elérhetd
stratégidk halmazat jelolijilik Si—vel. A jatékosok SiGSi 1<i<N
valasztasa hatarozza meg az (s],...,sN):; ; szituacidt. Az Osz-
szes szituadcidk halmazat

(1) S:= X Si
i€l

jeldli. Minden i€l jatékoshoz tartozik egy I S-R kifizetdfiigg-

1
vény.

0.1 Definicid: A

(2) Fis= 2dNps (8. 5856 se0

1259 Vo CH i vt ), NS el 1.2, oM

17 N

rendszert N személyes jatéknak nevezziik, ahol Si halmazt jelol,

H.:= X Si - R pedig valés fliggvény i=1,2,...,N mellett.
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A jatékosok célja olyan stratégiavalasztas, hogy a kifize-
tofliggvényekkel kifejezett nyereményiik a lehetd legnagyobb le-
gyen.

Az N személyes jaték definicdéja utan érdemes bevezetni még
ezen a szinten néhany - a differencialjatékoknal is alapvetd -
olyan fogalmat, melyek ravilagitanak a stratégiavalasztas mod-
szereire,

A legalapvetdbb ilyen fogalom az N-személyes jaték Nash-

féle egyensulypontja. Legyen s=(s ""’SN) egy szituacid. Azt

1
a szituaciot, amely s-t8l1l az i-ik stratégiaban tér el, jeldlje
sll s', ahol Si az s helyett all6 stratégiat jeldli.

1

0.2 Definicid: A jaték s* = (sT,...,s§
jaték Nash-féle egyensulypontjanak nevezziik, ha barmely s; € Si

JES szituacidjat a

esetén
(3) H.(s*ls.) < H.(s™)
h 8 A i = p I

minden 1<i<N mellett.

Az egyensulypont tehat olyan szituacidét jelent, amely min-
den jatékos szamara elfogadhaté. A jatékoknak altaldban nem 1lé-
tezik egyensulypontja. Elég tdg jatékosztalyokra azonban talal-
haté mindenki szamara elfogadhatd kompromisszum.

Ha a jatékban nincsen mindenki szamara elfogadhatdé szitu-
acio, akkor a jatékosok mas utakat keresnek nyereményiik névelé-
sére. Két ilyen lehetOséget emlitiink, az egyiket a differencial-
jatékokndl jatszott fontos szerepe miatt részletezve.

Kevert stratégiakon a stratégiak véletlen megvalasztasat
értjiikk, pontosabban az egyes jatékosok egymastdol filiggetlen vé-
letlen tdrényszeriiségek szerint valasztjak meg stratégiajukat.

Az emlitett masik utndl a jatékosok kozbtt egy kijatszasi
sorrendet jeldlink ki. Legyen ez esetiinkben éppen indexeik ter-
mészetes sorrendje. Az i-ik jatékos stratégidaja megvalasztasa-
nal figyelembe veheti az i-1, i-2,...,1 jatékosok ddntéseit.
Ezt felirhatjuk

(4) s.= S(i) (s._],...,s
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figgvény formajaban is, ahol az s(i) figgvény az i jatékos don-
tését adja meg az eldtte alld jatékosok dontéseinek filiggvényé-
ben. Tovabb finomithaté e kijatszasi sorrend elve, ha az Si’
1<i<N halmazok elemeir5l feltevéssel éliink. Legyen T az egész,
vagy valés szamok + ,-el kiegészitett halmaza, attdl fiig-
goen, hogy diszkrét vagy folytonos idejii jatékokrdl beszéliink.

Legyen a jaték iddtartama a [to,tl]={t|togt§t teT} interval-

],
lum ahol to véges. Legyen minden i€l mellett Ui adott halmaz,

és legyen

(5) Si:={s|s: [to,t ] - U;, s eleget tesz adott feltételé-

nek }

1

Ilyen stratégiak mellett ugy finomithatjuk a fenti kijatszasi
(i)
(s

sorrend elvét, hogy az i-ik jatékos valasztasat s 1""’SN)

Volterra tipusu leképzéssel adjuk meg:

0.3 Definicid: Az s(l) leképezést Volterra tipusunak ne-

vezziik, ha felirhatd

(6 ' 0w, gwns g B0 b, 06 Vi n sty 05 Wpona

(s](t"),...,sN(t"))t"<t)

alakban.

Volterra tipusu leképezésnél a finomitott kijatszasi sor-
rend ugy érvényesil, hogy az i-ik jatékos a t iddpontban ddénté-
séhez felhasznalhatja a sorrendben 6t megeldzdk t-beli donté-
seit és valamennyi jatékos t'<t-beli dodntését, t'E[tO,t ] mel-
lett.

Még egy jellegzetesen N-személyes nyereményndvelési moédot

1

emlitiink meg részletezés nélkiil. Ez a kooperativ jaték. Errdol
akkor beszéliink, ha a jatékosok egy VcI csoportja egyéni nyere-

ményének nbvelése helyett a koalicidé H,:= =& Hi nyereményének

A
i€V
ndvelésére tdrekszik. Ennek nyilvan akkor van értelme, ha igy
nagyobb nyereményhez jutnak, mint az egyénileg elérhetd legna-

gyobb nyeremények Osszege.
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Most pedig ratériink az N-személyes differencialjatéknak,
mint a fent bevezetett N-személyes jatékok specialis osztalya-
nak definicidjara.

2. DIFFERENCIALJATEKOK

Az eldz0 pont jeldléseit itt is megtartjuk, vagyis I jeld-
1i a jatékosok N elemii halmazat. Legyen B egy Banach tér, R pe-
dig jelentse a valds szamok halmazat. Képezzilk az E:=RxB szor-
zat Banach teret, elemeit jeldljik (t,x)-el. E pont sorédn a t
"idOpontok" halmaza mindig az R-el egyezik megq.

Legyen tovabba Ui minden i€<N> mellett Banach tér és le-
gyen Ci<:Ui, 1E<N> mellett valamilyen halmaz.

Legyen G cE nyilt halmaz és legyen

N
(7) f: G x X C., - B

i=1 *
egy leképezés. (Az f-re, C.-re tovabbi feltételeket majd a ko-
vetkezd §-beli konkrét vizsgalatoknal adunk.) Az f-hez egyértel-
milen tartozik a

(7a) Py B %

F:=(idR,f)

Legyen [to,tl]c R zart intervallum, ahol R:=RU{-=}U{+=}

és toeR. Rogzitve egy (to,zo)=Eo€G pontot, legyen z egy a

D (E):=[to,tv(;)}c:(to,tl] intervallumon megadott olyan leképe-
zés, melyre teljesiilnek

(8) z: D(z) - G
z(t) = (t,x(t))e G
és Z(to) = Zo feltételek. Megjegyezziik, hogy D (z) értelmezési

tartomdny megadasaban szerepld jobb oldali kapcsos zardéjel azt
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jelzi, hogy az intervallum lehet jobbrél zart vagy nyilt.
Adjunk meg tovabba minden 1<i<N mellett egy

(9) s.::’D(si) > B

leképzést D (si)=[to,tv(si)} o= [to,tl] értelmezési tartomannyal.
0.4 Definicié: Akkor mondjuk, hogy a (8)-al definidlt z le-

képezés megoldasa a

(10) 2(t) = F(z(t),

N xX=

5. (%))
b R

i=1

egyenletnek, ha

N
a. z abszolut folytonos és D (z)c n D(s.);
1=1
b. z m.m. differencidlhatd erds értelemben;
o N N
(11) &. =(t) = Elz(t), X Si(t)) m.m.
j=
teljesiil.

Megjegyezziik, hogy egzisztenciardél és unicitasroél a 0.4.
definicidéban szerepld megoldassal kapcsolatban egyenldre nin-
csen sz0.

A differencidljatékok dinamikajanak megadasa uté@n most a
differencialjatékoknal fellépd perem feladatot fogalmazzuk meg.

Legyen ©6c (@ egy zart részhalmaz, és legyen (to,z0)=EoeG,
zo¢ 6 egy rbgzitett pont.

A 8-t szokas a jaték cél vagy terminalis halmazanak nevez-
ni. Differencialjatékoknadl a terminalis halmaz az egyes jaté-
kosok célhalmazainak egyesitéseként all eld.

0.5 Definicidé: A (9)-cel definidlt (51’52""’SN) iranyi-

tdsrdl akkor mondjuk, hogy Osszekdti a ZO pontot a [to,t*} =
c[to,t]] intervallumon a 6-val, ha £* véges, és ha van a (10)
egyenletnek olyan, a [to,t*} intervallumon értelmezett 0.4 de-
finicid szerinti értelmben vett z megoldasa, amelyre teljesiil-

nek a
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(12) 2(t ) = Eo,

lim z(t) € 6, &s z(t) ¢ 6, ha t<t

t P
feltételek. Az ilyen z gdrbét nevezziik a tovabbiakban Zo-at
és 8-t Osszek6td gbrbének.

Ezzel eljutottunk a differencidljatéknak mint N-személyes

jatéknak a definidlasadhoz. Sorra definialjuk a 0.1 definciéban
szerepld fogalmakat. Legyen i egy rdgzitett I-beli elem.

0.6 Definicidé: Az i jatékos szamara felhasznalhatd straté-

gidnak neveziink egy olyan (9) alaku s, leképezést, amelyhez i#j
1<j<N mellett megadhatdék olyan s (9) alaku leképezések, hogy

N
az s:= X s, iranyitdssal az alabbi feltétel teljesiil:
k=1

Létezik olyan z: D(z)c [t ,t . ]- G, t € D(z),z(t )=z
o) 1 o o 0

gbrbe, amely eleget tesz a (1l0) differencialegyenletnek az s
irdnyitas mellett a 0.4 definicidé értelmében.

0.7 Definicidé: Az i, 1<i<N jatékos stratégiainak halmaza

legyen az

(13) Si:={sls: D(s)c [to,t ] - Ci’ i szamara felhasznal-

|
hatd stratégia}

0.8 Definicid: Megengedett szitudcidnak nevezziik az

N
Si=z X S.1 szorzathalmaz olyan s elemét, amellyel teljesiil a
1=1
0.6 definicio feltétele. Az S=(Sl""’SN) értelmezési tartoma-
nyan a -p(s):= n D(si) intervallumot értjik.

i=1
Megjegyezziik, hogy a fentiekb&l k&vetkezik, hogy minden
jatékos minden felhasznalhatd stratégidjdhoz taladlhaté olyan meg-

engedett szituacid, amelyben az adott stratégia szerepel

0.9 Definicid: Egy H:S - R leképezést megengedettnek ne-

veziink, ha a megengedett szitudcidk halmazdnak pontjain véges
értéket vesz fel, a nem megengedett szitudciékon pedig minusz

végtelen értéket.
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0.10 Definicido: Differencialjatékon olyan

r = <<N»>,(S.,S

4B 5w a8 sl By 's . sl

2 N

jatékot értiink, ahol <N> jelenti a jatékosok N elemii halmazat,
Si 1<i<N mellett a felhasznalhato stratégiak halmazat, ”i pedig
Hi: S - R megengedett fiiggvény minden i€<N> mellett, amelyet az
i jatékos kifizetdfliggvényének szokas nevezni.

A differencidljatékoknak az irodalomban altalaban targyalt
formdjanal a lokalis unicitasi tétel teljesiil a (11) egyenletre.
Az itt bemutatott jatékfogalomnak csupan annyi a jelentdsége,
hogy ez a formalizalas akar elég tag értelemben vett dinamikus
rendszerekre (1ld. [45]) is valtoztatas nélkiil atvihetd. Késob-
biek egyszeriibb megértése érdekében megadjuk az eddigi fogal-
mak "szokasos" definicidit is:

Tegyiik fel, hogy a (7) ill. a (7a)-val megadott leképezé-

: o o N
sek folytonosak, és tetszdleges rdgzitett ue x Ci mellett az
i=1

t 111, [ eleget tesz a lokalis Lipschitz-féle feltételeknek.

0.6a Definici6: Az 5. (9)-cel megadott leképezést az

i€<N> jatékos szamara felhasznalhatd stratégianak nevezzik, ha

Borel-mérhetd. Ezek halmazat Si—vel jeldljik.
. N .
O.8a Definicié: Az S:= X Si halmaz elemeit szituaciodk

1=1
halmazéanak, elemeit pedig szituacidknak nevezzik. Egy s€S szi-

N
tudcid értelmezési tartomanyan a D (s) = n l)(si) halmazt ért-
1=1
jiik, ahol s:=(sl,sz,...ﬁN).
A differencialjatékok peremérték problémajara pedig az a-
labbi egyszeri definicidé adodik:
0.5a Definicid: Legyen s€S egy szituacid. Akkor koti Ossze

az s szituacid a zoEG~\e pontot a 8 halmazzal, ha a

= F(z,s)

N7 NQe

kezdetiérték feladat z megoldasdhoz megadhatd olyan véges
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t (u,z )¢ K(35) pont, hogy a z megoldas értelmezve van a
* = -
[LO,L (s,z()} intervallumon és
)
lim 2(t)€g  és
A *
bt (8,%.)
\ *
7(\/99, ha <t (’%,o

A 0.9, 0.10 definicidk ezutan valtozatlanok maradnak.

Az igy definidlt N-személyes differencialjaték fogalom
tulsagosan altalanos. A Hi kifizetdfliggvények tulajdonsagaitdl
fliggden sokféle feladattipust fogalmazhatunk meg. Tovabbi osz-
tadlyozasra ad médot az I fliggvény alkja. A most k&vetkezd 3.

pontban a differencidljatékok osztalyozasaval foglalkozunk.
3. A DIFFERENCIALJATEKOK OSZTALYOZASA

A differencidljatékok osztalyozasanak szempontjait rész-
ben a jatékelmélet altalanos szempontjai szolgaltatjak, rész-
ben a differencidljatékok specidlis tulajdonsagai nyujtanak u-
jabb szempontokat. El6szOr az altalanos osztalyozasi szemponto-
kat targyaljuk, majd a differenciadljatékokhoz kapcsolddé tovab-
bi osztalyokat nézzikk. A legaltalanosabb osztalyozasi alapot a
jatékban résztvevd személyek szama adja. Harom alapvetden elté-
r6 jatékosztalyt szoktak megkiilénbdztetni:

l. Egyszemélyes jatékok.

2. Kétszemélyes jatékok.

3. N-személyes jatékok.

E hdrom csoport megkiildnbdztetését az indokolja, hoagy
mindegyik csoporthoz tartoznak olyan matematikai médszerek,
amelyek csak az illetd csoport esetében alkalmazhatdék. Az egy-
személyes jatékok az optimumkerésési feladatokat foglaljak ma-
gukba, differencidljatékok esetében pedig a vezérléselmélet
problémakdréhez jutunk.

A tovabbi osztalyozasok alapjat a Hi'kifizetéfﬁggvények
tulajdonsédgai képezik. Mieldtt ebbe belemennénk, szikségiink

lesz az alabbi fogalomra:



R

0.11 Definicié: A T= <S8 e s o 58y ) B e v M T B8 B

B s <<N>’(Sl’““"SN)’(HI""’HN)> két jatékot ekvivalensnek ne-

vezzik, ha megadhatdék olyan ki>0 és c. valdés szamok, hogy

(14) H. = k. H! % s
1 1 & i

Ezt

(15) T

formaban jeldljik.

Kénnyen lathatdé, hogy két ekvivalens jaték a stratégiava-
lasztds szempontjabdél egyenértéki, hisz a két kifizetdfliggvény-
rendszer kitiintetett pontjai (maximum, nyeregpont, stb.) egybe-
esnek.

0.12 Definicidé: Legyen S'c S a megengedett szituacidk hal-

maza. A I jatékot c Osszeglinek nevezziik, ha a

N
(16) % Hael
1= St

Megjegyezziikk, hogy ha az S-ben minden szituacid megengedett
mint altaldban a jatékelméletben, akkor ez éppen az ott szoka-
sos c Osszegil jaték definicidéjaval esik egybe.

Kénnyen belathatd, hogy minden allandé Osszegii jaték ek-
vivalens eqgy 0-Osszegiivel. Ezért a tovabbiakban a c-0sszegl ja-
tékot 0-Osszeglinek tekintjiik.

0.13 Definicid: A kétszemélyes 0-Osszegii jatékot antago-

nisztikus jatéknak nevezziik.

Legyen T = <<2>,(S|,82),(H|,H2)> egy antagonisztikus ja-
ték. Ekkor fennall a Hl=_H2 kapcsolat. Ezért az antagonisztikus
jatékokat egyetlen H:S - R kifizetdfiiggvénnyel jellemezhetjik.
A 0.2 definicidéval meghatarozott Nash-féle egyensulyponton pe-

dig olyan (sT,s;)eS szituacidt értiink, amelyre a

T,sz) s €S ,s. € S

(17) H(s {58 aBpE Sy

I,s;)iH(sT,s;)ﬁH(s
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*

2
nyeregpontjanak. (Ami nem biztos, hogy létezik, és ha létezik

feltétel teljesiil. Az ilyen (sT,s )ES pontot nevezzik a jaték

nem biztos, hogy egyetlen ilyen van.) A H(sT,s*)=v szam pedig

2
a jaték értéke.

Két tovabbi jatékosztalyt vezetiink be 2<N személyes dif-
ferencialjatékok esetében. Ezek az osztalyok azonban mar a dif-
ferencialjatékokhoz kapcsolddnak. E két osztaly a kvantitativ
és kvalitativ jatékok osztalyai. Ezek definicidéjahoz sziikségiink
lesz a 2. pontbeli fogalmakra és jelblésekre.

Legyen s€S' egy megengedett szitudcidé (0.8 definicid).
Legyen Z(s) az aldbbi halmaz:

Z(s)={z1z az s iranyitassal Osszekdti z -t és B-t

a [to,t*(E)], t*(235t| véges int.-on)
(1d. a 0.5 definicidt)
A bevezetett halmaz segitségével megadhatunk egy t¥*(s) szamot
az alabbi definicidval:

(18) t¥(s)=inur{t*132€Z.5, hogy z(t")€d)}

0.14 Definicibé: A t (s a jaték befejezddésének iddpontija

az S szituaciobdban.
Ezutdn megadunk két halmazcsalddot: V ¢>0 esetén legyen

(18a) 7 - =.2'2€67(s), melyhez 3 telt¥(s)+e)n[t o |

¢ - o 1
hogy z(t)€R}

(18b) 72 (o =(212€0, 3 ZeZ (s), és te[t*(s)+e)n[to,t .

hogy z=z(t)}

Természetesen mindkét halmaz lires akkor, ha t*(s)=w. Legyen
Gic:Q zart (i=1,2,.,.,N), és tegyilik fel, hogy
N
6= U 8,

i=1 1

(A ei bizonyos indexekre lehet ilires is.)
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Legyen f‘i az ic | jatékoshoz rendelt alabbi filiggvény:
Ha 6. # 0 akkor

I, “ha XEG.l
(19) fi(x)= ‘

0, ha x€G\O,
Ha ei = (¢ akkor
(19) I, ha xe(\8

ol xy=
1
0, ha xFR

Legyen s€S' egy olyan megengedett szitudcid, melyre t¥(s)=w,
Legyen z egy, a 0.6 definicié (2) feltételének s-sel eleget te--
v6 gbrbe. Jeldljik ai(s)-el az alabbi hatarértéket:

~

; : Lim £ (Z2(E)).
t=t '
|
A bevezetett fogalmak segitségével definialhatjuk a mind-
ségi, kvalitativ differencialjatékot:

0.15 Definicié: A F={I,{Si}.N {Hi}iN]} 0.10 definicid

L=I, =

szerint megadott differendialjatékot kvalitativ jatéknak nevez-
zik, ha ekvivalens egy olyan differencialjatékkal, amelynek ki-

fizet6fliggvényei felirhatok az alabbi formaban:

*
a;(s) t (s = o
Hi(S): .
lim sup fi(Z)’ ha a t (s)<w
>0 7GZC(Q)

Megjegyezziik, hogy az a(s) és a lim sup biztosan léteznek.
Ha ugyanis t*(s)==, akkor minden a feltételeknek eleget tevd
akar nem.

2z gbrbe a ® kiviil halad, akar véges t Itt pedig min-

>
den f. konstans értéket vesz fel (ld.la [19] definicidt). A
lim sup pedig azért létezik, mert ¢ - O mellett Zs(s) monoton
fogyé halmazrendszer és igy a sup is monoton fogyd szamsoroza-
tot ad, melynek korlatossaga miatt biztosan lesz limesze.

Ha a kvalitativ jaték 0-O0sszegii, akkor ez azt jelenti,
hogy csupdn egyetlen jatékos nyerhet, stratégiavalasztastol
fliggden. A termindlis pontok ugyanis legfeljebb egyetlen Gi
halmazhoz tartozhatnak minden s megengedett szitudcidban minden

elég kis e(s) mellett. Ha a differencidlegyenlet megoldasaira
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érvényes az unicitas tétele, akkor ehhez elegendd a Bi halmazok
diszjunktsagat megkdvetelniink. (EbbOl csupan annyi kbvetkezik,
hogy csak egy jatékos nyerhet. A 0-6sszegiiséghez legalabb egy
ei-nek liresnek kell lennie.) Ha nincs unicitéas, vagy a ei hal-
mazok nem diszjunktak, akkor nyerhet egyidejilileg tSbb jatékos
is.

Ezutan definidljuk a kvantitativ vagy mennyiségi jatéko-
kat. Megadunk minden 1<i<N mellett egy olyan megengedett s szi-
tuacidkon értelmezett funkcionalt, melyekre t*(s)<m.

Legyen z(zo,e) az alabbi halmaz:

(21) Z(z,0)= Z(s), S'c S megengedett sz. halmaza

L
sE S!

Legyen
(22) I.: Z(zo,e) - R, 1<i<N

egy funkcional.
0.16 Definicid: A r=<<N>,(S],...,SN),(Hl,,,.,HN)> 0.10 de-

finicidé szerint megadott differencialjatékot kvantitativ jaték-

nak nevezzilkk, ha ekvivalens egy olyan jatékkal, melynek H{ ki-
fizet6fliggvényeit megadhatjuk az aldbbi formaban:
—e ha t%(s)=+=
H!(s)=
- ~ *
lim sup Ii(Z) ha t (s)<e

E*O;EZE(S)

Vegylik észre, hogy a kvantitativ és kvalitativ jatékok osz-
tdlyai nem diszjunktak. Mint a definicidkbdél kideriil, kvalita-
tiv jaték esetében adott célhalmazt kell elérniink, illetve el-
keriilnlink. A kvantitativ jatékoknal barmilyen nyeremény érdeké-
ben valamennyi jatékosnak érdeke, hogy olyan szitudcidt valasz-
szanak, amely mellett elérik a O célhalmazt. Ez azt jelenti,
hogy kvantitativ jaték megoldasanak sziikséges feltétele az,
hogy a'@i=9, i=1,2,...,N melletti kvalitativ jaték megoldhatod

legyen nem 0 nyereménnyel. A kvalitativ jatékok megoldasa tehat
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alapjat képezi valamennyi kvantitativ jaték megoldaséanak, az u-
tobbi esetben a lehetséges kvalitativ megoldasokbdél valogatjuk
ki az "opitmalis" megoldast.
A kvalitativ és kvantitativ jatékok definicidéi is jelentdsen
egyszeriisddnek, ha az egzisztencia unicitasi feltételek telje-
siilnek.

A 8.a definicidban szerepld t*(s,zo)-at altalaban megfo-
galmazhatjuk ugyanis (nem véges esetre is)

t*(s):=sup{1l16[to,t ), z(t)¢#¢8, ha tE[to,r]}

formaban.
Igy
(Xi(S), ha t*(s)=co
Hi(S)=
fi(z*(s)), ha t*(s)<e
* . #
ahol z (s) = 1lim 70 o

t M (s)

Hasonldan egyszeriisodik a 0.16 definiciod.

Tovabbi jatékosztalyokat nyeriink még a jaték dinamikajat
megaddé differencidlegyenlet tipusa alapjan. Ezek megegyeznek a
differenciadlegyenleteknél szokasos osztalyokkal. Harmat emli-
tiink meg:

Linedris a jaték, ha a differencialegyenlet linearis és
az iranyitasi paraméterek is linearisan szerepelnek.

Nemlinedris jatékelméleti problémardl beszéliink, ha lega-
1abb a vezérlési paraméterek nemlinedrisan szerepelnek az egyen-
letben.

Késleltetett informdcidéju jatékrol akkor beszéliink, ha a
dinamikat egy késleltetett differencidlegyenlet irja le.

Ezzel attekintettilk a fObb osztalyozasi szempontokat.
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1.8, A FOLENY KERDESE

Dolgozatunkban N-személyes minSségi jatékok egzisztencia-
problémaival szeretnénk toglalkozni. Ezeknek a problémaknak a-
lapkérdése a kovetkezd: A jatékosok egy Kc I csoportja tud-e
ugy stratégiat valasztani, hogy egy masik K'c I csoport barmely
stratégiavalasztasa mellett egy adott peremfeltételt teljesitd
(esetleg nem teljesitd) megoldasgdrbét kapjunk? Az ilyen kérdé-
sek megvalaszolasa, mint ezt a torténeti résznél mar emlitet-
tiik, mindig konstruktiv eljarast igényel (14. [4], [18], [31],
[36], [39]). Ezek az eljarasok valamilyen, a dinamikara és a
célhalmazra kirott feltételek teljesiilésén alapszanak. A kér-
désfeltevésbdl is és a tdrténeti részben leirtakbdl is elég
kézenfekvBen kbvetkezik, hogy a fenti feltételek a jatékosok
szempontjabdél nem szimmetrikusak.

E §-ban a dinamikara kirdott feltételtipusokkal és ezek
kapcsolataival fogunk foglalkozni. Négyféle feltételtipust ve-
zetlink be az alabbi négy feladatnak megfelelBen: az adott cél-
halmaz elérése késleltetés nélkiil, késleltetéssel, a célhalmaz
elkeriilése késleltetéssel és anélkiil. Ha a jatékosok egy cso-
portjanak lehetBsége van célja megvaldsitidsdra egy masik cso-
port akarata ellenére is, ezt ugy mondjuk, hogy f&lényben van
a masik csoporttal szemben. Erds fdlényrdl akkor beszéliink, ha
késleltetett informdcid esetén is elegendd a cél megvaldsita-
sara, gyengérdl akkor, ha csupdn a masik valasztdsdnak ismere-
tében tudunk jél valasztani az adott iddpillanatban. Elfuté fo-
lényrol akkor beszéliink, ha ennek megfeleld birtokdban a koali-
cid az adott célhalmaz elkeriilésére képes, a célhalmaz elérésé-

hez elegendd folényt fodlénynek fogjuk nevezni.
1. FOLENY DEFINICIOK

A 0.§ jeldléseit érvényesnek tekintjiik az egész dolgozat-
ban, a filiggeléket leszamitva.

E §-ban bevezetiink néhany jeldlést, amelyeket az egész dol-
gozatban hasznalni fogunk.



Legyen ¢:A-D egy leképezés, ahol A és D halmazok. A leképe-
zés meghatdroz egy leképezést P(A)-b6l P (D)-be, ahol P(A)
ill. P (D) az A ill. D halmazok hatvanyhalmazinak halmazat je-
161i. E leképezést természetes mdédon az aldbbi definicidéval ad-
juk meg:

Legyen Uc A

(%) oful:= {z1z = ¢(x), X€EU} < D

Az igy kapott P(A) - P (D) leképezést jeldSlésben csupan
a helyettesitési értékeknél kiilonboztetjlik meg az eredeti ¢-tol.

m

Legyen most Y: X Ai - D egy leképezés, ahol Ai’D halmazo-
i=1
kat jeldlnek i=1,2,...,m mellett. Legyen J< <m>, ahol

<m>:={ili€N, 1<i<m}. Legyen Bi={ai}, aiEAi’ i€<m>~J, és legyen
BiC Ai’ ieJ tetszBleges részhalmaz., Ilyen esetben hasznalni

fogjuk az alabbi jeldlési médot a halmaz jeldlésére,

(%%) ¥ ( b's a.) x X B.)]l:=v¥[ X B,]
i€<m>NJ ied i=]

Valéjadban a (#%) bal és jobb oldaladanak argumentumaban a valto-
z0k sorrendje k&zt egy bijektiv kapcsolat all fenn, amely bi-
jekcidét azonban a ¥ értelmezési tartomanyanak definicidja és a
(#+#) bal oldaladn a valtozdék sorrendje minden esetben egyértel-
mien definidl. Miutédn dolgozatunkban gyakran célszerii lesz i-
lyen valtozdcsoportokat képezni, ezeket - ahol félreértést nem
okoz - csupan az odatartozd valtozdok megjeldlésével adjuk megqg,
sorrendet csak ott irjuk majd eld, ahol ez lényeges lesz. Vagy-
is a (*%) bal oldalanak argumentumdt altaldban egy bijekcid e-
rejéig egyértelmien adjuk csak megq.

A ¥ fliggvényre vonatkozdan még egy fontos jelblést veze-

tliink be. Legyen ismét a_ €A, i€<m>, és képezzlik az a:= x  a

' ie<m>J *t

X A.-beli elemet. Megadunk egy ¥ : X Ai - D leképezést
i€<m>\J & jeg
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régzitett a mellett az alabbi egyenldséggel:

¥ (b):= ¥(a,,8,5...58_), ahol b:= x a.€ X A.
& e . iedr * §e7 =
Az igy nyert Wa leképezéshez tartozd Oskép leképezés
P(D) - P( X Ai) ahol a P a hatvanyhalmaz jel6lésére szolgal.
ied
A W;] Oskép leképezés jeltlésére a leiras és megfogalmazas egy-
szeriisitése érdekében az alabbi jeldlést vezetjlik be:
Legyen Uuc P(D).

Caens) vl x a.,u):= vl (U)e X A..

ie<m>\J ieg *

Ez a megallapodas nagymértékben leegyszeriisiti a dolgozat
tovabbl részében a bizonyltasokat. Bar a (#**x*) baloldala egyér-
telmiien jellemzi, hogy honnét hova tart az Oskép leképezés, a
dolgozatban szinte kizardélag ugy hasznaljuk, hogy a ‘X A.
vagy ennek alkalmas részhalmaza is szerepel mint az égiépet tar-
talmazdé halmaz.

Még két, a tovabbiakban hasznalt jeldlésre hivjuk fel a
figyelmet:

Ha a fenti ¢ R-be, hat, akkor ¢ nivéhalmazainak jeldlésére

hasznalni fogjuk a
(%*%%) {¢<c}, {®<c}, {d>c}, {P>c}

jeltléseket. Ha a c€R szam tulajdonsdgait hangsulyozni kivan-
juk, szerepelhet a {9$>c>0} és {9d>c>0} jeldlés is.

Végiil, ha A egy Banach tér, és A' a dudlisa, tovabba e€A',
x€EA, az e-nek x helyen felvett helyettesités, értékét

(%%%%%*) <e,x>-el

jeldljlik. Most ratériink a §-ban vizsgdlandd problémak targyala-
sara.
Legyen KcI egy valdédi részhalmaz, a jatékosok ilyen cso-

portjat koalicidnak nevezziik.
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A 0.§ 2. pontjaban bevezetett C. halmazok legyenek a to-
vabbiakban kompaktak. Legyen az P leképezés folytonos és tegyen

-eleget minden r&gzitett u€ X Ci mellett lokalis Lipschitz-féle
i=1

feltételnek. (A jeldléseket 1d. a (7) kifejezésnél és kornyékén, )

Bevezetjlik az alabbi jeldléseket:

Legyen F < I egy koalicid.

& .G,

—
N
F
~
[
1]

& e >
Legyen
(25) [ s X C.
. i€INK T

Ezzel elOkészitettiik a folényfogalmak definicidit.

Legyenek K, K' két koalicid, amelyekre teljesiil a KnK'=(Q
feltétel. Legyen e€E', ahol E' az E Banach-tér dudlisa és le-
gyen xOEGc:E rogzitett pont.

1.1 Definicibé: A K koalicidé gyenge fdlényben van a K' ko-

alicidéval szemben az xOEG pontban az e funkciondllal kijeldlt

"iranyban", ha megadhatd olyan ¢>0, hogy minden veUK,—héz ta-
lalhaté olyan u(v)EUK, hogy
1
(26) F[xo,(UKuK.)x{(uUm,V)r1c:{630>0}
teljesiil.

1.2 Definicidé: A K koalicidnak gyenge elfutd fdlénye van

a K'-vel szemben az xOEG pontban az ¢ funkcionallal kijeldlt

"iranyban", ha minden veU A ,-hdz van olyan u(v)eUK, hogy

K'
|

(27) F[xo,(UguK,)x((u(v),v))] c {e>0}

teljesiil.

1.3 Definicié: A K koalicidnak erds folénye van az X

pontban az e funkcionallal kijeldlt iranyban, ha megadhatd

olyan uEUK és c>0, hogy az
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(28) Flx , U, x{u}] = {e3¢>0)

teljesiil.

1.4 Definicido: A K koalicibénak erds elfutd folénye van az

X pontban az e funkcionallal kijeldlt iranyban, ha létezik o-

lyan uEUK, hogy az

{
(29) F[xo, UK x{u}] c {(e>0}
teljesliil.

Megmutatjuk a bevezetett négy folényfogalomrdél, hogy pa-
ronként szoros kapcsolatban allnak egymassal.

1,1 Tétel: A K koalicibébnak akkor és csakis akkor van erds
folénye az X pontban az e funkcionadllal kijeldlt iréanyban, ha
az INK koalicidénak nincsen gyenge elfutd folénye a -e funkcio-
nallal kijeldlt iranyban.

Bizonyitas:

1. Tegylik fel, hogy a K koalicidénak erds f&lénye van az e
iranyban. Ez azt jelenti, hogy van olyan uEUK, amely melle?t
(28) teljesiil. Ezért ezen u-hoz nem taldlhatdé olyan v(u)EUi,
hogy a (27) -e-vel teljesiiljon.

2, Tegyiik fel, hogy az I\K-nak nincs gyenge elfutd folé-
nye az xOEG pontban a -e ifényban. Ez azt jelenti, hogy van o-
lyan uEUK, hogy minden vEUK mellett az

(31) <e, F(xo,(u,v))>>0

feltétel teljesiil. Azonban a

1
(32) ¢(v):= <e, F(x ,v,u)>, veU
o K

fliggvény, mint két folytonos filiggvény kompozicidéja folytonos és
az Ué kompakt halmazon mindeniitt pozitiv értékeket vesz fel.
Legyen ¢ a ¢ fliggvény pozitiv minimuma. A fenti ueUK és a c
szam teljesitik az 1.3 definicido feltételét. Ezzel a tételt

belattuk.
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1.2 Tétel: A ¥ koalicidnak akkor és csakis akkor van gyen-
ge fblénye az - funkciondllal kijeldlt iranyban az INK koalici-
6val szemben, ha az I\K koalicidnak nincsen erSs elfutd f&lénye
a -e iranyban.

" Bizonyitas:

1. Tegyiik fel, hogy a K koalicidénak nincsen az X pontban
gyenge f8lénye az e iranyban. Ez azt jelenti, hogy 1l/n-hez meg-
adhatd olyan unEUé elem n=1,2,... mellett, hogy

(33) <e,F(xo,unxUK)> < 1/n

1l
Az UK

gens részsorozat, legyen ez u o, ahol ueUt a részsorozat ha-
k
tidreleme. Minden veU, mellett tovabba uoX vo>ouxv, és a (33)
k

kompaktsaga folytan az u sorozatbdl kivalaszthatdé konver-

egyenldtlenség folytéan
(34) <e,F(xo,uxUK)> <0

teljesiil, ami az allitas egyik felét adja.
2. Ha az I~NK koalicidnak erds elfutd fblénye van az x
pontban a -e iranyban, akkor ez azt jelenti, hogy van olyan

uEUl

K’ hogy minden vEUK mellett az

“4359) <e, F(xo,uxv)> <0

1

K—hoz nem adhaté meg o-

feltétel teljesiil, vagyis ehhez az u€U
lyan v(u)EUK, hogy

(36) <6, F(xo,uxv(u))>>0

teljesiiljon és ezzel az allitast belattuk.

A most k&vetkezd két tétel a bevezetett erds és gyenge fo-
lényfogalmakat jellemzik.

Legyen e€E' egy egységnormaju funkcional.

1.5 Definicidé: Az E Banach téren bevezetjiik és |l Ine—vel

jeldljlik az alabbi normat:
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(.37 ) Mxitl = max{Ill x 1l,1<2e,x>1}, x€E.

&

Jelodljik Ke t(0)--vel az alabbi kupot:

>

K (0):= U a<{G e(O)+t}
eyt A>0 e
e
ahol 0<e<l1, Ge e(0):={xlx€E, IHlee<e}, t€E, IHtIHe=l.

~ 1.3 Tétel: A K koalicibé akkor és csakis akkor van fdlény-
ben a K' koalicidéval szemben az xOEG pontban az e€E'-vel kije-
1861t iréanyban, ha megadhatd olyan 1>e>0, és t€E, IHtlHe=l,

<2e,t>=1, hogy minden VEUK’ elemhez taldlhaté olyan u(v)EUK

elem, hogy teljesiil az

1
X{u(v)xv})CKE (0):=u X{GE €(0)+t})

(38) F(x "
> A>0

1
o’UKUK'

Bizonyitas:

1. Tegyiik fel, hogy a K koalicidnak f&lénye van az e irany-
ban az X pontban a K' felett. Az 1.1 definicid szerint tehat a
_.l N
(39) ¥V o= P "(x , {ebe}) e = O,
(o] = . &
1=1
halmaz nem iires és a folytonossdag miatt kompakt.
Az T leképezésnek a GxV-re vald megszoritdsa teljesiti a
fliggelék F2.3 tételének feltételeit c=6h, 0<6<1 mellett ezért
igaz, hogy

(40) Flx,,VlcKk, ,(0)

az idézett tétel alapjan. Miutédn az 1.1 definicid feltételének
teljesiilése és V konstrukcidja biztosit olyan u(v)-t minden

veU,, ,~hez, hogy

Kl
1l

(41) Ukuk !

xu(v)xvy < V

teljesilil, az allitas elsd felét bebizonyitottuk.
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2, Teljesililjon a (38) feltétel valamely t€E, e€E' és . >0-
ra. Belatjuk, hogy ekkor teljesiil az 1.1 definicido feltétele.

Képezzik a Gn:=K€,t
... mellett. Képezziik tovabba az alabbi halmazt:

(0)n{e>1/n} halmazsorozatot n=1,2,...,n,

(42) Hn={u|u€UK, és 3 v(u)EUK hogy F(xo,U V(u)XU)CGn}

+ X
KUK "

Belatjuk, hogy H, nyilt. Legyen u€H,. Miutédn az U % vl a)%

KUK
halmaz kompakt metrikus tér, folytonos képe is kompakt, amely
a fenti G, hataratdl véges pozitiv & tavolsagra vgn. Am F e-

gyenletesen is folytonos X régzitése mellett a X Ci kompak t
i=1

szorzattéren, ezért 6/2-hdz megadhatd olyan Cs (879
I

(u) kdrnye-

zet, hogy minden u'€G )(u)—beli pontra teljesiil (42) fel-

6](6/2
tétele.
A (38)-al kifejezett feltétel azonban biztositja, hogy

(43) U H =U

és miutéan UK' kompakt, a Hp-ek pedig nyiltak, van olyan véges

n, hogy H, az U,,-t mar lefedi. A legkisebb ilyen n legyen n_,

'
c=l/no mellett ieljesﬁl az 1.1 definicido feltétele. Ezzel a té-
telt maradéktalanul belattuk.

1.4 Tétel: A K koalicid akkor és csakis akkor van erds fo-
lényben az X pontban az e€E', Il ell = 1 funkcionallal kijeldlt
irdnyban, ha megadhatdé olyan 1>¢>0, és t€b, lHtlHe=l, <2e,t>=1,

amelyhez talalhatdé olyan uEUK elem, hogy az

1
(44) F[xo’uXUK]CKE,t(O)

tartalmazas teljesil.

Bizonyitds: A tételt az 1.3 tételhez hasonldan bizonyit-

hatjuk be, csupan egyszeriibben. Itt a bizonyitdst nem részle-
tezzik.
A most kOvetkezd tételek is az erOs illetve gyenge fdlényt

jellemzik, méghozza e tulajdonsadgok helytdl vald filiggését.
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1.6a Definicié: G ,—vel jeldljlik az alabbi halmazt:

K,K

, :={x1xeG-ben K gy. f8lényben van K'-vel sz.-ben
K,K

az e iranyban}

1.6b Definicié: G; -val jeldljiik az alabbi halmazt:

GE:={x|x€G-ben K erds folényben van az e ir.-ban})

l,6c Definicid: FE x1-vel jeldljik az aldbbi halmazt:
3
FE K,:={xlx€G—ben K-nak elf. fdlénye van K'-vel sz.-
b

ben az e iranyban}

1.6d Definicid: Fﬁ-val jeldljilk az alabbi halmazt:

F§:={xlx6G—ben K-nak erds elf. f6lénye van az e ir.-

ban

- e
1.5 Tétel: A GK,K' g

Bizonyitds: Elegendd megmutatni, hogy ha xOEGK K,-nek
> ]

és GE halmazok nyiltak.

e 5 : e e
(GK-nak), akkor létezik Gé(xo)C:GK,K' (GK) alkalmas 6>0-val.

e e o ;
Az XOEGK,K' (GK) azt jelenti, hogy a
(45) Vs B (xo,{e2h>0}\;c X Ci

i=1
kompakt halmaz nem lires, s&t az egyes folényeknek megfelelBen
tartalmaz bizonyos alaku pontokat.
Szoritsuk meg a F leképezést az alabbi mddon:
F a3 GXV = E,
erre h/2-vel igaz, hogy
(46) F(xo,V) < {e>h/2).

V kompaktsdga folytan azonban létezik olyan G (xO)C<3,hogy



s
(47) F(Gé(xo),v) c {e>h/2}

teljesiil. Ez pedig mindkét szodbanforgd fodlényfogalomra bizonyit-
ja a tétel allitasat.

1.6 Tétel: Az FE,K' és(azfﬁ halmazok zartak.

Bizonyitas: Ezek zartsaga kdzvetlen kdvetkezménye az 1.1,
1.2 tételeknek melyek szerint e halmazok megfeleld G tipusu
halmazok komplementerei, melyek viszont az 1.5 tétel szerint

nyiltak.
2. LOKALIS. STRATEGIAK FOGALMA

E pontban azzal foglalkozunk, hogy ha a G halmaz valamely
pontjaban fenndll a bevezetett f6lénytipusok koziil valamelyik
egy koalicié szamara, akkor hogyan hasznalhatja fel ezt a koa-
licid stratégiaja megvalasztasara. Az erds és gyenge folény a-
lapjan képzett stratégianak az a tulajdonsdga, hogy egy pontra
megadott stratégiavalasztasi szabaly "ugyanazt" eredményezi a
pont egy kdrnyezetében, mint a pontban, lehet&séget nyujt arra,
hogy e stratégivalasztasi szabdalyokat fogjuk lokalis stratégi-
aknak nevezni. E1s$ lépésként az alabbi tétel konstrukcidjaval
megadjuk f6lény teljesiilése esetére a stratégiavalasztasi "sza-
balyt™,

1.7 Tétel: Legyen a K koalicidnak az xOEG pontban az e€E'
Il ell = 1 iradnyban f6lénye a K koalicidéval szemben. Ekkor megad-
haté egy Ve: UK' - U1< Borel-mérhetd leképezés ugy, hogy

|
(48) F[xo, U}zuK,xVe(u)xu] c {e>c} ahol e>0

az 1.1 definicidban szerepld pozitiv szam, tetszdleges u€l, ,-ra.

Bizonyitas: Megjegyezziik eldsz6r is, hogy a bizonyitasban
lényegtelen a ¢ szam értéke, ennek a tételben csupan a félény
definicidéja miatt van szerepe. Ezért tetszdleges c¢ mellett bi-
zonyitjuk a tételt, azért, hogy egyuttal elfutd f6lényre is meg-
kapjuk a V leképezés konstrukcidjat.
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A folény definicid6jabol kovetkezik, hogy minden ueUK,-héz

1
van olyan v(u), hogy az F[xo’UKUK‘

nyeges sajatossag gyenge elfutd folény esetében c=0-val telje-

xv(u)xu] c¢ {e>c}. (Ez a 1lé-

siil, 1d. az 1.2 definicidét.) Ez azt jelenti, hogy minden

1 ik otk
GUKUK' mellett teljesiil az

W

(49) F_l(xo,w, {e>c}) @ {(v(u),u)l uEUK,}

tartalmazas. Masrészt az F folytonossdga miatt az

(50) F"(xo,w, {exe}) = U, X U,

halmaz kompakt. Képezzik az

il |
ﬂl F (xo,w, {e>c}) < UKXUK'

WEURUK'

(ST ) F

kompakt halmazt, amely a (49) miatt nem iires, sot a vetiilete
az UK,—re az egész halmaz lesz (pK,(F)= UK')‘
Ekkor azonban a fiiggelék F.1.2 tétele biztositja, hogy

megadhatd olyan
(52) \Y i Upew = U
Borel-mérhetd leképezés, amelyre teljesiil az

(53 ) E 2 ((Ve(u), u) | uEUK,}
feltétel, ami azt jelenti, hogy Ve eleget tesz a (48) feltétel-
nek. Ezzel a tételt belattuk.

1.1 Megjegyzés: Ha a K koaliciénak erds fdlénye van az X

pontban az e€E', Il e Il = 1 iranyban, akkor megadhaté a

uEUl

(54) Ve(u):=v€U K

K b

konstans leképezés ugy, hogy az (1.2) definiciéval szerepld
c>0-val teljesiil az
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(55) F(x ,u,V (u)) € {e>c}, minden uelz
o e = K
mellett.
Ez az 1.2 definicid természtes kOvetkezménye.
1.2 Megjegyzés: Miutan felhivtuk a figyelmet arra, hogy az

.7 tétel bizonyitasaban nem volt lényeges szerepe a szerepld c
konstans értékének és lattuk, hogy ami a tétel bizonyitasahoz
sziikséges, az teljesiil a gyenge elfutdé fdlényre is, ezért ki-
mondhatjuk kiildn bizonyitas nélkiil az alabbi tételt:

1.8 Tétel: Ha a K koalicidnak gyenge elfutd félénye van
az xOEG pontban a K' koalicidéval szemben az e¢€E', Il ¢ll =1 irdny-

ban, akkor megadhatd egy
{56) V.: K' & K

Borel-mérhetd leképezés ugy, hogy minden u€U, K6 -re teljesiil az

K

L

(57) F[XO,UKUK',

Vo(u),ul e {e>0}

feltétel.
1.3 Megjegyzés: Erds elfutd folény esetében az 1.1 meg-

jegyzés eljarasa biztosit egy az (57)-nek eleget tevd Ve leké-
pezést.

A Ve leképezések definicidéja utan megmutatjuk bevezetett
folény teljesiilésének szamunkra alapvetden fontos kdvetkezmé-
nyét.

1.9 Tétel: Legyen a K koalicidnak a K' koalicidval szemben
az xOEG pontban az e€E', Il ell =1 iranyban folénye. Ekkor megad-
haté egy alkalmas

Hr o m

(58) K (o) = ux. + {G
€sh A>0 £

€ (0)+h}

kup (lasd az 1.5 definicidt), ahol <e,h>=1/2,1l hll ~1/2 (azaz
kézel 1/2), és amelyre teljesiil az alabbi:
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Megadhatd a toeR-hez ((to,zo)=onG) olyan 6>0, hogy a K'
koalicid barmely u:[to,t(u)} &= [to,tl] - UK" és az I (KUK')

mérhet® stratégiavalasztéasara az

(59) x(t)=F(x(t), v(t), Ve(u(t)), u(t)) te[to,t(u)} m.m

x(to)=xO
differencialegyenlet megoldasa teljesiti az

x(t)6x0+}<E L (0), te(to,to+6) = [to,t(u)}

bl
feltételt, ahol a Ve az 1.7 tételben biztositott Borel-mérhetd
leképezés.

1.10 Tétel: Legyen a K koalicidnak erds f6lénye az onG

pontban az e€E', Il ell = 1 iranyban. Ekkor megadhatdé egy alkal-
mas Ke,h(o) kup (1d. (58)), ahol <e,h>=1/2, Il hill ~1/2 (azaz k&-
zel 1/2) és amelyre teljesiil az alébbi:

Megadhatd a t €ER ponthoz ((to,zo)=xo€G) olyan 6>0, hogy
az I\K koalicidé barmely u:[to,t(u)}g Pto,t]] + Ul mérhetd stra-

K
tégiavalasztasara az

(60) x(t) = Flz(t), ult), Vo(u(t))) mem  t€lt_,t(u))

x(to) = X
differencidlegyenlet megoldasa teljesiti az

x(t)Exo + Ke’h(o), tE[to,to+6] c [to,t(u)}
feltételt, ahol Ve az 1.1 megjegyzésben biztositott konstans
leképezés.

" Bizonyitas: A két tételt egylitt bizonyitjuk. Képezziik az

xoe G mellett az
_.l N
(61) F (xo,{eZc>0}) =V c X C

kompakt halmazt, ahol a ¢ az 1.1 illetve az 1.3 definicidkban
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biztositott pozitiv szam. A Ve leképezés konstrukcidja bizto-
sitja, hogy f6lény esetén minden uEUK és vEUéuK, mellett a
(v,Ve(u),u)EV teljesiiljdn, erds f&lény mellett pedig minden
ueU, mellett igaz az (u,Ve(u))EV feltétel.

K
v:[to,t(u)} -yl

Legyenek marmost u:[to,t(u)} - U KUK !

K?
mérhetd leképezések, a fentiek alapjan.

(62) (v,Ve(u),u):[to,t(u)} -V

mérhetd leképezést kapunk, mert Ve Borel-mérhetd. Ehhez hason-

léan az u:[to,t(u)} - Ué erds foélény esetében egy
(63) (Ve(u),'u) : [to,t(u)} - K

mérhetd leképezést hataroz meg. Ezzel azonban eldallitottuk
az (59) és (60) megoldasfiiggvényekre a filiggelék F2.4 tételének
feltételeit, amely a tételeinek &allitasait bizonyitja.

1.4 Megjegyzés: Az 1.9 és 1.10 tételek bizonyitasahoz i-

dézett F2.4 tétel bizonyitasabol az is kideriil, hogy megadhaté
az x pontnak egy olyan alkalmas 6'>0 kOrnyezete, amelynek min-
den pontjara érvényes az 1.9 és 1.10 tétel allitasa, méghozza
az alabbi forméaban:

~1.11 Tétel: Az 1.9 és 1.10 tételekben szerepld X pontnak
megadhaté olyan Gé,(o), §'>0 kbrnyezete, megadhatd olyan 6>0
és Ke,h(o)’ amelyek minden x'EGé,(xO)—beli pontra teljesitik
az 1.9 illetve az 1.10 tétel &allitéasait, méghozzd az egész
Gé,(xo)-on univerzalis V, stratégiavalasztassal.

1.5 Megjegyzés: Az 1.11 tétel segitségével azt sikeriilt
e

K,K!
nyilt halmazok elBallithaték olyan nyilt kérnye-

megmutatnunk erds és gyenge fdlények esetében, hogy a G

illetve a GE

zetek unidjaként, amelyek mindegyikén egy konstans Ve straté-
giavalasztasi szabaly segitségével hasznalhatjuk fel meglevd
E,K' (G CIGE) olyan nyilt hal-
maz, amelynek minden pontjara teljeslil az 1.11 tétel &allitéasa,

f6lénylinket. Legyen most egy G <G

a Ve stratégiavalasztasi szaballyal.
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1.7 Definicid: A (Ve,G) part nevezziik a K koalicidé loka-

lis stratégiavalasztasanak, vagy roviden lokalis stratégiaja-

nak.
A most kdvetkezd §-ban megmutatjuk, hogy hogyan lehet a
lokalis stratégiavalasztasi szabalyokbdl felépiteni globédlis

stratégiavalasztasi szabalyokat.
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2.8, A LOKALIS STRATEGIAK SZINTEZISE

Az eldzd §-ban bevezettilk a Kc I koalicid f6lényének tdbb-
féle fogalmdt és ezek fennalldsa esetén stratégiavalasztasi méd-
szert is adtunk. E mdédszerrdl erds illetve gyenge f&lény eseté-
ben megmutattuk, hogy egy alkalmas nyilt halmazon "megfeleld"
valasztast biztosit. Ezért bevezettilkk a lokalis stratégia fogal-
mat, amely egy (Ve,G) alaku part jelent, ahol a Ve egy Borel
mérhetd leképezés, G pedig az eldbb emlitett alkalmas nyilt
halmaz.

Most azt a kérdést vetjiik fel, hogy hogyan biztosithatjuk
a lokadlis stratégiak Osszekapcsolasat? Ez alatt azt kell érte-
ni, hogy ha az (59) vagy (60) differencidlegyenletek megoldasa
a G halmaz valamely hatarpontjahoz érkezik, vajon milyen felté-
telek mellett folytathatd a jaték e hatarponton csatlakozd va-
lamely masik (Vé,, G') lokalis stratégiavalasztasi szabalynak
megfelelden? E probléma rokon a szakadasi feliiletek k&zismert
problémajaval.

A felvetett problémat két esetben oldjuk meg. A masodik
esetben adott megoldas szinte feltétel nélkiil alkalmazhatd, té-
tel formajaban kimondott finomitott valtozatai mindOssze a met-
rizdlhatésagon mulnak és azon, hogy a stratégiakat nyilt halma-
zokon adjuk meg. Az elsd, finomabb eljaras szigoru feltételek-
hez kotbtt, csak erds vagy gyenge fdlény esetében alkalmazhatd
és csupan szeparabilis Banach tereken. Az els8 modszer feltéte-
leinek megfogalmazasahoz meg kell fogalmaznunk lokalis straté-

gidk csaladjanak egy folytonossaghoz hasonld tulajdonsagat.
1. ELNYELESI £S TASZITASI PONTOK

Bevezetiink egy alapvetd fogalmat, amelyet kupmezdnek fo-
gunk nevezni.

Legyen Q cGCE egy nyilt halmaz. Legyen minden xe€Q-hoz
megadva egy e(x)€E', Il ell =1, és egy 0<e(x)<1 szam. Képezziik

minden fenti x mellett a Ke(x) )(0) kupot, ahol t(x)€E,

JElx
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<e(x), t(x)>=1/2 és 11 tll (x)~1/2 és

11
- e
(O) - Kgg {GE(X) (0)+t(X)}-

{64:) KE(X),t(X)

2.1 Definicidé: A K :x -~ KF(X) t(x)(o)’ x€Q leképezéssel és
- 2
0-val képzett (K ,Q) part kupmezdnek nevezziik.

2.1 Megjegyzés: Minden lokalis stratégidhoz tartozik egy

kupmezd, amelyet az 1.11 tétel biztosit.
Egy FcE halmaz lezarasat F-al jeldljiik.
2.2 Definicidé: Az x€F pontot az FcE halmaz ( K ,Q) kupme-

z6vel szembeni elnyelési pontjanak nevezziink, ha van olyan

5§>0, hogy az
(Ke(x)’t(x)(o) + x) ﬂGé(x) c FnNnQ

feltétel teljesiil.

2.3 Definicid: Az x€F pontot az F taszitdsi pontjanak ne-

vezzik, ha az EN\F elnyelési pontja.
2.1 Lemma: Ha x€ int (F)nQ, akkor x elnyelési pont.

Bizonyitas: Ha ugyanis van eleme a metszetnek, ez nem lires

nyilt, igy van olyan 6>0, hogy Gé(x)c int (F)NQ ami a tételt
bizonyitija.

2.1 Kbvetkezmény: Taszitasi pont csak hatarpont lehet.

2.2 Kbvetkezmény: Tetszdleges (K ,0) esetén Q minden pont-

ja K -val szemben elnyelési pont.

2.4 Definicidé: Egy F<E halmazt a (K ,Q)-ra nézve szaba-

lyosnak neveziink akkor, ha T NQ minden pontja taszité vagy el-
nyeld.

2.1 Tétel: Egy ( K',Q) kupmezdre nézve szabalyos halmazok
halmazalgebrat alkotnak, vagyis

1. Ha FT’FZ szabalyos halmazok, ugy Fl U F2 1S az.

2. Ha F],Fz szabalyos halmazok, ugy F2 N F2 is az.

3. Ha F szabalyos, ugy ENF is az.

4. Az egész tér, E szabalyos.
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Bizonyitds: A 2.1 lemmdra vald tekintettel a taszitd-elnye-

18 tulajdonsagot elegend® mindegyik esetben a hatarpontokra be=
latni.

1. Vegyik a EFluan zart halmazt (aFi jeldli az Fi halmaz
hatarat, mely zart).

Legyen xeaFluan-nek. Ha e pont legaldbb az egyikre nézve
elnyelési pont, akkor az unidnak is elnyelési pontja lesz, ez
természetes kdvetkezménye a 2.2 definicidénak. Legyen ugyanis
mondjuk az elnyeld halmaz az 1 indexii, ekkor a definicid sze-

rint van olyan Gé(X)’ hogy Gé(x)c Q és
Gé(x)ﬂ(KE(x)’t(x)(O)ﬂ()c F nec (F]UFZ)HQ.

Ha az x valamelyiknek belsd pontja, akkor a 2.1 lemma sze-
rint elnyelési pont.

Marad tehat annak bizonyitasa, hogy az x pont egyiknek sem
elnyelési pontja. Ekkor lehet mindkettdnek taszitasi pontja,
vagy lehet az egyiknek kiils® pontja,.a masiknak taszitasi pont-
ja.

Az els® esetben i=1,2 mellett van olyan Gbi(X)' hogy az
E*\Fi—re teljesiil a 2.2 definicio feltétele. De akkor a

$=min 6,-re az (E\\Fl)n(E\.F2)=E\(F]UF2)-vel is teljesiil a fel-
i
tétel, tehat a pont taszitasi marad.

A masodik esetben van olyan kdrnyezete a pontnak, miutén
az egyik (mondjuk Pl) kiilsejében van, hogy e kdrnyezet teljes
egészében az Fl kiilsejében fekszik. De akkor e kdrnyezetnek és
az Fz-re a 2.2 definicid altal biztositott kdrnyezetnek a met-
szete éppen megfelel az unidhoz. Ezzel az 1. pontot belattuk.

2. A 2. allitds az 1. allitasbo6l kovetkezik komplementer-
képzés utjan.

3. Ennek bizonyitasa azért egyszerili, mert ha egy hatarpont
taszitasi pont, ez a komplementernek a 2.3 definicid szerint
elnyelési pontja. A komplementer hatarpontjaira ugyanez érvé-
nyes. Ezzel ezt be is lattuk.

4. Az egész tér lezaréasanak metszete Q-val Q, amelynek

minden pontja elnyelési pont a 2.2 kdvetkezmény szerint.
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2.3 Kovetkezmény: A ( K,Q) barmely szabdlyos nyilt rész-

halmazanak szabdlyos részhalmazai is halmazalgebréat alkotnak.
2.2 Lemma: Legyen Qc E nyilt halmaz és legyen (Q-n megadva

egy "allanddé" kupmezd, azaz a 2.1 definicid jeldléseivel

(65) Ke(x),t(x)(0)=Ke,t(0)'
Ekkor megadhatdé egy olyan |l '”K norma E-n, amelyre
1. >0 mellett {Ill IHK‘<5} szabalyos K-ra nézve.

2. A Il g norma ekvivalens az eredeti Il 1l -val.

Bizonyitas: Belatjuk, hogy a K€ t(O) halmaz minden hatar-
2

pontjara teljesiil, hogy ha XEKE,t(O)' ugy X+K€,t(0)c Ke,t(O)
Legyen reK€ t(0), ez eldall
b
(66) r = At + Av, A >0
alakban, ahol lelHe<e<l, és IHtIHe=l. (1d. a kupmezd 2.1 defi-

niciéjat.) Az x hatarpont pedig x=At+Av' alaku, ahol IHv'Hlege.
(Ugyanis ha x hatarpont, ugy megadhatdé egy Ant+knvn ~ x sorozat
ugy, hogy A, korlatos és igy megadhatd ugy is, hogy konvergens
legyen. Ha Ko e konvergens sorozat limeszpontja, ez nem 0, mert
x sem az, de akkor osztva xn- el sorozat elemeit, vn—et kifejez-
hetjiik két konvergens sorozat kiildnbségeként és igy vn—r61 be-
lattuk, hogy konvergens és ezért a limeszpont, Hlv'lnegs telje-
siil.)

Vegyiik az x+KE (0) pontjait. Ezek eldallnak

=
ne
(67) At+Av'+ Up {6 (0)+t})
e
n>0

alakban, vagy atirva:

A ')
X+u)V+K+uw)}

e

. A 0] _ e
ahol megmutatjuk, hogy a (XTEV+x+u w)EGE (0).

(68) x+K _ t(0)={yly=(>\+u)t+(>x+u)(
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Felhasznalva azonban, hogy 0,

(69) ”l—A—V + —E—wln £ —A-E ST, H!wIHe < e

A+ At e — A+u A+p
amivel belattuk az allitast.
Hasonldan belathatdé, hogy a —Ke,t(o) minden hatarpontja
taszitasi pont.
Az e funkcional definicidéjabél kdvetkezik, hogy az {-e<é8},
és az {e>6} halmazok & tetszBleges valds mellett szabalyosak.

Ezért képezzik a G, =K t(O){e_<_l}és a G,=-K (0)n}e>-1} halma-

€3 €E,t
zokat, melyek szintén szabalyosak lesznek. E két halmaz segit-
ségével konnyen megadhatjuk a kivant "gombot". Szabalyos halmaz
minden eltoltja szabalyos konstans kupmezd esetén. A t defini-

cidja alapjan 2te{e=1}, képezziik tehat a
(70) G(0):={G, - 2t}u{G, + 2t}

halmazt. Konnyen belathatd a kup definicidéja alapjan, hogy

G(0) a 0 egy korlatos, nyilt, konvex, kiegyensulyozott kdrnye-
zete, ezért az altala meghatarozott Minkowsky funkciondl norma
lesz, amely egyenértéki az eredeti normadval. A G(0) tovabba
szabalyos és minden szamszorosa is az marad. Ezzel a tételt be-
lattuk.

2.4 Kovetkezmény: Legyen E egy szeparabilis Banach tér.

Ekkor a 2.2.lemma feltételeinek eleget tevd kupmezd alaphalma-
za eldall megszamlalhatd sok szabalyos halmaz egyesitésébdl.

2.5 Kbvetkezmény: A 2.4 kbvetkezményben szerepld eldalli-

tas helyettesithetd szabalyos halmazokbdl 4116 diszjunkt hal-

mazrendszerrel is. Ha ugyanis G = U Gi’ ahol Gi szabalyos hal-
maz minden i=1,2,... mellett, akko%zé

i-1
(71) Gi:=G£\(jgl Gj>

halmazok a 2.1 tétel alapjan szabalyosak, egyesitésiik pedig,

mint ismeretes és ko&nnyen lathatd az egész G.
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Ezzel eljutottunk oda, hogy megfogalmazhatjuk a szintézis
problémajat és megoldasi lehetdségeit vizsgaljuk Banach tereken

és véges dimenzids tereken.
2. SZINTEZIS PROBLEMA KOMPATIBILIS STRATEGIAKNAL

Lokalis stratégiak szintézisén egy olyan stratégiavalasz-
tasi médszer megadasat értjik, amely a fazistér minden pontja-
ban egyértelmiien adja meg a stratégia megvalasztasadnak a moédjat
és emellett minden pontban egybeesik valamelyik lokéalis stra-
tégiaval. Mint ismeretes, ez a probléma altaldban nem oldhatd
meg (Ld. a szakadasi feliiletek problémait a varidcidés mddsze-
reknél). A globalis stratégiavalasztasi mdédszernek olyannak
kell ugyanis lennie, hogy minden pontban a jatékot leird dif-
ferencialegyenlet rendelkezzék egy (t,t+6(t)) intervallumon
legalabb is lokalisan egyértelmii megoldassal. Ehhez pedig az
szlikséges, hogy ha egy lokalis stratégia alkalmazasi teriileté-
nek egy hatarpontjahoz érilink, e hatarponton megadott uj straté-
giaval az uj lokalis stratégia érvényességi teriiletén maradjon
a fazispont legalabb egy kis id@intervallumra. Mas szdval, az
uj stratégiadnak e pont elnyelési pontja legyen. Altaldban ez
nem vihetd keresztlil és ezért a hely filiggvényében egyértelmi
stratégiavalasztasi mddszer megadasanak feladatat pontonként
véges valasztasi lehetOségre enyhitjliik. Ez utdbbirdl latni fog-
juk, hogy szinte korlatozas nélkiil megoldhatdé. Most eldszdr az
elsd, nehezebb feladatot fogalmazzuk meg pontosan és bizonyos
feltételek mellett megoldjuk. A masodik problémaval a 3. pont-
ban foglalkozunk.

Legyen Qc G< E egy nyilt részhalmaz. Tegyiik fel, hogy meg-
adtunk lokalis stratégiadk egy {Ve > GQ}GEA csaladjat ugy, hogy

a

teljesiiljbn az

(72 ) Q= U 6.
aca @

feltétel. Mint ezt az 1.11 tételben belattuk, e stratégiacsa-

ladhoz tartozik kupmezdknek egy (Ka’Ga)a csaladja és ha a

€A
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(Ka, Ga) parokat az 1.11 tétel feltételeinek megfelelBen képez-
tiik, akkor még az is igaz, hogy ezek konstans kupmezdk lehetnek.

2.5 Definicid: Kupmezdnek egy (Ka, Ga}QEA csaladjat az xeQ

pontban kompatibilisnek nevezzik, ha megadhatd olyan Gé(X) kér-

nyezet és egy x-tdl filiggd Ke(x) (0) kup, hogy minden a€A

st (x)
mellett yEGé(X)nGa esetén

a

A Ke(x),t ()10 2 Ke (), (50

2.6 Definicid: Kupmezdk egy (Ka, Ga) csaladdja az Qc ‘cE

a€EA
halmazon kompatibilis, ha minden x€Q-ban kompatibilis.

Legyen most E szepardbilis Banach-tér. Megadunk Q c''c E-n

egy K kupmezdt a kdvetkezdképpen:

a€A

_ a
(74) KE(X)’t(X)(O)::co ( U KEQ(X)’ta(X)(O))
xEGOl

-

ahol co a mdgdtte alldé halmaz konvex burkat jeldli.

Ha az eredeti {Ka, Ga} rendszer kompatibilis volt, ugy a
K kupmezd minden pont egy alkalmas kdrnyezetében egy konstans
kuppal "major&lhatdé". Az igy bevezetett jeldlések mellett az a-
14bbi tételt mondhatjuk ki:

2.2 Tétel: Legyen {Va’Ga}QEA’ agA Ga = Qc <ib 1lokalis
stratégidk egy olyan csalddja, hogy a neki megfeleld kupmezdk

(Ka’Ga}aEA csaladdja teljesitse Q-n kompatibilitas feltételét.

Ekkor megadhatd egy {Bi} « , a (74)-el definialt { K, G} kup-
i=1

mezdvel szemben szabalyos halmazokbdl &116 olyan diszjunkt hal-

mazrendszer, amely teljesiti az aldbbiakat:
l. Bic G ;5 i=1,2,. ..

3 U Bi nyilt halmaz.
i=1
4. Minden x€eQ-hoz megadhatd egy és csakis egy olyan Bi

() ?

hogy az x a Kai(x) kupmezdvel szemben elnyelési pontja Bi(x)—nek.
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Bizonyitas: Vegylk minden x korlil azt a G

é(x)(x) kérnye-

zetet, amelyet a kompatibilitas (72) feltétele biztosit.

Képeziink Q-nak egy (a,x)€AX@-val indexelt, a {G_ } ., é&s

{G (x)}xeQ feddrendszereknél finomabb G :=Gaﬂ G (x)

65(x) ;% 6(x)

nyilt halmazokbdl feddrendszerét és a Ga « halmazon a VOL "
I’ b

stratégiat a VOl stratégia megszoritasaként definialjuk. Minden

Ga LTen egy konstans kupmezdt is definialunk a Kx kompatibili-
tas altal biztositott kuppal. Ritkitsuk meg e feddrendszer hal-

mazait ugy, hogy minden x-hez egy olyan Ga(x) -et valasszunk
k]

ki, melyre teljesilil, hogy x€G Lol A 2.2 lemma minden Ga(x)

3
alx) ;%
biztosit egy a Kx kuphoz tartozdé olyan II! My normat, amely
X

s X

g

ekvivalens az eredeti normaval és a G (0)+x =3
6(x) a(x),x

halmaz szabalyos a Kx—el szemben. Jeldljlik egyszeriiség kedvé-
ért az x pont e szabalyos kdrnyezetét Gx-el és helyettesitsiik
} fed6rendszerét a (G } szabalyos

X ) 4%’ XEQ x’ xEQR
halmazokbdél 4116 nyilt feddrendszerrel. A tér metrizadlhatdsa-

az Q halmaz {G
a(

ga és szeparabilitasa folytan azonban e nyilt fed&rendszerbdl
kivalaszthaté megszamlalhatd részrendszer is, mely lefedi

oo

Q-t. Legyen e rendszer {Gx }i=l'
i

Képezzik a

(75) B.:= B % W G

diszjunkt szabalyos halmazokbdl all16 feddrendszert. Ennek 1-4
tulajdonsagai a konstrukcidé alapjan viladgosan teljeslilnek.
Talan a 4. pontot érdemes meggondolni: A diszjunktsag koé-

vetkeztében minden x€Q csak egy Bi -nek lehet eleme. Ha ennek
" ‘
belsd pontja, akkor a 4. allitas teljesiil. Ha hatadrpont és el-

nyelési pont, akkor is készen vagyunk. Ha azonban taszitéasi
pontja, akkor vegylik az elsd io darab.Bi halmaz egyesitését.
Ez nyilt, x ennek belsd pontja (1ld. a 3. &llitast) van egy kodr-
nyezete, mely ezen unidhoz tartozik és a (74) kupnak ezzel vett

metszete is ide tartozik. E metszet egy x koriili alkalmas kOr-
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nyezetének azonban benne kell lennie valamelyik halmazban, ki-
l16nben legaldbb egyikiik nem volna szabalyos halmaz. Ahol e met-
szet van, annak lesz x elnyelési pontja, a diszjunktsag miatt
pedig vilagos, hogy csupan egy ilyen lehet.

2.6 Kovetkezmény: Jeldlje V az alabbi leképezéseket a 2.2

tétel feltételeinek teljesiilése esetén:

V:Q XU,» U gyenge f&lény mellett
(76) s .
V' : @ XUK - UK erds folény mellett
ahol
(77) V(x,u):=V .(u), ha x€B.
a1 X

az elsd esetben, uEUé a masodik esetben, és a 2.2

tétel jeldléseit hasznaltuk. Legyen x EQ tetszdleges pont. Ek-

ahol u e UK

3

kor az

x(to) =&

x(€) = Fle{t), v(&), Vix(t),als)), uls))
illetve
(78) x(t) = F(x(t), v(t), V(x(t), v(t)))

differencidlegyenleteknek u(t) ill. v(t) Borel mérhetd iranyi-
tads mellett 1létezik megoldasa, éspedig minden x(t)€EQ mellett
egy (t,t+6(t)) intervallumon lokalisan egyértelmiien folytatha-
to.

" Bizonyitas: Ez az 1.11 tételnek és a most bizonyitott té-
telnek k&zvetlen k&vetkezménye. Az 1.11 tétel szerint ugyanis
minden Bi belsejében az allitas igaz. A 2.2 tétel 4. pontja
szerint tovabba mindegyik Bi halmaz barmelyik hatarpontjarol
valamelyik Bj halmaz belsejébe folytatddik a megoldas és igy
ujb6él az 1.11 tétel biztositja a kOvetkezmény allitasanak he-
lyességét.
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A szabalyos halmazok algebrajanak még egy érdekes sajatos-
sagat mutatjuk meg végesdimenzids terek esetében. Legyen E vé-
gesdimenzids.

Legyen {K ,G}, GcE nyilt egy egyelemii kompatibilis kupme-
zO6csalad.

Legyen G' < G tetszdleges.

2.3 Tétel: e>0-hoz megadhatd olyan Hc G' szabalyos halmaz,
hogy ha p(x,3G') jeldli az x€E pont tavolsagat G' hataratdl, ak-

kor
(79) sup p(x;96') ¢ &
x€3H
Bizonyitas:
1. Legyen a G' kompakt. Ez esetben képezziik a
(80) Gé = {xI%€C"'; p(x,0G") >¢}

kompakt halmazt. A 2.2 tétel alapjan a ¢' halmazt elBallitjuk
nyilt szabalyos halmazok megszamlalhatd ;onoton novekedd uniod-
jaként. A Gé—t kompaktsdga miatt e sorozat valamely véges in-
dexli eleme mar lefedi és e szabalyos halmaz teljesiti a tétel
allitasat.

2. Ha G'" nem kompakt, akkor képezziik a

(81) Gé - {x1xeG', 6§(x,8G"') >e, n=1<Iil xll < n}
3
kompakt halmazokat. Ezek ¢ sugaru nyilt k&rnyezetét véve G'-be-
li nyilt halmazt kapunk, amely teljesiti az 1. feltételét és
ebben megadhatjuk a Gé = kompakt halmaznak egy kelldképpen fi-
s
nom szabalyos feddhalmazat. Legyenek e halmazok H,, n=1,2,... .

A keresett approximald halmaz
(82) H:= U H
lesz, ugyanis k&nnyen belathatdé, hogy a szdébanforgd halmazok

kdzlil tetsz8leges xEQ pont egy 6 sugaru kdrnyezetébe csupan vé-
ges szamu metsz bele. Ezzel pedig a tételt belattuk.
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3. SZINTEZIS NEMSZEPARABILIS TEREKEN

Az e€l0zd pont elején vazolt két szintézisprobléma kozil
kompatibilis stratégiacsaladok esetére médszert adtunk a nehe-
zebb, helytdl filiggdé globalis stratégia feladatanak megoldasara.
Addésak maradtunk azonban a gyengébb, de altalanosabb feltéte-
lek mellett érvényes igért megoldasi médszerrel. Ehhez csupan
annyit fogunk felhasznalni, hogy a lokalis stratégiakat nyilt
halmazokon adjuk meg. E mdédszernél az sem lényeges, hogy a stra-
tégiahoz rendelhetd egyaltalan kupmezd. Mig az e€13z3 pont mdd-
szerei a hatarpontok elnyelési, taszitasi tulajdonsagain multak,
ez esetben azt a tényt fogjuk felhasznalni, hogy ha egy lokalis
stratégia nyilt alaphalmazanak bels® pontjat irom eld kezdeti-
értékprobléméanak, akkor a megoldasgdrbe biztosan e nyilt alap-
halmazban halad egy kis iddintervallumon. Vagyis az eldzd pont
elnevezésével élve, nyilt halmaz minden pontja elnyeld, fiigget-
lenilil attdl, hogy van-e az egész tértdl kiilonbdzd kup, mely e-
leget tesz az 1.11 tétel feltételeinek.

Ennek alapjan tulajdonképpen médszeriink igen egyszerii:
Legyen (Va’Ga}aﬂA lokalis stratégiak egy csaladja, melynek a-
laphalmazai lefedik E valamely ¢ részhalmazat. Tegyik fel, hogy
az x.t) megoldasgbrbe valamely Ua—ban haladva annak hatarpont-
jdhoz érkezett. Ha ez O belsd pontja, ugy van olyan Ga,, hogy
lefedi e hatarpontot. De Ga, nyiltsdga miatt ennek belsd pont-
ja, ezért a Va' stratégiaval folytathatjuk a jatékot, egy ido-
intervallumon. Nem kizAart azonban, hogy az uj stratégiaval a
fazispont visszamegy a Ga-Ba, de most ott nem a Va stratégiat
alkalmazza. Vagyis ezzel az Osszekapcsolasi mbédszerrel a valasz-
tott stratégia nem csupan a hely fliggvénye, hanem bizonyos pa-
lyapontokban hozott dontéseké is.

Az alabb bebizonyitandd tételek két ponton finomitjak a
fenti Otletet:

1. Minden dontési pontban véges szamu stratégia kozdtt
kell dodntenilink,

2. Minden GOl halmazban korlatozzuk a belépésre felhasznal-

haté pontok halmazat. Ezzel némiképpen megszoritjuk a tulsago-
san gyakori stratégiavaltas sziikségességét.
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Tekintsiik A-t teljesen rendezett halmaznak.

2.4 Tétel: Legyen {va’GG}GEA lokalis stratégidk egy oszta-

lya. Ekkor megadhatdé minden a€A'c A mellett egy nem ilres G&Cisa,

G&CﬁGa nyilt halmazokbél &l116 halmazrendszer ugy, hogy

1. U G' = Q= U GOl
aca' ¢ aEA
(G B4 & .
2 'Ga}aEA' lokalisan véges rendszer

3. Minden a€A' esetén van olyan xEG&, hogy x&G&, ha a' % a,
4. Legyen peQ. Rendeljiik p-hez az alédbbi a(p)€A' elemet:
(83) a(p):= min{ala€A"', pEG&}

Bizonyitas: Miutan Q metrizalhatdé tér, parakompakt. Ez azt

jelenti, hogy megadhatdé a {GG}QEA feddrendszerének olyan

G'< g o 50 nyilt finomitédsa, hogy Ge lokalisan véges feddrend-
a

szer.

Legyen A < A az a részhalmaz, amelyre a€A, 6 mellett G&#G.

| |
Ha van olyan acA hogy G& c U G‘a, akkor hagyjuk el az
J'EAl
a'#*a
ilyen a-t Al-b61. A Zorn lemma segitségével kodnnyen belathatd,

hogy van olyan minimédlis A'c A melybdl madr nem lehet elhagy-

ni ilyen uton a-t. Ez teljesiti a 3. feltételt.

Véglil a 4. pont allitasdhoz azt jegyezziik meg, hogy azok-
nak az a-knak a halmaza, amelyre a (84)-ben a minimumot kell
képeznlink, véges a lokdlisan végesség miatt és teljesen rende-

zett halmaz véges részhalmazadnak van minimdlis eleme.

U G =@ feddbrendszerhez hozza-
a€A
rendeliink egy fiiggvényt a koOvetkezd definicidval:

h(x):=sup{é6!'6-hoz 3Ja(6)eA, hogy Gé(x) = Ga(é)} ha x€Q.

2.7 Definicid: A {GG}GEA’

2.3 Lemma: A bevezetett h fliggvény eleget tesz globalis
Lipschitz-féle feltételnek 1 Lipschitz-féle &allandéval.
Bizonyitas: Legyen x€Q rogzitett pont.

Legyen xﬁGh(x)/z(x) tetszGleges pont. Ha >0 tetszdleges elég
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kicsi szam, ugy megadhatdé olyan Ga(e) feddhalmaz, hogy Gh(x)— (x)

= A o 1
< G(e)" Masrészt ha h(x)/2 < h(x)-e akkor a Gé(x ) e B oreye

ha 6§ = h(x)-e-1Il x-x!l . Ez azonban azt jelenti, hogy miutén e«
tetszdleges volt a h(x') > h(x) - Il x-x"'Il , Az x és x' szerepét
felcserélve megkapjuk a lemma allitasat.

2.5 Tétel: Legyen {Va’Ga}QEA lokalis stratégidk egy oszta-
lya és legyen 0<u<l! valdés szam. Megadhatd egy {Gé}BEB lokalisan
véges nyilt feddrendszere Q-nak, ugy, hogy teljeslilnek az alab-
bi feltételek:

1. Minden R€EB-hez tartozik egy a(B)EA ugy, hogy GéC:Ga(B)

2. A {Gé)BEB feddrendszer teljesiti a 2.4 tétel 3. felté-
telét.

3. Minden BEB mellett p(Gé, aGa( )>(1-p) sup h(x) ahol

B) x€EG'B
h(x) a {Ga}OlEA rendszerhez a 2.7 definicidval hozzarendelt fiigg-

vény.
4. Legyen p€EQ tetszdleges, valasszuk Ga(p)—t az alabbiak

szerint:

a(p):= min {a(B)IREB és peGé}

Bizonyitas:

1. Vegyik x€Q esetén az x koriili Gé(x)(x) kdrnyezetet, a-
hol 6(x)=h(x).n/3 . E kOrnyezetben a 2.3 lemma miatt igaz, hogy
W{gds mlE)lr+us3).

2. Taladlhatd olyan a(x)€A, hogy ha 6'=(1-p/3)h(x), akkor
Gé,(x)c Ga(x)—nek.

3. Belatjuk, hogy barmely yEGé(X)(x)—re a
p(y,aGa(x))>(l—u)§gg h(zz;)

6(x)

A bal oldal >h(x)(1-2p/3), mig a jobb oldalnak a bizonyi-
tds 1. pontja alapjan felsd becslését adja az (1+p/3)h(x)(1-p).
A jobb oldalon &al16 kifejezés helyett e nala nagyobb
h(x)(]—Zu/3—u2/3) kifejezést beirva megkapjuk az allitast.

4. Ezutdn az igy kapott (Gé(x)(x)}xEQ feddrendszerre al-
kalmazva a 2.4 tételt, megkapjuk a kivant feddrendszert, a Bc Q
indexhalmazzal, amely a fentiek miatt teljesiteni fogja a téte-

liink &llitasait.
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Legyen [to,t ] cR egy intervallum, legyen z:[to,tl] - Q

egy folytonos leképezés és legyen {Ga,G&} két nyilt feddrend-
szere Q-nak, E:W:Ga, a€EA mellett és legyen g lokadlisan véges.

A z gbrbe dontési pontjain az alabbi pontokat értjik:
(z(to),zl,zz, +ees 2,5 ...} amelyeket teljes indukciéval az alab-
biak szerint adunk meg:

Rendeljilink z(to)—hoz egy G& -t, amelyre teljesiil, hogy
(o]

Z(tO)EG& . Legyen z, a G; -nak az a hatarpontja, melyre z(t*)=zl,
[0}

(e
ahol t*= sup (t'lz[[to,ﬂ]]c:G& }. Nevezziik e pontot a G; -bd1l
. o o
valé kilépési pontnak. Rendeljiink zl-hez egy a, €A indexet, mely

ismét teljesiti a ZIEG& feltételt. Az ebbdl vald kilépési pont
legyen Zor stb. ©

2.7 Kovetkezmény: Legyen most {Va’Ga}ae lokalis stratégi-

A
ak egy csaladja. Legyen A'S A a 2.4 illetve a(B) < A a 2.5 té-

telben biztositott rész indexhalmazok és legyen {G&}aEA/{Gé}BEB/
az idézett tételekben biztositott lokadlisan véges feddrendsze-
rek. Legyen most z egy tetszdleges folytonos Q-ban haladd

1 ]
a’Ga}aEA/{Ga(B)’GB}BEB/
feddrendszerparhoz ugy a z g8rbe ddéntési pontjait, hogy minden

gbrbe z(to) kezddponttal. Adjuk meg a (G

z; dbntési pontban az a(zi) indexet valasszuk, amelyet a 2.4
illetve 2.5 tételek 4. pontja biztosit. K&nnyen lathatd, hogy
igy adott gbrbe esetén a dbntési pontok csak a kezddpontnak és
a gbrbének a fliggvényei.

Legyen most a fenti z gbrbére a bevezetett ddntési pontok-
kal t:, i=1, ..., az az iddpont, melyre z(t;)=z..

p 8
A {Va’Ga}aEA lokalis stratégiakbdl képzett globalis stra-
tégian az alabbi leképezést értjik:

V: C([to,tl],Q)xQxQUK, - UK
ahol a C([to,t]],Q) a [to,t|] intervallum [to,t'},t'gt] alaku
részintervallumain értelmezett Q-beli értékii folytonos g8rbé-
ket jel8li és V nem az egész szorzathalmazon van megadva az a-
1labbi definicidval:

Ha z€C([t_,t, 1,2), és x=z(t), ahol te[t;,tf

] akkor
1+]
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(84) V('/_,,X,U.);= Va(zi)(xsu)
ha i=1,2,..., illetve z helyén z(to) szerepel, ha tcl[t ,t

2.8 Kovetkezmény: Az

o ol O ) I
o o

x(t)

Flx(e) o) Vg, 8(t)s ult)), alt))

illetve

x(t)

Elxlt)s nlt) = V. e(t): alt )}y

differencidlegyenleteknek létezik megoldasa barmely mérhetd

éuK" u(L)GUK, illetve Ué mellett és minden i mellett a

megoldads értelmezési tartomanyabol megadhatd egy 6(t), hogy a

v(t el

megoldas a [t,t + &6(t)] intervallumon egyértelmi is.
Bizonyitas: A megoldas konstrukcidja kdnnyen elvégezhetd,

mert az x -nal megvalasztott 43 -ban a Vv segitségével
o) a(xo) G(X )
megoldhatjuk az egyenletet. Ezzel megkapjuk ZL_et’ ahonnét foly-

tathatjuk a megoldast zz—ig, stb. A lokalis egyértelmiség pe-
dig abbél adédik, hogy minden valasztott nyilt halmazon telje-
sil e feltétel.

A nem teljes informacidju jatékok egy osztalya szempontja-
boél fontos az alabbi megjegyzés.

2.9 Kbvetkezmény: Legyen geC([tO,t ],0) tetszdleges gbrbe.

|
Ekkor az

x = F(x(t), v(t), Vig,eg(t), v(t), u(t)), ult))

kezdetiértékproblémanak létezik lokalisan egyértelmi megoldasa

tetszOleges mérhetd [LO, rr(u,v)}c [to,tl] intervallumon értel-
| : ; , N
I = = = = -

mezett J(t)(HK,, v(r)LUKuK,, Lalto,tr(u,v)} Borel-mérhetd ira

=,

nyitds esetén. Erds folény esetében U o K
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Bizonyitas: Hasonld, csak egyszeriibb mint a 2.8 kdvetkez-
mény bizonyitéasa.
Mint a differencidlegyenlet felirasabol ez j61 latszik, az

iranyitas megvalasztasanal a g trajektdriat vessziik alapul.
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3.8, ALKALMAZASOK

E befejezd §-ban altalanos jellegii alkalmazasokat mutatunk
be. A 0,15 definicidéval megadott mindségi jatékkal foglalkozunk.
Az alabbi két problémat targyaljuk:

1. A K koalicidénak az a célja, hogy egy K' koalicid ne tud-

ja elérni az U 6. halmazt.
1€K

2. A koalicidnak az a célja, hogy elérje az U 6. hal-

mazt, ahol mindkét halmaz a GcE nyilt halméiKzért
részhalmaza. E halmazokat e § soran Oy illetve GK,-vel
jelsdlitk.

Két alaptételt mondunk ki, melyek alkalmazdsaiként két el-
fogasi és két elfutasi tételt bizonyithatunk, késleltetett il-
letve nem késleltetett esetekben.

Tovabbi két tételt mondunk ki Hilbert terek esetére, kon-
vex célhalmazokkal és belatjuk, hogy konvex halmaz ¢ sugaru
kdrnyezetén kiviilmaradasra sziikséges és elegendd feltétel adha-
t6. Végiil egy numerikus eljarast is adunk, amely konvex halmaz
e sugaru kdrnyezetén kiviil maradasra késleltetett és nem kés-
leltetett esetben mindig miikddik, ha az elfutas emlitett sziik-
séges és elegendd feltétele teljeslil. Ellenkezd esetben ugyan-

ez a modszer elfogasra is alkalmas.
1. ELFOGASI ES ELFUTASI ALAPTETELEK

Az alaptételek bizonyitasa eldtt belatunk néhany lemmat.

Legyen E a 0O.§-ban bevezetett Banach-tér, legyen tovabba
H © E egy zart részhalmaz. Jeldljik tovabba p(x,H)-val az x€E
pontnak H-t6l1l mért tavolsagat, melynek definicidja kdzismert.

A most kovetkezd 3.1, 3.2, 3.3 és 3.4 lemmaknal feltéte-
lezzilik, hogy mindegyik lemma kimondasanal a sorozatban &t meg-

eldzd lemmdk feltételei és jeldlései érvényben vannak.
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3.1 Lemma: 1>e>0-hoz és x€E-hez talalhatd olyan y(x)€dH,
hogy

(85) p(x,H)<Il x=y(x) U <(1+ep(x,H))p(x,H)

teljesiiljon.
Bizonyitds: Ez az allitds a p(x,H) definicidéja alapjan
nyilvéanvalo.

3.1 Definicidé: A p(-,H) tavolsagfiiggvényt az x€E pontban

simanak nevezziik, ha megadhatdé egy G )(x) kérnyezet egy eer',

6'(x
n egl = I,Vxl,x2€G6,(x)(x)—hez Ilexl,x21l<C-p(x,H), és egy
a €R ugy, hogy e cE"
X sX, X%,
(86) p(xi,H) = <ex+ex % ,(x]—y(x))> +oa, i
| 2 1 >2
ahol <ex,x—y(x)> = Il x-y(x)NIl és i=1,2, A C>0 allandé.

3.2 Lemma: Ha az x€E pont a p(+,H) tavolsagfiiggvénynek si-
masagi pontja, akkor a 3.1 definicidé alapjan megadhatd e funk-
ciondlhoz talalhatd olyan Gé(x)(x) kdrnyezete x-nek 6(x)<6'(x),

hogy 6(x)<e-p(x,H) és teljesiil az

(87) (l—e-p(x‘,H))-p(x',H)<<ex,x'—y(x)>

<(]+e-p(x',H))o(x',H),x'EGé(x)(x)

Bizonyitds: Azt kell csupan megmutatnunk, hogy van ilyen

kérnyezet. A 3.1 definicid biztositja a G (x) kOrnyezetet,

'
amelynek x eleme. A (87) egyenlbtlenség tglgé;ﬁl tovabba maga-
ra az x pontra és mindkét szerepld egyenlétlenség hatarozott
1évén és folytonos fliggvények szerepelnek benne, igy mindegyik
egy-egy nyilt halmazon teljesiil, melyeknek van k&zOs pontja,
az x maga. De ez mar a lemmat bizonyitja.

3.3 Lemma: Legyenek x]’XZEGé(x)(x)' két tetszbleges pont.
Ekkor a (86 )-ban szerepld a  , -~ re teljesiil az alabbi becs-

3
lés: =
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(88) la

XX Ig(e(4+c)+c)-p2(x,H)

2

feltéve, hogy p(x,H)<1.
" Bizonyitds: Rendezziikk at a (86) kifejezést:

a =p(xl,H)—<ex,xl—y(x)>—<ex - ,xl-y(x)>

Eijjaeg 2%y

ahol alkalmazhatjuk a (87) becslést, amelynek alapjan

(89) la |<e-p2(x JH) + cep(x,H)ell x, -y(x)1
L X X, 1 1
Am a Lipschitz féle feltételnek eleget tesz a p fliggvény, ezért

a 6(x)<e<p(x,H) felhasznalasaval

pz(xl,H)gpz(X,H)+2£-og(x,H)+ez-pz(x,H)§(1+38)pz(x,H)

x =y (x) 5p(x,H)+Zeop2(x,H)
ahol felhaszndltuk, hogy a p(x,H)<1 és ezért alacsonyabb hatva-
nyok beirasaval néveltiink.

Ezeket mind beirva és ismét alkalmazva a fenti hatvanyo-
zascsbkkentéssel vald ndvelést:

-

(90) 6y, 1S(E () ve) 02 (x,H).

Ezzel pedig a tételt belattuk.

" 3.4 Lemma: Megadhatd olyan e és c-t0l fliggd y>0 szam és
Cl’°2>0 allanddék, hogy ha y>p(x,H), akkor barmely xl’xzeeé(x)(x)
mellett minden x'EGé(x)(x) esetén

' ' Vs 2 '
(91) czp(x ’H)S<ex+exl,x2’x y(x)>+axl’x2<c p(x',H)

Bizonyitads: Osszuk el a (91) egyenldtlenséget p(x',H)-val

és a hanyadosra adjunk alsd6 és felsd becsléseket:
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<ex,x'—y(x)> <e - W X'=-y(x)> a
(92) + —12 P12 - o(x)
pilx® JH) plx',H) p(x',H)

1. Feliilrdl becsiiliink:
Az elsd tagot a (87) alapjan, a masodikat a 3.1 definiciéd
alapjan, a harmadikat pedig a 3.3 lemma alapjan becsiiljiik meg:

c(x')<+l+eep(x' ,H)+cep(x,H)(1+esp(x',H))+

(93) +(e(4+c)+c)}§§ o(x',H)

£l+2€+c+c-s+(49+ec+c)(l+e)(l—é§=cl

ahol az utolsd tag becslésénél tekintetbe vettilk a 3.2 lemma-
ban kik&tdtt norma aranyt.

2. Alulrdl becsiiliink:

Alsd becslésnél ugyanazokra a becslésekre hivatkozunk csu-
pan negativ eldjellel alkalmazzuk Oket, ahol ez sziikkséges és a
(93)-b61l nem hagyjuk el a mdsodik részbdl kiemelhetd p(x,H)-t.

ez )31 =erplx" ;H ) ~cvplx;H) (I+evplz';H) )

-(4e+e-c+c)%§§ plx,H)

ZI'P(X’H)[(5€+€C*C):tz +c+e
Z]—p(x,H)(6s+ec+20):tz
Lathatdé, hogy ha p(x,H)<y, ahol Y<-I—-:-E (6e+ec+2c)—l. akkor

lide
van c(x')>c2>0.
Ezzel a lemmat belattuk.
Ezzel befejeztilk az elOkészilileteket, most ratériink az a-
laptételek kbzvetlen ellkészitésre az eldzd §-ok jeldléseivel.
Tételezzlik fel, hogy a Hc G cE zart halmaz k&riil megadha-

té egy Q cGNExt(H) nyilt halmaz, ugy, hogy odH c aqQ.
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Tételezziik fel tovabba, hogy a p fliggvény ezen az 9 halmazon
minden pontban sima, méghozza egy univerzalis c-vel. Tételezziik
fel, hogy minden x€Q ponthoz a 3.1 definicid szerint létezd
eXEB' funkcionallal megadott iranyban az y(x)eH hatarpontban
valamilyen f&lénye van a K koalicidnak. Az x pont koriili
Gé(x)(x) kdrnyezetben legyen Vx az y(x)-félényt az y(x) pontban
realizald 1.7, 1.8 tételek és 1.1, 1.3 megjegyzések valamelyike
altal biztositott V leképezés. (Vagyis a hatarponton hatarozzuk
meg, hogy hogyan valasztjuk meg az x pont egy kdrnyezetében a
)(x)} loka-

»G
x® 6(x XEQ
lis stratégiacsaladot. Legyen h a {Gé(x)(X)} feddrendszerhez

stratégiankat.) Ilyenformadn nyertiink egy {V

XEQR
G g s - b L
2.7 definicidval megadott fiiggvény. Képezziik a {Vx’Gé(x)(X)}er
lokalis stratégiacsaladot. E lokalis stratégiacsalad 2.7 kdvet-
kezmény szerinti Osszekapcsolasat jeldljiik vM-vel, ezen &ssze-
kapcsolas alapjaul a 2.5 tétel konstrukcidéjat alkalmazzuk,

1>u>0-vel.

Legyen 1>v>0 egy valds szam. Legyenek z,EEC([to,tll,Q),

D(z) < Dz), melyekre teljesiil a

(94) N z(t)-z(t)N <v-h(z(t))

és teljesililjon az aladbbi: z abszolut folytonos és
z(to) = z(to)
z(t) = F(z(t), VH(Z,Z(t),u(t)),ult))

(95) f1letve
s{t) = F{a(t)V(t)s VH(Z,2(% ) ult))ult))

egyenletek ko&ziil a folénytipusnak megfeleld teljesiil, ahol
u(t)EUK,, v(t)EU%UK', illetve u(t)EUi.
A nevezett jeldlések és fogalmak segitségével kimondhatjuk
az alabbi két alaptételt:
"~ 3.1 Tétel: Tegyilik fel, hogy a K koaliciénak elfuté fdlénye
van minden x€Q mellett az y(x) pontban, az e iranyban a K' ko-
alicibval szemben. Ekkor nincs a K' és INKUK' (erds f8lény ese-

tén az utdébbi lires) koalicidknak olyan stratégiavalasztasa,
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hogy a (v,V(l_v)
a H-val. (1d. 0.5 definicid, ill. O0.5a definicid).

Megjegyezziik természetesen, hogy a tétel feltételezi a o

,U)ES szitudcid iranyitasa Osszekdtné z(to)—t

H-t61 mért tavolsagfiiggvényrdl a 3.1 definicid feltételének tel-
jesiilését.

Bizonyitas: Tételezziikk fel, hogy a tétel allitasaval ellen-

tétben van olyan véges T>to, hogy 1im z(t)€dH. Miutén az F fel-
t AT
tevésilink szerint eleget tesz a lokalis Lipschitz féle feltétel

kdvetelményeinek van olyan G](z(T))ch kdérnyezet, amelyben F L
Lipschitz-féle allanddval teljesiti e feltételt.

Megadhaté tovabba egy Gz(z(T))CZG (z(T)), amelynek sugara a 3.4

1
lemmaban biztositott y-nal kisebb.
i * o ~ - o P .
Legyen{z(ri)}i=0 a z gbrbe V] v stratégiahoz tartozdé don-
tési pontjainak halmaza, t::=to jel8léssel. Bevezetve a ;i=;(t:)

. _ . DR £ B ~
113, Zi'z(ti) jeldléseket, belatijuk, hogy Z(t)EGé(a(Zi))a(Zi))’

*

*
ha te[ti, L

) (az o leképezést 1d. a 2.5 tételnél, a 4. alli-
tasban).

A (85a) és a ddntési pontok definiciéja értelmében

*

(96) a(z(t)):=a(z.) telt¥, ¢*
a T 1+1

)

és ha tekintetbe vessziikk, hogy a lokalis stratégiakat az Q pont-
jaival indexeltiik {VX’GG(X)(X)}XEQ alakban, akkor a 2.5 tétel

3. allitasabdél a p=1-v feltételbdl és (94)-bdl rdgtdn megkapjuk,
hogy

(97) Mz(t)-alz(t))n < 6(alZ(t))),

amit bizonyitani akartunk.

Célszerili bevezetni még az

(98) alz.) =: z

i i

jeldlést.
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Vegylink minden Z:52 parhoz és gi—hoz egy e e €EE' és

GiePisy %4

&, o , a 3.1 definicid értelmében a G5(§ )(§i) kbrnyezet
121+ i

pontjaira 1létezd funkcionalt és szamot, amelyek segitségével

megadunk egy H (t) fliggvényt az alabbiak szerint:

1+1

(99) H(t):=<e§.+ez.’z. ,z(t)—y(xi)>+az_’.
1 3 1+1 1 1% 1

*

i+l

A (99)-el bevezetett H (t) fliggvény abszolut folytonos és

derivaltjara teljesiil a (95)-nek megfelelden az alébbiak egyike:

ha t}<tct

" (100) ;x(t)=<e; B I L - T O e A
?
S JECz06), 0 V(B B8 ult)) , ult))>
AgsBsa
I-v
vagy a masik jobb oldalnal a F(z(t), V (z(t)ule)] mlt)).,

v(t)) szerepel hol az u(t), v(t) fliggvények jelentését lasd a
(95).

Vizsgdljuk meg a kapott fliggvényt a Gz(z(T)) kérnyezetben,
azaz egy alkalmas [t*,T] intervallumon, amikor mar a z(t) és a
z2(t)€G,(2(T)), t€[t¥,T] esetén, t <T.

A Gz(z(T)) k8rnyezetben teljesiilnek a 3.4 lemma feltéte-

lei, ezért van olyan c¢, és Cor hogy

1
(101) czp(z(t),H)g EL(t)Scl-p(z(t),H)

Vizsgdljuk meg most a H_(t)-t. Ennek masodik tagjara a
kbvetkezd igaz:

Az F az egész Gz(z(T))—ben eleget tesz a Lipschitz féle
feltételnek, ezért megadhatd egy M korlat, amellyel

(102a) HE H<M

barmely stratégiavalasztas mellett a Gz(z(T))—ben. Ezért a ma-
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sodik tagra a (100) kifejezés jobboldalan érvényes az

(102)

1<e ,F(z,...)>I<M-c-p(§.,H)<CMI+€p(z(t),H)
Z:925 4 = a S

Most az elsd tag becslése kdvetkezik:

Becsiiljiik meg az alabbi eltérést:

|<e§i,F(z(t),Vy(§i)(...),...)>—

=
“<eg P20V 5

)(...),...)>| <
i 5 8

(103a)

<Lt z2(8)-y(F )1 < LyTSlo(2(t),H)+1 20 (2(t) ,H) 1=

= Cep(z(t),H)

Tekintetbe véve, hogy a levont tag értéke a tétel feltétele mi-
att nem negativ, hiszen V elfutd fo6lényt realizal az y(%i)

pontban az ey iranyban, azt kapjuk, hogy
1

(103) <e§i,F(z(t),Vy( .

nNR

)(...),...)>Z = Cpl(z{t),H),

alapjan.
A (102) és a (103) becsléseket egybeirva

[

(104) H (t)>-(CreMt

=)p(z(t),H)>-Dp(z(t),H)
A (101) és (104) becslések felhasznaldsaval végiil is azt
kapjuk, hogy

(105) “H(t) > - D .« H(t)

eqgy [t*,T] intervallumon és .HXt*)>0, a (101) miatt, T defini-
cidéjanak figyelembevételével.
Képezziink most egy A c R2 halmazt és ezen értelmeziink két

fliggvényt:
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A:={(x,s)! x= H(s), t<s<T}
(106) f(x,t):= 8 (t),(x,t)€EA
g(x,t):=—D-x,(x,t)€R2

E fliggvényekkel felirhatunk egy-egy differencialegyenle-

tet:
(107) x(t)
y(t)

elxls)s%)
g(}'(t)9t)

Al

x(t¥)=y(t¥)= H(t¥) kezdetiértékproblémaval.

A (108) miatt ezek a differencialegyenletek teljesitik a flig-
gelék F2.1 tételének feltételeit és mindkét egyenletre vonatko-
z0 kezdetiértékproblémanak van (az elsdnek legalabb egy, a ma-
sodiknak egyértelmii) megoldasa, amelyekre teljesiil az idézett
tétel allitasa, azaz

*)

(108) x(t)=H (t)>y(t)= H (%), D (2=t

amelybdl a (10l1) felhasznalasaval T-re azt kapjuk, hogy

f2

1

~ *
(109) a{ el T H)s —2 Cale®) my-aPAT-5 )

e
amelybdl kbvetkezik, hogy z(T)4H, azaz a tételt belattuk.

3.2 Tétel: Tételezziik fel, hogy a p, H-ré6l mért tavolsag-
fliggvény az @ < Ext(H)NG halmazon sima. Tegyiik fel, hogy megad-
hatdé egy olyan p€dH pont, melynek van olyan Go(p)c:G kOrnyeze-
te, hogy ennek minden x pontjaba a K koalicidnak az y(x)€dH
pontban a —e iradnyban egy legalébb c(p)/c(p) az 1.1, 1.3 de-
finicidkban szerepld c/ mértékii f6lénye van a K' koaliciéval

szemben, (illetve erds f6lénye van). Ekkor van a p pontnak olyan

1-v -
kdrnyezete, hogy ha a K koalicié a V »  globalis straté-

giat alkalmazza, ugy a K' illetve INKUK' koalicidk barmely
stratégiavalasztasa mellett a (95) megoldasa véges idd alatt

eléri a kdrnyezet barmely pontjabdél indulva H-t.
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Bizonyitas: Megadhatd p pont koriil tételiink feltételei mi-

att a 3.1 tétel bizonyitdsaban meghatarozott Gz(p), amelyet ott
a z(T) hatarpontra adtunk meg és az altalanossag csorbitasa
nélkiil feltételezhetjiik, hogy Go(p):>G2(p), ha ugyanis nem tel-
jesililne, akkor vegyik e két kdrnyezet metszetét.

A (95) egyenlet minden Q-ban haladd megoldasdhoz hozzaren-
delhetjik a (99)-el definialt H(t) fliggvényt, melynek derivalt-
jara teljesiil a (100) eldallités.

Ha e megoldasnak van Gz(p)—ben halad6é szakasza, azon a sza-
kaszon érvényesek a (101), (102a), (102) és a (1l03a) becslések.
Ugyancsak érvényes lesz a (106) becslés.

A (103a) becslés alapjan adjunk felsd becslést a (100) de-

rivalt elsd tagjara:

(110) <exi,F(z(t),Vy(xi)

(esudasws )o€=6{p)+sCplelt)H)

ahol felhaszndltuk a fo6lény mértékére vonatkozd feltevést.
A (102) és a (110) becslések felhasznadlasaval azt kapjuk,
hogy

(111) fl(t)_<_— c(p)+D+p(z(t),H)

Legyen Gé (p)CZGZ(p) az a kOrnyezet, melynél 5,
1

Ezen egész kdrnyezetben az itt haladdé z(t)-hez tartozd
H (t)<-c(p)/2.

Vegylk most azt a G6 (p) kOrnyezetét a p pontnak, amelyre
2

<e(p)/2D

teljesiil a

(112) 1 2 b
M e(p)/2

amely figyelembe véve a c(p)<M feltételt (mely igen kdnnyen be-

lathaté a definicidék alapjan), mindig egy & <6I sugarat eredmé-

2

nyez (c. a (10l1)-ben szerepld 1-nél nagyobb &llandd).

1
Belathatjuk, hogy a z(t)EGéz(p), akkor van olyan véges T

érték, hogy valamely t*e[t,T] értékre z(t*)eH.
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Ha z(t)EG6 (p), akkor p(z’t),H)<62 és ezért
2

(113) H1x] € ey ¢ 8,

a (10l1) felhasznalasaval. A z gdrbe G6 (p) kOrnyezetben haladd
1

[t,t] szakaszan a megfeleld H fiiggvényre 6, definiciéja miatt

érvényes a

(114) H (s) < H(t)- S2) (5o4)

becslés.

Ha marmost z(t)eG, (p), akkor legaléabb

6

(115) T=t: =

ideig a G6 (p)-ben halad a z(t) gbrbe, ahol felhasznaltuk a
1
(102a) becslést.
Azonban ekkor a (114) és a (112), (113) felhasznalasaval

. {65 ]
(116) H(T)< H(y)-lp) Ll U L BN, 0
— 2 M —1 2 2M —

ami csak ugy lehetséges a (10l1) figyelembevételével, hogy vala-
mely t<t*5 T mellett p(z(t*),M)=O, Ezzel pedig belattuk a tételt,
a kivant kdrnyezet a Géz(p) lesz.

Gyakorlati problémdk esetében érdekes lehet a nem teljes
informacidéju jatékok olyan dinamikaju esete is, amikor a teljes
dinamika a z filiggvénye, vagyis a (95) helyett az U ill. v stra-

tégiavalasztasok valtozatlanul hagyasa mellett a

2(t,) = 2(s,),

~

F(z(t),VH(Z,2(t),u(t)),ul(t))

(116a) z(t) ill.

2{t) = Flzlt), v(£),¥"(2,20t),u(%)),u(%))

egyenletek adjak meg a dinamikat.
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Ezen esetekre az alabbiak igazak.

3.la Tétel: A 3.1 tétel feltételeinek teljesiilése esetén a
3.1 tétel valtozatlanul igaz marad.

3.2a Tétel: A 3.2 tétel feltételeinek teljesiilése esetén a
3.2 tétel allitéasa valtozatlanul igaz marad.

A 3.la és 3.2a tételek bizonyitadsa szd szerint megegyezik

a 3.1 ill. 3,2 tételek bizonyitasaval, csupan a
(1-vee)ep(z(t),H)<p(z(t) ,H)<(14vee)ep(z(t),H)
egyenldtlenséget kell belatni, ami a
lo(z(t),H)=p(2(t),H) 1< 2(t)-2(t) 1,
a (94) egyenldtlenség, és a 3.2 lemmabeli é(x)ge-p(x,H)—bél ko=
vetkezd h(x)<e<p(x,H) egyenlStlenségek nyilvanvald kdvetkezmé-
nye.

2. ELFUTAS-ELFOGAS KESLELTETESSEL ES ANELKUL.

a. Elfogas és elfutas késleltetés nélkiil.

" 3.3 Tétel: Elfutasi tétel:

Legyen GK' = U ©.. Legyen tovabba Q@ < Ext(®,,)NnG egy o-
iekr 1t - :

lyan nyilt halmaz, amelyre teljesiil a 30 > aeK, és amelyre tel-
jesiil az alabbi: Legyen a p 8,,-tdl mért tavolsagfiliggvénynek

'
minden x€Q pont simasagi pontjg univerzalis C>0-val. (1d. 3.1
definicidt), -és legyen az eldzd pontban leirt hozzarendeléssel
a K koalicidnak minden y(x)eaeK, pontban az e irdnyban elfutd
folénye. Ekkor a K koalicid a z(t) és u(t)EUK, ismeretében a
vlﬂﬁz(r)w(rn, tetszbleges 1>v>0 mellett az eldzd pontban de-
finiadlt globalis stratégiavalasztas alapjan meg tudja ugy va-
lasztani stratégiajat, hogy a K' koalicidé semmilyen stratégia-
valasztassal nem tud olyan szituacidt képezni, hogy Osszekdsse

z(to)EExtO pontot ©,,-vel.

K K'
Bizonyitds: A z=z v=0 mellett teljesiti a z,z-ra kirdtt

feltételeket, egyébként pedig teljesiilnek a 3.1 tétel feltéte-
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lei. Megjegyezziik -még, hogy z=z mellett az itt javasolt globa-
lis stratégia helyett a lok&alis stratégidk Osszeflizésére barme-
lyik 2.§-beli Osszeflizési mbédszert alkalmazhattuk volna a tétel
dllitasa ugyanugy igaz marad (természetesen olyan O6sszeflizési

médszert, amelyet a lokalis stratégiadk lehetdvé tesznek).

3.4 Tétel: Elfogasi tétel:

Legyen GK =igK Qi. Legyen tovabba o c Ext(GK)nG egy olyan
nyilt halmaz, amelyre teljesil a 3Q DaGK és amely teljesiti az
alabbi feltételt: Legyen p GK—tél mért tavolsagfiiggvénynek min-
den x€Q simasagi pontja univerzalis C>0-val (1ld. a 3.1 defini-
cidét). Legyen pea@K olyan pont, amelynek van olyan G(p) ©€G kor-
nyezete, G(p)ﬂExtGKC:Q, hogy minden xEG(p)ﬂExt(@K) esetén a K
koaliciodnak legalabb c(p) mértékid folénye van az eldzd pontbe-
li hozzarendeléssel meghatarozott y(x)eaeK pontban a -e irany-
ban a K’ kealiciéval szemben. Ekkor van a p pontnak olyan
Géz(p) sugaru k&rnyezete, amelybdl kiindulé jatékot a z(t),

u(t)eu ismeretében valasztott Vlﬂﬁz,z(r)gmt)), 1>v>0 tetszdo-

'
leges gtratégia segitségével véges idd alatt be tudja fejezni,
azaz a (95) megfeleld kezdetiértékproblémadjdhoz megadhaté olyan
T, hogy van olyan t*e[to,T] melyre a (95) megoldasa teljesiti a
2(t*)e, feltételt z(t )eG, (p)-re.

Bizonyitas: Pontosan ugy a 3.2 tétel kdvetkezménye, mint a

3.3 tétel kovetkezett a 3.1 tételbdl. Itt is érvényes természe-
tesen az ottani egyszeriisitd megjegyzés.

3.2 Megjegyzés: A fenti két elfutasi tételben lattuk, hogy

a K koalicidé t-beli stratégiavalasztasahoz felhasznalta a K'

koalicidé t-beli dontését.

b. Elfogas és elfutas késleltetéssel

E pontban a 3.la illetve a 3.2a tételeket hasznaljuk fel.

El1GszOr a késleltetés mértékére adunk feltételt.

Az F fiiggvény feltevéseink szerint a G halmazon eleget
tesz a lokalis Lipschitz-féle feltételnek. Fedjiik le G-t olyan

{Ga (x)(x)}xeg k&rnyezetekkel, amelyek mindegyikéhez tartozik
o
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egy L(x),x€G, az adott kdrnyezetben érvényes Lipschitz-féle al-
landé. Minden ilyen kdrnyezetben megadhatunk olyan M(x)>0 sza-

mot, hogy az egész kdrnyezetben
(117) N F(y,...)1Il < M(x),y€G Géo(x)(x).

Vegylik azt a fedOrendszert, melyet azok a {Gx}x€G halmazok ad-

nak, amelyekre a (117) érvényes. Legyen e feddrendszerhez a

2.7 definicidéval hozzarendelt fliggvény h, .
3.1 Feltétel: Legyen ho eqgy folytonos pozitiv filiggvény a

G halmazon. Egy t(x)>0 késleltetést x€G mellett megengedett kés-
leltetésnek neveziik a ho feltétel mellett, ha teljesiil a

h, (x)
(118) 1{x)g min(m, h (x)}/M(x)

feltétel és 1 mint x fliggvénye folytonos.

3.5 Lemma: Legyen 1(x) egy megengedett késleltetés. Legyen
egy zEC([to,t

N

u(t)e 1 Ki egy tetszdleges mérhetd iranyitds. Teljesitse z az
]

alabbi késleltetett differencidlegyenletet:

],6) abszolut folytonos gdrbe és legyen
1

(119) 2(t) = F(z(t-t(2(t)),u(t)) m.m.
Ekkor z(s):=z(to), s<t teljesiil az alabbi egyenldtlenség:
(120) " z(t)—z(t—t(z(t))llSho(z(t))

Bizonyitas:

1. Tegylik fel, hogy az F fiiggvény korlatos és M a korlat-
ja. Ekkor kdnnyen megbecsiilhetjiik a (124) kiil6nbséget:

(xz21) mz(t)-z(t=-t(z(t))Nn < Me(z(t))

ahol M>1l FII,
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Integrdljuk most a [t-t(z(t)),t] intervallumon a (119) ki-

fejezést:

T
(122) f F(z(s-1(z(s))), u(s))ds
t-1€z(t))

Becsiiljilk meg az integrandusban szerepld késleltetett pa-
lyapontok tavolsagat a t-beli késleltetett palyaponttdl:

(123) N z(t=-t(z(t))=-z(s=-t(z2(s))) N <M[t-s+t(z(t))+T(2(s))]

A t(z(t))>t-s. Tegyiik fel tovabba, hogy t(z)<¢(z), ahol az egész
G-n értelmezett l-el Lipschitz-féle feltételnek eleget tevd fligg-

(124) Nz(t-t(z{t)))-2z(s-1(z2(s))) 1l <M(30(z(t))+Me(z(t)))

2, Ha marmost a lemma feltételeinek jeldlései mellett

. hl(x)
(125) o(x):= Mg ? M=M(x),

akkor azt kapjuk, hogy a (124) becslés biztositja azt, hogy a

(121) kililbnbséget eldallitd (122) integral integrandusdban le-
vO késleltetett argumentum végig a z(t) koriili hl(z(t)) sugaru
kdrben marad és ezért az integrandusra érvényes M(z(t))-vel a

(117) becslés és igy

(126) 1" z(t)—z(t—r(z(t))llSM(z(t))r(z(t))gho(z(t))

3.6 Lemma: Legyen h 1 Lipschitz-féle allanddéval Lipschitz
féle feltételnek eleget tevd pozitiv fliggvény és legyenek
ZI’ZZEE olyan pontok, melyekre

(127) 1 z]—z2||<x-h(z]) 0 2l

Ekkor teljesiil a
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(128) Nz, ~g, Ik & === h(z )

"~ Bizonyités:

Képezziik a h(z])—h(zz) kiilonbséget, erre igaz a

(129) h(zl)—h(zz)_<_|!z -z

17%, 1 SAen(z )

becslés, ahonnét az allitas mar kovetkezik.
Kovetkezmény: A<1/2 mellett 1-nél kisebb a A/(1-A) allandd
értéke,

Ezzel elérkeztiink a késleltetett elfutasi illetve elfogasi
tételek kimondasahoz és bizonyitasahoz.
3.5 Tétel: Késleltetett elfutasi tétel:

Legyen 8, ,:= U 8.. Legyen Q@ < Ext(8,)NG egy olyan nyilt
B ey 2 "
halmaz, amely teljesiti a 3@ DaGK, feltételt, és amelyik telje-

siti az alabbiakat: Legyen a 8 halmaztdél mért tavolsagfligg-

'
vénynek minden x€Q simasagi poﬁtja és legyen az eldzd pontban
leirt hozzarendeléssel a K koalicidénak minden y(x)eaeK,—ben e-
ros elfutd folénye az e, irédnyban. Legyen tovabba e f&lényt re-
alizald lokalis stratégidk csaldadjdhoz a 2.7 definicidval hoz-
zarendelt fliggvény h, mely Q-n van értelmezve és legyen 0<A<1/2
mellett r:Q*R+ egy olyan megengedett késleltetés, amely telje-
siti n ,=An-val a 3.1 feltételt. Ha z(t):=z(t-1(z(t))), z(s):=z(t
s<t s ahol z zEC([t st 1,2) és raadasul z abszolut folytonos és
e par teljesit1 a (116a) megfeleld kezdetiértékproblémajat, a

K koalicid V ~V globalis stratégidja mellett, ahol v=A/(1-v)<1,
akkor z(to)Eth(eK,) esetén a K’ koalicid stratégiavalasztasa-
val nem tud olyan szitudcidt elBallitani, amely Osszekdtné

z(t )-t SK, vel., Ehhez K stratégiajat a z(t)=z(t-t(z(t))) alap-
jan valasztja meg vl V(z(t)) formaban.

Bizonyitas: Ha a 3.5 és 3.6 lemmakat alkalmazzuk, akkor

megkapjuk, hogy teljesiil a z,z-ra a tételben irott v-vel a (94)
feltétel. Ezek egyiitt biztositjak a 3.1 tétel feltételeit, ami
az irott globalis stratégiaval biztositja az elfutdst. A stra-

tégiavalasztas ez esetben azért tdrténik a z alapjan csupan,

o)’
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mert tudjuk, hogy erds folény esetén nem kell tekintettel len-
niink az ellenfél valasztasara. Végilil még annyit jegyziink meg,
hogy késleltetett esetben csak a 2.5 tétel alapjan Osszefiizdtt
stratégiaval lehet boldogulni, ahogy ezt a 3.1 és 3.2 tételek
bizonyitasa lényegesen fel is hasznalja.

3.6 Tétel: Késleltetett elfogasi tétel:

Legyen GK = U @i. Legyen tovabba @ < Ext eKnG
i€K

nyilt halmaz, amelyre teljesiil a 3Q > aQQK, és amely teljesiti
az alabbi feltételt: Legyen a GK halmazt6l mért tavolsagfiigg-

olyan

vénynek minden x€Q pont simasdgi pontja univerzalis c>0-val.
Legyen peaeK olyan pont, amelynek van olyan G(p) © G kOrnyezete,
G(p)nExt(eK)c Q, hogy minden xEG(p)ﬂExt(BK)

6nak legalabb c(p) mértékii erds f&lénye van az eldzd pontbeli

esetén a K koalici-

hozzarendeléssel meghatarozott y(x)eaeK pontban a e iranyban.
Legyen tovabba e fdlényeket realizald eldzd pontban megadott
lokalis stratégiak csaladjahoz a 2.7 definicidval hozzarendelt
fliggvény h, amely legaldbb G(p)-n van értelmezve és legyen
0<A<1/2 mellett t:0Q - R¥ egy olyan megengedett késleltetés, a-
mely teljesiti G(p)-n a h _=A+h fliggvénnyel a 3.1 feltételt. Ha
a z(t):=z(t-t(z(t))), z(s):=z(to), s<t , z,EEC([to,t]

raadasul z abszolut folytonos és e parra teljesiil a (l116.a)
v

1,2, és
megfeleld kezdetiértélkproblémaja, a A globalis stratégia
mellett, ahol veA/(1-A)<1, akkor megadhatd p-nek olyan G62<p)
kdrnyezete, hogy ha Z(to)EGGZ(p)’ akkor van olyan véges T, hogy

t*E[tO,T], t*>to—ra dt*)EGK. Ehhez a H koalicid stratégiajat a
z(t)=z(t-1(z(t))) késleltetett informacid alapjan valasztija
meg.

Bizonyitds: Teljes egészében megegyezik a 3.5 tételével,

azzal a kiildnbséggel, hogy a bizonyitashoz a 3.2a tételt hasz-
naljuk fel. A 2.5 tétel eljarasanal gyengébb Osszeflizés itt
sem alkalmazhaté.
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3. ELFOGAS ES ELFUTAS HILBERT TERBEN KONVEX CELHALMAZOKTOL

Legyen a tovabbiakban az E teriink egy Hilbert tér. Ismere-
tes, hogy Hilbert téren pontnak és konvex zart halmaznak a ta-
volsaga felvétetik, azaz ha H az E egy konvex részhalmaza, ak-
kor xcE-hez hozzarendelhetjiik a H-ra vald y(x) vetiiletét (meg-
tartjuk e jeldlést itt is, hogy egyszeriibben hivatkozhassunk
majd az eldzd pont tételeire), amelyre p(x,H)=Il x-y(x)!Il és

mint ismeretes, teljesiil az Ily(x]) - Y(xz)"i“ x -lelLip-

schitz féle feltétel. Belatunk most egy lemmét, a%elbel kévet-
kezik, hogy a p tavolsagfliggvénynek egyrészt minden Ext(H)-be-
1li pontja simasagi pontja, masrészt a tavolsagfiiggvény e hal-
mazon folytonosan differencialhaté.

3.7 Lemma: Legyen Hc E konvex zart halmaz. Ekkor x€Ext(H)

esetén a p(x,H) differencidlhatd és derivaltja éppen
(x-y(x))/N x—y(x)ll=:ex. Ervényes egyuttal x egy alkalmas k&r-

nyezetében a
(13¢) Ip(x',H)-<ex, x'=y (%) 1L % ”x-x'“Q/D(X,H)

becslés.
Igaz tovabba, hogy e filiggvény derivaltja folytonos is az Ext(H)-
ban és minden pont egy alkalmas kdrnyezetében a derivalt eleget
tesz a Lipschitz-féle feltételnek.

Bizonyitas: Legyen x egy tetszdleges Ext(H)-beli pont, le-

gyen ennek tavolsaga H-t6l p(x,H)=c. Az ilyen tavolsdgu pontok
halmaza konvex, halmaz hatdra és e konvex halmazhoz fektethetd
x-en keresztlil egy tamasz hipersik. Mas oldalrél e pontok hal-
maza kiviil lesz az y(x) pont kdriili c¢ sugaru gémbdn. De Hilbert
téren gbmbnek minden hatarpontjdban csupan egyetlen érintd hi-
persikja lehet, ezért az x-en keresztiil fektethetd hipersik egy-
uttal az y(x) kOriili ¢ sugaru gdmbnek is érintSje és e két fe-
lilet k&z6tt lesz a p(x,H)=c feliilet. A (130) becslést geomet-
riai meggondolas alapjan konnyen megkapjuk.
1. K6vetkezmény: e>0-val a 3.1 definicidnak eleget tevd

pontokb6l all6 k&rnyezet sugara x€Ext(H) esetén
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6(x)=63/2-p3/2(x,H) < e*p(x,H), ahhoz, hogy I g <ep(x,H)
legyen. =72

2. Kdvetkezmény: A derivaltra vonatkozé formulaval kapcso-
latban r8gtén lathatjuk, hogy a bizonyitas jeldléseivel {p>c/2}
halmazon a derivalt eleget tesz Lipschitz-féle feltételnek,
L=4/c Lipschitz-féle allanddval.

E megjegyzések utan a 3.3, 3.4, 3.5 és 3.6 tételeket az a-
labbi formaban mondhatjuk ki:

3.1 Feltevés: Alljon eld a H halmaz véges sok egymastdl

diszjunkt konvex nyilt halmazokkal elvalaszthatd konvex zart
halmazbdl. Legyen Q ezen elvalasztd nyilt halmazok egyesitése
és x€Q esetén legyen ex:=(x—y(x))/H x-y(x)1Il , ahol az y(x) ar-
ra a H-t alkotd konvex zart halmazra vald vetiilet, amelyet Q-
nak x-et tartalmazd komponense tartalmaz.

3.3a Tétel: Teljesitse a 3.3 tétel GK' célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld

x, y(x) és e —el Vx€Q mellett teljeslil a 3.3 tétel fdlényre vo-
natkozé feltétele, akkor a 3.3 tétel allitasa igaz.

3.4a Tétel: Teljesitse a 3.4 tétel GK célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld

x,y(x) &s ex—el VXEQ mellett teljesiil a 3.4 tétel fBlényre vo-
natkozd feltétele, akkor a 3.4 tétel allitdsa igaz.

3.5a Tétel: Teljesitse a 3.5 tétel Oy célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld

x,y(x) és ex-el VxEQ mellett teljesiil a 3.5 tétel fdlényre vo-
natkozd feltétele, akkor a 3.5 tétel allitasa igaz.

3.6a Tétel: Teljesitse a 3.6 tétel GK célhalmaza a 3.1 fel-
tevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld x,y(x)

és ex-el Vx€EQ mellett teljesiilnek a 3.6 tétel fo&lényre vonatko-
z6 feltevései, akkor a 3.6 tétel allitasa igaz.
Bizonyitds: Mindnégy tételben azt kell bebizonyitani, hogy

az Q pontjaiban a p-nak minden pontja simasdgi pontja. Ez pedig
ugy teljesiil, hogy a célhalmaz egyes komponenseit tartalmazd
nyilt komponenseken igaz, méghozza a 3.7 lemma 1. kdvetkezmé-
nye miatt.
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Megjegyezzilkk, hogy e tételek olyan értelemben maximalisak,
hogy ezekben az elfutashoz, illetve elfogashoz csak a célhalmaz
hatadrpontjaira tesziink kik&tést és az is csupan a f&lényre vo-
natkozik. E kikStések gyengitésével lehet csupdn erdsebb téte-
leket bizonyitani, de az alabbi két tétel mutatja, hogy az el-
futasra vonatkozd feltevések nem gyengithetdk altaléaban.

2. Feltevés: Legyenek az 1. feltevésben szerepld H halmaz

komponensei Hp, p=1,2,...,r és legyen minden ilyen H halmaz
egy H < H konvex zart halmaztdl legfelijebb ep>0 tavolsagra
levd pontok halmaza.

3.7 Tétel: Teljesitse a 3.3 tétel GK'
2, feltevésekben foglaltakat. Ekkor a 3.3 tétel fBlényre vonat-
kozo feltétele a K koalicid szamdra az elfutas szilkkséges és e-

célhalmaza az 1. és

legendd feltétele, méghozza ugy, hogy ha a koalicié nem tud a

3.3-ban biztositott nem késleltetett informacidék alapjan elfut-
ni, akkor az IN\K szamira teljesiil a 3.6 tétel feltétele az el-
fogasra, azaz még megengedett késleltetéssel is eléri GK, »
Bizonyitas: Ez a tétel egyszerii kdvetkezménye a 3.7 lemma

2. kbvetkezményének és a 2., feltevésnek. Ugyanis, eldszdr is
azt jegyezziik meg, hogy minden y(x)-et helyettesithetiink a aH -
beli pont helyett a neki megfeleld aH° -re vald vetiilettel. Igy
kideriil, hogy az Q-n a 2. kovetkezmeny miatt az e, eleget tesz
a Lipschitz-féle feltételnek nekiink elegendd ebbdl annyi, hogy
a GK' halmaz hataran is folytonos.

Ha marmost nem teljesiil minden hatarpontban a 3.3 tétel el-
futadsra vonatkozé feltétele, akkor van olyan pont, amelyben va-
lamilyen c¢c>0 -val az 1.3 feltevés igaz ep-vel egy p hatarpontban.
" (Felhaszndltuk az 1.1 tételt.) Amde az e, folytonossaga miatt e
pontnak van olyan k&rnyezete, amelyben mar teljesiil a 3.6a tétel
feltétele és igy belattuk, hogy a tétel igaz.

3.8 Tétel: Teljesitse a 3.5 tétel GK' célhalmaza az 1. és
2. feltevésekben foglaltakat. Ekkor a 3.5 tétel feltétele kés-
leltetett informacid melletti elfutasra szilkséges feltétel is
abban az értelemben, hogy ha nem teljesiil, akkor van olyan ha-

tarpontja a célhalmaznak, amelynek megadhatd olyan k&rnyezete,
hogy ebb8l nem késleltetett informacidval a K eléri a célhal-
mazt, mert teljesiil a 3.4a tétel feltétele.
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Bizonyitds: E tételt is ugyanugy bizonyithatjuk, ahogy a

3.7 tétel bizonyitasat vazoltuk, csupan a 1.2 tételt kell fel-
hasznalnunk.

: A 3.7 és 3.8 tételek azt mutatjak, hogy a bemutatott moéd-
szerek késleltetett és nem késleltetett esetben ¢ pontossagu
célzasokra és elfogasra, ami a gyakorlat szamara altaléaban ki-
elégitd és numerikusan mas ut nem is kOvethetd, elegenddek,
mert sziikkséges és elegendd feltételt adnak elfutdsra. A most ko-

vetkezd pontban igen rdviden egy numerikus médszert adunk.
4. NUMERIKUS MODSZER

Numerikus eljarasunk vazlatat a 3.1 illetve a 3.2 alapté-
telek szintjén foglaljuk Ossze igen rdviden. Ez alatt azt ért-
jik, hogy a targyalt négyféle esetet nem nézzik kildn.

Legyen megadva minden, a 3.1, 3.2 tételek eldkészitésé-
nél szerepld xe€Q korili Gé(x)(x) kdrnyezet. Legyen tovabba meg-
adva a (94)-ben szerepld v, tovdbba a z, z par, ahol z a z-nek
(94)-et teljesitd becslése. Ezt minden iddpontban adottnak te-
kintjiik. Legyen megadva tovabba a z(t0)=zo=£(to) kezdetiérték-
probléma. Ismertnek tételezziik fel (mert szamithatdé az egyen-
let és a célhalmaz ismeretében) a h fliggvényt is. Kérdés, hogy

a z becslés ismeretében hogyan hasznaljuk fel a {V,G y (x)

{ Vs
lokéalis stratégiakat arra, hogy a z gdrbe biztosan eliéiﬁlje ;tQ
H halmazt, vagy a masik feladatnak megfelelden biztosan elérje
azt.

Eljarasunk a kovetkezd:

Legyenek a to, Bpsew.at idépontok azok, amelyekben uj lo-

k
ké&lis stratégiara térilink at. E pontokat a kdvetkezdképpen hata-

rozzuk meg:

Valasszuk a Z(ti) pontban azt a (Vs )

(t,0°%6(3 (1)) (5(¢,))
part, amelyre teljesil a 6(§(ti))>(l—v)h(£(ti)). Ez megvalaszt-
hatdé igy, a h fliggvény definicidéja miatt.

Legyen a E(ti+|) az a legkisebb t>t., amelyre az ellenfél
stratégiavalasztasa mellett a Vrzv(T ) lokalis stratégia alkalma-

zadsaval eldszdr teljesiil, hogy lllE(ti)—Z(t)u =(1—v)h(2(t)i).
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Erre a t=t.,  "re ismét a fentieknek megfelelden valasztunk uj

stratégiét.+ézzel az eljarassal a 3.1 illetve 3.2 tételek biz-
tositjadk a z-re vonatkozd kikotéseket.

Hilbert tér esetében ¢ pontossagu elfutasra illetve célzas-
ra 2. feltételnek eleget tevd célhalmazok esetében az elméleti
eredmény mellé numerikus eljarast is ad a fenti médszer, Va9Y~
is az elfutdsra vonatkozd elméleti sziikséges és elegendd fel-
tétel kiegésziil azzal, hogy egyuttal az adott feltétel mellett

konvergens numerikus médszer is adhatéb.



FUGGELEK

F1. BOREL MERHETO LEKEPEZES MEGADASA ADOTT ZART HAIMAZBA ESO
GRAFIKONNAL

~ Legyenek E és F szeparabilis lokalisan kompakt metrikus te-
rek. Jelbljilk az E tér Borel-halmazait B (E)-vel, jeldlje
pp : ExF-E (pp : EXF -F) az ExF-bdl az E-be (F-be) vald veti-
tést.

"Fl.1 Definicidé: Az u:E-F leképezést Borel-mérhetdnek ne-

vezziik, ha minden G © F nyilt halmazra u—l(G)E B (E).
"Fl.l Tétel: Legyen {un}n:l’ un:E+F, n=1,2,... mellett

Borel-mérhetd leképezések pontonként konvergens sorozata. Ek-
kor az u(x):= 1lim un(x), x€E egyenldséggel pontonként megadott
u:E-F leképezés is Borel mérhetd.
Legyen most Hc ExF zart halmaz.
" Fl.2 Tétel: Ha a pE(H)=E teljesiil, akkor megadhatd olyan

u:E~F Borel~mérhetd leképezés, amelyre
(F,1) (x,u(x))eEH, minden x€E esetén.

Bizonyitas: Megadunk egy {un}nozo1 Borel-mérhetd leképezés-

sorozatot, amely pontonként konvergens é&s limesze teljesiti az
(F.1) feltételt.

1. AzZ u, fliggvény megadasa:

Az E,F terek feltevésiink szerint szeparabilisek, ezért
~e=1/2-hez megadhatd olyan {pn}n;I H sorozat, hogy teljesiil a

“(P2) H &
n

n s

1 Gl/2(pn)
tartalmazds, ahol a G]/Z(pn) a lokalis kompaktsdg miatt kompakt
k&rnyezet.

A pE(Gl/z(pi)ﬂH)CZ E halmaz kompakt, mert pp folytonos,
H pedig zéart.
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Képezziik a

oo §=1 N
(F.3) Bi:=pE[Gl/2(pi)ﬂ IN U pE[Gl/Z(pj)nH]’ i=1,2,...

f =1

paronként diszjunkt Borel-halmazok rendszerét amelyre teljesiil,

hogy
(F.4) E= U B..

Ezutan megadjuk az u, leképezést az alabbiak szerint:

1

1
(F.5) ul(x):— p;, ha x€B,

Az u, leképezés grafikonjara teljesiil a

(F.6) I‘(ul) c G (H)

1/2

tartalmazas, ahol Gl/Z(H) jelenti a H halmaz 1/2 sugaru k&rnye-

zetét, a I pedig az u, filiggvény grafikonjat.

1

2, Az u, leképezést e=1/4-hez az alabbiak szerint adjuk

meq:
A G, e
t6 minden 1=1,2,.;. mellett olyan {pik}k=1 C:GI/Z(pi)nH véges
- 1 . .
sok pont, hogy kgl H”Gl/a(Pik) = HnGl/Z(pi) teljesiil.

Allitsuk eld ezutan a B; halmazt a k&vetkezd formaban:

(pi)F1H halmazok kompaktsdga k&vetkeztében megadha-

k-1

2 _ 1 1
(F.7) Bik-——pE[Gl/4(pik)ﬂH]ﬂBi\(jg]pE[Gl/a(pij)nH]ﬂBi,

k=l,l‘.’ni.
Minden r&gzitett i mellett teljesiil a

n.
(F.8) “B. = U

bsszefliggés és a Bik rendszer elemei diszjunktak és az (F.8) mi-
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att egvesitésiik lefedi az egész E teret.

Az u, leképezést igy definialjuk:
(F.9) 8 fxlasp. . Fa ZeEB-
K 2 © ik ik

amelybdl azonnal kdvetkezik, hogy

(F.10) F(uz) &6 (H)

1/4

plu (x), u,(x)) < 1/2

feltételek teljesiilnek.

3. Tegyiik fel, hogy a 2. pont eljarasanak n-szeri ismétlé-

sével megadtuk a B? ; ; halmazrendszert ugy, hogy
| G e
n-1 ni 3
|55 2 S |
(F.11) B: .= U B :
polgseeesl i 1isevesd (s
ahol
B? ; .:=pE[Gl,2n(pi .)JNH]N
1° ) n_I,J / o >tn-12?
Jj-1
-1
{F,12) nBY : ( U p.[G, ,. n(p. )NH 1N
Tpoeveslpog g=1 & M2 iy ok
nB?_] ¢ 1
12°°°°> " n-1
és a p. . : .EG n-1(p. g NH pontokkal tel-
pll,lz,...,ln_l,J 1/2 (pll,...,ln_]) p
jesil a
} 4 185 = .
Fpedgmens e aly.g
G, ,.n-1(p. . )NHe U
(F.13) v 1t iasd j=1
) g
G n(p. . .
1:/2 (pll,...,ln_],J)

tartalmazas és ezzel megadtuk az
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(F.14) un(x)gpiloizs---. xeBila""in

fiiggvényt. Erre teljesiil a

(F15) F(un) - G]/zn (H)

p(un(x), un_l(x)) < I/Zn—l, x€Ed

két feltétel.

Az u__, fliggvényt a 2. pont lejarasanak megismétlése utjan
kapjuk meg.

Ezzel az eljarassal megadjuk az {un}n:l Borel-mérhetd fiigg-
vények egy megszamlalhatd sorozatat.

Legyen x€E egy r8gzitett pont, az u (x) alaku pontsorozat
Cauchy sorozat az (F.15) miatt &s a kompaktsag kd8vetkeztében

minden x€E-re konvergens. Legyen u az alabbi leképezés:

(F.16) u(x):= lim un(x), x€E mellett.
n

Rz (x,ulx)) < Gl/zn(H), n=1,2,... mellett, ezért

(F.17) (x,u(x))€e n n(H)=H

n

! Gy /2

ami a tétel bizonyitadsat adja, az Fl.l tétel figyelembevételé-
vel,

F2. DIFFERENCIALEGYENLOTLENSEGEK

1. Alapbecslés.

F2.1 Tétel: Legyen Ac:R2 egy halmaz. Legyen tovabba f:A-R
egy mérhetd leképezés. Legyen tovabba g:Rz*R folytonos leképezés.
Legyenek tovabba y,z:[to,T]*R folytonos leképezések, amelyekre
teljeslilnek az alabbiak:
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(y(s),s)ea, SE[tO,T], tovabba

v
y(t)=y(to)+ ;] f(y(s),s)ds
2 o

(F.18) o
t
z(t)=z(t )+ [ g(z(s),s) ds
¢ ®
o
és
1. fix,8)>glx;8), (x;8)€eA,

2. A g(x,s) csbkkend filiggvény rogzitett s mellett az x
valtozdban.
Ekkor y(to)=z(to) esetén

(F.19) y(t) > z(t)

minden te[to,T] mellett.
' Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy megadhatdé olyan te[to,T]

hogy z(t)>y(t) all fenn.
Képezziik a

(F.20) togt*:= inf{slz(t'),t"'€ls,t]}

értéket. Miutan mindkét fiiggvény folytonos, t*<T, tovabba
y(t*)=z(t*). Figyelembevéve még a z(to)=y(to) feltételt, és az
(F.20) egyenldtlenséget, megadhatd olyan 6>0, hogy
[t*,t*+5]c:[to,T] és te[t¥,t¥+6] mellett z(t)>y(t).

Az (F.18) eldallitasnak és az 1. feltételnek az alapjan

t t
y(t)=y(t¥)+f £(y(s),s)as>y(t WS gly(s),s)ds,
i t*
ahol alkalmazva tovabba a g-re kirdtt 2. feltételt, az y(s)<z(s),

pE[t*,t*+6] figyelembevételével:

t t
y(t¥)+f gly(s),s)ds > y(t*)+fg(z(s),s)ds=2(t)
* 5
t

azaz y(t)>z(t) minden tG[t*,t*+6] mellett. Ezzel pedig a tételt
bebizonyitottuk.
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2. Konvex Kupok.

Legyen B egy Banach tér és legyen Gl(O) egy 0 k&riili kdr-
nyezet.

Képezziink egy ujabb kdrnyezetet ebbdl az alabbi definicid-
val:

Legyen e€B', 1l ell =1 folytonos linearis funkcional. Képez-

ziik az aladbbi normat:
(F.21) Mxl_:= max {21<e,251 s %N )

Kénnyen belathatjuk, hogy e norma ekvivalens az eredeti norma-

val. Az is kdnnyen igazolhatd, hogy

(F.22) 6, "(oy=6, (0)n{1e1<1/2}
fennall.

Legyen tovabba tE{Iel=l/2}nG](0)#¢, melyre <2e,t>=lHt|He=l.
Jeldljiink egy ilyen Gl(p)-beli belsd pontot t-vel. Igaz az alab-
bi allitas:

F2.2 Tétel: A {2e>c>0} halmaz eldall

(F.23) {2e>c>0}= U K(G?'

A>0

”'e(o)+t}+cst

alakban.
Bizonyitas: Elegendd az &allitast c=0 mellett beldtni, a-

melyhez tartozdé baloldalt =-ct-vel vald eltolds utjan kapjuk megq.
Miutén tEGI(O) belsd pont, van olyan GE(t) kS8rnyezete,
melyre

(F.24) Gs(t)CGI(O)

teljesiil. EbbGl k&vetkezik, hogy

(F.25) Gl(O)n{Zlel<l} = Ge(-t)ﬂ{2e>-l}
ahol felhasznaltuk a gémbi kdrnyezet kiegyensulyozottsagat. O/
[
I 8ZEGEp
-
)

%
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Az (F.24) azt jelenti tehat, hogy G:” l”(O)IDGe(-t)ﬂ{2e>—l} fel-

tétel teljesiil. Ennek t-vel vald eltolaséara azt kapjuk, hogy

(F.26) e P'(t) c {2e>0)

és

(F.27) e Mty o6 (0)n{2e>0
: 1 i € e>0}

tartalmazasok teljesiilnek.
Ismeretes tovabba, hogy

(F.28) UK(GE(O)ﬂ{2e>0}} = {2e>0}
A>0
teljesill, a tétel allitasat belattuk.

Legyen most K egy kompakt metrikus tér, legyen G cB nyilt
halmaz és legyen f:GxK-+B folytonos leképezés. Legyen e€B' egy-
ségnormdju folytonos lineadris B-n értelmezett funkcional. Tel-
jesitse az

" (F.29) f(xo,K) c {e>h>0}

feltételt valamely onB-re.
Legyen tovabba || m, a fent bevezetett norma. Ezzel érvé-
nyes az alabbi tétel:
" F2.3 Tétel: Megadhatdk olyan t€B, IHtIHe=l, 0<e<l, <2e,t>=]
ugy, hoay

- m
e —
(F.30) f(x_,K)a U {6 (0)+t} =K_, (0)
A>0
teljesiil.
Bizonyitéds: Az F2.2 tétel c=2h-val biztositja, hogy az

e
| (

(F.31) {e>h>0} = U A{G
A>0

0)+t}+ct

eldallitas érvényes, ahol az unidban szerepld halmazok nyiltak
(1d. az (F.23) 8sszefiiggést). A K halmaz kompakt, ezért folyto-
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nos képe is az és igy f(xo,K) c {e>h>0} is kompakt lesz, van te-
hat olyan véges xl,...,xk halmaz, hogy

, €(0)+t}+ct

f(xo,K) & Ai{G

n cx

i=1

is igaz. A szerepld feddhalmazok a A-nak monoton fliggvényei a
tartalmazasra nézve, ezért vegyik a legkisebb Ai—t, mely mar le-
fedi az f(xo,K)-t, ezzel

o e
(F.32) f(xo, )-c:xi {Gl (0)+t}+ct=Gx_ (0)+(xi +c)t.

o} 1 (o]
(e]

A kapott eredményt felhasznalva

1 m

(F.33) £(x_,K)<G S(0)+(r; +c)tc U A
o) A 1
T o) A>0
(o]
11 IIIe 11 IIIe
{G (0)+(An. +c)t}= U A{G (0)+t}
) 1 A
10 o A>0 1o

N FE
A
(o]
amellyel belattuk a tételt.

Legyen most u:[to,tl]+K mérhetd leképezés, legyen tovabba
(F.34) x:[to,t]]»B,

t
x(t)=x(to)+ J] £f(x(s), u(s)) ds
t;O
abszolut folytonos leképezés.

F2.4 Tétel: Legyen F a fent definialt leképezés, és telje-

sitse az xOEB-ben az (F.29)-et valamely e€B', Il ell =1 funkcio-
nallal. Ekkor a fent definialt Il lHe normahoz megadhatdé olyan
1>e>0 és he€B, IthHe=l, és olyan 6>0, hogy ha to<t£to+6 tetszo-
leges, tovabba x(to) i akkor az (F.33)-al megadott x filigg-
vényre teljesiil, hogy

(F.35) x(t)e(xo+}<e h(o))
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Bizonyitads: Az F2.3 tétel biztosit egy nyilt K€ h(0) kupot,

amelyre

(F.36) f(xo’K)C:Ke,h(o)

teljesiil. Képezzik az

f (Ke,h(O))c:BxK
halmazt, ez f folytonossaga folytan nyilt halmaz, amely tartal-
mazza az {xo}xK halmazt. K kompaktsaga folytan azonbanvan olyan

-1 : e
6.,>0, hogy Géo(xo)ch f (Ke,h(o)) is teljesiil.

Miutan x(t) abszolut folytonos, igy folytonos is, ezért
megadhatd olyan 6,5 hogy le(t)—x(to)ll< 5, > ha -t _1<6, .

Belatjuk, hogy 61=6, amelyet a tételben keresiink.

Be kell latnunk, hogy minden to<tgto+6 mellett
x(t)EKe,h(0)+xo' vagy ami ugyanaz, x(t)-onKe,h(O)'

Megjegyezziik, hogy a Ke,h(o) kupban azok és csak azok az
r vektorok vannak, amelyekhez van olyan A>0, hogy

(F.37) Hlk-h—rlHe<e-K.

Ezzel egyenértékii, hogy

Hix I
e

i ey
(F.37a) I h- y . TEXN lr <e.

Konnyen belathatdé, hogy a A mindig megvalaszthatd
lHrlHe=k alakban.
Vizsgdljuk meg tehat az
t t
(F.38) Mx(t)-x = WL _+h dstll _=11J [f(x(s),u(s)) -
(o] t e e t
(o] t (o]
—Hlf(x(s),u(s))IHe-h]dslHeSI me(x(s),u(s)) -
t

(e}

—Hlf(x(s),u(s)IHe-hIHeds
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kiilébnbség normadjat. Felhasznalva, hogy t <t<t _+6 mellett (F.36)
teljesiil, igy igaz, hogy
t
(F.39) Mx(t)-x -hef Mf(x(s),uls) _dslll <
(o] t e e
t (o]
< [ IHf(x(s),u(s))Hle-eds

t

(o)
ahol az (F.38) végére alkalmaztuk az (F.37a) jellemzést.

Ezzel azonban az x(t)—x0 kiilénbségrdl belattuk, hogy tel-
jesiti az (F.37) feltételt, tehat a Ke h
)

t <t<t +6 mellett. Ezzel belattuk a tételt.

(0) kupnak eleme minden

Megjegyezziik még, hogy Banach tereken az (F.23) eldallitas-
hoz specidlis norma bevezetése sziikséges, mint ezt az alabbi pél-
da mutatja:

Vegylk az R% teret mint Banach teret és lassuk el az
lell=lx||+|x2I normaval. Ismeretes, hogy ezzel a O koriili gbm-
btk olyan négyzetek lesznek, melyek csucsai a tengelyekre il-
leszkednek. Vegyilk az egységgbmb&t és toljuk el az x| koordina-
ta iranyaba +1-el és nézzik az {x1>0} félteret.

Az U x{Gl(0)+(l,0)} halmaz egy 0 csucsu 90%-0s nyilasszogli kup
A>0
lesz és nem adja ki az {xl>0} félteret.

F3. PARCIALIS MAXIMUM (MINIMUM) FUGGVENYEK FOLYTONOSSAGA
Legyen M egy metrikus tér, K kompakt halmaz. Legyen

(F.40) f:MxK~+R

egy folytonos filiggvény. Tegyen eleget f tovabba K-ban egyenle-

tesen minden rogzitett u€eK mellett ((x,v)EMXK) az x valtozdja-

ban Lipschitz-féle feltételnek. Legyen

(F.41) £ (x):= min f£(x,v),
v

azaz

leképezés.
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F3.1 Tétel: Az s fiiggvény folytonos, ha f folytonos és

az fm eleget tesz a lokalis Lipschitz-féle feltételnek, ha f
az u rogzitése mellett x-ben eleget tesz a lokalis Lipschitz-
féle feltételnek. Ekkor az £ fliggvény valamely x k&riili
Lipschitz-féle allandéja megegyezik az f ugyan e pontbeli
Lipschitz-féle allandéjaval.

Bizonyitas:

a. Legyen {xn}n:lczM olyan sorozat, melyre xn*xEM. K kom-
paktsaga folytan megadhatdé olyan {vn}nglc K sorozat, hogy
f(xn,vn)=fm(xn).

A {vn}n:] sorozatbd6l kivalaszthatd egy konvergens T

k
részsorozat, amelyre

(F.42) £( %y sV ) » f(x,v).

Az A fliggvény definicidja folytan

(F.43) Blx )L lxyvt), ¥xtEk mellett
és ezért
(F.44) f;(x)=f(x,v).

Ha mds konvergens részsorozatot valasztunk ki az f(xn,vn)—
bdl, ez is szilkségképpen az fm(x)—hez tart és ezért az fm(xn)
sorozatnak mind&ssze egyetlen torldédasi pontja lehet, vagyis a
sorozat konvergens és igy az (F.44) figyelembevételével T
folytonos.

b. A Lipschitz-féle feltétel bizonyitéasa:

Legyen x€M és v €K, melyekre
(F.45) fm(x) = f(x,vo).

Az fm definicidéja alapjan

min f(x',v)gf(x',vo)gf(x,vo)+L(x)d(x'x)
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Mas oldalrdl

(F.46) £lx,v )-L{x)d(x',x)<f(x,v)-L(x)+d(x",x)<r(x",v)

ahol az elejét és a végét nézve csupan a jobb oldal filigg a v-
t6l, ezért a jobb oldal minimumara is teljesiil az egyenldtlen-

ség, ami a tételt bizonyitja.
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épitészeti tervezési feladatok megoldaséahoz
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125/1981 Fabdék Julianna: Software implementécids

nyelvek

126/1981 Varszegi Sandor: Multimikroszamitbégép-rendszerek
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