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BEVEZETES

A kOrnyezd vilag szamos jelenségét modellezhetjiik differen-
cidlegyenletek (rodviden DE-k) segitségével. Egy adott modell
vizsgalatahoz sziikséglink van altaladban a DE megoldasara. Isme-
retes azonban, hogy az egyenletek nagy része nem oldhatd meg
explicit alakban azaz nem irhatdé fel véges szamu elemi miive-
let és elemi (esetleg specidalis) filiggvény segitségével. A rea-
lisan megoldhatd feladatok osztalya a kozelitd mddszerek fejlo-
désével és az elektronikus szamitdgépek alkalmazasaval boviilt ki
jelentOsen.

A dolgozatban a k&zbnséges DE-kre vonatkozd Cauchy-féle
kezdeti értékprobléma k&zelitd mddszereivel kapcsolatban végez-
tiink vizsgalatokat.

A dolgozat elsd fejezetében Osszefoglaljuk a DE k&zelitd
megoldasara vonatkozd klasszikus eredményeket (Dahlquist (1956),
Henrici (1962)), kibdvitve azokat az irodalomban megjelent leg-
frisselb anyaggal, amely a valtozd lépéshosszu médszereket vizs-
galja.

A II. fejezetben az egyes kozelitd mdédszerek gyakorlati al-
kalmazasanak kritikai leirdséat adjuk. Az irodalomban ismerte-
tett eredmények alapjan Osszehasonlitjuk Sket kiilénbdzd optima-
litasi szempontokbdél vizsgdlva hatékonysagukat. A vizsgalt mod-
szerek ko&zlil szamosnak adaptaltuk a programjat az Akadémia CDC
3300-as gépére. A programokat terjedelmiik miatt nem mellékel-
jik, megtalalhaték a CDC 3300-as gép NUMCOSY programkdnyvtara-
ban [28].

Szamitogépes tapasztalataink alapjadn a gyakorlatban a leg-
hatékonyabbnak és legaltalénosabban hasznalhatdénak a linedris
t&bblépéses mdédszerek kdziil a valtozd rendi és valtozd lépés-
hosszu formuldkkal dolgozd Gear (1971) mdédszer bizonyult. Ez
motivalta, hogy vizsgaljuk egylépéses mddszerek esetén a valto-
z6 formulaval a valtozd lépéshosszal kapcsolatos elméleti prob-
lémékat. A gyakorlatban sokszor eldfordulnak (pl. biokémiédban,

szamelméletben, epidemics stb.) olyan DE-k amelyekben a derival-



tak a megoldas korabbi értékeitdl is fliggenek. Ilyen altalénos
tipusu un. funkcional DE-kel fogunk foglalkozni, amelyek k&zé
tartoznak a kézdnséges DE-k is. A III. fejezetben ezek kbzeli-
td megoldasara definidlt altalanositott egylépéses mdodszercsa-
1a4d konvergenciajat vizsgéljﬁk. Ez Tavernini (1972) ekvidisz-
tans felosztdsra vonatkozd eredményének altalanositasa. Defini-
dljuk és vizsgaljuk tovadbba a mdédszercsalad stabilitéasat.

Végiil ezen a helyen is szeretnék kOszOnetet mondani Dr
Méricz Ferencnek a kézirat atolvasasaért, valamint értékes meg-

jegyzéseiért.



I. A CAUCHY - FELADAT NUMERIKUS MEGOLDASA

1. A FELADAT KITUZESE, ALAPFOGALMAK

Tekintsiik a kozOnséges differencidlegyenletekre (DE-kre)

vonatkozo

(14:2) y(xo) “ ¥ (xo,yO adott valds konstans)
kezdeti érték problémat (Cauchy-feladatot), ahol az

m

Frtal™ o 0® 1T = [xo,b]crU}

leképezés folytonos és kielégiti az
Hf(x,y)=f(x,y )1l < LIl y=y*n

egyenletes Lipschitz feltételt minden xEI,y,y*ERrn esetén (ahol
R™ az m dimenziés euklideszi tér, b és L valds konstansok és
Il « 11 pl. a maximum norma).
A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy a fenti feltéte-
lek teljesililnek, ekkor a Picard-Lindeldf tétel szerint az (1.1),
(1.2) DE-nek létezik egyértelmii megolddsa (Henrici (1962)).
Keressiik az (l1l.1) egyenletrendszernek az (1.2) kezdeti
feltétel altal meghatarozott y(x) partikularis megoldasat az
Xq < x < b intervallumon. A feladat k&zelitd megoldasakor az a

célunk, hogy az A, = {x ,x ,...,xN}EI diszkrét ponthalmazon meg-

N
hatarozzuk az y(x) partikularis megoldas szamértékeit.
Legyen 1t az [xo,bj intervallum Osszes felosztasainak hal-

maza. Jeldljén A, En olyan felosztassorozatot, amelyre

N
Xy = x(N=0,1,...). Legyen A= max h.
0<i<N-1
ahol hi = X, TX, az i-edik lépéshossz és {AN}Nf] <t mindig
olyan, hogy teljesiiljén a Ay =0 (N - + o) feltétel.

Az x pontok szamos esetben ekvidisztans elhelyezésiiek, azaz



X o= Enh, e 35 2 sre s 3l

Jeldlje y, az (1.1),(1.2) feladat X pontbeli kozelid meg-
oldasat és y(xn) a pontos, elméleti megoldast.
Tekintsiik a k-1épéses k&zelitd moédszerek alabbi altalanos

médszerosztalyat:
< =] s s e i
” Sr(f’yo’{hj}j=o) (0<r<k) kezdd értékek,

y
K

(130 L@y MMk ™ Koo vesXp iV nagr ¥ na=7 === s ¥y
G < h < N-K

ahol {qi}?=0<:R adott konstansok és ¢€ ([xo,b]k+]me(k+l), R™)

adott fliggvény, mely az Youwawa¥e, vektorvaltozdokban egyenle-

k
tesen kielégiti a Lipschitz feltételt.

Ekvidisztans esetben (1l.3)-at mds ekvivalens formékban is
hasznaljuk. Példaul ekkor a jobb oldalon Qf(xn’yn+k’yn+k—1""
.,yn,h)—t irunk.

Egylépéses mdodszerek esetén az irodalomban elterjedtebb az

n+ 'n hn@f (xn’yn’yn+l’hn)
formula haszndlata, ahol az eldbbi feltételeknek az felel meg,

hogy ¢fEC([xO,b]memex[O,h*],Rm) és az 0L S valtozdok sze-

rint ¢ egyenletesen kielégiti a Lipschitz feltételt, ahol h*>0

konstans. Ha a ¢ nem filigg az X értéktdl, akkor a moédszer

+k
explicit, kiilénben implicit. Definidljuk a fenti médszerek (el-

s®) karakterisztikus polinomjat a kdvetkezdképpen

A tovabbiakban az (1.3) mdédszereket (p,®,) alakban is emlitjiik

f
majd.

Az (1.3) mbédszerosztaly altal tartalmazott ismertebb méd-
szerek: pl.

a/ linearis k-lépéses mddszer (LMN) esetén:



n+i)

5 gln)
(1.5) e, = T B flx .y

Ha a Bgn) konstansok n-t81l fiiggetlenek, akkor szokidsos a maso-

dik karakterisztikus polinomot is definialni
k
o(x) = L B;x;

b/ prediktor-korrektor mdédszerek (P/EC/mE) (m=1)

k-1
(1.6)  op = T Bflxp ps vpog)
i=0
1 k=l * *
* ka{xn+k’ T _f [_ai yn+i+h Bif(xn+l’yn+i)])
ak i=0

ahol aT, B? prediktor formula egylitthatodi.

c/ Runge-Kutta mdédszerekre (m-pontos RK)

k=1
m
(1 7] o, = L c k.
ri=i]
m
Ko = f{xn+har,yn+h S§]brsks} (1<r<m).

Ha a kr szamitasanal az Osszegzés csak r-1-ig megy, a médszer

explicit, kiilonben implicit.

Az (1.5) mdédszerek specidlis esetként tartalmazzak

a/ pl. az Adams-tipusu mdédszereket:

k
i B (n)
(1.8) Yask Yosg-1 hn+k-l gO Bi f(xn+i’yn+i)

b/ az un. retrograd (BDF) differencia formulakat:

(n)

K Yo

(1.9) B8 f(x

[ et [
Q
el
I

n+i hn+k-1 n+k?Yn+k

i=0

Sziikségilink lesz a kdvetkezd fogalmakra.



_lo_

1. Definicid Az e = yn-y(xn) kiilébnbséget az (1.3) osztaly-

ba tartoz6 médszerek globalis hibajanak nevezziikk az x = x ~ pont-
ban (0<n<N).

2. Definicio Az (1.3) osztalyba tartoz6 k-lépéses mobdszerek

xn+k€[xo,b] pontbeli képlethibdjadnak a kovetkezdt nevezziik

k=1, _
T (xn’{hn-j}j=l) = ¥ y(xn), (0<n<k, k>1)
k
(1.10) T per—qga gt yay ™
k
= igo ai y(xn+i)_hn+k_] Qf(xn,.-.’xn*‘k;Y(xn‘*k)’...’y(xn))
0<n<N=K

ahol y(x) az (1.1), (1.2) probléma elméleti megoldasa.

A k=1 esetben az Reog pontbeli képlethibara a
1
}

AR A o ¥ fay
15jelben kiilonbdzdo

) Jjeldlés helyett a hagyomanyos, ettdl csak e-

T(Xn,hn)= -t(x_, {h }}=])

n n+l-j

definiciot hasznaljuk és X pontbeli képlethibardl beszéliink.

Ekvidisztadns linedris k-1lépéses mddszerek esetén (k>1) pe-

{h 1 )

| jeldlést alkalmazzuk, ahol
n+k=j"j=1

g N A _
dig a T(Xn,h)— T(Xn+k_l,

h = h 2 pew = B s,

n+k-l:

Vizsgdljuk most az aldbbi un. perturbalt Cauchy problémat

’

(1.]‘) Y = f.'xiyi’
yn(xn): yn

amelynek elméleti megoldasat jeldlje yﬂ(x).

3. Definicié Az (1.3) alaku mbédszerek X E[xo,b] pontbeli

+1

lokalis hibajanak nevezziik az

(0<n<N=-1)



= I7 =
mennyiséget.

4, Definicié Az (1.3) osztdlyba tartozd kdzelitd mbédszer

konvergens tetszdleges {AN}-:n felosztassorozatra nézve, ha az

(1.1), (1.2) Cauchy-problémara

max Iy =y Il - 0O CH Al = ©),;
0<n<k S 4
(1.12)
max Iy -y(x )Il = 0O 1 &1 = B),
OfnﬁN n n N
5. Definicio Az 1.3 osztalyba tartozd kdzelitd mddszer

konzisztens a {AN}C;n felosztassorozaton, ha

K
max Na({x ,{h_ .¥. . JU =0 (na,n - 0).
0<n<N-1 n =~ j=1 N
ot S k-1 k
n§ollT(xn,{hn_J}J:])ll+O<:i;_kll1(xn+k_|,{hn+k_J}J=])ll— 0
(IIANII~ 0), ha k>1
illetve
max llr(xn,hn)ll~ 0 (IIANH = ) ha k=1,

0<n<N=-1

A konzisztencia p-ed rendii a {AN}c:n felosztas sorozaton, ha p

az a maximalis pozitiv szam, amelyre a fenti mennyiségek

P
o(n AN )

nagysagrendiiek.

Az (1.5) modszert formadlisan konzisztensnek nevezziik, ha

K k K m
i§oai=0’ § 2 hn+k-li§o B

i
hn+'—l=
1 F=1 J

teljesiil (0<n<N-k).
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A médszer rendjét a kdvetkezdképpen definidljuk. Jeldlje p(f)
a moédszer konzisztencia rendjét az (1.1), (1.2) probléman az
ekvidisztéans felosztassorozatokra nézve, és legyen A: az Rm+l

téren értelmezett analitikus fliggvények halmaza.

6. Definicid A mbédszer rendjének (globalis rend) a

p = min {p(f)l f€A}
szamot nevezzik.
2. A KOZELITO MODSZEREK KONVERGENCIAJA ES STABILITASA

A tovabbiakban eldszor az ekvidisztans felosztassorozatok-
ra kapott konvergencia és stabilitas eredményeket foglaljuk

Ossze.

1. Tétel Ha egy (1.3) osztalyba tartozd kozelitd mdbdszer kon-
vergens, akkor konzisztens.

(Bizonyitds az LMM esetre Henrici (1962), szélesebb osz-
tdlyokra 1ld. Butcher (1966) és Spijker (1966)).

Megjegyezziik, hogy a konzisztencia nem elégséges feltéte-
le az (1.3)tipusu modédszerek konvergenciajanak. Tekintsiik a ko-

vetkezd perturbalt kezdeti értékproblémat

z(xo) = Y5 60, x€[xo,b],

ahol (5(x),6o) a perturbdcid és z(x) a perturbalt megoldéas.

7. Definicid (Hahn (1967)), Stetter (1971)). Legyen

(é(x),éo), (6*(x),6:), tetsz8leges két perturbacidé és legyen

z(x), 2¥(x) a kapott pertquélt'megoldésok. az (1:1)y (1:.2)

kezdeti értékproblémat totdlisan stabilisnak nevezziik, ha lé-

tezik olyan pozitiv S konstans, hogy minden xe[xo,b] esetén tel-

jesiil



= 18 =
I z(x) - z*(x)H < Sej;

hacsak I 6(x) - 6*(x)||5e és 116 - 6_ Il <e

(Ha az f leképezés Lipschitz feltételnek tesz eleget valamely
L konstanssal, ahogy azt feltételeztiik, akkor ebbdl mar kovet-
kezik, hogy a DE totadlisan stabilis 1d. Gear (1971)).

Vizsgaljuk most az (l.3) modszerek aldbbi tipusu pertur-
bacidit

_ =1
z_ - Sr(f’yo’{hj}J=|)+ 6 s (0<r<k)

k
g a,z +i/h=¢f(xn,zn+k,...,znh)+ 5

(0<n<N=-k)
n — —

n+k?
ahol (6nln=O,1,...,N) a perturbéacid és (zn|n=o,1,u..,N) a ka-

pott perturbalt megoldas.

8. Definicid Legyen (6 _1n=0,1,...,N), (6:In=O,l,...,N)
tetszOleges két perturbacidsorozat és legyenek
(zn|n=o,1,...,N), (z:|n=o,1,.~.,N) a kapott perturbalt megol-
dasok. Ha létezik olyan hO és s pozitiv konstans, hogy minden
helo,h ] & 116 -6 1l <e (0<ngN) esetén

akkor az (1.3) mbédszert D-stabilisnak (vagy zérd stabilisnak)
nevezziik (Dahlquist (1956)).

9, Definicid Az (1.3) modszer kielégiti a gyokfeltételt,

ha a p(6) un. karakterisztikus polinom gydkei az egységkdrdn
vagy azon beliil helyezkednek el, és a kdrdn elhelyezkedd gyd-
k&k egyszeresek.

Ismertek a kovetkezd tételek:

2. Tétel ‘Az (1.3) osztalyba tartozd k&zelitd mdébdszer D-sta-

bilis akkor és csak akkor, ha kielégiti a gydkfeltételt.



= 14 &

3, Tétel Az (1.3) osztalyba tartozd kozelitd mbédszer akkor és

csak akkor konvergens, ha konzisztens és D-stabilis.

4, Tétel Ha az (1.3) alaku mdédszer konzisztenciaja p-ed ren-
di és a mdédszer D-stabilis, akkor a konvergencia is p-ed rendi
lesz (Hall, watt (1976)).

Megjegyezzik, hogy az (1.3) osztadlyba tartozd konzisztens
egylépéses mbédszerek sziikségképpen kielégitik a gyokfeltételt,
minthogy a p(8) karakterisztikus polinomnak egyetlen gydke van

a Gl=+l. Igy igaz a

5., Tétel Az (1.3) osztadlyba tartozd egylépéses mddszer (ahol
k=1) akkor és csak akkor konvergens, ha konzisztens.

Osszefoglalva: a konzisztencia befolyasolja a lokéalis hi-
ba nagysdgat, a D-stabilitéds pedig a hibaterjedést, ha h — O.
Szamos mddszerosztalyra bizonyitott tény, hogy

"stabilitads + konzisztencia = konvergencia”.

Az LMM esetben a kdvetkezd eredmény ismert.

6. Tétel A D-stabilis k-1épéses linedris mbédszerek maximalis

rendje k+1, ha k paratlan és k+2, ha k paros. (Henrici (1962)).

A nem-ekvidisztans esetben (v&ltozd lépéshosszra) ismert
legdltalanosabb konvergencia és stabilitédsi tételek a kovetke-
z0k.

Az (1.3) alaku egylépéses mdodszerekre tegylik fel, hogy az (1l.1)
(1.2) Cauchy probléma megoldasan folytonosak és kielégitik a

Lipshitz feltételt az ¥ és Yol vektorvaltozok szerint.

7. Tétel Az (1.3) mbébdszercsaladba tartozd egylépéses mbodszer,
melyre teljesiilnek a fenti feltételek, akkor és csak akkor kon-

vergens minden xe[xo,b] és tetszGleges {AN}:=1C:“ felosztasso-
rozatra, ha konzisztens, azaz, ha ¢f(x,y,y,0) = f£{%,9),

(Galantai (1978)).
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Az (1.5) alaku valtozd lépéshosszu linedris tObblépéses

moédszerekrdol tegyiik fel most, hogy kielégitik a gydkfeltételt;
(n)yk
=g

hossz homogén filiggvényei. Minden esetben feltessziik, hogy V=¥

(1Al — 0, 0<i<k).

az «, =0 és a (B egylitthaték pedig a h ,...,h lépés-

n+k=1

8. Tétel Ha a {A
(n)

N}::]iin(xe[xo,b] felosztassorozat olyan,

hogy sup maxIp I<c <+=, akkor az (1.5) formalisan konzisztens

1
N n, I
modszer konvergens. (Galantai (1978)).

3. A MODSZEREK HIBABECSLESE

Itt csak rovid Osszefoglalast kivanunk adni a kiilonbbzd
tipusu hibabecsld eljarasokrdol. Részletesebben példaul Hall,
Watt (1976) vagy Gear (1971) kdnyvében talalhatdk meg.

Megjegyezziik, hogy altalédban p-ed rendii mddszerre elég si-
ma jobb oldalakkal rendelkezd DE esetén a lokalis hiba a kdvet-

kezd alaku

- p+1 p+2
(1.13) Tn(Xn,hn) \Pf(xn,hn)hn +O(hn )

ahol ¥, az un. féhibatag filiggvény. A ¥

lehetséges valasztasok pl. (van der Houwen (1977))

tagot szokas becsiilni,

W(xn,hn) = c,

W(xn,hn) = an+cn,

A hn) = Anx2+an+cn,

Y(x, hn) = Anx, stb.

ahol C. Bn, An konstansok.

Vizsgaljuk meg rdviden a skalar esetben a perturbacidék ha-
tasat az (1.1), (1.2) problémara. Tegyik fel, hogy z(x) kielé-
giti az alabbi egyenletet



(1.14) 2’ (x)-f(x,z(x)) = 86(x), (xE[xo,b]),

z(x ) = y +86 (6 kicsi)

Legyen (1.15) z(x)=y(x)+ee(x)+o(92) akkor felhasznalva Taylor
tételét az (1.14) egyenletbdl kapjuk
y? (x)+8e” (x)=f(x,y (x))=1 (x,y(x))8e(x)=86(x)+0(8?)
2
y(xo)+9e(xo)~ yo+660+0(9 )
ahol f = {=} .
” {3

Igy az e(x) fiiggvénynek ki kell elégitenie az aladbbi linearis

egyenletet:

Azaz ha y az (1.1), (1.2) és a z az (1.14) altal definialt, va-
lamint e(x) (1.16)-bdl, akkor (1.15) teljesiil. Az e(x) megol-

das felirhatdé zart alakban:
e(x) = E(xox)éO + [ Elu,x)&(u)du,

ahol

X
E(u,x) = exP[ffy(f,y,(+))d+]

u
A fenti képletbdl kdnnyen beldthatd, hogy a 6(u) perturbacid
hatasa az u pontban az E(u,x)-t81 fiigg, amely lehet cs8kkend
vagy novekvd figgvény. A legegyszeriibb esetben y’=iy, igy
fy=A, akkor E(u,x)=exp(A(x-u)), Ha A>0, akkor egy u-hoz kdze-
li pontban levd lokalis.hiba hatésa a globalis hibara az x
pontban exponencialisan n6, ha x nd. Ha X<0, akkor a forditott-

ja all fenn.

Diszkrét esetben, ha ekvidisztans a lépéshossz, ismert

az alabbi egyszeri tétel.
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9. Tétel Ha az (1l.3) alaku mdédszer konzisztenciadja p-ed rendii
és a médszer D-stabilis, akkor a konvergencia is p-ed rendi
lesz (Hall, wWatt (1976)).

Kénnyen belathatdé, hogy p-ed rendi mbédszerre

Yo = y(xn)+hpe(xn) + O(hp+l) (0<n<N)
ha

o= s (fayd-y(x) = o(hPT) (ogn<k)
és i1

T = hPY(x L )s0(hPT) (0<n<N-k)
ahol

e’(X)-fy(x,y(X))e(X) = -¥(x), e(xo)_= s

Ha az 1.3 alaku mbédszer D-stabilis, akkor ¥ és

y(xn) +hpe(xn) eltérése O(hp+]) nagysagrendi.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy ha egy mbédszer lokalis
hibajanak fdtagja hpW(xn) az x_ pontban, akkor a globalis hiba
fotagja hpe(xn) nagysagu és a pontos megoldastdl vald eltérés
ugyanakkora mint ha hpw(xn) taggal perturbdltuk volna az (1.1),
(1.2) egyenletet feltéve, hogy a kezdeti feltételek p+1 rendig
pontosak (&ltaldnosabb megfogalmazdsban 1lasd Stetter (1973)).

Néhany ismert mdédszer leirasat megadjuk az 1. tablazatban,
amely konkrét hibabecslési eljarasokat is tartalmaz. (1. mellék-
let)

3.1 Az egylépéses mbddszerek képlethibajinak becslése

A legismertebb hibabecslési mbédszerek a kdvetkezd tipusu-

ak: Legyen p a mddszer rendje.

a/ Extrapolacidés mbdszer

Legyen X ouf = xn+h,

= p+]
X 4o xn+2h fe C [xo,b]

Jeldlje tovabba 7 az x_ ponttdol 2h lépéshosszal sza-

n+2
mitott k&zelitd megoldast. Ekkor a képlethiba becslése-
ként
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Yn+2 Yn+2
Ll

h) =

T(xn+2,

(Henrici (1962)) mennyiséget fogadjuk el, amely az n=0
esetben O(hp*z) nagysagrendii becslését adja a képlethi-
ba f6tagjanak.

b/ Beagyazési tipusu mbédszerek

Minden integraldsi 1lépést kétszer hajtunk végre, eld-
sz8r egy p-ed rendi (1.7) alaku formulaval, majd egy
p+1-ed rendi képlettel szamolva, melyre a k. értékek

ugyanazok, csak uj tagok is jonnek hozza.

Ily médon a két kdzelités kiilonbsége segitségével be-

csiilhetd a p-ed rendii kozelités képlethibaja.

A legismertebb beagyazasi tipusu formulédkat pl. England
(1967, 1969); Shintani (1965), Fehlberg (1968, 1969);
stb. konstrualtak.

c/ Tébblépéses hibabecslési mdédszerek

p+1-ed rendii tébblépéses formulaval becsiilhetd a képlet-

hiba az alabbi moédon:

1
T(Xn,h) ~ {i=¥k+1 aiyn+i(h-8if(yn+i)}/p’(])

(Ceschino, Kuntzman (1963)).

3.2 A k-lépéses prediktor-korrektor médszerek képlethibéajanak
becslése

Milne mobédszere

Alkalmazhatd, ha a prediktor és korrektor formula azonos

rendi.

A hiba alakja p-ed rendl médszerekre, feltéve, hogy az e-

1525 ¥ értékek pontosak (0<r<k) az Rl pontban a prediktorra

c*hp+ly(p+l)(xn+k)+o(hp+2),a]«urekunrachp+]y(p+])(xn+k)+0(hp+2),
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(c s C* a formulak egylitthat6itol fliggd konstansok).

Feltessziik, hogy a kezdd értékekben a hiba hP* ! nagysagren-
dii és a lépéshossz konstans, (vagy szakaszosan konstans), vala-
. . . . g : L
mint a prediktor karakterisztikus polinomja p és a korrektor
karakterisztikus polinomja p olyan, hogy p*(9)=0, ha nen = 1
és p(B6)=0, A kOvetkezd becslést kapjuk:

A . i P+1y_ ~nP, (p+1) p+1l
T(Xn’h) h W(xn+k)+0(h )= Ch'y (xn+k)+0(h )
(PR) (c)
K(yn*‘k -yn+k)/h’
ahol
aXc/e’ (1)
g )
BF *L1)=6"2o" *11)
(Lasd Henrici (1962)).
Gear modszere
Legyen @ = [Y:hY’:-n-,hpy(p)/P!]T,
ha a korrektor p-ed rendii.
A fdhibatag p-ed rendi mbddszere
1
Cp+]p.IIVap/mI|2,
alaku, ahol o sulykomponens, Il Il az L, norma és Va az a vek-

2 p
tor: utolsdé komponensének retrograd differencidja. (lasd 1.

tablazat).
4. DONTESI KRITERIUM, LOKALIS HIBABECSLESI ELV

Legyen az (1.1), (1.2) kezdeti érték feladat megoldasara
az x_ pontban ismert egy yn=y(xn) kozelités és az xn+]=xn+hn+l
pontban szeretnénk kiszamitani az S értéket. Legyen yn(x)

pontos megoldésa az (1.11) Cauchy problémanak és ¢ tetszdleges



- 20 -

eldre megadott pozitiv hibakorléat. Az (1.1), (1.2) Cauchy-prob-
léma ¢ pontossdggal valdé numerikus megoldéaséan azt értjik, hogy
a globalis hiba I e, Il < e. A gyakorlatban ennek biztositasa-
ra a kdvetkezd két kritérium egyikét hasznaljak egy adott in-

tegralasi lépés elfogadasahoz.

Az un. lépésenkénti hibaellendrzés (error per step) esetén

vizsgaljuk a

(1.17) Iy (x__. )=y < e (e¥ <e)
n n

+1

feltétel teljesiilését.

A masik mbédszer az egységlépésenkénti hibaellendrzés

(error per unit step), ekkor a

(1.18) I yn(xn+l)-yn+l”5 e h_ (e” < €)

feltételt k6tjik ki a lépés elfogadasara.

Az (1.17), (1.18) feltételek ellendrzését lényegében a k-
vetkezd meggondolasok alapjan végezziik. Explicit egylépéses
mdédszerek esetén a lokdlis hiba megegyezik a mdédszer (1.11)

perturbdlt Cauchy problémara vonatkozd6 képlethibajaval, azaz

y (x +1)_yn+1 = Tn(Xn,h), ahol

rn(x,h) = yn(X)+h®f(X,yn(X),h)-yn(x+h).

Az n=0 esetet jeldlje roviden t(x,h). Implicit mbédszerek ese-

tén belathatd, hogy

g +0(hP*2
M TS o LR A )i
A rn(xn,h) perturbalt képlethiba ("lokéalis hiba") becslésére
dltalaban valamely az eldzGekben ismertetett képlethibabecsld
eljarast hasznalunk. Ismert eredmény, hogy ha az eredeti (1.1),

(1.2) problémara vonatkozd 1(x,h) képlethiba kielégiti a



= 9] =

Il t(x,h) 1 < DAP*! (x,x+h€lx_,b], p > 0)

en, Il A, ll < h* esetén létezik olyan C>0 kons-

feltételt, akkor A NS

N
tans, hogy

e 1l < chP,
o A=

A fenti eredmény alapjan alakult ki az a gyakorlat, hogy
az n-edik lépésben vett képlethibabecslést vetjiik Ossze az e-
18irt pontossagi feltételekkel. (0<n<N).

Valdéjaban azonban nem a r(xn,hn) képlethibat hanem a mar
emlitett rn(xn,hn) perturbalt képlethibat (lokalis hibat) be-
csiiljiik. Minthogy a rn(xn,hn) képlethiba az eredeti y(xn) meg-
0ldastél 0(hP) nagysagrenddel kiilénbdzd yn(xn) = ¥ kezdeti
feltételhez rendelt Cauchy problémara vonatkozik, elvileg le-
hetséges, hogy a O(hp+2) pontossaggal becsililt perturbalt kép-
lethiba ellenére a globalis hiba eggyel kisebbrendii lesz, mint
az elméletileg garantalt. Ez azonban nincs igy. Ennek a prob-
léménak az elvi megalapozasa két részbdl all; egyrészt a kép-
lethiba és képlethibabecsld eljaréas viszonyanak vizsgalatébdl,
masrészt az un. lokdlis hibabecslési elv igazolasabdl. De ezek-

kel itt nem foglalkozunk behatébban (1d. pl. Galantai (1978)).

10. Tétel ha A En (IIANIIS h™) olyan, hogy az (1.3) alaku

egylépéses moédszer (k=1) hibajara
(1,19) 1t (x ,h)IL< h e” (1 (x_ ,h )l <e™)
n n n o n n n n -

fenndll, akkor létezik c=c(f,0)>0 konstans [c=c(N)] szém, amely-

re

(1.20) Wy -y(x )l < ce” (0<n<N).

(Galantai (1978))L
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Ez a tétel indokolja az un. lokalis hibabecslési elvet,

azaz, hogy a Ilen Il < ¢ feltétel teljesiilése helyett az (1.17)
vagy (1.18) feltétel teljesiilését vizsgadljuk, amely a lokalis

hibara vonatkozik.
5. LEPESHOSSZVALTAS

Egy adott integralasi lépést sikeresnek fogadnak el, ha
teljesiil ra az (1.17) vagy (1.18) feltétel a megadott ¢ pontos-

sdggal. Jeldlje p-ed rendli mddszerre az Ilyn(x )-yn+]llelté—

n+l
résre adott becslést "est". Ha a lépés nem elfogadhatd pontos-
sdgu, akkor cstkkenteniink kell a lépéshosszt altalaban ugy,
hogy a feltétel teljesiiljon, de a lépéshossz a lehetd legna-

gyobb legyen. Az
- p+l
(1.21) lestl = Ih” w(xn,yn)l

formuldbdl lathatdé, hogy a lépést a kdvetkezd h;, uj lépéshosz-
szal kell megismételniink:
"
p+l

h >

h? = lefest]
n n

mert

€

sp+1 .
lhn “P(xn’yn)I lestl

pl _
hn lW(xn,yn)l = B

Ha a lépést elfogadtuk, akkor meg akarjuk hatarozni azt a leg-
nagyobb lépéshosszt, amellyel sikeresen szamolhatunk a kdvet-

kezd lépésben.

A kbvetkezd megfigyelésbol

" . p+1 p+2 -
yn+l(xn+2) Yn+2 hn+]w(xn+l’yn+])+o(hn+l)
= 5P lotx .y Jen RPTC
n’’n

n+1 n+l
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latjuk, hogy a megfeleld érték
‘I
ho,y = lelestiPThon |
Igy ugyanaz a technika haszndlhatd sikeres és sikertelen
lépés esetén is az uj lépéshossz kivalasztasara. Az ilyen mddon
meghatarozott mennyiségeket "lokalisan optiméalis" lépéshossznak

fogjuk nevezni. (lasd pl. Jackson (1978)).

Ovatosnak kell azonban lenniink a lokalisan optimalis 1lépés-
hossz gyakorlati felhasznalasakor. Az (1.21) kozelitd egyenls-
ség nagyon pontatlan lehet, ha pl. a lokalis hibabecslés pon-
tatlan, vagy mert az (1.13) h-szerinti sorfejtésének z-nél ma-
gasabb rendli tagjai nem elhanyagolhatdk. A tapasztalatok sze-
rint ez kiilonOsen sikertelen 1lépés esetén allhat fenn. Ha a DE
nem elég sima, akkor (1.13) nem igaz, a h hatvanyai redukaldd-
nak annak megfelel®en, mennyire sima a DE megoldasa. Ha a meg-
oldas sima, még akkor is el&fordulhat, hogy a fdhibatag ¥Y(x,y)
elég gyorsan valtozik, és a fent leirt mdédon felhasznalva, egy
sikeres lépés utan gyenge k&zelitést kaphatunk. Altaldban a lo-
kdlisan optimalis lépéshossz egy tOrt-részét hasznaljdk a gya-
korlatban. Pl. az irodalomban DIFSUB név alatt ismert program-
ban (Gear (1971)) a lokalisan optimalis lépéshossz 0.99-ed ré-
szét hasznaljak; de altalaban ez 0.5; vagy 0.8 értéktdl 0.9-ig

valtozik.

Megjegyezziik még, hogy a globalis hiba nem reguléaris vi-
selkedésii, ha nem a k&zelitSleg optimdlis lépéshosszt hasznal-
juk. Pl. Ebben az esetben eldfordul, hogy a hibakorlat csdkken-
tésével a globalis hiba kicsit valtozik, ha egyaltalan valto-
zik.

Példa: az irodalombd6l RKGS (CDC programkdnyvtar) néven ismert
Runge-Kutta-Gill médszer programjat alkalmazzuk a kovetkezd
DE-re

' = yl(o) = 104
= yZ(O)

1, 2
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a [0, 8n] intervallumon. Az eljaras lépéshosszfelezéssel ill.
duplazassal valtoztatja a lépéshosszt. Bemutatjuk a 2. tabla-
zatban a megoldas két komponensének hibadjat a 8n pontban kildn-

b6zd e hibakorlatok esetén.

fliggvénybehivasok

Iog]O Y hibdja Y5 hibdja & il
1 -8.2(-4) -1.7(-4) 562
2 -8.2(-4) -1.7(-4) 562
3 -8.2(-4) -1.7(-4) 562
4 -8.2(-4) -1.7(-4) 562
§ ~6.,6(=5) -8.7(-6) 1108
6 -5.0(-5) -5.4(-6) 1119
7 -1.6(-6) -1.3(-7) 2226
8 1.4(-6) 1.5(-8) 4411
9 1.5(-6) 1.7(-8) 4433
10 1.7(-6) 1.1(-8) 8840
11 1.7(-6) 5.5(-9) 17559
12 1.7(-6) 5.5(=9) 17647

2. tablazat Példa
Az alabbiakban Gear, Tu (1974) Gear, Watanabe (1974) ered-
ményeit Osszegezzilk az (1.3) mdédszerosztalyra ill. annak egyes

specialis mdédszereire vonatkozodan.

10. Definicié Lépéshosszvalasztasi sémanak nevezzik az o-

lyan fiiggvényt, amelyre
h = he(xn,h),

ahol tetsz®leges h>0, 0<x<b;1>6(x,h) > C>0. A legismertebb a

kovetkezd két lépéshosszvaltoztatasi technika.

Az un. interpolacids technika a hn lépéshosszal vald sza-

molaskor az uj lépéshosszra ugyanolyan rendi formula beinter-

polalasabdl all, azaz
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a/ interpolalas az ismert k&zelitésekbdl, hogy az

~n-i = x_-ih_(k>i>0) pontokban megkapjuk a megoldas

kozelitését.
b/ ezeken az ;n—i pontokon alapuld fix-lépéses formula se-
gitségével megkeressiik a k6zelitd megoldast az

can xn+hn pontban.

A valtozd lépéshosszu technika alkalmazasakor k darab nem

egyenletesen elhelyezett (k>i>0) pontbdl kiindulva kiszamitjuk
az uj lépést és a k-lépéses formula egylitthatdéit, hogy az meg-

feleld rendi legyen.

Ismert (Dahlquist (1956)), hogy a k-lépéses mddszer rendije
nem érheti el a 2[k/2]+2 értéket, ha azt akarjuk, hogy a mbéd-
szer rogzitett l1épéshossz esetén stabilis legyen; ezért néhany
a és B. egylitthatd értékét eldirjuk. Példaul, ha azt ad-

i'sh Ly 0
juk meg, hogy a. _ (j>2) esetén és a médszer (k+1)-ed ren-
2
di legyen, akkor a valtozd lépéshosszu Adams-Moulton mdédszer

lesz a megfeleld rendli formula.

Ismertek a kovetkezd tételek:

11, Tétel A valtozd lépéshosszu (1.5) mdédszerek kézé tarto-
z6 Adams-Basforth (AB), A-B-Moulton (ABM) prediktor-korrektor
és A-M médszerek stabilisak’ és konvergensek tetszdleges 1é-

péshosszvalasztasi sémara.

12. Tétel Ha legalabb k konstans lépést tesziink a lépéshossz
valtozatasok k&zdtt, akkor a k-lépéses interpolacidés AB, ABM

és AM mbédszerek stabilisak és konvergensek.

13. Tétel Ha egy mbédszer fix-lépéshosszra kielégiti a stabi-

litasi feltételt, akkor tetszdleges olyan lépéshossz valaszta-

A stabilitds a 11. 12. 13. tételben kicsit eltérd az ismertetett defi-
niciétél, de az f fluggvényre vonatkozé alkalmas feltételek mellett a
két definicid ekvivalens.
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si sémara stabilis (valtozd lépéshosszu ill. interpoléacidés sé-

mara), amely csak kis valtozast eredményez, azaz amelyre

= 1+0(h) (h = 0).

Az interpolaciés technika eldnye a rugalmas hasznalhato-
sadgdban rejlik, (az attérés az egyik lépéshosszr6l a masikra
dltaldban egy matrix-vektor szorzas segitségével megoldhatd
(Nordsieck (1962)). De ez a technika nem megfeleld ha magasabb
rendii formuldkat haszndlunk (pl. Krogh (1973)).

A valtozd lépéshosszu technika esetén nehézkesebb a 1lépés-

hosszvaltoztatas utani szamolas.

11. Definicid Formula valasztasi sémanak nevezzik azt az

I(h,x) fliggvényt, amely definidlja az [x _, x ] intervallumon

n n+l
hasznalt F formulat, ahol h a lépéshosszvalasztasi séma

I(h,xn)

altal definialt paraméter.

12. Definicié Valtozd formulat hasznald modszer a kbvetkezdk-

bdl all: az {Fi} tobblépéses formuldk halmazabdl, valamint a
{eji} formula valtoztatasi operatorok halmazabdél, a lépéshossz-
valtoztatdsi technikabdl, a lépéshossz- és formulavalasztéasi

sémabol.

14, Tétel A valtozd lépéshosszu technikat felhasznaldé valtozd
rendii (1.10) Adams mddszer stabilis tetszbleges formula valasz-

tasi séma esetén.
6. EFFEKTIVITAS, A MéDSZEREK ALKALMAZASA

Végiil sziikkséges megemliteniink a kdvetkezd az irodalomban
eddig kevéssé vizsgalt problémat. A mdédszerek konvergencidjara
vonatkozd tételek egy fix mddszer adott felosztassorozaton valod
konveregenciajat biztositjak adott Il ANII+ 0 felosztéassorozaton.
Jelélje M = <(p,®), B,D,H> azokat az eljarasokat, ahol (p,P) az

adott (1.3) alaku mdédszer, B a képlethiba valamely becslése,
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D adott doOntési kritérium és H adott lépéshosszvalasztasi stra-
tégia. Tekintsiik az (1.1), (1l.2) feladat xE[xo,b] pontbeli meg-
oldasat az (1.17) feltétel mellett, azaz a

Il rn(xn,hn)lli e, xn+]€AN€n
P(E) = <f,XO,YO;X$ >

I B(x ,h )l < e, feF
n n =
problémaosztalyt (ahol F adott fiiggvényosztaly).

13. Definicid A <(p,0) B,D,H> eljarast effektivnek nevezziik
a P(e) problémaosztalyra nézve, ha vele az osztdlynak minden e-
leme megoldhatdé (Hull (1969)).

Ha a (p,%) médszer konvergens bizonyos tipusu {AN};n soro-
zatokra, akkor az eljaras effektivitéasa olyan, B,D,H kritériu-

mokat kdvetel meg, amely ilyen tipusu {A )}¢n (e-0) felosz-

N(e
tassorozatot allit eld és

(1.22) " yN(e)-y(xN)lls € (O<e<eo).

Az effektivitas vizsgalata azért lényeges, mert a (p,®)
moédszer konvergencidjabdl még nem kdvetkezik, hogy adott
p(e)EP(e) probléma esetén a <(p,%),B,D,H> mébdszer &ltal szami-
tott kbzelités globalis hibajara teljesiil az (1.22) feltétel.

Effektivitasi tételeket egyszeriibb esetekben ekvidisztans
felosztasokon Hull (1969) (lasd alabb) és Sacks-Davis (1977)
igazoltak. Megjegyezziik, hogy a 10. tétel is interpretalhatd
altalanos effektivitasi tételként.

15. Tétel (Hull (1969)). Tekintsiik az y’ = Ax,y(xo) & A
feladatot, (yo,xO adott), A mxm dimenzids négyzetes matrix. Le-
gyen tovabbd b adott végpont és egy 1lépés elfogadhatdsaganak
kritériuma az, hogy a lokalis hiba egy adott ¢ korlat alatt
van. Tegylik fel, hogy explicit negyedrendi Runge-Kutta mdédszert

alkalmazunk lépésfelezéses hibabecsléssel.



s S

Akkor a médszer effektiv a fenti problémaosztélyon, ha
1/ egylépés eredményét csak akkor fogadjuk el, ha a loka-
lis hibara kapott becslés nem éri el a 3/4he értéket és
2/ a h lépéshossz kivalasztasi stratégiaja olyan, hogy
h<h , ahol h < 1/4 i A Il és a stratégia olyan,
— max max —
hogy a mdédszer segitségével a b végpont elérhetd legyen.

Az 1. abran bemutatjuk egy DE k&zelitd megoldasanak gya-
korlati folyamatat, amelynek segitségével példaul egy mdédszer
szamitoégépre vihetd.



Az input adatok ellen®rzése
konzisztencia stb. szempontbdl

l

a f0 integrald lépés paramétereinek
inicializalasa, pl.max. lépéshossz,
minimalis lépéshossz, kezdeti adatok

|
v

a szamitas eldkészitése, a kdvetkezd
lépéshez a lépéshossz és rend megha-

tarozasa
L

¥

az y ko6zelitd értékének és hiba becs-
lésének kiszamitasa az adott lépésben

'\\\\\\\\\\\\\\\\‘\s

SUBROUTINE
a filiggvény-
értékek ki-
szamitasara

A

déntések

- hibabecslés Gsszehasonlitésa az i-
gényelt hibakorlattal; és annak
eldéntése, hogy a lépés elfogadha-
to6 sikeresnek vagy nem

- ellend®rizni nem értiik—-e el az in-
tegralasi intervallum végpontjat

- annak elddntése, hogy a probléma
megoldasa esetleg tul nehéz az a-
dott mbodszerrel

b

EXIT, ha a problémat megoldottuk
vagy tul nehéz megoldani.

1. abra

Az implementéalas folyamata
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11, MODSZEREK OSSZEHASONLITO VIZSGALATA

I. ALTALANOS SZEMPONTOK

Szamos moédszer létezik az (1l.1) - (1.2) Cauchy-féle kezde-
ti érték probléma k&zelitd megoldasara, de nem létezik olyan
optimdlis mdédszer, amely tetszdleges differencidlegyenlet ese-

tén mindig a legjobb eredményt adja.

A kiil6nb6zd szempontokbdl optimalis moédszerek kivalaszta-
sdra szamos technika ismeretes. Ezek lényegét vilagitjuk meg

az alabbiakban.

Altaldaban ha numerikus modszereket akarunk OGsszehasonli-

tani, definidalnunk kell a kOvetkezdket:

1. A megoldand6é problémak osztalya
(Jeldlje ezt P, elemeit peEP)

2. A mbddszerek osztalya: M (meM)

3. Osszehasonlitdsi kritérium: A (p,m)
mbédszer és problémaparnak megfeleltetlink egy
C(p,m)>0 értéket, amely a p probléma m moéd-

szerrel torténd megoldasa josaganak mértéke.

Ha ezeket definialtuk, akkor vilagos, hogy mit értiink azon,
hogy az egyik mdédszer jobb mint a masik. Azt mondjuk, hogy az
m médszer jobb, mint az m’ médszer a P problémaosztalyra a

kritériumnak megfelelden, ha C(p,m) < C(p,m’).

Azt is mondhatjuk, hogy m a legjobb médszere az M mdédszer-
osztalynak a C kritériumra nézve, ha a P problémaosztalyra al-

kalmazva C(P,m)< C (P,m’); Vm’€EM esetén.

A problémak osztdlyat esetiinkben az (1.1), (1.2) Cauchy-
feladatok alkotjéak. Ezek leirhatdék a kdvetkezOképpen:

p = <f,xo,yo,b,e vaw STha2

ahol fax oYy definidlja a problémat matematikailag, ¢ a loka-
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lis hiba felsd® korlatja és b a végpont, amelyben a megoldast

keressiik.

A kO6zelitd mobdszereket a korabbiaknak megfelelden defini-

alhatjuk (algoritmus, hibabecslés, d&ntés, lépéshosszvalasztas).

Az Osszehasonlitasi kritérium lehet az algoritmussal vald
szamolashoz és a hibabecsléshez sziikséges fiiggvénybehelyettesi-

tések szama.
2. KISERLETI VIZSGALATOK

Hull és tarsai (1972) dolgoztak ki az elsd komolyan meg-
alapozott kisérleti (szamitdgépes) Ssszehasonlitd vizsgalato-
kat.

Vizsgalataikban ¢ az egységnyi lépésre megkdvetelt lokalis
hibakorlat. A probléma tovabbi jellemzésére bevezetik a hmax
maximadlisan megengedett lépéshosszt. A problémdk nem tartalmaz-
nak sem szakadasos jobboldallal rendelkezd egyenletet, sem
stiff tipusu vagy mas, az atlagnal rosszabb egyenletet. Az e-

gyes problémaosztalyok a k&vetkezdk

a/ az egyenlet,

b/ kisméretii egyenletrendszer

c/ kbzepes méretii egyenletrendszer
d/ orbitalis egyenletek

e/ magasabbrendi egyenletek.

Minden osztaly 6t feladatbd6l all, amelyek mindegyikét
3 6 9

vizsgdljdk 10 7, 10 °, 10 ° nagysdgu e hibakorlat esetén. A
felhasznalt algoritmusok a k&vetkezdk: két Runge-Kutta mdédszer
(Butcher nyolcadrendii mbédszere (1965) és Shanks mddszere (1966)}
az Adams-modszer (Gear féle valtozat (1971), lasd még az 1. tab-
lazatot), Bulirsch, Stoer (1966) extrapolacids mbédszere. Ussze-
hasonlitéasi kritériumnak a felhasznalt filiggvénybehelyettesité-
sek szaméhoz hozzaveszik az un. "overhead" iddt, amely alatt a
gépidd azon részét értik, amely fennmarad, ha kivonjuk a filigg-

vénybehelYettesitésekre elhasznalt gépiddot.
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Egy statisztikai program segitségével gyilijtik Ossze ezeket
az adatokat, valamint bizonyos megbizhatésdgi vizsgalathoz
szilkséges szamolasokat (a program kiszamitja a feladat pontos

megoldasat is és az attdl vald eltérést).
Az alabbi koOvetkeztetésekre jutnak:

a/ A valtozd rendli linedris tobblépéses médszerek altala-
ban jobbak, mint a rdgzitett rendiek. Altaladnos esetben
a leghatékonyabban hasznalhatodok, ezért ezek a legelter-
jedtebbek ma.

b/ A Bulirsch-Stoer médszer kevesebb "overhead" idot igé-
nyel, mint az Adams mobédszerek (azaz, ha a figgvénybehe-
lyettesitések viszonylag kdltségesek kb. > 25 aritme-
tikai miiveletet igényelnek komponensenként), akkor az

Adams modszer hasznalata célszeriibb.

c/ A Runge-Kutta moédszerek altalaban nem versenyképesek a
t6bbi vizsgalt mbédszerrel. Kivétel az az eset, ha nincs
szlikséglink nagy pontossagu megoldasra; akkor ui. az a-
lacsonyabbrendii Runge-Kutta mdédszerket érdemes hasznal-
ni, ha a filiggvényértékek szamitdsa nem tulsagosan bonyo-
lult.

A tovabbiakban egylépéses modszerek Osszehasonlitasaval

foglalkozunk.

Shampine és Watts (1976 ) széleskdri szempontok figyelembe-
vételével elvégzett kisérleti (szamitdgépes) mdédszerekkel ha-
sonlitjak Ossze a Runge-Kutta formuldk alkalmazasat egy adott

feladatosztéalyon.

(2. 1] y?(x) = 0. a. . xlyJ, (konvergens hatvanysor)
i,j=0 'J
y(0) = 0
ahol az aij értékek véletlen szamok, amelyek a [-I, I] szaka-

szon egyenletes eloszlasuak (mintegy 500 egyenletet general-

nak a teszteléshez).
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Az (1.7) alaku m-pontos p-ed rendi (m<p<5) explicit Runge-

Kutta mbédszerek osztalyabdl vizsgalja az aladbbiakat:
a/ a klasszikus negyedrendii médszert ¥pésfelezéssel
b/ Gill (1951) mbédszerét lépésfelezéssel

c/ England (1969 ) modszerét, amelynek hibabecslése beagya-

zasi tipusu

d/ Merson negyedrendii moédszerét (amely csak linedris egyen-
letekre ad aszimptotikusan pontos hibabecslést) harmad-
rendli moédszerként interpretalva, amely lokalis extrapo-
lacidt hasznal (igy aszimptotikusan pontos hibabecslés
adhato)

e/ Zonneveld (1964) otddrendii médszerét, amelyet lokalis
extrapolacidét hasznaldé negyedrendi mdédszerként interpre-
tédlnak

f/ Shintani (1966 ) negyed-6tddrendii bedgyazadsi tipusu méd-

szerét

g/ Fehlberg (1969) negyed-o6tddrendi bedgyazasi tipusu mdd-
szerét két valtozatban, amelyben csak a mdédszer paramé-

terei térnek el egymastdl.

Osszehasonlitasokat végeznek az adott problémaosztalyon, ame-
lyek alapja a pontossdg, a hibabecslés minSsége, a stabilitdas

és az altalanos effektivitas (hatékonysag).

Az adott mddszerek pontossdgadt a fbhibatag szerinti Ossze-

hasonlitassal vizsgadljak (harom kiil6nb6zd normaban).

Ahhoz, hogy értelmes Osszehasonlitdst lehessen tenni kii-
16nb6z8d szamu pontbdél alldé formuldk esetén, sziikséglink van ar-
ra, hogy skalazzuk a lépéshosszakat, igy véve figyelembe a nem
egyenld mennyiségii munkat. Igy tekintjik a h*=mh lépéshosszt,
azaz m-pontos mdédszer esetén a h9-ad rendi tagokhoz tartozdé hi-

9 mennyiséggel. Ez utdbbit fog-

baegylitthatdkat beszorozzuk az m
juk "skalazott"-nak nevezni a tovabbiakban. A 3. tédblazatban a
hibakonstansokat mutatjuk be "skalazott" és nem sk&dlazott eset-

ben.
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A hibabecslés min®dségének vizsgalatara végeznek aszimpto-
tikus és nemaszimptotikus Osszehasonlitasokat. Felteszik, hogy

a modszer lokdlis hibadja és annak becslése az alabbi alaku:

ahP P2 g P Sy (a lokalis hiba)
ah T oy P p 9t 2 (a lokalis hiba becslése)

e

est

Aszimptotikusan pontos becslés esetén q=p és a=a. Megkapjak ko-
zelitOleg a

(2.2) Ol = 1im Soc8st _ pog

bl KPE

aszimptotikusan pontos becslést ugy, hogy a lokalis hibat és

W (N=3,4,..) sorozatra szamitjdk ki a vizsgalt

becslését a h=2"
feladatosztalyon. Ezt addig végzik, amig a D(f) szukcessziv ko-
zelitései egy eldirt mennyiségnél kevésbé térnek el. Végiil a
ID(f)|l értékek atlagat és maximalis értékét szamitjak ki min-
den vizsgalt médszerre a (2.1) alaku véletlen mdédon el&allitott
feladatokra. A D(f) mennyiség numerikus konvergenciajanak elé-

rése utan a hibabecslés egy masik mértékét, a

(2.3) R(f): = mennyiséget

szamitjak ki kOzelitdleg.
A 4. tablazatban bemutatjuk a ID(f)! és IR(f)l k&zelitd

értékek atlagat és maximumat.

Az 5. tdblazatban a felhasznalt mdédszerek rangsorolasat
probaljak megadni a hibabecslések szempontjabdél. Megjegyzik,
hogy bizonyos esetekben nem lehet egyértelmiien kivadlasztani az
eljarasok koziil a legjobbat, legalabbis az extrapolacid nélki-

li esetben mindegyik hibabecslés megfelel®d.
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3. tablazat
A pontossdg mértéke, a hibatag egylitthatdi

Médszerek Skalazatlan Skdlazott
; WPl pr2 HP*3 P! HP+2 HP+3
Merson 3 .010 .02l .028 6.4 6.4(+1)  4.4(+2)
Klasszikus 4 .0022 .0035 .0054  3.5(+2)% 6.3(+3)  1.1(+5)
Gill 4 ,0019 .0031  .0048 3.1(+2) 5.5(+3)  9.4(+4)
Zonneve | d 4 .20 .51 .70 3.4(+3) 6.0(+4) 6.5(+5)
England 4 ,0019 .0031 .0048 1.1(+2) 1.6(+3)  2.3(+4)
Shintani 4  .00089 .0039  .0087 1.5(+1) 4.6(+2)  7.1(+3)
Fehlberg(1) - .0061 .015 .025 4.8(+1) 7.0(+1) 7.0(+2)
Fehlberg(2) - .0033 .,018 .039 2.5(+1) 8.3(+2) 1.1(+4)
4. tablazat
A hibabecslések aszimptotikus dsszehasonlitdsa
MGdszerek gigféégiiga Zﬁ;féggj; R(f) 4tlaga R(f) max.
Shintani 77. 4.1(+2) 5.4 166 .
Fehlberg(2) 102, 4.1(+2) 2.4 85.
Merson 20, 6.9(+2) 1.1 37
England 78. 7.0(+2) Y ¢ 33
Fehlberg(1) 47, 2.1(+2) .69 15,
Gill 202, 1.4(+3) .43 19.
Klasszikus 271, 1.8(+3) .39 Iyl -
Zonneve | d 151, 9.8(+2) .036 2.8

* 2 il ~ - . - S 2 S i o
a zardjelben levd szam a 10 megfeleld hatvannyal t6rténd szorzast jeldli.
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5. tablazat

A hibabecsl|ések rangsoroldsa legkevésbé hatékonytdl

a legjobbig
Nem extrapolacids Extrapoldcios
formuldkra formulakra
Shintani, Fehlberg(2) Zonneve | d
Merson, Fehlberg(1) Fehlberg(1)
England, Kalsszikus, Gill Shintani
Zonneve ld Fehlberg(2)

Shampine és Watts (1976 ) ismertetett munkdjukban effekti-
vitadsi kérdéseket is érintenek. Osszehasonlitjdk a mbédszerek
hatékonysdgat, amikor azok mar Osszemérhetd pontossagot értek
el. Az egyszeriiség kedvéért a magasabbrendii tagokat elhanyago-

jak a hiba sorfejtésben, igy csak a kovetkezd tagot veszik:
error = ehp+1

Felteszik, hogy a k-adik mdédszer hibatagja ekhp+], ahol az €y

értékeket a 3. tablazat tartalmazza. A k-adik mbédszer hk lépés-

hossza, amely mellett a hibatag ugyanaz lesz

n = G5

Ha N darab h hosszusagu lépésre van sziikség, egy adott pont el-

éréséhez, akkor
1
+1

s

Ny

darab h, hosszusaqu lépés szilkséges ugyanazon pont eléréséhez.
A 7. tablazat az egyes modszerek teljes kOltségét mutatja a
fiiggvénybehelyettesitések szamaval és az un. "overhead" iddvel

mérve.
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1 Tabldzat

A médszerek kdltsége

Fliggvénybehelyettesitések

szama /lepes

Merson 5
Fehlberg 6
Zonneveld,Shintani 7
England 9
Klasszikus, Gill 11

miveletek miveletek

szdama /1épés szama /pont
Klasszikus 31 2 8
Gill 37 3.4
Merson 19 3.8
England 35 349
Zonneveld 33 4.7
Fehlberg 30 5.0
Shintani 37 543

A kiilonb6zd szempontok alapjan elvégzett vizsgalatok azt

mutatjadk, hogy nem létezik minden kategbéridban legjobb mdédszer.

A fenti vizsgalatok eredményei alapjan a szerzdk a
Fehlberg mdédszert talaltak a legjobban és a legdltalanosabban

alkalmazhatoéonak.
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3. ELMELETI OSSZEHASONLITASI VIZSGALAT

Elméleti médszerekkel vizsgalja Jackson (1978) a Runge-

Kutta formuldk kdltségének nagysagat bizonyos feladatosztalyon.

Az (1.7) alaku m-pontos p-ed rendii explicit Runge-Kutta
médszerek osztalyat tekinti a linearis nem stiff homogén kons-
tans egyiitthatés problémdkra. A lokalis hiba becslésére felhasz-
nalja a kordbban emlitett mdédszerek koziil a lépésfelezési tech-
nikat, Ceschino-Kuntzman tobblépéses hibabecslését és néhany be-
agyazasi tipusu mbédszert. Az adott integralasi lépés elfogadha-
tdésdganak kritériuma az un. retrograd hibaanalizis elvén alap-
szik. Adott ¢ hibakorlatra megkdvetelik, hogy az eredeti (1.1),
(1.2) probléma k&zelitd megoldasa az [xo,b] integraléasi inter-
vallumon a perturbalt probléma (mely az eredeti feladat e-nal
korlatos perturbdcidéja) pontos megoldasa legyen. Az integraléa-
si 1lépés elfogaddsara hasznalt stratégiak koziil szamos kdvete-

li meg az aladbbi egyenldtlenség teljesililését.
(2.4) a(h)IME(h) Il <e

ahol E(h) a lokadlis hiba becslése egy adott lépésben, a(h) pe-
dig tetsz®leges filiggvény (sok esetben 1 vagy h).

Modellmdédszeriink olyan, hogy az a(h) fliggvényt helyettesi-
tik egy b(h) un. effektivitasi filiggvénnyel.

Egy problémaosztalyra vonatkozd effektivitasi fliggvénynek

b(h) nevezik azt a legkisebb (pontszerii) fliggvényt, amely ga-
rantdlja, hogy minden peP esetén, ha a (2.4) egyenlGtlenség az
integralas minden lépésénél teljesiil, akkor a mbédszer altal ge-
neradlt approximdcid kielégiti a probléméahoz tartozdé elfogadha-
tosagi kritériumot.

A lépéshossz kivalasztasanak stratégiaja olyan, hogy kiva-
lasztja a (2.4) feltételt kielégitd legnagyobb lépéshosszt, az-

az H(e) a kbvetkezd egyenlet egyértelmii gydke (ld. részletesen
késSbb)

£2.5) b(h)max it ELHYD & B,

AN 1y 1<
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Az adott modszer koltségét a kbvetkezdképpen definidlija

(2.6) c(e) = max {az y’" = 'Ay,y(0) =y Cauchy problé-
Al <1 -

Ilyollil

ma megoldasadhoz egy egységnyi lépésre
felhasznalt azon filiggvényszamolasok mi-
nimuma, amelyekre sziikség van adott ¢
hibakorlat mellett}

A linearis konstans egyitthatdés homogén problémak (ahol

IMAIl <1 és llyollsl) osztalyan egy lépés kdltsége
(2.7) c(e) = F/H(e)

ahol F a formula és a hozzad tartozd hibabecslés altal lépésen-

ként elhasznalt fliggvénybehelyettesitések szama.

Szigoru hibakorlatokra a k&ltséggdrbék kdzel linearisak

log c(e) = K = loge,

p 3
P
ahol K egy konstans, p a mbédszer rendje.

A b(h) effektivitasi fiiggvény kdzelitését is sikeriilt eld-
allitanduk harom lépésben. E1l8szdr Osszekapcsoljak az
[xk_],xk] intervallumra vonatkozd retrograd hibat és az ugyan-
erre az intervallumra vonatkozd egységnyi lépéshez tartozd T,
hibat egy z(x) filiggvény segitségével. Az egységnyi lépésre vo-

natkoz6é hiba a k-adik 1épésben

(2.8) Tk(hk) - [yk(xk)-yk]/hk,
ahol y, (x) az y’(x) = f(x,y(x)), vy, (x,_,) = Ve lokalis" kez-
deti érték probléma megoldasa.

A z(x) fliggvényre a kovetkezd kOvetelményeket irjak eld:

al z(x) legyen folytonos az [xo’b] intervallumon;

b/ z(xk)-zyk (k=0,1,...n), ahol Y, = ¥, és

c/  z7(x)=Az(x)=u (x), x€lx ,x 1(k=1,2,...,n)
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ahol uk(x) az ismeretlen. A szabalyozas elméletbdl ismeretes,

(1dsd pl. Pontrjagin (1968), hogy tetsz®leges olyan uk(x) fiigg-
vény, amely kielégiti a fenti feltételt, és minimalizalja a

x, ] mennyiséget, az [x ] szakaszon

k=1’"k
konstans normaju, ezért u

max |1 uk(x)H , XE[x _p2 X

Kk 3

(x) helyett itt vehetd egy Uy kons-

k=175 ]

k
tans vektor (lasd pl. Sedgwick (1973)). Igy xe€[x

(x—xk_])A

(2.9) z(x) = e Yiog (%=X

esetén

A)u

g gt Rl

k

ahol

f—e s ha x # 0,

ha x = 0.

Az el(x) fliiggvény kiterjeszthetd négyzetes matrix fliggvé-
nyekre, létezik a reciproka és analitikus mindeniitt a C téren

kivéve az e](x) gytkeinél {2nik; k=:1,12,...}- Igy az el-](x)

szintén kiterjeszthetd matrixfiiggvényekre, feltéve, hogy a mat-

rixargumentum egyetlen sajatértéke sem gydke az e (x)-nek.

1

e]—](hA) az e](hA) matrix inverze, ha Il hAll <Zn. A (2.4) for-

muldba x=x, értéket helyettesitve, valamint felhasznalva, hogy

k
o ’ _,_h A _ ;
h, =x =x és T, (e k P § yk)/hk’ kapjuk

B =
(2.10) oy, = (hkA)Tk.

A p-ed rendd explicit Runge-Kutta formula esetén Ty kielégiti

a kbvetkezd egyenletet

p+l
(hkA)
h Yk=-1"

%, = s(h, A)
k
k

k

ahol s(x) egy végtelen konvergencia sugaru hatvanysor. A for-

muldhoz tartozd hibabecslés kielégiti a kdvetkezd egyenletet

p+l
(hkA)

h Yk-1"

E = R(h A)
k K

k

ahol R(a) egy polinom. Ha R(h,A) nem szinguldris, akkor E, és

k
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Ty Osszekapcsolhatd a kdvetkezd egyenlettel:

_ =1
(2.11) T, = S(h AR “(h A)E,
Felteszik, hogy az S(x) és R(x) polinomoknak nincs k&z8s gyd-
kik.

A (2.10) és (2.11) egyenletbdl kdvetkezik, hogy u és E\

kozelitésére az alabbit kaptak:

b(h) = max I el"(hA)s(hA)R“(hA)lr,
{8, 135 1Al <1
0 <h< min(hmax,Zn).
A b(h) kiszamitasahoz R—l(x)-et hmax konvergenciasugaru hatvany-
sorba fejtjik. Ekkor a (2.12) formuldba a Il Il kifejezésben
szerepld mennyiségek reprezentalhatdk egy P(x) hatvanysorral,
amelynek a konvergenciasugara nagyobb vagy egyenld, mint
min(hmax,Zn). Altalanosabb feltételek mellett is kdzelithetd
az effektivitdsi fliggvény, ha 1l All < a. A k&ltségfiliggvény kdze-
litését is eldallitjak. A H(e) lépéshossz az aladbbi egyenlet

egyetlen gydke (lasd (2.5) formula).

b(h)max I RChA) (hA)P(Ay DIl = e.
ALy 11 <

Sedgwick lemmajat fehasznalva kapjuk, hogy

max I R(hA) (hA)P(Ay ) = hPR™(h),
IIAIIIIyOIlsl
N i - N
ahol R(x) = ¥, rox esetén R (x) = ¥ lrilxi.
i=0 i=0

Igy H(e) az alabbi egyenlet egyetlen gydke
hP b(h) R¥(h) = e.

Végiil a k&ltségfiiggvényre a (2.7) formulat kapja. A kdltségfiligg-

vény szigoruan csdkkend.
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A 3. abréan k&6zdljik a vizsgalt mdédszerek kdltségfiiggvénye-

it, amelyek nem hasznalnak lokalis extrapolaciét, a 4. abra pe-

dig a lokéalis extrapoldcidt hasznaldé mdédszerek kdltségfliggvénye-

inek g&rbéit abrazolja.

Néhany megfigyelésiiket megemlitjiik.

l.

Ha a hibakorlat viszonylag erds, a magasabbrendi formu-
14t hasznald mddszer kevésbé kéltséges, mint az alacso-
nyabb rendi formuldn alapuld. Gyakran eldfordul viszont,
hogy az alacsonyabbrendii formuldk enyhébb hibakorléatok

esetén kevésbé kdltségesek.

A lokalis extrapolacid hasznalata lehetOséget nyujt egy
médszer viselkedésének javitdsadra. A lokalis extrapola-
cid megndveli a formula rendjét. Igy elég erds hibakor-
latok esetén az extrapolacidé bizonyara segit. Ugyanak-
kor az altaluk vizsgalt mdédszerek esetén azok, amelyek
lokdlis extrapolaciot hasznaltak, kevésbé kdltségesek

a kiilonbdzd hibakorlatokra.

Altaldban nem érvényes az a feltételezés, hogy ha az e-
gyik médszer a lokélis extrapolacidé hasznalata nélkiil
jobb, mint a masik, akkor abban az esetben is jobb lesz,

ha lokalis extrapolacidét hasznalnak.

Altalanosan elfogadott nézet, hogy a formula parokon
alapuld médszerek jobbak, mint az egy formuladbdl és 1é-
pésfelezési hibabecslésbdl 4116 mdédszerek. Az elméleti

eredmények ezt igazolni latszanak.

Az adott problémaosztalyra a legjobbnak az 6tdéd- és hatod-

rendii Verner formuldk bizonyultak. (Verner (1978)).

Szamitbgépes kisérleti eredményeik igazolni latszanak, azt

a megédllapitast, hogy az altaluk konstrualt elméleti kdltség-

fliggvények az adott problémaosztalyra az egyes Runge—Kutﬁa for-

muldknak és a formuldk hibabecsléseinek jo jellemzését adjak.

Az elméleti mbédszer ugyanakkor gyorsabb és kevésbé kodltséges,

mint a kisérleti tesztelések.
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4. OSSZEFOGLALAS

Az ismertetett elméleti és kisérleti vizsgadlatok a mbdsze-
rek objektiv kivalasztdsadnak lehetséges k&zelitéseit adjék. Er-
demiik, hogy a numerikus matematikaban meghonosodott koréabbi
gyakorlattal szemben a vizsgalatok feladat és mddszer osztalyok-
ra vonatkoznak, valamint komplex jellegliiek, amennyiben sokféle
hatdst (hibabecslés, lépéshosszvalasztas stb.) vesznek figye-
lembe. Nyilvanvald hidnyossaguk azonban, hogy a vizsgalt fela-
datosztdlyok rendkiviil specialisak, és eldfordulhat az is, hogy

nem azonos rendi mddszereket hasonlitanak O&ssze.

Igy dltaldnosnak mondott kdvetkeztetéseik csak a vizsgalt
osztalyok vonatkozasaban fogadhatdok el. Eredményeik azonban a
kordbbi allapothoz képest nagymértékben hozzajarulnak a mbédsze-
rek megalapozottabb kivdlasztasdhoz, noha vizsgalataik kovetkez-
tetései szamos esetben ellentmondanak az aszimptotikus vizsga-
latok eredményeinek. Ennek oka az, hogy a vizsgalatokat olyan
pontossagi tartomanyokra végezték, amelyek az adott konkrét fel-

adattipusok gyakorlati megoldasaban eldfordulnak.

Megjegyezziik, hogy a fejezetben ismertetett mdédszerek ko&ziil
szamosnak adaptdltuk a programjat az Akadémia CDC 3300-as szami-

togépére. Tobbek kozott ezek a kdvetkezdk:

1. a negyedrendii klasszikus Runge-Kutta médszer
2. Runge-Kutta-Gill mdédszer

3. Zonneveld mbédszer

4. Merson mdodszer

5. Bulirsch-Stoer féle extrapolacids eljaras
6. Fehlberg negyed-6t&drendii médszere

5

. Gear modszer stb.

Az algoritmusok és programok rovid leiradsa a dolgozat 1.
tadblazatdban ill. a CDC 3300-as szamitbgép programkdnyvtari a-
nyagaban taldlhatdé (ladsd. Numerikus mdédszerek programgyiijtemé-
nye [28]).
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111, ALTALANOSITOTT EGYLEPESES MODSZEREK KONVERGENCIAJA
ES STABILITASA

1. BEVEZETES

A fejezetben valtozd lépéshosszu és valtozd formuldjunak

tekinthetd altalanositott egylépéses mddszerekkel foglalkozunk.

Az eredmények egyszeriien adédnak az (1.1), (1.2) kdzbnsé-
ges DE-knél szélesebb differencidlegyenletosztalyra, funkcional

DE-kre, ezért azokat ilyen altalanosabb alakban irjuk le.

Tekintsiik az alabbi funkciondl DE-re vonatkozd kezdetiér-

ték problémat. Legyen

72 (%) = f(x,zx), (0<x<X)
zo(x) = 9o(x), (-x<x<0)

(3,1}

o(x)ec([-x,0],R"), ahol Hale (1971) jeldléseit hasznaltuk, az-
az z (8) = z(x+8)(-Xx<0<0) és z eC([-x,0],R").

A tovabbiakban vezessiik be a Cn[x],xz] jeldlést, amely va-

X, értékekre, ha x intervallumon

1472 1
folytonos fliggvények leképezése R"-be.

16s x < X akkor az [x.,x

= 2]

Vizsgaljuk meg most az alabbi kezdeti érték problémat

(3.2) Y (x) = Flx,y), (a<x<b)
Y(X) e g(x), (asxsa)

ahol gECn[a,a] kezdd filiggvény és F:[a,b]an[a,b]*Rn olyan, hogy

a/ rbgzitett y esetén F[x,y] folytonos minden x€[a,b]
b/ és kielégiti a Lipschitz feltételt y szerint, azaz

I F(x,y, )=FO,y ) 1< Lily =yl [a,x]

minden ,¥-,EC [a ,b] és x€[a,b].esetén, ahol Il |l bar-
y1 2" 7n

. P n P
melyik természetes R norma és
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la,x] _ iR [|y](s)—y2(8)”

Ny -y N
1772 s as

A fenti feltételek mellett a (3.2) funkciondlegyenletnek
létezik egyértelmii megoldasa (Driver (1962)). A késObbiekben
mindig feltessziik, hogy ezek a feltételek teljesiilnek.

Kénnyen beldthaté, hogy az x=b-a, x =b-a helyettesitést

alkalmazva
g(a+x), (-a<x<0)
e(x) = _
gla-a), (=x<x<=a)
o(x), (-x<x<0)
zlx) =
y(x+a), (0<x<x)
és f(x,zx) S T akkor z kielégiti a (3.1) egyenletet és

f:[O,x]an[-;,O] egy olyan folytonos leképezés, amelyre
N f(x,u)=f(x,w)ll <L Il u=-wll

minden x€[0,X] és u,wECn[—Y,O]"

Igy belattuk, hogy a (3.1) és (3.2) egymdssal ekvivalens
feladatok. A tovabbiakban a (3.2) jeltlési médot fogjuk hasz-
nalni.

Minthogy az F(x,y) funkcional y szerint kielégiti a
Lipschitz feltételt, igy F(x,y) fliggetlen lesz az y(s) jovGbe-
1li értékeitdl, azaz az s>x értékektdl. Igy F un. Volterra funk-

cional.

A gyakorlatban szamos helyen fordulnak eld ilyen funkcio-

nal DE-k. ROviden megemlitjiik néhany specialis esetiiket. Pl.

a/ a kbzbnséges DE

b/ a retardalt DE:



|

fl2(®)szgln=rd%))]), (O<%SX) 1
wECn[—;,O].

LI #2*(%)

Z
O

~—

"

2/ vagy ennek egy rész esete, ha a késleltetés konstans
z2{x) = F(x,;2I{x), z(x—?)), (O<X<X)f

ZO = tDECn['X,O],

ahol x>0.

3/ egy masik részesete, ha f fliggetlen z(x)-tdl

z* (%)

Z
O

ahol x>0.

Flx,z(x=%)); (0<x<X) f

‘-pECn[-;,O]’ Sth

"

c/ a Volterra tipusu integro-differencidlegyenletek
X

z?{x) = flz{x), J Klyls),s,x]ds,x]
a

2(0) =¢(x)er"

ahol a K magfiiggvény folytonos és egyenletesen kielé-

giti a Lipschitz feltételt az s és az y(s) szerint.
2. ALTALANOSITOTT EGYLEPESES MODSZEREK

A (3.2) tipusu Volterra funkcional differencialegyenletek
numerikus megoldasi problémaival tobben foglalkoztak. Itt most
csak az egylépéses mdédszerekre vonatkozd eddigi eredményeket

emlitjik meg.

Az Euler mdédszer konvergencidjat funkciondl DE-kre Cryer,
Tavernini (1972) vizsgalta. Tavernini (1971) altaldnositott
egylépéses mdédszerekre bizonyitott konvergencia tételt &llandd

h lépéshossz mellett.

A tovabbiakban a fenti eredményt altalanositjuk valtozd

lépéshossz esetén.

Definidljunk a (3.2) egyenletre az [(1.3),k=1] egylépéses

modszerek természetes altalanositasaval kapott kézelitd médszert,
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vezessiik be az ilyen mddszerek konzisztencidjanak, konvergenci-

djanak és képlethibajanak fogalmat.

Tekintsiik eldszé6r a legegyszeriibb esetet az altalanositott

Euler médszert. Jeldlje y a (3.2) k&zelit®d megoldasat. Ekkor

yix #eh } = y(x, J+rh Flx, 5,

(x.E{AN}, re[0,1], O<i<N)

|
y(x) = g(x), (x€[a,al).
Ezt atirhatjuk a kovetkezd ekvivalens alakra

i+|) = §(Xi)+hiF(xi,?), (x.€{8},r=1),

;(xi+rhi).= r;(xi+1)+(l—r);(xi), (Oxr<l ).

Igy lathatd, hogy az y kdzelitd megoldas értékét az osz-
toépontokban a szokésos Euler médszerrel kapjuk és a tdbbi pont-

ban pedig linedris interpolacidval.

Megjegyezziikk, hogy mivel az F értelmezési tartoménya
[a,b]an[a,b], igy a k6zelitd megoldéast az [a,b] intervallum

minden pontjaban ki kell szamitanunk, nemcsak az osztdpontok-

ban.

Vezessiik be most az Euler mdodszernél altaldnosabb Gssze-
fliggést.
3.1 Definicié Altalanositott egylépéses moédszernek nevezzik

a kdvetkezot

;(Xi+rhi) & ;(xi)+rhi@(xi’;'hi’r),

(3.3) (x. €{ay}, r€f0,1], 0<igN)

|
y(x) = g(x), (x€la,al),
ahol a 9: SXCn[a,b]x[O,l]»Rn funkcional a mbédszer ndvekmény-

figgvénye, és S ={(x’hi)’ a<x<b és O<hi§b-x5h*} a g folytonos

fliggvény pedig legyen g egy kozelitése.
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Tovabba mindig feltessziik, hogy

a/ 0(x,y(x),h,r) folytonos r szerint (r€[0,1]) minden rdg-
zitett x,y,h esetén

b/ és kielégiti a Lipschitz feltételt, azaz

(3:4) l @(x,y],h,r)-ﬁ(x,yz,h,r)IISKIIyl—yZH[a’x]

minden y],yZECn[a,b], (x,h€S,re[0,1])esetén, K>0 konstans.

A kOzelitd megoldast itt a korédbbiaktdl eltérden sziiksé-
gesnek lattuk megkiilénb&ztetni és az y jeldlést bevezetni. Ez-
zel is hangsulyozni kivanjuk, hogy ez mas, filiggvényjellegi k&-
zelités lesz, nemcsak diszkrét pontokban (az osztdpontokban)
definidlja a (3.2) DE k&zelitd megoldasat, hanem a koztikk 1évd

pontokban is.

A (3.2) funkcional DE-k (3.3) modszerrel tdrténd megolda-
sakor definidljuk az alabbi fogalmakat. Jeldlje a (3.2) DE pon-

tos megoldasat vy.

3.2 Definicié A (3.3) altalanositott egylépéses mddszert

konvergensnek nevezzilk, ha tetsz®leges {a}yz,cn felosztassoro-
zat esetén
Il y=-yll=0, (1nagn=o0, 1 g-gll=0).

3.3 Definicid A (3.3) moédszer képlethibdja az x.+rh, helyen
A T LTy y(xi)+hi@(xiy’hi’r)_y(xi+rhi)'

Tegylik most fel, hogy a # olyan, amelyre a képlethiba kie-
légiti az alabbi feltételt

IT(xi’hi,r)' S his(x,r‘,h),

ahol e x,r,h egy megadott hibakorlat fliggvény, amely fiigg az

x,r és h értékétdsl.
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3.4 Definicid A (3.3) moédszert konzisztensnek nevezziik, ha

B(x,y,h,1)=F(x,y) (1na,in- 0)

N

egyenletesen x szerint, vagy (ekvivalens)

e(x,1,h)=0 (na, - 0)

N

minden x€[a,b] esetén.

A konzisztencia fogalmanak taldn természetesebb altalano-
sitdsanak tiinne, ha azt tennénk fel, hogy

e(x,r,h)-0 (na,n-=0)

N

minden re[0,1] értékre; de a (3.3) formulabdél nyilvanvald, hogy
az y kiszamitdsdban elkdvetett hiba az X osztopontoknal egysze-
riien Osszegzddik, de az intervallum t8bbi pontjaban eldbb be-

szorz6dik az rhi tényezovel.

3.5 Definicié A (3.3) médszer globdlis hibadjanak nevezziikk az
I y-yu Lasbl
kiilonbséget.
Vezessiik be a kdvetkezd jeldlést
%(y(x+6)—y(x)], 65>0,
V(X,é) Ly!(x)' 6=O,
minden (x,8)€S.
3.6 Definicid A (3.3) médszert stabilisnak nevezzik, ha 1lé-

teznek olyan c,h*>O konstansok, hogy

N
[a,b] <C {g"-gn+ ¥ e i}

i=1

ny*-g

hacsak 1l ANH £ h*, y* pedig az aldbbi perturbalt rekurzid meg-
oldasa
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*

(3:,3%) y*(xi+rhi) =y (Xi

)+rhi[@(xi,y*,h.,r)+6 1«

i i+1

3. AZ ALTALANOSITOTT EGYLEPESES MODSZEREK KONVERGENCIAJA
ES STABILITASA

Sziikségiink lesz a k&vetkezd tételre.

3.1 Tétel Ha

a/ a ® ndvekményfliggvény olyan, hogy a képlethibara telje-

sil
(3.5) N B(x,y;b,r)=Y(x,r;h) 1l < e(x,h,r)

minden xE{AN}, re[0,1] és O<h§h* esetén,

b/ ahol az € h-ban monoton filiggvény és

(5.6) e(x,h,r)ﬁ?(x,h*,r)ge konstans)

(e

i 1

c/ valamint

(3.7) T(x,h¥,1)-0, (1A 1l = 0)

N
akkor igaz az [a,b] intervallumon a kdvetkezd becslés:

*

b
lly—?ll[“’b]g[n g—Sll[“’9]+h*E]+ [E(x,h™, 1)dx])
a

(5.8) [i#lb-a)rett=al)

Bizonyitds A (3.3) formula szerint r=1 esetén
y(xi) - g(a)+J§OhJ¢(xJ,y,hJ,l)

Az y(x+h) = y(x)+hV(x,h) azonossagbdl
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Legyen n=y-y. A fenti két &sszefiliggést kivonva és a haromszdg

egyenlOtlenségét alkalmazva kapjuk

Iy (x.)=y(x )1 < 1 g(a)-g(a)ll +

i=1
+ 1l h.[®(x.,y
% J[ ( ek

T 9 il S I <
= )(JJ)]_

3 o

-1
< nnul®leyh we(x. ,y,h ,1)-9(x,,h )il +
2 j=0 j J e

i=-1
- h. Il SYsh.s1)=0(x.,y,h ., 1)1
'§O ] ) XY h ) (xJ yah; )
J
A (3.4) Lipschitz feltétel és (3.5) feltétel miatt:

fel
Hn(x )< 1 lesdd i s et 00,10

A tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz Gronwall-Bellman
lemma alabbi diszkrét alakjara (Babuska (1966), Schmidt (1976))

Gronwall-Bellman lemma. Legyenek x(i), y(i), z(i) az i=0,1,...N

szamokon értelmezett valds filiggvények és z(i)>0 (i=0,1,...,N).

Ha az x(i), y(i), z(i) fliggvények kielégitik az

i-1
(3.9) x(i)<y(i)+ ¥ z(j)x(J) (1 =051 55 en s}
j=0

egyenldtlenséget (n<N) akkor igaz, hogy

n=1 n=1
(3.10) x(n)<y(n)+ T z(i)y(i) &%  Lasz()) s
i=0 Jj=i+l

Vonjuk ki most a (3.3) formuladt az y(x+rh)=y(x)+rhV(x,rh) azo-
nossagbdél az X=X pontban, hasonléképpen kapjuk, hogy

[a’xi]+hie(x.,h.,r)

Iln(xi+rhi)l|§H n(xi)ll+hiK||n|l : ;
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Irjuk be ide az ”(xi) helyébe az eldbb kapott korlatot
]

[x.,
it <n nutes2l

e e T e +hoe(x b ,r)e

i-1 i [a,xj]
+ Y h.e(x.,h.,1)+K S h.llnl = P,
j=0 J JoJ j=0 Y [#]
Ugyanakkor

[a,x. ]

ol 1" max{ 1 nilt®s2]

’Pl""’Pi} és mivel

Lg% ]
i onutasal ’

2Pi&seeesPry gy U nll ' <P

Alkalmazzuk a Gronwall-Bellman lemmat a k&vetkezd szereposztas-

sal .
[a,x.]
x(1)=1nl A z(1) = Kh.,
[=2
y(i)=nn||[°"a]+hi_ls(xI g o s B B Boe b bra o),
J=0
akkor kapjuk, hogy
la,x]  [a,al
Il <l nll O N T L
N-2 N-1 [ 8]
+j§o hJe(xJ,hJ,l)+ igOKhi[Hn” MU IR LI O L
N=2 N=-1
+ hi &G eboal) * m 1+Kh .)
- NN R j=,+1( J
J=0

Az 1+x5eX egyenldtlenség miatt

N-1 N-1 Kh.
n (1+Kh. )< ©n e JEeK(b-a)Z
j=i+l AR

Tovabba a (3.6) monotonitasi feltételt felhasznalva és

azt,
hogy létezik h¥ =max h
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[a,b] [a,a] . * N-2 *
it ® P it 2 enTe 4 T heE(x,hT,1) 4
j=0
N-1 N-2
¢ 7 kh.eK(b=a)py nH[a’a]+h*c]+ T h*E(x,h,1)]
=g j=0

Osszevonva a megfeleld tagokat és kihaszndlva, hogy létezik és
b
korlatos az IE(x,h*,l)dx Lebesque integral, kapjuk az aléabbi

becslést a

K(b-a) [asa], %

+h &, *

Ilnlﬂa’b]5(1+(b—a)Ke :

)1
b *
# [Elx,h 1) dx]
QtsEaDls

A fenti becslés segitségével egyszeriien belathatd a kovetkezd
tétel.

3.2 Tétel Ha a (3.3) médszer
a/ konzisztens,
b/ a ?§ novekmény fliggvény egyenletesen korlatos x és r
szerint, minden h¥-0 esetén azaz 1I@(x,y,h*,r)ll§ M,
(ahol M konstans)

akkor a (3.3) mbédszer konvergens minden {A felosztassoro-

N}N=]

zatra, ha Il oIl = max h. - h*+0 é&s Il g-gll = O.
0<i<N-1

Bizonyitéas

Vizsgaljuk meg, hogy a mbédszer konzisztenciajabdél és a ¥ egyen-
letes korlatossagabdl hogyan kovetkeznek az eldzd tétel felté-
telei. Azaz becsiiljiik az alabbi mennyiséget

I @(x,y,h,r)-V(x,rh)llsllﬂ(x,y,h,r) -

= O(x,y,h, 1)1l +ll B(x,y,h,1)=V(x,rh)ll

[ ZM FE[O,1)
£ { (h*-0)
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Ezért alkalmazhatdé a (3.8) becslés, azaz

b
<[ 1 g=- glJ“ al +h*2M+IE(x,h*,|)dx] *
a

i y-yub@sble

eK(b—a)

*(1+(b-a)K )

Igy

lly-§|ﬂ“’b]»o , amikor h*-0 és g-»g Q.E.D.

3.3 Tétel A (3.3) alaku egylépéses modszerek stabilisek.

Bizonyitéas
A (3.3) és (3.3") formula szerint r=1 esetén kapjuk, hogy

i1
* *
y (x;)=g"(a)+ JZohJ[ (x J.,y ’ J,l)+6 i
= N, i-1 -
y(x.)= g(a)+ jgohj¢(xj’y’hj’l).

Legyen n=;-y*. Vonjuk ki egymasb6l a fenti két egyenlSsé-
get és hasznaljuk fel a haromszdg egyenldtlenséget és azt, hogy
a f kielégiti a Lipschitz feltételt y szerint. Akkor

i~1

Hon(x. )0 = Iy (x:)=-y(x. )l < Il g¥(a)=-g(a)ll + & h.ll6. I+
i i i = j=0 J J*l

=
+ % hjlle(x Ly Lh o, 1)=0(x.,y,h., 1)1 <
=0 J J J  d =
J
[a.a] Pl fii] -
< Un®fh mhns e T oh oKy Ry
j=0 4 j=0

[Q9XJ]

Vonjuk ki most a (3.3) és (3.3') formulat egymasbodl

[%. o%,%1] . - * -
nnn b =y O o+rh )=y Oc+rh )10 1y ™ () =y (x s

~ *
h ol o(x,,y,hopr)=8(x ,y ,h,,r)Il+h 6, 01 <
: i [a,5.]
<1 anl@s2l g s ho 1t y=y*1 Ve T haE, 0 =P
j=0 j=0 4
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[a,a]

[a’xi]gmax{llnll ’Pi} és mivel

I nll

la,x. ]
oo utes2] <P ..

€P < wuw 2P, gy Ul .

A Gronwall-Bellmann lemmat alkalmazva az alabbi szereposztas-

ban
[a,xi]
x(i) = 1 nll 5 zk1) # Khi’
e [a,al, .
y(i) = 1l nll + L hlls,, I
j=o 4 J
kapjuk, hogy
N N-1
!lnlﬂa’b]gn antesely s hollg 1+ % Khi[llnlﬂa’a] +
J=gi ¥ & i=0
i N-1
+ T h.ll . Mle wm (1+Khj)

j=o 4 It ey
Az 1+x5ex Osszefliggés miatt:

N-1 N-1
: K(b-a).
m (1+Kh.) < m eKhJﬁe ( a).

j=i+l J 7=

Igy
[a,b]

[a,a] , *

I nll LIl nll

i
[h.n nn[“’a]+ Yholle., .11
[ jeg J+1

[a,a] K(b-a)

<o (14K (b-a)e(P=3))

* *
+ ¥ le+lﬂ(h +Kh e )

J=0

N
5(C1+K(b—a)eK(b_a))(llnH[a’a]+ Y Mos,.. 00 ).

ahol C, - max(1,h™). 0L E.D.



Modszer

(program neve)

FORMULA

HIBABECSLES

Déntési kritérium (lépésfogadasanak feltétele)

lépéshossz (rend) valtoztatasi mechanizmus

i & 5 ; 2 5
Zonneveld Btodrendii RK: yn+l-yn+(35k°+162k2+l25ka+llak5)/336; st v b wtapliti Taylor: sorkeiitatnek 5. tagia thdy (abs(f*relativ hibakorlat+absz.h.k.)#abs(h)/(b-a)
n 2 -— S —
(1964) ko-hf(yn),kl-hf(yn+2/9ko),kanhf(yn+(k°+3k2)/8), B b il 1. szamolunk h 1épéshosszal; 2. kiszamitjuk a huj-0.95h \/e/abs(thsdy)
th dy=(21k =162k, +224k - 20 sie a o . -
klo-hf(yn+(53k°—l35kl+126k2+56k3)/|25, y=( o 2 3 l25k4+42k6)/|4’ 3. kétlépéses elfogadasaig 2./ alapjan szamolunk; 4. kezdetben vagy
= - +
ke =hE(y_+ ~63k +189k,~36k ,~112k#50k,)/28. kg=he(y *(133k 378k, *+276k,+112k,+25k ) /168 elutasités utén b mu s, mu,=t81(x,)/ (tB1 (x; ) +abs (th>dy (x,) =0.45;
5. kiilénben h .=h((h/h .. .+1)mu -mu
uj elozd 1 (5}
Gear (1971) nem stiff DE-re: Adams-Basforth-Moulton (1.10) azonos fohibatag sulyozott becslése osztott differenciak- aéﬁﬁ (megadott hibakorlat). lok.opt. lépéshossz:
ndil diktor-Koriekt . 1-13-ad die). kal (p-1)-ed rendre: c p!ll a /ol ,=a mivel
PLESUR == PRES IREOE S OTEpRRRE N i P P P 2 =1 c p!up+l NVa /wll,=e; h .=0.99 ah, ahol c1=l—[i]|/pﬂ p-ed rendre;
(DIFSU,DIFSU2 stiff DE-re: (BDF) retrograd differencialas formula 'ht P . p+l P2 uj Vo276
’ a"FT7 P ed rendre: Cp+|“| Vapmll 2=aP, / — —
= i 1 1 1 £ +2
e (Fia fe (p+1)~ed rendre: C _PIN V2 = i YT % [EE_—] P (p-1)-ed rendre, s = P (pt1)-ed rend-
P rendre: p+2F? § poll 2 p+1? mivel . p-1 5 p+l
2 hp‘g p+2 P re; a-t szamoljuk, ha: l.a lépés sikertelen volt, kivéve, ha éppen a
VEPT y oo rendet akartuk ndvelni; 2. (p+1) lépéssel az utolsd lépéshossz, ill.
P (P) T . rendvaltoztatas utan; 3. tiz 1épéssel az utolsd o becslés utan, hacsak
a=[y,hy’,...,hy*"//p!]", Va_ az utolsd komponens
retr;gré; di;fetenci'aja sfllyk Tlp i kbzben nem noveltiik a lépéshosszt.a legnagyobb a-nak megfeleld rendii
3 © onens
= d - ’ 2 modszert valasztjuk, ah is valtozik.
, morma
Lindberg Implicit érintd formula: yn+l-yn+hf((yn+yn”)/2), globalis hiba becslése; a lokalis hiba becslése 1é- 64 V12e =2V1Ze est/ELc::ok huj
v e e e - ez est<e_ ., £=2 e
(1972) &5 pasaxiv sipitis az =] xoﬂ'ho (iel, 2505030 pon pésfelezéssel és extrapolacidval — Lok xi = mxu  <1/5110 (?fc'_"/f).esc)h
tokban: (h=h ,h /2) § (h)=[y__ (h)+2y (h)+y . (h)]/4; 1/5110, 1/80 Lok
o’ o n n-1 n n+l 2 5 3 ) i 2h
THPER assziv extrapolicid § (h)=y (h /2)+[§ (h /2)-y (h)]/3; EsE=e Tt =1/361l An[{yn(h/z)_yn(h)ﬁ]”'
(STIFF-CDC) P " E Tt Yy Yoo/ 2=y (h) 1£3; Hie0; W2 valtozatlan
(lépéshosszvaltasnal igy indul) >1 5 [ qia e 3
az utolsd lépés ujra
4-ed és 5-6d rendii Fehlberg form.(1969) Sledt % 5 oot Z
g lokalis hiba becslése (beagyazasi tipusu mddszer) est<lyl|* rel.hibakorlat + absz.h.k.=c, (relativ h.k.a lépés kez-
Shampine; a1V th(16/135k +6656/ 12825k +28561/56430k,=9/50 kg+ - — Usgces
t=h(-1/360k +128/427 + - - -~ 2 - cm € N &
wites 15765 +2/55k) (5-54) 5 ¥, =y, *h(25/216k +1408/2565k 3+ e e N R T d5 s vhgeontishan): b =0.9 “oge By B, =026k (shiol W ax adoct Sxb

RKF45

+2|97/4106ka-l/5 ks); kl-f(xn,yn); kz-f(xn+l/4h,
yn+|/4kl); ka-f(xn+3/8h, yn+3/32k‘+9/32k2);k4=f(xn+12/13h,
yn41932/2l97 * kl—7200/2|97k2+7296/2197 k3);k5=f(xn+h,yn+
+439/216 * kl—8k2+3680/513k3—845/4104k4);k6-f(xn+l/2h;
yn-8/27kl+2k2—3545/2565k341859/&104k4-|1/40k5)

e

mitdgépen legkisebb pozitiv szam), sikertelen lépés utan: a lépéshossz
nem ndvelhetd; az 1/10-nél nem jobban lecsdkkentett lépéshosszal megis-

métli a lépést; teljesiilnie kell a h .>h . feltételnek
uj= min

Wanner (1976)
STIFFI

negyedrendii Hermite-Obreschkoff formula
o » 2 " & ’ 2 "
Yoy h/2 2, *hT/6 yh, /21 = y /2 yi+n®/6 yu/21

fohibatag becslése est=h 5/6y5/5! lépésfelezéssel

osztott differencidk segitségével.

——

5
est=c (adott hibakorlat); huj- \/6clmax|yi[x
i,n
ha est>20e, akkor a huj lépéshosszal megismétli a lépést; kiilénben

n=-2%n-2"%n-1 ’xxx-l’xrx’:"nJ L

fenti formula szerint valtoztatja h-t, de nem engedi meg, hogy dtszd-

rosénél nagyobbra ndjjon.
=

diagonalisan implicit RK-mddszer (egyiitthatomatrix alsd

fohibatag sulyozott becslése az RMS normaban

ha est>c a lépést elutasitjuk &s h-t csdkkentjilkk ugy, hogy a vart hiba

Alexander haromsz8g tipusu azonos diagonalis elemekkel) pl. 2-pon- Cliylt = l/m.“}:1 (Y(i)/y,f,:,)()z)llz e/ Taigen JC/AGRIEEE 4 & Lapbit sitogadiuk;, de bt Fenrd whiow Te=
W Tl 2558 e m-pontos f::]nul&ra). csokkentjiik; €/10<est<3e/4, a lépést elfogadja és ugyanazzal szamol to-
DIRK T T (12 takegs shol y .-y Il/(ZP—l) vabb; ha est €/10, a lépést elfogadja és h-t megndveli ugy, hogy a
k"hf(xnmh’y“*ak‘)’ 1 Bl Cind2 vart hiba €/2 legyen; feltéve, hogy a/ legalabb p+l sikeres lépést
kz-hf(xn+h,yn+(1-a)kl+uk2); mﬂjﬁﬁ)' tettiink a h utolsd csdkkentése ota; b/ csdkkentés utan ha legfeljebb
kétszeresére nott, mialatt a legnagyobb megengedett névekedés 10-sze-
res; c/ a novekedés legalabb 1,3-szoros.
m-pontos semi implicit Rosembrock formula (1963): a lokalis hiba fdtagjanak becslése lépésfelezés- a/ mxm“n*‘zij)c‘huj:h/z &5 megismétli a lépést (xn,yn)-tm;
Cash,Liem y_. =y +h % ol s k =£(y.)4a.h £ (39K, : SE} fat) (3=1,2,...,m egyenletek szama); b/ maxlest ,,|.<c/25 h .=2h lépés-
B R 2 1% ey ey nré 3 w
(578 -1 of r-1 hosszal folytatja az (xn+2,yn+2) ponttdl; c/ kiildnben h rdgzitett
l‘r-f(yn"‘h k brsks"mrh gf(yn*h E B:'sks)klr Bs folytatjuk tovabb az (x ,Y...,) ponttdl
s=1 s=1 n+2’7n+2
(r=2,3,...,m)
ci'ui’sij’bij konstans; 3-ad rendii 3-pontos eset.
;1‘::::; (BDF) retrograd differencialasi formula (harmadrendii) lokalis hiba f5tagjanak becslése (est) L es':(C‘huj = fihs, 18 metee) 3 est*huj=2h;
(1979)

1/16 est<e<16 est-+h .=hj; e<1/16-est h .=h/_;
- uj - uj 2
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SUMMARY

The first part of the paper (Chapters I. II.) contains the
exact description of the problems arising in the field of the
numerical solution of initial value problems for ordinary dif-
ferential equations. The results are based on the critical se-
lection and interpretation of the literary ones. The compara-
tive study enables us to find the appropriate methods for the
solution of concrete problems. The computer experiences accu-
mulated in the course of the practical solution of such tasks

are described.

The second part (Chapter III) contains the definition of
initial value problems of functional differential equations
(in which derivatives are dependent on the earlier values of
the solution, too) and 2 theorems with proofs established by
the author. They are of basic importance in the theoretical
study of general one-step methods for the funcitonal differen-
tial equations concerning their convergence and stability in

the case of variable stepsize.
From the literature 50 references are selected.

The study facilitates the adaptation of the numerical met-
hod to tasks of application on the one hand, and its compre-

hensive character suggests further investigation on the other.
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lepBad 4acTh 5T0d4 DA&COTH (TuiaBH I, II) COLEDHMT
B cede maTeMaTZdeCK. TOUYHOE OIrcai.e

DOLC. “JI6L DOSF N8 XCA I MIACaeHnoN Jehed i
e L SR T T s Wl M s
saiayvi A0mE JIJIA OOHKIIDDeHILX I ;-.1’,‘ eI IaJIBRHK

yoeBHeH . Pe3yabTaTH OCHOBEHHE Ha KpiIT.IYeCKOM
BYOODE A WHTEDIDEeTaIW: JMTEeDPaTy HEHX NaHiiHX.
CpaBHATEJIbHHE [ACHOHTAHWA TTOMOTa®NT HALTM IION—
XONAWUA MEeTOH IVIA DELIEHAA XOHXDETHHX 3&IsY.
OnuTH COJpaHHHE Ha oB. TaK#e OILICAHH.

Bo BTOpoi yacTsi (rsaBa III.) maeTca ompeneJeHwue
3amavil XoifZ 1A (VHRKIZMOHEJBHHX 170 eDeHIMaIbHHX
ypaBHe® i (B KOTOPHX IpOA3BO/AHHE 38BACAT OT OHB-
X 3HAYEHTA TelleHWA TaK:e) .1 BHCHABGHH / IOKAa3alH
2 TeOopeMy aBTopa. JTU ABJIAKNTCA OYEHb BAxHEIA B
meOHe”Jiec“rx MCCJAENOBaHAAX OCOUMeHHEX OJEO™METO3HX

eTONOB LJA vereHIA (YHKIZOHAJBHHX Iix)eneHd-
(I7aJ5HHX YpaBHEHWKM. LOKA3HWBEETCA CXOTIMOCTH I
,ClOlq"BOCT TiX METOIOB B CJAy4se, XOr7Ta mar
UBMEEAETCH.

SamaeTcda 43 JATenaty»H bl pasor.
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A TANULMANYSOROZATBAN 1980-BAN JELENTEK MEG:
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102/1980
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105/1980

106/1980

107/1980

108/1980

109/1980
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111/1980
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113/1980

Gerencsér Laszld - Hangos Katalin:
Diszkrét linearis sztochasztikus rendszerek

6nhangold szabalyozasa
Pasztorné Varga Katalin: Rekurziv eljaras

Gerencsér Piroska - Szép Endre - Zilahy Ferenc
Marton Zsolt: Robotmegfogdk adaptivitasa I.

Knuth E18d - Raddé Péter - ToOth Arpad:
A SDLA eldzetes ismertetése

E. Knuth - P. Radé - A. Toth:
Preliminary description of SDLA

Prékopa Andras: Sztochasztikus programozasi
modellek és alkalmazasuk

Kelle Péter: Megbizhatdésagi készletmodellek és
alkalmazasuk

Almasy Gedeon: Mérlegegyenletek és mérési hibak

Békéssy A. - Demetrovics J. - Gyépesi Gy.:
Relacios adatbazis logikai szintii vizsgalata

funkciondlis fiigg@ségek szempontjabdl

Gaal A. - Soltész J. - Ruda M. - Ratkd I.:
Tanulmanyok a statisztikai adatfeldolgozasrol

Benedikt Szvetladna: Nem ismételhetd dontéshozatal

analizise kockazattal jard esetekben

Verebély Pal: Tobbprocesszoros, osztott intelligen-

cidju grafikus rendszerek tervezési és megvaldsitasi

kérdései

V. Visegradi Téli Iskola
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115/1980
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116/1981

117/1981

118/1981

119/1981

120/1981

- -

Demetrovics Janos: Reléacids adatmodell logikai
és strukturalis vizsgalata

Gergely Jézsef: Program package for sparse
matrices

JELENTEK MEG:

Siegler Andréas: Egy 6 szabadsagfoku antropomorf
manipuldtor kinematikdja és szamitdgépes vezérlése

Knuth E18d - Radd Péter: Principles of Computer
Aided System Description

Demetrovics Janos - Gyepesi Gydrgy: Altalanos
fliggések

Sztand Tamé&s: REAL-TIME programrendszerek esemény-

vezérelt szervezése

Szentgyorgyi Zsuzsa: A szamitdstechnika miiszaki fejlédése és tarsadalmi
hatasai
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