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B e v e z e t é s

Tanulmányunkban a relációs adatmodellek elméletének 
két fontos problémakörével foglalkozunk.

Az első részben a relációs adatmodelleket az elsőrendű 
logikai eszközeivel vizsgáljuk. A relációkat elsőrendű mo
delleknek tekintve a Cól dolgozat alapján definiáljuk az 
általános függés, és a beágyazott általános függés fogalmát. 
Megmutatjuk, hogy az irodalomban előforduló függésfogalmak, 
a gyenge függés C kivételével általános illetve beágyazott 
általános függések.

Az Armstrong-féle elmélet С3З alapvető eredményeit bi
zonyltjuk általános és beágyazott általános függésekre. Fon
tos eszközünk a Horn-formula fogalma és az ezzel kapcsolatos 
matematikai logikai eredmények C8], CloQ.

Bizonyos végességi kérdések kapcsán általánosítjuk a C9J 
dolgozat ún. vadászat-algoritmusát általános függésekre. 
Hasonló algoritmus nincs beágyazott általános függésekre - ezt 
bizonyítjuk a 6. Tétel segítségével.

Végül kimutatjuk, hogy logikai megközelités ellenére 
az általános és beágyazott általános függések problémaköre 
lényegében kombinatorikai jellegű; a dolgozatban vizs
gált egyenlőséghalmazokkal áll szoros kapcsolatban.

A második részben a relációs adatmodellek lekérdezésének
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algoritmuselméleti problémáival foglalkozunk. Definiálunk 
egy absztrakt lekérdező nyelvet, a relációs kifejezések 
nyelvét. Azt vizsgáljuk, hogy relációs kifejezések ekviva
lenciája hogyan dönthető el hatékony algoritmussal Bebizonyít
juk a C2] dolgozat fő eredményét, miszerint a relációs kife
jezések ekvivalenciaproblémája NP-teljes.

Létezik azonban egy bő kifejezésosztály, melyre létezik 
polinomidejü algoritmus az ekvivalencia eldöntésére; ezt az 
algoritmust részletesen leirjuk.

Végül érintjük azt a kérdést, hogy az általános függé
seket hogyan lehet a lekérdezés egyszerűbbé tételét felhasz
nálni; megmutatjuk, hogy lehet a vadászat-algoritmust alkal

mazni .



X. Általános és beágyazott általános függések

1.§ Bevezetés

Ebben a részben a relációs adatmodellt az elsőrendű 
logika eszközeivel vizsgáljuk. így a függéseknek új típusú, 
egységes *tárgyalását adjuk.

Az adatmodell egy relációjának egy, a logikában szoká
sos relációjelet feleltetünk meg és a tényleges relációkat 
az igy megadott elsőrendű nyelv modelljeinek tekintjük. Meg
mutatjuk, hogy az irodalomban előforduló függések ezen nyelv 
elsőrendű formuláival jellemezhetőek. A tárgyalás alapja az, 
hogy a különféle függéseket leiró formulák hasonló szerke
zetűek, igy az Armstrong-féle elmélet eredményei egységesen 
bizonyíthatók.

Vizsgálataink során jobbára Horn-formulákkal foglal
kozunk, melyek egyszerűek és modellelméleti szempontból jól 
kezelhetőek. A logikai módszer alkalmazásának egyik legfon
tosabb eredménye a következő: függések egy bő /és természe
tes módon definiálható/ osztályát tudjuk kijelölni, melynek 
konzisztens és a logikai következményre zárt részhalmazai
hoz egyszerű algoritmussal tudunk megfelelő relációt konst
ruálni. Ennek speciális eseteiként adódnak Armstrong [33 
eredményei a funkcionális-, és Maier, Mendelzcnés Sagiv
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eredményei a funkcionális és metszet- függésekreC91.
Vázoljuk ennek a problémakörnek a legfontosabb megol

datlan problémáit is.
Eredményeink rámutatnak két függésfajta /a duális, és 

gyenge függés/ kivételes jellegére; ezért is foglalkoztunk 
ezekkel részletesen a C43 dolgozatban.

A fejezet végén rámutatunk arra, hogy a beágyazott ál
talános függések a relációk egyenlöséghalmazára tesznek kor
látozásokat. így a logikai problémáit kombinatorikai feladatok
ká fogalmazhatók.

A fejezetben ismertnek tételezzük fel az elsőrendű lo
gika alapvető fogalmait és legegyszerűbb eredményeit /első
rendű nyelv, formula, zárt formula, modell, igazság, leve- 
zethetőség, következmény; Gödel teljességi tétele, Löwenheim- 
Skolem tételek, stb./. Jelöléseinkben Shoenfield С1оД könyvét 
követjük; itt a felhasznált logikai eredmények is megtalálha
tók. Jó magyar nyelvű referencia az ELTE matematikai logikai 
előadásairól készült stencil /Hajnal А. С73/.
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Ebben a részben eltekintünk, attól, az eddig feltett 
konvenciótól, hogy reláció véges relációt jelent. Tehát egy 
reláció a továbbiakban lehet végtelen sok soros és igy ter
mészetesen megengedjük, hogy végtelen sok jelet használ. Ez 
nem jelenti azt, hogy az attributumhalmaz is lehet végtelen; 
továbbra is csak véges attributumhalmazokkal foglalkozunk.

Legyen SX. egy rögzített véges, nem üres attributum
halmaz , |ii| = a  . Tekintsük azt az £  elsőrendű nyelvet, 
melynek nem-logikai jelei az = /egyenlőség/ és a P d-válto- 
zós relációjel. Ha R reláció IX -n, akkor 5  jelöli az 
R szimbólumainak halmazát, azaz 5 ^  s ̂  <T(A) ’• T £ R ̂ A € SX .

Így az ( S R ) R} modell az nyelv modellje.

Az nyelv primf ormulái a ^  (X4 > **’ ) *«*■) és az
X( »XI alakú formulák. Nem-primformulák a primformulák 
tagadásai, azaz a "7^ alakú formulák, ahol Ц> primformula.

A V(*a j •••, *ol ) alakú primf ormulálcat reláció-formulának 
nevezzük. Formulák alatt az nyelv formuláit értjük.

2. §

1. Definíció Horn formula: Horn-formula, ha A^V.-V
alakú, ahol A-J, primf ormula, vagy nem-primf or
mula és А I -k közül legalább egy primformula. 

A nyelv formuláival relációk függéseit akarjuk le
írni. Az ismert függések olyanok, hogy - pontatlanul fogal
mazva - bizonyos soroknak azonos oszlopbeli értékeire szabnak
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feltételeket. Ez magyarázza a következő definíciót.

2. Definíció Jellegzetes formula: a formula jellegzetes,
ha létezik olyan ^  függvény, amely a válto
zójeleihez rendeli az l,...,d számok valamelyikét 
úgy, hogy

(a) ha ? ( * C1, -  , *<d. ) előfordul -ban, akkor
ií*  ̂  ̂   ̂ minden A £ , é oC -re
/azaz f azt mondja meg, hogy egy változójel 
hányadik helyen szerepelhet a P relációjelben; 
tehát pl. a A ? ( x 2 )X 5)
nem jellegzetes formula, hiszen 7  -ben a 
második és az első helyen is előfordul/; és

(b) ha X v* * előfordul Lf> -ben, akkor
ÍC*í)c í(*é) /Pl- a ?(x,;Xz)v/ (X„»X*)
formula nem jellegzetes, hiszen 
és előfordul benne/.

Hogyan Írhatunk le elsőrendű formulákkal funkcionális függé
seket? Mivel az X  V fuhkcionális függés ekvivalens az
zal, hogy minden A  € V  _ra X  ■* ÍA) , elég az X  ÍAJ 
alakúakat megf ogalmazni . Legyen X — J2 j X * ̂  •••; A ** }
és A £ _TL . Az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy
A 4 j • • • ̂ A 4. ̂ az első nrv+ 1  attribútuma, ilyen sor-
r endb en. Ekkоr X ^ A «П* « } funkcionális függés fennál
lása egy R SL feletti relációban.nyilván ekvivalens azzal, 

hogy az (S * > R ) modellen igaz a következő formula:
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Ez a formula jellegzetes /-^.(Х;")^, •í’(^í)* w mutatja
ezt/, zárt és az univerzális kvantor utáni kvantormentes része 
logikailag ekvivalens egy Horn-formulával /az

(0U44*^‘* * « M n ? (v-x‘O ) v ('1 POV-X-ni^-M -  ̂ 0t))-val/, 
amelyben pontosan egy primformula szerepel és legalább egy 
nem-primformula. A funkcionális függés ezen alakijának felso
rolt három "alaki" tulajdonságát kielégítő formulákat nevez
zük általános függéseknek. Tehát:

3» Definíció A formula általános függés /röviden ÁF/, ha
(V — (A 4 л • • а А ^  В ) alakú jellegzetes,
zárt formula és Aj relációformula minden 
A4 i 4t <w -re, or\ ̂  1 /azaz van legalább egy 
АС /, В primformula,

továbbá az X,- X w  változó jelek mindegyi
ke előfordul valamelyik A % -ben.

Nyilvánvaló, hogy a 3- Definíció előtt leirt formula a 
funkáonális függésre általános függés. A későbbiekben látni 
fogjuk, hogy a duális és gyenge függések nem irhatok le
általános függésként, sőt beágyazott általános függésként sem.

Az ún. beágyazott függések /melyek reláció vetületén kö
vetelik valamilyen függés fennállását/ szintén fontos szerepet
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játszanak a relációs adatmodellekben, hiszen a lekérdezés 
egyik alapvető Tormája a reláció vetítése. A beágyazott füg
gések elsőrendű leírásához az általános függések nem elegen
dő ek.

Legyenek А.,;А 2^Аз az SL különböző elemei és R egy 
reláció Л  -n. Az, hogy R vetülete í A* , А г j A 1} -ra 
kielégíti az A,, A 2, többértékü függést ekvivalens azzal,
hogy (Sr ,R) -be igaz a következő formula:

(V X,X2X>X*#j- =»

^ ( 3 vv .Vcl-i)(?Qx,x2 xr V,.. -VJ*.5)) ,

E formula alakjának a funkcionális függés formulájára végzett
hez hasonló elemzése vezet a következő definícióhoz.

4. Definició A ^  formula beágyazott általános függés /BÁF/,
л... a Â v) ̂

alakú jellegzetes, zárt formula és 
А г reláció-formula, ha 4 é £ é av j 
В j primformula, 4 £ Д é 3 J 
továbbá X, ... mindegyike előfordul valamelyik
A i -ben.

Jegyezzük meg, hogy a BÁF definíciójában azért engedtük meg 
(Ъл л .. A -et, mert

A(yx,..X^)(A,A..AA^^(3^..^iyBi)) általában nem ekvivalens
I “■ Л

(Vxv- Xw )(A,A- a A^ =* (3 ’jÍT'e, )( Вл A .. A Bs ) -sei ,
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továbbá hogy minden ÁF nyilvánvalóéin BÁF.
Fontos észrevenni, hogy minden BÁF /és igy minden ÁF is/ 

igaz az üres reláción, azaz ( M )  -en, sőt tetszőleges S-re

($>, Ф) ~en-
A következőkben bebizonyítjuk, hogy a beágyazott általános 

függések "pontosan" öröklődnek relációk direkt szorzatára. Ez 
azt jelenti, hogy relációk direkt szorzatán egy BÁF akkor és 
csak akkor igaz, ha minden tényezőn igaz. Erre az eredményre 
támaszkodva fogjuk Armstrong azon tételét általánosítani, mely 
szerint minden teljes ^ -családhoz létezik olyan reláció, 
melynek funkcionális függései éppen a teljes család elemei.

5. Definíció Legyenek relációk Л  -n /véges vagy
végtelen sok/. Ekkor

relációk direkt szorzata.

1. Tétel /A.HORN, С83/ Legyen Vp egy (Q4**-GL«~)(n aa .. a H 4)
alakú zárt formula, ahol minden M, Horn formula 
és Qj kvantor / 3 vagy V/ . Legyenek továbbá

olyan modellek, melyek mindegyikén igaz 
vp . Ekkor ip igaz &  )*̂ i ••• У -en.

Az 1. Tételben nem szükséges, hogy ip jellegzetes le
gyen és hogy ^  -ben csak egy relációjel szerepeljen.

2. Tétel C63 Legyen alakú jellegzetes,
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zárt formula, ahol 4  kvantormentes. Legyenek továbbá 
olyan nem üres relációk, hogy -

igaz ip .
Ekkor igaz -n minden *v -re.

Dizonyitás : indirekt tegyük fel, hogy Ц) nem igaz -n
valamely \ -re. Nyilván feltehetjük, hogy \»4 ,
A feltevés szerint Rjj. j R5 • •• egyike sem üres; 
legyen "tz az R 2 -nek, az -nak, ...
sora. Legyen "b ; • j •• У * ( ̂  : Aé Î •
R. 1= ivp , ami azt jelenti, hogy létezik,

^ úgy, hogy Я, Н л ч с ^ - Т г ^ з .
Legyen olyan függvény, amely
mutatja, hogy Ц) jellegzetes. £ Sj^ -
eket definiálnak a következőképpen./Természetesen 
feltesszük, hogy az x^ változójelet értékeli./

Legyen Q  ̂  a <. ‘V i , ) * i, *(*;) ) *" >•
Mivel 4  kvantormentes, azért ezekután elég a 
kvantormentes formulákra bonyolultságuk szerinti 
indukcióval bizonyítani, hogy

(#) R \f \p[Q„ -Q<v«} h 4  .
1. Legyen először Лр primforraula.

(a) Ha \p az X̂- * X̂ ' formula, altkor (*0 *

így Q \  s ( ‘Vi / ^ 2 ,^ és
£)•*<«, J 4 4 > , tehát

R H $ t * Q  ̂ <<ф КЛЬ *<vÄ‘ .
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(b) На а ?(*, j ••• X ei ) relációformula, altkor

iteiYi ) Í * V *  • хёУ
ha  ̂ь A j... et .
A direkt szorzat definíciója szerint igy
(Q-,*"Q<0 £ R 4ф л  (\K>2)(íí €Ri)) .
•t • - ̂  azonban úgy választottuk, hogy 4 t* t R\
(v^2)j igy R ^ T ( Q „ - O a ) «  R . M 4 V V - ) -

2. Ha 4-, -re és Y i  -re igaz (.«) , akkor nyilvánvalóéin
igaz ( n ^ O  -re, (l'HH'l) -re és CH'** 4 z) -re
is.
Ezzel az indukciós bizonyítás teljes.

□

3. Tétel / C63 / Legyen egy CVx,..x^)(4
alakú jellegzetes, zárt formula, ahol Ч' kvantormentes 
és ^  kvantormentes, primformulákból az Л és а V 
használatával előálló formula. Legyenek továbbá R^Ra.)**’ 
olyan nem üres relációk, hogy R •= ®  —n
igaz ф  . Ekkor tp igaz R -n minden i-re.

Bizonyítás : indirekt tegyük fel, hogy R, t=nif és legyenek
^  ugyanazok, mint a 2. Tétel

bizonyításában.

így V C*V< )”■ és minden S1)",ST € -re
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Mint a 2. Tétel bizonyításában, Л. • 4 j... rm _re 
legyen

Q-i * ( V  ) "ta^Cxc)) •••) .

Ugyanúgy, mint 2. Tétel bizonyításában, látható, 
hogy ekkor

R  Is ^  C ) ••• •

A feltevés szerint R  H f  és igy 
R Is (З j**
€. , tehát S; a ̂  *3 C;2 ) •••) • Jelöljük

a rövidség kedvéért -et -Vei *0*4).. т  -re.
Ezekután ellentmondás nyeréséhez elég bizonyí

tani, hogy ha kvantormentes, a primformulákból
az Л és а V használatával előálló formula, akkor

 ̂  ̂ R  Is ^*r3 ^  ^
v о/Jegyezzük meg, hogy (*#) -ban # szerepel

és nem м % !/
(**) bizonyítását bonyolultsága szerinti in-
dukcióval végezzük.

1. Legyen először Jp primformula.
O )  Ha ^  az Xv* £ formula, akkor hiszen

R ̂  Ï (©i*Ö«>)^rSJjâzaz R  K es a ij az
első komponense.

Hasonlóan intézhetők el az X * -
esetek.

es az V " i i
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(ъ) На Y" reláció-formula, akkor X ̂  igaz -re 
a direkt szorzat definíciója miatt.

2. Ha f, -re és -re igaz * ) , akkor nyilván
igaz / у, Л Jf2 /-re és / *$“« v /-re is.
/Azonban (n Y~4 ) -re “ár nem, hiszen -re t**) -ban
nem щ<4 H -t teszünk fel; ez az oka annak a feltételnek, 
hogy Y” a primformuláktól a T használata nélkül 
építhető fel!/

□

k. Tétel /{,61/ Legyen
üres relációk Sl 

Éltkor

egy BÁF, és legyenek R^R^)*** nem- 

-n. Jelölje R ®<R.)Rj,-> -t.
altkor és csalt altkor, ha (V0 ( R ; H ) -

Bizonyítás : Lp BÁF, tehát Л— Л ^  (З
alakú. logikailag ekvivalens

.. Л feg ̂  -sel és

( А лЛ.-а А ^ ^  В, А.-.лВ0) pedig 
(H4A-. a Hs)- sel, ahol M; е (А,л..дА^,

Tehát Lp logikailag ekvivalens egy 
(Q-.X, •• A*. A ) alakú formulával.
Az 1. és a 3- Tétel szerint tehát

r  fcvf *K\f0 C R ; K-0 -
□
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A k. Tétel egyik következménye, hogy a duális és gyenge füg
gések egyike sem BÁF, ugyanis e függések nem öröklődnek pon
tosan a direkt szorzatra. Ezt a következő példa mutatja:

1. Példa Legyen ü - \ a „ a 1.a s) j 

* 4* í (СИ,*),(0,4,1)},

R í * í (0,4,2), >4,1)} .

Elekor

® <R«,*a>e «/M)> Д ° > ° ) (2.,D> >1
( ((0)0)) $)*))(}) 1)) J •

R,, -ben és ^2 -ben igazak a Í A , } 4  1.A 1, A í }
duális és az ^A<0 —b ^A*)Aj^ gyenge függések,
mig -ben ezek egyike sem igaz.

Az erős függés AF-ekkel leírható, hiszen ha 
A В erős függés és A “ { A 4) A ̂  y b * ̂ b<i) >
álékor Í 4 B  «  (V4íi£A)( \A C } —* В ) azaz az
erős függés ekvivalens le db funkcionális függés és-ével, és a 
funkcionális függések leírhatók ÁF-ekkel.

Fontos észrevétel a duális függésről, hogy bár direkt 
szorzatra nem öröklődik pontosan, de relációk diszjunkt tinió
jára igen; azaz, ha *«>** У ••• relációk, álékor

R *r : (З 0(3 Rc)(v°^€ i l ) (T fa .) *  < -  -tv
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akkor és csak akkor igaz egy duális függés, ha minden К -n 
igaz.

Ezután Armstrong funkcionális függésekre vonatkozó ered
ményeinek általános függésekre és beágyazott általános függé
sekre való általánosításával foglalkozunk. Az általánosítás 
szempontjából Armstrong fő eredményének következő alakja lesz 
célravezető :

ha 2Г funkcionális függések olyan rendszere, amely zárt 
a logikai következésre /azaz : ha F olyan funkcionális függés, 
hogy minden К -t kielégítő reláción F is igaz, akkor
F G 2. /, akkor van olyan R reláció, amelyen tetszőleges
F funkcionális függés akkor és csak akkor igaz, ha F 

Nevezzük az -hoz ilyen módon létező relációkat S  - pontos-
aknak. Armstrong másik alapvető eredménye az, hogy a funkcioná
lis függések körében következtetési szabályok teljes rendszerét 
adja. Ez utóbbi eredményt nem tudjuk adaptálni általános füg
gésekre. A 5Ù -pontos relációk létezését azonban bebizonyít
juk beágyazott általános függések logikai következményre zárt 
ZZ. halmazaira.

A következő egyszerű tétel önmagában is érdekes, 
mint matematikai logikai állítás.

5. Tétel /R. FAGIN,С63/ Legyen T  egy tetszőleges elsőrendű
nyelv zárt formuláiból álló halmaz. Ekkor ekvivalensek
a következők:
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(a) Létezik olyan (x operáció, amely modellek indexelt
halmazaihoz modelleket rendel úgy, hogy ha ipe4T 
és R  C *’ 1 ^ 1 modellek, akkor

Q<Rc:4€I> я> &  Cv^l)CRc W )  •

(b) Ha 21 — *71" és e^vpeTT: p̂ logikai következménye
-nek| , akkor létezik olyan R modell, amelyre

(Vvpeír)C Rt'V <» i f t i * )

J|
/azaz létezik íf-re nézve 21 -pontos modell/.

(c) Ha 21 £ ТГ és ^ : С €X ̂  Я: ТГ , akkor
27 И v K i  : t € I } ekvivalens azzal, hogy létezik

olyan -j € X , melyre 21 Is j .
/a ZI ̂  S\* : v € I J[ jelölés azt jelenti, hogy
21 -nek minden modelljében igaz valamelyik (Гi /.

Bizonyítás : (о.) (-6-) Legyen X  az T  azon elemeinek hal
maza, melyek nem logikai következményei -nalc.
4 ) € X esetéin, a logikai következmény definíció

ja miatt, létezik modell, amelyben igaz 21
és (itf) . Legyen R  = Q ^ R ^ ) : c p € X ) *
Mivel "Q az (a) szerinti operáció, azért világos,

hogy (У e тг)( R  кЧ* ö  4 > € Z * ) .
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На £  ff ̂ valamely ^ € X  -re, akkor ZFV^C,-: i el) 
nyilvánvalóan. Fordítva, tegyük fel, hogy ZYV\€i : i €t J. 
Legyen R olyan modell, amelyre
(V4>eir)(R 4 €t*)í (*) szerint ilyen R van.
Mivel * C€îl , azért létezik } €l , hogy R  Ír f

ami azt jelenti, hogy €. X *  , azaz 21 ^ í j ,
(<) *(eo Tegyük f el, hogy nem igaz és mutasst ezt Z

így minden R 2  - modellhez létezik ü £ T '  z  , 
hogy R  H * ISy Z  H V   ̂L(> ̂  R  2 - modell}.

szerint létezik R , hogy 21 ^ 4>a azaz 
ami ellentmondás.

(-4 4 H  Definiáijuk G?< Re • c e x )  . Legyen
R c ^ 4Í és 2 e О \ T ; : v£l]).

2  ■ » mert ha i p t T  és 2 . ^ ̂  , akkor minden
\ t X -re T i H4> és igy minden *V -re 
azaz Ц> é. X

Съ) szerint tehát létezik olyan R modell, amelyre

(\/Ц>еТГ)( R H  ^  4>€ z).
Nyilvánvaló, hogy R  =: Q  < R ; c e x) kielégíti
az (a} feltételt.

□

Vegyük észre, hogy a beágyazott általános függések halmazára 
"majdnem igaz" az 5- Tétel (a) feltétele. Ugyanis a k. Tétel 
szerint a beágyazott általános függések pontosan öröklődnek 
nem üres modellek direkt szorzatára. Az egyetlen probléma az,
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hogy a k. Tétel csak nem üres modellek direkt szorzatára ér
vényes. Ezért szükséges a következő lemma.

Lemma Legyen 51 beágyazott általános függések halmaza és 
egy beágyazott általános függés. Ekkor Z akkor
és csak altkor, ha Z  minden nem üres modelljén igaz Lf .

Bizonyítás : ha Z  ̂  > akkor világos, hogy Z  minden nem
üres modelljén igaz (|) .
Tegyük fel, hogy Z  minden nem üres modelljén igaz 
Ekkor Z  fif , mert ha R modellje Z  -nak,
akkor
(á) R = ф esetén R t *  , mivel az üres reláción 

minden BÁF igaz,
(b) ha ф , akitor a feltevés szerint R £ .

□

1. Következmény Legyen Z  beágyazott általános függések halmaza 
és Z *  és if beágyazott általános
függés^.
Ekkor létezik olyan R reláció, melyre

beágyazott általános f üggésre) ( R }p ̂  4$ Ц* 6 Z  * ) ̂ 
azaz létezik a BAF-ekre nézve Z  -pontos reláció.

Bizonyítás : az 5» Tételt használ jult. Legyenek most a "modellek"
a nem üres relációk és 'ff a beágyazott általános 
függések halmaza. Ekkor 'fl'-re igaz 5* Tétel (a)
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feltétele és igy létezik olyan R reláció, hogy ha 
Ц> BÁF, akkor “R H Vf akkor és csak akkor, ha 21
minden nem üres modelljén igaz ^  .
A lemma szerint azonban igy R <Ö> r  H f  .

Q

2. Következmény Legyen ÜE BÁF-ek egy halmaza és 
BÁF-ek. Elekor

г  K ^ v i b v  - ) &  (b )̂(2: ►*<).

Bizonyítás : ha (зс)сх i=4> í^ , akkor nyilván \)... ̂  .
Forditva, tegyük fel, hogy Г  K 4 \ v 4iv • ) .
Persze ekkor ^  minden nem üres modelljén igaz 

valamelyike. A nem üres modelleket te
kintve modelleknek, a k. és 5« Tétel szerint igy 
van olyan i, hogy 51 minden nem üres modelljén 
igaz ÿ , ami a lemma szerint azzal ekvivalens, 
hogy Z  |= .

□

A k. Tétel utáni megjegyzésben rámutattunk arra, hogy a 
duális függések pontosan öröklődnek relációk diszjunkt unió
jára, igy, az 5- Tétel szerint a duális függésekre igaz a 2. 
Következmény.

A következő példával megmutatjuk, hogy a gyenge függésekre 
nem igaz a 2. Következmény.
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2. Példa Legyen _£2. * / a  példa tetszőle
ges, legalább három-elemű attributumhalmazan.működik; 
az általános esetben kiválasztva Л  -nak két külön
böző elemét, а-t és b-t, Sí. ' ̂ a,4-) játssza {c> 
szerepét /.

*VsT
Legyen 21 azon A ß gyenge függések halmaza, 
melyekre A - ^ és:
(a) és

(b) =* &€ B.
Ekkor Ф £ és

^2 í a >c )̂ 4 ' Továbbá a D+3 dolgozat
szerint nincs olyan reláció, melynek gyenge függései 
éppen 51 elemei, sőt ^  Ц  ̂V <-f 3. • De ^»^2. -
re z  P  чч , amint azt a következő két reláció 
mutatja :

a. Jtr c CL c

Ои(
X

\ 3 J ^  := A 0 3
0 1 w г 0

j R* H + l  *  W ) , R i M  •

Eddig nem törődtünk azzal, hogy a logikai következésre 
zárt BÁF-osztályokhoz konstruált pontos relációk végesek vagy 
végtelenek. Pontosabb, a leirt konstrukció általában végtelen 
relációkat eredményez. Armstrong funkcionális függésekre vonat
kozó analóg eredménye azonban véges, pontos relációkat garantál.
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A következő példa mutatja, hogy ez BÁF-ekre nem általá
nosítható .

3. Példa Legyen |-П| = 1 , Л = * А , В ) ;
~Ĉ  olyan formula, amely akkor és csak akkor igaz 
egy R Sl feletti reláción, ha

s "•"* (Л) és ^  v(B) * 'f (B) , laa 
4Ü.C<-ft.+2 páratlan, és 'r ̂ QA) = "ri* л ( A) ha 4írí^-ti2
páros és ^  Тц- *r't) (
és "Г£ (̂ ß>V t v4a (. ha 4-t2l4t páratlan és 
T; ( A) = *f С Л Л (.A) ha t ̂  ̂  páros, és 4га ЛГ^(В)^
'T'̂  BÁF; pl. T 3 BÁF ekvivalense:

(Vx,XJXJX4XIXt)(( P(x ,xs)a K<,is)xf(x,.,)» РСх6хг)л
P(*i*i))*£ï«1* K  P(*,4.>r(4>lO,'P('jA

Legyen ekkor nincs véges ZI*-pontos reláció,
mert ha R к-soros, akkor Rt=T{ minden £  ̂  "fe. -ra, 
és ugyanakkor nyilván létezik olyan végtelen reláció, 
melyen egyetlen rt'_̂  sem igaz.

A véges pontos reláció létezése tehát nem várható. Azonban van 
egy ennél gyengébb, természetes módon felmerülő, a végességet 
célzó probléma; az a kérdés, hogy a "véges modelleken való 
következés" maga után vonja-e a "minden modellen való követ
kezés"-!. A probléma kényelmes megfogalmazásához szükséges a
következő fogalom.
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6. Definíció Legyen X  beágyazott általános függések egy hal
maza, egy beágyazott általános függés. Azt
mondjuk, hogy IX -bél végesen következik 
/ 2Î H v  /, ha minden olyan véges reláción,
melyen igaz Z , Cp is igaz.
Legyen X  BÁF-ek halmaza, ip BÁF. Ekvivalensek-e 
a következők:

(a) r  *= ч>
(?) 2Z t=v 4  . Erre a kérdésre válaszol a következő
két tétel.

6. Tétel Létezik Vp ÁF és X  BÁF-ek halmaza úgy, hogy
X  о Vf)} -nek nincs véges modellje és van végtelen 
modellje.

Azaz BAF-ok körében nem igaz, hogy ZT H vf I К/ Ч* •

Bizonyítás : az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy Ul|=3.

Legyen <P Ä (Vx,*2xi 1г)(РСх,*̂ 1)А
Vegyünk két, mindenhol különböző sort,
és 4  - -at. Egy R végtelen relációt
és 2Г -t konstruálunk úgy, hogy o. €. R j Л 6 R
és R )r T. és R 1= 1
X  BÁF-elemei ‘Ч'ц j •• ‘'l'fy lesznek; ezeket és R 
sorait szimultán indukcióval definiáljuk. Ezenkí
vül X  -nak lesznek ÁF-elemei is.

(З *«)( P Ca *»**)̂ 0)
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а, в- 6 К  » igy M'A miatt R-nek lesz egy *f у)

alakú sora. El akarjuk érni, hogy í 4 ne lehessen
a г. vagy Ь г . R И  РСАлЛгЛО miatt ? í  tij j

^ -4 Z-г -t egy ÁF-fal biztosíthatjuk !
- (Ух,Х*Х* A P(.VÏ» 1»)A

-vei.
Tehát R eddig definiált része:

(***) *1 > * S )f |Лг Л О
( *« > i, ) & j) •

»(Vx, к,*, Pll.'iiHíV K*iVu) =*

= K 3 v,)(K-r,*,Xi))),
és ÁF-ekkel biztosítjuk, hogy .

Általában “va-*- е&У l A  1 ) illetve egy
J ,0l >> ) alakú sort követelünk, attól függően, 

hogy ~4t páratlan vagy páros. ÁF-ekkel biztositjuk, 
hogy *V ̂ 4 ^ j és i; t ha i f j . Könnyen
végiggondolható, hogy ezt ellentmondás nélkül tehet
jük, és az igy definiált sorok az a-val és b-vel egy 
Z. U 4)^ " modellt adnak. Ez a modell végtelen és
világos, hogy Z  definíciója miatt Х о ^ ч > )  -Пейс 
nincs véges modellje.

□
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7. Tétel Legyen 2Г ÁF-ek halmaza, ÁF. Ekkor ekvivalensek:
(a) Г И Vf
(b) z t=vf •

Bizonyítás : (a)=%(b) nyilvánvaló.
Bizonyítsuk W  ■* (M -ti Tegyük fel, hogy srKtf, 
azaz létezik olyan R reláció, amelyre R Is I 
és RN-It . if ÁF, ezért cp ^  ß)
alakú jellegzetes, zárt formula, ahol Ai  reláció- 
formula - n) , В pedig primformula.

R Iе "H-f , tehát létezik *V Л) ) *V **» £ Sft 
úgy, hogy
R Н ( А 4 ••)<V'w»3 és R Нт ЬГ«*, )*• )*\(vk*3 •

Mit jelent R И (Ад A-A Aor») Г Ai •• *Vrt«3 ^
Ai reláció-formula (i *hy } tehát R H- Ai C®lv 
azt jelenti, hogy R-nek van egy Ti sora, ami mu
tatja RI® Ai U Ai - A-V«3 -et. Tehát (Алл- д А*) Г °l <r**\ «*3
kijelöl egy legfeljebb n-soros relációt, melynek 
szimbólumai -bői valók. Jelölje ezt a
relációt R 0 . A "jellegzetesség" definíciója miatt 
feltehetjük, hogy R„ különböző oszlopaiban nem for
dulnak elő azonos jelek /hiszen ha R ’ egy tetsző

leges reláció az -ß-* { °k<i; ** ) aol) " ̂  és R ' -bői 
R*-t képezzük a következő módon:

R* : s { T  •• (З S€ R')( T(ai) * <  ̂e V* °* ) } 1
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akkor R -n ugyanazok a jellegzetes formulák igazak, 
mint R -n/.

Legyen 'VJ» € Z tetszőleges. Definiáijuk a - 
transzformációt tetszőleges olyan R' SL feletti 
relációra, amelynek különböző oszlopaiban nem szere
pelnek azonos szimbólumok, és véges sok sora van.

Legyen ч  * (ÿv* *t)C(Aiл-л A î  ^  в*)
jellegzetes, zárt formula. Ha R 1 ̂  íj' , akkor R' 4 - 
transzformáltja maga R . Ha létezik ŷ i t Sp»
úgy, hogy R И(а 'л a •• a Aj ) C V-л )")T t3 ) akkor
(a) ha ß' az formula, alclcor R' -ben

helyére -t irunlc a y-i minden előfordulásánál
/az egyértelműség kedvéért ezt esetén tesszük
igy; ha i*-) , alckor R' ^ 4  /. Ezzel elértük,
hogy az R ’ -bői igy kapott reláción igaz lesz
4  *■ ^ ) •• f ^ ) ТГч'*« ) •• T't)
elemsorozaton és az új relációban sem lesz azonos 
jel különböző oszlopokban, mert jellegzetes
volta miatt ^4’ ®s T-J az R egy oszlopában 
vannak j

(b) ha В a XCJ.) formula, akkor R* -
höz hozzávesszük a sort.
4  jellegzetes volta miatt ez a lépés is megőrzi 
azt a tulajdonságot, hogy különböző oszlopokban 
nem szerepelnek azonos jelek.



Az igy kapott új relációval R szerepében folytatjuk 
az eljárást addig, amig Np igaz lesz. Alihoz, hogy 
az R' 4  - transzformáltja létezik, elég azt belátni, 
hogy a leirt eljárás véges sok lépésben véget ér.

Ez azért van igy, mert ha egy, az eljárás során 
az n-edik lépésben kapott relációra Ц  T ,
akkor könnyen látható, hogy R 4 nem egyezik meg 

-vei -re, továbbá R* véges volta
miatt az elemeit szimbólumként használó reláció
véges sok van; tehát az eljárás legfeljebb \4'\ 
lépésben véget ér.

R0 -ra végezzük el /tetszőleges sorrendben/ а 
tranformációt minden \p € -ra. Világos, hogy 
nemcsak az egy transzformáció különböző lépéseinél 
előálló relációk, hanem az egymás után végzett transz- 
formációk során előálló bármely két reláció sem egyen
lő. Ezért véges sok lépés után ^  -modellt kapunk.
Ha ezen a ZL -modellen igaz tp , akkor nyilván 
^  ̂  is /heurisztikusán: a *\|/ -transzf ormáláskor
csak annyit csináltunk, amennyit *\p követel/.

Mivel R  Ír П , azért ezzel az eljárással
olyan véges 21 -modellt konstruáltunk, amelyen lf> 
nem igaz.
Ezzel beláttuk, hogy ha ZI ^  , akkor 2Г >
azaz ZZ ^  Z  ^ ̂  •

□
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Megjegyzés :
1. A 7* tétel bizonyításában leirt algoritmust vadászat

algoritmusnak nevezzük. A vadászat-algoritmus adott R 
relációt adott X  AF-halmaz modellj'évé alakit át, csak 
a "szükséges" változtatásokat végezve. A 6. Tételből 
könnyen következik, hogy BÁF-okra nincs ilyen algorit
mus. A vadászat-algoritmust relációs kifejezések egy
szerűsítésére is használjuk a II. részben.

2. Lényeges észrevétel a BAF-elckel kapcsolatban, hogy egy 
BAF nem más, mint a relációk egyenlőséghalmazára vonat
kozó "követelés". Legyen ugyánis ip BÁF,

^ “ (y^ i| л«*лА(у, ^ Hí ” 4 ‘•■j ( ЬцЛ .• л )3 *
Jelölje N C ̂ «j azon I -ek halmazát
Í V "  «О -bői, amelyekre A i -ben és A \ -ben az 
X■ -edilc helyen ugyanaz a változójel szerepel 
/pl. ha A 4 }хг) Xi) és A2 * ?c 4 ,  ,
akkor H,)X s l
Hasonlóan, jelölje C lit s ) azon
■f-ek halmazát { A} oL } -bői, melyekre A i -ben és

-ben az I-dik helyen ugyanaz a változó jel szerepel 
és Kt , { ( \ ÍC * J £ s) azon 4-ek halmazát, melyek
re és B> j "t -edik helyén ugyanaz a vált ózó jel
szerepel; feltéve, hogy és reláció formulák.
Ebben a pillanatban az egyenlőség alakú -kel nem
foglalkozunk /pontosabban: feltesszük, hogy Ц) -ban 
nincs ilyen/.
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з.

Ekkor Cp a következő, egyenlőséghalmazokra vonat
kozó megszorítással ekvivalens:

Ha létezik Лу' sor, T,j ••• j valamely /w'éfVN, -
re úgy, hogy valamely £ Aj ••• лгу)  ̂A> •• j ̂  Í
függvényre , T4(|) ~ minden A - ' ° Д -re
akkor létezik s’íS és Y- 1) “• Y’S' > sorok és
g •• {A )••$]) " M V ,s'}í úgy, hogy:

И  * L c>í » ha 4£v'-*- és *fra*s ;
(b) ет-^СОу>«С^г * ha AÉ.C^Jé'K.

Az s alakú B-k könnyen kiküszöbölhetők úgy,
hogy Ц> -ban helyére X£ -tárunk; hasonlóan
járhatunk el az  ̂“ 'í í alakú В -kel.
Ha & X{ = X a l a k ú ,  akkor azt kell leírnunk az
egyenlőséghalmazok nyelvén, hogy minden E )' -ben 
 ̂A - \!  ̂ benne van X ̂  jellegzetessége is,

ha Ac -ben /vagy X%/ és A ̂  -ben X $
/vagy X* / szerepel /mivel jellegzetes, azért,

ip -ben való előfordulása miatt X^ és Xj 
is csak az X^ jellegzetes helyén - ez jel
legzetessége - szerepelhet/^ és ezt könnyű megtenni.
A 2. pontban leírtak alapján a BAF-okra vonatkozó prob
lémák egyenlőséghalmazok nyelvére fogalmazhatók át és 
igy ezek a logikai problémák C^3 alapján Д -rendszerek 
re vonatkozó kombinatorikus feladatokkal ekvivalensek.
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11. Relációs kifejezések ekvivalencia-problémá.ja

1.§ Bevezetés

Ebben a részben a relációs adatmodell lekérdezésével fog
lalkozunk. Definiálunk egy absztrakt lekérdező nyelvet, az 
ún. relációs kifejezések algebráját. Azt vizsgáljuk, hogy e 
nyelv kérdéseinek ekvivalenciáját hogyan lehet hatékonyan el
dönteni, illetve adott kérdéshez hogyan lehet a vele ekviva
lens legrövidebb kérdést megtalálni.

Definiáijuk a kifejezések gyenge és erős ekvivalenciáját 
és megmutatjuk, hogy a gyakorlat szempontjából elég a gyenge 
ekvivalenciával foglalkozni.

Leirjuk a relációs kifejezések egy szemléletes és a kife
jezések kényelmes kezelését biztositó interpretációját; min
den kifejezéshez hozzárendelünk egy táblázatot, melynek segít
ségével adott relációk esetén áttekinthető módon számolható 
ki a kifejezés értéke ezen relációkon. A táblázatokra a va
dászat-algoritmust alkalmazva /id. I. Î jezet 7- Tétel/ egy
szerűsíthetjük a megfelelő kifejezéseket az adatbázisban 
fennálló általános függések szerint. A beágyazott általános 
függéseket ilyen algoritmussal nem tudjuk felhasználni - az
előző részben látott 6. Tétel egyik következménye az, hogy 
BÁF-ekre nem létezik ilyen algoritmus.

Bebizonyítjuk, hogy a relációs kifejezések ekvivalencia-
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problémája NP-teljes. Létezik azonban egy bő osztály /az 
egyszerű táblázattal reprezentálható kérdések osztálya/, 
melyen az ekvivalencia-probléma polinom-idő alatt megold
ható .

A felhasznált algoritmuselméleti fogalmak és tételek 
/NP-feladatok, Karp- redukció, NP-teljes feladat létezése, a 
3-SAT probléma NP-teljes, stb./ megtalálhatók Aho, Hopcroft 
és UllmanCll kitűnő könyvében.
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A következőkben definiálandó kifejezéseket úgy tekintjük, 
mint attributumhalmazokon értelmezett operációsémákat. Tehát 
ha E egy kifejezés, akkor £; -hez tartozik egy _fl
sorozata attributúmhalmazoknak; ha -fe. -re reláció
Sl^ -n, akkor az E értél« az R , }
relációsorozaton.

A kifejezéseket rekurzióval definiáljuk úgy, hogy azt 
Írjuk le, hogy mi a kifejezés értéke adott reláció-sorozaton.

Három alap-kifejezésünk lesz; a kiválasztás, a vetítés, és 
az egyesítés.

2. §

1. Definició Legyenek attributumhalmazok.
CD Kiválasztás Legyen A 6  Л ,  és C egy konstans.

Az А ^ C. kiválasztás kifejezés értéke
egy R -П.4 feletti reláción
ahol

^2) Vetítés Legyen Ç: .
Az X -re való vetítés kifejezés értéke 
egy R feletti reláción *1 ' у
ahol

'ÍT í 5 • S X -en értelmezett")
függvény és
létezik t é  H  ,hogy (v a é x )ü  (a > * ( a ))]

f3) Egyesítés Az egyesítés kifejezés értéke az R 1f

^ 2. relációkon / R^ -ß.£*h
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reláció/ R *  m R 2 , ahol 
Ru t4  ̂S •• S
értelmezett függvény úgy, hogy 
létezik *tA €R^ és melyekre /

(vaéa.X̂ w ^w H vaé -ад-г, (а), чм);
speciálisan (V A fc Д „ л Л  » ) (f, ( A) * Л  M )  J

2 . Definició (l̂ A kiválasztás, a vetités és az egyesítés relá
ciós kifejezések.

(2) Ha E,,j E2 relációs kifejezések, akkor

6~A«c СБл), (eO  és E/jbdEz
is kifejezések, ahol A az E^ kifejezés ered- 
mény-attributumhalmazának eleme, X pedig 
részhalmaza.
Relációs kifejezések azok a kifejezések, melyek 
С О  és ( 0  alapján véges sok lépésben előál
líthatok .

Most definiáljuk relációs kifejezések erős és gyenge ekviva
lenciáját. Az erős ekvivalencia első látásra természetesebb 
fogalom a gyenge ekvivalenciáról. A gyenge ekvivalencia de
finíciója után leírunk egy módszert, amellyel minden relációs 
adatbázis olyanná alakítható, melyen a gyengén ekvivalens ki
fejezések már azonos eredményt szolgáltatnak - az átalakítás
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az adatbázist nem változtatja meg ténylegesen; lényegében 
egy, a kifejezések megválaszolása "elé" illesztett rövid 
algoritmus. A gyenge ekvivalencia előnye, hogy kényelmesen 
kezelhető.

3« Definíció Legyenek E/^ ^2 relációs kifejezések az
attributumhalmaz-sorozaton. Azt mond-

(1)

(?)

julc, hogy
és E^ erősen ekvivalensek, ha minden 

... ) R j| relációsorozatra / -ÍZ v’ -n
reláció, с * Ay» y íz / Ндt R*)—R.^3* Ел ER«) *"RO •
Ê  és Ед. gyengén ekvivalensek /jele: E^ э  4-2 /,

ha minden I feletti relációra4 I »/» /
e E2 *)> •• (z)l

Könnyen látható 
niciójában azt 
minden olyan

/ R; л ;
amelyre
teljesül

, hogy a gyenge ekvivalencia defi- 
is irhát julc, hogy:

Rt relációsorozatra
-n reláció/,

■k
T , ha * k V'j ,

a E 2 Г &„, •••> R ^ -]

Amikor kifejezések gyenge ekvivalenciájával foglalkozunk, 
altkor, a 3- Definíció C=) pontja alapján olyan kifejezéseket 
elég tekinténünk, melyek egyetlen attributumhalmazon operál
nak. Ugyanis, ha egy relációs kifejezés az JZ 1 r ..; &  +
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at tributumhalmazon, altkor -gyei gyengén ekvivalens az

/(O -ß-C) ”'vv / operáló relációs kifejezés.* > £ A '
Az egy at tr ibutumhalmazon való hatás azért lényeges, mert 

az ilyen kifejezéseket tudjuk táblázatokkal interpretálni.
Mielőtt a táblázattal való interpretálást leírjuk, meg

mutatjuk, hogy milyen módon lehet a relációs adatbázisokat 
"gyenge ekvivalencia-tűrövé" tenni.

Legyenek egy adatbázis attributumhalmazai ...) Slk

és egy adott pillanatban az adatbázis tartalma az 
relációk. Legyen "ф egy olyan jel, amely nem lehet az adat
bázisban tárolt adat, legyen továbbá ЕГ egy tetszőleges re
lációs kifejezés. E C -t a következőképpen
számolhatjuk ki: tekintsük I*s® M  R {  -t és végezzük

T 1el azt az átalakítást J. -n, hogy minden *V -re
nem R v- -beli sorait kicseréljük a mindenütt 

ф  -értékű sorra és az igy kapott relációkat egyesitjük. A
kapott reláció I.
£ ( I ̂  -t kiszámol juk és ECT) is reláció/

minden olyan sorát töröljük, melyben szerepel ̂  . 
Könnyen látható, hogy az igy kapott eredmény megegyezik

-val.
Most leirjuk a relációs kifejezések táblázatokkal való

interpretálását.
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k. Definíció Táblázat
Táblázat egy, a következő négy-féle jelből fel
épülő mátrix:

^3)kons tans jelek / С -vei, C^-vel jelöljük/;
(̂■) blank.
Egy táblázat első sora a táblázat summája; egyedül 
ebben a sorban szerepelhet blank, de nem szerepelhet 
különös változójel.
Ezenkívül egy táblázat egy oszlopában csalt az a 
változójel szerepelhet, ami a summa megfelelő osz
lopában áll és különböző oszlopokban nem szerepel
hetnek azonos változójelek vagy különös változójelek.

(1) változó jelek /általában a.-val, 0.^-vel j elöljük/ ;
(2) különös változójelek /•б’-vel, -0^-vel jelöljük/;

5. Definíció Legyen T egy táblázat; jelölje -S a T -ben
előforduló jelek halmazát, C. a konstansjelek 
halmazát. Feltesszük, hogy minden reláció a C- 
elemeit használja jelekként.
Egy  ̂: S C függvény értékelése T  -nek, 
ha ç £ S Г> C % ti) * ■

Ha ^ értékelése T -nek és T  sora T* -nek, 
akkor dl áeme T  attribum-

Ila *T a summa,
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akkor igy S O )  lehet T  -nél rövidebb sor —  $(V)
azokon az attribútumokon értelmes, ahol *T* értéke 
nem blank.

Legyen X tetszőleges reláció a "X attributum- 
halmazán. Ekkor

a T  summája, g olyan értékelése 
T  -nek, hogy

6. Definíció Relációs kifejezések táblázatai
A kifejezéseket a 2. Definíció alapján bonyolult
ságúit /az alapkifejezésekből hány lépésben kaphatók/ 
szerint osztályozhatjult. A kifejezések táblázatai
nak definíciója e bonyolultság szerint történik, 

fl] Ha /azaz E az identitás/, akkor az E egy
Sl' 2  J1 -n értelmezett táblázata egy sort és 
a summát tartalmazza;
(i) ha Л 6 Л  , akkor a summa és a sor értéke A  -ban 

ugyanaz a váltózójel;
(iî  ha A £ -Л ^ , altkor a summa értéke A  -ban

blanlt, a soré pedig egy különös változó jel.
(2) Legyen E  = C E / }  és az E  kifejezés

táblázata már definiált. Az E  kifejezés T" 
táblázata "TJ -bői a következőképpen kapható:
(i}ha T A summájának értéke A  -ban blank, vagy

c -tői különböző konstans, akkor
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(ii) ha T, summájának értéke A -ban c , akkor j
(iii) ha T, summájának értéke A  -ban az &  változójel, 

akkor X, -ben А -t mindenhol c-vei helyette
sítve, kapjuk X  - t.

(3 ) Legyen E “ ТГ^ ( Е л^ és az E  ̂ táblázata.
T4 summájának nem X  -beli attribútumokon felvett 
értékei helyett blank-et, T| soraiban pedig ugyan
ezen helyeken a változójelek helyett új különös vál
tozójeleket irva kapjuk az F  kifejezés táblázatát.

0 *) Legyen E  = b<í E 2 és T, j T 2 az E 2

olyan táblázatai, melyek attributumhalmazai egyenlők 
/ СО , (2) és (3) alapján minden kifejezésnek, ami az 
egyesítés műveletét nem tartalmazza, van tetszőlege
sen bő attributumhalmazon táblázata és ez a tulaj
donság majd nyilván öröklődik az egyesítés használa
tára is/.
Nyilván feltehető továbbá, hogy a Tj és X 2 által 
használt különös változójelek különbözők, valamint, 
hogy az azonos oszlopban előforduló változójelek 
azonosaié. Az E  kifejezés X  táblázatát a követ
kéz őleépp en kap j ide :
(i) ha valamely oszlopban X, és X 2 summáinak értékei 

különböző konstansok, akkor T  -4;
(ii^ ha nincs olyan oszlop, melyben X* és X 2 summái

nak értékei különböző konstansok, álékor X  sorai 
a X>) és X 2 sorai; X  summájának értéke az A  
attributuncn pedig a következő:
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(a) ha T, és T 2 summáinak értéke Л -n a C konstans, 
akkor T summájának értéke is ez;

(b) ha nem az (a) eset áll fenn, és a ~YA és T* 
summáinak valamelyike az A. változójelet veszi fel 
Д -n, akkor T summájának értéke is ez az Ck
/ez egyértelmű, mert feltettük, hogy ”7"̂  és 
summái azonos attribútumon nem vehetnek fel kü
lönböző változójeleket/;
végül, ha T„ ás Tz summáinak értéke A -n 
blank, akkor "T summája is blank Д -n.

1. Tétel /Е23/ Legyen E relációs kifejezés, és T" táblázata
E -nek. Legyen X reláció a T at tributumhal-
mazan.
Ekkor T ( I ) =  E (I)  .
/Emlékeztetünlc arra, hogy ha F az -^*4 J
attributumhalmazokon operál és_fl a T  attributum-
halmaza, akkor S2-— U-2-C ®s definíció szerint

EU)-Е(тгл>w,... Cl)) /•

Bizonyítás: a bizonyítás az E bonyolultsága szerinti indukcióval«
”[* ( X } definíciója /5. Definíció/ alapján köny- 
nyen elvégezhető. A részletek végiggondolását az 
olvasóra bizzuk.

□
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Most definiáijuk az azonos attributumhalmazon értelmezett 
táblázatok közti tartalmazó függvény fogalmát. Ezen fogalom 
alapján lehet a relációs kifejezések közti ekvivalenciát "le
fordítani " táblázataik közti összefüggéssé.

7« Definíció Legyenek T 4 ésT2 Q  feletti táblázatok.
Legyen továbbá e  a T, sorainak a T 2 sorhal
mazába való leképezése.
Azt mondjuk, hogy О  tartalmazó függvény, ha 

^a} ha T  sora -nek és A е Л  -n rf" értéke vál
tozójel, akkor © < V )  értéke A  -n vagy konstans
jel, vagy váltózójel;

(b) ha T  és S olyan sorai TI-nek, melyek értékei
egy A  €. —n azonosait és ez az érték egy különös
váltózójel, akkor © ( У )  és ö ( s )  értékei Д  -n
egyenlők;

(c^ ha T  sora T], -nalc és értéke A -n a C kons
tansjel, akkor ©(V) értéke is c . * 1

2 . Tétel Legyenek T, és T2 Sl feletti táblázatok. Ekkor
ekvival ens ele :

(1) minden I SÍ feletti relációra тгСг)ет,(х)
/röviden: /;

(2) {A6J1: Tj
= { A e S l : T z
© : T, т г

summájának értéke blanker 
summájának értéke blanker és létezik 

tartalmazó függvény.
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Bizonyítás : (2) ^ ( 1} Legyen egy tartalmazó függvény. 
Jelölje a T, , pedig a Tj jeleinek halma
zát. Definiáijuk a *\̂  : 5д függvényt úgy, 
hogy ha egy oLtS,, jel a T]| egy *r sorának értéke 
az A attribútumon és dL £ Sj a ©  C”0  értéke 
A -n, akkor *\̂ £ ót) * öt1. A tartalmazó függvény 
definíciója miatt ilyen 'VJ' nyilván létezik. Jelöl
je S; a T; summáját (_ i * i) .

Legyen X reláció _Q -n, legyen továbbá 
S 2 C. a ~̂ 2 е^У tetszőleges olyan értékelése, 

hogy "T2 minden T sorára ^ •
Azt kell megmutatnunlc, hogy létezik 

értékelése Tj -nek melyre X minden

' т € Т „  -re és ^'Cs0  гХС5г)*
Legyen g' a ^  . Elekor *r£T/» esetén -r)* ©C^) 
a definíciója miatt és igy г ̂ ©(4-))€.I,

Továbbá çCs»)* ^  (Л0) * ̂ ’ CS0*
(l)^(2) Tegyük fel most, hogy ^  •
Legyen X az a reláció -Q, -n, amelynek sorai a 
1*2 sorai; pontosabban tekintsünk egy C 
egy-egy értelmű függvényt, amely П C -t ele
menként helybenhagyja és legyen X ® ^ T~ 
sora T 2 -nek^. Erre a -ra persze 

$2CS0  € Тг (1). T i  © т л miatt tehát 
С̂ г.) €- T* ( X) , tehát van olyan 

értékelése -nek, melyre ^("f) £ I  r ha, ha
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T sora T, -nek és
-4 _ _Legyen - jg2 о ’•  ̂Ь 2 . Könnyen látható,

hogy ekkor a 6 W 1* (чОг(*))! sí ) def inicióval
adott függvény tartalmazó.

□

1. Kovetkezmeny Legyenek T, és T 2 SÍ. feletti táblázatok.
Ekkor ekvivalensek:

(1) minden T SÍ feletti relációra t a C r ) * T j  Ci)
/röviden T A s Tj / j

(2) T, és T2 summái /a változó jelek esetleges 
"átszervezésével1/ egyenlők és léteznek

^  és ©  2 : Т г tartalmazó
f üggvények.
Elclcor Ф  С 0  4)1) olyanok, hogy ha T  sor 
értéke egy A -n változójel, aldcor ©(-) értéke 
is változójel /a 7- Definíció konstansjelet is 
megenged, de a fordított irányú tartalmazó függ
vénynél ennek a konstans jelnek nem lehetne vál
tozójel a képe/.

2. Következmény Legyen T  táblázat és *f egy sora T  -nelc.
Tegyük f el, hogy van T -nelc egy másik sora, *T* 
úgy, hogy:
ha egy A attribútumra 'V (A)=t t '(A) , aldcor 
ч-Ча) egy, T -ben sehol máshol elő nem for
duló, különös változójel.
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Ekkor Ъ  { т )  H  T

Bizonyítás : © • т ^ т '  , hogy ha ‘JA + *1“ , akkor © ( r y v
és Ä ЧГ* ; és

©*:Т'~^Т az identitás; 
ekkor ©  és 0 ’ tartalmazó függvények.

□

3. Tétel /Г23/ A táblázatok ekvivalencia-problémája NP-teljes

Bizonyítás : megmutatjuk a 3-SAT probléma Karp-r edukálhat óságát a
táblázatok ekvivalencia-problémájára.
Legyen С яСлл..-лС<^ olyan ^  -változós Boole- 
formula, hogy C-t e  ̂ ahol

É{Xi i ) T ^ i )  ( é ‘S*>>)‘ Т Л és T 2
táblázatokat definiálunk (/V\. Л számosságú attri- 
butumhalmazon. Minden C. -ben előforduló Boole- 
változójelhez rögzítsünk egy-egy különös változó
jelet - -hez $-£-t.
T4 summájának értéke CL̂  /változójel/ az i-edik 

attribútumon ^  i é ^  -re és blank az utolsó Л\, 
attribútum mindegyikén.

Ezenkívül -nek 0̂  sora van; C  ̂ ̂ 
mindegyikéhez egy-egy. Jelölje <T̂  a sorát.
A -ben szereplő változójelek legyenek Xi
és X ̂  . < £ C á esetén
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*Г* értéke az i -dik attribútumon , minden más 
oszlopban különös változó jel úgy, hogy a <̂ + 0  ̂ + Cj-
és a -dik attribútumokon — Ч  I ^4z
illetve ~ к. ъ /az X -liez, -höz illetve
Xí^ -hoz rendelt különös változójelek/, egyébként 
Boole-változójelhez nem rögzített különös változó
jel .
T 2 summája egyenlő a summájával. Ezenkívül

-nek minden C.̂  -hez 7 sora van - annak megfe
lelően, hogy a -beli Boole-változókat 7-féle-
képpen lehet úgy kiértékelni, hogy C,̂  igaz legyen. 
Tehát minden sorhoz egy és a C-t változóinak
egy kiértékelése tartozik, mégpedig úgy, hogy ha 
C c  a 'Jv’i v és a kiértékelés a

(t ») & t , akkor a megfelelő sor értéke е*.с /<-Lí%/
az "V -dik attribútumon; ) - 2 illetve £ j 
/konstans jelek 0 , 1 közül választva/ а iA~ j i j. " 
illetve a 4 -dik attribútumon; egyébként külö
nös változójel.

A 2. Tétel alapján könnyen végiggondolható, 
hogy C. akkor és csak akkor elégíthető ki, ha
T„3T2 .

Legyen ^ 4  ” "i"* M  t 2 / Tj m Tj a 6 .Def ini- 
ció fo) pontjában leírtak szerint kapható -bői
és T z -bői/, és ЛА. 2 = "^2 * Mivel "T̂  és *TZ
summái egyenlők, azért minden X relációra az
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/és igy a T, és Tj / attributumhalmaza felett 
igaz « , № ■  T ^ C x -) i\T, Cf)-

Ezért M  , •  ЛД-2 T ,  2  T 2 .
Azaz AA.̂ * XX. j  C kielégíthető.

□

A 3- Tétel táblázatok ekvivalencia-problémájáról szól.
Ez nem ugyanaz, mint a relációs kifejezések ekvivalencia
problémája, mert nem minden táblázat származik kifejezésből.

A 3. Tétel bizonyítása és a következő lemma alapján lát
ható, hogy a relációs kifejezések ekvivalencia-problémája is 
NP-teljes.

Előbb azonban egy definíció:

8. Definíció Legyen T  egy táblázat és A egy attribútuma
T -nek. Az A oszlopban egy szimbólum ismételt, 
ha :
(l") többször előforduló változójel, vagy
(2) többször előforduló olyan konstansjel, amely a T  

summájának értéke A -ban
(3) többször előforduló különös változójel

Lemma Ha T  olyan, hogy minden oszlopában legfeljebb egy is
mételt szimbólum van és a summa minden értéke /a blank-et 
kivéve természetesen/ valamely sorban is szerepel, akkor 
T  egy relációs kifejezés táblázata.
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Bizonyítás : T  minden T  sorára legyen

: A attribútuma T  -nek és ■«■(A) ismételt "I 
szimbólum vagy t (A) konstansjel J 

Tekintsük -et minden olyan
A >t) hármasra, melyre T  sora T  -nek, t (A)*c 

és a "T summája nem a C értéket veszi fel A  -n. 
Ezenkívül tekintsük még az (-O.*-)] ("^O
vetítést, ahol SL a T  attributumhalmaza.
Egyes it sült az F V  ( ^~A»c ( Л , 0 )  kif ejezéseket 
és alkalmazzuk -t minden olyan (A,t) -re,
melyre "f summájának értéke А* л*. ^  . Végül vetít
sünk azon attribútumok halmazára, ahol T  summája 
nem blank.

Az igy konstruált kifejezés táblázata "T .
□

Következmény Relációs kifejezések ekvivalencia-problémája NP- 
teljes.

A következőkben leirunk egy kifejezésosztályt  ̂az ún. egy
szerű táblázatokkal interpretálható kifejezések osztályát, 
melynek elemei közti ekvivalencia-probléma polinom-idejü al
goritmussal megválaszolható.

9. Definíció A T  táblázat egyszerű, ha minden Д  attribútumára 
igaz a következő:
ha az A  attribútumon valamely különös változójel
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ismétlődik, akkor e szimbólumon kivül minden más 
jel legfeljebb egy sorban fordul elő az Д oszlop
ban / tehát változójel szerepelhet kétszer: a sum
mában és egy sorban/.

Példa : Legyen Л  *■ ^ . Ekkor a
kifejezés táblázata

nem egyszerű.
Egyszerű táblázatok közti ekvivalenciára a következő heu

risztikus algoritmust pontosítjuk:

1. Legyenek T, és T 2 egyszerű táblázatok az Л  at tributumhalmaz
felett. Tegyük fel először, hogy sem -ben, sem -ben
nem fordul elő ismételt különös változójel. Mivel ekvivalen
ciával foglalkozunk, csak olyan tartalmazó függvények érde
kesek, melyek nem képeznek változójelet konstansjelre.

Tehát,, ismételt különös változójelek kizárása mellett, 
ilyen tartalmazó függvény létezéséhez elegendő azt vizsgál
ni, hogy ha T  a. T*j sora, akkor van-e T* sora T2 -nek, 
amely minden A -n változó jel, ha T  az és egyenlő X  -rel, 
ha - C A )  konstaxas .

2. Azonban ha Т л és "T2 "csalc" egyszerűek, akkor előfordulhat 
bennük ismételt különös változójel. Tegyük fel, hogy az A

9 _ __oszlopban а egy ismételt különös változójel a -ben.
T, =  T 2 < B  léteznek e,-T,-»Tj éS в г : tartalmazó
függvények. Persze igy 9 t о T,-* T* tartalmazó függvény. 
Tekintsük a ”Tj azon sorait, melyek értéke A  -n legyen
ezek halmaza 3 .
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K é t eset van:
(a) 0 0*
O ) 0 г  0 0 ^

képezi.
A  esetben az £  
T^S/ elhagyva még
nyerünk, melynek Д
változójel.
Az esetben ( G 2 ° Q-») C y-) £ ^  ̂ ha 'yv £: -S , mert
X, egyszerű és ±, ismételt különös változójel az A oszlop
ban. Továbbá az 5  képe 0^ -nél legalább 2 sor és ezek a 
sorok ugyanazt a különös változójeJet veszik fel A -n /külön
ben nem vihetné ezeket S  -be/.
Tehát az £a^ esetben a T 2 -ben előfordul egy &  2 különös 
változójel az A oszlopban Ismételten.

E megjegyzések alapján algoritmusnak a következő: 
választunk egy olyan Д attribútumot, melyen Tj -ben ismétel
ten előfordul egy különös változó jel, . Tekint jük a T A4 1
azon sorainak ,S halmazát, melyek értéke A -n .
Ha létezik e 2 « © ,  ■ T, -> T, , amely S>-et egyetlen
sorra képezi, akkor -gyei ekvivalens olyan egyszerű táb
lázatot konstruálhatunk, melyben az A oszlopon nincs ismételt 
különös változójel. Ha nincs ilyen tartalmazó függvény /és 
Xj 2  Xj /» altkor X 2 -ben is van &  ̂ismételt különös 
változójel az Д  oszlopon. Nyilvánvaló, hogy ekkor és & i
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a T, és T ? közti tartalmazó függvények szempontjából úgy 
viselkednek, mint azonos konstansok - tehát megint csak elér
jük, hogy olyan táblázatot kell helyett nézni, amely to
vábbra is egyszerű és az Д oszlopban nincs ismételt különös 
változójele.

Ezt a processzust minden oszlopra és ~T̂  -re is elvégez
ve, az 1. pontban leirt eljárással döntjük el az ekvivalenciát.

Ez az algoritmus polinom-idejü - ennek bizonyítása új 
fogalmakat és technikai jellegű lemmákat igényel.

lo. Definíció Legyenek és Tj táblázatok -П felett és “V aT^j 
■fl. pedig а "T2 eSy sora.
Azt mondjtik, hogy fedi «yv. -1, ha minden A  
attribútumra igaz a következő: 
r  (A) változójel ■«ф f U )  változójel és 
T^(A) konstans

A következő lemma világos a "fedés" és a "tartalmazó 
függvény" definícióiból, valamint azon tényből, hogy ekvivalens 
táblázatok között csak olyan tartalmazó függvények léteznek, me
lyek változójelnek változójelek feleltetnek meg.

1. Lemma Ha  ̂”T"j egyszerű, ismételt különös változójel
nélküli táblázatok, akkor Т^эТ^ akkor és csak akkor, 
ha summáik egyenlők és minden sorát fedi "T̂
valamely sora és forditva.
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11. Definíció Legyen *T egyszerű táblázat, A a T egy
attribútuma és tegyük fel, hogy T -ben Д  -n 
ismételten előfordul egy különös változójel, . 
Legyen S  s ^ *f : *T sora X  -nek és
és y\, a T egy tetszőleges sora.

Ekkor az S  v̂. -lezártja, c L r  c s )  az a 
legszűkebb sorhalmaz, amelyre teljesül, hogy:

ha X 4 в C L y ( S )  , és olyan sora
T -nek, amely valamely oszlopban az -gyei
azonos értéket vesz fel és ez az érték egy 
ismételt különös változójel és ^  értéke 
ebben az oszlopban más, akkor , «  c L * ( S ) ;
és 5 S C L y . C S ) .

2. Lemma Legyenek T, S és |V. olyanok, mint a 11. Definíció
ban . Legyen © a T sorait X soraiba képező függ
vény a következő :

X* ) ha X € C  L Y C £) ;
különben

Elekor ф  tartalmazó О  X  fedi C L y .  C S )

e o o - j 1̂
l X,

minden elemét.

Bizonyítás : a definíciók alapján a bizonyítás könnyen elvé
gezhető .

□

Ezekután heurisztikus algoritmusunk nyilván pontosan meg
fogalmazható. Az algoritmus lépésszámát a következőképpen be
csülhetjük meg:



52

1. A 2. Lemmát alkalmazzuk a "Tí( minden Д  oszlopára, ha Д -ban
különös változójel előfordul ismételten: képezzük £  -et és 
minden y. sorára "T"<j -nek tekintsük C L (s )-t ; ha Y* 
fedi CL  ̂  C -et, akkor hagyjuk el (c Lr ( s) ' W ) - ' -

sorára

2. Ennek végrehajtása után minden A oszlopra, melyben előfor
dul "V<j -ben ismételt különös változó jel, ellenőrizzük,
hogy T z -ben is van-e ismételt különös változó jel - ha
valahol "nem", akkor nem ekvivalensek; ahol "igen", ott az 
igy megfeleltetett különös változójeleket egy konstansjelre 
cseréljük.

3- Az igy kapott táblázatok közti ekvivalenciát az 1. Lemma 
alapján döntjük el.

1., 2. és 3* — nyilvánvaló számolás alapján - (s X t) -es
táblázatokra lépést igényel.

Tehát bebizonyítottuk a következő tételt:

k. Tétel lГ23/ Egyszerű táblázatok ekvivalencia-problémája <v\-

Végül megjegyezzük, hogy az előző fejezetben leirt vadá
szat-algoritmusra igaz a következő tétel /a bizonyítás nem 
nehéz, de részletezése elég hosszú/.

hosszú input esetén lépéses algoritmus
sal megoldható.

5. Tétel Legyen 21 A halmaza és T egy táblázat. Alkal
mazzuk a vadászat-algoritmust T -re, 21 -val.
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Jelölje *T* az algoritmus végén kapott táblázatot. 
Ekkor minden olyan X relációra, melyen 2H igaz,

T ( x )  » T ' ( x ) .
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