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1. Bevezetés

Kockdzatos déntéshozatalrdél akkor van széd, amikor a déntéshozd-

nak az
Ai = (xil, Pigs =o- Xij’ Pij; .| ¢1,1)

i=1, 2, ..., n alaku alternativédk ko&zil kell valasztania.

Az (1.1)-ben Xiqs X590 eoe Xgp jeldli a vizsgdlandd alternativa

alkalmazédsédnak kiilénbdzé lehetséges kdvetkezményeit (elemi ese-

ményeit), a Piy aZ Xjs esemény bekdvetkezésének a valdszinlisé-
gét jelenti (Zpij = 1)

Az élet szamos teriiletén (pl. a miiszaki rendszerek irdnyitdsandl,
a természetes katasztrdéfdk elleni harcban stb.) gyakran el&for-
dulnak olyan szitudcidk, amikor a d&ntéshozd csupdn olyan alter-
nativdk k&z8tt kénytelen valasztani, amelyeknél kisebb-nagyobb
veszteségek léphetnek fel (a kiild¥nb&zé veszteségek fellépésének
a valészinlségeit ismertnek tekintjlik). Ebben az esetben az Ay

déntési alternativa az (1.2) jeldléssel fejezhetd ki:

A. = (1

i il, Pil; . 1ij, Pij ---) (1.2)

ahol 1ij = l(xij) - 82 Xys esemény bekdvetkezésekor keletkezd

veszteséget, Pys pedig az X33
szinliségét jelenti, (i = 1, +.s N,

esemény bekdvetkezésének a valéd-

Kockdzatos déntések hozataldndl az optimdlis ddntési alternati-

va kivdlasztdsa dltaldban a matematikai vdrhaté érték kritérium
alapjéan térténik. E kritérium szerint az (1.2) tipusu alternativdk

kdzll az az A; alternativa tekinthetd optimdlisnak, amely esetén

a varhaté veszteségek értéke, azaz
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mennyiség minimdlis.
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Egyes konkrét szitudcidkban azonban a vdrhat0 érték krité-
riumdnak alkalmazdsa a jézan észnek teljesen ellentmondd
déntésekhez vezet. Emiatt t8bb szerzd tagadja e kritérium
univerzdlis voltat. (E nézetek kritikai attekintése megta-
lalhaté [1]1 és C21 -ben.)
D. Kahneman és A. Tversky [3]1 [ 4] szdmos példat hoznak fel
annak kimutatdsdra, hogy az emberek a kockdzattal jard esetek-
ben gyakran olyan ddntéseket hoznak, amelyek egydltaldn nin-
csenek 6sszhangban a vdrhatd hasznossdg elvével. Emiatt ezek a
szerzdk a kockdzatos déntések leirdsdra a varhaté hasznossag
elmélet helyett az &ltaluk kidolgozott elmélet (procpect the-
ory) haszndlatdt javasoljék.
Ezen elmélet t8bb eltérést mutat az (1.3)-hoz képest. Igy
példaul p valésziniliségek helyett az aldbbi feltételeknek meg-
feleld n (p) sulyozdé fliggvények haszndlatat javasolja (e fel-
tételeket az emberek viselkedésének tanulmdnyozdsa alapjén 4l-
litottdk fel).
1.m(1) 1
250 0
3.m”(p) > O
L.m(p) 5 p kis valdszinliségek tartomdnydban.
S.M(rp) >ri(p) 0> r >1,

6. 0 < p, g, » < 1 tartomdnyban:

n(p - q) ., I(pgr)
n(p) ~  1n(pr)

Kilén&sen sok probléma meriil fel a védrhatdé érték kritérium al-
kalmazédsakor az egyszeri, tehdt nem ismételhetd déntések esetén.
A varhaté érték maximalizdldsa, illetve minimalizdldsa ugyanis
csakis sokszor ismétlédd dSntés esetén vezet a valdédi érték ma-
ximalizdldsédhoz, illetve minimalizdldsdhoz, mert csak akkor ér-
vényes a nagy szdamok tdrtvénye.

A fenti okok miatt t&bb szerz& C51, [61, C7], [8]1 tagadja en-
nek az elvnek az alkalmazhatésdgdt az egyszeri, nem ismételhe-

té kockdzatos dontések esetén. A. Rapaport [91 kételkedik en-
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nek az elvnek az olyan nem ismételhetd kockdzatos ddntésekre

valé alkalmazhatbésdgdban, amelyeknél nagy szerepe van az igen

kis valészinliségll véletlen eseményeknek. Jelen cikknek a szer-
z6je kimutatta [81, hogy ha az emlitett kis valdsziniliségll vélet-
len eseményeknek sulyos negativ kdvetkezményei lehetnek, a ddn-
tési alternativdk a varhaté veszteségek minimalizdlédsdn alapuld
kivdlasztdsa igen nagy kockdzattal is jdrhat és ennélfogva nem
felel meg az 6évatossdgi szempontoknak. Az un. minimax kritérium-
nak az adott tipusu dbntéseknél valé alkalmazhatédésdgadval kapcso-
latban pedig a kdvetkezdéket dllapitotta meg. Mivelhogy e krité-
rium a déntési alternativdk értékelésénél mindig a legsulyosabb
lehetséges kdvetkezményeket veszi alapul és ezeket prébdlja (le-
hetéségek szerint) minimalizdlni, e kritérium alkalmazdsa teljes
kockazatmentességet és a legnagyobb elképzelhetd 6vatossdgot biz-
tositja. Ugyanakkor az adott esetben, amikor az alternativéak kii-
18nbdz6 negativ kdvetkezményeinek a valésziniliségeit ismerijiik, az
ilyen nagy mértékil 6vatossdg &dltaldban semmivel sem indokolhatd
és tulzottnak tekinthetd. S6t, mivelhogy e kritérium a fent emli-
tett valészinliségeket teljesen figyelmen kivilil hagyja, ennek al-
kalmazdsa a jézan észnek teljesen ellentmondé ddntések kivdlasz-
tdsdt is eredményezheti (a [8] ezt az &llitdst példdval illuszt-
rdlja). A nem ismételhetd kockdzatos ddntéshozatal esetén tehdt
a vadrhaté érték kritériumdnak alkalmazdsa nem biztositja a kellé$
6vatossdgot, a minimax kritérium ezzel szemben tul 6vatosnak bi-
zonyul. Ebb&l arra kdvetkeztethetiink, hogy a nem ismételhetd dén-
tések esetén az optimdlis déntéshozatalt biztosité kritériumnak
az 6vatossdg, és ebbdl kifolyblag a fellépd veszteségek valdszi-
niiségeinek figyelembevétele tekintetében k&zbensé helyet kell el-
foglalnia a minimax és a varhaté érték kritériumai kéz8tt. Olyan
kritériumra lenne sziikség, amely a minimax kritériumhoz hasonlé-
an a déntési vélasztdsok veszélyességének értékelésénél és Osz-
szehasonlitdsédndl fokozottabb mértékben venné figyelembe a nagyobb
veszteségek lehetdségét, de az utédbbi kritériumtél eltérden a le-
hetséges veszteségek értékein kiviil valamilyen mértékben figyelem-

be venné a veszteségek valdsziniliségeit is. A kockdzattal jaré,
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nem ismételhetd déntéshozatal esetére az irodalomban javasolt
kritériumok k&zdtt a fenti tulajdonsdgokkal biré kritérium is
megtaldlhaté. Igy példdul Kaufmann [7]1-ben, miutdn kifejti azt
a nézetet, hogy a nem ismételhetd déntések esetén nem lehet fenn-
tartds nélkil elfogadni a matematikai vdrhaté érték kritérium
haszndlatdt, a nem ismételhetd kockdzatos ddntéshozatal egyik
konkrét gyakorlati példdjdban az optimdlis dontési alternativa
meghatdrozdsdra az (1.4) valdészinlség minimalizdldsé&n alapuld

kritériumot haszndlja. (E kritérium szerint az az A; alterna-

tiva tekinthetd optimdlisnak, azaz legkevésbé k&ltségesnek,

amelynél ez a valébszinliség a legkisebb.)

P (li > 10) (1.4)

A (1.4) kifejezésben li az A; alternativa alkalmazédsakor fel-

1épd veszteséget (az adott esetben diszkrét valdszinliségi val-
tozd), az 1, pedig egy meghatdrozott veszteséget jelent (ez
ut6bbbit maga a dontéshozé vadlasztja ki a nagyobb lehetséges vesz-
teségek k&zlil). E kritérium alkalmazdsdval kapcsolatban azonban

a kdvetkezd probléma meriil fel.

E kritérium minden egyes déntési alternativa vizsgdlatdndl az
alternativa veszélyességet jellemzd pi(l) = P(li > 1) jelleg-

gorbe pontjai ko&zll csakis egyetlenegy, mégpedig az 1, abszcisz-

szdval rendelkezd pontjait veszi figyelembe. Emiatt a déntés ki-
vdlasztdsa erésen fligg az 1, érték vdlasztdsatél (lasd az 1. &b-
55 ofp

Az 1. &brén a P, (1) jelleggdrbe az Ay, a p2(1) jelleggdrbe pedig
A, alternativdnak felel meg. Ha )

10 = lA’ akkor az A2—t,

1. =1 akkor az A, -t,

B? 1
lO = lC, akkor az Az-t,
lO = lD’ akkor az Ai-t’
10 = lE’ akkor az A2-t vdlasztjuk ki.

Mivelhogy a széban forgé kritériumndl az 1, érték kivdlasztdsa

0
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nincs elméletileg aldtdmasztva, a ddntésnek az 1, érték megva-

0
lasztdsatél vald erds fliggése e kritérium komoly hib&jdnak te-
kinthetd.

Az elmondottak alapjan felmeriilt a fenti kritérium dltalénosi-
tadsdnak, azaz olyan kritérium kidolgozdsdnak a gondolata, amely-

nek f6 célkitlizése nemcsak egy meghatdrozott 1 = 1, értékhez tar-

tozd P(li > 1y valészinliségnek, hanem dltaldban a nagyobb 1 vesz-

teségekhez tartozé P(1l; > 1) valészinliségeknek a cstdkkentése lenne.

Ilyen kritériumnak nyilvénvaldéan a megfeleld sulyozassal figyelem-

be kellene venni a pi(l) = P(1; > 1) jelleggdrbének 1 nagyobb ér-
tékeihez tartozé pontjait.

A kiilénbdzs (1, pi) koordindtdkkal rendelkezd pontok sulyozdsa
nagy mértékben fligg e koordindtdk dltal determindlt alternativék
veszélyességének értékelésétél is. Eppen ezért az emlitett cél-
kittizésl kritérium feldllitdsdnak szlikséges feltétele annak a
kérdésnek az elddntése, hogy a kritérium dltal képviselendd szem-
léletbél kiindulva, hogyan fejezhetd ki mennyiségileg a két pa-
raméter (egy veszteségérték és egy valdszinliség) dltal determi-

ndlt alternativak veszélyessége:
(1s p3 05 1 - ) Gl

Az (1.5) kifejezés egy olyan ddntési alternativa tipust jeldl,
amelynél p valészinliséggel 1 és 1 - p valdszinliséggel 0 veszte-
ségek léphetnek fel. (Ezen alternativa az (1.2) tipusu alterna-
tivdk legegyszerilibb specidlis esetét képezi.)

Jelen cikk éppen a fenti kérdés vizsgdlatdt tiizte ki célul.

2., Az (1, p; 0, 1 - p) tipusu ddntési alternativdk veszélyességét

értékelé fliggvényre vonatkoz0 kdvetelmények megfogalmazdsa a

nem ismételhetd ddntések esetén

A cimben szerepld tipusu ddntési alternativdk veszélyességének

értékelésénél mindenekelétt a kdvetkezd probléma meriil fel.
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Ez az értékelés az 1 és p paramétereken kiviil nagy mértékben
figg a ddntéshozdénak a kockdzatvdllaldshoz vald viszonydtél
(azaz az 6vatossdg mértékétsSl) is. Arra a kérdésre azonban,
hogy mi is legyen a déntéshozé "helyes" Svatossdgdnak mértéke

a nem ismételhetd doéntésel esetén, pontos vdlaszt nem tudunk
adni. Ezzel kapcsolatban csak az aldbbi két szempontot vehet-
jik figyelembe (e szempontok a kidolgozanddé kritériummal szem-
beni k&vetelményekbdl kévetkeznek). Az elsd szempont az, hogy

a déntéshozé 6vatossagmértékének a varhatd érték kritérium
6vatossdgmértékénél nagyobbnak, a minimax kritérium évatossdg-
mértékénél pedig kisebbnek kell lennie. A mdsik szempont az,
hogy az alternativék értékelésénél fokozottabb mértékben kell
figyelemmel kisérni a nagyobb veszteségek fellépéseinek a lehe-
téségeit. Az emlitett két korldtozds mellett is azonban a dén-
téshozd 6vatossdgdanak végtelenilil sok fokozata lehetséges a
ddntéshozatal kiil&nbbz8 objektiv és szubjektiv kdriilményeitdl
(a d6ntés fontossdaga, a veszteségek természete, a déntéshozd
egyéni bedllitottsdga stb.) fliggéen. Ezért nem vdllalkozhatunk
arra, hogy eldre meghatdrozzuk az alternativédk veszélyességét
az 1 és p paraméterek fliggvényében. A fenti problémit itt az
aldbbi médon kiséreljlik meg megoldani. A déntési alternativék
veszélyességét olyan hdromvdltozés (mindhdrom paraméter szerint
differencidlhatd) fiuggvénnnyel prdébdljuk kifejezni, ahol har-
madik paraméterként a déntéshozd OSvatossdgmértékét kifejezd
mennyiség szerepel. E mennyiség értékének megvdlasztdsdt magd-
ra a déntéshozéra bizzuk. Ha ilyen fliggvény &dllna a déntéshozé
rendelkezésére, ez a déntéshozd Svatossdgi szemléletének kdvet-
kezetes érvényesitését tenné lehetdvé. Jeldljlik a déntéshozd
dvatossdgdnak mértékét kifejezd8 dimenzidé nélkiili mennyiséget B-
vel, az (1, p, 0, 1 - p) alternativdk veszélyességét kifejezd
fliggvényt pedig U(1l, p, B)-vel. Ezt késébb t&bbszdr rizikéfiigg-
vénynek nevezziik. A tovédbbiakban vizsgéljdk meg, hogy vajon mi-
lyen tulajdonsdgokkal kell rendelkeznie az U(l, p, B) fliggvény-
nek ahhoz, hogy ki tudja fejezni a déntéshozd Svatossdgmértéké-
nek figyelembevételével az (1, p; 0, 1 - p) tipusu alternati-

vék veszélyességét a nem ismételhetd ddntéseknél,
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2.1 Riziké6fliggvény elsd derivdltjai és hatarfeltételei

Allapodjunk meg abban, hogy a ddntéshozé 6vatossdgmértékét ki-

fejezd B pozitiv valés szdm a (0, ®) hatdrok koézdtt valtozhat,

éspedig ugy, hogy a nagyobb B érték az 6vatossdg nagyobb mérté-
kének, B = 0 érték a minimdlis, B = ® pedig a maximdlis 6vatos-
sdg mértékének felel meg.

Az 6vatossidg mértékének ndvelésével nyilvanvaléban az U(1l, p, B)

értéknek is kell ndvekednie. Ezért az eldbbiek figyelembevéte-

lével
Ug(l, p, B) >0 0z p 41, L g B >0 62,19

A kidolgozand6é kritériummal szembeni kdvetelményekbdl kifolyd-
lag a széban forgd alternativdk veszélyességének értékelése a
minimdlis 6évatossdgmértéknél (B = 0) a varhaté érték kritériu-
ma, a maximdlis évatossdg mértéknél (B = ®) pedig a minimax

kritérium alapjén td6rténik. Igy tehdt,

Uu(l, p, 0) = 1p (242)
L3 0 0 <pz<1

uci, p, *)=1 (2.3)
1l > 0, 0« ps<d

Tovadbb4, tetsz8leges B > 0 értéknél az U(1l, p, B) fliggvénynek
az aldbbi hatarfeltételeknek kell eleget tennie:

Ui, ps B) = 0 6 «<p <1, B >0 | (2.4)
u({i, 1, B) =1 (B > 0, 1> 0) (2.5)
U(l, 0, B) = 0 (B>0, 1>0) (2.6)

Mivelhogy a szdébanforgd alternativdk veszélyessége bdrmilyen

B > 0 értéknél mind 1, mind p ndvelésével nyilvanvaléan ndvek-
szik, az U(l, p, B) fliggvénynek e paraméterek szerint ndvekvd
fliggvénynek kell lennie. Igy tehat '



U2 €1, ps B) 2 0 (1 >0, BrO, ©0%pgi) %
U’
P (1, p, B >0 o T N S B > 0, 0 <pz<1) (2.8)

2.2 A vérhatdé veszteségeknél nagyobb veszteségek eléforduldsdnak

figyelembevétele

Ha a B > 0 és B véges, akkor a veszteségek vdrhaté értékén (1 p
érték) kiviil figyelembe kell venniink a varhatdé értéktdél vald le-
hetséges pozitiv eltéréseknek a valdészintiségeit is, mégpedig an-
ndl nagyobb mértékben, minél nagyobb a B érték. E valészinliségek
a Csebisev-egyenlétlenség alapjan becslilhetdék. Jeldljlik a szdban
forgé tipusu alternativa esetén fellépd veszteségeket kifejezd
vdltozét g-vel, a veszteségek vdrhaté értékét M(g3-vel, szdrdsat
peig D(g)-vel., E jeldlésekkel a Csebisev-egyenldétlenség az aldbbi
médon fejezhetd ki:

2
P(le - M| > o) < 2B (2.9)

€

ahol e tetszbleges pozitiv szam.
A (2.9)-bél az kdvetkezik, hogy

PLE = M(E) 2 @) = S (2.10)

Ha e helyébe eM(g)-t helyettesitiink, akkor alkalmas atalakitdssal
véglil a kdvetkezd egyenldStlenséghez jutunk:

[E = M(E) > 3 D(E))Q
P(, > e)< =5 (2,44)
MCE) EZ‘MZ£5
A (2,11)-ben szereplé Dég) hdnyadost relativ szdérdsnak szoktdk

nevezni. Jeldljilk a relativ szérdst v-vel, ennek négyzetét pedig
w-vel. Igy tehat:

(2.12)
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o2 DEEYY2
W =V -( m)> (2.13)

- M(
A (2.11)-ben szerepld & ME) hdnyados tulajdonképpen a var-
“M(E) J

haté értéktél vald relativ pozitiv eltérést jelenti. Jeldljilik
ezt az értéket A-val. Igy tehat

. & = M(g)
A = T (2.14)

A fenti jeldlésekkel a (2.11) egyenlStlenség az alabbi médon
alakul:

P(A > e) < 25 (2.15)
g

A (2.15) egyenlétlenség a vdrhatéd értéktdl vald kiilénbdzd rela-
tiv nagysdgu pozitiv eltéréseknek a valésziﬁﬂségeit becsiili.

A (2.15) értelmében azonos e érték mellett a P(X > e) valdszi-
niiség anndl nagyobb értéket vehet fel, minél nagyobb a valészi-
nliségi valtazé relativ szdérdsdnak a négyzete.

A fentiek alapjén felmeriilt az a gondolat, hogy a szdéban forgd
tipusu déntési alternativdk veszélyességének kifejezése célja-
b6l a vadrhaté veszteségek értékét meg kell szorozni a relativ
szbérdsnégyzetétsl és a B értékétSl fliggsd é€s amellett a (2.17)-
(2.19) feltételeket kielégitd szorzdval.

Igy tehdt B > 0 esetén:

Uu(l, p, B) = 1p m(w, B) (2,186)
ahol m&(w, B) >0 (B > 0, w > 0) | (2:17)
mé(w, B) > 0 (B > 0, w > 0) (2,28)
m(0, B) = 1 (2.19)

Az m szofzébébra tovdbbi megkdtéseket kaphatunk az aldbbi valé-

szinliségszdmitdsi gondolatmenet alapjéan.
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Itt mindenekeldtt figyelembe kell venni azt, hogy a szdéban for-
gd tipusu alternativdk esetén a veszteségek relativ szdérdsdnak
négyzete kizdrdlag a p valdsziniliség értékéts8l fligg. Ebben az

esetben ugyanis

D2CE) = M(E?) - MP(E) = 1%p = 1%p% = 12p2<% « 43 (2.20)
2. 249
o (D(E))Z _ o) P D g
M(t) M2 (e) 12,2 D

Igy tehat
1

w=w(p) ==-1 (2.23)
P

Vezesslik be az aldbbi jeldlést:

K(p, B) = m(w(p), B) £2.22)

Figyelembe véve, hogy w(p) differencidlhaté fliggvény, (2.17),
(2.18) és (2.22)-b&1 kdvetkezik, hogy a K(p, B) fliggvény mind-
két paraméter szerint legaldbb egyszer differencidlhaté.

A (2.16), (2.21) és (2.22) egybevetéséb&dl az aldbbi egyenldség-
hez jutunk:

UCl, ps B) = 1p kKlpsy B) (2.23)

Figyelembe véve egyfészt a (2.17)-(2.18) kdvetelményeket, mas-
részt pedig a (2.15) egyenlétlenséget, megdllapitjuk azokat a
feltételeket, amelyeket a K(p, B) fliggvénynek ki kell elégite-

ni ahhoz, hogy kelldképpen figyelembe tudja venni, hogy milyen
hatdst gyakorolnak a széban forgd déntési alternativdk veszélyes-
ségére a P(X > e) valdszinliségek.

1. A (2.17), (2.21) és (2.22) egybevetésébdl

K2(p, B)< 0 (2.24)

(0 < p =1, B > 0)
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2. A (2.18) és(2.22) egybevetésébdbl

K3(p, B) > 0 (2.25)
(B > 0, 0 = p = 1)

3. A (2.19), (2.21) és (2.22) egybevetésébdbl

K(1, B) = mCtw(1), Bl = m(0, B) =1 (2.26)

4., A (2.21) és (2.22) figyelembevételével véges B > 0 esetén:

Ké(p, B)|p=1 = m> (w(p), B)Ip=1 . w’(p)lp=1 = C2.27)
=m2(w, B)| _g - W’(P)|p=1

A (2.21) alapjén

w’(p)|p=1 = =2 (2.28)

Az m> (w, B)|,.o értéke a (2.15) egyenlétlenség segitségével al-

~

lapithaté meg. A w ® 0 tartomdnyban, ahogyan ez a (2.15)-bé&1l
lathaté, a vdrhaté veszteségértéknél lényegesen nagyobb veszteség bekd-
vetkezésének a valészinlisége végtelenil kicsi. Mivel adott eset-
ben a fé hangsulyt éppen a nagyobb veszteségek fellépési lehets-
ségeinek figyelembevételére helyezziik, eltekintve a B = = eset-
t61, a P(A > e) valészinliségeknek a vdlasztdsok veszélyességére

valé hatésat elhanyagolhatjuk. Véges B esetén tehat:

m(w, B) = 1 (2.29)

Figyelembevéve a (2.19)-t, a (2.29)-b81 az kdvetkezik, hogy

m> (w, B)| _q =0 @.30)
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B > 0, B véges
A (2.27), (2.28) és (2.30) egybevetésébdl:

2 -
K2 (P, 13>|p:1 =0 (2.31)

B > 0, B véges
5. A (2.22)-bé1:
0 <a=<l1 és B >0 tartomdnyban hatdrdtmenettel

1w KSPs.B) g4y, mwip), B) (2.32)
p>0 K(ap, B) p>0 m(w(ap), B)

adédik.
Ugyanakkor a (2.21) alapjén:

lim w(p) = = (2.33)
p~0

lim w(ap) =
p>0

A w»» esetén, ahogyan ez a (2.15) egyenlétlenségbdl lathatéd,

a varhaté veszteségeknél sokkal nagyobb veszteségek (beleértve

a végtelenil nagy veszteségeket is) fellépésének a valdszinlisé-
gei is eléggé nagy értékeket vehetnek fel.

Mivelhogy az adott esetben a f& hangsulyt éppen a nagyobb vesz-
teségek fellépésére helyezzilik, a fentiek alapjdn ésszerilinek 1lat-
szik a koévetkezd feltevés elfogaddsa.

Ha az (1, py 0, 1 - p) és (1?, p?; 0, 1 - p) alternativdk esetén

a vadrhatdé veszteségek értéke megegyezik, azaz

I &8 1I?*p? (2.34)

akkor az U(l, p, B) és U(l’, p’, B) fliggvények hdnyadosa p-0
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esetén ez alternativédkhoz hozzidtartozé P(A>e) valdsziniiségek

lehetséges felsd hatdrainak hdnyadosdhoz tart (feltéve, hogy

B = 0)s

A (2.15), (2.34), valamint (2.36) jeldlést figyelembevéve, ez
azt jelenti, hogy

1im U(Ji’ By B)_ . ggu BB (2.35)

p->0 U(E’ ap, B) p~>0 w(ap)

ahol

i s Bo & (2.36)
P 1>

A (2.23), (2.34), (2.20)-bél és a (2.35) egyenlSségekbsl az
kévetkezik, hogy B > 0-nal

L. |
lim m(w(p), B) . 1lim wip) . lim %————— = A (2 .37)

p>0 m(w(ap), B) p>0 w(ap) p>0 55 - 1

A (2.37)-nek a (2.32)-vel valdé egybevetéséb8l az kévetkezik,
hogy B > 0 esetén

15w e B o o (2.38)
p>0 K(ap, B)

6. A K(p, B) fliggvény (2.31), (2.38) tulajdonsdgai egylittvéve
azt fejezik ki, hogy ha a ® 1, akkor ahhoz, hogy a vidrhaté érték-
nél nagyobb veszteségeket figyelembe lehessen venni, sziikséges,
hogy a K(py B) hédnyados értéke 1-rél a-ra csdkkenjen, mikdz-
K(ap, B)
ben p valésziniliségi értéke p = 1-r8l p = 0-ra cs&kken. Ahhoz,
hogy az emlitett veszteségek el6forduldsat az (a = 1, p * 0)
esetén kiviil figyelembe tudjuk venni az a és p egész értelmezé-

si tartomdnyban (0 < p < 1, 0 < a < 1) szilikséges, hogy a

K(p, B) hanyados (a
K(ap, B)

ton cstkkenjék. Mivel a K(p, B) és a K(ap, B) filiggvények diffe-

const mellett) a p csdkkentésével mono-

rencidlhaték, és a K(ap, B) fliggvény a fenti tartomdnyban sehol

sem zérus, a NPy D) hdnyados is differencidlhaté. Emiatt a
K(ap, B)
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fenti kévetelmény a kévetkezdképpen fejezhetd ki:

K(p, B\’ | - (2.39)
K(ap, B) -

Vezessik be az aldbbi jel®dlést:

f(ps B) =p K(ps B) ‘ (2.40)

A (2.40) jeldlést haszndlva (2.23)-bdl

U(l, p, B) = 1 £(p, B) (2.41)

Az f(p, B) fliggvényt a tovadbbiakban t8bbsz&r sulyozé fliggvény-
nek nevezzik,

A kbvetkezékben az U(l, p, B), valamint a K(p, B) fliggvényre
vonatkozd kévetelmények alapjan megvizsgdljuk az f(p, B) fligg-
vényre vonatkoz8kat. Utdna pedig megkeressiik az ezeket a kdve-

telményeket kielégité f(p, B) fliggvényt.

2.3 Az f(p, B) fliggvényre vonatkozé feltételek megfogalmazdsa

Vezessilik be az aladbbi jeldlést:

éla, p, B) =(ﬂE’——B)—)B (2.42)
f(ap, B)
0<p=x1
2@ < 1
B >0

FELTETELEK A KERESEND6 FUGGVENYRE

a) f(1, B) = 1 B >0

b) £(0, B) = 0 B > 0, B - véges

c) f(p, Bd)a (0 < p < 1, B > 0) tartomdnyban

P szerint legaldbb egyszer folytonosan differencidlhaté fligg-

vény legyen. Ebben a tartomdnyban:

fﬁ(p, B) >0

d) fé(p, B)|p:1 =1 (B> 0, B - véges)
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e) f(p, B) a (0 < p <1, B > 0) tartomdnyban B szerint legélébb
egyszer folytonosan differencidlhaté filiggvény legyen. Ebben a

tartomédnyban:

fé(p, B) = 0

£) f(p, 0) = N0 £ p £ 1)
g) f(p, =) =1 (0 < p ='1)
h) %}ﬁ glas py B) = 1 (0xaz1; 83 D)

i) g(a, p, B) a (0 < p <1, 0<ac< 1, B> 0) tartomdnyban p
szerint legaldbb egyszer folytonosan differencidlhaté fliggvény
legyen. Ebben a tartomdnyban:

gf)(aa p, B) >0

A FELTETELEK INDOKOLASA
a) A (2.5) és (2.41) egylittes figyelembevétele alapjén:

£(1, By =91, 1, B) _ 1 _
1 1
B > 0, 1 >0

b) A (2.6) és(2.40) alapjén:

P B e u@i, 0, B) _ 0 _ 0
1

1

B> 0, 1>0

c) A (2.8) és (2.41) alapjén:

kd
fé(p’ py - Yp(l, p, B) > 0

1
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fé(p, B)| .4 = K(1, B) + K; (p, B)|p=1 = K(1, B) (2.43)

A (2.40) figyelembevételével az a) feltételbSl kévetkezik, hogy
K(1; B) = 1 4 (2.44)
A (2.43) és (2.44) egybevetésébdl:
b} -
£2 (ps B)|p=1 = 4

e) E feltétel a (2.1) és (2.41) egybevetéséb8l kdvetkezik:

f) A (2.2) és (2.41) alapjén:

f(p, O) - U(l, p’ O) :_:E. =D
i 1
0 <p=<1, 1 >0

g) A (2.3) és (2.41) alapjén:

f(p, =) = S1s Py =) 1 _ 4
1

1

D€ p € 1% 1 = 0
h) A (2.42) és (2.40) alapjén:

B
gla, p, B) = RK(P, B) - 2B [K(p, B) \B (2.414)
a p K (ap, B) K(ap, B)

’

A (2.38) felhaszndldsdval a (2.44)-b81 az kd&vetkezik, hogy B > O

esetén:
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lim g(a, p, B) = a 2 . 1im (%P2 B) B
p~+0 p>0 \ K(ap, B)

= a8 (lim ESP--L—El—-)B =aB.a® -1 (2.45)
p>»0 K(ap, B)

Ugyanakkor az f) feltétel teljesitése esetén:

gla, p, 0) =(f—(P-z—°-3—\0 =('1)0 = 1 (2.46)
f(ap, 0) a -
0<px1

Ebb&1 viszont az kdvetkezik, hogy tetsz8leges B > 0 értéknél:

lim g(a, p, B) =1 (2.47)
p>0 '

i) A (2.44) egyenl8ség alapjéan:

B=1 3
g’ (a’ P> B) = B a-B K_(.P_’__B_)__ . 'M (2.48)
P K(ap, B) K(ap, B)/

A (2.39) feltétel figyelembevételével a (2.48) egyenléségbdl
az kévetkezik, hogy a (0 < p < 1, 0 < a < 1) tartomdnyban

2

g5 fas py B) 5 0 (2.49)

3. Az a)-i) feltételeket kielégité f(p, B) fliggvény megadésa

Tétel
Az a), b), d)y f), g), h) és i) feltételeknek csakis az aldbbi
tipusu fliggvény tehet eleget:
1
f(p, B) =1 - B 1n p y(p, B)EB , (3:1)

ahol y(p, B) az al&bbi tulajdonsdgokkal rendelkezd fliggvény:



— 20 —

y(1, B) = 1 (3.2a)
lim y(p, B) = z(B) (3.2Db)
p>0

(z(0) =1 és Z(») = 1)

lim y(p, B) = 1 (3. 2a)
B0

lim y(p, B) = 1 (3« 2d)
B>

E tételt hdrom lemma segitségével bizonyithatjuk be:

1. lemma

Az a), b), f), g), h) és i) feltételeknek a (0 < p < 1,

0 < a < 1) tartomdnyban eleget tevé f(p, B) fliggvénynek szlik-
ségképpen ki kell elégitenie az aléabbi fliggvényegyenletet:

- . 1 P - S(a, p, B) (3.3)

fPtap; BY £°(p,-B) f°(a, B)

ahol S(a, p, B) az alédbbi tulajdonsdgokkal rendelkezd fliggvény:

S€as; ps B) = 8(ps; as B) (3.4a)
&(d, ps Bl = 1 0 <p<1 B >0 (3.4b)
Sla; 15 B)Y £ 1 0 <acx<1 B >.O (3.4c)
Slay ps 0) = 1 0 <acx<1 0 <p<1 (3.u4d)

lim CS(a, p, B) - fB(p, BYl = lim [S(a, p, B) » fB(a, B)1= 0
P 2l (3.uef



0 £ p <"l
0 <acx<1
Bizonyitds

ts(a, p, B) - fB(p, B)J = 1lim

A Ia

Vezessiik be az alédbbi

¢$(a, p, B)

| A

=] =

B

jelblést:

cSta, p, B) - £5(a, B)l = 0

A ¢(a, p, B) fliggvény

h) és i) feltételekbdl az kdvetkezik, hogy

¢(1, p, B)

¢(a,

¢ (a,

(0,

¢(a,

¢(a,

A (3.5)-b61 lathaté az is, hogy a

1,

0,

P>

P>

P>

B)

B)

B)

0)

®)

"

1 (0
1 (0
#Bea, B
£2(p, B
1 (0
1 (0

. (f(E, B))B
_gla, p, B) f ap, B
- - B
gla, 1, B) (fU1 )
’ (ffa, B5)

(3.4f)

(3 4+5)

fenti definiciéjabdél, valamint az a), f),

<p =<1,

< p < 1,

| A

|A

szimmetrikus fliggvény. Igy tehdt,

¢(a, p, B)

= ¢(p, a B)

B 0)

B 0)

i, B
X5 B
0 a <
0 a <
¢(a, p,

(3.6a)
(86D
> 0) 3.6e)
5: 0 (3.64d)
1) ‘(3.6e)
1) £3:.6F)

B) az a és p szerint

(3.7)

A (3.6a) és(3.6c) tulajdonsdgokbdél az a) feltételt kihaszndlva
¢(a, p, B) az aldbbi formdban irhaté fel:

¢(a, p, B)

fB(a, B) + m(a, p, B)

(3.8)
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ahol

m(a, 0, B) = m(1, p, B) = m(a, p, 0) = m(a, p, ©») = 0 (3:.9)

A (3.7) egyenléség figyelembevételével a (3.9) egyenl8ségb8l az
kévetkezik, hogy

¢(a, p, B) = £2(p, B) + m(p, a, B) : (3.10)
A (3.10) -és (3.7) egyenl8ségek egybevetéséb8l az kdvetkezik, hogy

m(a, p, B) - m(p, a, B) = fB(p, B) - fB(a, B = EfB(p, B) -

- n®(a, p, BY1 - C£2¢a, B) - nP(p, a, B)3, (3.11)
ahol

n(a, p, B) = n(p, a, B) (8.12)
(tehdt n(a, p, B) - a és p szerint szimmetrikus filiggvény). A

(3.11) egyenldség figyelembevételével adjuk meg az n filiggvényt

az aladbbi formaban:
_ B B
m(a, p, B) = £ (p, B) = n (a, ps B) (3.13)

A (3.13) egyenldséget a (3.8) képletbe behelyettesitve az alabbi
fliggvényegyenlethez jutunk:

¢(a, p,® =f2@, B + £f°(p, B) - n°(a, p, B) (3.14)

Az a), f) és g) feltételek figyelembevételével a (3.14) és (3.6a)-
(3.6f) egyenldségekbd8l az aldbbi egyenldségek kdvetkeznek:

nB(l, ps B) = fB(p, B) 0 <p £ 1 B >0 (30 8a)

nB(a, 1, B) = £B¢a, B) 0 <a<1 B> 0 (3.15b)



n®(a, 0, B) =0 0<a=<1 B> 0 (3.15¢)
nB(O, P, B =0 0 <pzx<1 B >0 (3.154)
lim nP(a, p, B) = 1 0 <ac<1 0<p<i1 (3.15e)
B0

lim nB(p, a, B) = 0 0<ac<1, 0 <p<1 (3.158)

Bo>w

Az a), b), f) és g) feltételek figyelembevételével a (3.15a)-
(3.15f) feltételeket kielégits fliggvény a kdvetkezd médon ir-
haté fel:

n®(a, p, B) = £2(p, B) * fo(a, B) + S(a, p, B) (3.16)

ahol az S(a, p, B) a (3.4a)-(3.4f) tulajdonsdgokkal rendelkezd
figgvény.
A (3.16) egyenl8séget a (3.14)-be behelyettesitve azt kapjuk, hogy

B
¢(a, p, B) = f(a, B) + £2(p, B) - £(p, B) - £3(a, B) - S(a, p, B) (3.17)

Ha a fenti egyenlet mindkét oldaldt elosztjuk az fB(a, B) *
. fB(p, B) szorzattal (a 0 < p < 1, 0 < a < 1 tartomdnyban fB(a, B) -

fB(p, B) # 0), akkor a (3.5) jeldlés és a feltétel figyelembevéte-
lével az egyszeriisitések elvégzése utdn az aldbbi egyenlethez ju-
tunk:

— = g—3— + —g——— - S(a, p, B) (3.18)

f " (ap, B) T~ {p,; B) f (a, B)

Ezzel az 1. lemma 6sszes 4llitdsdt bebizonyitottuk.

2. lemma
A (3.18) fliggvényegyenletnek és a d) feltételnek egyidejlileg csak-
is az alabbi tipusu fliggvény tehet eleget:



— Dl

1.
f(p, B) =1 - B 1n p y(p, B)jB (3+19)

ahol y(p, B) az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezé fliggvény:

y(1, B) = 1 (3is.20a)
lim y(p, B) = z(B) ' (3.20b)
p~>0

lim CB y(p, B)1 =0 (3.20¢)
B0 :

lim y(p, B) = 1 (:3x204)
B>

Bizonyitéas

Vezessilik be az alédbbi segédfiliggvényeket:

hlpy BY = et w 4 (3.21)

fB(p, B)

T(a, p, B) 1 = Sla, py B) (3,22)

A (3.21) és (3.22) segédfiiggvények felhaszndlasaval a (3.18)
fliggvényegyenlet az egyszerisitések elvégzése utdn az alabbi

fliggvényegyenletté alakul &at:

h(ap, B) = h(p, B) + h(a, p) + T(a, p; B) €3.23)
ahol

T(a, p, B) = T(p, a, B) (3.24%a)
T€ls Ps B) = T(as 15 B) =2 U (3.24b)

(3.24c)

1
(@)

T(a, p, 0)
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lim CT(a, p, B) * £2(p, B)1 = lim CT(a, p, B) * foCa, p)I = O
p*0 i (3.24d)

lim £T(a, p, B) - £fB(p, B)I = lim CT(a, p, B) * £5(a, B)1 = 0
B-boo B_*w
(3.24e)

D<€ p <1 < a <1
0 <ac<1 0 <pz<1

Figyelembe véve az f(p, B) fliggvénnyel szemben tdmasztott felté-
teleket, a h(p, B) fliggvénynek az aldbbi tulajdonsdgokkal is kell

rendelkeznie:

h(1, B) = 0 (3:25a)
h(0, B) = = (3.25b)
h;(p, B) < 0 (8.25¢)
hé(p, B)lp=1 = -B (3.25d)
h(p, 0) = 0 (3.25e)
h(p, =) = €3+ 25f)
Kénnyen bebizonyithaté, hogy a

h(p, B) = =B 1n p (3.26)

fliggvény kielégiti a (3.25a)-(3.25f) feltételek mindegyikét.
Ugyanakkor kielégiti a (3.23) fliggvényegyenletet is. A (3.26)
fliggvény esetén ugyanis a (3.23) fuggvényegyenletben T(a, p, B)= 0
lesz, ami nem mond ellent a (3.24a)-(3.24e) feltételeknek. Mind-
ebb8l az kévetkezik, hogy a h(p, B) fliggvény a kovetkezé médon
fejezhetd ki: '

h(p, B) = =B 1n p y(p, B) (3:27)
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ahol y(p, B) olyan kétvdltozds fliggvény, amelybdl nem lehet

szorzdként kiemelni a (-B 1n p)_1 fliggvényt.
Ebben az esetben, figyelembe véve a (3.21) egyenletet, a ke-
resendé f(p, B) fliggvény az aldbbi médon fejezhetd ki:

1

£(p, B) = (1 - B 1n p y(p, BN° (3.28)

Vizsgdljuk most meg, vajon milyen tulajdonsdgokkal kell rendel-
keznie az y(p, B) fliggvénynek ahhoz, hogy a (3.27) kifejezés &1-
tal meghatdrozott h(p, B) fliggvény eleget tegyen a (3.23) és a
(3.25a)-(3.25f) feltételeknek.

A (3.27) egyenlSség alapjan:

h?(p, B = =B y(1, 3.29
2(ps By y(1, B) ( )

A (3.25d) feltételt figyelembe véve a (3.29) egyenldségbdl az

alabbi egyenldség kdvetkezik:
yll, B) = 4 (3.30)

A (3.27) egyenl&ség felhaszndldsdval a (3.23) egyenlet az aldb-
bi egyenletté alakul &t:

-B 1n pCLy(ap, B) - y(p, B)1 - B 1n aCy(ap, B) - y(a, B)1 =
= T(a, p, B) ' (3.31)
Szorozzuk a (3.31) egyenlet mindkét oldalét fB(p, B) flggvénnyel.
Ebben az esetben, figyelembe véve a (3.21) és (3.27) egyenldsége-

ket, az aldbbi egyenlethez jutunk:

-B 1n ply(ap, B) - y(p, B)]1 _ -B 1n aCy(ap, B) - y(a, B)]
1 =B 1lnp y(p, B) 1 = B 1ln'p yip, B)

= £8(p, B) + T(a, p, B) (3.32)
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Ha p~»0, akkor a (3.32) egyenlet jobb oldala a (3.24d) feltétel

alapjan zérushoz tart. Ugyanugy tart zérushoz az egyenlet bal
oldaldnak masodik komponense is. Az egyenldséghez tehdt sziiksé-
ges, hogy p>0 esetén az egyenlet bal oldaldnak elsd komponense
is tartson zérushoz. Ez azt jelenti, hogy az aldbbi egyenlésé-
geknek kell fenndllnia:

«B 1n pLy(ap, B) - y(p, B)J _ 0

lim (3:33)
p>0 1 - B 1ln p y(p, B)
Mivelhogy

1ip —B 1n pry(ap, B) - y(p, B)3 . ;5 ¥(2P, B) - y(p, B) .

p-0 1 -B1lnpy(p, B) p-0 y(Ps B)
- 1im | ¥¢ap, BY _ 1) . (3.34)
p»0 | y(p, B) '

A (3.33) egyenléség akkor és csakis akkor &l1 fenn, ha

1im ¥(aP> B) _ 4 €3.38)
p>0 y(p, B)

A (3.35) egyenldség viszont akkor és csakis akkor lehet igaz, ha

Lim y(ps B) = lim y(aps B) = z(B) (33869
p~>0 p>0

ahol z(B) a B tetszd8leges fliggvénye.

Abban az esetben, ha B»=, akkor a (3.32) egyenlet jobb oldala

a (3.24e) feltétel alapjén zérushoz tart. Ahhoz, hogy a bal ol-
dala is tartson zérushoz, az aladbbi egyenléségeknek kell fenndll-

niuk:

y(ap, B) - y(p, B) ln acty(ap, B) - y(a, B)JI _ 0

lim = 1lim
B> y(p, B) B> ln p y(p, B)’

A fenti egyenléségek viszont akkor és csakis akkor dllnak fenn,
ha
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lim y(p, B) = 1lim yf{ap, B) = 1lim y(a, B) = C (3::37)

B> B>w B>

ahol C p-t81l és B-t81l fliggetlen constans.
A (3.30) feltételt figyelembe véve az aldbbi egyenl&ségnek kell

fenndllnia:
C =1 .- (3.38)

A (3.37) és(3.38) egyenld8ségek egybevetésébdl az kdvetkezik,
hogy

lim y(p, B) = 1 (3.39)

B>

Abban az esetben, ha B+0, a (3.31) egyenlet jobb oldala a (3.2u4c)
feltétel alapjén zérussd vdlik. Ahhoz, hogy az egyenlet bal ol-
dala is barmilyen p-nél és a-ndl zérushoz tartson, szilikséges, hogy

az aldbbi 411itds legyen igaz:

lim CB y(p, B)1 = © (3.40)
B->0

Ezzel a 2. lemma Osszes dllitdsat bebizonyitottuk.

3. lemma

Ahhoz, hogy a (3.1) egyenlet &ltal determindlt f(p, B) fliggvény
eleget tegyen az f) kévetelménynek is, az sziikséges, hogy az ott
szerepld y(p, B) flggvény az aldbbi feltételt elégitse ki:

y(p, 0) = 1 (3.41)

Bizonyitds

A €3.,1) egyenlet alapjén:
il

lim f(p, B) = lim €1 - B 1n p y(p, B)IC =
B0 B0

- 1 in p y(ps B)
= lim L1 - B 1n p y(p, BE}'B In p y(p, B} ’ (3.42)
B->0 ;
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Vezessilk be az aldbbi jeldlést:

1 (3.43)
B 1n p y(p, B)

A (3.40) feltétel alapjdn B+0 esetén x»>-=,
A fentieket figyelembe véve a (3.42) Osszefliggésbbl az kdvet-
kezik, hogy

x|1ln p y(p,
lim f(p, B) = lim (1 + 1) (eln p)y<p, 0)
B->0 X>= X
= p¥ (P O (3.44)

A (3.44) O6sszefliggésbs8l kdvetkezik, hogy az f(p, B) fliggvény

akkor és csakis akkor tesz eleget az f) kdvetelménynek is, ha
y(p, 0) =1 (3.45)

Ezzel a tétel Osszes Allitdsédt bebizonyitottuk.

A tétel értelmében tehat az a), b), d), f), g), h), és i) fel-
tételeknek csakis a (3.1) tipusu fliggvények felelnek meg. Az
aldbbiakban rdvildgitunk az ilyen tipusu fliggvények egyik érde-
kes tulajdonségdra:

Legyen x olyan, 1 veszteséggel jardé véletlen esemény, amelynek
valészinlisége p(x).

Mint ismeretes, ennek az eseménynek entrépidja a kdvetkezdkép-

pen fejezhetd ki:
H(x) = =-1n p(x) (3.46)

A (3.46) és (3.20b) képletek figyelembevételével a (3.1) tipu-
su f(p, B) fliggvény p=0 értékeknél a k&vetkezSképpen fejezhetd
k1 8

1
£(p, B) = [1 - Bz(B)H(x)1> R (3.47)
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A (3.47) egyenlet azt jelenti, hogy p=0 értékeknél az f(p, B)
fliggvény viselkedését a véletlen események entrdépidja hatéroz-
za meg. A (3.1) tipusu f(p, B) fliggvények k&zlil kitlintetett
helyzete van az aldbbi flggvénynek (ebben az esetben y(p, B) =
= 1);

1

. £(p, B) = (1 - B 1n p)b (3.48)

A (3.2a), (3.2c) és (3.2d) egyenléségek figyelembevételével

ugyanis
1 -1
lim €1 - B 1n p y(p, 8J1% = (1 - B In p)B (3.49)
B>1
B~0
B—)-oo

A (3.u48) fliggvény kitlintetett helyzete masrészt abbél fakad,
hogy nemcsak kis valészinliségeknél, hanem p egész tartomdnya-
ban e fliggvény viselkedését a véletlen események entrdpidja
hatarozza meg.

A 3. lemma értelmében a (3.48) fiiggvény eleget tesz az f) fel-
tételnek. (Adott esetben ugyanis y(p, B) = 1),

Bebizonyithaté (1. a Fliggeléket), hogy ez a fliggvény az f)
feltételen kivil kielégiti az f(p, B) fliggvényre vonatkozd
t6bbi kévetelményt is.

Mindezt figyelembe véve a sulyozd fliggvénynek éppen a (3.48)

fliggvényt vdlasztottuk.

4. Az (1, p; 0, 1 - p) tipusu alternativdk veszélyességének

értékelése nem ismételhetd ddntések esetén

Az elézé fejezet eredményei alapjén tehdt a (2.40)-ben sze-
replé f(p, B) sulyozdé fliggvény megegyezik a (3.48) fliggvény-
nyel.

Ezt felhaszndlva, a fenti tipusu alternativdk veszélyessége
nem ismételhetd dontések esetén az aldbbi U(l, p, B) riziké-

fliggvénnyel fejezhetd ki:
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1
UCl, p, B) = 1 + £(p, B) = 1(1 - B 1n p)° (4.1)

ahol B az évatossdg mértékét kifejezd konstans, amelynek ér-
tékét maga a ddntéshozd vdlasztja ki a (0, =) tartomanybdl.
Kiindulva a (4.1)-b&l, arra a kérdésre keresiink most vdlaszt,
hogy vajon milyen fliggvénykapcsolatnak kell lenni a p és 1 ko&-
z2&tt ahhoz, hogy (1, p; 0, 1 - p) tipusu alternativa veszé-
lyessége egy adott R (R < 1) értékkel legyen egyenld, vagyis

a kdvetkezd egyenldség teljeslljon:
UL, ps BY = R ~ (4.2)

A (4.1) és (4.2) egybevetése alapjan ez a fliggvénykapcsolat
az alébbi alaku lesz:

R AN
p= et s gt B (4.3)

Adott veszélyességli alternativdk esetén tehdt az 1 ndvelésé-
vel p értéke exponencidlisan csdkken.

Ha a (4.3) fiuggvényt felrajzoljuk a 1, p sikban, akkor olyan
pontok helygdrbéjét kapjuk, amelynek (1, p) koordindtdi azo-
nos veszélyességli alternativdkat jellemzik (a tovabbiakban ezt
az egyenls veszélyességli alternativdk jelleggdrbéjének fogjuk
nevezni).

A 2. abran lathaté a (3.48)-cal megadott f(p, B) fliggvény me-
nete a (0 < p < 1) tartomdnyban a kiilénb&zé B értékeknél

(B = 03 0.1; 1; 103 =»). A 3. &bra &brédzolja ' ugyanezeket a
figgvényeket logaritmikus koordindtarendszerben.

A 2. dbra j61 szemlélteti az f(p, B) fliggvénynek az a), b),
c), d), e), f), g) feltételek teljesiilése miatt adédé sajatos-
sdgait.

Az alabbiakban felsoroljuk az f(p, B) fliggvénynek néhdny olyan
tulajdonsdgdt, amely nem szerepel ugyan e fliggvényre vonatkozé
feltételek k&z&tt, azonban igen fontos a (4.1) kritériumnak a |
déntéshozatalndl valé felhaszndlds&ndl (e tulajdonsdgok bizo-
nyitdsa megtaldlhaté az I. Fliggelékben).
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1. A (0 <p< 1, 0 <a < 1) tartomdnyban tetszéleges véges

B > 0 esetén

2

(M o 4 (4.4)
f(ap, B)/p

Ez azt jelenti, hogy adott B és a mellett az £lps B ha-
f(ap, B)

nyados p csdkkentésével csdkken.

Az f(p, B) fliggvénynek ezt a tulajdonsdgdt joél illusztral-

jdk a 3 dbran lathaté jelleggdrbék is. Ez a tulajdonsdg egyéb-
ként szilkséges kdvetkezménye annak, hogy az f(p, B) fliggvény
eleget tesz az i) feltételnek.

2,

5 S fips B)
p~0 f(ap, B)

1 (a = constans) %.,5)

A (4.5) egyenl&ség egyébként szlikséges kdvetkezménye annak,

hogy az f(p, B) fliggvény eleget tesz a h) feltételnek.

3he
f(p, B) < 0 (B> 0, 0§ %.ax=x 1) (4.6)
f(ap, B) B

Az f(p, B) fliggvénynek a (4.6) tulajdonsdgdt jél illusztril-

ja a 3. &bra.

4.
M<l (B >0, 0 <a=<1 (4.7)

f(ap, B) a

5. A 0<p<1, 0 <a <1 tartomdnyban B > 0 esetén:

f(ap, B) , f(p, B)
ap p

(4.8)

Ez azt jelenti, hogy B >0-nal az fip, B) hanyados p csdkken-
p

tésekor ndvekszik.
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6.

(fiBl_El)’ > 0 (4.9)
P B

7

f(El,D Y, o (4.10)

Az f(p, B) fliggvénynek ez a tulajdonsdga j61 ladthaté a 3. &brabdl.
Most pedig vizsgdljuk meg, hogy az f(p, B) filiggvény (4.4)-(4.10)
tulajdonsdgainak vajon milyen k&8vetkezményei vannak a (4.1) kri-
térium alkalmazdsa szempontjabdl.

Hasonlitsuk elészdr Ossze e kritérium alapjén az aldbbi két alter-
nativa veszélyességét.

A (1

1 4> P43 05 1 = py) (4.11)

A

9 (11, apys 0, 1 - api) (4.12)

Jelsljik az Ay alternativa veszélyességét Rl-gyel, az Az-ét R,-

vel. E jeldlésekkel a (4.1)-bs1l

Ry UeLs s Dy B) ] £(py> B) -
R2 U(ll’ ap, s B) f(apl, B)

A (4.4) figyelembevételével a (4.13)-b61 kdvetkezik, hogy p,

csbkkentésével ﬁl hdnyados is csdkken. Ez azt is jelenti, hogy

2
az adott kritérium alkalmazdsa esetén a kiilénbdz8 véletlen esemé-
nyek valdszinlisége kdzdtti kiildnbségeknek anndl kisebb hatdsuk van
a déntésre, minél kisebb valészinliségekrSl van szé. A nulldhoz ko-

zeli p, valésziniiségeknél az A; és A, alternativék veszélyessége

kézdtti kiildnbség elhanyagolhaté.
A (4.,13) és (4.,5) egybevetése alapjédn ugyanis:



R T Dig B f(p B)
Tim —% = Tdm 4 B0 e WL o (4.14)

P40 R, p,*0 U(ll’ apy B) p4~>0 f(apl, B)

A (4.6) és (4.13) egybevetésébdl viszont az kdvetkezik, hogy ha
Ry
p4 = const mellett o hdnyados B névelésével csdkken.

Végil a (4.7) figyelembevételével a (4.13)-b61 B > 0 esetén k&-

R
vetkezik, hogy a 0 < Py < 1 tartomdnyban az ﬁl hédnyados kisebb,
2
. R
mint a vdrhaté érték kritérium alkalmazdsdndl (ott ﬁl = %)
2
R flp.ld
kNS AR (4.15)
R, f(apl) a

A javasolt kritérium elébb emlitett tulajdonsdgai a k&vetkezdkép-
pen is interpretdlhatdk.
A (3.46) egyenldséget figyelembe véve, a (4.1) kritérium a kdvet-
kez8képpen fejezhetd ki az entrdpia fogalmdnak felhaszndldsdval:

| &
U(l, p, B) = 1C1 + B H(x)1° (4.16)

A (4.16) azt jelenti, hogy egyszeri, nem ismételhetd déntéshoza-
talndl a déntés szempontjdbdl nem az események valédsziniisége,
hanem az entrépidja a fontos.

Most pedig a (3.46) felhaszndlasdval hasonlitsuk &ssze a (4.11)
és (4.12) &ltal kifejezett Aq és A, alternativa veszélyességét.

R
A (3.46), (4.,13) és (F.10) figyelembevételével a ﬁl hényados
2
a kdvetkezdképpen fejezhetd ki:
1 1
B \ B
R fip.) Hix:) = H(%:)
1. _[q4._Elna ,:{1+ - 1) (4.17)
R, f(apl) \ 1-B1lnp, B + H(xl)
ahol

xy - az 1y veszteséggel jard, P4 valészinliségii véletlen esemény;

X, = az 12 veszteséggel jard, P, = aplvalészinﬁségﬁ esemény.
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A (4,17)-b61 la4thaté, hogy a nulldhoz k&zeli Pq valésziniiségek~-

nél, vagy nagyon nagy B értéknél (ezekben az esetekben B_1<§

R

<L H(xz)), az ﬁl hdnyados B = const mellett kizdrdlag a
2

H(xz) - H(xl)
H(xl)

hanyadostél fligg.

Az alabbiakban hasonlitsuk 8ssze az adott kritériumot a varhaté
érték kritériummal az egyenld veszélyességl alternativédk jelleg-
gdbrbéjének lefolydsa tekintetében. Az R veszélyességli alternati-
vidk jelleggbrbéjének az egyenlete az adott kritérium esetén a
(4.3) szerint, a vdrhatdé érték kritériuma esetén pedig az alébbi
médon fejezhetd ki:

p?(1) = B (4.18)
i,

A (4.1) és (4.2) egybevetése alapjén:

R o DKL, p, B) . £(p, B) (4.19)

L 1

A (4.19) felhaszndlasdval a (4.3) altal és a (4.18) altal kifeje-

zett valészinliségek hdnyadosa az aldbbi egyenléségnek tesz eleget:

p(l) _ p(l)
p’(1) f(p, B)

(4.20)

A (4.10) figyelembevételével a (4.20)-bé1l kévetkezik, hogy min-
den l-re

p(1) < p’(1) (4.21)

Tehdt, az &4ltalunk javasolt kritérium alkalmazdsakor az egyenld
veszélyességli alternativdk jelleggdrbéije alatt halad annak a gor-
bének, amit a vdrhaté érték kritériuma esetén kapunk.

A (4.3), (4.9) és (4.20) egybevetésébsl viszont az ladthatéd, hogy

p(1) hdnyados 1 ndvelésével (B = const mellett), valamint B
p’ (1)

névelésével (1 = const mellett) csdkken.
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A kritérium sajatossdgainak ismertetése utan ratériink most a
B 6vatossdgmérték megvdlasztdsdnak a kérdésére. A B-nek a

(0, ) intervallumbdél vald kivalasztdsa eléggé problematikus,
az intervallum végtelen hossza miatt.

Emiatt felmeriilt az a gondolat, hogy a lehetséges B értékek

-10, 10N)-re cs®kkentsiik, ahol

intervallumdt a (0, «)-tél (N
N olyan pozitiv valés szdm, amelynél az intervallum cs&kken-
tésének a déntésre vald hatdsa gyakorlatilag elhanyagolhaté.

Mivelhogy £(p, ?gp: g§P, B gy Lo ;2;,f£§, L h&dnyado-

sok p csbkkentésével ndvekszenek, az utdébbi feltétel teljesli-
léséhez sziikséges, hogy még a legkisebb vizsgdlandé valdszinili-

ségeknél is az aldbbi egyenl&tlenségek legyenek igazak:

N

£(p, =) = £f(p, 10 ) _ £ = Bl 10°Ny _m
f(p, =) ~ 100
£(p, 107 - £(p, 0 | £(p, 10T . _ m —
flps 0) D ~ 100
ahol

m - a megengedett szdzalékos hiba.

Ha példédul a legkisebb figyelembe vehetd valdésziniliség nem nagyobb

10_u—né1, akkor m = 4% esetén N = 3 biztositja a (y,22) egyenlSt-
lenségek teljesitését.

A (4,22) érvényesitéséhez sziikséges N értékeknél, pl. N = 3-né4l
azonban a lehetséges B értékek skdldja még mindig tulsdgosan szé-
les. -

A B kivdlasztasat lényegesen megkdnnyitenénk, ha azt vissza tud-

nank vezetni az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezd C mennyiségek

kivalasztésara:
1. € = F(B); ahol F2 > O
_ -N
25 € s 2 FC10 ™) = 0 (4.23)
min
3, © = r¢1o0N) = 100
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C mennyiség haszndlata ugyanis az 6vatossdg mértékének meg-
szokott szdzalékos kifejezését teszi lehetévé. A (4,23) tulaj-
donsédgokkal biré C az aldbbi médon fejezhetd ki:

c% = 50 + 50 28 B (4.24)
N
Ebb&1
B = 108 (& - 1) ' (4.25)
50

A (4.25)-b681 lathatdé, hogy C = 50%-nak B = 1 felel meg.
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I. Flggelék
1. A (3.48) fliggvény kielégiti az a) feltételt. Ugyanis
1

1 B
£(1, B) =( ) =1 (e.1)
1 - B 1In 1
B > 0, B - véges constans.
2. A (3.48) fuggvény kielégiti a b feltételt. Ugyanis
1 .
' 1 B
£¢0, B) = |\ =0 (F.2)
, 1 =B 1n 0
B & 0, B - véges constans.
3. A (3.48) fliggvény kielégiti a c) feltételt. Ugyanis
1 v S I 5 - 1
fﬁ (p, B) === (1 -B 1n p) (-==)= =(1 - B 1n p)
B P p
(F.s)

A 0 < p < 1 tartomdnyban f;(p, B) > 0.
4. Az ﬁﬂ3) alapjéan:

f2(ps B)| = 9 B >0 B - véges.
b p=1 -

Tehdt a (3.48) fliggvény kielégiti a d) feltételt is.
5. A (3.48) alapjén

1n £(p; B) = L In(1 - B 1n p)
B :

Ha a fenti egyenlet mindkét oldalédt B szerint derivdljuk, akkor

a kovetkezd egyeﬁlethez jutunk:

£2(p, B)
PP 1 1 -Binp +L_lnp
f{ps; B) B B1-B1ln p
Innen:
£2(p, B) = £(p, B) L in(1 -Binp) + 1 —RP ](F.w
B B31-BI1a P
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Ahogyan az (F.4)-b61 l&thaté, a 0 < p < 1 tartomdnyban

fé(p, B) >0 (F.5)

Tehdt, a (3.48) fliggvény kielégiti az e) feltételt is.
6. A (3.48) alapjéan:

1In f(p, B) = 2 1n(1 - B 1n p)
B
i Eln £0ps B)T = ~lgn S0et = BAR P g4 . SIBR . . p
B+ B> B . B+x= 1 - B 1n p
(F.B)
Ugyanakkor
limCln £(p, B)1
lim £(p, B) = e>°° (F.7.)
B+oo
Az (F.6) és (F.7) egybevetéséb8l az kdvetkezik, hogy
lim f(p, B) = e? = 14 (F.8)
B
Tehdt, a (3.48) fliggvény eleget tesz a g) feltételnek is.
7. A (2.42) és (3.48) alapjén B > 0 esetén:
1
. _ B .
13m glay py B) = Llintle= BIB DI _ . 94, L= B inap
p>0 p>0 = p>0 1 = B In p
(1 - B 1n ap)
_B-a
= _agL = 9 (F.9)

p
Tehdt a (3.48) fliggvény kielégiti a h) feltételt is.

8. A (2.42) és (3.48) alapjén:

B
g(a, p, B) = f( B) . 1-Blnap _, _Blna (F.10)
\ f(ap, B) 1 -B1lnp 1 =« Blnp

Az (F.10)-b&l l1lathatd, hogy gé(a, p, B) > 0, tehdt a (3.48)

fﬁggvény eleget tesz az i) feltételnek is.
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9. A (4.,4,) és (4.5) bizonyitédsa:

Fejezzik ki a (3.48) alapjan az f(aﬁ B% hanyadost:
e

£(p, B)_={'1 - B 1n ap)
f(ap, B) 1 - B 1lnp

Ennek p szerinti elsd derivdltja az egyszeériisitések elvégzése

w|
|

f) =l (F.11)
1 -~ Bdn p

utdn a kdvetkezS8képpen fejezhetd ki:

: il
: = - 1
fC(ps B) }* _ _ B 1ln a 1 - B 1n a )B (F.12)
( f(ap, B) p p(1 - B 1n p)2 1 -B1lnop

Figyelembe véve, hogy az adott esetben

az (F.12)-b81 a (4.4) igaz volta koévetkezik.
Az (F.11)-b81 hatdrdtmenettel

o] =

limﬁ_(gl_B.)_:(j_—lim B 1ln a = 7
p>0 f(ap, B) p*0 1 - B 1n p

adédik.
10. A (4.6) bizonyitéasa

£f{p, B) " : g s ” o e “
Az ?T§57"37 hdnyadosnak B szerinti elsdé derivaltja a kovet

kez8képpen fejezhetd ki:

(f(p, B) |’ _ fé (p, B)Y = flap, B) - £(p, B) -* fé(ap, B) N
f(ap, B)/, £2(ap, B)

Az (F.4 ) alapjén:

fé(p, B)

——— = N(p, B) CE +14:)

flp, B)



sl

fé(ap, B)
—— = N(ap, B)
f(ap, B)
ahol
N(p, B) = —5 1n(1 - B 1n p) + Lt P (F.15)
B B1=B lIn p

Az (F.15) mindkét oldal&t p szerint derivdlva az egyszeri-
sitések elvégzése utdn az aldbbi egyenlStlenséghez jutunk:

Al
N3(p, B) = (1 ~BIND) rfq -8B 1n pd + - 13 (F.16)

B p

Mivel az (F.16) jobb oldalan szerepld szdgletes zardjelekben

levé kifejezés negativ eldjeli, ezért
N2(p, B) < 0 (F.17)

Ebb&1 viszont az kdvetkezik, hogy a < 1 esetén

\

N(ap, B) > N(p, B) (F.18)
Az (F.14) figyelembevételével ez azt jelenti, hogy

fé(ap, B) fé(p, B)
> (F.199
f(ap, B) f(p, B) :

Ezt felhaszndlva az (F.13)-bdél k&vetkezik, hogy

}
( f(p, B) \ . (F.20)
. f(ap, B)[B

11. A (4.7) bizonyitdsa

Abbél, hogy az f(p, B) fliggvény eleget tesz az f) feltételnek,
kdvetkezik, hogy



— P

fp;, ) . p.1 (F.21)
f(ap, 0) ap a

Az (F.21) és (F.20) egybevetésébdl viszont koévetkezik, hogy

tetsz8leges B > 0 értéknél

iﬁlh_ﬁl_‘<'l CE.22)
f(ap, B) a .

12. A (4.8) bizonyitdsa
A (4.8) egyenl8tlenség bizonyitdsa céljdbdél szorozzuk meg az

egyenlétlenség bal oldaldn 1évd f(aaﬁ B) hdnyados sz&mlédlé-

jat és nevezdjét pf(p, B)-vel:

f(ap, B) _ f(p, B) pf(ap, B)
ap o) ap flp, B)

(F.23)

Az (F.22) figyelembevételével az (F.23)-bél a (4.8) igaz vol-
ta kovetkezik. .
13. A (4.9) bizonyitésa

(f—(—E’—i))’ o £2(p, B) (F.24)
B Jy B

Mivel az f(p, B) fliggvény eleget tesz az e) feltételnek:

fé(p, B) > 0 ; , (F.25)

Az (F.24) és (F.25) egybevetésébsl viszont a (4.9) kdvetkezik.
11. A (4.10) bizonyitésa
Mivel az f(p, B) fliggvény eleget tesz az f) feltételnek:

f(p, 0) _ 1 (F.26)
P

Ezt figyelembe véve a (4.9)-b8l a (4.10) igaz volta kovetkezik.
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II. Fliggelék

Példa a kritérium alkalmazdséra

Tegy®8k fel, hogy az aldbbi 4 alternativat kell Osszehasonlita-
nunk a veszélyesség szempontjdbdl.

A, & €10, O.15 0, 0.9)

A, : (40, 0.01; 0, 0.099)

A3 (330, 0,001 0, 0,099)

Au (333, 0.,0001; 0, 0.,0999)

Az aléabbi tédblédzat tartalmazza az A1, A2, A3, Au alternativéak-
nak a (4.1) alapjédn megdllapitott veszélyességértékeit B =

= 3.162 * 10725 1; 31.62 (vagy C = 25%; 50%; 75%) esetén. Az

8sszehasonlitds céljabdél koézdljlik az alternativdknak az 1lp.
vdrhaté érték, valamint a minimax kritérium alapjan t&rténd
értékelésének eredményeit is.
Téblazat 1. ‘

il SR LR B=1 B =31,62 1p minimax
a C= 25% C = 50% C = 75% B=0 B=ow
vak
A, 1.08Y 3.03 8.728 1 10
A, 0.5 7.12 34,16 0.4 40
A;  0.636 41.5 278.16 0.33 330
A, 1.03 32.46 278.04 0.0333 333

E tdblédzat alapjdn az alternativdk veszélyességi sorrendje a
kiilénbdz8 B-knél a kdvetkezdképpen alakul:

B.= 0§ AL+<A3<A < A
B = 3.162 - 10”2 A, < Ay < A, <A
B =1 A1<A2<AU<A
B = 31,62 e s g
5 " 3

A: < A. <€ A; < A
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Alog f(p,B)

2
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89/1979

80/1979
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92/1979

93/1979

94/1979

895/1979

96/1979

97 /£1878

98/1979

Renner G. - Gaal B. - Hermann Gy. - Horvéth L. -
Varady T.: Szoborszeri felliletek tervezése és meg-

munkdldsa
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Banyasz Cs. - Keviczky L.: Optimum Insensitivity of

the Linear-continuous Transformation
Téli iskola /Szentendre/

Bolla M. - Csdki P. - Fischer J. - Herodek S. -
Hoffman Gy. - Kutas T. - Telegdi L. - Wittmann I.:
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Mérs Laszlé: Konturkeresés zajos digitalizat képek-

ben -

Pdsztorné - Matavovszky T.: Boole-fliggvény kezeld-

rendszer
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Prékopa Andréds: Sztochasztikus progranozdsi
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alkalmazdsuk

Alméasy Gedeon: Mérlegegyenletek &s mérési
hibdk ‘

Békéssy A.-Demetrovics J.-Gyepesi Gy.: Relédciéds
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fligg&ségek szempontjabdél

Gadl A. - Soltész J. - Ruda M. - Ratké I.:
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