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1 .  B e v e z e t é s

K o c k á z a t o s  d ö n t é s h o z a t a l r ó l  a k k o r  v a n  s z ó ,  a m i k o r  a  d ö n t é s h o z ó ­

n a k  a z

* Pf  j  ’ • • •  x i j >  P i j *  • • • )  ( 1 . 1 )

i  = 1 ,  2 ,  n a l a k ú  a l t e r n a t í v á k  k ö z ü l  k e l l  v á l a s z t a n i a .

Az ( l . l ) - b e n  x ^ , x j_2 ’ * • '  x l k  a  v i z s g á l a n d ó  a l t e r n a t i v a

a l k a l m a z á s á n a k  k ü l ö n b ö z ő  l e h e t s é g e s  k ö v e t k e z m é n y e i t  ( e l e m i  e s e ­
m é n y e i t ) ,  a  a z  e s e m é n y  b e k ö v e t k e z é s é n e k  a  v a l ó s z í n ű s é ­

g é t  j e l e n t i  ( Ц р . .  = 1 ) .
j J

Az é l e t  s zám o s  t e r ü l e t é n  ( p l .  a  m ű s z a k i  r e n d s z e r e k  i r á n y í t á s á n á l ,  
a  t e r m é s z e t e s  k a t a s z t r ó f á k  e l l e n i  h a r c b a n  s t b .  ) g y a k r a n  e l ő f o r ­
d u l n a k  o l y a n  s z i t u á c i ó k ,  a m i k o r  a  d ö n t é s h o z ó  c s u p á n  o l y a n  a l t e r ­
n a t í v á k  k ö z ö t t  k é n y t e l e n  v á l a s z t a n i ,  a m e l y e k n é l  k i s e b b - n a g y o b b  
v e s z t e s é g e k  l é p h e t n e k  f e l  ( a  k ü l ö n b ö z ő  v e s z t e s é g e k  f e l l é p é s é n e k  
a  v a l ó s z í n ű s é g e i t  i s m e r t n e k  t e k i n t j ü k ) .  E b b e n  a z  e s e t b e n  a z  A^ 

d ö n t é s i  a l t e r n a t i v a  a z  ( 1 . 2 )  j e l ö l é s s e l  f e j e z h e t ő  k i :

Ai  = d ^ i »  P-Q» • • •  P p j  j P f j  • • • )  ( 1 . 2 )

a h o l  1 . .  = l ( x . •)  -  a z  x . .  e s e m é n y  b e k ö v e t k e z é s e k o r  k e l e t k e z ő

v e s z t e s é g e t ,  p ^  p e d i g  a z  x ^  e s e m é n y  b e k ö v e t k e z é s é n e k  a  v a l ó ­
s z í n ű s é g é t  j e l e n t i ,  ( i  = 1 ,  . . .  n ) .
K o c k á z a t o s  d ö n t é s e k  h o z a t a l á n á l  a z  o p t i m á l i s  d ö n t é s i  a l t e r n a t i ­
v a  k i v á l a s z t á s a  á l t a l á b a n  a  m a t e m a t i k a i  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m  
a l a p j á n  t ö r t é n i k .  E k r i t é r i u m  s z e r i n t  a z  ( 1 . 2 )  t i p u s u  a l t e r n a t í v á k  
k ö z ü l  a z  a z  A^ a l t e r n a t i v a  t e k i n t h e t ő  o p t i m á l i s n a k ,  a m e l y  e s e t é n

a  v á r h a t ó  v e s z t e s é g e k  é r t é k e ,  a z a z

E i . . p . .  ( 1 . 3 )
j 13 13

m e n n y i s é g  m i h i m á l i s .
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E g y e s  k o n k r é t  s z i t u á c i ó k b a n  a z o n b a n  a v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é ­

r i u m á n a k  a l k a l m a z á s a  a j ó z a n  é s z n e k  t e l j e s e n  e l l e n t m o n d ó  

d ö n t é s e k h e z  v e z e t .  E m i a t t  t ö b b  s z e r z ő  t a g a d j a  e k r i t é r i u m  
u n i v e r z á l i s  v o l t á t .  (E n é z e t e k  k r i t i k a i  á t t e k i n t é s e  m e g t a ­
l á l h a t ó  Cl]  é s  C2]  - b e n . )

D. Kahneman é s  A .  T v e r s k y  C3]  C 4]  s zá mos  p é l d á t  h o z n a k  f e l  
a n n a k  k i m u t a t á s á r a ,  hogy a z  e m b e r e k  a k o c k á z a t t a l  j á r ó  e s e t e k ­
b e n  g y a k r a n  o l y a n  d ö n t é s e k e t  h o z n a k ,  a m e l y e k  e g y á l t a l á n  n i n ­

c s e n e k  ö s s z h a n g b a n  a  v á r h a t ó  h a s z n o s s á g  e l v é v e l .  E m i a t t  e z e k  a 
s z e r z ő k  a k o c k á z a t o s  d ö n t é s e k  l e i r á s á r a  a  v á r h a t ó  h a s z n o s s á g  
e l m é l e t  h e l y e t t  a z  á l t a l u k  k i d o l g o z o t t  e l m é l e t  ( p r o c p e c t  t h e ­
o r y )  h a s z n á l a t á t  j a v a s o l j á k .

E z e n  e l m é l e t  t ö b b  e l t é r é s t  m u t a t  a z  ( 1 . 3 ) - h o z  k é p e s t .  í g y  

p é l d á u l  p v a l ó s  z i n ü s é g e k  h e l y e t t  a z  a l á b b i  f e l t é t e l e k n e k  meg­
f e l e l ő  П (p )  s ú l y o z ó  f ü g g v é n y e k  h a s z n á l a t á t  j a v a s o l j a  ( e  f e l ­

t é t e l e k e t  a z  e m b e r e k  v i s e l k e d é s é n e k  t a n u l m á n y o z á s a  a l a p j á n  á l ­
l í t o t t á k  f  e l  ) .

1 .  п a  ) = 1
2 . П ( 0 ) = 0

3 .  П " ( р )  > 0
4 .  n ( p )  > p k i s  v a l ó s z i n ü s é g e k  t a r t o m á n y á b a n .

5 .  n ( r p )  >гП(р)  0 > r  >1.
6 .  0 < p ,  q ,  r  <_ 1 t a r t o m á n y b a n :

П ( p » q ) < П( p q r )

П( p )  П( p r )

K ü l ö n ö s e n  s o k  p r o b l é m a  m e r ü l  f e l  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m  a l ­

k a l m a z á s a k o r  a z  e g y s z e r i ,  t e h á t  nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e k  e s e t é n .  
A v á r h a t ó  é r t é k  m a x i m a l i z á l á s a ,  i l l e t v e  m i n i m a l i z á l á s a  u g y a n i s  
c s a k i s  s o k s z o r  i s m é t l ő d ő  d ö n t é s  e s e t é n  v e z e t  a  v a l ó d i  é r t é k  ma­
x i m a l i z á l á s á h o z ,  i l l e t v e  m i n i m a l i z á l á s á h o z ,  m e r t  c s a k  a k k o r  é r ­
v é n y e s  a nagy  s z á m o k  t ö r t v é n y e .

A f e n t i  okok m i a t t  t ö b b  s z e r z ő  C5D, C6] ,  C7 ü ,  C8] t a g a d j a  e n ­
n e k  a z  e l v n e k  a z  a l k a l m a z h a t ó s á g á t  a z  e g y s z e r i ,  nem i s m é t e l h e ­
t ő  k o c k á z a t o s  d ö n t é s e k  e s e t é n .  A.  R a p a p o r t  C91 k é t e l k e d i k  e n -
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n e k  a z  e l v n e k  a z  o l y a n  nem i s m é t e l h e t ő  k o c k á z a t o s  d ö n t é s e k r e  

v a l ó  a l k a l m a z h a t ó s á g á b a n ,  a m e l y e k n é l  n a g y  s z e r e p e  v an  a z  i g e n  

k i s  v a l ó s z i n i i s é g ü  v é l e t l e n  e s e m é n y e k n e k .  J e l e n  c i k k n e k  a  s z e r ­
z ő j e  k i m u t a t t a  C8D, h o g y  h a  a z  e m l i t e t t  k i s  v a l ó s z i n i i s é g ü  v é l e t ­
l e n  e s e m é n y e k n e k  s ú l y o s  n e g a t i v  k ö v e t k e z m é n y e i  l e h e t n e k ,  a  d ö n ­
t é s i  a l t e r n a t í v á k  a  v á r h a t ó  v e s z t e s é g e k  m i n i m a l i z á l á s á n  a l a p u l ó  
k i v á l a s z t á s a  i g e n  n a g y  k o c k á z a t t a l  i s  j á r h a t  é s  e n n é l f o g v a  nem 
f e l e l  meg a z  ó v a t o s s á g i  s z e m p o n t o k n a k .  Az u n .  m i n i m a x  k r i t é r i u m ­
n a k  a z  a d o t t  t i p u s u  d ö n t é s e k n é l  v a l ó  a l k a l m a z h a t ó s á g á v a l  k a p c s o ­

l a t b a n  p e d i g  a  k ö v e t k e z ő k e t  á l l a p í t o t t a  meg.  M i v e l h o g y  e k r i t é ­
r i u m  a  d ö n t é s i  a l t e r n a t í v á k  é r t é k e l é s é n é l  m i n d i g  a  l e g s ú l y o s a b b  

l e h e t s é g e s  k ö v e t k e z m é n y e k e t  v e s z i  a l a p u l  é s  e z e k e t  p r ó b á l j a  ( l e ­
h e t ő s é g e k  s z e r i n t )  m i n i m a l i z á l n i ,  e k r i t é r i u m  a l k a l m a z á s a  t e l j e s  
k o c k á z a t m e n t e s s é g e t  é s  a  l e g n a g y o b b  e l k é p z e l h e t ő  ó v a t o s s á g o t  b i z ­

t o s í t j a .  U g y a n a k k o r  a z  a d o t t  e s e t b e n ,  a m i k o r  a z  a l t e r n a t í v á k  k ü ­
l ö n b ö z ő  n e g a t i v  k ö v e t k e z m é n y e i n e k  a  v a l ó s z i n ü s é g e i t  i s m e r j ü k ,  a z  

i l y e n  n a g y  m é r t é k ű  ó v a t o s s á g  á l t a l á b a n  s e m m i v e l  sem i n d o k o l h a t ó  
é s  t ú l z o t t n a k  t e k i n t h e t ő .  S ő t ,  m i v e l h o g y  e k r i t é r i u m  a  f e n t  e m l i ­
t e t t  v a l ó s z i n ü s é g e k e t  t e l j e s e n  f i g y e l m e n  k i v ü l  h a g y j a ,  e n n e k  a l ­
k a l m a z á s a  a  j ó z a n  é s z n e k  t e l j e s e n  e l l e n t m o n d ó  d ö n t é s e k  k i v á l a s z ­
t á s á t  i s  e r e d m é n y e z h e t i  ( a  C8D e z t  a z  á l l i t á s t  p é l d á v a l  i l l u s z t ­
r á l j a ) .  A nem i s m é t e l h e t ő  k o c k á z a t o s  d ö n t é s h o z a t a l  e s e t é n  t e h á t  
a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m á n a k  a l k a l m a z á s a  nem b i z t o s i t j a  a  k e l l ő  
ó v a t o s s á g o t ,  a  m i n i m a x  k r i t é r i u m  e z z e l  s z e m b e n  t ú l  ó v a t o s n a k  b i ­
z o n y u l .  E b b ő l  a r r a  k ö v e t k e z t e t h e t ü n k ,  h o g y  a  nem i s m é t e l h e t ő  d ö n ­
t é s e k  e s e t é n  a z  o p t i m á l i s  d ö n t é s h o z a t a l t  b i z t o s i t ó  k r i t é r i u m n a k  

a z  ó v a t o s s á g ,  é s  e b b ő l  k i f o l y ó l a g  a  f e l l é p ő  v e s z t e s é g e k  v a l ó s z i -  
n ü s é g e i n e k  f i g y e l e m b e v é t e l e  t e k i n t e t é b e n  k ö z b e n s ő  h e l y e t  k e l l  e l ­
f o g l a l n i a  a  m i n i m a x  é s  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m a i  k ö z ö t t .  O l y a n  

k r i t é r i u m r a  l e n n e  s z ü k s é g ,  a m e l y  a  m i n i m a x  k r i t é r i u m h o z  h a s o n l ó ­
a n  a  d ö n t é s i  v á l a s z t á s o k  v e s z é l y e s s é g é n e k  é r t é k e l é s é n é l  é s  ö s z -  
s z e h a s o n l i t á s á n á l  f o k o z o t t a b b  m é r t é k b e n  v e n n é  f i g y e l e m b e  a  n a g y o b b  

v e s z t e s é g e k  l e h e t ő s é g é t ,  de  a z  u t ó b b i  k r i t é r i u m t ó l  e l t é r ő e n  a  l e ­

h e t s é g e s  v e s z t e s é g e k  é r t é k e i n  k i v ü l  v a l a m i l y e n  m é r t é k b e n  f i g y e l e m ­

b e  v e n n é  a  v e s z t e s é g e k  v a l ó s z i n ü s é g e i t  i s .  A k o c k á z a t t a l  j á r ó ,
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nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s h o z a t a l  e s e t é r e  a z  i r o d a l o m b a n  j a v a s o l t  

k r i t é r i u m o k  k ö z ö t t  a f e n t i  t u l a j d o n s á g o k k a l  b i r ó  k r i t é r i u m  i s  
m e g t a l á l h a t ó .  í g y  p é l d á u l  K a u f m a n n  [ 711- ben ,  m i u t á n  k i f e j t i  a z t  
a  n é z e t e t ,  h o g y  a  nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e k  e s e t é n  nem l e h e t  f e n n  
t a r t á s  n é l k ü l  e l f o g a d n i  a  m a t e m a t i k a i  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m  

h a s z n á l a t á t ,  a  nem i s m é t e l h e t ő  k o c k á z a t o s  d ö n t é s h o z a t a l  e g y i k  
k o n k r é t  g y a k o r l a t i  p é l d á j á b a n  a z  o p t i m á l i s  d ö n t é s i  a l t e r n a t i v a  

m e g h a t á r o z á s á r a  a z  ( 1 . 4 )  v a l ó s z i n ü s é g  m i n i m a l i z á l á s á n  a l a p u l ó  

k r i t é r i u m o t  h a s z n á l j a .  (E k r i t é r i u m  s z e r i n t  a z  a z  a l t e r n a ­

t i v a  t e k i n t h e t ő  o p t i m á l i s n a k ,  a z a z  l e g k e v é s b é  k ö l t s é g e s n e k ,  
a m e l y n é l  ez  a  v a l ó s z i n ü s é g  a  l e g k i s e b b . )

P ( l i  > 1 0 ) ( 1 . 4 )

A ( 1 . 4 )  k i f e j e z é s b e n  1 .  a z  A- a l t e r n a t i v a  a l k a l m a z á s a k o r  f e l -J í i
l é p ő  v e s z t e s é g e t  ( a z  a d o t t  e s e t b e n  d i s z k r é t  v a l ó s z i n ü s é g i  v á l ­

t o z ó )  , az  l g  p e d i g  egy m e g h a t á r o z o t t  v e s z t e s é g e t  j e l e n t  ( e z  
u t ó b b i t  maga a  d ö n t é s h o z ó  v á l a s z t j a  k i  a  n a g y o b b  l e h e t s é g e s  v e s z  
t e s é g e k  k ö z ü l )  . E - k r i t é r i u m  a l k a l m a z á s á v a l  k a p c s o l a t b a n  a z o n b a n  
a  k ö v e t k e z ő  p r o b l é m a  m e r ü l  f e l .
E k r i t é r i u m  m i n d e n  e g y e s  d ö n t é s i  a l t e r n a t i v a  v i z s g á l a t á n á l  a z  
a l t e r n a t i v a  v e s z é l y e s s é g e t  j e l l e m z ő  p ^ ( l )  = p ( l ^  >_ 1 )  j e l l e g ­

g ö r b e  p o n t j a i  k ö z ü l  c s a k i s  e g y e t l e n e g y ,  m é g p e d i g  a z  l g  a b s z c i s z -

s z á v a l  r e n d e l k e z ő  p o n t j a i t  v e s z i  f i g y e l e m b e .  E m i a t t  a  d ö n t é s  k i ­
v á l a s z t á s a  e r ő s e n  f ü g g  a z  l g  é r t é k  v á l a s z t á s á t ó l  ( l á s d  a z  1 .  á b ­
r á t  ) .

Az 1 .  á b r á n  a  p ^ ( l )  j e l l e g g ö r b e  a z  A ^ , а  р ^ ( 1 )  j e l l e g g ö r b e  p e d i g  

&2 a l t e r n a t í v á n a k  f e l e l  meg .  Ha

x o

II H > s# a k k o r a z A2- t ,

x o 1 B’ a k k o r a z A1 - t ,

x o = 1 C ’ a k k o r a z A2- t ,

x o XD’ a k k o r a z A1 - t ,

x o 1 E ’ a k k o r a z A ^ ~ t  v á l a s z t j u k  k i .

M i v e l h o g y  a  s z ó b a n  f o r g ó  k r i t é r i u m n á l  a z  l g  é r t é k  k i v á l a s z t á s a
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n i n c s  e l m é l e t i l e g  a l á t á m a s z t v a ,  a  d ö n t é s n e k  a z  1 Q é r t é k  m e g v á ­

l a s z t á s á t ó l  v a l ó  e r ő s  f ü g g é s e  e k r i t é r i u m  k o m o l y  h i b á j á n a k  t e ­
k i n t h e t ő  .
Az e l m o n d o t t a k  a l a p j á n  f e l m e r ü l t  a  f e n t i  k r i t é r i u m  á l t a l á n o s i -  

t á s á n a k ,  a z a z  o l y a n  k r i t é r i u m  k i d o l g o z á s á n a k  a  g o n d o l a t a ,  a m e l y ­

n e k  f ő  c é l k i t ű z é s e  n e m c s a k  e g y  m e g h a t á r o z o t t  1 = 1 ^  é r t é k h e z  t a r ­

t o z ó  P ( L  i .  l g )  v a l ó s z i n ü s é g n e k , h a n e m  á l t a l á b a n  a  n a g y o b b  1 v e s z ­

t e s é g e k h e z  t a r t o z ó  P ( l ^  1 )  v a l ó s z i n ü s é g e k n e k  a  c s ö k k e n t é s e  l e n n e .

I l y e n  k r i t é r i u m n a k  n y i l v á n v a l ó a n  a  m e g f e l e l ő  s ú l y o z á s s a l  f i g y e l e m ­

b e  k e l l e n e  v e n n i  a  p ^ ( l )  = P ( b  _> 1 )  j e l l e g g ö r b é n e k  1 n a g y o b b  é r ­

t é k e i h e z  t a r t o z ó  p o n t j a i t .

A k ü l ö n b ö z ő  ( 1 ,  p ^ )  k o o r d i n á t á k k a l  r e n d e l k e z ő  p o n t o k  s ú l y o z á s a  
n a g y  m é r t é k b e n  f ü g g  e k o o r d i n á t á k  á l t a l  d e t e r m i n á l t  a l t e r n a t í v á k  
v e s z é l y e s s é g é n e k  é r t é k e l é s é t ő l  i s .  Éppen  e z é r t  a z  e m l i t e t t  c é l ­
k i t ű z é s ű  k r i t é r i u m  f e l á l l í t á s á n a k  s z ü k s é g e s  f e l t é t e l e  a n n a k  a  
k é r d é s n e k  a z  e l d ö n t é s e ,  h o gy  a  k r i t é r i u m  á l t a l  k é p v i s e l e n d ő  s z e m ­
l é l e t b ő l  k i i n d u l v a ,  h o g y a n  f e j e z h e t ő  k i  m e n n y i s é g i l e g  a  k é t  p a ­
r a m é t e r  ( e g y  v e s z t e s é g é r t é k  é s  e gy  v a l ó s z i n ü s é g )  á l t a l  d e t e r m i ­
n á l t  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g e :

( 1 ,  p ;  0 ,  1 -  p )  ( 1 . 5 )

Az ( 1 . 5 )  k i f e j e z é s  e g y  o l y a n  d ö n t é s i  a l t e r n a t i v a  t i p u s t  j e l ö l ,  

a m e l y n é l  p v a l ó s z i n ü s é g g e l  1 é s  1 -  p v a l ó s z i n ü s é g g e l  0 v e s z t e ­
s é g e k  l é p h e t n e k  f e l .  ( E z e n  a l t e r n a t i v a  a z  ( 1 . 2 )  t i p u s u  a l t e r n a ­
t í v á k  l e g e g y s z e r ű b b  s p e c i á l i s  e s e t é t  k é p e z i . )

J e l e n  c i k k  é p p e n  a  f e n t i  k é r d é s  v i z s g á l a t á t  t ű z t e  k i  c é l u l .

2.  Az ( 1 ,  p ;  0 ,  1 -  p )  t i p u s u  d ö n t é s i  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g é t  

é r t é k e l ő  f ü g g v é n y r e  v o n a t k o z O  k ö v e t e l m é n y e k  m e g f o g a l m a z á s a  a 
nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e k  e s e t é n

A c i m b e n  s z e r e p l ő  t i p u s u  d ö n t é s i  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g é n e k  
é r t é k e l é s é n é l  m i n d e n e k e l ő t t  a  k ö v e t k e z ő  p r o b l é m a  m e r ü l  f e l .
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Ez a z  é r t é k e l é s  a z  1 és  p p a r a m é t e r e k e n  k í v ü l  n a g y  m é r t é k b e n  
f ü g g  a  d ö n t é s h o z ó n a k  a k o c k á z a t v á l l a l á s h o z  v a l ó  v i s z o n y á t ó l  

( a z a z  a z  ó v a t o s s á g  m é r t é k é t ő l )  i s .  A r r a  a  k é r d é s r e  a z o n b a n ,  
hogy  mi  i s  l e g y e n  a  d ö n t é s h o z ó  " h e l y e s "  ó v a t o s s á g á n a k  m é r t é k e  
a nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e i  e s e t é n ,  p o n t o s  v á l a s z t  nem t u d u n k  
a d n i .  E z z e l  k a p c s o l a t b a n  c s a k  a z  a l á b b i  k é t  s z e m p o n t o t  v e h e t ­

j ü k  f i g y e l e m b e  ( e  s z e m p o n t o k  a  k i d o l g o z a n d ó  k r i t é r i u m m a l  s z e m ­
b e n i  k ö v e t e l m é n y e k b ő l  k ö v e t k e z n e k ) .  Az e l s ő  s z e m p o n t  a z ,  h o g y  
a  d ö n t é s h o z ó  ó v a t o s s á g m é r t é k é n e k  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m  

ó v a t o s s á g m é r t é k é n é l  n a g y o b b n a k ,  a  m i n i m a x  k r i t é r i u m  ó v a t o s s á g ­

m é r t é k é n é l  p e d i g  k i s e b b n e k  k e l l  l e n n i e .  A m á s i k  s z e m p o n t  a z ,  
hogy  a z  a l t e r n a t í v á k  é r t é k e l é s é n é l  f o k o z o t t a b b  m é r t é k b e n  k e l l  
f i g y e l e m m e l  k i s é r n i  a  n a g y o b b  v e s z t e s é g e k  f e l l é p é s e i n e k  a  l e h e ­

t ő s é g e i t .  Az e m l í t e t t  k é t  k o r l á t o z á s  m e l l e t t  i s  a z o n b a n  a  d ö n ­
t é s h o z ó  ó v a t o s s á g á n a k  v é g t e l e n ü l  s o k  f o k o z a t a  l e h e t s é g e s  a  

d ö n t é s h o z a t a l  k ü l ö n b ö z ő  o b j e k t i v  é s  s z u b j e k t í v  k ö r ü l m é n y e i t ő l  
( a  d ö n t é s  f o n t o s s á g a ,  a v e s z t e s é g e k  t e r m é s z e t e ,  a  d ö n t é s h o z ó  
e g y é n i  b e á l l í t o t t s á g a  s t b . )  f ü g g ő e n .  E z é r t  nem v á l l a l k o z h a t u n k  
a r r a ,  h o g y  e l ő r e  m e g h a t á r o z z u k  a z  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g é t  
a z  1 é s  p p a r a m é t e r e k  f ü g g v é n y é b e n .  A f e n t i  p r o b l é m á t  i t t  a z  
a l á b b i  módon k í s é r e l j ü k  meg m e g o l d a n i .  A d ö n t é s i  a l t e r n a t í v á k  

v e s z é l y e s s é g é t  o l y a n  h á r o m v á l t o z ó s  ( m i n d h á r o m  p a r a m é t e r  s z e r i n t  
d i f f e r e n c i á l h a t ó )  f ü g g v é n n n y e l  p r ó b á l j u k  k i f e j e z n i ,  a h o l  h a r ­
m a d i k  p a r a m é t e r k é n t  a  d ö n t é s h o z ó  ó v a t o s s á g m é r t é k é t  k i f e j e z ő  
m e n n y i s é g  s z e r e p e l .  E m e n n y i s é g  é r t é k é n e k  m e g v á l a s z t á s á t  magá ­
r a  a  d ö n t é s h o z ó r a  b í z z u k .  Ha i l y e n  f ü g g v é n y  á l l n a  a  d ö n t é s h o z ó  
r e n d e l k e z é s é r e ,  e z  a  d ö n t é s h o z ó  ó v a t o s s á g i  s z e m l é l e t é n e k  k ö v e t ­

k e z e t e s  é r v é n y e s í t é s é t  t e n n é  l e h e t ő v é .  J e l ö l j ü k  a  d ö n t é s h o z ó  
ó v a t o s s á g á n a k  m é r t é k é t  k i f e j e z ő  d i m e n z i ó  n é l k ü l i  m e n n y i s é g e t  B- 
v e l ,  a z  ( 1 ,  p ,  0 ,  1 -  p)  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g é t  k i f e j e z ő  

f ü g g v é n y t  p e d i g  U ( l ,  p ,  B ) - v e l .  E z t  k é s ő b b  t ö b b s z ö r  r i z i k ó f ü g g ­
v é n y n e k  n e v e z z ü k .  A t o v á b b i a k b a n  v i z s g á l j u k  m e g ,  h o g y  v a j o n  m i ­
l y e n  t u l a j d o n s á g o k k a l  k e l l  r e n d e l k e z n i e  a z  U ( l ,  p ,  B) f ü g g v é n y ­

n e k  a h h o z ,  h o g y  k i  t u d j a  f e j e z n i  a  d ö n t é s h o z ó  ó v a t o s s á g m é r t é k é ­
n e k  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a z  ( 1 ,  p ;  0 ,  1 -  p )  t i p u s u  a l t e r n a t í ­

v á k  v e s z é l y e s s é g é t  a  nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e k n é l .
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2 . 1  R i z i k ó f ü g g v é n y  e l s ő  d e r i v á l t j a i  é s  h a t á r f e l t é t e l e i

Á l l a p o d j u n k  meg a b b a n ,  h o g y  a  d ö n t é s h o z ó  ó v a t o s s á g m é r t é k é t  k i ­
f e j e z ő  В p o z i t i v  v a l ó s  s z á m  a ( 0 ,  00 ) h a t á r o k  k ö z ö t t  v á l t o z h a t ,  
é s p e d i g  ú g y ,  h o g y  a  n a g y o b b  В é r t é k  a z  ó v a t o s s á g  n a g y o b b  m é r t é  

k é n e k ,  В = 0 é r t é k  a  m i n i m á l i s ,  В = °° p e d i g  a  m a x i m á l i s  ó v a t o s  

s á g  m é r t é k é n e k  f e l e l  meg .
Az ó v a t o s s á g  m é r t é k é n e k  n ö v e l é s é v e l  n y i l v á n v a l ó a n  az  U ( l ,  p ,  B) 

é r t é k n e k  i s  k e l l  n ö v e k e d n i e .  E z é r t  a z  e l ő b b i e k  f i g y e l e m b e v é t e ­

l é v e l

U’ ( l ,  p ,  B) > 0 0 < p < 1 ,  1 > 0 ,  B > 0  ( 2 . 1 )D

A k i d o l g o z a n d ó  k r i t é r i u m m a l  s z e m b e n i  k ö v e t e l m é n y e k b ő l  k i f o l y ó ­

l a g  a  s z ó b a n  f o r g ó  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g é n e k  é r t é k e l é s e  a  

m i n i m á l i s  ó v a t o s s á g m é r t é k n é l  (B = 0 )  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u ­

ma,  a  m a x i m á l i s  ó v a t o s s á g  m é r t é k n é l  (B = °°) p e d i g  a  m i n i m a x  
k r i t é r i u m  a l a p j á n  t ö r t é n i k .  í g y  t e h á t ,

U ( l ,  p ,  0)  = l p
1 > 0 0 <_ p <_ 1

U ( l ,  p ,  OT)= 1
1 _> 0 , 0 < p £  1

T o v á b b á ,  t e t s z ő l e g e s  В _> 0 é r t é k n é l  a z  U ( l ,  p ,  B) f ü g g v é n y n e k  
a z  a l á b b i  h a t á r f e l t é t e l e k n e k  k e l l  e l e g e t  t e n n i e :

U ( 0 ,  p ,  B) = 0 0 i .  P 1  1 ,  В >_ 0 ( 2 . 4 )
U ( l ,  1 ,  В) = 1 (В >_ 0 ,  1 _> 0)  ( 2 . 5 )
U ( l ,  0 ,  В) = 0 ( В >_ 0 ,  1 > 0)  ( 2 . 6 )

M i v e l h o g y  a  s z ó b a n f o r g ó  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g e  b á r m i l y e n  
В 0 é r t é k n é l  m i n d  1 ,  m i n d  p n ö v e l é s é v e l  n y i l v á n v a l ó a n  n ö v e k ­
s z i k ,  a z  U ( l ,  p ,  B) f ü g g v é n y n e k  e p a r a m é t e r e k  s z e r i n t  n ö v e k v ő  

f ü g g v é n y n e k  k e l l  l e n n i e .  í g y  t e h á t

( 2 . 2 )

( 2 . 3 )
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u í ( 1 , p> B) >_ 0 (1 > 0 , в 1  o , 0 £  p <_ 1) ( 2 . 7 )

Ü P ( 1 , P 5 B) >_ 0 (1 > 0 , В > 0, 0 < p < 1) ( 2 . 8 )

2 . 2  A v á r h a t ó  v e s z t e s é g e k n é l  n a g y o b b  v e s z t e s é g e k  e l ő f o r d u l á s á n a k  
f i g y e l e m b e v é t e l e

На а  В > 0 é s  В v é g e s ,  a k k o r  a  v e s z t e s é g e k  v á r h a t ó  é r t é k é n  (1 p 
é r t é k )  k í v ü l  f i g y e l e m b e  k e l l  v e n n ü n k  a  v á r h a t ó  é r t é k t ő l  v a l ó  l e ­
h e t s é g e s  p o z i t í v  e l t é r é s e k n e k  a  v a l ó s z í n ű s é g e i t  i s ,  m é g p e d i g  a n ­
n á l  n a g y o b b  m é r t é k b e n ,  m i n é l  n a g y o b b  а  В é r t é k .  E v a l ó s z í n ű s é g e k  

a  C s e b i s e v - e g y e n l ő t l e n s é g  a l a p j á n  b e c s ü l h e t ő k .  J e l ö l j ü k  a  s z ó b a n  
f o r g ó  t i p u s u  a l t e r n a t i v a  e s e t é n  f e l l é p ő  v e s z t e s é g e k e t  k i f e j e z ő  

v á l t o z ó t  ç - v e l ,  a  v e s z t e s é g e k  v á r h a t ó  é r t é k é t  M U ^ - v e l ,  s z ó r á s á t  
p e i g  D U ) - v e l .  E j e l ö l é s e k k e l  a  C s e b i s e v - e g y e n l ő t l e n s é g  a z  a l á b b i  
módon  f e j e z h e t ő  k i :

2
P ( I Ç -  M( Ç ) I > e ) < ( 2 . 9 )

e

a h o l  e t e t s z ő l e g e s  p o z i t í v  s z á m .
A ( 2 . 9 ) - b ó l  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y

2 2
P( Ç -  MCÇ) > e )  < D ( 2 . 1 0 )

e

Ha e h e l y é b e  e M U ) - t  h e l y e t t e s í t ü n k ,  a k k o r  a l k a l m a s  á t a l a k í t á s s a l  

v é g ü l  a  k ö v e t k e z ő  e g y e n l ő t l e n s é g h e z  j u t u n k :

,  1 / D ( ç ) \ 2  
-

A ( 2 . 1 1 ) - b e n s z e r e p l ő D( ç )
Т м Ш Т

n e v e z n i .  J e l ö l j ü k  a  r e l a t i v  
w - v e l .  í g y  t e h á t :

( 2 . 1 1 )

h á n y a d o s t  r e l a t i v  s z ó r á s n a k  s z o k t á k  

s z ó r á s t  v - v e l ,  e n n e k  n é g y z e t é t  p e d i g

V
D U )

|MU) I ( 2 . 1 2 )



h á n y a d o s  t u l a j d o n k é p p e n  a v á r -A ( 2 . 1 1 ) - b e n  s z e r e p l ő  —

h a t ó  é r t é k t ő l  v a l ó  r e l a t i v  p o z i t í v  e l t é r é s t  j e l e n t i .  J e l ö l j ü k  

e z t  a z  é r t é k e t  X - v a l .  í g y  t e h á t

£ - MU)
MIT) ( 2 . 1 4 )

A f e n t i  j e l ö l é s e k k e l  a  ( 2 . 1 1 )  e g y e n l ő t l e n s é g  a z  a l á b b i  módon 

a l a k u l :

P(X >_ e )  < ^ 2  
e

( 2 . 1 5 )

A ( 2 . 1 5 )  e g y e n l ő t l e n s é g  a  v á r h a t ó  é r t é k t ő l  v a l ó  k ü l ö n b ö z ő  r e l a  
t i v  n a g y s á g ú  p o z i t í v  e l t é r é s e k n e k  a  v a l ó s z í n ű s é g e i t  b e c s ü l i .

A ( 2 . 1 5 )  é r t e l m é b e n  a z o n o s  e é r t é k  m e l l e t t  a  P(X >_ e)  v a l ó s z í ­
n ű s é g  a n n á l  n a g y o b b  é r t é k e t  v e h e t  f e l ,  m i n é l  n a g y o b b  a  v a l ó s z i  
n ü s é g i  v á l t a z ó  r e l a t i v  s z ó r á s á n a k  a  n é g y z e t e .
A f e n t i e k  a l a p j á n  f e l m e r ü l t  a z  a  g o n d o l a t ,  h o g y  a  s z ó b a n  f o r g ó  
t i p u s u  d ö n t é s i  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g é n e k  k i f e j e z é s e  c é l j á ­
b ó l  a  v á r h a t ó  v e s z t e s é g e k  é r t é k é t  meg k e l l  s z o r o z n i  a  r e l a t i v  
s z ó r á s n é g y z e t é t ő l  é s  а  В é r t é k é t ő l  f ü g g ő  é s  a m e l l e t t  a  ( 2 . 1 7 ) -  

( 2 . 1 9 )  f e l t é t e l e k e t  k i e l é g í t ő  s z o r z ó v a l ,  
í g y  t e h á t  В > 0 e s e t é n :

U ( l , p ,  B) = l p  m(w, В) ( 2 . 1 6 )

a h o l m’ (w, В ) >_ 0 (В > 0, w > 0 ) ( 2 . 1 7 )
w ’

m’ (w, В) >_ 0 (В > 0 , w > 0 ) ( 2 . 1 8 )

m ( 0 , В) = 1 ( 2 . 1 9 )

Az m s z o r z ó r a  t o v á b b i  m e g k ö t é s e k e t  k a p h a t u n k  a z  a l á b b i  v a l ó -  

s z i n ü s é g s z á m i t á s i  g o n d o l a t m e n e t  a l a p j á n .
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I t t  m i n d e n e k e l ő t t  f i g y e l e m b e  k e l l  v e n n i  a z t ,  h o g y  a  s z ó b a n  f o r ­

g ó  t i p u s u  a l t e r n a t i v á k  e s e t é n  a  v e s z t e s é g e k  r e l a t i v  s z ó r á s á n a k  
n é g y z e t e  k i z á r ó l a g  a  p v a l ó s z i n ü s é g  é r t é k é t ő l  f ü g g .  E b b e n  a z  
e s e t b e n  u g y a n i s

~2 , r . M, r 2.  M2 , r . , 2  , 2 2D ( Ç ) = M(Ç ) -  M ( Ç)  = 1  p  -  1 p -,2 2 , 1
= 1 P ( p -  1 ) ( 2 . 2 0 )

w = D ( Ç ) \ 2  _ D2 U )  1 P ( p  1
M( О /  ■ м 2 , „ ;  ■ n 2 _ 2 " pM (Ç) 1 P ‘

í g y  t e h á t

w = w ( p ) = — - 1  ( 2 . 2 1 )
P

V e z e s s ü k  be  a z  a l á b b i  j e l ö l é s t :

K ( p ,  B) = m ( w ( p ) ,  B) ( 2 . 2 2 )

F i g y e l e m b e  v é v e ,  h o gy  w ( p )  d i f f e r e n c i á l h a t ó  f ü g g v é n y ,  ( 2 . 1 7 ) ,  
( 2 . 1 8 )  é s  ( 2 . 2 2 ) - b ő l  k ö v e t k e z i k ,  hogy  a  K ( p ,  B) f ü g g v é n y  m i n d ­
k é t  p a r a m é t e r  s z e r i n t  l e g a l á b b  e g y s z e r  d i f f e r e n c i á l h a t ó .
A ( 2 . 1 6 ) ,  ( 2 . 2 1 )  é s  ( 2 . 2 2 )  e g y b e v e t é s é b ő l  a z  a l á b b i  e g y e n l ő s é g ­
h e z  j u t u n k :

U( 1 ,  p ,  B) = l p  K ( p ,  B) ( 2 . 2 3 )

F i g y e l e m b e  v é v e  e g y r é s z t  a  ( 2 . 1 7  ) - ( 2 . 1 8 )  k ö v e t e l m é n y e k e t ,  m á s ­

r é s z t  p e d i g  a  ( 2 . 1 5 )  e g y e n l ő t l e n s é g e t ,  m e g á l l a p í t j u k  a z o k a t  a  

f e l t é t e l e k e t ,  a m e l y e k e t  a  K ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  k i  k e l l  e l é g í t e ­
n i  a h h o z ,  h o g y  k e l l ő k é p p e n  f i g y e l e m b e  t u d j a  v e n n i ,  h o g y  m i l y e n  
h a t á s t  g y a k o r o l n a k  a  s z ó b a n  f o r g ó  d ö n t é s i  a l t e r n a t i v á k  v e s z é l y e s ­

s é g é r e  a  P ( A 21 e ) v a l ó s z i n ü s é g e k .
1 .  A ( 2 . 1 7 ) ,  ( 2 . 2 1 )  é s  ( 2 . 2 2 )  e g y b e v e t é s é b ő l

K’ ( p ,  B)< 0 ( 2 . 2 4 )

(0 < p < 1, В > 0)
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2.  A ( 2 . 1 8 )  é s ( 2 . 2 2 )  e g y b e v e t é s é b ő l

K » ( p ,  В) > 0 ( 2 . 2 5 )D

(В > 0 , О <_ р < 1 )

3 .  А ( 2 . 1 9 ) ,  ( 2 . 2 1 )  é s  ( 2 . 2 2 )  e g y b e v e t é s é b ő l

К ( 1 ,  В) = m C w ( l ) ,  Bl = m ( О, В) = 1 ( 2 . 2 6 )

4 .  А ( 2 . 2 1 )  é s  ( 2 . 2 2 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  v é g e s  В > О e s e t é n :

к р( р>  B ) l p=1 = ( w ( p ) > B ) l p = i  • " ’ ' p ’ l p j i  = <2 - 27 )

= K ( u ’ B>l„=0 • w’ (P ) lp=l

A ( 2 . 2 1 )  a l a p j á n

w » < P ) I p=1 = - 2 ( 2 . 2 8 )

Az m^(w,  B) Iw_g é r t é k e  a  ( 2 . 1 5 )  e g y e n l ő t l e n s é g  s e g í t s é g é v e l  á l ­

l a p í t h a t ó  meg .  A w 5 0 t a r t o m á n y b a n ,  a h o g y a n  e z  a  ( 2 . 1 5 ) - b ő i  

l á t h a t ó ,  a  v á r h a t ó  v e s z t e s é g é r t é k n é l  lényegesen  nagyobb v e sz te sé g  bekö­
v e t k e z é s é n e k  a  v a l ó s z í n ű s é g e  v é g t e l e n ü l  k i c s i .  M i v e l  a d o t t  e s e t ­

b e n  a  f ő  h a n g s ú l y t  é p p e n  a  n a g y o b b  v e s z t e s é g e k  f e l l é p é s i  l e h e t ő ­
s é g e i n e k  f i g y e l e m b e v é t e l é r e  h e l y e z z ü k ,  e l t e k i n t v e  а  В = °° e s e t ­

t ő l ,  a  P(X >_ e )  v a l ó s z í n ű s é g e k n e k  a  v á l a s z t á s o k  v e s z é l y e s s é g é r e  

v a l ó  h a t á s á t  e l h a n y a g o l h a t j u k .  Véges  В e s e t é n  t e h á t :

m ( w , В) = 1 ( 2 . 2 9 )

w = 0

F i g y e l e m b e v é v e  a  ( 2 . 1 9 ) - t ,  a  ( 2 . 2 9 ) - b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y

m’ ( w , B ) | n = 0 (2.3 0)w ’ 'w=0
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B _> 0 , В v é g e s

А ( 2 . 2 7 ) ,  ( 2 . 2 8 )  é s  ( 2 . 3 0 )  e g y b e v e t é s é b ő l :

К ’ ( р ,  В)I . = 0 ( 2 . 3 1 )р ^ ’ Р=1

В _> 0 ,  В v é g e s

5.  А ( 2 . 2 2 ) - b ő i  :

0 < а  <_ 1 é s  В > 0  t a r t o m á n y b a n  h a t á r á t m e n e t t e l

п • К ( р ,  В) , . m( w( p)  , В) , 0 0Оч1 х т   --------  = 1 х т  -------- *-—2--------- ( 2 . 3 2 )
р-*0 K_(âp, В) р->-0 m ( w ( a p )  , В) 

a d ó d i k .
U g y a n a k k o r  а  ( 2 . 2 1 )  a l a p j á n :

l i m  w ( р ) = « ( 2 . 3 3 )
p+O

l i m  w ( â p )  = °°
p+0

A w->°° e s e t é n ,  a h o g y a n  e z  a  ( 2 . 1 5 )  e g y e n l ő t l e n s é g b ő l  l á t h a t ó ,  

a  v á r h a t ó  v e s z t e s é g e k n é l  s o k k a l  n a g y o b b  v e s z t e s é g e k  ( b e l e é r t v e  
a  v é g t e l e n ü l  n a g y  v e s z t e s é g e k e t  i s )  f e l l é p é s é n e k  a  v a l ó s z i n ü s é -  
g e i  i s  e l é g g é  n a g y  é r t é k e k e t  v e h e t n e k  f e l .

M i v e l h o g y  a z  a d o t t  e s e t b e n  a  f ő  h a n g s ú l y t  é p p e n  a  n a g y o b b  v e s z ­
t e s é g e k  f e l l é p é s é r e  h e l y e z z ü k ,  a  f e n t i e k  a l a p j á n  é s s z e r ű n e k  l á t ­

s z i k  a  k ö v e t k e z ő  f e l t e v é s  e l f o g a d á s a .
Ha a z  ( 1 ,  p ;  0 ,  1 -  p )  é s  ( l 5 , p ’ ; 0 ,  1 -  p )  a l t e r n a t í v á k  e s e t é n  
a  v á r h a t ó  v e s z t e s é g e k  é r t é k e  m e g e g y e z i k ,  a z a z

l p  = l ’ p ’ ( 2 . 3 4 )

a k k o r  a z  U ( l ,  p ,  B) é s  U ( l ’ , p ’ , B) f ü g g v é n y e k  h á n y a d o s a  p-*0
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e s e t é n  e z  a l t e r n a t í v á k h o z  h o z z á t a r t o z ó  P(A>_e) v a l ó s z í n ű s é g e k  

l e h e t s é g e s  f e l s ő  h a t á r a i n a k  h á n y a d o s á h o z  t a r t  ( f e l t é v e ,  h o g y  

В > 0)  .
A ( 2 . 1 5 ) ,  ( 2 . 3 4 ) ,  v a l a m i n t  ( 2 . 3 6 )  j e l ö l é s t  f i g y e l e m b e v é v e , e z  

a z t  j e l e n t i ,  h o g y

, . U ( l ,  p ,  B) -, . w ( p )  , 0 öcsl i m  — --------  = l i m  — £—  ( 2 . 3 b )
p-vO U( —, а р ,  B) p->-0 w ( a p )cl

a h o l

a  = = —  ( 2 . 3 6 )
P 1#

A ( 2 . 2 3 ) ,  ( 2 . 3 4 ) ,  ( 2 . 2 0 ) - b ó l  é s  a  ( 2 . 3 5 )  e g y e n l ő s é g e k b ő l  a z  

k ö v e t k e z i k ,  h o g y  В > 0 - n á l

1  _ 1
l i m  m(w(P } > B) = l i m  w ( p ) ... = l i m  | ----------  = a  ( 2 . 3 7 )
p-*0 m ( w ( a p ) ,  B) p->0 w ( a p )  p+0 —  -  1a p

A ( 2 . 3 7 ) - n e k  a  ( 2 . 3 2 ) - v e l  v a l ó  e g y b e v e t é s é b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  

h o g y  В > 0 e s e t é n

l i m  K(P> B) = a  ( 2 . 3 8 )
p-*-0 K ( a p ,  B)

6 .  A K ( p ,  B) f ü g g v é n y  ( 2 . 3 1 ) ,  ( 2 . 3 8 )  t u l a j d o n s á g a i  e g y ü t t v é v e  
a z t  f e j e z i k  k i ,  h o g y  h a  a  ~ 1 ,  a k k o r  a h h o z ,  h o g y  a  v á r h a t ó  é r t é k ­

n é l  n a g y o b b  v e s z t e s é g e k e t  f i g y e l e m b e  l e h e s s e n  v e n n i ,  s z ü k s é g e s ,

h o g y  a  ^ P ?——— h á n y a d o s  é r t é k e  1 - r ő l  a - r a  c s ö k k e n j e n ,  m i k ö z -  
K ( a p ,  B)

b e n  p v a l ó s z í n ű s é g i  é r t é k e  p = 1 - r ő l  p = 0 - r a  c s ö k k e n .  A h h o z ,  

h o g y  a z  e m l í t e t t  v e s z t e s é g e k  e l ő f o r d u l á s á t  a z  ( a  ~ 1 ,  p  я 0)  
e s e t é n  k í v ü l  f i g y e l e m b e  t u d j u k  v e n n i  a z  a  é s  p e g é s z  é r t e l m e z é ­

s i  t a r t o m á n y b a n  (0 < p < 1 ,  0 < a < _ l )  s z ü k s é g e s ,  h o g y  a

h á n y a d o s  ( a  = c o n s t  m e l l e t t )  a  p c s ö k k e n t é s é v e l  mono-K ( p ,  B)
K ( a p ,  B)
t o n  c s ö k k e n j é k .  M i v e l  a  K ( p ,  B) é s  a  K ( a p ,  B) f ü g g v é n y e k  d i f f e ­

r e n c i á l h a t o k ,  é s  a  K ( a p ,  B) f ü g g v é n y  a  f e n t i  t a r t o m á n y b a n  s e h o l

K( P> B)
K ( a p , B)

sem z é r u s ,  a h á n y a d o s  i s  d i f f e r e n c i á l h a t ó .  E m i a t t  a
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f e n t i  k ö v e t e l m é n y  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  f e j e z h e t ő  k i :

( . > о
 ̂ K ( a p ,  B)J

P
V e z e s s ü k  be  a z  a l á b b i  j e l ö l é s t :

K(p  , B) у ’ ( 2 . 3 9 )

f ( p ,  B) = p K ( p ,  B) ( 2 . 4 0 )

A ( 2 . 4 0 )  j e l ö l é s t  h a s z n á l v a  ( 2 . 2 3 ) - b ó l

U ( l ,  p ,  B) = 1 f ( p ,  B) ( 2 . 4 1 )

Az f ( p ,  B) f ü g g v é n y t  a  t o v á b b i a k b a n  t ö b b s z ö r  s ú l y o z ó  f ü g g v é n y  

n e k  n e v e z z ü k .

A k ö v e t k e z ő k b e n  a z  U ( l ,  p ,  B ) ,  v a l a m i n t  a  K ( p ,  B) f ü g g v é n y r e  
v o n a t k o z ó  k ö v e t e l m é n y e k  a l a p j á n  m e g v i z s g á l j u k  a z  f ( p ,  B) f ü g g  
v é n y r e  v o n a t k o z ó k a t .  U t á na  p e d i g  m e g k e r e s s ü k  a z  e z e k e t  a  k ö v e  

t e l m é n y e k e t  k i e l é g i t ő  f ( p ,  B) f ü g g v é n y t .

2 . 3  Az f ( p ,  B) f ü g g v é n y r e  v o n a t k o z ó  f e l t é t e l e k  m e g f o g a l m a z á s a  

V e z e s s ü k  be a z  a l á b b i  j e l ö l é s t :

c )  f ( p ,  B)a (0 <_ p  <_ 1 ,  B>_ 0 )  t a r t o m á n y b a n

p s z e r i n t  l e g a l á b b  e g y s z e r  f o l y t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  f ü g g ­

v é n y  l e g y e n .  E b b e n  a  t a r t o m á n y b a n :

( 2 . 4 2 )

0 < p < 1

0 < a  < 1
В > 0

FELTÉTELEK A KERESENDŐ FÜGGVÉNYRE

a )  f ( l ,  В) = 1 В >_ 0
b)  f ( 0 ,  В) = 0 В 21 0,  В -  v é g e s

f ’ ( p ,  B) >0 
P

d) f p ( P j  B) |  - 1 (В > 0 ,  В -  v é g e s )
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e )  f ( p ,  В) а  СО £  p £  1 ,  В > 0)  t a r t o m á n y b a n  В s z e r i n t  l e g a l á b b  
e g y s z e r  f o l y t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  f ü g g v é n y  l e g y e n .  E b b e n  a  

t a r t o m á n y b a n  :

i )  g ( a ,  p ,  В) a  (0 < p £  1 ,  0 < a  £  1 ,  В £  0)  t a r t o m á n y b a n  p 

s z e r i n t  l e g a l á b b  e g y s z e r  f o l y t o n o s a n  d i f f e r e n c i á l h a t ó  f ü g g v é n y  
l e g y e n .  Eb be n  a  t a r t o m á n y b a n :

g p í a ,  p ,  B) _> 0

A FELTËTELEK INDOKOLÁSA

a )  A ( 2 . 5 )  é s  ( 2 . 4 1 )  e g y ü t t e s  f i g y e l e m b e v é t e l e  a l a p j á n :

f £ ( P >  B) > 0

f )  f ( p ,  0)  = p '( 0 £  p £  1 )

g )  f ( p ,  “ ) = 1  (0  < p £  1)

h )  l i ç  g ( a , p , В ) = 1  ( 0 < a £ l ,  B _ > 0 )

1 1
1 1

В > 0 1 > 0

b )  A ( 2 . 6 )  é s ( 2 . 4 0 )  a l a p j á n :

1 1

В > 0 1 > 0

c)  A ( 2 . 8 )  é s  ( 2 . 4 1 )  a l a p j á n :

UP<1> P i  B) „ 0
1

0 £  p £  1
1 £  0 
В > 0
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d)  A ( 2 . 4 0 )  é s  ( 2 . 3 1 ) - b ő l :

f ’ ( p ,  B ) | p=1 = K ( l ,  B) + Kp ( p ,  B ) | p=1 = K ( l ,  B) ( 2 . 4 3 )

A ( 2 . 4 0 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a z  a )  f e l t é t e l b ő l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y

K ( l ,  B) = 1 ( 2 . 4 4 )

A ( 2 . 4 3 )  é s  ( 2 . 4 4 )  e g y b e v e t é s é b ő l :

f ;  ( P ’ 1

e )  E f e l t é t e l  a  ( 2 . 1 )  é s  ( 2 . 4 1 )  e g y b e v e t é s é b ő l  k ö v e t k e z i k

f )  A ( 2 . 2 )  é s  ( 2 . 4 1 )  a l a p j á n :

f ( p ,  0)  = 0) = Ï E  = p
1 1

0 <_ p <_ 1, 1 >• 0

g) A ( 2 . 3 )  é s  ( 2 . 4 1 )  a l a p j á n :

f ( P> - )  = u ( 1 > P» = i  = 1

0 < p <_ 1 ; 1 > 0

h)  A ( 2 . 4 2 )  és  ( 2 . 4 0 )  a l a p j á n :

-  —  -  '  в
g ( a ,  p ,  B) p K ( p ,  B) 

a  p К ( а р ,  B),
= a -B /  K ( p , B) \ B  

l K( ap  , В ) /
( 2 . 4 4 )

A ( 2 . 3 8 )  f e l h a s z n á l á s á v a l  a  ( 2 . 4 4 ) - b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  В > 0 
e s e t é n  :



-  19 -

l i m g ( a ,  p ,  B)  = a B . l i m /
’ K ( p ,  B)

p-*-0 p->0 \ K ( a p ,  B)

= a ■B l l i m  K ( p . , _ B ) _ \ B  = a - B в• a  = 1
\ pjrO K ( a p ,  В ) /

( 2 . 4 5 )

U g y a n a k k o r  a z  f )  f e l t é t e l  t e l j e s í t é s e  e s e t é n :

g<a ,  p ,  o) = f « £ U ! L \ "  . / i ) °  .  i
1 f ( a p ,  0 ) '  ( a /

( 2 . 4 6 )

0 £  p <_ 1

E b b ő l  v i s z o n t  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  t e t s z ő l e g e s  В _> 0 é r t é k n é l  

l i m  g ( a ,  p ,  В) = 1 ( 2 . 4 7 )
p-*0

i )  A ( 2 . 4 4 )  e g y e n l ő s é g  a l a p j á n :

gp  ( a ,  p ,  В) = В a -В / К ( р ,  В)
( К ( а р ,  В)

В-1 в )  \ ’
( К ( а р ,  В) )

( 2 . 4 8 )

А ( 2 . 3 9 )  f e l t é t e l  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  а  ( 2 . 4 8 )  e g y e n l ő s é g b ő l  

a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  a  (0 < p <_ 1 ,  0 < a  <_ 1 ) t a r t o m á n y b a n

gp  ( a ,  p ,  B) >_ 0 ( 2 . 4 9 )

3 .  Az a ) - i )  f e l t é t e l e k e t  k i e l é g í t ő  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  m e g a d á s a  

T é t e l
Az a ) ,  b ) ,  d ) *  f ) ,  g ) , h )  é s  i )  f e l t é t e l e k n e k  c s a k i s  a z  a l á b b i  

t i p u s u  f ü g g v é n y  t e h e t  e l e g e t :
1

f ( p ,  B) = [ 1  -  В I n  p y ( p ,  B ) 3 B ( 3 . 1 )

a h o l  y ( p ,  B) a z  a l á b b i  t u l a j d o n s á g o k k a l  r e n d e l k e z ő  f ü g g v é n y :
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У (  1 5 В )  =  1 ( 3 . 2a )

l i m  y ( p ,  В) = z ( В ) ( 3 . 2 b )
p+0

( z ( 0 )  = 1  é s  z(co)  = i )

l i m y ( p , B ) = l  ( 3 . 2 c )
B+0

l i m  y ( p ,  B) = 1 ( 3 . 2 d )
B-»-00

E t é t e l t  há rom l e m m a  s e g í t s é g é v e l  b i z o n y í t h a t j u k  b e :

1.  l emma

Az a ) ,  b ) ,  f ) , g ) ,  h )  é s  i )  f e l t é t e l e k n e k  a  (0  < p £  1 ,
0 < a  <_ 1) t a r t o m á n y b a n  e l e g e t  t e v ő  f ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  s z ü k ­

s é g k é p p e n  k i  k e l l  e l é g í t e n i e  a z  a l á b b i  f ü g g v é n y e g y e n l e t e t :

- в   --------  = - ö   -------- + - 5 - ^ ------------ S ( a , p ,  B) ( 3 . 3 )
f  ( a p ,  B) f  ( p ,  B) f ö ( a ,  B)

a h o l  S ( a ,  p ,  B) a z  a l á b b i  t u l a j d o n s á g o k k a l  r e n d e l k e z ő  f ü g g v é n y

S ( a ,  p , B) = S ( p  , a , B) ( 3 . 4 а )

s d ,  P , B) = 1 0 < p <_ 1 В > 0 ( 3 . 4 b )

S ( a , 1 , B) = 1 0 < a  < 1 В > 0 ( 3 . 4 с )

S ( a , p , 0)  = 1 0 < a  <_ 1 0 < p < 1 ( 3 . 4 d )

l i m  C S ( a
p->-0

Р , B) • f B ( p ,  в ) :  = l i m
a-»-0

C S ( a ,  p ,  В) • f В( а , В)3= 0 
( 3 . 4  е Ÿ
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l i m  C S ( a ,  p ,  B) • f B( p ,  B)3 
B->°°

0 <_ p < 1 0 <_ a  < 1
0 £  a <_ 1 0 <_ p J<_ ' 1

ß
l i m  C S ( a , p ,  B) • f  ( a ,  
B->°°

B)3 = о 

( 3 . 4 f )

B i z o n y í t á s
V e z e s s ü k  b e  a z  a l á b b i  j e l ö l é s t :

/ f ( p ,  B) \ B
ф ( а ,  p ,  B) = S ( a > P> B.) Л  f  a P> B I  ( 3 . 5 )

g ( a ,  1 ,  B) ( f ( l ,  В ) \ И 
\ f ( a ,  B)y

А ф ( а ,  p ,  B) f ü g g v é n y  f e n t i  d e f i n í c i ó j á b ó l ,  v a l a m i n t  a z  a ) ,  f ) ,
h )  é s  i )  f e l t é t e l e k b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y

Ф ( 1 , P> B) = 1 (0 < p 1 1 ,  В > 0) ( 3 . 6 а )

Ф ( a , 1 , B) = 1 (0 < a  <_ 1 ,  В > 0) ( 3 . 6 Ь )

Ф ( a , o , B) = f B( a , B) (0 < а  <_ 1 , В > 0) ( 3 . 6 с )

Ф ( 0 , P> B) = f B( p , B) (0 < p £  1 , В > 0) ( 3 . 6  d )

Ф ( a , P> 0 ) = 1 (0 < P £ 1 ,  0 < а  _< 1) ( 3 . 6 e )

Ф ( a , P> 00 ) = 1 (0 < P < 1 ,  0 < а  < 1) ( 3 . 6 f )

A ( 3 . 5 ) - b ő l  l á t h a t ó  a z  i s ,  h o g y  а  ф ( а ,  p ,  B) a z  a  é s  p s z e r i n t  

s z i m m e t r i k u s  f ü g g v é n y .  í g y  t e h á t ,

ф ( а ,  p ,  В) = ф ( р ,  a  B) ( 3 . 7 )

A ( 3 . 6 a )  é s ( 3 . 6 c )  t u l a j d o n s á g o k b ó l  a z  a) f e l t é t e l t  k i h a s z n á l v a  

ф(а ,  p ,  B) a z  a l á b b i  f o r m á b a n  i r h a t ó  f e l :

ф ( а ,  p ,  B) = f B( a ,  B) + m ( a ,  p ,  B) ( 3 . 8 )



- 2 2  -

a h o l

m ( a ,  О, В) = m ( l ,  p ,  B) = m ( a ,  p ,  0) = m ( a ,  p , 00 ) = 0  ( 3 . 9 )

A ( 3 . 7 )  e g y e n l ő s é g  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a  ( 3 . 9 )  e g y e n l ő s é g b ő l  a z  
k ö v e t k e z i k ,  h o g y

Ф( a , p ,  B) = f B ( p ,  B) + m ( p ,  a ,  B) ( 3 . 1 0 )

A ( 3 . 1 0 )  -és ( 3 . 7 )  e g y e n l ő s é g e k  e g y b e v e t é s é b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o gy  

m ( a ,  p ,  B) -  m ( p ,  a ,  B) = f B ( p ,  B) -  f B ( a ,  B) = C f B( p ,  B) -  

-  n B( a ,  p ,  B)1 -  C f B( a , B) -  n B( p ,  a ,  B ) l ,  ( 3 . 1 1 )

a h o l

n ( a , p ,  B) = n ( p , a ,  B) ( 3 . 1 2 )

( t e h á t  n ( a ,  p ,  B) -  a  é s  p s z e r i n t  s z i m m e t r i k u s  f ü g g v é n y ) .  A 
( 3 . 1 1 )  e g y e n l ő s é g  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a d j u k  meg a z  n f ü g g v é n y t  
a z  a l á b b i  f o r m á b a n :

m ( a ,  p ,  B) = f B ( p ,  B) -  n B( a ,  p ,  B) ( 3 . 1 3 )

A ( 3 . 1 3 )  e g y e n l ő s é g e t  a  ( 3 . 8 )  k é p l e t b e  b e h e l y e t t e s i t v e  a z  a l á b b i  
f ü g g v é n y e g y e n l e t h e z  j u t u n k :

ф ( а ,  p ,  Ю = f B (a ,  B) + f B( p ,  B) -  n B( a ,  p ,  B) ( 3 . 1 4 )

Az a ) ,  f )  é s  g )  f e l t é t e l e k  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a  ( 3 . 1 4 )  é s  ( 3 . 6 a ) -  
( 3 . 6 f )  e g y e n l ő s é g e k b ő l  a z  a l á b b i  e g y e n l ő s é g e k  k ö v e t k e z n e k :

n B( l , p ,  B) = Л р , B) 0 < p £  1 В > 0 ( 3 . 1 5 a )

n B( a , 1 ,  B) = f B ( a , B); 0 < a  £  1 В > 0 ( 3 . 1 5 b )
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n B( a , 0 ,  B) = 0 0 < a  <_ 1 В > 0 ( 3 . 1 5 c )

n B( 0 ,  p ,  B) = 0 0 < p <_ 1 В > 0 ( 3 . 1 5 d )

g
l i m  n ( a ,  p ,  B) = 1 
B+0

0 < a  < 1 0 < p £  1 ( 3 . 1 5 e )

l i m  n B( p ,  a ,  B) = 0 
B-*-°°

0 < a  < 1 , 0 < p < 1 ( 3 . 1 5 f )

Az a ) , b ) , f ) é s  g) f e l t é t e l e k f i g y e l e m b e v é t e l é v e l a  ( 3 . 1 5 a ) -

( 3 . 1 5 f )  f e l t é t e l e k e t k i e l é g í t ő f ü g g v é n y  a  k ö v e t k e z ő módon i r -

h a t ó  f e l :

n B( a ,  p ,  B) = f B ( p , B) ’ f B( a , B) • S ( a ,  p ,  B) Í S . 16 )

a h o l  a z  S ( a ,  p ,  В) a  ( 3 . 4 a ) - ( 3 . 4 f ) t u l a j d o n s á g o k k a l  r e n d e l k e z ő  

f ü g g v é n y .
A ( 3 . 1 6 )  e g y e n l ő s é g e t  a  ( 3 . 1 4 ) - b e  b e h e l y e t t e s í t v e  a z t  k a p j u k ,  h o g y

ф(а,  p ,  B) f B(a,  B) + f B(p,  B) -  f B(p,  B) • f B(a ,  B) • S(a ,  p,  B) (3 . 17)

ВHa a  f e n t i  e g y e n l e t  m i n d k é t  o l d a l á t  e l o s z t j u k  a z  f  ( a ,  B) •
В ■ В• f  ( p ,  B) s z o r z a t t a l  ( а  0 < p <_ 1 ,  0 < а  _< 1 t a r t o m á n y b a n  f  ( а ,  В)«

f B ( p ,  В) Ф 0 ) ,  a k k o r  а  ( 3 . 5 )  j e l ö l é s  é s  a  f e l t é t e l  f i g y e l e m b e v é t e ­
l é v e l  a z  e g y s z e r ű s í t é s e k  e l v é g z é s e  u t á n  a z  a l á b b i  e g y e n l e t h e z  j u ­

t u n k  :

n------------  = -5 ---- ------- + - ö ---- ---------- S ( a ,  p ,  B) ( 3 . 1 8 )
f  ( a p ,  B) f  ( p ,  B) f  ( a ,  B)

E z z e l  a z  1 .  lem m a ö s s z e s  á l l í t á s á t  b e b i z o n y í t o t t u k .

2 .  lem m a
A ( 3 . 1 8 )  f ü g g v é n y e g y e n l e t n e k  é s  a  d )  f e l t é t e l n e k  e g y i d e j ű l e g  c s a k ­

i s  a z  a l á b b i  t i p u s u  f ü g g v é n y  t e h e t  e l e g e t :
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_1

f ( p ,  B) = Cl  -  В I n  p y ( p ,  B ) n B ( 3 . 1 9 )

a h o l  y ( p ,  В) a z  a l á b b i  t u l a j d o n s á g o k k a l  r e n d e l k e z ő  f ü g g v é n y :

y ( l ,  B) = 1 ( 3 . 2 0 a )

l i m  y ( p ,  B) = z(B) 
p->-0

( 3 . 2 0 b )

l i m  CB y ( p ,  В) 1 = 0 
B+0

( 3 . 2 0 c )

l i m  y ( p ,  В) = 1 
B->-°°

( 3 . 20d)

B i z o n y í t á s
V e z e s s ü k  b e  a z  a l á b b i  s e g é d f ü g g v é n y e k e t :

h ( p ,  B) = i ----------- 1
f H( p ,  B>

( 3 . 2 1 )

T ( a , p ,  В) = 1 -  S ( a , p ,  B) ( 3 . 2 2 )

A ( 3 . 2 1 )  é s  ( 3 . 2 2 )  s e g é d f ü g g v é n y e k  f e l h a s z n á l á s á v a l  a ( 3 . 1 8 )
f ü g g v é n y e g y e n l e t  a z  e g y s z e r ű s í t é s e k  e l v é g z é s e  u t á n  a z  a l á b b i  
f ü g g v é n y e g y e n l e t t é  a l a k u l  á t :

h ( a p ,  B) = h ( p ,  B) + h ( a ,  p )  + T ( a ,  p ,  B) 

a h o l

( 3 . 2 3 )

T ( a ,  p ,  В) = T ( p , a ,  B) ( 3 . 2 4 a )

T ( l ,  p ,  В) = T ( a , 1 ,  B) h 0 ( 3 . 2 4 b )

T ( a , p ,  0) = 0 ( 3 . 2 4 c )



l i m  С T ( a , p ,
p+0

- 2 5  -

B) • f B( p ,  B ) : l i m  C T ( a , p ,  B) 
a-*-0

f B ( a ,  p ) 3  = 0
( 3 . 2 4 d )

l i m  CT ( a ,  p ,  B) • f B( p ,  B)3 
B->°°

l i m  C T ( a ,  p ,  B) 
B-»-"

f B ( a , B ) :  = 0
( 3 . 2 4 e )

0 < p < l  0 < a < l

0 < a  £  1 0 < p <_ 1

F i g y e l e m b e  v é v e  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n n y e l  s ze mb e n  t á m a s z t o t t  f e l t é ­
t e l e k e t ,  a  h ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  a z  a l á b b i  t u l a j d o n s á g o k k a l  i s  k e l l  

r e n d e l k e z n i e  :

h ( 1 ,  В) = 0 ( 3 . 2 5 a )

h  ( 0 , В ) = °° ( 3 . 2 5 b )

h ’ ( p , В) < 0 
P

( 3 . 2 5 c )

h ’ ( p ,  B ) | p=1 = -B ( 3 . 25d)

h ( p ,  0)  = 0 ( 3 . 2  5 e )

h ( p ,  oo) = oo • ( 3 . 2  5 f )

Könnyen b e b i z o n y í t h a t ó ,  h o g y  a  

h ( p ,  В) = - B  I n  p ( 3 . 2 6 )

f ü g g v é n y  k i e l é g i t i  a  ( 3 . 2 5 a ) - ( 3 . 2 5 f ) f e l t é t e l e k  m i n d e g y i k é t .  
U g y a n a k k o r  k i e l é g i t i  a  ( 3 . 2 3 )  f ü g g v é n y e g y e n l e t e t  i s .  A ( 3 . 2 6 )  
f ü g g v é n y  e s e t é n  u g y a n i s  a  ( 3 . 2 3 )  f ü g g v é n y e g y e n l e t b e n  T ( a ,  p ,  B) s  0 
l e s z ,  a mi  nem mond e l l e n t  a  ( 3 . 2 4 a ) - (  3 . 24e )  f e l t é t e l e k n e k .  M i n d ­

e b b ő l  a z  k ö V e t k é z i k ,  h o g y  a  h ( p ,  B) f ü g g v é n y  a  k ö v e t k e z ő  módon 

f e j e z h e t ő  k i :

h ( p ,  B) = -B  I n  p y ( p ,  B) ( 3 . 2 7 )
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a h o l  y ( p ,  В) o l y a n  k é t v á l t o z ó s  f ü g g v é n y ,  a m e l y b ő l  nem l e h e t  

s z o r z ó k é n t  k i e m e l n i  а  ( - B  I n  p )  f ü g g v é n y t .

Eb b e n  az  e s e t b e n ,  f i g y e l e m b e  v é v e  a  ( 3 . 2 1 )  e g y e n l e t e t ,  a  k e ­

r e s e n d ő  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  a z  a l á b b i  mó d o n  f e j e z h e t ő  k i :
_1

f ( p ,  B) = cl  -  В I n  p y ( p ,  ВЙ B ( 3 . 2 8 )

V i z s g á l j u k  m o s t  m e g ,  v a j o n  m i l y e n  t u l a j d o n s á g o k k a l  k e l l  r e n d e l ­

k e z n i e  az  y ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  a h h o z ,  h o g y  a  ( 3 . 2 7 )  k i f e j e z é s  á l ­
t a l  m e g h a t á r o z o t t  h ( p ,  B) f ü g g v é n y  e l e g e t  t e g y e n  a  ( 3 . 2 3 )  é s  a  
( 3 . 2 5 a ) - ( 3  . 2 5 f ) f e l t é t e l e k n e k .

A ( 3 . 2 7 )  e g y e n l ő s é g  a l a p j á n :

h ’ ( p ,  B ) | p=1 = -В  y ( l ,  B) ( 3 . 2 9 )

A ( 3 . 2 5 d )  f e l t é t e l t  f i g y e l e m b e  v é v e  a  ( 3 . 2 9 )  e g y e n l ő s é g b ő l  a z  
a l á b b i  e g y e n l ő s é g  k ö v e t k e z i k :

y ( l ,  B) s 1 ( 3 . 3 0 )

A ( 3 . 2 7 )  e g y e n l ő s é g  f e l h a s z n á l á s á v a l  a  ( 3 . 2 3 )  e g y e n l e t  a z  a l á b ­
b i  e g y e n l e t t é  a l a k u l  á t :

- B  I n  p C y ( a p ,  В) -  y ( p ,  B)3 -  В I n  a C y ( a p ,  B) -  y ( a ,  B)3 =

= T ( a , p ,  B) ( 3 . 3 1 )

S z o r o z z u k  a  ( 3 . 3 1 )  e g y e n l e t  m i n d k é t  o l d a l á t  f  ( p ,  B) f ü g g v é n n y e l  
E b b e n  az  e s e t b e n ,  f i g y e l e m b e  v é v e  a  ( 3 . 2 1 )  é s  ( 3 . 2 7 )  e g y e n l ő s é g e  
k é t ,  a z  a l á b b i  e g y e n l e t h e z  j u t u n k :

- B  I n  p [ y ( a p ,  B) -  y ( p ,  B)3 + -B I n  a C y ( a p ,  B) -  y ( a ,  B)3 

1 -  В I n  p y ( p ,  В) 1 -  В I n  p y ( p , B)

f B( p ,  B) • T ( a ,  p ,  B) ( 3 . 3 2 )
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На р->-0, a k k o r  а  ( 3 . 3 2 )  e g y e n l e t  j o b b  o l d a l a  a  ( 3 . 2 4 d )  f e l t é t e l  

a l a p j á n  z é r u s h o z  t a r t .  Ug y a n úg y  t a r t  z é r u s h o z  a z  e g y e n l e t  b a l  
o l d a l á n a k  m á s o d i k  k o m p o n e n s e  i s .  Az e g y e n l ő s é g h e z  t e h á t  s z ü k s é ­
g e s ,  h o g y  p->-0 e s e t é n  a z  e g y e n l e t  b a l  o l d a l á n a k  e l s ő  k o m p o n e n s e  

i s  t a r t s o n  z é r u s h o z .  Ez a z t  j e l e n t i ,  h o g y  a z  a l á b b i  e g y e n l ő s é ­

g e k n e k  k e l l  f e n n á l l n i a :

H m  -B I n  p C y ( a p ,  В) -  y ( p ,  В П  = 0 ( 3 . 3 3 )
p->-0 1 -  В I n  p y ( p ,  B)

M i v e l h o g y

l i m -B I n  p c y ( а р , В) -  y ( p ,  B) ]  _ l i m  y ( a p ,  В) -  y ( p ,  B) _ 
p-vO 1 -  В I n  p y ( p ,  B) p+0 y ( p ,  B)

= 1 im í -  1 )  ( 3 . 3 4 )
P+0 ' y ( p ,  B) /

A ( 3 . 3 3 )  e g y e n l ő s é g  a k k o r  é s  c s a k i s  a k k o r  á l l  f e n n ,  ha

l i m  У( а Ь -  P.) = !  ( 3 . 3 5 )
p->- 0 у  ( p , В )

A ( 3 . 3 5 )  e g y e n l ő s é g  v i s z o n t  a k k o r  é s  c s a k i s  a k k o r  l e h e t  i g a z ,  h a  

l i m  y ( p ,  B) = l i m  y ( a p ,  B) = z (B)  ( 3 . 3 6 )
p+0 p-*-0

a h o l  z (B)  а  В t e t s z ő l e g e s  f ü g g v é n y e .
A b b a n  a z  e s e t b e n ,  h a  B-^°°, a k k o r  a  ( 3 . 3 2 )  e g y e n l e t  j o b b  o l d a l a  
a  ( 3 . 2 4 e )  f e l t é t e l  a l a p j á n  z é r u s h o z  t a r t .  A h h o z ,  h o g y  a  b a l  o l ­
d a l a  i s  t a r t s o n  z é r u s h o z ,  a z  a l á b b i  e g y e n l ő s é g e k n e k  k e l l  f e n n á l l ­

n i u k  :

l i m  У ( а р ,  В) -  У ( P , B) _ l i m  I n  a C y ( a p ,  В) -  y ( a ,  В ) 1 _ Q 
y ( p ,  B) B-*-°° I n  p y ( p ,  B) '

A f e n t i  e g y e n l ő s é g e k  v i s z o n t  a k k o r  é s  c s a k i s  a k k o r  á l l n a k  f e n n ,  

h a
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l i m  y ( p ,  В) = l i m y i a p ,  В) = l i m  у ( а ,  В) = С ( 3 . 3 7 )

a h o l  С p - t ő l  é s  B - t ő l  f ü g g e t l e n  c o n s t a n s .

A ( 3 . 3 0 )  f e l t é t e l t  f i g y e l e m b e  v é v e  a z  a l á b b i  e g y e n l ő s é g n e k  k e l l  
f e n n á l l n i a  :

A ( 3 . 3 7 )  é s ( 3 . 3 8 )  e g y e n l ő s é g e k  e g y b e v e t é s é b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  
h o g y

B->°°

A b b a n  a z  e s e t b e n ,  h a  B-*0, a  ( 3 . 3 1 )  e g y e n l e t  j o b b  o l d a l a  a  ( 3 . 2 4 c )  

f e l t é t e l  a l a p j á n  z é r u s s á  v á l i k .  A h ho z ,  h o g y  a z  e g y e n l e t  b a l  o l ­
d a l a  i s  b á r m i l y e n  p - n é l  é s  a - n á l  z é r u s h o z  t a r t s o n ,  s z ü k s é g e s ,  h o g y  
a z  a l á b b i  á l l i t á s  l e g y e n  i g a z :

l i m  СВ у ( p , B ) :  = 0 ( 3 . 4 0 )

E z z e l  a  2.  lem m a ö s s z e s  á l l i t á s á t  b e b i z o n y í t o t t u k .

3 .  lem m a

A h h o z ,  h o g y  a  ( 3 . 1 )  e g y e n l e t  á l t a l  d e t e r m i n á l t  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  
e l e g e t  t e g y e n  a z  f )  k ö v e t e l m é n y n e k  i s ,  a z  s z ü k s é g e s ,  h o g y  a z  o t t  

s z e r e p l ő  y ( p ,  B) f ü g g v é n y  a z  a l á b b i  f e l t é t e l t  e l é g i t s e  k i :

C = 1 ( 3 . 3 8 )

l i m  у ( p , В) = 1 ( 3 . 3 9 )

B+0

y ( p ,  0)  = 1 ( 3 . 4 1 )

B i z o n y í t á s
A ( 3 . 1 )  e g y e n l e t  a l a p j á n :

1
l i m  f ( p ,  B) = l i m  Cl -  В I n  p y ( p ,  B ) 3 B 
B+0 B+0

1 B)
l i m
B+0

( 3 . 4 2 )
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V e z e s s ü k  b e  a z  a l á b b i  j e l ö l é s t :

1 ( 3 . 4 3 )
X = -  ------------------------------

В I n  p у ( p , В )

A ( 3 . 4 0 )  f e l t é t e l  a l a p j á n  B->0 e s e t é n  x->--°°.

A f e n t i e k e t  f i g y e l e m b e  v é v e  a  ( 3 . 4 2 )  ö s s z e f ü g g é s b ő l  a z  k ö v e t ­

k e z i k ,  h o g y

l im  f ( p ,  B) 
B+0

0)

p y ( p > 0)

( 3 . 4 4 )

A ( 3 . 4 4 )  ö s s z e f ü g g é s b ő l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  az- f ( p ,  B) f ü g g v é n y  

a k k o r  é s  c s a k i s  a k k o r  t e s z  e l e g e t  a z  f )  k ö v e t e l m é n y n e k  i s ,  h a

y ( p ,  0 ) = 1  ( 3 . 4 5 )

E z z e l  a  t é t e l  ö s s z e s  á l l i t á s á t  b e b i z o n y í t o t t u k .

A t é t e l  é r t e l m é b e n  t e h á t  a z  a ) ,  b ) ,  d ) ,  f ) ,  g ) , h ) , é s  i )  f e l ­
t é t e l e k n e k  c s a k i s  a  ( 3 . 1 )  t i p u s u  f ü g g v é n y e k  f e l e l n e k  meg .  Az 

a l á b b i a k b a n  r á v i l á g í t u n k  a z  i l y e n  t i p u s u  f ü g g v é n y e k  e g y i k  é r d e ­

k e s  t u l a j d o n s á g á r a :
L e g y e n  x o l y a n ,  1 v e s z t e s é g g e l  j á r ó  v é l e t l e n  e s e m é n y ,  a m e l y n e k  

v a l ó s z i n ü s é g e  p ( x ) .
M i n t  i s m e r e t e s ,  e n n e k  a z  e s e m é n y n e k  e n t r ó p i á j a  a  k ö v e t k e z ő k é p ­

p e n  f e j e z h e t ő  k i :

H ( x )  = - I n  p ( x )  ( 3 . 4 6 )

A ( 3 . 4 6 )  é s  ( 3 . 2 0 b )  k é p l e t e k  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a  ( 3 . 1 )  t i p u ­
s u  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  p ~ 0 é r t é k e k n é l  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  f e j e z h e t ő  
k i :

_1

-  B z ( B ) H ( x ) D Bf ( p ,  B) Cl ( 3 . 4 7 )
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A ( 3 . 4 7 )  e g y e n l e t  a z t  j e l e n t i ,  hogy  p=0 é r t é k e k n é l  a z  f ( p ,  B) 
f ü g g v é n y  v i s e l k e d é s é t  a  v é l e t l e n  e s e m é n y e k  e n t r ó p i á j a  h a t á r o z  

z a  meg.  A ( 3 . 1 )  t i p u s u  f ( p ,  B) f ü g g v é n y e k  k ö z ü l  k i t ü n t e t e t t  

h e l y z e t e  v a n  a z  a l á b b i  f ü g g v é n y n e k  ( e b b e n  a z  e s e t b e n  y ( p ,  B)

= i);

f ( p ,  B) = (1 -  В I n  p ) B ( 3 . 4 8 )

A ( 3 . 2 a ) ,  ( 3 . 2 c )  é s  ( 3 . 2 d )  e g y e n l ő s é g e k  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  
u g y a n i s  •

l i m  Cl -  В I n  p  у ( p , B) 3 B = ( 1  -  В I n  p ) B ( 3 . 4 9 )
B +l
B+0
B->°°

A ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  k i t ü n t e t e t t  h e l y z e t e  m á s r é s z t  a b b ó l  f a k a d ,  
h o g y  n emcs ak  k i s  v a l ó s z i n ü s é g e k n é l , h a nem p e g é s z  t a r t o m á n y á ­

b a n  e f ü g g v é n y  v i s e l k e d é s é t  a  v é l e t l e n  e s e m é n y e k  e n t r ó p i á j a  
h a t á r o z z a  m e g .
A 3 .  lemma é r t e l m é b e n  a  ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  e l e g e t  t e s z  a z  f )  f e l  

t é t e l n e k .  ( A d o t t  e s e t b e n  u g y a n i s  y ( p ,  В) a 1 ) .

B e b i z o n y i t h a t ó  ( 1 .  a  F ü g g e l é k e t ) ,  hogy  e z  a  f ü g g v é n y  a z  f )  
f e l t é t e l e n  k i v ü l  k i e l é g i t i  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y r e  v o n a t k o z ó  

t ö b b i  k ö v e t e l m é n y t  i s .
M i n d e z t  f i g y e l e m b e  v é v e  a  s ú l y o z ó  f ü g g v é n y n e k  é p p e n  a  ( 3 . 4 8 )  
f ü g g v é n y t  v á l a s z t o t t u k .

4 .  Az ( 1 ,  p ;  0 ,  1 -  p) t i p u s u  a l t e r n a t i v á k  v e s z é l y e s s é g é n e k  

é r t é k e l é s e  n e m  i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e k  e s e t é n

Az e l ő z ő  f e j e z e t  e r e d m é n y e i  a l a p j á n  t e h á t  a  ( 2 . 4 0 ) - b e n  s z e ­

r e p l ő  f ( p ,  B) s ú l y o z ó  f ü g g v é n y  m e g e g y e z i k  a  ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y ­
n y e l  .

E z t  f e l h a s z n á l v a ,  a  f e n t i  t i p u s u  a l t e r n a t i v á k  v e s z é l y e s s é g e  

nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s e k  e s e t é n  a z  a l á b b i  U ( l ,  p ,  B) r i z i k ó ­
f ü g g v é n n y e l  f e j e z h e t ő  k i :



-  31 -

U ( l ,  p ,  В) = 1 • f ( p ,  B) = 1 ( 1  -  В I n  p ) B ( 4 . 1 )

a h o l  В a z  ó v a t o s s á g  m é r t é k é t  k i f e j e z ő  k o n s t a n s ,  a m e l y n e k  é r ­
t é k é t  maga a  d ö n t é s h o z ó  v á l a s z t j a  k i  a  ( 0 ,  <=°) t a r t o m á n y b ó l .  

K i i n d u l v a  a  ( 4 . 1 ) - b ő i ,  a r r a  a  k é r d é s r e  k e r e s ü n k  m o s t  v á l a s z t ,  

h o g y  v a j o n  m i l y e n  f ü g g v é n y k a p c s o l a t n a k  k e l l  l e n n i  a  p é s  1 k ö ­
z ö t t  a h h o z ,  h o g y  ( 1 ,  p ;  0 ,  1 -  p )  t i p u s u  a l t e r n a t i v a  v e s z é ­
l y e s s é g e  e g y  a d o t t  R (R <_ 1 )  é r t é k k e l  l e g y e n  e g y e n l ő ,  v a g y i s  

a  k ö v e t k e z ő  e g y e n l ő s é g  t e l j e s ü l j ö n :

U ( l ,  p ,  B) = R ( 4 . 2 )

_1

A ( 4 . 1 )  é s  ( 4 . 2 )  e g y b e v e t é s e  

a z  a l á b b i  a l a k ú  l e s z :

P

1
В

1
В Ф

В

a l a p j  á n e z  a  f ü g g v é n y k a p c s o l a t

( 4 . 3 )

A d o t t  v e s z é l y e s s é g ü  a l t e r n a t í v á k  e s e t é n  t e h á t  a z  1 n ö v e l é s é ­
v e l  p é r t é k e  e x p o n e n c i á l i s a n  c s ö k k e n .
Ha a  ( 4 . 3 )  f ü g g v é n y t  f e l r a j z o l j u k  a  1 ,  p s i k b a n ,  a k k o r  o l y a n  

p o n t o k  h e l y g ö r b é j é t  k a p j u k ,  a m e l y n e k  (1,  p )  k o o r d i n á t á i  a z o ­
n o s  v e s z é l y e s s é g ü  a l t e r n a t í v á k a t  j e l l e m z i k  ( a  t o v á b b i a k b a n  e z t  
a z  e g y e n l ő  v e s z é l y e s s é g ü  a l t e r n a t í v á k  j e l l e g g ö r b é j é n e k  f o g j u k  

n e v e z n i ) .
A 2 .  á b r á n  l á t h a t ó  a  ( 3 . 4 8 ) - c a l  m e g a d o t t  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  me­
n e t e  a  (0 < p < 1) t a r t o m á n y b a n  a  k ü l ö n b ö z ő  В é r t é k e k n é l  

(B = 0 ;  0 . 1 ;  1 ;  1 0 ;  °°) .  A 3.  á b r a  á b r á z o l j a  u g y a n e z e k e t  a  
f ü g g v é n y e k e t  l o g a r i t m i k u s  k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n .
A 2 .  á b r a  j ó l  s z e m l é l t e t i  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  a z  a ) ,  b ) , 
c ) ,  d ) , e ) ,  f ) ,  g )  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l é s e  m i a t t  a d ó d ó  s a j á t o s ­

s á g a i t  .
Az a l á b b i a k b a n  f e l s o r o l j u k  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  n é h á n y  o l y a n  

t u l a j d o n s á g á t ,  a m e l y  nem s z e r e p e l  u g y a n  e f ü g g v é n y r e  v o n a t k o z ó  
f e l t é t e l e k  k ö z ö t t ,  a z o n b a n  i g e n  f o n t o s  a  ( 4 . 1  )' k r i t é r i u m n a k  a  
d ö n t é s h o z a t a l n á l  v a l ó  f e l h a s z n á l á s á n á l  ( e  t u l a j d o n s á g o k  b i z o ­

n y í t á s a  m e g t a l á l h a t ó  a z  I .  F ü g g e l é k b e n ) .
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1 .  A (0 < p <_ 1 ,  0 < a <  1 )  t a r t o m á n y b a n  t e t s z ő l e g e s  v é g e s  

В > 0 e s e t é n

> о ( 4 . 4 )
l f  ( а р  , В) J-p
Ez a z t  j e l e n t i ,  h o g y  a d o t t  В é s  a  m e l l e t t  a z f ( p ,  B) 

f ( a p ,  B)
h á ­

n y a d o s  p c s ö k k e n t é s é v e l  c s ö k k e n .
Az f ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  e z t  a  t u l a j d o n s á g á t  j ó l  i l l u s z t r á l ­
j á k  a  3 á b r á n  l á t h a t ó  j e l l e g g ö r b é k  i s .  Ez a  t u l a j d o n s á g  e g y é b ­

k é n t  s z ü k s é g e s  k ö v e t k e z m é n y e  a n n a k ,  h o g y  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  

e l e g e t  t e s z  a z  i )  f e l t é t e l n e k .
2 .

l i m  ^  ̂P ’——— = 1  ( a  = c o n s t a n s )  ( 4 . 5 )
p-*0 f ( a p ,  B)

A ( 4 . 5 )  e g y e n l ő s é g  e g y é b k é n t  s z ü k s é g e s  k ö v e t k e z m é n y e  a n n a k ,  
h o g y  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  e l e g e t  t e s z  a  h )  f e l t é t e l n e k .

3 .

I B)_ j  < 0  ( В > 0 ,  0 < а < 1 )  ( 4 . 6 )
( f  ( a p ,  B ) J B

Az f ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  a  ( 4 . 6 )  t u l a j d o n s á g á t  j ó l  i l l u s z t r á l ­

j a  a  3 .  á b r a .
4 .

1 ^  » - -d  < -  (В > 0 ,  0 < a  < 1) ( 4 . 7 )
f ( a p ,  В) a

5 . A 0 < p < 1 ,  0 < a < l  t a r t o m á n y b a n  В > 0 e s e t é n :

f ( a p ,  B) > f ( p ,  B) ( 4 . 8 )
a p  p

Ez a z t  j e l e n t i ,  h o g y  В > 0 - n á l  a z  Ü P u —Ш  h á n y a d o s  p c s ö k k e n -
P

t é s e k o r  n ö v e k s z i k .
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6 .

> о

7 .

f (p> в )  > 1 
P

( U . 9)

( 4 . 1 0 )

Az f ( p ,  B) f ü g g v é n y n e k  e z  a  t u l a j d o n s á g a  j ó l  l á t h a t ó  a  3.  á b r á b ó l .  
M ost  p e d i g  v i z s g á l j u k  m e g ,  h o g y  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  ( 4 . 4 ) - ( 4 . 1 0 )  
t u l a j d o n s á g a i n a k  v a j o n  m i l y e n  k ö v e t k e z m é n y e i  v a n n a k  a  ( 4 . 1 )  k r i ­

t é r i u m  a l k a l m a z á s a  s z e m p o n t j á b ó l .
H a s o n l í t s u k  e l ő s z ö r  ö s s z e  e k r i t é r i u m  a l a p j á n  a z  a l á b b i  k é t  a l t e r ­

n a t i v a  v e s z é l y e s s é g é t .

A1 = ( 1 1 ’ P l»  °> 1 " P i } ( 4 . 1 1 )

A„ = ( 1 . ,  а р  ; 0 ,  1 -  a p . ) ( 4 . 1 2 )

J e l ö l j ü k  a z  A^ a l t e r n a t i v a  v e s z é l y e s s é g é t  R ^ - g y e l ,  a z  A2~ é t  R2‘ 

v e i .  E j e l ö l é s e k k e l  a  ( 4 . 1 ) - b ő l

R1 U ( l 1 , p ^ ,  B) f ( p 15 B)
( 4 . 1 3 )

R„ U ( h  , a p 1 , B) f ( a p 15 B)

A ( 4 . 4 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a  ( 4 . 1 3 ) - b ó l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  p .

R1c s ö k k e n t é s é v e l  h á n y a d o s  i s  c s ö k k e n .  Ez a z t  i s  j e l e n t i ,  h o g y
R 2

a z  a d o t t  k r i t é r i u m  a l k a l m a z á s a  e s e t é n  a  k ü l ö n b ö z ő  v é l e t l e n  e s e m é ­
n y e k  v a l ó s z i n ü s é g e  k ö z ö t t i  k ü l ö n b s é g e k n e k  a n n á l  k i s e b b  h a t á s u k  v a n  
a  d ö n t é s r e ,  m i n é l  k i s e b b  v a l ó s z i n ü s é g e k r ő l  v a n  s z ó .  A n u l l á h o z  k ö ­

z e l i  p^  v a l ó s z i n ü s é g e k n é l  a z  A^ é s  A2 a l t e r n a t i v á k  v e s z é l y e s s é g e

k ö z ö t t i  k ü l ö n b s é g  e l h a n y a g o l h a t ó .
A ( 4 . 1 3 )  é s  ( 4 . 5 )  e g y b e v e t é s e  a l a p j á n  u g y a n i s :
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Ra . u ( i  , P l , в )
lim —  = lim --------------  =
p^+0 R 2 p^+0 U(l1 , ap^, B)

А (4.6) és (4.13) egybevetéséből
R1p. = const mellett 5̂—  hányados

f  (p-i , B)
l i m  ------ ----------- = 1
p ^ O  f  ( a p ^  , B)

v i s z o n t  a z  k ö v e t k e z i k ,  

В n ö v e l é s é v e l  c s ö k k e n .

( 4 . 1 4 )  

h o g y  h a

V é g ü l  a  ( 4 . 7 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a  ( 4 . 1 3 - ) - b ó l

R1v e t k e z i k ,  h o g y  a  0 < p^ < 1 t a r t o m á n y b a n  a z  

m i n t  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m  a l k a l m a z á s á n á l

В > 0 e s e t é n  k ö -  

h á n y a d o s  k i s e b b

( o t t

R1 _ f ( P l ) 1

R2 f ( a p ^ )  a
( 4 . 1 5 )

A j a v a s o l t  k r i t é r i u m  e l ő b b  e m l i t e t t  t u l a j d o n s á g a i  a  k ö v e t k e z ő k é p  
p e n  i s  i n t e r p r e t á l h a t ó k .

A ( 3 . 4 6 )  e g y e n l ő s é g e t  f i g y e l e m b e  v é v e ,  a  ( 4 . 1 )  k r i t é r i u m  a  k ö v e t  
k e z ő k é p p e n  f e j e z h e t ő  k i  a z  e n t r ó p i a  f o g a l m á n a k  f e l h a s z n á l á s á v a l :

_1

U ( l ,  p ,  B) = I C I  + В H ( x ) : B ( 4 . 1 6 )

A ( 4 . 1 6 )  a z t  j e l e n t i ,  h o g y  e g y s z e r i ,  

t á l n á l  a  d ö n t é s  s z e m p o n t j á b ó l  nem a z  
hanem  a z  e n t r ó p i á j a  a  f o n t o s .
M os t  p e d i g  a  ( 3 . 4 6 )  f e l h a s z n á l á s á v a l  
é s  ( 4 . 1 2 )  á l t a l  k i f e j e z e t t  A^ é s  A2

nem i s m é t e l h e t ő  d ö n t é s h o z a -  

e s e m é n y e k  v a l ó s z i n ü s é g e ,

h a s o n l í t s u k  ö s s z e  a  ( 4 . 1 1 )  

a l t e r n a t i v a  v e s z é l y e s s é g é t .

A ( 3 . 4 6 ) ,  ( 4 . 1 3 )  é s  ( F . 1 0 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a

a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  f e j e z h e t ő  k i :
1

R1 _ f ( p l )  _ /  1 В I n  a  ^
В
\ -

/ H ( x 2 ) -  H ( x^

R2 f ( a p ^ ) ! 1 -  В I n  p ^ l 1 ' [ В " 1 + H( x ^ )

h á n y a d o s

1
В

( 4 . 1 7 )

a h o l

x ^  -  a z  1^ v e s z t e s é g g e l  j á r ó ,  p^  v a l ó s z i n ü s é g ü  v é l e t l e n  e s e m é n y ;  

x 2 -  a z  1 2 v e s z t e s é g g e l  j á r ó ,  p 2 = a p ^ v a l ó s z i n ü s é g ü  e s e m é n y .
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A ( 4 . 1 7 ) - b ő l  l á t h a t ó ,  h o g y  a  n u l l á h o z  k ö z e l i  v a l ó s z í n ű s é g e k -
_  ^

n é l , v a g y  n a g y o n  n a g y  В é r t é k n é l  ( e z e k b e n  a z  e s e t e k b e n  В «

R1«  H ( x 2 ) ) 5 a z  h á n y a d o s  В = c o n s t  m e l l e t t  k i z á r ó l a g  a

H ( x 2 ) -  H( x^ )
--------HTx- )------  h á n y a d o s t ó l  f ü g g .

Az a l á b b i a k b a n  h a s o n l í t s u k  ö s s z e  a z  a d o t t  k r i t é r i u m o t  a  v á r h a t ó  

é r t é k  k r i t é r i u m m a l  a z  e g y e n l ő  v e s z é l y e s s é g ü  a l t e r n a t í v á k  j e l l e g ­
g ö r b é j é n e k  l e f o l y á s a  t e k i n t e t é b e n .  Az R v e s z é l y e s s é g ü  a l t e r n a t í ­
v á k  j e l l e g g ö r b é j é n e k  a z  e g y e n l e t e  a z  a d o t t  k r i t é r i u m  e s e t é n  a  

( 4 . 3 )  s z e r i n t ,  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m a  e s e t é n  p e d i g  a z  a l á b b i  

módon f e j e z h e t ő  k i :

p ’ ( 1 )  = -  ( 4 . 1 8 )
1

A ( 4 . 1 )  é s  ( 4 . 2 )  e g y b e v e t é s e  a l a p j á n :

R _ U ( l ,  p ,  B) _ f ( p 5  B) ( 4 . 1 9 )
1 1

A ( 4 . 1 9 )  f e l h a s z n á l á s á v a l  a  ( 4 . 3 )  á l t a l  é s  a  ( 4 . 1 8 )  á l t a l  k i f e j e ­
z e t t  v a l ó s z í n ű s é g e k  h á n y a d o s a  a z  a l á b b i  e g y e n l ő s é g n e k  t e s z  e l e g e t

= — P ( 1 )  ( 4 . 2 0 )
p ’ ( l )  f ( p ,  B)

A ( 4 . 1 0 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a  ( 4 . 2 0 ) - b ó l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  m i n ­

d e n  1 - r e

p ( l )  < p ’ ( 1 )  ( 4 . 2 1 )

T e h á t ,  a z  á l t a l u n k  j a v a s o l t  k r i t é r i u m  a l k a l m a z á s a k o r  a z  e g y e n l ő  
v e s z é l y e s s é g ü  a l t e r n a t í v á k  j e l l e g g ö r b é j e  a l a t t  . h a l a d  a n n a k  a  g ö r ­

b é n e k ,  a m i t  a  v á r h a t ó  é r t é k  k r i t é r i u m a  e s e t é n  k a p u n k .
A ( 4 . 3 ) ,  ( 4 . 9 )  é s  ( 4 . 2 0 )  e g y b e v e t é s é b ő l  v i s z o n t  aí; l á t h a t ó ,  h o g y

P ^  ^ h á n y a d o s  1 n ö v e l é s é v e l  (B = c o n s t  m e l l e t t ) ,  v a l a m i n t  В 
p » ( l )
n ö v e l é s é v e l  (1  = c o n s t  m e l l e t t )  c s ö k k e n .
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A k r i t é r i u m  s a j á t o s s á g a i n a k  i s m e r t e t é s e  u t á n  r á t é r ü n k  m o s t  a  

В ó v a t o s s á g m é r t é k  m e g v á l a s z t á s á n a k  a  k é r d é s é r e .  A B - n e k  a  
( 0 ,  °° ) i n t e r v a l l u m b ó l  v a l ó  k i v á l a s z t á s a  e l é g g é  p r o b l e m a t i k u s ,  
a z  i n t e r v a l l u m  v é g t e l e n  h o s s z a  m i a t t .

E m i a t t  f e l m e r ü l t  a z  a  g o n d o l a t ,  h o g y  a  l e h e t s é g e s  В é r t é k e k

i n t e r v a l l u m á t  a  ( 0 ,  ° ° ) - t ó l  (N , 1 0 ^ ) - r e  c s ö k k e n t s ü k ,  a h o l  

N o l y a n  p o z i t i v  v a l ó s  s z á m ,  a m e l y n é l  a z  i n t e r v a l l u m  c s ö k k e n ­

t é s é n e k  a  d ö n t é s r e  v a l ó  h a t á s a  g y a k o r l a t i l a g  e l h a n y a g o l h a t ó .

M- tu f ( p ,  B) -  f ( p ,  0)  .  f  p ,  00 ) -  f ( p ,  B) , . ,
M i v e l h o g y  —  f ( p ,  0 ) ^  ------  e s  — - - f ( ~p ,  °°У ’------  h á n y a d o ­

s o k  p c s ö k k e n t é s é v e l  n ö v e k s z e n e k ,  a z  u t ó b b i  f e l t é t e l  t e l j e s ü ­

l é s é h e z  s z ü k s é g e s ,  h o g y  még a  l e g k i s e b b  v i z s g á l a n d ó  v a l ó s z í n ű ­
s é g e k n é l  i s  a z  a l á b b i  e g y e n l ő t l e n s é g e k  l e g y e n e k  i g a z a k :

f  ( p ,  °°) -  f  ( p ,  10 N) 

f ( p ,  00)
1 -  f ( p ,  10 N)< —

100

f ( p ,  10 N) -  f ( p ,  0)  _ f ( p ,  10 N) _ ^ < m 
f ( p ,  0 )  p 100

( 4 . 2 2 )

a h o l
m -  a  m e g e n g e d e t t  s z á z a l é k o s  h i b a .

Ha p é l d á u l  a  l e g k i s e b b  f i g y e l e m b e  v e h e t ő  v a l ó s z i n ü s é g  nem n a g y o b b  
— 4 ,, ^10 - n e l ,  a k k o r  m = 4% e s e t e n  N = 3 b i z t o s í t j a  a  ( 4 . 2 2 )  e g y e n l ő t ­

l e n s é g e k  t e l j e s í t é s é t .
A ( 4 . 2 2 )  é r v é n y e s í t é s é h e z  s z ü k s é g e s  N é r t é k e k n é l ,  p l .  N = 3 - n á l  

a z o n b a n  a  l e h e t s é g e s  В é r t é k e k  s k á l á j a  még m i n d i g  t ú l s á g o s a n  s z é ­
l e s  .

А В k i v á l a s z t á s á t  l é n y e g e s e n  m e g k ö n n y i t e n é n k , h a  a z t  v i s s z a  t u d ­
n á n k  v e z e t n i  a z  a l á b b i  t u l a j d o n s á g o k k a l  r e n d e l k e z ő  C m e n n y i s é g e k  
k i v á l a s z t á s á r a  :

1 . C = F ( В) ; a h o l  F ’ > 0D —

2. C . = F ( 10 N) = 0m m

3. C = F ( 1 0 N) max = 100
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C m e n n y i s é g  h a s z n á l a t a  u g y a n i s  a z  ó v a t o s s á g  m é r t é k é n e k  meg­
s z o k o t t  s z á z a l é k o s  k i f e j e z é s é t  t e s z i  l e h e t ő v é .  A ( 4 . 2 3 )  t u l a j ­

d o n s á g o k k a l  b i r ó  C a z  a l á b b i  módon f e j e z h e t ő  k i :

C% = 50 + 50 -  ( 4 . 2 4 )
N

E b b ő l

В = 1 0N ( —  -  1)  ( 4 . 2 5 )
50

A ( 4 . 2 5 ) - b ő l  l á t h a t ó ,  h o g y  C = 5 0 % -n ak  В = 1 f e l e l  meg.
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I . F ü g g e l é k
1 .  A ( 3. Ч- 8 ) f ü g g v é n y  k i e l é g í t i  a z  a )  f e l t é t e l t .  U g y a n i s

1

f ( l ,  B) =/  ------------------- 1 = 1 ( F . l )
l  1 -  В l n  I I

В >_ 0,  В -  v é g e s  c o n s t a n s .
2 .  A ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  k i e l é g í t i  a  b

f  ( 0 , 1_____
В I n  0

1
В

0

f e l t é t e l t .  U g y a n i s

( F . 2 )

В >_ 0 ,  В -  v é g e s  c o n s t a n s .

3 .  А ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  k i e l é g í t i  a  c )  f e l t é t e l t .  U g y a n i s

_1

d  ( p ,  B) = -  -  (1  -  В I n  p ) B

A 0 < p £  1 t a r t o m á n y b a n  

4 .  Az ( f . 3^  a l a p j á n :
f  ’ ( p

P

( - - ) =  - ( 1  -  В I n  p ) B 
P P

( F .  3)
B) > 0 .

f ’ ( p ,  B)|  = 1  В _> 0 В -  v é g e s .
P p = l

T e h á t  a ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  k i e l é g í t i  a  d )  f e l t é t e l t  i s .  
5 .  A ( 3 . 4 8 )  a l a p j á n

I n  f ( p ,  B) = l n ( l  -  В I n  p )
В

Ha a  f e n t i  e g y e n l e t  m i n d k é t  o l d a l á t  В s z e r i n t  d e r i v á l j u k ,  a k k o r  
a  k ö v e t k e z ő  e g y e n l e t h e z  j u t u n k :

f ’ ( p ,  B) 

f  ( p , B)
l n ( l  -  В I n  p )  + — — P--------

В В 1 -  В l n  p

I n n e n  :

f j ( p ,  В) f  ( P , В) —  I n d  -  B l n  p)
в

+ 1 ____l n  p
В 1 -  B l n  p _

( F . 4)
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Ahogyan az (F.4)-bői látható, a 0 < p £ 1 tartományban

f ’ ( p ,  B) > 0 ( F . 5 )

T e h á t ,  a  ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  k i e l é g í t i  a z  e )  f e l t é t e l t  i s .
6 .  A ( 3 . 4 8 )  a l a p j á n :

I n  f ( p ,  B) = - -  l n ( l  -  В I n  p)
В

l i m  Ci n  f ( p ,  B)3 = - l i m  ~*~n  ̂^ ^  I n  p _) _ _]_£m ------ ln _ p ------
B+°° B-*-°° В В-»-“  1 -  В I n  p

U g y a n a k k o r

О

( F . 6)

l i m  f ( p ,  
B-VOO
Az ( F . 6)

l i m  f ( p , 
В-*00

В) = e
l i m C l n  f ( p ,  B)3 
B"*”

é s  ( F . 7)  e g y b e v e t é s é b ő l  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y

В) = e  = 1

( F . 7 . )

( F . 8)

T e h á t ,  a  ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  e l e g e t  t e s z  a  g )  f e l t é t e l n e k  i s .
7 .  A ( 2 . 4 2 )  é s  ( 3 . 4 8 )  a l a p j á n  В £  0 e s e t é n :

т • , 's т  (1  -  B l n  p ) ^  , . 1 -  В l n  apl i m  g ( a ,  p ,  B) = l i m --------------------^  = l i m  -------------------------- ^  =
p->-0 p->-0 - p  p -d  1 -  В l n  p

(1  -  В l n  a p )

В • а
= - â | _  = 1 ( F . 9)

~P
T e h á t  a  ( 3 . 4 8 )  f ü g g v é n y  k i e l é g í t i  a  h )  f e l t é t e l t  i s .
8 .  A ( 2 . 4 2 )  é s  ( 3 . 4 8 )  a l a p j á n :

g ( a , p ,  B) = /  f ( P> 
I f  ( a t

B) B

f ( a p ,  B)
1 -  B l n  a p  = л _ B l n  a_____

1 - B l n p  1 - B l n p
( F . 10)

Az ( F . l O ) - b ő l  l á t h a t ó ,  h o g y  g d a ,  P)  B) _> 0 ,  t e h á t  а  ( 3 . 4 8 )  

f ü g g v é n y  e l e g e t  t e s z  a z  i )  f e l t é t e l n e k  i s .
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9 .  A ( 4 . 4 . )  é s  ( 4 . 5 )  b i z o n y í t á s a :

F e j e z z ü k  k i  a  ( 3 . 4 8 )  a l a p j á n  a z  f '( a p , BB'T h á n y a d o s t :

( a p , В) \

1 -  В I n  ap  

1 -  В I n  p,

A
_L

В
1 - В I n  a  

1 -  В I n  p

1
В

( F . 1 1 )

E n n e k  p s z e r i n t i  e l s ő  d e r i v á l t j a  a z  e g y s z é r ü s i t é s e k  e l v é g z é s e  

u t á n  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  f e j e z h e t ő  k i :

f ( p ,  В) у  = _ 
f ( a p ,  В )/

В I n  a

p ( l  -  В I n  p )

В I n  a  ] 

1 -  В I n  p)

i  - 1
( F . 1 2 )

F i g y e l e m b e  v é v e ,  h o g y  a z  a d o t t  e s e t b e n

P < 1 es ’ .a < 1

a z  ( F . 1 2 ) - b ő l  a  ( 4 . 4 )  i g a z  v o l t a  k ö v e t k e z i k .  

Az ( F . 1 1 ) - b ő i  h a t á r á t m e n e t t e l

l i m
p->0 f ( a p ,  B)

1 -  l i m В I n  a

1
В

p->0 1 -  В I n  p/

a d ó d i k .

1 0 .  A ( 4 . 6 )  b i z o n y í t á s a

Az С-?—■’——i-y h á n y a d o s n a k  В s z e r i n t i  e l s ő  d e r i v á l t j a  a  k ö v e t -t  a p , ti )

k e z ű k é p p e n  f e j e z h e t ő  k i :

5
Вf ( p ,  В) \* f B ( p ’ B) ’ f ( a p ’ B) '  f ( p ’ B) ■ f B( a p ’ B)— • ■ * ( F . 1 3 )

f ( a p ,  B), В f  ( a p ,  B)

Az (F . 4 ) a l a p j  á n

f u C p .  B)
— --------------  = N ( p ,  B)  ( F . 14 )

f ( p ,  B)
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f Д ( а р ,  В)
— -------------- = N ( а р , В)

f ( a p ,  В)

a h o l

N ( р , В) = —i  l n ( l  -  B l n  p)  + -  -------------------- ( F . 15)
B^ B 1 -  B l n  p

Az ( F . 15)  m i n d k é t  o l d a l á t  p s z e r i n t  d e r i v á l v a  a z  e g y s z e r ü -  
s i t é s e k  e l v é g z é s e  u t á n  a z  a l á b b i  e g y e n l ő t l e n s é g h e z  j u t u n k :

N ’ ( p , B) = (1  ~ B 1.]1 £ )----  : ( l  -  В Í n  p ) " 1 -  11 ( F .  16 )
p В p

M i v e l  a z  ( F . 1 6 )  j o b b  o l d a l á n  s z e r e p l ő  s z ö g l e t e s  z á r ó j e l e k b e n  

l e v ő  k i f e j e z é s  n e g a t i v  e l ő j e l ű ,  e z é r t

N’ ( p , B) < 0 ( F .1 7  )
P

E b b ő l  v i s z o n t  a z  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  a  < 1 e s e t é n

N( a p , B) > N ( p ,  B) ( F . 1 8 )

Az ( F . 1 4 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  e z  a z t  j e l e n t i ,  h o g y

f g ( a p ,  B) f ’ ( p ,  B)

f ( a p ,  B) f ( p ,  B)
( F . 19)

E z t  f e l h a s z n á l v a  a z  ( F . 1 3 ) - b ó l  k ö v e t k e z i k ,  h o g y

( f ( p- B) \  < 0
\  f ( а р  , В) / В

( F . 20)

1 1 .  A ( 4 . 7 )  

A b b ó l ,  h o g y  
k ö v e t k e z i k ,

b i z o n y í t á s a
a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  e l e g e t  

h o g y

t e s z  a z f ) f e l t é t e l n e k ,



f ( p , 0) _ _ £  _ 1
f ( a p ,  0) а р  a

- 4 2  -

( F . 2 1  )

Az ( F . 2 1 )  é s  ( F . 2 0 )  e g y b e v e t é s é b ő l  v i s z o n t  k ö v e t k e z i k ,  h o g y  

t e t s z ő l e g e s  В > 0 é r t é k n é l

f  ( P>- B) ( T . 2 2 )
f ( a p ,  В) a

1 2 .  A ( 4 . 8 )  b i z o n y í t á s a
A ( 4 . 8 )  e g y e n l ő t l e n s é g  b i z o n y í t á s a  c é l j á b ó l  s z o r o z z u k  meg a z  

e g y e n l ő t l e n s é g  b a l  o l d a l á n  l é v ő  ^ f ^ a p ) ^  h á n y a d o s  s z á m l á l ó ­

j á t  é s  n e v e z ő j é t  p f ( p ,  B ) - v e l :

f ( a p ,  B) _ f ( p ,  B) p f ( a p ,  B) 
ap  p a p  f ( p ,  B)

( F . 23)

Az ( F . 2 2 )  f i g y e l e m b e v é t e l é v e l  a z  ( F . 2 3 ) - b ó l  a  ( 4 . 8 )  i g a z  v o l ­

t a  k ö v e t k e z i k .
1 3 .  A ( 4 . 9 )  b i z o n y í t á s a

( f  ( b . g ) |  ’ = 1  f  g ( p , B) ( F . 24 )
\  P / в P

M i v e l  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  e l e g e t  t e s z  a z  e )  f e l t é t e l n e k :  

f » ( p ,  B) > 0 ( F . 2 5 )

Az ( F . 2 4 )  é s  ( F . 2 5 )  e g y b e v e t é s é b ő l  v i s z o n t  a  ( 4 . 9 )  k ö v e t k e z i k .

1 1 .  A ( 4 . 1 0 )  b i z o n y í t á s a
M i v e l  a z  f ( p ,  B) f ü g g v é n y  e l e g e t  t e s z  a z  f )  f e l t é t e l n e k :

f  ( P.’- 0,). = 1 ( F . 2 6 )
P

E z t  f i g y e l e m b e  v é v e  a  ( 4 . 9 ) - b ő l  a  ( 4 . 1 0 )  i g a z  v o l t a  k ö v e t k e z i k .
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I I . F ü g g e l é k

P é l d a  a  k r i t é r i u m  a l k a l m a z á s á r a
T eg y ö k  f e l ,  h o g y  a z  a l á b b i  4 a l t e r n a t i v á t  k e l l  ö s s z e h a s o n l í t a ­

n u n k  a  v e s z é l y e s s é g  s z e m p o n t j á b ó l .

A1 : ( 1 0 ,

A2 : ( 4 0 ,

A3 : ( 330

\ : ( 333

Az a l á b b i

n a k a  ( 4 .

= 3 . 1 6 2  * 0~2 ; 1 ;  3 1 . 6 2  ( v a g y  C = 25%; 50%; 75%) e s e t é n .  A:

ö s s z e h a s o n l í t á s  c é l j á b ó l  k ö z ö l j ü k  a z  a l t e r n a t í v á k n a k  a z  l p .

v á r h a t ó  é r t é k ,  v a l a m i n t  a  m in im a x  k r i t é r i u m  a l a p j á n  t ö r t é n ő
é r t é k e l é s é n e k  e r e d m é n y e i t  i s .

%
T á b l á z a t  1 .

l a l t e r - B=3,162*10 -2 В = 1 В = 31,62 lp minimax
1 I d  L_L”

vák C= 25% C = 50% C = 75% В = 0 В =

Ai 1 . 0 8 4 3 . 0 3 8 . 7 2 8 1 10

A2 0 . 5 4 7 . 1 2 3 4 .1 6 0 . 4 40
СО

< 0 . 6 3 6 4 1 . 5 2 7 8 . 1 6 0 . 3 3 330

\ 1 . 0 3 3 2 . 4 6 2 7 8 . 0 4 0 . 0 3 3 3  333

E t á b l á z a t  a l a p j á n  a z  a l t e r n a t í v á k  v e s z é l y e s s é g i  s o r r e n d j e  a  

k ü l ö n b ö z ő  B - k n é l  a  k ö v e t k e z ő k é p p e n  a l a k u l :

В = 0
_  О \ < >

СО

< А2 < А1
В = 3 . 1 6 2  • 10 А2 < > со < \ < А1
В = 1 *1

<
А 2

< А, < Аз
В = 3 1 , 6 2  
В = °° А1 < 04

< < Ац < со
<

А1 < 04
< < СО
< < \
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a d a t b á z i s  l o g i k a i  s z i n t ű  v i z s g á l a t a  f u n k c i o n á l i s  

f ü g g ő s é g e k  s z e m p o n t j á b ó l

1 1 0 / 1 9 8 0 G a á l  A. -  S o l t é s z  J .  -  Ruda  M. -  R a t k ó  I . :  

T a n u l m á n y o k  a  s t a t i s z t i k a i  a d a t f e l d o l g o z á s r ó l
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