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I. Fejezet

Bevezetés

A funkcionális függőségek alaptulajdonságai

A relációs adatmodell adatbázisok logikai szerke­
zetének leirására alkalmas. A relációs adatbázis egy 
egységét, a Codd-féle relációt egy mátrix alakjában kép­
zeljük el. A mátrix oszlopai az un. attribútumokkal in­
dexeltek: az attribútumok az adatok "fajtái"; ha pl. em­
berek korát és nevét jegyezzük fel egy relációban, akkor 
itt attribútum a kor ée a név. A mátrix egy-egy sora 
egy-egy adategységen, az un. objektumon mért /vagy arra 
vonatkozó, feljegyzett, stb./ attribútumok értékének 
"vektora". Az előbbi példánál maradva, (45, XX. YY) sora 
a reláció mátrixának akkor és csak akkor, ha létezik 
XX. YY nevű 45 éves ember abban az adathalmazban, amely­
re az adatbázis vonatkozik.

Nem engedjük meg, hogy a relációban két sor azo­
nos legyen. Ha például az adathalmazban két 45 éves XX. YY 
nevű ember volna, akkor megkülönböztethetőeknek kell len­
niük, és azt az attribútumot, amely megkülönbözteti őket, 
harmadik oszlopként be kell vennünk a relációba.

Minden egyes cl attribútumhoz tartozik egy
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halmaz, azon dolgok halmaza, amelyek az Ql attribútum 
"értékei" lehetnek; pl.

"kor = ^ 0 év, 1 év, ... , 150 év| ,

T ✓ az emberek nevének halmaza: tulajdonképpen betű-H0V
csoportoknak tetszőleges halmaza. A TQ halmazt az a 
attribútum tartományának vagy domainjének nevezzük. A 
reláció a domainek szorzatterének egy részhalmaza. A 
pontos definició a következő:

1.1 Definició Legyen XI. véges halmaz, és o- € _Q. 
esetén T egy nem üres halmaz; ekkor egy R£-XT hal- 
mázt -Л. feletti relációnak nevezünk; Sl. az attribútumok 
halmaza.

Ha R reláció ~C1 felett és h € R  akkor h egy 
függvény :

a.€il ;

és világos, hogy
(Va)(<x£-Q- =*

Ezekután kifejtjük, hogy mit értünk egy relációs 
adatmodell logikai struktúráján.
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1.2 Definíció Legyen JQ- egy attributumhalmaz 
és R egy ~Q_ feletti reláció. Ha A ̂  Л  , B s  Л  és

S R)(((yc£A)(•«-(«■)= *U))) 4  ( (Vfre&X-Ü-C«.)'

akkor azt mondjuk, hogy В funkcionálisan függ A-tól az
R relációban, jelekben A -> В

А ~г~> В tehát azt jelenti, hogy az R bármely К
sorának B-beli attribútumokhoz tartozó értékeit "megha­
tározzák" az A-beli attribútumokhoz tartozó értékek.

Vezessük be a következő jelölést: ha X,Y két hal­
maz és ^ egy ^ X ^ V  függvény, továbbá Z ^ X  , 
akkor jelölje azt a függvényt, amelynek értelme­
zési tartománya 21 , és minden 2.^2 . -re

n . jp
ifz Cz) = 4 C2) . Az 1.2 definició szerint A  В
akkor ée csak akkor, ha létezik egy Ф i X  T a — Э Xл f A Ä £ 0
leképezés úgy, hogy ha ~$\ £ 'R akkor -$^0,= ф ("6-[а )

Az R  reláció logikai struktúráján az

7 r = { ( A iB): А ^ Я . В ^ - й ,  A “ ^ B }

halmazt értjük. Az У  ̂ -et azért érdemes vizsgálni, 
mert ha adott egy reláció, melynek ismerjük funkcionális 
függőségeit, akkor ezeket felhasználhatjuk bizonyos, az
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adatbázisra vonatkozó információk tömöritésére

Megjegyzések; 1. A logikai struktúra általában 
azoknak a megszorításoknak összessége, amelyek a relá­
ciót a tartományok szorzatterének részhalmazára szűkí­
tik le. A jelen keretek között csak olyan megszoritá-

♦

sokkal foglalkozunk, amelyek funkcionális függőségek 
formájában fogalmazhatók meg, és ezért a logikai struk­
túra fogalmát is csak a funkcionális függőségek kereté­
ben definiáltuk, nem pedig a legáltalánosabb formában.

2. Egy adatbázisban egy R relációnak általában min­
dig csak egy valódi részhalmaza van jelen; a reláció 
éppen érvényes sorai. Úgy gondoljuk azonban, hogy az 
adatbázis tartalma időről - időre változhat, a bázis­
beli reláció sorokkal gyarapodhat, vagy egyes sorok 
törlődhetnek. A logikai struktúra határozza meg, hogy 
milyen sorok kerülhetnek egyáltalán az adatbázisba, de 
ezek általában nincsenek mind jelen. Ennélfogva a bázis 
egy meghatározott időpontjában egy-egy relációban több 
funkcionális függés "látszik", mint amennyi a logikai 
struktúrában van. Ezeket "látszólagos" függőségnek nevez­
zük és vizsgálatukkal általában nem foglalkozunk.

3. Úgy képzeljük, hogy egy-egy reláció bizonyos 
funkcionális függőségei eleve ismeretesek az adatbázis
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tervezője előtt. Ezeket iniciális függőségeknek fogjuk 
nevezni, ezek képezik a logikai struktúra alapjait. Az 
iniciális függőségek azonban általában más, újabb funk­
cionális függőségek létezését implikálják, és a lezárá­
si műveletek tulajdonságait tartalmazza az alábbi defi­
níció.

1.3 Definició Legyen Л  az attribútumok véges 
halmaza és

3=- А ё Л ,  B S i X )
a funkcionális függőségek egy halmaza. Azt mondjuk, hogy 
37 a funkcionális függőségek teljes családja, ha 
rendelkezik a következő négy tulajdonsággal:

^A,B, A*,B* az il tetszőleges részhalmazai )

(Fl) (A, A) € З' ;
(F2) ha (А,В)бЗ:, (b ,B’)é cF, akkor ( A ^ G ^ - ,
(F3) ha(A,B)£3r és (A»,B*) ó (a ,b)*, akkor (A’.B*)^?; 
(F4) ha(A,B)£3: és ( А ^ В ^ ё З" akkor (a u A*, B u B ’jcJ,

C U

* (A* ,B*) £ (a ,B) akkor és csak akkor, ha A*2A, B’GB 
és (A»,B’)>(a ,B) ha (A,B)é(A»,B*J .
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Könnyen ellenőrizhető, hogy ha R reláció Л 
fölött, akkor 3 b  funkcionális függőségek teljes csa­
ládja.

Porditva is, ha 3  funkcionális függőségek teljes 
családja, akkor van olyan R reláció, hogy 3 ^  - З  .
Ez az állitás nem triviális. A tétel Armstrongtól [̂ ЛгтГ] 
származik. Itt egy másik, bizonyitást adunk [\\ Д 
amely, hasonlóan Armstrong bizonyításához konstruktiv, 
aítmban számunkra úgy tűnik, hogy a konstrukció termé­
szetesebb mint Armstrongé. Először azonban foglalkoznunk 
kell a teljes családok maximális elemeinek fogalmával és 
tulajdona ágai va 1.

1.4 Definició Ha 7  teljes család, akkor jelölje
A
7  az 3  maximális elemeinek halmazát. A maximális ele­
mek definíciója:

7 = {(A,B)é3 :

1.1 Tétel C 0  Legyen Л. - ^(A,B)l A£-Ú,B-Xl}
Az vK halmaz egy teljes függőségi család maximális 
elemeinek halmaza akkor és csak akkor ha

(Ml) Minden A-Л  -hoz létezik (A', B')é A  úgy hogy

(A,A)£(A',B')
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(М2) На (А, ß),(A , B')é М. és (А I В1) ^ (А I Bj akkor А  = A' és ß ^ ß 1 

(мз) На (А,В) j (А', В')̂  А  és А'- В akkor В ^ В  is.

Bizonyítás 1. Tegyük fel először, hogy 3* tel-
A

jes család és Л = ?  . Igazolni kell az M1-M3 tulaj­
donságokat.

(Ml) következik (Fl|-ből.
(М2) nyilvánvaló az 1.4 definícióból.
Az (М3) igazolására tegyük fel, hogy (A ,B) ( g1 А*-Ô , 

Ekkor (b, B'j £ (A', B1) tehát (P3) szerint , B'J € 3- és igy 
(P2)szerint, mivel (A, ö)é 3", következik (A i B'j € З  is. De 
akkor (f4) szerint (A l B w  B')é 9“ is. Azonban (A ,B)é(A 1 В о  В') 
ennélfogva (a ,B) maximális volta miatt Buü'=B tehát

B 's  В  .

2. Tegyük fel most, hogy Л  kielégíti az M1-M3 
feltételeket. Tekintsük a funkcionális függőségeknek azt 
az 3~ halmazát, amelyet a következőképpen definiálunk;

У  - : C3(A',B')e A)((A,b)é(A', в'))}

Be kell bizonyítanunk, hogy 3* teljes család, 
melynek maximális elemei az Л  halmazbeli függőségek 
és csak azok.
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А,В,С, В* stb. legyenek Al részhalmazai.

(Fl]: (Ml) miatt van olyan (A ,B')é\/U hogy (А',в')>(А,А)
tehát (A tA)£ 3*.

(P2): Tegyük fel, hogy (A,B) és (B,C) elemei az
3*”-nek. Akkor létezik B')é iM. és (B'^C)^ Æ  
úgy, hogy (A'j B'p (A\ B) és (B^C) } (B,C) tehát 
B'2 ß 2 ß1' » továbbá mivel B ’̂ B 1 , azért
(М3) szerint c'Ç B 1 ie igaz. Látjuk tehát, hogy 
A2A' és C Ç C ' i  B 1 tehát ( A VC) é (A'jC1) é(A', 6') 
ezért (A \C) £ *7 az ?  értelmezése alapján.

(F3): Evidens a reláció tranzitivitása miatt.
(F4): Legyen (A,B) € Э"*, (C,D) € 7  . Akkor 3" definiciója

szerint létezik (A', В')^Лj(C',D')€v/( úgy, hogy
Ib) , I (Ct I>)- С.М1)miatt van olyan (X,Y) с Л  

hogy (X.V) » ( A'vjC', A ’vjC') és Így A Ç Y ^ ' Ç Y ,  
De akkor (.М3) szerint ß'-Vj 3)'?V tehát

(X,Y)^(A B'uD'J^(A  oC ) tehát
(AoC , BuD) 6 ?A  x

3" 5 A  nyilvánvaló.
Q

Meg.i egyzés Ha adva van akkor a hozzá tar­
tozó teljes család

T  » { (A ,b) : (3(A\tf)e <Д)((А , B) í (A1, B-;)}
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Tekintsük a következő halmazt:

$  = { В : (ЭА)((А,В)€ л ) }  ,

amelyet a "maximális jobboldalak halmazának" fogunk ne­
vezni.

Armstrong érdekes eredménye, hogy a maximális jobb­
oldalak halmaza egyértelműen karakterizálja S'* -et és 
A  -et. Ez a tény nagyon hasznos, mert lehetővé teszi 
a teljes családok viszonylag kisebb információval való 
leirását. A CB halmazra a következő tétel érvényes:

1.2 Tétel Legyen funkcionális függőségek tel­
jes családja, az ?  maximális függőségeinek
halmaza -12 felett, és 3  a maximális jobboldalak hal­
maza. Akkor 3  metszetfélháló és S2.€/2> azaz

(Bl) SL€ 3»
(B2) На В В 2бЪ akkor Вл n В* € 3

Forditva, ha 3  kielégiti а B1-B2 feltételeket, akkor 
létezik a funkcionális függéseknek egy és csakis egy tel 
jes családja -Q. felett, amelynek maximális jobboldal 
halmaza éppen CB 1
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Bizonyítás
(Bl) : Teljesül, hiszen (Fi) szerint és
(Ml) szerint ezért létezik X - -Œ. , hogy , -Q)€ \/í
(В2) : legyen В-цВ^'Ъ. Ekkor létezik X,V9J2 úgy, 

hogy 0 A) ,(v, Вг)£Л. ('•' .) szerint 
és igy (Ml) szerint van (Z., Ъ')£\М. úgy, 
hogy (Z \ В1) ^ ( В л П j В/, r\Bj) j azaz B' 9 
-2 В, П  &2 2  Z. -így persze Z ? B 1 ,
ezért (М3) szerint B'9 B,, . Hasonlóan B'^ B^ 
és tehát &9 B A 0 &2 és igy B ’ " B ^ n ß ^  ,

Fordítva, tegyük fel, hogy 'Ъ - *?(-£!.)*teljesiti -̂l -t 
és (B2)-t. Legyen S* = { (A ;B) ' minden В ' £ -re 
д с  g 1 ^  gjCgij- . Könnyű ellenőrizni, hogy S 7 

teljes család .
a , N „ *

Bebizonyítjuk, hogy Э1 = \AC * ^ в У611 C^»®) £
Legyen ^ ^ В'б í  : A 9  B1} ; ekkor В = П К .
véges volta és ®1 » ®2 miatt igy В £ (В

Tegyük fel most, hogy B€ (B . S' teljes család,
ezért létezik maximális eleme S" -nek
úgy, hogy A 1 9 Ô 9  . Ekkor S'” definíciója miatt
А л9 В maga után vonja В^9 ß teljesülését; azaz

В=Вл€ ф .

* я>C-û ) jelöli az -Q, hatványhalmazát, azaz

qi(XL)= { A  : A S U }
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Azt kell még megmutatnunk, hogy 3" az egyedüli teljes 
család, amelynek maximális jobboldalhalmaza (B

Tegyük fel, hogy 3h, teljes család, melynek maxi­
mális jobboldalhalmaza . Legyen A ,  az maximá­
lis elemeinek halmaza. Először bebizonyítjuk, hogy 3 h -3* 
Minden B'éCB -re létezik (а \В|)€ Л 1 és ha (A i B) £ 3\, } A £ B' 
akkor létezik(Al'\B'l)€ úgy, hogy (A'\ B") £ (A, Bj és A* £ B'. 
(М3) miatt ekkor В" - B' j igy B-B'. Ezért ^A,B)€3'9 3- 
definíciója szerint.
Végül megmutatjuk, hogy

Ha (A , B) € 3 r akkor (Ml) szerint (А* ,В')€Л.>| 
valamely A* ̂ A -  &' -re hiszen^ (AjC'S-j (?1) miatt. 
definíciója miatt ß£&' ; igy (A\B')^(A | B) és igy

(Ayfyê  alapján.

Meg.i egy zés : Ha (5 -ra igaz (31 ) és (L2) ,
akkor а 'Ъ -hez tartozó teljes család

ï  - |(А,Ь) : (V B'e'BKAsB1 =* B S  В1)}

1.4 Definíció Legyen ф  £ Ф(^1) metszetfélháló, 
azaz о (B . Az ^ ~ halmazt Ф ____ gene­
rátorrendszerének nevezzük, ha

ф  - í 0 3 ’ : 3 ’̂ a }
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Hajtetszőleges részhalmaza SÍ hatványhalmazának,
■■P(-ft-) -nek, akkor az 3 által generált metszetfélháló 
(& , ha minden В halmaza metszeteként áll elő 3 
bizonyos elemeinek, jelekben

Ъ  = \ 00' : S9 3 }

Nyilvánvaló, hogy minden teljes családot egyértel­
műen meghatározza maximális jobboldalhalmazának egy ge­
nerátorrendszere és minden 3 - 3(-ú)-ra létezik egyetlen S' 
teljes család, amelynek maximális jobboldalainak halma­
zát 3 generálja, és ez az O' - (̂Aib) : ( V G -  ̂
A következő tétel azt mutatja, hogy (Fl)-(W) -gyei 
axiomatizáltuk a relációk funkcionális függésrendsze­
reit.

1.3 Tétel [ 4 ] Legyen *”3  funkcionális függések
teljes családja SÍ. -n. Ekkor létezik olyan R reláció 
SÍ -n, hogy 'З = 3 R .

Bizonyítás legyen А ‘У  , :(3A)((a ,b)€A)j,
В generátorrendszere Ф  -nek, 3 - ̂  G-̂
R relációt konstruálunk* SÍ felett. A reláció sorai ,

; a következő definícióval adottak: (l)

(l) ha -k.o(c0 = 0 minden o, £ Sí -га
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ha Aéi él akkor 'S.,;(a); W =  /

0 ; ha

l j ha

(X €

a. 4

Allitjuk, hogy ‘IT = . 3 definíciója miatt

(A ,B)£ 3- ^  (V i) [ 1 é L é ̂  ^  ̂  A - G^))

Tegyük fel, hogy (A | B) G 3* és'ó.+ gG'R olyanok, hogy

Га  = 3 14a  ) = ^  ̂  ? $ = ^  a ) ; o^v.^^f-£.

Két eset van ;
a/ i=0 R definíciója miatt ekkor Д £ (ĵ  j igy 
miatt В - és ezért f 5 ® § f £,

b/ i> 0 ekkor A £ G{, c\G-j és igy В 9 G,; о G^  ̂ tehát g Гб= • 
Tehát (A ,e>) G ̂  ̂ (A VB)€3^.

Legyenek most A,B>--Q- olyanaok, hogylAib)^?
Ekkor létezik г úgy, hogy Л ̂ i £ Z és A - &i , (x̂  j

igy

^- оГа - ^ Г а és

így 0 ^ ) 4 *? ^ ( A , * ) $ T r .
Végül is 3* “

Q

ж Ez a konstrukció és a bizonyítás új eredmény.
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Kulcsok

Ha R egy reláció —Q- -n, akkor különösen fontosak 
-nek azon elemei, melyek alakúak; hiszen ezek

ismerete teszi lehetővé a reláció sorainak kevés oszloppal 
való karakterizálását.

1.5 Definíció На З' funkcionális függések teljes
A

családja, akkor ~ ^ A : ( Л {-0.)€ ̂  J  elemeit З  kul­
csainak nevezzük.
(Bl) miatt
(ci) -e Ï<P
Továbbá nyilvánvaló, hogy ha

(02 ) K1;K2€ C  akkor ф  l/2 ч-s К ^ ф  К/,

A kulcsok halmaza tehát Sperner-család SÍ felett.

1.4 Tétel Г \ Д Ha "C £ -PC-̂ -) teljesiti Cci) -t 
és (C2 ) -t, akkor létezik 3" funkcionális függések 
olyan teljes családja, amelyre "C az З' kulcsa­
inak halmaza.

Bizonyítás Legyen 'З = ̂  В : -Q.J
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ekkor Ъ  -re nyilván igaz (öl) és ( B2 ) . Az 1.2 Tétel 
szerint létezik olyan З' teljes család, amelynek Pb 
a maximális jobboldalhalmaza. Ez az *3“ igy jellemezhető:

'S • {(A, &) :
ha (ír - -Q. nem tartalmaz egyetlen C -t sem 

és A - & , akkor В  - &  ̂  .

így azon maximális (A (&)€ 3  elemek, melyekre В = -Q- > 
éppen a alakúak, ahol K €  ti j azaz kul­
csainak halmaza ti . q

Megjegyzés 1.4 Tétel nem erősíthető úgy, hogy min­
den "hoz ami teljesiti (pl) -t és (C2) -t,
egyetlen 3 " létezik, mert ha 'Ъ - T(-Q.) metszetre zárt 
és Jl€ Ъ olyan, hogy b £ 'Ъ v ̂ -&][ és ^  ̂  ^  В =£ К j 
akkor (b -hez létezik pontosan egy S  úgy, hogy PB 
az 3 s maximális jobboldalainak rendszere, és igy -e 
az 3  kulcsrendszere. 'C -hez ilyen Pb azonban több 
is lehet: pl. ha -Q. e ^4,2,3} 3 ) akkor
' b o ú í','2h í i 'íb i h , W v , í } )  ás = -г0 u \ \ л j} 
is olyan, hogy -П- -t kivéve, egyik elemük sem tartal­
mazza “C- egyetlen elemét sem, igy ehhez a "C- -hez 
több teljes család is tartozik. Az -Q. feletti Sperner 
rendszerek tehát, mint kulcsrendszerek, a teljes funkcio­
nális függőségi családokat ekvivalenciaosztályokra bont­
ják /ld. 2. Fejezet/.
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Lineáris relációk

Jelölje a racionális számtestet; a
racionális számokból álló n hosszúságú sorozatok halmaza. 
Ekkor természetes módon n-dimenziós vektortér
felett.

1.6 Definició Egy R reláció felett lineáris,
ha R sorainak halmaza altér -ben.

1.7 Definició Legyen R reláció -C2. felett, R - f 
(A.l^CcF^ ekkor az (А,В) funkcionális függés lineáris 
R-ben, ha minden b£B-re léteznek € Q :aeA együtt­
hatók úgy, hogy ha h€R, akkor, Ä Щ  ,*0-

Л€А

1.5 Tétel Ha R lineáris reláció -П- felett és 
(a ,B)£ akkor (A,b) lineáris függés R-ben. /Azaz
lineáris reláció minden függése lineáris./

Bizonyítás feltehető, hogy IB|=1, azaz B= ^b^ , 
mert (A,B^€ akkor és csak akkor, ha ( A , { •£-})€
minden b £ В-re és (A,B) lineáris R-ben akkor és csak 
akkor, ha (a , { b}) lineáris R-ben minden b £ B-re.
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д
Legyen S az R-nek a -ra való vetülete.

Nyilvánvaló, hogy S altere -nak.
Ha xí R, akkor -yv/Гд (x)ç S az x vetülete.
(д Д-6-J) £ miatt : 5 ^  a következő definicióval
függvény: legyen x £ R  esetén x (^) /a zaz
az X vektor b-dik koordinátába/. Aliitjuk, hogy ф  li­
neáris leképezés.

(l4) 2.» akkor x +£.€R; igy, lineáris

volta miatt ir^A Cs + **) “ (rrA Ci) + s.
(х+а)(-6-)= *(-«-) + ^(+)jisy

■f(l^ACï)+ I^a CÜ))' Î ( ' K a ( ï + ,1-))= x(-e-)+

= t ( ^ A  (ï)) + t  (V^A ( ч ))

(2) X.€ R j oC £ Q  J ekkor -^Гд (cC X ) = oÇ ■'рГд é 5 és 

t  (оО'КдС *)) = “í ( ^ a (<**)) = (<*X)(>)^ oC- X(*)*

-<*■ í Ii k a  Cä ))
S lineáris altér ф ф  -ban, ezért ф  kiterjeszthető

-ra egy ф  lineáris leképezéssé; igy v-a.n ^oCa^cxeAj - Ф.
úgy, hogy minden X € -ra *f (x) = £  c*a а. * O). 't<xe a 1 ^
kiterjeszti ф  -t; tehát ф  a kivánt alakú q  

Ha lineáris reláció, akkor R-nek vagy
egyetlen sora van, vagy végtelen sok. R logikai struktúráját
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azonban R-nek már véges sok sora is tükrözi; hiszen 
'?̂ ÍI)2 = |(A , B) •• A véges és ha (А (Ъ) €
nem funkcionális függés R-ben, akkor ezt R-nek két sora 
mutatja.

Mivel a lineáris függések gyakorlati szempontból 
fontosak, sűrűn előfordulnak, érdemes megvizsgálni, hogy 
melyek azok a függésrendszerek amelyek realizálódhatnak 
lineáris relációban.

1.1 lemma Ha 'K — lineáris reláció -O- felett,
és К]_,К2 kulcsa -nek, akkor ( ] = \ \

Biz. : legyen R*£ R olyan reláció XL -n , amelynek véges 
sok sora van és amelyre = • Az 1.5 Tétel
szerint minden eleme lineáris függés. Könnyen
meggondolható, hogy К — -П kulcsa 3 - -nek, akkor 
és csak akkor, ha a £ 6 ̂ ') ’• cl€ K }
vektorhalmaz maximális lineárisan független részhal­
maza £ (^C0-)’ € X. ̂  -nak. így h a K - X .
kulcs, akkor К elemszáma egyenlő az R* mátrixának 
rangjával q

1.1 Következmény Ha lineáris reláció, akkor
*5^ minden kulcsának pontosan annyi eleme van, amekkora
R dimenziója.
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1.1 lemma szerint tehát nem igaz, hogy minden teljes csa­
lád lineáris reláció függésrendszere lehet.

A lineáris relációk függésrendszereinek axiomatizálá- 
sa nagyon nehéz feladat, mert egy "C lineáris re­
láció függésrendszerének kulcsrendszere akkor és csak akkor, 
ha C a Q  felett koordinátázható metróid; és a koor­
dinátázható matroidok belső jellemzése a véges kombinatorika 
régóta vizsgált, máig megoldatlan problémája.

Ha 1-Q-|= fvv ( m. ̂ ■£-^A9-Q:|A|=-fe.Jr  ̂ akkor "C, 
egy lineáris reláció kulcsrendszere.[Sj

Héhány kombinatorikus eredmény

A következőkben a funkconális függések vizsgálatánál 
felmerülő kombinatorikai jellegű problémákkal foglalkozunk. 
(jQ.|=ryv; 9" funkcionális függések teljes családja _I2 fe­
lett, ekkor ^  * 'P(-O-) ( 'ТС-П-) jelöli az -Q.
hat vány halmaz át, azaz ^(-0.) = ̂  A : A £ -Q. } ) j igy

I - 2 ^  • 2°^ = 22̂  = if ̂ , Ha X S V £ SÍ akkor (V, X)£ 3- ;
ezért Z  - Ъ** . Végül is 2 Л  é

о
Relációs adatmodell gyakorlati alkalmazásakor általában 
az a helyzet, hogy adott funkcionális függéseknek egy C
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halmaza / Ç  nem feltétlenül teljes család/ és szeret­
nénk tudni, hogy mik azok a további függések, amelyek biz­
tosan teljesülnek. A funkcionális függések körül nyilván 
a nem triviálisak érdekesek csak.

Mivel minden (a ,b ) függés В jobboldalát tartal­
mazza egy ^A*,В') függés B* jobboldala, azért a nem 
triviálisak közül is csak a maximálisak megismerése fon­
tos.

Hány maximális nem triviális függése lehet egy tel­
jes családnak? Ha csak kevés, akkor "jó lenne". Azonban 
sok lehet.

1.7 Definíció : 90-^0 TC-Û-) lezárás, ha minden
A ,B £ JCL - TTJL

a/ A S  Í ( A )

Ъ/ (A)
о/ A S  8 4  t(B)

На *5" teljes család, akkor az

iÿ O )  = \-e- •. (A,̂ } ) e  ? )  , ha Д е л

definíció lezárást definiál és ha ^  : УÇ-Q.')-5 У (-Q. ) 
lezárás akkor 3"^ = { (A i В) •' В ~ teljes csa­
lád és 3 ^ ^  = 3- és = £ 3^  • Világos továbbá, hogy
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{ íg:(AV-AS ü ) aCB az ^  maximális 
maza, ha З' teljes család.

jobboldalainak hal-

1.8 Definíció Ha lezárás -O. -n. akkor az ( A . Í C a )) 
pár nem triviális, ha A 4  |(A) és maximális, ha

B ^ ,  X ( b ) -  í  (A) * A-в .

Jelölje N ^ ^ a  maximális nem triviális párok számát,

Nn = max  ̂ ( fj; f lezárásJ-

Ekkor 2n“ ,̂ mert ha a. € _Q. rögzitett attribútum
és i(A) = A o ^ cl} akkor ( A ^ A vj^ol}^ maximális nem 
triviális, hacsak (X ̂  Д  j tehát \  №^^.2.°°
nyilvánvalójlényeges eredmény viszont, hogy Nn aszimpto­
tikusan egyenlő 2n-nelE^J.

Tehát ha egy teljes családot a maximális elemeit 
használva kivánjuk leirni, akkor általában 2^“̂  sok 
függést kell megismernünk.

Ha £  egy teljes család kulcsainak rendszere, 
akkor К 4 , « 2 . £ C ) ^  K^-l^azaz "C un. Sperner-
rendszer. Sperner 1928-ban bizonyította 1 З Д .  hogy ha 
l-ß-b™ és 'C - Т^С-Û-) Sperner-rendszer, akkor ( | <
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Láttuk, hogy ha 'C Sperner-rendszer, akkor ti több 
teljes családnak is lehet kulcsrendszere.

Ha ^  Ç metszetfélháló, akkor létezik egyet­
len teljes család, aminek a maximális jobboldal-rendszere
azaz a maximális jobboldalak már egyértelműen meghatározzák
^-t.

Metszetfélhálőttetszőleges generátorrendszere meghatá­
rozza. На 'b metszetfélhálé, akkor van "3 9 úgy, 
hogy Ib = ^ О  О 1 : 3 19 3^ és (Л-J : ha (x € 3 akkor

(7 Ф  П  j H  €  "3 ! -ff Ф G- ; G-C. 44 Jr-

1.9 Definició 3 9 metszettulajdonságú, ha
(#)-t teljesiti

1.6 Tétel Vancu-tdl független konstans úgy, hogy ha (-Q.|rnr\.; 
3 - metszettulajdonságú, akkor

Bizonyítás : Legyen

S = { A £ Í 1 :  1 - é i A i é ^ }

S-n a tartalmazás parciális rendezés ; legyen L az S maxi­
mális láncainak száma; Л  olyan, hogy
A,B,C 6. vÁC különbözők А'оВф-С. Legyen M £  \M. tetsző­
leges, \M| = Û j ekkor olyan maximális lánca S-nek, ami
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átmegy M-en»(V(i) ) • L sok van. Tekintsük azon maximális 
láncait S-nek, melyek átmennek M-en és amelyek nem tartalmas­
nak И f M» amelyre Azok a maximális
S-láncok, melyek M-en átmennek és nem ilyenek, legfeljebb 

</(*) sokan vannak, mert ha minden „rossz11 lánc-£■■ L3 ъ
hoz a benne levő ■—  -as halmazt rendeljük, akkor ezen3
—  -ások közül bármely kettő uniója nem M  j igy 3
ezek száma az Erdős-Chao Ko-Radotf2>í tétel szerint legfel­

j e b b ^  /| ) * ^  -as r®sze M“nek \r\ } VAU » tehát

legfeljebb sok rossz lánc van.

Jelölje \/i, ' az A  i számossága elemeinek halmazát; ekkor igy

2JT3

i-2
l̂ tc с I — é L ,

1 3 4 í )

2 on 
г

azaz I  U U | - ü . £ 7 * 4 .  ,
i ’ l  3' (<} 3. ’

2. V b
tehát ^ ~  a - -ts -i ^ 4r ; tehát 5~ 1 ЛУ • I / 'ri \

» '  r - s 2 с?) ( ф У

azaz -  2 { § э ) -
A Stirling-formulát használva könnyen látható, hogy

| { А 2 Л : | А | < 1  vagy | A | > Í ? j | <  j igy

C  ̂ ahol £ tetszőlegesen kiesig ha n elég nagy

a
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Ez a bizonyítás Pach Jánostól származik; nem nehéz a bizo-
onnyitást úgy módosítani, hogy a c •[ ^

'yC z 3
helyett

( '
\ 4- )([' - 3 j fels° becslést kapjuk; a binomiális el-

^  ésoszlás közismert tulajdonságait használva az -j- 
2. <Y\ helyett kell jobb határokat választani.

Ez az eredmény az, amelyre utaltunk az 1.2 Tétel előtt. 
Az ott Ígért becslés egy teljes család leírásához szükséges 

információmennyiségre J )

Érdekes és valószínűleg nehéz probléma a következő:

1. Probléma Mekkora | ̂  3" • З" teljes család J

ha |_Q_ I = on 2

2. Probléma Igaz-e, hogy létezik n-től független c < 4 
konstans úgy, hogy ha - ?(-&) Sperner rendszer, akkor 
legfeljebb 2.°̂  C db olyan teljes család létezik, melynek "C 
a kulcsrendszere?

Az 1.6 Tétellel kapcsolatban megjegyezzük, hogy létezik 
Л  metszettulajdonságú rendszer, amelyre I Á I -  
Legyen ugyanis - 2nr\ 4 A ̂ 1—0-\ = on. } a £ _Q. , Legyen
Л  = ̂  А - -ü • € A )\A1= A j U - Û . - A 5|A| - <rn ). Ekkor könnyen
ellenőrizhető, hogy M. metszettulajdonságú és (v4|=^ +
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1. 6-t uni ót ulaj dons ágú rendszerre bizonyítottuk, de 
mivel A  £ K-n.) uniótulajdonságú akkor és csak akkor, 
ha '• АС Л] metszettulajdonságú, ezért az eredmény
valóban igaz metszettulajdonságú rendszerekre is.
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II. Fejezet

Eredmények

Mint már azt korábban említettük, a gyakorlatban ál­
talában az a helyzet, hogy az adatbázis alaprelációinak 
néhány funkcionális függését ismerjük; a relációs adat­
modell elméletet arra szeretnénk használni, hogy minél rö- 
videbb úton tudjunk következtetni további függésekre; pl. 
az (A, 12.) alakú kulcsokra vagy az egyéb maximálisakra.
A funkcionális függések által generált teljes család fo­
galmát bevezettük az I. Fejezetben, ezen hallgatólag az 
adott függéseket tartalmazó legszűkebb teljes családot ér­
tettük. Ilyen létezik, mert könnyen ellenőrizhető, hogy 
teljes családok metszete teljes család. A [*,J  alapján a 
következőkben megteremtjük azon eszközöket, melyekkel a 
gyakorlatban hatékony módon tárgyalhatok a függőségek.

A továbbiakban kényelmes lesz ^(Fl) ,(F2);(F3) Ц-)̂-
helyett a következő axiómarendszerrel dolgozni:

(A4) A £ IX (А ,A) e 3"
(Al) ^  ( A u(Boc ) ; A uBvjCuD)€ ^

(A3) ( A , B ) € 9 = ; C ? A ) l > ^ B > = ï ( c l̂ ))£rЗ :
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Alternativ jelölésmóddal : (A (B) 63" j(C|î>) - (A ( ß) =Ф [C t D) € Э7

2.1 lemma 3" teljes család akkor és csak akkor, ha 
3r -re teljesül (Ai);(A2) és (A3)

Biz, : (A2) következik (F-^F^) -bői; mert legyen (A ( &) ,(C jD) £ üf •
ekkor (Fi) miatt (^BoC) BnC)€*?j igy (F1+) szerint
(A ,Aü és (A o(bnó) j Aubu(Bnc)^AvXbnó.) ; A u 6u^)€T; (F4-)
alapján (А и B uС ̂ АиВоСиО)ёЗ^ igy (p2) miatt végül 

( Д и ^ п О / и В о С о ф З 7.
Fordítva, (F2) következik (AZ) -bői В -C -vei és 
(A3)-t használva, és Ao(£>Oá)£ AuC miatt (F̂ t) követ­
kezik (Ai),(A3) -ból.

2.1 Definició a következő kétváltozós művelet

? (-Q -)x? (ü )-n ; ha е 1« (А 1,Б ,) ,е д = (A * , Вг )е  ? (П > ? (> ) ,
akkor legyen

< ч * е2 = ( A, 0(6,0 Aa ), В , и В * )

2.1 lemma miatt ha 3" teljes család, akkor 3- zárt 
# -ra, azaz 6 î  6 ?
Néhány észrevételt teszünk а X műveletről;

1. * asszociatív, azaz -Ç. A *C tx * ■€ 3) ■ (•£,,# * £3
2. -€-C - (A i , Be) j Be 2 A 0 *• i * V "  j ekkori, szerint 

-ê A-e.2 ^ ••••*€.a  zárójelezés nélkül is egyértelmű;



ч а 0  ahol, . _ *•r ̂ '
L ( t )=  A ,0 (6 ^ 0, A i)u (6 , n BjO A3) u  . • . и ^ п В ^ п - .п  6 ^MnA ^) =

= (Ailo B i|)n (A <uA iU B A )n ...n (A1uAl o..uAt .1uBt .,)n(AlU...oA^

3. ha ^С.а ( А С | А ^  ; l = 4 , • • • j akkor

■£4 * 6  , *  ... X Ca ï f . U A i  j U A i  ) azaz t r iv iá l is
н-Ч 0 = 4 /

függésekből a %  művelet t r iv iá l is  függést eredményez.
4. ha ■€s(a ,B )) ß 2 A és £ = ( C , C ) j akkor

L ( t  X .f j  £ L (  .Ç X  ̂ hiszen 

t  = (А и (В пС ); B ü C )  és

| * e - ' ( C u C c n A ) ; B oc ) = ( C u A ,  BucJ
Tehát ilyen 6.,-f mellett €. X £ több információt adó 
függés, mint -f *  e /pontosabban e. x £ legalább annyi 
információt ad, mint |  Xfi /
5. a ^  művelet idempotens, sőt

-£^#€2 # ../f * ...-X minden (é  ̂Ù -re

A továbbiakban egy 4̂ j B̂) függést tr iv iá lisn ak  nevezünk, 
ha В ^  A . Legyen 3^' -  4*Ĉ L) *  olyan, hogy
/\S X l=^^|A )€  3 r " • Legyen Ç az 3" ' *  -zárt burka /ilye n
van, mert X -zárt halmazok metszete is X -zá rt; ahol 

egy *€ 9 TG&^VPGQ^-zárt, ha (V ^(W c^-€^€  C )(e ^e 2X..Xf?€ C)/
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Ekkor -re nyilván igaz (A á) éa И  ; rnig (A3) nem 
feltétlenül. Jelölje Ï  az ï  által generált teljes 
családot. - 3* nyilvánvaló, de általában azaz

nem feltétlenül teljes család; de igaz a következő
А Л

2.2 lemma j és igy 3" kulcsai éppen a
^ kulcsai

Biz. : legyen • vâh (А ) В ) € Cj  ̂hogy C 2 A és D9
Nyilván elég bizonyítani, hogy Ç  — ̂  világos.
Mivel az 3" 11 által generált teljes család és
Ç  -re igaz (A 4) és (A З] és 3 " 11 - Ç.1 « azért 

elegendő megmutatni, hogy ^  -re igaz (A 2)
Legyen tehát (A^ ,B/j) ̂  Ç )[^ 162] ^ *  Ekkor létezik
K ß O , ( A L Bi)€ 9 ÜS7’ihosy A t 2 _A( > ,
ha i = 1,2 . (A* , 64 )4Aí  I )-(A /| u(B,|n A)J; б) О B^) £ Q j 
hiszen -X -zárt.
А^(б,пА^)г Ah(BCnA)),hiszen А , З А )  és А д З А ^  ;
és В. S В ' miatt В ' ̂  В“1 A 'l /1
így ( А ^ С В ^ П А ^  A AOA2oB/1uB2) € Ç V ert 
(A)A)̂ (A,Bj=(!\lAoB)és В -SB* ha С Ä ,Я

2.3 lemma ■€ J =(Ac, nem triviális funkcionális
függések; 3F az általuk generált teljes család;
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Go •= U  В-; ) Г = il ” U) . Ekkor minden (X,-Q-) £ ST -hez léte-i = 4 '
zik permutációja  ̂\)1} • ■■ -kJ -пак úgy, hogy

Biz. : ha (X ,-Q-)é S'akkor 2.2 lemma szerint létezik X* — X  
úgy, hogy (x',-0.) € Gj. (j= 3" ) . Tehát (X , ü)€. felte­
hető. Ekkor, Ç  definíciója szerint valamely °L -
=(d ,p) -re X = Ц^тг,* ет^...^е^* ot)= A ^ o  -u^^a.-nB^nD)

Tehát (A) A K » t \ ^ zy..o(brn...nD)
fennállását kell bizonyítanunk.
Persze & /)u B zo--ob50 D = _Q ; igy

до..иЬ^иГ)п &Aпб^п-oB^jtovábbá, 
mivel A i c  Be , azért

J 2 ( A 54jU...uAi u r ) n B , n . . n &5 5 tehát

r>61 n...n6i n D s ( A 5  + ,nB,'i6i n..nВ^) о
u...vj(A^nI,n...n6v ^ u ( r n B 1n . nB^) )

ami mutatja, hogy m ) igaz.
□

Következmény: к db funkcionális függésből legfeljebb k! 
sok kulcs vezethető le. /Osborne és Tompa tétele/ így ha 
az 3F teljes családot к db nem triviális eleme generálja, 
akkor SF kulcsainak száma legfeljebb k!

2.2 Tétel Minden k-ra létezik k(k-l)
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számossága és к nemtriviális függés felette,
amelyek k! sok kulcsot generálnak.
Biz. ; legyen |_Q.[ = -0- elleneit soroljuk fel egy

-as M  mátrixban, a fóátlót üresen hagyva. 
Legyen Ai a mátrix i-edik sorában levő elemek 
halmaza, BC az i-edik oszlopbelieké. Ekkor a 
mátrix főátló feletti elemei kulcsot alkotnak, hi­
szen az első sortól függ az első oszlop; igy a má­

sodik sor első eleme függ az első sor­
tól, hiszen az első oszlopban van; igy 
a felső háromszög első két sorának unió- 

.i jától függ az első két oszlop uniója, stb 
a felső háromszög első к sorának uniójá­

ig tói függ az első к oszlop uniója, ez 
k-ra indukcióval könnyen igazolható.

На Г г(Т 11- ^ 4) az{<j..,4) -nak egy tetszőleges permu­
tációja, akkor legyen К <77- annak a mátrixnak felső há­
romszögmátrixának elemhalmaza, amely M-ből a sorok és 
oszlopok TT szerinti permutációjával keletkezik. Könnyű 

belátni, hogy ЧГ#'г' Ктг# Ктг' és ^ТТ ,8 с)- t~l
által generált teljes családnak kulcsa. Tehát (A C ) £>i.) - -fe.

M
\

\
\

\

k! sok kulcsot generálnak. □
sí elemszáma a 2.2 Tételben éles, amint azt a következő 

tétel mutatja



2.3 Tétel На к funkcionális függésből к! kulcs 
keletkezik, akkor az attribútumok száma legalább k*(k-l̂

Biz. : legyenek i,=yl)--fe a kezdő funkcionális függé­
sek. Ekkor 2.3 lemma szerint az általuk meghatározott 
kulcsok halmaza à.

= ЧГ = ( %  } .. . }ТГг) permutációja -nekj.

На ['C|="fel akkor 1Г * 1Г1=Э Légy en ОТ̂ (тгл

Z (  'Ч-i) ' О  п В тг/  •• 0 ^  А 1Г\.>|

Minden ~Z.Çi)j') tartalmazza _Q_ -nak egy elemét, amelyet 
(i ̂ 4 (i. } esetén nem tartalmaz, mert ha nem,

akkor П &2 о ..П 0 A-fe-i = (в,, А Вгп.. Пб^.г Г\ fi

и(В4 ПВ2П ..П В^.2П А О állna; és igy

L(€^...^€i./)̂ e ^ ) ç  L(e lenne» arai ellent­
mondás .

Mivel I { ZCt, Л  : С * 3 }( = “fe.(-fe- Л  ) azért igy
^Jl)^-fe(-fe."0 valóban ^

2.2 Definició 2.(Л^) kritikus halmaza
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Ekkor 2.3 Tétel feltételei mellett egyetlen kritikus halmaz 
sem üres.

2.4 Tétel Ka az(AjjBc): 'ÍM-'k. funkcionális függések 
k! kulcsot generálnak, akkor

(i) (У Cí -fe)( |AC|>, -fe'-l)
(ii) minden kulcs elemszáma legalább

Bizonyítás (i) Л 'ТГ1 - A Tj| n Втгг П ... •
azaz legalább (k-lj kritikus halmazt tartalmaz A 0 5 
előző megjegyzésünk szerint egyetlen kritikus halmaz sem 
üres, tehát (A t f ^ "fe." i

(ü) на К = А T/) u(_ 6ir<ln A T i )u.-.o(B1r<in&Irift..o6Tv<nA1t.J 
akkor a К-t képező unió tagjai nyilvánvalóan diezjunktak;
А Тл (4.- 'l) kritikus halmazt tartalmaz ; n A ̂  j (Ч.-2.) -t ̂
stb. ; tehát 1К|^-

2  □

Vegyük észre, hogy 2.3 lemma ad egy algoritmust adott 
funkcionális függések által generált teljes család kulcsai­
nak megtalálására. Az algoritmus általában k! sok lépést 
igényel, ha к db függés adott; a 2.2 Tétel mutatja, hogy 
általában ennél jobb nincs.
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bevezethetőség, teljes család generálása

A következőkben teljes családok generátorrendszereiről 
lesz szó. Megjegyezzük, hogy a levezethetőség fogalma lé­
nyegében ugyanaz, mint a X művelettel való előállitha- 
tóség; az egyetlen különbség az, amire a 2.2 lemma mutat 
rá; azaz, hogy a * művelettel általában csak a maximális 
függéseket tudjuk előállitani.

Meg akarjuk válaszolni azt a kérdést, hogy egy adott
C4-'teljes család generálásához hány eleme szükséges.

Az I. Fejezet utolsó tétele válaszol erre; hiszen,
CB -vei jelölve bF maximális jobboldalainak rendszerét,
CB meghatározza -et. ‘Ъ  -nek egyetlen minimális szá­
mosságra generátorrendszere van, amely CB un. metszétirre— 
ducibilis elemeiből áll, azaz

j \ве'Ь : (v 'Ъ'9Ъ){Ъ= О =» ß e ' S ’)}

d generálja СЪ -t, mint metszetfélhálót. Tegyük fel 
ugyanis, hogy G> € (B maximális számosságra, amely nincs 
az Cl által generált metszetfélhálóban. Ekkor természe­
tesen 'ß£C&~3 j igy В - 0[C : C 2 B c ^ ß  ̂ lc|>lß|^
ezért ha C $ ß  , úgy létezik £ 3 úgy,
hogy C = 0 3 c j ekkor ß = П  ̂  0C3c ' C G СЬ^ ̂ ß]r ̂ С 2 ß3 у 
tehát 3 в ■ VJ S -Ос : С З В  , С 6 £ 3 -re
ß ~ Г) d g, és igy В az C5 által generált metszet­
félhálóban van, ami ellentmondás.
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Másrészt nyilvánvaló, hogy ha Л generálja -t, 
akkor 3 - 3 ’
Tehát ha egy 'У - 37 függéshalmaz generálja 3* -et, 
akkor I'?'I ̂  I ̂  I . Legyen 3 e ̂  : i *4, - j legyenek
AC - -Q.: -4 olyanok, hogy (A i , ßc)e'?. Е к к о г ^ ^ В ф  c
nyilvánvalóan generálja ^  -t. Tehát minimális szá-
mosségú generátorrendszerei 1 U I számosságúak; és 1. 
tétel szerint \3\é. 2.̂ ) ahol 1-0-1 = on .
Szeretnénk leirni a minimális számossága generátorrendsze- 
reket. Ehhez a lsvezethetőség fogalma lesz hasznos.

2.2 Definició Г 2 } funkcionális függések halmaza;
ekkor egy (a ,b ) funkcionális függés levezethető -ból.
ha létezik onn^O és léteznek (A J } Bc]6 3r": i = *)•••,л'П úgy, 
hogyha X 0 = A j =Х^ч и Bi : l = ... от j akkor

és Х с - , ^ Л С  , hi с M ;... пол

2.3 Definiciófgj funkcionális függések halmaza; ekkor 
egy (A,B) funkcionális függés levezethető -ból. ha a 
következő négy szabály véges sokszori, alkalmazásával nyer­
hető ;

[lj ha A £ A S  ü  j akkor (A1) levezethető cF 1 -bői 
2 ha (A I B) és levezethetők 3- ' -bői akkor

(a ,c ) is levezethető FF* -bői

\
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(3) (А,В) és (А,С) levezethetők *"3“ -bői akkor 
^A,Bu ej ie levezethető 3F ' -bői;

(4) 3F' minden eleme levezethető J  ' -bői.

2.4 lemma A 2.2 Definíció szerinti levezethetőség 
fogalma megegyezik a 2.3 Definíció szerinti levezethetőség 
fogalmával.

Bizonyítás legyen funkcionális függések halmaza
-Cl felett és tegyük fel, hogy egy (_A , B) € a
2.2 Definíció szerint levezethető 3" ' -bői. Ekkor létezik

: (1 = cm} úgy, hogy Xo = A^ XC =X;-.u6 c
ha ô = 4 j • ■ • <Vr\ és Xrv^^B. X 0 2 A,j (a  «, в л; 2 .3-
levezethető -bői C 4) szerint és (Xo, A.) 2.3-
levezethető T' -bői (l) szerint. így )(2 ) szerint (Xo) B/|)
2.3-levezethető T ’ -bői. (Xo,Xo) Cl) szerint 2.3-
levezethető ? -bői.; igy, (3) miatt (Xo ̂ Xo0 6>„)
2.3- levezethet6 7  -bői. Tegyük fel, hogy Чг.̂ Опп és 
(XojXi-*) 2*3-levezethet6 37' -bői. X = Xj-/, о 6^ ;

A ^ E  X i 4  ; így ekkor (X-t-4 ) A ^ )  (l) miatt
2.3- levezethet ő 'S71 -bői; igy ; (A ^ f 3r) miatt
C-Xi'4) 2.3-levezethet о 3F -bői, (2) szerint;
u . j 3.Iks.lms,zv& ©s CXi-i) ) -ra ?kapj uk,
hogy ( X 0; -̂̂ ,3 2.3-levezethető 37 -bői. (X0̂ 6^^
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és (Xo j “tehát 2.3-levezethetők У  -bői; igy
(3) miatt (XojXlJ is 2. 3 -levezethető *7*-bői.
Végül (Xo-)X (tó)?» 3-levezethető r3r  ̂ -bői; X és (1“)
miatt fXryn , B) 2.3-levezethető *3^ -bői és igy, ( 2) 
szerint (X07 &) = C A) E>) 2. 3“levezethető У  -bői.

Forditva tegyük fel, hogy (a ,B^ 2.3-levezethető
bői. A bizonyításhoz szükség lesz az t (A)B) halmaz- 

függvényre, amelyet előzetesen definiálunk.

(l) Ha (Ä) Ъ]) 2.3-levezethető -bői, akkor legyen
a következő; ha valamint ha A *2 ß)

akkor legyen

(2) Legyen (/V, b1) 2.3"levezethető -bői, t O V j B') még
definiálatlan és létezzenek Ç a J j ß0) és (Aj, 6b  as 
7 ’ -bői 2.3 levezethető függések úgy, hogy r (Ai, 6 i): 
i* Oj 4 már definiált, és előállítható ,6Ó^/a ]) ; )-
ból (l), (2), (3), (4) valamelyikét alkalmazva. Legyen

ÍA\ B}) = .max ( т(a ] B\ )) -f \ y t = o;4
'T-fAjB) -re vonatkozó indukcióval bizonyltjuk, hogy ha 
(A,é) 2. 3-leveze thet ő У  ̂ -bői, akkor 2.2-levezethető
4 Q U- c- *

Legyenek (Ao,B>o)) (a„) olyanok, hogy nr ( Av’ т(  A , S);  
ha t=Oj/f j mutassa (AC) Bő) 2.2-levezethető voltát ^ - b ő l

(A  i ) BP € T >  : i * b - ) ™ '  ) Xj ! плс I



На (А , ß) (2) alapján keletkezik (Ао > Во)) (а , ) 6^)-bői, akkor

Xq-1 - А 4 = Во Ç X íyy> о 5 legyen = ПВо ; ha
= Х;° ) ha i = o;-;w , 4 j  nyilvánvaló, hogy

ez mutatja, hogy (A ( B) 2.2-levezethető 3^ -bői. Ha 
(A, B) (3) alapján adódik (А о j Во) j Ca  4 ; B/|J -bői, akkor 
Ao = A /, j azaz X* = X 0° j B 0 и b,, Ç о  tekint­
sük az X° X ^ e ) X j u X ^ e j —  sorozatot; könnyen
látható, hogy ez mutatja (A^ß) 2.2-levezethetőségét 3  - 
bői. д

2.4 lemma alapján a továbbiakban egyszerűen levezethetőséget 
mondunk. A 2.3 definícióból nyilvánvaló, hogy ha 3  ' funk­
cionális függések halmaza, akkor az T 5 által generált tel­
jes család

7  -- ' ( M )  levezethető 3  ̂ -ből^

Megjegyezzük, hogy a levezethetőség mindkét alakja hasznos; 
a 2.2 Definició a levezethetőség algoritmikus voltát mu­
tatja, mig a 2.3 Definíciót az axiómákkal össze­
vetve világos, hogy az 3 ^  -bői levezethetők éppen az 3 ^  
által generált teljes család. Ha 3 °  minimális generátor­
rendszere az 3" teljes családnak, akkor nyilvánvaló, 
hogy (A} £>) €3- ̂ esetén (A,B) nem vezethető le -
bői. Ha funkcionális függések egy 3  rendszere ilyen,
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♦ Пг 1akkor azt mondjuk hogy ^  redundanciamentes.
Legyen Зг"* 5 ^(AC ; &v) •' és legyen rF  a z T 1

által generált teljes család. Ekkor З 7 minden 
elemét kicserélhetjük 37 -nek egy maximális (A;. , %\) 
elemére úgy, hogy először megkeressük azt a maximális 
B^-t, amelyre (A C ; Bt) levezethető 9 3  -bői és B L - 8 г ; 
majd ugyanigy minimalizáljuk Ai -t egy Ai - A \ -vé;

i-г  ̂} ekkor szintén 9F -et generálja. /Elő­
fordulhat természetesen, hogy két különböző ( А ^ ^ ' З 7* 
ugyanahhoz az maximális függéshez vezet/

így 9F minden 9^ generátorrendszere helyettesít­
hető egy legfeljebb számosságú, maximális függések­
ből álló generátorrendszerrel. Ha (A 3" ̂ triviális füg­
gés, azaz A'2 , akkor 7 ч{(л',6')3ugyanazt a teljes csalá­
dot generálja, mint 9 3  .
Jelölje 3* maximális elemeinek halmazát /mint az I.

«Л /ЛFejezetnél/ З 7 . 3 7 nyilvánvalóan generálja 3* -et.

2.4 De finie ioE^T^T teljes család ; (Д;ß)^^7 nemtriviáli! 
függés, azaz A î В j ekkor (A ( ß) egyszerű, ha (A , B)

Л

nem vezethető le ^З7” ß*-ßJO “bői.
Pl. tekintsük az -Q. = {*> * cl ^felett az
s[({a>*)№);fc>*}/fcyb(jle)Ú)Í3))Jáltal generált 3 7 teljes családot. 
Ekkor a ) f Л) } € 37 nem egyszerű }
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mig ( { « , ^ ) Д а Л Д ) ,  (Д
egyszerűek.
2.4 Definícióban az a fontos, hogy egyszerű (a ,b) nem 
vezethető le olyan maximális függésekből, melyek jobb­
oldala valódi része В -nek.

2.5 Tét elfojt- -t generálják az egyszerű függései

A
Bizonyítás 3"" -t 3F generálja. Tegyük fel, hogyA

3  ̂ -nek létezik olyan eleme, amely nem vezethető le 3̂
A

egyszerű függéseiből; legyen ( A , B ) é 3  egy ilyen úgy, 
hogy IBI minimális. Ekkor (A; &) nyilvánvalóan nem 
egyszerű; igy (A,B) levezethető Зг olyan maximális 
függéseiből, melyeknek jobboldala valódi része В -nek 
és igy ezek mindegyike levezethető az 3r egyszerű függé­
seiből j |B I minimalitása miatt. De ekkor nyilvánvaló, 
hogy (A, B) is levezethető 3" egyszerű függéseiből, 
ami ellentmondás.

2.5 DefinicióTljlegyen 3* teljes család, (a ,*)Л
egyszerű függése ¥  -nek, {А\в')еъ. Ekkor (A ) B) 
származtatható (АЛб1) -bői, ha (A ifi) levezethető 
C^" В )• В = 3 } ) o - b ő i .  Vegyük észre, hogy ha
ÇA J ßj származtatható -bői, akkor B^“ В és Ç/îp
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egyszerű függése y  -nek. így a származtathatóság az 
egyszerű függései között reláció; könnyen látható, hogy 
reflexiv és tranzitiv; azaz ha (A j ß) (V, &') -bői származ­
tatható és (A\B^) (a ^ ßfl)-b6l származtatható, akkor (A } B)
{A") E>"j -bői származtatható.

2.6 DefinicióL?] $ teljes család egy (á ,b) egysze­
rű függése generátor,!elölt, ha minden ̂ \'j6f)6 j--re igaz, hogy 
ha (ft I Bj származtatható (a'j B'J -bői, akkor (A1, B') származtat­
ható (A / 6>) -bői.

2.6 TételfíjP?' teljes család; ekkor "ЗР minden egyszerű 
függése származtatható valamely gen-írátorjelöltből.

Bizonyítás legyen [A |B)6Î" egyszerű. Ha (A,B) nem 
generátorjelölt, akkor (^»B^ származtatható egy (A/,) B) 
egyszerű függésből, amely nem származtatható (А | В ) -bői. 
(A/|)B) vagy generátorjelölt, vagy származtatható egy(Ai)B) 
egyszerű függésből, amely nem származtatható (A>|)B) -bői.
Ezt a processzust folytatva vagy találunk egy generátor­
jelöltet, amelyből, a származtathatóság tranzitiv volta 
miatt (A ) 2>J származtatható; vagy^az J- véges volta 
miatt, találunk c^ j -t úgy, hogy (А C ; B) származtatható 
(Aj j B) -bői és(Aj^B^ nem származtatható (Aj-/, j B) -bői
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és А с - A i ; de ez ellentmondás, mert igy(Ac^ß) -bői
származtatható ( A 0 4 0  B)

(А, В) 
f f

(A1 ) B) 
f

A diagram segíti áttekinteni a processzust:

(A, I ß) jelöli azt, hogy (A ̂ B) -bői
származtatható (A** | В) .

4h

Q

ha egymásból származtathatók. Ez a reláció nyilvánvalóan 
ekvivalencia az Э 1" teljes család egyszerű függései 
között. Ekkor

2.7 Tételül На 'З' teljes család, akkor ЗР £  Зг 
generálja З“" -et akkor és csak akkor, ha 'lp) minden 
ekvivalenciaosztályból tartalmaz elemet.

Sizonyitás 1/ ha ^ (A d ; Be) '• i = Î = Э 7 1 - i7
generálja -et, akkor minden B)generátorjelölthöz

létezik A j c 5 0  :  ̂~ 'V"  ̂ úgy, hogy ha
Xo = A ) X i  * : t * 4r -. im j akkor

^-/1 ) ha ^  J ^  X  о* = В .
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ß j ( C  ha î = H y-• om ~ A feltehető, igy ß ^ - B .
Tehát (Ay В) származtatható (A^w^ B ^ )  -bői; ezért 
(A^y*, bj w») egyszerű és igy az (AjB) ekvivalencia­
osztályából való.

2/ legyen £>{.")’• у = 3^ olyan, hogy mind
ekvivalenciaosztályt metsz. 2.5 Tétel alapján elég bizo­
nyítani, hogy ekkor minden egyszerű függés levezethető '3F)- 
ből. Tegyük fel, hogy ez nem igaz és 1egyen (A ; B) IJ^-ből 
nem levezethető egyszerű függés és Iß) minimális. (A , B) 
a 2.6 Tétel szerint származtatható egy (A\B) generátor­
jelöltből; választása miatt tehát (A | B) származ­
tatható valamely (AC ; ß>ti.J -bői. Leirva ezt a származ­
tatást, az abban szereplő (AL  ̂BL) : C* 1y  w  sorozat tagjai 
helyett nyilvánvalóan választhatók (AL 6^’) egysærü 
függések; persze EÀ ) Ç  g,  ̂ igy(At’; B'>) levezet­
hető 3""̂  -bői és igy (A) 6) is levezethető cF ̂ -bői, 
ami ellentmondás Q

Láttak korábban, hogy ha T  teljes család, akkor
) ЛT E T  minimális generátorrendszere 3 "" -nek akkor és 

csak akkor, ha ^ В : (A у B) £ U ’3 minimális generátor- 
rendszere 'Ъ -nek. Ebből és a 2.7 Tételből triviálisan 
következik, hogy 3  -vei jelölve а 'Ъ minimális gene­
rátorrendszerét, a származtathatóság ekvivalenciaosztályai 

) В) € ^ 3  alakúak valamely ß 6 3 -re.
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Jegyezzük meg azt is, hogy a 2.5 Tétel és 2.7 Tétel 
bizonyításainak ugyanaz a gondolata, mint annak bizonyítá­
sáé, hogy egy metszetfélhálét a metszetirreducibilis elemei 
generálnak.

A 2.7 Tétel értelme az, hogy logikai jellemzését adja 
teljes családok minimális számossága generátorrendszereinek; 
mig a 2.2 De£ előtti megjegyzésben kombinatorikusán jelle­
meztük azokat.

Legyen 9=- teljes család, 3  az maximális jobb­
oldalainak rendezere, 5 a 3  maximális elemeinek halmaza; 

azaz S  г {ве'Ъ :(tyB'e'&Xfc'2 ß ̂  0 ' B')} * Ekkor 5
Sperner-rendszer. Könnyű végiggondolni, hogy ekkor 3^ 
kulcsrendszere, C  azon Ksil-k halmaza, melyek mini­
málisak arra a tulajdonságra, hogy egyetlen B G S  sem 
tartalmazza okát, azaz

c. = 5 « S i l  :(v &€«.)(«$ B) $(WK'ÇKX3 be S )(U '= ß )}

Fordítva, ha "C az kulcsrendszere, akkor

(ß =-û:(vu£t.)(k$B) és (у в'=в)(з Kec)(ke в’)} = S
az ?  maximális jobboldalai közül a tartalmazásra nézve
maximálisak halmaza.
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Teljes családok és Sperner rendszerek relációval való 
reprezentálása

Természetes kérdés , hogy adott kuücsrendszert
illetve teljes családot hány soros relációval lehet rep­
rezentálni? Legyen 'гС0̂') az a minimális szám minden n-re, 
hogy ha S> 9 Sperner-rendszer  ̂(_Q.] = on ; akkor
létezik R reláció _Q. felett, melynek legfeljebb л»~СгуО  
sok sora van és amelyre Я 7 R  kulcsrendszere éppen 5  .
Jelölje azt a legkisebb számot, amelyre igaz a kö­
vetkező; ha T  - teljes család,|-Í7.j ~ ^
akkor létezik egy legfeljebb sok sorú R reláció -O.
felett, amelyre Я" ~ 3" R

2.8 Tétel

Bizonyítás

0 ) +y|

(") é z (c?3) +4

i/ ha 5 s ?fXL) Sperner-rendszer, akkor

és (У B ' = b ) ( 3 S e S ) ( B ' S 5 ) } =  S'

Sperner-rendszer;
'S ; ^ Bt'- ь =4)-'*^3 elemeire végezve az 1.3

Tétel bizonyítása szerinti konstrukciót; a kapott R reláció­
nak éppen S  a kulcsrendszere. R-nek |S'|+4 sora van:
S  nyilván Sperner rendszer, igy ('S 'I , tehát

f 'D 2 ̂  /R-nek legfeljebb / ^ j 4 /j sora van.
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Г4“" лii/ ha d" teljes család -ii. felett, akkor maxi­
mális jobboldalrendszerének létezik legfeljebb 2. ^
számosságú generátorrendszere. Ezután 1.3 Tétel bizonyi-
tását végezve az állitás adódik □

2.9 Tétel i/ h ; » я ) ú: *T
ü / ±.(U + i V r 00

on 'V поДL^/i3

Bizonyitás i/ a különböző Sperner-rendszerek száma 
legalább ^ Cn/’27) . Ha egy 7  teljes családot legfeljebb 
r-soros relációval lehet reprezentálni, akkor lehet olyan 
relációval is, melynek pontoean r sora van és amely leg­
feljebb r+1 sok jelet használ. (o“X<n)-es, legfeljebb 
(r+1) jelet használó mátrix (r- 4 rf' ̂  sok van. így

~  i g y

ii/ láttuk /ld. 24. oldal/, hogy létezik — Vpb/í)j
számosságú metszettulajdonságú rendszer. így, (i) bizo­
nyításának mintájára, helyett 2.̂ -t
használva, adódik az állitás

□



51

I r o d a l o m

[1] J.'J. Armstrong: "Dependency Structures of Data Base
Relationships",
Information Processin 74, 5Ao-583
ÎTorth-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1974.

[2] V,.,/. Armstrong: "On the Generation of Depend en dy St rue tu
of Relational Data Bases",
Publication 272,
Université de Montréal

0 B ékes sy András -.Demetrovics János: 
theory of data base relations",

"Contribution to the

Discrete Mathematics. 27, /1979/, 1-io.

3ékéssy András - Demetrovics János - 
Katona Gyula - Franki Péter: "On the 

dependencies in a data relation

Hannák LéSR16 - 
number of maximal 
of fixed order",

Pi sere te Mathematics 3o, /1910/, . 3-'A

Coo.A . *t ЛA Relational Model of Data for Larne Shared
Data Banks",
Communications of the ACM. 
13, 6, (June 1970), 377-387.

E.F. Codd: "Further Formalisation of the Data Base
Relational Model", Courant Inst.Comp.Soi. Symp.
Date Base System. Prentice-Hall, Brylenood 
Cliffs, (l?7l), 33-64.

Г0 8



52

Demetrovics János: "Homogén file kulcsairól",
Alkalmazott Matematikai Lapok 3, /1377/, 155-19.

Demetrovics János: "On the equivalence of candidate keys 
v/ith Sperner systems",
Acta Cybernetica 4. 3. /1979/, 247-252.

Demetrovics János: "Relációs adatbázis modell",
MTA SZTAKI Közlemények 2o. /1975/, 21-35.

Demetrovics János: "On the number of candidate keys",
Information Processing Letters 7. 6, /1978/, 266-269.

Demetrovics János: "Candidate keys and antichains"
SIAM Journal on Algebraic and Discrete Methods 1. 1./1980.

Demetrovics János: "0 klucsak odnorodnüh fájlov",
Bolgár Akadémiai Közlemények /196о/.

Р. Erdős - Chao Ko - R. Rado: "Intersection theorems for 
systems of finite sets,
The Quarterly Journal of Mathematics. 12, /1961/,Oxford

E. Sperner: "Eine Satz über Untermengen einer endlichen Menge", 
Math. Z. 27, /1926/, 544-548.



53

jl5j C.T. Yu - D.T. Johnson: "On the complexity of finding the 
set of candidate keys for a given set of functional 
dependencies ",
Information Processing Letters. 5, 4,/October 1976/ 
loo-lol.



S u m m a r y

The presented article deals with functional dependencies 
of the relational data model.

The First Chapter is divided into four parts. The 
fundamental results of W.W. Armstrong about functional 
dependencies and full families are shown first and the 
notions "maximal element" and "maximal right hand side" 
are defined. Both are important for the subsequent analysis.
In the second part of this Chapter the key and candidate key 
are defined. There is, to every Sperner system S a relation 
constructed such that S be the set of its candidate keys.
Next we deal with linear relations and linear dependencies.
It is proved that every functional dependency of a linear 
relation is a linear dependency, and that the sets of 
candidate keys of linear relations are exactly the matroids 
that can be coordinatized over the rational field Q.
Last we investigate the following combinatorial problem: 

what is the maximum number of maximal
elements of a full family over an n-element attribute-set? 

It is proved that N *  is assymptotically 2'*'»
The first part of the second Chapter contains a method 

worked out by the first two authors. By this method it is 
possible to deduce some relations between the number of 
initial functional dependencies and that of keys generated 
by them.

After this we deal with the notion of deductibility.
As to this notion the equivalence of defintiions given by 
J. Demetrovics and W.W. Armstrong is proved. The main problem 
concerning this notion is the characterization of generating 
sets of minimal cardinality. We give a combinatorial 
characterization for these sets in terms of maximal right 
hand sides and compare this characterization with that of 
W.W. Armstrong’s that is of rather logical nature.

At last, some results on representation of full families 
and Sperner systems by relations are shown.
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