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I. Fejezet

Bevezetés

A funkciondlie fiiggleégek alaptulajdonsdgai

A reldcids adatmodell adatbdzisok logikai szerke=-
zetének leirdsdra alkalmas. A reldcids adatbdzis egy
egységét, a Codd-féle reldcidt egy matrix alakjédban kép-

zeljiik el. A mdtrix oszlopai az un. attributumokkal ine

dexeltek: az attributumok az adatok "fajt4i"; ha pl. em=
berek kordt és nevét jegyezziik fel egy reldcidéban, akkor
itt attributum a kor ée a név. A mdtrix egy-egy sora

egy-egy adategyeégen, az un. objektumon mért /vagy arra

vonatkozd, feljegyzett, stb./ attributumok értékének
"vektora". Az el8bbi példdndl maradva, (45, XX.YY) sora
a reldcidéd mdtrixdnak akkor és ceak akkor, ha létezik
XX.YY nevii 45 éves ember abban az adathalmazban, amely=-
re az adalbdzis vonatkozik.

Nem engedjiik meg, hogy a reldciéban két sor azo-
nos legyen. Ha példdul az adathalmazban két 45 éves XX.YY
nevii ember volna, akkor megkiilonbdztethet8eknek kell len-
niiik, ée azt az attributumot, amely megkiilonbszteti bket,
harmadik oszlopként be kell venniink a reldcidba.

Minden egyes @ attributumhoz tartozik egy —ﬂx



halmaz, azon dolgok halmaza, amelyek az Q attributum
"értékei" lehetnek; pl.

T - {o év, 1 év, ..., 150 év} y

kor

T az emberek nevének halmaza: tulajdonképpen betii-

név
cgoportoknak tetszlleges halmaza. A Ta halmazt az &

attributum tartomdnyédnak vagy domainjének nevezziik. A

reldcié a domainek szorzatterének egy részhalmaza. A

pontos definicid a kdvetkezd:

1,1 Definicié legyen SL véges halmaz, és x € (2
egetén T egy nem iires halmaz; ekkor egy REXT hal=-
a . a€n 8
mazt £l feletti reldcidnak neveziink; {2 az attributumok

halmaza.

Ha R reldcié L2 felett ée hE€R akkor h egy
fiiggvény :
2 ->UJU_ T
+ aen & )

és vildgos, hogy
(Va)(ae2 9 h@)eTq)

Ezekutdn kifejtjiik, hogy mit értiink egy reldcids

adatmodell logikai strukturdjén.



1,2 Definicié Legyen L egy attributumhalmaz

és R egy (L feletti reldcidé. Ha Ac 2, B ) és
(¢ heRNigeR)((WaeA) (&)= 3a)) 3 ((VHER)(4(%): 3(*’0)))

akkor azt mondjuk, hogy B funkciondlisan fiigg A-tél az

R reldcidban, jelekben A —‘;—-,» B .
A %') B tehdt azt jelenti, hogy az R bérmely

gsordnak B-beli attributumokhoz tartozd értékeit "megha-
tdrozzdk" az A-beli attributumokhoz tartozé értékek.

Vezessilk be a kovetkez8 jelolést: ha X,Y két hal=-
maz és J egy $: X2V fliggvény, tovdbbd Z& X |,
akkor “.ﬂ\z jelolje azt a fliggvényt, amelynek értelme=~
zéai tartomdnya Z , ég minden 2¢Z  =-re
17 (2) = f(z) . Az 1,2 definicid szerint A i B

R

X To

a g B
leképez és Gigy, hogy ha h€R  akkor {FB-‘ &F('&YA)

akkor ée csak akkor, ha létezik egy ¥ . XGATO‘ —
o

Az R reldcid logikai etrukturdisdn az

F, ={(AB): ac0, B, A-% 8]

halmazt értjiik. Az 3:R -et azért érdemes vizesgdlni,
mert ha adott egy reldcid, melynek ismerjiik funkciondlis

fliggdségeit, akkor ezcket felhaszndlhatjuk bizonyos, az



adatbdzisra vonatkozdé informdcidk tomoritésére {}])[@3.

Megjegyzések: 1. A logikai struktura dltaldban

azoknak a megszoritdsoknak deszessége, amelyek a reld=-
ciét a tartomdnyok szorzatterének részhalmazdra =ziiki-
tik le. A jelen keretek kozdtt ceak olyan megszoritd-
sokkal foglalkozunk; amelyek funkciondlis filiggleégek
formdjdban fogalmazhatdk meg, ée ezért a logikai struk-
tura fogalmdt is csak a funkciondlis fiiggbeégek kereté-
ben definidltuk, nem pedig a legdltaldnosabb forméban.

2. Egy adatbdzisban egy R reldcidnak dltaldban min=-
dig ceak egy valédi részhalmaza van jelen: a reldcié
éppen érvényes sorai. Ugy gondoljuk azonban, hogy az
adatbdzis tartalma iddér8l - iddre v4ltozhat, a bdzis=-
beli reldcidé sorokkal gyarapodhat, vagy egyes sorok
t6rld8dhetnek, A logikai struktura hatdrozza meg, hogy
milyen sorok keriilhetnek egydltaldn az adatbdzisba, de
ezek 4ltaldban nincsenek mind jelen. Ennélfogva a bédzis
egy meghatdrozott id8pontjdban egy-egy reldcidéban tobb
funkciondlie fiiggée "1ldtszik", mint amennyi a logikai

strukturdban van. Ezeket "ldtszdlagos" fliggbségnek nevez-

zilk és vizsgédlatukkal 4ltaldban nem foglalkozunk.

3. Ugy képzeljiik, hogy egy~-egy reldcié bizonyos

funkciondlis fiiggéségei eleve ismeretesek az adatbdzis



tervezije elétt. Ezeket inicidlis fiiggbségeknek fogjuk
nevezni, ezek képezik a logikai struktura alapjait. Az
inicidlis fiiggdségek azonban Altaldban mds, jabb funk-
ciondlis filigg8ségek létezését implikdljdk, és a lezdré=-
gi miiveletek tulajdonsdgait tartalmazza az aldbbi defi-

nicid.

1,3 Definicié Legyen (2 az attributumok véges

halmaza és

Fe{(AB): AcQ, BsO]

a funkciondlis fligg8eégek egy halmaza. Azt mondjuk, hogy
GF a funkciondlis fiiggdeégek teljes cesalddja, ha

rendelkezik a kdvetkez8 négy tulajdonesdggal:

(A,B, A’,B* az {2 tetezdleges részhalmazai )
#) @,0)eF;
(F2) ha(A,B)eF, (B,B)¢ ¥, akkor (4,B)eF,
(F3) ha(a,B)e¥ és (a’,B’) & (4,B)%, akkor (A’,B’)€F;
(F4) na(4,B)eTF ée (47,B)€TF akkor (AUA’, BuB)eT,
[ 13




- Y

Konnyen ellendrizhetd, hogy ha R reldcid L.
folstt, akkor ,S:R funkciondlie fiiggleégek teljes cea~-
14dja.

Forditva is, ha F  funkciondlis fliggbeégek teljes
cesalddja, akkor van olyan R reldcidé, hogy ?R =F .

Ez az 41litds nem trividlis. A tétel Armstrongtél [Arm]
gzdrmazik. Ttt egy mdsik, bizonyitdet adunk [M]

amely, hasonléan Armstrong bizonyitdsédhoz konstruktiv,
a%nban szémunkra ugy tlinik, hogy & konetrukcid termé-
gzetesebb mint Armsirongé. Eldszbdr azonban foglalkoznunk
kell a teljes csalddok maximdlis elemeinek fogalmdval és

tulajdonsdgaival.

1.4 Definicié Ha F teljes csaldd, akkor jeldlje

A
F az F maximdlis elemeinek halmazdt. A maximdlis ele=

mek definicidja:

F-{(BEF (D)< 8) (W 8)eT SABE )]

1.1 Tétel [ 1] Legyen M € {(AB)1 A€, BcL}
Az M halmaz egy teljes fiiggségi csaldd maximdlis

elemeinek halmaza akkor és csak akkor ha

(1) Minden A€ Sl -hoz 1étezik <A',B')€v‘(, igy hogy

(AA)£ (A" B)
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(u2) 1a (A,B)(A\B)eM ¢s (A'8)<(A B) akxor A=A' és B=B'

(M3) Ha (A,B),(A',B')GV‘( és A'€B akkor B'SB  is.

Bizonyitde 1. Tegyiik fel eldszdr, hogy 3: tel=
A
jese cealdd és M=TF . Igazolni kell az Ml=-M3 tulaj-

donsdgokat.

(M1) k6vetkezik (F1-bs81.

(M2) nyilvénvals az 1.4 definiciébél. |

Az (M3) igazoldsdra tegyiik fel, hogy (A\B)&A',B')e%' A,
Ekkor (B.B')é(A‘. B') tehdt (F3) ezerint (B, B')E? ée igy
(F2) ezerint, mivel (A.B)é F, kbvetkezik QA.B')E? is. De
akkor (F4) szerint (A, BUB)ETF is. Azonvan (A,B)€(A, By B)
ennélfogva (A,B) maximdlis volta miatt BUBR' =B tehdt
B'eB .

2. Tegyiik fel most, hogy \/q. kielégiti az Ml=l3
feltételeket. Tekinteiik a funkciondlie fliggSeégeknek azt

az F halmazdt, amelyet a kovetkezlképpen definidlunk:

F-{(@A): 3R\B)ed)(A B)<(A 1)}

Be kell bizonyitanunk, hogy F teljes cealdd,
melynek maximdlis elemei az M halmazbeli fiiggbségek

éa ceak azok.
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A,B,C, B’ gtb., legyenek &2 részhalmazai.

(F1): (M1) miatt van olyan (A |B)e M hogy (A'\8')2(A,A)
tehdt (A A)e T

(F2: Tegyiik fel, hogy (4,B) és (B,C) elemei az
F -nek. Akkor 1étezik (A'\B)e M é= (B C')e M
dgy, hogy (A';8')2 (A\B) és (B",¢') 3 (B,¢) tendt
B'2B8 28" ; tovdbbd mivel B"cB' , azért
(u3) szerint C'c B' 1is igez. L&tjuk tehdt, hogy
A2A' és cccC'eB' tendt (Ac) £ (A\C') ¢(A',B)
ezért (A\C)E? az JF értelmezése alapjén.

(P3): Evidens a £ reldcié tranzitivitdea miatt.

(F4): Legyen (A,B)€TF ,(C,D)€TF. Akkor F definicidja
gzerint 1létezik (A',B')ev‘(,(C',D')GJ( 4gy, hogy
(A\B')),(A.B),(CHD')? (C.D). (Ml)miatt van olyan (X,Y)C\N,
hogy (X.Y) > (A'wC, A'uC') és igy A'c Y, c'eY,
De akkor(M3)ezerint B'QY, D'SN  tehdt
(X, Y)2@'vc', Blop)> (Ave) Boub) tehdt

. (Avc, BuD)eF :

F =X nyilvénvald.

Megjegyzés Ha adva van M akkor a hozzi tar-

tozé teljes csaléd

T -3 (A8 B@' B 8) <@ 1))



Tekinteiik a kovetkezd halmazt:
B={8:3M(ABecM)] ,

amelyet a "maximdlis jobboldalak halmazdnak" fogunk ne=
vezni,

Armstrong érdekes eredménye, hogy a maximdlis jobbe
oldalak halmaza egyértelmiien karakterizdlja F  -et ée
WM =-et, Ez a tény nagyon hasznos, mert lehetdvé teszi
a teljes cealddok viezonylag kisgebb informdciéval vald

leirdsdt. A D halmazra a kdvetkez8 tétel érvényes:

1.2 Tétel Legyen F  funkciondlie fliggbségek tele
jes csalddja, WM az ¥ maximdlie fliggb=égeinek
nalmaza felett, ée B a maximdlis jobboldalak hal-
maza. Akkor B metszetfélhdls és L €B azaz

B) Qe

(82) Ha B,€B, B,€B  akkor B,nB, € B
Forditva, ha ‘B kielédgiti a Bl=-B2 feltételeket, akkor
1létezik a funkciondlis fliggéeseknek egy és csakis egy tel-

jee csalddja S  felett, amelynek maximilis jobboldal=-
halmaza éppen B . [4 ]
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Bizonyitds
(Bl) : Teljesiil, hiszen (¥1) szerint (f2,0)€TF és
(Ml) szerint ezért 1létezik XS 42 , hogy (X‘_Q)G\M
(B2): legyen B,,B, €B. Ekkor létezik X,NE 2 ugy,
nogy (X, By) , (Y, By)E K. (71)szerint (B,nB,, B,0B,)eF
és igy (M1) gzerint van (Z, Be WM dgy,
hogy (Z\ B) 2 (Br08, ) B, nﬁg))azaz B'2
2B, nk2Z . Igy persze Z<B, ,
ezért (I-‘?B) szerint B'S B, . Hasonléan B's B,

és tehdt BS BynB, és igy B' =51082 .

Forditva, tegyiik fel, hogy f.BS‘:P(_Q)*teljesiti Bl ot

és (B2)=t. Legyen ¥ = {(A,B): minden B'€ B -re
Acp' =2 BR<s B‘} . Konnyii ellendrizni, hogy F

teljes cealdd . . n

Bebizonyitjuk, hogy F =M - Legyen (A,B)€ F

Legyen J = {B'E‘B: AcS B'} ; ekkor B=.07 .
véges volta és 321, P2 piatt igy BE B .

Tegyiik fel most, hogy BEDB . F teljes csaldd,
ezért létezik (A“ B.,) maximdlis eleme F  -nek
gy, hogy A, <€ BEB, . Ekkor F definiciéja miatt
A,& B maga utdn vonja B4§B teljesiilését; azaz

B=8,€eB®-

= "P(-Q-) jelsli az ).  hatvdnyhalmazdt, azaz

)= A:ASQ]



= S

Azt kell még megmutatnunk, hogy F a: egyediili teljes
csaldd, amelynek maximdlis jobboldalhalmaza B .

Tegyiik fel, hogy '3:4 teljes cealdd, melynek maxi-
mélis jobboldalhalmaza B . ILegyen ‘/44.4 az ?4 maximéd-
lis elemeinek halmaza. El8sz8r bebizonyitjuk, hogy '};Q'}
Minden B'€® -re létezik (A\B)e M, és ha (A B)e T, AcB'
akkor létezik(A"\B")e W, dgy, hogy (A", 8")2(A,B) es A'< B'.
(3) miatt ekkor B"<S B s igy BE B', Ezért (A|B)€?, F
definicidéja szerint.

Végiil megmutatjuk, hogy F EF,

Ha (A,B)€F akkor (1) szerint (A' B)€ M,
valamely A SAS B' -re hiszen(A AEF, (71) miatt. &
definiciéja miatt BEB' ; igy (A'\B?>/(A|B) és igy

(AB)ET, (73) alapjén.

Megjegyzés: Ha B -ra igaz (37) és (“‘2) ,

akkor a P =~hez tartozdé teljes cealdd
F =@ (¥ BeB)(Ac 2 By

1.4 Definicié ILegyen /b‘_:f‘P(-Q-) metszetfé1lhdld,
azaz By B, €D BnBEDB. Az J€® nalmazt B gene-

rdtorrendszerének nevezziik, ha

B = {(\3‘ : j'sj}
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Haltetsz8leges részhalmaza 12 hatvdnyhalmazdnak,

P(2) -nek, akkor az 3 d4ltal generdlt metszetfélhdld

A S ¢ | B minden B halmaza metezeteként 411 eld J
bizonyos elemeinek, jelekben

B =202 3'93}
Nyilvénvald, hogy minden F teljee csalddot egyértel-
miien meghatdrozza maximdlis jobboldalhalmazdnak egy ge~
nerdtorrendszere és minden 35?@)-1'& 1étezik egyetlen F
teljes csaldd, amelynek maximdlis jobboldalainak halma=-
24t J generélja, és ez az ‘¥ '—'{(A‘B)I(VG{:])(A‘EG-’) Be G)}
A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy (Fl)-(”4) ~-gyel
axiomatizdltuk a reldcidk funkciondlie fiiggésrendsze=~

reit.

1.3 Tétel [ 1 1 Legyen ¥ funkciondlis fiiggések
teljes cealddja ) -n. Exkor 1étezik olyan R reldcid
0 -n, hogy F 23:9\'

A
Bizonyitds legyen M =F ) B = { B :(BA)((A\B)GMY] 3
3 generdtorrendszere ® -nex, J-= i G-,‘ y ey 6{}

R reldcidt konstrudlunk™ L2 felett. A reldcid sorai

«&0} "')'?"C a kovetkezd defirnicidval adottak:

(1) he #o(a)=0 minden agJl -ra



= YT =

O,ha Q€ G\'.
(2) na Aci<L  akkor f;(o)= {

i,ha a ¢ G

£11itjuk, hogy F = Fg - T definiciéja miatt
ABeF & (Yi)(12ict 3 (AS6 3BEG))
Tegyiik fel, hogy Q\.B)GSC és W # g€ R olyanok, hogy

4fa=gla ) ®=hi, g%, i4; Ocicjen,

Két eset van:

a/ i=0 R definiciéja miatt ekkor A S G, igy (ABETF

miatt B < 63 és ezért g = g )

b/ i)> O ekkor ASG(_OG-()', s igy B S G;nGa' y tehdt 8f5= '{*TB'
Tendt (AB)€TF (A BE Ty,

Legyenek most A, B S £  olyanaok, hogy (A.B)¢(3: .

Ekkor 1étezik 1 tgy, hogy 4t <2 és ASG, B¢ &y 5

igy

’Q*-ol\A=&£.rA és —&ofg +4.e

Iy (AR)ET 3(A B¢ T,

Végiil is F = "E'.R
a

¥ B2 a konstrukcid és a bizonyitds Uj eredmény.



- 18 -

Kulcsok

Ha R egy relédcié - ] -n, akkor kiiléndsen fontosak
TR -nek azon elemei, melyek (X,_Q.) alakiak; hiszen ezek
ismerete teszi lehetdvé a reldcié sorainak kevés oszloppal

vald karakterizd14s4t.

1.5 Definicié Ha F  funkciondlie fiiggémek teljes
csalddja, akkor T= { A:(AQ)e '3-"} elemeit F kul-
csainak nevezziik.

(Bl) miatt

(c1) €¥9

Tovdbb4d nyilvdnvalé, hogy ha

(02) Ky k€ € akkor K, *K,= K,EU, s Kt K,

A kulcsok halmaza tehdt Sperner-cealdd L) felett.

1.4 Pétel [ {1 1 Ha € €P(2) teljesiti (C1) -t
és  (C2) -t, akkor létezik ‘¥  funkciondlis fliggések
olyan teljes csalddja, amelyre € az ’3: kulcsa=-

inak halmaza.

Bizonyitds Legyen ®={B:K€ték¢8)u{.ﬂ._}



8

ekkor B -re nyilvédn igaz (81) és (32) o Az 1,2 Tétel
szerint 1létezik olyan F teljes cealdd, amelynek B
a maximdlis jobboldalhalmaza. Ez az F igy jellemezhetd:
F={®,8):
ha G S nem tartalmaz egyetlen KE C -t sem
és AS G , akkor BEG} »

Igy azon maximdlis (A lﬁ)é 3' elemek, melyekre =10 )
éppen a (K‘_D_) alakiak, ahol KE T ; azaz F  kul-
csainak halmaza C . 0

Megjegyzés 1.4 Tétel nem erdSsithetd gy, hogy min-
den CSHALR)-hoz ami teljesiti (Cl) -t és (C2) -t,
egyetlen 'F  1étezik, mert ha rb&:?(ﬂ.) metszetre zért
és 1eB olyan, hogy BE€ /.B‘{—Q) és KEC = B 2K )
akkor B -hez 1létezik pontosan egy F igy, hogy B
az J maximdlis jobboldalainak rendszere, és igy €
az F kulcsrendszere. ¥ =hez ilyen i azonban tobb
is lehet: pl. ha {2 = 14.2,3} I {{4.3}} y akkor
Bo=3112),12.8} )12}, ,02,3)) é8 By = B v {4)]
is olyan, hogy (1 =t kivéve, egyik elemiik sem tartal-
mazza € egyetlen elemét sem, igy ehhez a €  -hez
t5bb teljes csaldd is tartozik. Az ) feletti Sperner
rendszerek tehdt, mint kulcsrendszerek, a teljes funkcio=-
nélis filiggdeégi csalddokat ekvivalenciaosztdlyokra bont-
jdk /1d. 2. Fejezet/.
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Linedris reldcidk

m
Jelslje @ a raciondlis szdmtestet; @ a
raciondlis sz4mokbdl 4118 n hosezusdgli sorozatok halmaza.
Ekkor @M természetes médon n-dimenzidés vektortér

felett.

1.6 Definicié Egy R reldcié L  felett linedris,

m
ha R sorainak halmaza altér Q =ben.

1.7 Definicié ILegyen R reldcié () felett, R‘E@m)

(A.B)é 'SFR ekkor az (A,B) funkciondlis fiiggés linedris
R-=ben, ha minden bE B-re léteznek o(‘Q'GGQ:o.e‘A egylitt-
haték gy, hogy ha h€R, akkor, -&(%)=3_ Ra ¢ (o)
a€EA
1.5 Tétel Ha R linedrie reldcié L  felett ée
(a,B)€ g akkor (A,B) linedris fiiggés R-ben. /Azaz

linedris reldcié minden fiiggése linedris./

Bizonyitds feltehetd, hogy [B|=1, azaz B= {b} 5
mert (A,B)G ?R akkor és csak akkor, ha (A, {-G})e "33%

minden b€ B-re és (A,B) 1linedris R-ben akkor és csak

akkor, ha (A, {b}) linedris R-ben minden b€ B-re.
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Legyen S az R-nek a @A -ra valé vetiilete.
Nyilvé4nvald, hogy S altere QA -nak.
Ha x€R, akkor fra(x)€Saz x vetiilete.
(A\{-Cy})e ';R miatt ‘_t 'S5 > Q a kovetkezd definicidbval
fiiggvény: legyen X €R esetén ‘.f(MA()_())= 5_('6) /azaz
az x vektor b-dik koordindt4ja/. Allitjuk, hogy § 1li=-

nedrie leképezés.

(1) x, y€R; akkor x+y€R; igy, 4vrp line4ris
volta miatt s (X+4) =(pra(X)+ wra(y))€ S.
G +)(#)= x($) + 4(3)jie
P(Malx) + M%) = T (1 (x4 4))= x (&) + 4 ()=
= f(va(0)+ T (wra (i)

(2) XER, k€@ ekkor qrp (XX)= K pra(X) €S 6o
$(x-mra (%)) = F (ra (%)= (2 X)(6) = o« X(¥) =
=L iKMA(!S))

S linedris altér QA -ban, ezért ‘i kiterjeszthetd

QA -ra egy 'f linedris leképezéesé; igy van {o(a'b:aéA}EQ
igy, hogy minden X € QA -ra ‘EE()_{) =A§A0(q'6 x (). :":
kiterjeszti J ~t; tehdt § a kivdnt alaki

Ha REQ™ 1linedrie reldcié, akkor R-nek vagy

egyetlen sora van, vagy végtelen gok. R logikai strukturdjit
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azonban Renek mdr véges sok sora ie tilkrdzi; hiszen
’-PC_S)_)Z"{@,B): AE-Q.,6E..Q} véges éeg ha (AtB)é :’?(_Q>2
nem funkciondlis fiiggés R-ben, akkor ezt R-nek két sora
mutatja.

Mivel a linedris fiiggések gyakorlati szempontbdl
fontosak, eiiriin eléfordulnak, érdemes megvizegdlni, hogy
melyek azok a fiiggésrendszerek amelyek realizdldédhatnak

linedris reldcidban.

1.1 lemma Ha KE Qm linedrie reldcié L1 felett,
és K,,K, kulcsa Q:R -nek, akkor (Kl} = \K2[

Biz.: legyen R’S€ R olyan relécid L -n , amelynek véges
gok sora van és amelyre @FR| = ?R . Az 1.5 Tétel
gzerint rﬂ:Rv minden eleme linedrie fiiggée. Kdnnyen
meggondolhatd, hogy Ke L2 xulcea ’B:R‘ -nek, akkor
és csak akkor, ha a { (4(a):%eR'): a €K}
vektorhalmaz maximdlis linedrisan fliggetlen részhal=-
maza { @_(o.)i der'): a€ -Q:‘] -nak. Igy ha Ke 2
kulecs, akkor K elemszédma egyenld az R’ mAtrixédnak

rangjaval O

1.1 Kovetkezmény Ha RE Q™ linedrie reldcid, akkor

?:R minden kulcsdnak pontosan annyi eleme van, amekkora

R dimenzidjia.
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1.1 lemma gzerint tehdt nem igaz, hogy minden teljes csa=-
144 linedris reldcid filiggésrendeszere lehet.

A linedris reldcidk filiggésrendszereinek axiomatizdl4-
sa nagyon nehéz feladat, mert egy T E"P(_QB linedris re-
ld4cid fiiggéerendszerének kulcsrendszere akkor és csak akkor,
ha C a @ felett koordindtézhaté matroid; és a koor-
dindtdzhaté matroidok belsd jellemzése a véges kombinatorika
régéta vizegdlt, mdig megoldatlan probléméja.

Ha [Q[=  REm, 'C={AS-Q:IAI= -l)‘) akkor T

egy linedris reldcid kulcsrendszere.[ 8]

Néhdny kombinatorikus eredmény

A kBvetkez8kben a funkcondlis fiiggések vizegdlatdndl
felmeriiléd kombinatorikai jellegii problémdkkal foglalkozunk.
[.-Ql““-; F funkciondlie fliggéeek teljes csalddja (2 fe=
lett, ekkor T € P(Q)xP(LL) (P(L) jelsli az L2
hatvédnyhalmazdt, azaz ’J?(.O.)=§A:A_C__D_} ) : igy
F| g 2™. 9™ - 22" 4™ Ha XSEYE L  akkor (V,X)G‘SC,
caért |F]2 F (3)-2% = 3™, vesmlie 3%e (Flen™,
Reldcids adatmodell gyakorlati alkalmazdsakor 4ltaldban
az a helyzet, hogy adott funkciondlis fiiggéseknek egy g,
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halmaza / g; nem feltétleniil teljes cealdd/ és szeret-
nénk tudni, hogy mik azok a tovdbbi filiggések, amelyek biz=
tosan teljesiilnek. A funkciondlie fiiggések k&riil nyilvén

a nem trividlisak érdekesek cesak.

Mivel minden (A,B) fiiggée B jobboldaldt tartal-
mazza egy (A’,B') fiiggés B’ jobboldala, azért a nem
trividlisak k&ziil ie csak a maximdlisak megismerése fon-
tos.

Hény maximdlis nem trividlis fiiggése lehet egy tel=-
jes cealddnak? Ha csﬁk kevées, akkor "jé lenne'". Azonban

gok lehet.

1.7 Definicié f :P(L)->P(L) lezdrde, ha minden
A8 E L~
o/ As (M)
o/ F(F (AN =T (A
¢/ A<B 3 f(A)E $(B)
Ha F teljes cealdd, akkor az

Tg(A)=3%: R 3¢}eTF) ha AcO

definicié lezdrdet definidl és ha ‘:ﬁ :"-P(_Q)—a’-PC_O_)
lezérds akkor F ¢ = {(A B): B<S £(A)} teljes csa-
144 és (;Fi@: =7 és L= :‘i’yi. Vildgos tovdbb&, hogy
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{ :Fg: (A):A< ..Q}=CB az F maximdlis jobboldalainak hal=-
maza, ha F teljes csalédd.

1.8 Definicié Ha T lezdrde L2 -n, akkor az (A, T(A))
p&r nem trividlis, ha A # i(A) és maximdlis, ha

BsA, £(B)=f(A) > A=B.

Jeldlje N(‘.Da maximdlis nem trividlis pédrok =zdmét,

N,=nmax JN(f);f lezérés}
Ekkor N_22°!, mert ha o €f) rogzitett attributum
és f(A)=Avia} akkor (A (A uia}) maximflie nem
trividlis, hacsak o ¢ A ; tendt N(i)‘Z’n_«, NmAQ_m
nyilvénva.165 lényeges eredmény viszont, hogy N, aszimpto-
tikusan egyenld 2P-nell 4J.

Tehdt ha egy F teljes csalddot a maximdlis elemeit
haszndlva kivdnjuk leirni, akkor 4ltaldban 2."“.2‘1 gok
fiiggedst kell megismerniink.

Ha € egy teljes csaldd kulcesainak rendszere,
akkor K, K, € T, K,eK; 3 K,l-‘-l(l')azaz T un. Sperner-
rendszer. Sperner 1928-ban bizonyitotta [Sn], hogy ha

|H2|=m és T € P(L) Sperner-rendszer, akkor (€ | € (E,ﬂ,\]>
2
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L4ttuk, hogy ha f, Sperner-rendeszer, akkor T t6bb
teljes csalddnak is lehet kulcsrendszere.

Ha B ¢ :PCQ_) metezetfé1hdls, akkor létezik egyet=-
len teljes csaldd, aminek ® a maximdlis jobboldal-rendszere;
azaz a maximdlis jobboldalak mdr egyértelmiien meghatdrozzdk
F -t.

Metszetfé1lhdldét tetsz8leges generdtorrendszere meghatd-
rozza. Ha B metszetfé1hdls, akkor van TS B dgy,

hogy D = %Oj'; 3'93} és (*):ha G €3 akkor
G+ ﬂiHG'J: H#G,ch}

1.9 Definicié I & ':PC.D.) metszettulajdonsdgd, ha

(¥)-t teljesiti

1.6 Tétel Vancn-t81 fiiggetlen konetans igy, hogy ha (.D_IW\,
1< ’-P(_D_) metezettulajdonsdgi, akkor

\j\éc'<cq"?2-3>

Bizonyitde: Legyen

S={A<_:D_: T 2 1A] 4 %‘-“}
S-n a tartalmazds parcidlis rendezés; legyen L az S maxi=-
milis ldncainak széma; MEP(S) olyan, hogy
A,B,C € M  kiilonbdz8k =  AUB#C. Legyen M€ M tetszd-

leges, M| = ¢ ) ekkor olyan maximdlis lénca S-nek, ami
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dtmegy M-en,(l/(?) ) L sok van. Tekintsiik azon maximélis
lé4ncait S~nek, melyek dtmennek M-en ész amelyek nem tartalmaz-
nak M'€ M-t M+ M, amelyre M'S M. Azok a maximdlis
S~ldncok, melyek M-en dtmennek és nem ilyenek, legfeljebb

& L. 4/(“0) sokan vannak, mert ha minden rosez’ lénc=
34 ¢
hoz & benne levd %\— -as8 halmazt rendeljitk, akkor ezen

’;_\ -agok koziil bérmely kettd uniéja nem M ;  iey
ezek széma az Erdds-Chao Ko-RadoB'b]tétel szerint legfel-

Jebb 4) L ’“__ -ag része M-nek \,ﬂ \V&h ; tehdt

N -9
1egfe1%]ebb L/ (4 (_1)/( )> sok rgssz lénc van.

Jeldlje ‘/‘(’C az M 1 szdmossdgi elemeinek halmazé&t; ekkor igy

2m %1\
3 3
il‘/“(ul _“l_‘;‘_ & L) azaz > \\/ug"(-n-_—:?-é'f Lé__m
\.=g 31('\3) 5’"—; 3v \)/ -
tehdt — 2 ;— = - es = > — -tehdt < m
7 AT gyt & Wl £ 2(my),
3

EY
oM
azaz lM\ = 2'([23).
A Stirling-formuldt haszndlva kdnnyen l4thaté, hogy

|3a€ 0. |A|<'§ vagy |A|>2},—m}|< -1;(%-]) )

ey ; ahol & tetsz8legesen kicei ha n elég nagy

a
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Ez a bizonyitds Pach Jédnoetdl szdrmazik; nem nehéz a bizo=
nyitédst gy médositani, hogy a (Cﬂ )) helyett
2

c o
(/1 + —ﬁ&) M ) felsd becsléet kapjuk; a binomidlis el=-
oszlds kozismert tulajdonsdgait haszndlva az '1;_ és
‘.23:-“ helyett kell jobb hatérokat vélasztani.
Ez az eredmény az, amelyre utaltunk az 1.2 Tétel eldtt.

Az ott igért becelés egy teljes csaldd leirdsdhoz sziikséges

informdcidmennyiségre (4 + S&g_"_‘ )L i ) ,

= N\I3D

Erdekes és valdsziniileg nehéz probléma a kévetkez8:

1. Probléma Mekkora 1{(} Sk teljes csaldd ._Q-m}) )

ha \_D_\Un

2. Probléma Igaz-e, hogy létezik n-t8l fiiggetlen c < 4
konstane gy, hogy ha t ‘—::P(Q.) Sperner rendszer, akkor
legfeljebb 9 WE oy olyan teljes csaldd létezik, melynek €
a kulcsrendszere?

Az 1.6 Tétellel kapcsolatban megjegyezziik, hogy létezik
M metezettulajdonsdgi rendszer, amelyre Ml =<44 %)([T—‘J)
Legyen ugyanis m =244, ] = My a€ ., Legyen 2
M= {AS-Q'- “eA)\A\‘““'H:]U{AQ 0: °¥¢A)IM= rm} Ekkor kénnyen
ellendrizhetd, hogy WM metszettulajdonségd és (W | =(A+%\)([§jj’
mert [M|= 1-(2"‘:\“> :
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l.6tuniétulajdonsdgi rendszerre bizonyitottuk, de
mivel M E ‘P(JQ:) unidtulajdonsdgi akkor és ceak akkor,
ha {-ﬂ‘Ai A€ v‘(} metezettulajdonsdgli, ezért az eredmény

valdéban igaz metszettulajdonsdgli rendszerekre is.
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II, Fejezet

Eredmények

Mint mdr azt kordbban emlitettiik, a gyakorlatban 4l-
taldban az a helyzet, hogy az adatbdzis alapreldcidinak
néhdny funkciondlis fiiggését ismerjiik; a reldcibés adat-
modell elméletet arra szeretnénk haszndlni, hogy minél ri=-
videbb dton tudjunk kdvetkeztetni tovdbbi fiiggésekre; pl.
az (A,IZ) alakd kulcsokra vagy az egyéb maximdlisakra.

A funkciondlis fiiggések 41tal generdlt teljes csaldd fo-
galmdt bevezettiik az I. Fejezetben, ezen hallgatélag az
adott fusgéseket tartalmazd legsziikebb teljes csalddot ér=-
tettiik. Ilyen 1létezik, mert konnyen ellendrizhetd, hogy
teljes csalddok metszete teljes csaldd. A [57 alapidn a
k6vetkezdkben megteremtjiik azon eszkozdket, melyekkel a
gyakorlatban hatékony médon tdrgyalhatdék a fligglségek.

A tovébbiakban kényelmes lesz {(F4),(F2),(r:3))q:q)}

helyett a kbvetkezd axiémarendszerrel dolgozni:
(A1) A 3@ ,AeF

<A2) @|B)€3:)(C1'D)€~Jr = (A U(EQC))AUB\MLQ'D)E %
(43) (A B)€F, c24,DeB=>(C\D)eF
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Alternativ jelsléeméddal: (A B)eF ,(C\D) ¢(a,B)= (¢ \D)EF

2.1 lemma ? teljes cealdd akkor és csak akkor, ha
F -re teljesiil (A4),(A2) és (A3)
Bizg, : (AZ) kdvetkezik (Fd)'(Fﬂ-) -b81; mert legyen (A B) (C DET :
ekkor (F'1) miatt C@(\C)E(\C)é ?i igy (Fh) szerint
(A, AvB)ET és(Au(Bnc), ALBUBNC)HAUBAC), AvBuC)e T  (Fik)
alapjén (AU BUC)AUBUCUD)GEF)‘igy (FZ) miatt végiil
(Au@nC),AuBuCuD)eT-
Forditva, (FZ) kovetkezik (AZ) =b8l B=C =vel és
(A})-t haszndlva, és AV(BAC)E AuC miatt (F4) kovet-
kezik (A2),(A3) -bbl. 0

2.1 Definicid % a kovetkezd kétvdltozbe miivelet
Q) xP(Q)-n; na e =(Ay, B«)) e; =(As, B,) € P(2)x3(Q),
akkor legyen :

e xe2=(A,u(B404,), B,UB,)

2.1 lemma miatt ha F teljees csaldd, akkor 3: z4rt
% -ra, azaz €,,€, €ETF S e, xe, €F
Néhdny észrevételt tesziink a X milveletrdly

l. % asszociativ, azaz @,*(€, % e3) = (ﬁ,,* {2)* €3
8. € ¢ =@C |3¢), B(2A(: (= 4..& j ekkor 1. szerint
€ Xy ¥ X €y z8réjelezés nélkiil ie egyértelmii;



s

2 =C, K€y % ... X Q&=<L(c),tz)43;)ahol
L(e)= A,,u(—g,1 nAz)U@4 ﬂglnA3)u .o .U(E,‘ n—éln..ngi_ﬁmqﬁ):
=(AAUE4) (\@4UA2U§2> i ﬂ(A4uAZU...UA&_4U-B-&_,‘)Q(Aqu...UA

3. ha €¢=<A;,A;>; c=4,. R j akkor

< +*
L ¥ X .. X €y = <£E)4AC ) ckg)qA i azaz trividlis

fliggésekbSl a X mivelet trividlis fliggést eredményez.

4. na €=(A\8), B2A & [=(C,c); akkor
L(exf) € L(fxe) , niegen
ex[=(AvBnNC), BuC)  ée
fxe=(colTna), Buc)=(CuvA, Buc)

Tehdt ilyen €, f mellett e x [ tobb informdciét adé
filggés, mint [ x€ /pontosabban e x [ 1legaldbb annyi
informdciét ad, mint [ xe /

5. & X% mivelet idempotens, =48t

€ X€r ¥ .. .k€gx €, =@x€, % .. X€, ninden 1£& a‘é £ -re
A tovédbbiakban egy (A ‘B) fliggést trividlisnak neveziink,
ha BSA . Legyen Fhe :PC-Q)X ?(-Q) olyan, hogy
AEQ%@;A)G F" . Legyen q az F" X -z4rt burka /ilyen

van, mert X ~zd4drt halmazok metszete is % =z4rt; ahol

cey € € P(R)xPQ)r-z4rt, na ({ ) Ve, ege €)(exex xtqeC)s

N
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Ekkor % -re nyilvédn igaz (A /() és (AZ.); mig (A3) nem
feltétleniil, Jeldlje F az ?“ dltal generdlt teljes
cealddot. %g F nyilvédnvald, de 4ltalédban g#?) azaz
% nem feltétleniil teljes cealdd; de igaz a kdvetkezd
A A
2.2 lemma ¥ = g ) és igy F kulceai éppen a
g kulcsai

Biz.: legyen g'={<C‘D) " van <A,B) Gg ,hogy C 2A és DE B}
Nyilvédn elég bizonyitani, hogy g'=37. g,C.S? vilédgos.
Mivel F az 'EF' d1tal generdlt teljes csaldd és

g,' -re igaz (A 1) és (AB) & F'e 9' , azért
elegendd megmutatni, hogy %,| -re igaz (A - & S
Legyen tehdt (A4 Bq)€ 9')(/\2 lsz)gg: Ekkor létezik

. . \ n
(ALB,’,),@;,B}_)E% tgy, hogy A 2A; ) B. s B )
i) ! ! I == ,
ha (= 4\2 . (Ad ‘841)*(Al IBZ)=<A:|K)(B/:0A1)) B," UB;_) 6 % )
hiezen % ¥ =z4rt.

S ] . ! ,
A4U(1—340A2)3A,;U(B,,'f\Az))hlezen A, 2A, és Ang; ;
és B,S B, miatt B_'I'E —B'4 "

Ley (A v(®,NA,) 8 uB, G mert
1By 0AL))y ApuA,uB 2)69)
; ) :
(AIA)*@IBF@MUB)GS B;=B; ha (=42 0
2.3 lemma Q;:(A;,Bc)t C'4,...& nem trividlis funkciondlis
fiiggések; & az 41ltaluk generdlt teljee csaldd;
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“
w=U By ) M=) -w . Exkor minden Q(‘_O_)é (}-hez léte~
v=4

zik (qr,”..,'rri) permutécidja {4,2)... &_J -nak gy, hogy
X2 L(emx Car, %X Cqr, * %) ahol ;o ( P\“>
Biz.: ha Q(,-Q)é(}akkor 2.2 lemma szerint létezik X(QX

igy, hogy (X"_Q.)G g (9 F ) . Tehdt (Xl-Q)Q % felte~
het8. Ekkor, C} definicidja szerint valamely d =
=(D|D) -Te X = L(e.“.q* e—u.zf...;\ e.n..s:\‘ oL):A«n-qu...u(g«“-"n...ng-“-sn]))
Tehdt (4) L(e Ty % - Keqr, * %)E A'W/.U(Em.“A'lT;)”""’(ET,,""'n D)
fenndll4s4t kell bizonyitanunk.
Persze B,uB,0..0BguD=10 ; igy
D2(Bey 40 U BLUT)0 BB, 00 B tovAbDS,

mivel A < B., azért

fD?(As+4U"'UAﬁU P) N8B 0. aBs 3§ tenss

—

B, n—éln...n_es nD 2<A5+4 (\_g,, ng_,_n.. néj)u
U...u(A.k(\B,,n...n-ﬁ‘&_,bu(r' n_é,,n--- c{g_&) )

ami mutatja, hogy (/D igaz.

Kovetkezmény: k db funkciondlis fiiggéshb8l legfeljebb k!

sok kulcs vezethetd le. /Osborne éz Tompa tétele/ Igy ha
az f&r’ teljees csalddot k db nem trividlis eleme generdlja,
akkor F  xulcsainak széma legfeljebb k!

2.2 Tétel [15] Minden k-ra létezik k(k-1)
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gzdmossdgi e és k nemtrividlis filiggés felette,
amelyek k! sok kulcsot generdlnak.
Biz.: legyen [ﬂ[= &‘(&-4); 0 elmeit soroljuk fel egy
% x% -as M métrixban, a f84t16t {iresen hagyva.
Legyen A a mdtrix i-edik sorédban levd elemek
halmaza, B, az i~-edik oszlopbelieké. Ekkor a
mitrix f84t18 feletti elemei kulcsot alkotnak, hi=
gzen az elsd sortél fligg az eled oszlop; igy a mé-
godik sor elsd eleme fiigg az elsd sor=-
t61, hiszen az elsd oszlopban van; igy
a fels8 hdromszdg elsd két =ordnak unid-
. jat6l fiigg az elsd két oszlop unidja, stb.;

I\\ a feled8 hdromszdg elsd k sordnak unidjé-
v t81 fiigg az elsd k.oszlop unidja, ez

k-ra indukciéval kdnnyen igazolhaté.
Ha ‘n’:('m”---,'ﬂ“‘_) az {4,..,-QJ -nak egy tetszfleges permu-
t4cidja, akkor legyen WKqr annak a mdtrixnask felsd hé=-
romezdgmdtrixdnak elemhalmaza, amely M=-bdl a sorok és
ogzlopok qr ezerinti permutdciéjédval keletkezik. Kdnnyii
beldtni, hogy T+ = K2 Ky é8 Ky az{(A\-,B;):cm)...,g}
d1tal generdlt teljes cesalddnak kulcsa. Tehdt (AC yB) - &

(1

). elemszdma a 2.2 Tételben éles, amint azt a kdvetkezd

k! sok kulcsot generédlnak,

tétel mutatja
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2.3 Tétel Ha k funkciondlis fiiggésbdl k! kulcs
keletkezik, akkor az attributumok szdma legaldbb k-(k-l)

Biz.: legyenek (A{,,Bg)-‘ L=4)---fl a kezd8 funkciondlis fliggé=-
gek. Ekkor 2.3 lemma szerint az dltaluk meghatdrozott

kulcsok halmaza f, a

{LJW=L(€T1*~ 3 *g"ﬂ): - (’n-,, )‘Yr,) permutdciéja %4,-- {}-nek}.

Ha (C|= %! akkor w#7's Lodly, Ly $lg.legyen W(T,, g )-ra
T )= R o 2
Z(Wi-‘l)"ﬁ> B"‘V«OB"BQ"”B‘MQ & A'W-i-4
Minden Z(C)}) tartalmazza () -nak egy elemét, amelyet

<C‘,b'1) #(c);) esetén Z( c),,;)) nem tartalmaz, mert ha nem,

U<§4 n@zn...nB{_znAg‘mA&) dllna; és igy

L(e,‘;\t...xeg__,,xeﬁj = L(e,,x xci,\'e&_q) lenne, ami ellent-

mondds,
Mivel ‘{Z(”':X)’ C:ta-}l =-{Q(~&~4) ) azért igy
\_Q_} > 4 (%-1) valébvan 0

2.2 Definicid Z( ¢ ,3) kritikue halmaza

S(ia)=2(vy)- Uz (&)
k"ld)) #(4)
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Ekkor 2.3 Tétel feltételei mellett egyetlen kritikue halmaz

gem lires.

2.4 Tétel Ha az <AQ)BC)I A=1..4 funkciondlis fiiggések

k! kulceot generdlnak, akkor
(1) (V;s&)( (A2 +%-1)
(ii) minden kulce elemszdma legaldbb (- 4)/2.

3 2 3 ) P Y .
Bizonyitds (i) A’Tr,‘ 2 A'“'a N B(ﬂ-z B oo % B'ﬂ'{w ;
azaz legaldbb (k=1) kritikue halmazt tartalmaz A ;
eldz8 megjegyzésiink szerint egyetlen kritikue halmaz sem

ires, teh4t \Agl 2 -1

(ii) m K=A T, UQEanATJ_)U"'U(BTT,,(\E‘H',_“““B"\T.t_‘nA'n'i))
akkor a K-t képezd unid tagjai nyilvédnvaldan diszjunktak;
A.-ﬂ./‘ (‘k- 4) kritikus halmazt tartalmaz;(@qm‘ 0 Afﬂ-l) ({-l) -t )
stb.; tendt |K|> Te(%-1)

% O

Vegyiik észre, hogy 2.3 lemma ad egy algoritmust adott
funkciondlie fiiggések dltal generdlt teljes cealdd kulcsai=-
nak megtaldldsdra. Az algoritmue 4ltaldban k! sok 1lépést
igényel, ha k db filiggée adott; a 2.2 Tétel mutatja, hogy

4ltaldban ennél jobb nince.
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LevezethetSség, teljes csaldd generdldsa

A kovetkezdlkben teljes cealddok generdtorrendszereirdl
lesz 826. Megjegyezziikk, hogy a levezethetlség fogalma 1lé-
nyegében ugyanaz, mint a ¥ miivelettel vald el8dllitha=-
tésdg; az egyétlen kiilonbeég az, amire a 2.2 lemma mutat
rd; azaz, hogy a x miivelettel dltaldban ceak a maximdlis
fiiggéseket tudjuk elédllitani.

Meg akarjuk vdlaszolni azt a kérdést, hogy egy adott
S:teljee cealdd generdldsdhoz hdny eleme sziikeéges.

Az I. Fejezet utolsd tétele vdlaszol erre; hiszen,

B -vel jeldlve ¥  maximélis jobboldalainak rendszerét,
B meghatdrozza ¥ =-et. ‘D -nek egyetlen minimdlie szd~-
moesdgi generdtorrendszere van, amely D un. metezetirre~

ducibilis elemeibdl 411, azar

4 = g Be@:(‘dfﬁ‘?%)(% g = 55”57}

3 generdlja D -t, mint metezetfélhdldt. Tegyiik fel

ugyanis, hogy P€® maximdlis szdmosségi, amely nince

az J 4ltal generdlt metszetfélh4dldéban. Ekkor természe=-

tesen BEB-3 j iy B= n{C:C 2B )Ceg‘fﬁj})‘ CgBélC|>lB])
ezért ha Cé’b) CZB , ugy létezik J. €3 Ggy,

hogy C = 03¢ ;  ekkor B=ﬂ{ﬂjc‘-C€@)‘{B})C38}]‘
tendt Jg = UFIc t C28,CeB{8)) T -re

B = N3g és igy B az J 4ltal generdlt metszet=

félhdléban van, ami ellentmondds.
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Méesréezt nyilvédnvald, hogy ha J' generdlja b -t,
akkor J € 3’ .
Tehdt ha egy FeH fliggéshalmaz generdlja ¥ -et,
akkor |F'| 2|3 . Legyen 3 =3B : 24 8] ;  legyenek
ALSR:c24,...8 olyanck, hogy (A ¢ Bi)EF. Ekkor{@;,&i): 5:4)...‘3.}
nyilvdnvaldan generdlja ‘F ~t. Tehdt F  minimdlis szd-
mosségl generdtorrendszerei |J| gzdmogsdgliak; s 1.
tétel ezerint |JJ < 2(;2)) y ahol L] = m .
Szeretnénk leirni a minzimélis gzémossdgi generdtorrendsze~

reket. Ehhez a levezethetdség fogalma lesz hasznos.

2.2 Definicid[ 2] F funkciondlie fiiggések halmaza;

)
ekkor egy (A,B) funkciondlis fiiggés levezethetd F ~bd1,

ha létezik 2D és léteznek (A.;,Bg)est'-. (= dy.,mm gy,

hogy ha X0=A5 Xe=Xi-quBg i v=1,...m akkor

Koo 2B es Xisx 2A¢ , ha C=4y. m

2.3 Definiciéd [?j (3‘" funkciondlis fiiggések halmaza; ekkor
egy (A,B) funkciondlis fiiggés levezethetd F . -b8l, ha a

kovetkezd négy =zabdly véges sokszori alkalmazdedval nyer=-
hetd;
' | o T
(1) ha ASAS {2, akkor (A (A')  levezetheté F -bdl;
)
2 ha (A,B) és (B,C) levezetheték F =bSl akkor

I
(A,C) is levezethetd F =-bdl
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(3) (A,B) és (A,C) levezethetdk r\;l:'-bc‘)'l akkor
|
(A,Bu C) ig levezetheté F ~bdl;

(4) F' minden eleme levezethetd F ' -bdl.

2.4 lemma A 2.2 Definicid szerinti levezethetdség

fogalma megegyezik a 2.3 Definicid szerinti levezethetdség

fogalmdval.

Bizonyitds 1legyen (37’ funkciondlis filiggések halmaza
0 felett és tegyiik fel, hogy egy (A B) € P)xP(L) a
2.2 Definicié szerint levezethet§é F =-bSl. Ekkor 1létezik
$(Ac)B)€eT ' L=ty m] Gay, hogy Xo=A; Xi=Xi-0By 3 X 2A¢,
ha ¢ =4, m 8 Xm2B. Xo24,;(A4,8) 2.3-
levezethetd F  =b6l (4) szerint és (Xo,A4) 2.3~
levezethetd F  =bél (1) szerint. Igy, (2) szerint (Xo,B;.)
2.3=levezethetd F' -bdl. (Xo,Xo) (1) szerint 2.3-
levezethets F' -bdl; igy,(3) miatt(Xoy XoUB,)
2.3=levezethetd F' -b81l. Tegyiik fel, hogy &< m &=
(Xo) X{_,‘) 2.3-levezetheté T  -bsl. X = Xg-40 8y :
A4S X4-4 , igy  ekkor (Xi-n"\h) (1) miatt
2.3-levezethetd F '  =bdl; igy)(A {,B,)ég)miatt
(Xf_-d) B{) 2.3=levezethetd F' -b81, (2) ezerint;
djra (2)=-t alkalmazva ()(O)Xg-4) és (XQ-” Bg) ~ra ,kapjuk,
hogv (Xo) B‘k) 2.3-levezethetd F =~bsl. (Xo) By)
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és (Xo) Xg_4> tehdt 2,3-levezetheték F - -bdl; igy
(3) miatt (XojXg) is 2.3-levezethets F' -vs1.
Végiil (Xo)Xq,,)2.3-levezethet6 T -b8l; BES Xg4 ée (1)
miatt (Xoq,B) 2.3-levezethets F'-bsl ée igy, ( 2)
gzerint (Xo,B)=(A,B) 2.3-levezethetd ' =b3l.
Forditva tegyiik fel, hogy (4,B) 2.3-levezethetd
’-bé’l. A bizonyitdshoz eziikeég leez az T(A,B) halmaz-

fiiggvényre, amelyet eldzetesen definidlunk.

(V) ra (A'> B') 2.3-levezethets F' -bbl, akkor legyen
(A 8) a kdvetkezd: ha (A'lﬁ‘)€377)valamint ha A'28)
akkor legyen 'T(A',B’)=O "

(2) Legyen (A', 6') 2.3-levezethetd F) =bsl, T(A',B') még

)
definidlatlan és létezzenek (Ao yBs) és(A,,8)) az
F) -v81l 2.3 levezethetd fliggések 1gy, hogy f(A}_) B‘{):
' ’ . . ’ » 3 1
«*0,) mir definidlt, és (A',B') elddllithatd (AO'B:,))(A)’B:)-
bé1 (1), €2}, (3), (4) valamelyikét alkalmazva. Legyen

¢ (A))B)) =  max (T(A-z ; B"‘: ))+ 4

(20,4
)
T(A,B) -re vonatkozdé indukecidval bizonyitjuk, hogy ha

(A ; B) 2.3-levezethetd F ) -b8l, akkor 2.2-levezethetd

is,

Tegvenek <Ao,Bo>)(A4) 84) olyanok, hogy ~r( A, B{,) < v(A,B)) |
ha L:O,Aj mutasea (AC,) B{,) 2.2=levezethetd voltédt q)-bél ‘

By 2 " -
(A ) BPDET s jotymymiy X5 0 jroymmng § (=0)4

3 )
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Ha (4, B) (2) alapjén keletkezik @0, B,)) (A” B,,) ~-b8l, akkor
s g sad
x°4=A4=B°€ Xem, + legyen K41 =X 0Bo , ha
L =0).. Mo X = xi° ) ha (.:o)..)m,~4]' nyilvdnvalé, hogy
ez mutatja, hogy (A.B) 2.2=levezethetd ?’ ~-b8l., Ha
(4\8) (3) ealapidn aacdik (Ao,Bo),(A4,Bs)  -b8l, akkor
- 4 4 = (o] ' < 70 4 ° .
Ao = A, j 8azaz Xo = Xo ; Boqu_kmqumq)teklnt-
siik az X: ) ?W\o ) X;UX:v\,)"' X,:MAUX:M gorozatot; kdnnyen
14thatd, hogy ez mutatja (A‘B) 2.2-levezethetdeégét F' -
bél. 0
2.4 lemma alapjdn a tovdbbiakban egyezerilen levezethet8eséget
mondunk. A 2.3 definiciébdl nyilvdnvald, hogy ha P:F) funk-
P )
ciondlie fiiggések halmaza, akkor az F’ 41tal generdlt tel=-

jes cealédd
F = ?(A)B) -'(A)S) levezethetd ?)-bél}

Megjegyezziik, hogy a levez ethetbfség mindkét alakja hasznos;
a 2,2 Definicidé a levezethetdeég algoritmikus voltdt mu=-
tatja, mig a 2.3 Definicidt az (FO-(FH—) axidmékkal Gesze-
vetve vildgos, hogy az F ' =bdl levezethet8k éppen az I
41tal generdlt teljes csaldd. Ha ?) minimdlies generdtor=
rendszere az teljes cegalddnak, akkor nyilvénvald,
hogy(A)B)EE) esetén (A ,B) nem vezetheté le F - f{A,B)} -
b8l. Ha funkciondlis fiiggések egy ‘F  rendszere ilyen,
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‘ )
akkor azt mondjuk hogy (3: redundanciamentes.

Legyen (}7= i(A;,B(): C=4)-~-’Z} és legyen F az'}-)
d1tal generdlt teljes csaldd. Ekkor 'F  minden (A ;Bg)

elemét kicserélhetjilk F -nek egy maximdlie (A‘L,B‘;)
elemére Ugy, hogy elé’szﬁr megkereseilk azt a maximdlis

B‘ -t, amelyre (A\, ) B ) levezethetd F’ -bél és B, 81. )
majd ugyanigy minimalizdljuk A =t egy A.,QA-L -vé;
{(A“B ): a} ekkor szintén F -et generdlja. /Elb-
fordulhat termeszetesen, hogy két kiilénbszd (A,B)€ T’
ugyanahhoz az (‘V,B‘)é? maximdlie fiiggéshez vezet/

Igy P:F minden ?) generdtorrendszere helyettesit=
hetd egy legfeljebbd \?'l gzdmossdgi, maximdlis fliggések=~
b8l 4116 generdtorrendszerrel. Ha (A B)é?’triviélie flig=
gée, azaz A'28) , akkor T» (Y E)Jugyanazt a teljes csald-
dot generdlja, mint F) "

Jeldlje F maximélle elemeinek halmazdt /mint az I.
Fejezetnél/ (}' G-" nyllvénvaléan generdlja F «et,

A
2.4 Definicid[F teljes csaléd;(A,B)é? nemtrividlie

fiiggés, azaz A F B ;  ekkor (A B) egyszerii, ha (A,B)
nem vezethetd le ('}' ZA’B) B'= B}) =b81.

Pl. tekintsiik az 0 ={a,&,c,d)¢¥, }felett sz F e
{(f%f');ff—l))@'—)‘(};{t)))(if){} {3))}611:&1 generdlt r}- teljes csalddot.
Ekkor (ia % .-,{)‘:f} )iq % c a(,c,:f)g,k) < 3:' nem egyszert
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mig ({a,'ﬁ")){q)&lc})) <i C)d)){c)"{)c])) ({C,’f}){f)f,%})
egyszeriiek.

2.4 Definicidban az a fontos, hogy egyszerii (A)B) nem
vezethetd le olyan maximdlis filiggésekbdl, melyek jobbe-

oldala valédi réesze B -nek.

2.5 Tételfl]'}' -t generdljdk az egyszerii fiiggései

A
Bizonyitde F =t F generdlja. Tegyiik fel, hagy

A

(}" -nek létezik olyan eleme, amely nem vezethetl le F
egyszerii fliggéseib8l; legyen (A ) B) € '3: egy ilyen dgy,
hogy |B] minimdlis. Ekkor (A, B) nyilvdnvaldan nem
egyszerii; igy (A,B) levezethetd F olyan maximilie
fiiggéaeib8l, melyeknek jobboldala valddi része B -nek
és igy ezek mindegyike levezethetd az F egyszerii fliggé~
geibfl,|B| minimalitdsa miatt. De ekkor nyilvédnvald,
hogy (A) B) is levezethet§ F egyszerii fliggéseibdl,

ami ellentmondée. I8

2.5 Definicid[iJlegyen F teljes cealdd, (A,B)
egyszerii fiiggése F  =nek, (A‘I B))E é\: . Ekkor (A ) B)
gzdrmaztathatd (A)IBD -b31, ha (A,B) levezethetd
(?A' \{(A'; B"): B“’-'B})U{(A‘,B’)_} ~-bdl. Vegyiik észre, hogy ha
(A,B) szdrmaztathatd (A"B’) -b81l, akkor B'=B s (A’,B’)
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egyszerii fiiggése ‘F  -nek. Igy a gzdrmaztathatdsdg az

egyszerii fliggései k©6z0tt reldcid; kdnnyen 14thatd, hogy
reflexiv ég tranzitiv; azaz ha (A,B) (A”B!) ~b8l gz4rmaz-

tathaté és (A‘,B’) (A") 8")-b8l szérmaztathatd, akkor A, R)

(A") B") b8l szdrmaztathaté.

2.6 Definicio’[ﬂ? teljes csaldd egy _(A,B) egysze=

rii_fiiggése generdtorjeldlt, ha minden Q‘\',B')G F-re igaz, hogy
ha (A, B) ezdrmaztathaté (A') B') -bdl, akkor (A', B') ezérmaztat-
naté (A, B) -bsl.

2.6 Tétel]l](?f teljes csaldd; ekkor F minden egyszeri
fliggése szdrmaztathaté valamely gensrédtorjeldltbdl.

Bizonyitds legyen (A,B)E? egyezerii. Ha (A,B) nem

generdtorjelslt, akkor (A,B) szdrmaztathaté egy (A4, B)
egyszerii fliggéeb8l, amely nem szérmaztathaté (AlB) =bé81.
LA,” B) vagy generdtorjelslt, vagy szdrmaztathaté egy(A.z, B)
egyszerii fiiggésbdl, amely nem szdrmaztathatd (A” B) -bél.
Ezt a processzust folytatva vagy taldlunk egy generdtor=-
jeldltet, amelybdl, a szdrmaztathatéedg tranzitiv volta
miatt (A) B) szdrmaztathatd; vagy,az F  véges volta
miatt, taldlunk ¢ <y =t dgy, hogy (A()B) ezdrmeztathaté
(Aa‘ y B) =bdl ése (A,j) B) nem szérmaztathaté (Aa‘-” B) -bél
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ga A(. = Aa' ; de ez ellentmondds, mert ig;y(AL;B) -bdl
szdrmaztathatd (A(,-H) B) .

(A |B) A diagram segiti dttekinteni a processzust:
()

(A i) (A,8)=A"8) jelsli azt, hogy (A )B) -bvél
/&\) szérmaztathaté (A) | B) .
M

(A B)

(a5 ) 0

i .
A ® =<Ad )B) e
(_un ) enale ik (A,@fﬂ,lg,)Ej egyszerii fﬁggések ekvivalensek,

ha egymdebdl =zdrmaztathatdk. Ez a reldcid nyilvédnvaldan
ekvivalencia az 3:‘ teljes cealdd egyezerii fliggéeel
kozott. Ekkor
\ 4
2.7 Tételf]Ha F  teljes csaldd, akkor I € F
generdlja F =-et akkor és csak akkor, ha '-;‘J:) minden

ekvivalenciaosztdlyhdl tartalmaz elemet.

A
Bizonyitds 1/ ha {@C;B\‘.)i Q:r\)...&}=?)g'}‘
generdlja 'F -et, akkor minden <A,B) generitorjelslthoz

16tezik J( Ay, By)i=tmyc F) P
Xo=A) XC=XC—4\JB(3'; ZL‘=4)---NV\)‘ akkor
Aj. e Xi-a)ha C 24yt de Xon=B,

13
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BACCB‘) ha i=4,...rm~4 feltehetd, igy BéwﬁB. |
Tehdt (A, B) ezdrmaztathatd (AJ\M) Bém) ~<b81l; ezért
<A3m75é w\) egcyszerii ég igy az (A ) B) ekvivalencia-

ogztdlydbdl vald.

2/ legyen {[A.‘.)BL)ZQ"‘;""’-_}z F olyan, hogy F' minden
ekvivalenciaogztdlyt metez. 2.5 Tétel alapjén elég bizo=-
nyitani, hogy ekkor minden egyszerii filiggés levezethetd ‘3:) -
b8l. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz és legyen(A,B) ?)-bc?l
nem levezethetd egyszerii fliggée és |8) minimdlis. <A,E>)
a 2.6 Tétel szerint szdrmaztathatéd egy (A"B) generdtor-
jelsltbdl; (37) vdlasztdea miatt tehdt (A |B) gz4rmaze
tathaté valamely (A{ )Bi) € F) -v8l. Leirva ezt a szdrmaz-
tatdet, az abban szerepld (AC) Bé):(,*h--- ™M gorozat tagjai
helyett nyilvédnvaldan vdlaszthatdék (A': ’) 35’) egyezri
fliggéasek; persze B“E B 3 igy(A“) B"') levezet=
hetd '3:) -bdl é= igy(A y B) is levezethetd T ~-hdl,
ami ellentmondde [

LAttuk kordbban, hogy ha “F teljes cealdd, akkor
'}')S é\? minim4lis generdtorrendszere ‘F  -nek akkor és
csak akkor, ha { B: (A, B) € 37'} minimdlie generdtor-
rendszere ‘B  -nek. EbbSl ég a 2.7 Tételbdl trividliean
kovetkezik, hogy J =vel jeldlve a ‘D mninimdlie gene-
rdtorrendezerét, a gzdrmaztathatéedg ekvivalenciaosztdlyai

{@) B): @ ) B)E 37_} alakiak valamelv B € ] -re.
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Jegyezziik meg azt is, hogy a 2.5 Tétel és 2.7 Tétel
bizonyitdsainak ugyanaz a gondolata, mint annak bizonyitde
sdé, hogy egy metezetfélhdldt a metezetirreducibilis elemei
generdlnak.

A 2,7 Tétel értelme az, hogy logikai jellemzését adja
teljes cealddok minimdlis ezdmossdgli generdtorrendszereinek;
mig a 2.2 Def. el8tti megjegyzésben kombinatorikusan jelle-
meztiik azokat.

Legyen ‘F teljescealdd, D az F meximdlis jobb-
oldalainak rendszere, S a D maximdlis elemeinek halmaza ;
azaz 5=YB€$:(VB'G'BXB'?B%B'-‘B')_’] . Ekkor $
Sperner-rendszer. Konnyii végiggondolni, hogy ekkor ?
kulcsrendszere, G azon KE £l -k halmaza, melyek mini=-
mélisak arra a tulajdonedgra, hogy egyetlen BES sem

tartalmazza &kat, azaz

¢ ~Jusn:(Vees)(keB) ek (3Bes)(K'=B)}

Forditva, ha € az F kulcsrendszere, akkor

18 s 0:(Wkee)(kep)ss(Ve'2B)(3Kkee)KeB)) =S
az F maximdlis jobboldalai k&ziil a tartalmazdsra nézve

maximdlisak halmaza.
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Teljes csalddok és Sperner rendszerek reldcidval vald

reprezentdlisa

Természetes kérdés [/143 s hogy adott kulcsrendszert
illetve teljes cealddot hdny soros reldcidval lehet rep-
rezentdlni? Legyen T(m) az a minimdlis sz4m minden n-re,
hogy ha 5 & Q) Sperner-rendszer , H2)= m ; akkor
létezik R reldcidé () felett, melynek legfeljebb ~(m)
gsok sora van és amelyre TFR kulcsrendszere éppen .
Jeldlje (-R(m.) azt a legkisebb szémot, amelyre igaz a ko=
vetkez8) ha F S P(LR) X P(LL) teljes cealdd,|L|=m )
akkor 1étezik egy legfeljebb ('P\(M.) sok sord R reldcié (L
felett, amelyre h{—:}R .

2.8 Tétel (1) T(m)é&?\3>+4
2
() R(m) ¢ ZQEJ)+4

Bizonyitde i/ ha 5 S "P(ﬂ> Sperner-rendszer, akkor

{Beai(vses 5¢8) s (4B'28)3ses)8'25))= ¢

Sperner-rendszer;

R!s ? Bo:v=a,.. 3—} elemeire végezve az 1.3
Tétel bizonyitdsa szerintl konstrukciét,a kapott R reldcid-
nak éppen S a kulcerendszere. Renek |3'|{4+4 eora van:
S' nyilvédn Sperner rendszer, igy (9’| E(?_,j> , tehdt
Renek legfeliebb <(::J) 4+ / =sora van. | %

2
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ii/ ha F teljes csaldd {2 felett, akkor maxi-
z Fol - m
mélis jobboldalrendszerének 1étezik legfeljebb z-([:!\_ﬁ
Z
szémossdgll generdtorrendezere. Ezutén 1.3 Tétel bizonyi-

tdedt végezve az 4llitds addbdik 0

m

{
2.9 Tétel i/ T’\:(E“‘/Z:‘) 4 "r(q\) »(o%'r(m.)
11/ *;.(4+j;)([:/13\) ¢ R(w)- Rog R(mw)

Bizonyitde i/ a kiilonboz8 Sperner-rendezerek gzdma

legalébb é‘:‘"z’) . Ha egy ¥ teljes cealddot legfeljebb
r-goros reldcidval lehet reprezentdlni, akkor lehet olyan
reldciéval is, melynek pontosan r sora van ég amely lege
feljebb r+l1 sok jelet haszndl. (TX«\) -eg, legfeljebb

; ~.
(r+1) jelet haszndld métrix ("P-H) ™ g0k van. Igy
T(m)-m (tnya3)

() +4 > tv2] :

( 1+4) 7 y 3gY

1 (m
m '(Dn/zj) = i By wle

. s 2 2 i i
ii/ 14ttuk /1d. 24. oldal/, hogy létezik <4+ m)(\‘m/z])

szdmosedgi metezettulajdonsdgi rendszer. Igy, (i) bizo-

m m
144
nyitdsdnak mintdjéra, 2(1:'" "3) helyett 2( /"‘X["‘/Z'J) -t

haszndlva, adédik az 4llitds

a
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Summaory

The presented article deals with functional dependencies
of the relational data model. '

The First Chapter is divided into four parts. The
fundamental results of W.W. Armstrong about functional
dependencies and full families are shown first and the
notions ™maximal element™ and ™maximal right hand side"
are defined. Both are important for the subsequent analysis.
In the second part of this Chapter the key and candidate key
are defined. There is, to every Sperner system S a relation
constructed such that S be the set of its candidate keys.
Next we deal with linear relations and linear dependencies.
It is proved that every functional dependency of a linear
relation is a linear dependency, and that the sets of
candidate keys of linear relations are exactly the matroids
that can be coordinatized over the rational field Q.

Last we investigate the following combinatorial problem:
what is the maximum number N s OFf maximal

elements of a full family over an n-element attribute-set?
It is proved that N'h, is assymptotically 2™.

The first part of the second Chapter contains a method
worked out by the first two authors. By this method it is
possible to deduce some relations between the number of
initial functional dependencies and that of keys generated
by them.

After this we deal with the notion of deductibility.

As to this notion the equivalence of defintiions given by

J. Demetrovics and W.W. Armstrong is proved. The main problem
concerning this notion is the characterization of generating
sets of minimal cardinality. We give a combinatorial
characterization for these sets in terms of maximal right
hand sides and compare this characterization with that of
W.W. Armstrong’s that is of rather logical nature.

At last, some results on representation of full families
and Sperner systems by relations are shown.
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