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SZTOCHASZTIKUS PROGRAMOZASI MODELLEK

ES ALKALMAZASUK*

Prékopa Andréas

El8adisomat az operacidkutatas mibenlétének rovid Ssszefog-
lalasédval kezdem. Ez az a tudaminy, amellyel foglalkozom. Ezen
beliil el fogam helyezni a sztochasztikus programozast, amely je-
lenlegi sziikebb szakteriiletem és amellyel el8adasam is kapcsolatos.

Mint ismeretes, az "operational research" elnevezést Anglia-
ban alkalmaztak el8szor. A radar felfedezését kdvetSen 1937-ben
a hadseregen beliil egy kutatd csoportot azzal a feladattal biztak
meg, hogy dolgozzon ki tervet a radar&llamasok optimalis elhelye-
zésére. Ennek a csoportnak az "operational research group" (magya-
rul "hadmiiveleti kutatd csoport) elnevezést adtédk. A masodik vilag-
hibor( alatt tdbb egyéb katonai és polgari vonatkoz&sl optimaliza-
lasi feladat is felvetddstt. Ezek megoldasara azonban csak a hébort
utdn sziilettek altalanos mbdszerek, koziiliik legnevezetesebb az
anerikai G.B.Dantzig 1947-ben megalkotott &s 1951-ben kdzolt [4]
n. szimplex mddszere, mely a linedris programozas altalénos fela-
datat oldja meg és mind e mai napig a leghatékonyabb ebben a vonat-
kozasban. A negyvenes évek masodik felében "operational research",
vagy ahogyan Amerikaban hasznaljék: "operations research" alatt
altaldban kiilénféle rendszerek tervezésének &s optimalis ir&nyita-
sfnak tudomanyos mbdszertanat értik. Nalunk Magyarorszagon az

* 1980. januar 29-én elhangzott akadémiai székfoglald elBadas



"operacidkutatas" elnevezés honosodott meg. Az operacidkutatas
legfontosabb matematikai eszkdze az Gn. matematikai programozés,

melynek a linedris programozas a legelterjedtebben alkalmazott
speciilis esete. Az 50-es években kOzismertté valt, hogy L.V.
Kantorovics szovjet matematikus mar 1939-ben felfedezte a linearis
programozas modellijét és jelentdségét [9] , megoldasi mbdszert
is adott, mely azonban nem terjedt el a gyakorlatban.

A leglijabb torténeti kutatasok kideritették, (I.Grattan-
Guinness [8] ) , hogy J.Fourier francia matematikus mar 1824-ben
megfogalmazta a linearis programozas feladatat, tovabba, hogy
Farkas Gyula 1894-ben és 1898-ban megadta az elmélet alapjait
- a nemlinedris esetre vonatkozdlag is - és a linearis esetre
bizonyos szintii megoldast is nyQjtott. (Prékopa [22] ) . Kutata-
sanak eredeti célkitlizése az analitikus mechanika egy fontos
feladatinak a megoldasa volt: mechanikai rendszer egyensilyi
allapotinak megkeresése egyenl8tlenséges kényszerfeltételek
esetén. Erdemes megemliteni, hogy amikor 1888-ban Fourier &sz-
szegyljtétt munkait kiadtak, akkor az el8szdban Darboux errdl a
kovetkez8ket irta: "Nous avons aussi, par quelques emprunts a
1'Histoire de 1'Académie pour les années 1823 et 1824, pu faire
connaitre d'une maniére assez précise certaines idées sur la
théorie des inégalités auxquelles 1'illustre géométre attachait
une importance qu'il est permis, aujourd'hui, de trouver un peu
exagérée".

Darboux tehadt a linedris egyenldtlenségek elméletére vonat-
kozd Fourier-fél progndzist felnagyitottnak tekintette. Ezt némi
joggal tehette, hiszen 1824 é&s 1888 kozOtt nem sok tortént ebben
a vonatkozésban. Az ezt kévetd évtizedben azonban mar megjelentek
Farkas Gyula korszakalkotd munkai.

A fentiek szerint a matematikai programozas feladata csaknem
150 évvel az operacidkutatas létrejttte eldtt mar ismeretes volt

az analitikus mechanika keretében. A matematikai programozas fela-



datat elvont matematikai nyelvezettel ma oly mddon fogalmazhatjuk

meg, hogy: keresendd egy tobbvaltozds fliggvény minimuma (vagy maxi-
mma) olyan mellékfeltételeknek eleget tevd (n-dimenzids) ponthalmazon,
melyet filiggvényekre vonatkozd egyenl®tlenségek hataroznak meg, vagyis:

minimalizilandd f£(x)

1) feltéve, hogy gi(x) 2 0, i=1,..., ,

ahol x csupin t&mdr jeldlése az X,,...,Xn valtozdk egylittesének.
A lineiris programozas ennek az a specialis esete, amikor a fenti
fliggvények linearisak, ekkor a feladat az aldbbi alakot &lti:

n
minimalizalandd 2 Cy Xy
(2) k=4

n
feltéve, hogy "Z‘amxu-b; =0 » =4, ... M.

Ha ebben a feladatban az 4k » bi » €¢; = egylitthatdk k&-
zott véletlen mennyiségek (az elfogadott szakkifejezéssel élve:
valbszinliségi valtozdk)vannak akkor Gj feladatot kell megfogalmaz-—
nunk, ez a feladat ugyanis értelmét veszti. Mi legyen az Gj fela-
dat és hogyan oldjuk azt meg, ezzel foglalkozik a sztochasztikus
programozéas. Kiinduldsul természetesen nem csupan linearis, hanem
nemlineadris programozasi feladat is szolgdlhat.

A fentieket j6l szemléltethetjikk az egyik legrégibb - ma mar
klasszikus - matematikai programozasi feladaton, melyet G.J.Stigler
amerikai kozgazdasz fogalmazott meg 1945-ben [25] . A feladat arra
vonatkozik, hogy egy atlagos ember szémara milyen ételfajtakkal és
ételmennyiségekkel lehet egy napi taplalékot biztositani oly mddon,
hogy néhany tapanyag bizonyos minimum szinten az ételekben egylittesen
benne legyen (Stigler kilenc tépanyagot vett szamitasba: kalbria,
fehérje, kalcium, vas és &t vitaminfajta), tovabba az ételek &ssz-



kSltsége a lehetd legkisebb legyen. Képzeljikk el, hogy a szambajovd
ételfajtakrdl listat készitilink &s akkor a fenti linearis programozési

feladatban 8k azt jelenti, hogy a k-adik étel egységében
milyen mennyiség talélhatd az i-edik tapanyagbodl, by azt jelenti,

hogy emberiink egy napra vonatkozbdlag milyen mennyiséget igényel az
i-edik tapanyagbdl és ¢x pedig a k-adik étel egy egységének a piaci
ara. Stigler képes volt arra, hogy taldlgatassal két szamszerii pél-
dat is bemutasson, a feladat altalénos megoldasat azonban nem tudta
megadni. Azt irja cikkében: "... the procedure is experimental
because there does not appear to be any direct method of finding
the minimum of a linear function subject to linear conditions".
(Erdemes megemliteni, hogy a t&plalési probléma determinisztikus
valtozatanak gyakorlati alkalmazhatbsigat és a jelentds anyagi meg-
takaritas lehetVségét csak a 60-as évek kdzepén bizonyitottak be
és csak a 70-es évek végén valt tdbb helyen hétkdznapi gyakorlatta
az alkalmazdsa. A sztochasztikus valtozat alkalmazésa is egyre
gyakoribb.)

Nem igényel magyarazatot az, hogy a tapléléasi problémaban
az Aai és a Cyx mennyiségek valdszinliségi valtozdk lehetnek.
Tegylik fel most mégis azt, hogy ezek allanddk és by 4 -3 bm
valbsziniiségi valtozdk. Ez oly mddon interpretalhatd, hogy nem egy,
hanem sok személy szamara készitjikk el az ételt és mindenkinek mas-
mas tadpanyagkdvetelményei vannak. A véletlen tehat itt valdjéban
nincsen, hanem csak sok klilénbdz8 egyed van, akik tépanyagkdvetel-
ményeikkel egylitt statisztikai sokasagot alkotnak. (Azt is mondhatjuk,
hogy a by,..., bm tapanyagktvetlemények valdsziniiségi valtozdk
egy véletlenszeriien kivalasztott egyed esetén.) Marmost a szakacs azt
kérdezheti t8liink, hogy tulajdonképpen mit is csindljon ilyen koriil-
- mények k&z&6tt? Kinek f8zz6n a sok ember kozil, egyaltalén hogyan
jarjon el? A 60-as évek kOzepén magam is résztvettem Amerikaban egy,
a taplalasi problémaval foglalkozd projekt munkéjéban és azt a ja-
vaslatot tettem, hogy a déntési elv abban &lljon, hogy a tapanyagok a
sokasidg 100p%-at elégitsék ki, tehat pl. p=0.8 esetén az emberek
80%-a kapja meg minden tapanyagbOl a sajat szintjének megfeleld
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mennyiséget és e feltétel mellett minimaliz&ljuk ugyanazt a koltséget,mint
eldbb.

E feladat-megfogalmazassal mar hozza is fogtmﬂc a sztochasztikus prog-
ramozas targyalasihoz. Am mégis kanyarodjunk vissza korébbi torténeti ko-
rokhoz és ejtsiink néhiny szbt a statisztikai dontéselméletrdl.

Nemrég irtam egy cikket a Statisztikai Szemlébe [ 20 ] a statisztikai
déntéselméleti gondolkozasmdd torténeti fejlBdésérdl. Ismétlésbe nem sze-
retnék bocsatkozni, ezért csak roviden fogok szblni err8l a tudoményrdl.

Bar jol tudom, hogy egy—egy nagy gondolat nem fiizhet® csupén egy-egy
személyhez, mégis a manapsag elterjedt nézetet kdvetve én is Pascalt tekin-
tem a statisztikai ddntéselméleti dondolkozés elsd® nagy alakjanak, mégpedig
a hires, el8szér 1670-ben megjelent "Gondolatok" [11] némelyikében fel-
lelhetd, matematikailag nem is formalizalt megfontolasai alapjan. (Pascal
ilyenformin nem csupdn a valdsziniiségelmélet, hanem a statisztikai dontés-
elmélet megalapitdja is.)

Az els® nagyszabash dolgozatot Daniel Bernoulli k&zdlte 1738-ban [2],
ez az Gn. pétervari problémardl szdl, melynek az a lényege, hogy egy végte-
leniil nagy varhatd nyereséggel kecsegtet® szerencsejaték (melynek mibenlé-
tét most nem részletezzilk) nyerési lehet®ségét senki nem akarja megvasérolni
20 dukitért. Daniel Bernoulli ennek é&s mds hasonld probléméanak a feltarasa
és megoldasa révén eljutott a hasznossag fogalmdhoz is és az Skonametria
egyik megalapozbja lett. A statisztikai dontéselméltre a koronat a magyar
szarmazas Wald Abraham tette fel két hires koényvével, melyek " Szekvencialis
Analizis" [27], illetve " Statisztikai Ddntésfiiggvények" [28] cim-
mel jelentek meg 1947-ben, illetve 1950-ben. Megitélésem szerint a szekvenci-
alis analizis nagyobb alkotdsa Waldnak, mint a déntésfiiggvények elmélete. Az
el8hbi konkrét és gyakorlatias, az utdbbi ink&bb altaldnos gondolati sémakat,
az akkoriban meglevd statisztikai déntési mddszerek egységes foglalatat nyQjt-
ja, de nem ad a kezlinkbe tovébbi 0j, hatékony gyakorlati mddszereket. Mégis, ez
az elmélet elég jelentds volt ahhoz, hogy sz&mos statisztikai kényv szerzdje a



statisztika tudominyénak azt a definicidt adja, miszerint ez a véletlen
k&vetelmények kdzétti ddntések elmélete (a statisztikusok vil&gszerte két
iskoléba tartoznak, ezeket nagyfok(i leegyszeriisitéssel leird, illetve ma-
tematikai statisztikai iskoléknak nevezzik; most az utdbbirdl van szd) .

Ha marmost a statisztikus szemiivegén keresztiil nézziik a vilagot,
akkor azt mondhatjuk, hogy a sztochasztikus programozas a statisztika része,
hiszen a véletlen koriilmények k&zotti déntések kérdésével foglalkozik. Ezt
is elfogadhatjuk, &m tegylik hozza. hogy az ilyen statisztikai ddntéselméleti
feladatokat csak akkor sorcljuk a sztochasztikus programozas korébe, ha a
matematikailag formalizalt déntési feladat valamilyen (nagyméretil) mate-
matikai programozasi feladat lesz.

Amikor a sztochasztikus programozas iranyzata az Otvenes évek kdzepén
kezdetét vette az amerikai Charnes, Cooper, Symonds [3] , Dantzig [5], az
angol Beale [1] és az osztrék Tintner [26]mmké.sséga rgvén, akkor a
sztochasztikus programozéas az els® megkdzelitésben jelent meg, tehit az a
kérdés meriilt fel, hogy mit kell tenniink egy olyan matematikai programozasi
feladattal, melyben véletlen tényez®k szerepelnek.

A kezdeti vizsgalatokban kell® hangsllyt kaptak az optimalizilési, a
szamitogépes-numerikus szempontok, am mérsékelt sfillyal szerepeltek a
valdszinliségelméleti-statisztikai szempontok. En Gigy gondolom, hogy az én
munkassagom egyik jelent®sége az, hogy olyan modelleket konstruidltam, amelyek-
ben a valbszinliségelméleti-statisztikai szempontok megfelel¥en érvényesiilnek
és ezért kozelebb allnak a valdsaghoz.

Darwin Klingman texasi professzor a matematikai programozas eddigi
tOrténetét négy korszakra osztja. Az elsd, a fogantatis kora, a 30-as évek
végére és a 40-es évek elejére esik. A misodik, a gyerekkor, az Stvenes

éveket jelenti. Ebben az id¥ben kezdte el Charnes &s Cooper Gttord munkas-
sagat az ipari alkalmazasok vonaladn. A harmadik, a serdiil® kor, a hatvanas
években volt, jellemz8je a hatékony szamitdgépes algoritmusok létrejctte,

az alkalmazasi feladarok nagy szamban vald felvet&dése és végil egy krizis,
melyet elsbsorban az okozott, hogy a feladatok megoldasai tGl hosszlG ideig



tartottak és tl dragik voltak. A negyedik korszak a 70-es évekre esik.

T&bb nagyon j6 sz&mitdgépes programrendszer és alkalmazés révén a mddszertan
befutottnak tekinthet$ (Darwin Klingman err®l sz06l6 el8adasa 1977 szeptemberé-
ben hangzott el a texasi Austinban az External Methods and Systems Analysis
cimii nemzetkdzi konferencién). J.A.M.Wolters szerint is [29] az operacid-
kutatids a 70-es években nagy sikereket ért el.

Szamunka, a szakma magyar mivel8i szamiara a nemzetkdzi szakirodalam
tanulményozasa alapjan az a benyomds alakult ki, hogy az operacibkutatas
mddszerei az iparilag-gazdasagilag legfejlettebb orszagokban mar az 50-60-as
években széles korben elterjedtek. Amikor 1965-ben el8szdr az Egysiilt
Allamokban jartam, megtudtam, hogy ez nem igy van és kivaltképpen nem volt
ez érvényes a sztochasztikus programozésra vonatkozdlag. Marpedig az el-
mélet és az algoritmusok kutatédsa feltétleniil igényelte a gyakorlat vezér-
fonalat. A valdsag ennél még kellemetlenebb vol, ugyanis a a sztochaszti-
kus programozassal foglalkozd kutatdk korében vajmi kevés érdekl8dés volt
tapasztalhatd gyakorlati feladatok megolddsa irént. Hogy a helyzetkép pon-
tos legyen, hozzateszem, nagyon leegyszeriisitett modellek alkalmazasara
voltak mar példak, de nem voltak példdk a bonyolultabb, elvileg is helytalld
modellek alkalmazisara, legfeljebb csak az alkalmazas esetleges lehetBségének
megfogalmazasa szintjén.

Mindezek arra sarkalltak engem, hogy itthon kezdeményezzek sztochaszti-
kus programozasi alkalmazasi jellegl kutatasokat. A 60-as évek végén ez a
tevékenység meg is indult. Nem hallgathatom el, hogy megemlitsem, elég nagy
batorsag kellett eﬁhez, hiszen nyilvanvald, hogy éppen az alkalmazas és a
szamitastechnika teriiletén lehet&ségeihk elmaradnak az iparilag-gazdasagilag
legfejlettebb orszagok kutatdi rendelkezésére 4116 lehetdségektdl. Az eltelt
10 évben elért eredményeink alapjan ma mégis el&keld helyre tesznek benniinket
a nemzetkdzi sztochasztikus programozési iskoldk kérében az alkalmazés
szempontjabdl is, amint ez t&bbszor elhamigzott, legutdbb egy tavaly 8sszel
Bécsben tartott el8adasam utan.
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A sztochasztikus programozds a véletlen hatasa alatt alld, véletlen
altal befolyasolt rendszerekkel, massszdval, sztochasztikus rendszerekkel
foglalkozik. A véletlent képviselik mondjuk a &, ,..., &, valbszintiségi
valtozdk, mig a rendszerrel kapcsolatos néhiny paramétert magunk allithatunk
be ,ezeket jel8ljék X,,...,Xn . Az utdbbiakat dontési valtozbknak nevezziik
és ezek értékeit akarjuk valamilyen optimaliz&lési elvre tamaszkodva régzi-
teni. A szituacidtdl és az ezzel Bsszhangban kialakitott modelltdl
fiigg8en beszélhetiink statikus, illetve dinamikus modellrdl. Az ellbbi eset-
bem. Mgy..:-sXn értékét egy alkalommal hatarozzuk meg, aztén pedig rog-
zitett értékek maradnak, ncha a §,,...,8, valdsziniiségi valtozdk id8-
r8l id¥re mAs-mis értéket vesznek fel. Mint ahogyan egy épliletet r&videbb
hosszabb id® alatt megépitiink - ezt az idStartamot egy alkalamnak nevezzik -
&m a r5 hatd kiilonféle er®k allandd és véletlenszerili mozgasban vannak. Az
utébbi esetben X;,...,Xn értékeit az iddben egymés utdn hatarozzuk meg,
nikdzben a §,,...,8, valdsziniiségi vAltozék kéziil egy-egy értéke rog-
zit8dik, tehat a k&vetkezd dontési, megfigyelési sorozat jon létre: dontilink

Ky értéke felBl, megfigyeljik §i  &értékét, déntiink X,  értéke
fel8l, megfiggyelijilkk §, @értékét, stb. Ez az eset fordul eld pl. a terme-
lés tervezésekor, ugyanis az Gjabb és Gjabb rendelések mbdositjak a termelési
terveket.

A statikus modellek megalkotasara vonatkozd sajat elveim a k&vetkezd
mbdon foglalhatdk Ossze: a.) a rendszer stabilitasa elég nagy valdsziniliséggel
biztositandd, b.) ha a rendszer az eldbb megengedett, ritkan el®fordulé
stabil helyzetbe keriil, akkor is az instabilitds valamilyen mér8szamanak a
hossz(i idei &tlaga maradjon egy el®irt korlat alatt; c.) az instabil helyzet
létrejbtte kdltséget von maga utan, ezt a feladatban a rendszerkdltséghez
hozza kell adni.

A fentiekre példaként megadjuk a (2) feladatra épil® sztochasztikus
programozési modelljavaslatunkat. Csupan b;,...,bm legyenek valdsziniiségi
vAltozék. Ekkor a feladat a kévetkez8 [15] :



=l [oe

n m .n +
minimalizalandd { 20Xy ¥ ZqiE[bi-'Z a.,.xk] } ’
ke i=d k=l
feltéve, hogy

n
(3) P(E‘aoquab, ) i’lo---,m)zp’
n n
E(bn i Z aikxk , Z Aik Xk < b.)sd, ) i=l)...,m,
k=1 k=4

ahol p altalunk eldirt, 1-hez k&zeli valdsziniiség, dis---4 dm &altalunk
el¥dirt felsd korlatok, [ ]+ pedig a zarbjelben 4116 szamot jelenti, ha
az nemnegativ és zérdt, ha az negativ.

Ennek a modellenek egyik specidlis esetét fogalmaztam meg a taplalési
problémira a 60-as években [12] . Elsd jelentSs alkalmazisa az 1969-72-es
években tdrtént a magyar villamosenergiaiparra vonatkozdlag [ 18] .

Emlitettem, hogy az én modelljeimben a valdsziniliségelméleti, statisz-
tikai szempontok nagyobb szerephez jutnak, mint a korabban megfogalmazott
modellekben. Nos, a (3) feladatban ez ttbbek kdzdtt abban mutatkozik meg,
hogy az els8 feltételben a bal oldalon tSbb esemény egylittes valdsziniisége
szerepel, mig kordbban ehelyett a matematikailag sokkal egyszeriibb, al&bbi
feltétel kikdtésére szoritkoztak:

P(M anXe & bi) 2P s i=ly..om,

ahol most nem csupén egy, hanem m szam( eldirt valdsziniiség van, ezek a

Pis-.. s P szémok. Bar matematikailag azonnal belétjuk, hogy az egyliittes
valbsziniiségre vonatkozd feltétel az, amely az elvi szempontoknak megfelel,

a késlbb sorra keriil® modellek esetében vilégos lesz, hogy a kiildn-kiilén vett
valbsziniiségi feltétel sok gyakorlati probléma esetéb egyszeriien nem is ér-
telmezhetd.
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Az események egylittes bekvetkezésére vonatkozd valdsziniiségeknek a kor-
1atozb feltételek kdz&tti szerepeltetése érdekes és nehéz matematiaki prob-
1émékhoz vezetett. E problémék egyik leglényegesebbike abban 411, hogy
vajon a gyakorlatban el8forduld esetekben, vagy azok nagy részében, konvex
halmaz-e azoknak az X,,...,Xn sz&m n-eseknek a halmaza, amelyek a korlatozd
feltételeknek eleget tesznek? Ebben az el8adisban nem sz&ndékozom a kérdés
megvalaszolisa sor@n nyert eredményeket részletesen ismertetni. Csupén egy
tételemet emlitem meg, mely talan ebben a vonatkozésban a leglényegesebb.

Legyenek g,(x,8), ... 5 g, (X3§) 2 n valtozbs konkav fliggvé-
nyek, ahol X az X;,....%Xn & € pediga §,,..., 8§, szimbolumok
tomdr jeldlése. A konkavitast most az egyszeriiség kedvéért a teljes 2n-di-
menzibs térben megkivanjuk. Tegylik most fel, hogy & kamponensei valé-
sziniliségi valtozbk, egylittes valdsziniliségeloszldsuk folytonos és az egyiittes
valbsziniiségsiirliségfiliggvény logaritmusa konkadv n-valtozds fliggvény (ahol a
fliggvény zérbval egyenl®, ott a logaritmusa legyen definicid szerint -oo).
A fenti feltételek mellett érvényes a kdvetkez®

Tétel. Az al&hbi
hix) =P (gu(x>8)20 , ... » 9r(x,8) 20)
fliggvény logaritmusa konkiv n-valtozds fliggvény.
A tétel bizonyitésa a [ 13, 14, 16 ] miivekben tal&lhatd meg.

A tovabbiakban néhany példat fogok kbzreadni az &ltalam hasznilt
modellek koSréb8l. Ezeket a kbzérthet8ség kedvéért nagyon leegyszeriisitem
és eltekintek a matematikai részletek targyaldsatdl.

P.A.P.Moran [ 10 ] 1954-ben fogalmazta meg a rbla elnevezett tirozd
modellt, melyet rdviden ismertetiink.. Képzeljik el, hogy egy folyd volgyé-
ben egy meghatarozott helyen t&rozbt tudunk létesiteni, mely azutén ipari,
&ntSzési, kammunalis célokra szolgdl. Azt a kérdést vetjikk fel, hogy milyen
nagy legyen a tarozd kapacitasa, hogy eldirt, mondjuk pl. 95% valdsziniiség-
gel minden id8szakban tudjunk elegendd mennyiségii vizet szolgdltatni. A viz-
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igany az id8ben ne valtozzék, a folyd vizhozama azonban legyen véletlenszerii.
Az id8t szakaszokra (periddusokra) osztjuk és bevezetjiik az allbbi jeldlése-
ket:

x a throzd meghatirozandd kapacitdsa (az egyetlen déntési val-
tozd) ;

Ej a j-edik periddusban a tArozdba befolyd vizmennyiség (ha a ta-
rozd tele van,a viz tGlfolyik);

M egy periddus vizigénye, melyr8l feltessziikk, hogy a S,- viz-
mennyiség beérkezése utén jelentkezik és allandd szém;

§j a j-edik peribdus végén a tarozdban levd viz.

Kénnyl belédtni, hogy fennall az alédbbi Osszefiiggés:
§j=max [m1n(§1-1+§])X)—M ’0] ) ].“-,2’...,

ahol 8§, a vizzgilat kezdetén a taArozdban 1év8 vizmennyiséget jelenti.

Ha §,,8,,... azonos eloszlas@, fiiggetlen valdsziniiségi valtozék,
akkor a §,, 8,,... valbsziniiségi valtozé-sorozat n. Markov-lancot alkot
és igen enyhe feltételek mellett megmutathatd, hogy elég hosszit id% eltelte
utdn a tarozéban levd vizmennyiség valdsziniliségeloszlésa lényegében mar nem
valtozik, minden egyes periddusra ugyanaz marad, Ha tehat j egy tavoli peri-
bdushoz tartozd index, akkor a tarozd méretezése elvégezhetd oly mddon, hogy
megoldjuk x-re vonatkozdlag az alabbi egyenletet:

P(min (% + 8;,,x)-M 2 0) =0,95
ahol a jobb oldalon természetesen 0,95 helyett tetsz8leges (1-hez kdzeli) p
valbsziniliség is &llhat. '

A fenti ggyenlet megoldisa matematikailag egy linearis egyenletrendszer
megoldasat jelenti, ahol azonban az egylitthaték meghatarozasa még kiildn
praoblémat jelent.

A Moran-modell tlilsdgosan egyszerii, feltételei a gyakorlatban altala-
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ban nem teljesiilnek. A vizigények nem vehet8k &llandbénak, ezek valdjéban
szintén valdszinsiliségi valtozdk, melyek egymdssal és a tarozbéba érkezd
vizmennyiségekkel szoros kapcsolatban vannak.

Most bemutatjuk, hogyan lehet nem is egy, hanem egy egész tarozd-rendszerhez
tartozd kapacitisokat megtervezni oly mbdon, fellépd valdsziniiségi
valtozdkra vonatkozdlag is csak kevés megszoritassal &ljiink( [ 16, 19 ] )
Egyszeriiség kedvéért csak a két tarozébdl 4116 rendszer esetének ismerteté-
sére szoritkozunk. Az 1.4braval a feladat megértését kivanjuk el®segiteni.

FOLYO
() vizmennyiség érkezik a j—edik periddusban
i
(3) ok
2 , @ vizigény
% Jrecik pevly” s 1.TAROZO
odusban
MELLEKFOLYO
=
g(ﬂ vizmennyiség érkezik
2 a j-edik periddusban
Q;ﬂ a vizigény
& Jredds pert Xy 2.TAROZO
bdusban
V X, /%, A TAROZOK KERESENDO KAPACITASA

1. sz. abra

SZEMLELTETO ABRA TAROZORENDSZER TERVEZESIT MODELILHEZ
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Osszesen n darab peribddust (tehat véges sokat) fogunk vizsg&lni, ez lehet
pl. az év néhany hénapja tavasztdl 8szig (gyakori eset, hogy a té€li csapa-

dék teljesen feltdlti a tarozdkat, emiatt az egyes évek kozotti Gsszefliggések
elhanyagolhatok) . Az alabbi jeltléseket vezetjik be:

glm ( 33)) a j-edik peribddusban az els® (misodik) tarozéba ér-
kez8 vizmennyiség;

( 'sz) a j—edik peribdusban az elsd® (mésodik) tarozd korzeté-
ben jelentkezd vizigény;

1;‘(1) ( §z(j)) a j—edik peribdus végén az elsd (masodik) tarozdban

levd vizmennyiség;
% (_ X2 ) az els® (masodik) tarozd meghatirozandd kapacitasa;
Vi (M) az elsd (masodik) tarozd kapacitésénak ismert felsd

(3)
7

korlatja;
c(x) (cy(x,)) az elsd (masodik) throzd létesitési koltsége;
‘?’Ql egy egységnyi viz hianyéaval bek&vetkez® veszteség a

j=edik periddusban.

Feltessziik, hogy az egyes korzetek kozott nincs kiildnbség az 6ntdz&viz haszna
szempontjabol, emiatt elegendd csak egy veszteségfaktor, melyet q,m jeldl
a j-edik peribddusra és feltessziik még, hogy az els® tarozd segiti a masodikat
szilkség esetén.

Annak a feltétele, hogy valamennyi peribédus Osszes vizigényét teljesiteni
tudjuk, az aldbbi egyenl8tlenségekkel adhatd meg:
(1
d 20

(1) i)
B, (3

-~ g dy 20

(gnn T T L



o, 7wl

d. [ g‘) -4) (g:i'n " gl(i) S 0)+ E(]) ; xz] ,l(l)

Ezek utin a sztochasztikus programozasi feladat a k&vetkezd mddon fogalmaz-
hatd meg:

,, -
minimalizalandd {C (Xq) + & (% Qé[d« +’""'(d )] }
J

W) G2 G
feltéve, hogy P (d; zo0,d +d,°20, j=1,. L, n)2p,

0

WA

WA
o=

X4

0

A

¥
X, & V.

fj) ()
Megmutathatd, hogy a zardjelen beliil 4lld f ok E a‘: + J;_ kon-
kav fliggvényei a g ‘J) j 7‘( 32 , X;  Osszesen 4n+2 valtozbnak. Ha te-
hat valbsziniliségi valtozdink logkonkav egylittes eloszléssal birnak, akkor
az elsd feltétel bal oldalén az x,, X, valtozdk logkonkéav fliggvénye
4ll. A célfiliggvény konvex, ha ¢, (x,) és c,(Xx,) konvex fliggvények. Ilyenfor-
man tehit konvex programozési feladattal &llunk szemben.

A feladat megoldasaval most nem kivanok részletesen foglalkozni.

Késtbb egy tovabbi, arvizi tarozdk méretezésére vonatkozd modellt is
konstrualtam [21] , melyr8l azonban most nem lesz szb. Ehelyett egy hald-
zatok ‘tervezésére vonatkozd modellt fogok réviden ismertetni.A modell alta-
lanos matematikai sémajat 1973-ban k&zSltem. Annak villamos halbzatokra vo-
natkozd alkalmazhatdsiga Szendy Karoly akadémikussal vald beszélgetéseim so-
rén deriilt ki. Most egy &ltaldnos haldzattervezési modellkonstrukcidrdl lesz
sz6. A modell részletes kifejtését a [24] dolgozat tartalmazza.
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Képzeljink el egy haldzatot, melynek n sz&m csamdpontja (masnéven
szbgpontja) van (lasd 2.sz.dbra). Az egyes szdgpontok mellett fel-

2. sz. abra
Egy specialis 6 szOgpontd-halézat &bréja

tlintetett x;, ..., xg szimbdlumok termelési kapacitasokat, az élek
mellett feltilintetett Yz 9y Yas stb. szimbblumok az élek mentén
torténd szallitdsi kapacitasokat jelentenek. Bizonyos csamdpont-parok
Ossze vannak k&tve agakkal (mas néven élekkel) . A csamdpontokban Xi,...,Xp
nagysagl termelési kapacitdsok vannak, ezek vonatkozhatnak pl. villamos-—
energidra. Az agakon is vannak kapacitésok. Az i és k csomdpontokat
Osszek6td ag kapacitasardl most feltessziik az egyszeriiség kedvéért, hogy
egyenld a k és i csombpontokat OsszekStd &g kapacitasaval és ezt Yk
jeldli. Az X;,yik mennyiségek ismeretlenek, ezeket a modellre tamasz-
kodva kivanjuk meghatarozni, egyeldre azonban vegyik ezeket rogzitettnek.



Egy adott id8pillanatban a csomdpontokon véletlen nagysagh igények
jelennek meg, ezeket jel®ljék €,y -2 8n . Haaz i jelii csomd-
pont esetében x; 2 8 , akkor az ottani termeld kapacitas képes az ottani
igény teljes kielégitésére, esetleg marad szabad kapacitds is. Ha azonban

x; < §; , akkor mAs csambpont szabad kapacitisénak a segitségével kell
ezt az igényt kielégiteni, amennyiben ez egy&ltalédn lehetséges.

A felmeriil® igényeket a hilézaton optimilisan kell kielégiteni,
egy minimilis k8ltségii terv alapjan. Az i -k reléacidban szallitandd mennyi-
séget fix fogja jeldlni. Ezek ki kell hogy elégitsék az fix + fxi =0 4
| fic] € yix feltételeket minden i é&s k esetén. A halbézaton beliil az Ssszes
igény kielégithet®, ha taldlhatdk olyan, a fenti k&vetelményeknek eleget
tev® fik szamok, melyekkel fenndllnak az alébbi egyenl8tlenségek:

n
(4) X + X tw 25' 3 is . vy,

k=1

A gyakorlati problémikban e relécid-rendszer teljesiilését nem kivan-

hatjuk meg a &, ..., §, valdsziniiségi v4ltozok minden lehetséges érték-
rendszere esetére. Ez vagy nagyon kltséges lenne, vagy egyszerien nem is
lehetséges. Ezért bevezetiink Gijabb valtozdkat, melyeket a Z;,...,Zpn Szim—
bbdlumokkal jeldlink és melyek segitségével a (2) feltételrendszerb®l egy
mindig kielégithet® feltétel-rendszert konstrualunk oly mddon, hogy a
valtozdt az i-edik feltétel bal oldalén hozzéadjuk. Nyugodtan kikSthetjik,
hogy 21203"-azn20

A halozattervezési modell ezek utan megfogalmazhatd. Ez egy Gn.két-
1lépcsBs modell, melyben a masodik lépcsd feladata az aldbbi:

minimaliz&landd [ E Cix (Fu) + % di (z;) ]

isk={
feltéve, hogy
' n
(5) kZ fii t Z;i?i—x; 3 [ g o WY
=4

fwtfi =0 s Ific] £y, , minden i,k esetén.
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Ebben a feladatban fix &és 2z; a valtozbk, mig Xiy Yik tovabba
§,, ..., %, is rogzitettek. A célfiiggvényben levd Ci(fi) az i sk
relaciéban torténd szallitasi kdltségfliggvényt jeldli , di(z,)+...+ dn(zn)
pedig annak a k&ltsége, hogy a (4) feltétel nem elégithetd ki (célszerli a
di (zi) fﬁggvéhyeket oly mbdon megvalksztani, hogy automatikusan 0-val
legyenek egyenl®k, ha a (4) egyenl8tlenségrendszer kielégithetd.

Az els8 lépcs® feladata hivatott az xi, Y kapacitasok meghatéaro-
z4sira. Ha az (5) feladat minimum-értékét u-vel jeldljik, mely tulajdon-
képpen az Xi ,Yik determinisztikus és a £ valdsziniiségi valtozdk
fliggvénye, akkor a feladat az aldbbi mbdon fogalmazhatd meg:

minimalizalandd [)El w (x) + é‘ Vie (yi) + E(p) ] s

feltéve, hogy

annak a valdsziniisége,
hogy a (4) egyenl8tlen- 2P
ségrendszer kielégithetd

(6) P

Xiy Yik teljesitenek bi-
zonyos korlatozd feltételeket
(pl.el8irt alsd és felsd korla-
tok kozott vannak) .

A célfiiggvényben koltségek szerepelnek; E (M) a p valdszinliségi val-
tozd varhatd értékét jeldli. A p szam altalunk eldirt valdszinliség. A mo-
dell gyakorlati alkalmazasat oly mddon kell elképzelni, hogy az X; , Yik
kapacitasok rogzitésére szolgald (6) modellt csak egyszer oldjuk meg, mig
a masodik lépcs® feladatat ezt kdvetBen gyakran, elvben végtelen sokszor
kell megoldani. A (4) feladatot diszpécser-feladatnak is nevezhetjik.

A fenti modell - mint emlitettem - specidlis esete egy altalam 1973-ban
konstruilt modellnek, mely viszont variansa az 1960-ban Dantzig és Madansky
4ltal megalkotott (. kétlépcs8s sztochasztikus programozasi modellnek. Az

altalam javasolt mbdositds lényege abban all, hogy valésziniiségi korlatot
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szerepeltetek az elsd lépcsd feladatdban, mely az elsd lépcsd eredeti
féltételrendszerének (ezek most a (4) feltételek) Osszeférhetdséget bizto—
sitja nagy valdsziniiséggel. E haldzattervezési feladaton vilégosan latjuk

a valbsziniiségi feltétel szikségességét. Egyben a modell a valdsziniliségelmé-
leti-statisztikai kivanalmaknak is jobban megfelel.

Az els8 1épcs® feladatiban szerepl® valdsziniiségi feltétel nem bonthatd
fel egyedi események valbsziniiségeire tett feltételekre. A valbsziniiség
zarbjelén beliil elhelyezked® esemény kifejezhet® az Xy ,...,%n 4 &,4..., &,
valtozbkra vonatkozd lineiris egyenl&tlenségekkel, &m ezeknek csak egylit-
tesen tudunk fizikai értelmet tulajdonitani.

A feladat érdekessége, hogy arénylag kis szamii csamdpont esetén is nagy
gyakorlati jelent¥sége van, pl. egylittmikédd villamosenergiarendszerek
esetében. A roviden emlitett, &rvizi tirozdkra vonatkozd modell e halozat-
tervezési modell specillis eseteként foghatd fel. Ebben az esetben is gyak-
ran kicsi a csombpontok széma, igy a feladat gépi-numerikus megoldasa realis
id8n beliil elvégezhetd.

A hilbézattervezési modell kétlépcsds mivoltaval a dinamikus tipust
sztochasztikus programozasi modellek korébe tartozik.

A sztochasztikus programozas képes hatékony modelleket ajanlani
sztochasztikus és dinamikus rendszerekere.

J.A.M.Wolters azt irja 1979-ben [29] , hogy a dinamikus programozast
nem alkalmazz&k olyan gyakran, mint az remélhet® volna. Itt az 50-es évek
elején Bellman &ltal megalkottt dinamikus programozasrdl van szb6. A fenti
megallapitis legf8bb magyarazata, hogy a rendszerrel kapcsolatos, id8ben
egymias utin fellépd valdsziniiségi valtozbkat azonos eloszlastiaknak és
fliggetleneknek tételezik fel, illetve, ha ezt a feltételt esetleg enyhitik
is, ez nem jelent ettdl lényeges eltavolodast. A gyakorlati esetekben vi-
szont igen gyakran nem teljesiilnek ezek a feltételek.
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Most roviden bemutatok egy dinamikus tupusG sztochasztikus programozisi
modellt, melyet a Balaton vizszintszabdlyoz&sira vonatkozbdlag konstruéltam
[17, 21]. .

Az id8t hbnapos periddusokra osztva, jelsljék §, , §,,... a Balatonba
befolyd vizmennyiségeket az egymis uténi hdnapokban (valahonnan kezdve) ,

Xyy Xy 4... Pedig jeldljék a megfeleld hénapokban a Sid csatornén leereszthetd
vizmennyiségeket. A folyamatot gy fogjuk fel, hogy X; feldl az i-edik
hénap elején dontiink &s csak ezutan realiz&ldédik & értéke. A &, §,.. ..
vizmennyiségeket valdszinliségi valtozdknak tekintijik és a Budapesti Miszaki
Egyetem Vizgazdalkodasi Tanszékén végzett viszgdlatok eredményeivel Gssz-
hangban feltessziik, hogy ezek tin. Gauss-folyamatot alkotnak, azaz koziilik
tetsz8leges soknak az egylittes valdsziniliségeloszlasa normalis, vagy mas
néven Gauss—eloszlas. Tegylik fel, hogy minden egyes honapra van egy szabaly-
zatilag el8irt alsd és felsd korlatja a vizszintnek. Az i-edik hénap esetére
ezeket jeldljék a; illetve bi . Az 4,,b,3 a,, b,;... sorozat nyilvan
pierddikus lesz 12 periddussal, hiszen az egymas utani évekre : vonatkozdlag
a vizszintre vonatkozd szabalyzatot nem kivanjuk valtoztatni.

Jeldlje S, az induld vizszintet é&s K a Sibé csatornian egy hénap
alatt leereszthetd legnagyobb vizmennyiséget.

Egymas utani feladatokat oldunk meg. Az n+1-edik feladatban Xy ...y Xn
mar rogzitett szémok &,, ..., 8, pedig realizlédott valbsziniiségi val-
tozbk. Az Xn+i valtozd értékét akarjuk meghatérozni, &m ennek érdekében
eldre néziink N sza&ml periddusra, vagyis meghatlrozzuk Xpsi,...,Xnin EXtékét,
de véglegesnek csak Xn#i  értékét fogadjuk el. Az a feladat, amelyben ez
torténik az aladbbi mdbdon fogalmazhatd meg:

maximalizalandd P (ank S 5.+ 58 + ...+ B sk € bnex »

(5) g k-l,--~,N,§4)-~-1§N),
feltéve,hogy
0% e €K 5 k=1i,...,N.

Vegyik észre, hogy a fenti feladatban a &, 8, ... valdsziniiségi val-
tozOk jellemzd® adatai és korrelacids kapcsolatai tetsz8legesek lehetnek.
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A Balaton esetében elegendd volt a kéthbnapos el®renézés (N=2). A
CDC 3300 szémitdgépen 50 évre vonatkozd 600 feladat megoldasa csupén 1
percet vesz igénybe az itt nem részletezett megoldisi mbdszerre tamasz-
kodva. Egyéb dinamikus tipus@i sztochasztikus programozasi modellekr&l
informicibt nyGjt a [23] dolgozat.

Hadd emlitsem meg befejezésiil, hogy nemrég irtam egy cikket arrdl,
hogy miként alkalmazhatdk a sztochasztikus programozas modelljei a va-
16sziniiségelmélet és a statisztika klasszikus problémainak a megoldaséra.
Ebben szd eseik a statisztikai prdbdk konstrualasardl, mintavételi tervek
készitésérdl stb.

Sok egyéb dologrdl sem beszéltem, &m nem az volt a célam, hogy felsoro-
lasi teljességre torekedjem, hanem hogy bemutassam a sztochasztikus progra-
mozas modellkonstrukcids gondolatviléagat.

Kedves k&telességemnek tartom megemliteni néhény munkatarsam nevét,
akik a fenti modellekkel kapcsolatban szémitdgépes programokat készitettek
és a megoldd algoritmusck kidolgozésiban is résztvettek. E munkatarsaim
Dedk Istvén, Szantai Tamas, Kelle Péter, Rapcsak Tamas és Mayer Janos. Ki-
186n ki kell emelnem Dedk Istvan teljesitményét, a tObbdimenzids normalis
eloszlas szimulacids software-jének nagy méretekben is mikédd® kidolgozasat.
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