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A hatvanas évtized az irdnyitdselmélet gyors és nagyardnyu fej-
158dését hozta. Ebben az id&szakban jelentek meg Kalman és
Bstrdm iskoldjanak alapvetd publikdciéi és ezeken kiviil érté-
kes publikdcidék szdzai folydiratokban és szimpéziumokon. Még-
is, a hetvenes években /lassanként mldr beszélhetlink réla mult-
idében/ bizonyos csalddott hangulat alakult ki az elmélet e-
redményeivel kapcsolatban. Hidba jelentek meg elméleti tanul-
manyok naprél-napra, sikeres gyakorlati alkalmazdsokrél csak
elvétve lehetett hallani.

Feltételezzllk j6éhiszemiien, hogy az elmélet kutatdéi részérédl a
gyakorlattél valé elszakadds - legaldbbis tobbségiliket illetd-
en - nem volt tudatos. Az elszakadds okait igy alighanem ob-
jektiv okoknak tulajdonithatjuk. Az elmélettel foglalkozdk

- a konkrét eredmények t&bbségét a valdsdgban kdzelitdbleg is
csak ritkdn megengedhetd égyszerﬁsité feltevésekre alapoz-
tdk és nem foglalkoztak kelléképpen a kiinduldsi feltételek-
t81 vald eltérésbdl adédé hiba kérdésével,

- nem forditottak kelld figyelmet az eredmények alkalmazdsdnak
gyakorlati, ill. még kevésbé gazdasdgi korlataira, vagy tul-
sdgosan biztak a szamitdégépek teljessitéképességének fejls-
désében. Tény, hogy az esetek déntd tdbbségében az alkalma-
zdshoz még ma is drdga nagy, vagy k&zepes teljesitményll szd-

mitégép volna sziikséges.

A felsorolt okok ellentmoddsossdga mutatja, hogy az alapvetd
probléma nem az elmélet miivelSinek hozz&4lldsa, hanem az ob-
jektiv nehézségek: a gazdasdgosan megoldhaté feladatok a gya-
korlat szamdra legtdbbszdr tulsdgosan primitivek, a valdségos
helyzetet jobban megkdzelitd feladatmegfogalmazds pedig az is-

mert médszerekkel megengedhetetlenlil dréga.

Ilyen elézmények és feltételek mellett joggal tehetd fel az a
kérdés, hogy miért foglalkoznak mégis a szerzék irdnyitdselmé-
lettel. Ennyi el&6zetes munka és ilyen nehézségek esetén varha-

té-e gyakorlatilag hasznosité uj eredmény? Ugy véljik, hogy a
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felsorolt nehézségek nem csdkkentik az elmélettel valé foglal-
kozds jelentéségét, hanem éppen aldhuzzdk annak szilikségességét.
Ambédr nyilvéanvaldé, hogy egy adott feladat elSirt pontosségu
megolddsdnak miiveletigénye alulrdl korldtos, meggydzddésiink,
hogy a redlis feladatok megolddsdra ma ismert médszerek milve-
letigénye a minimumot még sokszorosan - taldn t&bb nagysédgrend-
del is - meghaladja. Ebben a hitben kezdtik meg az olyan algo-
ritmusok kidolgozasat, ill. alkalmazasi lehetéségeinek elméle-
ti és szimuldciés vizsgdlatdt, amelyek eléggé egyszeriiek, ah-
hoz, hogy redlisan elérhetd eszk&zbkkel realizdlhatdék legyenek.

/Itt els8sorban mikroprocesszoros megvaldésitdsokra gondolunk./

Ez a kotet két, témdjdndl fogva egymdshoz kapcsoldédéd dolgoza-
tot tartalmaz. Mindkettének az a célja, hogy elméletileg is
jé61 megalapozott és a gyakorlatban is lehet6ség szerint szé-
les k&rben realizdlhaté 6nhangold szabdlyozd algoritmust ad-
jon. Mind a kettdé Peterka ismert, t&bbé-kevésbé heurisztikus
médszerébdl indul ki, de azt a szokdsos "mérnski" és "matema-
tikus" térgyaldsméd. egyesitésével kritikusan elemzi, egyértel-

mivé téve annak alkalmazdsi feltételeit.

Az elsé - Gerencsér Laszlé &ltal kidolgozott - tanulmdny tisz-
tdzott elméleti hattérre alapozva a Peterka féle algoritmus ma-
tematikailag korrekt elemzését adja és Ljung konvergenciatéte-
leib&1 kiindulva eléggé redlis feltételek mellett bizonyitot-

tan konvergens ©nhangoldé szabdlyozét javasol.

A mésodik - Hangos Katalin &ltal kidolgozott - tanulmdny a
Peterka algoritmus szimuldcids vizsgdlatdval foglalkozik. Nagy-
szdmu szimuldcibés kisérlet alapjén elemzi a szabdlyozds stabi-
litdséat és a minbségét befolydsold tényezbket. Vizsgdlja a
rendszer szabdlyozhatbésdgdnak feltételeit, azok befolydsat a
szabdlyozds mindségére, stabilitdsdra é€s paraméterérzékenysé-

gére.

Valamennyien tudatdban vagyunk annak, hogy erdink - mind 1ét-
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szdmunkat, mind tapasztalatainkat illetden - vildgviszonylat-
ban csekélyek, és aligha fogjuk tudni a fenndllé sulyos prob-
1lémékat gydkeresen megoldani. Mégis, reméljlik, hogy megkezdett
munkdnkkal el8készithetiink néhdny hasznos hazai megvalésitast,
egy kevéssel egyidejlileg az irdnyitdselmélet eredményeinek Osz-

szességéhez is hozzdjérulva.
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BEVEZETES

Ebben a dolgozatban egy, a miiszaki szakirodalomban sokat tér-
gyalt feladatkdrrel foglalkozunk, azzal a célkitilizéssel, hogy
az ott matematikailag nem mindig teljesen megalapozott javas-
latokbél az értékes gondolatokat kisziirjlik és a témakdérnek ez-

dltal egy igényesebb, uj tdrgyaldsat adjuk.

A dolgozatnak gyakorlatilag két vonzdsi pontja van. Elséként

a Peterka-féle 6nhangold szabdlyozé kdré csoportosuld problé-
médkat tdrgyaljuk, majd az igen erdteljesnek. bizonyult Ljung-sé-
midra koncentrdlunk. A Peterka-féle algoritmust tudomdsunk sze-
rint elészdr sikeriilt egzakt médon megalapozni. /3.1. Tétel/,

a Ljung-séma alapjén pedig egy uj, bizonyos értelemben konver-

gens 6nhangold szabdlyozdét terveztlink /7. pont/.

A dolgozatban t8bb olyan technikai jellegii tétel szerepel, a-
mely a szakirodalomban hibdsan, nem kell&képpen preciz bizonyi-

tdssal, téves hivatkozdssal, vagy egydltaladan nem szerepel. E-

zeket a tételeket 6ndlldéan megfogalmaztuk és bebizonyitottuk.

I1.2.y HaBoy 5.1. 88 5.2 TEEEL/:

A témakdrhdz kapcsolddé matematikai vizsgdlati médszerek parhu-
zamosan mds diszciplindkban is fejlesztés alatt allnak. A vizs-
gdlatoknak uj impulzust adott a sztochasztikus programozéis fej-
18dése. Az elméleti eredmények k&z6tt elsé helyen emlitendSk a
hazai vonatkozdsu konvexitdsi tételek, amelyek globdlisan
konvergens numerikus eljdrdsok kidolgozdsdt teszik lehetévé
/Prékopa [181/.

A numerikus mdédszerek vonatkozdsdban legérdekesebbek azok a ki-
sérletek, amelyek sztochasztikus approximdciés médszerek kidol-

gozdsat tlizik ki célul. /Ivankov [91, Kushner [121/
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Véglil k&szbnettel tartozom Almdsy Gedeonnak, aki a témdra rdi-
ranyitotta a figyelmemet, és az eldrehaladdst termékeny eszme-
cserékkel segitette, valamint Hangos Katalinnak, aki a kézirat

gondos &tolvasdsdval segitett.
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1. A MINIMALIS SZORASU SZABALYOZO MEGHATAROZASA

Ebben a pontban a diszkrét dinamikus rendszerekre vonatkozdan
levezetlink egy szabdlyozét, amelynek az a célja, hogy a rend-
szer kimenetét a 0 érték kdrnyezetében tartsa. A levezetés
Rstrém 51 kdnyvére tamaszkodik. Meg kell jegyeznilink, hogy
Rstrdm levezetése matematikailag kifogdsolhaté. Az itt k&zd8lt
tdrgyaldsban uj vonds az, hogy a tisztdzatlan kérdéseket pon-
tosan megfogalmazza, és a megoldashoz vezetd utat is jelzi.
Itt elsésorban diszkrét differenciaoperdtorok invertdldsaval
kapcsolatos problémdkra gondolunk. Megmutatjuk tovdbbd, hogyan

lehet fehér rendszerzaj esetén egzakt levezetést adni.
Legyen adott egy

(1.1) y(T)+aly(T-1)+...+any(T-n) =
= bou(+—k)+{..+bmu(+—k—m)+coe(f)+...+cne(+-n)

b # 0, c #0
) o

egyenlettel leirt rendszer. Itt u(t) a rendszer bemenete, y(t)

a kimenete. Ez t&mdrebb alakban igy irhaté:

(1.2) A Dyyt) = g7K B(q™HHut)+ c(qg hHret),

ahol az A,B,C differnciaoperdtorokat az aladbbi polinomokkal

definidljuk:
A= A(qg Y - 1+a1q’1+...+anq'
1.3) =1 2 | -m
( B = B(q 7) = b;jg "*...*b q B, # 0
C = C(q_l) = C +clq'-1+u..+cnq—n o £ 0

A q_1 shift operdtor a diszkrét idépontokban értelmezett fligg-

vényre ugy hat, hogy
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(g “yACt) = yl+=1]).
A fenti modellben k a holtidét jelenti.
A rendszerrel kapcsolatban a kdvetkezd feltétellel éliink:

(1.4) Az e(t) valészinliségi vdltozdk fliggetlen, normdlis el-
oszlédsu, 0 vadrhatd értékli, 1 szdrdsu valdszinliségi
vdltozdk. Mds szbval: e(t) fehér zaj. Tovabbéa: e(t)
fliggetlen a t idépont eldtti u(z), ill. y(t) jelektdl.

Szabdlyozasi feladatok megolddsa kapcsdn fontos a fenti modellt
ugy 4atalakitani, hogy a beavatkozdst megeldzé zajokat, ill. a
beavatkozdst k&vetd kimendjeleket y(t) kivételével elimindljuk.

Igy a beavatkozds hatdsdt k&zvetlenilil vizsgdlhatjuk.

Az alébbi levezetés vdzlatosan szerepel Rstrém £53 kényvében,

az ott k6z6lt gondolatmenet azonban t&bb ponton hiédnyos.

Az egyenletet &4t kell alakitani ugy, hogy elészdr az y(t-1),
y(t-2) értékeket (1.1) alapjan rekurziv médon elimindljuk. Igy
y(t)-nek egy olyan elddllitasat kapjuk, amelynek tagjai u(s)-ek,
i1l1. e(s)-ek. Ezt kbvetden az (1.1) rendszeregyenlet iémételt
felhaszndlédsaval az e(t-k), e(t-k-=1)... zajokat is rekurziv mé-
don elimindljuk. Igy y(t)-nek egy uj elddllitasat kapjuk, amely-
ben a t-k id&pontot megelézd u(s), y(s) jelek, ill. a t-k idé-
pont utdni zajok szerepelnek kiildnvdlasztva. A k&vetkezdkben
leirt levezetésrdl hangsulyozzuk, hogy az formdlis, a végered-
mény helyességét valészinlisiti, de nem bizonyitja. Egzakt meg-

alapozds adhaté a generdtorfliggvény mdédszerrel.

Az (1.2) operdtoregyenletb8l A-val valdé osztds utdn az

=ik

(1:5) y = q u + % e

>|m

egyenletet kapjuk.



il

A t-k elétti, ill. utdni zajokat ugy valaszthatjuk szét, hogy
C-t elddllitjuk a

(1.6) C

"
>
-

+

0o
(p]

alakban, ahol F egy (k-I1)-edfoku polinom, G pedig (n-1)-edfoku

polinom:
-1 ~Ck=17

(179
1 -(n-1)

Ezt az elddllitdst felhaszndlva az

(1.8) y = q K % u o+ Fe+q_5

> ®
0]

eldllitdst kapjuk. Végll a t-k idSpont eldtti zajokat ugy kii-
sz&b&lhetjlik ki, hogy e-t az (1.1) rendszeregyenletbél kife-
jezzilik:

| LA kB
t1:9) e =&Y q T U -
Ezt a kifejezést behelyettesitve (1.8)-ba:

-k B G -k GB
(310 y = Fe + g g+ ¥ ~q c Y -
Rendezés utdn az

G

=413 y = Fe + g EY * g U = Fe %z
alakot kapjuk.
A szabdlyozds célja az, hogy az y(t) kimendjelet a 0 szint k&-
zelében tartsuk. A 0 szinttél vald eltérés mértékéll az y(t)

vadltozé oy(t) szdrdsat vehetjik, ha egyébként biztositjuk,

hogy y(t) védrhaté értéke, E y(t) = O.
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Az (1.11) elsallitds jobboldalédn két fliggetlen valészintiségi

valtozé Osszege all. Ezért

S CESIH) T + 5 ezl )Y

(1.12) s%(y (1))

Az y(t) kimenet szdérdsa tehat legaldbb 02(Fe(t)). Ez az alsé
hatédr el is érhetd, ha z(t) = 0, és.ekkor E y(t) = 0 is telje-

sul.

A y(t) kimenet szdbérdsa minden t-re a minimdlis értéket veszi
fel, ha z(¢) = 0 minden t-re. Ennek elégséges feltétele, hogy

minden t-re teljesiiljdén a
(1,13) G y(t) + BF u(t) =0

egyenléség. Tudjuk, hogy bo # 0 és konnyl beldtni, hogy g £ 0
miatt.fo # 0. Ezért az (1.13) egyenldéségb8l u(t). kifejezhetd
az y(t),...y(t-n+1), u(t-1),...u(t-m-k+1) jelek fliggvényében.

Vezessik be az

(1.14) x(t) =(-y(t),... =y(t-n+1), uCt-1), ... u(t-m=-k+1)
tovabba a

1155 P = -G Q = BF

jeltléseket., A P, @ polinomok egyilitthatéit jeldlje p;s q; te-
hat

={h=1
) = Py *eeet Po_49 ( )

-(m+k=1)
b F Gy Yees® Qropd



i

Az (1.13) egyenlet tehdt
(1:16) -Py + Qu =0
alakban irhaté.

A

(1.17) 0 = %; (TR SERPT PP SRR

vektor bevezetésével a visszacsatoldst leiré (1.13) egyenlet
(1.18) 0' x(t) + u(t) =0

alakban irhaté fel.

Definicid: Megengedett szabélyozéhak nevezzik az olyan beavat-
kozédsokat, amelyek sordn az u(t) jelet az y(t) ill, t eldtti

y(s), u(s) jelek fliggvényében szdmitjuk ki.

Definieid: Minimdlis szbérdsu szabdlyozdénak nevezziik az olyan

megengedett szabdlyozét, amelyre oZy(t) minden t-re a minimé-

lis értéket veszi fel.

Az eddigi heurisztikus gondolatmenet precizzé teheté, ha a ge- .
nerdtorfliggvény médszerrel kelld8képpen megalapozzuk a differen-
ciaoperdtorokkal valé mliveletek szabdlyait. Ezen az uton bizo-

nyithaté a kovetkezd.

1.1. Tétel Legyen adott egy (1.1) dinamikus rendszer, melyre
teljesilil az (1.9) zajfeltétel. Ekkor az (1.6), (1.15), (1.16),
(1.17), (1.18) szdmitdsokkal definidlt szabdlyozé minimdlis

szérdasu.

Ez a tétel pontatlanul és hidnyos bizonyitdssal szerepel

Rstrém [51 kényvében is.
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Minimédlis szérdsu szabdlyozé alkalmazdsa esetén
(1.19) y(t) = Fe(t).

Ez az 8sszefliggés dénté fontossdgu lesz a késébbiekben a 0 pa-

raméter meghatdrozisdhoz.

A fenti levezetés teljesen egzakt abban az esetben, ha a rend-
szerzaj fehér, azaz C = 1. Ez azon mulik, hogy az y(t) jelnek
a t-k elétti beavatkozdsoktdél valéd flggése korldtos tagszamu

8sszeg alakjdban kifejezhet8. Ez a gondolat mds Osszefliggésben

a C7], C13]1 dolgozatban is szerepel. Az
(1.20) y(++l)+aly(f) Hisi & it any(T-n+l)=
= bou(f-—k+l) Fowok me('l'-k—m+1)+e(T+1)

rendszeregyenlet alapjan az y(t+1),...,y(t+k) kimendjelek re-

kurziv médon kifejezhetdek ugy, hogy egy véges
(1.21) y(tek) & a0 y(I) #e® @ ylt=nsl) =

= BOU(T) I, Bm _lU(f-k-m+l) + E(++k)

+K

elédllitast kapunk, ahol

(1.22) e(t+k) = d_e(t+k) +...+ d, _,e(t+1)

k
valamilyen di konstansokkal. Az e(t+k) zaj tehdt fliggetlen az
y(t), u(t), ill. az ezeket megeldzd jelektdl. Az y(t+k) jel
szérdsa tehat akkor minimdlis, ha

(1.28) —a y(t)eooma L y(F-n+1)+g u(t)+...+8 ., _ u(t-k-m+1)=0.

m+ K

Igaz tehdt a ko&vetkezd
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1.2. Tétel Legyen adott egy (1.1) dinamikus rendszer, melyre
teljeslil az (1.4) zajfeltétel, tovdbbd ¢ = 1. Ekkor az (1.23)

képlettel definidlt szabdlyozéra ozy(t) eléri minimumdt minden

=P,
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2. A LEGKISEBB NEGYZETES BECSLESI MODSZER

Ebben a pontban rdviden 8sszefoglaljuk a paraméterbecslés
klasszikus médszerével, a legkisebb négyzetes becslési mdéddszer-
rel kapcsolatos eredményeket. Az ismertetést szilikre fogtuk,
részletesebb leirds taldlhaté a [3] tanulmdnyban. A bemutatott
eredmények t&bbnyire az irodalomban fellelhetdék. Uj eredmény
azonban a véletlen egylitthatés modellekre javasolt vizsgdlati
médszer, amelynek segitségével a becslés aszimptotikus torzi-
tatlan volta egyszeriibben és 4dltaldnosabb keretek k&zdtt al-

lapithaté meg.
Tekintsilik az
k
(21) ¥y = Yo~ %y w @, # g P2 Yye swall

linedris regresszibés modellt. Az ismeretlen paraméterek: Oj’ a
Gj komponensekbdl alkotott vektort 0 jeldli. Az €; zajrél fel- l
tesszlik, hogy fliggetlen, 0 vdrhaté értékil, 1 szdédrdsu normdlis
eloszldsu valésziniliségi valtozék sorozata. A klasszikus sta-
tisztikail elméletben xij konstansnak tekintendd. A modell vek- '

toralakban irva:
(2:'2) Y = X0 4+ €.

A minimdlis szérdsu torzitatlan becslést legkisebbnégyzetes

médszerrel kapjuk, amely az

€2.,8) X'X0 = X'Y

un. normédlegyenletre vezet.

A legkisebb négyzetes /rdviden LKN/ mbédszer aszimptotikusan

torzitatlan becslést ad akkor is, ha B2 valészinliségi vdltozé,

de e, fliggetlen a vele egy sorban 1évs xij-ktél, €s néhdny to-
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vadbbi feltétel teljesiil X-re (1ld. [11 dolgozat).
Konstans X mdtrix esetén a O becslés kovarianciamdtrixa

T 4

2.4 cov(O)

feltéve, hogy X teljes rangu. :
A becslést konzisztensnek mondjuk, ha oz(Oi) nulldhoz tart

minden Z-re. Ezzel ekvivalens a

1

(2.5) +E(X'X) ~ —~ 0

feltétel.

A (2.5) feltétel akkor is teljeslilhet, ha X aszimptotikusan el-
fajul a kovetkezd értelemben: alkalmas, egyszer s mindekorra

régzitett koordindtatraszformdcid utén

(2.6) X = (U, V)

.alaku, ahol U, V korldtos elemil mdtrixok és 7V ~ ¢, Ilyenkor

X'X-re az

ULy urv
C2:.7) XtX =
v'u ARY

felbontds érvényes. Kbnnyld beldtni, hogy
treuru)™t - o
(2.8)

frevry) L

- 0

esetén O becslése tovdbbra is konzisztens.

Legyen az X matrix elfajuldé oly médon, hogy valamennyi sora




= D &
beleesik egy
(2.9) n'x =0
altérbe. Ilyenkor az LKN becslés nem egyértelmii, O-pal egyltt
valamennyi ©+An /X valdés skaldr/ vektor is az LKN becslési

probléma megolddsa. Egy partikuldris megolddst kaphatunk a moc-

dell transzformdciéjaval, ugy, hogy X az

¢2.183 X = (U,0)

alakba menjen &t /ldsd még Plackett [11] kdnyvét/.

Az LKN becslés rekurziv alakjét egv, a linedris algebrabdl jol
ismert matrixinvertdldsi eljdrdsbdl kaphatjuk meg. Vezessiik
be a t-dik lépésre vonatkozdan &z

(2:11) ACT) = X'X

médtrixot. Nyilvan

(2.2 Al TH+d) s ALTY % hh™ )y,

ahol % az X matrix t+I-edik sora. Az A° matrix inverzét B® e
161i, Ekkor

B(t) hh' 3(7)

(2.13) B(f+1) = B(t) =

1+n' B(T)

Maguk a becslések a

(2.14)  O(t+1) = O(t)+B(T+1)h(y(t+1)=h'Q( 1))

rekurzidé alapjén szdamitandodk.

A normdlegyenlet numerikus megolddsanak egyik ajanlott médsze-

re a kdvetkezd. Az X matrixokra alkalmazzunk egy un.
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Householder-trianguldcidét, azaz egy @ ortogondlis matrixxal

(o)

alakra, ahol R fels8hdromszdg-mdtrix. A @ mdtrixot tikrdzések

hozzuk

(2.15) QX

szorzataként &4llitjuk eld
(2:16) G = P. suwe P

alakban. A P] tiikrdzést ugy valasztjuk, hogy az X matrix v, el-

sé oszlopara a

.’
" LR
(2.37) Plvl —( ; ) = fl

6sszefliggés legyen igaz. Vagyis v,-et az elsé koordindtavektor

irdnydba transzformdljuk. Mivel“PJ tikrdzés,

1 = = 1
(2.18) B g = pyg = MY %,

tehdt fl ismert. A tlkr&zés sikjdnak ismeretlen normdlvektora

legyen Uje Ekkor
S ol s 1 '

(2.19) Py i 2 ulul/ulul.
A

Vg = Al 4 ¥ uiv = 0
(22Q)

fl - -Aul + 0V
egyenléségekbsl
(2,91 ) u; = (v1 - fl)/2

adédik, igy a P, tlkrdzést megkaptuk. A tovabbiakban a P.X mat-

1
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rix elsé sordt elhagyjuk és az eljdrdst megismételjlik a mdsodik

oszlopra s.i.t.

A normédlegyenletet irjuk at az

(2:22) X'Q'QX0 = X'Q'QY

alakban. Innen R-rel vald egyszeriisités utdn

(2.23) RO = QlY
adédik, ahol @, a @ madtrix elsd k sordbdl képzett mdtrixot je-

161i. /1la&sd még Gerencsér [9] jegyzetét/.

Uj eredménylink a Householder-trianguldcié rekurziv alakjénak a
kifejlesztése. /1d. még: Peterka, V. /1970/ .~ Adaptive Digital
Regulation of Noisy Systems. 2-nd Prague IFAC Symposium on

Identification and Process Parameter Estimation/. Ez a kdvetke-

z8 észrevételen alapul: ha a

R
(22 ) QX =( )

9]
v

trianguldcidét mdr megvaldésitottuk, a kdvetkezd 1lépésben egy

R
(2.25)

Q

alaku mdtrixot kell triangularizdlni, ahol az utolsd sor az X

matrix utolsd t+1 -edik sora.

AP, tikrbdzés meghatdrozdsa ugy tdrténik, hogy a (2.25) métrix

elsé oszlopdra, v,-re, teljesiiljdn a

1

(2.26) Plv1 = Ael

Osszefliggés, ahol e, az elsd koordindtavektor. Az u, tiikrdzési

normdlvektor kijeldlése egy kétdimenzidés altérben to6rténik, hi-
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;-nek csak két nem-nulla komponense van. A (2.25) mdtrix
triangularizdciéja tehdt k-szdamu négyzetgydkvondst és 2k2 szor-

szen v

zdst igényel.
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3. EGY UNHANGOLO SZABALYOZ(O LEVEZETESE

Ebben a pontban egy Peterkdtdl szdrmazd OSnhangold szabalyozdt
ismertetiink (C171). Magyar nyelvi leirdst ad Hethéssy és

Keviczky dolgozata (CL73). Az algoritmust szdmos dolgozat tar-
gyalja, kisebb-nagyobb experimentdciés eredmények kiséretében.
A témdban érdemi elérelépés azonban hosszu ideig nem tortént,

egészen Ljung munkdinak megjelenéséig (CL111 - C1u41).

Az itt k6z81lt levezetés kiildnbdzik az irodalomban szokésostél,
amely még heurisztikus leveztésnek sem fogadhaté el. A mi le-

vezetésiink egy konvergencia-bizonyitdsi kisérletbdl szliletett,

ct
t

és a Ljung-féle gondolatk&érhiz vezete el
Ondllé eredménylink a 3.1, Tétel. Hasonldé &llitdsok pontatlanul
és teljesen téves formdban a szakirodalomban is talédlhatdk.
Igy hangsulyozzuk, hogy a 3.1. Tételt szines rendszerzaj ese-
tére kiterjeszteni nem lehet, az ilyen irdnyu megfontoléasok

még heurisztikus értelemben is hibasak.

Legyen a rendszerzaj fehér, ekkor az y(t+l)... y(t+k) véltozdk

szukcessziv kifejezésével a rendszeregyenlet az
(.3.1:) y(t+k) = aoy('l‘) E an-ly('f—n+l)+

+ Bou(f) t...*% B u(t=-k=m+1)+ e(t+k)

m+k=-1

alakba megy at, ahol e(t+k) a t idépont utdni zajok linedris

kombindciéja. /Szines zaj esetén ez nem igaz/. R&viden
ER
(B2 y(t+k) = n x(t) + BO u(t) + e(t+k)
Vildgos, hogy a minimdlis szérdsu y(t+k)-t ugy kapjuk, ha a

ofa

(3.3) w wlhy & B u(H)

I
(@]
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visszacsatolast alkalmazzuk. Vezessiik be a

ot

¥

1.
w

(3.4) § = (n ,BO) = —%— n
0

jeldlést.

A minimdlis szérdsu szabdlyozé paramétereit kdzvetleniil a (3.1)
rendszeregyenletbdl meghatdrozhatjuk az a., B paraméterek i-
dentifikdldsdval. Az identifikdcié teljes mértékben nem vald-

sithaté meg, ha az
(xC+), ult))

vektorok nem feszitik ki az egész teret. Ez a helyzet ha a

rendszer mdr eleve szabdlyozott.
Tekintsilink egy tetszdleges © paraméterrel jellemzett
(3.5] rxCt) * ulr) = O

szabdlyozdst. Vezessik be a 9 = (0,1) jeldlést. Ekkor a (3.1)
modell jobboldaldn valamennyi vektor ortogondlis 9%-ra. Ezért
a LKN médszer nem vezet egyértelmlii eredményre, a megoldasok

(3.6) 8 + A9

alakuak, ahol A tetszéleges skaldr.
Hatérozzuk meg egy partikuldris megolddst, mondjuk amelyre

az utolsé komponens 1. Ezt a
(3.7) A= 1 -8

védlasztdssal érhetjlik el. A partikuldris megolddsbdél az utolsé

komponenst elhagyva egy ¢(0) vektort kapunk, tehédt

e

(3,89 $(0) = n + A0 .




= 97"

: TRy
Vilagos, hogy © kielégiti a
(3.9) $(07) = 0"
egyenletet.

Ugyanakkor a ¢(0) vektor a (3.1) modellbél LKN médszerrel be-

cslilhet6., A (3.5) visszacsatolds esetén ugyanis (3.1) az

(3.10)  y(t+k,0) = n" x(+,0) + A0'x(+,0) + B u(t,0) +
+ Au(t,0) + e(t+k)

alakban is irhaté, és innen a ¢(0) = n" + A0 vektor rekurziv

médon becslilhetd:

(3.11) $(t+1,0) = §(1,0) + S(t-k,0)x(T-k,0) -

{y(+,0) - ¢(t,0)x(t-k,0) - u(t+-k,0)}

ahol

o t=k
(3.12) 8 “(t=k,8) = T x(s,0)x"(s,0).
i=1

A ¢(0) vektornak ez az elddllitdsa egyfajta sztochasztikus
approximdciés médszer kidolgozdsa felé mutat. A médszer deter-
minisztikus hédtterében a (3.9) egyenletnek a

(3.13) O(t+1) = ¢(0(t))

iterdcidval torténd megolddsa 4ll. A ¢(0(t)) értéket pedig

(3.11) alapjan rekurzivan becsiiljlik.
Igy kapjuk a k&vetkezd algoritmust:

(3.14) f++1) = (1),
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(3.15) BOFHIY = SO # SUH-RIXCF=RIBYEF BT IRCT=k] = WEtTk

(3.16) O(t+1) x (Tt#1) » u(t+l) = O,

Az algoritmus konvergencidja a Ljung-féle eredmények alapjén

elemezhetd.

A §(t,0) becslés konvergdl ¢(0)-hoz 1 valdszinliséggel, ha tel-
jeslilnek a kdvetkezd feltételek /1ld. Aratd, Benczur, Krdmli,
Pergel [1] dolgozata/

s

(8:17) Az x(t,0) folyamat ©O-nak 0" -hoz

elég k&zel esd rdgzitése esetén bedgyazhatd egy aszimptotiku-

san elemi Gauss-folyamatba /1d. 4. pont/

(:3.:18) az x(t,0) folyamat aszimptotikusan nem elfajuld
azaz
R(®) = lim E x(t,0)x'(t,0)
+ >0

nem szingulédris.

Osszefoglalva a kovetkezdt kaptuk.

3ul., Tetel A (3.1) rendszer mlnlmalls szorasu szabdlyozasat

megvaldésitd paraméter legyen 0 . Ekkor 0 kielégiti a

¢(0) = 0
egyenletet, és itt a (3.17), (3.18) feltételek mellett a ¢(0)
fliggvény az x(t,0) sztochasztikus folyamatbdél a (3.11), (3.12)

képletek alapjan kiszdmithatéd.

A szabdlyozdsi problémédnak ez az dtfogalmazdsa lehetdvé teszi

a Ljung-féle eredmények kodzvetlen alkalmazdsdt /1d. 6. pont/.
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4. A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETENEK NEHANY EREDMENYE

A szabdlyozédsi feladatok mélyebb elemzéséhez egy kitérdt kell
tennilink. Ebben a pontban &sszefoglaljuk az elemi Gauss-folyama-
tok elméletével Osszefliggd kérdéseket. Az Osszefoglaldst Aratd-
-Benczur-Krdmli-Pergel [11 dolgozatét kdvetve készitettlik el.

A felsorolt tételek nem szerepelnek mind az idézett dolgozat-
ban, de az ott bemutatott elvek alapjdn kézvetlenlil adddnak.

Az ott k&z8lt gondolatokat néhdny ponton egyszeriisitettik, a-
hol céljainkhoz egyéb gyengébb eredmény is elégségesnek bizo-

nyult. Ez a megjegyzés a bedgyazdsi tételekre vonatkozik.

Legyenek e(t) azonos, normdlis eloszldsu, fliggetlen N-dimenzids

valészinliségi vdltozdék, tovabbd legyen
(4.1) ECe(t)) = 0 és ECe(t)) e(t)') = B .

Feltesszilk, hogy €(t) nem azonosan 0, azaz B€ # 0. Legyen to-
vdbbd adott egy @ NxN méretl valds mdtrix, amely stabil, azaz
valamennyi karakterisztikus értéke 1-nél kisebb abszolut érté-
kil

Tekintsik a

(4.2) gt) = Q g(t=1) + &(t)

rekurzidéval definifdlt sztochasztikus folyamatot. Az e(t) va-
lészinliségi vektorvdltozdérdl feltesszik, hogy fliggetlen a
£(0), ..., £(t=-1) valbszinliségi valtozdk egylittesétdl. Ha a

tz(t) folyamat staciondrius, akkor (4.2)-bél a ¢(t) kovariancia-

mdtrixdra, B(0O)-ra a
(4.3) B(0) = Q B(0)Q' + BE

egyenletet kapjuk. Megmutathaté, hogy ennek az egyenletnek a




-

@-ra tett feltétel mellett egyetlen pozitiv szemidefinit B(0)

megoldédsa van.

Igaz a kovetkezd tétel:

4.1, Tétel A (4.2) sztochasztikus differenciaegyenlettel defi-

nidlt sztochasztikus folyamatra teljesiiljdn, hogy £(0) norma-

lis eloszlasu és

(4.4) E E00) = 0, E £(0) £(0)' = B(0).

Ekkor £(t) a (4.2) sztochasztikus differenciaegyenlet egyetlen
staciondrius megolddsa. A g(t) folyamat Gauss-Markov folyamat
és

(4.5)  E(e(++2) £¢t)") = oY B(0).

Definieid: A (4,2) sztochasztikus differenciaegyenlettel de-

finidlt staciondrius Gauss-folyamatot, elemi Gauss folyamatnak,

réviden EG folyamatnak nevezzlk,

‘4.2, Tétel A ©(t) sztochasztikus folyamat elégitse ki a (4.2)

sztochasztikus differenciaegyenletet, ¢(0) tetszdleges. Ekkor
a t(t) folyamat tart (4.2) egyetlen ¢ (t) staciondrius megoldéa-
sdhoz.

A konvergencia Gihman - Szkorohod [10] miive értelmében értendd.

Definicid: A (4.2) sztochasztikus differenciaegyenletnek ele-

get tévé sztochasztikus folyamatot, (z(0) tetsz8leges) aszimp-
totikusan elemi Gauss folyamatnak, rdviden AEG folyamatnak ne-

vezzlik,

A k&vetkezékben gyakran taldlkozunk majd olyan folyamatokkal,
ahol a zaj mozgdatlag.

Legyenek @, e(t) ugyanazok, mint kordbban.
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Tekintsik a
(4.6) ECt+1) = Q ;(f)#ci;(f) t oeee ¥ eae(T-q)

sztochasztikus vektordifferenciaegyenletet. Ennek a vizsgdlatét

ugy lehet elvégezni, hogy bedgyazzuk St egy AEG fo_varatia.

Kénmnyl beldtni, hogy

zt)

GiCt)
(L) n(t) = .

.

z(t=q)
AEG folyamat.
Igaz tehat a ko&vetkezd

4,3, Tétel A (4.6) sztochasztikus differenciaegyenlettel defi-

nidlt folyamat bedgyazhaté egy AEG folyamatba.

Véglil olyan skaldrfolyamatokkal foglalkozunk, amelyek kielégi-
tik a

(4.8) g(t) + alg(f—l) s won # anc(*-n) = e(T)+cle(T—l) AT

...'f'C e(f"ﬂ)

n

sztochasztikus differenciaegyenletet, ahol e(t) egy fliggetlen,
azonos, standard normdlis eloszldsu valdszinliségi valtozdkbdl
4116 sorozat. Operdtoralakban (4.8) igy irhaté:

ACa™Y) (1) = c(q™He(t),
ahol

(4,9) A(q ) = 1 + alq_1 touot anqtﬁ;
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Az ilyen folvamatok vizsgdlata ugy t6rténhet, hogy (4.8) he-
lyett az

z(t-n)
(4.10) REEl = :

z(h)

vektorfolyamatot vizsgdljuk. Az n(t) folyamat nyilvadn bedgyaz-
haté egy AEG folyamatba, melynek egylitthatdémdtrixa

(4.11) Q =

A @ matrix karakterisztikus polinomjéra
(4.12) det(Q-Az) = A(z)
teljesiil, Igaz tehdt a kdvetkezd tétel:

4,4, Tétel Ha az A(z) polinom valamennyi gydke 1-nél kisebb

abszolut értékili, akkor a (4.8) sztochasztikus differenciaegyen-

lettel definidlt folyamat bedgyazhatdé egy AEG foyamatba.
Véglil tekintsiink egy
(4.13) g(1T50) = Q(O) glt=1, 0) + €(t)

AEG folyamatot. A Q(0) fliggvény legyen folytonosan differenci-

dlhatdé. Differencidldssal a
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(4.14) %o (t,0) = % ZiEE=1,8) + Oc@ (t-1,0)
i i i

egyenletet kapjuk. Az

(4.15) n(t) =

folyamat nyilvédn AEG folyamat, melynek egylUtthatémétrixa:

(4.16) 5 =
QO Qf o

Mivel @ karakterisztikus értékei 1-nél kisebb abszolut érté-

kliek, ugyanaz igaz @ -ra is. Igaz tehdt a kdvetkezd

4,5, Tétel Legyen ¢(t,0) egy AEG folyamat, mely a (4.13)

sztochasztikus differenciaegyenlet megolddsa, és legyen a Q(0)

fliggvény folytonosan differencidlhaté. Ekkor az
n(t) = (g, Eoi)
folyamat is AEG folyamat.
A (4,5) Tétel értelemszeriien kiterjeszthetd a t8bbi folyamat-
tipusra és t&bb vadltozd szerinti derivédldésra.

Kézvetlenlil 1ladthatd a kdvetkezd tétel is:

4.6, Tétel Legyen ¢(t,0) egy AEG folyamat, amelyet a (4.13)

sztochasztikus differenciaegyenlet definidl, ahol @(0) folyto-

nosan differencidlhaté. Ekkor




e

rijl(e) = lim .E(H(T+2,0) ;J(T,O)')

o0

0-nak folytonosan differencidlhaté fliggvénye.
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5. A MINIMALIS SZORASU SZABALYO0ZO PERTURBACIOJA

Ebben a pontban megvizsgdljuk, hogyan viselkednek az y(t),
u(t) folyamatok, ha 0" helyett egy k&zeli, de tetszbleges O pa-

raméter segitségével valdésitjuk meg a visszacsatolédst,

E pont f6 eredménye annak megmutatdsa, hogy 0" meghatdrozésa

egy
f(e) = 0

algebrai egyenlet megolddsdra vezethetd vissza. Ez az atfogal-

mazds Ljungtdl szdrmazik (L1831 dolgozat) .

A vizsgdlatoknak ebben a fdzisdban ismét lényeges nehézséget
okozott az, hogy az x, u folyamat tulajdonsdgait matematikailag
hibdsan és hidnyosan tdrgyalja a szakirodalom. Ebben a vonat-
kozadsban ujra &t kell gondolnunk a folyamat minden egyes vonda-
sdt, és meg kell taldlni azokat a feltételeket, amelyek mellett
a tovadbbi konstrukcibék lehetségesek. Ezeket az eredményeket té-

telszerilien is 6sszefoglaljuk.
Tekintslink egy tetszdleges
(5.1) @'x(t) + u(t) =0

visszacsatoldst. A minimdlis szdérdsu szabdlyozét leird (1.18)

egyenlet paraméterét megklilénbdztetéslil most Of—gal jeldljlk.

Az (5.1) visszacsatoldssal szabdlyozott folyamat bemend, ill.
kimenéjeleit u(¢t,0), ill. y(¢t,0) jeldli. A t = 0 idd&pontot
megeldzd értékeket tetszdlegesen rdgzitjlik. Megvizsgdljuk, mi
a feltétele annak, hogy az y(¢,0), ill. u(¢t,0) sztochasztikus
folyamatok bedgyazhatdk legyenek egy AEG folyamatba.
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Irjuk &t az (5.1) egyenletet operdtoralakba:
=71 =1
{(5::2) -P(gq 7) y(t) + Q(g 7)) u(t) = 0.

Ez az dtirds megfelel az (1.13) egyenletnek, azzal a kililénbség-
gel, hogy a P, @ polinomok tetsz&legesek és gy = 1., A folyama-
tot visszacsatolds esetén az

-K

580 Ay = q B y + Ce

©O| T

differenciaegyenlet definidlja, ami atrendezve

(5.4) A O = g ~ BPIy = QCe

alakra hozhatdé. Felmeril a kérdés, mikor dgyazhatd be egy AEG
folyamatba ez a folyamat. A P @ operdtorok a minimdlis szdéra-
su szabdlyozét megvaldsitd P 3 Q" értékek korlil varidlhatdk,
egymdstdl flggetlenil. Az (5.4) egyenlet tehdt &dltaldban nem
egyszerilisitheté. AEG folyamatba bedgyazhaté folyamatot akkor
kapunk, ha a baloldalon &116 operédtornak megfeleld polinom
stabilis, azaz a polinom minden gydke 1-nél kisebb abszolut

értékii.

Szdmitsuk ki a baloldalon &l1l6 polinomot a 0" -nak megfeleld
1 % 1

P=2-pP, Q=2 @ helyettesitési értékek mellett:
a, a,
(583 g ~E. ta g =& Pre ).
qO
A
(€ 5.J60 p* = -G Q0 = BF
és \

(5.7) C=AF + q "~ 6
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8sszefliggések felhaszndlédsdval

b3

(5.8) 3% 2o yNBE v g " 1
qO

BG)

1
o8]
o

adédik. S° tehat stabil, ha a B, C polinom stabil. Kimondhatjuk
tehdt a kdvetkezd tételt:

5.1. Tétel Ha a B, C polinom stabil, akkor a 0" kis kdrnyeze-

tében fekvd barmely O-ra az y(t,0) folyamat bedgyazhatd egy AEG
folyamatba.

Ami az u(t,0) folyamatot illeti, ahhoz a
(5:4'9) Q u =Py

tsszefliggésre kell tdmaszkodni. Az y(t,0) folyamatrél megmutat-
tuk, hogy bedgyazhaté egy AEG folyamatba. Ismét hivatkozva Ara-
t6-Benczur-Krdmli-Pergel dolgozatdra azt mondhatjuk, hogy
u(t,0) bedgyazhaté egy AEG folyamatba, ha a @ polinom stabil.
Ez akkor és csak akkor teljeslil, ha a B polinom mellett az F

polinom is stabil, Igaz tehdt a k&vetkezd

5.2, Tétel Ha a B, C, F polinom stabil, akkor a © kis kdérnye-

zetében fekvd barmely O-ra u(t,0) bedgyazhatd egy AEG folyamat-
ba.

Ez a tétel magyardzatot ad arra a kisérletileg tapasztalt jelen-
ségre, hogy egyes esetekben a minimdlis szérdsu szabdlyozd egy-
re szeszélyesebb bemenSjeleket 411it elé. Ilyen eset fordul e-
16, ha F nem stabil. Ezt a tényt a legtdbb idézett dolgozat fi-
gyelmen kiviil hagyja.

Az y(t,0), u(t,0) folyamat egylttes vizsgdlatdhoz tekintsiik az
(5.1),(5.4) sztochasztikus differenciaegyenletekkel leirt fo-

lyamatot.

A0 =0 paramétervdlasztds mellett (5.4) helyettesithetd a
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(5.10) BC y(t) = QC e{(t)

sztochasztikus differenciaegyenlettel.

Irjuk fel (5.1)-et a

(5.11.) BF u(t) - P y(t+) =0

alakban. Az

Y (t) Ev Y osns YEt=nel))

(5:12)

DiC#d (ult), 060, U(CT-m-k+1l)

vektorok bevezetésével (5.11) és (5.12) elsérendi folyamattal

helyettesithetd:
Y(t) = QYY Y(t=-1) + EY(T)
(5:13)
uct) = QUY Y(+=-1) + QUUU(T-l) + EU(+)
A ny, < U8y QUU mdtrixok karakterisztikus polinomjai azonosak

a BC, ill. BF polinomokkal, Ha tehdt B, C, F stabil, akkor a
ny, QUU métrixok valamennyi sajdtértéke 1-nél kisebb abszo-
lut értékl. Igy ugyanez érvényes a

(5.14) Q =

mdtrixra is. Az Eys By zajfolyamat mozgddtlag. Innen mir ko&-

vetkezik az

5.3, Tétel Ha a B, C, F polinomok stabilak, akkor az (Y,U)
vektorfolyamat bedgyazhatd egy AEG folyamatba.



=B -

Az (5.3) Tétel alapjan értelmezhetd az

(5.15) £(0) = lim Ex(t-k,0) y(t,0)

t->o0

oo

autokovariancia-vektor. © = © esetén

(5.16) y(t) = Fe(t)

tehdt y(t) fliggetlen a t-k+1 elStti jelektSl., Ily mdédon
%

G5+17) f(@ ) = 0,

A O* meghatdrozdsdt tehdt egy algebraili egyenlet megoldasdval
hoztuk kapcsolatba. Ennek az egyenletnek t8bb gydke is lehet,
az (5.18) egyenlet megolddsa tehdt nem ekvivalens a minimdlis
sz6rdsu szabdlyozé paraméterének meghatdrozdsdval. A kbvetke-
z8kben részletesen megvizsgdljuk a (5.18) egyenlet &ltalénos

vondsait.
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6. SZTOCHASZTIKUS REKURZIV BECSLESEK KONVERGENCIAJA

A Peterka-féle &nhangolé szabdlyozdsi algoritmus vizsgdlatédhoz
kézenfekvd elgondolds volna a sztochasztikus approximdcid esz-
k&ztdrdhoz nyulni. Sajnos ez az ut nem jarhatd eredményesen.
Hosszu évek stagndldsa utdn eldszdr Ljungnak sikeriilt olyan uj
fajta &ltaldnos sémat taldlnia (C16]1) amely jél megragadja az
dnhangolé szabdlyozdsi algoritmus lényeges elemeit. Ennek a sé-
manak a segitségével sikerilt a konvergencia feltételeit prak-
tikus formdban megfogalmazni. A Ljung-féle eredmények alapjéan
egyébként valamennyi kdzismert identifikdcids algoritmus kon-

vergencidja egységes médon vizsgdlhaté.

Az itt adott leirds Ljung 1977-ben megjelent [161 dolgozatara
éplil. A leirdsban Ljung bonyolult feltételrendszerét egy tob-
bet kivdné, de Attekinthet&ébb feltételrendszerrel helyettesi-
tettiik. Az 4ltaldnos séma leirdsa utdn megmutatjuk, hogy alkal-
mazhaté az a Peterka-féle algoritmus vizsgdlatdra, és ismertet-

jik az idevonatkozdé két legfontosabb tételt.

Az ®nhangolé minimdlis szérdsu szabdlyozb paraméterének a meg-

hatarozésat egy

(6:1) f£(0) = ©

algebrai egyenlet megolddsdra vezetjlik vissza, ahol azonban az
f(0) fliggvényt explicit formdban nem ismerjiik. Ebben a pontban

a feladatot &taldnos keretek k&zdtt fogjuk kezelni.

Feltessziik, hogy O tetszdleges rbgzitése mellett realizdlhatd

egy x(t,0) sztochasztikus vektorfolyamat, amely eleget tesz az
(6.2) x(t,0) = A(O)x(+-1,0) + B(O) e(t)

sztochasztikus differenciaegyenletnek. Az A(0), B(O) mitrix-
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fliggvények folytonosan differencidlhaték. Az e(t) zajra vcnat-
kozé feltétellk:

(6.3) e(t) filggetlen, azonos normdlis eloszldsu, ¢ varhatod
értéki valdszinlségi vektor védltozdk sorozata,
és e(t) fiuggetlen az x(t',2) (t'<t) viltozdk
egylittesétd!.

Az x(t,0) folyamatot megfigyelési folyamatnak nevezzik. Fel-

tessziik, hogy a (6.1) egyenletnek eleget tevd @* megeldds mel-

lett /és igy annak egy kis k&rnyezetében is/ teljesil a k&vet-

kezd feltétel:

(6.4) Az A(@”) médtrix minden karakteri

()

kisebb abszolut értéki.
A (6.,4) feltételnek eleget tevé O-k egy 0" -0t belseiében tar-
talmzé kompakt halmazat D-vel jeldljlik. Minden © € D esetén

az x(t,0) folyamat AEG folyamat.

Definteid: Egy @Q(x,0) fliggvényt lassan névekvének neveziink,

ha kétszer folytonosan differencidlhaté és &, ¢ , il1ll.

wooe
-

Q. S8y C + || z|| P alaku fliggvénnyel majordlhaték valamilyen
]

pozitiv p-vel,

Legyen adott egy Q(x,0) flggvény. Kénnyen lathatd, hogy ha

Q(x,0) lassan névekvd, akkor létezik az

(6s5) F@) = [im E QCx(T,0),0)
+->co
hatdrérték, minde:. © € D esetén.

A (6.1) feladatnak e meglehetdsen bonyolult részletezése utéan
most mdr olyan megolddsi mddszert heresiink, amely egyszerlien
realizdlhaté adatokra éplil és megkeriili f(0) komplikdlt elddl=-

litdséat.
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A O becslés k&zelitése a t idd&pillanatban legyen 0(t). Kézen-

fekvd a kdvetkezd heurisztikus algoritmus:

Algoritmus:

0(++1) () + y(H)O(x(+), © (1))
(6.6)

x(twd ) A(O(t))x(t=1) + B(O(TF)) e(t).

Itt y(t) egy alkalmas lépéshosszt jelent, amelynek lehetséges
értéke:

vEy = & # & 1 % a > 0.
Tovébbra is feltessziik, hogy:
(6.7) e(t) fiiggetlen az x(t) (t' < t) vdltozdk egyilttesétdl,

Az elmult évtized egyik legkiemelkedSbb teljesitménye Ljung e-
redménye, amely a (6.6) algoritmus konvergencidjara ad prakti-

kus feltételt.
6.1.‘3étel Tegylk fel, hogy 0" a
(6.8) 0 = f(0O)

differencidlegyenletnek aszimptotikusan stabilis egyensulyi
pontja. Legyen D a O* egy elég kicsi kompakt kdrnyezete, és
tegylk fel, hogy a (6.6) algoritmussal definidlt ©(¢t) sorozat
végtelen sokszor beleesik D-be. Pontosabban valamely véletlen
t. sorozatra teljesliljon:

L

(6.9) o(t,) € D és |l xcroll<c

ahol C véges értéki valdszinliségi vdltozd.
Ekkor




% U =
(6.10)  o(t) » @
egy valbszinliséggel.
A tétel megforditdsa is érvényes a kbvetkezd értelemben, Legyen
0° egy tetszdleges D-beli pont. A 0° r-sugaru kérnyezetét

$(0°,r) jeldli. Igaz a kdvetkezd

6.2. Tétel Tegylk fel, hogy bdrmely pozitiv r-re

(6.11) o(t) - s(e°,r)

pozitiv valésziniliséggel. Legyen tovabba a

ot

(6.12)  0(0%, x (+,07))

valészinliségi vdltozd kovarianciamdtrixdnak asz mprotikus érté-

ke pozitiv definit. Ekkor:
(6.13) £(0°) = 0

stabil, azaz fe(GQ) valamennyi A karakterisztikus értékére
Rexi < 0.

A 6.1. Tétel alkalmazdsakor legkényelmetlenebb a (6.9) un. kor-
latossdgi feltétel ellenérzése. Ezt megkeriili a kévetkezd szin-

tén Ljungtdl szdrmazd tétel (L1811 dolgozat):

6.3. Tétel Tegylik fel, hogy a

(6.14) 0 = f(O)

differencidlegyenlet globdlisan aszimptotikusan stabilis 0 -ban.
Ekkor

(6.15) o(+) » 0"

1 valészinliséggel.
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A Ljung-féle séma a Peterka-téle Onhangold szabdlyozdsi problé-
méra igy alkalmazhaté: Tekintsilk a 3. pont jel8léseivel a

O(t+1) = 0(1) + S™H(H)x(t-K)(y(+)=-0(t)'x(t-K) = u(1))
(6.16)

S(t+1) S(T) - x(t-k)x(T=-k)"

algoritmust. Az

5i(t)
.1.

(617D R(T)

e(t)

y(t) = 0(t)"'x(t=-k) - u(t)

jel&léssel ez a

O(t+1) = () + = RTT(F) x(t=k) e(t)
(6.18)
5 RIEY 5 emse . =
R(t+1) = R(T) T (R(T) + x(t=k) x(t=k)"')

algoritmusba megy &t. Az ismeretlen paraméterek © és R a megfi-
gyeléseket az xz(t,0) vektor jelenti, ahogy azt az 5. pontban
bevezettik. Az x(t,0) folyamat AEG folyamat, az 5.3. Tétel fel-
tételei mellett. A (6.18) algoritmus jobb oldaldn 4116 korrek-
cidék megfelelnek az dltaldnos sémdban 4116 @(x(t), 0(t)) kor-
rekcidnak, Szdmitsuk ki a varhaté értékeket rdgzitett (O,R)
mellett:

(6.19) E R 1(+)x(t-k,0)e(+,0) = ERI(+)x(t-k,0)y(t,0).

Mivel R (t) a t-k idépont eldtti jelekbol alkotott matrix, a-
zért 0 = O" esetén fiiggetlen y(¢,0 )-tél. A (6.19) egyenldség
tehdt igy folytathaté:

(8.907 BB Iraheliek, B b v, 0§ =

ER™L(+)x(t-k,0") Ey(+,0") » O
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ha t » =,

A masik korrekcids taggal kapcsolatban vezessik be a

(6.21) PCO) = = lim E x(*,0)%x(*t,6)"
T

és

(6.22) R = p(o™)

jeldléseket. Mivel x(t,0°) az 5.3. Tétel feltételei mellett
AEG folyamat, a P(0O), P° matrixok korrektiil vannak értelmezve.

Nyilvanvaldé, hogy a Ljung-sémdban szerepld nemlinedris egyvan-

let most
R™Y f(0)

(6423) g(@,R) = = 0,
-R + P(0©)

ahol

(6.,24) f (@) = lim E x(+=k,;0) y(1,0).

T=0c

Ahhoz, ho az algoritmus értelmezve legyen minden t-re, me
5 gy g gy 5 £

kell kdvetelnlnk a kOSvetkezdé feltétel teljeslilését:

(6.25) Az x(+,0) folyamat nem elfajuld, azaz

R = P(0") nem szinguldris

Ennek alapjdn uj nézdpontrdl értékelhetjlik a Peterka-féle algo-
ritmust. Az optimdlis 0" paramétert (5.18) alapjan az

B, 26) #e*y = o

:,

% %
egyenlet hatdrozza meg. A © paramétert a




_46_

(6.27) O(t) = Rg(O(t))

differencidlegyenlet integrdldsdval prdébdlhatjuk meghatdrozni.
Itt azonban az R matrixot ugy kell megvdlasztani, hogy

*
(6.28) R g4 (i@ =)
stabilis legyen. A Peterka-féle algoritmus értelmezhetd ugy,
mint egy (6.26)-ot megoldé algoritmus, amely azonban R-et O-val
egyidejlileg ujitja fel. Ez az értelmezés mint majd 1latni fogjuk

igen termékeny.
Ké&vetkezé feladatunk az lenne, hogy a (6.23) fliggvénnyel defi-
nidlt differencidlegyenlet stabilitdsat megvizsgdljuk. Itt most

csak néhdny tétel megemlitésére szoritkozunk.

6.4. Tétel Tekintsllk a (6.16) Peterka-féle algoritmust, és le-

gyen C = 1. Ekkor a Ljung-séma szerint hozzdrendelt differenci-
dlegyenlet a (O“,R“) pontban aszimptotikusan stabilis, hacsak
R" nem-szinguldris. /ldsd Ljung [15]1 dolgozatdt/

Szines zaj esetére a kdvetkezd tétel igaz:

6.5. Tétel Tekintsik a (6.16) Peterka-féle algoritmust, és le-

gyen k = 1, Vezesslik be a
S S
wlz) = C(z) 2

jeldlést., Tegylk fel, hogy ¢ szigoruan pozitiv-valéds, azaz

Re o¢(e Lt TR minden w-ra.

Ekkor a Ljung-séma szerint hozzdrendelt differencidlegyenlet a
% % . " ey . ]

(6 , R ) pontban aszimptotikusan stabilis, feltéve, hogy R

nem szinguldris. /ldsd Ljung [15] dolgozata/ Ezeknek az eredmé-

nyeknek a részletes kifejtése egy kés8bbi dolgozat témdja.




o

7. EGY KONVERGENS ONHANGOLO SZABALY0ZO

Ebben a pontban egy uj adaptiv szabalyozét vezetink le, amely-
re teljeslil a Ljung-féle konvergenciatétel leglényegesebb (6.8)
feltétele, a szabdlyozd ebben az értelemben konvergens. A sza-
bdlyozd kialakitdsa sordn eltekintettlink a szokdsos identifika-
cibé-kontrol kétlépéses megkbzelitéstdl, kbzvetlenlil az f(0)=0

algebrai egyenlet megolddsat tartjuk szem eldétt.

Az itt k6z81lt uj algoritmus a dolgozat fé eredménye. A konstruk-

cié kiterjeszthetdé az &ltaldnos Ljung-sémdra is.

Lattuk, hogy az &nhangoldé szabdlyozdé konvergencidja lenyegeben
attél fligg, hogy a hozzdrendelt differencidlegyenlet a 0" pont-
ban aszimptotikusan stabil-e. Ebben a pontban egy olyan uj al-

goritmust dolgozunk ki, amely elsd k&zelitésben

0(t+1) (1) + y(H)R(H)x(+-k)y(t)
(741)

x(t+1) ACO(T))Ix(t) + B(O(t))e(t)

alaku, az R(t) sulymdtrix felujitdsdt pedig ugy prébaljuk meg-
oldani, hogy az

% %
(7+2) R fO(O )

matrix stabil legyen, azaz valamennyi A karakterisztikus érté-
kére Rexi<0 teljesliljon. Ehhez vizsgdljuk meg k&zelebbrél az

fe(O) mdtrixot. Definicid szerint

(7:3) £€0) = lLim E %(t=k,090 y{1,8);

+->c0

Innen a derivdldsra vonatkozdé itt nem részletezett mellékfelté-

telek teljesililése esetén
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fO(O) = |im E @ (+-k,0) y(t,0) +
(7.4) e
adédik.

Az y(t,0), u(t,0) folyamatok O szerinti derivdltjait kell tehdt
meghatdroznunk. Idézziik fel a folyamatot leird egyenleteket: a
rendszeregyenlet

(7.5) ylEt+1,0) = % x(+,0)+ult,0)+xCalt+)

alakban irhaté fel, ahol

(7.6 gt £ (al,...,an, 0 005105 bl""’bm)‘
k=

A visszacsatoldst pedig a

(7 «B:) Y x(t,0) = w(t;0) = @

egyenlet irja le.

A (7.5) (7.7) egyenletek derivdldsaval

(7.8) ye(‘r+l,®) = ¢! x@(.*,O) + u@(+,@)
és
(7.9) x(t,0) + O'xO(T,O) + UG(T,O) = D

adédik. A (7.5) (7.7) (7.8) (7.9) egyenletek egylittesen egy au-
toregressziv vektorfolyamatot irnak le. Ennek a folyamatnak a
realizédcidéjdhoz a 0,¢ paraméter ismerete sziikséges /(7.7) és
(7:9)-ben/.

Ezt a vektorfolyamatot az 5. pontban megfogalmazott eredmények
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alapjdn vizsgdljuk, A (7.5), (7.7) egyenletekkel leirt fclyamat
bedgyazhaté az (5.14) egyenletekkel leirt folyamatba, amelynek
egyltthatémdtrixdt @-val jeldltik.

A @ matrix elemei linedrisan fliggenek 0-tdl és ¢-tdl.

a
(7.20) Z(t,0) = (x(1,0), xg(1,0))

folyamatot. Az 5. pont tételei alapjdn tudjuk, hogy 2(t,C) Dbe-
dgyazhaté egy AEG folyamatba. A Z(t,0) vektor viszont tartal-
mazza mindazokat a mennyiségeket, amelyeket az algoritmus t-e-

dik lépésében haszndlni fogunk.

A Z(t,0) folyamat autokovarianciZinak aszimptotikus értékét

pijZ(G)—val jel&ljlik. Tehat

(7.12) pyigt8) = lim E Z.(t,0) Z2' (t-2,0)

'J T 00 I J
A Z(t,0) folyamatot nem tudjuk realizélni, hiszen a folyamat-
egylitthaték k&zd8tt szerepel ¢ is és a rendszer &ltal produxéalt
u, y jelekb8l a t&bbi Ugs Yg jel nem szdrmaztathatd le. Ezért

fel kell tételezniink, hogy ~ ismert ¢-nrek

(D
X
a
(Mq
€
s
|

A § paraméter felhaszndldsédval egy uj, mdr realizdlhatéd Z2(t,0)
folyamatot kapunk ugy, hogy (7.8)-ban ¢ helyére $-t irunk. A
z2(t,0) folyamat elégitse ki a

(7.13) Z(++1,0) = K(0) Z(+,0) + L(0) e(+)

sztochasztikus differenciaegyenletet. A 2(t,0) folvamat autoko-

variancidinak aszimptotikus értékét 5,j4(0)-val jelslijlk.
Lo t '
Ratérlink az f(0) filiggvény derivdltjdnak a kiszamitdséra.
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fg(@) = lim E{y@(+,O) x(t-k,0) +
)
(7.14)
' . R
+ y(t,0) xO(T-k,G)}- % pijz(e) = P (0),

i j26I

ahol I a zdrdjelben 4116 kifejezés &ltal érintett autokovarian-

cidk indexhalmazat jeldli.
A Jacobi-mdtrix kdzelitd értékét az

(7.15) Pl (o) = %
ij2eT

6ijl(9)

képlettel definidljuk.

Az ﬁijZ(O) autokovariancidt empirikusan ugy k&ézelithet]jilik, hogy
egy folyamat-realizdcidra a Zi(t+Z,O) Zj(t,e)' empirikus auto-
kovariancidt &tlagoljuk., A t-1 idépillanatig torténd &tlagolds

eredményét ?ijz(t,e)—val jeldlve érvényes az

(7.16) ?ijz(f+1;9) = PIJQ(T'O) *

1
t+1

+

(Zi(++1+2—k,O)ZJ(T+l—k,O) - Fij2(+’e))

rekufzié. Az T indexhalmazon végigfutva az ;ijz(t,e) elemekbdl
egy R(t,0) métrixot, az Zi(t+Z,O)Zj(t,O)' elemekbdl pedig egy
M(t,0) matrixot alkotunk. Igy a (7.16) rekurziv 8sszefliggés
kompakt alakban igy irhaté:

(7.17) R(1+1,0) = R(1,0) + ==(I(+,0) - R(+,0)).
Uj algoritmusunk kiindulépontija a
6 = -P(0) f(0)

differencidlegyenlet, amely 0" -ban aszimptotikusan stabilis. A

Ljung-féle algoritmust prdbaképpen a kdvetkezd alakban irjuk
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fel:

(7.18) O(t+1) = B(1) - =22 R()x(t-k) e(t) _
(7.19) Z(++1) = K(O(+))Z(+) + L(B(+))e(+)

(7.20) ° R(++1) = R(t) + ?%T (1(+) - R(+))

ahol ﬁ(t) a E(t) folyamatbdl ﬁ(t,@) -hoz hasonldan képzdédik. A
g(t) megfigyelési folyamatot nem kell az itt felirt alakban
realizdlni, valéjdban a (7.5) - (7.9) folyamatokat realizdljuk.
Az e(t) hiba lehetséges értékei: e(t) = y(t) vagy e(t) = y(t)-
-0(t)x(t-k)-u(t).

Az algoritmus részletesebben a kdvetkezd:

(7.21) O(+1) = B(1) = =2 R(D)x(T-k) e(t) o0
(7.22) y(t+1) = ¢'x(t) + u(t) + Ce(t)

(7.23) U(t+1) = =01 (+)x (1)

(7.24) Vo(t+1) = & §@(+)+ G (1)

(7.25) Gg(T+1) = =01 (1) ug(1) = x(1)

(7.26) R(t+1) = R(+) + e (1(+) - R(1)) .

I1tt ﬁ(%)-t a fentebb leirt médon az y, u jelekbsl ill., annak
becsiilt derivdltjaibdl kell képezni. A H(t) matrix az (y, u,
Ygs g ) folyfmat autokovariancidinak becslése egyeleml min-
tavétellel. A NI(t) mdtrixban a t-k id&ponttdl kezddédéen visz-
szamenbleg szerepelnek a jelek kiilénféle szorzatai.

F6 eredménylink a koévetkezd:
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7.1, Tétel A (7.18) - (7.20) algoritmushoz hozzdrendelt dif-

AL

ferencidlegyenlet (© R")-ban aszimptotikusan stabilis, ha R
nem 521ngularls, a ¢ kbzelités elég j6, és o elég kicsiny.
AEEE B = r(@ )/

Bizonyitds: Azt mdr beldttuk, hogy a Z(t,0) ill. e(t) megfi-

gyelési-, ill., zajfolyamat eleget tesz a Ljung-séma kdvetel-
ményeinek. Szdmitsuk ki a hozzdrendelt differencidlegyenlet
jobboldaldt. R8gzitet (0,R) mellett

(7.27) {in B (R =l#=R,8) &l+.0)) = RV#EE).
T+

(7.20)-ra vonatkozdan rdgzitett (0,R) paraméter mellett

A A ~

(7.28) lim E (A(+,0) - R) = P(®) - R,
+->c0
A hozzdrendelt differencidlegyenlet tehdt

(7.29) 8 = ~aR$00)

P(O) - R.

>
I

£7.30)

Rog21tett 0@ mellett a (7.28) egyenlet aszimptotikusan stabilis

P(O)-ban. Aszimptotikusan stabilis 0" -ban a
(7.31) 0 = -R(0)f(0)

differencidlegyenlet is. A (7.29), (7.30) differencidlegyenlet-
rendszerre alkalmazhaté Jevtushenko észrevétele [101, mely sze-
rint elég kicsiny pozitiv o mellett a differencidlegyenletrend-
szer aszimptotikusan stabilis (O*, R(@*))-ban. Ezzel a 7«1l

Tételt bebizonyitottuk.

Osszefoglalva a kdvetkezd algoritmust javasljuk:
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1. Legyen a a rendszeregyenlet paramétereibdl alkotott ¢ vek-
tor egy j6 kdzelitése. /1ld. 7.6./.

2. Valasszunk egy a lépéshosszt.

3. A (7.14) derivdltmétrix kiszd&mitdsdhoz rendezziik el egy
m(t) madtrixba a

(7 .32) HiJ(T) = .(T) xJ(T-k) + y(T)xJO.(T-k)

Yo

derivaltakat.

L. A t = 0 id&épont eldétti jeleket és annak derivdltjait O-nak
tekintve alkalmazzuk a (7.21) - (7.26) algoritmust. Ebben

(7.22)=t a fizikai rendszer realizdlija.

Az algoritmus implementdldsdval kapcsolatban f&lmeril néhany
dltaldnos probléma, amelyekre az irodalomban megalapozott meg-
olddsi kisérletet nem taldltunk. Az els& probléma a ; kezd&ér-
ték meghatdrozdsa. Ez a probléma midr a legegyszeriibb becslési
111. gySkkeresési problémdkndl is felmeriil, és egy-két kivéte-
les, konvexitédssal Osszefliggd esettdl eltekintve globdlisan

konvergens eljdrds nem ismert.

A mésik hasonlé sulyu probléma a konvergenciakritériumok meg-
fogalmazdsa. Az algoritmus sordn értékelniink kell a megoldds-
hoz valé kézeliséget kiszdmithaté mennyiségek alapjén. Egy
szokvdnyos médszer a becslések vdltozdsdnak sebességébdl ko-
vetkeztetni a megoldds kdzeliségére. Ez azonban cs&dét mond-
hat.

Ha mdr a konvergencia milyenségét elbirdltuk és rossznak taldl-
juk, akkor az o paraméter csbkkentésével ill. a O(t) becslések
csonkitdsdval /korlatozdsdval/ prébdlhatjuk meg a konvergenci-

at javitani.
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BEVEZETES

Az irodalomban ismertetett digitdlis onhangolé, illetve adaptiv
szabdlyozd algoritmusok k&zlil a sztochasztikus linedris beme-
net-kimenet modellt feltételezd Peterka-féle minimdlis varian-
cidra szabdlyozdé algoritmust [3] tartottuk alaposabb vizsgdlat-

ra érdemesnek. Ezt az aldbbiak indokoljék:

a/ A kiinduldsként feltételezett sztochasztikus linedris rend-
szermodell a feladatok elég nagy osztdlydra alkalmazhaté.

b/ A modell sztochasztikus volta lehetévé teszi explicite ki
nem fejezett vagy gyakorlatilag mds médon szdmitdsba nem
vehetd zavard hatdsok figyelembevételét.

c/ A modell diszkrét volta megfelel annak az igénynek, hogy
szdmitégépes szabdlyozdshoz alkalmazzuk.

d/ A szabdlyozé algoritmus szamitdstechnikai szempontbdél igen
kedvezé., Csak a minimdlisan szlkséges szdmu egylitthaté meg-
hatdrozdsdt igényli - szemben egy adaptiv identifikdciébél
és egy azt k&vetd szabdlyozastervezésbsl 4116 megolddssal.

e/ Ugy véljuk, hogy némi tovdbbfejlesztéssel az &ltala szabd-
lyozhaté rendszerek k&re bdévithetd.

f/ Az algoritmussal kapcsolatban mdr némi hazai tapasztalatrdl

is volt tudomdsunk C41, C53].

A szimulédciés vizsgdlatot az aldbbiak miatt tartottuk szliksé-

gesnek:

a/ Az irodalomban eddig ismertetésre keriilt vizsgdlatokat csak
viszonylag kevés, szabdlyozasi szempontbél problémdt nem o-
kozé rendszerre végezték.

b/ Az elméleti vizsgdlatok és gyakorlati tapasztalatok arra mu-
tatnak, hogy a szabalyozds sok esetben instabilld vdalhat;
ezt az instabilitdst azonban elére, a modell ismeretében nem

tudjuk egyértelmlien megdllapitani.
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Ezek miatt ugy véltiikk, hogy a szabdlyozé algoritmus gyakorlati
bevezetése el8tt alaposabb elemzésre van szikség. A felvetett
kérdéseket szimuldciéval vizsgdltuk, éspedig egyrészt azért,
mert megvdlaszoldsuk elméleti uton nem biztatott sikerrel, mds-
részt azért, mert a szimuldcids vizsgdlatok sordn olyan problé-
mdk is felvetédhetnek, amiket e viszgdlatok nélkiil nem is lat-

tunk elére.

A dolgozat 3. részében célkitlizéslinknek megfelelden beszamolunk
a szimuldcibés vizsgdlatok tapasztalatairdl, ezt megeldzden a-
zonban néhdny olyan elvi kérdést tdrgyalunk, ami a szimulécids

szadmitdsok értékelése sordn vetddott fel.
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1. AZ ALGORITMUS LEIRASA

Az ismert, dllandé paraméterii, linedris

=d

(1) Atz iyt = z79% " Hut)r actz ey, + = 0,1,2,...

;71 yi(t) = yi(T=1)

ACz™L) = 1+alz-l + +az "
e T =1 -m

B(z ) = bo+blz * + bmz

c(z™ty - 1+clz—1 +...+'ckz_k

A a rendszer forrds-zajdnak szdérésa,

d a holtidé

rendszer minimdlis szdérdsu szabdlyozdsdra /MVC/, ahol a sza-

bdlyozédsi kritérium

(2)  min ECCyCH+d)-y 2|y (1), y(f=1),.uu,u(t=1), u($-2),...]
u(t) fa + = 0,1,2;66¢s5¢s rtékekre)

régéta kidolgoztak és haszndlnak algoritmusokat. /L&sd. pl.
Rstrdm €13/,

Ha a rendszer paramétereit nem ismerjik, kézenfekvd megoldés,
hogy a paramétereket megbecsiiljlik, és a becslilt paraméterérté-
kek alapjdn tervezett szabdlyoczdéval szdmitjuk a beavatkozést.
Problémidt jelent azonban az, ha az identifikdcidét és a szabd-
lyozdst egyidejlileg végezziik. Ekkor ui. a bemenet és az el&zd
bemenetek, valamint kimenetek k&z6tt determinisztikus kapcso-
lat van /4dllandé visszacsatoldst feltételezve/, és ennek k&-
vetkeztében nem becslilhetd egymdstél fliggetlenul valamennyi

kivdnt paraméter. Ez a probléma megoldhatd un. dudlis szabd-
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lyozdsi algoritmusok haszndlatédval /az identifikdciét és a sza-
bdlyozast felvaltva, idében elkililénitve végezziik/, vagy ugy,
hogy valamelyik paraméter értékét a priori ismertnek tételiez-
zlik fel, stb. Hasonlé nehézségekkel kell szembenéznilink akkor
is, ha az /1/ rendszert nem a /2/ kritériumnak, hanem méds, pl.

a sulyozott bemenetl minimdlis szdérdsu kritériumnak /WIMVC/

(3)  min ECCy(t+d)-y )2 + wul(H) [y (1), (y=1), ..., u(t-1),...3
u(t) t 2 0,8,2,cney

megfeleléen kivédnjuk szabdlyozni. Kurz, Iserman &s Shuman [23]

6sszehasonlitottédk klilénb&zd8 adaptiv becslé algoritmusok becs-
lései alapjéan klildnbdz8 szabdlyozdsi kritériumnak megfeleld
szabdlyozé algoritmusok tulajdonsdgait. Az dltaluk vizsgdlt
Z),

C(z—l) polinomok valamennyi gyﬁke= az egységkdrbe esett, a d

stabil, minimumfdzisu linedris repdszerre /az A(z_z), B(z
holtidé 1 volt/, a rekurziv legkisebb négyzetes hecsléssel kom-
indlt MVC és WIMVC algoritmus egyardnt jé szabdlyozdst bizto-
sitott, egy mdsik, nem stabil rendszer esetében /az A(z_z) po-

linom egyik gybke az egységkdrdn kiviil esett, a B(z—z) és
C(z_z) polinomok gy8kei az egységkdrdn beliil voltak/, csak a
WIMVC algoritmussal sikeriilt stabil szabdlyozdst elérni. Meg-
jegyezzilik, hogy a rekurziv legkisebb négyzetes becsléssel az
acz"1y és Bz™h polinomok egylitthatéit becsllték, a beavatko-
zds szdmitdsdhoz szilkséges C(z_l) polinomot a C(z—l)= 1 poli-

nommal helyettesitették.

Az ismeretlen, dllandé paraméterii, linedris rendszerek vizsgd-
1 =
), Bz "),

C(z-l) polinomegyttthatéit, hanem k&zvetlenil magukat a beavat-

latdndl az is felmeriilt, hogy ne a rendszer 4(z

kozdshoz szlikséges egylUtthatdékat becsliljik /Peterka, [31/.

=

n . T A < % n n=%
polinom gyckén a P (z)= PoZ *PyZ te..*p

% -1, -1
egy P(z 7)= Po*PZ Tte.etp 2 .

polinom gybkeit értjik.




b

Az /1/ rendszer /2/ kritériumnak megfeleldé MVC szabdlyozdbnak

megfeleld beavatkozdéjel /ha az Y, értéket O-nak irjuk eléd/

(%)  u(t) = - _2(2-131 y (1)
Bz T)(z )
ahol
(5) G(z-l) és F(z_l) a
c(z’hy = az"hrzhe 27 ez
amelyben
F(z™h) = aef 2™t el g 27900
6z Yy - go+glz_l TR WO Bk

polinomegyenletb8l egyértelmiien meghatdrozhaték. Az egyenletet

dtrendezve, és bevezetve Q(z—l) = B(z-l) F(z_z)/bo, valamint a
=

Pls 1) = G(z-z)/bo jelslést a

(6) P(z Yy (1) + oz hHHu(t) = 0

MVC visszacsatoldshoz jutunk. Itt

P(2 _ po =1 . Z—n+1

= 1 -m=d+1

1+q,2 By we® Qooa 4%

Q(z )

A felirt egyenletekb&él 1lathatd, hogy ha sikerililt P(z_l) és

0(z"1y-et kézvetlentil becsiilniink, akkor

1/ nincs szilkség az /5/ polinomegyenlet megolddsdra és a /u/
nevez8jében kijeldlt polinomszorzds elvégzésére minden sza-

bdlyozdsi l1lépésben,
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2/ d<k+1 esetén kevesebb egylitthatdédt kell becsiilniink

/m+n+d=-3 < m+n+k-2/. Z

A most defini&lt P(z"?) és @(z~!) polinomok segitségével az /1/
rendszeregyenlet fehérzaj esetén, azaz a C(z-z): 1 esetben a ko&-
vetkezé alakban is irhaté /C11, C41/:

(7) y(t+d) = P(z 1)y () + Q(z Yyu(t) + e(t+d)
ahol
cltsd) = AF(z"Y)el++d)

A /7/ egyenlet alapjan az y(t+d), y(t),e..,y(t-n+1),

u(t),.e..,u(t-m-d+1) értékek ismeretében a P(zul) és Q(z—l

)
polinomok egylitthatéi rekurziv médon is, pl. a rekurziv legki-
sebb négyzetes becslési médszerrel becsililhet8k. Ha feltesszlik,
hogy az /1/ eredeti rendszer &llanddé paraméterii, akkor az y(t),
y(t-d)y.e.oy(t-d-n+1), u(t-d),...,,u(t-2d-m+1) értékek segitsé-
gével becsiilt E, 5 polinomegyltthatékat haszndlhatjuk fel arra,
hogy u(t)-t meghatdrozuuk a /6/ egyenlet segitségével.

Szineszaj esetén /azaz a k > 1 esetben/ a rendszeregyenlet a
-1 " -1 -1 -1
(7a) C(z T)y(t+d)=P(z T)y(+)+Q(z ")Hu(t+)+C(z ")e(t+d)

alakra hozhaté, amelybdl y(t+d) a kdvetkezd, végtelen sor alak-
jdban dllithaté eléd:

=11} -1
(763 witwdy = BRE X ey o B82 ) Gty % eriedd

ccz~ 1y c(z~h

A /7b/ egyenlet alapjan nem végezhetd becslés, mert végtelen
sok egylitthatét kellene becslilni, a /7a/ egyenletben pedig a
C(z-l)s(t+d) zaj nem flggetlen a jobboldal elsé két tagjatdl,
ezért a becslés torzitott lenne. Ezen nehézségek alapjén ért-

heté az az irodalomban is haszndlt, de nem teljesen korrekt
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eljards, hogy a P(z 1) és @(z 1) polinomok egylitthatéit - szi-
neszaj esetén is - a /7/ egyenlet segitségével becsililjik. Tisz-
tdban kell lennilink ugyanakkor azzal, hogy a becslilt egylitthatdk
torzitottak lesznek, vagy esetleg nem is a kivadnt értékekhez

konvergédlnak.

Az algoritmus miik&dését a kdvetkezd dbra szemlélteti /1. &bra/.

A P, @ polinomegylitthatékat azon

y(t), y(+=d), y(t=-d=-1),...,u(t=-d), u(t=-d-1),...,
értékek segitségével becslljik, amelyekbdl az &brén folytonos
nyil mutat a P, @ irdnydba. A P, @ becstilt értékek segitségé-

vel, az

€t ), s{¥=1);oees0{T=1),; W{T=2) 50 ond

(DN

(D\

rtékekbdl szdmoljuk az u(t) beavatkozdst /szaggatott nyilak/

(DA

s ebbdl adédik a megvaldésult kimenet /eredményvonal/.

o

A /8/, /7/ egyenletekkel meghatdrozott algoritmus adaptécids

képességét részletesen vizsgdlta hazdnkban Hetthéssy és Keviczky

D\

(64

[5] egy konkrét stabil, minimdlfdzisu modellrendszeren. /Mind
az A, mind a B, valamint a C polinom gySkei az egységkdrdn be-
11l estek./ A szerzbk az algoritmust némiképpen mdédositva, al-
kalmassd tették arra, hogy egy Y, # 0 értékre szabdlyozzon mi-

nimdlis szérdssal. A /6/ egyenlet helyett az
-1 = -1
(8) PEz Yyl t)2QCz TJult)= Y-

visszacsatoldst alkalmaztdk és a a(z—l) polinom

-1) w2 B F Z-l " 5 = -n+1
qo ql 2 B q

n--lZ

Q¢ Z

q . egyltthatéjdt is becslilték /7/ egyenlettel. Az adaptéciés

(&4

készség vizsgdlatdhoz megvartdk, mig az algoritmus stacioner

dllapotba jut, majd kiilénbdz& modellparaméterek /A, bo’ yr/
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értékét ugrdsszeriien megvdltoztattdk. Megdllapitottdk, hogy az
algoritmus j6l kdveti a vadltozdsokat. Vizsgadltdk a konvergen-
cia sebességét a szokdsos exponencidlis felejtési tényezd fligg-
vényében. Felejtés nélkiili becslésnél a konvergencia sebessé-
get kicsinek taldltdk /felejtés nélkili becslésnél az adapta-
ciés készség a mérések szadmdnak ndvekedésével csdkken/, kis
/0.95/ felejtési tényezénél viszont a paraméterértékek ingado-
zdsa szamottevd. Az u(t) beavatkozéjelet a szokdsos mdédon kor-
latoztdk, azaz ha a /8/ egyenlet alapjdn szdmolt u(t) beavat-

kozds egy u u hatdron kivil esett, a korlat értékével

min® “max

avatkozunk be. Vizsgdltdk a korldt nagysdgdnak hatdsdt a kime-
net szérdsdra - kisebb korldt értékhez nagyobb kimeneti szdrés
tartozik - ugyanakkor megjegyzik, hogy a szabdlyozds kezdeti
szakaszdban, amikor még a P, @ paraméterek értékei nem jék, a

beavatkozéjel igen nagy abszolut értéki is lehet.

Rstrém és Wittenmark C[63 vizsgdlta azt a kérdést, hogy mi t&r-

ténik, ha a /6/ egyenletbeli P, @ polinomok helyett ezek fok-

szdmdtél eltérd ?(z—l), é(z_l)
« -, =1
p = degP(z 7) # n-1
~ =, -1
q = degQ(z ~) # m+d-1

fokszdmu polinomokat haszndlunk, amelyek egylitthatéit a /7/ e-
gyenlet segitségével /P helyett P-t, @ helyett -t irva/ be-
csliljiik. Az ott bebizonyitott tétel értelmében, ha az algorit-
mus konvergdl és a E(z_l), é(z-l) polinomoknak nincs k&z8s
gytke, akkor a 5(2-1), é(z_l) polinomok megfeleld egylitthatédi
a G(z-l) 1 A B(z—l).F(z-l) polinomok megfeleld egylitthatdihoz
konvergdlnak, a tobbi 5i’ai egylitthatdék pedig nulléhoz tarta-
nak. Igy ha p=n-1, ill. g=m+d-1 akkor a valédi paraméterérté-
keket kapjuk. Ha q>m+d-1 és 5=n-1, akkor ﬁ(z_z) a G(z-l),
é(z_z) pedig a

=1 “n=d+l.g,,"md, | w0.279

~ 1
Rz~ )=g *d 2 " Fewe ¥l a0 o
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polinomhoz konvergdl. Hasonlé a helyzet, ha 5 > n=1 és
5 = m+d-1. Ha azonban 5 > m+d-1 és E > n=1, akkor a tétel csak
o rdlle  Ralpl

), Q(z

k&z6s gydktényezdék elhagydsdval keletkezett P(z )s po-

linomokra alkalmazhatd.

A szerzék ezen tulmenden azt is megmutatjdk, hogy ha a paramé-
terbecslés konvergdl és a zart kér kimenete a madsodik momentu-
mokig ergodikus, akkor - az ismert dllandd paraméterii linedris
rendszerek minimdlis szdérdsu szabdlyozdsdhoz hasonldan - a

zart szabdlyozdsi kOr kimenete a kdvetkezd tulajdonsdgu /yr:O

feltevéssel/ o
(9) Iim ECY(T"'T)y(f)] a ry(T) = 0 B= d’d+l)o¢-)d+n"l
+ >0

[im ECy(t+Tt)u(t)l r (1) =0 1= d,d+1,...,2d+m-1
+ 00 yu




L

2. AZ ALGORITMUS ALKALMAZASA SORAN FELLEPO NEHEZSEGEK

2.1. BEAVATKOZAS NELKUL IS KUZEL MINIMALIS SZORASU KIMENET

A /6/ egyenlettel visszacsatolt zdrt szabdlyozdsi kor kimenete
egy ARMA folyamat, amelynek leirdsdhoz helyettesitsiik a /6/ e-
gyenletet az /1/-be [11. /Feltételezzilik, hogy /6/ egyenletbeli
P, @ polinomok egyltthatédi pontosak és allanddak./

P(z-l)

oz~ 1)

1

(10)  ctAa(z)-2"%(z"h) 1 yit) = actz Yyelt)

)-z

E folyamat y valtozéjdnak szdrdsnégyzetét a kdvetkezd komplex

integral kiszdmitdsdval kaphatjuk meg:

(11)  o® = 53— g 22 cz"hHe(z) dz
Tl P
|z|=l o z
Az =279 HPZ ) | Acz)-2%B(2) B2
Q(z ™) Q(z)
A kimenet szérdsat minimalizalé P(z"%) = G(z—z)/bo,

Q(z_l) = B(z—l)F(znl)/bO beavatkozdssal /az /5/ polinomegyen-

letet is figyelembe véve/ a /10/ Osszefliggés az
(12)  y(+) = AF(z He(t)

a /11/ O6sszefliggés pedig a

o 1 D il dz _
(13) Suve = T ﬁ_ AF(z )F(z);— =
|z|=1
d-1
= X AQf?,fo=1
i=o

alakra egyszerlisédik.
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Szadmitsuk ki most a beavatkozds nélkiili /azaz az azonosan nulla
beavatkozé6jell u(t)=0 ¥t-re/ rendszer kimenetének szérasnégyze-

tét. Ez esetben a kimenet a
= =7,
(14) A(z “)y(t) = AC(z Te(t)

ARMA folyamattal irhaté le, amelynek szdrdsa

2 1 3% clz"Yiecz) dz

(15) ol = - 2
=1 A(z "H)A(z) ?

Most az irodalombdél nem ismert becslést adunk a beavatkozds

nélkili rendszer kimenetének szdrdsnégyzete /ogﬂ/ €s a minimé-
lis szbrdsnégyzet /ozvc/ k8z6tti eltérésre. Ehhez eldszdr meg-

jegyezziik, hogy a /14/ Osszefliggés a /10/-b8l, illetve a /15/

Osszefliggés a /11/-b61 formalisan is szdarmaztathatd a

Plz™Y) =2 0 = 040,z tu,, . 40,271

(16)
=1

Rtz ™) 2 0
visszacsatoldssal. Ugyanis, ha u(to) = 0 valasztdssal éllnk, a
/6/ egyenlet a /16/ szerinti P-vel és tetszdleges @Q-val
u(t) = 0-t ad minden ¢t-re.
1., Lemma:
Az A(z_l), C(z_l) polinomokbdél az /5/ polinomegyenlettel megha-

tadrozott G(z_z) polinom egyltthatdéit gi—vel /1=04400yn=-1/ je-
161lve

2 2

CGL7) | im o} = Ouve

middn A(z-l) régzitett

i iy e sy A




SN 5

feltéve, hogy A(z"1) polinomoknak nincs egységnyi abszolut ér-
téku gydke.

Bizonyitds: Helyettesitslik az /5/ polinomegyenletet a /15/

Osszefliggésbe:
(18) o2 = Ao 5 ARG ThItA@RG) %1 g2
il 26l lz|=1 ACZ)ACZ™Y) z

A hatarérték szamitdsdndl - tekintve, hogy nem az integrdciés
vdltozé szerinti hatdrdtmenetrdl van szé és az integrandus az
egységkdr mentén folytonos - az integrdlds és a hatdrértékkép-

zés felcserélhetd, igy



2 A cAa(z 1)F(z7 L

)+z_dG(z-l)]EA(z)F(z)+sz(z)]

%8N = TRT , $  lim

| im
9,10 1211 1 a0

i
=1 ooy n=1l

Elvégezve a hatdrdtmenetet kapjuk, hogy

lim o = - h =
lgiI*O z=1 ACz “)A(z)

- . A HFGTHAGFGZ) 4z
Z

1=, wewy D=1

Atz" )AL z)

dz
7A

_EL-
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Figyelembe véve, hogy az A(z-l) polinomnak nincs gydke az egy-
ségkdrdn, igy A(z)-nek sincs, ez utdbbi &sszefliggésben

A(z)A(z—l)—gyel egyszerilisithetink, igy

2

; 2 A -1.dz 2

| im o = - (0] F(z)F(z 7)=— = ¢

|9i|+o BN 21 lZl=l Z MVC

i =l,l--,n-l
Megjegyzés:

K&nnyen taldlhatunk olyan, a valdésdgban is el&forduld esetet,
amikor G(z ‘) = 0. Ha a rendszer d holtideje 1 és a rendszer-
tliggetlen zajVsszetevd /mérési hiba/, akkor A(z—z) = C(z—l) és
az /5/ egyenletbdl G(z—l) = 0.

¢ -~ 2 - z Z - s L -~ e ~
A 02 és o szdrdsnégyzetek kdz&ttl eltérésre ad becslést a

BN MVC
kdvetkezd
1. Tétel: Jeldlijlk valamely X(z) = xo+xlz+...+xnzn valds

egylitthatés, komplex vdltozds polinom abszolut értékének a
|z2|=1 egységkdr mentén felvett maximdlis, ill. minimdlis ér-
tékét

Ta | x(z)| 311 . min |X(z)]|-vel
z

és tételezzlik fel, hogy A(z-l)-nek nincs egységnyi abszolut ér-
tékll gydke. Ekkor e
2.A2max |G(z)| max|F(z)]|

, 5y s |z]=1 |z]=1
lo -(0 +0 )l <
BN \OMvc T oGA min  [A(2)]

|z| =1

ahol a G(z—l) és F(z_l) polinomok az /1/ rendszeregyenlet

A(z-l) és C(z-l) polinomjaibél az /5/ egyenlettel nyerheték,

=

es
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2
g A
(20) %6a T TH

6(z)6(z 1) dz
lz]=1 A(2)A(z™Y) 2

vagylis az A(z_z)y(t) = AG(z—Z)e(t) ARMA folyamat y vdltozdjé-

nak szdérdsnégyzete, igy OéA 20,

Bizonyitds: Végezzlk el a /18/ Csszefliggésben a beszorzasokat

és a tagokban a lehetséges egyszerilisitéseket. Ekkor

2 =1
2 A ~1 glz Ly6ie)
o = — )} Ftz “)F(z) & - +
BN 27 |2‘=l[ /‘\(Z)A(Z l)
, 228 e(zTHAIF(2) 2% (2) AGzTHF(TY) | 4z
1
) z

A(z)A(z

Tagonként végezve az integrdldst és figyelembe véve a /20/, va-

lamint a /13/ &sszefliggést kapjuk, hogy

2 2 2 .
%8N T mve T 6A
(21) i _
22 o % hareiszleneThEGET g
201 2] -1 ACz)ACz 1) 2

A jobb oldalon 4116 integrdal /amelynek értéke a bal oldalon &l-
16 mennyiség valdés voltdbdl koévetkezben valés/ abszolut érté-
kének becsléséhez megadjuk az integrandus egy felsé korldtjat
az egységkdr mentén.

22T FG e 2 AR ()6

II(Z)I -1
z A(z)A(z 7).i

Izd"\(z—l)f-“(z—l)G(z)+z—d/\(z)F(z)G(z-l

1

)

lz| |AC2)||ACz )|
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De az egységkdr mentén |z2|:-] /% egész szam/, és |i| = 1,
tovabba
-1 -1 .
max [X(z 7)| = max |X(z )| = max |X(z)]
lz]=1 |Z_l|=1 |z|=1

/ugyanez igaz értelemszerlien a minimumdra is/, valamint alkal-

mazva az Osszeg abszolut értékére vonatkozd egyenldtlenséget

CAGTHIFGE D s [+ A [F) [lsz"h |

II(Z)llzlzl " _<—
[ACz)|ACz™ )|
(22)
2 max |F(z)] max|G(z) |
z[=l Z|=
r min |A(z)]|
z|=1

Figyelembe véve az integrdlértékre vonatkozé k&zismert felsd

becslési formuldt a /22/ és /21/ egyenletekbdl a bizonyitandd

2
2 2 % 4 | &

logn = 9mve = %al =7 |zT=1 Lhwies || 2
2

2A° max  |F(z)|.max|G(z)]

; z|=1 z|=1

- min |[A(z)]

[zi=~1

dllitdshoz jutunk.

1. Meggjegyzés:

A maT|G(z)| értéket becstiljiik meg fellilr8l ugy, hogy a becslés
lz]=1

a gyakorlatban jobban haszndlhaté legyen. Ehhez irjuk fel
|G(z)|-t:

|G(z) [ = lgo+glz+...+g Z
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Felhaszndlva, hogy |z|=1, tovdbbd alkalmazva az bsszeg abszolut

értékére vonatkozd egyenldtlenséget

-1
l6C2)| < la | + logl Izl +euus la_ 112"

Jotolslogl + Tayl +oor ls |

(238) max
|z |

Ilymédon a /13/ becslés a kdvetkezd mdédon alakul:

iIaxIF(z)l e

2 2 2 z|=1

oan~mve%al < we 2
|Z|=1 lA(Z)I Jis

(24) |

2. Megjegyzés:

(ol
&

Az 1. tétel bizonyitdsdban kdvetett médon becsiilhetjiik a 9a

értéket is. A /20/ integrdl integrandusa

_e(z)6(z"h

z.iA(z)A(z

J€z) T

)

ennek abszolut értékére pedig felirhatd a kdvetkezd becslés:

max |G(z)|
(25) |4(2) | £ $?%=1
[z| =1 2 =t |ACz) |
Ilymédon
max |G(z) | -
ogn < A #%lzl
|ACz) |

lz|=l
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Ez a becslés is a gyakorlatban jobban haszndlhaté formdra hoz-

haté az 1. Megjegyzésben foglaltak szerint

2

n-1 | |
L la, )
(26) 82 < AQ('=‘; | -
|=1|A<z>|)

i
GA — (T

3. Megjegyzés:

|
z

Mivel GZN is egy specidlis /16/ alaku visszacsatoldssal szaba-

lyozott rendszer kimenetének szdérdsnégyzete, azért

és igy

162« 62 | = 52 - o2
BNT “MvC BN MVC

A /24/ és /26/ Osszefliggéseket felhaszndlva

[ n-1 2
T (z Ig.[)
o2 g2 2 lz]=1 nvllg |+A2 .
BN "MVC=" min [A(2z)] ijo i (mi IA(Z)I)Z
z|=1 |z]| =1
Ebb&1 lathats, hogy a
2 9 n-1
Sen = Suve eltérés a igo Igil mennyiség konstans tagot nem

tartalmazé masodfoku fliggvényével majordlhaté, igy ha

n-1

z |gi|+0, akkor o

2 _—
= gy~ 9yyc» @M1 Osszhangban van az 1. Lemma

allit4séaval.
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1. Definicid:

E valés egylitthatés, n-edfoku X(z) = x +x. 2+...+x 2" polinom
gy 5 L % P

A-normdjdnak nevezzik a

lxll

[T e =

|R(Z)IIA =

i=o0

Osszeget., K&nnyen beldthatdé, hogy az ilymédon definidlt norma
eleget tesz a norma tulajdonsdgoknak a 0(z) = 0+0.2+,,.+0.2"

nulla-padlinommal.,

4. Megjegyzés:

Az e pontban ismertetett eredmények széleskdrii alkalmazhatésdga
és altaldnosithatésdga érdekében meg kell vizsgdlnunk azt a kér-
dést, hogy a szerepld polinomok egyilitthatéi kdzil melyek fligge-
nek és melyek filiggetlenek a be-, illetve kimeneti vé&ltozék mér-
tékegységének megvdlasztdsdtél /1éptékfliggdség, illetve 1lépték-
fliggetlenség/. Induljunk ki az /1/ rendszeregyenletben szerep-
16 4z"1), B(z™h), oz

gés homogén linedris, ezért az egyik polinom egylitthatdit, ese-

) polinomokbél. Mivel az /1/ Osszeflig-

tlinkben az A(z_l) polinomét, léptékfiliggetlennek tekinthetjik. A
rendszerzaj A szérdsdt /amely léptékfiiggd/ kiildnvdlasztottuk a
C(z—l) polinomtél, igy az is léptékfliggetlen lett, a B(z_z) po-
linom azonban léptékfliggd. Az A(z-z) és C(z~1) polinomok lépték-
fliggetlenségét felhaszndlva az /5/ egyenletbdl az F(z—z) és
c(z"1) polinomok is léptékfliggetlenek. Ugyanigy k&nnyen beldt-
haté, hogy a /6/ visszacsatoldsban szerepld P(z_z) és Q(z—l)po—
linomok k&6zll csak az egyik - esetilinkben a Q(z—z) polinom lehet

léptékfliggetlen.

Mindezek alapjén azt mondhatjuk, hogy mivel a G(z—z) polinom
léptékfiliggetlen, igy a becslésekben kulcsszerepet jdtszé
|W(z_1)|h mennyiség is a rendszerek belsé tulajdonsdgait jellem-
zi és nem fligg a be-, illetve kimenet mértékegységének megva-
lasztasatdl. Ugyanakkor a 02 £

=Q
P BN “MVC
16 A" tényezd /amely léptékfliggd/ az eltérés léptékfliggbségét

eltérés becslésében szerep-

is biztositja.




Osszefoglalva az e pontban leirtaknak az 6nhangoldé minimdlis
szbrdsu szabdlyozd alkalmazédsa szempontjabdl fontos dllitdsait,

azt mondhatjuk, hogy ha a |M(z-1)|h igen kicsiny, akkor az

u(to = 0 vdlasztdssal a /6/ egyenlet a /16/ szerinti P-vel
é€s @-val kdzel az u(t) = 0 beavatkozdst javasolja, ugyanakkor
a

2 o 8

BN T Imve

eltérés az 1. Tétel szerint igen kicsi lesz.

Vizsgdljuk most meg azt az esetet, amikor a /16/ szerinti /P,
®/ visszacsatolds helyett egy becsiilt /P, @/ visszacsatolést

alkalmazunk. A /10/ egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy

=1 -d

(27) toCz Az w27 Pz ez Yy ay =0z~ ez e 1)

Ennek az ARMA folyamatnak a karakterisztikus polinomja:

Ly & ol ikt er Rl R I0 e

)
amelynek gytkel a P(z_l) becslést8l fliggben még az egységkdrdn
kiviil is keriilhetnek, azaz az eredetileg stabil rendszer még

instabilld is valhat.

Ha a ]M(z_J)H kicsi, azaz a |pi| értékek kicsik és a Ei becs-
lesenek széréasa magahoz ap,; értékhez viszonyitva nagy, akkor
P(z) vdrhaté értéke E(HP(z)]I) >> HG(z)Ib Ez pedig, ha a rend-
szer érzékeny a P(z 1) polinom védltozdsaira /ennek feltételeit
a koévetkezd pontban tdrgyaljuk/, azt eredményezi, hogy a /27/
rendszer kimenetének szdérdsa nagy lesz a minimdlishoz képest,
és nagyobb lehet, mint OgN' /Ha HG(z_1)|h kicsi, akkor G;N -
szc kicsi./ Tehdt ez esetben beavatkozds nélkil kisebb szé6-
rdst érhetiink el a kimeneten, mint az 8nhangoldé minimdlis sz6-

rdsra szabdlyozd algoritmussal.
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Megjegyezziik, hogy erre a jelenségre szdmos példat taldlturk

szimuldcidé sordan.

2.2. PARAMETRIKUSAN ERZEKENY RENDSZEREK

A minimdlis szdrdsu szabdlyozdst megvaldsitd P(z—]): G(z-:)/bo,
Q(z-l = B(z-l) F(z_l)/bo dllandé és pontos egyltthatdju vissza-
csatoldst alkalmazva a jelen tanulmdnyban szerepld masik k&zle-
ményben Gerencsér Lészlé megadta annak szilikséges feltételét,
hogy a visszacsatolt rendszer kimenete a szabdlyozé egylttha-
tok /P(z"?
egy AEG folyamatba. Ha ezek a feltételek nem teljesiilnek, akkor

1), Q(z-z) egyUtthatdék kis

)s Q(z—z)/ kis zavardsai mellett bedgyazhatd legyen

a rendszer kimenetének szérdsa a P(z
megvaltozdsa hatdsdra t+» esetén a végtelenhez tart a rendszer
"parametrikusan érzékeny" lesz,

Megijegyezziik, hogy ha az A(z—z), B(z—z), C(z—l) polinomok vala-
mennyi gydke az egységkdrdn bellil van is, konnyen eldéfordulhat,
Iy
polinom gy8kei nem esnek az egységkdr belsejébe. P&ld&ul, ha

I . B -1
) = 1 +(cz aZ)z x

hogy az emlitett szilikséges feltételek k&zd8tt szerepld F(z

az /1/ egyenletben n=k=1, d=2, akkor F(z
=47
Az A(z

y, €tz polinomok stabilak 1lévén [cl| < 1, |a1| I
de az F(z—z) polinom z

F gybkének abszolut értékére ebbdl csak
a

egyenléség kdvetkezik /pl. ¢,=0.7, a,=-0.7 valasztassal

1
|, |=2. 4/,

rl=
A /P, @/ visszacsatoldst alkalmazva, annak sziikséges feltétele,
hogy a rendszer '"parametrikusan érzékeny" legyen az, hogy a

Q(z_z) polinom gydkei ne legyenek valamennyien 1-nél kisebb ab-

szolut értékliek.
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jegyezzik, hogy a visszacsatolt rendszer "parametrikus érzé-

U
m

M

kenységét" a visszacsatolds paramétereire célszerii mennyiségi-
leg is jellemezni /pl. a kimenet, szdérdsnégyzetének a vissza-
csatolds paraméterel szerinti parcidlis derivdltjai segitségé-
vel/. Ennek a kérdésnek a vizsgdlatdat tekintjik egyik kdvetke-
& feladatunknak. Ha a visszacsatolds paramétereinek kis meg-
vdltoztatdsa azt eredményezi, hogy a kimenet szdrdsa t+» ese-
tén a végtelenhez tart, akkor extrém nagy /végtelen/ parametri-
kus érzékenységrdl beszélhetlink., Ilyen esetekben kevésbé érzé-
keny, un, szuboptimdlis vagy kvdzi-optimdlis stratégidk alkal-
mazdsdra lenne szlikség. A tovébbiakban ismertetiink két ilyen,

az irodalombdl ismert kvdzi-optimdlis szabdlyozdsi stratégiat.

2.2.1. dstrom-féle szuboptimdlis szabdlyozd nem-minimdl-fdzisu

rendszerekre [1]

Ha a B(z-l) polinom olyan, hogy s szdmu gydke az egységkdrdn
belill, m,
szuboptimdlis visszacsatolds /SOMVC/ konstrudlhatd a k&évetkezd

szdmu pedig a hatdron vagy azon kivil esik, akkor

médon. Bontsuk fel B(z-l)-t két polinom szorzatdra

(28) B(z™Y) =8 (2"he, (27
1 2
ahol
deg B, = m, minimalfdzisu rész

deg B, = m az egységkdr hatdsdra vagy azonkivil esé gyo-

kéket tartalmazdé rész /az érzékenységet oko-

z6 rész/
Hatdrozzuk meg F’(z_z), G’(z-z) polinomokat a
(22) ctz”hy = aTHE 2T 82 her (™
deg G’ = n-1

deg F! = m,+d=1
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polinomegyenletbél. Ekkor a

(30) B, (2 1IF’ (2 Hu(+)+6" (2 Iy(t) = 0

visszacsatoldssal parametrikusan érzéketlen, de a cMVC-nél na-
gyobb szérdsu rendszert kapunk. Valéban a /27/ egyenletben a
/30/ visszacsatoldst helyettesitve, a /28/ és /29/ egyenlete-

ket is felhaszndlva a
cBl(z‘l)C(z'l)Jy(+)=xcc<z'l)Bl(z'l)F'(z'l)J e(t)

egyenlethez jutunk, amib&l ldthaté, hogy a parametrikus érzé-
kenység a
B.(z hc(z™h)

1
polinem gydkeitsl fligg, azaz, ha az érzékenységet a B(z ') po-
linom egynél nem kisebb abszolut értékl gydkei okoztdk, akkor
az érzékenység ilymédon megszilintethetd, C(z-l) 1 abszolut ér-
tékll gydkeinek hatdsa viszont megmarad. A kimenet szdrdsnégy-

zete pedig:

2

o
&
somve 2 °yve’

/a d=1 esetben o
A médszerrel kapcsolatban meg kell jegyeznilink, hogy ebben a
formdjdban a gybkmeghatdrozds szdmitdsigényessége miatt Snhan-
goldé algoritmusokban nem alkalmazhatd és nem ismerjik e mdédszer
kis szamitdsigényl, rekurziv vdltozatdt. Masrészt - figyelembe
véve, hogy egy rendszer 1-nél kisebb abszolut értékl gydkdkkel
rendelkezd B(z-z), C(z—l) polinom esetén is lehet parametriku-
san érzékeny, ebben a formdjdban &nhangolé algoritmusként meg-

lehetdsen megbizhatatlan 1is.




- 84 =

Falhivijuk a figyelmet arra az eredeti RAstrém-féle levezetésben
nem szerepld tényre, hogy akkor is, ha a rendszer parametriku-
san ércékeny voltat az F(z-z) polinom 1-nél nagyobb abszolut
értékl gydkel okozzdk, egy /28/ alaku felbontdssal és /30/ ala-
ku visszacsatoldssal parametrikusan nem-érzékeny rendszerhez

juthatunk.

. 2.2, Peterka mddszere

Petarka mdr idézett cikkében [3] az algoritmus bemutatdsdval
egylitt tett javaslatot arra az esetre, ha a zdrt szabdlyozdsi
k&r /parametrikus érzékenység miatt/ instabilld vdlna. Eszerint
ndveljlk meg az algoritmus holtidejét a rendszer valdésdgos holt-
idejénél nagyobbra, mondjuk d?: = d+h, h > 0, alkalmazzunk a
visszacsatoldsndl egy az eredeti @ polinomndl nagyobb /d+h+m-1/
fokszdmu @" polinomot, a Q" egylitthatéit pedig a /7/ egyenlet-
b8l becsliljik, de d helyett 4° = d+h-t irva. Ez a médszer &n-
hangolé algoritmusokndl jél, szdmitdsi tdbbletmunka nélkil al-
kalmazhatdé, de a szerzd tudomdsunk szerint nem k&z81lt arra vo-
natkozé eredményeket, hogy az ilymédon médositott visszacsato-
ldssal eldallitott zdrt szabdlyozdsi kdr milyen tulajdonsdgok-

kal rendelkezik.

Ismert, dllandé paraméterili rendszerek szabdlyozdsa esetében a

2" polinomot a

(31) ~ c(z™h) = ACz Ly ez 1 yez"9 P71y
deg F" = d+h-1
deg G" = n-1
polinomegyenlet segitségével a

P"(z-l) = G"(z_l) deg P" = n-1
(32)

" =1 = =1 " il [
Q"(z ) = B(z ")F"(z "); deg Q" = n+d+h-1
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Osszefliggésekbsl szdmolhatjuk ki. A visszacsatolt rendszer tu-
lajdonsagainak vizsgdlatdhoz helyettesitsik a /27/ egyenletbe

az
Frez sz Hut) + 6"z hy(r) = 0
visszacsatoldst. A /31/ egyenletet is figyelembe véve a

Bez" ez haz" Y 1-2" ¢ ez hayer) -
(33)
= %8z Yyotz" Y yEmit e Yyel4)

Osszeflggést kapjuk. A jelen tanulményban szerepld mdsik kdz-
leményben Gerencsér Laszlé bebizonyitotta, hogy /33/ bedgyaz-

haté egy AEG folyamatba, ha a

= 1

B(z™1), F(z™hy, erz hacz -2+ 2Nz
polinomok gytkei egynél kisebb abszolut értékiliek. Ebb&l ldtha-
t6, hogy ha a rendszer parametrikus érzékenységét az F(z—z)
polinom egynél nagyobb abszolut értéki gybdkei okoztdk, akkor a
médszer stabil rendszert eredményezhet, ellenkezd esetben ha-

tdstalan. A /33/ folyamat szbérdsa a

- _Ai p cz"hHe (2 He(2)F(2) dz
P 280 o021 cevea ™ Maace M 01-2 Ml anptaac) (-2 M et 2

integrdl, ami kedvezdétlen esetben nagyon nagy is lehet.

2.83. NEM STABIL RENDSZEREK

Ha az A(z"~1) polinom gydkeli kdz&tt van egynél nem-kisebb abszo-
lut-értékili, akkor - badr a beavatkozds nélkiili rendszer kimene-

tének szdrdsa t>» esetén végtelenhez tart, létezik a kimenet
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SR ot Ay == = - 4 :
szérdsdt minimalizdlé P(z ~ ), Q(z ) visszacsatolas [1l], igy ha
a rendszer parametrikusan nem tul érzékeny, az algoritmussal vé-

ges /&s o,,..~hoz k&zeli/ szordsu, stabil szabdlyozas hozhaté

létre [21].
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3. SZIMULACIOS EREDMENYEK

3.1. A VIZSGALT LINEARIS RENDSZEREK

Mint azt mdr a dolgozat elején leirtuk, a szimuldcids vizsgdla-
tok célja az volt, hogy az algoritmussal sok kiildénbdzé, vélet-
lenszeriien megvdlasztott linedris dllandé paraméteri szabdlyo-
zott rendszert vizsgdljunk, és ezdltal az MVC szabdlyozdsrdl
minél t8bb tapasztalatot szerezzlink. A linedris rendszereket
ugy vdlasztottuk meg, hogy k&ztllk nem stabilak, nem-minimdlféa-
zisuak és egynél nagyobb holtidejliek egyarédnt eléforduljanak.

A vizsgdlatokat a kdvetkezd paramétertartomdnyban végeztiik:

L < d % %

1 <m<3

1 <n<3

0 < k <3 /k=0 fehérzajnak megfeleld eset/
A = {0.1, 1.0, 3.0, 23.2 }.

Az A(z-z) polinomok z a B(z™1) polinomok z_, és a c(z™H) poli~-

A’ B

nomok x , gybkeit véletlenszeriien vdlasztottuk meg ugy, hogy

nagy gygkoriséggal egyhez k&zeli abszolut értékliek legyenek.
Az |xA| és |xB| értékek 1-nél nagyobbak is lehettek, ]xcli y
A szimuldlt rendszereket 500 lépésig vizsgdltuk, és az ¥y, = 0
vdlasztdssal éltiink, A szabdlyozds mindségének értékeléséhez a

kbvetkezd segédmennyiségeket szamoltuk ki:

500

T yZ(T)
7, t=0
S -
Y 500

500 2

X WEE)
2 =0

500




PN - -

500-v .
b y(t)y(t+v)
S 1= 5 . &% A eeslB
Y (500-v)s
y

2
“Mve
52

BN

P(z"1) és @(z~!) polinomoknak az 4llandé paraméterti
linedris rendszer minimdlis szdérdsu visszacsatoldsa-
hoz tartozé értékeit /PMVC’ QMVC/'

A szimuldcidés vizsgdlatokat a MTA CDC 3300-as szamitdgépére

készitett SIMULA-nyelvl program segitségével végeztik.
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3.2, AZ ALGORITMUS VISELKEDESE A deg P = n-1, deg ¢ = m+ci-;
ESETBEN

A szimuldcidés eredményeket korldtozott bemendjel /-10<u(t)<i(/
esetében a 2. dbrdn, nem korldtozott bemenéjel esetén a 2. ab-

rdn mutatjuk be. Az dbrdkon a szabdlyozds mindségét jellemzé

- S
_ oy MVC
0 7 2 /0 > 0/
%8N T “mve

mennyiséget /amely a rendszer "szabdlyozhatdésdgdnak" lépték-
fliggetlen mértéke/ dbrdzoltuk Im(z—l)'u fliggvényében, Jénak mi-
nésitettlik a szabdlyozdst, ha © igen kicsi /0 < 0.1/, elfogai-
haténak, ha @ < 1 véglil instabilnak, ha © > 104. Az olyan rend-
szereket, amelyek szabdlyozds szempontjdbél nehezen kezelhetdk,
klilén betljellel jelcltik /nem-minimdlfdzisu rendszer, az
F(z-z) polinom gytkei k&z&tt van egynél nagyobb abszolut érté-
kii/. A nem-stabil rendszereknél ogﬂ nem értelmezhetd, ezért a
nem-stabil rendszereken végzett vizsgdlatok eredményeit rem

tartalmazzdk az abrdik.

A szimuldcidés vizsgdlatok sordn szerzett tapasztalatainkat az

aldbbiakban foglalhatjuk Ossze:
a/ Kis || G HA-ju rendszerek /|| G HA 2 2.:5f

Az ilyen rendszereknél a legtdbb esetben nem kapunk jé vagy el-
fogadhaté szabalyozast. Ennek a P(z-l), Q(z-z) egyltthatdék nem
kielégité becslése az oka, a becsliit Ei’ 5{ értékek a vart ér-

tékekkel /piMVC’ / sokszor még eldéjelben sem egyeznek meg.

Yimve
A jelenséget részletesebben targyaltuk a 2. fejezetben.




O

e 1
104 felett

1F
o s
5-104kozott 1,10 (3B ¢ @B) 1B
é JELMAGYARAZAT

2 A=01

1 A=10

3 A=30

B nem minimal fazisu

F az F(z1)polinom instabil
0 telejtéssel (bekarikazva)

3‘0’1

201k

v. ‘
1 0 1R
E

i —

10 6zl

2 abra.

A SZABALYOZAS MINOSEGE -10< u <10 KORLATOZOTT
BEMENOJEL ESETEN
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0 Tik
104 kozott g3—4 1K 18

. 5-10“ kozott +11-11-1K

JELMAGYARAZAT:
e
g A= 01
1 A= 10
3 A= 30
4 A=23,2
b B nem minimal fazisu
' dF F  az F (z*) polinom instabil
K induldsi nehezsegek
,;'0‘0. %
56— X R -,/M//////ﬂa”.... ..........
v -1
0 5 10 G <zl

3. abra.

A SZABALYOZAS MINOSEGE NEM KORLATOZOTT
BEMENGJEL ESETEBEN
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bemendjel korldtozdsdnak hatdsa

A bemendjel korldtozdsdnak hatdsa kettés. Egyrészt ha a korléa-
ot tul kicsire vdlasztjuk, akkor a bemendjel a szdmitott érték
helyett gyakran lesz a korlattal egyenld, igy a szabdlyozd egy
egyszerl bang-bang elvl szabdlyozdévd valik, a kimenet széré§a
pedig ennek k&vetkeztében megné. Ha azonban a korldtot elég
nagyra vdlasztjuk /az &ltalunk haszndlt 10.0 érték az elézetes
vizsgdlatok szerint ilyen/, akkor a bemendjel javasolt értéke
/a kezdeti ingadozdsokat kivéve/ végig a korldtok k&zé esik. A
korldtozés mdsik fontos hatédsa a 2. és 3. dbrdk Osszehasonli-
tdsakor szembetlinik. Ha a bemendéjel - mint sztochasztikus fo-
lyamat - nem aszimptotikusan stabilis, vagy lassan csillapodik
/ari az F(z_l) polinom gytkeinek abszolut értékétsl fligg/, ak-
kor a korldt dltaldban megakadélyozza a szabdlyozott rendszer
instabilld valasat /azaltal, hogy a szabdlyozdé bang-bang elven
miikddik/. A korldt megaddsa a kezdeti 1lépések alatt esetenként
el6forduld és csak lassan csillapodd, nagyon nagy abszolut ér-
tékli bemenéjeleket is "levdagja'", ezdltal megjavitja a szabdlyo-

zds mindségét.
e/ Induldei nehézségek

Az indulédskor el&forduld nagy abszolut értékid bemendjelek a
kezdeti Ei’ Qi egylitthatdé becslés nagy hibajanak tulajdonitha-
ték [21. Annak ellenére, hogy a P(z~2
hatéinak becslését egy, az elfajuldsokra nem érzékeny, viszony-
lag kevés 1épés utdn j6 becslést szolgdltatd algoritmussal vé-
geztik, ilyen esetben is tapasztaltunk korldtozds nélkiili be-
mendjel esetén induldsi nehézségeket. /Egy ilyen rendszer futéa-
sdnak protokolljdt a Mellékletben k&z81ljlik./ Elkeriilésikre az
MyCc-kritérium helyett /(2) célfliggvény-egyenlet/ a WIMVC-kri-

tériumot javasoltdk /(3) célfliggvény-egyenlet/.

¥a Q(z_z) polinomok egylitt-
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d/ A rendszerzaj szdrdsdnak hatdsa

Mint az abrdkon is megfigyelhetd, ha a rendszerzaj szérdsa ki-
csi /A = 0.1/, az rontja a szabdlyozds minéségét. Ez a /24/ és
/26/ Gsszefliggések ismeretében kénnyen megérthetd, ugyanis a

2 2
°pn " °mvc "
is fugg. Kis rendszerzaj szdrds esetén a P(z

eltérés a lW(z-J)lu-n kiviil a szérisnégyzettsl Ix%y
]), Q(z-z) polirc=-
mok egylitthatéinak becslése nem megfeleld, illetve igen sck e-
setben 500 lépésen beliil nem ért el stacioner értéket. Megfi-
gyeléseink szerint néhdny esetben nagyobb kcnvergencia-sebes-
séget kapurk, ha exponencidlis felejtést alkalmazunk valamely

0

p felejtési tényezével /0.95 < p < 1.0/,

e/ Egyéb tényezdk
Az exponencidlis felejtés alkalmazisa nagyobb szérdsu /A = 3.C
vagy 23.2/ esetekben rontja a szabdlyozdst azdltal, hogy a -e-

csililt egylitthaték bizonyos ingadozdsdt eredményezi.

A rendszer holtidejének szerepe a szabdlyozds mindsége szempont-
jdbé1 mésodrendli fontossdgu, de d=4 esetében médr egy esetben

sem tapasztaltunk elfogadhatd szabalyozdast.

Az &dbrdkbdél léthatd, hogy nem-minimdlfdzisu szabdlyozott rend-
szerek lehetnek ugyan stabilak /attél flggden, hogy a maximdlis
|xB| mennyivel nagyobb egynél/, de elfogadhatd szabdlyozdst nem

sikeriilt eldallitani.

Nem-stabil rendszereknél - a tapasztalatok szerint - akkor van

remény ¢ ~hez k&6zeli szérdsu, stabil szabdlyozott rendszerre,

Mve
ha a kdvetkezd feltételek egylittesen teljesiilnek:

- az instabilitdst okozdé maximdlis abszolut értéki gysk abszo-
lut értéke 1-nél nem sokkal nagyobb /tapasztalataink szerint
ha 1.1-nél kisebb/
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=1
- [lezDly 2 3
- a holtidé nem tul nagy és a rendszer minimdlfdzisu;
- az Pz 5 polinomnak egynél kisebb abszolut értékii gydkei van-

nak.
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4. KOVETKEZTETESEK ES TOVABBI FELADATOXK

A szimuldcidés vizsgdlatok eredményeinek ismeretében megiliari--

-1 -1

haté, hogy nem tudjuk - még az A(z"%), B(z ¥, Clz ~ ) polirore:
ismeretében sem - eldre elddnteni, hogy az Snhangolé algoriwrus
elfogadhatdéan fog-e szabdlyozni, illetdleg, hogy az &rhangoll

algoritmussal szabdlyozott rendszer stabil lesz=-z, Az Zltalurnk
vizsgdlt linedris rendszerek - mint eléggé kis elemll statiszti-
kai minta - alapjdn azonban azt mondnatjuk, hogy az esetek ragy

hanyaddban elfogadhaté szabdlyozdst kezunk, ha

rendszer stabil és minimdlfdzisu

rendszer forrdszajdnak szdérdsa elég nagy /A >> 0.1/
rendszer holtideje elég lebl /d < 3/

My 2 1.5/

bemendjelet alkalmas mdédon korldtczzuk.

Vv

| (2~ )Ib elég nagy /|| G(z~

I
AU VI ¢ E « T ¢ 1}

/Ezeket a feltételeket a 2. és 3. dbrdk alapjdn szabhatjuk.,
Az &brdkon vonalkdzds jeldli azt a tartoményt, ahovd az dlta-
lunk vizsgdlt rendszer-minta elemei estek, és keresztirényu
vonalkdzdssal jeldltlk azt a tartomdnyt, ahovéd a rendszerek

nagy t8bbsége esett./

Tapasztalataink szerint a nem megfeleld szabdlyozds az egyltt-
haté-becslések nem kielégité voltdra vezehetd vissza /a becs-
lés csak lassan konvergdl vagy nagyor ingadozik, esetleg nem

is a vért Poyve? L1l 9 uxc értékhez tart/. A becslés hibdja
pedig f&éként a visszacsatolds /P, @/ paramétereinek kis megvél-
tozdsaira is érzékeny rendszereknél okoz nagy hibdt. Ezért szl
séges lenne tovdbbi elméleti és szimuldcids vizsgdlatokat vé-
geznli ilyen, parametrikusan nagy érzékenységli rendszerekkel
kapcsolatban. Ezen tulmenden célszerii lenne megvizsgdlni azt,
hogy ez az 6nhangold algoritmus optimdlisan haszndlja-e ki a
mérések nyujtotta informdciét. Ha nem, akkor a vizsgdlatok a-

lapjén olyan médositott algoritmust kellene kidolgozni, amely
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A paranmetrikus érzékenységgel kapcsolatos munka mellett elméle-
ti &és sczinuldcids vizsgdlatokat is tervezlink a sulyozott beme-
netl minimdlis szdérdsu kritériumnak /WIMVC/ megfeleld szabdlyo-

z6 algoritmussal,
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A TANULMANYOK sorozatban 1979-ten megjelentek:

88/1979

89/1979

90/18979

91/1979

9271979

§3/1878

94/19789

8871979

86/1979

97/1979

98/1979

Renner G, - Gadl B. - Hermann Gy. - Horvédth L. -
Védrady T.: Szoborszerii felliletek tervezése és nmeg-

munkdaldsa

Ruda Mihdly: A SIS77 statisztikai informédciés rend-
szer /a felhaszndlt szémitdstechnikai eszk&zik, a

rendszer szerkezete és programjai/

Bdnydsz Cs. - Keviczky L.: Optimum Insensitivity of

the Linear-continuous Transformation

Téli iskola /Szentendre/

Bolla M. - Cséki P. - rischer J. - Herodek S. -
Hoffman Gy. - Kutas T. - Telegdi L. - Wittmann I.:
A balatoni 8koszisztéma modellezése

Andor L&szlé: Kisgépes adatbdzis kezeld rendszer

Gertler Jénos: Egy statisztikus szlrési eljdrdés

szamitdgépes folyamatirdnyitdsdhoz

Bdthory M. - Gallé V. - Kovdcs E. - Mérdé L. -
Siegler A. - Vajta L.: Festdérobot vezérlésére al-

kalmas alafelsimerési berendezés

Mérd Léaszld: Konturkeresés zajos digitalizdt képek-

ben

Pdsztorné - Matavovszky T.: Boole-fliggvény kezels-

rendszer

Kecskés Zsuzsa: Harom dimenzids tdrgyak drétvazdnak

dbrdzoldsa vonalrajzold grafikus berendezésekkel
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99/1979 Ivics Jb6zsef: KGST Riga

1006/1979 Téli iskola
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