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4. Összefüggő ütemezés

Ebben a fejezetben kizárólag összefüggő ütemter­
vekkel foglalkozunk# Az előző fejezetben láttuk /3*2. Té­
tel/, hogy a természetes ütemtervek dominánsak az össze­
függő ütemtervek osztályában. Ezért kizárólag természe­
tes ütemterveket kell tekintenünk.

A 4.1. pontban a következetes természetes /КТ/ 
ütemtervekkel foglalkozunk. Bebizonyítjuk, hogy ezek egy 
jelentéktelen különleges eset kivételével mindig periodi­
kusak /4.1.Tétel/. A KT ütemtervek hatékonyságát ezért a
3.5. Lemma szerint egyszerűen számíthatjuk ki egy perió­
dus Рд-foglaltságából. Ez a tény azért fontos, mert a 
KT ütemtervek osztálya összefüggő-domináns /4.2. Tétel/. 
Ebből következik az, hogy az összefüggő-optimális ütem­
tervek egy különleges /de érdektelen, mert =0/ eset 
kivételével mindig periodikusak. Az összefüggő-domináns 
KT ütemtervek osztálya igen korlátozott számú elemből áll 
/maximum hat/ és maximum három lényegében azonossági osz­
tályból /4.2. Lemma/. Ez lehetővé teszi azok teljes átte­
kintését és jellemzőik meghatározását. Megmutatjuk, hogy 
az összes KT ütemterv jellemzőit a 0 ̂  B^ V  ̂ -A^ ̂  ̂,-1 - 7 »
isi,2, egyenlőtlenségek legkisebb,/1 ,(/-nál nem kisebb meg­
oldásai határozzák meg. Ennek módját a 4.3» Tételbe fog­
laljuk. Ennek keretében a 4.1. Táblázatban teljes áttekin­
tést adunk a lehetséges KT ütemtervek típusairól az egész 
Ф konfigurációtérben. A 4.1. pont a 4.4. Tétellel zárul, 
amely az összefüggő prioritásos ütemtervek jellemzőit 
szolgáltatja.

A 4.2. pontban a KT ütemtervek jellemzőinak megha­
tározására egy alternativ módszert fejlesztünk ki, a 
eD-redukciós módszert, amely lehetővé teszi a KT ütemtervek 
sajátosságainak magyarázatát a konfiguráció paramétereinek 
tulajdonságai segítségével.



- 6 -

E tulajdonság a paraméterek egymáshoz való viszonyára 
vonatkozik. Ez a viszony analóg a számok racionális 
összefüggőségével, illetve egészek közös osztójukban 
meghatározott viszonyával.

Bármely Q£ ®  konfiguráció / a különleges, de 
érdektelen ^=0 eset kivételével/ egy 3) operátor véges 
sokszori alkalmazásával transzformálható egy Qyé 
redukált konfigurációba, amelynek KT ütemtervei szoros 
kapcsolatot mutatnak a Q konfiguráció KT ütemterveivel. 
Ugyanakkor a Qv ütemterveinek jellemzői könnyen megha­
tározhatók. A Q és Qv konfigurációk paramétereinek ösz- 
szefüggését egy ^  ~ B'C lineáris transzformáció feje­
zi ki, ahol 'Ç vektor a  ̂ és komponen­
sekből áll /4.7. Lemma/. A D mátrix segítségével meg­
adható a Q és Q v konfigurációk KT ütemtervei jellem­
zői közötti összefüggések /4.5. Tétel/. A ̂ -redukció­
nak /amely a Î) operátor alkalmazása a redukált konfigu­
ráció meghatározására/ szemléletes értelmezése van a KT 
ütemtervek Gantt-diagramján /4.5. Tétel 1. Megjegyzés/.
A Æ) operátor hatását a 0 ̂  B^'V y egyenlőt­
lenség 6J> ? =£/l,o/ legkisebb megoldására ill. annak hi 
bájára a 4»8. Lemma fejezi ki.

А 4.З* pontban a íD-redukált konfigurációk KT ütem 
terveinek jellemzőivel foglalkozunk, amelyre a í)-reduk- 
ciós módszernél van szükségünk bármely konfigurá­
ció KT ütemterveinek értékelésekor. A íD-redukált

konfigurációk KT ütemterveinek jellemzőit a 4.6. 
Tétel keretében táblázatosán adjuk meg a teljes фд tér 
re vonatkozóan, amelyet 25 résztartományra bontunk: 14
résztartományban az ъ Л - Т г *  &2 paraméterek lega­
lább egyike 0 /elfajulás/; a többi 11 résztartomány kö­
zött is van 4-nél alacsonyabb dimenziós.
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A tartományokat a paraméterek 4 terének sik-soraival 
szemléltethetjük, amelyekben az x^ = 7 3-1«
koordinátákat merőleges tengelyeken ábrázoljuk. Az 
Rio, i=l,2, összefüggő prioritásos ütemtervek jellem« 
zőit ilyen ábrázolásban a 4»11* Ábrákon szemléltetjük 
/4.7. Tétel/.

A (D-redukció és a S-redukált konfigurációk ütem­
terveinek értékelése után a 4.5. Tétel lehetővé teszi 
az eredeti Q konfiguráció KT ütemterveinek értékelését. 
Ezt és a 0 áB. 'С' . -A. T“« . í egyenlőtlenség megoldá-1 1 1  ^“*1 L
sán alapuló alternativ módszert állitjuk párhuzamba a
4.4. pontban az összefüggő ütemtervek értékelésére vonat­
kozólag. A KT ütemtervek értékelésének eredményeként meg­
találjuk az összefüggő-optimális ütemtervet és megkapjuk 
annak jellemzőit, hatékonyságát. Sajnos olyan általános 
kritériumot az optimális ütemterv kiválasztására, amely 
sem a szóbanforgó egyenlőtlenségek megoldását, sem a 
ф -redukciót nem igényelné, általában nem tudunk adni. 
Tehát közvetlenül Q paramétereivel R/Q/ KT ütemterve jel­
lemzőit általában nem adhatjuk meg. Ilymódon az optimális 
ütemtervet sem választhatjuk ki. Ez analóg azzal a megál= 
lapitással, hogy két tetszőleges a,b egész szám d=/a,b/ 
legnagyobb közös osztóját nem adhatjuk meg a és b függvé­
nyeként anélkül, hogy az euklideszi algoritmust el ne 
végeznénk. Az algoritmus szolgáltatta adatok segítségé­
vel azonban d=pa+qb egyenletben a p,q együtthatók megha­
tározhatók /1. pl. [КЮ] /* Természetesen fl-j/Q/ »  r 2/q ; 
esetén H ̂ Q/= ?2/$Л a két KT ütemterv egyforma haté 
konyságú. Ezért elegendő csupán a maximálisan három lénye 
gében azonossági osztály egy-egy R reprezentánsának ÍJQJ 
hatékonyságát meghatározni, hogy az optimális ütemtervet 
kiválasszuk.
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Ez a tény növeli'a 4.8. Tétel jelentőségét, amely az 
R^q/Q/ összefüggő prioritásos ütemtervek hatékonysága 
viszonyára ad meg meghatározó kritériumokat.

A pont további részében a Л -Algoritmust adjuk 
a KT ütemtervek értékelésének egyik módszeréhez szük­
séges 0 £ ^3-i - \ egyenlőtlenség-pár
legkisebb l,o/ megoldásainak egyszerre történő
megtalálásához. A D-redukció végrehajtására és a Qv re­
dukált konfiguráció,valamint a D mátrix generálására 
a ЗЭ-Algoritmust adjuk meg. Ezen alapszik a KT ütemter­
vek értékelésének másik módszere. Ennek jelentősége 
indokolja az algoritmus számitásigényének becslését, 
amely arányos a Q konfiguráció V ф -összetettségi fo­
kával. Több alternativ becslést adunk a V összetettsé- 
gi fokra a Q paraméterei és maximum a CDQ operáció ge­
nerálta első két B. i=l,2, hányados segítségével.1 j О j
Néhány becslés a 0-redukció generálta (Aj és (Bj egész 
sorozatok és az Pibonacci-féle számsor összefüggé­
sén /4*11# Lemma/ alapszik.

Az utolsó 4.5. pontban a lánctört-
fejtése útján generált nem-teljes hányadosok N  soro­
zata és a íO-redukció generálta m  hányadossorozat kap­
csolatával foglalkozunk. A 0 í? IL -A^ 'C'̂ -i - \ egyen­
lőtlenségek megoldása két koincidencia feladat megoldá­
sát jelenti, amellyel a 2. Fejezetben foglalkoztunk. 
Láttuk ott, hogy a megoldás a lánctörtfejtés módszerén 
alapszik. Ez magyarázza azt, hogy a (ü-redukció és a 
lánctörtfejtés euklideszi algoritmusa szoros kapcsolat­
ban vannak. E kapcsolat feltárását a 4*5. pontban a 
4.12. Lemma keretében végezzük el. A pontot a és 
redukció generálta sorozatok kapcsolatára vonatkozó 
megállapításokkal zárjuk.
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4.1« Következetes természetes /КТ/ ütemtervek

A megszakitásos ütemezések dominálják az össze­
függő ütemezéseket, hiszen minden összefüggő üteme­
zés egyben egy speciális megszakitásos ütemezés. Ennek 
ellenére az összefüggő ütemezések osztálya fontos. Gya­
korlatilag azért, mert sokszor a processzor "elvétele" 
kiszolgálás közben normális körülmények között lehetet­
len /destruktiv megszakítás/, az addigi kiszolgálás el­
vesztését jelenti /preempt-repeat/, vagy nagy járulékos 
veszteséget okoz /overhead time/.

Egy általános konfiguráció esetén a lehetsé­
ges összefüggő ütemtervek halmaza még ésszerű szűkíté­
sek után is elég nagy számosságú lehet. A 3*2. Tétel sze­
rint ebben a természetes ütemtervek osztálya domináns.
A 3*5. Tétel sokat elárul ennek az osztálynak a tulajdonsá 
gairól. Többek között azt, hogy mikor kettő és mikor több- 
elemü. Igen könnyű belátni, hogy ha kettőnél többelemü, 
akkor megszámlálhatóan végtelen számosságú. Az alábbiak­
ban látni fogjuk, hogy az osztály ilyenkor is dominálha­
tó véges elemszámú részosztállyal, a következetes termé­
szetes /КТ/ ütemtervek osztályával. Ez a tény igen egy­
szerűen fog adódni a 3*4. pont eredményeiből. Csupán egyet 
len észrevételre van még szükség, ami a következetes ter­
mészetes ütemtervek számos tulajdonságának kulcsa.

Ez a kulcsmegállapitás a következő: bármely kriti­
kus döntés után előfordul a t * = íj „ , a=l,2, pontokban fellé 
pő szituációk valamelyike. E két szituáció jellegzetessé­
ge, hogy а Рд processzoron éppen egy А-task befejeződik és 
a másik két processzor is szabad.
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Kulcsmegállapitásunkat egyszerű belátni a lehetséges
kritikus szituációkban a lehetséges kritikus döntések
eredményének elemzésével.

/Та/Legyen Ré3l‘ ' egy természetes ütemterv /T-ütem- 
terv/, a=l,2.

Egy ö 0Ct] kritikus szituációban s^ döntés után 
egy A.^task fog végződni a t+ pontban és ott min­
den processzor szabad lesz. De ugyanez a szituáció fel­
tétlenül az osztály elemeinek t^= ̂ ^ pontjában is.
E tényt szimbolikusan igy fejezhetjük ki:

S (eoftl) =s^ döntés eredménye a 
= 6^"^ szituáció, ahol

f / ( V >  ha vagy /®a> 0 > 04Ъ - aS^a
/4.1/ M  6 0 , ha

^ S -a.o*118 0 < ‘9а < Ъ -  ’

a=l,2, az R 6 ^ / a^ ütemtervek szituációja. Itt 6*
arra utaló jelölés, hogy az s0 döntés eredménye-

л aként kapott szituáció, és a / ft/ jelölés azt jelzi, 
hogy a szituáció nem kritikus és az egyértelműen megha­
tározott sQ „ domináns döntés eredménye A -szituáció.„2—8 j 8
7̂  =0 esetben az egyértelműséget a 2. Megállapodás ered- 8
ményezi az egyébként 6 szituációban. A kritikus
szituációkra vonatkozóan tehát kulcsmegállapitásunk igaz.

Legyen az R egy kritikus szituációja1,0
a t pontban. Ha a döntés s^, akkor a t+ pontban egy 
A.-task végződik és minden processzor szabad. Vagyis

s fi)о
ismét telje sül,függetlenül az s/0^=sa első döntéstől.
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Ha a döntés s/ 6\ „£t])=so, akkor а Р processzor tét­
len lesz а [t»t+ (b intervallumon, amelyben azon­
ban az ütemezés meghatározott, beleértve a t*=t+ (t)
pontot is. Itt a döntés s[t'] = s3_i» vagyis egy A ^ -  
task /összefüggő/ ütemezése. A f + ï 3. ̂ pontban egy 
A^-^-task végződik és a többi processzor is szabad. A 
szituáció megegyezik a /4.1/ szituációval, ahol most 
a=3-i. Formálisan

Ezzel kulcsmegállapitásunkat igazoltuk. E megállapitást 
és közvetlen következményeit fejezi ki az alábbi lemma.

4.1. Lemma : Tetszőleges konfiguráció természetes
ütemterveire vonatkozóan igazak az alábbiak:

/i/ Bármelyik kritikus szituáció után ^ időn belül 
fellép valamelyik /4.1/ alatti 6* , a=l,2, szituá­
ció;
/ii/ Bármelyik kritikus szituáció értéke csak a léte­
ző 6^, vagy 6*2 lehet /kivéve a Ö QCo] első szituá­
ciót/;
/111/ Bármelyik határozott szakasz részben kongruens 
az egyik első határozott szakasszal;
/iv/ A két első határozott szakaszon kivül legfeljebb 
négyféle határozott szakasz lehetséges; ezek száma 
annyiszor kettővel csökken, ahány /legfeljebb kettő/ 
teljesül az alábbi öt feltétel közül:

nem létezik, i=l,2,

i=l, 2
6 11

/4.2/
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Bizonyítás: /i/ azonos a kulcsmegállapitásunkkal, amelyet 
már igazoltunk. Az /ii/ ás /111/ következik /i/-ből ás 
a 3*12. Lemma /3/ állításából.

/iv/ állitás igazolása: Az /1/ állítás következtében 
a határozott szakaszok csak a kezdeti £ t, t )
szakaszaikon különbözhetnek valamelyik első határozott 
szakasztól, ahol t az alsó határpont a 6* | vagy 
alsó határszituációval ás a kritikus döntés olyan, hogy 
egy Aa-task ütemeződik először, a t* pillanatban. Mivel 
az ütemezésnek ez a szakasza is a határszituáció és kri­
tikus döntés által egyértelműen meghatározott, maximá­
lisan négyféle lehet a kétféle szituáció és szituáción­
ként kétféle döntésnek megfelelően. Ha ti. kritikus szi-

1 (4)tuáció nem létezik, akkor a 3*14. Lemma szerint &Л ' 
egyetlen Ríq ütemterv, amelynek nincs kritikus szituá­
ciója, ezért maga egyetlen első határozott szakasz. 
Ilymódon /a másik osztályban/ csak a
kritikus szituáció léphet fel ás maximálisan kát hatá­
rozott szakaszt generálhat a kát lehetséges kritikus 
döntés révén. На sem létezik, csak a két első ha­
tározott szakasz van: maguk az R. és R, . л ütemtervek. 
Ha 0 О о , akkor itt a két döntés nem generál újfajta
határozott szakaszt, csupán a kát első másolatát. Ha 6^ 
és ^2 egyaránt léteznek, de egyik, vagy mindkettő ,
akkor ugyanigy kát-két újabb határozott szakasz lehetősége 
szűnik meg. Yégül, ha = & £ , akkor a két kritikus 
szituációban a lehetséges két kritikus döntés is azonos 
ás a generálható határozott szakaszok száma kettőre

ti! = tfícsökken. Azonban ez is csak akkor lesz uj, ha 
/ ti , különben a kát első határozott szakasz generá­

li

lódik.
Q*e.d.
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Ez a lemma nem tartalmaz feltételeket arra nézve, hogy a 
különféle lehetőségek közül mely esetben melyik követ­
kezik be. A feltételeket a 3*4. pont eredményeiből ösz- 
szegyüjthetnénk, azonban ezt csak hivatkozás nélkül fog­
juk megtenni a későbbiekben. Az alábbi fontos tételhez 
- egy kivételével - ezekre a feltételekre nincs szükség.

4.1. Tétel: Tetszőleges Qe Q, konfiguráció következetes termé­
szetes ütemtervei periodikusak, kivéve az

/4.3/ <y2,=0 » 'v^'^2>0 ®s ^1*^2 raci°náliaan függetlenek

különleges esetet.

Bizonyítás: Bármelyik Re Ría) (4j KT ütemtervnél három 
lehetőséget különböztethetünk meg az alábbiak szerint. 
A bizonyítást ezekre külön-külön végezzük el.

1.eset : R-nek nincs kritikus szituációja. Ekkor
R=R , amely a 3»5. Tétel /С/ állitása szerint a /4.3/

•clO
esetben nem, egyébként azonban mindig periodikus.
2. eset : A következetesség miatt itt ismét az 
sQ döntésnek kell lennie és a 3»12. Lemma /2/ állitása 
szerint az elsővel kongruens határozott szakasznak kell 
kezdődnie, amelynek felső határszituációja újra 
Indukcióval adódik, hogy R-nek csak 6Q kritikus szituá­
ciói vannak és periodikus. Periódusa az első határozott 
szakasza /4.1/ (a.) Ábra/.
3. eset : 61 = £, о i=l,2. Itt kétféle döntés lehetséges.
Az egyik a 6^a , a másik a ф /З-a/ SZituációt generál­
ja, amelyet /4.1/ formula ad meg. Az első esetben a fel­
ső határszituáció ismét a 6*» amelyben a következetes- 
ség miatt a döntés már meghatározott.
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Ezért R periodikus lesz az első határozott szakasszal,
pontosabban a kát fr(a) előfordulás közötti szakasszal,
mint periódussal /4.1/fb) Ábrák i=a és i=3-a esetére/.
A második esetben a felső határszituáció а
kritikus szituáció lesz, ha ilyen létezik. Ha nem létezik,
akkor R lényegében azonos az osztály egyetlen
elemével, az L  0 n ütemtervvel. Ez periodikus a 3.5._?*—a, о
Tétel /С/ szerint.

На 6-, létezik, erre ugyanazok a lehetőségek, mint 
a 6 a esetén fentebb sorravett esetek. Ha »
akkor itt az sa döntés a következetesség miatt meghatáro­
zott és R periodikus lesz az első kát határozott szakasszal, 
pontosabban ismét a két közötti szakasszal, mint
első periódussal /4.1/(c/l) és (c/2)Ábrák/.

На ^з_а= $ a /ez tipus és érték szerinti azonossá­
got jelent!/, akkor a következetesség mialt itt ismét az 
s_ döntést kell hozni, amit а fi szituációban hoztunk, 
vagyis ismét a második határozott szakaszt л) felső 
határszituációval fogja generálni. Ezért R periodikus a 
második határozott szakasszal, mint periódussal /4.1/fd) 
Ábrák/. Ha azonban fi з_а^ 6*a nem z^rja ki, hogy
azonos tipusuak legyenek!/, akkor itt még két döntési 
lehetőség marad. Egyik a fi* , másik a fi? 0 felső határ- 
szituációval rendelkező szakaszt generálja /azonos tipusu 
fii és 6"* esetén a 4.1/(d) és (e) Ábrák, eltérő tipusu
Öl ás 61 * esetén a 4.1/(f) és (g)Ábrák mutatják a lehe-
tőségeket/. Bármelyik esetben a döntés a következetesség 
miatt meghatározott. в generálásakor a periódus alapja 
az első ás második határozott szakasz /4.1/(e) és(fjÁbrák/. 
fi generálásakor a periódus alapja a második határozott 
szakasz /4.1/(d)és(g)Ábrál/. Ezzel az összes lehetséges 
kritikus szituáció-kombinációt megvizsgáltuk.

Q.e.d
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Ez a bizonyítás teljesen logikai, a 4.1. Ábrák csu­
pán szemléltetik az egyes kombinációs lehetőségeket. 
Ezekre, valamint az ábrákban szereplő összefüggésekre 
később is hivatkozni fogunk. Természetesen egy konk­
rét Q€$. konfigurációnál nem az összes 4.1. Ábrán 
sorravett eset léphet fel. Alternatívát csak kritikus 
döntéssel teremtünk, annak eredménye azonban egyértel­
műen meghatározott a Q által, bár annak jellege függ 
Q-tól. Az esetek szemléletesebb összefoglalására a
4.2. Ábrán egy gráf segítségével is bemutatjuk a lehe­
tőségeket. Abban a csúcsok szituációkat, az élek rákö- 
vetkezéseket jelentenek. Amikor a lehetséges utakat dön­
tésekkel választhatjuk meg, az élet a döntéssel címkéz­
zük. A többi él közüli ténylegeset a Q konfiguráció pa­
raméterértékei határozzák meg. A gráf a lehetséges ütem­
terveket az első periódusok végéig mutatja, ha van kri­
tikus szituáció. A fa ágai alatt az (x/n) jelzések a
4.1. Ábrákra utaló cimkék.

A 4.2. Ábráról leolvasható, hogy egy adott Q £  &
konfigurációnál a KT ütemtervek száma erősen korlátozott.

/аУ / /Та/Vagyis az ' következetes természetes /az ft követ­
kezetes/ elemeinek száma meghatározott véges, 
nevezetesen: az elemek száma minimálisan egy /ha nincs 
kritikus szituáció, vagy az $ / é s  maximálisan három

s./pl. . - i *  e 3-a,o bekövetkezése esetén
- többek között/. Könnyű belátni, hogy - bár azfc ' és
fc/3-a; KT ütemtervei nem függetlenek - az összes S 
beli következetes elemek száma minimálisan kettő és maxi­
málisan hat.

Ezt a tényt egy lemma formájában is megfogalmazzuk.

Л
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4.1/(a),(b) ,(c)Ábrák: KT ütemtervek első periódusai
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(d/1)

-*•
ра *1*1а 3-а 7 Ж 3-а 1 а, м '/////фЗ-а а

ш , -А . т ш /Ш .
Ш Ш 1 Я Г 1w m i r á 3-а tv////71 3-а la,3-a,3-a

^a,o* so 'а,о о

pa= fAa ^ a + f^3-a+ £ 3-a 7 а= 3-a C 3-a
° ^ еи < г ’ Л 3-а=7з-а+ г-3-а7а

(i/г) ~5=ä
w m / m  - i-lw / my-*.  ~ т=г\... ......

^3-a,o!S3-a «З-а.о'^З-а'
a,3-a,3-a

pa“ |Л а^~а+ ^ а7 3-а f*3-а ̂ 3-а
0 * £ а <1, А ‘_а= £ а 1 3_а

(e/l)
->

а ?7а/////у а
ш ш ш ш

Rа,3-а,а
^а,о:3а

О
ра~ /̂ а L а+ 7,3-а+ ̂ З-а 7 а (̂ З-а L 3-а+ ̂  3-а 7 а 

< <̂3-а< 1» 0 - ̂ 3-а^1’ З-а^а» Л 3-а= 7з-а+/1~ ̂ З-а^ 7

(е/2)
Г  ра “1

а 3-а '/////] 3-а 1 а 'И /Н И Ш ! а 3-а
7/7/ а а . 1V/////////h а }U i h а
Н И  Ш И Ш И  3-aK////////zl 3-а. 3-а Ш Ш / И / Ш П И и

а,3-а,а

О
ра= [л а Г а+ ̂ 'а 7 З-а“^  3-а ̂ 3-а+ 7  а+ ̂ а 7 3-а 

■е,*1. Ö <■£;_* 1, а ;- | a+/l- V I  3-а’ Л 3-а=/1- £ а / Ь - <

4.1/id),Ге)Ábrák; КТ ütemtervek első periódusai
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Ра=Ла^"а* 1з-а+ í3-a1Za~(4 3-a't3-a+ 7а+ ̂ а ?3-а
О < £ з - а < 1 > 0 < К < 1 ’ A í=/1- S 3-a/rla’ Л Э-&~П - К ' Ъ -i

* на OJ 1 рэ 1 1 Ж /  3-а. 1 а Ж а- 3-а
а а а аш и 3-а 1'/ / / / / / / / / / 3-а 3-а К//////////

*э- : s-,а,о 3-а ®а. o:sa
м. тт + £(. а а а Чэ- а“ ̂ З-а С 3--а+ 63-а1?а

Rа,3-а,а

0 ь  & a <]L» 0 б, < 3-а 1» ^  еГ ̂ а +/1~ ^/^3-а» ^З-а“ ̂ 3-а+/1" £ 3 - а ^

а "Н
_ У / М  3-а , I T R

5=а а,3-а,3-а
в'т : s-,°3-а,о 3-а

ра“ Iйа ̂ "а+ 7.3-а Г^З-а ̂ 3-а
0 ^ £ а -1, Л 3-а=£ а Ъ - а

4«1/7f)«(g)Ábrák: КТ ütemtervek első periódusai
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4«2. Ábra: Következetes természetes ütemtervek gráfja az első
periódus végéig
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4*2« Lemma; .Ею/ Q é ,̂ konfiguráció összes lehetséges
következetes természetes ütemterveinek száma Q 
paramétereinek értéke által meghatározott és 
s{o)=sa, a=l,2, mindkét első döntés mellett mini-cl
műm egy és maximálisan három, összesen minimum 
kettő és maximum hat különböző lehet. Ezek legfel­
jebb három lényegében azonossági osztályba tartoz­
nak, minden osztályban legfeljebb két elemmel, ame­
lyek első s/oJ döntése különböző.

Bizonyítás : A lemma első részét, az.ütemtervek számára 
vonatkozóan, már beláttuk. Ami azok lényegében kü­
lönbözőségét illeti csak azt kell meggondolni, 1

kel közös, ahol minden következetes folytatási lehető­
ség képviselve van, igy az a változat is, amelyik ütem' 
tervről éppen szó van. Ütemtervünk tehát azzal a vál­
tozattal lényegében azonos. Ha nincs alternativ dön­
tési lehetőség akkor viszont az ütemterv egyértelműen 
meghatározott s/о/ döntés által és a másik osz­
tályban lehet, vagy nem,vele lényegében azonos ütem­
terv. Ennek megfelelően valóban lehetséges egy, kettő, 
vagy három lényegében azonossági osztály, egyenként egy 
vagy két elemmel.

valahányszor alternativ döntés van, az egyik a 
a másik a 6 (2) szituációra vezet. E kettő közül egyik 
éppen az ellentétes s/о/ döntéssel kezdődő ütemtervek-
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Már a 4.2. Ábra élein feltüntettük a megfelelő 
szituáció-rákövetkezések feltételeit a /3.11/ egyen­
lőtlenség bo'>/l,o/ legkisebb megoldásának A* hi-cl 3.
bája segítségével, amely a 3.14. Lemma eredményein 
alapul. A 4.2. Ábrán látható fa azonban nem szemlél­
teti az ütemtervek végtelen voltát és a ciklusok egy­
máshoz kapcsolódását. A 4.1. Lemma szerint a természe­
tes ütemtervekben csak néhány határozott szakasz ismét­
lődhet, ezért lehetséges a végtelen ütemtervet véges 
sok csúcsot és élet tartalmazó ciklikus gráffal is áb­
rázolni.

Ez látható a 4*3» Ábrán. A ciklikus gráf szemlél- 
teti az összes lehetséges R* '-beli ütemtervet egyszer­
re a határozott szakaszok, illetve a jellegzetes szituá­
ciók rákövetkezései segítségével. A gráfban a csúcsok 
szituációkat, az élek rákövetkezéseket reprezentálnak.
А 6 ^ ^  szituáció lehet nem kritikus, amikor a (b. 
szituáció követi, vagy lehet kritikus szituáció, amikor 
egybeesik a 6* jellegzetes szituációval. Ezt feje­
zik ki a ö^^-ből kimenő nyilak. A 6* csúcs való­
jában csak egy fiktiv szituáció, amely a belőle kiindu­
ló nyilak végén található szituációk valamelyikét képvi­
seli. Az élek mentén megadtuk a rákövetkezés feltételeit; 
vagy a paraméterekkel közvetlenül, vagy a /3.18/ egyenlőt 
lenség legkisebb 6J*£/l,o/ megoldásának A* hibája se 
gitségével. A kritikus szituációkból kivezető élek a kri­
tikus döntéseknek felelnek meg.

Két fontos megjegyzést teszünk itt.
/i/ A szituációban az s-̂ és S£ döntések lehetőségét
degenerált esetben korlátozhatja a 2. Megállapodás. Ennek 
figyelembevételével is érvényes a gráf.
/ii/ A 6-, vagy & о r. kritikus szituációk egy Q<£ @ 
konfigurációnál jelképezhetnek két különböző értékű, de 
azonos tipusú és 6 * kritikus szituációt is.
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4,3. Ábra: Természetes ütemtervek ciklikus gráfja
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A gráf csúcsait körrel és/vagy négyzettel kere­
teztük. Átmenet egy "körös" csúcsból "négyzetesbe",
vagy viszont, olyan szituációba érést jelent, amely 

/Т1/.. /Т2/ ,az R* és E' közül a másik osztály elemének is
szituációja. Ilyenkor a két osztályban vannak lényegé­
ben azonos elemek.

Aliitjuk,hogy tetszőleges Q£ Q konfiguráció 
esetén a 4.3» Ábrán a d szituációból elindulva az 
élek mentén feltüntetett feltételek és döntések sze­
rint haladva az összes lehetséges természetes ütemezés 
menete végigkövethető. Ehhez azt kell bebizonyítanunk, 
hogy a feltüntetett feltételek helyesek. Ezt egy lemma 
formájában végezzük el.

4.3. Lemma: Természetes ütemtervekben a jellegzetes
szituációk rákövetkezési feltételeit a 4.3* Ábrán 
lévő ciklikus gráf élei mentén feltüntetett felté­
telek adják meg.

Bizonyítás : A bizonyítás kissé hosszadalmas, mert meg 
kell vizsgálni az összes lehetséges konfiguráció­
változatot. Szimmetria folytán elegendő a gráf 
egyik /alsó/ felét tekinteni. Tegyük fel először, 
hogy egy R természetes ütemterv az s-̂ döntéssel 
kezdődik. А 6"0 — 6 ^ ^  ut nyilván helyes.
A Q akkor és csak akkor nem kritikus szituá­
ció, ha 0 í ^2 - ̂ 2 és > 0. Ilyenkor

követi. Minden egyéb 
és 2=0 ese­

tekben, erÍX/ a 6[ kritikus szituáció. így a
6^"^___^ {b J és 6»^^____ ^ utak feltételei

helyesek. A további utak feltételeiben a

6 * '-et a p^-szituáció 
esetben, vagyis 0-^, < 0
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/*/

/3*18/ egyenlőtlenség megoldása játszik döntő sze­
repet, amelynek £0,^/1,о/ minimális megoldását 
60* és annak hibáját ki ̂  jelöli, feltéve, hogy 
megoldás létezik.

0 - ^ ̂  ̂  *1 2 vaSy ^ 2= % 2=° e se tben a /*/ 
megoldása ьо*=/1,о/ a A*= hibával.
A 6 ^ ^ ___^ 6>* él feltételei mellett tehát Л*
mindig létezik. Ezenkivül а 6* csúcsba a (b-̂- 
ből jutunk, ha ki* a ^ ± > 0 feltétel
mellett létezik.

A /*/ egyenlőtlenségnek két esetben nincs megol­
dása: /4.3/ különleges esetben és a ^ > 0 »  ^ = 0  
degenerált esetben. Mindkét esetben R=R^q, hiszen a 
3.14» Lemma szerint nincs kritikus szituáció, mert 
a /3.11/ egyenlőtlenségnek sincsen 6J^>:/l,o/ meg­
oldása. A 3*5. Tétel szerint az első esetben R-̂ q nem 
periodikus, a második esetben azonban igen. A további­
akban e két esetet kizárjuk, mint elintézett eseteket«-

MLMinden egyéb esetben van 60-^ megoldás. Ilyenkor a
4.3. Ábra gráfjában a 6*^"^ csúcsból valamelyik úton 
a £* csúcsba jutunk. Vegyük sorra a lehetséges kon­
figuráció- típusokat.
Először a 3.1. Táblázat szerinti elfajult eseteket te­
kintjük.

/C*2=(-) degenerált esetben k\*=o= ^  létezik
/de A*= T„ =0 is igaz/, ezért a gráf a 6 csúcsba ve- 1 lL o
zet. Valójában az nulla ütemtervekben a 6*Q
szituáció tér vissza és ott kell felváltva az s^ és S2 
döntéseket hozni a 2. Megállapodás szerint.
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/̂ 1 > о, ^ = 0  esetben mindig 6J*=/l,o/ és 
A*= ̂  ̂  ezért a 6 *__^ 6>Q átmenet adódik az áb­
rában. Ez helyes, hiszen а t.£=^ pontban a 6Q 
kritikus szituáció tér vissza.

t^=0 , /T'2> 0. degenerált esetben is
6о*=/1,о/ a megoldás, amelyre A*= 0= "h-, aci a
6 * ___ ^ ő'q rákövetkezést jelöli ki helyesen,
hiszen a 6 Q állapot azonnal visszatér a 
C^-ciklus ütemezése után a t|= 7]_=0 pontban.
Itt a 2. Megállapodás az s2 döntést Írja elő.

>2 =0 , és -9-̂ , $2 racionálisan ösz-
szefüggők esetben /#/ alakja A -̂ =0 egyenlet, 
amelynek legkisebb pozitív megoldása a 6* szituá­
ció első visszatérését határozza meg és az ábra he­
lyesen a 6 ^ ___ 6* átmenetet mutatja, hiszen

o - i r
>2 > 0 , 2 ̂  ̂  esetekben а /*/-nak mindig

van megoldása. Ha és nem megoldá­
sa a /3-11/ egyenlőtlenségnek, akkor a 3.15. Lemma 
szerint а б * *  átmenet helyes. Ha A*= ̂  »
akkor 60* csak >̂ 2=0 me^ e^  lehet a /3.11/-nek is 
megoldása a 3.2. Táblázat szerint. Ekkor azonban 
Z\* = ^l=yil ®s a 3*14. êrnma szerint a 6**__

átmenet helyes. Ha 0 , akkor bizto­
san megoldása a /3.11/-nek is a 3.2. Táblázat és 
3.16. Lemma szerint. A 3*14. Lemma szerint azonban 

kritikus szituáció és Á^= A *  mellett való­
ban б Д* - — * 61 , о, ha 0 < 6?— *- 6*0.
ha A *  = >2̂  és 6 *  > 6̂ 2 о &а /)|i< A-^< ^ » por­
tosan a 4.3. Ábra feltételei szerint.



Végül ha A*=0, akkor az ^ ,=0 mellett 
^ ß*o a helyes Iátmenet, mig ese­

tén a 3*2. Táblázat és a 3*17« Lemma szerint 
0 —  1.2~ ^ 1  feltételnek is fenn kell állnia,ezért 

Az ábrában ilyenkor valóban a
6 *___^ Ç ^ ^ ̂  út adódik, helyesen#

Ezzel az összes lehetséges konfiguráció-tipust meg­
vizsgáltuk. Nyilvánvaló ugyanez az érvelés akkor is, 
ha az ütemezés közben bármikor jutunk a 6* szituá­
cióba és hozzuk az s-̂  döntést, vagy bárhonnan jutunk 
a 6  csúcsba.

Q.e,d#

- 26 -

Megjegyezzük e bizonyítás után, hogy a 4.3» Ábra gráf­
jában az R. csúcsok nemcsak a /4.3»/ különleges eset-0*onek megfelelő aperiodikus ütemterveket képviselik, hanem 
a másik eseteket is, amikor a /3»18/-nak nincs megoldása, 
nevezetesen amikor

/4.4/ ^ j > 0 ’ r 3-j=° /0=1.2/

fennáll.
A 4.3. Ábra ciklikus gráfján az ütemtervek határozott 

szakaszait a kritikus szituációtól kritikus szituációig 
vezető utak képviselik. Egy szituáció visszatérését egy út 
záródása /hurok/ jelenti. Vegyük észre, hogy a gráfban 
nincs olyan zárt hurok, amely & szituációt ne tartal­
mazna. Egy periodikus /pl. következetes/ ütemterv perió­
dusát is zárt ut képviseli, azonban két feltétellel:
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/1/ a zárt ut nem képvisel periódust, ha kétszer 
egymás után nem járható be a 2. Megállapodás miatt.

/2/ két hurokból álló zárt ut képvisel egy perió­
dust az /1/ alatti zárt utaknál és akkor, ha a két hu­
rokban ugyanaz a kritikus szituáció eltérő értéket kép­
visel /1. 4.1/ fej Ábrákat/. Ilyenkor a zárt ut mindig 
érint ellentétesen keretezett csúcsokat.

Adott konkrét Q G Q. konfigurációnál a lehetséges 
rákövetkezéseket a 4.3. Ábra egy részgráfja ábrázolja, 
amelyben minden nem kritikus szituációból egyetlen ki­
vezető nyil /él/ van és csak a fellépő kritikus szituá­
ciókban van két kivezető nyil. Tipikus gráfokat mutat 
be a 4.4. Ábra. Az ilyen gráfból kiolvashatók azok a leg­
rövidebb zárt utak, amelyek a fenti /1/ és /2/ feltéte­
leknek eleget tesznek és nem tartalmaznak hasonló tulaj­
donságú zárt részutakat. Ezeket lehetséges periódusoknak 
nevezzük.



4.4. Ábra: Konfigurációk tipikus gráfjai
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Ha például а 6* szituációból s^ döntés után 
nem jutunk többé kritikus szituációba, ahol szabad 
döntési választás lenne, akkor
egyetlen R elem /4-4/ /a), fb) Ábra/# A 4#4/ fo/
Ábra olyan esetet mutat, amikor az S£ döntés vissza­
vezet ugyan a €>0 szituációba, azonban a 2. Megálla­
podás miatt / 'C'̂ Q/ S£ döntés nem ismételhető. Ha 
egy lehetséges periódus mindkét keretezésü csúcsot tar­
talmaz, akkor két lényegében azonos KT ütemtervet kép­
visel. A KT ütemtervek útját a 4*3. és 4.4. Ábrákon az 
jellemzi, hogy miután egy lehetséges periódust egyszer 
bejárt, ebből nem léphet ki, ezt ismétli végtelen sok­
szor. Tudjuk, hogy legfeljebb három lehetséges perió­
dus van, hiszen legfeljebb három lényegében nem azonos 
ütemterv lehetséges következetes ütemezés mellett.
A három lehetséges periódust jellemzi a benne szereplő 
6 (̂ -1 szituációk száma és tipusa. A három lehetőség

— e(1> 6W Ф 0 Ф

612) _ - S(2> _ _ 6‘2) —  • • •

6« 6(1) 6(2)

Könnyű látni, hogy a változatok száma csökken, ha 
a /4.2/ feltételek közül egy vagy több bekövetkezik.

Azt is könnyű belátni, hogy bármely természetes 
ütemtervben csupán a lehetséges periódusok szerepel­
hetnek váltakozva és esetleg egymásba ágyazva. Minde­
gyik lehetséges periódusnak meghatározott P^-kihasz- 
náltsága van. Az ütemtervek hatékonyságai ezek különfé­
le súlyozott átlagai, amelyek egyike sem lehet nagyobb, 
mint a Pд-kihasználtságok maximuma.
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Minden lehetséges periódushoz van olyan KT ütemterv, 
amelynek ez a periódusa. Van tehát olyan is, amely­
nek maximális a hatékonysága.

Ez azt jelenti, hogy a KT ütemtervek dominálják 
a természetes ütemterveket. Ezzel bizonyítottunk egy 
fontos tételt.

4.2. Tétel: A következetes természetes ütemtervek ősz 
tálya összefüggő-domináns.

Bizonyítás : Mivel a 3»2. Tétel szerint a természetes 
ütemtervek összefüggő-dominánsak, a KT ütemter­
vek pedig dominálják a természetes ütemterveket, 
az állítás nyilvánvaló.

Q#e,d,

E tétel következtében az összefüggő-optimális ütem­
tervet legkedvezőtlenebb esetben is hat ütemterv közül 
kell kiválasztani, amelyek legfeljebb három hatékonysá­
got képviselnek. Ez gyakran kevesebbre redukálódik. Ezek 
közé az ütemtervek közé tartozik a 3.6. Tétel szerint a 
két összefüggő prioritásos ütemterv is: és R2o*
Könnyű belátni, hogy ezek a szoros ütemtervek az osztá­
lyon belül. Felvetődik a kérdés, hogy ezek nem dominán­
sak-e a nem-szoros ütemtervekkel szemben. A válasz nem­
leges, amint ezt a 4.5. Ábra példája mutatja a 
Q=/2;5;3;6/ konfigurációra. Ezzel a 3» Fejezetben a 
3.3» Tétel után maradt nyitott kérdés eldőlt: a szoros 
összefüggő ütemtervek nem feltétlenül dominánsak.
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Nyitva marad azonban a kérdés, hogy milyen feltételek 
között lesz az R1q, R2o szoros ütemterv-pár domi­
náns. Ez csak az ütemtervek részletesebb kvantitatív 
elemzése után válaszolható meg.

plo=p2o='ri+ t lo-?!2o=5/9=o.56

fri_ 2 I mI m2— i 1 2 w m  u m  i о щ
//////// ШШШШ

р1”р2*3’Г 1”2"Г2+ 1 1+ 3 7г=21' ^ 1= ^2=1г^г1’‘°-571
4.5. Ábra: Szoros ütemterv nem okvetlen domináns 

/Példái Q = /2;5;3;6/ , ^ < 7 ^  /

A 4.1. Ábrán látható ütemtervek alapján, ame­
lyeknél a periodushosszakat is felirtuk, előállíthat­
juk a KT ütemtervek periodushosszának és hatékonyságá­
nak kifejezését a /3.18/ egyenlőtlenségek megoldásai­
val. A megoldások a 4.3» Ábra és a 4.3. Lemma szerint 
teljesen meghatározzák a fellépő kritikus szituációkat 
és a hozott első kritikus döntésekkel együtt az ütem­
terveket.
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Vezessük be' a .jellegzetes döntés elnevezést és
az s/ V a=l,2, jelölést arra a természetes döntés­
re, amely a szituációt generálja. Ez lehet kri­
tikus, vagy nem kritikus döntés. Jellegzetessége az, 
hogy egy A -task ütemezését generálja és az f/A ) pil- 
lanatban egy A^_ -task ütemezésre kész. Ez a jelleg­
zetessége a o ía' szituációnak; ott egy A -task
végződik és egy A-, -task ütemezésre kész. Ez nem je--j—a
lenti azt, hogy az A0 -task feltétlenül ütemeződik /aV 3-ais. Egy s4 ' jellegzetes döntés vagy kritikus szituá­
cióban, vagy olyan 6 Lt1 szituációban következik be,
amelyben Hogy í a/ , / s‘ teny-
legesen milyen döntés, az függ a szituációtól, s 
akkor, ha a kritikus szituáció в*о, ± ± i=l,2,
6* , vagy 6 [ti nem kritikus; és s* *=s , ha a kri-3jO О
tikus szituáció Ç>

67 а/

3-а»о*
Ha б ы  nem kritikus, akkor az w j  pontbeli3  .
szituáció lehet (b -szituáció, vagy О о 0  ̂»ГЧ i J—O. ) ü

vagy o 0 kritikus szituáció attól függően, hogy
, О ̂  » illetve =0. A 4.3» ÁbraÁ7 =0.3

alapján könnyű belátni, hogy a /4.3/ különleges eset ki 
vételével bármely KT ütemtervet egyértelműen jellemez 
első három jellegzetes döntése. Ugyanis az első három 
jellegzetes döntés által generált három в ы  szituá­
ció között és 6* ̂  közül pontosan egyik ismét
lődik, amely meghatározza az ütemterv periódusát.

Használjuk az Raja2a3ipusra, amelynek első Három jellegzetes döntése
(H) /а2 > /a3>

—— S *  4— Я* A T p h p t R Ó D - Р я  t i n n p n l f  R

jelölést arra az ütemterv-
ti
J

R
A lehetséges tipusok R„ „ „3)3)3 )

a=l,2. Ezek periódusának tipusaa,3-a,a * a,3-a,3-a *megfelelően 6 , 0* /а/_ g73-a/_ a/
0 /3-a/_^/3-a/^illetve
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Most bizonyltunk egy fontos tételt ezzel kapcso­
latban.

4.3. Tétel: Bármely QéE Ф konfiguráció következetes
természetes ütemterveinek jellemzőit teljesen meg­
határozza a
/4.5/ O í B i r.-Air > i í 12 » i=l » 2
egyenlőtlenségek СО^  /l,o/ megoldásainak léte 
és létezésük esetén a legkisebb £ú*=/B*, A*/, 
i=l,2, megoldások értéke és Л*, i=l,2, hibája a 
következők szerint.
/i/ Ha a /4*5/ egyenlőtlenségek egyikének sincs 

megoldása, akkor R^q^ ^ o az еёУес̂ йЫ KT ütemter­
vek, amelyek nem periodikusak. Ez pontosan a /4.3/ 
különleges esetben következik be. A hatékonyság 
7Í =0. Minden más esetben a KT ütemtervek periodiku­
sak.
/ii/ Ha a /4*5/ egyenlőtlenségnek i=j / j=l,2/ 

mellett nincs, de i=3-j mellett van megoldása, ak­
kor R . =R . . . és Ró . л dR-, . . . .  két KT ütemterv jo 333 3-3*o 3-3*3*3*
létezik, amelyek periodikusak és lényegében azono­
sak. Ez pontosan a /4*4/ esetben következik be, ami 
kor tehát ^f.>0, 'CL .=0. A periodushossz, P.-fog 
laltság és a hatékonyság megfelelően:

p=Tf., a=

Ezeket más formában a /iv/ bekezdésben még megadjuk
/iii/ Ha a /4.5/ egyenlőtlenségnek mindkettőnek 

van >-/l,o/ megoldása, akkor minden KT ütemterv 
periodushossza és hatékonysága kifejezhető a leg- 
kisebb 63T megoldások és azok hibája segitségével.
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A periodushossz

/4.6/ Pa=(u/ï/xri+ u/i;=(^2a/'r 2 + U^ ’

a P^-foglaltsàg

/4.7/ aa~ ^ 1 + ? 2

és a hatékonyság
у/э.У j I у/ п/

/4.8/ ^ = ^ - = / l - ^ / í /i;W l - ^ - / í /2/, / g-OI/
а ра ра ра и

alakú, ahol
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/ i v /  3. >  О, 'С'- . = 0 e s e té n  az / i i /  a l a t t i  p , a ,  2Í a 

k övetk ezők ép p en  i s  f e l i r h a t ó k :

/ 4. 6*/ p= (w;L̂ 1+U1+ 5 / r i + ^ 2/=  ^ 2  + V2+S/'C'1+'C2/

/ 4 . 7 ' /  a = f h ï i  *^гЧг  + S / V V

/4.8'/ "í = §=/l- /1+ T2-/ Ï ^ , / - =0!/,P P P o

a h o l
j T ipus r í 0*2 U1 U2 F e l t é t e l

/4 * 9  V
1 Rl l l ^  R211 o/ = a| / 1/ » в | / 0 / = 4 f / 0 ^ > 0 , ^ = 0

2 R1 2 2 ^ R 222 i /= b* / 0 /= A * / 0 0 /= 4 * / c i « o f^2>o

és

/4.1о/ S a  1 - Sgn /‘C'̂ 'C'g/ •
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Megjegyzés.;
Itt s/бГ/ jelöli a jellegezetes döntést a 6^

kritikus szituációban, vagy a fis -szituáció előtt.
А /4.9/а-с/ esetek közül nem léphet fel az, amelyiket a
3. Fejezetbeli 2. Megállapodás, vagy a következetesség
kizár. így $  *= „ > vagy б'^ „ = 6* esetén a követ-
kezetesség miatt csak s/6 )=so lehetséges. =0^ л о а V a
esetén az sfo!V=s_ és =0 esetén az s/ в ?  /=sQa a j-a % „2 ■— a ^—a
döntések nem lehetségesek a 2. Megállapodás miatt. A 
tényleges ütemterv tipusok áttekintése a 4.1. Táblázat­
ban látható. Az alábbiakban ezt is bizonyitjuk.

4.1. Táblázat; A lehetséges KT ütemtervek.
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Bizonyítás: Azt, hogy /i/ és /ii/ igazak, már a 4.3» Lemma 
bizonyításában megmutattuk. A /4.4/ esetben nyilván­
való, hogy i=3-a mellett a /4.5/-nek megoldása az 
<a)*=/1,o/, amelyre Л*=0. Csupán az /iii/ és /iv/ állításo­
kat kell bizonyítanunk.

Bem elfajult konfigurációnál a 4.1. Ábrák alap­
ján minden elképzelhető esetben egyszerűen ellenőriz­
hető /4.6/ az ábrák alatt feltünteti formulák alap­
ján, amelyek viszont a ciklusvégződésekre érvényes 
/3.6/ formulákból következnek. A periodikus ütemter­
vekre /4.7/ a /4.6/-ból következik a /3.2/ szerint.
A /4.8/ legegyszerűbben a /4.6/ helyet­
tesítésével ellenőrizhető, amikor aa/pa adódik.
A 4.1. Táblázat a 4.1. Ábrák alapján ellenőrizhető. 
Végülis csak elfajult esetekben marad /4.6/ és a táb­
lázat ellenőrzése. A 7Í& értékét csak bizonyos el­
fajulásoknál lehet problematikus számítani, amikor 
egyszerű helyettesités határozatlanságot eredményez.
Ez a nulla eset, amelyben o/o=0 megállapodást kell al­
kalmazni /4.8/ érvényességéhez.

nulla konfigurációnál cü*=/1 ,o/, kl*=0, 
a /4.6/ triviálisan a p =0 periodushosszat-L ^mm" Л. d

szolgáltatja. A o/o=0 megállapodással <3=0 adódik acl
3. Fejezet 3. Megállapodásával összhangban. R-^g^és 1^12 
a lehetséges ütemtervek. ? i > 0 > aegenerált
esetben Ú3*=/1,о/, A*= ̂  £*= 6 Q, w|=/l,o/,
A*=0= 2» ®*о* azon^an a 2. Megállapodást figyelem-
be kell venni. A /4.9/ táblázat lehetséges értékei most:
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a в/6'/ бк3-а j s)t'a e t
ц(а) ä )3-а Megjegyzés

a=l
s.

б

’1

/ у

О г 1 R111
Következetesség!

а=»2

> у

в.-

s.

б, / \ /

2.Megállapodás

Következetesség !

Br T R212

A táblázatunk sa=s-̂  és s2 mellett mutatja a /4.9/ 
adatait. A hat közül négy változat a 2. Megállapodás és 
a következetesség miatt nem megvalósitható. A két érvé­
nyes R ^ n  és R222 ese"t̂ en rendre p^= és /4^=1 ered­
ményeként а és /4.8/-ból 2Í =1 helyes eredményeket
kapjuk. А ^  > 0, Г g=0 az /ii/ eset, amelyre formuláink 
nem érvényesek. Ugyancsak nem értelmezhetők a /4.3/ kü­
lönleges esetre sem.

$  -S
-  -  1 * 2 függök, esetben a /4.5/ megoldásai CûÎTs/k^^» k^/ és

•»2=0, ^  v 2> 0 , de V., , л7п racionálisan össze-
a Су Г J-JL' X

i=/ki, к^_±/ , ha V 2=ki/k2, k^, k2 >0, relativ
és p1=p2=k2 ̂ гкд^ v/2.

^ - i " '  Äi* "3 
prim egészek. Ekkor
Mivel б?= в*, e

a*= л*=о
v2_ ezért csak а /4.9/а/ esetek lehetsé­

gesek a következetesség mellett, igy a kapott p&-k való­
ban helyesek. $ 2=0 triviális.

V0.
hetséges.

^1 ̂ 2^ ̂  esetek közül még több elfajult le-

**[ 1 '1í 2 > 0 » ^  =° esetben £>*=/1,0/, y±9
i=l,2, és csak két R^-^ ®s ^222 következetes

ütemterv van а /4.9/а/ eseteknek megfelelően p = V ,
rr a aao= ̂  d » 0=1, a=l,2, helyes jellemzőkkel.cl í; cl cl
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^ J  ̂ 2>( »̂ ^д_=0 esetben ^=/1,0/, ^*=/l,
/v.o.a 3*15. Lemma utáni 3» Megjegyzéssel/, A*= £

7 2 - Л 2= *1 2+l“yf Î 1 4 *1 >6 l= ^o* *̂2= ̂ l,o*
A /4.9/ táblázat érvényes adatai

6a a/^/ S3-a Ĉ a ^3-a a цСа)U3-a
a=l £0 S1 - - 1 0 0 \

a=2
í 1,0 B2 - - 1

- <4
0
9-

l Á i í b i
6,1,0 S1 ^ 0 S2 1 ЧйН• Л n _L 12

y - ,  - y—  - ^1— •* 1 * ^2" v2* J-‘-J-cuvc
P2= "c’2+/^“ 2! 7 p  /'̂ 1 értékek a 3.3» Ábrán ellenőriz­
hetők. Ugyanigy ellenőrizhetők a /4.8/ alapján nyert
tf1=l, ~62=/^2+ J  7 1 ^ ̂ 2» illetve 2f2= 1

hatékonyságok is.
A /iv/ állitás nyilvánvaló, hiszen a /4.9/ táblázat­

beli értékeket és § =1 értékeket helyettesitve, a /4.6*/- 
/4.8*/ átmennek a /ii/ alatti egyenlőségekbe. Ezzel minden 
lehetséges konfiguráció-tipusra igazoltuk tételünket. Q.e.d,

E tétel jelentőségét az /iii/ és /iv/ alatti állí­
tások, formulák adják meg, amelyeknek interpretációja a 
következő. Ha eltekintünk a /4. 6/-j4.8/ formuláknak a /4.9/ 
táblázathoz való kapcsolatától, akkor a periodushosszra és 
a hatékonyságra

/4.6"/

/4.8"/
P- C* 1 W  P*2 *2**2
W  1- -l1 /Ü(1)+A- ^2P
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formulák irhatok', fel, ahol a Q j o b - f o l y a m  egy
periódusban kiszolgált igényciklusainak száma. így

azt az időt ad ja, mialatt Qr^ kiszolgálás alatt 1 a |-j ̂  ̂ ^
áll. th időtartamban tehát Q nem áll kiszolgálás alatt,
ennyi késleltetést szenved.

Tudjuk, hogy ha a job-folyam zavartalanul üte-
meződik, akkor az ^ "4= /'?^/^ terhelést jelent a P^ 
processzor számára. Ha mindkét job-folyam egymás zavará­
sa /késleltetése/ nélkül ütemezhető, akkor együtt

-6+max v J

terhelést jelentenek. Ez egyébként bármely ütemterv ha­
tékonyságának felső határa. Ha ez 1-nél nagyobb, az együt­
tes zavartalan ütemezés nem képzelhető el, amint ezt már 
a /3*5/ formula kifejezte.

Ha a job-folyam periódusonként IP késleltetést 
szenved, akkor az általa támasztott terhelés P^ procesz- 
szoron

P

lesz, amint ezt /4.8/ kifejezi.
Amikor nem áll kiszolgálás alatt, biztosan a 

P, processzorra vár. А Рд processzor ilyenkor vagy a 
q43-Í) job-folyamot szolgálja ki, vagy tétlenül várja an­
nak kiszolgálásra készségét. Ha tétlen szakasz előfordul, 
akkor a cP job-folyannak nemcsak ezt, hanem még egy 
A^^-task kiszolgálását is meg kell várnia, vagyis 
IP > ^  Ebből következik, hogy egy természetes ütem­
terv akkor és csak akkor nem szoros, ha az

Ul > 122 és u2 > ’?1
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közül legalább egyik teljesül. A P^ processzoron a 
"lazaságot" a

ф=тах /О.йд- \2 / +max/0 ,U2- ̂  ±/

formula adja meg. A Рд processzor ilyen "laza" sza­
kaszait az jellemzi, hogy a P-ĝ  és P^2 processzorok 
közül ilyenkor csak az egyik aktiv, ellentétben a szo­
ros szakaszokkal, amikor Рд csak úgy lehet tétlen, hogy 
mindkét job-folyam P-g-kiszolgálás alatt áll.

A /iv/ esetben а /4»6V és /4*8*/ értelmezése 
annyiban eltérő, hogy a paraméterek a 3«Pejezet 2. Meg­
állapodása nélküli ciklusszámot és késleltetést jelen­
tenek, amelyeket a megfelelő Ъ érték korrigál a 
2.Megállapodásnak megfelelően helyes értékekre.

A 3-5. pontban definiált R . a=l,2, összefüggő 
prioritásos ütemtervekről láttuk, hogy azok éppen a 
szoros és következetes természetes ütemtervek /3*6. Té­
tel/.

A 4.3» Tétel interpretációja 
mutatja, hogy az RaQ ütemterveknél isi,2,
mindig fennáll. Vezessük be az

mennyiségeket. Ezek a Çp̂  job-folyamok relativ késlelte­
tését adják meg az R„ _ ütemtervben. Vezessük be az

cl^ О

vektort /késleltetés-vektor/ és

vektort /ciklusszám-vektor/ , mint az R üt sít érv jellem­a,o
zőit periodikus esetben.
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Ezeket együtt jelölje a

n H = / ^  , (Jj?; £.<§’/,

jellemző-vektor.
A teljesség kedvéért legyen még

u*1'* / 4 ^  , u|V

és jelenthesse a

a—1, 2,

vektort is. Ez utóbbi természetesen adott a=l,2 mellett nem
egyértelmű, hanem a /4.9/ táblázat szerint az s£oJ=sa döntésen

kivül még függhet két további kritikus döntéstől is.
Az R л ütemterveknél a kritikus döntések az első а,о

sfo? döntés kivételével egyértelműen meghatározottak 
a következőképpen. sCol-tói függetlenül s/&± /=s±,
i=l,2, és s>fo7=sa esetén s(6Q)= в a»
A 4*3» Lemma szerint az s^ döntéssel kezdődő határozott 
szakasz jellegzetes szituációja a 4.3» Ábráról olvasha- 
tó le és A *  által meghatározott. Figyelembe véve a3é
fentieket, az s döntést az s döntés követi, haa a
0 ■£ Á *  - У ̂ , 6*  ̂és szituációk/ és az s^ _a  t a  lel d j U  ^  U J ""cL

döntés követi, ha ^s.-4  ̂®3-a. о ®s fi 3-a szi“
tuációk/. Ennek megfelelően a Ô® szituációt 0^,
illetve ()0~a) szituáció követi. Az első esetben R& Q
periódusa Í3 ̂  tipusú és azt az 6o* megoldása
teljesen meghatározza. A második esetben a periódus a 

0 jellegzetes szituációtól /is/ függ.
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На б** / 6 , akkor s/6Ç / független az s{o]=sJ — &  О  и2“ с1 а.
döntéstől, ezért R és R, л ütemtervekben azonosa,о 3-a,o
és igy R& Q&  R^_a Q» azonos periódussal, amely о ^_a
típusától függ* Q esetén / és-?_a *',5-a Гз_а) • ^~n-a)
O n  n szituációk/ a periódus tipusa 0 ̂  's— <5̂  ,
amelyet az CG *_a megoldás határoz meg. ^3-aJÍ b5-a~^
esetén / ̂  és A, szituációk/ pedig —  6^~^-0^а^â j O  Г cl _  __
tipusú lesz a periódus, amelyet az Co*+ összeg
határoz meg. 6?_a= '6Q esetén az R& periódusát az 

Q/=sa következtében ismét a ő>" -—  fr'Ö-a^
szituációrákövetkezés jellemzi és az 6)*+ CG? Q összeg 
határozza meg. Ezzel lényegében bizonyítottuk a követ­
kező alaptételt az Re ütemtervekre vonatkozóan.

4.4. Tétel: Az R& Q, a=l,2, összefüggő-prioritásos ütem­
tervek, a /4*3/ különleges eset kivételével,mindig 
periodikusak, és a /4*4/ esetek kivételével,jellem­
zőik az alábbiak:

A periodushossz

/4.11/ Pa= f f t 1+íP) ^  -T2+£|’ 7 x ,

a Рд- foglaltság

/4.12/ aa=|^'l’ 1 1+ 4 2

és a hatékonyság

а .«/ is =/i-£Çl^.//)+/i.^|l^/3í2).a Pa pa
ahol а П^ а) jellemző-vektor komponensei

/ с о « ,  ha о^Л«й-г1
P  = j S J « , h a  , O í A ^ 5 2

l CG * + ö*,ha
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/4.14/

[ A  j со
,

2 *

ha О £ ,\2 < Л * -
ha О - ^ 2  ~ 42

(aJ

/4.15/5

У г

+ (xJt , h a • l:
A*

h a  e  60*— 1 /
’ ь  ’
R

- , 0 / 1? h a  (Xla) = ő o *

л*
2  7 l

/, h a  |\дХа ) = 6 0 *

ahol megállapodás szerint legyen o/0=0.
A /4.4/ esetekben /4.11/ mindkét jobboldalához 

S'ti és /4.12/ jobboldalához S ̂  hozzáadandó és

r (1)= r í2) = 60* , ha j=l, 
60 * , ha j =2.

Bizonyítás: A /4.11/ ekvivalens,/4.10/ definició alap- 
ján?az igazolt /4.6/ formulával. A /4.12/ azo­
nos /4.7/-tel és a /4.13/ a /4.8/ megfelelője.
А komponensek formuláit az imént már be­
láttuk. A /4.9/ táblázatból és а /4.Ю/ definició- 
ból azonban az В formulái is azonnal adódnak, 
ugyanis azokat a /4.6/-ba helyettesítve a /4.9/ 
táblázatbeli Ua értékeket kapjuk vissza. Az utol­
só állitás nyilvánvaló a 4.3« Tétel /iv/ állitása 
alapján.

Q»e,d.



45

4.2. A konfigurációk redukciói: Ф ^-redukciók.

A 4.1. pont eredményei mutatják,hogy az össze­
függő-optimális ütemterv a következtés természetes 
ütemtervek egyike. A következetes természetes ütem­
tervek száma maximum hat és azok maximum három haté­
konyságot képviselnek. A /4.3/ különleges eset kivé­
telével mind periodikusak. A /4.4/ esetektől eltekint­
ve az ütemtervek jellemzőit a /4.5/ egyenlőtlenségek 
legkisebb megoldásai szolgáltatják а П ^  jellem­
ző-vektorok, vagy a /4.6/ periodushossz és /4.8/ ha­
tékonyság formájában /4.3« Tétel/.

Az összefüggő ütemtervek kvantitatív viszonyai­
nak tisztításához tehát a két /4.5/ alatti egyenlőt­
lenség legkisebb bó*£./±,o/ , a=l,2, meg-
oldását kell meghatározni. Ezeket a 2. Fejezet ered­
ményei alapján megkaphatjuk. A 2.7. Tétel szerint a 
megoldás a ' T ~ / s z á m  legjobb baloldali közeli­
tő megoldásai /LBKM/ _ ß 0 halmazából a В/ОД/KIFM-Al- 
goritmussal választható ki.

Az alábbiakban egy alternativ módszert tárgya­
lunk összefüggő periodikus ütemtervek jellemzőinek meg­
határozására. Ez a módszer a Q €. Q, konfigurációk 
transzformációin alapszik, amelyekkel redukáljuk Q para­
métereit, A redukció emlékeztet a lánctörtfejtés algorit 
musára és annak egyik általánositásaként fogható fel.
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Tetszőleges; Qé ф konfigurációra definiáljuk a 
í>a, a=l,2, operátorokat a következőképpen:
A í> Q konfiguráció legyen a Q,-nak az acl

/4.16/ ^  = / f ?  ! ! f f  ! V f  / É ft

eleme, amelynek paramétereit és egy tKL/tH  , fial/ 
egész párat a

Q= / ^ j  ^ 2 > 4

paramétereivel az alábbi módon határozunk meg:

/4.17/

V *  , ahol

i Ç > 0  egész és ^3-a * ha ^З-а'5'0*
és Д а , ha T 3_a=0;

* 3 - "  * £ . * * $ £ .  , ahol
{^_а *0 egész és Oi-^La<,cÇ  . ha ? Ç > 0 ,

^ L a=0 ée $f_a= 3 3_a . ha ?<4=0.

Nevezzük 3öa~t redukciós operátornak, vagy redukciónak, 
alkalmazását í) -redukciós lépésnek, az , £*•?/

d  p_-* -I u
egész párat pedig hányadosoknak. £ M é O ,  j=l,2.cJ

Azt mondjuk, hogy a í) operátor a Q konfigurációracl
hatásos, ha ttál l[ál > 0



és hatástalan, ha

+ t f  =0.

A /4*17/ definícióból következik, hogy

л7, ^ л7,, j=l» 2.

[̂a] Q-.
Hatásosság esetén legalább az egyik j-re -v <  v- J Jvagyis a paraméter redukálódik. Ez indokolja а £ & elne­

vezését. Ha 3b hatástalan Q-ra, akkor 8

cP A Í Q=Q ,d
a konfigurációt változatlanul hagyja.

A szokásos módon értelmezhetők a í)& operátor hat­
ványai, mint ismételt alkalmazás és legyen 

n k k-1
3b° QAQ, í>a Q^Da /Í)a Q / » k=l,2,... .

Nyilvánvaló a definíció alapján, hogy operátor 
bármely QéQ,-ra korlátlanul sokszor alkalmazható egy­
más után. Elvileg két lehetőség van: mindig hatásos, 
vagy egy V+l-edik alkalmazás már hatástalan, VáO,

Nyilvánvaló» hogy ha egyszer 3b hatástalan, akkor 
tovább már mindig az, hiszen 2) Q=Q folytán
ÍL/JÖ Q/- 3b Q =Q. Ez azt jelenti, hogy bármely Q€Q, kon- 8. 8 8
figurációhoz definiálható az az első V0^ 0 egész, amely-V , anél í) ao konfigurációra 3) operátor már hatástalan, a  ̂ »Ezt nevezzük a Q konfiguráció 3) -összetettségi fokának.d
Ez lehet végtelen is.

Ugyanakkor legyen
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a Q konfiguráció'2) -redukáltja, feltéve, hogy V& véges.
Ha í) a Q-ra hatástalan, akkor Q: 3Ö -Összetettsági foka 8 **
V =0 , és Q í) -redukált, önmagának a 2).-redukáltja.8 ~“8 8

A /4.17/ definició szerint Q akkor és csak akkor
2) -redukált, ha a

0 - \  < ^ З - а ’ va®  ^З-а“0

és O í  ^a' vasy ^ a “0*

Az utóbbi esetben T  ̂  helyett T a szerepelhet, mi­
vel = T  . E két feltételsor ekvivalens a8 8

/4.18/ 0 — ̂  <  Г з_± , i=l,2, vagy r i ^ 2=°

feltétellel, amelyeket a 4.6. Ábrán szemléltetünk. 
Igazoljuk ezt egy lemma formájában.

4.4. Lemma: A 3b_, a=l,2, operátorok egyszerre hatásta-' 8
lanok a Q£ Q, konfigurációra mégpedig akkor és 
csak akkor, ha a /4.18/ feltétel teljesül.

Bizonvitás : Ha ГГ. =0 , akkor /4.17/ alatt ’
ezért £ CaJ=0 és T Га1 = T 7 . Ekkor ^  sOa a a ^—a a
is nyilvánvaló és igy .£ 3-a -̂Saz*
Ha T'1 'C'2 >°, de 0 - ^ 3-i» i=1»2> teljesül,
akkor /4.17/ alatt a O-á'Ok < 'Ch és Го =0a j>-a ^-a
feltételek közül egyik teljesül, igy
•CCa:Lo, 'T . Ekkor a 0 ^  < 'C ésa ’ a a 3-a a

/2T =0 közül is teljesül 8 egy. így
tif_ a =0 is igaz. /4.18/ esetén tehát 2)& hatásta­
lan. /4.17/ szerint 6*g=0 pontosan akkor lesz, ha

>0 és O í ^  és^ 3_a=° vagy 3-a a 3-a
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£>l~aI _q pontosan akkor, ha T  =0, vagy
3-a a

'V > 0 és E feltételpárok bármelycl ^ “ 3. cl

kombinációja maga után vonja a /4.18/ teljesülését.

Q » e t d 0

A és á)̂  operátorok abban különböznek egymástól, 
hogy náluk a Q  ̂és <P> job-folyamok szerepe megcseré­
lődik. A operátor a ^  paramétert, a operátor a 
Vg paramétert redukálja először.

Vezessük be egy

Q-/V ^
konfiguráció konjugáltjaként a

Ч2>^2/& ®-

4«6. Ábra: A redukált konfigurációk terének szemléltetése.
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konfigurációt, amelynek párámétérértékei

/4.19/ V ? 2  ; 'Э1 = ^ 2 ! V 2 l ! W

E konjugált konfiguráció segitségével a és 
operátorok közötti viszonyt a

/4.20/ á>2-i Q= ík Q , i=l,2,

azonosság fejezi ki, amint ezt a /4.17/ definició alap­
ján könnyen beláthatjuk. Ez az összefüggés lehetővé te­
szi, hogy a és $2 operátor kapcsolatát a operá­
tor Q és Q konjugáltakra történő alkalmazásának kap­
csolatán keresztül vizsgáljuk. E kapcsolat vizsgálatá­
ra később térünk vissza. Mindenesetre ez az összefüggés 
szükségtelenné teszi <í)̂ és Súg külön elemzését.

A továbbiakban a vizsgálatával foglalkozunk.
A jelölések egyszerüsitése érdekében a rá utaló fi] fel 
ső indexeket elhagyjuk és a következő jelöléseket alkal
mázzuk :

Legyenek

№b1

Q k = / ? 1; ^ l , k ; ^ 2; 2̂, k /  » k=0,1
r i , k =  7i +  ^ i , k  » k = 0 »1 » * * * » i = l  » 2
Q o =Q=JÖ0Q  ; Q k =4T  Q , k = l  ,2

( Q )  = {.Q q * ^ i * *^2’ *** ^
C & )  = { ^1,0* ^ 2, o ’ ^ 1,1? ^  2,1 ’ ’ »
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a £>-redukció generálta sorozatok. Nevezzük redukciós 
egyenleteknek a Qk+1 =í)Qk operációt definiáló egyen­
leteket :

^ . к Л . Л . к *  \ k +l- aho1 ex,ki0 egás2 és
°-'®1,к+1< 'Г2,к ’ ha T 2,k>0’

/4.21/ ^l.k+l-^l.k és 4,k=0 > ha r 2,k=0
^2,к“ е2,кГ1,к+1+^ , к +1' aho1 e2,k-° egéa2 és

^2,k+l<ri,k+l » ha r i,k+l>0>

Legyen

0

'®2,k+l= '^2,k éa ^2,k”° - ha r i,k+l=0-

V . 0 £ V sí O0

a Q konfiguráció í)-összetettségi foka.
Szükségünk lesz a következő leminára.

4.5. Lemma: Legyen í . . az _ utáni első olyan-— .... ±,k l,o J
hányados az (t) sorozatban, amelyree. =0
/ 1,k /ha ilyen létezik/;
Amikor /i,k/=/2,o/, akkor

Í5 a
Jö a

Amikor 
Ъ a
CD a-

QQ-tól kezdve hatástalan, 
Q-^-től kezdve hatástalan,

к > 0, akkor
Q^-tól kezdve hatástalan, 
Qr+j-től kezdve hatástalan,

ha í , =01,0
ha оAо•v1—1 

< v>

ha i=1
ha i=2.
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Bizonyítás: На X -, „= _=0, akkor 2) a Q„-tól kezdveJ- j О с- у О  О
hatástalan nyilvánvalóan.

Legyen t2,к» k > 0  az első 0 értékű hányados.
A /4.21/ definíció szerint ekkor vagy k+]=ú, vagy
0-^-, k < q  teljesül, de mindkét esetben
3,2,ká= '92>k’és ^.k+l = r 2,k* Ezért a ^vetkező
3 l,k+l = l l,kfir 2,k+l+ ^l,k+2 eS3'enlet ekvivalens 
a 9 1 , Ы = 1 1 , Ы Т 2 / ^ 1 , Ь !  egyenlettel. Pel- 

tevésünk szerint még 6-, , >0, ami a /4.21/ szerint 
csak 0<  ̂ ^2_ к melle-tt lehet és ezért a /4.21/-
ből 0 < Э4 ,.̂ <€*0 V  Ekkor a fenti egyenletűm: meg-1 ,  K+x  ̂» -K q  q
oldása k+2 =0 és 47 ̂ k+2= к+1. Következéskép­
pen k+2= ̂ l k+1 aĉ ódik, vagyis iß hatástalan a
Qk+2~re » óe nem hatástalan a Q^-ra. k=0 mellett ez 
bizonyítja a lemma első állítását. k>0 mellett legyen 
/i,k/=/l,k/ az első 0 értékű hányados indexe. A /4.21/ 
szerint ^2 k=0 csak ^  ,̂ =0 vagy 0 ^ ^  k < к 
mellett lehet és mindkét esetben -Э̂  k+1= ^ és
<Г1,к+1=<Г1,к# Ezert a ^2,k= ^2,к"Г 1,к+1+ ^2,к+1
egyenlet ekvivalens a k= ^2 k ^ l  k+ *̂2 k+1 е&Уеп”
lettel. Mivel azonban t0 v -, > 0 feltevéseink szerint' j iv ■■ X  ̂ q ^
még igaz, ezért a /4.21/-ben 0 , ■̂'*'2 к-1 ®s

к ^ ̂ *1 к i^T-jesülnek, ezért egyenletünk megoldá-
sa e 2,k=° éa ^2,k+l= "^г.к’ Vasyis ^i,k+ 2 2,k-° 
és í) hatástalan Q^-ra.

Q*e,d,

A következő lemma alapvető a további vizsgálataink­
ban, de önmagában is érdekes, mint a számok lánctörtfejté 
sének hosszával analog eredmény.
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4.6. Lemma: A /4.3/ különleges konfiguráción kivül bár­
mely Qé  Q, konfiguráció 33-összetettségi foka, V^O, 
véges. A konfigurációra Ф már hatástalan.
A /4.3/ különleges konfigurációnál bármely véges

кк esetén í> hatásos Q̂ sá) Q-ra és V=oo , Q^O.

Bizonyítás : Tegyük fel, hogy valamely Q konfigurációra
í) korlátlan sokszor alkalmazva mindig hatásos. Meg­
mutatjuk, hogy Q csak a /4.3/ különleges konfigurá­
ció lehet. Ha JÖ a Q^-ra hatásos, akkor a 4.4. Lemma 
szerint /4.18/ nem teljesül, vagyis

T.1,k 2,к > 0 ,és \ t a r 2it vagy ^2,к ̂ ^ljk'

A 4.5. Lemma szerint az t esetleges kivételével1 j o
í . , > 0, i=l,2, käO, mert különbenit) hatástalan 
lenne a következő konfigurációtól kezdve, ha ^=0 
lépne fel. Ekkor /4.21/-ből

$ > -c + &  ^ 4 + 3l,k 2,k+ 1,k+l l2+ 1, k+1

^2,к -  ~̂1 ,k+l+ ”̂ 2 ,k+l~ 7 !+ ̂ 2  ,k+i*

Vagyis
9. i í. >1,0 1,1

monoton fogyó sorozat, amely alulról korlátos és a 
tagonkénti csökkenése legalább ^ - i *  Ezért ^  3-i>0 
esetén a sorzat nem lehet végtelen tagú. >0 mellett 
tehát а V összetettségi fok csak véges lehet.



-  54 -

Legyen most >£=O.Ha ^  к к“0 »akkor redu­
kált. Legyen tehát minden k> O-ra -0"̂  k -O' 2 k >0.
A /4#21/ redukciós egyenletek alakja ekkor

'& l,k=t l,k'9'2,k+ ’9'l,k+l 

^2,k= ^2,к ^l,k+l+ "^2,k+l

k=0 91 у 0 ф ф •

Bevezetve a

f  2k=-

/4.22/

2k+l‘

^l,k 

^2,к 

_$2,k

1 ,k+l

b 2k=E l,k- k=°>1> •

Ъ 2k+l- ^2,k’ k_0,1> •

jelöléseket, egyenleteink ekvivalensek a
1

/4.23/ fe = t fe+i ’
£ =o,í, ...

rekurziv formulával, ahol
b > 0 és b0 > 1, 6=1,2, ...

Ebből következik, hogy ^» azonban = b
egész azt jelentené, hogy 1 ^l.k3 Ь "®2,k va®  ^2,k= 
b ^  . Az első esetben -6-, , = b-l, £,0 i=°» a máso-A. 9 K + J- л X 9 i l  L- 9 К
dikban v 2 k= b -1, k+i=ü# A 4.5. Lemma szerint mind
két esetben Q^^-töl kezdve Sb már 'hatástalan, ami ellent 
mond feltevéseinknek.
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Vagyis > 1, £=1,2,... és sosem egész. Ezért a
/4.23/ nem egyéb, mint a szám szabályosЛ О 1 j О í. j о

lánctörtfejtésének algoritmusa, amely csak akkor 
lesz végtelen, ha f irracionális. Ez pedig éppen

>oo.a /4.3/ különleges eset. "v\ , ha к
^ i > °  esetén 5 3-i,k-5 3-i-,kli k̂S-°és 9 3-±,k-

"'®'з-х,к+1= ̂ 3-i,k'^'i,k,S '®"di'°’ k=0,1> •••> ellent-
mondanának egymásnak. így -v. , —>0, k-*°°, i=l,2.1 ,K

Q,e * d#

Néha használni fogjuk a

a* i qv= avQ

jelölést egy Q é Q, konfiguráció Й-redukáltjának jelölé- 
sére. Ez mindig létezik és a /4.3/ különleges esetben

Q* = 0 ,

a nulla-konfiguráció.

Vezessük be a következő mennyiségeket:

ои<M1 B_2~l ,
A-l=! . ои1—1 1

FQ

/4.24/ A2k= l̂,kA2k-l+A2k-2 , B2ka l̂,kB2k-l+B2k-2 ,
А2к+Г^2,кА2к+А2к-1 1 B2k+l= 2̂,kB2k+B2k-l ’

k=0$1f 000 •
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/4.25/
e _ /t\ , g _^2,k
Í 2k- - г ^  » 5 2k+l“ ---- , к=0,1, V-l«хГ XT2,к 1,к+1

/4.26/ BH  ̂к Вк-1

/4.27/ си к и i o -ít
вк

Ezekre vonatkozóan igaz a következő lemma. 

4.7. Lemma: Igazak az alábbi összefüggések:

/4.28/ Ак вк - г Ак-1 вк=(-1 ) к_

/4.29/ /Ак, Ак-1/» /Вк» Bk-l/j /Ак
(-i)k/4-30/ S, = ------- , к=0,1
вк Ч +1

/4.31/
^l,k"B2k-2 ^  l,o-A2k-2 ^2,0

^2,k"“B2k-l^"l,o+A2k-l C 2,о » K'°’1 ’

"Г 1,о_А2к-1/Г1,к+ A2k-2 ^*2,к k-0,1, ...

^Г2,о=В2к-1/С1,к+ B2k-2 ^2,к
/4.32/
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^ l j O ^ k - l  C l,k+l+A2kT 2,k
/4.33/ k=0,1,...

^Г2,о=В2к-1^С1,к+1+В2к'С'2,к .

Bizonyítás: A /4.29/ következik a /4.28/-ból. /4.30/ 
a következőképpen igazolható /4.28/, /4.32/ és 
/4.33/ alapján:

§ r l-o _ A2k ^k-l^l.k+l+^k^.k _ A2k =
2k ^2,0 ^2k B2k-1 ̂  1,k+l+B2k ̂ 2,к ^2k

A2k+1
B2k+1

^B2k+1 ,k+l+B2k^ 2 ,k+l/B2k+l B2k+lB2k+2

e *~/A2kB2k~l*"A2k-lB2k^^l.k+l _ 1
^B2k-l^l,k+l+B2k/̂_2,k^B2k B2kB2k+l

a ̂ l,o _ A2k+1 e A2k+1 Г 1.к+1+А2к ̂ .k+l 
2k+1 ^ 2,0 B2k+1 B2k+1 ̂ 1, k+l+B2k ̂42, k+1

"^A2k+lB2k~A2kB2k+l/ Г 2.к+1________ ~}_

Hátra van még a /4.28/, /4.31/-/4.33/ formu­
lák igazolása. Ezt teljes indukcióval végezzük. 
k=-l,0 értékekre a /4.24/ alapján /4.28/ ellenőriz­
hető. Ugyancsak /4.24/ alapján /4.31/-/4.33/ min­
degyike azonossággá válik, tehát igaz. Tegyük fel, 
a formulák igazak k-ig bezárólag.
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Bizonyítjuk, k+l-re. , és , egészek1 ) K  L j i í
/4*21/ szerinti értékei esetén a

'T _ £. tr + T  1 ,k~ l,k 2,k+ l,k+l

/4,34/ ^ 2  ,k= ^2,к ̂ l,k+l+ ̂ 2,к+1

^l,k= /1+^l,k ̂ 2,k/Tri,k+l+^l,k^2,k+l

összefüggések mindig igazak, függetlenül attól,
hogy "t • , bármelyike 0 lehet, A /4.24/-/4. 27/

Q * * ?definíciók is függetlenek v . , értékek 0 voltá-1 fik.
tói* Természetesen ТГ. konstans, haí, к
k>V, es A2k=A2k_2 , B2k=B2k-2 » A2k+l=A2k-l*

B2k+l=B2k-l * ha k>Ve

Használva a

b2k" ̂ l,k » b2k+l“ ^ 2,k* •
jelöléseket

Ak+i Bk-Ak Bk+i=/bkAk+Ak-i/Bk ' V bA +Bk-i/=

- /AkBk-i'Ak-iBk/=_/‘1/k”1==/'1/k

bizonyltja /4*28/-at.
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/4.34/-et /4»32/-Ье helyettesítve

tri,o"A2k-l/^l,kT '2,k+/ri,k+l/ + А2к-2Г 2,к:

“^l,kA2k-l+A2k-2^ Г 2,к+ A2k-l^l, k+1

"A2k-1T 1,k+l+A2k *^2,к

bizonyltja /4.33/-at. A /4.34/-et /4.33/-ba helyette­
sítve

^ » o ^ k - l ^ l . k + l  + A2k 1 ̂  2,кГ 1,к+1+ Г 2,к+1/=

=^2,kA2k+A2k-l/̂ l , k + l + Á2k ̂ 2,k+l=

" Á2k+l^l,k+l + А2к'Г 2,к+1

bizonyltja /4.32/-t. A /4#31/ a /4*32/ megoldása 
'É'l к változókra a /4.28/ felhasználásával.

Q#e*d,

1. Megjegyzés: Ez a lemma analóg eredményeket emel 
ki egy szám lánctörtfej lésében szereplő összefüggé­
sekkel, amelyeket a 2.4. pontban soroltunk fel. A 
/4*30/ kivételével, ezeket később felhasználjuk.

2. Megjegyzés: A lemma formulái tetszőleges Q=Qq 
és tetszőleges к esetén érvényesek, függetlenül Qq 
elfajultságától, összetettségi fokától. Legfeljebb 
azonosságokat fejez ki. Ez azt jelenti, hogy a /4.28/- 
/4.33/ formulákban nem az indexek nagysága, hanem az
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indexes mennyiségek nagysága a lényeges. így elegendő 
azt tudnunk, hogy kiV, akkor ezek az összefüggések 
к tényleges értékétől függetlenül a Qq és a Qv redu­
kált konfiguráció jellemzői közötti összefüggést ad­
ják meg.

3.Megjegyzés : Miután a /4*34/ egyenletpár determinánsa
1, abból 'T’1 k+1, V 2 k+1 kifejezhetők a k és 
segítségével :

2,к

/4.35/ ^ljk+l" ^1,4" ^l,k ^ 2 , к

'Г 2ук+1=~ ^ 2 ,k 'Г 1,к+/1+^1,к ^2,^ ^г.к*

A 4.7. Lemma lehetővé teszi, hogy összefüggést 
nyerjünk egy Q6 Q, konfiguráció és a Qk=DkQ transz­
formáltak ütemterveinek jellemzői között. LegyenS egy 
adott következetes természetes ütemezési stratégia, 
amely egyértelműen meghatározza minden konfigurációra 
a szabad első kritikus döntéseket.

Legyen
M  = ( v  Ri> ••• }

az R, =s/Qt / , k=0,l, ..., ütemtervek sorozata az S 
stratégia szerint. A 4.2. Lemma szerint a következetes 
természetes S stratégiák száma hat, hiszen maximálisan 
három kritikus szituációban lehet két-két döntés közül 
szabadon választani. Az s£oJ első döntés az ütemezéseket 
két osztályra bontja, amelyben Qp^ és çf^ job-folyamok 
szerepe pontosan forditott, ezért az egész Q, konfigurá­
ció-téren elegendő az s[oJ=s^ első döntésű stratégiákat 
vizsgálni.
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A 4.3» Tétel szerint az ütemtervek jellemzőit

/4.36/ 0 ” ^ . k ^ i . k ^ i . k ^ - i . k “ ^» 1-1*2

egyenlőtlenség-pár legkisebb

/4.37/

* Лfeltétel melletti 60 ? , megoldásai és azok ^  . ,1 j К 1 j KI
hibái határozzák meg. Vizsgáljuk meg a különböző к 
melletti megoldások egymás közötti kapcsolatát.

Legyen

/4.38/ A i,k=Ei,k'C'i,k-Ai,k'r 3-i,lc

a /4.36/ egy V megoldásának hibája. Helyettesit-1 , К
sük itt a /4.34/ formulákat i=l,2 mellett. Ekkor

Л 1,к= / ^1+ ^l,k^2,k^ Bl,k“ ^2,kAl,k/^l,k+l“ 
“/ Л , к В1,к+А1,к/Г 2,к+1’

^  2,k=/B2,k“ ̂ 1,kA2,к/Г2,k+l" ^“^2,kB2,k+^1+^l,к ̂2, кУА2,к /' 
^2,k+l*

Ez azt jelenti, hogy a

/4.39/
В1,к+Г /1+^l,k ^2,k/Bl,k" ̂  2,kAl,k

A1,k+l“"^l,kBl,k+Al,k*

illetve
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/4.39V
B2,k+l~B2,k“ ̂ l,k A2,k

A2,k+l=-^2,kB2,k+ /1+^l,k^2,k/ A2,k

formulák a

/4.361/ O^B, w  .1 — Ä

egyenlőtlenségek egy-egy  ̂k+1 i=l,2, egyértelmű meg­
oldását határozzák meg, amelynek

A  -B 'C - A 'ÍTi,k+l i,k+l i ,k+l i,k+l 3-i »k+1/4.38V

hibája megegyezik a /4.38/ megfelelőjével, azaz

/4.40/ Ai, k+l i=l,2, k=0,1, ... «

Mivel a /4.39/ és /4.39*/ transzformációk determinán­
sa 1, ezért £0. , -, egyértelműen meghatározza a /4*38/
egy azonos hibával rendelkező megoldását a /4.39/ és /4.39*/- 
ből nyerhető

/4.41/
Bl,k"Bl,k+l+^2,k Al,k+1

A-, , 1 B-. , -, +  / 1+  ^  V ^  о  i - /  V , пl,k l,k l,k+l l,k 2,k l,k+l

/4.41V
B2,k~ /l+^l,k^'2,k/ B2,k+l+ ^l,k A2,k+1 

Á2,k=  ̂2,k B2,k+1 + A2,k+l

formulák segítségével
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A 4.3* Tétel szerint ütemtervek jellemzőit a 
/4.36/ egyenlőtlenségek /4*37/ feltétel melletti leg­
kisebb megoldásai határozzák meg. Ezért ezek összefüg­
gését kell vizsgálnunk. Először bizonyltunk egy lemmát.

4.8. Lemma: Valamely Q£ Q, konfiguráció Q^, Qk+^^TQ),
kiO, transzformáltjaira a /4.36/ és /4.36V egyen­
lőtlenségek megoldásaira vonatkozólag a következők 
igazak :
/А/ A /4.39/ vagy /4.41/ és a /4.39*/ vagy /4.41*/ 
összefüggések egy-egyértelmü megfeleltetést létesí­
tenek az egyenlőtlenségek ^ és 60^ .̂+]_ ,
i=l, illetve 2, megoldásai között; a megfelelő meg­
oldások hibája azonos:

^i,k " Л  i,k+l » 1-1,2 '

/ В /  A z  6 0  ̂  k = / 0 , 0 /  é s  k + 1 = / 0 , 0 /  e g y m á s n a k
f e l e l n e k  m e g  ;

/ С /  A z  6 0  ^ k + 1 > / 0 , 0 /  h a l m a z n a k  a z  с о  ^ ^ > / 0 , 0 /  
r é s z h a l m a z a  f e l e l  m e g  é s  v i s z o n t ,  k i v é v e  a

/ 4 . 4 2 /  Q k = / ^ 1 ; ^ l , k  ^ 7 2 + ^ 2 , k  ^ 1 ^ ; ^ 2 ; ^ 2 , k ^ l /

k o n f i g u r á c i ó t ,  a m e l y n é l

/ а /  ^ 2  ±'>  0  e s e t é n  i = 2  m e l l e t t  a z

^2,k= /1+ li.k Л >0/

megoldásnak az 

megoldás felel meg,
U 2,ktr  Z1''1'
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/Ь/ В 2 Is0* ^1 к°?2 ^  ̂ese^®n i=l mellett az

w i,r/ 1. e i,k

megoldásnak az

^ 1  ,k+l~ Z1»"1/

megoldás felel meg.

/D/ Az 60 . , , ^ /1,0/ halmaznak az OJ ^/1,0 /1 f J£+-L 1 jh
részhalmaza felel meg és viszont, kivéve а /С /  alatti 
kivételes eseteket és

/а/ i=l esetben a

/4.43/ Qk= / \ г k í z>k) +i? V-

konfigurációt, ahol 62 k (^i + ̂  k+1 -̂> 0, és amelynél 

^ l , k = ^ 2 , к A1,k+1 * ^1+^l,k  ̂2, k^ ^.k+l^ >/1,0/
az

/ A1 ,k+l >0/,

megoldásoknak az 

60 i,k+i = /0> Ai,k+i / > / 0 ’0/

megoldások felelnek meg , 
/Ъ/ i=2 esetben a
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/4.43 / Qk"/0; ^l,k ^ 2 +Л^2,к+1^ ;? 2 ;/̂ 2,k+l/
konfigurációt, ahol - 0 k ^ 2 + ^2 k +1^0 > és melynél
az

^г.к“ ̂ l , k  A2,k+1* A2,k+/>/l,C)/ » ^A2,k+l>0/r?
megoldásoknak az

^ » к + Г " / 0 » A2,k+l/> /°»°/

megoldások felelnek meg.

/Е/ /а/ A /C/a,b/ kivételes esetekben

Qk+1=/I2l; °* ̂  2* °/ és az W i,k+1 =/l»o/

megoldása /4.36*/-nek, amelyhez a /4.41/ és /4.41*/ 
a /4.36/-nak az
/4.44/ W i , r / l l i , t /.
illetve az

/4.44V 60 - / 1 + 0  0 0 /2,k~ ' I.V p . v » p_ w1,к 2,к» 2,к'

megoldását rendeli. Ezekre a hibák 

/4.45/ 2,к" 2,k+l= ̂ 2

/о/ A /D/а,b/ kivételes esetekben 

/4.46/ ^k+l=^ l ’^l,k+l’ O»0/ » illegve

Qk+l=//u; 0; Ï 2 ;^2,k+l/ »

és a /4.36*/-nek nincs 63^ ^+1 ^/l,0/ megoldása, ha
^i,k+i >0-
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'9*. , , =0 esetben az СО. , ,= /1,0/ megoldása ai,k+l i,k+l °
/4*36V-nak, amelynek a /4.36/ /4.44/ és /4.44*/ meg­
oldásai felelnek meg a /4.45/ hibákkal.

Bizonyítás : Az /А/ állitást korábban már beláttuk:
a /4.39/ és /4.39V  éppen úgy definiálja az
^ijk+l meS°ldást> h°gy ^i,k= A  i k+1 leSyen*
Az egyértelműség következik abból, hogy a transz- 
formációk determinánsa 1.

А /В/ állitás ugyanennek a ténynek a követ­
kezménye.

А /С/ állitás első része következik a /4.41/ 
és /4.41V  formulákból, amelyek szerint 40. , az 
Có - -, monoton függvénye az általunk használt rész-1 9 K+J-
ben rendezési reláció szerint. Ugyanebből következik 
a /D/ állitás első része.

Most bizonyltjuk а /С/ állitás második részét, 
vagyis azt, hogy a /4.39/ és /4.39V az 60 ̂  k >/0,0/ 
megoldásoknak kon k+1>/0,0/ megoldásokat feleltet 
meg az /а/ és /Ь/ kivételes eseteken kivül.

Ha aí) operátor a QK konfigurációra hatásta­
lan, akkor  ̂ ^2 > = 0 és a /4.39/-/4.41 */
formulák azonosságokká válnak: 60 СО  ̂ >/0,0/
egyszerre teljesül.

Legyen tehát X) hatásos és .,>/0,0/.
60i ^+д_-/б,0/ lehetetlen, mert akkor a /4.41/, /4.41*/
«  é / 0 ,°/ megoldást adna.

Legyen tehát B±>k+1 Ai>k+1<0.
A B± k+-̂ <6 0 , A^ > 0 lehetetlen hiszen

A i,k+1= Bi,k+1 Г  i,k+l“Ai,k+l ^ 3-i»k+1 ^ 0ekkor
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lenne, ami ellentmondás, mert /C\ y+i= k+i=0
csak *C. ,= Cl . =0 esetben lehetne, amikoris1,K
ÍD hatástalan, vagy A^ y= ̂ ^ 0 lenne, ami 
ellentmond a /4.36/ egyenlőtlenségnek.

Marad tehát a íh .̂+^>0, eset.
Ekkor

^  i,k+l-Bi,k+l ̂ *i,k+l“Ai,k+l ̂ *3_i»k+1 ̂  k+]_+
3̂-i.k+l̂ V. '
А Л  = Л. , -> 17 ellentmond a /4.36/i,k i,k+l t

egyenlőtlenségnek, igy tehát

Л  . = A . л =i,k i,k+l *

lehet csak. Ennek feltétele

/ä/ Bi,k+l=1 ’ Ai,k+1=_'1» ^i,k+l=° ’ ^3-i,lc+l=0e
*1 =0 kizárt, mert akkor ^к=^к+]_=6 a nulla-konfigu­

ráció lenne, amelyre «£) hatástalan. így ^>0.
A /4.41/ és /4.41 V-be az j_ >ic+1=/l ,_1// 

értéket helyettesítve az

/**/ ^l,k= //l“^2,k» ^ l,k ̂ -1“ ^2,k^ "1//*
Ó02,k= / 1+^i,k ( ̂  2,k-1^ » ^г.к“1/

megoldásokat nyerjük.
Az СО >/0,0/ feltételből1 ,K

íp.k=°- e i.k> 0  és " i . k - / 1* ti.k-1/ * / 1-0/
értékek adódnak
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Ebből a /ikj és a /4.21/ definíciók figyelembevéte­
lével

^2,k= ^2,к ̂  1 ,k+l=0* ^l,k= ^l,k C 2,k= ̂ l,k У 2’ 

azaz Qk=í/'7̂ j ^ 1 ,k°2- 2; ^ 2 ; 0y/' ^ l , k ? 2 > 0 * mert ku“
lönben -O'l,k=0 lenne és Q, -ra a 3D hatástalan len­
ne. Ezzel a /С/b/ állitást bizonyítottuk.

Az 602 k > /0,0/ feltételből
^2 k >0 adódik, ami maga után vonja £0 ̂ ^/±,0/ 

reláció teljesülését. A /■#/ és /4.21/ figyelembevéte­
lével

^2,k= ^ 2,к ̂ "l,k+l= ^2,k^ 1*’ ^1,k= ̂ 1,k ^ 2 + ̂  2,к »

azaz Qk=/‘î1; ^ ljk Í72+ ̂ 2,k ̂  1^ ; ^ 2 ; ^ 2,k^ 1 ̂  ' 
t 2 ic12i'>0» hiszen h 2 k >0 feltétele 40 2 k>/0,0/ - 

nak és Y  i=0 esetén pedig Qk=/0; ^  k ^ 2; °/
ф -redukciója nem eredményezne к>0 hányadost.
Ezzel а /С/а/ állitást is igazoltuk.

Egyúttal igazoltuk a /D/ állitás második részé­
nek а /С/ alatti kivételekre vonatkozó részét, mivel 
az 40. >/o,0/ feltétel maga után vonta az
40. , > /1,0/ teljesülését mind а /С/а/,mind а /С/Ь/ 
esetben. Most azonban 40 ^ д^/1,0/ feltételét
keressük, ezért meg kell vizsgálnunk az

40 . , ,s/0, A. , n / , A. , -, >0 ,i,k+l 1 ,ic+l' ’ i,k+l 7
értékek feltételét is. Lehet-e ekkor 40. . s/l,0/?_ -1- »Ji Ha I) a Q^-ra hatástalan, akkor biztosan nem. Egyéb­
ként a

A . . . =-A. , -, , £0i,k+l i,k+l 3-i»k+l
feltételből
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'̂'x • =0 ®s3-1,k+1 A . = A  . =oi,k+l i,k

feltételek következnek. Vagyis

■3-i es '^3_i,k+l"0#

Ha ^3-i k=<̂ lenne» akkori hatástalan lenne 
Qk~ra, ami kizárt. Tovább az i=l és 2 eseteket 
külön kell vizsgálni. ^ .=0 és „ > 0U f &
mindig igaz.

i=l esetén

2=° » ”̂"2,k=^2 ,k^l ,k+l > 0 * ^1 ,k= ̂ 1  ,k ̂  2 ,k+^^"l ,k+l>0/

vagyis

Qk=/̂ 1 ; (1+ ^l,k ̂ 2,kX^l+ ̂ l,k+l^" \ }  Ü; ^2,к
fyl+ ^l,k+l)/»

ahoi ^.k^i+^l.k+l^ > Ü* A /4.41/-ben В1>к+1=0
helyettesítésével ’c A ^ / t r , ^  A1>k+1, ( 1 + ^ >k’e 2§k)
Al,k+l/>/;L»ü/ felel mes az 6°i,k+l= /0 ’Ai,k+i/>/0’0/ 
megoldásnak. Ezzel a /D/а/ eset bizonyítva van.

i=2 esetén

yll=0* ^l.k= ^1.к^2.к> 0 » Г 2.к= Г :2,k" 2,k+1 > 0 ,

vagyis

Qk- / ü ; Elík( î 2+/^2,k+l^ ; ̂ 2 ; ̂ 2,k+1 / » 
^ l , k ^ 2 + ̂ 2,k+l^ > 0 *ahol
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A /4.41'/“ben B2 к+1=0
^°2,к= ^ ̂  1,к А2,к+1’ А2,к+]/ > ^1,ù/ ±elel
meg az
Ezzel a /D/Ъ/ eset is bizonyítva van.

helyettesítésével 
/ > /1,0/ fe: 
/>/0,0/ megoldásnak.A. . n r,k+l

Bizonyltjuk az /Е/ állitást. A /4.42/ kon­
figurációra a í) operátort alkalmazva valóban a
Qk+-^=/v[̂ ; 0; 0/ elfajult redukált konfigurációt
nyerjük, amelynél a /4» 36*/ legkisebb ^/l,0/ megol­
dása valóban СО *  ̂ .+^=Л,0/, amelyet a /4.41/ és 
/4#41//-be helyettesítve a /4.44/ illetve /4«44*/ 
megoldásokat nyerjük.
A /4.45/ triviális.

A SQ operátort a /4.43/ és /4.43*/ konfigurációk­
ra alkalmazva a /4.46/ szerinti degenerált konfigurá­
ciókat kapjuk redukált konfigurációként.
А -О • n > 0 esetben a /4.4/ feltételekhez ju- 
tunk, amikoris a /4.36*/-nek valóban nincs ^/l,0/ 
megoldása. 'vb ^ -̂ =0 esetén a /4.36*/ legkisebb meg­
oldása >/l,0/ feltétel mellett az 6J* ^ ^=/l,0/ , 
amelyhez a /4.44/ illetve /4.44*/ megoldások és /4.45/ 
hibák adódnak. Ezzel az /Е/ állításunkat is bizonyítot­
tuk.

Q, e, d ,

1. Megjegyzés: A 4*8. Lemma /С/ állításában szereplő 
/4.42/ kivételes konfigurációra a /4.36/ egyenlőtlen­
ségnek a szereplő . , ^/l,0/ megoldásai minimálisak 
e feltétel mellett és a bizonyításban láttuk, hogy hibá 
juk Л. , = . Ekkor az R, ütemterv a 4.3» Tétel jeló' 
lései szerint R.  ̂ . . tipusú, ugyanis a ^ . , = VX , „2 “■ X , X X , ív
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egy ß ̂ ^-szituáció fellépését, a /4.44/ ill. /4.44*/
megoldás a Á  = V ■ miatt a 6* kritikus szituáció i к L± 0visszatérését jelenti.

2. Megjegyzés: A /4*43/ és /4.43*/ konfigurációknál 
a /4.36/ legkisebb >/l,0/ megoldása

40 l,k= /e, V. 1+ l2,к 1 ,k 2,к
|L

/ , illetve ,Ví, „ О»j 1,J
amelyekhez az 40. -,=/0,1/ megoldások tartoznak.

ф. 1  ) xí+_L
A  ■ -, =0 miatt az R, ütemtervek tipusa R. - . hiszen i » k  к  *  1 ,1 ,1 ,

benne a p^-szituáció tér vissza periodikusan.

3. Megjegyzés: A /4.42/, /4.43/ és /4.43*/ konfigurá­
ciók kivételével a /4.39/- /4.41*/ transzformációk az 

" l , k fc/Í'0/ és ü i i W k l , 0 /

halmazokat egymásba képezik le, ezért a minimális 
40* k és 40* k+1 megoldások között is fennállnak 
а /4.39/-/4.41*/ összefüggések. A kivételes esetek­
ben 40. é/l,0/ vagy nem is létezik, vagy a mini-
mális 40. , , megoldásnak megfelelő 40 ,>/1,0/1 9 K+J- 1 9 K.
megoldás nem minimális.

4.3. Tétel: Egy tetszőleges Q Q, konfiguráció

Q , к=0,1,..»

trans zf orrnált jai fa) sorozatának bármely Б követ­
kezetes természetes stratégia szerinti

Rk-Sf i J  » k=0,l,...
ütemtervei N  sorozatában
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/i/ a tagok egyszerre periodikusak a /4.3/ különle­
ges eset kivételével
/ii/ a 4.3. Tétel meghatározta f"| jellemzők kö-К
zott fennállnak az alábbi összefüggések /к=0,1,.../:

/а/ az
, i=l» 2 1

jellemzők /késleltetések/ minden k-ra azonosak, 

/Ъ/ az

/4.47/

/4.48/

Rk és R, -, k+1 ciklusszámaira

1—1 ,k+l = ^1+ ̂ 1,к 6 2,9  fi,к ■ ‘ г.кГ

f v ,k+l = " ^l»k (Л 1,к + f 2,k
I—1 >4 h l,k+l + £ 2>k ( 2,k+1

C\J .4 1 1 , 4 ^ 1 ,k+l •41—1
+r-H+

Л , « > 2 ,k+l

/с/ az Rq és R^ ciklusszámaira

í^l»k = A2k-1 l,o i32k-lfA'2,o 

[^2,к = " A2k-2 1,0 + B2k-2 2,о
/4.49/
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^ 1 , 0  = B2k-2 l,k + В2к-1[^2,к
/4.50/

^2,o = A2k-2 (^l.k + A2k-1^2tk

Bizonyítás: A KT ütemtervek Jellemzőit a 4.3» Tétel szol­
gáltatja. Ha a í  operátor a Q = Q q konfigurációra 
hatástalan, akkor Qk = Qq és a RQ. k ~ ^2 k=^
k=0,1,... folytán a /4.47/-/4.50/ azonosságokká vál­
nak, tehát igazak. Tegyük fel tehát, hogy Æ hatásos 
a QQ-ra, és Q^-ra ha Rk és Rj  ̂kapcsolatát vizsgál­
juk.

Qv/Q, é*Vagyis legyen Qk+1^ Qk'
Tételünk /i/ állitása következik a 4.3« Té­

tel /1/ állításából, ugyanis a /4.3/ különleges fel­
tétel invariáns a í> operátor alkalmazásával szemben. 
Márpedig ez a feltétele, hogy bármelyik R ütemterv 
ne legyen periodikus.

Vegyük észre, hogy а /4.39/-/4.41*/ összefüg­
gésekben az СО és СО _ . , megoldások szere-1 j 1 > fi-
pe teljesen azonos. A 4.3. Tétel /iii/ állitása sze­
rint abban az esetben, ha a /4.36/ egyenlőtlenségnek
i=l és 2 mellett egyaránt van £0 • x ^/l,0/ megoldá-1 »K жsa, akkor az R, ütemtervek Jellemzőit az 6JT .* és- j* "h"  ̂ 1 j К
6o „ . , , legkisebb ilyen megoldások és ezek1 ,K
A  * és A  ? • 1 hibái határozzák meg. A /4.9/ 

összefüggések mutatják, hogy
Ca) •Не
"а,к = о< В ,а,к

(a)
■5_с А?

л *
P“A3-a,к

ahol cá és értéke 0 vagy 1, mindkét egyenletben
azonos
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Az , késleltetések a ^  hibáktólj » к 1 , к:
függenek. ж #

Ha tehát ^  ± к ®s k+1 ’ i=1»2»
legkisebb megoldások között is fennállnak a 
/4»39/-/4.41V összefüggések, akkor ebből követ­
kezik, hogy az /ii/a,b/ állításaink igazak. A 
/ii/с/ állitás teljes indukcióval következik a 
/ii/Ь/ állításból. A 4.8. Lemma utáni 3*Megjegy- 
zés szerint a /4.42/-/4.434  kivételes konfigurá­
ciókon kivül az 03* és OJ* között a1 jK 1 у J£+J.
/4.39/-/4.41V  igaz. Csupán a kivételes konfigu­
rációkat kell tehát még megvizsgálnunk. A /4.43/ 
és /4.43*/ esetek egyben a 4*3» Tétel /ii/ eseté­
re vezető konfigurációk is, vagyis képviselik azt 
az esetet, amikor ®k+i_re /4.36*/-nek nincs
63 i k+1 > Л,0/ megoldása.

A 4.8. Lemma utáni 1. Megjegyzés szerint a 
/4.42/ kivételes konfigurációnál az 
első döntésű ütemtervek R.  ̂ . . tipusúak, ame- 
lyeknél a 4*3» Tétel /4.9/с/ formulái szerint a 
jellemzők

—  *
(^3-1, k/ ^°i,k + ^  3-i »k

-*
3-i,k/#

A /4*42/ konfigurációknál az 60 . megoldások
az OJ = /1,-1 / megfelelői és adottak. Az
6J T  v megoldások pedig könnyen meghatározhatók#^—1
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A megoldások

i=1: W 2,k= / l >0/

i=2: ^ l tk = / 1»  ̂l>k / * ^2,  к = ̂  1+  ̂1 -tl̂  ?. k-1) ip.k"1/'1 ,kv 2,к ' 2 ,k

A megoldások hibái rendre

i=l : A* _ v .i,k - í » ^ 2 , к - 7 г >

CMи•H Л  * : 
l , k  ~ *1 ’ 4 2,k=7 •

Ezek alapján a

n k= / ( S >k; í*2>k; ui ' V

jellemzők a fentebbiek szerint

i=1: ^ k  = / 1; ^l,k ’ 0 ; ^ 1 ^ ’

i=2: ^ k  =^ 2 , k ; 1+  ̂l,k ̂  2,к ; ^  2 ; 0 ^ '

A /4.42/ konfigurációknál Qk+1 =/^5 ^ 2; 0 / »
amelyek ütemtervei R . ^  tipusúak és jellemzőiket a
4.3. Tétel /4.9/a/ formulái szolgáltatják, figyelembe 
véve, hogy a /4.36*/ megoldásai 6J* v ,=/1,0/ ,. ~ 1 f -̂+-L
A  7 =yli hibákkal, az ütemterv jellemzői

i=1: n k+i = /l; 0 ; 0 ; yl1/ ' 

i=2: ^ k+1 = /О; 1 ; ^ 2’ 0 ̂  *
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Könnyű látni * hogy a / , П párok
kielégítik az /ii/a,b/ összefüggéseket és az 
/ii/с/ ismét az /ii/b/-ből következik teljes induk­
cióval.

Hátra van még a /ii/ állításaink bizonyítása a 
/4.43/ és /4.43V kivételes konfigurációkra. Ezek­
nél a Qk+1-re a /4.36*/-nek nincs k+1^/l,0/
megoldása. A 4.8. Lemma utáni 2. Megjegyzés szerint
az R, ütemterv tipusa R. . . , hiszen á T  , =0 miatt К Ш  1 jK
a (b .-szituáció tér vissza és nincsen kritikus szi-

jeLtuáció. Az 6J 7 . megoldások figyelembevételével1 ,K
Rk jellemzői:

i=i: П k+1= /0; 1; 0; 0 / ,

i=2: 0; °/ .

a / П  к » П k+2 / párok azonban itt is eleget tesznek 
az /ii/a,b/ összefüggéseknek és következésképpen az 
/ii/с/ állitás is teljesül.

A tétel bizonyítása ezzel teljes.

Q«e* 1

1. Megjegyzés: A 4.5. Tétel /ii/a,b/ összefüggéseinek 
szemléletes értelmezéséhez tekintsük a nem redukált 
konfiguráció Rk ütemtervét. Az R^ ütemterv minden 
olyan szakaszából, amelyen B^-task kiszolgálása folyik, 
hagyjunk ki egybefüggően egy ^ 1 к 2 к hosszúságú 
szakaszt /félig zárt intervallumot/. Ezzel az eljárás­
sal az Rv. minden periódusából Iй 1 k ^ i  к ^-ci^lust 
hagytunk ki és a periódus v̂a.̂  к ̂ 2 к bosszúsággal
csökkent.
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Mivel nem redukált»ezért a 4.3« Tétel szerint 
periodushossza biztosan

pk= h . k r i,k + U1 = /и 2,к^Г 2,к+ U2

alakú. A fenti transzformáció a periodicitást nem 
rontja el és a nyert R^ ütemterv éppen a

Qk =//7 l; ^l,k+l ; 4 2; ^2,k/

konfiguráció megfelelő ütemterve lesz 

pk“pk- /ulfk^l,k'c’2,k =

= Г; 1 , Л )к+1+ U1 -Ср2,к-4 1.кГ1.к>*Г2,к+ U2

periodushosszal. Az R^— > R*. transzformáció nyilván 
megtartja az ütemterv egyéb jellegzetességeit is: 
összefüggőség, következetesség, természetesség, eset­
leg szorosság, stb. A transzformáció a jellegzetes 
G szituációkat is érintetlenül hagyja. Ebből követ­
kezik, hogy az U-̂  és Ug késleltetések nagysága sem vál­
tozik.

Hagyjunk most ki az R^ ütemterv minden olyan sza 
kaszából, amelyen Bg-task kiszolgálása folyik, egybefüg 
gően egy ^2 ^ y+j_ hosszúságú szakaszt. Ekkor min-
den periódusból t y 2>k- 1 2,1c ^l.k+l hos:i
szúságú szakaszt hagytunk el C-^-ciklusok formájában. Az
igy nyert ütemterv éppen a Q̂ .+  ̂konfiguráció R^+-̂ ütem­
terve lesz.
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Ennek periodushos'sza

pk+l=pk" ̂ 2 , k “ ̂ l,kf l,k^2,k 7=7 l,k+l =

= /(l+ ^ljk i 2,1р/^1,к“ ^2,кЛ2,к^Г 1,к+1+и1 =

= íf*2,k” ̂  1 ,k к ) <Г2,к+1+и2*

Összevetve ezt a 4.3. Tétel szerinti formulával, ami

pk+l= fAl,k+l^l,k+l+Ul=íU 2,k+lT *2,k+l+ U2 »

éppen a /4*47/ formulákat és a /ii/а/ állitás iga­
zolását nyerjük abban az esetben, ha Rk+1-re is a 
4.3» Tétel /iii/ állitása érvényes. Amikor a 4*3«
Tétel /ii/ esete áll fenn, akkor a /iv/ állításban 
szereplő formulák Ъ nélküli része a 3« Fejezetben
2. Megállapodás követelménye nélküli degenerált ütem­
terv jellemzőit adná meg, amely a 4.5. Tétel bizonyí­
tása szerint is a /4.47/ és /4.48/-ban érvényes ciklus- 
számokat képviseli. Ilyen esetben a /*/ alatti Pk+j 
nem a tényleges periodushosszat szolgáltatja, hanem 
ehhez hozzá kell adni mennyiséget, ahol
3 =l-sgn ТГ-, V n . Az R,— >R/— >R, -, transzformációt ̂ L cL IC K + jL

a 4.7« Ábra szemlélteti.
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4.7. Ábra: Az Rk+1 ütemterv származtatása R^-bál.

2. Мед,jegyzés: A 4.5. Tétel szerint a ^-redukciós 
lépések folyamán az R,, ütemtervek jellege nem vál­
tozik, legalábbis ami az és késleltetések 
nagyságát illeti. Ha azonban egy R,.— lépés­
nél egy $  ̂y> 0 paraméter ^+^=0 értékre vál­
tozott, akkor megváltozhat a szabad első jellegzetes
szituációk tipusa és ilymódon az R ütemterv­ei a2> a2
jelleg is változhat. Ekkor azonban már legfeljebb
egy (/. . hányados lehet pozitiv /a következő/ és
Q, vagy Q|.+2 redukálttá válik. Erre láttunk pél­
dát a 4.8. Lemmában a /4.42/- /4.43*/ kivételes kon­
figurációknál. Erről a kérdésről még szó lesz.

3. Megjegyzés: Amint a /4.34/ alapján a /4.32/, a 
/4.48/ alapján a /4.50/ bizonyítható volt teljes 
indukcióval, ugyanúgy a /4.41/és /4.41*/ alapján iga­
zolhat juk az alábbi /4.52/ és /4.521/ összefüggéseket 
teljes indukcióval, abból pedig megoldással kapjuk az 
alábbi /4.51/ és /4.51*/ összefüggéseket.

/4.51/
Bn , =A01 -, -B0, -, Атl,k 2k-l l,o 2k-l l,o

Ат i,=—A0, 0B-, +B01 0 An _l,k 2k-2 l,o 2k-2 1,0
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/4.51'/
B2,k=B2k-2B2,о"А2к-2А2,о 

А2,к=_В2к-1В2,о+А2к-1А2,о

/4.52/
=В2к-2В1,к+В2к-1А1,к 

=А2к-2В1,к+А2к-1А1,к

/4.52'/
В2,о-А2к-1В2,к+А2к-2А2,к 

А2,о=В2к-1В2к+В2к-2А2,к

4. Megjegyzés: А /4#47/ - /4.50/ összefüggések hason­
lóságot mutatnak egyéb jellemzők között korábban bizo­
nyított összefüggésekkel. Ez nem véletlen, hanem annak 
következménye, hogy a ^  ± ^ igények és ^i.k cik- 
lusszámok a /4.36/ egyenlőtlenség megoldásain keresz­
tül speciális kapcsolatban vannak. Tekintsük ugyanis 
a /4.36/-nak pl. i=l mellett egy СО ^ megoldását, 
amelynek hibája A. 1 • EkkorX ,K

/4.53/ 1 »k

E kifejezés baloldala a

/4.54/ és / Bl,k

l Ai,k

vektorok skaláris szorzata
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На ( х,у ) jelöli az х és у vektorok skaláris szorza­
tát és y=£y*, ahol D egy lineáris operátor /mátrixa/ 
akkor

(x , Dy») = (gTx,y#) = (x'.y'J
ahol x#=D x , D a  íoperátor adjungáltjának mátrixa, 
a D transzponáltja.

Bevezetve k=0,l,... indexekre a

/4.55/ 2 k , k + l ~ ^ l , k
l4A , k

/4.56/
=k I

B2k-2 A2k-2 \

[ B2k-1 A2k-1 J

mátrixokat, a 4.7. Lemma, illetve /4.34/ és /4.35/sze- 
rint

/4.57/ ^ S k r 0 . ,=0, , .t ;—k+l =k,k+l—к

/4.57V r k . Г-- D"1 C  -k" =k,k+l -k+l

A /4.57/ figyelembevételével /4.53/-bél

4ь,кя (— l,k* -k^ = fel,k » Й ^ к +l^k+l) -

= (ek^k+1 — 1 ,k* — k+l)=(— l,k+l* — k+l) = ̂ l , k + l
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—Tahol «к k+1 a =k k+1 m '̂trix inverzének transzponált ja. 
A /4.41/ és /4.ЗУ/ szerint ugyanis

1^*1 Sk, k+1— 1 ,k+l“ — 1, к
és а /4.52/ és /4.51/ szerint

és W  , , =D, -,á) ,— l,k+l =k,k+l— l,k

A fenti skaláris szorzatokban helyett az

/ 4.54/' és

vektorokat is használhatjuk, csupán A  ,=/!-, helyettJ- 9 xC 1 j О
- 4^2 [С~^2 О * iiie-tve ^2~^1 konstansokat kell sze­
repeltetni. Ez a /4.39V,  /4.41*/» /4.51*/ , /4.52*/ és
a /4.47/ - /4.50/ összefüggésekből következik.

összefoglalva: ha

—k= / X»k
X2,к

vektor az k , k és vektorok bármelyike
akkor

_TX, =D, 1 X—к » к —О “k+1 «к,k+1 —к ’/4.59/ )
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/4.59V £o=2k —к >
TX, = D. , л X, , —к =к:,к+1—к+1

А /4.55/ és /4-56/ mátrixokra egyébként még 
igazak a következők:

/4.55V

/4.56V

=k,k+l

й 1

A+^l.k ^2,к “ ̂í - ̂ 2,к 1

A2k-1 " A2k-

Г  B2k-1 B2k-

, /4.60/

/4.61/

Dк,к+Г
fi 0

V 2,k 1
e.l.k

0 1

S e - 1 ° ' i I0 1

/4.62/ D, =D. , -, D, =k+l *k,k+l ek

/4.63/ det (gk>k+1)= det (gk)=l.

Ha a jb operátor a Qv konfigurációra hatástalan,K,
akkor

/4-64/ & , k +i = i > és £k+i=2k> ha ei.k= e 2,k“ °*
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5. Megjegyzés: A 4.5. Tétel alapján bármely Q^Q, 
konfiguráció bármely S/Q/ következetes természetes 
ütemtervének a jellemzőit meghatározhatjuk a

Qv= fiÙV Q

redukáltjának /ha létezik/ I^sS/Qy/ ütemterve jel­
lemzőiből, ha azokat és az •

A2v -2’ 32v-2, A2V-1* B2V-1

mennyiségeket ismerjük. Ezek a /4.56/ alatt definiált 
mátrixok közül a

í tí2v-2
/4.65/ s - = (

\ 4v-i

A2V-2

2y-l

mátrix elemei.

A következőkben ezért először a redukált konfi­
gurációk KT ütemterveinek vizsgálatával foglalkozunk, 
majd a ЗЬ-redukció végrehajtásával a D mátrix elemeinek 
meghatározásához adunk meg algoritmust.
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4.3. ^-redukált konfigurációk KT ütemtervei.

Az előző pont eredményei azt mutatják, hogy a 
Jö-redukciő valóban egy alternativ utat szolgáltat 
bármely QéO, konfiguráció KT ütemtervei jellem­
zőinek meghatározásához azzal az úttal szemben, amely 
a /4.5/ egyenlőtlenségek direkt megoldásán és a 4.3« 
Tételen alapszik. Ez az alternativ ut a 4.5. Tétel 
alapján történő meghatározása az ütemterv jellemzői­
nek a redukált konfiguráció ütemterveinek jellemzőiből.

Ennél a módszernél két szempontot kell szem 
előtt tartani: Az egyik az, hogy redukció közben az 
ütemterv első három jellegzetes döntéssel jellemzett 
R tipusa megváltozhat. A másik az, hogy a 4.5.
a1a2a3

Tétel alkalmazásához a 3« Fejezet 2. Megállapodását, 
mint ütemezési korlátozást nem szabad figyelembe venni 
/degenerált job-folyam ciklusai ütemezhetők egymás után/.

A J^-redukciós módszer alkalmazásának előnye a
4.3. Tétellel szemben az is, hogy a könnyebben áttekinthe­
tő redukált ütemtervek jobban feltárják a KT ütemtervek 
jellege és a konfiguráció paramétereinek viszonya közötti 
összefüggéseket. Ez indokolja azt, hogy a jö-redukált kon­
figurációk KT ütemterveinek jellemzőit tüzetesebben vizs­
gáljuk. Természetesen azok is a 4.3« Tétel, azaz a /4.5/ 
egyenlőtlenségek megoldásai alapján határozhatók meg. 
Azonban általában a /4.5/ egyenlőtlenségek megoldásai 
redukált konfigurációnál nem igénylik az általános mód­
szereket, amelyeket a 2. Fejezetben koincidencia-felada­
tok megoldására bírtunk. Legtöbbször az ütemtervek jellem­
zői szemléletesen evidensek és a Q, konfigurációtér olyan 
tartományokra bontható egyszerűen, ahol a KT ütemtervek 
jellemzői állandók.
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A Q, ■konfiguracioter az srf* negydimenzios„ Aeuklideszi ter R+ nem-negativ tizenhatoda. Ezt 
és tartományait alterek sorozatával, illetve a soro­
zat jellegzetes tagjainak ábrázolásával szemléltet­
hetjük.

Vezessük be az

/4.66/ xi= ^3-i* i=1»2 »

változókat. Ábrázoljuk az /x^»^/ koordinátákat de­
rékszögű koordinátarendszerben.

A redukáltság /4.18/ feltétele most a

/4.67/
- 1 г йх1< *2+ h ’ - 7iá 3C2< xi+ ^2 vasy 

( x !+7) (x 2 + 7) =°

feltétellé transzformálódik. Rögzitett 
mellett a /4.67/ feltételnek megfelelő tartományokat 
az /x-̂ ,X2) koordinátarendszerben a 4.8. Ábra mutatja. 
Az sik negyede megfelel а ф.
konfigurációtér alterének, amelyet az

koordináták rögzitett értéke jelöl ki. Négy 
jellegzetes / ll> ̂ 2/ értékpárat választottunk ki, 
amelyek az összes specialitást jelképezik és a redukált 
konfiguráció-tartományok részeit megszámoztuk későbbi 
hivatkozás érdekében.
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4.8. Ábra: A А -redukált konfigurációk tartományai az
-/-°2 aiterekben-

Jelölje Q, a redukált konfigurációk halma­
zát. A 4.8/óa)-(d) Ábrákon bekarikázott számok jelez­
nek minden olyan pontot és vonalat, amely hozzátartozik 
a Qg halmazhoz. A szaggatott vonalak és nem kótázott 
határpontok nem tartoznak ^g-hoz. Látni fogjuk, hogy 
az ф  - (© halmazok majdnem mindegyikén eltér a KT
ütemtervek együttesének valamely jellemzője a többitől.
Azonos az ütemtervek és jellemzőik paraméterektől va­
ló függése a következő halmaz-párokon:
© + ©  , © * ©  , , ©  + @ ,  @*<g)és © v ©  .
Az egyes halmazokon azonban már a KT ütemtervek azonos 
tipusuak, amelyek jellemzői Q paramétereitől azonos mó­
don függnek. Ez alól csak a ©  , ©) , (© és ©
tartományok kivételek, amelyek megszámlálható részhalmazra 
bonthatók, úgy, hogy a részhalmazokra igaz az ütemtervek 
és jellemzőik azonossága.
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A JD-redukált konfigurációkra vonatkozó tényeket 
a következő tétel foglalja össze.

4.6. iétel: Æ-redukâlt Q £ Qq konfigurációk ese­
tén a /4*5/ egyenlőtlenségek legkisebb 
C /в*,А*/-/1,0/ megoldásait, azok A *  hi­
báit és a lehetséges KT ütemterveket a 4»2. Táblá­
zat tartalmazza a 4.8. Ábra szerinti halmazoknak 
megfelelő felbontásban.

A 4.2. Táblázatban jelzett ütemtervek 4.3» 
Tételbeli

Г1 = / ^ 1? ̂ u2; их; U2 /

jellemzőit a 4.3» Táblázat tartalmazza.
A 4.2. Táblázat Paraméter oszlopában a + jel 

határozottan pozitiv paraméter -értéket jelez.
A feltételek x±~ *13-±* i=l»2, változók függ
vényében a 4»8. Ábrán látható halmazokat határozzák 
meg. A zárójelbe tett feltételek az elfajulás követ 
kezményei.
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A 14,15,25 és 26 sorokban

/4.68/ Aí=fb ( ^ I % )  ’ 1=1>2 ’
ahol az f^x) függvény definíciója a 2.1. pont­
beli.

A 4.2. Táblázatban R^q, i=l,2, az s / o/=s^ 
első döntés melletti összefüggő prioritásos ütemtervet 
jelzi; a 3» Fejezetbeli 2. Megállapodás figyelembevéte­
le nélkül, ha zárójelben áll. Az ütemterv-tipusok osz­
lopában a + jel egyéb /nem szoros/ ütemtervet jelez 
és a - jel azt jelzi, hogy a megfelelő R „ _ ti- 
pusú KT ütemterv nem létezik. А 14,15,25х  ̂és 26
sorokban a c+l jel azt jelzi, hogy az Rj_j_j_ és »j_ >i
tipusú ütemterv csak esetén létezik. Ennek meg­
felelően a 4.3* Táblázatban is zárójelbe tettük az ütem­
terv jellemzőit. A " ^ nyil azt mutatja, hogy reduk­
ció folyamán milyen tipusváltozás következhet be az ütem­
tervben. Ilyenkor a nyil a 4.5. Tételben használandó 
jellemzőre mutat. A 4.3* Táblázatban az R^q ütemtervek 
jellemzőit bekeretezve emeljük ki.
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Ssz.Farm. Feltétel A“ Л* в*a2 A*A1 Л*A2
1 0000 (xx=0, x2°0) 1 0 0 1 0 0
2 +000 (x1=o, 'o'VC\JX 1 0 0 1 “íl 0
3 00+0 (x^O, x?=0) 1 0 0 1 0 b
4 0+00 (x,>®, x2=0) - - 0 1 - 0
5 000+^хх=0, x2>o; 1 0 - - 0 -

6 ++00 0, X ro A JC> - - 0 1 - 0
7 00++ i^xy0, x2>0j 1 0 - - 0 -
8 +0+0 (x-ĵ O, X2<(̂ 1 0 0 1 7l ^2
9
10
11 
12
13
14
15

R111R122R121R212R211R222

R

R

R

lo

lo

lo

- R

R

lo

lo

iRlo

вх Г

П2 о " ^ 2 о )  
- - R2o

2o (R2o) 
- R2o 
2 о (R2o) 

R2o 
L2o

- R

- R

Ilyen redukált konfiguráció nem lehetséges 
(х1=0)» x2<0| 1 0 0

" I 1
$2 R,lo -  - R2o - +

(x2=o 1 0 0 i^i 'íz + - R, lo - R2o
(x^o; 1 0 0 1 V l + - R, lo - R2o,x2<0 1 0 0 J-4l «2 Rlo -  - R2o - +
K2<xl 1 1 A2A2+1-£A? Rlo ( + ) + + R2o ( + )
*(x2>(' 1 1 4 Щ O ) Rlo + + ( + ) R2o
i“xi<x3-i+^i » i= 1,2 és e‘zen kivül

16 xx=0, оI!OJX 1 0 0 1 <2 \ ■S _ - R tlo R2o - -

17 xl=x2>0 1 1 1 1 0  0 Rnlo - - - - R2o
: iß x-j>0, х2=° 1 1 0 lVl-VtlHlo - + + E2o -
; 19 хх=0, х2>0 1 0 1 1 Ъ^г-Ц- Rtlo + + - R2o
2o хх<0, х2=0 1 0 0 1 Г П | + - Rtlo R2o + —

! 21 хх=0, х2<0 1 0 0 1 \ ъ 2 ; — + R tlo R2o — +

i  221 хх<0, х2<:0 1 0 0 1 Ч  Ч  i + + R tlo R2o + +
23 хх<0, х2>0 1 0 1 1 1+ Rtlo + + + R2o
24
25

хх>0, 
Х]_> X

х2<02>о 1
1

1
1

0 IT..-Г2,г
A ^ + l j T  А*2 R 1с iRlc

4*
M

+
+

+
+ R2o

R2o
+ 1
6+)

26 0 х-̂ < х 2 1 1 А ~ _ Ц (+) Rtlo + + (+ ) R2o

4»2, Táblázat: Redukált konfigurációk KT ütemtervei
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4.3, Táblázat; A 4.2. Táblázat ütemterveinek jellemzői.
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Bizonyítás: A bizonyítás lényegében a két táblázat adatai­
nak ellenőrzését jelenti. Először a 4.2. Táblázatnak 
a /4*5/ egyenlőtlenség megoldásaira vonatkozó adatait 
ellenőrizzük. Utána a KT ütemtervek típusaira vonat­
kozó adatokat, végül a 4.3» Táblázat Г7 jellem­
zőinek adatait ellenőrizzük. Igyekszünk, ahol lehet, 
általánosítani és egyszerre több eset állítását /több 
sort/ bizonyítani. Ezeket megjegyzés formájában kiemel­
jük.

* ,
/1/ Az Go .■ és 4Л . adatok ellenőrzése: Az

6J" = /1,о/ és СО- - /1,1/ megoldások helyettesités- 1 asei ellenőrizhetők. 4h^=/i}0/ biztosan minimális 
/1,о/ megoldása a /4.5/ egyenlőtlenségnek, az 
=/1,1/ pedig akkor minimális, ha 6j^=/l,o/ nem 

megoldás.

1. Megjegy zés : A /4.5/ egyenlőtlenségnek az öO_^=/l,o/
akkor és csak akkor nem megoldása, ha x^> 0 . 
Egyáltalán nincs 40^ >  /1,0/ megoldás, ha emellett 
ТО  ̂^=0, és £0^/l,o/ feltételből OO 0 > / l , o /
következik, ha 0.

Ugyanis x^ > 0 ekvivalens 
tétellel, ezért 0 0 =̂/1,0/ esetén

> ?3-1^ 0 fel-

ki^= ТО ̂ ^ 7 3-i= 7 * va® 7̂-s 60 i nem megoldás.
X -  á O  esetén viszont — ’/o • , ezért ^  ^  •

x->0 esetén 'ü . > 0 és .=0 esetén teljesül1 1 3-1
a /4.4/ feltétel, amely azt jelenti, hogy /4.5/-nek 
nincs ^ / 1,0/ megoldása.

Ezzel igazoltuk bb>^=A,o/ megoldásokat a 
4.2. Táblázat soraiban. Azt is igazoltuk, hogy a 
14,15, 17-19 és 23-26 sorokban őO*>/l,o/ megol­
dásoknak kell fellépniök.
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A 17 sor =/l,l/, i=l,2, adatai triviálisan
ellenőrizhetők. A többi sor adatait igazolja a kö­
vetkező általánosabb állitás.

2. Megjegyzés: A /4.5/
Où

egyenlőtlenségek legkisebb 
* ~/l,о/ megoldásaira és azok ki* hibáira

/4 .69/ £0*=Л*+П « ‘-i“/!.1/ . • 0^3.1-e ? 3_i.1 1 
akkor, ha a

/ 4.69 V  ^ > 0 ,  x3_i> 0  , xi< x3_i

feltétel teljesül, ahol i=l,2 és A* értéke a 
/4«68/ szerinti.

^Bizonyítás :_̂A szimmetria miatt elegendő i=l esetben 
bizonyítani. Tegyük fel tehát, hogy i=l és

r i > 0 - ^2 - h > 0 > Л - Ь < '52

A redukáltság miatt ^ 2 <',̂ 1' izekből ^ 2>vl és 
<  T ” azonnal következik, sőt

is adódik. A továbbiakban a

\ >  о. V b

feltételeket fogjuk kihasználni. ^  ̂  í miatt 
402=/i ,o/ nem megoldás^O ^ ̂  miatt
^ú^=/l,1/ viszont az. így Où * =/1,1/ bizonyítva 
van. 0 <Aj= ? 2 következik.
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^ ^2 miatt ^i=/Bi» A^/ megoldásnál 
nem lehet, mert arra A 0 következne. 

Vagyis biztosan B*>A*.
Legyen 4p|=/A*+l, A* / a /4.5/ minimá­

lis 40 ̂  > /l,o/ megoldása а В-^=А^+1 járulékos 
feltétel mellett. Vagyis legyen A^ a minimális 
A1feO, amelyre A ±= (a 1+1)‘C*1-A]L T ^  T  ^
hiba kielégiti a 0 ^ ^ ^ feltételt. Ilyen
А-J biztosan van. Ha ugyanis \ > akkor
A*=0. Ha T'-^>yj , akkor miatt

Cq- ’2)/(q,- > 0  és e-2- r ! < ? 2 * 7
miatt 4 / ( % - r ]) >  1. .
Ezért biztosan van A-^>0 egész, amelyre

T ' - n  *1

r 2-'ri " 1 ^ 2 - ^ 1

amely egyenlőtlenség ekvivalens a 0 é. A^ú ^ egyen­
lőtlenséggel. A legkisebb megoldás ekkor nyilván

^ 1-7 '
tr2- tr1/

Г  — ^ esetén azonban "q,- ̂  = V -  7 0 £ 0 miatt 
- T 1= -5'2.*21. / ^ 1- ^ 2 /> - / " ^ - ^ / Й О ,  ezért

és Így f b (-^iX_)=0- a '

szintén teljesül. Vagyis 60* éppen a /4.69/ állitás- 
ban szereplő 60^ megoldás. Be kell még látni, hogy 
B^>A* +1 lehetetlen, mert akkor СО* = valóban 
igaz lesz.
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Ж ЖTegyük fel azonban, hogy ^ A^+2 lenne. Ekkor 
a O á  A*^ £ ̂  feltétellel ellentmondásra jutnánk. 
Ugyanis A*iB*-ri- A * T 2 > 2'C'1-A*(r2- ̂  =
= 'cr1- Ca*-a *x t -2- -ep + T ' 1-A*(.f2- r 1) =
= 7ri- (AÎ-AîK^-^l) + Л

ahol Aj a fentebb definiált ^ О egész, amelyre 
az coj = /Aj+1, Aj/ hibája 0 £ A j £ .

^ esetén Aj=0 és E ^ = volt ezért
О - ^ 1  - Î csak A*>0 és B*>1 esetén tel­
jesülhetne és СО* nem lenne minimális /1,о/
megoldás. ^ esetén viszont 0 — A  ̂
csak úgy teljesülhet, ha A*-Aj> О és 
B*>A*+2 >Aj+l. Vagyis ismét СО * > COj>/l,o/ 
lenne, ami ellentmondás.

Az 7 1 ^ ~ 7 következik a
0 £ fi. (x)- X < 1 és a Ti <c ^ relációk
bél ugyanis El £ igaz és

> ’l - C v 2- r 1) > 1  adódik.

Ezzel a 2. Megjegyzésünket bizonyítottuk.
Ё Megjegyzés igazolja a 4.2. Táblázat 14,15, 

18,19 és 23-26 soraiban álló СО* és El* értéke­
ket.
/ii/ As Ra-̂ ag ay tipusok ellenőrzése; Az

Jai> _ Q(az) _ Ja>) jellegzetes döntéssorozat lehetősé­
gét a A *  és /\ * értékek ismeretében a 4.3« Lemma 
alapján a 4*3» Ábrán lévő ciklikus gráf segítségével
ellenőrizhetjük legegyszerűbben
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Az R. összefüggő prioritásos ütemterv mindig a 
a,=i melletti szoros R0 _ _ tipusú ütemterv. A!.. 8,-1 cIqcIq
3. Fejezet 2. Megállapodása miatt ez nem mindig meg­
engedhető ütemterv, ilyenkor a 4.2. Táblázatban zá­
rójelben szerepel és szerepel mellette egy másik 
R^o kváziszoros és kvázikövetkezetes ütemterv, amely 
eleget tesz a 2. Megállapodásnak.

Ha azonban az elfajult konfiguráció KT ütemtervé­
nek jellemzőit a 4.6. Tételben nem redukált konfiguráció 
ütemtervének meghatározására kivánjuk használni, amely­
nél a 2. Megállapodásnak biztosan nincs szerepe, akkor 
a redukált esetben sem szabad a 2. Megállapodást figye­
lembe vermi. Ez az oka az (*±J ütemtervek szerepelte­
tésének a 2-7 sorokban lévő degenerált konfigurációknál. 
Ez a szempont a Q=0 nulla-konfigurációnál nem befolyá­
sol, mert Q=0 esetre egyetlen Q^O konfiguráció sem 
redukálódhat.

A Q=/>^;0; \ 0/ elfajult esetekben a 2,3 és 8
sorokban a redukció folyamán R^ _ _ ütemterv-tipus
változhat az S stratégia változása^nelkül. Az R. 7 . .cv , * » гtipus R±ii tipusra változhat v .=0 bekövetkezésekor, 
amikor ^ ̂  i> 0 mellett a ~_^-szituáció megszűnik. 
Ezt jelzik az R. . . /̂ “^ R  . .. nyilak. Ezt a tényt1}^"1jl Ш
egyébként a 4.8. Lemmabeli /4.42/ konfigurációk ütemter­
vei alapján is beláthatjuk.

A 4-7 sorok a 4.8. Lemmabeli /4.43/ és /4.43*/ 
konfigurációk redukciójának lehetnek az eredményei és 
annak alapján is beláthatok a szereplő R^Q ütemtervek 
tipusai. A 10-13 és 16-24 sorokban a szereplő tipusok 
Л *  értékek alapján a 4»3* Ábra segítségével ellenőriz­

hetők.
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A 14,15,25 és 26 sorokban a tipusok а 2. Megjegyzésünk­
ből köve tkeziknek.^^N*? esetén . ezért azm  i  ̂ ftijv -*”1S- 7 jellegzetes döntést mindig > követi, igy az
R . . . és R-, . . . tipusok ki vannak zárva. Ezt jel-111 J—1,1,1
zik a (+) jelzések e négy sorban#

/iii/ А Г) a^a£ jellemzők ellenőrzése:
A 4.2. Táblázatban feltüntetett R ütemterv tipu-

ala2a3
sok ^  a^a^a^ jellemzőit az megoldások alap­
ján a 4.3* Tétel szerint kaphatjuk. A 4.3« Táblázat nem 
egyéb, mint ezek megadása beleértve a 2. Megállapodást nem 
kielégítő zárójelben álló jellemzőket is a 2-7 sorokban.
Az utolsó oszlopban álló 5 "korrekciós tényező" a 
4-7 sorokban a 4.3. Tétel /iv/ állításában szereplő /4.1о/ 
képlet szerinti értékek, amelyeket 2-3 sorokban a zárójel­
ben álló ütemterveknél is alkalmazhatjuk és akkor ugyanazt 
a p és TÍ periodushosszat és hatékonyságot nyerjük, mint­
ha a 2. Megállapodást figyelembe véve ütemeznénk. Ezt jel­
zik a à oszlopbeli A /  értékek. A 14,15,25 és 26 sorok­
ban a zárójelbe tett jellemzők a 4.2. Táblázat jeleire
utalnak, amelyek csak ^ melletti ütemterv létezé­
sét jelzik.

Ezzel tételünket teljesen bebizonyítottuk.

Q,e,d.

E 4.6. Tétel táblázataiból különféle törvényszerűsége 
két olvashatunk ki ̂ -redukált konfigurációk jellemzőire. 
Ilyeneket már az 1. és 2. Megjegyzésekben kiemeltünk. Azo­
kat célszerű egy lemmába foglalni és ábrán szemléltetni.
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4«9» Leírnia: Jú-redukált Q € Qß konfiguráció esetén a 
/4.5/ egyenlőtlenség legkisebb ^/l,0/

ut
megoldásait, azok hibáit az alábbi 4.4. Táb­
lázat foglalja össze a 4-2. Táblázat soraira való 
utalással együtt, és a 4.9. Ábra szemlélteti. Az
A? értéket a /4.68/ formula szolgáltatja. A 4.9. ̂1 /jß*P дЖЛ
Ábrán a tartományokat a :i t i  érték-négyessel

Га p , в p )
jelöltük, amelyek az 60 és ÓO 9 legkisebb meg-60’
oldásoknak felelnek meg 
tén.

> о es Ъ >  о ese-

ÍO*1 *s
à*1 Határok Folyt.

/1,0/ r i 1

/1,1/ r i-S-i

2

3

/A*+1,A*/ 4
*  ̂3-1 i

Folyt Feltétel
4.2. Táblázatban

i=l
1-3,5',?,0До-П
16,19-23

X=í
1-4,b,8,10-13 
1б,18,2о-22,24

5,7 
15

17,19,23,26 
14 
25

1

2

3

4

> 0î. 63-i
.̂̂ o, .»01 -* 3-1

-i>0 » '̂ir^3-i> ° *̂ 3-i~°l i" ̂ i"^3-i

1>оД3-1-71> ° Д 1-1гз-1< ^з-1-^

4,6
_  14

17,18,24,25 
15 
26

4.4. Táblázat: A. /4.5/ egyenlőtlenség legkisebb <У^5:/1,о/ megol­
dásai ̂ -redukált konfigurációkra.
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, X2"xl+^2

4.9« Ábra: A /4.5/ egyenlőtlenségek megoldásai ÍÚ-redukált 
konfigurációkra Со,, (x̂  formában.

Tu *
г »?

/?Z
3V
'
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jegyzés : A 4-9. Ábra / ~ 7 2» “ 'ï ^  pontja а 
/ - ^ 2*0/ » /0,-^ 1 /, illetve /0,0/ pontra
változik, ha ^ = 0 ,  ^ 2=G, illetve ^ ^ 2=0«

2 j ^2 ^ félegyenesen
az
V -,=0 esetén az
1 (1,0)

<- ) t-) . . -- - ~félegyenesen a /7. -, л kótázás fejezné ki az _1LO , i. J £o T1
megoldáspár értékét. 2

72=0 esetén az x2=” ^l 9 X1
_ '   ̂ f íó  n  -Í-* Л -Î rt г/ VI íí Íj-,1 r-\ w

> o £<J

Bizonyítás : A 4.4. Táblázatban jelzett törvényszerűsége­
ket egyszerű ellenőrizni a 4.2. Táblázatban a fel­
tüntetett sorszámok alapján. A 4.9. Ábra 
^ 1>°  , ese_tén szemlélteti a táblázat
összefüggéseit. Az A* értékek tartományait a /4.68/ 
formula igazolja, ha észrevesszük, hogy A* konstans

/  г  г  V l-értékeinek tartományait az i- ------segesz
x3-i"xi

egyenesek határolják, amelyek egy sugársort képez­
nek. Az г. és X, .-x_. értékeket az ábrán sraffozott r __ 0-1 r
derékszögű háromszögek segítségével emel tűit ki; 
befogói az értékek.

Q*e#d.

A 4.6. Tétel 4.3« Táblázatából az R összefüggő
ciO

prioritásos ütemtervek jellemzőire vonatkozóan is kiol­
vashatjuk a törvényszerűségeket. Ez egy Tételbe foglal­
juk.

4.7. Tétel: /А/ áD-re dukáli Q 6 konfigurációk
R^ , 1=1,2, összefüggő prioritásos ütemterveinek 
típusát és a 4.4. Tételbeli Y~\ = /^; <£ /
jellemzőit a 4.9. Táblázat tartalmazza a paraméterek-
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re és a 4.2. Táblázatbeli sorszámokra utalással.
A /4.4/ esetekben a S =1 korrekciós tag alkal­
mazandó a p periodushossz /4.6V  és az a P^-fog- 
laltság /4.7*/ szerinti számitásához, ha a
З. Fejezetbeli 2. Megállapodást figyelembe vesz- 
szük. A 4.2. Táblázat minden esete /kivéve a lehe­
tetlen 9 esetet/ egyszer szerepel i=l és egyszer 
i=2 mellett, ahol з/о /=б  ̂az Ríq első döntése.
A 2 és 3 esetek ezenkívül zárójelben is szerepel­
nek. Ezt kell i értéknél figyelembe venni, ha a 
jellemzőket a 4.6. Tételben nem-redukált konfigu- 
ráció ütemtervének meghatározásához használjuk fel.

/В/ Az R^o ütemtervek tipusait, jellemzőinek tar­
tományait és az th= e, "*1 Ôellemzôk értékeit
a 4.11. Ábrán szemléltetjük i=l és 2 mellett az

koordinátarendszerben. A 4.8//a)- (c) Áb­
rák tartományait а 4.10. Ábra szerint egyetlen 
/x-^Xg/ sikban ábrázoljuk olymódon, hogy az 
x->0, х-э_.=-^_. /j =1,2/ egyenes mentén feltün-
tettük az Ъ -  j=0 melletti specialis parametererte
keket, amelyek V) Q .->0 esetén nem érvényeseky~3  ̂  ̂ ^/ilyenkor ugyanis a pont nem redukált konfigurációt
ábrázol/.

/С/ R^o ä  R20 minden nem elfajult konfiguráció ese 
tén teljesül és kizárólag a

=0> x-^í 0, x2 - 0, xi+x2 < 0

mellett nem teljesül
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Г Ч Гг £ 1 S2 Feltétel Folyt,

0 1 0 0 ^ > 0  ,'tgaO (x^>0 , X2 -O) 1

0 1 1 0 2^ 0 (x^O, X2 -O) 2

1 0 0 0 %j>0 ,/C.̂ *0 (x-ĵO ,X2>0) 3

1 0 0 1 ^=*°*7i>0 Ц ^ о , х 2 о̂) 4

1 1
X

0 M 
X ГО 5

1 1 X2~X1
42 0 ^2> 0 > ̂ l^o) x2>0 * xl" x2 6

1 1 ~X1 ~X2
7i

> oVc =0 ,x-^0, Xg- 0 7

Folyt, Sorszám a 4,3. Tálalázatban Ria1a2
ti pusi=l i=2

1 4,6 4,6 Rill
2 - (2),3,8,11,12 R222
3 5,7 5,7 Rí22
4 (3),2,8,lo,13 - Rlll
5 14,17,18,24,25 14,18,24,25 1 Ri n
6 15,19,23,26 15,17,19,23,26 Ri22
7 l,3,ll,12,l6,2o-22 l,2,lo,13,l6,2o-22

4.5, Táblázat: 30-redukált konfigurációk Ríq, i=l,2, ütem­
terveinek jellemzői.
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Bizonyítás : A tétel bizonyítása egyszerűen a táb­
lázat és az ábrák adatainak ellenőrzéséből áll.
A 4.5* Táblázat П  jellemzői és a 4.3» Táb­
lázatra utaló sorszámok összetartozása könnyen 
ellenőrizhető. A 4.5. Táblázatbeli feltételek 
szükségessége is a 4.2. és 4.3» Táblázatok alap­
ján látható be. Ezeket a feltételeket a 4.11. Áb­
rák tartományaival azonosítva ellenőrizhetők leg­
egyszerűbben a határesetek és elfajult esetek és 
ezen keresztül a 4.5. Táblázatbeli feltételek ele- 
gendősége. А /С/ állitás a 4.3» Táblázatból kiol­
vasható.

Q,e,d,

4.1o. Ábra: A í6-redukált konfigurációk tartományai.
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R

4» 11. Ábra: Æ>-redukàlt konfigurációk R^q ütemterveinek
jellemzői.
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4«4» Összefüggő ütemtervek értékelése.

A 4»2. és 4*3« pontok eredményei lehetővé teszik 
bármely Q e Q  konfiguráció összes következetes termé­
szetes ütemtervének az értékelését és hatékonyságuk 
összehasonlítását. Ez egy lehetőség az összefüggő-opti­
mális ütemterv kiválasztására. Ennek menetét a 4.12. Áb­
rán egy folyamat-diagrammal /КТ-Diagram/ szemléltetjük.
Ez egyben egy ésszerű algoritmust definiál az összefüg-- 
gő-optimális ütemterv kiválasztására eddigi ismereteink 
alapján. Az algoritmus két alternativ utat jelöl ki ál­
talános esetre, amelyek között a választás önkényes.
Az egyik út a /4.5/ egyenlőtlenségek, vagyis két KIF 
/koincidencia feladat/ megoldását igényli. A 2. Fejezet 
eredményei alapján tudjuk, hogy a szóbanforgó KIP megol­
dása a fi = Ti/ hányadoshoz közelitő 52; megol­
dások halmaza alkalmas elemének kiválasztását és előállí­
tását jelenti egy euklideszi algoritmus végrehajtása út­
ján.

Kizárva a КТ-Diagram szerint az

/4.70/ VX V 21^=0

elfajulás esetét, 0 < Tr oo és 0 <  ^ / ° °  
lesz, ezért a /4.5/ alatti KIP-eknek mindig létezik megol­
dása, amely véges lépésben meghatározható a 2. Fejezet ered­
ményeire alapozva. A /4.5/ alatti egyenlőtlenségek i=l és 
2 mellett egy bal-, illetve jobboldali KIP, ha 
hányadosra nézve tekintjük. Szimmetria okokból azonban a 
két KIP nem igényel két független megoldási algoritmust, 
hanem egyetlen euklideszi algoritmusra alapozható.
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Ezt fogjuk megtenni alább a A  -Algoritmusban.
A másik ut a KT ütemtervek értékelésére a 

Ó-redukcién alapszik. Ez az alternativa a 4.3» pont 
eredményeit használja fel. Ennek müveletigényes része 
maga a ó-redukció és a D mátrix meghatározása, mely 
mátrixot a 4.5. Tétel utáni 5. Megjegyzésben definiál­
tunk. A ó-redukció az euklideszi algoritmus általáno­
sításának tekinthető. A КТ-Diagramon feltüntetett 

Л -Algoritmus és Ó-Algoritmus, mint a KT ütemtervek 
értékelésének két alternatívája ezenkívül is szoros 
kapcsolatot mutat. E kapcsolat részletesen elemezhető 
lenne és kimutatható lenne, hogy a két algoritmus sok 
vonatkozásban ekvivalens. Ez az alapja annak, hogy a 
ó-redukciós módszer általában használható koincidencia 
feladatok megoldására. A ó-redukciós módszer ilyen ér­
telmű további vizsgálatát mi nem végezzük el, csupán 
utalunk arra, hogy az íhQ összefüggő prioritásos ütem­
terv n  (^2’ £ 1 ’ ^  2 / jellemzőinek meghatáro­
zására ekvivalens a legkisebb í S - f 1 2 >■ 0, relativ
prim egészek és 0 — - 1 valósak meghatározá­
sával, amelyekre

pio = (^1^1+ £ l'ï 2 = f*2 ^  2+ &2 ! 1

egyenlőség teljesül. Ez azonban ekvivalens a legkisebb 
геРа^ у Prim megoldásával az aszimmetrikus

-Î2 -

koincidencia feladatnak.
A Ó-redukció végrehajtására a Ó-Algoritmust adjuk

meg.
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A Ф -AlgoiLtmus és a á5-redukciós módszer a KT ütem­
tervek értékelésére a A  -Algoritmus alternatívával 
szemben rendelkezik néhány előnnyel. A KIF-ek megoldá­
sára történő általánosíthatóságon kivül kiemelhetjük 
azt, hogy a redukált konfiguráció jellege és ütemterve 
szemléletesebb betekintést enged a konfiguráció paramé­
terei és az ütemtervek sajátosságai közötti kapcsolatok­
ba, mint a /4.5/ egyenlőtlenségek megoldása. A ̂ -Algorit­
mus egyszerűbb а Л  -Algoritmusnál, mert - majd látjuk 
kevesebb reláció ellenőrzését igényli. A SO-Algoritmus mű­
veletigénye egyszerűbben vizsgálható, 'főbbek között egy­
szerű becsléseket fogunk tudni megadni a Ф -Algoritmus szá 
mitásigényéré.
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/4.5/ megoldása Cú-redukció
Cú* A *  A *  !» 2» 1» 2 ^,Q*=QV ,D

4.3.Tétel
T r  YI- a]_a2a3 JT

4.6.Tétel

TT 1la^a9a^ J
ítél.

Ь ' а- Ч ^ га3
{.Па-^а-Д I 
{Р-а '4а,а?аэ

^  I _______ !
0 „ össze- TT „ „ össze-a1a0a^ ci. cLpd-̂
hasonlátása hasonlítása

4. 9 . Ábra: Polyamat-diagram a KT ütemtervek értéke­
lésére /КТ-Diagram/
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Először azonban foglalkozzunk az összefüggő priori­
tásos ütemtervek hatékonyságának vizsgálatával#

Eddigi eredményeink nem szolgáltatnak egyszerű
általános kritériumokat az összefüggő-optimális ütem­
terv kiválasztására. Egy 
mus nélkül általában nem

"euklideszi jellegű" algorit- 
tudjuk egy konfigurációnál el

dönteni, hogy melyik az optimális /maximális lis.™
tékonyságú/ K'J? ütemterv. A SD-redukció után a íö-redukált
Qv konfiguráció ismeretében azonban ez a kérdés már 
eldönthető. A í)-redukció generálta mennyiségek segítsé­
gével sem ismerünk azonban általános kritériumot az op­
timális KT ütemterv kiválasztására. Az lh összefüggő 
prioritásos ütemtervek nem mások, mint a szoros KT ütem­
tervek. Tudjuk, hogy ezek nem dominánsok minden esetoen. 
Érdemes azonban megvizsgálnunk az R-^/q / és h 2o ( q ; 
ütemtervek ^±0 ( J  és "̂ 2о hatékonyságának a
viszonyát,

Nyilvánvaló, hogy ha egy konfiguráció két
R-j(q) és R2(q) KT ütemterve lényegében azonos, azaz

R-j/QJ íz r2 /q )

akkor 1$ Jci)= 1/ q ), azonos hatékonyságuak. Ilyenkor 
a reduuált Q v konfiguráció azonos stratégiák szerinti 
R . (  ütemtervei is lényegében azonosak és azonos a
hatékonyságuk. A 4.5. Tétel utáni 1. Megjegyzés szerint 
ha R-JQl̂ ) &  R2(Q.s,) , akkor ez igaz az eredeti Q meg­
felelő ütemterveire is. egyenlőség­
ből azonban ^ j / V  = faj nem következik.

Az ^ =ö esetben V Ьг 0 b-6 sszetettségi fok
lehet véges vagy végtelen. Véges esetben Qv=aDVQ redu­
kált konfiguráció létezik.



no
V = со esetben // 4.3/ különleges eset/ tekintsük 
a 0=lim 2>VQ nulla-konfigurációt a Q redukáltjának.
*} = 0 miatt Tf =0 bármely megengedhető ütemterv­
re igaz, ezért TÍ1/q / = / q / mindig igaz függetle­
nül Rj/Q/ «  R^/Q/ teljesülésétől.
^ > 0 esetben felmerül azonban a kérdés, hogy
R.„/q / Ф  Ro. /q / esetén mi a feltétele annak, hogy _L0 zo
^lo/Qy >  ^ 2o /q / legyen.

A 4.7. Tétel /С/ állitása szerint

Bio/Qv M  R2o/ V

csak a 4.3. Táblázat 
ezért csak itt kell 

felhasználjuk

2,3»8, 10-13 soraiban áll fenn, 
*lo és T̂ 2o viszonyát vizsgálnunk, 
a /4.50/ és /4.30/ formulákat:

/4.71/

/4.72/

f* l_B2V-2 

^ 2 =A2v-2

/C  =A1 A2V-1

^2-B2V-l

Г* 1 ,V+B2V-1 (̂ 2 * V 

(u l,V+A2v-l(4 2,V

^1,V+A2v-2 ^2,V 

^l,V+B2V-2 ^*2,V

1

9 f  =D_1 Гу .

A 4.4. Tétel szerint a /4.4/ kivételes esetek kivé 
telével i=l,2 mellett

Rio“ ('*l’íri+ £ 1 7 2= (“2 'r 2+ в 2 ’h  

aio=íAl 7 l + r 2 ’Z2

y  = h °  = / i - 2 k / ?)ú)+ A l i i  / ^ .
10 p10 10 10

/4.73/
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A /4*4/ kivételes esetekben § =1 korrekciós té­
nyezővel p^0 és a^o korrigálandó a /4*6#/és /4*7*/ 
szerint. E formulákat alább használjuk. Jelölje
^ 1а2аз a redukált /Qy/ és П ^ 0 a nem-redu­

kált R± /Q/ ütemterv jellemzőit /i=l,2/.
i cl̂) az Ri ,/Qv7 4*3* Tétel szerinti tipusa.io»'V'

Az i=2 esetben legyen megkülönböztetésül
Л 2o=̂ CA'l’ (^2’ ^í; ̂ 2/ a Jellemzak jelölése,

Vizsgáljuk meg sorban és viszonyát
a 2,3»ö, 10-13 esetekben.

2o

(2) eset /x^O, x2<0/: 0^= /^^;0;0;0/,

Qo= n i ’kzv-rÜ'lliO&Zv-l'li/*

^ 1H =  /1;0;0; 1/, ^(212) ~ /°; 1;0;0/ /ugyanis a 2. Megál­
lapodást nem szabad figyelembe venni, ezért 
^  212s /1;1;0;1/ nem lenne helyes./A jellemzők:

^ 1  2V-2* ^ 2=A 2v -2 » öA-ísB2V-l* 2̂**А2*-1 •> 
p1o=B2v-2A2v-1 ̂  1sA2v-2B2v-1 7 1 1 *>
p2o=B2v-1A2v-1^ 1=A2V-1B 2V-1 7  1 í

*io=*(l) = V r ^  . a h o l ^ » ^  .2V-1

( 3) eset /x^O, x2=0/: Qy= /0;0; ̂  2;0/,

q o= /0'’k2v-2*Í2; ̂  2; ̂ гу-г“1) V *

^(i2i)= /i?0 í°;o /* ^222 s

(̂ l=B2V-2 * fA2=A2V-2’ ( M =B2V-1» ^ “^V-l»
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p 1 o=B2V-2A 2V-2 7 2=А2У-2В2У-2 7 2 » 

P2 o =B2V-1A 2V-2 7 2+^ 2=A2V-lB2V-2 % 2

1!1оЛ (2)̂  - 12o" ÏÏ2У-2

(8)eset /x^O, x2<0/s Q^= / ̂  О ; ̂  2;0/ •

Qo= / 7 l ? (-A2V-l~ÿyll+A2i-2T,2* ? 2;B2V-l4l+ 
"̂\l2l) = » ^(j212)3 »

P* 1=В2У-2 » (^2вА2У-2» P^l^y-l» (^2=A2V-1 

р1ояВ2У-2 ̂  l=A2V-2^2+ ̂  1 

р2ояБ2у-1^*1+ ̂  2=A2v-l ̂ 2

plo ' ’ ’ ’ ' " р2о
^ Ю <  ^ 2 0 ^  - ! r íÍ2^ - ^ ^ ÜW p i o r 2<P2o'r i2о '1о

0 < А2У-1”В2У-2 *В2У-2 < А2У-1 
Mindig egyenlőség igaz, ha V=0. Ekkor valóban

(lo) eset /x-pO, x2<0/: Qy= / ̂ 2д_5°;0; ̂ 2>v/» ^ 2,У ̂  2l •

Qo= ^^1* íA2V-l*’̂ 1̂ l+A2V-2 ̂ 2  ,V; °’ B2V-1 ̂  l+B2y-2 ̂ 2,V^ *
П ш = /1;0;0; 1/, П 212= /1; 1;О; 1- ̂ 2>у/ ̂ х/ ,

|^1=В2У-2» (^2=А2У-2* ^ 1 =В2У-2+В2У-1» (^2= А 2У-2+АаУ-1»

р 1о=В2У—2 ̂ 1 =А2У-2 ̂ 2 + 7 1

p2o= B̂2v-2+B2y-l)^l=(A2y-2+A2v-l)^2+ ̂ 1~^2,У »

1  + /!_ I l  / 5 (2Ц (1), if. = * й ) + /1. l i ^ 2 / 5 (2,= # ,
Plo P2o
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mivel ^  ̂  » 0. Vagyis 2cT •

Çll) eset /хг<0, x2=0/: Qy= /0; ^ ljV; \ 2;0/ » ^1,У4 ?2*

Qo= /°;А2у-1^1,У+А2У-2 ̂ 2 ;/kl2;B2V-l/̂ l,V+ (B2V-2-1) ?27, 

^ i 2 i = / 1 »i ; i - ' ^ i jy / 1Í 2 í ° 7 * ^ 222“ »

(^l=B2V-2+B2V-l» ^ 2 =А2У-2+А2У-1» ^ { “^У-!» (*2*^-1* 

plo“ (?2v-2+B2V-l^<îl+ ̂ 2“ ̂ l,VeCA2V-2+A2V-l)^2»

p2o=B2V-l^l+ ̂ 2=A2y-1^2

* 1o= л _ ! d v  t  W i + ï t2) = ^ ,
10 plo do p2o

mivel T(CV. o. Vagyis ^ lo= ̂ 2o=^ ^ *

(.12) eset / х у 0 9 Xĝ -O/î Qy=/ *2 1» ̂ 1,У’ ̂ 2 ’̂ 7, ^1,У^^2#
л

Q0s/?15 (а 2у-1“^  ̂ ^ г у - А . у ^ г у - г ^ ’̂ г^гу-Л.у +CB2v-2'"1̂ 2 ^
^2Is ^1,У^ ̂  2 ’ ̂ 7* ^222= 7^51515 О/ »

СЧ=в2у-2+в2у-1* (^г^гу-г^гу-!* ^í=B2v-i* ^2 яА2У-1»
Р1о= В̂2У-2+В2У-]}"С:1+ ̂ 2" /̂ 1,Ув А̂2У-2+А2У-1^/̂2+ ̂ 1 
р2овВ2У-1^Г1+ ̂ 2=А2 у-1^2

*1о" 71. îçLv ж Л . ь„ч К а„.=/1-

■<i0 ?  i z j W
Р1о р1о р2о

^ 1 ^ 2  >  ^1^2~^1.У^ ^ 1 ^ 2  .
^ 1 р2о К ^ 1 р1о ^ 2 р1о
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Çl." 7 ^  /Г2р2о+ ̂ хРго

'ТГ2 B̂2V-2+B2V-l^l+ ̂ 2 ^ 2 “^l,^-< í1” ~ ^ Г )Г2 ̂ V - l ^ l +^2^+tíA2v-l^

( B2v-2+ B2v-1~A2V-X^l < 0 <^ >

^X,VB2V-1 <  ^2 (A2V-l”B2V-2^ ^

^2"B2V-1 ̂  1”В2У-2 *7 2 <  ̂ 2 (A2V-l~B2V-2^

^ 2  <  B2V-1 ̂ 1 +A2V-1 ̂ 2  *
Vagyis "̂ 2o aszeriirfc» h°gy

^l,VB2V-lé 72(.A2V-1“B2V-2>)^:̂ ”C2 è B2y-X? 1+A2v-1 \ 2 *
V=0 esetén ez®r"*: csak 53 áXXhat fenn.

(X3)eset /x-|<0, x2<0/í Qv= / *2 i*°* *2 2’ ”̂ 2 ,>/» ^2,V^?X e

Qo=/̂ Х’ (А2У-1”1)Ъх+А2У-2^2 ,V’̂ 2 ’ B2V-í7x+ tB2V-2"^ ̂ 2+B2V-2^2 ,V̂  

Пххх= /1;0;0;Х/, П212= /lï 1; X; X- $ 2 y f y  ]/* 
f*icB2y-2» (̂ 2=а2у-2» (*lsB2v-2+B2v-i» ^г^гу-г^гу-х»
PXo=B2V-2 ̂ Х =А2У-2^2+ ̂ X
р2о=СВ2У-2+В2У-х) ^2= А̂2У-2+А2У-Х^Г2+ У х"^2,У '
^ - • « Ч л .  l i  /3Ч  < 2o-/l . ^ / ä (l)+/i- Ц ^ / ï ®  .

ô l0<  ° 2 o ^  ploô < p2ofl p9n û

1 ф  + Í V ^ T a  >  î i < 2
P2o^l P2o^2 plo^2

pXo'r 2+/l” /pXo/rx <  ^20^1

B24-2^iC2+{1~ /A2V-2^+ ?X^X<  ̂ A2V-2+A2 y - X ^ 4 +^?X“^ , V ^
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Sr
/В

2,V
2v-2" A2V-2“A2V-1/ Г2 < °

“ ̂ 2,VA2V-2 < ^l^A2V-l~B2V-2^

a 2V-1 7 l “ ̂ l + ^ V ^  ̂  2< \  ̂  A2V-l_B2V-2 ̂  

B2v-2 ̂  1 + A2V-2 ̂  2 < ^1

Vagyis 7fl0 ^  ^2o aszerint> h°Sy

~^2,V A2V-2 < ^1 ̂  A2V-l”B2V-2^

-̂ 2v -2 ̂  l+A2V-2 ̂  2 < * '̂=° esetén

A2V 2 =A2V-1"B2V-2=^* ezar’*; csak egyenlőség lehet.

Ezzel megvizsgáltuk az összes olyan esetet, 
amikor R^q/q/ ф> R^q (&) » Eredményeinket egy tételbe 
foglaljuk.

4.8. Tétel: Bármely Q^-O. konfiguráció R^o/Q/ össze­
függő prioritásos ütemterveire vonatkozóan igazak 
a következő áliitások /0^ a Q á> -redukáltja/

/А/ R1c/ q ; « R 2o /Q/

kivéve, ha
/4.74/

A /4.74/ a
jesül.
/В/

°7 . > o, '9\ .=0 legalábbLl * 1,V °
4.2. Táblázat 2,3,8, 10-13

V d  = í 2 o / Q ;

egyik i=l,2-re. 

sorainál tel-
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kivéveha

/4.75/ V >° ' г11 '12> 0 és ^1, V ^ 2,V=0#

A /4.75/ a 4.2. Táblázat 8,12,13 soraiban tel­
jesül , ha V > o.

/0/ TSl0fQ/ £ * 2o/q /

a /4-75/ feltétel mellett aszerint, hogy

/4.76/ T l '̂ 1jVB2v-1~?2‘̂2,VA2V-2 < ̂ 1^2/A2V-l“E2V-2/ '

1,’ Megjegyzés : A /4-75/ esetén /4.74/ teljesül, tehát

^20 csak ^i0^ ^ 2 o  ese^cn lehetséges.

2. Megjegyzés: A /4.76/ feltétel a /4.75/ mellett ekviva­
lens az alábbiakkal: ÿ-

/4.7б}

и/4.76 /

B2v-2 Y l +A2V-2^ 2 < ^í"
l,v

77 _2
2>v

1 ^ B2V-1^1 + A2v-12V-1 t2

/4.76' м / S^-l^1, + ~^T^ “A2 V-2^2 ,V (1+ , У+Г2, v)̂ A2V-1
2V-2

Bizonyítás: Az /А/ és /В/ állítások már bizonyítva
vannak. V=0 mellett а /В/ igaz a (8j(i2) és (13; esetek­
ben is. А /С/ állitás és a 2. Megjegyzés bizonyítá­
sához azt kell igazolnunk, hogy a /4.76/-/4.7 6 " V  
feltételek a /4.75/ mellett ekvivalensek egymással 
és a /8>, /12> és А З /  esetben igazolt feltételek­
kel, amelyek alakja



117

/4.77/ О ^ A2v -1_B2V-2’ ha ^l,v= ^2,v=ü eset/

/4.77 V  /5’i )v 32V-1^ ^2//A2V-l_B2 V - 2 ^ ^ r2 ̂  ̂ 2V-1 ̂  1+Á2V-1 ̂  2 

lia ^ i >v >0, ^2,v=0 /С12) eset /

/4-77l#/ -^2,VA2V-2 < ^1^A2V-1“B2V-2/4̂ B2v-2^1+A2V-2,,2 2<^1

^1,V=0’ ^2,-V>0 7 C13) eset /*ha

h k  eset / ^2 y=0 > ^  y=0 helyettesítéssel a /4.76/
átmegy a /4.77/-be és a /4.76V  átmegy /4.77w/-be, ami 
most ekvivalens a /4#77/-tel. A /4*76w/ ekvivalens a 
/4.77^-vel, az pedig a /4.77/-tel. А /4.76***/ közvet­
lenül átmegy /4.77/-be.

eset =0/: $  у—0 helyettesítéssel a /4.76/ és
/4.76#/ közvetlenül átmennek a /4.77*/ két alakjába.
A /4.76*/-be a /4.72/-t helyettesítve ^=6 mellett

B2v-2^1+A2V-2^2 < ̂A2v- 1^1,V+A2V-2^2̂  ”̂ 1 ,V7?2^B2V-1 ̂1,V+

+B2V-21?2^'^' B2V-2^1,V < íA2V-l"f?i,V7?áB2V-l)4,v'^^>74*77,7,
A /4-76 /-be '^2,V=0 iáve, majd /1+^  v/">/2/-vel
egyszerűsítve a /4.77'/ alanot kapjuk.

/13/ eset / V, =u/: Szimmetria miatt nem szükséges külön
_1- 3 V

bizonyítani, mert hasonló a (l2) esethez.

W * б $ ci •
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E tétel tisztázza az R ^ / q / > i=l,2, ütemtervek 
hatékonyságának egymáshoz való viszonyát. Az R^q ütem­
tervek nem feltétlenül dominánsak. Nyitott kérdés az, 
hogy mikor dominánsak. Ez a kérdés azonban nem valószi- 
nü, hogy a Ф -redukció, vagy a /4.5/ egyenlőtlenségek 
megoldása nélkül eldönthető lenne. Ezért most rátérünk 
a A-Algoritmus és a ^-Algoritmus definiálására és 
elemzésére.

^-Algoritmus: Bemenő adatok: Q=/7p»'^p>22’̂ 2/

Kimenő adatok: co*=/B*, А*/, Л*  , i=l,2

0. Lépés: ̂ = 7 1+^i5 <C2: = ’?2+'^ ’ 7:=^1+7г ’ ^ í= ‘̂ i+ '^2;

Ha T- ^  =0, akkor HIBA és Vége;

f o - V ^  ’ 0(=4/T'2 » U=1/^ »

A_2=0, B_2=l, A_1=l, B_1=0, v=ü ;

1. Lépés:

А_» : =Ъ Л +A_V V—1 V—2 BV-l+BV-2 5

Ha B^ < U, akkor 2. Lépés ; 
3. Lépés ;
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2. Lépés: Ha £'v“bv=0, akkor

B*»BV HA и > < y* B*-A A*t=B 0,Z~ v * 2 V

Д*=о, A^ü és Vége ;

?V+1:=
1 ; V:=V+1 és

Fv" b v

3« Lépés: /В 3s U , В . , ■< U/:V “ ~ ’ V-l
v-1

Ha V=0, akkor C î= f ̂ «0 1 я *6 tel
h
A II H y» • • II 0

B*î=l, a|=0, Л*- / £ I” S0- «/«’z ’ Д*.2* -'£ '2 ®s ̂ ége

B éV- r f v - i BV-2+BV-3 ; B̂ = fv B
9
V-l ’

Ha Bv-l à U, akkor

V “ î со* A * A *

páros ^BV-2- ÂV-2/ /Bv-1’ Av-■J У К 1 1/Bv
páratlan /BV-1, av-i/ /BV - 2 ’ Av- 2! У К 1/BV-1

Ha < U, akkor

° - fi î/)

I A ,  J  ■ « - ■v^-i
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V со* А Т
páros ' V e  - V F /BV-1» AV-1^ о•ч

> 1/B.J

páratlan /BV-1 » Áv-1^ ^BV,c* AV,c^ О•ч
>

yéfie.j

MeR'.ieK.yzés : Az algoritmus 'C-̂ *T ^ ^  =0 esetben nem mű­
ködik: A /4.5/ egyenlőtlenségek megoldása ebben az
esetben ugyanis a КТ-Diagram szerint nélkülözhető a 
KT ütemtervek vizsgálatához. E feltevésből követke­
zik, hogy 0 "< к oo , 0 ■£ ex < oo , Ilyenkor a

0 Í B,f -A-, £ ci és - o( < A 0 e -B0 éül ^ o l  к ̂  о к
egyenlőtlenségeknek /koincidencia feladatoknak/ a
2. Fejezet eredményei szerint mindig van legkisebb 
ÚJ .=/B. , A./£ /l,o/ megoldása. Be kell bizonyítani,Д- l l
hogy az algoritmus új , , i=l,2, kimenetei
e megoldások és hibáik.

A____ ^  -Algoritmus igazolása: A 2. Fejezet eredményeiből
felhasználjuk a következőket.

/4.78/ _ i i n— 11 , 0 á o < b  Oáv^ií 
V’° Ц

|ZV|=-J—  U á v - Í H
V+l

* 4  b^'^V"^V+2,0
Б<=В/V+l V V+I
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/4.79/ l2Ív,bvl< I^V+l,c*l< I^V-l>bv_iíll< lA^,c|< ÍAí-2,bv_2! 

ahol 0 < c*-< b^+  ̂ , 0 < c <by . Ebből

/4.79V _i_ < lv+i~c' ^ <  lv-<
B4+i BV*1 к 4 <

Bv-l

Ezenkívül V-kN-1 esetén

/4.8о/ 4 < 1 ^ Sv-~bv+1 1+§v + l
B. B4 Bv+i

egyszerűen bizonyítható. Ezek az egyenlőtlenségek igazol­
ják az alábbi szemléltető 4.13. Ábrákat, amelyeken a 

c | hibákat ábrázoltuk.
1, __ T -DJ2V

1 A
^2v ?^»ьэ<У*1

V páros

V  páratlan* ja \ j 
1^2У-]Л

l^2V-lb I ?^  1,С,2У-1 1 
(aj Közbülső közelitő megoldások

(n páros)

n párat1&&^ --- ^
B 7 4 - X =l4n,bn-ll

(b) Utolsó közelitő megoldások) (c) Az első köz. megoldások

4.13. Ábra: A /4.5/ KIP-ekíL megoldásainak lehetséges hibái.



- 122 -

Az algoritmus mindaddig a 
sorozatokat állitja elő, arnig 
feltétel be nem következik, 

lia g

M v-ií = ' ,
és a /4.3/ egyenlőtlenségeknek a legkisebb megoldása 
£0 *= Üô*=/B^,Ay/ , Л*=0, amelyet az algoritmus a
2. lépésijén szolgáltat. Ha By^U, azaz l/B^ ̂  of , 
akkor ^v~ b^=0 esetén is a 3* Lépés hajtódik végre.
В =1 miatt a 3» Lépésben V=o akkor, ha U-l, azaz °í ^ 1, 
vagyis 7 - 'C’2* 1 1 - ^2* EicEor valóban és
/^2=/C'2* ^z co*=/ljC/ megoldás következik például a 

3.15. Lemma utáni 3» Megjegyzésből.
Ha V > o  és В >U, akkor szükségképpen Bv_-j < U. 

Ezekből

b ,=0, akkor £ = ---- racionális és
V V 0 B..
I ^  к il* 1/B_. Ezért В <U esetén 1/B > o<

fy) ̂  y, Ay» Ey» V_o,l... 
f v ' V 0 ’ vasy BV “ U

-A- > 0( >_L- £ Ы es
V-l

£ dL

következik. A 4.13/Ca) Ábra mutatja, hogy £0** közül 
legalább egyiket CO^ főközelités alkotja és V pari­
tásától függ, hogy melyik lehet mellék-közelités. Az, hogy 
az egyik lehet-e mellék-közelités, a Ey_]_ és U, azaz
lAy_2l =“^— és o(. viszonya dönti el. Ennek megfelelő 

BV-1
az algoritmus 3» Lépésében az esetek szétválasztása. Az
со * és táblázatokban feltüntetett megoldásának jel­
lege a 4.13/CaJ Ábra alapján könnyen ellenőrizhető. 
Csupán c ás M v J  formuláit kell igazolnunk.
/4.78/ alapján £  _ c

В^ V , c / " ^ 0/
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akkor, ha c- By= f J
igazolja c formuláját. Felhasználva, hogy 
**-[-z] és f> (z)-ze(-z)-r-z] ={-z} »
hogy

0-fy+o(B<
— BT------« ---------------

amiből már az algoritmus formulája adódik.

ami
> Cz)=-f C-z) =

kapjuk,

íy/l-
1

Q*e,d.
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Д)-А1 go ritmus : Bemenő adatok: Q=/^; 7 2 ín^2^

Kimenő adatok: » ^*/» £=ídij)

0. Lépés: *2̂ : = V 2+\ Î ^ 2:=^2 + ^  2; ^ := ̂  1+?2» ^ :=^1+ ^ 2 ; V 

A:=Bá:=0; A':=B:=1;

1. Lépés: Ha » a^kor 

*

£^:=0 és 2. Lépés;

2. Lépés: V - V  *1 ^ 2  ! r i= ̂ 1+ ^ 1;
A : = t ̂ A * +A ; В : = E-jB'+B ;
Ha ^ = 0 , akkor

« g S - D y * 3.] ;

£ 2:=0 és 3» Lépés;

3. Lépés: ^ 2”* 2 ^2 1 ’ V2:=42+%2.

к^.Л^+к4 ; B' = 62B+B#;

На бд^+^2^ 0 » akkor V:=V+1 és 1. Lépés;

4« Lépés; dll:=B » d12:=A » d •-B * • u2l * 9 22 :=k4 ;

&!*•" *1 ’ 1* 1 ’ l2'-('2 ’ 2 v 2 ’

Vége;

Az algoritmus igazolása: Az algoritmus a 3* Lépésben 
mindaddig növeli V értékét és újra ismételteti az 
l.és 2. Lépéseket, amig ^  v+ 2̂ V >0 mutatkozott.
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tr+ =0 első fellépésekor V a áö-összetettségi-L,V <̂ »V
fok és Q*=Qy a redukált konfiguráció. Csupán azt kell 
igazolni, hogy a D_/B A \ mátrix valóban a 4.5. Té-

1 b ' A '/
tel utáni 4. és 5. Megjegyzésekben definiált

D= íB2V-2 Á2V-2

B2V-1 á 2V-1

mátrix. Ez azonban következik abból, hogy a 2. és 3. 
Lépések mindig a D mátrix elemeit szolgáltatják 

elemeiből és v* ^2 V hányadosokból.

Q*e,d,

A ^-Algoritmus számitásigénve а V összetett- 
ségi fokkal arányos. Az alábbiakban felső becslést 
adunk egy Q konfiguráció Ф-összetettségi fokának 
nagyságára. A 4.6. Lemma szerint V véges a /4.3/ 
különleges eset kivételével. A 4.5. Lemma szerint a 
Ф-redukció generálta 6^ k , isi,2, k=o,l,...,
hányadosok fi) sorozata V2tl véges esetben

№  : e i,o> ^ 2,o ’ *** * ^1,V-1’ ^ 2,V-1 » V é l

alakú, ahol

t1,0 ^0, /i,k/,É/l,o/,/2,V-l/,B2íV-1^0./4.81/
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Nagyon könnyű belátni, hogy a íi-redukció folyamán 
k, i=l,2, к < V—1 és ^  nem lehetnek

O-ák; legfeljebb v_i és ^  i -у Ugyan­
csak tudjuk, hogy •Э'. , paraméterek csökkennek,
amig í) hatásos, azaz A /4.81/ fel-

/0>tételek mellett az (cf sorozat tagjai tetszőleges 
egészek lehetnek, igy pl. semmiféle felső korlátjuk 
nem létezik. Egyedül az 6. , Ы  feltételből is 
felső becslést adhatunk а V összetettségi fokra. 

Tegyük fel, hogy V^2 és к >2. Bizonyltjuk,
hogy

/4.82/ ^l,o"^l,k = ^l,o ̂ 2,о'гГ1 , 1 ^ , о +^1,1^2,1^Г1,2+"* +
^ l , o +" ' ^ l , k J  ̂ 2,к-1Г 1,к+ 
+(^.,о+" #+^1,к-1^,к

/4.83/ ^2,o” ̂ 2,к = ^2,о^1,1Г 2,1+^2,о+^2,1^1,2г 2,2+'" +
^ 2 , o +' " + ^ . k ^ ^ l . k - l ^ k - l 4* 
4^2,o+#" + ^2,k-Jr i,k •

k=2-re /4.79/-ből
^l,o” ̂ 1,2 =^l,o ̂ 2,o Г 1,1+^1,о+ ̂ 1,1^2,1 6 1,2+

* % , o + ^ . l 1 ^2,2 =
s/l,o ^ 2,o ̂ 1,1+
*$l,o+ ̂  l,l№> ,1^1,2+^2,2) =
= ̂ l,o ^2,o 'C l,l+^l,o+ ̂ 1 , 1 ^ 2 , 1=
= ̂ l,o^2,o^l,l+ r 2,lJ + ̂ 1,1^2,1*

= ̂ l,o'r 2,o+^l,l ^"2,1=
.^l,o”^l,l+K , l “ ^1,2) »
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ami igaz. /4.73*-ból

^2,o“^2,2=^2,o^l,ir 2,l+^2,o+^2>l)rÍ,2“^,o V 191*^291T  19\

=^2, o"^2, 1 + Ĉ 2 , 1"  ^ 2 ,2)  »
ami szintén igaz.

Tegyük fel, hogy /4.82/ és /4.83/igazak, bizonylt­
juk ugyanezt

к helyett k+l-re. /4.72/-höz hozzáadva 

^ 1, k“̂ l, k+l=^1, к ̂ 2 , к 

egyenlőséget, majd helyettesítve 

^2,k=^2,к Г 1,k+l+^2,k+1

egyenlőséget, a /4.82/-t kapjuk k+l-re. A /4.83/-hoz 

^2,k"^2,k+l=^2,k ̂ l.k+l

egyenlőséget adva majd
^l,k“^l,k<C2,k+ ^'l,k+l

egyenlőséget helyettesítve, a /4.83/-at kapjuk k+l-re.
A /4.82/ és /4.83/ kifejezések segítségével igazol 

juk az alábbi lemmát.

4.10. Lemma: Ha a
foka V  ̂ 0 véges,

konfiguráció ф -összetettségi 
akkor Q paramétereivel

/4.84/ 3-,
N)“l

^2,k-ir i,k+^ I  ^l,rr 2,Vr=o
» k=l r=o 9
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V “1 k-l V-1

е2 , Л , к ^ 2>к+ Х  g2,r 4 , v .

ahol
k=l r=o r=o

O-nak tekintendő, ha ъ <a.
a

Bizonyítás : V > 2  esetén a /4.84/ és /4.85/ azonos a
/4.82/ illetve /4.83/ összefüggésekkel k«V mel­
lett. V=0 esetén a /4.84/ és /4.85/ jobboldala 
definíció szerint 0, tehát nincs mit bizonyítani. 
V=1 esetén a /4.84/-ből

\ , о “^ 1,1^ 1,о 6 2,оГ 1д Л , о  6 2,l=^l,o ̂ 2,0

és /4.85/-ből 

v 2,o 2,1" 2,o 1,1

helyes egyenlőségek a /4.21/ definíciók szerint.

Q#eed.

Megjegyzés : A /4.82/ és /4.83/ igazak k > V  esetén 
is. На V értéke csak felső korlát az ismeretlen V* 
(D-összetettségi fokra, akkor ,=0, k>V* , miatt-L Э К
/4.84/ és /4.85/ jobboldala akkor is a v, # illetveçv x  ̂ ±$0ŐT paraméterek redukcióját adja meg.

A 4.1o. Lemmabeli /4.84/ és /4.85/ kifejezések 
segítségével felső becsléseket nyerhetünk а V ^-össze­
tett ségi fokra.felhasználva a /4.81/ relációkat.

Annak feltételét, hogy V=o legyen, azaz maga a 
Qq=Q (б-redukált, a /4-18/ relációk szolgáltatják. Azt 
könnyű ellenőrizni. Vagyis könnyű eldönteni, hogy У > о  
teljesül-e.
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Tegyük fel, hogy V^rl.

V ä 2  esetén

'r i,kT 2,k>0 éB 9 1,к> Г 3-1,к> 1=ll2> k ^ V-2
/4.86/

^ l . V - l W 0 és 9 i,V-l^ r 3-i,V-l lesalább i=l-re

feltételek és

/4.87/ ^ > l i  • 

4,*-l>ïi

1 = 1 , 2 ,  kíV-2

legalább i=l-re

feltételek teljesülnek.

V=1 esetén

/4.86*/ 'r i,or *2,o>0 és , о ' ̂ 3-i, о leSalabb egyik
i=l,2-re

feltétel és

/4.87*/ ^ i , o ^ 7 i  legalább egyik i=l,2-re

feltétel teljesül.

V ^ 2  esetén /4.87/-ből ^  ̂  2 ®s ^2,V-2 ” ^2 ''l>V-l> 7l*
ezért a 4.1o. Lemma/4.84/ és /4.85/ formuláiból 

V k-1 ^ “1
^l,r ̂ 2,k-l7l+ 4 ^  ^l,r 7

^2,r ^1,к 7 2 +-TI^2,r7l

/4.88/ ^ k=l reo 
V-l k-1

/4.89/ ^ 2 >
k=l r=o 

egyenlőtlenségek adódnak.
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A /4.88/ és /4.89/ relációkban > jel helyett ^ 
érvényes csupán a V=1 esetén. v=l mellett azonban

/4.88'/ ^ 11, / 2, Л 1 * !1, Л 2

/4.89'/ - Э г - Ч Л !
akkor és csak akkor teljesül, ha
/4.90/ ^  2.= ̂ 2 i=0 9 vaSy ^2=0» 1=1 illetve i=2.

Az utóbbi esetekben természetesen В =0, i=l ill.IL ̂  О2. Ha azonban а /4.90/ feltételek teljesülnek, akkor
Vil is biztosan igaz. Vagyis a /4.88/ és /4.89/
teljesülésének feltétele az, hogy /4.90/ ne legyen igaz.

Vegyük észre, hogy /4.89/-ben В hányados nemi., оszerepel.
Tegyük fel, hogy a Q€T konfigurációra egyszer al­

kalmazzuk a b  operátort, amely generálja az £. ,' A 1 j Оi=l,2f hányadosokat és konfigurációt* Ekkor a
/4.90/ feltétel már ellenőrizhető. Ha B, + >0,
akkor V > 1. Ha a /4.90/ nem teljesül, akkor a /4.88/ 
és /4.89/ igazak. A V^l JÖ-összetettségi fokra ezekből 
különféle felső becsléseket nyerhetünk. Mindenesetre 
V=1 mellett, ha /4.90/ nem teljesül, akkor

/4.91/
$  > Î t У) + t *1 l,o 2,o*l+ l,o i
^ 2  >   ̂2,0 7.1'

V>2 mellett /4.88/ és /4.89/-ben t . > 1, l é k é  V-2,n Л 1>л
^1 V-l” 1 * B2 V-l “ 0 becsléseket használva
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/4.92/

Л
rH

CT? ? 1,0

/4.93/ 2̂> О•кCM

azaz

/4.92*/ # > ( !21,оС

N>-1
Ик=2

V-1
S Zк=2

/4.93'/ ^ 2 >(£2>0+V-l)71 + (e2>0( V - l ) + ^ 4 ^ )  I

Ezek kvadratikus egyenlőtlenségek V-re. А /4.92*/ 
egyenlőtlenséget /V-l/-re és a /4.93*/ egyenlőtlenséget 
/V-1/-re megoldva, azokból

/4.94/v < i  - Ь - е 1>о+\|(Í -1 l*o ^2,o+ ÿ H
-
Ko- ' .il'"+ III

/4-95/^<^-|l-e2,o+1+'il fa,. *)*♦f^l l)2 / П 2. 2V2

Ha /4.94/-ben 
/ 4.92 V-ben 42 ô

£2 0=1 értéket helyettesitünk, vagy 
— 1 becslést alkalmazunk, akkor a nyert

/4.94v 1. Ъ  -e1>0+\J(e1>0- -\
b

2ÄX

egyenlőtlenség hasonló a /4.95/-höz, csupán az 1 és 2 
indexek vannak felcserélve.

Ha a /4.94/ vagy /4.94#/-ben az =1 értéketл JL j Оvesszük, vagy a /4.92*/-ben az v, ^>0 becslést alkalmaz-±, оzuk, akkor
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/4.96/
Пг

2Íi
"2i

à.

ahol 0(1= 1 .
egyenlőtlenséghez jutunk. Ha a /4.95/-ben az (L =1

П <É- f О
értéket vesszük, vagy a /4.93*/-ban az t0 >1 
becslést használjuk, akkor a

. , ^ í ^ i  ahol Сл 2= ^ 1
egyenlőtlenséghez jutunk.

A /4.94/ , /4.95/ és /4.94*/ becsléseket £ •1,0
ismeretében alkalmazhatjuk. Természetesen a becslés 
annál pontosabb, minél több információt használ fel.
Ha Q értékeket nem használjuk fel, akkor a /4*96/ 
és /4^97/ becsléseket nyerjük. Hogy a /4.95/ és /4.94V 
és a /4.96/ és /4.97/ becslések közül melyik pontosabb az 
a paraméterektől függ.

A /4.94/ - /4.97/ becslések esetenként igen durvák 
lehetnek, hiszen a *$. , =0 és , =1 becslések igen

Л- y  K. J- |) Ív

durvák lehetnek. Ezeknél egyszerűbb becsléseket kaphatunk 
a /4.84/ és /4.85/ összefüggésekből, ha a /4.92/ és /4.93/ 
becslések tagjait egy-két utolsó kivételével elhagyjuk. Az 
igy nyert becslések természetesen általában még pontatla­
nabbak lesznek, de adott esetben gyorsan szolgáltatnak fel­
ső korlátot a ^-Algoritmus számitásigényéré.

A /4.92/ és /4.93/-ban csak az utolsó tagokat figye-
lembe véve

A  .1
7г h * 0

/4.98/ V < i+ /ha 7 2 > 0  / ,

/4.99/ V <  1+ ^2 c2,o 1—1

<sлs >  0 / .
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Az utolsó két-két tag figyelembevételével

/4.Ю0/

/4.Ю1/

^  <  2+ 

V <  2-p

l,o « / 7  > 0 /, 

/*i > 0 /  ,

E becslések egymáshoz való viszonya ismét a paraméterek­
től függ, de 7 l ^ 2 ^ ^  ese'ten természetesen a /4.100/ 
és /4.101/ "egyenletesen pontosabbak", mint a /4.98/ 
illetve /4.99/.

Összes eddigi becsléseinknél pontosabbat nyerhetünk 
a /4.32/ összefüggés alapján, ha azt k=v*-re felírva a 
'O. . >0 becslést alkalmazzuk és a D mátrix elemeit a

Fibonacci-féle szamok segítségével becsüljük# Ekkor a
,=0, k k V  "elhanyagolások" a becslés pontosságát nem 

rontják. Becslésünk alapja a következő lemma.

A á)-redukció generálta

A_2» Ao,... , A2^_2

B-2* B-l* Bo’" ' , B2V-1

sorozatok és a Eibonacci-féle számok 

/p/: Eq , E

sorozata között érvényesek az alábbi relációk:

4.11. Lemma: 

/А/: 

/В/:

/4.Ю2/ Ak ^ Ek , Bk >Ek+1, 0^k^2V-2 , V>1

/4.ЮЗ/ Ak > Ek+2, -2ék^2V-2 , ha ^ 1>o>0.

A fenti relációk igazak k=2V-l mellett is, 
ha ^ 2 ^ 0 *

■ /4.Ю4/
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A Fibonacci számok definíciója

/4.105/ Fo=0, F1=l, + \ _ 2 , k=2,3,l

Bizonyítás: Teljes indukcióval bizonyltunk a /4.81/
becslések figyelembevételével a /4.24/ deficiók- 
ban,

A = в , > 0=F , A,*l0 „+l^l=í\о l,o o’ 1 2,o l,o 1

bármely V i O  esetén igaz.

Bo-1 S I l • В1Л 2,.г Ы 2 '

ha V^2. V > 1  esetén H k á V - 1  mellett a
4.5. Lemma szerint k ^l. Ha t k az (íj soro­
zat k-adik tagja, akkor az indukciós lépés k^2-re

Ak= k̂Ak-l+Ak-2 * Ak-l+Ak-2 ~ Pk-l+;Pk-2=;Pk

Bk=^kBk-l+Bk-2è Bk-l+Bk-2 ” Pk+ Рк-1=Рк+1'

На £ ÿ-i> 0 * akkor ez még k=2V-l esetén is érvé­
nyes.
Ha о > 0 » akkor A_2=0>Fo » A_1=1^F1 és k^O-ra

Ak=^kAk-l+Ak-2"Ak-l+Ak-2 “ Pk+l+Pk=Fk+2

az indukciós lépés, amely ^  V-l^^ esetén k=2V-l 
mellett is érvényes.

Q,e,d.
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Megjegyzés : В2 értékétől függetlenül

/4.Ю6/ A2V-l-P2V-3 * B2V-l“ P2V-2’ ha V > 1
és

/4.Ю7/ A2V-1 ~ P2y-1 » A2v- 2 ^ F2v » ha El,o> 0 1
becslések teljesülnek a 4.11. Lemma kiegészítése-
képpen.
Á /4.32/ összefüggésekből

/4.Ю8/ ^1,o ^ V - l  ̂ 1 ,V+A2V-2 ̂ 2,V » 

^~2,o=B2V-l^l ,V+B2V-2^~2 ,V *

А /4.Ю2/ - /4.Ю7/ alapján ezekből

/4.Ю9/ -г^г

^  Zy/-2^1+F2^-1 *1 2 ’

ha V>1

/ 4 . 1 0 9 V r  , ha ^1,о> 0 -

Az V~l> 0  feltételt nem vizsgáljuk, minthogy
ellenőrzése a £)-redukció tényleges elvégzése nélkül 
lehetetlen, márpedig V becslése csak a redukció 
előtt merülhet fel.

A / 1 0 9 /  és /1 0 9 V  becslésekből V-re becslést 
az F^ Fibonacci-féle számok becslésével nyerhetünk.

Könnyű igazolni, hogy

/4.1Ю/ F5=5 és Fk >k, kí?6
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Ezt a becslést használva /4.109*/-ből

/4.111/ V < ^ 1 + T 1 . ha . >0. V>2.—  — ------ » l,o * *

becsléshez jutunk. A /4.109/-bol bármely i >01,0mellett érvényes

N) <  1 + 1 1 » ha \) > 4
2 7

<  1 + 2 ha ^ ^ 4
2 П

egyenlőtlenségeket és ezekből

min/^,4- 4-,,V/4.112/ V <  1 +
7

, ha V̂ -4 ,

becslést nyerjük.
A /4.111/ és /4.112/ becslések egyszerűbbek 

a /4.94/-/4.97/ becsléseknél. Ennek ellenére álta­
lában pontosabbak. Még pontosabb becslések nyerhe­
tők a Eibonacci-féle számok /4.110/-nél pontosabb 
becslésével. Ismeretes [íQO] a Eibonacci-féle 
számok

1 / к лк\
V f f l *  - Ф  ) > k á 0

zárt előállítása, ahol

ф= 1+2̂ ~I~1,62 és 4 = l-фй -0.62
az X2=X+1
egyenlet két megoldása.
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A $ k /{5 mindig elegendően kicsi ahhoz, hogy 
fennálljon

/4.113/ \ =  » k ^°*

ahol h l  az X-hez legközelebbi egész [Kioj. 
Ennél jobban használható a

/4.114/ ф к~2 é Fk < , k>0 ,

egyenlőtlenség |~K10] , amely teljes indukcióval 
könnyen bizonyítható.

A /4.114/ egyenlőtlenség alapján /4.Ю9#/-
ből

/4.115/ V  £ lgty-igCy^^z,)
216ф ha ei,o> 0 -

becslés nyerhető# A /4.109/-ből a

í g ^ - i s C V  < H 2)V  £
2 lg ф

, ha Vá:2,

i g T 2-ig(^ + <Pi2)
V í 2 + -------- ------- éL , ha VÄ2,

2 lg ф
amelyekből azután a

/4.116/ Ví=2+
2 ^ ф

lg min/ ф , tT2/ '̂ ’1/
21g<£>

becslést nyerhetjük.

V ^ 2  ,
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На а /4.113/ összefüggés alapján az 

Pk«<^/>T5 , k > 0  ,

közelítést Használjuk, akkor egyszerűen nyerhető 
a

_  lgí?
/4.117/ V ^  V  - 1 + ----- < V

21g4>

becslést nyerhetjük, ahol V  a /4.115/ és /4.116/ 
jobboldalai 0 értékétől függően.

Az utóbbi /4.115/-/4.117/ becslések eléggé 
pontosak olyan értelemben, hogy az ík>O-nak fel­
tételezett hányadosokat fi)  -ben 1-nek, az  ̂ O-nak 
feltételezetteket O-nak megadva egy 
redukált konfigurációból megkonstruálhatunk olyan 
Q=Qq konfigurációt, amelyre a becslések pontosak és 
nem javíthatók / V - 1 -к V /.

A ^-Algoritmus számítási igénye közelítően 
arányos а V Ф -összetettségi fokkal, hiszen a 
2. és 3« Lépések éppen V-ször ismétlődnek. A V-vel 
együtt tehát az algoritmus időigényét is becsültük.

A ^-Algoritmuson alapuló alternativ értékelé­
si lehetőség számításigényét а Л -Algoritmus igénye 
határozza meg. Ennek részletes becslésével nem fog­
lalkozunk. Nyilvánvalóan az euklideszi algoritmus 
időigényére vonatkozóan ismeretes becsléseket [КЮ] 
erre a célra használni lehetne. Ehelyett azonban in­
kább a jQ-redukció és a lánctörtfejtés algoritmusai 
közötti kapcsolattal foglalkozunk a következő pont­
ban.
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Annyit azonban érdemes megjegyeznünk, hogy a A  -Algo­
ritmus számitásigénye arányos az 1* és 2. Lépések is­
métlésének m számával. Mindaddig, amig a lépések ismét­
lődnek, addig a lánctörtfejtés By közelitő nevezője
monoton nő В =1 értékről. Az ismétlődés B_^U ese- o m
tén ér véget, ezért [Uj= [l /ex] biztosan
teljesül. Valójában azonban a By sorozat legalább olyan 
gyorsan nő, mint a Fibonacci-féle Fy számok, amelyek 
a /4.113/ formula szerint aszimptotikusan exponenciá­
lisan nőnek.

A /4.113/ alapján az

lg UŸF l g Æ > p - l g 7
/4.118/ m £  ------  = ------------

lg Ф  lg ф
becslés nyerhető. E becslés pontosságával és javításá­
nak kérdésével nem foglalkozunk.
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4.5. A ^-redukciók és a lánctörtfejtés kapcsolata.

A job-folyam párok összefüggő ütemtervei értékelésé­
re szolgáló Ф -redukciós módszer szoros kapcsolatban áll 
a lánctörtfejtés algoritmusával, amint azt már a 4.7. Lem­
ma is mutatja. A 4.7. Lemma elsősorban a két algoritmus 
által generált mennyiségek analógiáját mutatja meg, nem 
azok összefüggését.

Hogy a ф -redukció a lánctörtfejtés bizonyos általá­
nosítása az nyilvánvaló, На a

r i = ,Zi+ -9i . i-1.2,

összegekben a 0 komponenseket változó paramé­
tereknek tekintjük. Ekkor az ^=0, i-l»2, speciális ér­
téknél a í)-redukció ekvivalenssé válik a 
szám lánctörtfejtésének algoritmusával. Ekkor az

)

(b~)

sorozatok azonossá válnak. ^ > 0 esetén is lehetséges 
azonban a í o ^ l  szám lánctörtfejtése tekintet nél­
kül a *l±+ "̂ i felbontásra. Ekkor az П )  <■ / ь ;
sorozatok már nem lesznek feltétlenül azonosak. Az alábbi­
akban a áb-redukció és a lánctörtfejtés generálta mennyi­
ségek kapcsolatát vizsgáljuk beleértve az (i) és (b) 
sorozatok kapcsolatát is.

p p 0 p
: l,o » C 2,o » 1,1 » V 2,1 »

» * • *
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На
( •  2Íq , X-̂  , X2 у # # # у Х^ у « » •

egy végtelen sorozat, akkor legyen |(x)| a sorozat 
utolsó O-tól különböző tagjának a sorszáma, ami a rá­
következő 0 értékű tag indexe. Vagyis |0х)|=т, ha 
хт_-д 4 0, de x^ = 0, к ̂  m. |(x)|=m egészet az (xj 
sorozat hosszának nevezzük. Ha bármilyen nagy indexű 
tag után van xk Ф 0 tag a sorzatban, akkor l(x)l = 00 . 
Legyen /0) az a sorozat, amelynek minden tagja 0. 
llo)| = 0 és ez kizárólag a (0) sorozat sajátossága. 

Mivel a 2.Fejezetben egy szám lánctörtfejté-
sénél és e Fejezetben a 5&-redukciónál használtunk 
azonos jelöléseket különböző mennyiségekre,ilyen x je­
lölést X“ jelölésre változtatunk a lánctörtf qjtésnél.

Legyen Qq = egy tetszőleges nem-degenerált
konfiguráció. Legyen

/4.119/ f o = f o =  > ° *

Legyen a lánctörtfejtésével generált
teljes hányadosok, N  a nem-teljes hányadosok, ( V  . 
/ в )  és /&) az 60 =/B_ , ÎL/ vektorok sorozata. 
Ha valamely tag nincs definiálva, annak értékét 0-nak 
tekintjük. Legyen

N=|( b)| , 0 ^ ^ OO

/ V  Aа (Ъ / sorozat hossza, a lánctörtfejtésében a ta­
gok száma. Legyen n=U-l. Véges N esetén n az utolsó 
bn résznevező indexe.
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Legyen (V a /4.25/ szerint definiált ^ ^  
hányadosok sorozata, amelyet a áÉ)-redukció generál. 

Legyen
= K^)| , 0 á m  <  oöm

az /•£ ) hányados-sorozat hossza. A Qq konfiguráció 
V Ä-Ö sszetettségi foka ekkor

/4.120/

Az (k) , / в /  és (Cü) sorozatokat a /4.24/ definiál­
ja. Célszerű bevezetnünk az (n) . /•»/ . Ю  sorozato­
kat is az

/4.121/
LZk~ ll 9 2k l,k » 2k l,k

V) -У) $  _ $  'Z' -i 2k+l~i 2 » v 2k+l" 2,к » 2k+l ^

k=0,1,.. •

definícióval. A /4.21/ definíciók szerint ekkor

/4.122/ %  J  T- . + $  _ , tr = £ rr + тг 9<n n n+1 n+2 * n n n+1 n+2

A /4.121/ jelölésekkel a /4.25/ definíció

/4.123/ S k - » 0 — к ̂ 2V-1
k+1

alakba irható.
Hangsúlyozzuk, hogy n akkor és csak akkor véges, ha

^ 1 f racionális és m akkor és csak akkor végtelen, So So ». о »
ha 7=0 és M f 0

/V

irracionális* Ekkor n is végtelen.о
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A lánctörtfejtés definíciójából

/4.124/
1 _ Г E 1 egész , O é k < N  , k= 1 \k]

P4 1
\k+l

Ш
£ “ ъCk к

, О £ к < n у

b Q^ 0  , b^ il, l^k^lí » b n ^2, ha N véges,

1
/4.125/ , 1 £ к < К т

A ^-redukció definíciójából

/4.126/

/4.127/

^k = £””̂ Г — ] egész, 0 - к í 2V-1 ,
k+1

ik+l‘
, O í k < m  ,

r íк uk

Bo>0, t >1 , l*?k<:2V-2, ^2V-1- 0  ,

3
О <

k+2
k+1

< 1  , O ̂  k^ 2V-1

Ezekután egy lemmát bizonyltunk, amelynek lényege az 
hogy az ( t y sorozat általában rövidebba (b ) sorozat 
nál, de legfeljebb eggyel hosszabb.
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4» 12. Lemma; Bármely Q é â  nem-degenerált
/Q^/О, i=l,2/ konfiguráció esetén a /4.119/ alatti 
£o= szám lánctörtfejtésével, valamint a Q
konfiguráció ^-redukciójával generált mennyiségek 
közötti kapcsolatokra nézve igazak az alábbi álli- 
tások:

/А/ Létezik egy legnagyobb /nem feltétlenül véges/ 
0£s£n egész úgy, hogy

/4.128/ O í k í s

és s ^ l  esetén

/4.129/ ^k= bk , O í k í  s-1;

/В/ A fenti s egészre vonatkozóan igazak:
/i/ Ha s= oo , akkor n=V= oo és (t) - ( b ) ;
ez akkor és csak akkor igaz, ha *£=0» ^ 0 irracio­
nális;
/ii/ Ha S-40O /s^n automatikusan fennáll!/, ak­
kor

/4.130/ t sí b a . ta+1-1 . es+k=°. k>l;
ez akkor és csak akkor igaz, ha oo ;

/С/ fi) = akkor és csak akkor, ha

| S+1 á  1 »

/D/ A /В/ii/ esetben
/i/ E =b akkor és csak akkor, ha s s

s=n, fn > 1 egész, páros n esetén *2.̂ =0, páratlan 
n esetén /n= 00 esetén =0 /;
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ebben az esetben

en=b n -  En+1=°- / О - Л / ,  m=H, ra+2=0;

/ii/ t < b 0 akkor és csak akkor, has s ’ s+i
s=n < ©о » f n+l=1 és 2=0 * de

páros n esetén О , páratlan n esetén  ̂ 0
ebben az esetben

Í n - V 1’ £n+l=1> I W M ( b )l , m-H+1, rn+3=0;

/iii/ L < b  , ( -sű minden egyéb esetben: ha

s<Tn, vagy s=n<oo, f n+1=l, 2 > 0 » vagy
S=n400, £n+1<i;

* ebben az esetben
qib Л  >0, (t)^(b), l(V)lél(b)l , штв+1,у>0,s s
^^=0 esetén s nem lehet páros,
^ 2=0 esetén s nem lehet páratlan.

Bizonyítás : Az /А/ állitás /4.128/ része következik a
/4.119/-ből, a /4.129/ része pedig a /4.128/-ból és 
a /4.124/ és /4.126/ összefüggésekből. Vagyis /А/ 
bizonyítva van. s= oo esetén triviálisan n=V=«? és 
III - А У -  A 4.6. Lemma szerint viszont V= oo 
pontosan a /4.3/ különleges esetben áll fenn, amikor 
^ =0 és |0 irracionális. Ezzel igazoltuk /В/i/ 
állításunkat. További állításaink s < oo esetre vo­
natkoznak. s < oo a /В/i/ és a 4.6. Lemma sze­
rint pontosan akkor teljesül, ha V < oű . A /4.130/ 
következménye а /D/ állításoknak, kivéve az 6s+k=0, 
k > l  állitást.
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Ez utóbbit is /D/-vel együtt bizonyltjuk.
s < oo mellett s í n  definíció szerint. A 

/4.124/ és a /4.126/ kifejezésekből a /4.128/ 
felhasználásával

vagyis о ^ ь
^ s ~ s

Tegyük fel, hogy s í n. Az í = b egyenlőségbőls ̂  ь
a /4.124/ és /4.126/ szerint f s+l= ls+1 köve'tkez“ 
ne, az s definíciójával ellentmondásban. Ekkor 
tehát n

Ъ s , ha s í n ,

ami összhangban áll a /D/iii/ állítással. Ez azon­
ban csak &  < V  * azaz V „ > 0 esetén lehet, te- 
hát páros s esetén 0, páratlan s esetén 
de mindegyik esetben ^ > 0 ,  feltétlenül fenn kell 
álljon, összhangban /D/iii/ állításunkkal, £ sí b s
esetén L í  b -1, amelyet felhasználva а /4»125/ s s
figyelembevételével a /4.126/-ból

s+1
- b > £ -  b +1=1+s s \s s >1.

s+1

ami bizonyltja а /С/ állitást s <n mellett. Ugyan­
akkor ebből ^ s+i ̂  ̂ g+i^ ^s+2 » ezért e s+l=° 
és a 4*5. Lemma szerint В s+lc=^ » k>l. Ez bizo­
nyltja /D/iii/ és /В/ii/ állításunkat s í n  eset- 
ben. .

racionális
es

Legyen most s=n í oo . Ekkor
T  /Т" ,= ^ if = ъ >2,n' n+1 ^n ^n n 1

tT = b "t"n n n+1'
amiből
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Ugyanakkor а /4.123/-ből

T - i  'V л + Т  o#n n n+1 n+2

E két egyenlőségből q =bn~ tn definícióval 

^  n+2=^ ̂ n+1 *

Mivel ТГ ^ °* az e n hányados /4.21/ alatti
definíciója szerint ^ n+2< V  „ e z é r t  q>0n+1
kizárólag У1п+2=У1п>0 esetén lehetséges. Vagyis 
s=n mellett Cn< b n szükséges feltétele páros n 
esetén 0, páratlan n esetén *1 2> ® * összhang­
ban a /Б/ii/ és /D/iii/ állításokkal.

q=0, azaz ^n=tln pontosan akkor, ha ^n+2“° » 
vagyis 7n=0 és = f n - 2 egész.
yln=41* ha n páros és 7 n= 7 2* 1121 n P^ra'tlan* Mivel
/̂'n+2=0» ezért ^n+l=0* és igy ^n+k=0* k > 1 » tel“
jesülnek. Ekkor (&) = ( b ) és m=N következik.
Ezzel bizonyítva van a /D/i/ állitás, valamint a
/В/ii/ állitás.

q>l esetén viszont a ^ n+1 á r n+i ^  4 ̂ „+1= ̂ + 2
egyenlőtlenségsorbó], ^ n+i ~ ^ 1+2 adódik. Ezért az 
£n+1>0 kizárólag 6 n+i=l lehet akkor, ha 7n+i=° 
és q=l. Ekkor í n. b n-l, *n+1-l. |(e)|>|(bj|,
11^-2=0 ®s f n+l=1 a állításnak megfelelően.
tn< b n természetesen csak ^ > 0  mellett lehetséges.
7 n+1=0, '9n+1=^'n+2 következtében ^ n+3=0 és ezért 
^ n+2=0 és ^n+]£=0» k >l. Ezért m=N+l, Ezzel telje­
sen bizonyítottuk a /Б/ii/ állitást, valamint a /В/ii/ 
állitást.
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|n+2= 1 igazolja а /С/ állitást is erre az 
esetre#

Ha akár 7 n+1> 0 * azaz 1? ] ^ 2 > 0  ®s 1»
akár q > l  és aicicor ^n+l^^n+2 ^е1“
je sül és ezért 6n+-,=0 és ^n+k=0 » k>l# q>l 
ekvivalens fn+x= сД+1 = 1^-1 feltétellel. Ez

^n+2 ^
igazolja a /D/iii/ állításunkat s=n mellett, va­
lamint a /В/ii/ és а /С/ állításokat a még hiányzó 
esetekre. Ezzel minden lehetséges változatot megvizs­
gáltunk és állításainkat ellenőriztük.

Q^e^d.

1. Megjegyzés : Érdemes kiemelni e lemma néhány nyilvánvaló 
korolláriumát.

Előszöris /4.128/ és /4.125/ következménye a

H k í s ,  ha s > 0 ./4.132/ 0< -i- <r 1 ,
îk

A /4.129/ és а /D/ állítások következményeként 
s s

b̂ . , egyenlőség csak (i) = N  esetén,
/4.133/ к£,°

y, t k -  У  I Ък * egyenlőség csak m ^ U  esetén j 
k=o k=o

/4.134/

s—1, ha s > 0 ,

ha i £ b лs s "
, ha ^s+l=1

6 0 s+1'

frs s

^s-1 » ha ÍS+1=0 •
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А /С/ állitás következménye a /4.132/-vel együtt, 
hogy a

/4.135/ r 2,o> r i,l> r 2,l> - > 4 )k > r2,k
egyenlőtlenségsorban az első s darab >  jel bizto­
san igaz; az s+l-edik > jel pontosan akkor igaz, 
ha fi) - fi) ; 4 esetben a > jel helyett
a /4.131/ alatti jel érvényes.

2. Megjegyzés: A 4.12. Lemmában a (V ) : ZTlt T~2,...
sorozat-jelölés nagymértékben egyszerűsítette a szövege­
zést és bizonyítást. E jelölés azonban megnehezíti az 
eredmények kapcsolását a korábbiakhoz. Az összekötő ka­
pocs а /4.12о/ és /4.121/ formulák. Ezek alapján a
4.6. Táblázat állítható össze m és n illetve s pari­
tásától függően. Látjuk, hogy az (V  sorozat m= l(e)l 
hossza lényegében kétféle lehet: m=s+l és m=s+2, az 
utóbbi csak s=n esetben. Ez azt jelenti, hogy fi) 
sorozatban az utolsó nem-nulla tag í=im -, » illetve 
ts+i=vm_i« Ugyanakkor az Cm-1 utolsó tag 
akkor, ha m-1 páros és íp  ̂ akkor, ha m-1 párat­
lan. Mindenképpen ^“l={/^rj > amiből a /4.12o/-
nak megfelelően. Ennek értékét tartalmazza a 4.6. Táb­
lázat s értékétől és m(s) függvénytől függően. A 
^=РтЧ"Ь01 kifejezhető m а V segítségével az s paritá­
sától /és közvetve m paritásától/ függően és mfsj függ­
vénytől függően /az m paritásától függő értéket m(s) 
nem befolyásolja/. Ezt is tartalmazza a 4.6. Táblázat.
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4,6, Táblázat: Átszámítás a kétféle indexelés között.

A 4,2, pontban két operátort vezettünk be: a 
^  és operátorokat, amelyek közül а ope­
rátort tárgyaltuk eddig 2)-operátor néven. Megmu­
tattuk, hogy a í^-operátor alkalmazása egy Q£ Q. 
konfigurációra ekvivalens a '^-operátor alkalmazásá­
val a Q G.fy. konjugált konfigurációra és pontosan a 
<Я és d2) job-folyamok szerepcseréjét jelenti, A 
í)-operátor tárgyalása után ezért a í)2-°Perátor tár­
gyalására nincsen szükség. Minden JÉ)2-vel kapcsolatos 
kérdést megválaszolhatunk a í) operátorral kapcsola­
tos tények alapján*

így a fl&2-redukció és a lánctörtfejtés kapcsola­
táról elmondhatjuk, hogy a ̂ -redukció és a f 0=^2^^1 
szám lánctörtfejtése generálta mennyiségek között 
ugyanaz a kapcsolat, mint a í)-redukció és a 
lánctörtfejtése generálta mennyiségek között. Vagyis 
a 4,12. Lemma alkalmazható úgy is, hogy helyett
a ^ 2/^=l/ lánctörtfe jtése generálta mennyisége­
ket és a áÓ2~redukció generálta mennyiségeket használ­
juk.
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fA I I Aés az / f о reciprok értekek 
lánctörtfejtése közötti kapcsolat, amelyet a kö-
Közismert a

vetkező tény határoz meg j

a V  [fol
>0 esetén:

lé első tagok közül 
pontosan az egyik pozitiv^a másik 0, kivéve a 

=1 számot, amelynél mindkettő 1;
1 ъ ~ definíciókból

fi
f sb + i és J : b +So о J0 о

e _ 1 .. - -i- Sl" £ -b - £_О о
~  1 . . S i
Ci- j i - \  ?

So

ha

■ f c

b =0О

ha b =0.о

Ez ugyanis azt jelenti, hogy a ^Q=[bQ, ] és a
" K f t ,  •••] lánctörtf e j tés tagjai teljesen azo-

|o
nosak csupán valamelyik sorozatban egy 0 első elem 
előzi meg a másik sorozat tagjait. /А jf0=l speciá­
lis esetben mindkét sorozat az 1 egyetlen egészre 
redukálódik/.

Teljesen analóg összefüggés van egy kon­
figurációra alkalmazott és ^-redukciók gene­
rálta és hányado s-sorozatok kö­
zött is: valamelyik sorozat 0 taggal kezdődik, majd 
a másik sorozat tagjai következnek benne. Ez a tény 
következik a ÍL-redukciók definíciójából, amely a 
ф^-operátor /4.17/ alatti definícióján alapszik.
A /4*17/ definíció szerint az p}â >0 feltétele

a л [д],л)а ̂  ̂ з_а teljesülése. Ezért az -^>0 feltétele 
és V ^ > 0  
esetén

T,

» 1 ^ 2
feltétele ^  ̂  ̂

^2~ ^i-^i » ezért
Azonban

Э  > V  2' C1
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va-

kizárólag akkor teljesülhet, ha '72= 7 1=° és 
-9 2= ^ 1 » vagyis ^ Q= 5k = 1* Vagyis az (_t
és (í,^) sorozatok esik ebben a különleges 
esetben kezdődhetnek mindketten pozitiv taggal, 
mégpedig ekkor mindkettő az egyetlen 1 első 
tagból áll. Egyéb esetekben (E és 
lamelyike O-val kezdődik. £ = 0 esetén azon­
ban a 'ül nem változik, ezért az ftL hánya-

c l Г о  -I $ О
dos ugyanaz lesz, mint az 14 ” hányados. A✓  § О
további hányadosok a két sorozatban éppen ezért 
megegyeznek.

Vagyis a Q. konfiguráció í)j- és /®2"re îüc- 
ciója generálta ( f W )  , illetve ) soroza­
tok azonosak, csupán valamelyik sorozatban egy 
0 első elem előzi meg a másik sorozat tagjait.
/Az oj =0, -1̂ 2 speciális esetben mindkét so­
rozat az 1 első elemből áll/. Ez teljesen analóg a 

és 1/f0 lánctörtfejtésével generált fb)
sorozatok viszonyával. Az 
tok egyszerre 0 -ák, ha Q

u w ; isi,2, soroza- 
redukált konfiguráció.

Az és ({t2]) sorozatok ezen egysze­
rű viszonya határozza meg a többi, ( V  , Л / .  № •

stb. sorozatok viszonyát is és a Q áD^-össze- 
tettségi fokainak viszonyát is. Nyilvánvaló például, 
hogy a ^  és №  összetettségi fokok legfeljebb 
eggyel térhetnek el.

Bizonyítás nélkül közöljük a 4.7. Táblázatot 
a Q konfiguráció í)-̂ - és 2)2~reéukciója generálta 
X és X jellemzők között, ami nem egyéb mint a 
Q és ф konjugált konfigurációk á$-redukciója ge­
nerálta jellemzők közötti összefüggés.

A 4.12. Lemma, a 4.5. Tétel ás a 4.6. Tétel
segítségéve1 kapcsolatot lehet találni a Q konfigu­
ráció KT ütemterveinek és |\л2 ciklusszámai ás 

s'Ẑ l/'TTg szám A^ , közelitő számlálói ás
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«1.0
V

l2,o ^2,к Ll,k
l -

^2,M-l>0 ^,N)-1=0 e2,V-l>0

>0 *^+1 V 0 P
^2,k-l ^l,k

0 £̂l.V-l=0 V V-l Ç2,o ^2,к ^l,k+l

Mgj. OB - kstl k>0 -

/3/ Qsa/0;^o;0;,&o/, ^ >0, konfigurációnál
= £-, =1, «0, V=V=1.2,0 l,o 1 l,o 2,о

4.7. Táblázat: A ÍÓeJD̂  sa fiaJög^ed-nkoiók generálta mennyi
ságek összefüggése.

nevezői között. Kimutatható például, hogy racionális 
esetben, ha ^ q=P/Q, akkor ás és megadható
az egyenlőség feltétele is. Ezzel a kérdéssel nem kívá­
nunk foglalkozni.
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5 . M egszakító ütem ezés

Ebben a fe j e z e tb e n  m egszak itásos /m e g sz a k ító / ütem ezések  

problém áival fo g la lk o zu n k . Az ütem ezés fogalm át a 3 . F e j e z e t ­
ben d e f in iá ltu k  é s  t is z tá z tu k  számos á lta lá n o s  tu la jd o n sá g á t , 
íg y  a 3 .2 .  T é t e l  s z e r in t  a gazdaságos /G - /  ütem tervek dominán­
sak . Ezek o ly a n o k , amelyek szorosak  és  n in c s  " fe le s le g e s "  meg­
sz a k ítá s  bennük. A 3 .1 1 . Lemma s z e r in t  minden G -ütem tervet 
meghatároznak a k r it ik u s  sz itu á c ió k b a n  h o z o tt  döntések / k r i t i ­
kus d ö n té se k /. A 3 .5 .  T é te l s z e r in t  az e ls ő  G T -kritikus s z i t u ­
á c ió ig  az 5t(a) o s z t á ly  minden eleme azonos e l s ő  h a tá ro zo tt sza ­
k aszt ta r ta lm a z . M egem lítjük, hogy az e lő z ő  fe je z e tb e n  tá r g y a lt  
összefü ggő  p r io r i t á s o s  ütem tervek s p e c i á l i s  G -ütem tervek, ame­
lyekben m egszak ítás nem lé p  f e l .  A 3 .6 .  T é te l  s z e r in t  a k övetk e­
z e te s  gazdaságos ütem tervek az R. _ , i = l , 2 ,  /m e g sza k ító / p r i -1> 11
o r itá s o s  ü tem tervek . Sajnos ezek  dom inanciájának k érd ésé t nem
s ik e r ü l m egválaszolnunk. Nem s ik e r ü l t e l j e s  á lta lán osságb an

tisztázn u n k  az ^  ütem tervek p e r io d ic itá sá n a k  k érd ésé t sem.
Mindezek e l le n é r e  k izá ró la g  a k ö v e tk ez e te s  gazdaságos, v a g y is
az R. _ . i s i , 2 ,  p r io r itá s o s  ü tem tervekkel fo g la lk o zu n k , ame- 

i , J - i t
lyek  g y a k o r la t i la g  leg fo n to sa b b a k . Az ütem ezés té n y le g e s  gya­
korlatában u g y a n is  a p r io r itá s  s z e r in t i  m egszakító  ütem ezés i -  
gen gyakran a lk a lm a zo tt s t r a t é g ia .  S z to c h a sz tik u s  e se tb en  i s  

leginkább i l y e t  v iz sg á ln a k  [A4] , &б] .
Az 5 .1 .  pontban a i s i , 2 , op erátorok at d e f in iá l ju k ,  ame-

* Älyek  s e g í t s é g é v e l  Q k o n figu rációk  egyszerűbben ütem ezhető Q 

redukált k o n fig u rá c ió b a  tran szform álh atok  és  R  ̂ у  ̂  / qV  je l le m ­
z ő ib ő l R. ( q J je lle m z ő i m eghatározhatók. A 4 .1 .  pontban de- 1,
f i n i á i t  íh  i s i , 2 ,  operátorokhoz hason lóan  а Л  ̂ operátor is m é te lt  
alkalm azása i s  egy lá n c t ö r t - f e j t é s  á lta lá n o s ítá sá n a k  te k in th e tő  

algoritm u st j e l e n t ,  amelynek a n a ló g iá it  k ü lö n fé le  ö ssze fü g g ések  

j ó l  m utatják.
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л кAz 5 .9 .  Lemma a Q^= A^Q, k = 0 , l , . . .  k o n fig u rá c ió k  para­
m éterein ek  ö s s z e fü g g é s e it  m utatja  meg.

Az 5 .2 .  pontban a operátor s z e r i n t i  redukció ha­

tá s á t  v iz sg á lju k  az ütem tervekre p er io d ik u s  e se tb e n .
A p e r io d ic itá s  k érd ésé t ez redukált k o n fig u rá c ió k  ü tem terve i 
p e r io d ic itá sá n a k  k érd ésére  v e z e t i  v i s s z a .

A 5 .3 .  pontban a Q, k o n fig u r á c ió té r  k ü lö n fé le  r é s z e ir e  s i ­
k erü l az R (̂Q,) ütem terv je l le m z ő it  t i s z t á z n i .  Lényegében 
csak azok a k o n fig u rá c ió k  maradnak k é r d é se sek , amelyek r e ­
dukálhatok, redukáljuk nem e l f a j u l t  és ^ t *  t e l j e s ü l .

Ezt az e s e t e t ,  pontosabban az i ly e n  red u k á lt k on figu rá -  

ü tem tervein ek  tu la jd o n sá g a it  v iz s g á lju k  az 
5 .4 .  pontban. A e se tr e  s ik e r ü l  b iz o n y íta n i a
p e r io d itá s t  és a je llem ző k  m eghatározása k ö z e l i t é s i  f e l a -  

dat m egoldását i g é n y l i .  Az i t t  d e f in iá l t  R12 -A lgoritm us  
azonban bármely p er io d ik u s R12/ q”/  j e l le m z ő it  véges lé p é s ­
ben megadja. N incs azonban szü k séges k r itér iu m a  annak,hogy 
az a lgoritm u s véges lép ésb en  v ég e tér ; csak e legen d ő k r i t é ­
riumok. Az a lgoritm u s f e l t á r j a  az ütem tervek s tr u k -
tu á r já t  és le h e tő v é  t e s z i  a hatékonyság k ö z e l í t é s é t  nem 
p eriod ik u s e se tb en  i s .

Á lta láb an  az ütem tervek hatékonyságának m eghatározá- 

sá v a l fog la lk ozu n k  az 5 .5 .  pontban. Az R^^-Algoritm us f e l -  
h a szn á lá sá v a l bárm ely ütem terv hatékonysága b e c sü lh e tő . Pe­
r io d ik u s  R^ 2  ütem tervek hatékonysága term észe tesen  pontosan  

m eghatározható, m iután ism erjük az ütem terv a la p v ető  je l le m ­

z ő i t  .
Az u to lsó  5 .6 .  pontban a Д -redukció és  áJ-redukció kapcso­

l a t á t ,  majd ped ig  а Д_^- és  a ^ -r e d u k c ió k  k a p cso la tá t v i z s ­

g á lju k  meg rö v id en .

c ió k  R12/ q*V
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5.1. A k o n fig u rá c ió k  r e d u k c ió i: -red u k ciók

A 4 .2 .  pontban d e f in iá l t  operátorokhoz h ason lóan  be­
vezetünk m ost két másik o p e r á to r t , am elyeket A , i = l , 2 ,  
j e l ö l i .  A (|, k o n fig u r á c ió té r  bármely

Q = ^  @
elemére alkalm azva a

Q^= A 0 €. Q.3
olyan k o n fig u r á c ió , amelynek 

QUÍ=
param étereit a következő f e l t é t e l e k  határozzák meg: 

/5 .1 /
Х - Ч *
«a- I*«-- ahol

/ а /  -  0 e g é s z , 0 á  , ha
А /  0 .  § « . Æ

/5.2/ t з-а- +?ftla * ahal

3-a
, ha =0’ 3-a

ti >03-a

3-a 3-.&, a 13-a * r, -j, ^  -,
/a/ ? fai0 е̂ вг’ ha ^ î 3-a>0
/b/ ^-a= • ha ^ 3 - a =  0

/5.3/ -9; ec? . Ä3-a ° 3-ca .j-a a 3“а /~r л ,
/ а /  ^ 0  e g é sz , 0 ^  V v  <_ j вЭ л/»- _ j —3

ahol
ía]Й  — VX v —

o. $ * L - a
3-a

ha
ha
0.

е й >0
3-a ’v 3-a ’ ~ a

A A o p e r á to r t  red ukciós operátornak nevezzük , mert a A Q3. 3
k o n fig u rá c ió  param éterei nem nagyobbak a Q k o n fig u rá c ió  paramé­
t e r e in é l ,  s ő t  az a param étere k iseb b , am elynél az 
m egfe le lő  hányados p o z i t i v .  V agy is, ha

/5 .4 / fcwu a 3-a £ з’-а > ».
akkor le g a lá b b  egy param éter csökken. Azt mondjuk, hogy ekkor
Q-ra a A h a tá so s . Ha

е и  +a kf?_ +erÿ. - о,3-a 3-a/5 .5 /
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akkor Á r a Q-ra h a tá s ta la n . Ekkor a z t mondjuk, hogy acl
Q k o n fig u rá c ió  A  -r e d u k á lt .ci__________ _

A A é s  A„ operátorok abban különböznek, hogy n á -  
fir (2f

luk  a O'1 é s  a Q job -fo lyam ok szerep e pontosan f e l c s e ­
r é l t .  A A 1 op erátor az a A 2 op erá tor  az pa­
ram éter é r té k é t  v á lto z a t la n u l  hagyja , a másik hármat r e ­
d u k á lh a tja . Az / 5 . 1 / ,  / 5 . 2 /  é s  / 5 . 3 /  f e l t é t e l e k  sorren d ­

ié] [a] LaJ
je  k ö tö t t ;  a redukált param éterek és az t g »  ^з_а * ^з_а 
hányadosok m eghatározási sorren d je  nem c s e r é lh e tő  f e l  á l ­
ta lá b a n . Az / 5 . 2 /  és / 5 . 3 /  sorren d je  azonban közömbös.

Egy Q k o n fig u rá c ió  A  -r e d u k á lt , ha a hányadosok / 5 . 5 /a
összeg e  0 . Ha egy Q k o n fig u rá c ió  A ^ -red u k á lt, akkor nem 
f e l t é t l e n ü l  ^ - r e d u k á l t  i s ,  és m eg fo rd itv a . E h e ly e tt  i -  

gaz a követk ező

5 .1 .  Lemma: Ha a Q* k o n fig u rá c ió  A a-red u k á lt és
T *  'Г'* t e l j e s ü l ,  akkora 3-a " ’

vagy Q egyben A -r e d u k á lt  i s ,
vagy $*=0 é s  "J/* -> 0 t e l j e s ü l ,а I/ jt"“ a

B iz o n v itá s :  Hogy Q* A  r e d u k á lt , az a z t j e l e n t i ,  hogya
Л  Q* = Q* é s  az / 5 . 5 /  f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  Az / 5 . 1 / - / 5 . 3 /  a

d e f in íc ió k b ó l azonban / 5 . 5 /  akkor k ö v e tk ez ik  be, ha 

/ 5 . 6 /  / а /  < 'C^_a , vagy /Ь / 'cr^_a= 0 és
/ 5 . 7 /  / а /  0 < 7 *  í  , vagy / b /  ' 7 ,* ' ^ ’* = 0 és
/ 5 . 8 /  / а /  O Í ^ 3_a ^ t ^  , vagy /Ь /  'Tg = 0 .

E zze l analóg módon ahhoz, hogy a Q* A ^ ^ -r e d u k á lt  le g y en  

az k e l l ,  hogy

/ 5 .6 * /  / а /  -r 'C *  * vagy ^ a  = 0
/ 5 .7  V  / а /  0 -í 7 ^  , vagy /Ь /  £ * =  0 és
/ 5 .8 * /  / а /  O á^ rV 'C '!*  e , vagy /Ь /  = 0

t e l j e s ü l j  enek.
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Az / 5 .6 /  é s  5 . 8 1/  valam int a z /5 .8 /  é s  / 5 .6 * /  azonos f e l ­

t é t e le k .  Tegyük f e l ,  hogy / 5 . 7 /  t e l j e s ü l  é s  i  ^ 3 - a  *
0 < U з_а^ £  * mellett ^ +^*_a és Így 'Г* í Г*_а

relációból 4 í v ű  , azaz /5.7V  következik.
7 *  =0 m e l le t t  íí £* a -b ó l  V * í  Г *  í  ^ * ésL 3-a a 3-a  L a a 3-a

/ 5 .7 * /  ism ét k ö v e tk ez ik . íg y  valóban nem marad más le h e tő ­

s é g , mint л) *  =0 és ^ з _ а > 0 .
Q • © • d •

É rtelm ezhetők a A  operátorok h a tván ya i az is m é te lt  a l -S' Q
kalmazásukkal é s  s p e c iá l is a n  A mint i d e n t i t á s .  Legyen te h á t

Ä°a Q i Q, 4  a « = \ ' K
k-1 Q/ , к — 1 , 2 , . . .

Az / 5 .1 /  -  / 5 . 3 /  d e f in ic ió b ó l  n y ilv á n v a ló , hogy Á r b ár-- 3.
mely k o n fig u rá c ió ra  k o r lá t la n  so k szo r  alkalm azható és  ha
egy k o n fig u rá c ió ra  h a tá s ta la n , akkor annak tr a n sz fo r m á ltja ir a
i s  a z . így  egyértelm ű módon d e f in iá lh a tó  az a m in im ális ^ a —8
e g é sz , am elynél A  o p erá tor  a A  %  k o n fig u rá c ió ra  már ha-

a iV Дtá s ta la n , de V > 0  e se té n  a Q k o n fig u rá c ió ra  h a tá so s .
Ezt a 0 í  V <  oO  számot a Q A  - ö s s z e t e t t s é g i  fokának  a *"* Q»
nevezzük. Ez le h e t  v é g te le n  i s ,  ha n in cs  a f e n t i  f e l t é t e ln e k  

e le g e t  tevő v é g es  V e g é s z . Véges V e se té n  a

[ М - Д Q

k o n fig u rá c ió t a  k o n fig u rá c ió  Л -red u k á ltjá n a k  nevezzük .Э.________ __
Ha V .= 0 , akkor maga Q A -r e d u k á lt .£l a

A /4 .1 8 /  é s  / 5 . 0 / - / 5 . 8 /  f e l t é t e l e k  ö s s z e h a so n lítá s á b ó l n y i l ­
vánvaló , hogy minden A  -red u k á lt Q* k o n fig u rá c ió  egyben £  és 

í),,-redu kált k o n fig u rá c ió  i s .  P ord itva  term észetesen  nem f e l t é t ­
le n ü l ig a z . A A -red u k ció  abban k ü lönb özik  а Ъ.-r e d u k c ió tó l ,^  о *i •

]
d u k álja . A A  -red u k ció  g e n e r á lta

a a 1

hogy a é s  param étereken k iv ü l az ^з_а param étert i s  r e -

(оЫ\. рИ kCa] 0 И  pCa] Ca] úfa] 
l *  )■ t a , о * k3 -a ,o  » Ь - а , о  » Va , l  * k3 - a , l  » V a . l  ’ **#
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hányados-sorozat és a íh-redukció generálta

C Ül D D-1 0 Ci] ( Cil
Ч , о  * b3-i,o ’ 4 , 1  » l 3 - i , l  •

h án yad os-sorozat k ö zö tt term észetesen  m eghatározott kapcso­
la t  van, s ó t  a Д  -red u k ció  g e n e r á lta  so roza t több 2 h - r e -  
dukció g e n e r á lta  so ro za to t határozhat meg, ez a k a p cso la t a - 

zonban korántsem  t r i v i á l i s  és r é s z le te s e b b  elem zést ig é n y e l ,
E k érdésre az 5 . 6 ,  pontban térünk v i s s z a .

Ki k e l l  emelnünk az / 5 . 1 / - / 5 . 3 /  f e l t é t e l e k k e l  d e f i n i á l t  
. Д -r ed u k c ió s  lép és  egy s a já to s s á g á t ,  Amig a Д -r e d u k c ió s  l é ­

pésekhez hasonlóan a ^ a>0 és ^ _ a > 0 paraméterek bárm elyike
O-vá v á lh a t a lép és  k övetk eztéb en , addig egy V) >Oparamé-

, л , , 3—a ^
te r  sohasem v á lh a t O-vá a Д -red u k ció s  lé p é s  eredm ényeként.

Amig u gyan is  egy v t  . hányados egész r é sz e  é s  Щ
é r ték é t e hányados tö r tr é s z e  h atározza  meg, ami 0 i s  l e h e t ,  
addig к = f <  egy más t ip u sú  fü ggvén y , a -
m elynél z - f£ z )= 0  k iz á r t  /f. 2 , 1 , p o n t / .  Erre az e l t é r ő  d e f i ­
n íc ió r a  a z é r t  van szü k ség , mert egy V  > 0  param éter e l -b 3~a
tűnése a Q k o n fig u rá c ió  R. ütem tervének j e l l e g z e t e s s é g é t  ai, 3—i
" fe lis m e r h e te t len ség ig "  m eg v á ltozta th a tn á  és egyik  a m ásikból 
nem lenne r ek o n stru á lh a tó . Márpedig а A  -red u k ció  c é l j a  éppen€L
a z , hogy Q k o n fig u rá c ió  R. . . .  ü tem terv e it egyszerűbb k o n fig u -1,3—1
r á c ió  ü tem terveinek  v iz s g á la tá r a  v e z e s se  v is s z a  " r e v e r z ib i l is "  

módon.
A A -  és /^ -r e d u k c ió  szim m etriá ja  le h e tő v é  t e s z i ,  hogy a 

k e ttő  h e ly e t t  csalt egy ik  tu la jd o n sá g a iv a l fo g la lk ozzu n k  az e- 
g ész  % k o n f ig u r á c ió -té r e n . N y ilván va ló  u g y a n is , hogy a Д -reduk­
c ió k k a l an a lóg  módon /t. 4 .2 .  p o n t/

/ 5 . 9 /  A 3_.Q = A ±Q , i = l ,2 , Q é ^  ,

ahol a QéQ, k o n fig u rá c ió
k o n ju g á lt ja , amelynek p aram étere it a / 4 .1 9 /  a la t t  d e f in iá l t u k .
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Vezessük be az [ l ]  f e l s ő  in d ex  e lh a g y á sá v a l nyert j e l ö l é ­

sek et a
A = A

operátor a lka lm azásával g e n e r á lt  m ennyiségekre és h a sz n á l­

juk a
Qk = / ^ 1 ; ^ l , k ; ^ 2 ,k* ^2,-J  » k=0»1 .***

Г 1,к=71 +^l,k » 4,k= 4,k + ̂ 2,к * k=0»1*e**
j e lö lé s e k e t  a

Qk = ^  Q » k = 0 , l , . . .
kon figu rációk  param étereire.L egyenek

^  : 4 , o *  k2,o* 4 , o *  4 , 1 »  k2 , l*  4 , 1 *  •**

^  : 4 , 0 »  k2 ,o + 4 , o *  4 , 1 »  k2 , l + 4 , l »  •**
sorozatok a A -r e d u k c ió  g e n e r á lta  hányados sorozatok  am elyeknél

^3k= 4 , k *  4 k + l = k2,k* 4 k + 2 = 4 , k *  k=0*1 » • • •

^ 2 k = 4 , k *  4 k + l = k2 ,k + 4 , k »  k=0»1 » • • •

A hányadosokat és a / q/ s Q , C L ,. . .  so r o z a t  t a g j a it  az / 5 . 1 / - / 5 . 3 /  
d e f in ic ió v a l  összhangban az

/5-l0/
/ 5 .1 1 / S l , k -  С1.клГ 2 .к + Л , к +1 • ahoL

/a/ {l,k-0egaf- °-- l.k+l^.k- ha ^ . k 54

/ 5 .1 2 /

/5.13/

/Ь /  í  ' -  0 , \ k+1= \ k . ha -r2>fe= 0

^2,k= k2,k4,k+l+ ?2,k+l » aho1 ~ cl
/а/ k2tk^0 egész, 0 * ? 2 ,k+l " 4 , k +l » ha ^ 2, A

k2,k= °* J2,k+l=^2,k » ha ? 2 , k 4 , k +l= 0
^2,k= 4 , Л , к +1+ 4 , к +1 » ahal

/a/ 4 , k ' °  egasz» 0 2,k+1^4,k+l * ha 4,k+l
/Ь /  e 2 fk = 0 , ^ 2>k+1= ^ 2fk  , ha T~lfk + 1 = 0

d e f in íc ió s  f e l t é t e l e k  határozzák  meg rendre k = l , 2 , . . .  

in d exek re.
Legyen V a Q k o n fig u rá c ió  A - ö s s z e t e t t s é g i  fo k a , am elyet az 

a f e l t é t e l  h atároz meg, hogy az e ls ő  £ 0  e g é s z , am elyre

,k + l

>0

«v = ̂ 4
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már A - r e d u k á l t ,  ha i ly e n  van , egyébként 'O = oo . v ég es  V 

e se té n  a A  operátor a Qv k o n fig u rá c ió ra  h a tá sta la n  és

QN(+ic = Д Qv = ^=о21»».. *
Gyakran h aszn álju k  a Q j e l ö l é s t  a Q k o n figu ráció  ^ -r e d u ­
k á lt já r a . I ly ilv á n

A qS = Q*.

На V v é g e s , akkor а ) so ro za t vég es  sok p o z i t iv  ta g o t  
tarta lm az és egy 
Vagyis ily e n k o r  a sorozat

m = (C?0!

t a g t ó l  kezdve csupa 0,

h ossza  v é g e s .
Annak f e l t é t e l e i ,  hogy A  a k o n fig u rá c ió ra  h a tá s ta la n

leg y en  az /5 .5 /  s z e r in t

/ 5 .1 4 /  
az / 5 . 6 / - / 5 .

^ 1,V+ k2,V +  ̂2 ,V =
8 / s z e r in t  pedig

0 ,

/ 5 .1 5 / /а/
’ vaey /Ь/ Я *

/ 5 .1 6 / /а/ 0 < - Î 2 . V - ^ l , V  ' Vagy /Ь/ ^2,V
/5 .1 7 / /а/ ^ 2 ,V < ‘CÍ,M  • /Ь/ ^ 1 ,V

= 0 es

^1,V - 0
= 0

Az / 5 . 1 5 / - / 5 . 1 7 /  f e l t é t e l e k  nem egymást k izá ró k . íg y  p é ld á u l 
az / 5 .1 5 /b / - b ő l  az / 5 .1 6 /  és / 5 .1 7 /  k ö v e tk ez ik , az / 5 . 1 7 / b / -  
b ől ped ig  az / 5 .1 5 /  es / 5 .1 6 /  k ö v e tk ez ik .
C élszerű  a l t e r n a t iv  f e l t é t e l e k e t  i s  megadni arra , hogy Qv 

A -r e d u k á lt  le g y e n . Erre s z o lg á l  az a lá b b i lemma.

és



162

5 ,2 .  Lemma: A À op erátor  a Qv k o n fig u r á c ió r a  akkor és csak  

akkor h a tá s ta la n , ha az a lá b b i f e l t é t e l e k  egy ik e  t e l j e s ü l :

/ 5 .1 8 /  ( c i )  r if)r 2^  0

/ 5 .1 9 /  (pO r i i V T-2 iV > 0 ,  3-1>v = 0 és

/ 5 .2 о /  ( « )  » 1 , v ' C'2 ,V > 0 - Ï 2 , V 0 é s  ° ^ 1 , V ^ 2 . V ^ 1 . V

/5.21/ (á) ^1,V^2,V>0’ 0 < 72,v S ̂ 1,V <  ̂ 2,\< Is 0 ̂  ̂  ̂  -ÍT5 ^ .
B izon y ítás : Hogy az f e l t  é t e lek  bárm elyike e leg en d ő ,
a z t egyszerűen b e lá th a tju k  úgy, hogy rendre e lle n ő r iz z ü k  az 
/ 5 .1 5 / - / 5 .1 7 /  t e l j e s ü l é s é t .  Ez rán ézésre  e ld ö n th e tő . Az (o/)-(5) 
egyikének sz ü k sé g e ssé g é t  in d ir e k t lá th a tju k  b e . Tegyük f e l ,  

hogy egyik  sem t e l j e s ü l .  B e lá tju k , hogy akkor az / 5 .1 5 / - / 5 . 1 7 /  
valam elyike nem t e l j e s ü l .  F e ltevésü n k  s z e r in t  "É“-. / C 0 . ^ 0  , 
ezér t /5 .1 5 /Ь /  é s  / 5 .1 7 / b /  nem t e l j e s ü l ,  nem t e l j e s ü l é s e ­

kor vagy ^  y > 0 ,  vagy * 2 . V > V  Az e l s ő  esetb en  (jQ nem­
t e l j e s ü lé s é h e z  vagy ^ 2 >^0» am ikoris / 5 . l 6 / b /  sem le h e t ,  vagy

^1 V ^ ^2 V ’ vagy ^2 V ^ i  V * Az u t ° b b i k iz árja  / 5 . 1 7 / - e t .
Az e lőb b i m e l le t t  a (à )  n e m te lje sü lé séh ez  vagy í  ,

Q .  ̂̂ ,V ,Vami k iz á r ja  / 5 . l 6 / - o t ,  vagy ̂  ami k iz á r ja  / 5 . 1 5 / - ö t ,

vagy ,\>^1 .V , ami k iz á r ja  / 5 » 1 7 / - e t .  A második ese tb en  / a -
mikor %2 ^ , akkor fjí) n e m -te lje sü lé sé h e z  vagy = 0 , ami

k iz á r ja  / 5 . 1 7 / - e t , vagy ^ 2 V > 0  , vagy ^  V ’ vagy

^  2  V * %  V>0 m e lle t t  (S )  n e m -te lje sü ié sé h e z  vagy 2 2)l> \ v  *
ami k iz á r ja  / 5 . l 6 / - o t ,  vagy ^ ^ “ ^2 v* 31111 k iz á r ja  /5 .1 5 / - ö t ,v a g y
^ 2  v -  "^l v > ami k iz á r ja  / 5 . 1 7 /-e t„  v ^ m e lle t t  ( é  )
n e m -te lje sü lé sé h e z  vagy ^ = 0 , amibő i r ; > r , : >  Я-. ellentm ond0 -1 * * 1 a ^
/5 .1 5 /- n e k , vagy  ̂  , v > i , V * vagy » vagy ,
amelyek rendre ellentm ondanak az / 5 . 1 6 / ,  / 5 . 1 5 / ,  i l l .  / 5 . 1 7 /  f e l ­
té te le k n e k . ^  . > ‘CT , m e lle t t  / 5 .1 7 /  nem t e l j e s ü l .  E zze l az ̂# v 1 ,v .
ö sszes  le h e t s é g e s  (p l) -  (6j n e m - te l je s ü lé s i  le h e tő sé g n é l e l l e n t ­
mondásra ju to ttu n k  / 5 . 1 5 / - / 5 . 1 7 / - t e l .

Az /2.18/-/5.21/ eseteket szemléltetik
Q .e .d .

az 5oloAbrak
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2,\>

J

ír
» i . V ^

p).
jr

y

F
3-

Tl+ T-2,V
,=0

fr
A 2’V//

ÏÜ
l.V (jb>

0)
Г

Ï;
^l.V.>

=0 i-2,V ” ^2 ,ú

5 .1 .  Ábra: ^ -r e d u k á lt  k o n figu rációk  tartom án yai.

A következő lemma a О) so ro za t s tr u k tú r á já t  v i l á g i t j a  meg.

5 .3 .  Lemma: Legyen a Cty sorozatban £_) c után

ei,k= °> kil- Vasy k2,k + E2,k" °- k 2 °*
az e ls ő  0 m ennyiség, ha i ly e n  e g y á lta lá n  l é t e z i k .  Ebben az 
ese tb en  (X) sorozatban az ö ssze s  to v á b b i tagok 0-ák és a 

szóbanforgó Q k o n fig u rá c ió  ^ - ö s s z e t e t t s é g é  foka

k2,0 + £2,0 - 0 eset<n °> lia *1,0 = 0

к > 0 e se té n

V= 1 , ha í  1 0 >  0

V  = к , ha k = 0

V  = k+1, ha 0, e i>k> 0 ,

B iz o n y itá s :  Ha „ = k_ + £„ =0 /к = 0 / , akkor V =0-ra
-------- --------  J-»0 « 2 ,o  2 ,o
/ 5 .1 о /  t e l j e s ü l .  Ka í_ > 0 ,  de k„ + t0 =0 , akkor k=o-ra1 ,0  2 ,0  2 ,0
t e l j e s ü l ,  h o g y  В k> О, k2 k+ 62 k= 0 . A z  u tób b i k övet­
k eztében  / 5 . 2 / ,  / 5 . 3 / - b ó l  /m e g fe le lő  á t j e lö lé s e k k e l /  k+1= ^  
adódik , aminek k övetk eztében  a ^  op erá tor  ú j b ó l i  alkalm azá­
sakor / 5 . l / - b ő l  £ , =0 adódnék. Ennek eredményeként s'C'l ,k + l  l,k + 2  1 ,
és 'ZT' = '7~ . v a g y is  Д  a Q. , - r e  már h a tá s ta la n . E-

2 ,k+2 2 , k+l* b,í k+ l
z é r t  valóban V = k + l . Ez k é O  bármely érték e  e se té n  ig a z .

Ha valam ely k>  O-ra k=0 , de k2 k к 1^*^ уо-^ » a^kor
/ 5 . 1 / -bol'T' =T" e z é r t  / 5 . 2 /  és / 5 . 3 / - b ó l  k0 .=  £ „ . =  0l ,k + l  l , k  2 , к 2 , к
adód ik . V agyis V =k érték re  / 5 .1 о /  t e l j e s ü l .

W . e. d.

к

k + l
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Nevezzünk egy Qét Q. k o n fig u r á c ió t  A -red u k álh atón ak . ha 

van olyan v é g es  V , hogy a Q y = kJ Q k o n fig u rá c ió ra  -A 
már h a tá s ta la n . A leg k iseb b  i ly e n  V a Q A - ö s s z e t e t t s é g i  
foka d e f in ic ió  s z e r in t .  Ekkor a (X) soroza t a t a g t ó l  kezd­

ve b iz to sa n  csu p a  0 .

M egjegyzés: Az 5 .3  lemma fo n to s  következm énye, hogy bármely 
nem А -r e d u k á lt  Qq k o n fig u rá c ió  A -r e d u k c ió ja  közben az 
e ls ő  és az u t o ls ó  redukciós lé p é s  k iv é t e lé v e l  minden lép ésb en  

mind a , mind a Q ^  job -fo lyam ok param étereinek red ukálód - 
niok k e l l .  Pontosabban k i f e j e z v e :  1 é  V <  oQ m e lle t t

/5.22/
í, +k +L hl,l,o 2,o 2,o

{ l , o a 0 '

k2 ,k +e2 ,k á l - 0 í k - V ‘ 2 - k2 ,V - l+ í2 ,V - lá °

5 .4 .  Lemma: T e tsz ő le g e s  Qé Q. k on figu rációh oz  van o lyan  véges

ha V=1t 

haV>l .

0 e g é sz , hogy a
S *  Q  ̂ QV»

k o n fig u rá c ió  vagy

vagy az 

/ 5 .2 3 /

A -r e d u k á lt

0

f e l t é t e l  t e l j e s ü l ,  azaz Qv> egy s p e c iá l i s  e l f a j u l t  k o n fig u ­

r á c ió .

B izo n y ítá s  : Ha ^ = 0 ,  akkor V*=0-ra ig a z  az / 5 . 2 3 / .  Legyen t e ­
hát \ >  0. На 4 >0, akkor az /5 .1 3 / - b ó l

-L £_ J К

Ф ^  = t ' C '  > 't' > v >o.2 , к v 2 ,k + l 2 , к l ,k + l  l ,k + l  61  u*

v a g y is  a ^2 к Рагаш®'*:ег le g a lá b b  0 é r ték k e l csökken.
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M ivel ^ 2  0 véges és nem vá lh a t n e g a tív v á , az (l)
sorozatban le g fe lje b b  véges sok 0 ta g  le h e t .  Ek­
kor teh á t van o lyan  к SïO, hogy

^ 2 ,k ‘  °* ^ г . к ' ^ г . к  • ha k Ä k o '4 * 0Ha ^  =0, akkor V=k - r a  az / 5 .2 3 /  ig a z .
2 к о

Legyezi te h á t <9 > 0 .  Ha í > 0 ,  akkor az / 5 . 1 l / - b ő l
2 , к l , k

$  - $  = t 'V >  V  ^  ^  >  $  >  o ,l , k  l ,k + l  l , k  2 , к 2 ,к 2 , к 2 ,k  •

v a g y is  a 9^ ^param éter leg a lá b b  *9̂  ^>o é r té k k e l csökken.

E zért a «  *sorozatban csak véges sok  ̂ > 0  tag  le h e t .
Ha 6 . > 0  az u to ls ó  p o z i t iv  ß , t a g ,  akkor az 5 .3 .1,V'-1 l,k
Lemma s z e r in t  a Q m á r  r ed u k á lt .

Q. e . d «

Az 5 .4  Lemma s z e r in t  ^  ̂> 0 ese tb en  a Qq k o n fig u rá c ió  
vagy Л- red u k álh ató , vagy v ég es  V* > 0  in d ex n é l ^  ̂  f = 0 ,azaz

QV»= /^l5 ̂ 1,V' ; ?2,v»;
k o n fig u rá c ió ra  v e z e t .  A redukálhatóság szem pontjából te h á t to  
vábbra csupán a

/5.24/ «о- 0/ • 5-1 a °’
alakú k o n fig u rá c ió k , valam int a

/5.25/ «о * 7 “'Л.о'^г.о'^г.о7
k on fig u rá c ió k  v iz sg á la n d ó k .

Az / 5 .2 4 /  k o n fig u rá c ió ra  a Z \-red u k ciós lép ések  eredmé-
nye ÿ > 0  e se té n  a*2,o л,

So 1,0 £ 2,0
szám lá n c t ö r t f e j t é s e  a z za l a m ódositó k ik ö t é s s e l ,  hogy a 6 r S0

u o ,b i»  * * * » b j  véges lá n c tö r t f e j t é s b e n  n nem le h e t  p á r a tla n .
Ugyanis az ^ > 0  követelm ény r a c io n á l is  ^  e se té n

páros n -re  történed lá n c t ö r t f e j t é s t  k ö v e te l meg. Tudjuk, hogy
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ez mindig le h e ts é g e s  [P 4] .  I r r a c io n á l is  e s e té n  a lá n c -  

t ö r t f e j t é s  v é g te le n , e z é r t  Qq nem red u k á lh ató . yÍ2to~®  e s e '̂" 
ben az / 5 .2 4 /  e lev e  r e d u k á lt . Ez a m e g á lla p itá s  ^]_>° f e l t é ­
t e l t ő l  fü g g e t le n ü l ig a z .  E y ü v á n  1̂ 1 =0 e se tb en  / 5 .2 4 /  l e g -

*0
fe lje b b  egy lép ésb en  red u k á ló d ik .
E zze l b iz o n y íto ttu k  a k ö v etk ező  lemmét.

5 .5 .  Lemma: A Q€ Q, k o n fig u r á c ió
^ 2 = 0

e l fa ju lá s  m e l le t t  akkor és  csak akkor 

^  és ^  r a c io n á lis a n  Ö sszefüggők. 
B iz o n y ítá s : K ész.

Л -red u k á lh at ó , ha

Q . e . d .

Ami az / 5 .2 5 /  k o n fig u r á c ió t i l l e t i ,  a $  =0 s p e c iá l i s  e -
л. 2 ,0

s e t e t  az 5 .5 .  Lemma t i s z t á z z a .  A 'V q=0 s p e c iá l i s  e se tb en
Q A - r e d u k á l t .  Csupán a X  T  > 0 e se t  v iz s g á la n -o l , o  2 ,o  о «
dó még. *) =0 s p e c iá l i s  e se tb en  a /1 -r e d u k c ió  a £  = o/I /  <vőe /-2 , 0   ̂ í o  l , o '  2 ,o
lá n c t ö r t f e j t é s é v e l  e k v iv a le n s , amely akkor és csak akkor vé­
g e s , ha £  r a c io n á l is .  Ebből az i s  k ö v e tk ez ik , hogy Q . Л 0 0

E l-red u k á lh a tó sá g a  t i s z t á z o t t ,  ha v ég es  lép ésb en  bárm elyik
paraméter O -váválik  a 5  ̂  ̂ k ö z ü l. Ha v is z o n t  véges l é ­
pésben egy ik  sem v á lik  O -vá, akkor bárm elyikre egy £>Q  a lsó  
h a tá rt f e l t é t e l e z v e ,  a monoton csökkenés m ia tt e llen tm on d ás­
ba kerülnénk A  v é g te le n  s o k s z o r i h a tá so ssá g á v a l /a z  5 .4  
Lemma b iz o n y ítá sá v a l analóg  módon/. V agyis akkor m indegyik  

paraméter О-h oz  t a r t .  F o g la lju k  e m egfon tolásokat i s  egy 

lemmába.
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5 . 6» Lemma; A Q£ ф k o n fig u rá c ió  az

= 0
e l f a j u lá s  m e l le t t ,  vagy Д -red u k á lh a tó , vagy

0.
'v̂ ' ^ 2  =0 e se té n  Q maga Д -r e d u k á lt ,  ̂ ese tb en  ak­

kor és  csak akkor Д -r e d u k á lh a tó , ha és ^ 2  r a c io ­
n á lis a n  össze fü g g ö k .

B iz o n y ítá s  : T r iv iá l i s  a megeló'ző m egfon to lásokból,

Q • e . d .

Az a lá b b i lemma az 5 .4 .  lemma következm énye, de érd e-
mes k ie m e ln i.

5 .7 .  Lemma: A Q€ Q, k o n fig u rá c ió Д -red u k á lh a tó , ha

/ 5 .2 6 / 7  i >  °> ^ i ? 2 -: 0.

B iz o n y ítá s :  Az 

vagy véges V 

Azonban *9  ̂*2 2  = 
f e n n á l l .  Ekkor

5.4» Lemma s z e r in t  Q vagy 

számú k i-o p e r á c ió  után  
=0 k övetk eztéb en  b iz to sa n  1?. 
azonban Qy mindenképpen

Д -red u k álh at ó 

^ 2  y  =0 l e s z .

L , v b , v  =0 i s
Д  -r e d u k á lt .

Q .e .d .
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F ü ggetlen ü l a t t ó l ,  hogy egy k o n fig u r á c ió  ^ - r e d u ­
k á lh a tó -e , vagy nem, a Q -ra a A op erá tor  akárhányszor a l ­

kalmazható és  a N  és W  sorozatok  az / 5 . 1 о / - / 5 . 1 3 /  f e l ­
t é t e le k k e l  relcurzive d e f in iá lv a  vannak. Az /5 < > 1 о /-/5 .1 3 / de­
f i n í c i ó t  te k in th e tjü k  az e u k lid e s z i  a lgor itm u s egy lé p é se  
á lta lá n o s itá sá n a k . Ka a

r i , o  V  + ^ L ,o  * ^ 2 ,o  ? 2 ,o  + ^ 2 ,o
felbon tásokban  a 0 ^ és 0 -  ^  —̂ 1 komponenseketl . o  ^2,0 2 ,o
paramétereknek te k in tjü k , akkor az ^ = 0  és  ^  Q=0 s p e c iá ­
l i s  esetekben  a A  -r e d u k c ió  a F  = "Cl / 't' szám lá n c -Л0 1,0 2,0
t ö r t f e j t é s é t  eredményező e u k lid e s z i  a lg o r itm u ssa l e k v iv a le n s . 
Ugyanúgy, ahogy a áö-redukció és a l á n c t ö r t f e j t é s  k a p cso la tá t  

v iz sg á ltu k  a 4 .5 .  pontban, v iz sg á lh a tó  len n e  a ^ -r e d u k c ió  
és  a lá n c t ö r t f e j t é s  k a p cso la ta  i s .  E zze l nem fo g la lk o zu n k .

Az alább követk ező  ö s sz e fü g g é se k , am elyekre az R^0 ütem­
tervek  v iz sg á la tá h o z  le s z  szükségünk, számos a n a ló g iá t mu­
tatnak  a l á n c t ö r t f e j t é s s e l  k a p cso la to sa n  a 2 .4 .  pontban kö­
z ö l t  eredm ényekkel, va lam int a 4 .2 .  pontban l e v e z e t e t t ,  а й -  

red u k cióval k a p cso la to s  ö s sz e fü g g é se k k e l.
E lőször b izon yos so ro za to k a t d e f in iá lu n k , amelyekre szük­

ségünk l e s z ,  és  f e l i r j u k  a köztük lé v ő  ö s sz e fü g g é se k e t . Ezek 

s e g ít s é g é v e l  tudunk majd k o n figu rációk  p aram étereire és ütem­
te r v - je l le m z ő ir e  vonatkozó ö ssz e fü g g é se k e t egyszerűbben ig a ­
z o ln i .  A ren g e teg  szimbólum e lég g é  e lr ia sz tó ,a z o n b a n  ezek se ­
g í t s é g é v e l  b o n y o lu lt ö ssze fü g g ések  eg y szerű  formát ö lte n e k .

Hogy éppen az i t t  k ö v etk ező  m ennyiségeket k e l l  d e f in iá ln i  

az tu lajdonképpen az / 5 . 1 о / - / 5 . 1 3 /  alább következő k ö zv e tlen  
következm ényeiből l á t s z ik .  Az / 5 . 1 о / - / 5 . 1 3 /  s z e r in t  bármely 

ese tén  fen n á lln a k  az



169

^ 1 ,к = ^ l ,k + l

^ l , k = ^l,k7r2,k+ ^ l ,k + l
/5.27/ « k +yj

I 2 , к 2 , k ^ l , k + l  ^2,k + l

^ 2 ,k = ^ 2 ,k T l , k + l + ^ 2 ,k + l

k = 0 , l , . ,

ö ssz e fü g g é se k . Ezek a la p já n  a Q̂ . és Qk+1=klQk paraméte­
r e i  k ö zö tt fen n á lln a k  a k övetk ező  eg y en le tren d szerek .

^ l , k = ^ l , k + l

/5.28/ ^1,к=е1,ке2,кТ1+/Ч,к^2,к+е2,к)+1/^1,к+1+е1,к^2,к+1+^1,А,к+1

7 г , к = k2 ,k '^ l ,k + l+ ^ 2 ,k + l  

2 , к 2 , к il 1 2 ,k  l ,k + l  2 ,k + l

/5.29/ ^l,k=̂ l,k(k2,k+ ^2,k)+^l,k+l+  ̂l,k ̂ »k+l" ̂ l,kk2,k^ 1
^ 2 ,k =(-k2 ,k + ^ 2 ,k ^ 4 ,k + l+/^ 2 ,k + l"  k2 , k ^ l  *

Ha ezek b ől az eg y en le tren d szerek b ő l a Qk+  ̂ p aram étereit 

fe je zz ü k  k i ,  akkor a k övetk ező  ren d szerek et kapjuk.

/5.28*/

^l,k+l=/̂ l,k
^l,k+l= ̂ l,k~ ̂ l,k^2,k" ̂ l,k^2,k
^ 2 ,k + l= “k2 ,k '^ l ,k + ^ l , k k2 ,k +1) ^ 2 ,k + ^ l ,k k2 ,k ^ 2 ,k

^ 2 ,k + l= " ^ 2 ,k ^ l ,k "  ^ 2 , k ^ l , k + ^ l ,k   ̂2 , к 1 2 ,k +(^ l,k ^ 2»k +^ /̂ 2 ,l

«T“ _ 'T' 0 ^
° 1 ,к + Г  l , k  t' l , k c 2 ,k

^2,k+l= "Ck2,k+ '̂2,k)<Cl,k+^l,kCk2,k+^2,k)+:i/’S tk+k2,k7-l,k */5.29*/
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Definiáljuk a következő sorozatokat.

A-2 = °* B-2 = A-1 = B-1 = ° 
A2k = ̂ l,kA2k-l+ A2k-2

/5*30/ - B2k =^l,kB2k-l+ B2k-2
A2k+l=(k2,k+ ^2,k^A2k+ A2k-1 
B2k+l=(k2,k+ ^2,k^B2k+ B2k-1

к—0 t1 p«• •

/ 5 .3 1 /

о 1 го II °. D.2 . ■= í ,  c_x и о « ö H II о

C2k - A2k

ö го !V II B2k k - 0 ,1 , • «•

C2k+1= k2 ,k C2k+ C2k-1

D2k+1= k2 ,k D2k+ D2k-1

Вl2 = 1, B_2 = 1, B^ = o, Bel = 0

B2k “ ^ l ,k B2 k - l+ B2k-2
/5 .3 2 /  " « " »

B2k = ^ l ,k B2 k - l+ B2k-2 k = 0 , l , . . ,

B2k+ l=( k2 ,k + ^ 2 ,k ) B2k+ B2k -1-  ^ 2 ,к
в" =[k. ,.+ í2k+l ^2,k' “2fk)B2k ' ■“2k-l “2,к

ti и
+ Ъг - к.

/ 5 .3 3 /

D*2 =1, d"2 = 1, D*x = 0, d"x =

D‘k = B2k
ti И

D2k = B2k k-0,1,•••
D* = к , D# + D#2k+l 2 ,k  2k 2k-l»» tt ft
D2k+1= k2 ,k D2k+ D2 k - l“ k2 ,k •



171

Bármely f e n t i  N  és N so ro za t-p á rra  h asználju k  a

/ 5 .3 4 /  H ./X , Y / = Xk Yk 

Xk-1 Yk-1

= X. Y. X. _Y, , k = - l , 0 , l ,к к- l  к- l  к * * » *

determ ináns j e l ö l é s t .
D e f in iá lju k  még a

' Я к  = ^ l , k  + B2 k -2 ^ 1

/ 5 .3 5 /  7 2 , к = “ ^ 2 ,k  + D2 k - l ^ l  > k = 0 , l , . . .

^2,к = "^2,к + B̂2k-l" D2 k J  ̂ 1

/ 5 .3 6 /

Я к  - Я *  + ̂ k-2- l>7l

^2,k = -r 2,k + Bk-l^l f k=0,1,*#-

m ennyiségeket és  a

/5 .3 7 / =
— к

u l , k

V Я * 5k , k = 0 ,l , ,

v ek to ro k a t. Vezessük még be a

/ 5 .3 8 / ék -  (
( B2k-2 ^  'j , k . 0 , 1 , . . .

 ̂ B2k-1 A2k-1 /

/
B2k-2

A A 2k-2 2k-2
/ 5 .3 9 /

<11 = D,2k-1 C2k -1+1 C2k-1

B2 k - l" D2 k -l A2 k - l“C2 k - l -1  A2k -1 -C2k
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/5.4о/

/5.41/

£k,k+l ~ ( '2,к ^ l #k^k 2

^ • k ) 

,k+ ^ 2 , к )+ 1 /

f 1 ^l.k ^ l , k  ^

á k , k + l  = k 2,k ^l,kk 2,k+1 ^ l , k k 2,k

 ̂ ^ 2 , к ^ 1 , к Д г , к ^ l , A , k +1 /

mátrix jelöléseket.
Az /5.З0/-/5 .З4/ és /5.38/-/5.41/ alatt definiált meny- 

nyiségekre vonatkozóan az'összefüggéseket a következő lem­
ma tartalmazza.

5.8. Lemma: Az /5.3о/-/5.34/ és а /5.38/-/5.41/ mennyisé­
gekre vonatkozóan igazak az alábbi összefüggések:

k=-l»0 »1».«• értékekre

/5.42/ Hk/Y,X/ = - Hk/X,Y/

/5.43/ H. /А,В/ = А В. _- А. .В. к * к к-l к-l к и 1 н tv 1 н

/5.44/ /Ak * V * /Ак,Ак-1/’ ^Вк,Вк-1^’
/jl //Ак 2 *Вк /̂ relativ primek

/5.45/
/а/ В2к+ В2к= В2к+ 1

i ft/ ъ / В2к+1+ B2k+l” В2к+1

/5.46/
/а/ D2k+ D2k' В2к+ 1It/ъ/ °2к+1+ °2к+1= °2к+1 •»

/ я /  A / 0 , 1 /  számpárat i s  r e l a t i v  primnek te k in tjü k
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/ 5 .4 7 /

/ 5 .5 3 /

/ 5 .5 4 /

/ 5 .5 5 /

k=0,lt2,... értékekre / z :  x. = 0 definícióval!/
i=o

/ а /  Н2к/В ,А / = Н2к_1/А ,В / = 1

/Ь /  Н2к/В < ,Д / .  H ^ / A . b V  -  А2к. 1-С2к. 1= e2iíA

/о/ н2к/в",д/ = н2 к л /д,в'7 = с2к_1+1 . 1
2Í

1=0
к- l

/а/ Н2к/В<,В/ = Н^/В.В«/ = B2k.1-Dgkil= X I  ̂ ,1В21
/5.48/ /Ь/ Н /В",В/ = Н /В,В"/ = D к  ̂В

х = 0  *
/с/ H21c/b",b V  = Н^^/в'.в"/ = 

к-l И  „
= k2,iB2i“ ^2tiB2 1=0 * 1=0 ’

D2k-1_B 2 к -1=

/ 5 .4 9 / А„, D 2к
—ТС Р2к 2к^2к‘= °» A2 k - lD2 k -l" B2 k - lC2 k -l B2k-1

/ 5 . 5 о /
/ а / A2k+lD2k“B2k + lC2k_ A2k-1D2k“B2 k - lC2k= 1
/ъ/ A2kD2k+l“B2kC2k+l= A2kD2k - l" B2kC2 k - l=: B2 k -:

/ 5 .5 1 /
/ а / B2k=

ft
B'k +i -  ° -  ha

II
k2 ,k S 0

/ъ/ B2k= B2k+1= °* ha e 2 ,k S °

/ 5 .5 2 /
/ а / D2k=

Il
B2k+1= ° ’ ha

II
k2 ,k S 0

/ ь / D2k= D2k+1= ° -  ha 1 2 .к 3 0

D-1 2к-1 -А2к-2
-В2к-1 В2к-2 1

ék1

D."1. - = = к,к+1

-В

-В

2к-1
4
2к-1
II

"А2к-2

В2к-2

”А2к-2 

В2к-2-1
В2к-2 <2к-1

^1,к(к2,к+ ̂ 2,к^+ 1 “ ^1,к) 1 J~ (к2,к+ ̂ 2,kJ
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/5.56/

/5.59/

A “1 .-k,k+l
k+i2,k̂ +1 ” ̂l.k - Mk„ , 1 02,к
4 * 0 1 /

/5.57/ pk , pk k+1 ,A k ,A k k+1 /és inverzeik/ determinánsa 1 

/5 .5 в /  £ k+i=  Sk,k+l§k * a k+l= 4k,k+lâk

= k,k+l~

= к,к+Г

f 1

^k2,k+ ̂ 2,к :)(: '
l.k

1 Л

0
l.k
1 / W k2,k+ *2,k)

0
1

/5.60/ A k,k+1"
2,к

^  ei..
0 • 1
0 0

1.
0

r " 4 *
-t \l,k / 1 0

° \
áí ; k+i= 0 1 0 “k2,k 1

0\c 0 0 1 / 0 0 1 /

Speciálisan k=0 mellett

/5.61/ /а/
Л-
%  = г1,0 1,0 * Ï2

/ь/ т: = ‘Г.1,0 1,0 * %
3 ^2,o 1 2,0 2,0 ?

" ̂ 2,0 í
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/5.61*/

/ 5 .6 2 / Dq= I , Д 0 = I , az egységm átrixok .

B iz o n y ítá s : Az / 5 .4 2 / - / 5 . 4 б /  form ulákat k = -l érték re  és
az ö ssz e s  form u lát k=0 m e lle t t  egyszerű en  h e l y e t t e s í t é s ­

s e l  e l le n ő r iz h e t jü k .
Az / 5 .4 2 /  az / 5 .3 4 /  d e f in íc ió b ó l  n y ilv á n v a ló . Az / 5 . 4 4 /  

k övetk ez ik  az / 5 .4 3 / - b ó l ,  h isz en  a párok bármely közös o sz tó ja  
tó j a  lenne -  1 -n ek . Az / 5 . 3 3 / - / 5 . 6 о V  m átrixokra vonatkozó  

á l l í t á s o k  egyszerű en  e llen ó 'r izh ető k  az / 5 .3 8 / - / 5 . 4 1 /  d e f i ­
n íc ió k  a la p já n . Az in v erzek et s z o r z á s s a l e l le n ő r iz h e t jü k ,  
a determ inánsokat k iszám íth atju k  és azonosan 1 -e t  nyerünk, 
az / 5 . 5 8 / - / 5 . 6 o ’/  szorza tok at ped ig  v é g r e h a jtá ss a l b e lá th a t ­

ju k . Az / 5 . 4 3 / ,  / 5 . 4 5 / - / 3 . 5 2 /  ö ssz e fü g g é se k e t az / 5 . 3 о / - / 5 . 3 3 /  
d e f in íc ió k  a la p já n  t e l j e s  in d u k cióva l ig a z o lh a t ju k . Ez s z in ­
te  t e l j e s e n  fo r m á lis ,  e zé r t le irn u h k  f e l e s l e g e s .

Q .e .d .

1 . Idegi egy zés : A 4 .2  pontban d e f in iá l t  í) -operátor nem sp e ­
c i á l i s  e s e te  a most tá r g y a lt  A -op erá to rn a k . Azonban az 
/ 5 . 1 2 /  d e f in íc ió b a n  k0 , = 0 k ik ö té s s e l  é lv e  könnyű l á t n i ,  
hogy minden formulánk d e f in íc ió j a  m egengedett marad és a 

4 .2  p o n tb e li form ulákat s z o lg á l t a t j á k .  V agyis k^ ^=0 k ik ö ­
t é s s e l  а Д op erá tor  d e f in íc ió j a  éppen a Sb op erátort d e f i ­

n iá ln á  és az ö ssze fü g g ések  átmennének а Ъ  op erátorn á l l á t o t t  

ö ssze fü g g ések b e .

ő s z -
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Pf M egjegyzés: A nélkül, hogy ennek e lem zését e lv égezn én k , 
m egjegyezzük, hogy a A  j e lű  m átrix  u t o ls ó  két so r á t  ö s z -  
szeadva az u t o ls ó  két o sz lo p  azonossá v á l ik  és  az u t o ls ó  e l  
hagyásával m indig a m e g fe le lő  D j e lű  m átrixot kapjuk. Ez

/■—’ ^  /X
term észetesen  a 'V = y + ö s s z e fü g g é s s e l  szo ro s  kap-

9 ̂  2 t К ̂ A

cso la tb an  á l l ó  tén y . E m e g fig y e lé s  je le n tő s é g e  a A -red u k ­
c ió  és a i = V  / Г  szám lá n c t c r t f e j t é s é n e k  k a p cso la tá n á l =>o l , o  2 , 0

növekedne meg.

5.9« Leírnia: Bármely Q£ Q. k o n fig u r á c ió  e se té n  a

Qo = Q , 0 * * ^ 4  . Qk+1 = . * = 0 ,1 ...............

k on figu rációk  param éterei k ö z ö tt  fen n á lln a k  a k övetk ező  ősz  
szefü ggések :

/ 5 .6 1 /
1—'
^k+l = k ,k + l%  » 1k **k,k+l^k+l

/5 .6 2 / = = k ,k + l
£
- k  » ? k = D 1 Г  

« k ,k + l -k + 1

/5 .6 3 / - A . f f= k-o 9 QSo - é í X

/ 5 .6 4 /
rsj

= D Г  =k - 0 9
*\j
Г о -  2 ? %  •

B izo n y ítá s  : A m ásodik oszlopban á l ló  ö ssze fü g g ések  ek v iv a ­
len sek  az e ls ő  oszlopban á l ló k k a l ,  csupán az in verz  mát­
r ix o k  szerepének k iem elésére  ir tu k  f e l .  Az / 5 .6 3 /  és /5 « 6 4 /  
ö sszefü ggések  következnek az / 5 .5 8 /  és az / 5 . 6 1 / ,  i l l .  / 5 . 6 2 /  

ö ssze fü g g ések b ő l t e l j e s  in d u k c ió v a l. Csupán k=0-ra k e l l  ig a ­
z o ln i .  Ez azonban t r i v i á l i s  / 5 . 6 о /  k ö v etk eztéb en . V ég ü lis  t e ­
hát csupán az / 5 . 6 1 /  és / 5 .6 2 /  b iz o n y ítá sa  maradt. Azonban e -  
zek i s  könnyen b e lá th a to k  az / 5 . 2 8 ’/  és  / 5 . 2 9 ’/  Ö sszefü ggé-
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sek b ő l, ha azokban az / 5 .3 5 /  és / 5 .3 6 / - b ó l  k i f e j e z e t t  ^-L 9 к 2 f к л7
l.k + 1»  *2 ,k + l*

és a /к + l /  - r e  f e l i r t
m ennyiségek form u lá it h e ly e t -

V2,k* l ,k *  ° 2 ,k
^2,k+l*^l,k+l* ̂ 2,k+l 
t e s i t j ü k .  Ekkor ugyan is az / 5 .6 1 /  és / 5 .6 2 /  komponensei k i ­
f e j t e t t  a la k já t  n yerjük . P éld áu l az / 5 . 2 8 #/  a l a t t i  u t o ls ó  fo r ­

mulából / 5 .3 5 /  fe lh a s z n á lá s á v a l

“ ^ 2 ,k + l+^B2k+l" D2k+1^7l“ “ ^ 2 ,к 7 l “ ^ 2 , k ^ l , k “ B2 k - 2 ^  +

+ ^1,к   ̂ 2 ,к ( “ ^ 2 ,к + °2 к -1 ^  ^ 1 ,к  ^ 2 ,к +11" '^ 2 ,к + В̂2 к -1 _ D2 k -l)^ l^  =

= (“ ^ 2 ,к + ^ 2 ,к В2к-2+ ^ 1 ,к ^  2 ,k D2 k - l+( ,^ lt k ^ 2 ,k +1X B2 k -l"  D2 k - l ) ) f r .“

^2,к^1,к-е1,к^2,Л2,к- ^ ке 2, к ^ ?2,к •
Az ^ e g y ü tth a tó ja  az / 5 .3 2 /  és / 5 .3 3 /  d e f in íc ió k  fe lh a s z n á lá ­

sáva l

JВ‘ ̂ 2,k+
• -  £2,кт ''г.к̂ гк
= B2k+1“ D2k+1

2 ,k '  2k-2

+ i
- Bk - i - D

BÍ, + B* r\ f 1 d Í
2 k - l 2 k - l  “ 2k+l

i
2 k - l  

2,k~2k-  k„ , B* -  D12 k - l

Ezt figyelem b evéve a f e n t i  eg y en lő ség b ő l

^2,k+l= ̂ 2,k^l,k+ ^l,k ̂ 2 , Л  2,k+0^1,k ̂ 2,k+1̂ ^ , k
adódik, amely az / 5 .4 1 /  a l a t t i  Á  m átrix  harmadik so r á t

= k ,k + l
ig a z o lj a .

Q . e » d *

M egjegyzés; Bár а Д  ép erá tor  nem á lta lá n o sá t  ás a a í) 
operátornak, m égis sok a n a ló g ia  m utatkozik a két red u k ció ­
v a l k a p cso la to sa n  f e l l é p ő  m ennyiségek és  azok ö ssz e fü g g é ­
s e i  k ö z ö t t ,  íg y  p l ,  ha (^ ) so roza t j á t s s z a  a 4 ,2 , p o n tb e li  
(!) so roza t s z e r e p é t , akkor az / а/ ,  Ш  sorozatok  d e f in í ­

c ió ja  azon os, a E>k k+1»2k»2k^k+l»Sí/ m átrixok form ailag  
t e l j e s e n  a zo n osak ,és az / 5 ,6 2 /  és / 5 , 6 4 /  ö ssze fü g g ések  a -  
zonosak a / 4 . 5 7 / ,  /4 .5 7 * /  ö s sz e fü g g é se k k e l.
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H asználjuk a továbbiakban a V j e l ö l é s t  egy Q £Ü  k o n fig u ­
rá c ió  Л - ö s s z e t e t t s é g i  fok ára  és

U J V
Q = Qv = Л  Q

j e lö lé s e k e t  a Q r ed u k á ltjá r a  /  2 3 -r e d u k á ltá já r a !/. A Q* para­

m étere it q* = / ' î  * ; 7  2 ; ^ * /  j e l ö l i .
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5.2. Az R^2 ütemtervek és a A -red u k c ió .

Az e lő ző  pontban b e v e z e te t t  Л -red u k ció  c é l j a  az R 2 

ütem tervek v iz sg á la tá n a k  v is s z a v e z e té s e  egyszerűbb k o n fi­
gurációk  ü tem terveinek  v iz s g á la tá r a . Ezt a Q̂ _= Á  ̂ Q , 
k=Otl t . . . ,  k o n fig u rá c ió k  R^2 ütem terveinek  je l le m z ő i kö­
z ö tt  fe n n á lló  ö ssze fü g g ések  t e s z ik  le h e tő v é .

Be fogjuk  l á t n i ,  hogy az R^2 / V -  k = 0 , l , . . . ,  ütem ter­
vek egyszerre  p eriod ik u sak  és je lle m z ő ik  az / 5 .3 о / - / 5 . 4 1 /  
m ennyiségek s e g i t s é g é v e l  ö ssze fü g g ésb e  hozh atók .

E lő szö r  meghatározzuk egy R periodushosszának és
Р д-fo g la ltsá g á n a k  á lta lá n o s  param éteres a la k já t  és a para  

m éterek et, mint az ütem terv je l le m z ő it  v e z e tjü k  b e . E j e l  

lemzők ö s s z e fü g g é s e it  határozzuk azután meg a N  soroza t  
ü tem terve i k ö z ö t t .
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5.1» Tétel:

/А/ Ha a Q€ Q, konfigurációra 
T1^2>0 »

akkor periodikus R A R 0(Q^ütemtervnél a periodushossz1*2
/ 5 .6 5 /  P = ( V r i = ^ 2 ^ 2  + (К2 + £ 2)2i
és a Рд-foglaltság

/5.66/ = ' ( M i  +|»гЪ
alakba irhatok fel, ahol

^U^O, \̂Л-2 — О egészek,
a periódusonként kiszolgált ciklusok száma,

Ю 2 ^0 egész,
a periodusonkénti megszakítások száma,és

J2)

o é 52* i
a Q1 ' job-folyam megszakításokon felüli késleltetését jel­
lemzi. lizek az R periodikus ütemterv

П  = /̂ Ují jVc2; ю 2; е2/
jellemzői.

/В/ Ha még
л) 2> О

is fennáll, akkor >0 is teljesül.
/С/ Ha

7 i > 0 . ^  = o, tr2 >o,
akkor R mindig periodikus

П =  /1 ; 0 ; 0 ; 1/
jellemzőkkel
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/В /  А /С / e s e t  k iv é t e lé v e l

v 1/r2 = О

m e lle t t  az / 5 .6 5 /  és / 5 . 6 6 /  a 3 . F e je z e t 2 . M egállapodásá­
ba f o g la l t  m eg szo r ítá s  n é lk ü l i  R p/Q/ ütem terv je l le m z ő it  

s z o lg á l t a t j a ,  amelyre p=a=0. R^fQ/  a 2 . M egállapodás m el­
l e t t  i s  p e r io d ik u s , de az / 5 . 6 5 /  és / 5 .6 6 /  korrigá lan d ók  a

* i ♦ - i l l e t v e  'y[i + y.

a d d it iv  ta g g a l.

B iz o n y ítá s :

N/kJ : A bszolút p r io r i t á s a  m ia tt a QA f job -fo lyam  nem 

k é s l e l t e t ő d ik , e zé r t a p er io d u sh o ssz  csak eg ész  tö b b szö ­

r ö se  le h e t .  Ez ig a z o l j a  az / 5 .6 5 /  b a lo ld a lá t .  A 3 .1 o .  Eem- 
ma s z e r in t  a Q 1 job -fo lyam n ak is ^>*^0 egész  számú ig é n y ­

c ik lu s a  k erü l k is z o lg á lá s r a  p eriód u son k én t. A azonban
k é s le l t e t v e  i s  leh et,m ég p ed ig  két okból: m egszak ítás m ia t t ,
vagy a z é r t ,  mert egy В - t a s k  végződ ésekor P, f o g l a l t ,  vagy  

í дУ ^
azt Q* 7 ig é n y l i .  Az e ls ő  k é s l e l t e t é s  ^ a lak ú , a máso­

dik  &2^l al akú, ahol (X fp - l  . Az utóbbi k é s le l t e t é s k o r  a -  
zonban a következő A^-task v ég ző d ésén é l > о e se té n  

s z i t u á c ió  a la k u l k i ,  ami a 3 .4 .  Lemma s z e r in t  p eriod u son -
Qf / 2 /

ként csak eg y szer  le h e t s é g e s .  Ha -v. =0, akkor Q k is z o -
1 /1/r u l az ü tem ezésb ő l, m ert^^O  m iatt Q* m indig ig é n y l i  a P.

1 , /•?) A p r o c e s s z o r t . I ly en k o r  a p er io d u sh o ssz  ^ és q perióduson­
ként V, k é s l e l t e t é s t  szen ved . Ez m e g fe le l az £  =1 érték n ek . 1 2
Ekkor n y ilv á n  (Ujj-O , KT2 =0 . E zze l egy szerre  b iz o n y íto ttu k  a 
/С / á l l i t á s t  i s .  Ha v is z o n t  ^ > 0 ,  akkor a szo ro ssá g  m ia tt  
f e l t é t l e n ü l  iitem eződnie k e l l  C ^-ciklusnak i s  minden p e r ió ­
dusban, e zé r t Jóig > 0 jz z e l b e lá ttu k  а /В /  á l l í t á s t  i s .
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Ka egy B^-task végződ ésekor Ф >  0 esetb en  éppen egy A^- 

ta sk  i s  végződ ik , akkor ebben a pontban ^ - s z i t u á c i ó  
a la k u l k i .  Ez azonban k iz á r ja ,  hogy a periódusban k é s ­
l e l t e t é s  m iatt még k ia la k u ljo n  ^ - s z i t u á c i ó ,  v a g y is  
ily en k o r  n in cs k é s l e l t e t é s  a m egszakításokon kívül. Ezt f e j e ­
z i  k i  az é r té k . E zzel az / 5 .6 5 /  jo b b o ld a lá t i s  i -

g a zo ltu k . Az / 5 .6 6 /  n y ilv á n v a ló  következménye Cl C 2
d e f in íc ió j  árak.

/В /  : B elá t túli /A /- v a l  eg y ü tt
/С /:  B elá ttu k  /A /- v a l  e g y ü t t .  Azt k e l l  csak m egjegyez­

n i ,  hogy ehhez a  ̂ >  0 té n y t  nem k e l l e t t  k ih a sz n á ln i.
/ В / : ^ ,= 0  e s e té n  a 3 . F e je z e t  2 . M egállapodása n é l -/л У

kül csupán a Q d eg en erá lt job -fo lyam  ütem eződne, e zé r t  

p=a=0 és ( S  - 1 . A 2 . M egállapodás m ia tt azonban minden
C ^ -cik lu s után egy C g-cik lu sn ak  k e l l  ü tem eződn ie, e z é r t  egy 

p = ^  p eriod u sh osszú  ü tem tervet nyerünk a = ^  f o g la l t s á g g a l .

= '2]_ =(-> mio -tt ezek valóban  az á l l í tá s n a k  m e g fe le lő  addi­
t i v  k o rrek ció v a l kaphatók meg. Az / 5 . 6 5 / - b e l i  je llem ző k  csak  

П = Ali 0$ 0; &,,/ le h e tn e k , ah ol &^=0 önkényesen v á la s z t ­
h a tó . Mindezek =0 m e l le t t  i s  érvén yesek . '£' >  0 és
Т ~2 =0 esetb en  а /С / e s e te t  már ig a z o ltu k  és  o t t  a k o rrek c i­
ókra nem v o lt  szü k ség . ^ ^ > 0  esetb en  azonban az e ls ő  C^- 
c ik lu s  ütem ezése u tá n , a B. n ta sk -k a l párhuzamosan, már c su -

Iz) 1 , 1pán a Qa d eg en erá lt jo b -fo lyam  C - c ik l u s a i  ütem eződnének, 

amely azt j e le n te n é ,  hogy ^ = 0 ,  \̂a.^=1, Ko=0 , ®s P=a=0
a 2 , M egállapodástó l e lte k in te n é n k . A 2 . M egállapodás m iatt  

azonban csak e g y e t le n  C0- c ik l u s  ütem ezhető C ^ -cik lu s ütem e-vO
:ü l. V agyis Q* Ü1 a= ^  je lle m ­zése  n é lk ü l. V agyis Q*-1-' ütem eződik és  p 

zőket s z o lg á l t a t ,  amelyek az á l l i t á s  s z e r in t i  k o rrek ció v a l 

n yerhetők .

Q. e. d.

— ha
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1 . m egjegyzés: Az 5 .1 .  T é te l /А / é s  / 1 /  e s e t e i  egybefog­
la lh a to k  a következőképpen: ha p e r io d ik u s , akkor

/ 5 . 6 5 V

/ 5 . 6 6 V  

ahol

/ 5 .6 7 /

p. ( S ^ 1+á(r1+ v 2) = № + ( % +  e2) v  íec-1+v 2; 

•-(►ili+M 2 +s( - V y 2) .

1
0

sgn'S"1 'T’2 az 

az

0 , v^= 0 k iv é t e lé v e l

^ > 0 ,  '9'^= 0 esetb en

és a

П  = /(^í ̂ 2; &2 ; S 2/

je llem ző k  olyanok , hogy a 2 . M egállapodás n é lk ü l-a  korrek­

c ió s  tagok n é lk ü l s z o lg á l t a t j a  /5 .6 5 * /  és /5 .6 6 * /  a p e r io -  
du sh osszat i l l .  P ^ -fo g la lts á g o t , és  a je llem ző k  érte lm ezése  

m e g fe le l az 5 .1 .  T é te l  /к/ a l a t t i  értelm ezések n ek .

2 . M egjegyzés: Az 5 .1 .  T é te lb ő l és  b iz o n y ítá sá b ó l a k ö v e t­
kező tá b lá z a to t  Írh atju k  f e l  e l f a j u l t  k on fig u rá c ió k  ütem­
terv e  П és  5 je l le m z ő ir e .

F e l t é t e l N £*2 K 2 £ 2 S

/ 1 / 0 1 0 0 0 1
/ i i / v ° *

0II
*>H 1 0 0 1 0

/  i i i / \ > o , 0и 0 1 0 0 1

3 . M egjegyzés: A t é t e l  b izo n y ítá sá b a n  k u lc s sz e r e p e t  j á t ­
s z o t t  az a té n y , hogy egy perióduson  b e lü l k é ts z e r  nem 

lép h et f e l  (bn- s z i t u á c ió .  Ebből k ö v etk ez ik  az в- \  ad d i-  
t i v  ta g  az / 5 .6 5 /  job b old a lán  0 —  f e l t é t e l  m e lle t t
Az £* =0 megengedi a ^ - s z i t u á c i ó  h ián yát i s .  Később 

fogju k  b iz o n y íta n i:  >  0 e se tb en  a jb ^ -sz itu á c ió
szükségképpen f e l  i s  lé p  / 5 . 4 .  T é t e l / .
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5 .1 o . Lemma: На nem -redukált kon figurác

\  J E1 2 < V

Í O

ütem terve p e r io d ik u s , akkor a 

k o n figu ráció

Q, n = A q, чк+1 к

Rk+1 = R12^Qk+l^
ütemterve i s  p er io d ik u s és v is z o n t .  A k ét ütem terv £ 0 
je llem ző je  azon os.

B iz o n y ítá s : Az á l l i t á s  n y ilv á n v a ló v á  v á l ik ,  ha az / 5 . 1 1 / -  

/ 5 .1 3 /  transzform ációknak m e g fe le lte t jü k  az ütem tervek tr a n s z -  
fo rm áció it az 5 . 2 .  Ábra s z e r in t  s z e m lé lte tv e  a

5 . 2 .  Ábra: A Д -redukció h atása  az R12 ü tem tervre.
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->Q ->Q,
л / 5 .1 1 /  л / 5 .1 2 /  л / 5 .1 3 /  

k o n figu rációsoroza tn ak  m e g fe le lő

->Qk+1

Rk ^  R, ^ Rk ■*Л+1
ü tem terv so ro za to t. Az R̂ .—^ R ^  tran szform áció  a k ö v etk ező . 
Az R  ̂ ütem tervben minden B ^-task  k i s z o lg á lá s i  sza k a szb ó l 
hagyjunk k i  összefü ggően  e g y L / С  hosszú ságú  s z a k a sz t .cw i»k  2 , к
A szakasz ig y  ^+^hosszúságúra red u k á lód ik . Az ig y  n y ert  
ütem terv l e s z  R^, a k o n fig u rá c ió  R ^  ütem terve. N y ilv á n ­
v a ló , hogy R ^-val együ tt R  ̂ i s  p e r io d ik u s . Rj£ é s ^  mega­
dása e se té n  m egford itva  m egszerk eszth ető  egyértelm űen a Q

Л ^
egy R  ̂ ü tem ter v e ^  ^hosszúságú szak aszok  b e ik ta tá sá v a l  
minden В - t a s k  k is z o lg á lá s i  szak aszb a ,am ely  szakaszon meg­
f e l e l ő  fá z isb a n  C ^-task-ok és  B ^-task van ütem ezve.

Az R* ütem terv minden A ^-task k is z o lg á lá s i  szak aszáb ó l
hagyjuk k i  ö ssze fü g g ő en  к 1'tí .  hosszú ságú  r é s z t .  E zze l2 y le J. y K'f I
azokat ^ 2  ^ + 1  va&7^2 k + l+ *£ k °s s z úságúra redukál juk, m egszakí­
tá s  n é lk ü l iv é ,  vagy egy m egszak itásos k i s z o lg á lá s i  s z a ­

k asszá  a t t ó l  fü ggően , hogy a m egszak ítások  száma R*.-ben 
к , vagy к ,+ 1  v o l t .  Az ig y  n yert R, ütem terv p er io d ik u sf-1K 2, К |( К  ̂ „
és nem más, mint a ü tem terve, k^ ^ és  R̂  a lap ján  R*. 
rek on stru á lh a tó  egyértelm űen.ff

Hasonlóan kapható végü l R̂ . ü tem tervből R̂  , ha a B2~
ta sk  k is z o lg á lá s i  sza k a szo k b ó li /£? hosszúságú egyb e-2 ,k  l ,k + l  „
függő sza k a sz t ik ta tu n k  k i .  R^+  ̂ p e r io d ik u s , b e lő le  R  ̂
rek o n stru á lh a tó  és n y ilv á n v a ló a n  a k o n fig u rá c ió  R ^
ütem terve.

Mindezek a tran szform ációk  é r in t e t le n ü l  hagyták az ü -
(2)tem tervek o ly a n  s z a k a s z a it ,  amelyeken Q^.'nem m egszak ítás  

m iatt k é s le l t e t ő d ik ,  amely ^ - s z i t u á c i ó t  e lő z  meg. Ebből 
k ö v etk ez ik , hogy az ütem tervek je lle m z ő je  a tr a n sz ­
form ációk közben nem v á lto z ik  meg.

Q .e .d .
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A következő té t e lb e n  a N  so roza t R^ 2  ü tem terveinek  

je lle m z ő i k ö z ö tt  adunk meg ö s s z e fü g g é s t ,  A /Q / so ro za t­
t a l  d e f in iá lh a t ju k  az

:= * k = 0 , l#, ,  ,

ütem tervek M  s o r o z a tá t . Legyen

/ 5 .6 8 /  П к -  / ( * 1>к; f* 2 ,k ; lC2 fk ; ^2^  » k=Ot l t . . .

az R̂ . ütem terv je l le m z ő i p er io d ik u s  e se tb e n . Szükségünk 

l e s z  még a k övetk ező  m ennyiségekre i s j

fi,*
/5.69/ , £  k

vektorokra és az

h. J 1 k=Of 1 1, , ,

/ а  — В
2 к - 1  2 к - 1

°  1/5*1 о/ м. =я к
-А В  

2 к - 2  2 к - 2 о 1 , k -o f i e

л  п
\ ° 2 к - 1  2 к - 1 1  /

^ 1 , к ( к 2 , к +  ^ 2 , к ) + 1 - ( k 2 , k + í 2 , k )

/5.11/
= к , к + 1 =  ( ‘  ^ 1 , к

1

^ ^ 1 , к к 2 , к - к 2 , к

к— 0 ̂ 1 у, ,  ,

m átrixokra,
A t é t e l  e l ő t t  egy lemmát b izo n y ltu n k  a most d e f in i ­

á l t  m átrixokra vonatkozóan.

• • О
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5.11« Lemma; Az / 5 .7 о /  és / 5 .7 1 /  m átrixokra vonatkozóan  
igazak  a következők:

/ 5 .7 2 /

/5 .7 o V

M - I , = o = *

S 1

I k +1 = i c , k +i ! k

B2k-2 B2k-1

A2k-2 A2k-1

B2k-2“1 B2k-1

/5 . 1 1 * / -1
c,k + l

1 k2 ,k +  ̂2 ,k 0

l . k e i , k ( k2 ,k + 1 2 ,к )+1 0

0 k2 .k 1

/ 5 *7 3 / I k ,k +1=

/ 1
0 
0

4 2,к
1
0

o\
0

1 /

-k

-k

2,к
1

2,к

f 1 
4 .l . k
0 0

/5 .7 3  V it-1=sk,k+l

( 1 0
°\

fi k2 ,k 0

1 0 1 0
l . k

i 0 0 J k2 ,k 1

0 ' 

:

/ 5 .7 4 /  M , I  é s  a fe n t  f e l l é p ő  bárm elyik m átrix  determ inánsa 1 .ï»JC яК jK+i,
B iz o n y ítá s  : Az á l l í t á s o k a t  a m á tr ix s z o r z á so k  e lv é g z é s é v e l ,  
i l l e t v e  a determ inánsok k i f e j t é s é v e l  k ö z v e tle n ü l b e lá th a t ­
ju k .

Q .e .d
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5 .2 .  T é t e l : A
Qk = Л к Q , к = 0 ,1 , . . .  , Q é | ,

k on figu rációk

Rk = ^i2^k^ * k=®»^»e ** 
ütem tervei eg y szerre  p eriod ik u sak  és a

^ k  “ ^ l . k *  (* 2 ,к ; ^ 2 ,к ; e 2 ,k^  » k=0*1 f *
je llem zők re vonatkozóan igazak  a k övetk ező  ö s sz e fü g g é se k .

/ 5 .7 5 /

/ 5 .7 6 /

/ 5 .7 7 /

/ 5 .7 8 /

/5 .7 9 /

c —  г ± £^2,k_c"2,o 2
JT * hl 7C. ,— k+l ek,k+l— к * 

(r> k+1 = =k,k+l(^k * (U: = В

-1
к,
T

? к = C k +iîk+i

ж 1Г
к “ s k ,k + l

X  = m“1 JCiiko ssk —к

ß k+l

fik = 2kpo » ^ o = Dk/^k •
rn # rp Л

I t t  X az X m atrix  tra n szp o n á lt j a ,  X pedig  az X .м п -  

verz tr a n sz p o n á lt já t  j e l ö l i .

B iz o n y itá s : Az / 5 .7 5 /  az 5 .1 o . Lemma egy ik  á l l i t á s a .  Az
/5 .6 7 /  ö ssz e fü g g é se k e t az 5 .1 o . Lemma b izo n y ítá sá b a n  é r t e l -«
m ezett R^—̂ R ^ —»-R .̂—».Rk+  ̂ tra n sz fo rm á ció so ro za t a lap ján  

a következőképpen lá th a tju k  b e . Legyenek ГТ , fi t , Г], , П , ,  aК К К K+JL
m eg fe le lő  je lle m z ő k . Az R^—>R*. tra n szfo rm á ció v a l a C^-
c ik lu so k  száma csökken B -ta sk -o n k én t t - v a l ,  v a g y is

» , 1 -*-»kö sszesen  v АЛ» - v a l .  A C - c ik lu s o k , valam int a meg-X J. J-
sza k ítá so k  száma v á lto z a t la n .  Vagyis

/ 5 . во/ Iй í , k l , k ( ^ 2 ,k ' ^ 2 ,k “ ^ 1 ,к (* 1 ,к ^2,к= ̂ 2,к
* ?»

Az R£—̂ t r a n s z f o r m á c i ó n á l  a C ^ -cik lu sok  száma A0-

task-onként k„ , - v a l ,  ö ssz e se n  к , , - v e i  csökken.2,к 2,k(, 2,к
Minden e l im in á lt  C ^ -cik lu s pontosan egy m eg szak ítást oko-
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z o t t .  E zért a m egszak ítások  száma i s  e n n y iv e l csökken . A 

C2 -c ik lu so k  száma v á lt o z a t la n .  Vagyis

/5 .8 o V l̂.k-̂ l.k" k2,kĵ 2,k » (̂ 2,к (̂2,к ^2,k~ ̂ 2,k“ k2,

■ t rans z f ormác i ó  n á l ism ét a C ^-cik lusokAz R, ■
k -- n tszáma csökken B0 -ta sk -o n k én t f  , - v a l ,  ö ssze sen  , /!<,„■ , -  

2  u2tk 2 , k i 2 ,k
v e i .  E c ik lu so k  egy ik e  sem ok ozott m e g sz a k ítá s t , e z é r t  

a C ^-cik lusok  és m egszak ítások  száma i s  v á lt o z a t la n .  Vagyis

/5.QoU / (^1§к+1в^ 1§к-  ^2 , k ^ 2 ,k  * ^ 2 , k + l=^ 2 ,k  * ^ 2 ,к+ 1 = ^ 2

Az / 5 . 8 0 / - / 5 . 8 0  transzform ációk  m á tr ix a i nem egye­
bek , mint az m átrix  / 5 . 7 3 /  a l a t t i  té n y e z ő i
jo b b r ó l-b a lr a  sorrendben . Az ö sszevon t 71̂ .— t r a ns z f o r ­
máció m átrixa te h á t valóban  k+j.E b b ő l k ö v etk ez ik  hogy 
а -“̂ 7Tk in v erz  tran szform áció  m átrixa  .  E zze l
/ 5 . 7 6 / - o t  ig a z o ltu k .

I/L = ^  és / 5 . 7 6 /  a lap ján  t e l j e s  in d u k ció v a l azonnal 
adódik / 5 . 7 8 / .

G sszeh a so n litv a  az b a l - f e l s ő  sarok m átrixát az
/ 5 . 5 5 /  a l a t t i  p k^k+^ m á tr ix sz a l, lá th a tó ,  hogy az az u tób b i 
tra n szp o n á lt ja ,  v a g y is  D ^^.^E bből és / 5 . 7 6 / - b ó l  / 5 . 7 7 /  
már k ö v e tk ez ik , h i s z e n a  vek tor  e ls ő  két komponensé­
b ő l á l l .  Az / 5 .6 2 /  s z e r in t  D = I , am iből / 5 .7 7 /  a lapján8 О 88
t e l j e s  in d u k cióva l az / 5 . 7 9 /  k ö v e tk ez ik .

Q . e . d.

Ez a t é t e l  le h e tő v é  t e s z i  bármely Qé Q, k o n fig u rá c ió  

R = R /Q / ütem terve je llem ző in ek  m eghatározását, 
ha R p eriod ik u s és Q /^ -red u k álh ató . Ha ugyan is  

П*= / Ja.*; ЦЛ.*; K*> в-*/ a Q* red ukált k o n fig u rá c ió  R* ütem­
tervén ek  je l le m z ő i ,  akkor az R ütem terv n= / fal Xpi s2/ 
je l le m z ő i az / 5 . 7 5 /  é s  / 5 . 7 8 /  a lap ján  k iszám íth atok :

t  = i v ÿ £2 = 6 * .
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ahol V a Q Л - ö s s z e t e t t s é g i  fo k a .
Ez a tén y  a d ja  meg a p e r io d ic i t á s  és а Л -red u k á l­

hatóság  k érd ése in ek  fo n to s s á g á t . Ezenkivül szü k ség essé  
t e s z i  red u k ált k o n firg u rá ció k  ü tem terv e i je llem ző in ek  

m eghatározását.
Ezekkel a k érd ések k el fo g la lk o zu n k  a k övetk ező  pont­

ban



191

5 .3 .  S p e c iá l i s  k o n fig u rá c ió k  R ^  ü tem terv e i

Á lta lán osságb an  nem tudjuk m eg v á la szo ln i, hogy egy  

QéQ, k o n fig u r á c ió  R^ 2  ütem terve mikor p er io d ik u s é s ,  

hogy Q mikor Л -red u k á lh a tó . Sőt l á t n i  fo g ju k , hogy 
minden Л-r e d u k á lt  Q* k o n fig u rá c ió  R*= R^/Q^V ütem­
te r v é r ő l  sem tudjuk e ld ö n te n i véges lé p é sb e n , hogy pe­
r io d ik u s á é , és ha p e r io d ik u s , mik a j e l le m z ő i .  A k ö v e t­
kező pontban adni fogunk o lyan  a lg o r itm u st , amely min­
den p er io d ik u s  R ^  ütem terv je l le m z ő it  véges lép ésb en  

m egadja, de éppen ez l e s z  R ^  p e r io d ic itá sá n a k  ism érve. 
Az a lg o r itm u s v é g esség ére  á lta lá n o s  k r itér iu m o t nem s i ­
k erü l a d n i.

Éppen em iatt fo n to sa k  az o lyan  részeredm ények, ame­
lyek  b izo n y o s s p e c iá l i s  k on fig u rá c ió k ra  t is z tá z z á k  a vá­
la s z t  a f e n t i  n y i t o t t  k érd ések re . B izonyos eredményeket 

már az 5 .1 .  pontban i s  kaptunk. Azokra h iv a tk o zn i fogunk  
V iz sg á la ta in k b ó l most k ir e k e sz tjü k  a d eg en erá lt k o n fi  

gu rációk at és  az

7 i >0 . ^  = о
e s e t e t .  E zeket a

V 2 0
f e l t é t e l  f o g la l j a  egybe. F e lté te le z z ü k  te h á t m ost, hogy

/5.81/ 0

f e l t é t e l  t e l j e s ü l .
E lő sz ö r  k ét fo n to s  s p e c iá l i s  e s e t e t  tárgya lu n k , amely

n é l

'*l1 = 0» vagy = 0
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На У) = 0 , akkor az R.. 0 ütem tervben a m egszak itások -
Ll ill 12 /  2)t ó i  fü g g e t le n ü l a Q jo b -fo lyam  nem k é s l e l t e t i  a Q 

jo b -fo ly a m o t. Ezt az 5 .3« Ábra Gantt-diagram mja sz e m lé l­
t e t i .  Egy bárm ilyen  s z i t u á c ió  v is s z a té r é s é n e k

1 1 1 1 1 1 ]L 12 i f i  2 Ш7777Ш 2 Ш/Щ/Л 2 Y/m/MA 2 2 Vf///////// 2 )1 f 1 í ____ ________ 1 I____ 1___ 1 1
7////Ш 2 У/Щ/, 2 w /m  2 m m  ? vm/m__ 2_ Ш А

5 .3 .  Ábra: Az * ^ = 0 , s p e c iá l i s  k o n fig u rá c ió  R^g

ü tem terve .

a f e l t é t e l e  a z , hogy legyen ek  A és В e g é sz e k , amelyekre

b ^ i = att2
t e l j e s ü l .  Az e l s ő  v i s s z a t é r é s i  id ő t  a le g k ise b b  А,В s z o l ­
g á l t a t j a ,  amelyek n y ilv á n  r e l a t i v  prim ek. A 3»6. Lemma s z e ­
r in t  R̂ 2  p e r io d ic itá sá n a k  f e l t é t e l e  a v is s z a t é r ő  s z i t u á c ió ,  
amelynek f e l t é t e l e  v is z o n t  ezek s z e r in t  és ra c io n á ­
l i s  fü g g ő ség e . ^ X )  m ia tt А,В csak azonos e lő je lű e k

leh e tn ek , e z é r t

£ A
В

A ,B > 0  r e la t iv  primek

egy véges p o z i t iv  r a c io n á lis  szám. Ennek fen n á llá sa k o r  R ^  

p eriod u sh ossza

p = В ^  = A f 2

vagy is

C*i - В . ^2 = A •
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Határozzuk meg a iĈ  j e l le m z ő t ,  a m egszak ítások  szám át. 
Egy A , ta sk  akkor és csak akkor okoz m e g sza k ítá s t , ha  
valam ely  egészre

l-cz < í \ < l r 2 +4 2 ,
v a g y is

v a g y is

e < k - i < e + - b
°2 C2

Tudjuk, hogy a H í
2

k=0,1 , so roza t bármely egymás
u tá n i В ta g ja  az ~  , O é r -^ B - l , o s z tó p o n tja it  f u t j a
v é g ig  a [ 0 , l )  in terva llu m n ak . Az egy p e r ió d u sb a n  
éppen В darab Â   ̂ ta sk  ütem eződik , azok közül te h á t any-
n y i okoz m eg sza k ítá s t , ahány — alakú o sz tó p o n to t t á r t á l  -B ъ

az Zmáz a (o, \ 2/ ^ 2 ) 
szám nál k iseb b  egész:

ю.

in terv a llu m . íg y  teh á t * 2/ 1
'îy В

Az Z 2 érték e  ylj=0 m ia tt közömbös, 
mert n in cs  k é s l e l t e t é s  és
l e l t e t é s \  /=o/«

£ 2  =0 le h e t  a z é r t ,  
& 2 =1 le h e t  a z ér t mert a k é s -

Ha $ ’ =0, akkor a Q/2/
k ész  és

job -fo lyam  m indig ütem ezésre
P, - r a  m indig, am i-^ >0  m iatt ütem eződik i s  x 

kor a z t Q* nem ig é n y l i .  Az 5 .4 .  Ábra m u tatja , hogy R. /V-12
nak akkor és  csak akkor van v is s z a té r ő  s z i t u á c ió j a ,  ha va­
lam ely  A és В egészek re

В-?1 = АЪ
t e l j e s ü l .  I t t  B ,A > 0  és
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i i j
7-2 ^2

A
В * А,В > 0 r e l a t i v  primek f

r a c io n á lis  szám. ^ = B ,  ^  =A éppen a c ik lu sszám ok . Min­
den periódusban egy k iv é t e lé v e l  a töb b i A ^-task  m egszakí­

t á s t  okoz, te h á t

(C2 = B - 1 > f <

Most azonban £  =1, h isz en  minden periódusban egy m egsza-2 (2)
k i t á s t  nem okozó A -ta sk  i s  k é s l e l t e t i  a Q jo b -fo ly a m o t,

I

T 2 2 'Г 2 1 2 L 2 1 2 ]L 2 | 2 L 2 1
1 1 ?Ä 1 ?á 1 í/í 1 1

Ш Ш
2 2 2 2 2

5 .4 .  Ábra: А Ф ^ ^>0, ^ 2=0 s p e c iá l i s  k o n fig u rá c ió
ü tem terve.

E zze l b iz o n y íto ttu k  az a lá b b i lemmát.

5 .1 2 .  Lemma; Ha a k o n fig u rá c ió ra  a

/ 5 .8 2 /  ^ l T 2> 0  ’ 7  1 ^ 2  = °

f e l t é t e l e k  t e l j e s ü ln e k ,  akkor az R 1 ütem terv ak­
kor és csak akkor p e r io d ik u s , amikor

/5 .8 3 / t A ,B > 0  r e la t iv  prim ek,
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r a c io n á l is  szám. Az R j e l le m z ő i ekkor

/ 5 .3 4 / П -  / В ^  ») 1 /

B iz o n y ítá s  ; Fentebb m eg tö r tén t. ^ = 0  esetb en  az = 1
m egállapodásnak te k in th e tő  közömbös je lle m z ő .

Q .e .d .

V izsg á lju k  meg most a Q redukálhatóságának és az 

R l2 ^Q/ ütem terv p e r io d ic itá sá n a k  v is z o n y á t . E lő szö r  egy  

egyszerű  lemmát k e l l  b izon y ítan u n k .

5 .1 3 . Lemma: Ha a k o n fig u r á c ió  ^ -red u k á lh a tó  és
a Q* r ed u k á ltjá r a  a

/ 5 .8 5 /  ^ * > 0  ,

f e l t é t e l  t e l j e s ü l ,  akkor R ^ ( q) p er iod ik u s

/ 5 .8 6 /

je lle m z ő k k e l,

П  - /^х; ĵ2; 0;
ahol

/?“* .pjb
L i~ s

Ï1
/

/ 5 .8 7 / (^ 1  ~ B2V~2 + B2V-1 

j^2 = A2V-2 + A2V-1

és  V a Q k o n fig u rá c ió A  - ö s s z e t e t t s é g i  foka / v é g e s ! / .

B iz o n y ítá s  : E lő sz ö r is  az / 5 .8 5 /  k iz á r ja , hogy ^ ^ = 0  l e -  

gyen , h is z e n  ellentm ondana a red u k á ltság  / 5 .1 5 /
f e l t é t e l é n e k .  Az a láb b i i l l u s z t r á c i ó  m u ta tja , hogy az R =R^2
ütem terv je l le m z ő i

П *  - / 1
b 1“ c2

? 1
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Az /5 .3 8 /  és  / 5 . 6 9 /  d e f in íc ió k a t  figye lem b e véve az 5 .2 .  

T é te l / 5 .7 9 /  form u lájáb ól

( \ " B2V^2( + B2 V -lf
X

A2
x

+ A2 V -lf
X

("2 = A2V -2j*1 l 2

Ebből / 5 .8 7 /  k ö v e tk ez ik .

Q .e .d .

5 .3 .  T é t e l: Egy Q€^L k o n fig u rá c ió  ütem terve ak­
kor és csak akkor p e r io d ik u s , ha a Q /^ -red u k á lh a tó , k i ­
véve e s e t le g  a red u k álh atóság  azon e s e t e i t ,  amelyekben a 

Q redukált k o n fig u rá c ió ra

/ 5 .8 8 /  O ^ t \ < V * 2

t e l j e s ü l .  I ly en k o r  az R p e r io d ic itá s a  nem b iz o n y í­

t o t t  .
=0 m e lle t t  az u tó b b i k iv é t e le s  e s e t  k iz á r t .

B iz o n y ítá s : Az 5 .1 .  T é te l u tá n i 2 . M egjegyzés s z e r in t  
^ ' £ ' 2 = 0  e se tb en  R^0(ö) p e r io d ik u s . Ekkor azonban n y ilv á n ­

valóan  Q vagy r ed u k á lt , vagy redukálható /csu p á n  a ^  = 0 ,

^ 2 -  h >  0 a nem red u k á lt e s e t ,  amely e g y e t le n  lé p é s ­
ben r ed u k á ló d ik /.

Tegyük f e l  tovább, hogy *9^ "Г“ >  0 .
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Az 5.3« Lemma szerint a A V* >operátor véges■jlszámú alkalmazásával a nyert = A Q konfiguráció vagy 
redukált, vagy 2 V # / a  ^ettő egymást nem zárja ki/. 
Elegendő ezért két esettel foglalkozni:

/а/ 7 i ^ 2 =0, és /Ъ/ 7 *^2 *> ^ol Q* a redukált
konfiguráció,

/а/ eset: ̂ T ^ X ) ,  7 1^2 = *̂ 5*12, Lemma szerint
az pontosan akkor periodikus, ha a ^ A
egy racionális szám. Belátjuk, hogy Q pontosan akkor redu­
kálható.

Ha ^  =0, akkor fr * 1/1 2Ós а A-redukció ekvivalens 
a ^  szabályos lánctörtfejtési algoritmusával, amely ponto­
san akkor véges, ha ^  racionális.

Ha ^2>0, h  =0, akkor vizsgáljuk meg, hogy mikor 
nem létezik a A-redukált. Ilyenkor a ( V  hányados-soro­
zat végtelen és a

3r.i,k ^2,к » ^2,к
paraméterek közül sem а л̂ , , , sem az1,K nemУ +^2,к 2,к
válhat 0-vá, mert akkor redukált lenne. Ha ^2 k=0* 
akkor a ^2k~ k^^2 kszam irracionális kell legyen, mert
a ^-redukció a lánctörtfejtéssel lesz ekvivalens és ra­
cionális esetén véges lenne. Az irracionalitás pedig va­
lóban annak feltétele, hogy ne 1еёУеп periodikus.

Ha ̂ 1 k ̂  2 k ̂ 2 k=l,2,..., fennáll, akkor az /5.11/
definícióból

^l,k = ^l,k^2,k + ^l,k+l »
ahol £ >0 miatt

l,k+l 2,k^ l,k 
teljesül. Ez azt jelenti, hogy

: à $  / V  >1>2k l,k' 2,к es 2k+l

к—1,2,••.

а гг / &  , > 12,к/л/1,к+1



198

k övetk ezik  minden k -r a . Ekkor azonban az / 5 .1 1 / - /5 » 1 3 /  
d e f in íc ió k  ek v iv a len sek  a

Ik = * k + ^ S k + i  »̂ ^ ^ I k + i “!1» k=i»2»««* »
d e f in íc ió v a l ,  amely éppen a = i ô '*'2 о = ^
szám szab á lyos lá n c tö r t f e j t é s é n e k  d e f in íc ió j a .  Ez azon­
ban pontosan akkor v é g e s , ha ^  r a c io n á lis  és akkor vég­
t e le n ,  ha ^  i r r a c io n á l i s ,  m eg fe le lő en  az R^2 ÍQ) p e r io -  
d i t á s i  f e l t é t e l é n e k .

E zzel az / а /  e se tb en  ig a z o ltu k  té te lü n k e t .

/ b /  e s e t i .>  0 ,  * > 0 #  Ha ebben az ese tb en
, akkor az 5 .1 3 . Lemma s z e r in t  R ^ ( qh) p e r io ­

d ik u s , e zé r t az 5 .1 o .  Lemma s z e r in t  R^2/ q/  i s  a z .

Ha > akk° r “  Ы  1 ^ / 4  p e r io d ic ! -
tásának k érdése n y itv a  marad. A 0 ^ ТГ* r e lá c ió  k i ­
z á r ja , hogy *2,2 = 0  le g y e n , mert akkor =0 m e lle t t

0 < T * <  ^ e l le n tm o n d a n a  a red u k á ltsá g  / 5 .1 7 /  f e l t é t e l é ­
nek . Ebből egyébként k ö v e tk e z ik , hogy ^ > 0 ,  “0 e -
se tb en  az R ^ / q/  m indig p e r io d ik u s .

Q . e . d .

Az alábbiakban az R^2 ütem tervek egy fo n to s  tu la jd o n ­
ságát mutatjuk k i ,  amely b izon yos értelem ben az 5 .1 .  T é te l  
k ie g é s z í t ő j e .  Az 5 .1  T é te l im p lic i t e  k ih a sz n á lja  a z t a 
t é n y t , hogy p er io d ik u s  ütem terv minden periódusában ^ -  

s z i t u á c ió  le g f e l j e b b  eg y szer  lé p h e t  f e l .  Be fogju k  b iz o ­
n y ít a n i ,  hogy a ^ -s z itu á c ió  periódusonként eg y szer  f e l  
i s  lé p ,  ha R^2~ben e g y á lta lá n  f e l l é p .  Ebből k ö v e tk ez ik , 

hogy ^  v is s z a té r ő  s z i t u á c ió ,  e z é r t  az e lő p er io d u s l e g ­
fe lje b b  a ú ^ -s z itu á c ió  e ls ő  e lő fo r d u lá sá ig  t a r th a t .  Az
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e l s ő  e lő fo r d u lá s  v is z o n t  -  ha e g y á lta lá n  lé t e z ik  » csak  â 

t= *1 ̂  pont l e h e t .  E zért Ti 2 “ ^ l t e l j e s ü l  az e lo p e r io -  
dus T 2  h o sszá ra . Ennek következménye a z ,  hogy p e r io d i­
kus R12 ü tem tervn él a

Г = [’ll . \  * p)
in terv a llu m  m indig egy p er ió d u s . Ezt nevezzük e ls ő  p e r ió ­
dusnak.

E lő szö r  egy lemmát b izon y ltu n k  e lő k é s z í t é s ü l .  A j e l ö ­
lé s e k r e  és fogalm akra nézve utalunk a 3 .1 .  p o n tb e li d e f i ­
n íc ió k r a .

5 .1 4 .  Lemma: Egy R ütem terv bármely 6\t\ s z i t u á c ió ja  egy­
értelm űen m eghatározza az ütem terv m egelőző  szak aszát a l e g ­
k ö ze leb b i ^ - s z i t u á c i ó i g ,  ha i ly e n  van , vagy az ütem terv  

k e z d e té ig , ha ^ - s z i t u á c i ó  n in c s ,  f e l t é v e ,  hogy a t  pont 

nem egy ^ - s z i t u á c ió t  k ö z v e tle n ü l m egelőző ( f / у ,  f / y ]  
szak asz p o n tja . Az u tó b b i ese tb en  a m eghatározottság  csak  

$  B0 m e lle t t  ig a z .

B izo n y ítá s  : Az S g ü tem ezési s t r a t é g ia  k ö v e tk ez e te sség e  m ia tt
az R^ 2  ütem terv t*  á t  szak aszá t egyértelm ű en  m eghatározza a
t  p o n tb e li s z i t u á c ió j a .

ÉL) ^A Q job -fo lyam  a b szo lú t p r io r itá s a  m ia tt  za v arta lan u l 
ütem eződik , te h á t a s z i t u á c ió j a  bárm ely t f pontban a
t 1 á l t a l  m eghatározott / e l t e k in t v e  e s e t le g e s  0-igén yü  e l f a ­
j u l t  ta sk -ok  ü te m e z é s é tő l/ .  Ez azt j e l e n t i ,  hogy ism e­
retéb en  s z i t u á c ió j a  m eghatározott bárm ely t * > t  p on t­

éi
ban i s .  Más a h e ly z e t  azonban a Q job -fo lyam m al, am elyet

k é s l e l t e t h e t .
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Tegyük f e l ,  hogy t  nem p o n tja  k özvet
le n ü l m egelőző (f /B  / , f / A  /\ in terv a llu m n a k . Az i ly e n  in -  

(2Г 1tervallum ok a QA '  job -fo lyam  k é s l e l t e t é s i  s z a k a sz a i,
ahol a k é s l e l t e t é s  nem m egszak ítás m ia tt tö r té n ik  /a z
i ly e n  szakaszok és  a ^ - s z i t u á c i ó  k a p c so la tá t  az 5 .1 .
T é te l b izo n y ítá sá b a n  v iz s g á l t u k / .  A t  p o n ttó l v i s s z a f e ­

jjl é  a Q jo b -fo ly a m  ütem ezése t e l j e s e n  m eghatározott 

m e g sza k ítá sa iv a l együtt eg észen  a k övetk ező  - s z i t u ­
á c ió ig ,  ha i l y e n  van. Ez a tén y  n y ilv á n v a ló . A /1 - s z i -

íz) ,tu á c ió  e lő t t  azonban a Q ütem ezését nem a s z i t u á c ió ,  
hanem a m egelőző f /B ^ /v é g ző d és i pont h e ly e  h atározza  meg 

Az h e ly e  a A^ - s z i t u á c ió  h elyének  ism eretében
egyértelm űen m egh atározo tt, - g y e i  korábbi pont ak­

k or, ha ^ 2 = 0» h iszen  ekkor nem végződhet egy A^- 
ta sk -k a l párhuzamosan. А 0 e s e t e t  te h á t ig a z o ltu k .  
Legyen tovább ^ 2 > 0 .  ( f / B 2/ , f / A 1/ ]  t ip u sú  in terv a llu m ,

ahol és f / в ^  a le g u to ls ó  i ly e n  pon t, egy
á lta lá n  nem l é t e z i k  akkor, ha ^  =0 , h is z e n  a ^ - s z i ­
tuációban egy A g-task k ezd őd ik , e z é r t  í(b2)<£t(kj  e s e ­
tén  az in tervallu m ban  p ro cesszo r  t é t l e n  lenne és R^2 
nem lenne s z o r o s .  ^  =0 e se tb e n  teh á t az á l l i t á s  e k v i­
v a len s a z z a l ,  hogy R^2- t  bárm ely t  p o n tb e li  s z i t u á c ió j a  

m eghatározza, ami n y ilv á n v a ló . Legyen teh á t >  0 .
=0 e se tb e n  az R 2̂~ben e g y á lta lá n  n in cs  - s z i t u á ­

c ió ,  ezér t az á l l i t á s  ism ét a t e l j e s  m egh atározottságga l
lz)ek v iv a len s . T ek in tv e , hogy ekkor Q e g y á lta lá n  nem ü te  

meződik, az á l l i t á s  ig a z . V ég ü lis  maradt még b iz o n y ita n i  

az 7 i^ i^ 2 > 0 e s e t ,  ahol a t= pontban b iz to sa n  f e l l é p  
a p ^ - s z i t u á c ió .  E zen k ivü l, ha bárhol f e l l é p  a p ^ - s z i ­
tu á c ió  egy l ( k )  pontban, akkor az e lő z ő  f^B2/pont az

in tervallu m ban  esh et bárhova / l e g a lá b b is ,  

ha W  , e z é r t  a R^2 ütem terv t * < t  r észe  a в  и  
s z itu á c ió v a l  n in cs  egyértelm űen m eghatározva. E zze l a 
lemma t e l j e s e n  b iz o n y ítv a  van .

Q .e .d .
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5 .4 .  T é t e l ; P eriod ik u s R^2 ütem tervben az e lő p er iő d u s  
h osszára

/ 5 .8 9 /  T1 2 “ ^ l

és  ^ > 0  e s e té n ,  és csak akkor, abban a ^ - s z i t u á c i ó  f e l ­
lé p  és v is s z a té r ő *

B iz o n y ítá s  : Az R^2 ütem tervek tu la jd o n sá g a it
e l f a j u l t  e setek b en  k ö z v e t le n ü l e lle n ő r iz h e tjü k *  Ebből n y i l ­

v á n v a ló , hogy л5^=0 e s e té n  T12 и0 ~  ^ 1  a P l “ 
s z i t u á c ió  e g y á lta lá n  nem lé p  f e l ,  ^ > 0  és  esetb en
a 3 . f e j e z e t  2 . M egállapodása m e lle t t  C h-cik lusok  i s  fo ly a ­
m atosan ütemeződnek és a szo ro ssá g  m iatt minden A1-ta .sk  u -
tá n  egy C2- c ik lu s  i s  ütem eződik és  ^ - s z i t u á c i ó  lé p  f e l  pe­
r io d ik u sa n , 'legyük f e l  t e h á t ,  hogy > 0 .  A szo ro ssá g
m ia tt a t= pontban b iz to s a n  f e l l é p  a ^ - s z i t u á c i ó .  Ha 

v is s z a t é r ő ,  akkor az e lő p er ió d u s nem ta r th a t  tovább az 

e l s ő  ^ - s z it u á c ió n á l ,  te h á t

Tegyük f e l  most az á l l í t á s s a l  e l le n té tb e n , hogy a 

nem v is s z a t é r ő .  Ekkor az 5 .1 4 .  Lemma s z e r in t  az R^2 t  ^  

sza k a szá t bárm ely t  > ^ p o n t b e l i  s z i t u á c ió  egyértelm űen  
m eghatározza. A k ö v e tk e z e te ssé g  m iatt ekkor ez a t e l j e s  sza ­
kasz p er io d ik u s  k e l l ,  hogy le g y e n , ha R^2 e g y á lta lá n  p e r io ­
d ik u s . Vagyis_ T ^ ^ L sm ét ig a z  és  a t= ^  p o n tja  a. p e r io d i­
kus részn ek . Ekkor v is z o n t  a ^ - s z i t u á c i ó  p er iod ik u san  
v i s s z a  k e l l  t é r j  e n ,fe lte v é s ü k k e l e l le n té tb e n .

Q .e .d .

Ebből a t é t e lb ő l  és  a már korábban e m lít e t t  következm é­
n y e ib ő l egy p er io d ik u s R 2 ütem terv П je lle m z ő ir e  von at­
kozóan még to v á b b i m eg á lla p ítá so k a t teh etü n k , i l l e t v e  azo­
kat egyszerűbben lá th a tju k  b e . Rögtön m egem lítjük , hogy a
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tétel következményeként > 0 esetén a P első perió­
dus mindig egy ^-szituációval végződik a t= ^ +p 
pontban és az utolsó f/B̂ / pont a fptp+^^} interval­
lumba esik, azaz

/5.9о/ **1*г.Г****Г.

Az alábbiakban néhány relációt Írunk fel periodikus 
\ 2( Ü  ütemtervek П  = /f^i» (^2’ ̂ 2 ’ ̂ 2 ^ jellemző­
ire vonatkozóan. Ezt megelőzően vezessünk be néhány egy­
szerű definíciót.

Mondjuk azt, hogy az A task а В task-kal párhuzamosan 
indul, ha

s / в /  í  s(k) í  f / в /
teljesül, ahol s (jJ és f / x /  az X task kiszolgálásának kez­
dete és vége. Mondjuk azt, hogy A a B-vel párhuzamosan fut 
le. ha

s/в/ í í  s / а /  és f/а/ í f/B/ .
Jelölje u az ütemterv egy periódusában azoknak az A^-task- 
oknak a számát, amelyek nem okoznak megszakítást. Minden Â  
task legfeljebb egy megszakítást okozhat, ezért nyilvánva­
lóan

/ 5 . 9 1 /  ^  = ^ 2  + u

fennáll. Egy A^-task akkor és csak akkor nem okoz megszakí­
tást, ha egy B2-task-kal párhuzamosan indul és akkor és csak 
akkor nem okoz késleltetést, ha B2-task-kal párhuzamosan 
fut le.
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5.15« Lemma: P eriod ik us ütem terv je l le m z ő ir e  igazak
az a lá b b i m eg á lla p itá so k i

/ а / (V 2 i-u  , (U2 , ha ?"

/ 5 . 9 2 / /ъ/
(^ 2 -  u ' /'‘г + K2 “  • ha ^ 1 *

/ с /
f 1 2  ■ u - Лг + *2 = f h  • ha 9 1 *  \  < r i  -

/ а / ( V ^ Z  + 1  , ha <Сг * Т 2

/ 5 .9 3 / /ъ/ (М2 Й l í 2 + 1 , ha ^ I > 0

/ с /
C‘ i > r i 2 > u : 2 S 0  • ha b * * ! * « ! ^  1 V 0 •

/ 5 .9 4 / K 2 > 1 , ha S 2 < " q - í ' C 2 , < ^ > 0

/ 5 .9 5 / /и2 * 2 ,  К2 > 1 ,  ha ^  , ^ > 0 ,

/ 5 .9 6 /  ̂ akkor és csak akkor, ha min-
den B ^ -ta sk -k a l párhuzamosan pontosan egy A ^-task  

in d u l.

B iz o n y ítá s  : $  < e se té n  bármely B2- ta s k -k a l  párhuzamo­
san le g fe lje b b  egy Á ^-task in d u lh a t, teh á t u ^ Л 2 / 5 .9 1 /
f ig y e le m b e v é te lé v e l / 5 . 9 2 / a / b iz o n y í t o t t .  Ha &  5 » $  , akkor
b iz to sa n  minden B2  ta s k -k a l párhuzamosan k e l l  in d u ln ia  A^- 

tasknak, ami nem okoz m e g sz a k ítá s t , e z é r t  u ^  / 5 . 9 1 /  f i ­
g y e lem b ev éte lév e l ebből / 5 . 9 2 / b /  k ö v e tk ez ik . Az / 5 . 9 2 / с /  a 

k ét e lő z ő  következm énye.

Az / 5 . 6 5 #/  e l ő á l l í t á s b ó l  a / ( ^ “ C V ^ l  -  (b2/ТГ2 ~ ^ 1 / + / 'C 2+ £ '2/ ^l 
eg y en lő ség  n y erh ető . Ha 'C ^>X "^>0 és > 0 , akkor

f e l t é t l e -és az e g y e n le t  jo b b o ld a la  p o z i t ív .  E zért f i s h  
nü l t e l j e s ü l .  На =0 és  0 < V , <  'Üí , 
akkor az 5 .1 .  T é te l u tá n i 2 . M egjegyzés tá b lá z a tá b ó l ^ 1= 1 >^U-2= 

E zz e l ig a z o ltu k  az / 5 . 9 3 / a /  á l l í t á s t .

vagy = 0 , % > 0 ,
0
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На ^ 2  — akkor e g y e t le n  A2- t a s k - o t  sem s z a k íth a t  meg 

k ét A ^ -ta sk ,e zé r t K2 -  (^2* Ha °* akkor ^ 2 “
m ia tt az e ls ő  A g-task  b iz to s a n  m egszak ítás n é lk ü l ütem ező- 

d ik , e zé r t K2 á  (b2 - 1 ,  ami ig a z o l j a  /5 .9 3 /Ъ /  á l l í t á s u k a t .
Az / 5 .9 3 / с /  az e lő z ő  k e ttő  következm énye.

Az /5 * 9 4 / ig a zo lá sá h o z  az / 5 .9 o / - b ő l  indulunk k i .  A ®2»^2 
ta sk  kezdőpontjában végződ ik  az A2 

p on tra  /5 .9 o / - b ő l

P ~^2 ~ ~ P *
На лГ2 < 'Г 1 , akkor p - ^ 2 >  p - . A [ p_ ^  , p - V * ^ 1̂ )  
in tervallu m ban  azonban A g -ta sk  nem v ég ző d h et, h isz e n  o t t  

A ^-task k is z o lg á lá s a  f o ly i k ,  s ő t  l(k2 и ) ~  р - л ^  m ia't 'fc 
f ß 2 ^ J >  p- Г 1 + ^ =  p - ^  . H a ^ ^  , akkor

p+ <  p -  *8^+ ^ 2 , e z é r t  jE/kg /  <  P - * Látjuk t e ­
h á t , hogy egy A ^-task után  ^ hosszúságú in terv a llu m o n  be­
l ü l  végződik  egy A g-task . Ez csak úgy l e h e t ,  ha az A2 az Â  

e l ő t t  kezdődött és Â  m e g sz a k íto tta . E zért b iz to sa n  van le g ­

alább egy m egszak ítás a p eriód u sb an , azaz 1 • Ez i g a~
z o l j a  / 5 . 9 4 / - e t .  Az /5 .-9 3 /с /  é s  / 5 .9 4 /  következm énye az / 5 . 9 5 / .

Az /5 .9 6 /  f e l t é t e l e  n y ilv á n v a ló a n  e leg e n d ő . B iz o n y ltju k , 
hogy szü k séges i s .  Vagyis ^ 1 =  ^ 2+ Kg e s e té n  nem le h e t  olyan  
B2“ta sk  a m e lly e l párhuzamosan nem in d u l A ^ -ta sk , vagy több

- t a s k - k a l  pár­
huzamosan k ét A - ta sk  in d u ln a , akkor f e l t é t l e n ü l  -^jét^len*- 
n e . Ekkor ^  2 és minden B2-ta sk -k a l párhuzamosan in d u l­
na lega láb b  egy A ^-task. E zér t u > ^ 2+ l le n n e , ami e l l e n t ­
mondás. Ha egy B2”ta sk -k a l párhuzamosan e g y e t le n  A ^-task sem 

in d u ln a , akkor le n n e . л)*2 <  e s e té n  azonban e g y e tlen
B2- ta s k -k a l párhuzamosan sem ind ulh at eg y n é l több A ^-task , 

e z é r t  u ̂  ^  ” 1 len n e , ami ism ét ellen tm on d ás. Ezért v a ló ­
ban pontosan egy A^-task in d u l minden B2- v e l  párhuzamosan.

E zzel m indegyik á l l i t á s u n k a t  ig a z o ltu k .

A ^-task in d u l. Az /5 .9 1 /  m ia tt  ^ - u  . Ha egy B2

Q .e .d
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5 .4 . e s e t  v iz s g á la t a 0

Á ttek in tv e  az ütem tervek tu la jd o n sá g a ir a  von at­

kozó ism e r e te in k e t , k id e r ü l , hogy a leg k ev eseb b et az o lyan
* / Mredukálható k o n fig u rá c ió  ü tem terverő i tudunk, amelynek Q 

red u k á ltjá ra  a

0<ТГ*<г*
f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  Sem a p e r io d ic i tá s  f e l t é t e l é t  nem i s ­
merjük, sem p er iod ik u s ese tb en  a je llem zők  m eghatározásá­
ra  n in csen  módszerünk. Minden más e se tb e n , ha Q redukálha­
t ó ,  akkor R g p eriod ik u s i s  és j e l le m z ő it  meg tudjuk h a tá ­

r o z n i. A e se ’̂ l3en k ö z v e tle n ü l az 5 .1 .  T é te l a la p ­

já n , a ^  > 0 ,  yl1& 2  = ^ ] / r a c io n a lis  e se tb en
az e u k lid e s z i  a lgoritm u s s e g i t s é g é v e l ,  egyéb redukálható  
ese tb en  R ^  je l le m z ő ib ő l az 5 .2 .  T é te l  s e g i t s é g é v e l .  Eh- 
hez az u tób b ih oz R ^  je llem ző in ek  ism ere te  szü k ség es .

Egy Q* red u k á lt k o n fig u rá c ió  R* = R-^/Q*/ ütem tervének  
j e l le m z ő it  e s e ^Een az 5 .1 .  T é t e l ,  ^  0»

ese tb en  az 5 .1 3 . Lemma,V =0 m e l l e t t , s z o lg á l t a t  ja .

Az u tób b i a
П / 1; 1; 0; -----^ /

je llem ző k e t eredm ényezi. 7 i
Az alábbiakban a í ^ > 0 ,  t ^ <  tT* e s e t e t  v iz sg á lju k  

meg k is s é  az 5 .1 5 .  Lemma a la p já n .
A red u k á ltsá g  / 5 . 1 5 / - / 5 . 1 7 /  f e l t é t e l e i t  i s  figyelem be véve  
most a k övetk ező  f e l t é t e l e k  t e lj e s ü ln e k :

& *>o,
/ 5 .9 7 /

Ezeket k ét e g y en lő tle n ség so r b a  fo g la lh a tju k :

s-fí-c;. ■ ^ 2 ^ 1  ■

/ 5 .9 8 /
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Ezek az 5 .5 .  Ábrán lá th a tó  tartom ányt határozzák meg.

* * Q*
5 .5 .  Ábra: A 0 < ^  ^   ̂ ^  0 tartom ány.

Az / 5 .9 3 /  r e lá c ió so r o k  n y itv a  hagyják az , ■9'*, az 

°^1 * 7 *  a , л) ^param éterek v is z o n y á t , amelyek azon­
ban n y ilv á n  nem fü g g etlen ek  egym ástó l. B e lá th a tó  p é ld á u l a 
következő im p lik á c ió so r :

/ 5 .9 9 /  ^ 1 - 7 l  7 * - ^ 1  ^ 1 <:'9'* = >  ^ 1 - ^

Az 5 .1 5 . Lemmából az / 5 . 9 3 /  követk eztéb en  * az
/ 5 .9 2 / а /  m ia t t .  I t t  b iz to sa n  eg y en lő ség  van , ha az / 5 .9 9 /  
im p lik á c ió so r  bármely ta g ja  ig a z .

E zenkivül az / 5 .9 3 / c / - b ő l  és / 5 .9 4 / - b ő l  1

1 “ (̂ 2 + 1 - ^ 2  + 2 “ 3 *

no
 K

i
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A O < Z ' * T-* esetre egy rekurziós algoritmust fogal­
mazunk meg, amely periodikus esetben véges lépésben szolgál­
tatja az R*=R12/q*̂  ütemterv П *  = ^ 2 ’ ^

jellemzőit. Az algoritmus elemzésével felfedjük az R néhány 
sajátosságát is.

Vezessük be a

/5.loi/
t1 = 0, t* = о * о ‘■'l

*í = fv = k=l,2,... ,
jelöléseket. Legyen

/5.3-02/ » [f‘ /T*] . J ' ={f' /tr*}c* , 2=0,1.....

Más jelölésben ^^EE. f̂  /mod ‘C */ . Nyilvánvalóan

/5.1оЗ/ ° ~ $ к < Т 1 ’ •
Nevezzük ezeket maradékoknak.
Vizsgáljuk meg az (f') és (?‘J sorozatokat.

Ha akkor a B0  ̂task egy A^-task-kal pár­
huzamosan fejeződik be és az A„ , , task csak az A -task2 ,k+l 1
után kezdődhet, ahol egy p>̂ -szituáció alakul ki. Ezért

lï
/5.Ю4/ f'+1 ‘ {t + T 2 + j" A C 2 - j ‘)äx ,

amelyben
0

6 0  = - T  ’l 0 ,
ha X >0
ha X < 0 .Az 5.4. Tétel következtében a ^-szituációkkal egy-egy P- 

vel kongruens periódus végződik és
1Ï

/5.1о5/ - p   ̂ A6-J')dx , h = 0 í fk' á ?*
* 1 0
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Ha * ^ к  ~ Ч \  / Ъ * 1 * < й *  / ,  akkor /5 .1 0 4 /
ig a z  marad és ebben az e se tb en  / i s /  az k+-̂  ta sk  meg- 
s z a k itá s  n é lk ü l ütem eződik . Az /5 .1 о 4 /  következménye

■и*
/5 Л С 6 / j í +1= § í + ^ - ^ + ^ C - ? i ) d x ,  ha 0 - f  < é C ^ - 7 *  .

0 Í ? к - Ï Ï  e se ta n  чет“ 13 ? L l “ í k +'C 2"'CÍ + l * - f k ,''C* - 5 Í É I?''C *^
a red u k á ltság  m ia t t . f  ^ ^  TT*- Î * e s t b e n

у í +i - S  * ♦ * ? - « ?  «  C * S - * í  • a g c [ o .  * 5  • Mindkét esetb en

§  k+1 >  Pk *

Ha ^ * " ^ 2  * akkor az A2 k+1 m e g sza k ítá ssa l
ütem eződik . m ia tt pontosan egy m egszak ítás van
es

_ i _ * „ *
" f' + Г 2 + Ï1/ 5 Л 0 4 ' /  f ‘ +1 -  *k

Könnyű lá t n i ,  hogy ekkor

• ha ^ * < 5 Í as
Ç k+ С'2-'0 * - 'Г* ' ha 'Cî - m in/Î 2 ’r 2 - ^ / -é Î 2 ?  k< :t'*

/5-lo6,/ Jí+1 -

ahol

/5 .1 о 7 /
'  ^  , ha

’12 = -<
ha

1 2

figyelem be v é v e , hogy ^  0 < *

/5.108/ Sí > ?k ’ ha 0 -íí -él2'r Î-n,in/Î2 •
k+1

<  Jk » ha 'Г 1~т1П/^ 2 ’ tr2“^ l y/'*é Í2 ? k ^  ̂ 1
A csak  m eg szak itásos C g -c ik lu sn á l k övetk ezh et be,
amikor
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/5.1о9/

egyébként azonban

/5Л09'/ j ' +i - f i  ♦ / С *  / .

vagy

/ 5 . Ю 9 " /  ? í +l ’fi + / C 2 •

a t t ó l  fü ggően , hogy ^  ^  , vagy C * -  ^ <  ТГ* - / ' £ * - ‘9 '* / •

Nevezzük az R ütem tervben H -szakasznak az o lyan  s z a ­
k a s z t , amelyben egymás után  m egszak ítás n é lk ü l ütem eződ­
nek a C ^ -c ik lu so k . Az N -szakaszon  ̂ monoton nő 'C'*
növekm ényekkel. Nevezzük М-s z a k asznak az R ütem terv o -  
lyan  s z a k a sz á t , amelyen m egszak itásos C ^-cik lusok ütem e­
ződnek. Ott monoton nő az u to ls ó  k iv é t e lé v e l ,  amely 

kiseb b  az e lő z ő  ^ )* -n é l. Egy szak asz  hosszának te k in tjü k  
a benne ü tem ezett Cn-c ik lu s o k  szám át. Az N -szakasz h o sz -  
szá t j e l ö l j e  n * , az Ы-sz a k a sz  h o sszá t ped ig  m#. Ha * >  

j£+2 , akkor két Ы-sz a k a sz  k ö v e t i  egymást és a má­
sodik  h o ssza  m*=l. I lyen k or  vegyük úgy, hogy a k ét M -sza- 
kasz k ö z ö tt  egy n #=0 hosszúságú  N -szak asz van.

Minden R ütem terv N -sza k a ssz a l kezdődik m ostani f e l t é -
„ * >2 “ 1

akkor P és a v e le  kongruens periódusok  N -sza k a ssza l k ez ­
dődnek és Iá -szak assza l végződnek. Ezek az N -szakaszok n * > 0  
h osszú ságú ak . Az n*=0 h osszú ságú  N -szakaszokat i s  megen­
gedve minden R* ütem tervben /N .M /-szakaszpárok  k ö v etk ez­

nek egymás u tá n . Legyen / N . ,  M ./ a j - e d ik  szak aszp ár,D D
j = l , 2 , . . . , „  Ehhez ta r to z ik  az frJ . ,  m * ./, j = l , 2 , . . . ,  eg észcl D
pár, a h o ssz a ik  nagysága.

t e le in k  m e l le t t  0 m ia t t / .  Ha R* p e r io d ik u s ,
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Vezessük be az

ti a
/ 5 . Н о / n = m = k = 0 ,  n .=  У  n. , m .= У  . m? , к .= n .+ m. , j e l , 2 ,.  o o o  0 -frÿ 1 * Л -fri 1 3  3 3 J

j e lö lé s e k e t .  Az n . ,  m. é s  к . rendre megadja a j - e d ik  ° Л Л D
/I í,M /-szak aszp ár  v ég é ig  a m egszak ítás n é lk ü l ,  megsza­
k í t á s s a l ,  i l l e t v e  e g y ü tte sen  ütem ezett G ^ -cik lusok  szá ­
m át. Legyen

/5.Ш/ fob'll • • ?r?£. • f3- fí:* í=1>2’—t) t3 t)
és

/5 .1 1 1  V T p  к . , X p  m. , 3 = 1 ,2 .................

Nevezzük R„„-számhármasoknak aM;__________________

/5 .1 1 2 / нз 1 /(Pó • Yj • Jfj / • 3=1'2'
hármasokat. Ezek egészek  és  rendre megadják a j -e d ik  /N,1.1/- 

szakaszpár v é g é ig  ü tem ezett C -c ik lu s o k , C ^ -c ik lu sok , i l ­

le tv e  a megsz á llítá so k  szám át.

Egy M_.-szakasz végén p . ad ja  meg a C p c ik lu s  végződé­

s é t  /  mod / ,  £=k_. j e l ö l é s s e l  = S i

/5 .1 1 3 / ^ ± ~  4, 2 <  ? t - l  <  ^ l

b iz to sa n  f e n n á l l ,  h is z e n  a C2 ^ -c ik lu s  csa li ig y  le h e t e t t  

m eg sza k ítá so s . K ivel az M -szakasz végén ? € - i > ?e * ezér t

Pt - t u  -/5 .1 1 4 /

az /5 .1 о 9 /  s z e r in t .  Az / 5 .1 1 3 /  f ig y e le m b e v é te lé v e l ebből

/5.115/ -з*
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e g y e n lő t le n sé g  adódik maradékra. Három e s e te t  kü lön­
böztetünk meg:

(M)

((b) igaz

f t )  max /  0  , / - é ' 2  •

A tartom ányokat az 5 .6 .  Ábra s z e m lé l t e t i .  A £ o  , max /О , 
tartom ány, ha l é t e z i k ,  és a tartom ány
" h o zzá férh etetlen "  a maradék számára. A (jb)tartom ány  

nem l é t e z i k ,  ha T  * *

« )
И — í ----
о 3*-S*

(°0

0 . 6 . Ábra: A maradék tartom ányai az Ы-szak aszok  v ég én .

V izsg á lju k  meg most az ( * ) - (гг ) e s e te k e t  egymás u tá n .

(pQ e s e t : ^  —^”i  ” * ükkor a követk ező  A^-
task  m egszak ítás n é lk ü l ütem eződik és az Ы-sza k a sz  utón
egy n* > 0 p o z i t iv  hosszúságú N -szak asz k ö v e tk ez ik . Az N-á * яszakaszon b e lü l  monoton no X  - 0 növekménnyel, de a

^ * <  *C* k o r lá t  m iatt n* b iz to sa n  v é g e s . Az N -szak asz

v ég ét а о * >  xr* -  h *  b ek övetk ezése  j e l z i .J le 1 *"2

■ф)  e s e t :  ТГ*- ^ * < J* < f  *
ívl-szak asz  u tán  ism ét egy lű-s

-  /  • ükkor az
zakasz kezdődik m eg sza k íto tt C^-
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c ik lu s s a l .  I ly e n k o r  » D e f in íc ió  s z e r in t  a két
M-szakasz k ö zö tt n*=0 hosszúságú  R -szak asz h elyezk ed ik  e l .  

A ((b) e se t  k iz á r ó la g  <  m e l le t t  k övetk ez­
h et be, e zé r t b iz to sa n

/5 .1 1 6 / n' >0 , 3*1,2,... ha

W
^2+Г 2 ^ Г  '1

e s e t : max /  о  ̂̂  12 ?ß< 7'l * Ekkor az I;1“
szakasz u to ls ó  B ^ -ta sk -ja  egy A ^ -task -k a l párhuzamosan f e ­
jező d ik  be és  az A ^-task után a ^ - s z i t u á c i ó  lé p  f e l .  Ez­
z e l  a jb ^ - s z i t u á c ió  v i s s z a t é r  és e z é r t  R* f e l t é t l e n ü l  pe­
r iod ik u s l e s z .  Az /5 .1 о 6 /  s z e r in t

/5*UT/ s U - f i  •
Es a QS) e s e t  k iz á r ó la g  M -szakaszok végén  k övetk ezhet b e , 
e zé r t a P p eriód u s v ég ét az e ls ő  £ > 0  in d ex  j e l ö l i  k i ,  a -  

m elynél 0 é  ^  ~ *1 * b ek ö v etk ez ik . D e f in íc ió  s z e r in t

ft ■ h'r í + ?e
és n y ilván va lóan

/5 .1 1 8 / ' P =- t /1-£ */’?ï- ft'

Az £  éppen a p e r io d u s b e li  C ^-cik lusok  szám a. Az 5 .1 .  T é te l­
b e l i  /5 .6 5 /  form u lát figye lem b e véve a p er ió d u sh o sszra , R* 
j e llem ző ire  a

k ife je z é s e k e t  n y erjü k . E zze l k ö z v e te tt  f e l t é t e l t  kaptunk 
R p e r io d ic itá s á r a .

ж h
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5 » l6 . Lemma: A Л-red u k á lt Q*^ Q, k o n fig u rá c ió  RÄ = R, ) 
ütem terve a

о*т£<т*  , £ * >  01 d * 1
f e l t é t e l  m e lle t t  akkor és csak akkor p e r io d ik u s , ha van olyan  

> 0  , maradék, am elyre

0 ̂  « * <■ " *- •
ami ek v iv a len s  a z z a l ,  hogy van olyan M .-szak asza , j > 0 ,  amelynekü
u to ls ó  maradékára

/5.12о/
b ek ö v etk ez ik , ahol ^ - j  2  r e l á c i ó j e l e t  az / 5 .1 о 7 /  d e f i n i á l j a .
Ekkor П je llem ző k et a H . számhármassalD
/ 5 . 1 2 1 /  П* - /ft ; ft * jfj « 1 -
s z o lg á l t a t j a ,  ha a le g k ise b b  k iván t tu la jd on ságú  R.^-számhármas.

B iz o n y ítá s  ; Tulajdonképpen n in cs  mit b iz o n y íta n i .  Az /5 .1 1 1 * /  
f ig y e le m b e v é te lé v e l u gyan is /5 .1 2 1 /  k ö v etk ez ik  az / 5 .1 1 9 / - b ő l ,  ha 

m eggondoljuk, hogy a m egszakítások száma k iadódik  az ü tem ezett C^- 
és  C ^ -igén ycik lu sok  hosszának kü lönb ségéb ől ^ -ga l o sz tv a  és 6   ̂
"korrek ciót"  figyelem b e v év e .

Q . e. d.

E lemma a p e r io d ic i tá s  k érd ését s p e c iá l i s  M -szakasz e lő ­
fo rd u lá sá ra  v e z e t i  v i s s z a .  Bár ennek a paraméterek p rak tik u s függ­
vényeként nem tudjuk á lta lá b a n  a f e l t é t e l é t  megadni, m egkonstru- 
alhatunk egy a lg o r itm u st , amely e l o a l l i t j a  R szak asza inak  
j e l le m z ő it ,  és p er iod ik u s ese tb en  véges lép ésb en  a f i *  je lle m ­
zők et i s  s z o lg á l t a t j a .  Az a lgoritm u s a la p ja  a p* , k = 0 , l , . . .  , 
so ro z a to t gen erá ló  rek u rz ív  e l j á r á s ,  amely p ^ -b ő l meghatározza  

p  é r t é k é t .  E ddigi elem zésünk m u tatja , hogy a Q param éterein  k iv ü l  
ehhez n in cs  szükség egyéb in form ációra . M ivel Q* v á lt o z a t la n ,  a (p  *) 
sorozat f к ta g ja  rek u rzive  m eghatározott az e lő ző  p   ̂  ̂ tag  á l t a l .  

M ivel a (7$) e se tb en  az /5 .1 1 7 /  s z e r in t ,  p er io d ik u s  e s e t ­
ben a ( p * )  so roza t i s  p e r io d ik u s , ső t n y ilv á n v a ló a n  a p , j = l , 2 , . . .  

so ro za t /a  w  r é s z s o r o z a ta /  i s  p e r io d ik u s . Ezért e legen d ő
ta g ja ik a t  csupán az e ls ő  periódus v é g é ig  m eghatározni.
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Az R* ütem terv té n y le g e s  m eg szerk esztéséh ez  a t e l j e s  ( f O  s o r o z a t , 

s ő t  a » Ç k  * k = 0 , l , . . .  , sorozatok  m eghatározására lenne  
szü k ség . Ha azonban csupán R* je lle m z ő it  akarjuk m eghatározni, 
elegendő a P . , j = l , 2 , . . . ,  r é sz so r o z a to t  m eghatározni ad d ig , amig 

/5 .1 2 р /  be nem k ö v etk ez ik , é s  ehhez e legen d ő  a H. R.. -számhármast 
m eghatározni.

Az / 5 . I I 0 / - / 5 . H I V  d e f in ic ió k  a la p já n  bárm ilyen j >  0 m e lle t t

/5.122/ f 3 ■ kj + 3 - nj + + 3 • У3 к .= n .+ m . D ű l , X •= m-* и о 3
és  /5 .1 о 2 /  f ig y e le m b e v é te lé v e l  az e ls ő  periódusban

V  %vï+f â-îï+rj*?+JCji;/ 5 . 1 2 3 /

amiből

/5 .1 2 4 /  y j ц  ■ í j - г  1 3

Ha valam ely v é g es  j in d exre  /5 .1 2 о /  b ek ö v etk ez ik , akkor /5 .1 2 1 /  
adja meg az R je l le m z ő it .  Az /5 .1 2 2 /  m u ta tja , hogy a je llem zők
m eghatározhatók a j ,  n .

3
az n i , mi ,

, m . , j —1 ,2 , , adatokból és ezek
о . ad atok b ól. Ezért most m egszerkesztünk egy a lg o r i t -  D D •J D

must az n i , mi , О . , j = 0 , l , . . . ,  adatok rek u rziv  m eghatározására. D «3  ̂J"3 ] ' 1  J
Vegyük fig y e le m b e , hogy

к . = n . + m . «
3 3 3

Az a lg o r itm u st az / 5 .1 о 6 /  és / 5 . I 0 6 * / ö ssze fü g g ések b ő l tudjuk  

m eg szerk esz ten i, amelyek s z e r in t  az N -szakaszokon ^   ̂ monoton nő 

növekm ényekkel, amig a 'C'*- ha-t^rt tú l  nem l é p i .  E ttő l
 ̂ -L J Л. Ä Q.X

kezdve M -szakasz k ö v e tk ez ik . Az M -szakaszon ^  monoton nő 

növekményekkel add ig , amig a h a tá rt e l  nem érn é. Amikor e lé r n é ,  
vagy tú lh a la d n á , csökken 'C* m en n y iségge l, hogy az / 5 . 1 0 З / t e l ­
je sü lh e sse n .

E tények  a lap ján , ism erve  ̂ é r té k é t  egy N -szak asz kezde­
té n , m eghatározható az /N ,M /-szak aszp ár szak aszainak  h ossza  és 

értéke a szakaszok v égén .
3H?Az R ütem terv m indig egy N -sza k a szza l kezdődik a 

k ezd ő érték k e l.
T e tsz ő le g e s  N. sza k a sz  / j i l /  k ezd etén  legyen   ̂ , n.. , ,

m . n az ü tem ezett C1-c ik lu s o k , a m egszak ítás n é lk ü l, i l l e t v e  m egsza-
k i t á s s a l  ü tem ezett C ^ -cik lu sok  száma, m e g fe le lő en , az ütem terv

k ezdete ó ta , é s  ^   ̂ a maradék.
j “1
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Az elm ondottak a lap ján  N. h ossza  n y ilv á n v a ló a n5 VI-

/ 5 .1 2 5 / Ч - t  ?  f . i -1 1 * 2n
3

u C 2 ~  1 [ + 1 - l

u to ls ó  C L-ciklusának pf itci к . T +n ". 
3-1 3

ïî=2

/ 5 .1 2 6 / P ' , = P . , + n ' /T * - T - *  /
5 k j - l +nj ^ 3-1  3 2 1

form ula s z o lg á l t a t j a .  Az n * . form ulája a h e ly e s  n* .=0 é r -«3 t)
té k e t  eredm ényezi akkor, ha a Cfí>) e se tb en

T l-l2<?3-l< V 2-̂î■

Ekkor u gyan is a

r e lá c ió s o r  t e l j e s ü l .  Ez a z t j e l e n t i ,  hogy az / 5 .1 2 5 /  formu­
l a  autom atikusan h aszn á lh ató  az N.. szak asz hosszának szám í­
tá sá r a  egy M. , szak asz v ég én , f e l t é v e ,  hogy nem a ( V  e se t  J -L
k ö v etk ez ik  be* A ((b) e se tb en  a megállapodásunk s z e r in t i  n * .=0О
h o ssza t nyerjük az /5 .1 2 5 /  a la p já n . Ha az M. szak asz  végén  
а (Ю  e s e t  következne b e , ami egy P -v e l kongruens p eriódus vé­
g é t  j e l e n t i ,  akkor az / 5 .1 2 5 /  csak úgy s z o lg á l t a t j a  a következő  
N.. szak asz  h e ly e s  h o s s z á t , ha a  ̂ h e ly e t t  ^  é r té k e t  hasz­
nálunk .

Az n ^ - r e  a z -1  < [z }  -é z b e c s lé s t  alkalm azva az / 5 .1 2 6 /  e lő ­
á l l í t á s b ó l  a fij-i j maradékra a +n .

/ 5 .1 2 7 / Г  *- V) * с О *
r i 2 2 < ?kj-i"5 2

b e c s lé s t  nyerjük
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A p* t maradék l e s z  az N .sza k a sz t k övető  M. s z a -
í  к . - +n . 3 3

kasz keicrete'Vmod'C* / .  A korábban mondottak a la p já n  az
M. szak asz h o sszá ra  az 3
/5 .1 2 8 / m

'4-?k. 1+nV ______ írL. ‘ + { 5 }

e l ő á l l í t á s t  n yerjük , ahol

/ 5 . 1 2 9 /
1 j k .  _+n*. 

c  g 3 -1  3.
b CL»

r 2 ' ^ l
Az ív:. szak asz  végén a p  maradék érték e

3 * 3

/5 .1 3 о / P . = Q* 4 + m'/TT*- Г з  J k ._ 1+n j 3  2 *ï' •

Az /5 .1 2 8 /  form ulából

/5 .1 3 1 /  m< ^ 1  , j = l , 2 , . . .  ,
«3

n y ilv á n v a ló a n  m indig ig a z .  Az /5 .1 2 7 /  b e c s lé s  a la p já n  ig y  

/5 .1 3 о / -b ó l  a

a ls ó  b e c s lé s t  nyerjük . maradékra. Ugyanakkor az / 5 .1 2 8 / -  

ban a (z )< z + l b e c s lé s t  alkalm azva az / 5 .1 3 о /  e l ő á l l í ­
tá sb ó l (p..-re a

0 £ »
1

k é t o ld a l i  b e c s lé s t  n y erjü k . E két b e c s lé s b ő l

/5 .1 3 2 /  meet /  0 , ^ 2 " ^ l  /  ^  12

összevon t b e c s lé s  adódik , ah ol a ^  ]_o ^ e l á c ió j e le t  az 

/ 5 . I 0 7 /  d e f in iá l j a .



217

Az íL , M. szakaszpáron az ü tem ezett C ^ -cik lu sok  száma
n*.+m*.+ l  darabbal nő meg, n * . - v e l  az N. és m* ,+ 1 -g y e l az 

3 3 3 3 3
M. szak aszon . Az ü tem ezett C0-c ik lu so k  száma n . é s  m# .
3 2 3 3

darabbal nő az N.., i l l e t v e  HL szakaszon m egszak ítás n é lk ü l,
i l l e t v e  m e g sz a k ítá s sa l. Az M. szak asz végén  /a z  N. e l e -tJ d"*"
j é n /  teh á t

n .= n . , + n ’. 
3 3“1 3

m .= m . T + mi 
3 3-1 3/5 .1 3 3 /  <f}- f 3_ i+  "5+

s z o lg á l ta t já k  az R k e z d e té tő l ü tem ezett C ^ -c ik lu so k , meg­
s z a k íta t la n  i l l .  m eg sza k íto tt C ^-cik lusok szám át.

Az / 5 .1 2 5 / ,  /5 .1 2 6 /  és  az / 5 .1 2 8 / ,  / 5 .1 3 о /  szám ítások at 

addig k e l l  i s m é te ln i ,  amig az /5 .1 3 о /  eredményeként Ÿ' 
maradékot kapunk. Az 5 .1 6 .  Lemma s z e r in t  ez csak p er iod ik u s  

R ütem terv e se té n  k ö v etk ez ik  b e . R p e r io d ic itá sá n a k  teh á t  

g a ra n tá ltn ak  k e l l  le n n ie ,  vagy valam ely más szempont s z e r in t  
k e l l  az i t e r á c ió t  b e f e j e z n i .  Ha 0 , b ek övet-t)
k e z ik , akkor az /5 .1 2 1 /  és  /5 .1 2 2 /  a la p já n  R j e l le m z ő it

/5 .1 3 4 /  ^ * =  ri'+ m^+ j ; П..+ nn ; lCj= пк ; 1 -  f ^ / ^ *

form ulákkal kapjuk meg.
Algoritmusunke/t form á lisa n  i s  megfogalmazzuk az a láb b iak ­

ban. Az a lgoritm u s kimenő a d a ta i a

П *  - 7
je lle m z ő k . Lzekből egyébként j, n. , пк , jp.. m eghatározhatók a 

/ 5 .1 3 6 /  f j- А - * ? / ? ?

form ulákkal
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Leni nehéz meggyőződni a r r ó l ,  hogy az is m e r t e te t t  a lg o ­
ritm us abban az ese tb en  i s  alkalm azható az " к  j e l le m ­

zők m eghatározására, ha Q nem A - r e d u k á lt , azonban 7Í2~'^ 1

és  ^е1"*:® е̂-'-е1кпе  ̂ e le g e t  t e s z ,é s  nem e l f a j u l t .  Ezt
azonban nem r é s z le te z z ü k .

л л- ä Clx ä Q*x
R -  A lgoritm us: Bemenő adatok: 7 1  •*!  » Ъ  » * 2  » L 5

Kimenő adatok: Îa* , â* » £ *  » ^ 2  * * -̂ L *

0 . lé p é s : '£'*:='*£* + $ *  5 ’° * : = 'í>2 +^ 2  ;

s ü l ,  akkor HIBA és Vége;
nem t e l j é ­

it
'1 ; 0 ;

1 . L épés:

? - г ;

Г 9 * - ?  I
n* : = ------  I ; n:= n + n*

U * - ^ J
? == ? V 1*/*? 

f :
m’
?3

= [ç] + sgn ; m:= m + m'

= f + т'/Г*-£* /-t^ ;
= j + 1 ;

2 0 L épés: Ha j=L, akkor

'L:= n+ m+ j ;  Ap̂: = n+ m; tr|e II m; fb!=f is
Ha f<^ï . akkor 1. Lépés ;

1:= n+ m+ j;  ^ 2‘- = n+ m; R 1ХЗ
Ж и m;

5s Vége;

Vége.
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Az a lgoritm u s о . Lépése e lő k é s z ítő  j e l l e g ű  és b i z t o s í t j a ,  
hogy az HIBA j e l z é s s e l  azonnal b e fe je z ő d ik , ha az / 5 . 9 7 /  f e l ­
t é t e le k  nem t e l j e s ü ln e k .  Nem szo ru l b iz o n y ítá sr a , hogy az 

/ 5 .9 7 /  f e l t é t e l e k  m e lle t t  az a lgoritm u s 1 . Lépése rek u rz iv e  
az (n) , (m) , ($ )  sorozatok  t a g j a i t  h a tározza  meg az / 5 .1 2 5 / ,  
/ 5 .1 2 6 / ,  / 5 .1 2 8 / ,  /5 .1 3 о /  formulák s z e r in t .  Ezek szá m ítá sa  

mindaddig fo ly t a t ó d ik ,  amig a 2 . Lépésben a j=L, vagy f  
f e l t é t e l e k  va lam ely ik e be nem k ö v e tk ez ik .

Mondjuk a z t ,  hogy az R 12“А1£°г:^ тиз norm álisan v é g z ő d ik .
ha Í 4  * és erő sza k o lta n  v ég ző d ik , ha j=L f e l t é t e l  m iatt
fe je z ő d ik  b e . Az L egész  ésszerű en  nagy v ég es  m eg v á la sztá sá v a l
nagy v a ló s z ín ű s é g g e l b iz t o s í t h a t ó ,  hogy p er io d ik u s R^0 ÍQ*)
e se té n  az a lgoritm u s norm álisan  végződ jék , de egyébként i s
véges id ő  u tán  l e á l l j o n .  Norm ális végződ éskor Л * , e r ő sz a -
k ö lt  végződ éskor a R^2-számhármas és  g  az R .^ -A lgor itm u s
kim enete. N orm ális végződéskor ugyan is az u t o ls ó  P. - r eJ 0
/5 .1 2 о /  s z e r in t

“  /0 ■ K -  ' <12 fj £
t e l j e s ü l .  Ebből az /5 .1 3 4 /  s z e r in t  az áe H emz° re a.

/5 .1 3 6 / 0  -  <5* 9 min /1  , — /
ll

2 12
e g y e n lő t le n sé g e t  /h a tá r o k a t /  kapjuk, ah ol

/5 .1 3 7 / < 1 2  -
^  , ta

é  , ha ,

összhangban az /5 .1 о 7 /  d e f in íc ió v a l .  Az /5 .1 3 6 /  a

0  á  S "  f i

haegyenlőtlenséggé válik,

* .и
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Аз 5 .1 6 . Lerama alapján  m egfogalm azhatjuk az a lá b b i t é ­

t e l t .

5 .5 » T é t e l ; Az / 5 .9 7 /  f e l t é t e le k n e k  e le g e t  tev ő  Q* kon- 
f ig u r á d é  R =R^/Q J ü tem terve akkor és csak akkor p e r io ­

d ik u s, ha az RÄ^2 “Alg ° r i ‘tID:us bárm ilyen nagy L egész  m e lle t t  
véges lép ésb en  b e fe je z ő d ik . Az a lgoritm u s norm ális v ég ző d és-  

n é l az R ü tem terv  П  j e l le m z ő it  s z o lg á l t a t j a .

B izo n y ítá s; K ész.

Q. e. d.

Az R .^ -A lgor itm u s mind n o r m á lis , mind e r ő sz a k o lt  e se tb en  
egy И-sz a k a sz  végén fe je z ő d ik  be és s z o lg á l t a t j a  azokat az
adatokat, am elyekből az u t o ls ó  n . ,  m_., j ,  H ., g . ,  f . ,  t .

U О j *3 ü 3
/^t*. / s t b .  érték ek  m eghatározhatók. Kern s z o lg á l t a t  azon­
ban Elegendő adatot a t e l j e s  r ész so r o za to k  m eghatározásá­
hoz. Ahhoz az n,m , á tm en eti é r t é k e it  k e l l  m eg ő r izn i.

Az R ^2 ”-Ä-lSori'fcmus'töl fü g g e t le n ü l érdemes r é s z le t e s e b ­
ben v iz s g á ln i  az /N ,M /-szakaszpárok  /n * ,m * / hosszainál: a -  

la k u lá s á t , mert ez az R ü tem terv  srukturájának jó  je l le m ­
z ő je .

Legyen J az e ls ő  j in d e x , amelyre a

(?) : ? о » f 1 .......?j * *•*
sorozatban ^ u t á n  f r l "  b ek ö v e tk ez ik . Lz azt j e l e n t i ,  
hogy R* p er io d ik u s  és a P e l s ő  p er iód u sa  J darab /R ,II/- s z a ­

kasz-párból á l l .  Ha 9 ~  j > 0 * véges j - r e  nem
követk ezik  b e , akkor R nem p er io d ik u s és leg y en  J= °0 .
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V ezessük be az

n -1 +

/ 5 .1 3 6 /

m = -1 +

K i *1 t-2 5 - 1 + 1 2
7Г*- Z~? ’ Г2 1 2 1

1 г* л 2 m # 1 I , ,
r * s* »
V 3 i ?T*-£*2 1

m en n yiségek et. /E zek á lta lá b a n  nem e g é s z e k ./  B e b iz o n y ít­

ju k , hogy

/5 .1 3 9 /

/ 5 .1 4 о /

n-f = C»1 • n -C n* xr n , 1 ^ 2 -Л. *■ J

l  ^  j <  J ,m ^  m . <  m m 4 12 Jm* < m

Az /5 .1 2 5 / - b ő l  f ig y e le m b e v é te lé v e l

* >
3 * - 4 *

-  1 = — ------- = n -  1 ,1

* = 1 + ------------ = n ,1 -
Г 2 - П

v a g y is  valóban n* =£n ]. j > l  m e lle tt  az / 5 . 1 2 5 /  és /5 .1 3 2 /  

a la p já n

n* >3
Í*. о2 J .i-1 
6 2< 1

- 1 >
9-*-r*+3T2 2 1
C 2 C 1

- 1 = n

3r*_çI ^ К  У j-l <  2 il
"à * г*.г* tr*-r*

= n
f i 2 1

r t ,  mert j - 1  <  J es ig y  f j - Л г  E zz e l aZ 
/ 5 .1 3 9 /  ig a z o lv a  van. Az /5 .1 4 о /  b izo n y ítá sá h o z  vegyük f i ­
gyelem be, hogy F eg ész  e se té n  m# .= Ç  és ezt az / 5 .1 3 o / -. 3
ba h e ly e t t e s í t v e  y.. = 0 ^ ^  k övetk ezik  b e . Ez azt j e l e n t i ,  
hogy j < J  m e lle t t  £ nem le h e t  e g é sz . Azonban j=J m e lle t t  i s
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S V 0
a [0 ,
Ez azt

csak - ^ 2  ^  e se té n  lép h e t f e l ,  mert
3 * .  in terv a llu m  e lé r h e te t le n  a2 1
j e l e n t i ,  hogy

egyébként 

f* szám ára.

/5 .1 4 1 /  ^ <  m* <  £ + 1 , ha 1 - j ^ J  és  ha j = J és ^  2 ^  ^ 1  '

Ennek az /5 .1 2 9 /- n e k  és az /5 .1 2 ? /-n e k  az a la p já n  j ^ J
m e lle t t У,

» > f"
к . _ +nf Д-1 0

«-*- ?'k.

-гг*.^ 1 ^ 2
ЧГ*-3*2 1

= m

j - 1 +n* 1 < -rJ-3*
és j= J m e lle t t

mi
ha 9 - ;  <  4 *

1 *> ̂  > m
> f > m , ha 3** -  »

.z / 5 .1 4 о /  i s  b iz o n y ítv a  van.

m. * ?

+ 1 = m

+ 1 <T m

E zze l az / 5 .1 4 о /  i s  b iz o n y ítv a
Az /5 .1 3 9 /  é s  /5 .1 4 о /  b e c s lé s e k  á lta lá b a n  nem ja v ít h a ­

tó k , h iszen  m egleh etősen  szo ro sa n  b eh a tá ro lj ált a sza k a sz ­

h o ssza k a t. Az /5 * 1 3 8 / d e f in íc ió k b ó l

/5 .142/ n n es 1 m - m = 2 -
C 2 V 1

í  2 /<2 ,ha >?*>0/

és ig y  n* . é s  m#.. egyaránt le g fe lje b b  k é t -k é t  szom szédost) Д
eg ész  é r ték e t veh et f e l .

Bizonyos f e l t é t e l e k  m e l le t t  még pontosabban m eghatároz­
hatjuk a szak aszhosszak  é r t é k é t .  Az /5 .1 3 9 /  és /5 .1 4 о /  r e ­
lá c ió k a t , amelyek á lta lá b a n  igazak  még k ie g é s z íth e t jü k  az 
a lá b b i m indig t e l j  e s ü lő r e lá c ió k k a l:

/5 .1 4 3 /  n ' >  1 , n j  > 0  , l < j ^ J ,

/5 .1 4 4 /  m' >  1 , l í  J á J .

Ezenkívül néhány s p e c i á l i s  tö rv én y szerű ség e t t a r t a l ­
maznak az a lá b b i lemmák.
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5 «17. Lemma: Ha valam ely п*ЬО eg észre

/5 .1 4 5 /  n '  К  C / n ' + l / / C ^ - t r *  /

akkor

/5.146/ n* = n' + 1 , n* é  n* ú  n#+l , l < j í  J,

és speciálisan

/5.146'/ ní=1* 0 f ” 'í:l> ha ^ * ' 7 *  < t 2_ C l
n'=2, lénÍ£2, K j í J ,  ha < Э-*- £ * < 2/^*-^*/.

B iz o n y ítá s  : Az á l l í t á s o k  következnek a b b ó l, hogy az / 5 .1 4 5 /
e se té n  n*-\< n < n 4 és n^ + l< " n < n * + 2 , ig y  az (n ,n  )  in t e r ­
vallum  az n* és n *+ i eg észek et ta r ta lm a zza  és az / 5 .1 3 9 /  ek­
v iv a le n s  az / 5 . 1 4 6 / - t a l .  Az /5 .1 4 6 */ az /5 .1 4 6 /  s p e c i á l i s  e -  

s e t e i  n #=0 és n*=l m e lle tt*

Q .e .d .

5 .1 8 . Lemma: Ha valam ely n * > 0  eg észre

/5 .1 4 7 /  -  *[ * = n ' / Г *  -  ТГ* / ,

akkor

/5.148/ ”í = n ' + 1 , ni = n a , 1 < 3 ^ J ,

és speciálisan

n* = 1 , n i = o , K i £ J , ha 3"* = 7, ^/5.148V 1 í u 2

”í = 2 , ni = D 1, l^D £ j , ha ‘2 ’ Г 2 ^1 *

B iz o n y ítá s : Az /5 .1 4 7 /  f e l t é t e l  m e lle t t  n=n#- l ,  n=n*+l és

az /5 .1 3 9 /  r e lá c ió k  csupán az / 5 .1 4 8 / - a t  t e s z ik  le h e tő v é .  
n*=0 és n*=l m e lle t t  az /5 .1 4 8 * /  k ö v e tk ez ik .

Q .e .d
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5.19. Lemma; Ha van olyan m*^l egész, hogy

/5.149/ 0 é m'/tr* / - ̂ 2 < *li

teljesüljön, akkor

/5.15о/ mi = m1 , lí j f J,2
vagyis az 

/5.15о'/

(m*) sorozat konstans, speciálisan
mi = 1,2 1 - j - J, ha 3 “

mi = 2, 2 lé jé J, ha ÁИ-£**?Г*-£* .1 2 2 1 *

Bizonyítás: Az /5.149/ feltételből következik, hogy
*i*2 - / Г * - £ *  /  i /к'  -  i / / r * - $ - * /  ,

és az /5.138/ alapján ebből méci^+l adódik. Másrészt az 
/5.149/-ből következik, hogy

4l + l* - /T2~K / > - l//Tf*-£* /
és ebből m > m #-l. Vagyis az£m,mjintervallum csak az m# 
egészet zárja közre és ezért az /5.14o/-ből az /5.15о/ 
következik. m*=l és 2 mellett adódik az /5.15о#/.

Q.e.d.

o.2o, Lemma: H a  van olyan m*>-l egész, hogy

/5.151/ m' / V \  -Э* / - \ \  = 7 *  .

akkor

m = m m' - l é m ' *  m'u
/5.152/ 9 lé j< J,
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és speciálisan

/5.152*/ m* = 2, l£j<J, 1 — nij — 2, ha .

0, Illegj еду zés ; m*=l értékkel az /5.151/ soha nem tel- 
• jesülhet, mert “02~ következne és ez ellentmondana a 
redukáltság feltevésnek. m*^l esetén viszont 
/m#-l//r*-^*/> tr*- miatt ^*^0 mellett
teljesülhet csak az /5.151/. л ^ *  >  esetén tehát a,

lemma feltétele kizárt.

Bizonyítás : Az /5.151/ feltételből /m*-l/ &

és az /5.138/ figyelembevételével ebből m*-l- тй/f*?- Ф  - s - 3. 
így mérnél, Ugyanakkor az /5.15l/-ből még /п/-1//Г"*- »9*/ = ̂ *+-£*- 
- ebből m*-l=m. Az £m,m^ intervallum tehát
az m*-l és m* egészeket tartalmazza, ezért az /5.14о/ re­
lációkból az /5.152/ következik. A 0.Megjegyzés szerint 
ugyanis ̂ 9"* és ezért az /5.14o/-ben az /5.137/ szerint 

^ . Az /5.152*/ az /5.151/ és /5.152/-ből m*=2 
mellett adódik.

Q.e.d.

1» Megjegyzés: Az _5.17.-5.2o. Lemmákban szereplő feltételek 
csak elegendőek, de nem szükségesek az állítások teljesülé­
séhez.

2, Megjegyzés: Az 5.17. vagy 5.18. Lemma feltétele mindig 
biztosan teljesül és az egyik állítás biztosan igaz. Az 
/5.148/ tulajdonképpen az /5.146/ speciális esete. Koránt­
sem biztos azonban, hogy az 5.19. vagy 5.2o. Lemmák valame­
lyikének feltétele teljesül.

* H
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3» Megjegyzés: Az. 5.Г7.-5.2о. Lemmak akkor is érvénye-
sek, ha J=00 , azaz R nem periodikus; ilyenkor a j=J
melletti állitások elhagyandók»

Az 5ol7.-5.2o. Leimák jelentősége az, hogy a Ĥ = ' F i ’ t y X i  ' 
számhármasokra vonatkozóan biztosítanak összefüggése- 
két. izek az /5.97/ feltételeknek eleget tevő konfigu- 
rációk bizonyos osztályainál is lehetővé teszik az R 
ütemterv jellemzőinek meghatározását. Mielőtt ezek vizs­
gálatára rátérünk az 5.17.-5.2o. Lemmák feltételeit az 
5.7. Ábra szerint szemléltetjük.

Az 5.7. Ábrán a Q konfigurációtér egy rögzített 0,
2 > 0 paraméterpár melletti alterét ábrázoljuk a 

(%  ̂  »^^koordináta-rendszerben. Az altér redu­
kált tartományát az 5.1. Ábra szerint rajzolhatjuk fel. 
Lnnék része az /5.97/ feltételeknek eleget tevő sáv, a- 
hol -7̂ и

6 2 > Cr* , azaz

Ez utóbbi sáv része а •ф'* > ü *  feltételnek is eleget 
tevő konfigurációk sávja. Ezen a sávon belül alkotnak to­
vábbi sávokat azokat a konfigurációk, amelyek eleget tesz­
nek az /5.149/ feltételnek. Az /5.151/ feltételnek ele­
get tevő konfigurációk az utóbbi sávokat határoló egyene­
sek mentén helyezkednek el. Az /5.147/ feltételnek eleget 
tevő konfigurációk a ^1» ̂ 2И?2' 4Ï)p°nton átmenő sugár­
sort alkotnak amelyek közötti szögtartományokon a konfigu­
rációk az /5.145/ feltételt elégitik ki.



л
д

227

5.7. Ábra; Redukált konfigurációk speciális tartományai 
az 5.17.-5.20. Lemmában.
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A /4.145/, /4.147/, /4.149/ és /4.151/ alternativ 
felirása rendre

/5.145V

/5.147V

/5.149V

/5.I51V

n'
n*+l ' Ц - Г г ' < К <

n'+l
Ti*+2

*_•>,*= JL_ л*.»*/1 Í2 t 2 L Y  »
m*-l

n * +1 
m#-l

% *____ If * £ ^ * < ^ * ----  V *  + г ;

з :  -<r-
.* m#-l

m*

m* *

nr

nr

Az n* és m* értekek szemléltetésére az 5.7. Ábrán 
három összetartozó derékszögű háromszöget rajzoltunk 
fel. А у  bármely (^*, pont jához egyértel­
műen rajzolhatok fel ezek a háromszögek és a megjelölt 
°v ̂  és szögeket a

. 9 ;.I
*8*- —  . *S^° • *81-о -  * V 

Г 2"а1 C 2 C1kifejezések definiálják. Ezek segítségével az 5.17.-5.2o. 
Lemrnák feltételei rendre igy is felírhatok:

/5.145м / 

/5.147 м / 

/5.149м / 

/5.151м /

n* <4 tg 2̂ <  nVl 

tg "ÿ = n*

tg |b ú m*-l к tg of

tgo( s m* -1 «
Az /5.97/ feltételeknek eleget teve Q* konfigurációk 

terében tgtf - t g e z é r t  biztosan legfeljebb egy m*-l 
értéket foghatnak közre.

n V o

i*> 0

i 1

t#>l о



229

Érdemes még m egjegyezn i, hogy a 4 5 °-o s  egyenesek  

mentén a a lté r e n  az o* és szögek á llan dók
és jtg $ I monoton nő % * -  ^ * - g a l  O -tó l 00 - i g ,

A növekedés seb esség e  annál nagyobb, m inél közelebb  

van az egyenes a ^2= ^  + / “7 *_ ^ /eg y en esh ez . 'C'* >  T  
e se té n  tg  ^ p o z i t iv ,  ■f* e se té n  p ed ig  n e g a t iv ,
A t g o í= m - l  egyenes menten

’ Q. *

amely ^ áthatóan  akkor p o z i t i v ,  h a */* > / m#-l/'* ^ 5íazaz
л p  ̂ I 1m*<r-—te +1, Pontosan, ekkor van az /5*151*/ egyenes a

L
> 1c ^  tartományban.

я
1

A most következő lemma azokkal a k o n fig u rá c ió k k a l  
fo g la lk o z ik ,  amelyekre

?з = ̂ 3  + X  3 » 15=1,2....
f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  I g a z o lja  R p e r io d ic i tá s á t  és  módszert 

s z o lg á l t a t  а Г]* je llem ző k  m eghatározására. A lemma és az 
5 .1 9 . Lemma azután le h e tő v é  t e s z i  az 5 .6 .  T é te l keretéb en  

az / 5 .9 7 /  e se t  a le se té n e k  t i s z t á z á s á t .

5 .2 1 . Lemma: Bármely Q*éQ, k o n fig u r á c ió n á l, am elyre a

/5 .1 5 3 /  n e m - e lf a ju lt , r ed u k á lt ,

f e l t é t e l e k  t e l j e s ü ln e k ,  igazak  az a lá b b i á l l i t á s o k  az

H*. *12ю

ü tem tervével k ap cso la tb an .
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/А / E k v iv a len s-a  követk ező  három tény:

/a/ Ь  = ^  + 1 ' 3ÍJ
/5 .1 5 4 /  /Ь /  m( = 1 , l í J ^ J

J

/ с /  R* p eriod ik u s és  (U* = (^2 + ^ 2  ’

/В / Az / 5 .1 5 4 /  t e l j e s ü l é s e  e se tén  az R ütem terv П  

je lle m z ő i egy

/5 .1 5 5 /  0 ~ B f * " A ^ 1 2  *  *

k ö z e l i t é s i  f e la d a t  leg k iseb b  nem -negativ  /В  , A /  m egoldása és 

annak

/5 .1 5 6 /  A *  = B * |*  -  A*

h ib á ja  s e g í t s é g é v e l  adhatók meg és a

/5 .1 5 7 /  * ^ 2  páronként r e l a t i v  primek.

Az /5 .1 5 5 /  eg y en lő tlen ség b en  ^ * > 0 ,  o < * > 0 ,  és ezek a Q* 

param étereinek fü ggvén yei és  a ^ re3 á c ió j e le t  az /5 .1 3 7 /  

d e f in iá l j a  ;

/С / Az / 5 .1 5 5 /  eg y en lő tlen ség b en  a f . «  három a lt e r n a t iv  
v á la s z t á s i  le h e tő s é g é t  és а П * jellem zők m e g fe le lő  e l ő á l l í t á s á t  
a megoldások s e g í t s é g é v e l  a k övetk ező  tá b lá z a t  adja meg:

*
<X* Г 1 г? К * £ *

^ 2

/ а /
9-* "Ч *-m ax/0 , '̂ *2 "’ "̂ 1 * «А*+В д* В*

А * / Ъ * - С * 1/
А

/ъ/*2-1*1 >£*-max/0, д* А*-В* В*
77* T-* _ * А

И

/ с /
Sr* Ч * -Ла * / 0 , Э * - 3 * /

в* А* В*-А*
-г-* м *
r 2 - l l

ТУ* -и *
С 2 *■! ? i
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B iz o n y ítá s  : Az /А /- /С /  á l l í t á s o k a t  eg y szerre  b iz o n y lt ­
ju k . m V a l  e s e té n  az / 5 . Н о /  d e f in íc ió  s z e r in t  m..=j 
és  az /5 .1 2 2 /  a lap ján  <^.= П..+ 2 j ,  у  s* n + j ,  J(..= j 
adódik , amiből az /5 * 1 5 4 /a / k ö v e tk ez ik . Az / 5 .1 2 2 / -

b ő i y r x r  v J f j *  esért
e se té n  m .= )( .= &  j .  . Az / 5 . Н о /  d é f i -ï) Л V Л ti
n ic ió b ó l ekkor m* S  1 k ö v e tk ez ik . E zze l az / 5»1 5 4 /a / és  

/5 .1 5 4 /Ь /  e k v iv a le n c iá já t  b iz o n y íto t tu k .

Ha R* p er io d ik u s  és + l£* > akkor az 5 .1 5 .
Lemma s z e r in t  minden B ^ -ta sk -k a l párhuzamosan pontosan  

egy Â - ta sk  in d u l . Ekkor az R* ütem terv bármely £b, f * )  
szakaszán pontosan u£= к m egszak ítást nem okozó A^-task  

in d u l. Ez az М-sza k a szo k  végén  i s  ig a z , e z é r t  a m egszakí­
t á s t  nem okozó A -ta sk -o k  <2?.- száma egyen lő  az ü t e -
m ezett B ^ -task -ok  "\|Л szám ával, v a g y is  az /5 .1 5 4 /а /  ig a z .  
M egford ítva, ha az /5 .1 5 4 /а /  ig a z , akkor b izon y ítan d ó  az 

/ 5 .1 5 4 / с / .  Ha R* p e r io d ik u s , akkor az / 5 .1 5 4 /а /  magában 

f o g la l j a  а = Ça* + iC ^ egyen lőséget. Tehát csupán R* pe­
r io d ic i t á s á t  k e l l  b izon y ítan u n k . L zze l együ tt b iz o n y ltju k  
а /В / és /С / á l l í t á s o k a t  i s .

A 3 .6 .  Lemma s z e r in t  egy k ö v e tk eze tes  ütem terv akkor 

és csak akkor p e r io d ik u s , ha van v is s z a t é r ő  s z i t u á c ió j a .  
Az 5 .4 .  T é te l  s z e r in t ,  ha R p e r io d ik u s , akkor abban a 
Ь^ -s z itu á c ió  v is s z a t é r ő .  E zért R akkor és csak akkor pe­
r io d ik u s , ha benne a v is s z a t é r ő .  Ezt k e l l  b iz o n y íta ­

nunk.
Az R ütem tervben minden B9- t a s k - k a l  párhuzamosan in ­

dul egy A ^ -task . A ^  - s z itu á c ió k  k iz á r ó la g o s  j e l l e g z e ­
te s sé g e  a z , hogy az o t t  végződő A .,-task  egy B0- ta s k -k a l
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párhuzamosan in d u lj de nem annál előbb fe je z ő d ik  b e . 
fin d en  más A^-task va.gy m eg sza k ító , vagy B ^ -vel pár­
huzamosan in d u l és annál előbb i s  f e je z ő d ik  b e . A P: 
s z i t u á c ió  ism érve fo rm á lisa n  a z , hogy valam ely £ > 0 -  
ra

/5.159/ max/0,£*-3*/-£*2 ^

t e l j e s ü l .  Ha £ az e ls ő  i l y e n  in d ex , akkor k<í t m e lle t t

H < P < < ̂  .li
Tí

e ls ő  Cp- c ik l u s  v ég ző d ése , amely u tá n z ó -s z itu á c ió  lé p  f e l ,

A
T ekintsük most az R ü tem tervet és  legyen  t  = f ^ az

11
azaz /5 * 1 5 9 / t e l j e s ü l ,  ha i ly e n  van , egyébként leg y en

t*= 00 .

Az R ütem tervből hagyjuk k i az A ^-task-ok ü tem ezés i 
sza k a sz a it  é s  az ig y  n y er t "ütem tervet" j e l ö l j e  R**. Az 

R R ' * tra n sz fo rm á ció t az 5 .6 .  Ábrán s z e m lé lte t jü k . De­
f in iá l j u k  az

Q' - / l i - . ä l -%l /
k o n fig u r á c ió t és legyen  ennek ü tem terve. Az Rw
"ütemterv" azon k e z d e ti sza k a sza , am elyet az R ütem terv  

[ 0  , t* )sza k á szá b ó l kapunk b iz to sa n  m egegyezik R* k e z d e t i  
sza k a szá v a l, le g fe lje b b  annyi e l t é r é s s e l ,  hogy az u t o ls ó

^2=^2_ ^rlsényÜ 3/2"task helyett ееУ ^ 2  L^ 2 ~ f t
igényű Bw2~ ta sk  ütem eződik . lnnék j e l le m z ő je ,  hogy & -  
s z itu á c ió  e l ő t t i  task  és  az e ls ő  o lyan  B9- t a s k ,  a m e lly e l  
párhuzamosan ind u ló  A ^ - t a s k  nem előbb fe je z ő d ik  b e . Az R* 
ütem tervben n ek i m e g fe le lő  B ^ - ta s k  je lle m z ő je  ugyan ez,d e  

o t t  az i s  l e h e t ,  hogy v e le  párhuzamosan nem i s  in d u l
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R*

5»8. Ábra; Az R* -̂s*.Rw tran szform áció  é s  R#.

» r r aA’^-tasko Látjuk t e h á t ,  hogy R p e r io d ic i t á s a  ek v iv a len s  
a z z a l ,  hogy az R# ütem tervben legyen  o ly a n  B ^ - t a s k ,  amely 
A ^ -ta s k  után  in d u l és a következő A ^ -ta sk -n á l nem később, 
de ugyanakkor -n á l  nem töb b el korábban fe je z ő d ik  be

/a z  u tób b i a z é r t ,  mert 'll- t{* 0 / .  Lz azt j e l e n t i ,
hogy k e l l  le n n ie  o lyan  k > o ,  f ,> o  egész  párnak, hogy az R1 
ütem tervben

Azonban R̂  ütem tervben mindkét job -fo lyam  k é s l e l t e t é s  n é l ­
kül ütem eződik о̂  = о m ia t t , ezér t a c ik lu sv ég ző d ések e t  

sorszámuk m eghatározza és f  - k r i' = k * l  •
f(c* Ezeket a f e n t i  e g y e n lő tle n sé g e k -

d fjjr d d J-
ben f i g y e l  embdjvéve és  a k ét e g y e n lő t le n sé g e t  összevonva  a
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oíi^» -е/г*-ч*/-е-'2

eg y en lő tlen ség h ez  ju tu n k , biz lá th a tó a n  ek v iv a len s  az 

/5 .1 5 5 /  e g y e n lő t le n s é g g e l a p  é s  o (*  / 5 .1 5 8 /c / - b e -
l i  é r t é k e iv e l .  R p e r io d ic i t á s a  teh á t ennek megoldha­
tóságán  m ú lik , amint azt /В /  a la t t  á l l i t o t t u k .  A 2 . Fe­
je z e t  2 .2 .  T éte lén ek  2 .1 .  X orollárium a s z e r in t  azonban 

«  >  о e s e té n  az / 5 .1 5 5 /-n e k  mindig van p o z i t iv  meg­
o ld á sa , d  * >- 0 azonban most ig a z ,  mert ^^-m ax/O , -fr*/

=m in/'^*, Sz a z t j e l e n t i > h°gy le h e t e t le n
a z , hogy az R**-ban a ^  - s z i t u á c ió  ne leg y en  v i s s z a t é ­
r ő , h isz en  akkor az /5 .1 5 5 /- n e k  nem le h e tn e  m egoldása.
E zze l az /к/ á l l i t á s t  t e l j e s e n  b iz o n y íto t tu k . А /В /  á l ­
l í t á s  k ö v e tk ez ik  abból, hogy az R*, Rw és R* v iszo n y a  

követk eztéb en  az /5 .1 5 5 /  le g k ise b b  megoldásában A* ép­
pen az e ls ő  P periódus C ^ -c ik lu sa in ak  szám át, a
B* pedig a C ^ -cik lusok  számát adja meg. Vagyis

a* , és  az / 5 .1 5 4 /с /  k ö v e tk ez té b e n К?*2 =В*-А*. A 

2 . F e jezet 2 .7 .  T é te le  s z e r in t  az /5 .1 5 5 /  leg k iseb b  meg­
o ld á sa  , a -h ez  b a lo ld a l i  k ö z e l í t é s  n ev ező je  és szám-
lá ló j a ,  amelyek r e la t iv  prim ek. Vagyis В és  A , és k ö -

Jí S€ , /r
vétkezésképpen  a f  ^ közül bárm elyik k e t t ő ,
r e la t iv  prim ek. E zzel b iz o n y íto t tu k  а /В /  á l l i t á s t  és  

а /С / á l l i t á s b e l i  / 5 .1 5 8 /6 /  e l ő á l l í t á s t ,  k iv év e  az 

é r té k é t . Az / 5 .1 2 1 /  és / 5 .1 2 4 /  k övetk eztéb en  azonban

e;-i-

,i.(x 11/)/% г г ; •
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Ezekután már 'csupán az / 5 .1 5 8 /а /  és /5 .1 5 8 /b /  ig a z o lá ­
sa  van h á tra . ír ju k  f e l  az / 5 .1 5 5 / - ö t  az /5 * 1 5 8 /с /  ada- 
to k k a l. Ekkor az ek v iv a len s  a

0 á г *-ша,6,»*-**/
e g y e n lő t le n s é g g e l .  Innen a B*=A#, AH =A*-B* h e l y e t t e s í t é s ­
s e l  a
Oé A< <-b^ -  , *>A<(cJ- Г О Д  г *-max/0,
e g y en lő tle n ség h ez  ju tun k , aminek /В * , a ' /  n y ilván va lóan  
a le g k ise b b  m egoldása, ha /В М,А */ le g k ise b b  m egoldása  

v o lt  az e lő z ő  e g y en lő tle n ség n ek . A v á lto zó -tra n sz fo rm á ­
c ió  ig y  ig a z o l j a  az /5 .1 5 8 /b /  s o r t .  Hasonlóan ig a z o lh a ­
tó  az / 5 .1 5 8 / a / so r  B*=A*+B*, A*=A* tra n sz fo rm á c ió v a l.

S-Jt cv-:t , 
*2-v ?

Q • e • d. •

Lnnék és  az 5#19о Leírnának következménye az a lá b b i t é t e l .  

5 .6 ,  T é t e l ; Ha a QHéQ, k o n fig u rá c ió ra  a 

/5 « 1 б о / r ed u k á lt , r *  T *  ,

f e l t é t e l e k  t e l j e s ü ln e k ,  akkor az R ^ R ^ /Q  /  ütem terv p e r i­
odikus é s  a je llem ző k e t az /5 .1 5 5 /  k ö z e l i t é s i  f e la d a t
le g k ise b b  m egoldásai ú tjá n  kaphatjuk az /5 .1 5 8 /  tá b lá z a t  

bárm elyik  sora  s z e r in t  és a b v  Г * * K? je llem zők  páron-' 
ként r e l a t i v  primek.

B iz o n y ítá s : Az 5 .1 9 . Lemma /5 .1 5 o V  á l l í t á s a  s z e r in t  az
/ 5 . 1 6 0 /  m e lle t t  m# .=  i .  A red u k á ltsá g  m iatt ,am iл il 2 1

a l a t t  csak '»^ > o e se té n  le h e t s é g e s .  Vagyis az
/ 5 .1 б о /  e se té n  QM nem e l f a j u l t .  íg y  az 5 .2 1 . Lemma /5 .1 5 3 /
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f e l t é t e l e i  t e l j e s ü ln e k .  A Lemma /А / á l l í t á s a  s z e r in t  R* 

valóban p e r io d ik u s . T ételünk további á l l í t á s a  ek v iv a len s  

az 5*21. Lemma /В /  és /С / á l l í t á s a i v a l ,  amelyek az /5 .1 5 4 /  
t e l j e s ü lé s e  fo ly t á n  érvén yesek .

Q .e .d .

M egjegyzés; Az /5 .1 б о /  f e l t é t e lb e n  a r e lá c ió

h e ly e t t e s í t h e t ő  az / 5 .9 9 /  im p lik á c ió so r  bárm elyik  ta g j á v a l .
Az 5»6. T é t e l  után már csupán a Q k o n fig u r á c ió té r  azon 

részén  nem t i s z t á z o t t  az R ütem tervek tu la jd o n sá g a , a -
melyben a Q k o n fig u rá c ió  redukálható és Q red u k á ltjá ra  

'£'*•< ^ p'*'^"l ^епп» P eriod ik u s e se tb e n  az R^(Q.)
je lle m z ő i az 5 .2 .  T éte l s z e r in t  v is sz a v e z e th e tő k  a Q ütem- 
tervének je l le m z ő ir e .  Tulajdonképpen te h á t  azoknak a Q 

konfigurációknak az ü tem tervét k e lle n e  még tis z tá z n u n k , a -  
melyekre

/5 .1 6 1 /  r e d u k á lt , ^  1 > ^  2

f e l t é t e le k  t e l j e s ü ln e k .  Ez sa jn o s  nem s ik e r ü l  t e l j e s  mér­
tékben. A p e r io d ic i t á s  f e l t é t e l e  és az ütem terv f|*  je l le m ­
zőinek a m eghatározási módja n y it o t t  k é r d é s . A p e r io d ic i t á s t
f e l t é t e le z v e  term észe tesen  az R .'-A lg o r itm u s  h aszn á lh ató  a12
П k isz á m ítá sá r a . Ennek a módszernek azonban m egem lítjük  

k ét h á trán yát. Kern ad v á la s z t  arra , hogy a  ̂ é s ^ 2 r e la ­
t i v  prim ek-e, ami eddig minden egyéb s p e c i á l i s  esetb en  t e l -  

j e s ü l t .
Az /5 .1 4 2 /  határok k övetk eztéb en  az a lgor itm u s lé p é s s z á ­

ma k ö z e l í tő le g  arányos a p e r io d u sh o ssza l é s  a cik lusszám ok­
k a l.  Az 5 .2 1 . Lemma előnye e z z e l  szemben éppen a z , hogy e 
hiányosságok nem a lln ak  fen n : |&  ̂ es Jä, 2 r e l a t i v  prim v o l t a  
ig a z o lt  és a lépésszám  k ö z e l í t ő le g  a cik lu sszám ok lo g a r i t ­
musával arán yos.
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Az 5 .2 1 . Lemma, jo g g a l v e t i  f e l  a zt a k é r d é s t , hogy 

а ^ , pl 2 * g k ö z ö t t i  i s l e r t  ö ssz e fü g g é s  nem v e z e th e ­
t i - e  m indig v i s s z a  a p e r io d ic i t á s  és a je llem ző k  megha­

tározásán ak k érd ését egy k ö z e l i t é s i  /v a g y  k o in c id e n c ia /  
fe la d a t  m egoldására, pontosabban leg k iseb b  m egoldására, 
am elyre a 2 , F e je z e t eredm ényei h aszn álh atók  len n én ek .
Ha e z t á lta lá b a n  b izo n y íth a tn á n k , várhatóan megoldódnék 

^ 2  ^ °z ° s oszth atóságán ak  k érdése i s .  Í z z e l  
kap cso latb an  a z t mondhatjuk, hogy p er iod ik u s e se tb en  П* 
m eghatározása v a ló s z in ü le g  k ö z e l i t é s i  fe la d a t  m egoldá­
sá ra  v e z e t ,  amelynek valam ely  szám k ö z e l í t é s e i  s z o l ­

g á lta t já k  a szü k séges m ego ld ását, és 1 eS 2  r e l a t i v  
primnek b iz o n y u l. Azonban b iz to s a n  nem t r i v i á l i s  az a 
f e la d a t ,  amelynek le g k ise b b  m egoldására van szü k ség ,vagy  

nem leg k iseb b  m egoldásból szárm aztathatók а П * j e l le m ­
zők . В h ip o té z is e k  a la p já t  a következő tények a lk o t já k .  
Az 5 .1 6 . Lemma s z e r in t  R p e r io d ic i t á s a  ek v iv a len s  o ly a n

нз = / ?з >Yj
IL^-számhármas l é t e z é s é v e l ,  timely k i e l é g í t i  a

-?'2
e g y e n lő t le n s é g e t .  Ugyanis az /5 .1 2 о /  f e l t é t e l b ő l  é s  a = u/ . *£■

ö ssz e fü g g é sb ő l e z t  az e g y e n lő t le n -“''j 1 1 Г j 1
s é g e t  n yerjü k . Ennek a le g k ise b b  H.. m egoldása s z o lg á l t a t ­

j a  a ^.*0 » З61161112®^6*» Az ßS2 az /5.119/ s z e r in t
szám ítható  k i , é s  ha a H. le g k ise b b  m egoldásra3

Д* = ̂ - у а^ - Х Д *
akkor £ _ <1 Д *

3 -L ’3 2 '*3
és az /5 .1 1 9 /  s z e r in t

6* = A * n \

*
 СЧ1
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E zeket az eredm ényeket fo g la l ju k  egy lemmába.

5 о2 2 . Lemma; Az / 5 .9 7 /  f e l t é t e l e k  m e lle t t  a QK k on figu rá­
c ió  ütem terve akkor és csak akkor p e r io d ik u s ,

ha a

/5 .1 6 2 /  Oé(f>V*- Х У *  <4*12 7 * - n W 0 , f r * - £ * /

eg y en lő tlen ség n ek  lé t e z ik  -számhármas m egoldása. Az R 

ütem terv П M je l le m z ő it  a

/ 5 .1 6 3 /  Г7* -  /£ > * , Л р * , /* ,  ^ 7  1  /

s z o lg á l t a t j a ,  a h o l Н*=/^>*,^>*,^*/ az /5 .1 6 2 /  le k ise b b  R ^ -  
számhármas m egoldása és

/5.164/ Л* ={*vl-y*T-*-)Ç**Ll .
B izo n y ítá s  : K ész .

Q • © • d. •

Vonat közt as s u k  most e lemmát az /5 .1 6 1 /  e s e te k r e .  A 
f e l t é t e l  m e lle t t  az /5 .1 6 2 /  jo b b o ld a la  a

á 1Î
a la k o t ö l t i .

Tegyük f e l ,  hogy a íh R^-szám hárm asok k ö zö tt meghatá­
r o z o t t  /é s  is m e r t /  j - t ő l  fü g g e t le n  l in e á r is  ö ssze fü g g és  van. 

P éld áu l

/5 .1 6 5 /

го 
ж
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Akkor ez az /5 .1 6 2 /  m ego ld ása ira  i s  ig a z  és  a + t>X
h e l y e t t e s í t é s s e l  az /5 .1 6 2 /  átmegy a

/5 .1 6 2 ? /  O íE /b 'C 'J -^ /J C  -  / Г * -  a r * / f ^

e g y e n lő tle n sé g b e . Ennek m egoldása e se té n  R p er iod ik u s  

és a m egoldás /5 .1 6 3 /  é s  a l in e á r i s  ö ssze fü g g és  a lap ján  
П * - o t  s z o lg á l t a t j a ,  ha ) ( * é s  y *  le g k ise b b  R^-szám- 

hármas komponensek. Sajnos azonban az /5 .1 6 2 * /  nem minden 

m egoldása R^-számhármas komponens, ső t a leg k iseb b  p o z i -  
t i v  m egoldásra sem g a ra n tá lh a tju k  e z t .  Ezt egy p é ld á v a l i -  

g a z o lju k .

P é ld a : Q = /l; 9; S; 4 / .  Erre t e l j e s ü l  /5 .1 5 1 /  f e l t é t e l  
r=2 m e l le t t .  Ez azt j e l e n t i ,  hogy az 5 .2 o . Lemma s z e r in t

m* = 3 , K j ^ J  és 2 í  m( í  3 •J “ d
P er iod ik u s e se tb en  ekkor az / 5 . Н о /  d e f in ic ió k  és / 5 .1 2 2 /  

s z e r in t

m. = 3j , l ^ j < J  és 3J-1 ^ mT í - 3 J  
és

(fj = ríj + 4J -  1 , y /j  = n j  + 3J -  1 ,  = 3J - 1 ,  vagy

- nj + 4J- f  j = nj + 3J- Xj - 3J

k övetk eztéb en  HT komponensei l in e á r is a n  össze fü g g n ek . Tény- 
le g e s  ü tem ezésse l m egkaphatjuk, hogy J=2, n^<=2t m^=5 és  
m*2=2=r. A f e n t i  (çj  , ^  j és  k if e j e z é s e k e t  az / 5 .1 6 2 / -  
be h e ly e t t e s í t v e  v is z o n t  a
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O ^ /ïij-1 //Г*-Г*/ - J/t*-3{e*-^)/ ̂  ^

e g y e n lő tle n sé g  adódik, amely példánkban а

О £  2 /п  - 1 /  -  J — 1Ü
e g y e n lő tle n sé g  a la k já t ö l t i .  Ennek le g k is e b b  m egoldásai 
az n =1, J=0 , n =2, J = l ,  n_= 2, J=2. E zeket h e l y e t t e s i t -  

ve Hj = / 0 ; 0 ; - 1 / , Hj = / 5 ; 4 ; 2 / ,  i l l e t v e  Hj = /9  ; 7 ; 5 /  
számhármasokat kapjuk. Ezek közül csak a harmadik R 0-  
száínhármas, amely valóban az R j e l le m z ő it  s z o lg á l t a t j a .
Ez azonban nem leg k iseb b  p o z i t iv  m egoldása az /5 .1 6 2 */ 
e g y en lő tlen ség n ek .

Példánk az 5 .2 o . Lemma f e l t é t e l e i t  e l é g i t i  k i .  Az b iz t o -  

s i t j a  az R 2 ” számhármasok komponensei k ö z ö t t i  l in e á r i s  c s z -  

s z e fü g g é s t . Az /5 .1 6 2 /  eg y en lő tlen ség n ek  azonban nemcsak az 
R ^-szám hárnas m ego ld ása ira  érvényes a szóbaní'orgó l in e á r i s  

ö ssz e fü g g é s , hanem egyéb m egoldásaira  i s ,  és azok k ö z ö tt  a 
leg k iseb b  nem f e l t é t l e n ü l  R ^ szám h árm as.

Az alábbiakban e zé r t más u tó n , az R~ ^ -A lg o r itm u s  elem zése
u tjá n  ta lá lu n k  módszert az /5 .1 6 1 /  e s e te k  R* ütem terveinek
v iz s g á la tá r a  -  le g a lá b b is  b izon yos s p e c i á l i s  e se tb en .

aTegyük f e l ,  hogy R ütem tervre

/5 .1 6 6 /  m* = m1 , lié j-k'J és m'-l £ m* * m1 , ha J v é g e s ,О О
f e l t é t e l  t e l j e s ü l .  Tudjuk, hogy a (?) so r o sa t  csök k en ése i 
pontosan az I.I-szakaszok végén  vannak, egyeb ü tt ($) monoton 
nő. Az li-sza k a szo n  tagonként

a növekedés, az Ы-
d = rj-r

szak aszon

к
1

- * ♦ *ï
a tagon k én ti n ö v ek ed és ,k iv év e  az u to lsó  t a g o t ,  amely

f  * -  / r * - f f j /  = -  d
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a b szo lú t érték ű  c sö k k en ésse l szárm azik. Az N .,-szakaszond
az ö ssz e s  növekedés n .d , az M .-szakaszon a növekedés

3 3
/ 5 .1 3 о /  s z e r in t

- d1. = m*/d+y*/ - 'Г* .
3 3 1

Azonban /5 * 1 2 8 / a l a t t i  d e f in íc ió já b ó l  következően ez  

va ló jáb an  m indig csök k en és. Tehát a C?) so ro za t az K -sza-  
kaszon nő, az К-sza k a szo n  csökken és M -szakasz végén v á l ­
hat -n á l  nem-nagyobb nem -negativ ér ték ű v é . Ha az u tó b -
b i  b ekövetk ezik  akkor^és csak akkor,Я p er io d ik u s  az 5 .1 6 .
Lemma s z e r in t .  Az /5 .1 6 6 /  f e l t e v é s  m e lle t t  azonban a d * .. 3
csökkenés minden M .-szak aszon , j ^  J , egy d* á lla n d ó , l e g -3
f e lj e b b  az u to ls ó  IvL. szakaszon  le h e t  a csökkenés más, a 

d<+d+7* nagyobb é r té k . Ez az in form áció  szü k ség te len n é
1 It e s z i  az Я ^ “A lgoritm usban az m* érték ek  s z á m itá sá t . Meg­

m utatjuk, hogy ig y  az a lgoritm u s egy sok k al egyszerűbb a l -
/■r M /Гg o r itm u ssa l h e ly e t t e s í t h e t ő  a p er iod ik u s R je llem ző in ek  

m eghatározására. Ezt a k övetk ező  lemma ta r ta lm a zza .

5 .2 3 . -bemma; Ha egy Q*£ Q. k o n fig u rá c ió ra  az /5 .1 6 1 /  és az 

/ 5 .1 6 6 /  f e l t é t e l e k  t e l j e s ü ln e k ,  akkor az R*=R12/Q*V ütem terv  
p e r io d ic itá sá n a k  szü k séges és elegendő f e l t é t e l e  a z , hogy 
valam ely véges J > 0  m e l le t t  a a

/5 .1 6 7 /

« я

d ~  l  J - l i  “  J

r e lá c ió bekövetkezzék , ahol

/5 .1 6 8 /

q * u *л/ -  V T  -nr 7  T2 ^1 . 1  6 1 j - 0 , 1 , 2 , • • .л . =
3 d + 3 d ’

és

/5 .1 6 9 / * 5 -

mj/d
d ’ d -
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I t t  m* az / 5 . 1 6 6 / - f e l t é t e lb e n  sz e r e p lő  т*_=т* vagy m *T=m*-1 J «J о
é r té k , am elyet ism ertnek té te le z ü n k  f e l .  Az /5 .1 6 7 /  bek övetk e-
z ése  e se té n  R je lle m z ő i

К  ■ K - J  -  “ J + J • [ x j - i J  + •
/5 .1 7 о /

1C* = / J-l/m ^ + nij , w / 7 ;  •

ahol

/5 .1 7 1 / ?J - a 2 - K j ) *  •

B iz o n y ítá s ; E lő s z ö r is  b iz o n y lt ju k , hogy

/5.171 V = 3* + n ' / á + J * /  - {xáJ d  , j=l,2,. ..,J-1 .

E szer in t j = l  m e lle t t  az / 5 . 1 2 5 /  f ig y e le m b e v é te lé v e l

?! =»* ♦ .*/d+ï;/ -{Caj-,;)/*}* -

és ez m egegyezik az /5 .1 3 о /  form ulával j = l  és m^sm* m e l le t t .

Legyen most 1 <  j <J és tegyük  f e l ,  hogy az /5 .1 7 1  V  ig a z  
/ j - l / - i g  b e z á r ó la g ./ j - 1 /г е

?  3-1
= ^ - Г * +т ' Л и Л * / - { х З -г У  •

Ennek a lapján

«  * -  f j - i 1 4 l  Ш* , - ,2 - [ xó- 2] ”  Xi-1
d d

íg y  az /5 .1 2 5 / s z e r in t

/5 .1 7 2 /
n 5 -  h - J  -  - l x3 -2]  •



243

Ezt és a form u lájá t az /5 .1 2 6 /- b a  tév e

? L  ,+n< =’a 2-C ï ™ ' ^ ^ 4 XJ.2}d+[X3-l]d-m'a-tX5-2]d -á-1 — * f „ *w —m 2̂.1 P _ _ w f .
= 4 2-----3---  d-X3-2d+[X3-l}d = V Í X3-l}d

adódik . Ezt a /5 .1 3 o / - b a  h e ly e t t e s í t v e  kapjuk az /5 .1 7 1 * /  
form u lá t.

Az 5 .1 6 . Lemma s z e r in t  R p e r io d ic itá sá n a k  f e l t é t e l e  a z , 
hogy valam ely véges j=J ér ték re  0 é  j j  b ek övet­
k ezzék . Ha m’jsm 1, akkor az /5 .1 7 1 * /  b iz o n y ítá sa  j=J m e lle t t  
i s  érvényes és az /5 .1 7 1 * /  azonos az /5 .1 7 1 /  form u lá v a l. Ha 
m *j=m *-l, akkor az / 5 .1 3 о /  form ulából

P j " 9? 4 xj-i}d + m^ d+ïï/ - К
ism ét pontosan az / 5 .1 7 1 /  k i f e j e z é s .  Ha az / 5 . 1 7 l / - e t  a 

0 -  ?  j  - 1  * eg y en lő tlen ség b e  h e ly e t t e s i t j ü k ,  akkor az
átrendezve éppen az / 5 .1 6 7 /  f e l t é t e l t  s z o lg á l t a t j a  az /5 .1 6 8 /  

és /5 .1 6 9 /  d e f in íc ió k k a l .
Az /5 .1 7 2 /  ö s s z e g e z é s é v e l ,  n*^= £ xqJ f ig y e le m b e v é te le

m e l le t t ,  nj= £X j ^ - /J - l /m ^ a d ó d ik . Az /5 .1 6 6 /  a lap ján  nij =
= /J-l/m *+m *. Ezeket az / 5 .1 3 4 /-b e  h e ly e t t e s í t v e  az / 5 .1 7 о /J
adódik .

Q .  e . d .

Ez a lemma le h e tő v é  t e s z i ,  hogy az 5 .1 9 .  és 5 .2 o .  Lemmák
f e l t é t e l e i  m e lle t t  t is z tá z z u k  az R ütem terv p e r io d ic i tá s á t
és  meghatározzuk j e l l e m z ő i t .  Ehhez Írju k  f e l  az / 5 .1 6 8 /  a la t -
t i  X . és /5 .1 6 9 /  a l a t t i  o< k i f e j e z é s e i t  a következőképpen: 3 4

/5 .1 6 8 * / X.. = 1+jm*+
%l-x'2 .( К -'ll+ 3
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/5.169V
7  *-m#/d+ 7 * /  /m ^-nij//d+ 7  * /

d d

Az 5 .2 3 . Lemma s z e r in t  R akkor és csak akkor p e r io ­
d ik u s, ha az /5 .1 6 7 /  b e k ö v e tk ez ik .

Tegyük f e l  m ost, hogy az /5 .1 5 1 /  f e l t é t e l  t e l j e s ü l  va­

lam ely m * > l eg ész  m e l le t t .  Ez azt j e l e n t i ,  hogy '*£*- mVd+'J?*/ =0 

és ezér t az /5 .1 б 9 * /-Ь б 1

/5 .1 6 9 " /
7^ /m'-mJ/M+T,*/
d d

Ï*Emiatt véges J e se tén  mV=m* le h e t e t le n ,  mert az í r  \ >  Ы * - — i  _nJ ’ г  J-lJ J d
ellen tm on d ást eredm ényezné. Vagyis az 5 .2 o .  Lemma p o n to s i-
tásak én t kaptuk:

5.2o^ Lemma: Ha van o lyan  m * > l eg ész , hogy

/5 .1 5 1  V mVtr*-^/= 7 * /=7^7*/ •
akkor

/5 .1 7 3 /  = m* ' , l á j < j  , m' = m '- 1 .

B iz o n y ítá s : Véges J -r e  fen teb b  b e lá ttu k , J= OO e se té n  pe­
d ig  fig y e lm en  k ív ü l hagyandó az т ^ = т #- 1 0

Q .e .d .

Az /5 .1 7 3 /  fe lh a s z n á lá s á v a l azonban az /5 .1 6 7 /  k r i t é r i ­

um a - ^ * / d  <  J.}"0 a la k o ‘fc ö l t i ,  h is z e n  o(* = 0  .
Ez a k r itér iu m  azonban csupán £ X j .^=0, azaz Xj  ̂ egész  
e se té n  t e l j e s ü l h e t .  Az / 5 . 1 5 l V  f e l t é t e l  m e lle t t  az / 5 .1 6 8 V -  

b o l
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/5.168"/ X. = 1 + jm* + / j + 1 /  
«J

V * 2

amely csak akkor v á lh a t e g é s s z é , ha

»ï-i — , A ,B > 0  r e la t iv  prim eg észek ,
В

r a c io n á lis  szám és j+ l= B . E zz e l b iz o n y íto ttu k  a követk ező  

t é t e l t ,

5.7« T é t e l : Ha a Q *é Q  k on figurációra , az /5 .1 6 1 /  f e l t é t e ­

le k  és e z e n fe lü l  az / 5 .1 5 1 /  f e l t é t e l  t e l j e s ü l  valam ely m *> 1 
egész  m e l le t t ,  akkor az R Q /  ütem terv akkor és csak
akkor p e r io d ik u s , ha

/5 .1 7 4 / ^ - * 2  A—  = — , A ,B > 0  r e la t iv  prim eg észek ,
В2_t 1

egy r a c io n á l is  szám. Ekkor az R j e l le m z ő i

/5 .1 7 5 /

és i t t

/5 .1 7 6 /

П *  = /(V + l)B + A ; m*B+A; m#B -l;  1/

* és £*■ r e l a t i v  primek.

B iz o n v itá s :  Elemzésünk s z e r in t  az XT , - r e  pontosan akkor 

fo g  t e l j e s ü l n i  az /5 .1 6 7 /  k r itér iu m , ha J=B. Az / 5 .1 7 1 / -  
b ő l m*T=m*-l f ig y e le m b e v é te lé v e l f  = -  '*7*+m/ /d+ *1 * /  = 0 .
Az /5 .l6 8 * /- b Ő l XT ^=1+ /3 -1  /  m*+A. E zeket az /5 .1 7 о /  formu­
lákba h e ly e t t e s í t v e  az / 5 .1 7 5 /  je llem ző k e t n yerjü k . M ivel 

А,В r e la t iv  primek В és m*B+A i s  azok, márpedig t i - t i  = в , 
= m*B + A .  E zért és ^ 2  valób an  r e la t iv  prim ek.

Q .e .d .
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Ez a t é t e l  azért i s  é r d e k e s , mert m egm utatja, hogy 

R le h e t nem -period ikus akkor i s ,  amikor Q nem-e l f  aj ü l t ,

Tegyük f e l  m ost, hogy a Q* k o n fig u rá c ió ra  az /5 .1 4 9 /  
f e l t é t e l  i s  t e l j e s ü l  az / 5 . 9 7 /  f e l t é t e le k e n  k iv ü l .  Ekkor 
m*^a m*, e z é r t  véges J e s e té n  i s  m*j=m*. Ebben az e se tb en  

az / 5 . 1 6 9 V - b ó l

^-m'/d+^r/
/5 .1 6 9 * “ /

yj A
<**- ± l m ! <•!'

J d d

Az /5.149/ s z e r in t  0 < ^ Ä- m V d + 'í* /^  7 *  ez®r ‘t 04 j“ ^]
Azonban o(* ^ 1 , vagy is  az /5 .1 6 7 /  kx-itérium  ek v iv a len s  J
az

/5.Ш'/ <* - /  * K - i ]  < 1d
kritériu m m al. Az /5 .1 6 8 * / s z e r in t

{ х Л  = { у  + j /У + х /}

a lakú , ahol

^*-m*/d+^ "/
X = У «

1 *2
d d

Tudjuk, hogy ha y+x i r r a c i o n á l i s ,  akkor az £ y  + j /y + x /^  , 
j = ü , l , . . .  so r o z a t  a £ o , l )  in terva llu m ban  mindenütt sürü  
/ s ő t  e g y e n le te s  e lo sz lá s ú  Г к п ] / ,  e zé r t az /5 .1 6 7 * /  b iz t o ­
san b ek övetk ez ik  véges j = J - l  é r té k r e . Tegyük f e l  m ost,hogy

У + x - в А ,Б > 0  r e l a t i v  prim e g ész ek ,

/d  < 1 .

egy racionális szám. Ekkor y=A/B-X és
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{ ХЛ = í |  " х + 3 | } = { 1 " х + /3+1/ в ! *
Az / 5 .1 б 9 , н /-Ь б1

л
ш 1 - X

E zekből az k ö v e tk ez ik , hogy legkésőbb a J=B ér ték n é l az 

/5 .1 6 7 * /  t e l j e s ü l n i  fo g . Azonban az { x  , j = 0 , l , . . .  
so ro za t e g y e n le te s  e lo s z lá s ú  az { l - x }  S' í  [ 0 ,1 )  " e l -1 Jj
to l t "  osztópontokon és x >  — e se té n  az /5 .1 6 7 * /  márВ
J < B  m e lle t t  i s  t e l j e s ü l h e t ,  
t é t e l  b iz o n y ítá sá r a .

íz z e l készen  vagyunk egy újabb

5 .8 .  T é t e l : Ha a Q, k o n fig u rá c ió ra  az /5 .1 6 1 /  f e l t é t e ­

le k  és  e z e n fe lü l  az /5 .1 4 9 /  f e l t é t e l  t e l j e s ü l  valam ely 1 
e g ész  m e l le t t ,  akkor az R*=R12/Q*V ütem terv m indig p e r io d i­
kus és  je l le m z ő it  az / 5 . 17о / formulák adják meg, ahol 
m*T=m* és J a le g k ise b b  e g é s z , amelyre az /5 .1 6 7 /  k r i t é r i -  

um t e l j e s ü l .
А П * je llem zők  m eghatározhatók még a következő módon

i s :

A*/ r * - r * /
/ 5 .1 7 6 /  П  * = /  В*+АИ; A*; m<B*: --------- J — i -  /  ,

a h o l В , A a leg k iseb b  p o z i t iv  m egoldása a 

/ 5 .1 7 7 /  O í  B ^ * - A  <  0<*

k ö z e l i t é s i  fe la d a tn a k , amelyben
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/5 .1 7 8 /

és

оГ =
 ̂3f . Ж i , — Tk «V» /
^ l+ï2-m / r 2“V

/5.179/ A *  = B*£* - A*

a megoldás h ib á ja .  Az /5 .1 7 6 /- b a n

/5 .1 8 о /  és  Г *  2  r e l a t i v  prímek.

B izo n y ítá s  : A t é t e l  e ls ő  r é s z e  b iz o n y ítv a  van . Csupán az 

/5 .1 7 6 /  és / 5 . I 8 0 /  bizonyit-andók. Az /5 .1 8 о /  azonban n y i l -
M Mván való , h is z e n  В , A r e l a t i v  primek a 2 . P e je z e t  ered ­

ményei s z e r in t ,  amelyek az / 5 .1 7 7 /  m egoldása ira  vonatkoznak.. 
Ugyancsak az o t t a n i  eredmények s z e r in t  az /5 .1 7 7 /  m indig meg­
oldh ató  CX*> 0 e se té n . Márpedig az / 5 .1 4 9 /  e z t  a f e l t é t e l t  
most b i z t o s í t j a .

Az /5 .1 4 9 /  k övetk eztéb en ,továb b á  az /5 . l6 9 * * V  s z e r in t
OÍ * - ^ */d - < 1  és az / 5 . I 6 7  V  teljesülésekord 4' -L

/5.167M/ -  ~ x j.i - txj.j < 1 •
ezé r t

[ x j-i -í01* - ~ y ) ]  = [ xj-J és

K - i - K - í ) }  = Ы - « - т )  •
-z azt jelenti, hogy az /5.167м/ kritérium ekvivalens

a, r
o lyan  leg k iseb b  B" ,Á" eg észek  l é t e z é s é v e l ,  amelyekre

/5.167«"/ O Í I  Ъ) m<- A * < 1  -(<**
B * -l
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Ekkor

J = В Л* !А -  т ’és -
г w  , *1?\ г , \ *-т*/d+ Ï,

^ = Î-XJ-lî”(°̂ J-l /  = { XJ - l}  + "d ■ - — . а
А Л *  s e g í t s é g é v e l  k i f e j e z e t t  { .Xj   ̂^ - e t  az / 5 .1 7 1 / -  
be h e ly e t t e s í t v e

Jj= й*" tr*+m,/d+ 7*/+ m'/d+ ̂  */-d-ü*d = £ *- A*d .
A J ,£ X j J  é s  Ç j ér ték ek et az /5 .1 7 o / - b e  h e ly e t t e s í t v e

f ig y e le m b e v é te lé v e l azonnal adódnak az /5 .1 7 6 /  j e l ­

lem zők. Azt k e l l  még megmutatnunk, hogy az /5 .1 6 7 ***/ azo­
nos az / 5 . 1 7 7 / - t e l .  Az /5 .1 6 8 /  é s  /5 .1 6 9 * * * / a lap ján  azon­
ban ez h e l y e t t e s í t é s s e l  n y ilv á n v a ló .

Q .e .d .

- X

1 . M egjegyzés: Az /5 .1 4 9 /  f e l t é t e l  e se té n  m*.= m* m ia ttDaz /5.11о/ és /5*122/ definíciókból az R^-számhármasokra 
<f>á= n^+ jm* + j, n.+ jm* , J(\= jm1 , j=l,2,...,J,

teljesül és ez közöttük a

/5 .1 8 1 / V  m, / f  j - Y j ' -  1£3£ J -3 1 3  »3

ö ssz e fü g g é st  id é z i  e lő .  Ha e z t  az ö s sz e fü g g é s t  az / 5 .1 6 2 /  
eg y en lő tlen ség b en  figyelem b e vennénk, abból

°-/<е г ъ /
V *-m> 4 *

-7“ *c 2 - ^ 12
^ 2 ^ 1

e g y en lő tle n ség h ez  jutnánk, amely csupán jobboldalában t é r  

e l  az / 5 .1 7 7 /  e g y e n lő t le n s é g t ő l ,  mégpedig m * > l e se tb en  a

л. *

/*/ 0 e  В -  A á
-с-*- Г*" 2  Г 1

* н
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e g y e n lő t le n sé g e t  adja szemben az / 5 . 1 7 7 / - t e l ,

0 á B f *  -  A < « *  £

2 ~1

amely

Ez az e l t é r é s  d ö n tő . Addig u g y a n is , amig / я /  leg k iseb b  
p o z it iv  m egold ása i nem m indig s z o lg á lta tn a k  R ^-szám h ár- 

masokat, az / 5 .1 7 7 /  leg k iseb b  p o z it iv  m egold ása i i ly e n e ­
k e t ,  és következésképpen R* j e l l e m z ő i t ,  s z o lg á l t a t j á k .  Te- 

k in tsü k  p é ld á u l a Q = /2 ; 7; 5» 5 / k o n f ig u r á c ió t , amelyre 
az /5 * 1 4 9 / t e l j e s ü l  m*=2 m e l l e t t .  Ennél / » /  0 £ 5 B - A £ 2 , a -  
melynek le g k ise b b  m egoldása B = l, A=3 és ennek a lap ján  П* =

= /4 ;  3; 2; 1 / adódna, h o lo t t  az /5 .1 7 7 /  s z e r in t i  0 é 5 B - A < l  
leg k iseb b  m egoldása B *=l, A*=5 adja a h e ly e s  П * = /6 ;5 ;2 ;0 /  

je lle m z ő k e t.

2 . M egjegyzés; Az 5 .S . T é te l  s p e c iá l i s  e s e te  m*=l m e lle t t  

az 5 .2 1 . Lemma /С /  á l l í tá s á b a n  az / 5 .1 5 8 / a /  sornak m eg fe le ­
lő  m egoldás. Ha ugyan is m *=l, akkor az / 5 .1 7 8 /  s z e r in t

c 2 - h
es írt* =

Г 2-Т 1С. Л. С . Л . С . Л .

az utóbbi e g y e n lő t le n sé g  az /5 .1 4 9 /  k övetk eztéb en  m*=l m el­
l e t t .  Ezért

0( í ^ / o ,

r 2 r i
éppen az / 5 .1 5 8 / а /  a l a t t i  é r té k .

Az 5 .7 .  és  5 .8 .  T é te le k k e l t i s z tá z tu k  R tu la jd o n sá g a it  
az /5 .1 6 6 /  e se tek b en  i s ,  amely az /5 .1 6 1 /  f e l t é t e l e k  megha­
tá ro z ta  kon figurációhalm az r é s z é t  j e l e n t i , é s  csupán az
5 .7 .  Ábrán nem v o n a lk ázo tt kon figu rációsávok b an  n y i t o t t  R 
tu la jd on sága in ak  k érd ése . I ly e n  sávok k iz á r ó la g  az /5 .1 6 1 /
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esetben lehetnek, amelyből is következik, “*2 ” > ̂  ̂
ugyanis az /5.99/ implikációsor alapján ^relációt 
vonná maga után, amely/5.l6l/-nek ellentmond, ^ *
esetén azonban az 5»7, Ábrán mindig van olyan sáv, ahol 
az /5.149/ és /5.151/ nem teljesül. Legalább egy 9l*) /2

szélességű sáv ugyanis a <9̂ = egyenes alatt biztosan 
ilyen.

Sajnos az /5.145/ vagy /5.147/ feltételek teljesülése 
esetén nem sikerül az /5.149/ és /5.151/ feltétételekhez 
hasonlóan többet mondanunk az R tulajdonságairól. Ez alól egy 
kivétel minden esetre az, amikor az /5.147/ feltétel tel­
jesül n*=0 mellett. Erre a következő tétel vonatkozik. Ez 
általánosabb annyiban, hogy az /5.147/-nek megfelelő = 0
feltételen kivíil lényegében mást nem kellene korlátoznunk.
A már tisztázott eseteket kizárva azonban a tétel egysze­
rűbb.

5.9. Tétel; Ha a Qé. ф konfigurációnál a 

/5.182/ nem-elfájult,

feltételek teljesülnek, akkor az R ^ = R ^ jCq) ütemterv mindig 
periodikus

Azr1/5.183/ П  = / A+B; B; B-l; 1- — — - /
ll

jellemzőkkel, ahol BfA a legkisebb pozitív megoldása a

/5.184/ °- Bf “ A -

egyenlőtlenségnek, amelyben
3

/5.185/ ? = - ф  , 0<
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/5.186/ ■Д = В £  — А

a megoldás h ib á j a .  A je llem ző k  közül а 

/5 .1 3 7 /  r i  és 2  r e la t iv  prim ek.

B izo n y ítá s  : = »O' maa/^  csu Pán azok az A ^-task-ok
nem leszn ek  m egszak ítva  az ütem tervben, amelyek 
pontosan egy A ^-task után in d u ln ak . V agyis a |2>̂ - 
sz itu á c ió k  u t á n i  A ^ -task -ok . E sz e r in t minden p e r ió ­
dusban pontosan egy nem -m egszakitott A0- t a s k  ütem e- 

ződ ik , a tö b b i m e g sz a k ito tt . V * i  m ia tt egy 
task  nem le h e t  többször m egszak ítva , e z é r t  a C ^-cik- 
lu sok  k i s z o lg á lá s i  id e je  az e ls ő  periódusban egyönte­

tűen + '*l\ ’ az e -̂s °^1° z bozzászám itjuk  a kez­
d e t i  ^ k é s l e l t e t é s t .  V agyis a. c ik lu sv ég ző d ések :  

f k / ' C ' 2+ \ ^ ^ - s z i t u á c i ó  pontosan abban az
f ^ i  ^  ) +yli Pon1:ban t é r  v i s s z a  e lő s z ö r ,  amelyhez 
van ú g y , hogy

O á  |U2

t e l j  e sü lj  ön. 
Az

■ tf. ><ri» e zé r ta - - t 2=л7 helyettesítéssel az egyenlőtlenség ekviva­
le n s  a

o í  f A  - /Г1- (V е!
e g y e n lő t le n s é g g e l .  Ka teh á t B,A az / 5 .1 3 4 /  leg k iseb b  

p o z it ív  m egold ása , akkor ^=A +B és |U2=B és ezeh r e -  
l a t i v  prímek. Korábbi m egfontolásunk s z e r in t  iç^ e^ - l  * •
n y ilván va lóan  a f e n t i  e g y e n lő t le n s é g b e l i  középső ta g  ér ­
téke Áv_^, é s  ez  az )  é s  az f^c^ ^ ) c ik lu sv é g ­
ződések k ö z ö t t i  tá v o ls á g , amely
eg y en lő ség b ő l i  az / 5 .1 8 3 /  a l a t t i  j e l ­
lem ző.

. e. d.



253

Érmek a té t e ln e k  a következm énye, hogy a red u k á lt k o n f i­
gu rációk n ál i s  az e se tb en  R* ütem terv p e r io d i­
kus és j e l le m z ő it  k ö z e l i t é s i  fe la d a t  m egoldásából h a tá ­

rozhatjuk  meg. Az T) e s e t  a 4 .S . Ábrán a fü g g ő ie -*'2 1
ges határegyenesn ek  f e l e l  meg.
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5 .5 .  Az R̂ 2  ütem tervek hatékonyságának m eghatározása

Egy t e t s z ő l e g e s  ütem terv hatékonyságát a / 3 . 1 /  d e f in íc ió  s z e ­
r in t  a

/5 .1 8 8 / = lim 
t->°o t

h a tá rérték  s z o lg á l t a t j a ,  a h o l az ütem terv L o .t)
szakaszának Рд- f o g la l t s á g á t  j e l ö l i .  N y ilv á n v a ló , hogy a hatékony­
ságot nem b e fo ly á s o lja  egy v ég es  szakasz Рд- f o g la l t s á g a ,  ig y  a 

d e f in íc ió n á l  az R^̂  ütem terv fo, ^ ) sza k a szá t figye lm en  k iv ü l  
hagyhatjuk é s  Írh a tju k , hogy

/5 .1 8 8 V = lim  t ->oo
Г- Db'*)
1 -’ll

ah ol T" £a,b^ az [a ,b )  szak asz  Рд- f o g la l t s á g a ,  
Vezessük be a

(^/V, C/t/, f^t/, f2/t̂
fü ggvén yek et, mint a t p i l l a n a t ig  b e fe je z e t t  C ^ -c ik lu sok , (^ -c ik ­
lu so k , m egszak ítások  szám át, i l l e t v e

f i/»; = V  - . i-1.2,
m enn yiségeket, ah o l ^ " ^ t /  a 3 .F ejezetb en  d e f in iá l t  6 Ы  
sz itu á c ió fü g g v é n y  kom ponensei.

Tudjuk, hogy az R ^ ütem tervekben a m egszakításokon k iv ü l 
k é s le l t e t é s  csak  a ^ - s z i t u á c i ó k  e lő t t  le h e t s é g e s .  Az R ^  ütem­
tervek  t= ^  pontjában m indig ^ - s z i t u á c i ó  lép  f e l  /k iv é v e  0 ^ = 0  

e s e t e t / ,  i t t  a k é s le l t e t é s  ti- ^  f t i  . « 0  szakaszon m egszakí­
táson  k iv ü l csak  akkor le h e t  k é s l e l t e t é s ,  ha a j í^ - s z itu á c ió  
v is s z a té r ő . Ekkor azonban R ^  p er iod ik u s és a hatékonyságot az 

5 . 1 . T éte l a d a ta ib ó l m eghatározhatjuk a periódus je lle m z ő ib ő l.
Ha R nem p e r io d ik u s , akkor a hatékonyságát t e t s z ő le g e s e n  k ö z e l í t ­
h e tjü k .

Eredményeinket egy t é t e lb e  fo g la l ju k . A t é t e l  bárm ilyen e l f a ­
ju lá s  e se tén  i s  érvényes, ha megállapodunk abban, hogy 0/0=0 le g y e n .
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5 .1 o .T é t e l :
/А / Bármely p er iod ik us  R ütem terv hatékonysága  

/ 5 . 1 8 9 /  * 12 -  d (Í> ♦ 1 ®  - К .

ahol ^  , IĈ  ,  ̂ az 5 .1 .T é te lb e n  és  az azt követő 2 . Megjegy­
zésben s z e r e p lő  je llem zők .

/В /  Bármely nem-periódikus R̂  ütem terv hatékonysága aszimp­
to t ik u sa n  a m egszakító  A^-task-ok r e l a t i v  számától fü g g , n e v e ze te se n

/5 .1 8 9 ч  i2 E V > / 1) +*(2) - \ г ,
ahol f l h W  a t  p o n tig  b e f e j e z e t t  A ^-task-ok száma, Ю 2^ ;  pedig  
közülük a m eg sza k ítá st  okozó A^-task-ok száma.

/С / Az / 5 . 9 7 /  f e l t é t e l e k  e se té n  a t= f /C 1 ) á t . c ik lu s v é g -
1 ,k j 3

ződésekre , amelyek M-szakaszok végén lépnek f e l ,  a 
"VCp t̂/= . haszn á lh ató  az / 5 .1 8 9 * /  formulában és ̂ t)

/ 5 .1 9 о / Ï *12 C l J . y  +/2) -

egészen  az e l s ő  periódus u to ls ó  M -szakaszáig  b ezá ró la g , ha R ^  
p eriod ik us  és  az ütem terv mentén v é g ig ,  ha R̂  nem -periód ikus.

B iz o n y ítá s :  Legyen e lő s z ö r  R ^  p e r io d ik u s .  Ha akkor
a p er iódushosszat és  P ^ - fo g la lt s á g o t  az / 5 . 6 5 /  i l l ő  / 5 . 6 6 /  f o r ­
mulák s z o l g á l t a t j á k .  A 3 . 5 . Lemma s z e r in t  ekkor a hatékonyság

12 /4*1
12 P12 (*1^1 (*-2̂ *2+̂  K2+ ̂ 2 ^  1

=ï(i) +(i. áüalfzÜLWfa; =íy  +x(?i _ .
P12 ( S

Vagyis az / 5 . 1 8 9 /  ig a z .  Az 5 . 1 . T é te l  u tá n i  2 . Megjegyzés s z e r in t  
T' =0 e se tb en  1C_ + £  =0, Л*-.. =1 és megállapodás s z e r in t  "2^=0.

J- /pl
Ezeket az / 5 .1 8 9 / - b e  h e l y e t t e s í t v e  "012=1г ' a h e ly es  hatékonyság.
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У > 0, ^ , = 0 ,  Z~ кО  e s e té n  а 2 . Megjegyzés s z e r in t  ^_=0, =1,
t' i  -Vi) £ , 2 2

^ = 1  és у “' =1, amelyeket az / 5 .1 8 9 / - b e  tév e  ú12=1 h e ly e s  

eredményt kapunk. Végül $ ^ > 0 ,  'C^O e l f a j u l t  e se tb en  < V  «2=
= S^=0 és i-2) = 0 , amelyeket h e l y e t t e s í t v e ,  a 0/0=0 m egállapodás  

m e l l e t t ,  a 71^ =  h e ly e s  eredményt s z o lg á l t a t j á k .  E zze l  az /А /  
á l l i t á s t  b iz o n y í to t tu k .

Legyen most nem -periód ikus. Ekkor a job-fo lyam  k ez­
d e t i  k é s l e l t e t é s é n  t ú l  csak m egszak ítás  m iatt vannak k é s l e l ­
t e t é s e k ,  m egszakításonként D e f in iá lv a  a

Г ! \ í / £ 1 /  , ha f . A / á
3/t ; = < i-1,2,

L 1 . , ha

függvényeket, az R ütem terv j / ^ , t ^  szakaszán a P ^ - f o g la l t s á g  

ig y  irható  f e l :

t/tyi >*) +((V-2̂ t/+ •
A t  a következő két a l t e r n a t i v  módon ir h a tó  f e l :

t -(VV^! *?iW =7i +(Vt;rl + + j>2/y .
Ezekből

V  r„ . h
° 1 г 1 7 1 ’ ( V V r 1+ + (w2A / r 2-M<2/ t / ^ 1+ y / t ;  -

ahol

/ 5 .1 9 1 /  I I i

/ 5 .1 9 1 * /  | а2А Я  s

f i W - V C y ^ - 1) ^ 1
^i+(fi^-'Zi)/M t; <  2

Z/H/t/l
+(?1А>-11)/Г1л/ Г  *i

k or lá tosak . E z é r t ,  ha t —> ° 0 ,  akkor a ^V ^t^  = £-^rJ—& OO
m iatt asz im p totik u san  valóban t e l j e s ü l  az /5*189 Vo E zze l b iz o n y í ­
to t tu k  а /В /  á l l í t á s u n k a t  i s .
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Legyenek most a Q konfigurációra igazak az /5.97/ alatti 
feltételek. Ekkor alkalmazható az R^-Algoritmus a H..=/ /
R12-számhármasok meghatározására. Az /5.123/ felhasználásával 
j — J mellett

3t „ *

és nyilvánvalóan

Ezért

12 ^  ;  1 w  J
= №  +üt2) - a(V 2>

Ь
az /5.19о/ formulának megfelelően.

Q.e.d.

1.Megjegyzés: Ha R*2 periodikus, akkor j=J mellett *- ÿ * 
jC_.= K* és ^=Цл.^ és az /5.19о/ átmegy az /5.189/ formulába 
Ha j / J ,  akkor ^ * és

^ E i ï
3€mig j=J esetben P Y 1 Î és

X
ï ï2h ; . v i ï )

2.Megjegyzés: Ha R̂ „ nem periodikus, akkor 7 Y P  korlá­
tos volta miatt

Ъ Ц К  .
hiszen j —> СЮ esetén —»0O „ Az ismert nem-periodikus eseteket
sorravéve az 5.12.Lemma szerint ^ _q esetben 12
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akkor nem -period ikus, ha a i r r a c i o n á l i s .  *1-̂ =0 e se tén

=0, amit f igyelem be véve  az / 5 . 1 8 9 / - / 5 . 1 9 о /  bármelyike a
h e ly e s  hatékonyságot eredm ényezi. A ^^=0  esetb en  min­

den A^-task m egszak itó , e z é r t  amit az /5 .1 8 9 * /-b e n
figyelem be véve ~í = 1 ,  h is z e n  most ^  = i .
Végül, ha az / 5 . 1 6 1 /  és valam ely  m*> 1  m e l l e t t  az / 5 . 1 5 1 /  f é l t é -  
t e l  t e l j e s ü l ,  akkor az 5 . 7 . T é t e l  s z e r in t  R^2 nem -period ikus, ha

i r a c i o n á l i s  szám. Az / 5 . 1 5 1 /  a z t  j e l e n t i ,

hogy ^ + '],2=: m#CC;’2’",̂ l ^ 0 5 .2 o. Lemma s z e r in t  ekkor m jsm * ,

m.= jm*, .= jm*, (p .= n .+ j /m #+ l / .  Ezeket az /5 .1 9 o / - b e n  f i -  J 0 Ti)«]
gyelembe véve

/5.190V tS*2Iy* ,t5+^*)= Л
< *• (<l * /m*+l+n. / j

U

formulát kaphatjuk. Mivel n* ií és  

k o r lá to sa k ^ j->  00 e se tén

/5 .1 9 o ^ /

ahol

+ *t2> - .

л/ .n = lim

m'+1+П

j-»0O
n . / j  = ~  /Г**I n*

i - 1
az (n*) s 01,023  ̂ á t la g é r t é k e ,  amely az / 5 . 1 3 8 /  és / 5 . 1 3 9 /  f i g y e ­
lem b e v é te lév e l  a Cl-1- f+1) intervallum ba e s i k ,  ahol

^  ) a szóbanforgó i r r a c i o n á l i s szám.

3 . Megjegyzés : A per iod ik us é s  nem -periodikus e se te k r e  vonatkozó  

/ 5 .1 8 9 /  és / 5 . 1 8 9 */ formulákat a

/5 .1 8 9 « /
ty

közös formulába fo g la lh a t j u k ,  ahol e 2 Ы  j e l ö l i  a Q^2) job-fo lyam -  

nak a k e z d e t i  és  m egszakitások m ia t t i  k é s l e l t e t é s é n  k í v ü l i  k é s ­
l e l t e t é s e i n e k  ö s s z e g é t .  e^ft)=0 nem -periodikus e se tb en  és 

®2^V / К / t ^  S 2 / / ^  p e r io d ik u s  e se tb en .
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Az /5 * 1 0 9 /  és  / 5 . 1 9 о /  formulák kon stru ktívak  o lyan  értelemben
hogy az R 2̂ ~Algoritmus és  redukció s e g í t s é g é v e l  a

i l l e t v e  jC.f P  . és (p. meghatározhatók. Az /5 .1 8 9 * /  é s  /5 .1 8 9 w/'■O . -
nem k o n stru k t iv  formulák, mert és e^ft) meghatáro

zására á l ta lá b a n  n in cs  módszerünk.
M indenesetre az 5 . l o . T é t e l  le h e tő v é  t e s z i  bármely k on figu rá­

c ió  R ütem terve hatékonyságának véges lépésb en  tö r té n ő  megha­
tá r o z á s á t ,  vagy k ö z e l i t ő  m eghatározását. Ha a 2Í vékonyság
ism e r t ,  ö s sz e v e th e tő  m ásfajta  ütem tervek haték on yságáva l.
Kérdés, hogy az egyéb ütemtervek hatékonyságának meghatározásá­
hoz milyen inform ációkat tudunk f e lh a s z n á ln i  azok k ö z ü l ,  amelye­
ket 2  k iszám ításához  már figyelem be k e l l e t t  v en n i.  Vagyis

p é ld áu l ^ 2.2 ^21 * ^ 1 2  ^ 1 0  meShatározásához m ilyen
kölcsönös inform ációkra van szü kség . E zze l fo g la lk o z ik  a 

következő p on t.
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5o6. A különböző redukciók é s  p r io r i t á s o s  ütemtervek k a p c so la ta .

M egvizsgá ljuk , hogy egy Qé ф k o n fig u rá c ió  ütem terveinek é r t é ­
k e léséh ez  szü k ség es  e l já r á so k  miként függnek ö s sz e .  Az ö s sz e fü g ­
gő ütem tervekkel kapcsolatban ezt  a 4 ,F e je z e tb e n  m egtettük már. 
Most a m egszak itásos  ütem ezésekre vonatkozóan v izsgá lód u n k .
Ehhez b izonyos tényeket az ö ssze fü ggő  ü tem ezésse l  k a p cso la to s  

elem zésekből i s  fe lh a sz n á lu n k . Ezek e lső so rb a n  a 4 .5 ,  pontban 
v iz s g á l t  é s  í)^-redukciók k ap cso la tára  vonatkoznak. Neveze­
te s e n  fe lh a s z n á l ju k  azt a t é n y t ,  hogy egy Q k o n figu rác ió  egy­
szerre  íö^- é s  -r e d u k á lt .  utalunk a 4 . 6 . Ábrára, ahol a 
íö-redukált k on fig u rá c ió k  a l t e r é t  á b rázo ltu k .

A d e f in íc ió k b ó l  n y i lv á n v a ló ,  hogy bármely A , i = l , 2 ,  ope­
r á to r  s z e r in t  redukált k o n f ig u r á c ió  egyben ^ -red u k á lt  i s ,  vagy is  
a áth , i = l , 2 ,  operátorok mindegyike s z e r i n t  i s  r ed u k á lt .
Vagyis a A ^ -red ukált  k on fig u rá c ió k  a l t e r e  része  a 2>-redukált 
k on figurációk  a lte r é n e k .  A A ^ -redukált kon figu rác iók  a l t e r é t  az 

5 .1 .A brasor  s z e m l é l t e t i  és  az a l t e r e t  az 5 . 2 . Lemma s z e r in t  az 

/ 5 » 1 8 / - / 5 - 2 1 /  f e l t é t e l e k  határozzák meg0 Ha most az 1 és 2 i n ­
dexeket f e l c s e r é l j ü k ,  akkor a ^ - r e d u k á l t  k on figurációk  a l t e ­
r é t  nyerjük. Könnyű e l l e n ő r i z n i ,  hogy a k é t  a l t é r  közös része  
az 5 . 9 . Ábrákon lá t h a t ó ,  mindkét ten ge ly irán yb an  von a lk ázott  

tartományok, am elyeket az a lá b b i  f e l t é t e l e k  határoznak meg:

/5.192/ (p O • 0

/5.193/ Cf») h ' Í 2 > ° ’ °

/5.194/ ( * ) 7> o ,  , о é  n 2 < # 1 < - u 2

Az 5 . 9 . Ábrákon a te n g e ly r e  m erőlegesen vona lk ázott  tartomány 

és  v a s t a g i t o t t  egyenes a k i^ -redukált k on figu rác iók  t e r é t  adja 
meg. A 4 . 6 . Ábrák s z e r in t  e s e i-ben van olyan tartomány,
amely ^ -r e d u k á lt  k on figu rác iók at ta r ta lm a z , amelyek azonban 
egyik  A . o p er á to r  s z e r in t  sem red ukáltak . Ez a

tartomány, am elyet c c )  j e l e z .
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5 . 9«Ábrák: / i^ -r e d u k á lt  k o n figu rác iók  tartományai

ПИЦЦ -redukált —■ ■ î ^ - r e d u k á l t

Az 5 . 9 .  Ábrákon ta lá lh a tó  tartományokat egyébként a következő  

f e l t é t n e k  határozzák meg az / 5 . 1 9 2 / - / 5 . 1 9 4 /  a l a t t i  (oí) -(.?) f e l t é ­
t e le k k e l  együtt*

/5.195/ (а) У12 > 0, Ъ - 7.1 - ̂ 2  < Т 1<У1 • Q nem-redukált A^
operátor szerint;

/ 5 .1 9 6 /  (b )  121 > 0 ,  Q nem-redukált A^

operátor  s z e r in t ;

/5.197/ ( c )  nl 1 yl2 > °’ ^ > 0 * °~'^i<r̂ 3-i » i = 1 »2 * Q nem-re­
dukált A^ és A operátorok szerint.

A nem j e l ö l t  tartományokon a Q k on figu rác ió  egy ik  operátor  
s z e r in t  sem red u k á lt .  Ha arra alkalmazzuk a ^ -r e d u k c ió t ,  akkor 

egy í) -re d u k á lt  kon figurációhoz  jutunk, amely az (Ы ) - Cc)

tartományok valam elyikébe e s ik .  M ivel a ^ -red u k c ió  v á l t o z a t la n u l  

hagyja az ^   ̂ é s  ^  param étereket, a 3Ö-redukció az 2 =

számpárok meghatározta a l t é r b e n  / s ik b a n /  hagyja a Q k o n f i ­
gu rác ió t  ábrázoló  p o n to t .  Vagyis a operátor és  a ^ -r e d u k c ió , 
mint transzform ációk  Q-t az \  = konstans sikban mozgatják.
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A 4o60Lenma s z e r in t -  bármely k o n fig u rá c ió  véges lép ésb en
redukálható #  s z e r i n t ,  k ivéve  az ^ 2=0 s i k o t ,  amelyben a
r a c io n á lisa n  f ü g g e t l e n  ^  , 3  koord in átájú  pontok csak  

megszámlálhatóan v é g te le n  lép ésb en  redukálhatok a Q=0 o r ig ó r a .

E kü lönleges  e s e t  k i v é t e l é v e l  véges lé p é s  után bejutunk az Ce0-C<0  
j e lű  tartományok e g y e s í t é s e  meghatározta «Ö-redukált a l t é r b e .
A 4 . F ejezet eredményei s z e r in t  az ig y  n yert  k o n fig u rá c ió

7/
R>o' ütem terveinek jellemzó'i könnyen megkaphatok és azokból az 
e r e d e t i  Q k o n f ig u r á c ió  ütem terveinek  j e l le m z ő i  k is z á m ít ­
hatok a 4 . 5 . T é t e l  s z e r in t .

A Q k o n f ig u r á c ió  R. _ . ü tem terveinek  v iz sg á la tá h o z  b i z o -1 V
nyos esetekben to v á b b i e l já r á so k a t  k e l l  v é g r e h a j ta n i .  Ezek 

m ibenléte  a t t ó l  fü g g ,  hogy QL áD-redukált m ilyen r é s z t a r t o ­

mányban t a l á l h a t ó .  Az C«í -  6 0  rész  tartomány okban egyben
Д^-redukált i s ,  i = l , 2 ,  e zé r t  alkalmazhatók a j e le n  f e j e z e t ,
A -redukált kon figu rác iók ra  vonatkozó eredményei. Ezzel megkapjuk 

az R̂  ütem tervre vonatkozó in fo rm á ció k a t .  Ha *1 ^  ^  » 'C'
аЫглт» га rr R Л тлгчгтФ- oî7ûv»i n+ cf П ,es >2 » akkor az 5 . 4 . pont s z e r in t  e sh et  Qv ''olyan sávba,

ahol R ^ ' j e l l e m z ő i  kérdésesek . Az R̂ -̂  ütem tervre vonatkozó t e l ­
je sen  analóg in form ációkat úgy kapjuk, ha a f e j e z e t  eredményeit
a Q ^ k o n j u g á l t  k o n figu rác ióra  alkalmazzuk, vagy minden a

(о)
és a Q ' job-folyam ok sorren d jére  u ta ló  in d ex et  á tv á lto z ta tu n k  
1 - r ő l  2-re  és v i s z o n t .  Ebből k övetk ez ik  többek k ö z ö t t ,  hogy ha 

példáu l az Rn ütem terv  tu la jd o n sá g a i  k érd ésesek , m ivel J az 
5 . 4 . p o n tb e l i ,  az 5*7»Ábrán lá t h a t ó  sávokba e s i k ,  ahol R.' j e l -
lem zői k érd ése sek , b iz to sa n  nem következhet be ugyanez a Q ' 
konjugált k o n fig u r á c ió n á l  és e z é r t  R ^ '  je llem ző in ek  meghatá­
rozása is m e r e te s .  Sőt az 5»13»Lemma b iz o n y ítá sa  s z e r in t  o t t ,  
ahol é s  Q ^  Д -r e d u k á lt ,  o t t  kon figurációra

> ^ 2 * » amelyre }  j e l le m z ő i

n J ÿ -  /1  ; 1 ;0 ; ■1 j   ̂ ■ / ,  amiből í l i f -  / l ; l ; 0 ;  - 2 ----- Ï -  /  ,

' l l  \

n g > .

ahol
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az R n ütem terv je l le m z ő i  az 5 . 1 . T é te l  s z e r i n t .
Az £a") és  (b) tartományokban Q'- ' redukált az eg y ik  Д^ ope­

r á to r  s z e r i n t ,  de nem redukált a másik s z e r i n t .  Ha redukált

p é ld áu l Д^ s z e r in t  / ( a )  tartom ány/, akkor R ^  j e l l e m z ő i  megha­
tározhatók az 5 . 3 . pont eredményei a la p já n , h is z e n  az ( a )  ta r to -

azaz r ^ > ' C2 *^és a Q ^ 1mányban Г « <  t f \
R ütemterve a Q ' 
ban a Q 1 R ^  ü tem terve , h is z e n  Q

k on ju gá lt  k on figu rác ió
R ^  ütem tervét s z o l g á l t a t j a .  Kérdéses azon-  

^  nem redukált A^ szer in te
Ha e z t  a redukciót azonban végre le h e t  h a j t a n i ,  akkor az e r e d e t i  
Q k o n fig u rá c ió  Д-^-redukálható és a redukciója  éppen a Q
Д - r e d u k á lt já t  s z o l g á l t a t j a .  Ha Q nem A^ -red u k á lh a tó ,  akkor

sem az . Ez az á l l i t á s  r é s z le t e s e b b  in d o k lá s t  k iv á n , de kö­
v e tk e z n i  fo g  az alábbiakban a Д -reduk ció  és a Д-red u k ció  v i s z o ­
nyának e lem zéséb ő l.  T erm észetesen , ha Q ^  Д ^ -red ukálható , l e ­
h e t s é g e s ,  hogy red u k á lt ja  olyan tartományban t a l á l h a t ó ,  ahol 
R- ^ 2  tu la jd o n sá g a i kérdésesek  /nem t i s z t á z o t t a k / .

A ( c )  résztartományban a Q^  k o n fig u rá c ió  sem Д ^ , sem A  
s z e r in t  nem red u k á lt .  Az R ^  ütem terv elem zéséhez Д^ s z e r in t ,  
az R  ̂ ütem terv elem zéséhez pedig  Д^ s z e r in t  k e l le n e  ez t  redu­
k á ln i ,  ha e g y á lta lá n  l e h e t s é g e s .  Meg fogjuk  azonban m utatni,  
hogy R± 3< ebben az ese tb en  mindig p er iod ik u s  és je llem ­
z ő i t  egy k ö z e l i t é s i  /k o in c id e n c ia /  f e la d a t  megoldása s z o l g á l t a t j a .

f*)Ez azt  j e l e n t i ,  hogy a 7 Д -red u k á lt  k o n f ig u r á c ió t  a ( c )  r é s z ­
tartományban sz ü k sé g te le n  tovább redukáln i bármelyik Д. s z e r in t ,

öt ) * * ,h is z e n  az R3 '  ̂ ütemtervének je l le m z ő i  en é lk ü l i s  meghatároz­
hatók . Ezt a következő t é t e l  m utatja .

5 o l lo T é te l :  Ha a Q é  ф. k o n figu rác ió  í ) - r e d u k á lt , de egyik  Д ^ ,

i = l , 2 ,  operátor  s z e r in t  sem red u k á lt ,  azaz

/ 5 . 1 9 8 /  У11 Ч 2 > 0 * 0 < ^ ±  <  ^3_ i  » i = 1 »2 ,

f e l t é t e l e k  t e l j e s ü l n e k ,  akkor R-^/Q) és R21/Q> p r io r i t á s o s  
ütemtervek egyaránt period ikusak  és a

n ie3-i 1 /(^l;(U’2; *S-i; £3-i / » i-1»2*



264 -

je l le m z ő ik e t

/ 5 .1 9 9 /

/П 12 = / А; В; А—1 ; 1-

„  Д $ 2
П Р1 = /  В; А; А—1 ; 1 -  — ^  /
с /2

s z o l g á l t a t j a ,  ahol  ̂ i  je l lem zők n él az

/5.2оо/ А, В >  О r e l a t i v  prim egészek

és  leg k iseb b  p o z i t i v  m ego ldása i a

/5.2о1/ О £ В - A <

k ö z e l i t é s i  fe la d a tn a k , amelyben

V.
/5.202/ fi

3 - i £
*i

<x. = 1
3 - i
^i

es

/5 .2 о З /  Л =  В | ± -  А

a megoldás h ib á ja .

/ 5 .2 о 4 /  , | ^ 2 r e l a t i v  primek.

B iz o n y ítá s  : Az /5.198/ f e l t é t e l e k  a és  job-folyam ok szem
pontjából szim m etrikusak, e z é r t  elegendő a b iz o n y í t á s t  -  mondjuk 

az R^2 ütem terv  vonatkozásában e lv é g e z n i .  Az /5.199/ i s  szimmet­
r ik u s ,  csupán а Г ^ - Ь е п  az e l s ő  két je l lem ző  érték e  f o r d í t o t t  a 

fl-j^-höz k é p e s t ,  m ivel a Í"L  ̂  ̂ j e lö lé s b e n  mindig I N  • / N  
a ciklusszám ok sorrendje mindkét ü tem tervnél. Tudjuk, hogy az 
PL ütemtervben egy A - t a s k  csak akkor nem okoz m e g sza k ítá s t ,

 ̂ (Y,
ha B ^ -ta sk -k a l párhuzamosan in d u l .  Mivel azonban ? 1 az
/5.198/ f e l t é t e l  s z e r i n t ,  e z é r t  egy B^-vel párhuzamosan induló  

A -ta sk  f e l t é t l e n ü l  B p-n él később fe je z ő d ik  be , e z é r t  utána ^b^- 
s z i t u á c ió  a la k u l  k i .  Ez a z t  j e l e n t i ,  hogy FL^-ben csak akkor
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indulhat B ^ -ve l párhuzamosan A ^-task , ha abban a jb-^-szituáció  
v i s s z a t é r ő ,  v a g y is  p e r io d ik u s .  Ez u tó b b i esetb en  i s  perióduson­
ként e g y e t le n  A^-task indulhat B ^ -vel párhuzamosan, a töb b i

teh á t  m egszak itást  okoz. Ez azt j e l e n t i ,  hogy a m egszakítások  

száma a periódusban

IC. = (* 1 -
eggyel k iseb b , mint a C-^-ciklusok száma.

A ^ - s z i t u á c i ó  az R-^-ben pontosan akkor fog  v i s s z a t é r n i ,  
ha valamely C ^ -c ik lu s  B ^ -task -k a l párhuzamosan ér  v é g e t ,  vagy is  

valamely ^ . ^ > 0  egészhez  van olyan ( ^ 2 > 0  eSa s z > bogy

f/c? ^ £ f/c1 ^2,f\ 1 'Г. Г2
Az f / c o ) c ik lu sv é g z ő d é s t  abból az in form ációból tudjuk

t̂ 2
m eghatározni, hogy ö s sz e se n  Ö V 1 m egszak ítás  k é s l e l t e t i  a 
k e z d e t i  nagyságú k é s l e l t e t é s e n  f e l ü l .  Vagyis

- C\ Ы
és  f ^Cl , | v /  = f 1 k i f e j e z é s t  az eg y en lő t len ség b e  h e ly e t -Ezt

t e s i t v e  és á trendezve a

e g y en lő t len ség h ez  jutunk. Mivel ( ^ 2  a leg k iseb b  egész  pár,

amelyre ez t e l j e s ü l ,  valóban |U 2 =® és  ba ^ az / 5 .2 о 1 /
e g y e n lő t le n sé g  le g k ise b b  p o z i t i v  megoldása i= l  m e l l e t t ,  h iszen  

az / 5 .2 о 1 /  e k v iv a le n s  a l e v e z e t e t t  e g y e n lő t le n s é g ü  nkkel az 

/ 5 .2 о 2 /  f ig y e le m b e v é t e lé v e l .  Az R̂  pontosan akkor p e r io d ik u s ,  
ha az / 5 . 2 о 1 /  eg y en lő t len ség n ek  van a k iván t m egoldása. A 2. 
F ejezet  eredményei s z e r in t  azonban m iatt ez g a r a n tá l t .
A ^ 2 = ^ - 1 = A - 1  k övetk ez ik  le v e z e té sü n k b ő l .  Az # i = l -  ^ 1/ í21 

j e l le m z ő -é r té k  k övetk ez ik  abból, hogy az / 5 .2 о З /  j e l ö l é s s e l  a 
job-folyam  k é s l e l t e t é s e  az e l s ő  periódus végén a

s z i t u á c ió  e l ő t t  pontosan

Az / 5 . 2 о о /  k övetk ez ik  abból, hogy az / 5 .2 о 1 /  le g k ise b b  meg­
oldása a ^ ^ -h e z  k ö z e l i t ő  tö r t  n ev ező je  és szám lálója  a 2 . F e je ­

z e t  s z e r i n t ,  amelyek r e l a t i v  primek# Ez ek v iva len s  az / 5 .2 о 4 /
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á l l í t á s s a l .

Q .e . do

Rátérünk most a és í> operátorok viszonyának v i z s g á la t á r a .  
Ehhez elegendő a A= A ^  és  Л  operátorok v iszo n y á t  v i z s g á l ­
n i .  A A o p e r á to r  / 5 . 1 о / - / 5 . 1 3 /  d e f i n í c ió j á b ó l  l á t h a t ó ,  hogy az 
/ 5 . 1 2 /  és / 5 . 1 3 /  lépések  f e l c s e r é l h e t ő k .  Az i s  l á t h a t ó ,  hogy az 

/ 5 . 1 о / ,  / 5 . 1 1 / ,  / 5 . 1 3 /  és k+1 = ^  2 к d e f - in ic i°k éppen a ti 
operátor / 4 . 1 7 /  s z e r i n t i  d e f i n í c i ó j á v a l  ek v iv a len sek .

D e f in iá l ju k  most a Q k o n f ig u r á c ió té r e n  a S  op erá tort a kö­
vetkezőképpen:

'Q
amelynél

$  - 3-2 2 és

/ 5 .2 0 5 /  = k2 ^'1 + ^ 2 , ahol

/ а /  k2 ^ 0  e g ész ,  » ha 7 2 ^ " l > 0

/Ъ / k2= 0, = ^ 2 , ha 0.

f» /ч
A o op era to r  h a t á s ta la n , ha k2 = 0 . Ekkor Q = Q. A f e n t i e k  

s z e r in t  a A o p erá tor  nem egyéb , mint a & operátor  és a â  operá­
t o r  szorzata /egy m á su tá n ja / ,  v a g y is

/ 5 .2 о 6 / A  = S »  .

Ennek következménye, hogy

/ 5 .2 о 7 /  A kQ = ( S l l ) kQ , k = 0 , l , . . .  .

A S  é s í  nem f e l c s e r é l h e t ő k . term észetesen , e zé r t  ( S * ) k * s V  . 
Ha a 5  o p erá tor  h a tá sta la n  a Í)Q k o n fig u rá c ió ra ,  akkor n y i lv á n ­

valóan A q = 3ÔQ • Azt mondjuk, hogy a A operátor  m a n ife sz tá c ió ja  
most <É>. Form álisan

/ 5 .2 о 8 /  A q = S ( îûq) = Í>Q, ha h a tá s ta la n .

Ez azt j e l e n t i ,  hogy az / 5 . 2 о 7 /  operátornál a S o p e r á to r -té n y e ­
ző e l  i s  hagyható minden o lyan  e se tb en ,  amikor h a tá s ta la n .  Azt, 
hogy §  mikor h a t á s ta la n ,  a A  operátor g en e rá lta  (£) hányados-
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so ro za t  к , = 0 t a g j a i  mutatják« ^ f К
Tekintsük a

"2,o ’ *"2,1 * ~ 2 ,2  ’ * * • ’ k2 , r  ’ **•

2,r hányados

( k ) :  k„ . k„ , . k„

s o r o z a t o t .  D e f in iá l ju k  az egészek

Ы ) : V* * ^ 1 ’ • • •
so r o z a tá t  a következőképpen:

/ 5 . 2 о 9 /  \7 * = - 1 ,  v '  t i-^O , az i - e d i k  p o z i t i v  k,О 1
in d ex e , ha i l y e n  van, a (k )  sorozatb an .

V ^ tag  nem l é t e z i k ,  ha i - e d i k  p o z i t i v  ta g  már n in cs  a (k) s o r o z a t ­
ban. A [k') sorozatban a k^ tagok p o z i t iv a k ,  a

tö b b i  tag  0 , de i t t  i= 0  nem l e h e t .  Ha | M |  = í ,  akkor a (y*) 
so ro za t  az e g y e t le n  V* = “1 tagb ó l á l l  és  (k )=  с о ; ,  a \(y*)\ 
h o ssz  v é g es ,  ha l « l  véges  / p l .  ha a Q Л-r e d u k á lh a tó / ,  egyéb­
ként v é g te le n .  D e f in í c ió j a  s z e r in t  n y i lv á n v a ló ,  hogy

/ 5 . 2 1 о /
-1 ^ v ' < v ' <  V'  . . . es

V ?  è  i-1 ,
és  bármelyik r é ö  egészhez  van egy legnagyobb V* , amelyre még 
V? t e l j e s ü l .  J e l ö l j e  e z t  Ez d e f i n i á l j a  a

/ 5 . 2 1 1 /  h ( r )  = max / i :  V* <  r  /  , r = 0 , l fO<>.

fü g g v én y t ,  amely a k  ̂ Q » ^ 2 1  * ***’ k2 r 1 r®szso ro za ‘fĉ an az 
u t o l s ó  p o z i t i v  tag  sorszámát adja meg, ha i l y e n  van, egyébként 

hCr) -  0. h ( r )  egyben e r é s z s o r o z a t b e l i  p o z i t i v  tagok száma.
N yilván h(o)=  0 . A V érték e  a r é sz so r o za t  u t o ls ó  p o z i t i v
tagjának in d exe , ha i l y e n  van, egyébként V *г-гЛ= - 1 .  Ebből 
n y i lv á n v a ló ,  hogy

V h ( o ) = _1 »

Ha a ( k )  sorozat k^ ^.-ig bezáró lag  csak p o z i t i v  tagokat tarta lm az,
akkor h (r )=  r  és  v /  r ,=  V* = r - 1 ,  O é r é k + 1 »V. /  h (r )  r  ’

A CV') soroza t  és a h ( r )  függvény s e g í t s é g é v e l  egy y\r
o p erá tor  m a n ife sz tá c ió já t  egy konkrét Q k o n fig u r á c ió n á l  az

-1 ̂  V'
h (r) í  r - 1 ,  r  > 0 a
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a láb b i módon i s  Írhatjuk:  

/5 .212/ b ^ - V K > Q . r > 0 ,
á=h(r)

ső t  V <  oó e se té n

/5.212*/ ArQ
v-i- V *H a 1 h<v)(П bíví-vH)Qá=h(v) r > V,

1
ahol "V a Q k o n figu rác ió  A - ö s s z e t e t t s é g i  foka. I t t  a

j e l ö l é s  az operá tor-tén yezők  jo b b ró l-b a lra  haladva növekvő index  

s z e r i n t i  so rr e n d jé t  j e l e n t i , é s  h í r ) -  0 e se té n  a z á r ó j e l e s  operá­
to r  az id e n t i tá s o p e r á t o r .

Az elmondottakat egy példán  i l l u s z t r á l j u k  az 5 . 1 . Táblázatban. 
A Q = /  0; lo o 8 7 ;  14877; 1466 /  k o n figu rác ió  A - ö s s z e t e t t s é g i  

foka V = l o ,  v é g es .
Ha egy Q* = ÍQ k on fig u rá c ió ra  а Ъ  operátor  h a t á s o s ,  az azt  

j e l e n t i ,  hogy é s ,  m ive l a £  operátor alkalm azása után
i s  t e l j e s ü l ,  e z é r t  a Q* k o n f ig u r á c ió s - r e d u k á l t .  Az 

5 . 1 . Táblázatban hullámosán aláhúztuk a S -re d u k á lt  k o n fig u rá c ió k a t .  
M egállapításunk azt  j e l e n t i ,  hogy egy ^ -red u k c ió  S -redu kciók  és 

Ь -operációk  vá ltak ozó  so ro z a tá b ó l  á l l . A soroza t  l e h e t  

ü r e s ,  ha Q 4 - r e d u k á l t , és  
kezdődhet

^ -r e d u k c ió v a l ,  ha Q nem А -red u k á lt  és 

^ - o p e r á c ió v a l ,  ha Q S -r e d u k á lt .

A sorozat l e h e t
v é g t e le n ,  ha Q nem A -red u k á lh a tó , vagy 

végződhet
2)-redukcióval, vagy 
S-operációval is.

E körülmények f e l t é t e l é t  az (« )  hányados-sorozat s e g í t s é g é v e l  
f e je z h e t jü k  k i ,  de ezt  nem r é s z le t e z z ü k .

1 1 
ű»hfr)



5*1« Táblázat; Példa а operátorok manifesztációjára.

r = ̂ rQ r ^ 2)q =í)ArQr

и9»
1—1

Яч•»C\J
Яч•кC\J » f-i 

>

' NЯч*— •
X

2
-X
7“

2  
- X>■г—1 1Яч

гЧ1« Яч7>
1- Яч A rQ

0 0 10087 14877 1466 0 10087 14877 1466 0 0 1 -1 0 -1 0 -
IQ= V i

1 0 loo87 479o 1466 0 3831 479o 1466 1 0 1 0 1 0 0 1 SÍQ-QV,+1
2 0 3831 959 1466 0 1406 959 60 1 1 0 1 2 1 0 1 bÜhtQ=Qr + 1

3 0 14o6 959 60 0 387 959 60 1 0 2 3 2 1 1 2 Щ ь ) 2 q
4 0 387 185 60 0 142 185 60 1 0 1 4 3 3 0 1 £ í>2(5í>)2q=q v,+1
5 0 142 43 60 0 39 43 21 1 1 1 5 4 4 0 1 S>DM>2(SÍ>)2q.qv ,+1
6 0 39 4 21 0 14 4 7 1 1 0 7 5 5 0 2 (§fi)2SD2(5í))2Q=Qvt+1
7 0 14 4 7 0 3 4 1 1 2 1 - 5 5 1 - î>(si>)2Sû2 (áa)2 q
a 0 3 1 1 0 1 1 0 1 1 0 - 6 7 0 - S£2(bx>2(5a)2)2Q=Qv,+i
9 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 - 6 7 1 - <b(ba2CSa)2J2Q

lo 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 - 6 7 2 Ä 2(sxi2C5a)2)2Q=Qv,+1
11 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 - 6 7 2 - 5b2(Sû2(SD)2) 2Q=Qv,+1
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Legyen a С * 1) sorozat h ossza  1<У)| = j  • Ekkor véges J 
e s e té n  az u t o l s ó  eleme V t  n • I lyen kor  e g é s z í t s ü k  k i  a soroza -d “"-L
t o t  egy elem mel, amely leg y en  az (JL) hán yados-sorozat u to ls ó  

p o z i t i v  tagjának in d exe0 N yilván  v t  Ь v l  i és  = akkor,. d d—ÜL d J—1
ha k2 ,V - l>  0 az (JL J soro za t  u t o l s ó  /vagy  u t o l s ó  e l ő t t i /  p o z i t i v  
t a g j a ,  ahol V a Q k o n f ig u rá c ió  A - ö s s z e t e t t s é g i  fo k a . Egyébként 

V * = V -  1 m indig ig a z ,  bármely V ö s s z e t e t t s é g i  fo k n á l .  
D e f in iá l ju k  most a k i e g é s z í t e t t  СV j so ro za t  s e g í t s é g é v e l  a

- -*U , j - 1 , 2 , . . . , J f

e g é s z - s o r o z a t o t .  Az /5 o 2 1 2 * /  s z e r in t ,  ha Q-nak l é t e z i k  Q
Л -redukált jn ,  akkor V T v é g es  ésd

1 *  ̂ И
/ 5 . 2 1 3 /  Q* = Л  = ® J I Sá& á ) q = Qv  ,

j= J - l
é s  ha Q-nak nem l é t e z i k  Д - redukált ja ,  de I M I  = J v é g es ,  akkor

1
/5.2134 qv = Avq = ä  J"1 ( f ~  JS Ъ^) « » ^ V J-1 •

j= J - l
A Q k on figu rác ió  Зб-r e d u k á lt ja nem egyéb, mint

V-, V '+ l
Q = $ Q = Q./ 5 . 2 1 4 / = ® 1Q = Ä 1 Q = Qv#+1 о

A Qq = Q k o n f ig u r á c ió b ó l  k iindu lva  d e f in iá lh a t j u k  a Ä - r e du­
kált konfigurációk

/ 5 . 2 1 5 /  Q ^= & 1Qo , Q ^ = ï )  , j= 2 , . .  .  , J, ha J i 2 ,

s o r o z a tá t .  Ennek u t o ls ó  ta g ja  Q ^  nem l é t e z i k ,  ha J v é g te le n ,
vagy VT végtelen, és egyben Д -redukált is, ha V * véges,d d
I ly en k o r

/5.216/ qO ) =  Q( l )  és Q* = , ha Vj véges.
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A S Q  kon figu rác iók  j < J e se té n  n e m i- r e d u k á lta k ,  kivéve  

a S Q ^  ^  k o n f ig u r á c ió t ,  ha V (  = V í  i • AzonbanJ d“-L
/. \ >ĵ +i

/5.217/ 5 Qü = Q .f+1 = Д 2 Q » 3=1,2,...,J-l .
3

A Q  ̂ ..= Q = A 0Q = Q f ig y e le m b e v é te lé v e l  mondhatjuk, hogyV
q Gj+1) a § q (^) -  Q  j k on figu rác ió  Й-r e d u k á lt ja ,  j = 0 , . . o , J - l .  

Ennek m eg fe le lő en  az ce) hányados-sorozat s tru k tú rája

» • O • » »

amelyben
sorozat.

egy-egy ö-redukció generálta hányados-

A Д -  és X>-redukció most feltárt kapcsolata - érdekességén 
túlmenően - igazolja azt a korábban kihasznált állításunkat, hogy 
egy Q konfiguráció Q *■ ' 3É)-redukált jával kezdődik a Л-redukció 
is, vagyis a сЛ ' Л-redukáltja ugyanaz, mint a Q Л-redukált ja. 
А Д- és i-redukciók kapcsolata segitene az összefüggő és megsza- 
kitásos ütemezések jellemzőinek összevetésében és a hatékonysági 
viszonyok feltárásában. Ennek elemzésére' nem térünk ki.
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