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4, Osszefiiggd iitemezés.

Ebben a fejezetben kizdrdlag Osszefiiggld litemter-
vekkel foglalkozunk. Az elbz8 fejezetben ldttuk /3.2. Té-
tel/, hogy a természetes ilitemtervek domindnsak az Ossze-
fiiggd iitemtervek osztdlydban. Ezért kizdrdlag természe-
tes litemterveket kell tekinteniink,

A 4.1. pontban a kovetkezetes természetes /KT/
litemtervekkel foglalkozunk. Bebizonyitjuk, hogy ezek egy
jelentéktelen kiilonleges eset kivételédvel mindig periodi-
kusak /4.1l.Tétel/. A KT iitemtervek hatékonysdgdt ezért a
3.5. Lemma szerint egyszeriien szamithatjuk ki egy perio=-
dus PA-foglaltségébél. Ez a tény azért fontos, mert a
KT iitemtervek osztdlya Osszefiiggf-domindns /4.2. Tétel/.
Ebbbl kovetkezik az, hogy az Osszefiiggb-optimdlis iitem=-
tervek egy killdnleges /de érdektelen, mert 7] =0/ eset
kivételével mindig periodikusak. Az Osszefligg-domindns
KT iitemtervek osztdlya igen korldtozott szdmi elembdl 41l
/maximum hat/ és maximum hdrom lényegében azonossdgi osz-
tdlybdl /4.2. Lemma/. Ez lehetdvé teszi azok teljes dtte-
kintését és jellemzbik meghatdrozdsdt. Megmutatjuk, hogy
az Osszes KT litemterv jellemzlit a 0B, T.-A; ’53_15‘7 >
i=1l,2, egyenlGtlenségek legkisebb,/l,¢~ndl nem kisebb meg-
olddsai hatdrozzdk meg. Ennek mdédjdt a 4.3. Tételbe fog-
laljuk. Ennek keretében a 4.l. Tdbldzatban teljes dttekin-
tést adunk a lehetséges KT litemtervek tipusairdl az egész
Q@ xonfigurdciétérben. A 4.1. pont a 4.4. Tétellel zdrul,
amely az Rio Osszefiliggl prioritdsos iitemtervek jellemzdit
szolgdltatjae

A 4.2. pontban a KT ilitemtervek jellemz8inak megha-
tdrozdsdra egy alternativ mdédszert fejlesztiink ki, a
D-redukciés médszert, amely lehetdvé teszi a KT iitemtervek
sajatossdgainak magyardzatdt a konfigurdcid paramétereinek
tulajdonsdgai segitségével.
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E tulajdonsdg a paraméterek egymdshoz vald viszonydra
vonatkozik. Ez a viszony analdg a szdmok raciondlis
osszefiiggbségével, illetve egészek kozOs osztdjukban
meghatdrozott viszonyaval.

Birmely Q€ @ konfigurdcidé / a kiilonleges, de
érdektelen 7=0 eset kivételével/ egy ® operdtor véges
sokszori alkalmazdsdval transzformdlhatd egy Qvé%CQ
redukdlt konfigurdcidba, amelynek KT iitemtervei szoros
kapcsolatot mutatnak a Q konfigurdcidé KT iitemterveivel.
Ugyanakkor a Q. litemterveinek jellemzSi konnyen megha=-
tdrozhatdk. A Q és Q,, konfigurdcidék paramétereinek Osz-
szefliggését egy T, = DT linedris transzformdcidé feje-
zi ki, ahol T vektor a T, ¢és -T, komponen-
sekbd8l 411 /4.7. Lemma/. A D
adhaté a Q és Q konfigurdcidk KT iitemtervei jellem-
z6i kozotti Osszefiiggések /4.5. Tétel/. A D-redukcid-
nak /amely a O operdtor alkalmazdsa a redukdlt konfigu=-
rdcid meghatdrozdsira/ szemléletes értelmezése van a KT

matrix segitségével meg-

iitemtervek Ganttdiagramjdn /4.5. Tétel 1. Megjegyzés/.
AD operator hatdsdt a 0 =B, T. ;- ’C‘B _q/% egyenldt-
lenség >/l o/ legklsebb megoldasara ill. annak hi-
bajara a 4. 8. Lemma fejezi ki.

A 4.3. pontban a DP-redukdlt konfigurdcidk KT iitem=-
terveinek jellemz8ivel foglalkozunk, amelyre a D-reduk-
cids médszernél van sziikségiink bdrmely Q€Q konfigurd-
cié KT iitemterveinek értékelésekor. A D-redukdlt
QGQo konfigurdcidk KT iitemterveinek jellemzGit a 4.6.
Tétel keretében tdbldzatosan adjuk meg a teljes Q‘o tér-
re vonatkozdan, amelyet 25 résztartomdnyra bontunk: 14

résztartomanyban az "ll, '\91, ’1 2,'92 paraméterek lega=-
1lébb egyike O /elfajulds/; a tobbi 1l résztartomany ko-
z6tt is van 4-nél alacsonyabb dimenzids.
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A tartomdnyokat a paraméterek Q terének sik-soraival
szemléltethetjilk, amelyekben az x,= %i- 3.1 i=1,2,
koordindtdkat merdleges tengelyeken dbrdzoljuk. Az
Rio’ i=l,2, Osszefiliggl prioritdsos ilitemtervek jellem=-
z8it ilyen dbrdzoldsban a 4.11. Abrdkon szemléltetjiik
/4.T. Tétel/.

A D-redukcid és a D-redukdlt konfigurdcidk iitem-
terveinek értékelése utdn a 4.5. Tétel lehetdvé teszi
az eredeti Q konfigurdcid KT iitemterveinek értékelését.
Ezt és a O :é-Bi'C'i-Ai ’C'3_i < egyenldtlenség megoldd-
sén alapuld alternativ mddszert dllitjuk pdrhuzamba a
4.4. pontban az Osszefiiggl ilitemtervek értékelésére vonat-
kozdlag. A KT iitemtervek értékelésének eredményeként meg-
taldljuk az Osszefiiggb-optimdlis litemtervet és megkapjuk
annak jellemzdit, hatékonysdgdt. Sajnos olyan dltaldnos
kritériumot az optimdlis iitemterv kivdlasztdsdra, amely
sem a szdbanforgd egyenldtlenségek megolddsdt, sem a
D-redukcidét nem igényelné, dltaldban nem tudunk adni.
Tehdt kdzvetleniil Q paramétereivel RfQ) KT iitemterve jel=-
lemz8it dltaldban nem adhatjuk meg. Ilymddon az optimdlis
iitemtervet sem valaszthatjuk ki. Ez analdg azzal a megdl=-
lapitdssal, hogy két tetsz8leges a,b egész szam d=[a,b)
legnagyobb kozbs osztéjdt nem adhatjuk meg a és b fliggvé=-
nyeként anélkiil, hogy az euklideszi algoritmust el ne
végeznénk. Az algoritmus szolgdltatta adatok segitségé-
vel azonban d=pa+qb egyenletben a p,q egyiitthatdk megha-
tdrozhaték /l. pl. [K10] /. Természetesen R11Q143 R2[Q}
esetén Ul{QI= 52{Q);igy a két KT iitemterv egyforma haté-
konysdgu. Ezért elegendd csupdn a maximdlisan hdrom lénye-
gében azonossdgi osztdly egy-egy R reprezentdansdnak v%IQ}
hatékonysdgdt meghatdrozni, hogy az optimdlis iitemtervet
kivdlasszuk.
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Ez a tény noveli-a 4.8. Tétel jelentlségét, amely az
RiOIQ] Osszefiiggd prioritdsos iitemtervek hatékonysdga
viszonydra ad meg meghatdrozd kritériumokat.

A pont tovdbbi részében a A-Algoritmust adjuk
a KT iitemtervek értékelésének egyik mddszeréhez sziik-
séges Oﬁ'Bi’Ci-Ai t3—i“"l sy i=1,2, egyenlGtlenség-par
legkisebb Co;f:z/l,o/ megolddsainak egyszerre torténd
megtaldldsdhoz. A D-redukcidé végrehajtdsdra és a Q,, re=-
dukdlt konfigurdcidé,valamint a D mdtrix generdldséra
a P-Algoritmust adjuk meg. Ezen alapszik a KT iitemter-
vek értékelésének mdsik mddszere. Ennek jelent8sége
indokolja az algoritmus szamitdsigényének becslését,
amely ardanyos a Q konfigurdcié VvV P-Osszetettségi fo-
kaval. Tobb alternativ becslést adunk a v Osszetettsé-
gi fokra a Q paraméterei és maximum a DQ operdcid  ge-
nerglta elsd két Ei’o, i=1,2, hdnyados segitségével.
Néhdny becslés a P-redukcid generdlta (A) és (B) egész
sorozatok és az [F) Fibonacci-féle szdmsor Osszefiiggé-
sén /4.11. Lemma/ alapszik.

Az utolsé 4.5. pontban a E'o=q /T, lénctort-
fejtése Utjdn generdlt nem-teljes hdnyadosok (b soro-
zata és a D-redukcid generdlta fL) hdnyadossorozat kap-
csolatdval foglalkozunk. A O.‘:Bi’(.'i-.lti ’C'B_i <h egyen-
16tlenségek megolddsa két koincidencia feladat megoldd-
sdt jelenti, amellyel a 2. Fejezetben foglalkoztunk.
Lattuk ott, hogy a megoldds a lanctortfejtés mdédszerén
alapszik. Ez magyardzza azt, hogy a D-redukcid és a
lanctortfejtés euklideszi algoritmusa szoros kapcsolat=-
ban vannak. E kapcsolat feltdrdsdat a 4.5. pontban a
4.12. Lemma keretében végezzikk el. A pontot a f; és Qz-
redukcié generdlta sorozatok kapcsolatdra vonatkozd
megdllapitdsokkal zdrjuk.
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4.1. Kovetkezetes természetes /KT/ iitemtervek

A megszakitdsos litemezések domindljdk az Ossze=-
fliggd litemezéseket, hiszen minden Osszefiiggd iliteme-
zés egyben egy specidlis megszakitdsos ilitemezés. Ennek
ellenére az Osszefliggld litemezések osztdlya fontos. Gya=-
korlatilag azért, mert sokszor a processzor "elvétele"
kiszolgdlds kozben normdlis koriilmények kozott lehetet-
len /destruktiv megszakitds/, az addigi kiszolgdlds el-
vesztését jelenti /preempt-repeat/, vagy nagy jdrulékos
veszteséget okoz /overhead time/.

Egy 4ltaldnos Q€@ konfigurdcidé esetén a lehetsé-
ges Osszefliggl ilitemtervek halmaza még ésszerii sziikité-
sek utdn is elég nagy szdmossdgi lehet. A 3.2. Tétel sze-
rint ebben a természetes ilitemtervek osztdlya domindns.
A 3.5. Tétel sokat eldrul ennek az osztdlynak a tulajdonsd-
gairdl. Tobbek kozott azt, hogy mikor kettd és mikor t6bb-
elemiis Igen konnyii beldtni, hogy ha ketténél tobbelemii,
akkor megszdmldlhatéan végtelen szdmossdgi. Az aldbbiak-
ban ldtni fogjuk, hogy az osztdly ilyenkor is domindlha=-
16 véges elemszdmi részosztdllyal, a kivetkezetes termé-—

szeteg /KT/ litemtervek osztdlydval. Ez a tény igen egy-
szeriien fog adddni a 3.4. pont eredményeibdl. Csupdn egyet=-
len észrevételre van még sziikség, ami a kovetkezetes ter-
mészetes litemtervek szdmos tulajdonsdgdnak kulcsa.

Ez a kulcsmegdllapitds a kovetkezl: bdrmely kriti-
kus dontés utdn eldéfordul a té:qa, a=1l,2, pontokban fellé-
pé szitudcidk valamelyike. E két szitudcid jellegzetessé-
ge, hogy a PA processzoron éppen egy A-task befgjez6dik és
a masik két processzor is szabad.
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Kulcsmegdllapitdsunkat egyszerii beldtni a lehetséges
kritikus szitudcidkban a lehetséges kritikus dontések
eredményének elemzésével.

Legyen Réﬂ[Ta’ egy természetes litemterv /T-litem-
terv/, a=1,2.

Egy 6 [t] kritikus szitudcidban 85 dontés utdn
egy Alk'task fog végzbdni a t+ "ll pontban és ott min-
den processzor szabad lesz. De ugyanez a szitudcidé fel=-
tétleniil az RlTi osztdly elemeinek t{: '21 pontjdban is.
E tényt szimbolikusan igy fejezhetjiik ki:

s (5 [t]) S5 dontés eredménye a

6'[1,[’”’1] 5 l] szitudcidé, ahol
/F) /, ha T=O vagy '3 5> 05 04723

/4.1/ s(a)ée(a)fna‘lg O,, ha g0, 'ea'-"o

6'3-a,c>’ha 0= 'aa a "l 3-a ?

a=l,2, az RE£[al utemtervekaimtuac;mga. Itt G{al
arra utald jeldlés, hogy az s, dontés eredménye-
ként kapott szitudcid, és a / @a/ Jelolés azt jelzi,
hogy a szitudcid nem kritikus és az egyértelmiien megha-
tdrozott 834 domindns dontés eredménye ﬁ)a-szituécié.
'C' =0 esetben az egyértelmiiséget a 2. Megallapodas ered=-
ményezi az egyébként 6' szitudcidban. A 6'0 kritikus
szitudcidkra vonatkozoan tehdt kulcsmegdllapitdsunk igaz.
Legyen 6°'[t]= 61,0 az R egy kritikus szitudcidja
a t pontban. Ha a dontés S akkor a t+ ”zi pontban egy
Ai-task végz6dik és minden processzor szabad. Vagyis

5’/1) [t+ 7i]=6'1i)

ismét teljesiil,fiiggetleniil az sf0)=s, elsd dontéstél.

<)

a
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Ha a déntés sf Gi [t]) =s,, akkor a P, processzor tét-
len lesz a [t;t+rﬁ?9*Q%)) intervallumon, amelyben azon-
ban az litemezés meghatdrozott, beleértve a t'=t+€5{3-l)(t)
pontot is. Itt a dontés s[t'] = S5_j» Vagyis egy A5 ;-
task /osszefiiggl/ litemezése. A.t‘+ﬂ13_i pontban egy

Ay _;-task végzbdik és a tObbi processzor is szabad. A
szitudcid megegyezik a /4.1/ szitudcidval, ahol most
a=3-i. Formdlisan

64 Lo o0 (9] =675

Ezzel kulcsmegdallapitdsunkat igazoltuk. E megdllapitdast
és kozvetlen kovetkezményeit fejezi ki az aldabbi lemma.

4.1, Lemma: Tetszdleges QCQ konfigurdcidé természetes
iitemterveire vonatkozdan igazak az aldbbiak:

/i/ Bérmelyik kritikus szitudcidé utdn 7 iddn beliil
fellép valamelyik /4.1/ alatti 6”a), a=1,2, szitud-
cid;

/ii/ Barmelyik kritikus szitudcid értéke csak a léte=-
z0 5']._, vagy 5"2 lehet /kivéve a 60[01 elsd szitud-
cidt/;

/iii/ Bérmelyik hatdrozott szakasz részben kongruens
az egyik elsé hatdrozott szakasszal;

/iv/ A két els8 hatdrozott szakaszon kiviil legfeljebb
négyféle hatdrozott szakasz lehetséges; ezek szdma
annyiszor kettdvel csokken, ahdny /legfeljebb kettd/
teljesiil az aldbbi ot feltétel koziil:

‘ d - -
G;i nem létezik, i=1l,2,

4.2/ 6 =6, i=1,2

51 - 6'2 /#6,/.
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Bizonyitds: /i/ @azonos a kulcsmegédllapitdsunkkal, amelyet
mdr igazoltunk, Az /ii/ és /iii/ kovetkezik /i/=b8l és
a 3.12, Lemma /3/ 411itdsdbdl.

/iv/ 411itds igazoldsa: Az /i/ 411ités kSvetkeztében
a hatdrozott szakaszok csak a kezdeti [t,t'+7%,)
szakaszaikon kiildnbozhetnek valamelyik elsd hatdrozott
szakaszt6l, ahol t az alsé hatdrpont a 6’{ vagy 6'2'
alsé hatdrszitudciéval és a kritikus déntés olyan, hogy
egy A -task Utemezddik elészor, a ! pillanatban, Mivel
az ltemezésnek ez a szakasza is a hatdrszitudcid és kri-
tikus dontés d1tal egyértelmiien meghatdrozott, maximd-
lisan négyféle 1lehet a kétféle szitudcibd és szitudcidn-
ként kétféle dontésnek megfelelden. Ha 6’ kritikus gzi-
tudcibé nem 1létezik, akkor a 3.14, Lemma szerlnt U
egyetlen Rio litemterv, amelynek nincs kritikus szitud-
cidja, ezért maga egyetlen elsé hatdrozott szakasz.
Ilymédon /a mdsik @(3"1 osztdlyban/ csak a 6';_5_
kritikus szitudcié léphet fel és maximdlisan két hatd-
rozott szakaszt generdlhat a két lehetséges kritikus
dontés révén., Ha 6';_5_ sem 1étezik, csak a két elal ha-
tdrozott szakasz van: maguk az Rio és R3 i,0 iitemtervek,

6;_1 , akkor itt a két dontés nem general ujfajta

hatdrozott szakaszt, csupdn a két elsd mdsolatdt., Ha 61
és 615 egyarant léteznek, de egyik, vagy mindkettd 60 ’
akkor ugyanigy két-két ujabb hatdrozott szakasz lehetdsége
sziinik meg. Végiil, ha 6'1 = &) , akkor a két kritikus
szitudcidban a lehetséges két kritikus dontés is azonos

s a generdlhatdé hatdrozott szakaszok szédma kettdre
cadkken, Azonban ez is csak akkor lesz uj, ha 51 = 6’5 #

’ onpen a e elso atarozo 8zaxasz genera=
# 60 kiilonb két elsd haté £ Kk £
16dik.

Qee.d.
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Ez a lemma nem tartalmaz feltételeket arra nézve, hogy a
kiilonféle lehetdségek koziil mely esetben melyik kovet-
kezik be. A feltételeket a 3.4. pont eredményeibdl Osz-
szegylijthetnénk, azonban ezt csak hivatkozds nélkiil fog-
juk megtenni a késGbbiekben. Az aldbbi fontos tételhez

- egy kivételével - ezekre a feltételekre nincs sziiksége.

4.1. Tétel: Tetszdleges Qe @ konfigurdcié kivetkezetes termé-
szetes ilitemtervei periddikusak, kivéve az

/4.3/ 7 =0, '\71'32>O és '3'1,'32 raciondlisan fliggetlenek

kiilonleges esetet.

Bizonyitds: Birmelyik Réﬂla} {Q/ KT iitemtervnél hidrom
lehet8séget kiilonboztethetiink meg az aldbbiak szerint.
A bizonyitdst ezekre kiilon-kiilon végezziik el.

l.eset: R-nek nincs kritikus szitudcidja. Ekkor
R=R_ , amely a 3.5. Tétel /C/ dllitdsa szerint a /4.3/
esetben nem, egyébként azonban mindig periodikus.

2.eset: 6; - do' A kovetkezetessédg miatt itt ismét az
S, dontésnek kell lennie és a 3.12. Lemma /2/ dllitésa
szerint az elsével kongruens hatdrozott szakasznak kell
kezdSdnie, amelynek fels§ hatdrszitudcidja tjra 6.
Indukcidval adddik, hogy R-nek csak 50 kritikus szitud-
cidi vannak és periodikus. Periodusa az elsd hatdrozott
szakasza /4.1/ (a) Abra/.

J.eset: B! =6, | i=1,2. Itt kétféle dontés lehetséges.
Az egyik a 5137: & mdsik a 6'13-&) szitudcidt generdl-
ja, amelyet /4.1/ formula ad meg. Az els8 esetben a fel=-
s8 hatdrszitudcid ismét a 6;, amelyben a kovetkezetes-
ség miatt a dontés mdr meghatdrozott.
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Ezért R periodikus lesz az elsd hatdrozott szakasszal,
pontosabban a két G'(a) el8fordulds kozotti szakasszal,
mint periodussal /4.1/b)Abrdk i=a $s i=3-a esetére/.
A mdsodik esetben a felsd hatdrszitudcidé a 6'3 s
kritikus szitudcid lesz, ha ilyen 1étezik, Ha nem létezik,
akkor R lényegében azonos az R -8) osztdly egyetlen
elemével, az R3 8,0 litemtervvel. Ez periodikus a 3.5.
Tétel /C/ szerint.

Ha 5;_3 1étezik, erre ugyanazok a lehet8ségek, mint
a 5; esetén fentebb sorravett esetek. Ha 6;_3: 6'0
akkor itt az s, dontés a kovetkezetesség miatt meghatdro-
zott s R periodikus lesz az els8 két hatdrozott szakasszal,
pontosabban ismét a két 6(® kozstti szakasszal, mint
els8 periodussal /4.1/ (c/1)és (c/2)Avrik/.

Ha 5;_a= 6; /ez tipus és érték szerinti azonossd-
got jelent!/, akkor a kovetkezetesség miatt itt ismét az
dontest kell hozni, amit a 6 gzitudciéban hoztunk,

vagyls ismét a mdsodik hatarozott szakaszt 6’ - felsé
hatdrszitudciéval fogja generdlni. Ezért R perlodikus a
mésodik hatdrozott szakasszal, mint periodussal /4.1/d)
Abrék/. Ha azonban 5;_8‘# 6‘; /ami nem zdrja ki, hogy
azonos tipusuak legyenek!/, akkor itt még két dontési
lehet8ség marad. Egyik a 6!; , mdgik a 6;-a felsd hatdr-
gzitudcibval rendelkezd szakaszt generdlja /azonos tipusu
6'%__a és 6; esetén a 4.1/(d)és(e) Abrdk, eltérs tipusu

6;_3 és 6'; esetén a 4.1/(f)$s(g)Abrdk mutatjédk a lehe-

t8ségeket/. Barmelyik esetben a dontés a kovetkezetesség
miatt meghatdrozott. 5 generaldsakor a periodus alapja
az elsb és mdsodik hatarozott szakasz /4.1/(e) és(£)Abrék/.
6';_3 generdldsakor a periodus alapja a mdsodik hatdrozott.
szakasz /4.1/(d)és(g)Abrdk/. Ezzel az Osszes lehetséges
kritikus szitudcidé-kombindcidét megvizsgdltuk.

Qo o do
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Ez a bizonyitds teljesen logikai, a 4.1. Abrik csu-
pan szemléltetik az egyes kombindcids lehetdségeket.
Ezekre, valamint az dbrdkban szerepld Osszefliggésekre
késbbb is hivatkozni fogunk. Természetesen egy konk-
rét QE€Q konfigurdcidndl nem az Osszes 4.l. Abrdn
sorravett eset léphet fel. Alternativdt csak kritikus
dontéssel teremtiink, annak eredménye azonban egyértel=-
milen meghatdrozott a Q dltal, bdr annak jellege fiigg
Q-t6l. Az esetek szemléletesebb Gsszefoglaldsdra a
4.2. Abrin egy graf segitségével is bemutatjuk a lehe-
t8ségeket. Abban a csucsok szitudcidkat, az élek rako-
vetkezéseket jelentenek. Amikor a lehetséges utakat don=-
tésekkel védlaszthatjuk meg, az élet a dontéssel cimkéz=-
ziike A t0bbi é1 koziili ténylegeset a Q konfigurdcid pa-
raméterértékei hatdrozzdk meg. A grdf a lehetséges litem-
terveket az elsé periodusok végéig mutatja, ha van kri-
tikus szitudcidé. A fa dgai alatt az (x/n)jelzések a
4.1. Abrdkra utald cimkék.

A 4.2. Abrdrdél leolvashatd, hogy egy adott Q€& Q
konfigurdcidndl a KT iitemtervek szama erdsen kor}étozott.
Vagyis az 'Rla kovetkezetes természetes /az "R,[Ta kovet=-
kezetes/ elemeinek szdma meghatdrozott véges.
Nevezetesen: az elemek szdma minimdlisan egy /ha nincs
kritikus szitudcid, vagy az 60 / és maximdlisan hdrom
/pl. &, a Gla,o sg! 6 35,0 Pekivetkezése esstén
- tobbek kozdtt/. Konnyii beldtni, hogy - bdr az REP &s
®{3-8/ K1 iitemtervei nem fiiggetlenek - az Osszes R T
beli kOvetkezetes elemek szdma minimdlisan kettd és maxi-
mdlisan hat.

Ezt a tényt egy lemma formdjdban is megfogalmazzuk.
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4,2. Abra: Kovetkezetes természetes iitemtervek griafja az elsd

periodus végdig
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4.2, Lemma: Egy QeR konfigurdcid Osszes lehetséges
kovetkezetes természetes litemterveinek szdma Q
paramétereinek értéke dltal meghatdrozott €s
s{o]:sa, a=1,2, mindkét elsd dontés mellett mini-
mun egy €s maximdlisan hdarom, Osszesen minimum
kettd és maximum hat kiilonboz8 lehet. Ezek legfel=-
jebb hdrom lényegében azonossdgi osztdlyba tartoz-
nak, minden osztdlyban legfeljebb két elemmel, ame-
lyek els8 sfo/ dontése kiilonbdzb.

Bizonyitds: A lemma els$ részét, az .litemtervek szdmdra
vonatkozdan, mar beldttuk. Ami azok lényegében kii-
lonbozbségét illeti csak azt kell meggondolni, hogy
valahdnyszor alternativ dontés van, az egyik a 6 "
a mdsik a 6 e szitudcidra vezet. E kettd koziil egyik
éppen az ellentétes sfo] dontéssel kezdddd iitemtervek-
kel kOz0s, ahol minden kovetkezetes folytatdasi lehetd-
ség képviselve van, igy az a valtozat is, amelyik iitem=-
terédl éppen sz6 van. Utemterviink tehdt azzal a vdl-
tozattal lényegében azonos. Ha nincs alternativ don-
tési lehet8ség akkor viszont az iitemterv egyértelmiien
meghatdrozott sfo] dontés d1tal és a mdsik RlTa} 082z~
tdlyban lehet, vagy nem,vele lényegében azonos iitem-
terv., Ennek megfelellen valdban lehetséges egy, kettd,
vagy hdrom lényegében azonossdgi osztdly, egyenként egy
vagy két elemmel,

Qecod,
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Mar a 4.2. Abra élein feltiintettiik a megfeleld
szitudcid-rdkovetkezések feltételeit a /3.11l/ egyen=-
18tlenség Co;?/l,o/ legkisebb megolddsdnak .Aé hi-
bdja segitségével, amely a 3.14. Lemma eredményein
alapul. A 4.2. Abrdn ldthaté fa azonban nem szemlél-
teti az iitemtervek végtelen voltdt és a ciklusok egy-
mashoz kapcsoldéddsdt. A 4.l1. Lemma szerint a természe-
tes litemtervekben csak néhdny hatdrozott szakasz ismét-
16dhet, ezért lehetséges a végtelen ilitemtervet véges
sok csucsot és élet tartalmazd ciklikus graffal is db-
razolni.

Ez ldthaté a 4.3. Abrdn. A ciklikus grdf szemlél-
teti az Osszes lehetséges R‘Tl-beli litemtervet egyszer-
re a hatdrozott szakaszok, illetve a jellegzetes szitud-
cidk rdkovetkezései segitségével. A gridfban a csicsok
szitudcidkat, az élek rdkdvetkezéseket reprezentdlnak.

A GIi] szitudcié lehet nem kritikus, amikor a p’i
szitudcid koveti, vagy lehet kritikus szitudcid, amikor
egybeesik a 5:’ jellegzetes szitudcidval. Ezt feje-

zik ki a 64 -bdl kimend nyilak. A 5: csics vald=-
jéban csak egy fiktiv szitudcidé, amely a beldle kiindu=-

16 nyilak végén taldlhatd szitudcidk valamelyikét képvi-
seli. Az élek mentén megadtuk a rakovetkezés feltételeit;
vagy a paraméterekkel kozvetleniil, vagy a /3.18/ egyenl8t-
lenség legkisebb w;z/l,o/ megolddsdnak A; hibdja se=
gitségével. A kritikus szitudcidkbdl kivezetd élek a kri-
tikus dontéseknek felelnek meg.

Két fontos megjegyzést tesziink itt.

/i/ A 6, szitudcidban az sl és s, dontések lehetlségét
degenerdlt esetben korldtozhatja a 2. Megdllapodds. Ennek
figyelembevételével is érvényes a graf.

/ii/ A 6'1’0 vagy 6’2’0 kritikus szitudcidk egy Q€ Q
konfigurdciodnal jelképezhetnek két kiilonbozd értékii, de

azonos tipusi 6{ és 6; kritikus szitudcidt is.
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4.3. Abra: Természetes iitemtervek ciklikus grafja
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A graf csiucsait korrel és/vagy négyzettel kere-
teztiik. Atmenet egy "koros" csdcsbdl "négyzetesbe,
vagy vigzont, olyan szitudcidba érést jelent, amely

£T1) . [T2)

az R és R kozlil a masik osztdly elemének is
szitudcidja. Ilyenkor a két osztdlyban vannak lényegé-
ben azonos elemek.

A11itjuk,hogy tetsz8leges Q€ RQ konfigurdcis
esetén a 4.3. Abrdn a 60 szitudcidbdl elindulva az
élek mentén feltiintetett feltételek és dontések sze-
rint haladva az Osszes lehetséges természetes litemezés
menete végigkovethets. Ehhez azt kell bebizonyitanunk,
hogy a feltiintetett feltételek helyesek. Ezt egy lemma

formdjdban végezziik el.

4.3, Lemma: Természetes ilitemtervekben a jellegzetes

szitudcidk rdkovetkezési feltételeit a 4.3. Abrén
1év3 ciklikus graf élei mentén feltiintetett felté-
telek adjdk meg.

Bizonyitds: A bizonyitds kissé hosszadalmas, mert meg
kell vizsgdlni az Osszes lehetséges konfigurdcid-
vdltozatot. Szimmetria folytdn elegendd a graf
egyik /alsé/ felét tekinteni. Tegyiik fel eldszor,
hogy egy R természetes ilitemterv az 81 dontéssel
kezd8dik, A —E1, 611} ut nyilvdn helyes.
A 611} akkoroés céak akkor nem kritikus szitua-
cié, ha 027, ‘-‘-'al és ‘31 > 0. Ilyenkor

611}-et a F)l-szituécié koveti. Minden egyéb
esetben, vagyis 0£~ <"22 és ‘al= 1,=0 ese-
tekben, 6“‘] a 61 kritikus szitudcid. Igy a

6/ _ b, és 61 __ g% utex feltételei
helyesek. A tovédbbi utak feltételeiben a
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/w/ 0o £A, =7

/3.18/ egyenlétlenség megolddsa jatszik dontd sze-
repet, amelynek Cdlz/l,o/ minimdlis megolddsat
@Y és annak hibdjdt A% jelsli, feltéve, hogy
megoldds létezik.

0% 31< 12 vagy '3]_: ’12=O esetben a /m/

megolddsa 00::/1,0/ a A’{: %, hibdval.
o 68 __ 6% sl feltételei mellett tehdt AY
mindig 1étezik. Ezenkiviil a 67 csicsba a p-
b6l jutunk, ha A’{ a 0=7, £'31 > 0 feltétel
mellett létezik.

A /w/ egyenldtlenségnek két esetben nincs megol-
ddsa: /4.3/ kiilonleges esetben és a 31 >0 'C'2=0 '
degenerdlt esetben. Mindkét esetben R=Rlo, hiszen a
3.14., Lemma szerint nincs kritikus szitudcid, mert
a /3.11/ egyenldtlenségnek sincsen wé?./l,o/ meg-
olddsa. A 3.5. Tétel szerint az elsd esetben Rlo nem
periodikus, a mdsodik esetben azonban igen. A tovabbi-
akban e két esetet kizdrjuk, mint elintézett esetekets
Minden egyéb esetben van wf megoldds. Ilyenkor a
4.3, Abra grifjdban a 6 1) euticab6l valamelyik dton
a 5"1' csicsba jutunk. Vegyiik sorra a lehetséges kon-
figurdcidé-tipusokat.

Elészor a 3.1l. Tdblazat szerinti elfajult eseteket te-
kintjiik.

’Cl= ’C2=O degenerdlt esetben A:=O= 71 létezik
/de A:: C,=0 is igaz/, ezért a grdf a 6 _csucsba ve=-

& 0}

zet. Valéjdban az Oi nulla ilitemtervekben a 6'0

szitudcid tér vissza és ott kell felvaltva az S és Sp
dontéseket hozni a 2. Megdllapodds szerint.
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g™ 04 3l=o esetben mindig @¥=/1,0/ és
A'1'= 11 ezért a 6:__>60 dtmenet adddik az db-
rdban. Ez helyes, hiszen a ti=7l pontban a 50
kritikus szitudcidé tér vissza.
’Cl=O, T,>0. degenerdlt esetben is
w;:/l,o/ a megoldds, amelyre A'A':O:’zl a

6'{ 4 6‘o rédkovetkezést jeloli ki helyesen,
hiszen a 6’0 dllapot azonnal visszatér a
Cl-ciklus litemezése utdn a t{: %,=0 pontban.

Itt a 2. Megdllapodds az S, dontést irja eld.

M =0, 13132>O és 31, 32 raciondlisan Osz-
szefiigglk esetben /#/ alakja A1=O egyenlet,
amelynek legkisebb pozitiv megoldédsa a 6’0 szitud-
cid elsd visszatérését hatdrozza meg és az dbra he-

* (& . .
lg’e‘sen a 61 ; 60 adtmenetet mutatja, hiszen
1=0= 5+

n >0, Z’l’C2>O esetekben a /#/-nak mindig
van megolddsa. Ha A"f:*z és 60:’{ nem megolda-
sa a /3.11/ egyenld8tlenségnek, akkor a 3.15. Lemma
szerint a GT 5 6027 simenet helyes. Ha A’{:’l ;
akkor OJI csak 7 ,=0 mellett lehet a /3.11/-nek is
megolddsa a 3.2. Tdbldzat szerint. Ekkor azonban
A: = AJ‘_= %, és a 3.14. Lemma szerint a 6"]'_' B

dtmenet helyes. Ha O <A$<’l s akkor OJT bizto-

san megolddsa a /3.1l/-nek is a 3.2. Tdbldzat és

3,16, Lemma szerint. A 3.14. Lemma szerint azonban

B¥ kritikus szitudcid és Al= A™ mellett vald-
ik il

ha 1 =”21 ea? 61_>62,o, ha 111< Al<'7, pon-

tosan a 4.3. Abra feltételei szerint.
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Végil ha A::O, akkor az "ll=0 mellett

6': ; 6‘0 a helyes ldtmenet, mig ’vll>0 ese-
tén a 3.2. Tadbldzat és a 3.17. Lemma szerint
0= ‘sz '31 feltételnek is fenn kell dllnia,ezért

O6¥- .. Az 4brdban ilyenkor valdban a
i 1

»* (1)
Y - L N
Ezzel az Osszes lehetséges konfigurdcid-tipust meg-

9’1 Gt adédik, helyesen.

vizsgdltuk. Nyilvdnvald ugyanez az érvelés akkor is,

ha az litemezés kozben bdrmikor jutunk a 6 szitud-
cidéba és _hozzuk az Sq dontést, vagy bdarhonnan jutunk

a 5’1 csucsba.

Qee,d,

Megjegyezziik e bizonyitds utdn, hogy a 4.3. Abra grif-
jédban az R',o csticsok nemcsak a /4.3./ kiilonleges eset-
nek megfeleld aperiodikus litemterveket képviselik, hanem
a masik eseteket is, amikor a /3.18/-nak nincs megoldédsa,
nevezetesen amikor '

/4.4/ 3j>o, ’C3_J.=o /i=1,2/

fenndll.

A 4.3. Abra ciklikus grafjdn az iitemtervek hatdrozott
szakaszait a kritikus szitudcidétdl kritikus szitudcidig
vezetd utak képviselik. Egy szitudcid visszatérését egy ut
zdrdéddsa /hurok/ jelenti. Vegylik észre, hogy a grdfban

611

nincs olyan zdrt hurok, amely szitudcidét ne tartal-

mazna. Egy periodikus /pl. kovetkezetes/ ilitemterv perio-
dusat is zdrt ut képviseli, azonban két feltétellel:
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/1/ a zdrt ut nem képvisel periodust, ha kétszer
egymds utdn nem jdrhatdé be a 2. Megdllapodds miatt.

/2/ két hurokbdl 4116 zdrt ut képvisel egy perio=-
dust az /1/ alatti zdrt utakndl és akkor, ha a két hu-
rokban ugyanaz a kritikus szitudcid eltérd értéket kép-
visel /1. 4.1/ fe) Abrdkat/. Ilyenkor a zdrt ut mindig
érint ellentétesen keretezett csucsokat.

Adott konkrét Q€Q konfigurdcidéndl a lehetséges
rékovetkezéseket a 4.3. Abra egy részgrifja dbrdzolja,
amelyben minden nem kritikus szitudcidbdl egyetlen ki-
vezetd nyil /él/ van és csak a fellépd kritikus szitud-
cidkban van két kivezetd nyil. Tipikus grafokat mutat
be a 4.4. Abra. Az ilyen grafbdl kiolvashatdk azok a leg-
rovidebb zart utak, amelyek a fenti /1/ és /2/ feltéte=-
leknek eleget tesznek és nem tartalmaznak hasonld tulaj-
donsdgi zdrt részutakat. Ezeket lehetséges periodusoknak
nevezzike
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4.4. Abra: Konfigurdcidk tipikus gridfjai
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Ha példdul a 6 o Szitudcidébdl s, dontés utdn
nem jutunk t6bbé kritikus szitudcidba, ahol szabad
dontési vdlasztds lenne, akkor Q.IT
egyetlen R elem /4.4/ fa), [v) Abra/. A 4.4/ (v)
Abra olyan esetet mutat, amikor az So déntés vissza-
vezet ugyan a 66 szitudcidba, azonban a 2. Megdlla-
podds miatt /'Cb:O/ S5 dontés nem ismételhetd. Ha
egy lehetséges periodus mindkét keretezésii csucsot tar-
talmaz, akkor két lényegében azonos KT ilitemtervet kép-
visel. A KT iitemtervek Utjdt a 4.3. és 4.4. Abrikon az
jellemzi, hogy miutdn egy lehetséges periodust egyszer
bejart, ebbdl nem léphet ki, ezt ismétli végtelen sok-=
szor. Tudjuk, hogy legfeljebb hdrom lehetséges perio-
dus van, hiszen legfeljebb hdrom lényegében nem azonos
iitemterv lehetséges kOvetkezetes ilitemezés mellett.

A hdrom lehetséges periodust jellemzi a benne szerepld
60 soitudoion suius 85 tipusa. A hdrom lehet8ség

g g™ __ O __ ...
g2 — 6@ ___ g2
W g@ g ___ ™ .,

Konnyii 1ldtni, hogy a vadltozatok szdma cstkken, ha
a /4.2/ feltételek koziil egy vagy tobb bekdvetkezik.

Azt is konnyii beldtni, hogy bdrmely természetes
iitemtervben csupédn a lehetséges periodusok szerepel-
hetnek vdltakozva és esetleg egymdsba agyazva. Minde-
gyik lehetséges periodusnak meghatdrozott PA-kihasz-
ndltsdga van. Az litemtervek hatékonysdgai ezek kiilonfé-
le sulyozott dtlagai, amelyek egyike sem lehet nagyobb,
mint a Pp-kihaszndltsdgok maximuma.
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Minden lehetséges periodushoz van olyan KT litemterv,
amelynek ez a periodusa. Van tehdt olyan is, amely-
nek maximdlis a hatékonysdga.

Ez azt jelenti, hogy a KT iitemtervek domindljdk
a természetes ilitemterveket. Ezzel bizonyitottunk egy
fontos tételt.

4,2, Tétel: A kovetkezetes természetes litemtervek osz=-

tdlya Osszefiiggd-domindns.

Bizonyitds: Mivel a 3.2. Tétel szerint a természetes
iitemtervek Osszefiiggb-domindnsak, a KT {itemter-

vek pedig domindljdk a természetes iitemterveket,
az allitds nyilvanvald.

Q.eed,

E tétel kovetkeztében az Usszefiiggb-optimdlis ilitem-
tervet legkedvezGtlenebb esetben is hat litemterv koziil
kell kivdlasztani, amelyek legfeljebb hdrom hatékonysd-
got képviselnek. Ez gyakran kevesebbre redukdldédik. Ezek
kozé az litemtervek kozé tartozik a 3.6. Tétel szerint a
két Osszefliggd prioritdsos litemterv is: Rlo és R20.
Konnyii beldtni, hogy ezek a szoros iitemtervek az oszta-
lyon beliil. Felvetddik a kérdés, hogy ezek nem domindn-
sak-e a nem~szoros litemtervekkel szemben. A vdlasz nem-
leges, amint ezt a 4.5. Abra példdja mutatja a
Q=/2;5;3;6/ konfigurdcidra. Lzzel a 3. Fejezetben a
3.3. Tétel utdn maradt nyitott kérdés eld8lt: a szoros
Osszefliggl litemtervek nem feltétleniil domindnsak.
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Nyitva marad azonban a kérdés, hogy milyen feltételek
kozott lesz az Rlo’ R20 szoros iitemterv-par domi-
nans. Ez csak az ilitemtervek részletesebb kvantitativ
elemzése utan vdlaszolhatd meg.

L] 2 VA 1A 2 11 W N/,
VA N 7/, R /////, g L
I V[ 2 a2

2
P1o=P2o= T1t 5" 2=T2=9 ”610= 52°=5/9-o.56

T <

' i CI /W /) R )
7 " Y /) B
T T TR 2 VL 2

. .
py=pp=3T =2 Tt Y+ 3 7p=21, ¥)= ¥ ,=12/21m0.571

4,5. Abra: Szoros iitemterv nem okvetlen domindns

/Példa: Q = /2;5;33;6/ , 610<X1 Vs

A 4.1. Abrdn 1l4dthatd iitemtervek alapjdn, ame-
lyeknél a periodushosszakat is felirtuk, elddllithat=-
juk a KT ilitemtervek periodushosszanak és hatékonysdgd=-
nak kifejezését a /3.18/ egyenldtlenségek megolddsai=-
val. A megolddsok a 4.3. Abra és a 4.3. Lemma szerint
teljesen meghatdrozzdk a fellépd kritikus szitudcidkat
és a hozott elsd kritikus dontésekkel egyiitt az ilitem=-
terveket,
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Vezessiik be. a jellegzetes dontés elnevezést és
az sla,, a=1 2, ;elﬁlést arra a természetes dontés-
re, amely a Ae szitudcidét generdlja. Ez lehet kri-
tikus, vagy nem kritikus dontés. Jellegzetessége az,
hogy egy Aa-‘task litemezését generdlja és az f(Aa) pil=-
lanatban egy A;_ -tagk litemezésre kész. Ez a jelleg-

zetessége a la

szitudcidnak; ott egy Aa—task
végzbdik és egy A3_a-task iitemezésre kész. Ez nem je-
lenti azt, hogy az A3_a-task feltétleniil iij:emezé’dik

A2 jellegzetes dontés vagy kritikus szitud-

is. Egy s
cidéban, vagy olyan 6 [t] szitudcidban kovetkezik be,
amelyben [5[&,[1;]=0, %;13'3‘}‘5}: 72&.' Hogy fa

legesen milyen dontés, az fligg a szitudcidtdl. s A =8,

tény=-

akkor,ha a kritikus szitudcid 6 6. 1 i=l,2,
9

Ga o vasgy 6[1:] nem kritikus; es s é":so, ha a kri-
tikus szitudcid 63-9. o°

Ha 6[t] nem kritikus, akkor az f{A ) pontbeli
6/al szitudcid lehet Cba-smtuac:lo,vag;y GB-a 0!

9

vagy Go kritikus szitudcid attdél fiiggben, hogy

= &y) £ ; . i
V3a S Vs 0<V,<Y5 s illetve ~ =0. A 4.3. fbra
alapjdn konnyii beldtni, hogy a /4.3/ kiilonleges eset ki-
vételével barmely KT ilitemtervet egyértelmiien jellemez

elsd hdrom jellegzetes dontése. Ugyanis az elsd hdrom

jellegzetes dontes dltal ?eneralt hdrom 612 al szitud-
cid kozott G/l és
18dik, amely meghatdrozza az ilitemterv periodusdat.

koziil pontosan egyik ismét-

Haszndljuk az R jelolést arra az iitemterve
tlgusra,aamelynek elso ﬁngl’u jellegzetes dontése
of 2L I3}
8ydsa 45
Ra,3-a,a”’ Ra,3 -8,3=a * a=1l,2. Ezek periodusanak tipusa
megfelelden 6 fa]_ G/a] Gla] 6’[3-a[ 64[8./
illetve © [3-a)_ 6’3'31

A lehetséges tipusok R
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Most bizonyitunk egy fontos tételt ezzel kapcso-
latban.

4.3. Tétel: Barmely Qe Q konfigurdcid kovetkezetes
természetes litemterveinek jellemzlbit teljesen meg-
hatdrozza a
7445/ 0= B’C’ A’C‘Bl /I i=1,2

egyenldtlenségek .-/l o/ megolddsainak 1léte
és 1étezésiik esetén a 1egklsebb QJ'_/B A‘/,
i=1,2, megolddsok értéke és A™ 1 1= l 24 hlbaga a
kovetkezlk szerint.

/i/ Ha a /4.5/ egyenlitlenségek egyikének sincs
megoldasa, akkor Rloﬂszo az egyedili KT litemter-
vek, amelyek nem periodikusak. Ez pontosan a /4.3/
<lilonleges esetben kovetkezik be. A hatékonysag
'U:O. Minden mds esetben a KT iitemtervek periodiku-
sake.

/ii/ Ha a /4.5/ egyenl8tlenségnek i=j / j=1,2/
mellett nincs, de i=3~j mellett van megolddsa, ak-
kor RJO‘RJJJ és R3-j,0 =R3—j,j,j’ két KT iitemterv
létezik, amelyek periodikusak és lényegében azono-
sak. Ez pontosan a /4.4/ esetben kovetkezik be, ami-
kor tehdt 2%:>O, TB_j=O. A periodushossz, P,-fog-
laltsdg és a hatékonysdg megfelelden:

p=tj’ a= '23 ’ 'd=%=613)'

Ezeket mds formdban a /iv/ bekezdésben még megadjuke.
/iii/ Ha a /4.5/ egyenldtlenségnek mindkettdnek
van UJ >/1,0/ megolddsa, akkor minden KT utemterv

perlodushossaa és hatékonysdga kifejezhetd a leg-
kisebb CO: megoldasok és azok hibdja segitségével.
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A periodushossz

IaI,C

/4.6/ la,tl_'_ U{al—

pa=C‘ 1 1=

a PA-foglaltség
/ /
aa=Q"li M1+w 21'22

és a hatékonysag

/4.T/

o + 0/,

la)
U
/4.8/ B =22 = 1o 2y 1Dy 1o 2y 2 4 oy
pa pa pa
alakui, ahol
Feltételek 4.1.
Tipus o = = ) Kvrarész |
63 s(6‘8. 3~-a 8[53-3.
/4978 |Rg o o | Pa /68| | - - (&), ()
1829751 |Rq, 3_a,3-o|B3-a/04 | ¥V Rs_a/64a| #™ [a)i(e)
/496 |7y 50,0 f-of 64 L b, /64 4 ers(eds )
n(a) jellemzdk
. )
D8 | 2| B
/4.9/a/ B, ! e 0 A
/4.9/0/ Ao | B3a 3-a 0
/4.9/c/ BatA3_ a| Aa+B3.a |7~ 43|71~ 45
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/iv/ 3J.>O, ’CB_J. = 0 esetén az /ii/ alatti p, a, § a
kovetkez8képpen is felirhatdk:

/4267 b= (ry T 403+ /T 4 Tp/= Wy Ty + Uyt O/T 4Ty
/4.7 a= My + Moo + O/ M 4/
U U 0
/4:8‘/ ~6= %“/1"‘ Bl/ﬁll]'i' /1+ 'pL/ 6 12}9 / - =O!/’
0
arol || mipus | gy | Mp | Uy | Uy |Feltétel
1|Rq ™ Ryq,|0/=A5/|1/=B5/ o/=43/| © r&l>o,'c~2=o

/4.9'/ o
R120% R, | 1/=B%/|0/=0T/| 0 |0/=4F/ T,=0,9,>0

és

/4.10/ O=1-sen /T T,/ .



Megjegyzés:

kritikus szitudcidban, vagy a

kizdr. Igy 6'* 6’ , vVagy 6'3 g =6
kezetesség mlatt csak 5(5 )_s

- 36 -

It% sla’i) jeloli a jellegezetes dontést a

esetén az s{6"‘)_s
dontések nem lehetsegesek a 2. Megallapodas miatt. A

tényleges iitemterv tipusok dttekintése a 4.1. Tdbldzat-
ban ldthaté. Az aldbbiakban ezt is bizonyitjuk.

és T

3=-a

6"

L

@) -szitudcidé eldtt.
A /4.9/a-c/ esetek kOziil nem léphet fel az, amelyiket a
3. Pejezetbeli 2. Megdllapodds, vagy a kovetkezetesség

o)
lehet

_O esetén az S(G'*

esetén a kovet=-

séges.

4.1, Tdbldzat: A lehetséges KT iitemtervek,

T =0
3-a)=83-a

= = % Y ¥
ofo s£g)| g® [727 9. 0 <43 |43 =Np|2<43| 45 =7
2 : ¢ ®_ :
=s, <Mp | SMp |45=7Ty=0 <" %
3 _ [~ D [62)
6'2 ¥ Gi /#2 6l2,o 60 Gl,o S /Pl
5 1) R R
0=A1 6( Rooo 222 Ryoo 222 Roqp
<n,|p 211 uhl
11U | By Biia ki k) e ha
v R R
O<AE N 322 " 222 /] B
1g 222 |\ P2y 222 | 212,
2 s Y £ 1 nRy e
N1 R / | R211 R 7 11 R
122\ P121f12 121 N\ F12yR1295, /121
®_. R R
A= Raoo | \222 Roo2 22?% Ro12
- 6o el2 12 212
47=T5=0 i ) ey Rrr ] Fin Byad
R R
n <AE Haga |\ 222 Roza | 225 212
t1is n  Sooigle . 212
. 2,0 [F111 111 Ry12 11178, 1118211
<n ’ b R ] 11
| R rRZ,JR /R R, ,JR /R
122\ F1218122 120\ F121%122] F121
®_ (2) R R
41=7 |§ Ro22 e22 Roo2 e2 Royo
5 RioxBa12 . RopD8o12 .
, R
71| P2 | Ryzz . 121 Rops 121
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Bizonyitds: Azt, hogy /i/ és /ii/ igazak, mdr a 4.3. Lemma
bizonyitdsdban megmutattuk. A /4.4/ esetben nyilvdn=-
vald, hogy i=3=-a mellett a /4.5/=-nek megolddsa az
CoE:/l,o/, amelyre 13;=O. Csupdn az /iii/ és /iv/ 411litéso-
kat kell bizonyitanunk.
Nem elfajult konfigurdcidéndl a 4.1. Abrdk alap-
jéan minden elképzelhetd esetben egyszeriien ellendriz=-
hetd /4.6/ az &brék alatt feltiintett formuldk alap-
jédn, amelyek viszont a ciklusvégzddésekre érvényes

/3.6/ formuldkbdl kovetkeznek. A periodikus iitemter-
vekre /4.7/ a /4.6/=bé1 kovetkezik a /3.2/ szerint.

A /4.8/ legegyszeriibben a 6(1L‘Qi/ti és /4.6/ helyet-
tesitésével ellenbrizhetd, amikor aa/pa adodik.

A 4.1. Tébldzat a 4.1. Abrdk alapjdn ellendrizhetd.
Végiilis csak elfajult esetekben marad /4.6/ és a tdb-
ldzat ellenfrzése. A ‘5; értékét csak bizonyos el=-
fajuldasokndl lehet problematikus szamitani, amikor
egyszerii helyettesités hatdrozatlansdgot eredményez.
Ez a nulla eset, amelyben o/0=0 megdllapoddst kell al-
kalmazni /4.8/ érvényességéhez.

T,=T,=0 nulla konfigurdciénil w::/l,o/, A’:!L'=o,
653‘33-i és a /4.6/ trividlisan a p,=0 periodushosszat
szolgdltatja. A o/0=0 megdllapoddssal 3;:0 adédik a
3. Pejezet 3. Megdllapodasaval Osszhangban. R12lés R212
a lehetséges iitemtervek. ’71>'O,‘31=‘€2=O degenerdlt
esetben w%/l’o/’ A§= 711, GIT=6.0’ wg=/l’0/9

Ag=0= P 6"'2‘.—. 6‘0, azonban a 2. Megdllapoddst figyelem-
be kell venni. A /4.9/ tdbldzat lehetséges értékei most:
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6* 5/6;/ 6% 5/6'5_3/ Q’.‘(:)C‘%)- ue) Ugla Megjegyzés

a 3-8 a
O &1 | - - 110 |0 |1, e ]
a=1
6, /E&/ - - - - |- - | Kovetkezetesség!
5 3 )RQ/ - - - | = |- - | 2,Megdllapodés
- o '
a=2 60 8y 6, /EI\/ - - |- Kovetkezetesség ¢

ol 81 |66 | 22 111 My 0 Roy2

A tdbldzatunk 5,=51 és s, mellett mutatja a /4.9/
adatait. A hat koziil négy valtozat a 2. Megdllapodds és
a kOvetkezetesség miatt nem megvaldsithatd. A két érvé-
nyes Rlll és R212 esetben rendre P = Ql, és (v\1=1 ered-
ményeként a_=", és /4.8/-bél Ha=l helyes eredményeket
kapjuk. A 1>O’ ’C2=O az /ii/ eset, amelyre formuldink
nem érvényesek. Ugyancsak nem értelmezhetdk a /4.3/ kii-
lonleges esetre sem.,

=0, ’31 \92> Oy de /&l’ 32 raciondlisan Ossze=-
fiigglk, esetben a /4.5/ megoldésaiinz=/k3_i, ki/ és
w;_i=/ki, k3-i/’ ha ’\?l/ ’92=k1/1~22, Kqs k2>0,‘ relativ
prim egészek. Ekkor AI: AS:O és pl=p2=k2 "}l—"kl&z'
Mivel 6:: 5}‘: Go’ ezért csak a /4.9/a/ esetek lehetsé-
gesek a kovetkezetesség mellett, igy a kapott pa-k vald-
ban helyesek. '51= 52=O trividlis.

'v¢>0, 13_172>-O esetek koOziil még tobb elfajult le-
hetséges.

711"22>0, ~ =0 esetben QJ::/I,O/, A?z V5o
6:=60’
Utemterv van a /4.9/a/ eseteknek megfelelden Dp_ =7 .,
aa='qa, 6a=l, a=1,2, helyes jellemzOkkel.

i=l,2, és csak két Rlll és R222 kovetkezetes
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7
~ 2

M1

/veB8.a 3.15. Lemma uténi 3. Megjegyzéssel/,zi{: 21,

K|
< AM_ __3} ¥_ *_
’12.— A2—72+{~l1 ')Zl<’Vl ,61— 601 62-01,00
A /4.9/ tévbldzat érvényes adatai

6% |o64/| 6% a|orh el 2] 05l | U2 |
a=1 | 6| 8 | - - 1| 0 0 %s

3 N
1,0 82 | - = 1 ["ﬁ'i‘] 0 Lot Té‘hl

a=2
& i
61,0 sy |6, | = 1 [+ "L_ﬂ [1= ﬁ}/”b: -

Az ebbol rendre nyert Py= 11, p2='té, illetve
p2=‘52+/1-{f32/”1i&/7l értékek a 3.3. Abrdn ellendriz-
hetdk. Ugyanigy ellenlrizhetdk a /4.8/ alapjdn nyert

‘61=1, ?52=/’22+ [52/*1 l] 7 4 )’C“?_, illetve z{2= 1
- hatékonysdgok is.

A /iv/ 411itds nyilvdnvald, hiszen a /4.9/ tdbldzat-
beli értékeket és O =1 értékeket helyettesitve, a /4.6%/-
/4.8%/ dtmennek a /ii/ alatti egyenldségekbe. Ezzel minden
lehetséges konfigurdcid=-tipusra igazoltuk tételiinket. Q.e.d.

E tétel jelentlségét az /iii/ és /iv/ alatti 41li-
tdsok, formuldk adjédk meg, amelyeknek interpretdcidja a
kovetkezl. Ha eltekintiink a /4.6/-4.8/ formuldknak a /4.9/
tdbldzathoz vald kapcsolatdtdl, akkor a periodushosszra és
a hatékonysagra

§%Bly P=fuy Tr#Uy= wy Totl,

U 2
/4.8"/ V=7 1- —%1 /8D - pi /?5( )
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formuldk irhatdk’ fel, ahol {M a dl) job-folyam egy
periodusban kiszolgdlt igényciklusainak szdma. Igy
Piqzi azt az i1d6t adja,mialatt dl kiszolgdlas alatt
d11. U, id6tartamban tehdt @ nem 411 kiszolgdlds alatt,
ennyi késleltetést szenved.

Tudjuk, hogy ha a. d?) job-folyam zavartalanul iite-
mezddik, akkor az ¥4 =". /47 terhelést jelent a P,
processzor szamdra. Ha mlndket job=folyam egymds zavard-
sa /késleltetése/ nélkiil litemezhets, akkor egyiitt

F‘Smaxz 2‘(]) +3 @)

terhelést jelentenek. Ez egyébként bdarmely litemterv ha-
tékonysdgdnak felsd hatdra. Ha ez 1l-nél nagyobb, az egylit-
tes zavartalan ilitemezés nem képzelhetd el, amint ezt mar

a /3.5/ formula kifejezte.

Ha a di)job-folyam periodusonként Uy késleltetést
szenved, akkor az dltala tdmasztott terhelés P, procesz-
szoron

el o
b
lesz, amint ezt /4.8/ kifejezi.

Amikor du)nem 4ll kiszolgalas alatt, biztosan a
2 processzorra var. A PA processzor ilyenkor vagy a
QA(3
nak kiszolgdldsra készségét. Ha tétlen szakasz eldfordul,
akkor a d;) job-folyamnak nemcsak ezt, hanem még egy

job=folyamot szolgdlja ki, vagy tétleniil vdrja an-

A3_i-task kiszolgdldsdt is meg kell varnia, vagyis
U; >l?3-i' Ebbdl kovetkezik, hogy egy természetes iitem=-
terv akkor és csak akkor nem szoros, ha az

U, >, ¢s U2>‘21
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koziil legaldbb egyik teljesiil. A P, processzoron a
"lazasdgot" a

$zmax /0,U =1,/ +max /0,U,= 7/

formula adja meg..A PA processzor ilyen "“laza" sza=-
kaszait az jellemzi, hogy a PBl és PB2 processzorok
koziil ilyenkor csak az egyik aktiv,ellentétben a szo=-
ros szakaszokkal, amikor PA csak ugy lehet tétlen, hogy
mindkét job-folyam PB-kiszolgélés alatt all.

A /iv/ esetben a /4.6%/ és /4.8"/ értelmezése
annyiban eltérd, hogy a paraméterek a 3.Fejezet 2. Meg=-
dllapoddsa nélkiili ciklusszdmot és késleltetést jelen=
tenek, amelyeket a megfeleld S érték korrigdl a
2.Megdllapoddsnak megfelelden helyes értékekre.

A 3.5. pontban definidlt Rao’ a=1,2, Osszefiiggd
prioritdsos ilitemtervekrdl lattuk, hogy azok éppen a
szoros és kovetkezetes természetes iitemtervek /3.6. Té-
tel/.

A 4.3. Tétel interpretdcidja
mutatja, hogy az Rao itemterveknél U?)é’ZB-i’ i=1,2,
mindig fenndll. Vezessiik be az

5(?:@/(’2/3-:]_’ i=1,2, a=l,2,

mennyiségeket. Lzek a di)job-folyamok relativ késlelte-
tését adjdk meg az Rago Utemtervben. Vezessiik be az

E(a)=/5(?:) ’ 5('2)/9 a=1,2,

vektort /késleltetés=-vektor/ és
Q"(a)= /Q'b('?:, ’ (\A (g)/s a=l’2~s

vektort /ciklusszdm-vektor/, mint az R, Utederv jellem-
b
z6it periodikus esetben.
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Ezeket egyiitt jelolje a

N/, w8 6F, 68, e,

jellemzb=vektor.

A teljesség kedvéért legyen még
) /4e) )
B/, R/
és ﬂ(a) jelenthesse a

e . / m l.,t)\(g). di);dg)/

vektort is. Ez utdébbi természetesen adott a=1,2 mellett nem
egyértelmii, hanem a /4.9/ tédblédzat szerint az s[o] =8, dontésen
kiviil még filigghet k&t tovdbbi kritikus dontéstdl is.
Az R 5 litemterveknél a kritikus dontések az elsd

sfo} dontés kivételdvel egydértelmiien meghatdrozottak

a kovetkez8képpen. sfol-t31l fiiggetleniil s 6’i’o[=si,

i=1,2, és s.{'o):sa esetén s(ﬁ'o)= s

A 4.3. Lemma szerint az s, dontéssel kezdd6dd hatdarozott
szakasz jellegzetes szitudcidja a 4.3. Abrdrdl olvasha-

té le és A; dltal meghatdrozott. Figyelembe véve a
fentieket, az S, dontést az 8, dontés koveti, ha

O‘A*"Za /b6, es 6, szitudcidk/ és az sy _

dontés koveti, ha *)a<A 47 / 63 o és P
tudcidk/. Ennek megfeleldlen a 5“) szl‘cuaca.ot
illetve 6(3 a) szitudcid koveti. Az elso esetben R
periodusa 6@ _ e tipusl és azt az f«) megoldds
telgesen meghatdrozza. A mdsodik esetuven a periodus a

Szi=

- o a{a)

a,0

g% jellegzetes szitudcidtdl /is/ fligg.
3=8 .
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Ha 5";_37‘ 6., akkor s/6;_a/ figgetlen az sfo]=s

dontéstdél, ezert Ra,o es R3-a,o

és igy R, ~RR » azonos periodussal, amely
8.,0 3-6.,0 *

tipusdtél fiigge. 0= A3—a <"23_a esetén /,33

szitudcidk/ a periodus tipusa 6'(3 ~8

{itemtervekben azonos
o
3-a

B-a)

amelyet az Co*® ° megoldds hatdroz meg. <A¥ =9
. =& o385 P a)
esetén / G‘ és p szitudcidk/ pedlg 6( 6 é
tipusu 1esz a perlodus, amelyet az co + m’; —a osszeg
hatdroz meg. 6 esetén az R perlodusat az

s[G 1=s kovetkezteben ismét a aé%a) 6-G-aL 6 (a)
sz:.tuac1orakovetkezes jellemzi és az C.) ot 603 " Osszeg
hatdrozza meg. Ezzel lényegében blzonyltottuk a kovet=-
kezd alaptételt az Ra,o litemtervekre vonatkozdan.

4.4, Tétel: Az Ra,o’ a=1,2, Osszefiiggb-prioritdsos ilitem=-
tervek,a /4.3/ killonleges esel kivételével,mindig
periodikusak, és a /4.4/ esetek kivé%elével,jellem-
z8ik az aldbbiaks

A periodushossz

/411 p=pMET 4@ 7, = T +£¥ VB

a Py-foglaltssg

phles ag=p% % 1+ {\,\Lg) 12

és a hatékonysdg

—

-

/4.13/ ¥ = /1- vp’lz /3 e 5221 /1@

a Pgy
ahol a ﬂLa) jellemzb=vektor komponensei
Y 5 ha 0sAY=2 7,

@) w

IR e '_ ,’*
M™ =4 &%, ha 7~A1/7,05A 472
w.

1+°"2’ha’21<44’l 1,245y
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(A ha 0= A% <7 3 <A%<y
(1(2)- CT); . ha 0 fA;é’ZZ
o3+ T na 2415y 1y < By
/o,=x7 ,  na p®=a?
1
8., A2 @ _ M
/4.15/5(’=/—7L—£,0/ ] hatka)awz
AT e AR
AR T

ahol megdllapodds szerint legyen 0/0=0.
A /4.4/ esetekben /4.11/ mindkét jobboldaldhoz
Sfrj és /4.12/ jobboldaldhoz 873. hozzdadandé és

53§ y ha j=1,

(L), 021,
pk 0~ QJ? .

ha j=2.

Bizonyitds: A /4.11/ ekvivalens,/4.10/ definicié alap-
jédnyaz igazolt /4.6/ formuldval. A /4.12/ azo-
nos /4.7/-tel és a /4.13/ a /4.8/ megfelellje.

A OAgﬂ komponensek formuldit az imént mdar be-
1ldttuk. A /4.9/ tdbldzatbdl és a /4.10/ definicid-
bél azonban az 8(33 formuldi is azonnal adddnak,
ugyanis azokat a /4.6/=ba helyettesitve a /4.9/
tdbldzatbeli Ua értékeket kapjuk vissza. Az utol-
sé 411litds nyilvdnvald a 4.3. Tétel /iv/ 4llitésa
alapjan.

Qe€od,
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4.2, A konfigurdcidk redukcidi: Di-reduhciék.

A 4.,1. pont eredményei mutatjak,hogy az Ossze=
fliggb-optimdlis litemterv a kovetkeztes természetes
Utemtervek egyike. A kOvetkezetes természetes litem-
tervek szdma maximum hat és azok maximum hdrom haté=-
konysdgot képviselnek. A /4.3/ kiilonleges eset kivé-
telével mind periodikusak. A /4.4/ esetektdl eltekint-
ve az ilitemtervek jellemzdit a /4.5/ egyenl8tlenségek
legkisebb megolddsai szolgdltatjdk a 1  jellem-
z8-vektorok, vagy a /4.6/ periodushossz és /4.8/ ha-
tékonysdg formdjéban /4.3. Tétel/.

Az Usszefliggbd litemtervek kvantitativ viszonyai-
nak tisztitdsdhoz tehdt a két /4.5/ alatti egyenldt-
lenség legkisebb w;.a/l,o/ . B=l.2, meg-
olddsdt kell meghatdrozni. Ezeket a 2. Fejezet ered-
ményei alapjan megkaphatjuk. A 2.7. Tétel szerint a
megoldds a 'C;/‘Cs_a szém legjobb baloldali kozeli-
6 megolddsai /IBKM/ $2o halmazdbdl a B/M/KIFM-Al-
goritmussal vdlaszthatd ki.

Az aldbbiakban egy alternativ mddszert tdrgya-
lunk Osszefliggd periodikus litemtervek jellemzlinek meg-
hatdrozdsdra. Ez a médszer a Q€E€R konfigurdcidk
transzformdcidin alapszik, amelyekkel redukdljuk Q para-
métereit. A redukcid emlékeztet a ldnctdrtfejtés algorit-
musdra és annak egyik dltaldnositdsaként foghatd fel.



- 46 -

Tetsz8leges Qe & konfigurdcidéra definidljuk a
:Da, a=1l,2, operdtorokat a kdvetkezlképpen:
A DaQ konfigurdcidé legyen a Q-nak az a

/4.16/ @ /A5 5/ e R

eleme, amelynek paramétereit és egy Q[al—/ﬁ g [[gl/
egész parat a

Q=/73 95 M, Vo/eR

paramétereivel az aldtbi médon hatdrozunk meg:

itl 5[§='Zz=

113
J=tH7,_+5M@ , ano1

{[:]?.O egész és 05«5[21 <7:3-a , ha Z"B 2> 0
/4.17/ Lo ss SEL Y, , na T,_ =05
%B_a.-. %tgl_a%'[:lrsrg]_a , ahol

(Bl 20 egész $s o< Y&l <ZE | pa ZEl>o,

{%I_;o é8 0 a= V3_g » ha %%Lo.

Nevezziik 15 -t redukcids operdtornak, vagy redukcidnak,
alkalmazdsdt ﬁ -reaukc:n.o.; 1épésnek, az efal_/{[al [al/
egész parat pedlg hanyadosoknak. E[a]>0, J=1,2.

Azt mondjuk, hogy a I)a
hatasos, ha

operator a Q konfigurdciodra

(al (a]
+ >0
‘El %2 ’
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és hatdastalan, ha

{[?I + {[g] =0.

A /4.17/ definicidébdl kdvetkezik, hogy
(]
'33 -‘— 'O'J, j=l,2'

o , 3l
Hatdsossdg esetén legaldbb az egyik j-re 3 < 3'3.,
vagyis a paraméter redukdlddik, Ez indokolja a 33 elne=

vezését. Ha :Da hatdstalan Q-ra, akkor
H=p o,

a konfigurdcidét vdltozatlanul hagyja.
A szokdsos médon értelmezhetdk a I)a operdtor hat-
vdnyai, mint ismételt alkalmazds és legyen

0 e k . k=1
ﬂ)a Q=Q, ba Q-ﬁa /aa Q / ’ k=l,2,oco e

Nyilvdnvald a definicid alapjdn, hogy .‘Da operdtor
bérmely Q€& Q-ra korldtlanul sokszor alkalmazhatd egy-
mds utdn. Elvileg két lehetlség van: mindig hatdsos,
vagy egy V+l-edik alkalmazds mdar hatdstalan, v=0,.

Nyilvdnvaldy hogy ha egyszer ﬂa hatdstalan, akkor
tovdbb mdr mindig az, hiszen .‘DaQ=Q folytdn
Da/DaQ/= :DaQ=Q. Ez azt jelenti, hogy bdrmely Q€Q kon-
figurdcidhoz definidlhatd az az elsd vaao egész, amely-
nél a:aq konfigurdcidra ba operdtor mdr hatdstalan.
Ezt nevezzik a Q konfigurdcid Qa-'dsszetettségi fokdnak.
Ez lehet végtelen is.

Ugyanakkor legyen
Q, =90

a
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aQ konfiguréci6T.Qa-redukéltja, feltéve, hogy v, véges.
Ha ‘D a Q-ra hatdstalan, akkor Q D -0sszetettségi foka
v -O, és Q D -redukdlt, onmagdnak a Da-redukélt,ja.

A f4, 17/ definicidé szerint Q akkor és csak akkor
:Da-redukélt, ha

g o =
0 é'%a < 3-g? Vagy ’C'3_a_0

, < =
és 0= 3-a< ’C'a, vagy ’C‘a_O.

Az utdébbi esetben %LZ] helyett ’C'a szerepelhet, mi=-

vel ”5"2"1 = ’C' « E két feltételsor ekvivalens a

/4.18/ O"S' <'C'3 y i=1,2, vagy 71132:0

feltétellel, amelyeket a 4.6. Abrdn szemléltetiink.
Igazoljuk ezt egy lemma formdjdban.

4.4, Lemma: A:Da, a=1,2, operdtorok egyszerre hatdsta-

lanok a Q€ Q konfigurdcidra mégpedig akkor és
csak akkor, ha a /4.18/ feltétel teljesiil.

Bizonyitds: Ha j_..O, akkor /4.17/ alatt ’8 T, =0,

ezért V,[a‘] =0 ¢é€s ’C'ral_’(:' . Ekkor '33 e - Btala
is nyllvanvalo és igy .E[a‘] =0 is igaz.
Ha T, T, >0, deo‘3<t3 ., i=1,2, teljesiil,
akkor /4:17/ alatt a 04«3 < ’6'3 és T 0
feltételek koziil egyik teljesiil, igy
-8[21:0,~%[:]= T,. Ekkor a 05’33_a< %a és

Z”a=0 xozlill is teljesiil - egy, igy
£[§] o =0 is igaz. /4.18/ esetén tehdt 1) hatdsta=-
lan. /4.17/ szerint Bl =0 pontosan akkor lesz, ha

’C3_a=0 vagy ’C3-8-> 0 €s os«‘)’a< 63-8- és
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&ﬁﬂ =0 pontosan akkor, ha T, =0, vagy
3-a '

_’C'a>O és 0= %3-a<g' E feltételparok bdrmely

kombindcidja maga utdn vonja a /4.18/ teljesiilését.

Qeced,

4,6, Abra: A redukdlt konfigurdcidk terének szemléltetése.

A.ﬁl és ﬁ%aoperétorok abban kiilonbdznek egymdastol,
hogy ndluk a Q )és

16dike. A 31 operdator a 3& paramétert, a 32 operator a
$é paramétert redukdlja eldszor.

2)jobéfolyamok szerepe megcseré-

Vezessiik be egy

konfigurdcid konjugaltjaként a

/75 Vs Gy ,/el
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konfigurdcidt, amelynek paraméterértékei

/4.19/ T=Tp5 Y=y T=21 V=V.

E konjugdlt konfigurdcié segitségével a D, és D,
operdtorok kozotti viszonyt a '

/4.20/ :!53_i =90, ¢, 1i=1,2, Qe
azonossdg fejezi ki, amint ezt a /4.17/ definicidé alap-
jédn konnyen beldthatjuk. Ez az Osszefiiggés lehetdvé te-
szi, hogy a 1)1 és D, operdtor kapcsolatdt a O, operd-
tor Q és Q konjugdltakra torténd alkalmazdsdnak kap-
csolatdn keresztiil vizsgdljuk. E kapcsolat vizsgdlatd-
ra késlbb tériink vissza. Mindenesetre ez az Osszefliggés
sziikségtelenné teszi 'Dl és 2)2 kiilon elemzését.

A tovdbbiakban aml vizsgdlatdval foglalkozunk.
A jelolések egyszeriisitése érdekében a rd utald [1] fel-
sé indexeket elhagyjuk és a kovetkezd jeloléseket alkal-
mazzuk:

85,

Qké /21; ‘al,k; 72; 32’}.{/ 9 k:O,l,,,,
Z'i’kz ’Zl'l'"s’l,k ’ 1{20,1,000, i:l,z.

Legyenek
Q== ; QD" q, k=1,2500.

(@)={a,s Qs Qs ove }

(ALY NS T N R
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a O-redukcid generdlta sorozatok. Nevezziik redukcids
egyenleteknek a Qk+l éDQk operdcidét definidld egyen=-
leteket:
J
1,k 91 K 2 k+'31 41 ? ahol ¢ k..O egész és

05—3‘1 +1<C2,c » ba Ty >0,
/4.21/ 31,1:«\1‘= 31,k és e1,1:‘0 ,» ha Ty =0
S2,1; 82 kG, r1 2, ce10 @Bl by (20 egées 4o
02V k1< %1,161 » B8 T3 141> 0o
82,1:+1" 32,1{ ¢s by y=0 , ha T) ,.,=0.
Legyen
V= \)1 , 02V <=0

a Q konfigurdcid D-osszetettségi foka.
Sziikséglink lesz a kovetkezd lemmdra.

4,5, Lemma: Legyen . az tl utani elsd olyan
e ,
hdnyados az (Q) sorozatban, amelyre

£ -0

i,k
/ha ilyen 1étezik/;

Amikor /i,k/=/2,0/, akkor

» =a Q-tél kezdve hatdstalan, ha 81 5=0 3
9

D a Ql-t61 kezdve hatdstalan, ha £1_0>O;
9’
Amikor k>0, akkor
D a Qk-tél kezdve hatdstalan, ha i=1

D a-Qm-té’l kezdve hatdstalan, ha i=2.
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Bizonyitds: Ha ..Cl,o= 82’0=o, akkor D a Q_-t6l kezdve

hatédstalan nyilvanvaldan.
Legyen ?«2 K? k20 az elsdé O értékii hdanyados.

A /4. 21/ definicié szerint ekkor vagy 'Cl 1ar=Ys vagy
0‘9 l T teljesiil, de mindkét esetben
’

T
‘gz,k+1‘32,k €s 2,k+l "
1™ YT gt Vi, k+2

8 V5 .a= %1k - K"‘&l K+2
tevésiink szerint még el k>O ami a /4.21/ szerint

csak 0< T, <'3 mellett lehet és ezért a /4.21/-
b6l 0 < -3’1 o l<'c'2 i Bkkor a fenti egyenletiink meg-

C' i Ezért a kovetkezd
egyenlet ekvivalens
egyenlettel., Fel=-

oldésa el’kl_o €s '31 ko™ —31 %ad® Kovetkezéskép-
pen Z-l,k+2= Tl,k+l adédik, vagyis D hatdstalan a
Qk+l-re, de nem hatastalan a Qk-ra. k=0 mellett ez
bizonyitja a lemma elsdé dllitdsat. k>0 mellett legyen
/i,k/=/1,k/ az elsd O értékii hdnyados indexe. A /4.21/
szerint U, ,=0 csak T, ,=0 vagy 0~ <T
1k 24k 1,k 29K
mellett lehet és mindkét esetben N W ¢ és
l k+1% .g:,k

T k41T i Ezért a 3 62 1 k1t V2, k41

egyenlet elx.v1valens a '3' K= ?,2 k©1, i+ 3'2,1“_1 egyen=
lettel. Mivel azonban £2 K_l>0 felteveueink szerint
még igaz, ezért a /4. 21/—ben 0<T e <-3'Z kel és
04‘3' < ’(,'l K teljesililnek, ezért egyenletunk megolda-
sa 82 =0 és '32 k+l'&2 e vVagyis 61 k+£2 K..O

és D hatastalan Q, -ra.

Qe€od,

A kovetkezd lemma alapveté a tovabbi vizsgdlataink-
ban, de onmagdban is érdekes, mint a szdmok ldnctortfejté-
sének hosszdval analog eredmény.
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4.6, Lemma: A /4.3/ kiilonleges konfigurdcidn kiviil bdr-
mely Q€ Q konfigurdcid D-osszetettségi foka, V=0,
véges. A QvéD'Q konfigurdcidra D mdr hatdstalan.
A /4.3/ kiilonleges konfigurdcidéndl barmely véges
k esetén D hatdsos QkaﬁkQ-ra és V=00, Qgu=0.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy valamely Q konfigurdcidra
D korldtlan sokszor alkalmazva mindig hatdsos. Meg-
mutatjuk, hogy Q csak a /4.3/ kiilonleges konfigurd-
cié lehet. Ha d a Qk-ra hatdsos, akkor a 4.4. Lemma
szerint /4.18/ nem teljesiil, vagyis
T'l k’Cz > Ogés ’Sl,k?"cé,k vagy 32,k2tl,k’
A 4.5. Lemma szerint az el & esetleges kivételével
Ql K> Oy 3=l,2, k20, mert’kﬁl'dnbenﬁ hatdstalan
1enne a kbvetkezd konfigurdcidtol kezdve, ha El k..O
lépne fel. Ekkor /4.21/-bél

S =< >
1,k . k+%l k+1 122* 1,k+1
~ = +-3 >
2,k = O a1t Yo, kel 1.+ 2, kel”
Vagyis
'3. 2 13’. > o e e >3. >
1,0 s 1 ) i,k

monoton fogyé sorozat, amely alulrdl korldtos és a
tagonkénti csokkenése legaldbb ‘23 . Ezért 7,3 -
esetén a sorzat nem lehet végtelen taguJ M >0 mellett
tehdt a VY Osszetettségi fok csak véges lehet.
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Legyen most 7 =0.Ha ¥ V¥,  =0,akkor Q redu-
’ ’
kdlt. Legyen tehdt minden k=2 O-ra -O’l i «9’2 k>O.
9 ]
A /4.21/ redukcids egyenletek alakja ekkor

'31,1{: ?’l,k J

2,kT U 1,k+1

v

1.1t Y 2. 541

Bl

2,k "2

k=0,l, oo e o

Bevezetve a

Y1,k

§2KT_ 9 b2k=el,k 9 k=0,l, eeoe
25k
/4.22/
§ =32,k 9,
2k+1 3' ’ b 2k+l= 2,k’ k=0,l, oo
1,k+1

jeloléseket, egyenleteink ekvivalensek a

/ / b - f =0
02 = aapmnd ’ = ,l, oo e

rekurziv formuldval, ahol

bo?-o éS baz l, e=1,2, eee o

Ebbdl kovetkezik, hogy gﬂ = 1, azonban §e = b
egész azt jelentené, hogy {31 = b {72 L vagy 572 =
b : 5 3= e y 3
'31,k+1' Az elsé esetben %l’k_fb 1y -ﬁz,k_o, a maso
dikban €
két esetben Qk+l-t61 kezdve P mdr hatdstalan, ami ellent-

mond feltevéseinknek.

2’k=t>-1, 'el’k+l=0. A 4.5, Lemma szerint mind-
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Vagyis §e > f=1,2,... és sosem egész. Ezért a
/4.23/ nem egyéb, mint a §o=’3’1,o/32,o szdm szabidlyos
lanctortfejtésének algoritmusa, amely csak akkor
lesz végtelen, ha -go irraciondlis. Ez pedig éppen

a /4.3/ kiilonleges eset. ~ —> ) s, ha k-»oco,

, 0 A TR
;>0 esetén Vg Vs g Tad 0 68 Vi o

-33_i’k+l= eB_i’k's'i,k’ 2&->O’ k:O,l, eeoey ellel’lt-

mondandnak egymasnak. Igy 1 k'ﬁ)O, k—s o0, i=1,2.
H]

Qeeed,

Néha haszndlni fogjuk a

Q* 2 Q= D0

jelolést egy Q€@ konfigurdcid B-redukdltjdnak jelolé-
sére. Ez mindig létezik és a /4.3/ kiilonleges esetben

R* = 0

a nulla-konfigurdcid.

Vezessiik be a kovetkezd mennyiségeket:

/4.24/ Azk’el,k“zk-l“"ak-z , Bo=by (Bor 1*Box2,

Aos1=bo,ihocthor1 7 Baker® b, kB2 Bok1
kgo ’ 1 geoe O
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ez To,x
/4.25/ o= Lok §2k+1=;-— o B s W
25k 1,k+1
/4.26/ B}‘(=§k B, + B, _5» k=0,1,...,
/4.27/ B f = ka0, 1
By

Ezekre vonatkozdan igaz a kOvetkezd lemma.

4,7. Lemma: Igazak az aldbbi Osszefiiggések:

/4.28/ A, B,_;-A,_; B=(-1) *7,  k=-1,0,1, ...

/4.29/ /Ay A1/ [Byy B/, /A
(_l)k.

’
By Biy1

K Bk/ relativ prim parok
g K

/4.30/ S .

o , k=0,1, eee

=B T

T ,x=Bog-2 T 1,04

2k=2 172,0
/4.31/

’Cé,k=‘32k-1171,o+A2k-l 272,0 s BCly e

’C A C C- 1(:0,1, oo e

1,0"Rok-1 C1,kt A2k-2 © 2,k

/4.32/

5 B T. .4 B

2,0 2k=1 "1,k’ T2k=2 172,k
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T1,0™hk-1 1, a1 thox ok

/4.33/ 7 ¢ 8y (PO,

: T
€, 07Bok-1 1, k41%B2x T,k .

Bizonyitds: A /4.29/ kovetkezik a /4.28/-bél. /4.30/
a kovetkezlképpen igazolhatd /4.28/, /4.32/ és
/4.33/ alapjan:

A <.

S 0 _ Ao _ A1 CawathecTok ok |
2k

- =
Tp,0  Bok  DBok-101,k+17P2k ©2,k D2k

A

a0 Y O Ry e WY 5 R

[}
/Bok-1T1, 141782k T2,1/Barc BarBokel

S Tro 2o _ 2211 G o Co e Aok |

2k+1"
2,0 Baks1  Boks1C1,k¢1™Bok C2,041 B

2k+1

_ M oiBactaloe/ Togen 7T

T

4
/Bors1 €1, k41 B2k ©2,141/B21cr1  Bokr1B2142

Hatra van még a /4.28/, /4.31/=/4.33/ formu~-
ldk igazoldsa. Ezt teljes indukcidval végezziik.
k=-1,0 értékekre a /4.24/ alapjén /4.28/ ellendriz-
het8. Ugyancsak /4.24/ alapjdn /4.31/-/4.33/ nin-
degyike azonossdgga vdlik, tehdt igaz. Tegyiikk fel,
a formuldk igazak k-ig bezdrdlag.
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Ty - LR . : ’- e v 6 z -
Bizonyitjuk. k+l-re. 1,k es 2,k egeszek

/4.21/ szerinti értékei esetén a

= (o3
1si el,u Ly 'l t&,k+l

=t

/4.34/ 2,k 1 k+1+’C Jk+1

¢ 5% k= /l+£ e

e
s 2,k 1,k+l+fl,k’c'2,k+l

osszefiiggések mindig igazak, filiggetleniil attdl,

hogy ‘Li  bdrmelyike O lehet. A /4.24/-/4.27/
9 .
definicidk is fliggetlenek £. 3% értékek O volté-
’ ~
t6l. Természetesen 17 , lkonstans, ha
’ } S
k>V, és App=hoy 5 5 Boyp=Bor s 5 Appyg=Aoioye
Bop1=Boi_1s B8 k>V.
Haszndlva a

b2k=al,lc ’ Dok+1= ez,k’ Eply o

jeloléseket
Aepl Bihy By /Py vy (/B -A /oyB 4B, /=

= — k=1 Hd
=-/AkBk_l-Ak_lﬁk/=—/-l/ =/=1/

bizonyitja /4.28/-at.
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/4.34/-et /4.32/-be helyettesitve

T +T

2,k 1 k41! * B0 T

T, RLORTAZIRE 2,k=

=/ el,kA2K-l+A2k-2/ okt 2oka11 001 =

=Aor-1%1, k412 To,

bizonyitja /4.33/-at. A /4.34/-et /4.33/-ba helyette-
sitve

A z _
1,0°A21-1C1 ka1 * Aok /¢ 2,k C1,k41t T2,k41/=

=/t

2,1t 1/ T et Aok To,pa1=

= Ao 10 ke * Aok T2 ke

ZH.?,'Cé Kk vdltozdkra a /4.28/ felhaszndldsdval.
g 9

QecCeds

l, lMegjegyzés: Ez a lemma analdg eredményeket emel

ki egy széam ldnctortfejtésében szerepld Osszefiiggé-
sekkel, amelyeket a 2.4. pontban soroltunk fel., A
/4.30/ kivételével, ezeket késlbb felhaszndljuk.

2. llegjegyzés: A lemma formuldi tetszlleges Q=Qo

és tetszbleges k esetén érvényesek, fliggetleniil Qo
elfajultsdgatél, Osszetettségi fokdtdl. Legfeljebb
azonossdgokat fejez ki. Ez azt jelenti, hogy a /4.28/-
/4.33/ formuldkban nem az indexek nagysdga, hanem az
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indexes mennyiségek nagysdga a lényeges. 1gy elegends
azt tudnunk, hogy k =V, akkor ezek az Osszefliggések
k tényleges értékétdl fiiggetleniil a Qo és a Q, redu-
kdlt konfigurdcid jellemzdi kzotti Osszefliggést ad-
jék meg.

3.Megiegyzés: Miutdn a /4.34/ egyenletpdr determindnsa
1, abbdl cl,k-;-l’ T okl kifejezhetdk a tl,k és ’C’z’k
segitségével:

1435/ ™ T Y16 o

no

To 1= Co, Tout/1by L by (/Th e

A 4.7. Lemma lehetdvé teszi, hogy Usszefliggést
nyerjiink egy Q€ Q konfigurdcid és a Qk=‘DkQ transz-
formdltak litemterveinek jellemzli k&zott. LegyenS egy
adott kovetkezetes természetes iitemezési stratégia,
amely egyértelmiien meghatdrozza minden konfigurdcidra
a szabad els8 kritikus dontéseket.

Legyen

(r) ={r, Rys ... }

az szslbk/ s k=0,1, ...y litemtervek sorozata az S
stratégia szerint. A 4.2. Lemma szerint a kovetkezetes
természetes S stratégidk szama hat, hiszen maximdlisan
hdrom kritikus szitudcidban lehet két-kétl dontés kozil
szabadon vdlasztani. Az sfo] els dontés az litemezéseket
két osztdlyra bontja, amelyben Q €s )job—folyamok
szerepe pontosan forditott, ezért az egész Q konfigura-
cié=téren elegendd az s[o]:sl elsé dontésii stratégidkat
vizsgdlnie.
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A 4.3. Tétel szerint az R, litemtervek jellemzdit
a

< = S -
/4.36/ 0= B; 1 Ty,k8 kT 34,50 11,2
egyenldtlenség-pdr legkisebb

[4:3T/ wi,kz 71,67

w
feltétel melletti ¢J : . megolddsai és azok A 5 5
9 ?
hibdi hatdrozzdk meg. Vizsgdljuk meg a kiilonbdzd k
melletti megolddsok egymdas kozotti kapcsolatat.

Legyen

.
/4.38/ Ay k%81 1T b,k Caaik

a /4.36/ egy . i,k megolddsdnak hibdja. Helyettesit-
siik itt a /4. 34/ formuldkat i=1l,2 mellett. Ekkor

Ay =/ (el 8, )8 -0, (A Ta WAL
=/-b1 kB0, T, ke

A 4

2,6%/B2, 17V ,1*2,1/C% k4™ /“ez,sz,k”/l*el,ke&kM&k/

To,x+1°

Ez azt jelenti, hogy a

B = Jial. . &

s g™ R 2,/B1 6 b,

2,8 Lk

/4.39/

A ee1==F1 1 B1 1t 0

illetve
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‘ Bz,k+1=32,k"e1,k Ao x
/4.39%/
L 82 kB2, kt /148 kez o Aok
formuldk a
] < s 2
/4.36%/ O£B; 111 T i, ka1 1,41 C3mi, ka1 o 1=152,

egyenlétlenségek egy=-egy &Ji feat i=1l,2, egyértelmii meg-
? ;)
olddsdat hatdrozzidk meg, amelynek

4 -
/4038 / Al,k'i'l Bl,k+l’Ci,k+l Alpk""l "C‘B-i’k"'l

hibdja megegyezik a /4.38/ megfeleldjével, azaz

/4-40/ — 1 = =
Ai,k+l - Ai,k’ i=1,2, k=0,1,

Mivel a /4.39/ és /4.39'/ transzformdcidk determindn-
sa 1, ezért 601 el egyértelmiien meghatdrozza a /4.36/
egy azonos hibdval rendelkezd megolddsdt a /4.39/ és /4.39Y/-
bdél nyerhetd

By ™, k+l+92 k A1,k41
/4.41/
Ay k= e1 k By, t /1‘“81,1{%2,1;/ Al k41
By k= /l"'el,keZ k! By, k+1+?’1 k 82, k41
/4.41%/ P
Ay = Vo x Bo sl t A2 1

formuldk segitségével.
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A 4.3, Tétel szerint R, ltemtervek jellemzdit a
/4.36/ egyenlétlenségek /4.37/ feltétel melletti leg-
kisebb megolddsal hatdrozzdk meg. Ezért ezek OUsszeflig-
gését kell vizsgdlnunk. E16sz6r bizonyitunk egy lemmdt.

4,8. Lemma: Valamely Q€ Q konfigurdcid Q. Q1€ (Q),
k=0, transzformdltjaira a /4.36/ és /4.367/ egyen-
18tlenségek megolddsaira vonatkozdlag a kovetkezlk
igazak:

/Al A /4.39/ vagy /4.41/ és a [/4.39'/ vagy /4.41%/
osszefligéések egy-egyértelmii megfeleltetést létesi-

tenek az egyenlétlenségek @, és eO; 141 o
9 9
i=l, illetve 2, megolddsai kozott; a megfelelld meg-

olddsok hibdja azonos:

Aj k= Biperr 35125
/B/ Az ooi,k=/o,0/ és asi’k+l=/0,0/ egymdsnak
felelnek meg}
/C/ Az &)i,k+1>/0,0/ halmaznak az mi,k >/0,0/

részhalmaza felel meg és viszont, kivéve a
f4e42/ =/ M35 by e (arby 1110505 £, 0/
konfigurdcidét, amelynél
/a/ ?,2,1{"Zl>0 esetén i=2 mellett az
w, = 1+ L (82,}:-1), 82’1{-1_/3 /1,0/
megolddsnak az

W5 ye1= /1s-1/

megoldds felel meg,
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o/ By Mi=0, by (7, >0 esetén isl mellett az

W) =/ 1y el,k-l/?'/l’o/

megoldasnak az

(9% - e
1,k+1= /10=1/
megoldds felel meg.

/D] hz O kel = 2> /1,0/ halmaznak az Ct)l >/1,0/
reszhalmaza felel meg és viszont, kivéve a /C/ alatti
kivételes eseteket és

/a/ i=1 esetben a

/4.43/ /°21’ [1”?’1 k 2 k) [71“? k+l) 73
2 k (’21"‘ I k+l}/

konfigurdcidt, ahol 82 K("Zl +’\?l k+l)>0’ és amelynél
] e ]
az ’

-/22 g Ay ere (148 1 By i Ay a1/ > /1507,
/81,401 >%
megolddsoknak au
Cdy gy = 195 By gy 000

megolddsok felelnek meg,

/b/ i=2 esetven a
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‘
/4-43°/ Q,=/0; 'Bl,k (7 ,+ v, 2,x41) 372 "92,;“1/
konfigurdcidét, ahol ‘El_k(y +‘3; - l)>0, és amelynél
?

. k_/Q />01,0/, /A

1,k 2 k+1? 2 k+l 2, k+l

megolddsoknak az -

Wy p1=70s Ay y /> /0,0/
megoldasok felelnek mege.

J/E/ /a/ A /[C/a,b/ kivételes esetekben

.
Q=711 053 O/ és az W 141 =/1,0/

megolddsa /4.36'/-nek, amelyhez a /4.41/ és [/4.41Y
a /4.36/=nak az

/4-44/ wl,k=/l, el’k/’

illetve az
i =
/4044 / w2,k'/l+€l,ke2,k’ eg,k/

megolddsdt rendeli. Ezekre a hibak

/4+45/ A =B el B8, Lo,

/b/ A /D/a,b/ kivételes esetekben
/A.46/ QK+1=/71; 1kl 0;0/ , illetve
Qk+l=/0; O3 72; 1?2,k+l/a

és a /4.36"/=nek nincs W, , =/1,0/ megolddsa, ha
1,k+l

A >0,

1,k+l

o/,
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: 3 )
fyi,k+l=o esetoen az oJi,k+l= /1,0/ megolddsa a

/4.36%/-nak, amelynek a /4.36/ /4.44/ és [4.44%/ meg-
olddsai felelnek meg a /4.45/ hibdkkal.

Bizonyitds: Az /A/ d4l1l1litdst kordbban mdr beldttuk:

a /4.39/ és /4.39%/ éppen tigy definidlja az

Wi kel megolddst, hogy Ai,k= Ai,k+1 legyen.

Az egyértelmiiség kovetkezik avbdl, hogy a transz-
formdcidk determindnsa 1.
A /B/ d11itéds ugyanennek a ténynek a kovet-

kezménye.
A /C/ dllitds elsl része kovetkezik a /4.41/
és /4.41%/ formuldkbdl, amelyek szerint &J. az

s B
G5 k4l monoton fiiggvénye az dltalunk hasznalt rész-
H]

ben rendezési reldcid szerint. Ugyanebbdl kovetkezik
a /D/ &llités elsé része.

Most bizonyitjuk a /C/ dllitds mdsodik részét,
vagyis azt, hogy a /4.39/ és /4.39%/ az W 5 :>/O 50/
megolddsoknak o, g l>/O 0/ megolddsokat feleltet
meg az /a/ és /b/ "kivételes eseteken kiviil.

Ha a D operdtor a Q, konfigurdcidra hatdsta-
lan, akkor 2. .=&_ -0 4és a /4.39/-/4.41%/

ly,k 23k

3 3 kka 3 H w = : >
formuldk azonossagokkd vdlnak i,k 601,k+1 /0,0/

egyszerre teljesiil.
Legyen tehdt D hatdsos és Q. >/O o/.

W5 </0,0/ 1lehetetlen, mert akkor a8 f4e41)s 14+41%/
9
W, k__/b 0/ megolddst adna.
9’
Legyen tehat B Skl Ai,k+l<:0' .
A Bl k+l<o Al,K+l>O lehetetlen hiszen
ekkor Al,k+l_ By kel € ikl k41 T 3-1,k41 £ 0
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lenne, ami ellentmondds, mert 'C&,k+l=‘za-i,k+l=o
csak ‘C& K= Cg_i k=O esetben lehetne, amikoris
9 9
D hatdstalan, vagy Ai,k= Ai,k+1<o lenne, ami
ellentmond a /4.36/ egyenldtlenségnek.
Marad tehat a Bi,k+1> Oy Ai,k+l<0 esete.
Ekkor '
A B T

KX &= T
1,101 kbl O kel ™R el T3 ka1 E T L e
;]
Ty 012

A Ai,k= Ai,k+1>7 ellentmond a /4.36/

egyenl8tlenségnek, igy tehdt

A==

lehet csak. Ennek feltétele

/M By pp1=le Ay =1 "?i,ku:o’ v, mCe

M =0 kizart, mert akkor Qk=Qk+l=O a nulla-konfigu-

rdcié lenne, amelyre ® hatdstalan. Igy %>O0.

A /4.41/ és [4.41%/-be az wi’k+1=/1,-1/

értéket helyettesitve az
wz,k=/l+el,k (e2,k-1) 0o -1/

megoldasokat nyerjike.

Az wlk>/o,o/ feltételbdl
9

f’z,fo’ El’k>o és wl,k=/l’ (’,l’k-l/}_ £1,6

értékek adddnak.
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Ebb6l a /#/ és a [/4.21/ definicidk figyelembevéte-
lével

_E 0, V. =1L _{

lkl » U1,k T1,k 2k 1,k L2

azaz Qk:/"h’ 1k 2 Ups 070 b0 7,50, mert ki-

lonben 7 .0 lenne és Q -ra ad hatédstalan len-

ne. Ezzel a /C/b/ 41litdst bizonyitottuk.

Az O, l‘:>/o,c)/ feltételbdl
9

22 >0 addédik, ami maga utén vonja @, k?-/'1,0/
9 9
reldcid teljesiilését. A /#/ és /4.21/ figyelembevéte-
lével

'92 = 4o, T, k+l=€2 k113 lk'lk(72+e2 & il ®
azaz Q =/, 1,L(72+e2, URRER Y 21~:‘7 /.

22,1{’2 1>0, hiszen 22 >0 feltétele €, k>/o B -

nak és % ,=0 esetén pcdlg Q= /03 el k“Z.Q’ Y3 o/
P-redukcidja nem eredményezne 82,k3>0 hdnyadost.
Ezzel a /C/a/ dllitdst is igazoltuk.

Egyuttal igazoltuk a /D/ &llitds mdsodik részé-
nek a /C/ alatti kivételekre vonatkozd résuzét, mivel
az wi >/0,0/ feltétel maga utdn vonta az
OJi,l /l ,0/ teljesiilését mind a /C/a/,mind a /C/b/
esetben. Most azonban €O, >/1,0/ feltételdt

k+1
’
keressiik, ezért meg kell vizsgdlnunk az

&S . 1_/0 A.

i,k+ >0 o

i, K+l/ : Ai,l«:+l

értékek feltételét is. Lehet-e ekkor a;ilca,dqo/?
9
Ha D a Q, -ra hatdstalan, akkor biztosan nem. Egyéb-
ként a
A

5 k= 1043 © G Jega &0

feltételbdl



=0 és A = A =0

G, = :
3-i,k+l 1,k+1 i,k

feltételek kovetkeznek. Vagyis

Ha ’3'3_1 =0 lenne, akkor D hatdstalan lenne
’
Qk-ra, ami kizdrt. Tovdbb az i=l és 2 eseteket

kiilon kell vizsgdlni. 723_]._:0 és ’3'3_]._,1{ >0
mindig igaze.
i=]l esetén
1270 ‘9'2,k=g2,k,c'l,k+l> 1= (0, €0, )T 20

vagyis
Q=135 (1+ El,kez,k)(71+ &1,k+1)- Uy 05 £2,k
(}Zl*’ l,k+l)/’

anol €, O +¥ 1) > 0. A /4.41/-ven B
helyett881tesevel OJl k_//%

Al,k+l/>/1 0/ felel meg az ) 141" /0,4, ik+ l/>/o "0/

megolddsnak. Ezzel a /D/a/ eset bizonyitva van.

; 11&1"O
2k 1k+l’(l+lk €5 )

i=2 esetén

710, V. elk 2,79 Tp 1 =T% 1,1>0s

vagyis

Q=/0; By (7 2 ke § 112,192 e/ s
ahol elk(‘z2+*9' ca1) >0
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A /4.41%/=ben B2 G 1=0 helyettesitésével
wZK_/elK 2, k+1? A2kl/ /1,0/ felel
meg az 031’h+1 Ja, A, k+l/.>/'0 0/ megoldésnak.
Ezzel a /D/b/ eset is bléonyltva van.

Bizonyitjuk az /E/ dllitdst. A /4.42/ kon-
figurdcidra a @ operétort alkalmazva valdéban a

Qk+l-/‘1l,()'12, O/ elfajult redukdlt konfigurdcidt
nyerjiik, amelynél a /4.36%/ legkisebb 2/1,0/ megol-
ddsa valdpban €O :'k+1=4 0/, amelyet a /4.41/ és
/4.41%/-be helyettesitve a /4.44/ illetve /4.447%/

regolddsokat nyerjiik.
A /4.45/ trividlis.

A D operdtort a /4.43/ és [/4.43%/ konfigurdcidk-
ra alkalmazva a /4.46/ szerinti degenerdlt konfigura-
cibkat kapjuk redukalt konfigurdciodként.

A 431 al > 0 esetben a /4.4/ feltételekhez ju-
tunk, amikoris a /4.36%/-nek valdéban nincs 2/1,0/
megolddsa. 451 1= =0 esetén a /4.361/ legkisebb meg-
olddsa 2/1,0/ feltétel mellett az €OF . =/1,0/
amelyhez a /4.44/ illetve /4.44%) megolddsok &5 /4.45/
hibdl adddnak. Ezzel az /E/ dllitdsunkat is bizonyitot-
tuke

Qecod,

1, Megjegyzés: A 4.8. Lemma /C/ dallitdsdban szerepld
/4.42/ kivételes konfigurdcidra a /4.36/ egyenlétlen=-
ségnek a szerepld OJi,k’a/i’o/ megolddsai minimdlisak
e feltétel mellett és a bizonyitdsban lattuk, hogy hibd-
juk i,’=7 Bkkor az R litemterv a 4.3. Tétel jell-

lései szerint R tlpu s, ugyanis a 4% "

lB—L’. llx
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egy P, j-szitudeid fellépését, a /4.44/ ill. /4.44'/

megoldds a A =7. miatt a 6 kritikus szitudcid
g 2l AR :

visszatérését jélenti.

2. Megijegyzés: A /4.43/ és [/4.43%/ konfigurdcidkndl
a /4.36/ legkisebb = /1,0/ megoldésa
&

"
3T =7¢ S B
MLl ﬂl’kB 2,x/’ illetve ‘02,;{-/31,}{,

1/,

amelyekhez az OJi k+l=/o’l/ megoldasok tartoznake.
» 9

. .=0 miatt az R, litemtervek ti R. =
Al’K miatt az R, ilitemtervek tipusa 1,041,

benne a Fi—szituécié tér vissza periodikusan.

hiszen

3, legiegyzés: A /4.42/, /4.43/ és [4.43%/ konfigurd-
cidk xivételdvel a /4.39/- /4.41%/ transzformdcidk az

S . .
Coi’k_/l,()/ és wi,k+l &= /1,0¢/

halmazokat egymdsba képezik le, ezért a minimdlis
&J: x ©s OJ; ol megolddsok kozott is fenndllnak
’ b
a [/4.39/-/4.41¢/ ©Osszefiliggések. A kivételes esetek-

ben &O.

s . = ’5-'-1 - - ”
mdlis aJi,k+l megolddsnak megfeleld &Ji’kk/i,O/

=/1,0/ vagy nem is létezik, vagy a mini-
megoldds nem minimdlis.

4.5, Tétel: Egy tetszlleges Q& Q konfiguracid

Qk_:nk Q 9 k:(),l,-..

transzformdltjai fQ) sorozatdnak bdrmely S kovet-
kezetes természetes stratégia szerinti

RKéS(Qk] s Baledeuvese

itemtervei fR} sorozatdban
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/i/ a tagok egyszerre periodikusak a /4.3/ kiilonle-
ges eset kivételével

/ii/ a 4.3. Tétel meghatdrozta ﬂk jellemz8k ko-
z6tt fenndllnak az aldbbi Osszefliggések /k=0,1,00./:

/a/ az

jellemzbk /késleltetések/ minden k-ra azonosak,

/b/ az
Rk €s Rk+l ciklusszamaira
(¥ dea] B (1+€1,k ez,k) C"l,k . 82,}((“2,1{
/4.47/
Mo jr =% el,k{“l,x L o Y

[ 5 = 0"1,k+1 +82,k(‘”2,k+1

M2,k = ¢ 1k (" 1,ke1 * (1‘“81,1{82,1() /”2,1“1

/4.48/

/c/ az R és Rk ciklusszamaira

M1, = 421 1,0 = Bogen M 2,0

("‘2,k = = Ao p M 1,6 * sz-z(\'“z,o

I

/4.49/
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1,0 = Box-2 1, + Bo-1f*2,k
oo = dap-p [Fi,e * Mor-ifta,k

/4.50/

Bizonyitds: A KT litemtervek jellemzbit a 4.3. Tétel szol-
gdltatja. Ha a ® operdtor a Q = Q_ konfigurdcidra
hatdstalan, akkor Q. = Q_ és R _s R_. Bl’k = 22’k=o
k=0,1,0e. folytdn a /4.47/-/4.50/ azonossdgokkd val-
nak, tehdt igazak. Tégyiik fel tehdt, hogy 0 hatdsos
a Q -ra, és Qk-ra ha R, €8s Rk+1 kapcsolatdt vizsgdl-
Jjuke

’

Vagyis legyen Q #Q  és Q¢ Q

Tételiink /i/ dllitdsa kovetkezik a 4.3. Té-
tel /i/ 411itésdbdl, ugyanis a /4.3/ kiilonleges fel-
tétel invaridns a D operdtor alkalmazdsdval szemben.
Médrpedig ez a feltétele, hogy bdrmelyik R litemterv
ne legyen periodikus.

Vegyiik észre, hogy a /4 39/=/4.41%/ bsszefiig-
gésekben az CO 3 és QJB-l,k megolddsok szere-
pe teljesen azonos. A 4.3. Tétel /iii/ dllitésa sze-
rint abban az esetben, ha a /4.36/ egyenlétlenségnek
i=l és 2 mellett egyarant van 60 k.../l 0/ megoldé-
sa, akkor az Rk itemtervek Jellem201t az OJ: E €s

— ?

(7S 3-i K ? legkisebb ilyen megolddasok és ezek
,L

3=-1,k
osszefliggések rutatgak, hogy

@)
(\*a’ O(Bak-*-@A-ak

A'i' K és A ‘ hibdi hatdrozzdk meg. A /4.9/
]

@) i
(* 5, 1= X Ay k*(‘)’B-ak ’

ahol o é€s F értéke 0 vagy 1, mindkét egyenletben
azonos.
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B 2 ad

iz WP “késleltetdsek & A, hibdkt6l
e J’k l,k

fliggenek. “ -

A Y e i,k+1
legkisebb megolddsok kozott is fenndllnak a

/4.39/-/4.41"'/ Ssszefiiggések, akkor ebbdl kdvet-
kezik, hogy az /ii/a,b/ &llitdsaink igazak. A
/ii/c/ &llités teljes indukcidval kovetkezik a
/ii/b/ &11itdsbél. A 4.8. Lemma utdni 3.Megjegy-
zés szerint a /4.42/=/4.431/ kivételes konfigurd-
cidkon kiviil az Cé):,k és &J:,k+l kozott a
/4.39/=/4.41%/ igas. Csupdn a kivételes konfigu-
racidkat kell tehdt még megvizsgdlnunk. A /4.43/
és /4.43%/ esetek egyben a 4.3. Tétel /ii/ eseté-
re vezetd konfigurdcidk is, vagyis képviselik azt
az esetet, amikor Q. ;-Te /4.36%/-nek nincs

- "
aJi’k+l-ﬁ40/ megolddsa.

A 4.8, Lemma utdni 1. Megjegyzés szerint a
/4.42/ kivételes konfigurdcidéndl az slol=s;
elsé dontésii litemtervek Ri,3-i,i tipusiak, ame-
lyeknél a 4.3. Tétel /4.9/c/ formuldi szerint a
jellemzdk

* —
/(‘*i,k’ (\"3-1,1(/: wi,k * wB-i,k

W i
/Uy U 3/=/M= 4 AB-i,k/‘
A /4.42/ konfigurdcidkndl az Ck): " megolddsok
az @, Kel= /1,-1 / megfeleldi &s adottak. Az
]
C“)g;i Kk megolddsok pedig konnyen meghatdrozhatdke.
’



A megoldasok

i=1: . =/, 0 -1/, 60: = [iof

&kt ok

L
i=2: a)l Kk =/1, .BI,k/ ’ &)2,]:{ =/l+ Bl,k(£2,k-l)’t2,k-l/‘

A megolddsok hibai rendre

»® ]
=1 Ay = s Ay =0

i=2: AT, =75 A%.=7

Ezek alapjan a
s /(“1,1{; Mo Uy s Up/

jellemz8k a fentebbiek szerint
i=1: nkz/l;el,k; O; 'yll/’
i=2: ”k =/B2,k; l+el,k22,k $ "),2 0 /.

A /4.42/ konfigurdcidkndl Q. =/"ll; 0; %, 0/,
amelyek iitemtervei Riii tipusuak és jellemzdiket a
4,3. Tétel /4.9/a/ formuldi szolgdltatjdk. Figyelembe
véve, hogy a /4.36%/ megolddsai Q'i.,k+l=/l,0/ g

& _ e Al < e
A 1,k+1 —"li hibakkal, az Rk+l litemterv jellemzOi:

=1 ”k-l-l =/l;O;O; 1Zl/’

i=2: [, =/0;5 1 ;%, 0/.
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Konnyii 1dtni, hogy a /nk 5 M k+l/ péarok
kielégitik az /ii/a,b/ Osszefiliggéseket és az
/ii/c/ ismét az /ii/b/-bd8l kovetkezik teljes induk-
cidval.

Hdtra van még a /ii/ dllitdsaink bizonyitdsa a
/4.43/ és /4.43%/ kivételes konfigurdcidkra. Ezek-
nél a Qk+l-re a /4.36%/-nek nincs COi,k+lz/1,O/
megolddsa. A 4.8. Lemma utdni 2. Megjegyzés szerint
az R, iitemterv tipusa Riii’ hiszen A&g’k=0 miatt
a (bi-szituécié tér vissza és nincsen kritikus szi-
tudcid. Az (89) :,k megoldasok figyelembevételével
R, jellemzOis

i:l: n k+l

=/0; 1; 03 0/,

i=2: r_lk_+1= /l; O; O; O/ °
A /F?k s Il k+l/' parok azonban itt is eleget tesznek
az [/ii/a,b/ Osszefliggéseknek és kivetkezésképpen az

/ii/c/ allités is teljesiil.
A tétel bizonyitdsa ezzel teljes.

Qe€oed,

l, Megijegyzés: A 4.5. Tétel /ii/a,b/ Osszefliggéseinek
szemléletes értelmezéséhes tekintsiik a Qk nem redukdlt

konfigurdcid R, litemtervét., Az R, ttemterv minden

olyan szakaszdbdl, amelyen B,-task kiszolgdldsa folyik,
hagyjunk ki egybefiiggben egy el K 272 K hosszusagu

- 9
szakaszt /félig zdrt intervallunot/. Ezzel az eljdrds-

sal az RK minden periodusabol C"l;k e 1,k 02—011-;lust

hagytunk ki és a periodus @*l,k:elqk‘cé,k hosszusaggal

csokkent.
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Mivel Qk nem redukalt,ezért a 4.3. Tétel szerint
Rk periodushossza biztosan

.= P10 * V1 = Mo, T ot U

alaki. A fenti transzformdcid a periodicitdst nem
rontja el €s a nyert R& iitemterv éppen a

o ’ " :
Qf =775 191,1:4,1 3 7 o3 ﬁz,k/
konfigurdcid megfelell ilitemterve lesz

b - -
pp=p =M1 € 1,6To,x =

=00,k T 1, et U1 = (M2, b1 kM1,0T2,* Uz

periodushosszal. Az R, —> RL transzformdcidé nyilvan
megtartja az litemterv egyéb jellegzetességeit is:
osszefligglség, kOovetkezetesség, természetesség, eset-
leg szorossag, stb. A transzformdcid a jellegzetes

6% szitudcidkat is érintetleniil hagyja. Ebbll kovet=-
cezik, hogy az Uy és Uy késleltetések nagysdga sem val-
tozike.

Hagyjunk most ki az Ri iitemterv minden olyan sza=-
kaszabdl, amelyen B,-task kiszolgdldsa folyik, egybefiig-
gben egy BZ,kzrl,k+l hosszusdgl szakaszt. Ekkor min-
den periodusbdl ((\&2’1{- el,k(ul,k) ¢ 2,k Zjl,k+l hosz=-
szusdgu szakaszt hagytunk el C,~ciklusok formajdban. Az
igy nyert iitemterv éppen a Q

T konfiguracio Rk+1 uten=-

terve lesz.
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Ennek periodushossza

il - -
Prs1Pk ((“2,1: el o1, i) 22 T

=/(+ 1. 8s, o eyt t, af* 2,50,k t1m

=((‘“2,1<' ¢ 1,k {“1,1c-) T ka1 s

Ssszevetve ezt a 4+3. Tétel szerinti formuldval, ami

/w Pr+1=(M1,k+1 ’C'l,k+l+Ul=(M 2,k+1’c2,1;+1+ Up

éppen a /4.47/ formuldkat és a /ii/a/ d41llitds iga-
zoldsat nyerjiik abban az esetben, ha Rk+1-re is a
4.3, Tétel /iii/ dllitésa érvényes. Amikor a 4.3.
Tétel /ii/ esete 411 fenn, akkor a /iv/ dllitdsban
szerepld formuldk 2 nélkiili része a 3. Fejezetbeli
2. Megdllapodds kovetelménye nélkiili degenerdlt ilitem=-
terv jellemz$it adnd meg, amely a 4.5. Tétel bizonyi=-
tdsa szerint is a /4.47/ és /4.48/-ban érvényes ciklus-
szamokat képviseli. Ilyen esetben a /#/ alatti P4l
new a tényleges periodushosszat szolgdltatja, hanem
ehhez hozzd kell adni 5'{: mennyiséget, ahol

O =l-sgnT; T, . Az R ——>R‘—+Rk 1 transzformdcidt
a 4.7. Abra szemlél uetl.
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— b |

I!éV 4?IHIéZ/ﬂV¢WHEléﬂ%ZVV,
Y, IIIIIF!IIIIH

- - . = = o waf

B RNV,

k
ez e
R} YA V%
/A2 771 27777

4,7. Abra: Az Ry, Utemterv szdrmaztatésa R, ~bé1.

2., Megijegyzés: A 4.5. Tétel szerint a D-redukcids

lépések folyamdn az R, litemtervek jellege nem val-
tozik, legaldbbis ami az Uy €s U2 késleltetések
nagysagdt illeti. Ha azonban egy R.-ﬂ>Rk 1 lépés~
né V. . >0 ster V. | 120 értél {1
nel egy i,k parameter i,k+1= ertekre val-
tozott, akkor megvdltozhat a szabad elsé jellegzetes

szitudcidk tipusa és ilymdédon az R litemterv-

jelleg is valtozhat. Ekkor azonban mdar legfeljebb
egy Bi,j hdnyados lehet pozitiv /a kovetkezd/ és
Qk+l’ vagy Qk+2 redukalttd valik. Erre lattunk pél-
ddt a 4.8, Lemmdban a /4.42/~- /4.43?/ kivételes kon-
figurdcidkndl. Errél a kérdésrdl még szd lesz.

3, Megijegyzés: Amint a /4.34/ alapjan a /4.32/, a
/4.48/ alapjédn a /4.50/ bizonyithatd volt teljes
indukcidval, ugyanugy a /4.41/és /4.41%/ alapjdn iga-
zolhatjuk az aldbbi /4.52/ és /4.52%/ Gsszefiiggéseket
teljes indukcidval, abbdl pedig megolddssal kapjuk az
aldbbi /4.51/ és /4.51%/ Osszefiiggéseket.

A

o M P,

By B
/4.51/

A ==A B

1,k=Por-281 ,0tP2k-2 41,0



= Bl =

By k™Bok-2B2, 0 Rok-242, 6
[4+51¢/

Ao k= Bo-1B2 othor-182 o

By, 0"Bok-2P1 ,k*Bor-141 ,k
1452/

Ay, 0%hop-2B1  kthoka1d] k

By o=Aok-1B2 kthor ohs i
/4:52¢/

Ao 0=Bop-1BoutBor oo

4. Megjegyzés: A /4.47/ - /4.50/ Osszefiiggések hason-
16sdgot mutatnak egyéb jellemzlbk kozott kordbban bizo-
nyitott Osszefiiggésekkel. Ez nem véletlen, hanem annak
kbvetkezménye, hogy a T, , igények és M. cik-
i,k 2 2
lusszamok a /4.36/ egyenlltlenség megolddsain keresz-
til specidlis kapcsolatban vannak. Tekintsiik ugyanis
a /4.36/-nak pl. i=1 mellett egy €, . megolddsdt,
b

amelynek hibdja -~ 4. .. Ekkor
izk

/4-53/ Bl’le,k-Al,k T2,k= Al’k'

E kifejezés baloldala a

T B
/4.54/ T2 -tl’K és @, ké( 1’1‘)
2,k Ay x

vektorok skaldris szorzata.



T

Ha (E{Z) jeldli az x és y vektorok skaldris szorza-

tdt és  y=Py', ahol D egy linedris operdtor /mdtrixa/
akkor

T
(x5 0y")=(27z:3")=(2'>3")
ahol g‘éQTE > QTa.ﬁoperétor adjungdltjanak matrixa,

a D transzponaltja.
Bevezetve k=0,1l,... indexekre a

o I 3 A
o b oy
/4.56/ D, & Boy_p Aoy-2
Bog-1 Aoy

mdtrixokat, a 4.7. Lemma, illetve /4.34/ és /4.35/sze~
rint

5 T "
/4.57/ =D ’ =D G

e ik el
/4.5T7%/ T=0,"T » T DLkl Skel

A /4.57/ figyelembevételdvel /4.53/-bdl

A_L,k= 21,k3 Ek)=(el,k ’ 2;}1{4.1 ,-Ck+l) =

-T
o 21:,k+19-)-l g2 gk+l)= -a—)-l,k+l’ Ek-i-l) =A1 sk+1
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Al,k=(Ql,k’ E}J‘(@l,k’ D, %)=

T
=0 @1 ’Eo)=(f‘-31,o » &)= Al,o’

-T z . . TR N s .
ahol Dy kel B 2k,k+l matrix inverzének transzponaltja.

A /4.41/ és /4.39/ szerint ugyanis

/4.58/ DI & A és W =T W
* =K k+l=1,k+1" =1,k —l,k+1 =k, k+1—1,k

és a [/4.52/ és J4.51/ szerint

¢ T = s = -T
/4.58'/ D@y =@ &5 @y =D

=K

A fenti skaldris szorzatokban 4, | helyett az
’

/4.54) §2,k=(A2’K) S8 [y = (/‘Al'k)

Bo k M2,k

vektorokat is hasznalhatjuk, csupan Zﬁl P=‘ﬁl & helyett
o ’

~ 432 K:-zﬁz o » illetve U,-U; konstansokat kell sze-
H 9

repeltetni. Ez a /4.39Y/, /4.41%/, /4.51%/ , /4.52%/ és

a /4.47/ - /4.50/ ©Osszefliggések§l kovetkezik.

Usszefoglalva: ha

X, (Xl,lc)
Lok
vektor az @7 ,ggz,k és pﬁk velctorok bdrmelyike,
akkox
m -T

. T . T )
7459/ R X o &K+l‘2k,h+l £
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‘ T e o D
[4+59%/ Xo=Dy E » e = O, k41%k41

A /4.55/ és /4.56/ métrixokra egyébként még
igazak a kovetkezlk:

1+ ¢ =T
‘ = 1,k v 2,k ~ Vi,k
/4055 / gk,k*l- ? ’ ’
- Bz,k 1
Aok-1 Aoya2
/4.56/ Dt =
= Boa1 Boyoo
1 0 1 £
. 14,60/ . B 1.k
=K,k+17 | p
2,k 1 o 1
R ¢ & N
/4.61/ 20 =( ): ;
0o 1
e Dic17Bk k41 R
/4.63/ det (Qk,k+1)= det (D, )=1.

Ha a P operdtor a Ql* konfiguraciodra hatdstalan,

akkor

/4.64/

kx+l=£ és D, l'D g disk 9 ,_8

= - o O.



gl 2

5. Megiegyzés: A'4.5. Tétel alapjdn bdrmely Q€ Q
konfigurdcid bdarmely S(Q) kovetkezetes természetes
iitemtervének a jellemzOit meghatdrozhatjuk a

V)
redukédltjdnak /ha létezik/ RV=S(QVI itemterve jel=-
lemz6ib8l, ha azokat és az -

A B A B

2v=2"? 2y=2, 2v-1? T2v-1

mennyiségeket ismerjiik. Ezek a /4.56/ alatt definidlt
matrixok koziil a

Bog—o  Boyop
/4065/ 2 = gv - p
Bogal  Boya

matrix elemei.

A kovetkezlkben ezért ellszor a redukdli konfi-
guracidk KT iitemterveinek vizsgdlatdval Toglalkozunik,
majd a P-redukcid végrehajtdsdval a D mdtrix elemeinek
meghatdrozdsdhoz ‘adunk meg algoritmust.
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4.3, D-redukdlt konfipgurdcidk KT iitemtervei.

Az e186z8 pont eredményei azt mutatjdk, hogy a
D-redukcié valéban egy alternativ utat szolgdltat
bdrmely QeQ konfigurdcié KT iitemtervei jellem-
z8inek meghatdrozdsdhoz azzal az uttal szemben, amely
a /4.5/ egyenl8tlenségek direkt megolddsan és a 4.3.
Tételen alapszik. Ez az alternativ ut a 4.5. Tétel
alapjdn torténdé meghatdrozdsa az litemterv jellemzli-
nek a redukdlt konfigurdcid litemterveinek jellemz&ibdl.
Ennél a mddszernél két szempontot kell szem
eldtt tartani: Az egyik az, hogy redukcid kdzben az
itemterv elsd hdrom jellegzetes dontéssel jellemzett
Rala2a3 tipusa megvdltozhat. A mdsik az, hogy a 4.5.
Tétel alkalmazdsdhoz a 3. Fejezet 2. Megdllapoddsat,
mint iitemezési korldtozdst nem szabad figyelembe venni
/degenerdlt job-folyam ciklusai iitemezhetlk egymds utdn/.
A P-redukcidés mdédszer alkalmazdsdnak eldénye a
4.3, Tétellel szemben az is, hogy a kbnnyebben attekinthe-
t6 redukdlt ilitemtervek jobban feltdrjdk a KT ilitemtervek
jellege és a konfigurdcid paramétereinek viszonya kozotti
bsszefliggéseket. Ez indokolja azt, hogy a H-redukdlt kon-
figurdcidk KT litemterveinek jellemzdit tlizetesebben vizs-
gdljuk. Természetesen azok is a 4.3. Tétel, azaz a /4.5/
egyenlétlenségek megolddsai alapjan hatdrozhatdk meg.
~ Azonban dltaldban a /4.5/ egyenlétlenségek megolddsai
redukdlt konfigurdcidndl nem igénylik az dltaldnos mdd-
szerecket, amelyeket a 2. Fejezetben koincidencia~felada-
tok megolddsdra kirtunk. LegtObbszor az ilitemtervek jellem=-
281 szemléletesen evidensek és a @ konfigurdcidlér olyan
tartomdnyokra vonthatd egyszerilien, ahol a KT ilitemtervek
jellemzbi dllanddke.
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A Q konfigurdcidtér az KM négydimenzids
euklideszi tér Ri nem-negativ tizenhatoda. Ezt
és tartomdnyait alterek sorozatdval, illetve a soro-
zat jellegzetes tagjainak &abrazoldsdval szemléltet-
hetjiik.

Vezesslik be az

/4.66/ Xj_: '31- 73_i’ i=1,2,

vdltozdkat. Abrdzoljuk az /%, s%5/ koordindtdkat de-
rékszoglii koordindtarendszerben.
A redukdltsdg /4.18/ feltétele most a

=T e® 5 ¥ Y 3s = QS XA, Very
/4.67/ ( xl'f'?) (x2+ ’)2) =0

feltétellé transzformdlédik. Rogzitett /7, Vol
mellett a /4.67/ feltételnek megfeleld tartomdnyokat
az (xl,xz) koordindtarendszerben a 4.8. Abra mutatja.
Az (xl,xz) sik :x12'73_i negyede megfelel a Q
konfigurdcidtér Q’ll"'lzc Q alterének, amelyet az
/157, / koordindtdk rogzitett értéke jelol ki. Négy
jellegzetes /‘71,72/ értékpdrat vdlasztottunk ki,
amelyek az Osszes specialitdst jelképezik és a redukdlt
konfigurdcid-tartomdnyok részeit megszdamoztuk késdbbi
hivatkozds érdekéven.



4,8, Abra: A D-redukdlt konfigurdcidk tartoményai az
/XIQXQ/ = /- 7 1’- 7 2/ alterekbeno

Jeldlje an Q a redukdlt konfigurdcidk halma-
zdt. A 4.8/(a)-(d) Abrdkon bekarikdzott szdmok jelez-
nek minden olyan pontot és vonalat, amely hozzatartozik
a % halmazhoz. A szaggatott vonalak és nem kdétdzott
hatarpontok nem tartoznak Qa—haz. Latni fogjuk, hogy

az @ - O halmazok majdnem mindegyikén eltér a KT
itemtervek egyiittesének valamely jellemzlbje a tobbitdl.
Azonos az ltemtervek és jellemzdik paraméterektdl va-
16 filiggése a kt6vetkezd halmaz-parokomn:

@ , 060, O+0O , O+, @+E)sés O+ED .

Az egyes halmazokon azonban mdar a KT iitemtervek azonos
tipusuak, amelyek jellemzdi Q paramétereitdl azonos mé-
don filiggnek. Ez aldl csak a @ i @ 4 @ és @
tartomanyok kivételek, amelyek megszamldlhatd részhalmazra
bonthatdk, Ugy, hogy a részhalmazokra igaz az litemtervek
és jellemzbik azonossaga.
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A D-redukdlt konfigurdcidkra vonatkozd tényeket
a kovetkezd tétel foglalja Ossze.

4.6, Tétel: D-redukdlt Q € Qﬂ konfigurdcidk ese-
tén a /4.5/ egyenlitlenségek legkisebb
Og):é /B;,A;/é/l,O/ megolddsait, azok A’i' hi-
bdit és a lehetséges KT iitemterveket a 4.2. Tdbla=-

zat tartalmazza a 4.8. Abra szerinti halmazoknak
megfeleld felbontasban.

A 4.2. Tablazatban jelzett iitemtervek 4.3.
Tételbeli

[1= /{“1;(\'\2; U5 Uy /

jellemzdit a 4.3. Tdblazat tartalmazza.

A 4,2, Tabladzat Paraméter oszlopdban a + jel
hatdrozottan pozitiv paraméter -értéket jelez.
A feltételek x,= -S’i-QB_i, i=1,2, vdltozdk fiigg-
vényében a 4.8. Abrdn ldthatd halmazokat hatdrozzdk
meg. A zdrdjelbe tett feltételek az elfajuldas kovet=-
kezményei.
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A 14,15,25 és 26 sorokban

" o |
/4.68/ Ai=f?_(m) ’ i=1l,2 ,
ahol az fy(x) fliggvény definicidja a 2.1. pont-
beliv :

A 4.2, Téablazatban R; oo
els8 dontés melletti Osszefiiggl prioritasos ilitemtervet
jelzi; a 3. Fejezetbeli 2. Megdllapodds figyelembevéte=-
le nélkiil, ha zdrdjelben all. Az ilitemterv-tipusok osz-

lopdban a + jel egyéb /mnem szoros/ iitemtervet jelez

Jal 2 az s /o/=si

és a - jel azt jelzi, hogy a megfeleld By v ti-
pusu KT iitemterv nem létezik., A 14,15,25:L 2”3 és 26
sorokban a (+) jel azt jelzi, hogy az R, ; és R3-i’i’i

tipusu iitemterv csak ASI<:Q esetén létezik. Ennek meg-
felellen a 4.3. Tdbldzatban is zdrdjelbe tettilkk az litem-
terv jellemzdit. A > nyil azt mutatja, hogy reduk-
cid folyamdn milyen tipusvdltozds kovetkezhet be az litem-
tervben. Ilyenkor a nyil a 4.5. Tételben haszndlandd
jellemzdre mutat. A 4.3. Tabldzatban az RiO litemtervek
jellemzéit bekeretezve emeljiik ki.
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4.2. Tdblazat:

Sszparnl Feltstel | B1 A1 A2 B2 8 A5 Ry1 R 0ok 51 Ro R0 1Ropo
1 oooo(x1=o, x=0] 1 0 0 1 0 O/~ = Ry Ry, =~ =~
2 000 (xl=0, x<0) 1 0 0 17 OR 10 - Rzo/:\*(R&))
3 [00+0((x1<0, xp=0] 1 0 O 1 0 7, R,,) - Ry = = Rpg
4 [0+00|(x,>0, 2=§ - =01 = 0Ry, - = = Ry (Ry)
5 000+(x,=0, x>0] 1 0 = - C =-[R))R), - - = Ry,
6 ++oo(x >0, x,<0) = = 0 1 = O[Ry; =~ = = Ry (Ry)
T [00++|(x1<0, x,>0] 1 0 = = 0 =[R) Ry = Ry
8 [F0+0|(x <0, %<} 1 O O 17, Y, [Rj& = = £ =Ry
9 |0+0+| Ilyen redukdlt konfigurdcid nem lehetséges
1o (+00+((x,=0), x,<0] 1 0 O 17, v, R lo = = By - o+
11 [0+40|x <0, (x,=d 1 0 0 1 7, + = Ry, = = Ry
12 [+++0| x4<0, (x,<Q) 1 0 © l‘tl To|* = RByp = = Ryy
13 +O++er<d),x2< 1 0 O 1‘71 ‘Rlo - = Ry, =~ +
14 ++O+(xl>0),x2<x ‘1 i +1’C';,1 Ryg (#] * + Rz (%)
15 |O+++ X <Xp x> A +1AT 1 1 A’J. (+) Ry, + #+ (+) Rog

++++ -73_i_x <%3,1 05 i=1l,2 es ezen kivul

16 xl=0, X5=0 l'1 0 0 1 n 9 I*- ~ B B = =
17 | x1=%,>0 111100 IR10 - -~ = = Ry
18| x>0, x,=0 | 1 1 0 1%k, - + + Ry =
19| x,=0, x»0 . 1 0 1 17,32 ~74 - By * *+ = By
20 x1<O, x5=0 1 0 O 1‘61 '73 + - Rlo Boe + =
21| x1=0, x,<0 1 0 0 1% Tpi- + RygRyy = +
22 1 x2<0 1 0 0 1 Zﬁ Zég + + Rlo R2o + +
23 I<O Xo»0 1 @ X 1'?I¢é—11 Rlo + + R20
24 xl>0, x,<0 ' 1 1 2 1"CLE 2’T(_’Rlo + + + R20 + |
25| x> %,>0 ; nl i_ A2,A2+1 ,C.gfg Rlo(+) + 4 Ry (#)
26 | 0<xq< Xy AT+IAT 1 1 A ) By, # o+ (+) By,

Hedukdlt konfigurdcidk KT ltemtervei
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4,3, Tébldzat: A 4.2, Tédbldzat iitemterveinek jellemzGi.
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Bizonyitds: A bizonyitds lényegében a két tdbldzat adatai-
nak ellendrzését jelenti. Eldészbr a 4.2. Tabldzatnak
a /4.5/ egyenldtlenség megolddsaira vonatkozd adatait
ellendérizziik. Utdna a KT litemtervek tipusaira vonat-
kozé adatokat, végil a 4.3. Tdbldzat [1  jellem-
z6inck adatait ellendrizziik. Igyeksziink, ahol lehet,
dltaldnositani és egyszerrc tobb eset dllitasat /tobb
sort/ bizonyitani. Ezeket megjegyzés formdjdban kiemel-
Juke

»
/i/ Az wi és A4 : adatok ellendrzése: Az
60: = /1l,0/ és a): = /1,1/ megolddsok helyettesités~
sel ellendrizhetdlke. Q::/l,o/ biztosan minimdlis

COi?-/l,o/ megolddsa a /4.5/ egyenldtlenségnek, az
6\)’{' =/1,1/ pedig akkor minimdlis, ha a)i=/l,o/ nem
megoldéas.

1. liegjesyzés: A /4.5/ egyenldtlenségnek az (A)i=/l,o/

akkor és csak akkor nem megolddsa, ha xi> 0o .
Egydltaléan nincs C\)i = /1,0/ megoldds, ha emellett
’C'B_:.L:O, és C\)i?/l,o/ feltételbdl 60i>/l,o/
kovetkezik, ha 2”3 -
-i

Ugyanis xi>0 ekvivalens 0i>73_i>_o fel=-
tétellel, ezért 60i=/l,o/ esetén
Ai= ’C':.L > "Zi+"23_i= ‘bz » Vagyls @, nen megoldds.
xiéo esetén viszont
xi>0 esetén '\?i>0 €s 3_i=0 esetén teljesiil
a /4.4/ Teltétel, amely azt jelenti, hogy /4.5/-nek
nincs wiz/l,o/ megolddsa.

1 £Ygoys ezért Ai-‘-?.
<

bzzel igazoltuk w’;:/fl.,o/ megolddsokat a
4,2, Tabldzat soraiban. Azt is igazoltuk, hogy a
14,15, 17-19 és 23-26 sorokban co’;>/1,o/ megol-
ddsoknak kell fellépniok.
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#
A 17 sor Coi =/1,1/, i=1,2, adatai trividlisan
ellenbOrizhetlk. A t0bbi sor adatait igazolja a ko-
vetkezd dltaldanosabvu allitas.

2. Megijegyzés: A /4.5/ egyenlltlenségek legkisebb
&): =/1,0/ mégolddsaira és azok A"i‘ hibdira

Rl

.
3 3 %
/4,69 C,=/KTHL, K/, @3 4=/1,1/ , [ <A€Y, 0445 ;< U5,

5 ) i
akxor, ha a
[ o "

/4.69%/ ;>0, x3_i>0 y Xy<Xg_ g

feltétel teljesiil, ahol i=1,2 és Ag értéke a
/4.68/ szerinti.

(Bizonyités:)A szimmetria miatt elegendd i=1 esetben
bizonyitani. Tegyiikk fel tehdt, hogy i=1 és

< >0, "72’71>°’ 1‘}1"72<‘92‘ 11

A redukdltsdg miatt ‘32<’C'l. Ezekbdl 'C"2>‘2 és

f}:< TE azonnal kovetkezik, sbt
= - - = <
T, -Ty=1,~ (5= V)<,
is adédike. A tovadbbiakban a

< > T T L
17 G P, OSERTE T,
feltételeket fogjuk kihaszndlni. T,>7% miatt

- Y - LT = il
602_/1,0/ nem megoldds,O > l< 2 5 miatt

602=/l,1/ viszont az. Igy &J; =/1,1/ bizonyitva
= = B zike
van. O <A2 'C'Z 1< 7 o kovetkezil
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T, < T, miatt Q= /Bl, Al/ megolddsndl
By£ A, mnem lehet, mert arra A1<O kovetkezne.
Vagyis biztosan B'1*>A'1'.

Legyen Qi: /Ai-{-l, Ai/ a [4.5/ minimd-
lis @2 /1,0/ megolddsa a By=A;+l jdrulékos
feltétel mellett. Vagyis legyen A! a minimdlis
A= 0, amelyre Alé CA1+1)'C'1-A1 Ty= ’C‘l-Al(’C'g- 'C’l)

hiba kielégiti a O éAl =7 feltételt. Ilyen

AJ‘_ biztosan van. Ha ugyanis T;<7 , akkor
A{=0. Ha T;>7 , akkor T,~-T;>0 miatt
@-1/(CT-T) >0 és Tp-T <Y, 27
miatt 1/(T-T)>1. .
Ezért biztosan van Al>O egész, amelyre
- -
AP =L I S

amely egyenlétlenség ekvivalens a 0 £ Alé M egyen-
16tlenséggel. A legkisebb megoldds ekkor nyilvén

- ’8 - X
B (Z';- Z’l) ) (72‘ " 1}";?' 7 2’)=f->- (;2-‘_’15{) ’

’Cl 27 esetén azonban ‘Cl_ m = ‘3'1— 7,%0 miatt
- & o M e » = - > g

T, =Ty= V==V =,/ - /Y-, _no, ezért

0 [ g e /(T,-T)%0 és igy (t_l,-___) ’
4 kv i 2 ’ " . «

szintén teljesiil. Vagyis (A)l éppen a /4.69/ 411itds~

ban szerepld 00: megolddas. Be kell még latni, hogy

B ™ lehetetlen, mert akkor w* =6‘J_{ valdban

1 1 1
igaz lesz.
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Tegylik fel azonban, hogy B: > A:+2 lenne., Ekkor
a 0€A¥ =<7 reltétellel ellentmonddsra jutnsnk.
: »o W S o -\ % T N
Uiyeate ‘Al'Bltl 41 T = ftl AT (To-Ty)=
=T, - (Al;Al)(’C‘z- ) +’C’l-‘-Al("C”2~ Ty) =
— -— - , —
=T~ (4-A)(C- 7)) + AF

ahol Ai a fentebb definidlt =20 egész, amelyre
az ! = /Ai+l, a!/ nibdja ‘o .‘.Ai$7 ;

< 5 b0 Sa A _T . s
Z}_- 7 esetén  AJ=0 és 1=¢, volt ezért

L ]
0£A1 27 csak AY>0 és  BY>1 esetén tel-
jeslilhetne és 63: nem lenne minimdlis ‘,2 /1l,0/
megoldéds. Tl>“2 esetén viszont 0 = Aiﬁ"]
csak ugy teljesiilhet, ha A'{-Ai>0 és
BI&AT-&Q >A]'_+l. Vagyis ismét C«.)‘;> C\)i?_/l,o/
lenne, ami ellentmondas.
Az 7, < A'l'fy kbvetkezik a
£ £o(x)=x<1 és a 'C'2-Tl< N, reldcidk-
bdl ugyanis A; £M igaz és
o~
C,=" (Z“-n k
T Sk I o) TR L =
A= Ty-03 (G- Ty) = 'cz-'cl(té ) T o Tyl l>
>n -(’C’z- T >, adédik.
Ezzel a 2. Megjegyzésiinket bizonyitottuk.
E Megjegyzés igazolja a 4.2. Tabldzat 14,15,
18,19 és 23-26 soraiban 4116 @Y% és AY értéke-
ket.

/ii/ Az R tipusok ellendrzése: Az
8,858, ‘
da1) _-éﬁz)_ 83) jellegzetes dontéssorozat lehetdsé=-

gét a AT és Ag értékek ismeretében a 4.3. Lemma

alapjdn a 4.3. Abrdn 1év8 ciklikus graf segitségével

ellenérizhetjiik legegyszeriibben.
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Az Hio osszefliggd prioritdsos iitemterv mindig a
a =1 melletti szoros R tipusu iitemterv. A
, a.a,a

3. Pejezct 2. Megéllapod&sg fiatt ez nem mindig meg=-
engedheté iitemterv, ilyenkor a 4.2. Tabldzatban zd-
réjelben szerepel és szerepel mellette egy mdsik

Rio
eleget tesz a 2. Megdllapoddsnak.

kvdziszoros és kvazikovetkezetes litemterv, amely

Ha azonban az elfajult konfigurdcid KT iitemtervé-
nek jellemzbit a 4.6. Tételben nem redukdlt konfigurdcid
litemtervének meghatdarozdsara kivanjuk haszndlni, amely=-—
nél a 2. lMegdllapoddenak biztosan nincs szerepe, akkor
a redukdlt esetben sem szabad a 2. Megdllapodast figye-
lembe venni., Ez az oka az /Rio) litemtervek szerepelte-
tésének a 2-7 sorokban 1év8 degenerdlt konfigurdcidknal.
Ez a szempont a Q=0 nulla-konfigurdcidndl nem befolya-
sol, mert Q=0 esetre egyetlen Q#0 konfigurdcid sem
redukalddhat.

A Q=/1l;0; 153 0/ elfajult esetekben a 2,3 és 8
sorokban a redukcid folyamdn Ra q g, Utemterv-tipus
vdltozhat az S stratégia véltozééaznélkﬁl. Az R, 3=, i
tipus Riii tipusra valtozhat f?i=0 bekévetkezésékor:
amikor "23_i>0 mellett a @B_i—szituécié megsziinik.
Ezt jelzik az Ri,3-i,i'/ﬁsRiii
egyébként a 4.8. Lemmabeli /4.42/ konfigurdcidk iitemter—
veil alapjédn is beldthatjuk.

A 4-7 sorok a 4.8, Lemmabeli /4.43/ és /4.43%/
konfigurdcidk redukcidjdnak lehetnek az eredményei és

nyilak. Ezt a tényt

annak alapjdan is beldthatdk a szerepld R, ltemtervek
tipusai. A 10-13 és 16-24 sorokban a szerepld tipusok
Zﬁ: értékek alapjdn a 4.3. Abra segitségével ellendriz-

hetdlk.
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A 14,15,25 és 26 sorokban a tipusok a 2. Megjegyzésiink-
b6l novetkez1knek.A? =% esetén 3_1 ezért az

é) jellegzetes dontest mindig 86 ) koveti, igy az
Rlli és 3-1 s A )
zik a {+) Jelzesek e négy sorban.

/iii/ A r]alazaQ jellemzdk ellendrzése:
o
A 4.2, Tablazatban feltiintetett Ra litemterv tipu-

il -
S0k r1ala2a3 jellemzdit az 60: megolddsok alap-

jan a 4.3. Tétel szerint kaphatjuk. A 4.3. Tabldzat nem
egyéb, mint ezek megaddsa beleértve a 2. Megdllapoddst nem

tipusok ki vannak zdrva. Ezt jel-

kielégitd zdrdjelben 8116 jellemzlket is a 2-7 sorokban.
Az utolsd oszlopban 8116 3 "korrekcids tényezd" a
4-7 sorokban a 4.3. Tétel /iv/ d4llitdésdban szerepld /4.lo/
képlet szerinti értékek, amelyeket 2-3 sorokban a zardjel-
ben 4116 iitemterveknél is alkalmazhatjuk és akkor ugyanazt
a p é€s (] periodushosszat és hatékonysdgot nyerjik, mint-
ha a 2. Megdllapoddst figyelembe véve iitemeznénk. Ezt jel-
zik a P> oszlopbeli (1) értékek. A 14,15,25 és 26 sorok-
ban a zdrdjelbe tett jellemzbk a 4.2. Tébldzat (+) jeleire
utalnak, amelyek csak Zli<17 melletti litemterv létezé-
sét jelzik.

Ezzel tételiinket teljesen bebizonyitottuk.

Qe€ole

B 4.6, Tétel tdblazataibdl kiilonféle torvényszeriisége-
ket olvashatunk ki dH-redukdlt konfigurdcidk jellemzbire.
Ilyeneket mdr az l. és 2. liegjegyzésekben kiemeltiink., Azo-
kat célszeri egy lemmdba foglalni és dbrdan szemléltetni.
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4,9, Lemma: H-redukdlt Q€ QD konfigurdcié esetén a

/4.5/ egyenlétlenség legkisebb
megolddsait, azok

co" >/1,0/

A‘; hibdit az alabbl 4.4, TED-

ldzat foglalja Ossze a 4.2. Tabldzat soraira vald

utaldssal egylitt, és a 4.9. Abra szemlélteti. Az

A‘; értéket a /4.68/ fomu;a gzolgdltatja. A 4.9.

Abrdn a tartomdnyokat a }

jeloltik, amelyek az ml
olddsoknak felelnek meg

’Al érték-négyessel
»B3)

Ao
“ 6&)’5 legkisebb meg-

.
es

121>o és ‘022>o ese=

tén.
&Jg 13: Hatédrok Eolyt.
/1,0/ T, 1,£4%7 1
- - - 2
&
/1,1/ Z”.-'L'B_i o<Ai <7, 3
= " ‘2 P\
/Ai+1’Ai/ ’l‘{'c -ri} g™ )< A¥4 ) 4
d 4,2, Tédbldzatban
Folyti Fel?etel =T =7
5 1-3,5,7,8,10-13|1-4,6,8,10=-13 |
1 =P~ %0
iT 0341 16,19-23 16,18,20~22,24
2 V20, T, ;=0 4,6 5,7
L 14 15
3 G40 &°'73 >O‘9 I FC A 17,18,24,25 | 17,19,23,26
L 15 14
4 1i>0,3' 1-15>0» ¥ i<V y o

4.4, Téblizat: A /4.5/ egyenlétlenség legkisebb QJiB/l,o/ megol-

‘ddsai D-redukdlt konfigurdcidkra.
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(1,0)
f = 3
| e )
I / E
-T2l , R

4,9, Abra: A /4.5/ egyenlétlenségek megolddsai D-redukdlt
konfigurdcidkra Cd:,zq; formédban.
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iegijesyués: A 4.9, Abra / -‘22, -7 l/ pontja a
/—'?2,0/ . /O,-?l_/, illetve /0,0/ pontra
vdltozik, ha "Zl=0 1,=0, illetve % 1="1,=0.
"ll_O eg(;ten az xl"-72’ x2>o i‘elegyenesen
az (_ y és Y,=0 esetén az -2=-7ll » % >0 u
-)
félegyenesen a kétavds fejezné ki az
&y (U 1) J wl
negolddspdr értékét. 2

Bizonyitds: A 4.4. Tabldzatban jelzett torvényszeriisége-

ket egyszeri ellendrizni a 4.2. Tdblazatban a fel=-
tintetett sorszamok alapjan. A 4.9. Ab_ra

"ll>o i '72>o esetén szemlélteti a tabldzat
Osszeflliggéseit. Az A"t értékek tartomdnyait a /4.68/
formula igazolja, ha észrevessziik, hogy Ai konstans

’ Y Lt . z . X.
ertékeinek tartomanyail az i "
Jx3_i-.li.l

egyenesek hatdroljdk, aicelyek egy sugdrsort iépez-
nek. Az z. és Xq_3=%y érickeliel az dordn sraftozott

derédkszogl hdromszbgek segiiségével emeltiik kij
befogoi az értékel.

A 4-6- Té-teﬁ 4.3. Ta'ulé.za-lb&ibél az R C”’e.LL{.bL)
os litemtlervek jellemzdire vonati: zéau is kiol-
e

1 SRS " 2 A ™

Xk a torvénysieriiséieiet. Iz eyy Tdéle

4.7. Tétel: /A/ D-redukdli Q& QD koniisurdcidi

io? i=1,2, Usszetfiiggl priori‘gésos iitemterveinelk
tipusdt és a 4.4. Tételbeli ﬂ:/h; o3 €13 g,/
jellenizéitl a 4.5. Tabldzat tariclmazza a paraméierei-
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re és a 4.2. Tdbldzatbeli sorszdmokra utaldssal.

A /4.4/ esetekben a 3 =1 korreicids tag alkal=-
mazandé a p periodushossz /4.6%/ és az a P,~fog-
laltsdg /4.7%/ szerinti szdmitésdhoz, ha a

3. Fejezetbeli 2. llegdallapoddast figyelembe vesz-
szike. A 4.2, Tédbldzat minden esete /kivéve a lehe=-
tetlen 9 esetet/ egyszer szerepel i=1 és egysuer
i=2 mellett, ahol s/o/=si az Rio elsé dontése.

A 2 és 3 esetek ezenkiviil zardjelben is suerepel-
nek. Bzt kell i értéknél figyelembe venni, ha a
jellemzlket a 4.6. Télelben nem-redukdlt konfigu-
riacid ilitemtervének meghatdrozdsahoz hasznaljuk fel.

/B/ Az R, ~ Utemtervek tipusait, jellemzbinek tar-
toményai? és az U.= aj 7'3_3 jellemzbk értékeit

a 4.11. Abrdn szemléltetjilkk i=1l és 2 mellett az
/xl,x2/ koordindtarendszerben. A 4.8/(a)- (c) Ap-
rék tartoményait a 4.10. Abra szerint egyetlen
/xl,xz/ sikban dbrdzoljuk olymdédon, hogy az

XJ-?.O, By, o= 123. /i=1,2/ egyenes mentén feltiin-
tettilk az 73_j=0 melletti specidlis paraméterérté-
keket, amelyek 723-;]) O esetén nem érvényesek
/ilyenkor ugyanis a pont nem redukdlt konfigurdcidt
dbrdzol/.

/C/ R, & R,  minden nem elfajult konfigurdcid ese=-

tén teljesiil és kizdrdlag a
'31'32 =0, %20, %20, x;+x;<0

mellett nem teljesiil,
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(\41 (wz E’l 82 Feltétel Folyt.

o 1 ©0 o0 31>o +C,=0(x,>0,x,20)| 1
0 : 1 0 9’2-0 )70 (x1<0 »X,%0)| 2
1 0 0 0 f%>0,%3=0(x,£0,x,>0)| 3

1 0 0 1 }=0,7;>0 (x;€0,x,<0)| 4

Xl-X2 @’
11 b (>0, 5,40) x>0, %p8%,| 5
x -
Y
1 1 o >0, %0) x>0, x,6x,| 6
i | =55 V
1 1 ";E ?I ;>0 ’Ciao,xléo,xzéo 7
Folyt. Sorgzédm a 4,3. Tdbldzatban Rialaz
i=1 _i=2 tipus
1 4,6 4,6 Ryq1
2 = (2)9398’11312 R222
3 557 Syl Ri22
4 (3),2,8,10,13 - Ryyy
5 14,17,18,24,25 14,18,24,25 | Ryqq
& |15,19,23,26 15,17,19,23,26 Rinp
7 |1,3,11,12,16,20-22 1,2,10,13,16,20-22 f1,3-1,3

4,5, Tdbldzat: D-redukilt konfigurdeidk Ry , i=1,2, item=-
terveinek jellemzGi.
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Bizonyitds: A tétel bizonyitdsa egyszeriien a tdb-

ldzat és az dbrak adatainak ellendrzésébll all.

A 4.5. Tdbléazat 1 jellemz8i és a 4.3. Téb-
ldzatra utald sorszamok Osszetartozasa kdonnyen
ellendérizhetdé. A 4.5. Tablazatbeli feltételek
szﬁkségessége is a 4.2. és 4.3. Tdblazatok alap-
jdn 1ldthaté be. Ezeket a feltételeket a 4.11l. Ab-
rdk tartomdnyaival azonositva ellendrizhetdk leg-
egyszeriibben a hatdresetek és elfajult esetek és
ezen keresztiil a 4.5. Tdbldzatbeli feltételek ele=-
gendésége. A /C/ &llitds a 4.3. Tabldzatbdl kiol-
vashatd.

Q‘e.dt

GNENE
a\\\\@\\\\a

4,10, Abra: A H-redukdlt konfigurdcidk tartomédnyai.




/8 Wguins
/1505037, Zih, 24t ' lu,u i

'l'lll;llll 1
&
1313 =X, 3 =X,/
@ 1y =2 /};0;0;’21/ /0;1;0;0/8 1
R Sns e e e  , o =
Ragy =11
X2 2
)} =5
=1 £ WY
i I = P
= 7
/1303030/ 2ee Y 2| ,
TA-\I\,Q-—-/

|
|
|
|
! .
/O . l—é'; 7 ';: IZII \‘\::\;l l’l i

g 211 xl
- -+ I I 7
= U2 -:]ll-- U
SHEHEEE 280 || |10
Rpyp B |
212 IFNERIYFNARINE A LN V
/15 15=X, 5 =X/

PJosy0i0l o0 s,

/05137%,30/ "l /1315057, /
. Bop

4,11, Abra: D-redukdlt konfigurdcidk Rio itemterveinek
jellemzdi.
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4.4. Osszefiiged iitemtervek értékelése.

A 4.2, és 4.3. pontok eredményei lehetévé teszik
vdrmely Q€Q konfigurdcid Gsszes kovetkezetes termé-
szetes Utemtervének az értékelését é€s hatékonysdaguk
osszehasonlitdsdt. Ez egy lehetlség az Osszefliggb-opti-
mélis iitemterv kivdlasztdsdra. Ennek menetét a 4.12. Ab-
ran egy folyamat-diagrammal /KT-Diagram/ szemléltetjiik.
Ez egyben egy ésszerii algoritmust definidl az OUsszefiig--
gé=optimdlis litemterv kivdlasztdsdra eddigi ismereteink
alapjdn. Az algoritmus két alternativ utat jelcl ki al-
taldnos esetre, amelyek kozott a valasztas onkényes.

Az egyik Ut a /4.5/ egyenlétlenségek, vagyis két KIF
/koincidencia feladat/ megolddsat igényli. A 2. Fejezet
eredményei alapjan tudjuk, hogy a szdbanforgd KIF megol-
désa a €= Tﬁ/”té_i hdnyadoshoz kozelitd 52: megol-
ddsok halmaza alkalmas elemének kivdlasztdsat és elballi-
tdsdt jelenti egy euklideszi algoritmus végrehajtdsa ut-
jén.

Kizdrva a KT-Diagram szerint az

/4.70/ T 'c~273=o

elfajulds esetét, 0 < ’C’i/ tB-i< co és 0< 7/ ’C3_i<°o
lesz, ezért a /4.5/ alatti KIF-eknek mindig létezik megol-
ddsa, amely véges lépésben meghatdrozhaté a 2. Fejezet ered-
ményeire alapozva. A /4.5/ alatti egyenlltlenségek i=1 és

2 mellett egy bal-, illetve jobboldali KIF, ha §°=’C1./1%
hényadosra nézve tekintjlik. Szimmetria okokbdl azonban a

két KIF nem igényel két fliggetlen megoldasi algoritmust,
hanem egyetlen euklideszi algoritmusra alapozhatd.
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Ezt fogjuk megtehni aldbb a A -Algoritmusban.

A mdsik ut a KT iitemtervek értékelésére a
OH-redukcidén alapszik. Ez az alternativa a 4.3. pont
eredményeit haszndlja fel. Ennek miiveletigényes része
maga a D-redukcidé és a D mdtrix meghatdrozdsa, mely
matrixot a 4.5. Tétel utdni 5. Megjegyzésben definidl-
tunk. A D-redukcid az euklideszi algoritmus d1ltaldno-
sitdsénak tekintheté., A KT-Diagramon feltiintetett

A -Algoritmus és D-Algoritmus, mint a KT iitemtervek
értékelésének két alternativdja ezenkiviil is szoros
kapcsolatot mutat. E kapcsolat részletesen elemezhetd
lenne és kimutathatdé lenne, hogy a két algoritmus sok
vonatkozdsban ekvivalens. Ez az alapja annak, hogy a
D-redukcidés mdédszer dltaldban haszndlhatd koincidencia
feladatok megolddsdra. A D-redukcids médszer ilyen ér-
telmii tovdbbi vizsgdlatdt mi nem végezzilkk el, csupan
utalunk arra, hogy az Rio osszefliggd prioritasos litem-~
terv I =/(\Al; o3 €75 82/ jellemzdinek meghatdro=-
zédsdra ekvivalens a legkisebb (W 10 (%o > 0, relativ
prim egészek és 0 £ 81, 82 £ 1 valdsak meghatdrozd-
saval, amelyekre

Pig =T8N = M T o+8:7 4

egyenléség teljeslil. Ez azonban ekvivalens a leglkisebb
(\Al, (\~.2> O, relativ prim megolddsdval az aszimmetrikus

~Ba = T - a5 s

xoincidencia feladatnak.
A H-reduiccidé végrehnajtdsdra a H-Algoritmust adjuk
nege.




= LOW =

A D-Algortmus és a D-redukcids mddszer a KT iitem-
tervek értékelésére a A ~Algoritmus alternativdval
szemben rendelkezik néhdny eldénnyel. A KIF-ek megoldd-
sdra torténd dltaldnosithatdsdgon kiviil kiemelhetjiik
azt, hogy a redukdlt konfigurdcid jellege és litemterve
szemléletesebb betekintést enged a konfigurdcid paramé-
terei és az liteutervek sajatossagai k6zotti kapcsolatok-
ba, mint a /4.5/ egyenlétlenségek megolddsa. A H-Algorit-
mus egyszeriibb a A -Algoritmusndl, mert - majd ldatjuk -
kevesebb reldcid ellendrzését igényli. A D-Algoritmus mii-
veletigénye egyszeriibben vizsgdlhatd. 1Tobbek kozott egy-
szeri becsléseket fogunk tudni megadni a D-Algoritmus szd-

mitdsigényére.
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O

| Iirdektelen

p=t'_|_ 925:2571-)

=0 | 1 =0

=0 >-= pio=7i’blio=l’i=1’25’

A-~Algoritmus ” D-Algoritmus

N .

/4.5/ megolddsal D-redukeid
w’f,wg,A?,Ag V,0%=q,,D
4.,3.Tétel 4.6, Tétel
R : n"- h
! *‘1?%‘?3} f__la} —
i 4.5, 1étel
o) leyzgea]
81808, {p’a'ﬁ}a a,a
) 1523
[
621 a a 08876E- ﬁa e ORgze=-
L2 3 1 2r3
hasonlitasa hasonlitisa

4,9 . Abra: Folyamat-diagram a ET litemtervek 2rilike=-

légsre /KT=-Diagram/
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B18sz0r azonban foglalkozzunk az Rio Osszefiliggd priori-
tdsos lUtemtervek hatékonysdgdnal vizsgalatdval.

Eddigi eredményeink nen szolgdltatnak egyszeri
dltaldnos kritériumokal az Osszefiliggb=-optimalis litem-
terv kivdlasztdsdra. Lgy "euklideszi jellegli" algorit=
wus nélkiil dltaldvan nem tudjuk egy konfigurdcidndl el=-

donteni, hogy melyik az optimdlis /maximalis ha=-
tékonysdgl/ KT iitemterv. A D-redukcid utdn a D-redukdlt
Qy konfigurdcidé ismeretében azonban ez a kérdés mar
eldonthetd. A D-redukcid generdlta menuyisések segitsd-
gével sem ismeriink azonban dltalanos kritériumot az op-
{imdlis KT ditemterv kivdlasztdsdra. Az Rio osszeflggo
prioritdsos ilitemtervek nem mdsok, mini a szoros KT iitem=-
tervek. Tudjuk, hogy ezek nem domir.énuol' minden esetoen.
Erdemes azonban megvizsgdlnunk az /Q} és 20 Q)
iitemtervek 510 (0] és 'b’ /Q} naLeA\onyuabdnaA a
viszonyat.

Nyilvénvald, hogy ha egy el konfiguracid két
Rl(Q) és RZ(Q) KT iitemterve lényegében azonos, azas

R (0] = &, (Q)

akkor '61(Q}= 62@), azonos hatékonysdguak. Ilyenkor
a reduxalt Q. konfigurdcid azonos stratégidk szerinti
Rj_/Q\,) litemtervei is lényegében azonosak és azonos a
hatékonysdguk. A 4.5. Tétel utani 1l. legjegyzés szerint
hé lil/Q\,}fv R2{Q\’) , akkor ez igaz az eredeti Q meg-
feleld iitemterveire is. 3 /Qv) /] /Q,, egyenllség—-
b8l azonban Yfl /Qj = '0'? /Q/ ner. kovetkezike.

Az % =0 esetben V=0 D-vsszetettségi fok
lehet véges vagy végtelen. Véges esetben Q\,-—J)VQ redu-
kdlt konfigurdcid létezik.
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v= & esetben  // 4.3/ kiilonleges eset/ tekintsiik

a O=lim D’Q nulla-konfigurdcidt a Q redukdltjdnak.
V=» 20

m=0 miatt T =0 bdrmely megengedhetl litemterv-
re igaz, ezért ’dlfQ) = '52 (q} mindig igaz fliggetle-
nil R/Q/ = R2/Q/ teljesiilésétdl.

12 >0 esetben felmeriil azonban a kérdés, hogy
[Q) ¢ RZO{Q) esetén mi a feltétele annak, hogy

vlo/Q/; JZO/Q) legyen.

A 4.7, Tétel /J/C/ 4dllitdsa szerint
Rlo{Qv /ﬁS’ RZOIQV}

csak a 4.3. Tébldzat 2,3,8, 10=-13 soraiban 4l1ll fenn,
ezért csak itt kell '510 és '520 viszonydt vizsgdlnunk.
Felhaszndljuk a /4.50/ és /4.30/ formuldkat:

/4711 M1=Bov-2 (M 1,v*P2v-1 [P2,v

Mo=hoy-2 (M1,v*ov-1("2,v

1472/ Ty=hoy 1 C) vHhoye T,y

T, 4B ; o *

o= 1,vtBoy-2 C2.y

2v-1

A 4.4, Tétel szerint a /4.4/ kiviételes esetek kivé-
teldvel 1i=1,2 mellett

Py~ T 1+ &1 Uo= Fp Tt 82l
T el i 0 Sl (b 3
4.73/ 4 g
d o T L - /?)(])+‘/1_52°21/5(2).

Pio Pio io
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A /4.4/ kivételes esetekben d=1 korrekcids té-

nyezével p; és a,  korrigdlandd a /4.6'/és /4.7'/

szerint. E formuldkat aldbb haszndljuk. Jeldlje

M. s , S

lajsay a redukalt Rio (Qv/ és r7io a nem=redu
kdlt R; /Q/ iitemterv jellemzéit /i=1,2/.

Ria2a3 az Rio/bv} 4.3, Tétel szerinti tipusa.

Az i=2 esetben legyen megkiilonbdztetésiil
sl o il 2t o ¥ . ar, R
n2o'/C‘l’ Mo &9 g5/ a jellemzbk jelolése.

Vizsgaljuk meg sorban ﬂio €8s déo viszonydt
a 2,3,8, 10=13 esetekben.

(2) eset /x=0, x,<0/: Q= /7,30;0;0/,
Q" /71;(Agv-1“1)71;0;32v-l’ll/’
ﬂ111= /1;03031/, ﬂ(212)= /0;1;0;0/ /ugyanis a 2, Megdl-

lapoddst nem szabad figyelembe venni, ezért

r]212= /131;0;1/ nem lenne helyes./A jellemzdk:

=B §_ 4
(1=Boy-2r pr 2=hoy_2r (M17Boy.yr (W2=hAovo1
P10=Boy-2toy-1 N17A2v-2B2y-1 71 * "1 »

P2o=Boy-1%2v-1"01742v-1Bov-1"1 3

@ Ny
31088(1)=620=I2t s 8hol 3 )8?; .

(3) eset /x,€0, x,=0/: Q= /0505 7,30/,
Q= /0385y M2 123 (Boy_o=D) 7o/

l--](121)= /15030;0/, [l .= /051;1;50/,

M1=Boy_2s (M2=Azy_2s (M=Bay_1s (WE=hpy_1s
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=B

P1o=Boy_2hoy_2 T 28y _2Boy_2 72 »

P2o™Bov-182v_2 0 2+ 2=Aoy_1Boy.2 2

(2)
6 3'6 Bm )

(8)eset /xl<O, X2<0/3 Qv” /’21;03;22;0/ ¢

Q= /745 (A2V-1'1)11+A2v-272‘2 23Bay_1 "1+ Boy_o~1) 75/,
r\(121)= /13;0;031/ , ﬂ(212)= [f031;130/ ,

(A1=Bavozs M2=hoy.2s (M1=Bay1r (A3=Azy.

T1=Aoy2 2*71

Poo™Boy.1 T 1+ L o=hoy1 T2

-z(loaa'(l)ﬂl_p}_l /5(2) U pm /1 12 /7{(1) 3(2)
1o P2o

> T14@s 1250 5
‘lo< N620'¢> - 126 ) 23 ®ploz~2-<—p20’rl

P1,=Boy-2

>
&> Byy 5 Z Ay S O < Apy_1"Boy-2 °

Mindig egyenldség igaz, ha v=0, Ekkor valéban 7510=7520=1.
(o) eset /x;=0, x<0/: Q= /71;0‘0;'92,#' ‘92,v <7y

Q= /3 (Aoyo1-D 0y +Aoy_2 v, 303Bay_1 1By 2V o/

r\111= /1;030;1/, n212= /1;1;0;1-32,‘,/’21/,

- /" (
M1=Boy-2r (W2=hay.2s [M=Bay-2*Bav-1s (M2Aov-2thav-1s

Tl=hog 2 Tot 1,

p10=B2\r-2
Poo=(Bog-2*Boy_1)C1=(Aoy_othoy ) Tot 11~ 1?2 ’

N C PR LA L S L ’l__,_l:% P,

20
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mivel 7((2)= 0. Vagyis '610=7§20=6(]) .

(11! eset /x <0, x2=0/ Qv= /03 31,v; ’22;0/ ’ 91,v<22-
Q= / O;sz-lgl,v*sz-z o3 12;B2v-1&l,v+ (Boy2=1) %o/

ﬂ121= /1;1;1—’31’1’/’22;0/, n222= /031;1;0/,

(41=Boy-2*Bav_1s [r2=h2v-2*hoy.1 (“1=Bav-1s (R&=Aoy-1s
P1o= Boy_2*Boy_1) Ti+ o= q?1,v= (Apy_2*hoy.1) T

T,

P2o=Boy.1 T1t No=hoy 1

~g = /- "szgl,v /2{(1) 3(2) 5(2) -(2 /i 2/3((1) 2),(2 (2)

P2o
mivel 7‘ (]) = 0, Vagyis %1°= ‘Kzosx(a) .

(12) eset /x,<0, x40/ Qv"/yll;'a—l,v‘ 1250/s Vi y <,
Qo=/"y3 (Apy_1=Y) Iy+Aoy. 1‘91,v Aoy-2723023B2y1%7 v +(Boy_o~V 7o/

MNipq= /1;1;1-"91,v/’22;1/, MN,,0= 70515150/,

I ]
(A1=B2y-2*Bay-1s (Y2=hoy2*hoy.1r (W1=Boyo1r M2=loy.1
P1o= (Boy_2*Boy 1) C1* T o "91 v oy othoy )T+,

T

Poo=Boy-1 T+ 1ohoy 1 T

1o~V |
LR R (R VO S 2§/a(v+a(a),

lo P1o
1,37, e 1y Dyl Te0)
P1o P1o P2o

’11722 > 1 (72' o 7Y v) 1.%5
TP <7 TPy, T Torg,
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g .
> /1.4 S
"C'2p10<. /1= —'—2 ; /Capzo'*' (Clpgo

T p(Boy-otBoy.) Tt Tallp-) | )2 - 'i’i)tz (Boy1C1+ 00+ A ny 0%
<> (Boyoot 3’;2" Boy-1~B2v-1 )t <0 &

31,\?32\#-1 21, (Azy_1-Boy_z) =

TyBay1” 1-Bov2 "2 2 Ta(boya1-Bov.d) €

S
Ty Z Boy1M1thoy172 -

Vagyis 7‘10< '2‘20 aszerint, hogy

>
ﬁl,vB&)-l 2 72(80y 17Boy2) T, 2 Boy 1 Y 1tAoyo1 T2 -
V=0 esetén Boy_1742y_1=Boy_2=0s ezért csak = dllhat fenn,

(13)eset /x1<0, x2<0/: Qva /‘21;0; " os 192,‘,/, 32’,,{71 .
Q=15 (Ay_1=D U1 Aoy 2% vil25Bay 111+ (Bovoo=D Lo*Bay-aV2 v/ »
My10= 71505051/, Mypo= /1513151- dp 1/,
M1=Bay-2» [2=Rav_2» (A{=Boy-2*Bav-1s ("2 2y-2+hoy-1s
P10™Boy-2 T1™82y.2T2* 11
Pao=(Boy-2+Bav_1) T+ To=(Apy_ot2oy D To* 11~ Y !
B AW 1 @) g o=/ ?2/6(1) +/1- ——z-’lld’}z v, @,

P10 .3
.6lo< 820@ 7"1 (2.)> QZX(D ‘21 22,'9‘6(.3?

(o]

Py <7 Py

T,y "
iz (eyle > e o

P2o ?2 < p10 'C'2

Vo v
/P, T 1< P, T <

" |
Boy-2G Gotl1- == '32 v) (2oy 2T+ W7, <1A2v-2+A2v-17 Carl 71‘175',\&)?

<~

P15 C il R e
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v

2,V S
. s il - = P
Bayis~ ~q Bavegrbayal Ta 2 0
>
= '32 ,vsz-z 2 M Apy_1-Boy !
Apy_1 1= Cithoy o U2 U/ Apy 1 Boy o/ =
Boynly ¥ hojnTnE G

Vagyis ‘Z{lo % '520 aszerint, hogy

-

S 7
o,v Pov-2 2 N1/ Bog1-Boya/ <
= - 41
Bogoo M 1thoy_o o X T « V=0 eselén
Aoy o =A2v_1-B2v_2=O, ezért csak egyenldség lehet.

Ezzel megvizsgaltuk az Osszes olyan esetet,
amilor RlO/Q/GﬁZR2O/b) . Eredményeinket egy tételbe
foglal juk,.

4,8, Tétel: Barmely el konfigurdcid RiO(Q} Ossze=-
flizgé prioritdsos ilitemterveire vonatkozdan igazak
a kovetkezd dllitdsok /Q, a Q D-redukdlija/:

/8/ R, (@) =R, Q)

kivéve, ha

14,74/ 7,> o0, 'ﬁi",:o legaldbb egyik i=1,2-re.

A /4.74/ a 4.2. Tdbldzat 2,3,8, 10-13 sSoraindl tel-
jesiil,

/3/ 8, )-8, ()
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kivéve, ha .
/4.75/ V>0 ,7,%7,>0 és V) v«??_’v_o.

A /4.75/ a 4.2. Tablazat 8,12,13 soraiban tel=-
jestil, ha Vv>o.

/c/ 3., 2 %, R/

a /4.75/ feltétel mellett aszerint, hogy

/4.76/ "Ll ’31 v 2v-1 72 2v-2< 7172 2v-1“32v-2/'

1.' Megiegyzés: A /4.75/ esetén /4.74/ teljesiil, tehdt

’610# 520 csak Rloﬁh‘:R20 esetén lehetséges.

2. Megijesyzés: A /4.76/ feltétel a /4.75/ mellett ekviva-

lens az aldbbiakkal: 5
} Lav
> =
74.76/  Bog o Mathoyole 2 G ” (2
P
Sz’v

> I
T, < Boy-1T1 * 42y-12
%i

u
/4076 / tz-

/4.76401/ By 1Yy, v(“ V)'sz-z 2,v(1+tz v)< 1,vFee, Woy_1-
“Boy-2)
Bizonyitds: Az [A/ és /B/ 4dllitdsok mdr bizonyitva
vannak. v=0 mellett a /B/ igaz a (8}6.2)és (13)esetek—
ben is. A /C/ dllitds és a 2. Megjegyzés bizonyita-
séhoz azt kell igazolnunk, hogy a /4.76/-/4.76741/
feltételek a /4.75/ mellett ekvivalensek egymdssal
a (8), (12) és [13) esetben igazolt feltételek-
kel, amelyek alakja '
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- S = " s n
14T 0 2 Ay, _1-Boy_o» ha ‘Sl,v"gé,v"o /(2) eset/

‘ 3 > . 2
T4TTY '31 vPoy-1 < 12/A2V—l B2v-2/¢’€2 < B2V—l n 1+A2V—1 y/ )

ha '3'l,v>o, 32’v=0 /(12) eset /
" > _ >
/4778 > 'Sz,vsz-z 2 U/ By 1By oRPE oy oM thoy 07 23T

ha ’&l,":O, %2,‘\?>O / (13) eset /.

[ 2 eset /‘31 e {E,v =0 ;'9' V’O helyettesitéssel a /4.76/
dtmegy a J4.77/~ve é8 8 /4 76!/ dtmegy /4.77"/-ve, ani
most ekvivalens a /4.77/-tel. A /4.(6"/ ekvivalens a
/4.TT1Y~vel, az pedig a /4.77/-tel. A J4.76%47) kozvet-
leniil dtmegy /4.77/=be.

{122 eset /¥, ,=0/: 3 =0 helyettesitéssel a /4.76/ és
2,V 2,V

/4.76%) kozvetleniil dtmennek a /4.77!/ két alaxjdba.
A /4.16%/-ve a /4.72/-t helyettesitve V., =0 mellett

R
Boy-2l1t4oy_212 2(A2v-1r1 vHhay_olo) 7(91 v/ Q(Bzv..{ﬁ,w
+Boy. 2"12)¢> Boy-2C1 {sz-l‘(sl /1 Poy-1) T, /47T

A /4. 76 /-be 55- v_O téve, majd /1+‘Z~ v/022/_vcl

cgyszerisitve a /4.11'/ alakot kapjul

[l}l eset/“a =O/: Szinmetria miatt nem szilkséges killon

~Lao“yltgl;, mert hasonld a (12) esethexz.

Qo€ e
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E tétel tisztdzza az RiO/Q) , i=1,2, litemtervek
hatékonysdgdnak egymdshoz vald viszonydt. Az R, Utem-
tervek nem feltétleniil domindnsak. Nyitott kérdés az,
hogy mikor domindnsak. Ez a kérdés azonban nem valdszi-
nii, hogy a D-redukcidé, vagy a /4.5/ egyenldtlenségek
megolddsa nélkiil eldonthetd lenne. Ezért most ratériink
a A_plgoritmus és a O-Algoritmus definidldsdra és
elemzésére.

A-Alp;oritmus: Bemend adatok: Q=/71;‘9l;72;32/

Kimendé adatok: w::/B:, A‘:/, A: , i=1,2

O, Lépés: ’C'1:=’zl+'9l; '(,‘2:=72+3'2 s ‘2:=‘Zl+’22 $ 3::’3’14.'32;

Ha ’C'l 7273 =0, akkor HIBA és Vége;

€,G/T » 4=1/T, , U=/

1. Lépés: by =l §\,]
PR, = ) y d o
Ayi=byhy tiyap 0 Byt= By BylitByap

Ha Bv < U, akkor 2. Lépés
3. Lépés 3
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Eh b B 1
2. Lépés: Ha " bv_O, akkor

Bl“Bv ’ 1 Ay » B2’= v ? Az"Bv

A'{::O, AZ;:U és Vége;

3. Iépés: /B,2U, B, ;<U/:

v-1
B%:l ’ A‘I:: iy

:=1, A%=0, A% /8,-c/T, AZ:='C'2 és Vége;

=fv-1 Bv-2tBv-3 ;- B, M.y ¢
Ha Bé_l U, akkor
v ¥ % AY 4%
peros [By_ps hy_p/  [Byys Ayoy/ VB, VBY
pavatlan | /B, ) Ay 1/  /Byp Ay LB /354
Ha V-l < U, akkor

G =tn (gv/l'dBw‘)-l' l/)

) {&/zy_ -1/}
Eviv-1

IAV,CI =



.- L. '. &
v . (01,. ¥ A,lr A2
’ Iy [ ]
; | 4
paratlan /Bv_l ’ Av_l/ /Bv 2C ’ A’v, C/ l/Bv l AV ’ CI
Véges

Megjepyzés: Az algoritmus ‘Ci172747 =0 esetben nem mii-
kodik: A /4.5/ egyenlbtlenségek megolddsa ebben az
esetben ugyanis a KI=-Diagram szerint nélkiildzhetd a
KT litemtervek vizsgdlatdhoz. L feltevésbll kovetke-
zik, hogy O"goloo y, O£ <00 . Ilyenkor a

- < 3 - -
G SBl§OAl—°‘ es 0(5A2§OP,2$O

egyenldtlenségeknek /koincidencia feladatoknak/ a

2. Fejezet eredményei szerint mindig van legkisebb
Gdi=/Bi, Ai/E:/l,o/ megolddsa. -Be kell vizonyitani,
hogy az algoritmus 63: 3 Z\I , i=1,2, kimenetei
e megolddasok és hibdik.

A A _pAlgoriimus igazoldsa: A 2. I'e jezet eredményeibll

felhaszndljuk a kdvetkezdlket.

/4.78/ A, |= Si=e , (L ¢c<b | o£V<I
V,C B, vV
v
X .
| Ayl= — O£V <
v+l
%)

v, by~ Pv=Pvs2,0

Ed=3/
f v+l vyl
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/4.79/ lAv,bvklAV+l,c'l<lAV-1,bv_l|<|Av’C|<,A"-2’bv-2 ?

ahol O0<c’«< b 0<c <bV . EbbGl

v+l ?

-c! -C
/4.79‘/ ‘1 <§v+1 < 2 4 <§V & 1

B BY B B

By+1 V+1 v v v-1

Ezenkiviil V<N=1 esetén

/4.80/ X o il < §L-b_.+_].: - E&l
[} [}
By By By Boi1

egyszeriien bizonyithaté. Ezek az egyenldtlenségek igazol=
jék az aldbbi szemléltetd 4.13. Abrdkat, amelyeken a
|Ay .| hibdkat dbrézoltuk.

9

(a) Kozbiilsé kozellto megoldasok
P A
e e Y S 3 S

(n paros) __\\/’— \/,r" \\\
B e sEnyls g AN

n pératléﬁ/ M J A_2=§021
%:An-l"‘l b -1[ [4_y[=1

(b) Utolsé kizelitd megolddsok; (c) Az elsd kdz. megolddsok

4.13. Abra: A /4.5/ KIF-ekth megolddsainak lehetséges hibdi.
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Az algoritmis windaddig a gv, v? Ay» Bys V=0,1...
sorozatokat d4llitja eld, amig §v—bV‘O vagy By=2U
feltétel vbe nem kdvetkezik. A
Ha gv-bv=(), akkor §O= - |
|Agoyl =1 Ay y,11=1/B,. Ezdrt B,<U esetén 1/B, >
és a [4.5/ e ,yenlo ulenuebeknek a 1can.Lsebu megoldasa
wl=w2=/ﬁv,Av/ X A" _0 amelyet az algoriimus a
2. Lépésven szolgéltau. Hc.. BVEU, azaz l/Bv_

A4 racionalis és

akkor §v- b,,=0 esetén is a 3. Lépés hajtddik végre.
Bo=l miatt a 3. Lépésben ¥=o0 akkor, ha U<£1l, azaz A =21,
vagyis % =2 ’C‘2, 142 ‘92. Ekkor valdban 2./1 0/ és
A‘ ’C'?_. Az 1_/1 c/ megoldds kovetkezik példaul a
3. lb. Lemma uténi 3. Megjegyzésbil.

Ha v>o0 és BVEU, akkor szlikségképpen B, 1<U.

EBzekbol
L osa sl gy 65 L ogg
3 5
Bl By By

kovetikezike A 4.13/(a) Abra mutatja, hogy co’l" kozil
legaldabb egyiket w(w fokbzelités alkotja és ¥V pari-
tdsdtél fiigg, hogy melyik lehet mellék-kOzelités. Az, hog

az egyik lehei-e mellék-ktzelités, a B! és U, azasz

v-1
,AV 2[ és o viszonya donti el. Ennek megfelell
v=-1
az algoritmus 3. Lépéséven az esetek szétvdlasztdsa. Az
00: é€s 53‘;' tdbldzatokban feltilintetett megolddsdnak jel-
lege a 4.13/(a) Abra alapjdn konnyen ellendrizhetd.
Csupdn ¢ és ,AV c, formuldit kell igazolnunk.
?

/4.78/ alapjan .E -

v 4

Ayl = = 55— 2
by
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akkor, ha ¢2 f.v-o( B“,ﬂ gv/l- O(B“,_l/ ’ ami
igazolja ¢ formuldjdt. Felhaszndlva, hogy f» (2)=-f< (-2)=
=-[-z] és i (z)-za(—z)-[-z]a{-z} ’ kapjuk,
hogy

JFOBY £y (€,/1-BY_./)- E,/1-aBS_./

[Ay,cl=t - T P ngV-l _

anibdl mdr az algoritmus formuldja adddike.

Qee,d.
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D-Algoritmus: Bemend adatok: Q=/’Zl; ’171; 703 1}2/

Kimend adatok: V,Q‘=/"L'l';3:;‘zg; %’5/, Qé(dij)

0. Lépés: T = ’11*‘91 H ’02:='22+ '\92; ‘1:=‘>Zl+72; '9:='\?1+'\92; V:=0;
A:=B%:=0; A’:=B:=1;

l, Lépés: Ha ’C'2=O, akkor El:=0 és 2, Lépés;
el‘=[$1/T2] d
2. Lépés: '31’“71‘ .5 s ’C‘f='zl+'3l;
A:= 61"“*““ B:= BlB‘-i-B ;
Ha Z‘1=O, akkor 82==0 és 3. Lépés;
£2:=[4‘72/z'1] H
3. Lépés: Vpi=Vpm 0,00 5 Tpi= e Yy
A‘:=€2A+A‘ ; B‘=€213+B‘;
Ha 81+€2>o, akkor WV:=V+l és 1. Lépés;
4., Lépés: dy;:=B ; d12:=.A ; d21:=B‘ ; d22:=A‘;

1=y 5 V=Y 5 1B, s V3=V,

Az algoritmus igazoldsa: Az algoritmus a 3. Lépésben
mindaddig noveli V értékét és Ujra ismételteti az

l.és 2., Lépéseket, amig Bl v+2 >0 mutatkozott.
’

2,Y
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A +62

1 +=0 elsé fellépésekor v a D-osszetettsdgi
9

?

fok és Q*:Qv a redukdlt konfigurdcidé. Csupdn azt kell

igazolni, hogy a _(B A \ matrix valdban a 4.5. Té=-
BY A?

tel utdni 4. és 5. Megjegyzésekben definidlt

b [ Bov-2  foy-2

Boy-1  Aoy-1

matrix. Ez azonban kdvetkezik abbél, hogy a 2. és 3.
Lépések mindig a D matrix elemeit szolgdltatjdk

. I Il Z-’.l e 4 ”,
Dv elemeibll és 1,v’ Y2,v hanyadosokbdl.

Qecede

A P-Algoritmus szamitdsigénye a v Osszetett-

ségi fokkal arédnyos. Az aldbbiakban felsd becslést
adunk egy Q konfigurdcidé D-dsszetettségi fokdnak
nagysdgara. A 4.6. Lemma szerint Vv véges a /4.3/
kiillonleges eset kivételével. A 4.5. Lemma szerint a
O-redukcidé generdlta ei k » 1=1,2, k=0,l,...,
hédnyadosok /Q] sorazata = v=1 véges esetben

4 - el,o’ a2,o""’ E1,v-1' ez,v-l v VEL

alaku, ahol

/4.81/ {. =0, ei,k>o, /i,k/é/1,0/,/2,v=1/,b >0,

1,0 2,7—1
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Nagyon konnyii beldtni, hogy a D-redukcié folyamén
'ei,k, i=l,2, k<v=1l és ’31,\'-1 nem lehetnek
0-dk: legfeljebb '32 g1 68 %1,v lehet 0. Ugyan-
csak tudjuk, hogy 3 % paraméterek csokkennek,
amig ® hatdsos, azaz - el Kt 92 k>0 A /4.81/ fel=-
tételek mellett az {2} sorozat tag,]al tetszldleges
egészek lehetnek, igy pl. semmiféle fels$ korlatjuk
nem létezik. Egyediil az ©. 1,21 feltételbsl is
fels6 becslést adhatunk a v osszetettségi fokra.
Tegyiik fel, hogy V22 és k=22, Bizonyitjuk,

hogy

/4.82/ ’3190- 31915 & elyo e2’0’51,14-(21’0+el,])62’1t—1,2+.’.+
+(el,0+"'+el,k—l) ez’k_l ’Cl,k+
+((’1 o+...+el k_l)’Cé

Y -‘ak"e 11 21+(€2 +62

S
/4.83/ °2° ) ateee®

¥ *1,2 2,
*&2 Rk e2k2)?’1 kel T, ey

+(€2 oteeet by ) )T k.

k=2-re /4.79/-b361

'91, ‘91 2 'el, Q2,o’c-l 1"(-61,0+ 61,1) 62,1/51,2*
+@ ot 1 1) Cz 2 =
e ,o 2 oz- l+

*(el ot 1 1)“2 1T1,2* T 2)'
'108205"11*(10*3 21=
-81,0(82,071,1"@2,1) +81,1 %

=) 0 Co,0tl1,1 To,10

-91,0‘“}1,1+<91,1' 1,2) ’
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ami igaz. /4.73~bél

3 %2 2= 2, 1 1 21+( +€2 1)’6 i ?. o 1,1*‘62,1"':1,2=
J

=V 0 Yl +( - 2,2)'

ami szintén igaz.
Tegyiik fel, hogy /4.82/ és /4.83/igazak, bizonyit=-
juk ugyanezt

k helyett k+l-re. /4.72/-hoz hozzdadva

A A

1,k l,k+1" "1,k 2 k
egyenldséget, majd helyettesitve
C2,k=e2,k Ty et t'z,k+1

egyenléséget,a /4.82/-t kapjuk k+l-re. A /4.83/~hoz

9, % et

2,k"V2, k%1792, k €1,k41

egyenléséget adva majd

’Cl,k:el,kCZ,k"'cl,kﬂ

egyenléséget helyettesitveya /4.83/-at kapjuk k+l-re.
A /4.82/ és /4.83/ kifejezések segitségével igazol-
juk az aldbbi lemmét.

4.10. Lemma: Ha a QGQ konflguracn.o ’D—osszetettsegl
foka V=0 véges, akkor Qk=b Q paramétereivel

v-1
.84/ v
/4.84/ l,o 1,vZ e‘lr 2k11k+Zelr2v,

k=1 r=o0



- 128 -

. o ay=1 k=1
TEE A 5 SRR ST

ahol E O-nak tekintend3, ha P <a.

Bizonyitds: V=22 esetén a /4.84/ és /4.85/ azonos a
/4.82/ illetve /4.83/ Osszefiiggésekkel k=y mel-
lett. V¥=0 esetén a /4.84/ és /4.85/ jobboldala
definicidé szerint O, tehdt nincs mit bizonyitani.
V=1 esetén a /4.84/-bédl

) T

2,l=€l,o t~2,0

1,0" 1,l=e1,oe2,otl,1+el,o
és /4085/‘b61
5 vy =0 T

2,0 2,17 2,0 1,1

helyes egyenldségek a /4.21/ definicidk szerint.

Qecede.

Megjegyzés: A /4.82/ és [/4.83/ igazak k>Vv esetén
is. Ha Vv értéke csak felsd korldt az ismeretlen w!
O-6sszetettségi fokra, akkor ei k_0 kzv! , miatt
/4.84/ és /4.85/ jobboldala akkor is a '31,0,- illetve

32 8 paraméterek redukcidjat adja meg.
9

A 4.lo. Lemmabeli /4.84/ és [/4.85/ kifejezések
segitségével felsd becsléseket nyerhetiink a ¥ D-0ssze=
tettségi fokra,felhaszndlva a /4.81l/ reldcidkat.

Annak feltételét, hogy V=0 legyen, azaz maga a
Q= O-redukdlt, a /4.18/ reldcidk szolgdltatjdk. Azt
kOnnyii ellendrizni. Vagyis konnyii eldénteni, hogy V>o
teljesiil-e.
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Tegyiik fel, hogy v=1,
V=2 esetén

L7 o g >0 és ﬁ - & 25

l,k 2,k 1.k B o K ? i=l,2, k<£v=2
/4.86/

oo o
1,v-1 2,v_l>0 és Y. B 1= 'C_B il el legaldbb i=l-re

feltételek és

’Ci V-1 >7 i legaldbb i=l-re

feltételek teljesiilnek.
V=1 esetén

‘ z- ’ 2@‘ 7 .
/4.86%/ Z‘ 2,0 >0 és '%i,o 3-i,0 Legaldbb egyik
i=1,2—re

feltétel és

4 y ’ - »
/4.87%/ ’C’i,o >7%; legeldbb egyik =1,2=-re
feltétel teljesiil.

”’, - »~ C ’
v>2 esetén /4.87/-bdl 2,V-2>?2 és tl,v-l>71’
ezért a 4.lo. Lemma /4,.84/ és /4.85/ formuldibdl

vV k-1 V-1
/a.88/ Y >%—§ 2 1,r 2 k-~ 171*%61 r %o
Vel kel V-1
/4.89/ >kZl§: £, .07 +Z£ ol

egyenldtlenségek adddnak.
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A /4.88/ és /4.89/ reldcidkban > jel helyett >
érvényes csupan a v=1 esetén. v=1 mellett azonban

/4.88Y) V= e1,o oo 1t t1,0%2
/489" Y, 2,071

akkor és csak akkor teljesiil, ha

/4.90/ ’91’1=32,1=0, vagy '9i=0, i=1l dilletve i=2.

Az utdébbi esetekben természetesen ei,o=0’ i=1 ill.
2. Ha azonban a /4.90/ feltételek teljesiilnek, akkor
v<£1 is biztosan igaz. Vagyis a /4.88/ és /4.89/
teljesiilésének feltétele az, hogy /4.90/ ne legyen igaz.

Vegyiik észre, hogy /4.89/-ben el,o hdnyados nem
szerepel.

Tegyiik fel, hogy a Q€ Q konfigurdcidra egyszer al-
kalmazzuk a O operdtort, amely generdlja az él 5 8
i=l,2, hdnyadosokat és Q =0Q konfiguracidt. Ekkor a
/4.90/ feltétel mar ellenorlzheto. Ha El +e 6>0,
akkor V¥V > 1. Ha a /4.90/ nem tel,]esul, akkor a /4.88/
és /4.89/ igazak. A V=1 D-0sszetettségi fokra ezekbdl
kiilonféle felsé becsléseket nyerhetiink., Mindenesetre

V=1 mellett, ha /4.90/ nem teljesiil, akkor
> ¢
'81 el,o 2,071+€1,022
/4.91/
92 o ?’2,0 7/1'

V22 mellett /4.88/ és /4.89/-ben 0. 21, 1sk<v-2,
Ly
Ql,y_lz 1, 82 v_l-O becsleseket hasznidlva
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V=1
/4.92/ 31 # Ql,oe ’l *‘;(el,o*k‘l) )Zl"'(el,o'w'l) 122

V=1

/4.93/ S' > 62 0‘7/2‘*'2: (62, +k- J) ‘7,2"' (QZ 0+V-l) ?l

azaz

/4.924/ 91> <el,o(g 2’0+9_2) +(9-2)é(v-1)

)’ll* @J.,o*"'l) 12
/4.93'/ 32>(€2,o+"‘1)71+ (@2,0(\)—1) +(9-2 (v-l)) 2

Ezek kvadratikus egyenl8tlenségek V-re. A /4.927/
egyenlétlenséget /¥=1/-re és a /4.93%/ egyenlStlenséget
/V=-1/-re megoldva, azokbdl

prosar v< -2y N o o 3 - 3
24
- 2'02 %~)z+—”:*2 PR
/4.95/ < 3 - '2'; > -t o+1+\] (ez,o' %) +(‘% - %) -(%) & *Z—z

Ha /4.94/-ben e o=1 értéket helyettesitiink, vagy
a /4.92%/-ben €2, 2] becslest alkalmazunk, akkor a nyert

| oA
o v<d -2 - 9802 P05

1

egyenlétlenség hasonld a /4.95/-h6z, csupdn az 1 és 2
indexek vannak felcserélve.

Ha a /4.94/ vagy /4.94'/-ben az 81 =1 értéket

vessziikk, vagy a /4.92%/-ben az €l =0 becslest alkalmaz-
9
zuk, akkor
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i "iz \&1 ’l22 2191T (o ( 2"91)
096/ V< & = — + -~ —-) + —_—= 1+\|1+
/4.96/ -] n e 11 11 1 7 2 |
ahol O(1= % - ??- ’
egyenldtlenséghez jutunk. Ha a /4.95/-ben az 02 o=l
értéket vessziik, vagy a /4.93%/-ban az €2 oal’
9

becslést hasznaljuk, akkor a

" 1.v2 29, 2
/4.971/ V< § - 7% +\[(% . 'l) ¥ _‘l'g =03 (“\[“_hg)'

2
ahol daa%-%— ;
egyenlétlenséghez jutunk.

A /4.94/ , /4.95/ és [4.94%/ becsléseket ei
ismeretében alkalmazhatjuk. Természetesen a becslés
anndl pontosabb, minél t6bb informdcidét hasznal fel.
Ha Qi,o értékeket nem haszndljuk fel, akkor a /4.96/
és /4.97/ becsléseket nyerjiik. Hogy a /4.95/ és /[4.94%/
és a /4.96/ és /4.97/ becslések koziil melyik pontosabb az
a paraméterektdl fiigg.

A /4.94/ - /4.97/ becslések esetenként igen durvdk
lehetnek, hiszen a '9;’k=0 é€s 8i,k=l becslések igen
durvédk lehetnek. Ezeknél egyszeriibb becsléseket kaphatunk
a /4.84/ és [/4.85/ osszefiiggésekb8l, ha a /4.92/ és /4.93/
becslések tagjait egy-két utolsd kivételével elhagyjuk. Az
igy nyert becslések természetesen dltaldban még pontatla-
nabbak lesznek, de adott esetben gyorsan szolgdltatnak fel=-
s korldtot a ®D-Algoritmus szdmitdsigényére.

A /4.92/ és /4.93/=ban csak az utolsé tagokat figye-
lembe véve

e

/4.98/ V<1t == . /na y,>0/,

/4.99/ vV < 1+ /ha 7, >0/ .
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Az utolsé két-két tag figyelembevételével

1 -2
/4.100/ NV < 2+ e +  LY>0F,

Np =%
/4.101/ V < 2+ 27 - -Qg,o, >0/,

E becslések egymashoz vald viszonya ismét a paraméterek-
t61 fiigg, de 71’721>O esetén természetesen a /4.100/
és /4.101/ "egyenletesen pontosabbak", mint a /4.98/
illetve /4.99/.
Osszes eddigi becsléseinknél pontosabbat nyerhetiink

a /4.32/ osszefiiggés alapjdn, ha azt k=v=re felirva a
éji;vEC) becslést alkalmazzuk és a D matrix elemeit a
Fibonacci=féle szamok segitségével becsiiljiik. Ekkor a

i,k=0’ k< V "elhanyagoldsok" a becslés pontossdgdt nem
rontjak. Becslésiink alapja a kovetkezd lemma.

4,11, Lemma: A OD-redukcié generdlta
fa):  A_,y A_js Aseeey Any
(B): B_os B_ys Boseers Boy g
sorozatok és a Fibonacci-féle szamok
(F): Fos Fis Foyee

sorozata kozott érvényesek az aldbbi reldcidk:

> A,
/4.102/ A =2F , B 2F _,, OLk=2v-2, V>l
-p L E=
/4.103/ A2 P, ,, -2£k<2v-2 , ha 81,o>°'
< /4.104/ A fenti reldcidk igazak k=2V-1l mellett is,

ha 92"’_1> 0.
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A Fibonacci szamok definicidja

/4.105/ P =0, F;=l, F.=F .+ F ., k=2,3,...

Bizonyitds: Teljes indukcidval bizonyitunk a /4.81/
becslések figyelembevételével a /4.24/ deficidk-
ban,

A=e

> 0— = =21=
o= b1,020=F, Al_tz’o(’, o+l =1=F

i 1

bdrmely V=20 esetén igaz.

B =12F

¥ l,B-Q >1=F

1= " 2,0 2 *

ha v=22. V>1 esetén 1£k<V-1l mellett a
4.5, Lemma szerint { k-—l. Ha 'Ck az {2} soro-
zat k-adik tagja, akkor az indukcidés lépés k=2-re

TNV Y WPE D WREV WIPE 3 T L
13k=QkBk_l+Bk g By 4B, o ZF 4 B _=F, ..

Ha ‘?,2 v_l>0, akkor ez még k=2v-1 esetén is érvé-
]
nyes.
() -] = 4 2 Dem
Ha 8l’o>o,l akkor A_,=02F_  , A_;=12F, és k20-ra

A =0 A _+A 24 _.+A 2F

k=2"By 1ty o= +F

=F

k+#l "k " k+2

az indukcids lépés, amely ez v-1>0 esetén k=2v-1
9

mellett is érvényes.

Q,e,d.



- 135 -

Megijegyzés: 22 v_fBO értékétdl fiiggetleniil

/4.106/ Aoy 12 TPy 3 s Bpy 1 =Foy 5y ha  V>1,
és
>
/4.107/ Koo 1 BB v Agp o BT, ¢ Ba 91,o>°’

becslések teljesiilnek a 4.11. Lemma kiegészitése-
képpen.

A /4.32/ Oosszefiiggésekbdl

T T
/4.108/ t“ ,o=hoyo1 T1,vthov-2 T2,v s

2 ¢

T2,07Bov-1C1,v*Boy2 Co,v -

A /4.102/ - /4.107/ alapjdn ezekbdl
>

/4.109/ ’c-l = sz_B 'Vl 1+F2V-2 ‘7 2 ha v>l

T o2 g0 M1ty 12 o

’

/4.109%/ ’Cl?-ng_]_vl 1+F2v?2 ’ bz el,o>o ’

Az ez’v_l>o feltételt nem vizsgdljuk, minthogy
ellendrzése a P-redukcid tényleges elvégzése nélkiil
lehetetlen, marpedig ¥V becslése csak a redukcid
eldétt meriilhet fel.
A /109/ és /109%/ becslésekbdl V-re becslést
az Fk Fibonacci-féle szdmok becslésével nyerhetiink.
Konnyii igazolni, hogy

/4.110/ F5=5 és P >k, k=6 .



= 186 =
Ezt a becslédst haszndlva /4.109%/-b81
N,+Cy

=9

becsléshez jutunk. A /4.109/-b81l barmely Cl >0
mellett érvényes

€., +7
) & L vt . HE N
27
\)<l+-_2' 9 ha \)
27

egyenl8tlenségeket és ezekbll

v
>

\v
T3]

min/ T+ %,/
/4.112/ Y £ 1% 1 71" 2 pa V>4,

&

becslést nyerjiik.

A /4.111/ és /4.112/ becslések egyszeriibbek
a /4.94/-/4.97/ becsléseknél. Ennek ellenére dlta=-
ldban pontosabbak. Még pontosabb becslések nyerhe-
t6k a FPibonacci-féle szamok /4.110/-nél pontosabb
becslésével. Ismeretes [K10] a Fibonacci-féle
szamok

l(k Ak
Fo=7% ¢>-¢) , k20
zdrt eldallitasa, ahol

az X2=X+1

egyenlet két megoldasa.
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& :
A d)k /\I—S_ mindig elegendlen kicsi ahhoz, hogy
fenndlljon

/4.113/ Fe= |95 ], k20,

ahol [X] az X-hez 1legkOzelebbi egész [KlO}.
Ennél jobban haszndlhatd a

/4.114/ ¢ <rF <o, x>0,

egyenldtlenség [K10] , amely teljes indukcidval
konnyen bizonyithatd.
A /4.114/ egyenlStlenség alapjdn  /4.109¢/-~

bél
18T, -1g(1,+P 7
/4.115/ V£ 2 + i _— 1 2) , ha v=1, €. >o,
becslés nyerhetd. A /4.109/-bdl a
1g T, -1 +<?
o & g+ g 1 3(’21 ‘22) e VRS,
21g P
1g T,-1 +P
V€24 —2 g(h 12) , ha V22,
21g
amelyekbdl azutdn a
12 T, -1g(7.+d 1g min/d, T,/ T,/
/4.116/ V <2+ —2 (g 7o), —=_ 1 . V=2,

21gd 21gdp

becslést nyerhetjiik.
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Ha a /4.113/ osszefiiggés alapjdn az

F¥/N5  , k20,

kozelitést haszndljuk, akkor egyszeriien nyerhetd

1 -
I CR

/4.117/ V € V=-1+
21g

becslést nyerhetjilk, ahol YV a /4.115/ és /4.116/
jobboldalai & 1,0 STtékétsl filgglen.

Az utébbi /4.115/-/4.117/ becslések eléggé
pontosak olyan értelemben, hogy az €k>0-nak fel=-
tételezett hdnyadosokat /8)-ben l-nek, az 81{2 O=-nak
feltételezetteket O-nak megadva egy Qv=/’ll;®;112;0/
redukdlt konfigurdcidbdl megkonstrudlhatunk olyan
Q:Qo konfigurdaciét, amelyre a becslések pontosak és
nem javithatdk /V=1<V /.

a

A D-Algoritmus szdmitdsi igénye kozelitlen
ardnyos a V D-osszetettségi fokkal, hiszen a
2. és 3. Lépések éppen V-sz0r ismétlddnek. A V-vel
egylitt tehdt az algoritmus idéigényét is becsiiltiik.

A A-Algoritmuson alapuld alternativ értékelé-
si lehet8ség szdmitdsigényét a A-Algoritmus igémye
hatdrozza meg. Ennek részletes becslésével nem fog-
lalkozunk. Nyilvdnvaldan az euklideszi algoritmus
idéigényére vonatkozéan ismeretes becsléseket [K10]
erre a célra haszndlni lehetne. Ehelyett azonban in-
kdbb a DN-redukcid és a ldnctortfejtés algoritmusai
kozotti kapcsolattal foglalkozunk a kovetkezl pont-
ban.
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Annyit azonban érdemes megjegyezniink, hogy a A -Algo-
ritmus szdmitdsigénye ardanyos az l. és 2. Lépések is=-
métlésének m szdmaval. Mindaddig, amig a lépések ismét-
18dnek, addig a lanctortfejtés By k6zelitd nevezdje
monoton nd B,=1 értékrdl. Az ismétlédés B_=U ese=-
tén ér véget, ezért m<[U]= [1/x] biztosan
teljesiil. Valdéjdban azonban a By sorozat legaldbb olyan
gyorsan né, mint a Fibonacci-féle F szémok, amelyek

Y
a /4.113/ formula szerint aszimptotikusan exponencid-

lisan ndnek.
A /4.113/ alapjén az

1g U5 1g\5 C,-1g 7
g lgd

becslés nyerhetf. E becslés pontossdgdval és javitdsa-
nak kérdésével nem foglalkozunk.

/4.118/ m <
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4.5. A :Di-reduk-c1ok és a lanctortfejtés kapcsolata.

A job-folyam parok Osszefiiggd ilitemtervei értékelésé-
re szolgdlé ®H-redukcids mdédszer szoros kapcsolatban d11
a ldnctortfejtés algoritmusdval, amint azt mdr a 4.7. Lem=-
ma is mutatja. A 4.7. Lemma elsdsorban a két algoritmus
altal generdlt mennyiségek analdgidjat mutatja meg, nem
azok Osszefiiggését.

Hogy a ®-redukcidé a ldnctdrtfejtés bizonyos dltald-
nositdsa az nyilvanvald, ha a

’Ci:"li'“?i , i=1,2,

osszegekben a Of’zif’c”i komponenseket vdltozd paramé-
tereknek tekintjiik. Ekkor az Qi=0, i=l,2, specidlis ér-
téknél a D-redukcid ekvivalenssé vdlik a § =73/ T,
szam lanctortfejtésének algoritmusaval. Ekkor az

) . @ 4 , L .

2’1 ] LA

(b) ¢« »_ , b, , b,, B 2 & e

sorozatok azonossd vdlnak. " >0 esetén is lehetséges
azonban a §0= t'l/ T, szém lanctérifejtése tekintet nél-"
kiil a T ;=7%;+7V; felbontdsra. Ekkor az (L) és (v)
sorozatok mdr nem lesznek feltétleniil azonosak. Az aldbbi-
akban a ®-redukcidé és a ldnctortfejtés generdlta mennyi-
ségek kapcsolatdt vizsgdljuk beleértve az /En) és /1))
sorozatok kapcsolatat is.
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Ha

(X): xo, Xl, X2, eee o Xk 9 eoe

egy végtelen sorozat, akkor legyen [(x)\ a sorozat
utolsé O0-td41 kiilonbozl6 tagjdnak a sorszdma, ami a ra-
kovetkezd O értékii tag indexe. Vagyis |(x)l=m, ha
x, 1 #0, de x =0, k=m. |(x)|=m egészet az (=)
sorozat hosszdnak nevezziik. Ha barmilyen nagy indexil
tag utdn van X, # 0 tag a sorzatban, akkor |(x)| =o0.
Legyen [0) az a sorozat, amelynek minden tagja O.

|(0)] = 0 és ez kizdrélag a fO) sorozat sajdtossédga.

Mivel a 2.Fejezetben egy §o

sénél és e Fejezetben a D-redukcidéndl hasznidltunk
azonos jelGléseket kiilonbozé mennyiségekre,ilyen x je-

szdm lanctortfejté-

181ést X  jelolésre vdltoztatunk a lénctortfetésnél.
Legyen Qo = QEQ egy tetszlleges nem-degenerdlt
konfigurdcid. Legyen

/4.119/ £ - = 130 s
" §o—§o 0 .

Legyen (g) a é\o lanctortfejtésével generdlt

teljes hanyadosok, (b} a nem-teljes hdanyadosok, [ﬁ} "
A " - 2N g ~

(B) és [B) az W =/B, , A/ vektorok sorozata.
Ha valamely tag nincs definidlva, annak értékét O-nak
tekintjik. Legyen

N=](Db)] , 0 <£N<o0

Pa
a {b ) sorozat hossza, a §o ldnctortfejtésében a ta-
gok szama. Legyen n=N-l1l., Véges N esetén n az utolséd

bn résznevezd indexe.
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Legyen /§) a /4.25/ szerint definidlt §
hdnyadosok sorozata, amelyet a #H-redukcidé generdl.
Legyen

’(e)l . s 0<€m < o0

az /-e) hédnyados=-sorozat hossza. A Qo konfigurdcid
v D-osszetettségi foka ekkor

/4.120/ 9 = [‘l‘s}l]

Az (n) , [B) és (W) sorozatokat a /4.24/ definidl-
ja. Célszerii bevezetnink az (7 ) , (V) , (T) sorozato-
kat is az

Tox=T1 » '&Zk"&l K » Cox=T1,x
/4.121/ K=0,1ye0s
Toke1=T 2 » '32k+1=32,k ’ zék 1= z~z,k

definicidéval. A /4.21/ definicidk szerint ekkor

/4.122/ 3n=9 T

n- n+lt Tn42 ? ’C;’l-. enz-n+l+t

n+2°
A /4.121/ ,jelb‘lésekkel a /4.25/ definicid

/4.123/ i = ’Ukl » 0%k %2v-l
+

alakba irhatd.

Hangsulyozzuk, hogy n akkor és csak akkor véges, ha
go §0 rac1onalls és m akkor és csak akkor végtelen,
n=0 és §0 §o irraciondlis., Ekkor n is végtelen.



- 143 -
A lanctortfejtés definicidjdbdl

bk=[€k] egész , O0£k<N ,
/4.124/

A 1
- i <
§k+1_ -~ = y O0fk<n,
Ecl Bt
b =0, bkal, 1£k<N ,bn22, ha N véges,

1
/4.125/ 04 o= <1, 1<k<Ns

€

A D-redukcidé definicidjdbdl

~
L. = - egész, O%k<2y-1
k o ? 9

/4.126/ kel
1

Skea= - SRS 5
fx Lk

/4.127/
'31:4,2
0<

<1 0<k<2v-1 .
T+l ;

Ezekutdn egy lemmdt bizonyitunk, amelynek lényege az,
hogy az () sorozat d1taldban rovidebb-a (b /) sorozat-
nal, de legfeljebb eggyel hosszabb.
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4,12, Lemma: Bérmely Qeq nem-degenerdlt
/Q
Pa)

#0, i=1,2/ konfigurdcié esetén a /4.119/ alatti
oé go szdm ldnctortfejtésével, valamint a Q
konfigurdcié DH-redukcidjdval generdlt mennyiségek
kozotti kapcsolatokra nézve igazak az aldabbi d4lli-

tdsok:

/A/ Létezik egy legnagyobb /nem feltétleniil véges/
O£s£n egész ugy, hogy

/4.128/ §k='§k , O£k<s

és 821 esetén

/4.129/ . b, » Ofk=s-1;

/B/ A fenti s egészre vonatkozdan igazak:

/i/ Ha s=o00 , akkor n=v=0c0 és (&) = (v} ;

ez akkor és csak akkor igaz, ha " =0, ?o -irracio=-
nalis;

/ii/ Ha s <L o0 [/s<4n automatikusan fenndll!/, ak-
kor

/4.130/ £ 454 & 41, { 6, k>1s

s s s+k™?

ez akkor és csak akkor igaz, ha VL 00 ;

/C/ [2) = [b) akkor és csak akkor, ha

/4.131/ €l 1

/D/ A /B/ii/ esetben
fi/ ?‘s:bs akkor és csak akkor, ha

s=n, §n>l egész, pédros n esetén ",=0, pdratlan
n esetén "22-_-0 /n=00 esetén 7 =0 /;
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ebben az esetben
en=b n? Bn+l=0, (C):{b ), m=1\I, ’C'n+2=0;

/ii/ E‘S<'b g 9 €s+l>»o akkor és csak akkor, ha
S=N < Q) §n+l=l és *21’7 2=O , de
pdros n esetén "ll> 0, pdratlan n esetén ’22> 0 ;

ebben az esetben
€n=bn"l' 2n+l=1’ I(Q,), >l(b)’ o SIS Cn+3=0;

/iii/ Q’s<bs’ €s+l=o minden egyéb esetben: ha

s<n, vagy s=n<o09, §n+l=l’ ”21'72>0, vagy

* ebben az esetben
qzb - >0, (8)# (%), |(®)=l(b), m=s+1, >0,
M,=0 esetén s nem lehet péros,

"22-_-0 esetén s nem lehet pdratlan.

Bizonyitds: Az /A/ dllitds /4.128/ része kovetkezik a
/4.119/-b81, a /4.129/ része pedig a /[4.128/-bdl és
a /4.124/ és [4.126/ vsszefiiggésekbll. Vagyis /A/
bizonyitva van,s=00 esetén trividlisan n=vV=00 és
(L) = (b ). A 4.6. Lemma szerint viszont V=00
pontosan a /4.3/ kiilonleges esetben 41l fenn, amikor
N =0 és lg\o irraciondlis. Ezzel igazoltuk /B/i/
dllitdsunkat. Tovabbi d4llitdsaink s< o0 esetre vo-
natkoznak. s < o0 a /B/i/ és a 4.6. Lemma sze=-
rint pontosan akkor teljesiil, ha V< o0 . A /4.130/
kovetkezménye a /D/ dllitdsoknak, kivéve az es+k=0,
k>1 4allitast.
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Ez utébbit is /D/-vel egyiitt bizonyitjuk.

s<£ oo mellett s<n definicid szerint. A
/4.124/ és a /4.126/ kifejezésekbdl a /4.128/
felhaszndldsdval

B sé[é\s} =[§s]é [ts/ts+l];:[ss/’ts+l]é ?’s’

vagyis { <b
s~ s °
Tegyiik fel, hogy s<n. Az £s= bs egyenldségbdl
, s _~ s
a /4.124/ és /4.126/ szerint Eosl™ §s+l kovetkez-
ne, az 8 definicidéjdval ellentmonddsban. Ekkor

tehat ;
Q’s< bs ; Bba 8-<n,

ami Osszhangban 411 a /D/iii/ dllitdssal. Ez azon=-
ban csak ’3S< Tg» azaz 7 >0 esetén lehet, te-
hdt pdros s esetén ’Zl> O, paratlan s esetén 2520,
de mindegyik esetben % >0, feltétleniil fenn kell
411jon, Gsszhangban /D/iii/ &llitdsunkkal. £ _ <D
esetén € < b -1, amelyet felhaszndlva a /4.125/
figyelembevételével a /4.126/=-b6l

i i

A

1
=€ ~b_2§ - b_+l=l+ —=—>1,
s+1 §S S §S S

§ s+l

ami bizonyitja a /C/ dllitdst s<n mellett. Ugyan-
akkor ebbdl '33+1£’C's+1< Ts_'_z s €2ért €s+l=o

és a 4.5, Lemma szerint Bs+k=o , k>1, Ez bizo-

nyitja /D/iii/ és /B/ii/ allitdsunkat s<n eset-
bene. A
Legyen most s=n< oo , Ekkor §o raciondlib
z ~
’Cn/’c-n+l‘ §n‘ §n“ n"2’

amibdl -b
’C,n" n T n+l’
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Ugyanakkor a /4.123/-bG1l

o~
TH: EnT n+1t : n+2°
E két egyenlSségbbl q b - £n definiciéval

T

n42=9Cn41°

Mivel T, , # 0, az ¢ hényados /4.21/ alatti

definicidja szerint '3'n+2 < tn+l , sudrt 420

kizdrélag " ,..=7,~0 esetén lehetséges. Vagyis
=n mellett Cn<bn sziikséges feltétele pdros n
esetén ’Zl> 0, pdratlan n esetén %,>0, Usszhang-
ban a /D/ii/ és /D/iii/ &llitdsokkal.

q=0, azaz en=bn pontosan akkor, ha 'Z'n+2=0,
vagyis %, =0 ¢és 'an/tn+l = fnéz egész.
M,=%1» ha n péros és % =%,, han paratlan. Mivel
’Z:'n+2=0, ezért n+l=0’ és igy en+k=0’ k>1l, tel=-
jesiilnek., Ekkor (4] = (b) és m=N kovetkezik.
Ezzel bizonyitva van a /D/i/ &4llitds, valamint a
/B/ii/ dallitas.

q=1 esetén viszont a $n+l < 'C'n+1_<_q’C‘n+l-_- Tn+2
egyenlétlenségsorbdl '31“_15'511_'_2 adédik. Ezért az

€n+l>o kizdrélag @ 1=1 1lehet akkor, ha 7% ,=0
és gq=l. Ekkor € =b -1, ¢ =1, |(¢)| >[(v)],

l"l 5=0 és - =1 a /D/ii/ 4llitdsnak megfelellen.
n<b, természe%esen csak 7. >0 mellett lehetséges.
"ln+1=o" ’Sn-f-l: - kovetkeztében ’C'n+3=Q és ezért
en+2=o és en+k=o, k>1l., Ezért m=N+l. Ezzel telje-
sen bizonyitottuk a /D/ii/ 41llitdst, valamint a /B/ii/
allitéast.
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§n+l= 1 igazolja a /C/ 4llitdst is erre az

esetre.
Ha akdr "Zn+1>0 azaz 1,%,>0 és g1,
akdr ¢>1 és 7 +l"0 akkor ’&n+1<’cn+2 tel-

. s ” ’, i >
jesiil és ezért em_%_o és €n+k_o, k>l. g=21
ekvivalens § +1= <Al = L<1  feltétellel. Ez

q1+2 q

igazolja a /D/iii/ dllitdsunkat s=n mellett, va=
lamint a /B/ii/ és a /C/ dllitdsokat a még hidnyzd
esetekre. Ezzel minden lehetséges vdltozatot megvizs-
galtunk és dllitdsainkat ellendriztiik.

Q,e0de

1. Megjegyzés: BErdemes kiemelni e lemma néhdny nyilvénvald

korolldriumdt.
Elészoris /4.128/ és /[/4.125/ kovetkezménye a
/4.132/ 0<—- <1, 1<k=<s, ha s>0.

Sk
A /4,129/ és a /D/ dllitdsok kovetkezményeként

Z 6 s egyenlldség csak [f) = /b/ esetén
k= k ’
T4:133 55

; & E b, s, egyenldség csak m=2N esetén ,
=0 k=0

A
&_)k=£ok, O<€ k< s-1l, ha s>0,

7 i <

/4.134/ & 0 415 533 , ha £, =1
5 S 7’8
s+1~ ’{

W , ha ¢

g-1 = s

s+1
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A /C/ dl11itds kdvetkezménye a /4.132/-vel egyiitt,
hogy a

/4.135/ '02’0> Z‘l’l>62’l>...>'q,k>’c2’k 5% suw

egyenldtlenségsorban az elsé s darab > jel bizto-
san igaz; az s+l=-edik > jel pontosan akkor igaz,
na (?) = () ; [?) £ fb) esetben a > jel helyett
a /4.131/ alatti jel érvényes.

2, Megjegyzés: A 4.12. Lemmdban a (T) : 270,271,172,...
sorozat-jelolés nagymértékben egyszeriisitette a szovege=-
zést és bizonyitdst. E jelolés azonban megneheziti az
eredmények kapcsoldsdt a kordbbiakhoz. Az Osszekotd ka-
pocs a /4.120/ és /4.121/ formuldk. Ezek alapjén a
A.6. Tdbldzat dllithatd Ossze m €s n illetve s pari-
t4sdt61 fiiggden. Latjuk, hogy az f€) sorozat m=|(f)]
hossza lényegében kétféle lehet: m=s+l és m=s+2, az
utébbi csak s=n esetben. Ez azt jelenti, hogy [¢/
sorozatban az utolsdé nem-nulla tag ﬁs= m=1° illetve
¢ ¢ . Ugyanakkor az &m_l utolsé tag ?

s+1” 'm-1

L, 1 ,V-l
akkor, ha m=1 paros és £ 1 akkor, ha m-l pdrat-
m-1£2V"

lan. Mindenképpen V-1=[Z5E] ] amibsl v=[5'-‘-‘5-l} a /4.120/~-
nak megfelelden. Ennek értékét tartalmazza a 4.6. Tab-
ldzat s értékétdl és m(s) fiiggvénytél fiiggden. A
v=[Q%;]-b6l kifejezheté m a Vv segitségével az s parita-
sdt6l /és kozvetve m paritdsdtél/ fiiggben és m(s) fiigg-
vényt6l fiiggben /az m paritdsdtdl fiiggd értéket m(s)
nem befolydsolja/. Ezt is tartalmazza a 4.6. Tabldzat.



- 150 -

"lV-—- [(m+1)/3 m (V) m(V)

m=g+ lm=5+2 m=g+1m=g+2 -1

paros ’21 T, s -S-l-l g—l-l 2v-1 2V | 2V |2vy-1|pdros

paratlan "22 ’Cé s-;j E;l -8-3—1- +1 2v 2v-1n2\l-1 2v-2 [paratlan]
?

4,6, Tdbldzat: Atszdmitds a kétféle indexelés kdzStt.

A 4.2. pontban két operatort vezettiink be: a
1)1 és ’.D2 operdtorokat, amelyek koziil a 1)1 ope-
ratort tdrgyaltuk eddig D-operdtor néven. Megmu-
tattuk, hogy a D2-operétor alkalmazdsa egy Q€@
konfigurdcidra ekvivalens a D-operdtor alkalmazdsd-
val a Q€@ konjugdlt konfigurdcidra és pontosan a
¢ &5 42 job-folyamok szemepeserdiét jelenti. A
D-operdtor tdrgyaldsa utdn ezért a bz—operétor tar-
gyaldsdra nincsen sziikség. Minden 1)2—ve1 kapcsolatos
kérdést megvdlaszolhatunk a 2 operédtorral kapcsola=-
tos tények alapjdn.

Igy a @z-redukcié és a ldnctortfejtés kapcsola-
tdrdl elmondhatjuk, hogy a ﬁz-redukcié és a ?oﬂ%/q_
szam lanctortfejtése generdlta mennyiségek kozott
ugyanaz a kapcsolat, mint a H-redukcié és a ?O=Zi/’cé
lanctortfejtése generadlta mennyiségek kozott. Vagyis
a 4.12. Lemma alkalmazhatdé ugy is, hogy é\o helyett
a 'C'Q/Z'i=l/ €0 lanctortfejtése generdlta mennyisége-
ket és a 452-redukci6 generdlta mennyiségeket haszndl-
juk.



- 1561 -

2 1,9 : _—

Kozismert a §o és az /§o reciprok értékek
lanctortfejtése kozotti kapcsolat, amelyet a ko-
vetkez8 tény hataroz meg >O esetén:
a p=[€] é % [— elsé tagok koziil
pontosan az egyik poz:Ltlv, a masik O, kivéve a

§ =1 szamot, amelynél mindkettd 1;

l -~

=b s & =D 4+ &
a § °§l es_fo o+,§,.1

definicidkbdl

1.
gr §0"b T & o
o P
gl = l—_?o—go =§o, ha b0=0.

Ez ugyanis azt jelenti, hogy a §o=[bo, bl""] és a
=["-50,"E;1, ..._] lanctortfejtés tagjai teljesen azo-

nosak csupdn valamelyik sorozatban egy O elsd elem
eldzi meg a mdsik sorozat tagjait. /A §o=1 specid-
lis esetben mindkét sorozat az 1 egyetlen egészre
redukéalddik/.

Teljesen analdg osszefiiggés van egy QERQ kon-
flguracn_ora alkalmazott 0 - és M,-redukcidk gene-
rdlta (Q ) és (_(’, ) hényados-sorozatok ko=-
z6tt is: valamelyik sorozat O taggal kezdddik, majd
a mdsik sorozat tagjai kovetkeznek benne. Ez a tény
kovetkezik a 0 -redukcidk definicidjabdl, amely a
d).-operator /4 17/ alatti definicidjén alapszik.

A /4 17/ definicid szerint az el'a]>0 feltétele

% - telJ[ZJ siilése. Ezért az -(), >O feltétele
'3 > ’C‘ é€s >0 feltétele J, > > ’C . Azonban

1 2 2 1
3 -3 o eseten '32_ ‘3 'Cl , ezért ‘3 1
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kizardlag akkor telJesu%_het ha "22_"21_0 es
Pa)
:3 =~ 1s Vagyis §0= ?1.. 1. Vagyis az (e )

és (Y,[z]) sorozatok csgk ebben a kiilonleges
esetben kezddédhetnek mindketten pozitiv taggal,
mégpedig ekkor mindkettd az e etlen 1l elsé

tagbSél 411. Egyéb esetekben (e ¢s (9[—2]) va=

lamelyike O-val kezd8dik. ¢ o o= 0 esetén azon-

ban a T, nem valtozik, ezért az [a] hénya=-
a 3=a,0

dos ugyanaz lesz, mint az ¢ B:ZJ,O hényados. A
tovdbbi hdnyadosok a két sorozatban éppen ezért
megegyezneke.

Vagyis a Q. konflgura01o 0 - es D,-reduk-
ciéja generdlta (0 ) , illetve ({ ]) soroza-
tok azonosak, csupdn valamelyik sorozatban egy
0 elsé elem elbézi meg a mdsik sorozat tagjait.

/Az " =0, 'S’l= 17'2 specidlis esetben mindkét so-
rozat az 1 elsd elembdl dl1l/. Ez teljesen analdg a
o €8 l/§ lénctortifejtésével generdlt {b)
sorozatok viszonydval. Az (£ ) , i=1l,2, soroza=-
tok egyszerre 0 -8k, ha Q redukdlt konfigurdcide.

Az 8 l) és ({[2]) sorozatok ezen egysze-
rii viszonya hatdrozza meg a t0bbi, /§) /A] /B}
(oo), stb. sorozatok viszonyadt is és a Q .ﬂi-tissze-
tettségi fokainak viszonydt is. Nyilvdnvald példdul,
hogy a és osszetettségi fokok legfeljebb
eggyel térhetnek el.

Bizonyitds nélkiil k6z6ljik a 4.7. Tdblazatot
a Q konfigurdcid ()1- és D,-redukcidja generdlta
x és X jellemz8k kozott, ami nem egyéb mint a
Q és Q@ konjugdlt konfigurdcidk OD-redukcidja ge-
neralta jellemzlk kOzotti Osszefiliggés.

A 4,12, Lemma, a 4.5. Tétel és a 4.6, Tétel
segitségével kapcsolatot lehet taldlni a Q konfigu-
raclo KT litemterveinek (ttl ég o ciklusszdmai és

a E =Z'l/'3“ szdm A, , B, kozelitd sz4mld1ld6i és



[

2,v-10%,y.1%0

o
|
|

E -, |

to v y1=0

> v
0| V+1 0 €2’k_1 él’k :
0
1,v-1
| ¥ V-1 92,0 2,x P1,k01 ’
lMgJ'. - - k=1 | k20 -
Tok | To,e | Sk | A | Be |R29-2|Bovoz|A29-1|B2va1
k21 €1, Biem1 | Bree1 |Arcmn | . "
B A
ov-1|#2v-1| Bav-2|f2y.2
To,x [, 10 S+ |Bier1 [Aieen
k21 | k20 | k2l|kz-1|ke-1| - = - -

Kivételek: /1/ V=0 esetén V=0, ({)=(0), (§)=(-1—) ,(3)=@),
(B)=(2), (5)=(5) So |
/2/ V=1 esetén el’o
értelmezve
/3/ g=/0;-90;0;«90/1_$0>0, konfigurdcibndl
by o=ty 01 £y, o=bp =0, V=V =1.

=0, =0 mez8k nincsenek

2,\’-1

4,7. Tablazats: A ﬁ=Dl és 5Q02-redukci6k generdlta mennyi-
gégek Osszefiiggése,

nevezdi kozott. Kimutathatdé példdul, hogy raciondlis
esetben, ha €°=P/Q, akkor (4 ,Q és wzéQ és megadhatd
az egyenl8sdg feltétele is, Ezzel a kérdéssel nem kivé-
nunk foglalkozni.
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5. llegszakitd iitemezés

Ebben a fejezetben megszakitdsos /megszakitd/ litemezések
problémdival foglalkozunk. Az litemezés fogalmat a 3. Fejezet-
ben definidltuk és tisztdztuk szdmos dltaldnos tulajdonsagat.
Igy a 3.2. Tétel szerint a gazdasdgos /G=-/ ilitemtervek domindn=-
sak, Ezek olyanok, amelyek szorosak és nincs "felesleges" meg-
szakitds benniik, A 3,11. Lemma szerint minden G-litemtervet
meghatdroznak a kritikus szitudcidkban hozott dontések /kriti=-
kus dontések/. A 3.5. Tétel szerint az elsd GT=kritikus szitu-
acidig az 3d?)oszté1y minden eleme azonos elsd hatarozott sza-
kaszt tartalmaz, Megemlitjilk, hogy az el8z8 fejezetben targyalt
tsszefiiggd prioritdsos iitemtervek specidlis G-iitemtervek, ame=-
lyekben megszakitas nem 1ép fel. A 3.6. Tétel szerint a kovetke-
i,3-1, i=1,2, /megszakitd/ pri-

oritidsos ilitemtervek. Sajnos ezek domlnanciéjénak kérdését nem

zetes gazdasagos ilitemtervek az R

sikeriil megvadlaszolnunk, Nem sikeriil teljes &ltaldnosségban
tisztdznunk az R 1,3-4 iitemtervek periodicitdsdnak kérdését sem.
Mindezek ellenére kizdrdlag a kovetkezetes gazdasigos, vagyis
az R 1,31, i=1,2, prioritasos iitemtervekkel foglalkozunk, ame-
lyek gyakorlatilag legfontosabbak, Az litemezés tényleges gya-
korlataban ugvanis e prioritds szerinti megszakitd litemezés i-
gen gyakran alkalmazott stratégia. Sztochasztikus esetben is
leginksbb ilyet vizsgdlnak [a4], 6] .

Az 5,1, pontban a ‘Ai, i=1,2, operdtorokat definidljuk, ame-
lyek segitségével Q konfiguracidk egyszeriibben litemezhetd Q*
redukdlt konfigurdcidba transzformdlhatdk és R ; /Q#/ jellem=-
z8ib4l R (Q) jellemz8i meghatarozhatdk, A 4 1. pontban de=-
finidlt @i’i=l 2, operitorokhoz hasonldan a.Ai operdtor ismételt
alkalmazdsa is egy lanctért-fejtés dltalanositdsdnak tekinthetd
algoritmust jelent, amelynek analdgiait kiilonféle Osszefiiggések

361 mutatjéke.
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Az 5,9, Lemma a Qk= A];Q, k=0,1,... konfigurdcidk para=-
métereinek Osszefliggéseit mutatja meg.

Az 5,2, pontban a A-;~Al operdtor szerinti redukcié ha-
tasat vizsgdljuk az R12(Q) litemtervekre periodikus esetben,
A periodicitas kérdését ez redukdlt konfiguracidk ilitemtervei
periodicitdsdnak kérdésére vezeti vissza.

A 5.3. pontban a Q konfigurdcidtér kiilonféle részeire si=-
keriil az Rlle) litemterv jellemzdit tisztdzni. Lényegében
csak azok a konfigurdcidk maradnak kérdésesek, amelyek re-
duk4lhaték, redukdMjuk nem elfajult és T} < 7T, teljesiils

Ezt az esetet, pontosabban az ilyen redukalt konfigura-
cidk Rlz{Q"} iitemterveinek tulajdonsigait vizsgdljuk az
5¢4. pontban, A ’31 < 32 esetre sikeril bizonyitani a
perioditdst és a jellemzdk meghatdrozédsa kozelitési fela=
dat megolddsit igényli. Az itt definidlt R’1‘2
ezonban bérmely periodikus Rlzlb“) jellemzdit véges lépés-

=Algoritmus

ben megadja. Nincs azonban sziikséges kritériuma annak,hogy
az algoritmus véges 1lépésben végetér; csak elegendd krité-
riumok, Az algoritmus feltidrja az R121b¥) litemtervek struk-
tudrjit és lehetdvé teszi a hatékonysdg kozelitését nem
periodikus esetben is.

Altaldban ez R12 iitemtervek hatékonysaganak meghatdrozd-
sédval foglalkozunk az 5.5. pontban. Az R;Z
haszndldsédval barmely ilitemterv hatékonysdga becsiilheti, Pe=-
riodikus R12

meghatdrozhaté, miutdn ismerjilk az iitemterv alapvetd jellem-

-Algoritmus fel-
iitemtervek hatékonysdga természetesen pontosan

zGit.
Az utolsé 5.6. pontban a A-redukcié és D-redukcidé kapcso=
latdat, majd pedig a Al- és a Az-redukcio'k kapcsolatat vizs-

gédljuk meg roviden,
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5.1 A konfiguricidk redukcidis Ai-redukciék

A 4,2, pontban definialt bi operatorokhoz hasonldan be-
vezetiink most két mdsik operatort, amelyeket Ai’ inl 2,
jeloli. A @ konfigurdcidtér barmely

- . &
Q= /%3 € @
elemére alkalmazva a

olyan konf igurac:Lo 2 amelynek
’6 [aJ= / Qli]’ ’&[a] 2 ? S’[a]/

paramétereit a kovetkezd feltetelek hatdrozzék meg:

N,=
7541/ ,3 U’g] +3[a:l , ahol
/a/ Q%aﬂo egesz 0‘3’[a1<'c'3_a , ha Z‘é_a>0

/b/&tgj_o 9 =9, ,ha T,_=0

/5¢2/ "23_3 3] 3’[2+"13_a g ahol .
/a/ IF]E] 20 egesz, 0< ‘73_ ’8\:1“;@) %73.a>0
/v/ &l o= 3-a » B8 Vo 03"

5:3/ ’3’ -?,[a] g%hsigl_a , ahol
/a/ { 1 >0 egész, o0& ga] a< "5[3] , ha %‘23)0

/v/ Q‘gj = 0, Sfa] I . :ha %’: 0.

A Aa operatort reduk01os operatornak nevezzik, mert a AaQ

konfigurédcid paraméterei nem nagyobbak a Q konfigurdcid paramé-
tereinél, sdt az a paramétere kisebb, amelynél az 2[23, k?—a , c[&;l-a
megfeleld hanyados pozitive Vagyis, ha

/5+4/ {[:] + kEJ e[a]

akkor legaldbb egy pera.meter csokken. Azt mondjuk, hogy ekkor
Q-ra a Aa hatésos. Ha A

/545/ g 5t

3=a +e[a]



akkor A a Q-ra hetdstalan. BEkkor azt mondjuk, hogzy a

Q konfigura01o Aa—redukalt.

operatorok abban kililcnboznek, hogy né=-
luk a Qa)lés a Q job=folyamok szerepe pontosan felcse-
rélt. A Al operdtor az ., & 4, operdtor az %, pa=
raméter értékét vdltozatlanul hagyja, a masik hdrmat re-
dukdlhatjae. Az /5.1/, /5.2/ és /5.3/ feltételek sorrend-
je kotott; a redukdlt pareméterek és az @ [""J, k[a] , tgi
hényadosok meghatérozdsi sorrendje nem cserelheto fel &l-
taldban. Az /5.2/ és /5.3/ sorrendje azonban kdzombos,
BEgy Q konfiguracid Aa-redukélt, ha a hényadosok /5.5/
osszege 0, Ha egy Q konfigurécid Al-redukélt, akkor nem
feltétleniil A _-redukidlt is, és megforditva. Ehelyett i-

2
gaz a kovetkezd

«le Lemma: Ha a Q“éQ konfigurdcid Aa-redukélt és
’C 63_3 teljesiil akkor
vagy Q egyben A ,-redukdlt is,

vagy'a —O és "13_ > 0 teljesiil,

Bizonyitds: Hogy Q* Aa redukialt, az azt jelenti, hogy
AQ" = Q" és az /5.5/ feltétel teljesiils Az /5.1/-/543/

definicidkbdl azonban /5.5/ akkor kovetkezik be, ha

/5.6/ /a/ Oﬁ%’“<'€’E —a * Vagy /v/ 'C‘x o= 0 és

/5.7/ /a/ © 'f’z;2 z V., vaey o/ M *

3!
-3 a
/5.8) /a/ 0"3' “C’: , vagy /b/ ‘Z‘f =0,

= 0 és

Ezzel analdg mddon ahhoz, hogy a Q;E AB_a-redukélt legyen
az kell, hogy

/5.6%/ /a) 0 %% <'C: , vagy /b/ TF =0 és
/5% 1o/ 0<m¥ & f?ga , vagy /b/

2%
} a
/5.8 /af O‘Q')i(f , vagy /b/ ’C’]; =0

teljesliljenekes



- 158 -

Az /5.6/ és 5.8/ valamint az/5.8/ és /5.6!'/ azonos fel-
tételek. Tegyilk fel, hogy /5.7/ teljesiil és Z‘“ ’Cj;_a o

0< ,,in = '9“ mellett '03_3‘3’3‘ +33-a és igy 'C‘:S’C];_a
relac:Lobol '2: "3’33‘-& , azaz /5.7!/ kovetkezik,

7 5.0 =0 mellett TLET;, -b6l YL £T,<N;  és
/5.74/ ismét kovetkezik. Igy valdban nem marad mas lehets-
ség, mint 3::0 és "ZJBE-a >0,

Qeeede

Ertelmezhetdk a A operatorok hatvényai az ismételt al=-

kalmazdsukkal €s spec1allsa.n A mint identitas. Legyen tehdat
. k . ' Ak=1
A: Q -, Q' Aa Q = Aa/Aa Q/ ’ k = 1,2,... Y

Az /5.1/ = /5.3/ definicidbdl nyilvanvald, hogy A bér-
mely QGQ konfiguricidéra korlatlan sokszor alkalmazhato és ha
egy konfigurdcidra hatdstalan, akkor annak transzformdltjaira
is az, lgy egyértelmii médon definidlhatd az a minimdlis \) >0
egész, amelynél A operdtor a A SQ konfiguracidra mar ha—
téstalan, de \) >O esetén a A 87"Q konfiguricidra hatdsos.

Bzt a 0 £V < oo szdmot a @ A _-Usszetettségl fokdnak

nevezziike Lz lehet végtelen is, ha nincs a fenti feltételnek

eleget tevd véges Va egész. Véges Va esetén a

AY
~[a a
Q5]=Aa Q
a
konfiguricidt a Q€ Q konfigurdcid Aa-redukéltjéna.k nevezziik,

He. Va=0, akkor maga { Aa-redukélt.

L /4.18/ és /5.6/=/5.8/ feltételek Osszehasonlitdsdbdl nyil-
vanvald, hogy minden Aa—redukélt Q* konfigurdcidé egyben 'bl és
m2

leniil igaz. 4 A4 —redukc:.o abban kiilonbozik aﬂ -redukcidtdl,

~redukdlt konfigurdcid is. Forditva természetesen nem feltét-

hogy a ’3 €s ‘3 paramétereken kiviil az 73_8 parametert is re-

dukélja. A Aa —redukcié generilta

L2l efa]

3-3 ¥ g eoce

(efa]) : eCaI 2l , gl g (el

a,o ' "3=-a,o0 3-a,0 ' "a,l ' 3-a,l’



hényados=-scrozat és ai)i-redukcié generalta

CL2UNRE N A L (L -

hényados-sorozat kozott természetesen meghatdrozott kapcso=-
lat van, sét a Aa-redukcié generdlta sorozat tobb mi-re—
dukcid generélta sorozatot hatarozhat meg, ez a kapcsolat a=-
zonban koréantsem trividlis és részletesebb elemzést igényel,
E kérdésre az 5.6, pontban tériink vissza.

Ki kell emelniink az /5.1/=/5.3/ feltételekkel definidlt
Aa-redukcu)s 1épés egy sajdtossagdt. Amig ab -redukcids 1lé=-

pésekhez hasonldan aﬁ >0 és ‘3 >O parameterek barmelyike

O-vé vélhat a 1lépés kovetkezteben, addig egy 123 > Oparamé=-
ter sohzsem vdlhat 0-vd a 4 ,-~redukciés 1épés eredményeként.
Amig ugyanis €[i] egy '0 /'C' héanyados egész része és %[a]
értékét e hanyados tortz"fsze hatarozza meg, ami O is 1e~he't:,l
addig kgi]a = f<("23_a/f8[:l) s gy méds tipusu fliggvény, a-

melynél z-f(z)=0 kizdrt /f. 2.l.pont/. Irre az eltérd defi-
nicidra azért van szilkség, mert egy ‘73- >0 paraméter el-

tiinése a Q konfiguracid R litemtervének jellegzetességét a

y 3=i
"felismerhetetlenségig" megvaltoztathatna és egyik a mésikbdl
nem lenne rekonstrudlhatd. ldrpedig a Aa-redukcié célja éppen

az, hogy @ konfiguracid R, Utemterveit egyszeriibb konfigu-

racid litemterveinek vizsga iztzra vezesse vissza "reverzibilis"
médon.

A Al- és Az-redukcio’ szimmetridja lehetdvé teszi, hogy a
kettd helyett csak egyik tulajdonségaival foglalkozzunk az e=-
gész Q xonfigurdcié-téren. Nyilvanvald ugyanis, hogy a ﬁi-reduk-
cidkkal analdg médon /L. 4.2. pont/

/549/ A,a= A0, 1=1,2, qef,
ahol J3€Q a Q€ konfigurscis

konjugéltja, amelynek paramétereit a /4,19/ alatt definidltuk.
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Vezessiik be az [1]fe136 index elhagyasdval nyert jelclé=-

A;Al

operdtor alkalmazdséval generdlt mennyiségekre és haszndl=-
juk a

seket a

Qk - /71; ﬁl,k; 72,1(;'\?2,1;/ ’ k=o’19”'
e 0

T 2k!

k=o’1,...

1,k=71 rz,lf 7’2,k

jeloléseket a

Qk = zﬁkQ s k=0,1,0..

konfigurdcidk paramétereire.Legyenek
) .

(8 d el,o’ k2 o! 82;0’ ¢

-

() : ¢ o0

l,o’

L
Ko qs “gqr wee

5 00 Fa 1*22 12 *°°

1,1°

2,07

sorozatok a Zs-redukcio generdlta hanyados sorozatok amelyeknél

e =e e 83k+1= ket €3k+2= &2’1{, k=0,1, es

.

Ao €1 k0 Pogar= ¥o it Vo k0 K01y cee

A hdnyadosokat és a fQ): Qgs Qq9e++ sorozat tagjait az /5e1/=/5.3/

definicidval Osszhangban az

/5010/ ’zl k+l="2

/5411/ 3 1,k el kO k 47 k41 * ahol
/a/ €1 20 egesz, O—&l,k+l<té,k’ ha 'C2,k>0
/ol Ly Sl,k+1 31,1: s ha T, 4= 0

/5¢12/ 5 1= ¥y 1V et 72 kg 4 Bhel
/a/ k2 k..O egész, 0< 72 - 1 ‘3 , ha 72’1‘7}1’1“1
/) by = Oy To pin® 72,1: ’ 72,k‘71,k+1= -

75413/ 3, I~ 1k1+2k1’ah°1
/al &, =0 egész, O"32 k+1<r1,k+1 » ha T7 4 >0
7o/ Q2 K= O 0'2,1( e Sr2 g4 B8 T g4 0

definicids feltételek hatarozzék meg rendre k=],2 000
indexekre.

Legyen ¥ a Q konfigurdcié A-osszetettségi foka, amelyet az

a feltétel hatdroz meg, hogy az elsd 20 egész, amelyre

. AV
QV=A QO

b
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mér A-redukdlt, ha ilyen van, egyébként V =00 . Véges V
esetén a A operator a Qy konfigurdcidra hatastalan és
Qi = A5Gy = Qys k=03l4e0s o
Gyakran haszniljuk a Q jelslést a Q konfiguridcié A-redu-
kdltjdra. Nyilvan
AQ® = Q¥,

Ha V véges, akkor a (A ) sorozat véges sok pozitiv tagot
tartalmaz és egy hlc tagtdél kezdve csupa O,
Vagyis ilyenkor a sorozat

m = K:))l

hossza véges.

Annak feltételei, hogy A a Qy konfigurdcidra hatdstalen
legyen az /5.5/ szerint
/5414/ €. 6  +0. =0

197 ot Py
az /5.6/=/5.8/ szerint pedig

/5.15/  /a/ 05‘31,»1‘ t'2,v , vagy /b/ fz,v =0 ¢és
/5016/ /a/ 0 <’12,V£ 1,\7 s Vagy /b/ VL2,V '&l’v = 0
/5017/ /a/ Oé$2’v<c~1’v s Vagy /b/ tl,v = 0 3

Az /5.15/=/5.17/ feltételek nem egymidst kizdrdk. Igy példéul
az /5¢15/b/=b8l az /5.16/ és /5.17/ kovetkezik, az /5.17/b/-
b8l pedig az /5.15/ és /5.16/ kivetkezik.

Célszeri alternativ feltételeket is megadni arra, hogy Q\

A -redukilt legyen. LErre szolgdl az aldbbi lemma.
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5.2, Lemma: A A operator a Q,, konfigurdciéra akkor és csak

akkor hatédstalan, ha az aldbbi feltételek egyike teljesiil:
T =

/5.18/ (of) ?1,\9 23 0

/5:19/ (p) T ,To >0, 3,\1

; g
18 2.y 1 Ros 0= 2,v(71
/5+20/ (%) 31’\, Ty y>0s Ypy =0 és o<9‘1,\,<«‘f2'\,<’(:'1'v

é < ”,
/5.21/ (8) 31,v72,v>°' o<'72’v «91’\, 'C:‘w &a 05%\/{1\1 .z
? 9
Bizonyitds: Hogy az ()-(J)feltételek barmelyike elegendd,
azt egyszeriien beldthatjuk tgy, hogy rendre ellendrizziik az
/5.15/=/5.17/ teljestilését. Ez ranézésre eldonthetd, Az (o¢)- ()
egyikének sziikségességét indirekt lathatjuk be., Tegyiik fel,
hogy egyik sem teljesiil, Beldtjuk, hogy akkor az /5.15/-/5.17/
velamelyike nem teljesiil. Feltevésiink szerint T VTZ v>0 s
’ ’
ezért /5.15/b/ és /5.17/b/ nem teljesiil. (p)nem teljesiilése-
kor vegy '31’v>0, vagy »9'2’\, >‘Zl. Az elsd esetben (() nem-
teljesiiléséhez vagy 72V>O, amikoris /5.16/b/ sem lehet, vagy
9
Vg2 ¥ y Vagy N, 42T . Az utébbi kizdrja /5.17/-et.
1V 2,V 2N= "1y
Az el8bbi mellett a () nemteljesiiléséhez vagy VIR >‘9‘1V .
) 9
ami kizdrja /5.16/-ot, vagy 91 92T, yyami kizdrja /5.15/-6t,
’ 9

vagy '32 v?..Ti g » ami kizdrja /5.17/=et. A mdsodik esetben /o=

? ]
mikor 32 9>/, akkor (¥) nem-teljesiiléséhez —— =0, ami

9
lcizarj;/5.17/-et, vagy "22’“ >0 , vagy 91’v232,v, vagy

2 v ’22’V>O mellett (§) nem-teljesiiléséhez vagy 22)’) 1y
ani kizdrja /5.16/-o0t, vagy V] 92T , ami kizdrja /5.15/-6t,vagy
’ ’
> ol « s . - >
32,\, 2 Z‘l’v , ami kizdrja /5.17/-et. SI,V'SZ,V mellett ()
nem=teljesiiléséhez vagy'? =0, a.mibé'l-9 =T, >7,ellentmond
2N g 1= "2y 1‘9
5/ = T > 1 2

/5:15/-neky Voaylo Py ys VT Yy y2Tp g » VY g%y
amelyek rendre ellentmondanak az /5.16/, /5.15/, ille /5.17/ fel=-
tételeknek. 92

)
Osszes lehetséges (0()-(6) nem=-teljesiilési lehetdségnél ellent-

mondédsra jutottunk /5.15/-/5.17/-tel.

N .>_Z‘1 y mellett /5.17/ nem teljesiil, Lzzel az
]

Q-eodo

AZ [5418/=/5421/ eseteket szemléltetik az 5eleAbrak,
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, R 7, ,:ﬂq UUU"’ Yo ﬂgl}l ‘“”UU’

v .

1,V

T loy=o  Tew™ o

5.1, Abra: A-redukdlt konfigurdcidk tartomanyai.
A kOvetkezl lemma a (7\) sorozat strukturdjit vilagitja meg.

5.3s Lemma: Legyen a (7\) sorozatban fl o utén
?

= = =
el,k_ 0, k21, vagy k, , + 22’1{ 0, k=0,

az els8 O mennyiség, ha ilyen egydltaldn létezik. Lbben az
esetben (A) sorozatban az Gsszes tovdbbi tagok O-dk és a
szébanforgd Q konfigurdcid A-b‘sszetettségi foka

1{2,0 + £2,0 =0 esetén V=0, ha el,O =0

V= 1, ha {1,0> 0

k> 0 esetén V=k, ha £1 L =0

V = k+1, ha k 0y £, >0

+ =
2,kT 2,k a

Bizonyitds: Ha el,O = k2 0+£2 O=o /k=0/ , akkor V=0-ra
/5.10/ teljesiils Ha Bl o>’o, e k, +€2 ,=0 » a@kkor k=o-ra
teljesiil, hogy Bl’k>c'>, Ky it 82,1’{ 0 o Az utébbi kovet-
keztében /5¢2/, /5.3/=bdl /megfeleld atjelolésekkel/ 02’1“1:@'2’1(
adédik, aminek kivetkeztében a A operdtor uUjbéli alkalmazd-

sakor /5.1/=bé1 Bl,k+1=0 adéanék, Ennek eredményeként ’C'l’k+2= tl’k+1
és ’5'2;1“2:6‘2’1“_1, vagyis A a Qk+1 -re mdr hatdstalan. L=

zért valdéban V=k+1l o Ez k20 bdrmely értéke esetén igaz.

I o

Ha valamely k> O=ra £ -0 y de k +0 >0 volt, akkor
- 1,k 2}1{-1 2,k-1 . ’
™ -b” = :" .2 2 . =D ’l = s
/5.1/=b61 1, k41 ‘Cl (Eaert /5¢2/ és /5.3/=bd ky 1= Bp g 0

adddike. Vagyis WV =k drtékre /5.lo/ teljesiil.

Qe€oele
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levezziink egy QeQ konfigurdciét _A-redukilhatdnak, ha

v
van olyan véges V, hogy a Qy = A" Q konfiguricidéra A
mar hatdstalan. A legkisebb ilyen VY a Q A=osszetettsdgi
foka definicié szerint. Ekkor a (}) sorozat a A, tagtdl kezd-

ve biztosan csupa O.

liegjegyzés: Az 5.3 Lemma fontos kovetkezménye, hogy bdarmely
nem  A-redukdlt Q, konfigurdeid A ~redukcidja kbzben az
elsd és az utolsd redukcids 1lépés kivételével minden 1lépésben
mind a Q(l) , mind a Q(2) job-folyamok paramétereinek redukaldd-
niok kell., Pontosabban kifejezve: 1<V <L o0 mellett

> g
31’0+k2’0+€2’0-;., ha V=1,
/5+22/ ? ¢ s
>0, >1, 1<k£vV-l
1,0 1,1k ha V>l .
< < =
ky ot 92 2Ly 0Sk2Y=2, k, o+ 92 g0

5e4e Lemma: Tetszlleges QGQ konfiguricidhoz van olyan véges
V!> 0 egész, hogy 2

[
v
A" q 2
konfiguracid vagy
A _redukilt
vagy az
/5+23/ B =0
71 i

feltétel teljeslil, azaz Qv, egy specialis elfajult konfigu-
I'é.Ciéo
Bizonyitds: Ha ‘71_0 akkor V=0-ra igaz az /5.23/. Legyen te=-

hét ‘71> 0. Ha Q2 (>0, akikor az /5.13/-bél

_0 2 > T 2 7.>0,

Pl k+1" 2,k l JX41T 1y k+l ™
vagyis a %2 e paraméter legaldbb '71> 0 értékkel csokken.
’
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Mivel ’3 véges és ‘9/ nem valhat negativvd, az (fz)
2,0 2,k+1
sorozatban legfeljebb véges sok 62 k>0 tag lehet, Ek=-
]

kor tehdt van olyan koa 0, hogy
ez,f 9% '32,k= 2,
Ha ’32 & =0, akkor Vikx =-ra az /5.23/ igaz.
)
Legyéh tehdt '92 , >0 Ha 21 . >0, akkor az /5.11/-b61

% ?

?
(o]
> >4 >
v 5 e’l,k’cz,k“ Cox= Yo x° * Oy
vagyis a ~ paraméter legalabb '3'2 k>o értékkel csokken.

s ha k=k .
)

s DI W 2,k

Lzért a (A) "sorozatban csak véges sok °el k>ota,g lehet,

Ha Ql ,\”-1

Lemma szerint a QV' mar redukdlte.

>0 az utolsd pozitiv 31 kta’g, akkor az 5.3
9

Qecoede

Az 5.4 Lemma szerint 121>0 esetben a Qo konfiguracid

vagy A-redukdlhatd, vagy véges V30 indexnél "3

Qup= /"3 ‘91,\7"‘ Ve

konfigurdcidra vezet. A redukdlhatdsdg szempontjsbdl tehdt to=

=0,azaz
2’v' ,

védbbra csupdn a

/5+24/ Q= /93 V 03 08 O 8 9320,

alaku konfigurdcidk, valamint a

/5425/ Q = / 0; '31 0;12’0;—3 /

2,0
konfiguracidk vizsgiélanddk.
Az /5.24/ konfigurdciéra a A-redukcids lépések eredmé-
nye > Qesetén a
¥e . o” © Py
§o = 1,0/22,0
szdm lénctdrtfejtése azzal a mddositd kikotéssel, hogy a go =
=[bo,b1,...,bn] véges lénctortfejtésben n nem lehet paratlan,
yanis az >0 kovetelmény raciondlis seté
Ugyani ’22no o} ény raciona §o? én

paros n-re tﬁrténé’ lanctortfejtést kovetel meg. 'I‘udjuk, hogy
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ez mindig lehetséges [P4) o Irraciondlis §, esetén a lénc-
tortfejtés végtelen, ezért Q_ nem redukdlhatd. 72,0"'0 eset-
ben az /5.24/ eleve redukdlt. Lz a megdllapitds '71>0 felté=-
teltdl fiiggetleniil igaz. Nyilvén 1}'1,0=0 esetben /5.24/ leg-
feljebb egy 1lépésben redukdlddik.

Ezzel bizonyitottuk a kiovetkezd lemmét.

5eDe Lemma: A QGQkonfigurécié

5 = 0
elfajulds mellett akkor és csak akkor A -redukilhatd, ha
31 és ’22 raciondlisan Osszefliggdk.

Bizonyitas: Kész,
Qoe.do

Ami az /5.25/ konfigurdcidét illeti, a '&2 o:.-0 specidlis e~
9

setet az 5.5, Lemma tisztdzza. A ’31 °=O specidlis esetben

Q A -redukélt. Csupdn a A

J

> 0 eset vizsgdlan-.

o 1,0 2,oA ‘3, 9
dé még. ’)’2’°=0 specidlis esetben a -redukecid a§o= 1'0/ B
ldnctortfejtésével ekvivalens, amely akkor és csak akkor vé-
ges, ha g raciondlis, Ebbdl az is kovetkezik, hogy Q,

0
A-redukélhatéséga tisztdzott, ha véges lépésben barmelyik
; i ¥ . . ; .
paraméter O va'wala.lf a 5]:’1{,7/2,1{, 2,k kozlil. Ha viszont veéges 12
pésben egyik sem vdlik O=-vd, akkor barmelyikre egy &£2>0 alsd
hatdrt feltételezve, a monoton csckkenés miatt ellentmondas~

ba keriilnénk A végtelen sokszori hatdsossigdval /az 5.4
Lemma bizonyitdsdval analdg mdédon/, Vagyis akkor mindegyik
paraméter O-hoz tart. Foglaljuk e megfontolésokat is egy

lemméba,
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506, Lemma: A Q€Q konfigurdcidé az
/21 =0

elfajulds mellett, vagy A-redukdlhatd, vagy

Qk —p 00
'\9'1172 =0 esetén Q maga A-redukalt, =0 esetben ak-
kor és csak akkor A -redukilhatd, ha § 2 racio-

nélisan osszefiigzlk.

Bizonyitds: Trividlis a megeldz6 megfontoldsokbdl.

Qoeodo

Az aldbbi lemma az 5.4. Lemma kivetkezménye, de érde-

mes kiemelni.

5¢Te Lemma: A QeQ kxonfigurdcid A-redukdlhaté, ha
/5¢26/ 71> 0, 491 72 = 0.

Bizonyitds: Az 5.4. Lemma szerint Q vagy A-redukélhaté,
vagy véges VYV szami A-operécié utén ’3'2 y =0 lesz.

Azonban '31'22=O kovetkeztében biztosan 19 \’72 v =0 is

fenndll. Lkkor azonban Q) mindenképpen A _redukilt,

Q-eodc
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Fiiggetleniil attdl, hogy egy Q€@ konfigurdcié A -redu-
kdlhaté-e, vagy nem, a Q-ra a A operdtor akdrhényszor al-
kalmazhatd és a {Q[ és [/\) sorozatok az /5.10/=/5.13/ fel-
tételekkel rekurzive definidlva vannake. Az /5.lo/-/5.13/ de-
finicidt tekinthetjilkk az euklideszi algoritmus egy lépése

alteldnositdsanak. Ha a

L™y *"?1,0 ’ tz,o o “%2,0
felbontdsokban & 0% 7,< 19'1,0 és 05 22’0502’0 komponenseket
paramétereknek tekintjiik, akkor az Zl=0 és 72’0 2,o=0 specid-
lis esctekben a A —redukeid a §o= 'C“]'_,o/’C'2,c> szam lanc-
tortfejtését eredményezl euklideszi algoritmussal ekvivalens.
Ugyanigy, ehogy a D-redukcié és a lianctortfejtés kapcsolatdt
vizsgdltuk a 4.5. pontban, vizsgélhatd lenne a  A-redukcid
és a linctortfejtés kapcsolata is. Ezzel nem foglalkozunk,

Az alédbb kovetkezd Osszefliggések, amelyekre az 312 item=
tervek vizsgdlatdhoz lesz sziikségiink, szamos analdgidt mu-
tatnak a lénctortfejtéssel kapcsolatosan a 2.4, pontban ko-
z61t eredményekkel, valamint a 4.2. pontban levezetett, a O-
redukcidval kapcsoletos Osszefliggésekkel,

b18szor bizonyos sorozatokat definialunk, amelyekre sziik-
séglnk lesz, és felirjuk a koztilk 1évé Csszefliggéseket. Ezek
segitségével tudunk majd konfigurdcidk paramétereire és Utem-
terv-jellemzdire vonatkozd Osszefiiggéseket egyszeriibben iga-
zolni. A rengeteg szimbolum eléggé elriasztd,azonban ezek se-
gitségével bonyolult osszefliggések egyszerii formdt oltenek.

Hogy éppen az itt kovetkezl mennyiségeket kell definidlni
az tulajdonképpen az /5.lo/=-/5.13/ 2lébb kovetkezd kozvetlen
kovetkezményeib8l 1ldtszike Az /5.1lo/=/5.13/ szerint barmely

Qk esetén fenndllnak az
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(R TR

“ ™
by ko6t V1, ke

&

V1,x
/5427/ kn0,1, 000
1,k41% %2, k41 "

.y

"’2,1{‘ e2,k rl,k+1 2,k+1

T2,5" ¥2,x

Osszefiiggések. Ezek alapjan a Q és Qk+1=zﬁQk paraméte-
rei kozott fenndllnak a kovetkezd egyenletrendszerek.

”ll,k=71,k+1

2

1,kt2,k+1" 1,k‘72,k+1

/5.28/ 31,k=81,1c(”2,k'll"/cl,k(kz,k‘“ez,k)‘“l/“efl,lwl"B

31,k+1+ 12,641

VAP,

2,k=e2,k71+ [2,1: Yokad™ “ o ksl

72,1{: Kok
o

/5429/ Tl,k=/el,k(k2,k+ ez,k)+]'/€i,k+1+ el,ktz,ku‘ By k71
'Cz,f(kz,k* ez,k)ﬁ,kﬂ* 2, k41" ¥2, k71 ¢

Ha ezekbdl az egyenletrendszerekbdl a Qk+1 paramétereit

fejezziik ki, akkor a kovetkezd rendszereket kapjuk.

"Zl,k+1=41’l,k

NS ¢

1,k+1” 1, 1,k72,k' 1,k 2,k

/5.28%/
22, k41" -k2,k"‘)—1,k+ (el,kk2,k+1) Lt el,kk2,k"}2,k
Vo, ke1" 'az,k T1,x” f'2,k'9/1,k+ 61,ke2,k7 2,k+(€’1,k€2,k+ﬁ'92,k
Z~1,k+1= Tl,k- el,k@,k
r-.2 ¢
(R 72,k+1= '(.kz,k+ ez,k)tl,k*/el,k(kz,k’“ez,k)*vg,k+k2,k71,k .
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Definidljuk a kovetkezd sorozatokat.

A, =0,B, =1,A, =1,B_; =0
fok =81.k ok-1% Aox-2
5.0 -
/5430/ Boy = E1 kok-1% Bok-2 k=0,1,000

Bopep1=( 1t € D Aot Ay

B2k+1=(k2,k+ eZ,k)B2k+ Bok-1

¢c, =0,D_, =1,C, =0,D_ =0
Cox = Aok

/5:31/ = Dpg = By T, G
Cors1™ ¥2,1C0k* Coraa

Doks1™ ¥2,kP2k* Dok

‘ " ‘ "

BY, =1,B, =1,B) =0,B, =0
. ) ‘

P Bk = 81 Kok-1* sz 2
® o " "

Box = el KPok-1* Bz k=2 T
]

Boxs1™ (kz et 8o, k) Box* Boyxo1” e2,k

n
B X

2k+1=(k2,k+ 2,1)Box* Boya” 2,k
9

"

ph. wl, D . & 1, Db. w©, D =0
«2 Y Y Y | ™,
Dék = ng
" "
/5033/ D2k = sz k=O,l,...
Dl =%k, .Df 4+ D!

2k+1” "2,k 2k 2k=-1
" " "

Dors1™ ¥ 1 Pop* Doy~ %5 i @



= L =

Barmely fenti fX} és /Y/ sorozat-pdrra haszndljuk a

X Yy
/5.34/ Hk/x’Y/ - 5 ¥ = XkYk-l"' Xk-lyk 9 k=-1’o,l,oo.
k=1 “ke-l
determindns jelolést.
Definidljuk még a
T ‘
’%1,1: 1,k * Box—2 b1
~ _ - ] -
/5-35/ 72,1( - 72’1{ & D2k-1"zl b ] k 0’1”"
~
S I _pd
’az,k B '32,1: + (B Dx1) s
o~
- .
1,k = tl,k + (8 » DY,
1536/ 7~ _ ' » k=0,1,.00
Toke =~k * Bx1hy
mennyiségeket €s a
—~ Pad
: ~
/5.31/ z “1 ~ 1ok
L
[ e ~ » g = '2 ’ k=0,1,...
k 2,k k L2,k
2,k
vektorokat. Vezessilk még be a
B A
/5438/ gk = e it 3 k=0,1,000
o P |
Bok-2 Aog-2 Aoyan
5 = =
/5439/ ék = e Cope*1 - . Tl sy
Bop1 Dok Aok-1"Cox17t Aok-17Coxa



- 172 -
1 Cl’k

( . Q’ ’ k=0,1,000
o ow* e2,k e1,k Ky et 2,k)+1

/5040/ -Dk,k+l -

& el,k e1,k
/5041/ ék,k-Fl == kz’k el’kkz'k+1 el'kk2,k ’ k=011’000

ez,k tl,k,gz,k, 1,k"2,k

matrix jelcléseket.

Az /5.30/-/5.34/ és /5.38/-/5.41/ alatt definidlt meny-
nyiségekre vonatkozdan az Osszefliggéseket a kivetkezl lem=-

ma tartalmazza.

5,8, Lemma: Az /5.30/=/5.34/ és a /5.38/=/5.41/ mennyisé-
gekre vonatkozdan igazak az aldbbi Osszefliggések:
k=-1,0,1,0 se értékekre

/5e42/ Hk/Y,X/ = - Hk/X,Y/

" _ k-1
/5443/ H /A,B/ & AB, .= A B = (=1}

/548] /AL 4By /s Ihohy 1)y /BBy /s /Ay _q4By_y/ Telativ primek/®/

‘ "-
/a/ B! + sz- B2k+ 3!

/5445/ fk .
/o/ By ,1* Boxe1™ Boksa
”n
/Ja/ Dy +D_ =D, +1
2kt Dop= Dy
/5.46/ "

(] - ®
/o/ Doyt Doxi1™ Doy 3

/%/ A /0,1/ szdmpdrat is relativ primnek tekintjik



-1
k=O,l,2,... értékekre / 2 xi =

/5647/

/5.48/

/5¢49/

/50 50/

15551/

/5¢52/

/5531

/5454/

/5455/
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0 definicidval!/

i=o
/a/ H, /B,A/ = Hy /AB/ =1 -
‘ — | ‘ = - -
o/ Hy/BUA/ = Hoy 1 /R4BY/ = Ao 1 Coxa 1kﬁig;§ by, ih0s
" " N
/e/ Hy /B JA/ = Hy /AB /[ =Cy 141 =1 +‘%;; ky hos
‘ ‘ R ’
18l BB GBS Bpp ofBaB'S & By s on™ %E% 2,i%21
1] " =
fo/ B, /B",B/ =H, /B,B"/ =D, = 5?: K, 385
e P L -‘ ~
/e/ Hy/B 4B/ = By 1/B%4B / = Doy 1B ok ™
el ke .
_ ' 2{%
2 By 4850 E2,iBzi
1=0 1=0
- = — - '
AoPokBokCok™ O Aok1Pok-1"Bok-1C2k-1" Bok-1
/8l Agy 1Dk =Boks1Cok™ Aox-1P2kBok-1%2= 1
i = o o ab
/v/ Ay Dok 17BokCoks1™ AokPok-1"BokCok-1= Bok1
. g
/a/ B2k— 1, B2k+1* o, ha kz,kao
n n
/o/ By=1, B, =0, ha 82'k=<>
. _ [ -
/a/ D5= 1o Dy .q= 0, ha kz’kao
”n "
= = =2
/b/ Dy=1, D, .=0, ha Cz’k 0
-1 _ Aok-r  hok-2
e B B
okl 2k=2
f Aopy “Rok-2 “Bog-p
-] ' ’ ‘«
Al = [ Bhy Bokezr  Bogp7l
11} " "
“Boy-1 Bok-2~1 B2
ol el,k(kZ,k+ t"2,1( sk ® E’1,1:
:k,k+l_

-(k2,k+ 22'}{) 1



Ql,k(k2,k+z2,k)+l -el,k -el,k
-1
/5056/ -k,k'l'l- - k2,k 1 O
- ?'2,1: 0 1

/5571 l')k ’ l-)k,k+l ' 2k ’ék,k+1

75658/ Dii1= D kaBe 0 Aiear” D, ibi

i 0 1 (’,1 "
Qk k+1~ ’
]
k2’k+(’,2’k 1.7 L 6 1

/5459/ _
g ( , G el'k) 1 0
=k, k+1”
0 1 -(kz’k+ ez’k) 1
1 o0 o0 1 0 0 1 €l.k
/5460/ ék,k+1= o 1 oll«k 2,k 1 0 0 - 1
82,1{ o 1 o o 1 0o 0
y - el’k -el’k 1 0 0 1
-] :
[} = =
/5.60%/ Qk,k+1‘ 0 1 0 kz’k 1 0 0
0 0 1 o o0 1 -22,k
Specidlisan k=0 mellett
I~ ~
3 = r Y - 3 — -
/5.61/ /ol l,00 1,0 ° ‘7’290 72’0 ’ 32'0 32,0 ?
~ —~ ~
/v/ 1,0 6l,o . 2,0 t%,o ’

/és inverzeik/ determindnsa 1;
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T 1,0
/5 61./ % = l’o § = -
i =0 |_7 ’ o 22,0 :
2,40 _
2,0
/5.62/ _Qo= I o éo =1, az egységmitrixok.

Bigonyitds: Az /5.42/-/5.46/ formulédkat k==l értékre és
az Osszes formuldt k=0 mellett egyszeriien helyettesités-
sel ellendrizhetjiik.

Az /5.42/ az /5.34/ definicidbdl nyilvanvald. Az /5.44/
kovetkezik az /5.43/-bdl, hiszen a pérok bdrmely kizds osztdja
téja lenne = l-nek. Az /5.33/-/5.60'/ métrixokra vonatkozd
4llitésok egyszeriien ellenlrizheték az /5.38/=/5.41/ defi-
nicidk alapjdn. Az inverzeket szorzassal ellendrizhetjiik,

a determindnsokat kiszdmithatjuk és azonosan l-et nyeriink,

az /5.58/=/5.60"/ szorzatokat pedig végrehajtdssal belathat-
juke Az /5.43/, /5.45/-/5.52/ Gsszefiiggéseket az /5.30/=/5.33/
definicidk alapjdn teljes indukcidval igazolhatjuk. Lz szin=-

te teljesen formélis, ezért leirnuhk felesleges.

Qecode

l, Mecjecyzés: A 4,2 pontban definidlt D operiior rem spe-

cidlis esete a most targyalt A -operdtornak., Azonban az
/5.12/ definiciéban k, ,
9

hogy minden formuldnk definicidja megengedett marad és a

= 0 kikctéssel élve konnyl latni,

4,2 pontbeli formuldkat szolgdltatjak. Vagyis 1{2 k=O kiko=-

)
téssel a A operdtor definicidje dppen a & operitort defi-
nidlnd és az Osszefligzések dtmennének a M operdtorndl 1litott

osszefligpésekbe,

0SZ =



- 176 -

2, llegjepyzés: Anélkiil, hogy ennek elemzését elvégeznénk,
megjegyezziik, hogy a ‘é jell matrix utolsd két sordt Osz-
szeadva az utolsdé két oszlop azonossd valik és az utolsd el-
hagydsaval mindig a megfeleld D jelil métrixot kapjuk. Lz

o~ ~
természetesen a 1% +‘9§ X Osszefliggéssel szoros kap-
’

k- 02,k

csolatban 4118 tény. i megfigyelds jelentdsége a A -reduk-

cié és a § =T. /T, szédm lénctbrtfejtésének kapcsolatandl
o) 150" 240

novekedne mege.

509, Lemma: Barmely 0ef konfigurédcié esetén a

- . k . -
QO = Q 9’ Qk =A Qo ’ Qk+1 = AQk ’ k"otli"' ]

konfigurdcidk paraméterei kozbstt fenndllnak a kovetkezd Ssz-

szeflizgések:
g ~ ”~ -1 e
/5461/ Qi1 = ék,k+19k v 9 =‘Qk,k+19k+l
~ o ~ -1 pad
/5.62/ S 2k, k+1 e o G- gk.k+l’("~k+1

75463/ & =48, . & -84

/5.64/ ”§' =D

Bizonyitds: A mésodik oszlopban &l16 Osszefiliggések ekviva-
lensek az els$ oszlopban dlldkkal, csupdn az inverz mat-
rixok szerepének kiemelésére irtuk fel. 4z /5.63/ és /5.64/
osszefiiggések kovetkeznek az /5.58/ és az /5.61/, ill. /5.62/
osszefliggésekbll teljes indukcidval, Csupdn k=O-ra iell iga-
zclni. Lz azonban trividlis /5.60/ kiovetkeztében, Végiilis te-
hat csupdn az /5.€1/ és /5.62/ bizonyitdsa moradt. Azonban e-

zek is konnyen beldthatdk az /5.28°/ és /5.29'/ osszefiiggé-
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sekb3l, ha azokban az /5.35/ és /5.36/-bSl kifejezett {h.k' ?2 .
’ ’
3 - felirt
aé k,'Ci k,?T és a /k+1/ re 'e ir 1,ke1? 72,k+1’
{72 k+l’?71 k+1"té Kol mennyiségek formuldit helyet-
te51t3uk. Elkkor uayanls az /5.61/ és /5.62/ komponensei ki-
fejtett alakjét nyerjilkk, Példsul az /5.28%/ alatti utolsd for-

muldbdl /5.35/ felhaszndlasaval

"72 k+1" +( Boks1™ D S+l 71 2,k Ta- ez,k(q?l,k" Bék-z’z) =

+ e1,1: 2, k(-?2 k+ D1l 1)"@1 K 0,2 k*lx""; g (Bl 1= Dby 1))
=(- ?’2,13 ez x Bigo* el ke2 ko1 (el Vo, k+1)(32k 17 51{-1))21—

- e2,k:§l,k— el,ke2,kn2,k-(el,k 2, k+1)‘l9 .

Az‘?l egyilitthatdja az /5.32/ és /5.33/ definicidk felhaszndla-

saval
) [} ‘ e
= Vg gt ez k(BZR ot 1 kB2k-1)+ Bok-1~ Dog-1 ©
5 e2,k+ 22 KBt Bak1™ Phro1 & Boka1™ Ko kBok™ Dok-1

li®

B! -
2k+1 2k+l .

Izt figyelembevéve a fenti egyenléségbdl

~ ~ o
32,k+1= ez,k"?l,k* el,k 2,1<"2 2,k+(el,k ¢ 2,k+1)"92,k

¢

adddik, amely az /5.41/ alatti égk " %étrix harmadik sordt
= +

igazolja. '

Qecoele

Megiegyzés: Bar a A 6peridtor nem 4ltaldnositdsa a O
operatornak, mégis sok analdgia mutatkozik a két redukcide
val kapcsolatosan fellépd mennyiségek €s azok Osszefiiggé-
sei kozott. Igy ple. ha {)‘) sorozat jatssza a 4.2, pontbeli
(e) sorozat szerepét, akkor az {A}, [B} sorozatok defini-
ciéja azonos, a Qk,k+1’2k’gifk+l’2;l mitrixok formailag
teljesen azonosak,és az /5.62/ és /5.64/ Osszefiiggések a-

zonosak & /4.57/, /4.57!/ Gsszefiizgésekkel.
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Haszndljuk a tovébbiakban a2 V jelolést egy Q€ERQ konfigu-

racid A-b’sszetettse’gi fokdra és

v
* 2,24
jeloléseket a Q redukdltjara / A-redukdltajéra!/. 4 Q¥ para-

métereit Q= /I T; %35/ jeloli.
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5.2 Az R_,. litemtervek és a A —redukcis.

12

Az e18z8 pontban bevezetett A-redukcid célja az 312
iitemtervek vizsgdlatanak visszavezetése egyszeriibb konfi-
gurécidk itemterveinek vizsgdlatdra. Lzt a Q= A¥ Q

k=0,1,..., konfigurdcidk R., ilitemterveinek jellemzdi ko=

zott fenndlld b'sszefiiggésetzteszik lehetdvé,

Be fogjuk 1dtni, hogy az R,, [Qk], k=0,1l,40., ltemter-
vek egyszerre periodikusak és jellemzdik az /5.30/-/5.41/
mennyiségek segitségével Osszefliggésbe hozhatdk.

El6sztr meghatarozzuk egy Rlz(Q) periodushosszanak és
PA-foglaltségénak dltaldnos paraméteres alakjat és a para-
métereket, mint az litemterv jellemziit vezetjilkk bes E jel=-
lemzdk Osszefliggéseit hatdrozzuk azutén meg a (Q) sorozat

Uitemtervei kozttt.
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S5eles Tétel:

/A/ Ha a Q€ Q konfigzurdcidra

7:1'&2>o .
akkor periodikus R = Ry 2(q)ﬁtemtervné1 a periodushossz
’
/5465/ P =(“1T'1 =(V~2?:’2 +(K'.2 +£2)'21

és a PA-foglaltség

75466/ & iy N a2

alakba irhatdk fel, ahol

(\A1>o, ane.o egészek 4

a periodusonként kiszolgdlt ciklusok szame,

K‘zao egész,

a periodusonkénti megszakitdsok szdma 4és
0£E,%1

2 Q{2)

lemzi, “zek az R periodikus ilitemterv

= /(ulz(uz.; Kys €,/

job=folyam megszakitdsokon fellili késleltetését jel=-

jellemzdie

/B/ Ha még
v, >0
is fenndll, akkor {\A2>O is teljesiil,
/C/ Ha
'21>O, ‘&1 =0, T, 20,

2
akkor R mindig periodikus

M= /1;0;0;1/

jellemzdkkel,
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/D/ A /C/ eset kivételével
T, T,=0
mellett az /5.65/ és /5.66/ a 3. Fejezet 2, liegdllapoddsd-
ba foglalt megszoritds nélkiili RlZ{Q) litemterv jellemzdit
szolgaltatja, amelyre p=a=0. R12{Q) a 2, lMegdllapodas mel=-
lett is periodikus, de az /5.65/ és /5.66/ korrigdlanddk a

@'1 + ’C’z , illetve %, + %
additiv taggale.

Bizonyitas:
(1]

késleltetddik, ezért a periodushossz csak Tiegész tobbszo~
rise lehet. Ez igazolja az /5.65/ baloldaldt. A 3.l0. Dem=-

/A/: Abszolut prioritdsa miatt a Q job=folyam nem

me. szerint a Q 2 job=folyamnakis l\tzéOegész szémi 02 igény-
ciklusa keril kiszolgdldsra periodusonként, A Q[ azonban
késleltetve is lehet,mégpedig két okbdl: megszakitds miatt,
vagy azért, mert egy B,-task végzbdésekor PA foglalt, vagy
azt Q 4 igényli. Az elsd késleltetés K‘2 ’71 alakli, 2 mdso-
dik &,%, alakd, ahol 0<E %1 . Az utdbbi késleltetéskor a-
zonban a kovetkezd A -task végzldésénél '9'l> 0 esetén pl-

I;
szitudcié alakul ki, ami a 3.4. Lemma szerint perioduson-

lel

mindig igényli a P

ként csak egyszer lehetséges. Ha 31 70} akkor kiszo=-
1

rul az iitemezésbSl, mert 71>O miatt Q A
processzort, Ilyenkor a periodushossz ’Ll és Q(2) perioduson=
ként o késleltetést szenved. Ez megfelel az 82=1 értéknek,
Lkkor nyilvén (l\2=0, K‘2=O. Ezzel egyszerre bizonyitottuk a
/C/ éllitést is. Illa viszont ’31>o, akkor a szorossdg miatt
feltétlenll iitemezlddnie kell Cz—ciklusnak is minden perio=-

dusban, ezért >0 . bzzel belattuk a /B/ &llitast is.
?
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Ha egy Bz-task végzbdésekor $1> 0 esetben éppen egy Al-
task is végzddik, akkor ebben a pontban pl-szituécié
alakul ki, bz azonban kizdrja, hogy a periodusban kés-
leltetés miatt még kialakuljon Pl-szituécié, vagyis
ilyenkor nincs késleltetés a megszakitasokon kiviil, Ezt feje=-
zi ki az €,=0 érték. Zzzel az /5.65/ jobboldaldt is i-
gazoltuk. Az /5.06/ nyilvinvald kovetxezménye (“1 és 1452
definicidjénak,

/B/: Leldttuk /A/=-val egylitt

/C/s Beldttuk /A/-val egylitt. Azt kell csak megjegyez—

ni, hogy ehhez 2 ’C’2 > 0 tényt nem kellett kihaszndlni,

al

/D/: T.=0 esetén 2 3. Fejezet 2. liegdllapoddsa nél-
kiil esupdn a Q * degenerdlt job-folyam ilitemezédne, ezért

p=a=0 és (\A.l =1 o A2, legdllapodds miatt azonban minden

Cl—ciklus utdn egy C,-ciklusnak kell litemezddnie, ezért egy

p=€5 periodushosszi Utemtervet nyeriink a= 22 foglaltsaggale
’C’l =%, =0 miatt ezek valdban az 4llitésnak megfeleld addi-
tiv korrekcidéval kephatdk meg. Az /5.65/-beli jellemzdk csak
M= 41; 0; 03 82/ lehetnek, ahol 62=O tnkényesen vdlaszt-

hatd. liindezek 2'2 =0 mellett is érvényesek. T‘l>0 és

'C'2 =0 esetben a /C/ esetet mdr igazoltuk és ott a korrekci-

Skra nem volt szikség. ‘91>O esetben azonban az elsd C,=

ciklus litemezése utén, a B task=kal pdrhuzamosan, mar csu=-

. 1,1

pan a QI“) degenerdlt job-folyam C_.-ciklusai iltemezddnének,

2
amely azt jelentené, hogzy (‘A1=O, CA2=1, K‘.2=0, £2=O és p=a=0 — ha
a 2,llegdllapoddstdél eltekintenénk. £ 2. liegdllapodds miatt

i

azonban csak ezyetlen C;-ciklus iitemezhetd C,=-ciklus iliteme=-
zése nélkil, Vegyis Qll litemezddik és p='cl, a= ‘\leellem-

z8ket szolzdltat, amelyek az allitds szerinti korrekcidval

nyerhetdk.

Qe€ole
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1, iiegjepyzés: Az 5.1, Tétel /A/ és /D/ esetei egybefog-
lalhatdk a kovetkezdképpen: ha RlZ(Q) periodikus, akkor

/5:65'  p= T 1+0(T14 %)= o Tt U €)1+ 3+ T)

/5466%/ o=l 1273 (120e)

ahol

1 -sgnT. T, az > Oy 3’ = 0 kivételével
/5.67/ 1%2 2% T .

0 az ‘71>O, '31= O esetben
és a

M= /My (W3 Ky3 &,/
jellemzék olyanok, hogy a 2. legdllapodds nélkiilga korrek-
ciés tagok nélkiil szolgdaltetja /5.65%/ és /5.66%/ a perio-
dushosszat ill., P,~-foglaltsdagot,és a jellemzdk értelmezdse

A
megfelel az 5,1. Tétel /A/ alatti értelmezéseknek.

2o llegjegyzés: Az 5.1 Tételbl8l €s bizonyitdsdbdl a kovetw

kezd tdblazatot irhatjuk fel elfajult konfigurdcidk iitem-

terve 1 és 3 jellemzGire.

Feltétel A K, £, S
/i/ ’Cl =0 - 0 0 0 1
i B g "11> 0, 3'l= 0| 1 0 0 1 0
/iii/ «'31> 0, T,= 0| O 1 0 0 1

3, Licgjegyzés: A tétel bizonyitasaban kulcsszerepet jat-

szott az a tény, hogy egy perioduson beliil kétszer nem
léphet fel pl-szituécié. Ebb6l kbvetkezik az 6211 addi=
tiv tag az /5.65/ jobboldaldn 0 £E %1 feltétel mellett,
Az 82 =0 megengedi a Pl-szitué.cié hidnyat is. Késdbb
fogjuk bizonyitani: '31T’2>o esetben a F)l-szituécié
szilkkségképpen fel is 1€p /5.4. Tétel/.
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Ry = RyplQy/]
lUtemterve periodikus, akkor a

= AQk

Qi1

konfigurdcid

Rk+1 -

R12’Qk+1)

Ha a-leQ nem-redukdlt konfigurdcid

itemterve is periodikus és viszont. A két ilitemterv £'2

jellemzbje azonos.

Bizonyitéds:

Az &llités nyilvénvaldva vélik, ha az /5.11/-

/5413/ transzformdcidknak megfeleltetjiik az ilitemtervek transz-

formdcidit az 5.2. Abra szerint szemléltetve a

"/ R Y ) ,,1W
7 = 7 = 7
R
g}—v}ﬁ///////,y/ ./ Wﬂ__/_’z}/ 2 f““f— =]
i /////4////// i /2«\' V7
o e s ::L: i;é'_ FaEEE _7::.__._.ﬁ ._.:tLi::T:;; PO |
7 //W,M//////A 1)1 /////Mi\z VI )
: 4 . : /

) — i 2 ;/V//Wm =7 ‘/é//wﬂ
e o

17 117 Yy Az 2 SR 2
ST 1 YA I LA VAL UF 1YY

V2 —— 1/ ——!

e --—--J(_' i
St

" 1] 2 y/y/ 1///A2 1 7//1\W///,/1 2V
k7 L A 1 A 1 UAXY VA4 1,

2 g%~ W

112 VALV R 2]
"/ 42 1V 12 7%

Dele #bra
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Bl e
/5.11/ /5.12/

konfigurdcidsorozatnak megfeleld

—30Q
15090

- ‘ - "
Rk - Rk ‘7'Rk 1"Rk+1
litemtervsorozatot. Az Rk—_"Rﬁ transzformdcid a kovetkezd,

Az R, iitemtervben minden B.=task kiszolgdldsi szakaszbdl

k 1
hagyjunk ki osszefiiggden egyel QCE khosszﬁségﬁ szakaszt,
] 9
A szakasz igy 3; k+lhosszﬁségﬁra redukalddik. Az igy nyert
]

litemterv lesz Rﬁ, a Q; konfiguracid R, , litemterve, Nyilvén-

12

vald, hogy R, -val egylitt Rﬁ is periodikus,. Rﬁ ésel K megam=
9

k
désa esetén megforditva megszerkeszthetd egyértelmiien a Qk

egy Rk itemterve b hosszésdgu szakaszok beiktatdasdval

1,K%,k

minden Bl-task kiszolgdldsi szakaszba,amely szakaszon meg=-

feleld fézisban Cz-task-ok és Bl-task van litemezve,

Az Ré Utemterv minden Az-task kiszolgdldsi szakaszdbdl

. .. 3 ~ . ’ ’ ’ ’ t. E 1
hagyjuk ki Osszefiiggden k2,ﬁc1,k+l hosszusagu rész zze

azokat?z’k+l vagyzz’k+1+’z hosszuisdgira redukal juk,megszaki=-
tds nélkiilivé, vagy egy megszakitasos kiszolgdlisi sza-

kasszd attdl fiigeben, hogy a megszakitdsok szdma Ri-ben
"
k2,k vagy k2,k+1 Vle. Az igy nyert Rk Utemterv periodikus

"
- - . s , s - ,
€és nem mas, mint a Qk litemterve. k2,k és Rk alapjan Rk
rekonstrualhatd egyértelmiien,
"
Hasonldan kaphatd végll Rk litemtervbol Rk+1 , ha a B2-

task kiszolgdldsi szakaszokbdl ez,k?i,k+1 hosszisdgi e"gybe-
fliggl szakaszt iktatunk ki. Rk+l periodikus, beldle Rk
rekonstrudlhatd és nyilvanvaldan a Qk+1 konfiguracid R12
litemterve,

Mindezek a transzformécidk érintetleniil hagytdk az ii=-
temtervek olyan szakeszait, amelyeken Qﬁanem megszakitds
miatt késleltetddik, amely pl-szituéciét el6z meg. EbbSL
kovetkezik, hogy az litemtervek 8@ jellemzdje a transz=-
formdcidk kozben nem valtozik meg.

Qeeeds
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A kdvetkezd tételben a fQ) sorozat R12
jellemzdi kozott adunk meg Osszefiiggést. A /Q] sorozate
tal definidlhatjuk az

litemterveinek

Rk fé Rllek) ? k=0,l,...

Utemtervek IR) sorozatat. Legyen

68 = s : - =
/5 6 / nk /Nl,k’ CA2’k! x2,k’ 82/ 9 k 0’1’...
az Rk litemterv jellemzdi periodikus esetben., Sziikségilink
lesz még a kovetkezd mennyiségekre is: 0A
(» 1,k
/5.6 = T
5. 9/ 5 oi’k = 9 "'k - C‘Z’k | 9 k=0,1,...
*2,k.
K
vektorokra és az 2,k
Aok-1  “Boga1 9
5670 = - = P
/ / R k-2 Bok-2 © ¢ MmOl
Cog-1 Dok 1
zl,k(kz,k*“ eZ,k)H' -(kz,k+e2,k) 9
L] l = -
/5.71/ gk,k+l tl,k 1 0
el,kk2,k 5k -
k=0,1,.00
matrixokra.

A tétel eldtt egy lemmdt bizonyitunk a most defini-

41t matrixokra vonatkozdan.
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511, Lemma: Az /5.,70/ és /5.71/ métrixokra vonatkozdan
igazak a kovetkezdk:

S5el2 = = -
/ / =2 L gk,k+1¥k v EmOylywns
Bok-2 Bogz O
5.70! -1 _
fasted Yo = | Poxe Pk ©
i ;
Bogol Bogaa 2
1 Ky ot Qz,k 0
kel el,k el,k(kz,k+ e2,k ®woB
B 5 1
1 -Bz,k o\ f1 =k, o© 1 0 o
/5¢73/ gk,k+1= 0 1 0 0 0 -Cl’k 1 0
0 0 1/ \o -k, 1 o o 1
1 0 0 1 X, 0 1 Qz,k 0
p o1
/5.73%/ IS ﬂl’k 1 o]]o | oll o 3 0
o 1/ \o x,, 1/ \o 0 1

/574/ Mo, és a fent fellépl barmelyik mdtrix determindnsa 1.

=k Ek,k+l

Bizonyitds: Az dllitdsokat a mdtrixwszorzasok elvégzésével,
illetve a determindnsok kifejtésével kozvetleniil belathat-

juko

Qeeods
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5.2, Tétel: A :
¢ k
Q = A% Q, k=0,1,... , Q€Q,
konfigurdcidk
Rk = R12/Qk/ 9 k=0,l,...
iitemtervei egyszerre periodikusak és a

Al = 701,00 (2,15 Ko,00 €2,/ » B=0sleeee
jellemzdkre vonatkozdan igazak a kiovetkezd Osszefliggések,

/5.7‘5/ E, k=8, L&,

/5476/ Bor =BT o Ey - E'I:J,‘k+lj—gk+l
/5:71/ By = E;J:k+1 N 2§,k+l@k+1
/5.78/ T, -5« , T, = N &
/5479/ Ay =2]:T(\£.o , (%o - Di/‘ﬁk .

It JéT az X matrix transzpondltja, K'T pedig az }é'l‘ cine

verz transzpondltjat jeloli.

Bizonyitds: Az /5.75/ az 5.lo. Lemma egyik 4llitdsa. Az
/5.67/ osszefiiggéseket az 5.1lo. Lemma bizonyitésdban értel-
"
'] Pl 5.
mezett Rk—’Rk—’Rk"’Rka-l transzformacidsorozat alapa'e:n
a kovetkezdképpen ldthatjuk be. Legyenek rk( " ﬂl‘{ . ﬂk , bl
megfeleld jellemzdk. Az Rk—’Ry‘: transzformidcidval a C_ -

2

ciklusok szdma csokken Bl-task-onként 81 K -val, vagyis
]

Osszesen tl’k{;.l’k -val, & Cl..c:Lklusok, valemint a meg-

k+1

szakitdsok szdma valtozatlan., Vagyis

/5+80/ (“'{,k=(“l,k . (‘*é,f("‘z,k' ll,k(\‘l,k ; wé,f Ko,k *

4 & £ b B
Az Rk—,Rk transzformacidnal a Cl

task-onként kz’k-val, tsszesen kz,k{wé,k -vel cstkken,

Ilinden eliminalt Cl-ciklus pontosan egy megszakitdst oko-

-ciklusok szdma A_ -
<

a
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zott. Ezért a megszakitésok szdma is ennyivel csokken. A

Cz—ciklusok szdma valtozatlan. Vagyis

.8 ‘ - - ‘ - ‘ " = ‘ # = ‘ - ‘ °
/5805 M, | (1"1,1{ kz,k(“z,k ’ (“2,1: (‘*2,1{ » Wo =Kok o0 s %
" ’” 'l r Y i -
Az Rk-e}?]”l transzformacid nal ismét a Cl—c:Lklusok

2-task-onkent e2,k 2,k(u’2‘,k-
vel., E ciklusok egyike sem okozott megszakitast, ezért

széma csokken B -val, Osszesen {

a Cz-cilclusok és megszakitésok szdma is valtozatlan, Vagyis

“ — o - " = " = i
/5.80 / ml’ki_l-(\kl’k e2,kt~2’k ’ ﬁZ,k-‘-l ﬂz’k » K\2,k+1 wzpk &

Az /5.80/=/5.80%!/ transzformicidk matrixai nem egye-
bek, mint az g].k,k+1 matrix /5.73/ alatti tényezdi
jobbrdl=balra sorrendben., Az Gsszevont 7[;(—"ﬁ'k+ltranszfor-
macid matrixa tehdt valdban ¥ k+1.Ebb61 kovetkezik hogy

’ ,. , ’ -1 4
axiﬁ_l—?n-k inverz transzformacid matrixa Ek,k«rl' Lzzel
/5.76/-0t igazoltuk.

M.=1 és /5.76/ alapjén teljes indukciéval azonnal
adédik /5.78/.
Usszehasonlitva az gk,k+l bal-felsd sarok matrixat az

/5.55/ alatti I_lelk ,qmétrixszal, 1éthatd, hogy az az utdbbi
et |

transzpondltja, vagyis gk,k-t-l‘Ebbsl és /5.76/=281 /5.77/
mir kovetkezik, hiszen By 2 Ek vektor elsd két komponensé-
b6l 411, Az /5.62/ szerint D =1 , amibSl /5.77/ alapjén
teljes indukcidval az /5.79/ kovetkezik,

Qoe-do

Ez a tétel lehetdvé teszi barmely Qe @ konfiguracid
R 2 R12 /GQ/ tlitemterve jellemzdinek meghatdrozdsdt,
ha R periodikus és ¢ A-redukdlhetd. Ha ugyanis
M= 7/ t,\’l‘; (\A’z‘; K‘E‘; 8’2‘/ a Q® redukdlt konfigurdcié R¥® iitem-
tervének jellemzdi, akkor az R utemterv M= /[kl;(\AZ; Kss 5‘2/
jellemz8i az /5.75/ és /5.78/ alapjén kiszdmithatdk:

E‘“E‘:}?&HQ 82=8§1



- 190 -

ahol vV a Q  A-bsszetettségi foka.

Ez a tény adja meg a periodicitds és a A-redukdl-
hatdésdg kérdéseinek fontossdgéat., Ezenkiviil sziikségessé
teszi redukdlt konfirguricidk iitemtervei jellemzdinek
meghatdrozdsdt.

Ezekkel a kérdésekkel foglalkozunk a kovetkezd pont-

ban.
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5¢3. ©Specidlis konfigurdcidk R12 itemtervei

Altalédnossdgban nem tudjuk megvalaszolni, hogy egy
Q€Q konfigurdcid Ry,
hogy Q mikor A-redukdlhatd, S8t latni fogjuk, hogy
minden  A-redukilt Q¥ konfigurdcié R™= Rlzlbﬁl titem=

tervérél sem tudjuk eldonteni véges lépésben, hogy pe-

litemterve mikor periodikus és,

riodikusee, és ha periodikus, mik a jellemzli. A kovet-
kezd pontban adni fogunk olyan algoritmust, amely min-

den periodikus R12
megadja, de éppen ez lesz R12 periodicitasdnak ismérve,

Utemterv jellemzdit véges lépésben

Az algoritmus végességére altaldnos kritériumot nem si-
keriil adni,

Eppen emiatt fontosak az olyan részeredmények, ame-
lyek bizonyos specidlis konfiguridcidkra tisztidzzdk a vi-
laszt a fenti nyitott kérdésekre., Bizonyos eredményeket
mar az 5e.le. pontban is kaptunk. Azokra hivatkozni fogunk,.

Vizsgdlatainkbdl most kirekesztjilk a degenerdlt konfi-
guracidkat és az

it N =0

1
esetet, Ezeket a

N.T, =0
feltétel foglalja egybe. Feltételezzilk tehdt most, hogy a

/5.81/ '31’C'z>o

feltétel teljesiil,
Elészor két fontos specidlis esetet targyalunk, amely-
nél

")/1=O, vagy '&2=0.
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Ha 21 =0, akkor az R., litemtervben a megszakitdsok-

117 12

té1l fiiggetleniil a Q job=folyam nem késlelteti a QI2
job=folyamot, Ezt &z 5.3, Abra Gantt-diagrammje szemlél-

teti. Egy bdrmilyen szitudcid visszatérésének

3 . i

1 1 1 i a1k 1 1 d
)

> Ve | 2 VA 2 R 5
1 1 i i 1 i & I
/R m%z )

536 Abra: Az ‘21=0,'31?O specidlis konfigurécid Rl

2

iitemterve,

a feltétele az, hogy legyenek A és B egészek, amelyekre

teljesiile Az elsé visszatérési iddt a legkisebb A,B szol=-
gdltatja, amelyek nyilvén relativ primek. A 3.8. Lemma sze-
rint R12 periodicitédsédnak feltétele a visszatérd szitudacid,
amelynek feltétele viszont ezek szerint {E_és ZE raciona-
1lis fiiggbsége. 3&77é2>0 miatt A,B csak azonos eldjeliiek

lehetnek, ezért

g == u & A,B>0 relativ primek
?2 B ’ 9
egy véges pozitiv raciondlis szam, Ennek fenndllésakor R12
pericdushossza
p = B-SE = A'Zé
vagyis

fa=® e (g™t
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Hatéarozzuk meg a lC2 jellemzét, a megszakitdsok szdmdt.
Egy Al,k
valamely £20 egészre

task akkor és csak akkor okoz megszakitédst, ha

te, <xv <lT, 47, ,

vagyis
~ 7
f <k Llgf, -2
’C‘2 7:’2 :
vagyis

{k 2—;}6 (o, %)

Tudjuk, hogy a{k %} , k=0,1,... Sorozat birmely egymas
utdni B tagja az -BE y 0L r<B-1 , osztdépontjait futja
végig a [0,1) intervallumnak., Az R12 egy periodusiban
éppen B darab Al,k task ilitemezddik, azok kozill tehat any-
nyi okoz megszakitdst, ahany L alakd osztdépontot tartal-

B
% . 271
maz & (O, ‘22/’6"2) intervallum, Igy tehdt ‘CZ az 1"2/}3
szamndl kisebb egész:
%
2
K)2 = f< (B —E:-) °
2
Az 82 értéke 71=o miatt kozombos. 82 =0 lehet azért,

mert nincs késleltetés és 82 =1 lehet azért mert a kés-
leltetés 7’1 /=0/

Ha '92 =0, akkor a le) job=folyam mindig litemezésre

kész és " .20 miatt ilitemezddik is P, -re mindig, ami-
kor azt Q(ﬂznem igényli. Az 5.4. Abra mutatja, hogy Rl2[Q}-
nak akkor és csak akkor van visszatérd szitudcidja, ha va-
lamely A és B egészekre

B’al = AYL?

teljesiil, Itt B,A>0 és
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. . A,B>0 relativ primek ,

=A éppen a ciklusszémok. Min-

raciondlis szam. (kl =B,
den periodusban egy kivételével a tobbi Al-task megszaki-

tdst okoz, tehat
K ( 5
g 78 =)= T B—’C";)'

liost azonban 82 =1, hiszen minden periodusban egy megsza-
kitast nem okozd Al-task is késlelteti a Q & job=folyamot.

2 )
1

n

PPl 2 12121 2 Te]
T T % 1JV// 1

NN

4\\\'—‘

2 2 2

5.4, fAbra: A '91’22>o, '\9'2=o specidlis konfigurdcid
1112 litemterve,

Ezzel bizonyitottuk az aldbbi lemmat.
Ha a Qéé, konfigurdcidra a

71'&=°

2

2e12, Lemma:

/5.82/

>
—311‘2 0 ;
feltételek teljesiilnek, akkor az R = R12(Q) itemterv ak-

kor és cseak akkor periodikus, amikor

2p

A,B>0 relativ primek,

/5483/ . i o
g2t -4
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raciondlis szédm., Az R jellemzdi ekkor

.

/5+84/ ﬂ=/B;A,f<(%,gB);l/ .
2

Bizonyitds: Fentebb megtortént., "ll=0 esetben az 82 & ¥

megdllapodidsnak tekinthetd kozombos jellemzd.

Qe.cede
Vizsgdljuk meg most a Q redukdlhatésdgédnak és az
RlZ(Q) Utemterv periodicitésamak viszonyidt. Eldszor egy

egyszerii lemmat kell bizonyitanunk.,

5,13, Lemma: Ha a Q€ @ konfigurdcid A-redukilhats és

a Q¥ redukdltjara a
/5.85/ A2, TEEESs0

il 1 2
feltétel teljesilil, akkor Rlz(Q) periodikus

TE oA
5 T T
/5.86/ V= /ngs g 05 T

jellemzdkkel, ahol
Mq = Boyp + Boyay

Q‘z = Aoy Aoy

/5487/

és V¥V a Q konfigurdcid A-ssszetettségi foka /véges!/,

Bizonyitds: Eldszoris az /5.85/ kizarja, hogy 7,0 le-

gyen, hiszen 3’1‘3‘2;"250 ellentmondana a redukdltsdg /5.15/

feltételdnek, Az 214bbi illusztrécid mutatja, hogy az R“:RIZ(Q")

litemterv jellemzGi e
L2

*=/1;1;0; ——=
1l 7
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= ‘]
1 2 711 2 WA 1]2
1 W 1 1
2 2

Az /5¢38/ és /5.69/ definicidkat figyelembe véve az 5.2,
Tétel /5.79/ formuldjabdl

(%1 = Boveo (“’1‘ * By (“’:z!

M2 = fov-2 (‘k?f * ‘*2\)-1(\"12f .

EbbSl /5.87/ kovetkezik,

Qoeodo

5¢3. Tétel: Egy Q€ konfiguracid R12[Q) iitemterve ak-
kor &s csak akkor periodikus, ha a Q  A-redukdlhatd, ki-
véve esetleg a redukdalhatdsdg azon eseteit, amelyekben a
Q¥ redukdlt konfigurdciodra

teljesiil, Ilyenkor az RlZ(Q) periodicitasa nem bizonyi-
tOot T
72 =0 mellett az utdbbi kivételes eset kizart.

Bizonyitds: Az 5.1. Tétel utdni 2. Megjegyzés szerint
%’1’6“2=0 esetben RlZIQ) periodikus. Ikkor azonban nyilvén-
valdan Q vagy redukdlt, vagy redukalhatdé /csupan a \9’1 = 0,
322 Ql >0 a nem redukdlt eset, amely egyetlen lépés=
ben redukdldédik/.

Tegyiik fel tovdbb, hogy ‘31’(7’2 >0,
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Az 5.3, Lemma szerint a A Operé’gor véges v > o
szémi alkalmazdsdval a nyert Q.» = A Q konfigurdcid vagy
redukdlt, vagy 7/1 '32,\,. =0 /a kettd8 egymédst nem zdarja ki/.
Elegendd ezért két esettel foglalkozni:

e/ 71«?2 =0, és /b/ '2’1‘_«7’2‘ > 0, ahol Q% a redukalt

konfiguridcid,

[a/ eset: 31’C'2>O, ’21'3'2 =0, Az 5,12, Lemma szerint
az R12(Q) pontosan akkor periodikus, ha 2 §é '91 /@2
egy raciondlis szam, Belatjuk, hogy Q pontosan akkor redu=-
kédlhatd.

Ha 32 =0, akkor €= &l/jzés a A —redukeié ekvivalens
a § szabdlyos ldnctortfejtési algoritmusaval, amely ponto=-
san akkor véges, ha § raciondlis,

Ha '9’2>0, "2/1 =0, akkor vizsgdljuk meg, Logy mikor
nem 1létezik a A ~redukdlt. Ilyenkor a {A) héanyados-soro~
zat végtelen és a

~

'3/1,k ’ ?2,k % Vo k

paraméterek koziil sem a 91 go Sem az 7, + 192 x  nem
] ] ’
védlhat 0-vd, mert akkor Qk redukdlt lenne, Ha 7> 1{19:2 =0
9 ?
akkor a § 2 & /T szém irraciondlis kell legyen, mert
2k~ 1,k’ 2,k

a d-redukcis a lanctortfejtéssel lesz ekvivalens és ra-
ciondlis ék esetén véges lenne. Az irracionalitéds pedig va-
1léban annak feltétele, hogy R12(Q) ne legyen periodikus.
: > = ]
Ha 3’1’1(112’1(«?2’1{ 0, k=1,2,..., fenndll, akkor az /5.,11/
definicidbdl

'&l,k = el,ktz,k
ahol £ | >0 miatt

’ 0LV <T <'3’

* '&1,k+1 ’

1.kl 2, Ve ¢ EleZeese 4
teljesiils Ez azt jelenti, hogy
. T . >1 4 L S
€k “Qfl,k/ 2>t ¢ o zé,k/'e'l;ku L
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kovetkezik minden k-ra, Ekkor azonban az /5.11/=/5.13/
definicidk ekvivalensek a
§k =7‘k + 1/§k+l . 0<1/§k+1<1, ksl 25090 3

definiciéval, amely éppen a go = l,o/'cz,o = '31/’(‘:'2 2 §
szém szabdlyos lénctortfejtésének definiciéja. Ez azon-
ban pontosan akkor véges, ha § raciondlis és akkor vég-
telen, ha g irraciondlis, megfelellen az R12[Q] perio-
ditdsi feltételének.

Ezzel az /a/ esetben igazoltuk tételiinket.

[b/ eset: 3”{'5"2‘ 5 O 118’2‘ >0, Ha ebben az esetben
TX*>T¥ , akkor az 5.13. Lemma szerint R (") perio-
dikus, ezért az 5.lo. Lemma szerint R12[Q) is az,

* #
Ha ‘CT<{1?2 ’ akkor az R12(Q ) és RIQ{Q) periodici-

tdsdnak kérdése nyitva marad., A 0<’C"{<1:-’2’

zérja, hogy 12'2 =0 legyen, mert akkor ‘1’2' =0 mellett
o<'c’{<'$’; ellentmondana a redukdltsag /5.17/ feltételé=
neke. EbbSl egyébként kovetkezik, hogy ’Zl>0, ‘12-:0 e-
setben az RlZ(Q) mindig periodikus.,

reldcid ki-

Qe€eds

Az aldbbiakban az R12 Utemtervek egy fontos tulajdon-
sdgdt mutatjuk ki, amely bizonyos értelemben az 5,1, Tétel
kiegészitdje. Az 5.1 Tétel implicite kihasznédlja azt a
tényt, hogy periddikus litemterv minden periddusdban él-
szitudcid legfeljebb egyszer léphet fel., Be fogjuk bizo-
nyiteni, hogy a Fl-szituécio’ periodusonként egyszer fel

is 1ép, ha R, ~ben egydltaldn fellép. EbbSl kovetkezik,

12
hogy (51 visszatérd szitudcid, ezért az eldperiodus leg-

feljebb a Fl-szituécié elsé eldforduldsdig tarthat, Az
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elsd eldéfordulds viszont - ha egydltaldan 1étezik « csak a
=7 1 pont lehet, Ezért T l'zltel;]esiil 8z eliperls-

2~
dus T12 hosszidra. Ennek kovetkezménye az, hogy periodi=-
kus R12 iitemtervnél a

Pé[’ll' 71‘”’)

intervallum mindig egy periodus. Ezt nevezziik elsd perio-

dusnak,

Eldszor egy lemmdt bizonyitunk eldkészitésiil, A jeld-
lésekre és fogalmakra nézve utalunk a 3,1, pontbeli defi=-

nicidkra,

5¢14, Lemma: Egy Rl2 litemterv barmely 6[t] szitudcidja egy-

értelmiien meghatarozza az litemterv megeldz8 szakaszdt a leg-

kozelebbi Pl-szituécio'ig, ha ilyen van, vagy az iitemterv

kezdetéig, ha Pi-szituécié nincs, feltéve, hogy a t pont

nem egy pl-szituéciét kozvetleniil megeldzd (f(}az), f(Al)]

szakasz pontja. Az utébbi esetben a meghatdrozottsdg csak
'32=o mellett igaz.

Bizonyitas: Az 812 litemezési stratégia kovetkezetessége miatt
az R12 itemterv t! =t szakaszdt egyértelmiien meghatdrozza a
t pontbeli {G}t szitudcidjae

A Q7" job=folyam abszolut prioritdsa miatt zavartalanul
iitemezdédik, tehdt a Q i szitudcidja birmely t! pontban a
t! 41tal meghatdrozott /eltekintve esetleges O-igényii elfa-
jult task-ok iitemezésétdl/. Ez azt jelenti, hogy {G}t isme-
retében Q & szitudcidja meghatirozott barmely t*>t pont-
ban is. lids a helyzet azonban a Q 4 job=folyammal, amelyet
of Y kss1ertetnet.
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Tegyilk fel, hogy t nem pontja ﬁl-szitué.ciét kozvet
leniil megeldzd (f/B2/,f/A1/] intervallumnak, Az ilyen in-
tervallumok a Q . job=folyam késleltetési szakaszai,
ahol a késleltetés nem megszakitds miatt torténik /az
ilyen szakaszok és a @rszituécié kapcsolatdt az 5.1,
Tétel bizonyitdsdban vizsgdltuk/. A t ponttdl visszafe=
1é a Q 4 job=folyam litemezése teljesen meghatdrozott
megszakitdsaival egylitt egészen a kovetkezd 1 -szitu-
dcidig, ha ilyen van., Ez a tény nyilvanvald. APJ- -5zi-
tudcié elétt azonban a Q . litemezését nem a szitudcid,
hanem a megeldzd f(levégzé'dési pont helye hatarozza meg.
Az f{le helye a Pl -szitudcidé helyének ismeretében
egyértelmiien meghatérozott,' ’ll =gyel korabbi pont ak-
kor, ha '32= O, hiszen ekkor B2 nem végzddhet egy Al-
task=kal parhuzamosan, A 3’2= O esetet tehdat igazoltuk.
Legyen tovabb '3'2>O. (f/BZ/,f/Al/]tipusﬁ intervallum,
ahol f{B2)£ f[Al)és f[Bz) a legutolsd ilyen pont, egy=-
éltalén nem létezik akkor, ha %, =0, hiszen a Fal-szi—
tudcidban egy A, ~task kezdddik, ezért i’(Bz)<f{Al) ese-

2

tén az intervallumban PA processzor tétlen lenne és R12
nem lenne Szoros, ‘21 =0 esetben tehdt az 4llitds ekvi-

valens azzal, hogy R, ,-t barmely t pontbeli szituacidja

meghatdrozza, ami nyi]z.vénvalé. Legyen tehat 71 > B

‘31 =0 esetben az Rl2-ben egyaltalan nincs Pl -szitud=
cid, ezért az 4llitds ismét a teljes meghatdrozottsaggal
ekvivalens, Tekintve, hogy ekkor Q . egydltalan nem iite-
mez8dik, az 4llitds igaz. Véglilis maradt még bizonyitani
8z 713132> O eset, ahol a t=7, pontban biztosan fellép
a Pl-szituécié. Lzenkiviil, ha bdrhol fellép a Pl-szi-
tudcié egy ffA.) portban, akkor az eldzd £(B,Jpont az
[f(Al)-’Zl,f(Al] intervallumban eshet bdrhova /legalébbis,
ha azgvzl/ , ezért a Ry, litemterv t!<t része a 6[t)]
szitudcidéval nincs egyértelmiien meghatdrozva, Ezzel a

lemma teljesen bizonyitva vane
Qeeade
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Seks Tétel: Periodikus R, iitemtervben az eldperiddus
hosszéra

<
/5489/ 157,

és ’3'1>O esetén, és csak akkory abban a pl-szituécié fel.

1ép és visszatérd.

Bizonyitds: Az R, , iUtemtervek tulajdonsigait 31'C"Z?=O
elfajult esetekben kozvetleniil ellendrizhetjiiks Ebbdl nyil-

" = V& ‘ ”, s
vénvald, hogy al 0 esetén P =0 = ”21 és a pl
szitudcid egydltalan nem 1lép fel, 3’1>O és 'C'2=O esethen

a 3, Fejezet 2., Megdllapodédsa mellett Cl-ciklusok is folya-
matosan {itemezddnek és a szorossig miatt minden Aj-task U=
tdn egy C,=-ciklus is iitemez8dik és ‘Bl-szituééié 1ép fel pe=
riddikusan, Tegyilk fel tehat, hogy —31 T,>0. A szorosség
miatt a t= "Zl pontban biztosan fellép a ﬁl-szituécié. Ha
pl visszatérd, akkor az eldperidédus nem tarthat tovdbb az

4 - - 4 . 7 4 r ‘
elsd Pl szitudcidndl, tehat le_ ’21.

Tegyilk fel most az dllitdssal ellentétben, hogy a ﬁl
nem visszatérd, Ekkor az 5.14, Lemma szerint az R12 t _33‘21
szakaszét barmely t > ’Zl pontbeli szitudcidé egyértelmiien
meghatédrozza. A kovetkezetesség miatt ekkor ez a teljes sza-

kasz periodikus kell, hogy legyen, ha R. ., egyaltaldn perio-

12
. e - z - z
dikus. Vagyis“'l_.‘lz— ismét igaz és a t= '21 pontja a periodi~

kus résznek., Ekkor viszont a (6 -szitudcid periodikusan

L
vissza kell térjen,feltevésiikkel ellentétben.

Qeeade

Ebb8l a tételbdl és a mér kordbban emlitett kovetkezméw
nyeibll egy periodikus R12 itemtervy [l jellemzbire vonat-
kozdan még tovdbbi megdllapitasokat tehetiink, illetve azo-
kat egyszeriibben lathatjuk be. Rogton megemlitjilk, hogy a
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tétel kovetkezményeként '91 > 0 esetén a P elsd perio-
dus mindig egy P]fszituéciéval végzbdik a t= %, +P
pontben és az utolsé f£fB,) pont a [p’p+‘713 interval-

lumba esik, azaz
/5+90/ p £ f{BZ’(""z) £p %Yy o

Az aldbbiakban néhény reldcidt irunk fel periodikus
B‘.LZ(Q) litemtervek N« /(v\l;(uz; wyi &, 7 4 jellemzi-
ire vonatkozdan, Ezt megeldzben vezessiink be néhédny egy=-
szeri definicidt.

Mondjuk azt, hogy az A task a B task~kal parhuzamosan
indul, ha

s(B) = sfr) < £fB)

teljesiil, ahol 8(X) és ffX) az X task kiszolgdldsédnak kez-
dete és vége, Mondjuk azt, hogy A a B-vel parhuzamosan fut

le, ha

sfB) < sfn) és £fnr) £ £(B) .
Jelolje u az iitemterv egy periodusdban azoknek az Al-task-
oknak a szimdt, amelyek nem okoznak megszakitdst. Minden Al-

task legfeljebb egy megszakitdst okozhat, ezért nyilvénva-

ldan
/5.91/ (‘*1 = l62 +u

fennall. Egy Al—task akkor és csak akkor nem okoz megszaki=
tést, ha egy Bz-task-kal parhuzamosan indul és akkor é&s csak
akkor nem okoz késleltetést, ha Bz—task-kal parhuzamosan

fut les
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5¢15, Lemma: Periodikus R12[Q) itemterv jellemzdire igazak
az alabbi megdllapitasoks

/o (hyp2u, (W2 + %= (1 o+ ba '92<t3.

/5.92/ /v/ M,%u , ("‘2 +K <M, , ha 31.4.4?2
/C/ (h'2=u’ P2+K2 =c‘l , ha 315192<'C"1 9

/a/ (120, +1, 02 T<T
/5.93/ /o) (w,= W, + 1, ha 725'&1 ’ "91>°

/el (Ay>Wy>W,20 , ha 7,£%, T, <<, , J,>0,

>
/5494/ K,21, na 9,<T,<T,, V>0

/5.95/ .23, (h,22, K 21, ha 7= «9’1, ¥, >o0, «?2<fcl<1:2

/5496/ (o, = (W, + K, akkor és csak akkor, ha min-
den B2-task-ka1 parhuzamosan pontosan egy Al—task
indul.

Bizonyitéds: '32 & ‘Cl esetén bérmely B, -task-kal parhuzamo-
san legfeljebb egy A -task indulhat, tehdt y < . [/5.91/
figyelembevételdvel /5.92/a/ bizonyitott. Ha 32?_ 01 ,akkor
biztosan minden 32 task=kal parhuzamosan kell indulnia Al-
tasknak, ami nem okoz megszakitast, ezért u?{tz. /5.91/ fi=-
gyelembevételével ebbd8l /5.92/b/ kbvetkezike. Az /5.92/c/ a
két eldzd kovetkezménye,

‘ G o G a2
Az /5,65"/ €18411itdsbdl a /(‘tl—é\\z/@‘l = (“2/?:.2-?:1/ + /lC2+ 52/ ’21

egyenléség nyerhetd. Ha ‘t“2>"C'1>O és '9'1>o , akkor [\t2>0

és az egyenlet jobboldala pozitiv, LEzért /1A1>(k2 feltétle-

niil teljesiil, Ha 'S:VL =0 és 0< 7. < T, , vagy € = 0, T,>0,
akkor az 5.1. Tétel utdni 2. legjezyzés tdblazatéabdl éltl= 1>(\¢2= 0.

Ezzel igazoltuk az /5.93/a/ 4llitést.
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Ha 225 &l,akkor egyetlen Az-task-ot sem szakithat meg
két A -task,ezért K,< M,. Ha >0, akkor 7, < —3’1
miatt az elsd Az-task biztosan megszakitas nélkiil litemezd-
dik, ezért !02 = (uz-l, ami igazolja /5.93/b/ &llitdsukat.
Az /5.93/c/ az.eldz8 kettd kovetkezménye.

Az /5.94/ igazolésdhoz az /5.90/-b8l indulunk ki. A B2’{‘2
task kezdlpontjdban végzddik az A task. Az £ fA

2,(442 2

pontra /5.90/=b81
p -32 £ £fA

3, .

Ha '3'2<’C' , akkor p-32>p-'r:1 o A [p-’C’l , p-—rl,nzl)

intervallumban azonban A,-task nem végzddhet, hiszen ott

2,(1,».2)f P+71-

A,-task kiszolgdldsa folyik, sét f(Az, ] = p- «72 miatt
f{Az*z) > p=Ty+,= p- -3'1 . Ha ’“%1 <t , ekkor
p+ =V, < b= H 4y, ezért f{A2,¢~2’ ok 1(}1"72 v BEhIRE. P
hat, hogy egy Al-tas;k utén ‘lzhosszﬁségﬁ intervallumon be=-
1iil végzddik egy A ~task. Ez csak ugy lehet, ha az A2 az Al
eld8tt kezdddott és Al megszakitotta, Ezért biztosan van leg-
2l3dbb egy megszakitds a periodusban, azaz IC2_>.1 o Bz iga=
zolja /5.94/-ete Az /5593/c/ és /5.94/ kovetkezménye az /5.95/.
Az /5.96/ feltétele nyilvanvaldan elegendl. Bizonyitjuk,
hogy sziikséges is. Vagyis (kl= lh2+ bc2 esetén nem lehet olyan
Bz-task amellyel parhuzamosan nem indul Al-task, vagy tobb
Al-task indule. Az /5.91/ miatt[ﬂ«2=u. Ha egy B,-task-kal pér-
huzamosan két A -task indulna, akkor feltétleniil '\9'220'11en-
ne. Ekkor '31-5!]\9'2 és minden B2-task-ka.1 pérhuzamosan indul-
na legalébb egy Al
-task-kal parhuzamosan egyetlen A -task sem

2 i £
indulna, akkor 32< 31 lenne. :3'2 < T, esetén azomban egyetlen

-task. Ezért u?.(\\2+1 lenne, ami ellent-

mondds, Ha egy B

B,-task-kal pérhuzamosan sem indulhat egynél tobb A, -task,
ezért u é[kz - 1 lenne, ami ismét ellentmondds. Ezért valdé-

ban pontosan egy Al-task indul minden B, =-vel parhuzamosan,

2
Ezzel mindegyik dllitdsunkat igazoltuk.

Qeeods
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5e4e A ~0<'t:”{<€"2e eset vizsgdlata.

Attekintve az R12{Q] litemtervek tulajdonsdgaira vonat-
kozé ismereteinket, kideril, hogy a legkevesebbet az olyan
redukdlhaté konfigurdcid ilitemtervérdl tudunk, amelynek Q*
redukaltjéra a

0<T <2}

feltétel teljesiile Sem a periodicitds feltételét nem is-
merjilkk, sem periodikus esetben a jellemzlk meghatdrozdsa-
ra nincsen mddszeriink, Minden mas esetben, ha Q redukdlha-
t6, akkor RlZ periodikus is és jellemzdit meg tudjuk hata-
rozni. A 31’52 =0 esetben kozvetleniil az 5.1, Tétel alap-
jan, a 91’5?2>0, ‘11'9'2 = 0, 3'1/‘(.‘2 racionalis esetben
az euklideszi algoritmus segitségével, egyéb redukdlhaté
esetben R’il2 jellemz8ibdl az 5.2, Tétel segitségével. Eh=-
hez az utdébbihoz R“:L2 jellemzdinek ismerete sziikséges.

Egy Q¥ redukdlt konfiguridcid R™ = RlZ(Q*) titemtervének
jellemzdit 3;"0; =0 esetben az 5,1. Tétel, ‘3';?‘0)2! >~ 0,
’C”{zt‘g esetben az 5,13, Lemma,V=0 mellett,szolgdltatja.
Az utobbi a ok

M*=-/1;1; 05 i -
jellemzdket eredményezi. 71

Az aldbbiakban a a?f‘t‘; >0, ’C‘?f<‘c"2E esetet vizsgdljuk

meg kissé az 5.15. Lemma alapjan.
A redukdltsdg /5.15/-/5.17/ feltételeit is figyelembe véve
most a kovetkezd feltételek teljesiilnek:
7 ¥v0, 0<4TI<T,
FHeTy ., Mg , W<
Ezeket két egyenlétlenségsorba foglalhatjuk:

/

/5¢97/

o<y <% 20t <t <t ]

/5.98/
04 e VR Tt VT T
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Ezek az 5.5. Abrdn 1ldthatd tartoményt hatdrozzdk meg.

*
&2 : //nfr l I
‘ \ f{ﬂ l
A
74
/
ir )
> J/
7 )
/ JW
4 ,U”
* /, JJJJV
’ll&-____-_ _;'uL-__ — Vi i
7
/’ ! Y=
0 K ‘ -
/ "3
7 2o
k3 * ///
-/ 712- '21/ &
* ® *
5¢5. Abra: A O <'C:L <'t'2 . 31 >0 tartomdny.

Az /5.98/ reldcidsorok nyitva hagyjdk az ’l;.f 5 '91.;, az

"lee ,"L’; és a 3’; ,Q;para.méterek viszonyat, amelyek azon-
ban nyilvén nem filiggetlenek egyméstdl. Belathatd példaul a

kovetkezd implikdcidsor:

* *® * = * 3 * *®
/5499/ J1£Y, = No5% N 4d, =T 5—9'2.
- o - ’ P I
Az 5,15, Lemmabdl az /5.98/ kovetkeztében Mo+ K;Zg(ul az

/5.92/a/ miatt. Itt biztosan egyenléség van, ha az /5.99/
implikédcidésor barmely tagja igaze
Ezenkiviil az /5.93/c/=b8l és /5.94/=bbl

c~’;g(u‘2‘+12w§+zz3 .
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AO <€"li <’C"2E esetre egy rekurzids algoritmust fogal=-
mazunk meg, amely periodikus esetben véges lépésben szolgdl=-
’ * #) .. ® ® , ¥ ¥
tatja az R 'Rlz[Q ) iitemterv 1" = /(“1’0‘2’ ch, 82 [/
jellemz8it. Az algoritmus elemzésével felfedjiikk az R™ néhany
sajdtossdgdt is,.

Vezessiikk be a

/5.101/ ' P
t) = f{Bl’k), £} = f(BQ,k), 55 B TR

jeloléseket. Legyen

s gb=[etrer], gt -{ef reter, weon,..

l 9

Mas jelolésben 31‘:5 fl‘c /mod "C"I/ o Nyilvédnvaldan

/50103/ Oﬁ 91:<’CJ; ) k=o’1.ooo e

Nevezzilk ezeket maradékoknak.

Vizsgaljuk meg az (f‘) és (?‘) sorozatokat.

‘ ‘ ‘ ¥* " - - 3 -
Ha 0 £ gk _’ll, akkor a B2,k task egy Al task-kal péar
huzamosan fejezddik be és az A, kel task csak az Al—task
’
utén kezdddhet, ahol egy Pl-szituécié alakul ki. Lzért

71

#*
/5.104/ B =8 4+ %]+ _Y A(x-9ax ,
0
amelyben
1 ha x>0
ACx) = ‘{ '
0] ’ ha x<£O0 °

Az 5.4. Tétel kovetkeztében a pl-szituécio’kkal egy-egy P-

vel kongruens periodus végzddik és

(3

/5+105/ 8;:1-8;/"2;: 1 g A(x-?ﬁ)dx , ha Oéf{ﬁ?’{.
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* ] - * * ¥ .
Ha ‘21<gk5’C’1 ’22 /ha '22<'\?1 /, akkor /5.l04/
igaz marad és ebben az esetben /is/ az A2 il task meg-
’

szakitds nélkiil litemez8dike Az /5.l04/ kiovetkezménye
*

"
Balohl  has e gACX-e;)dx’ e DER TS »

zﬁ):{ 4‘21 esetén ugya.nls fk 1= gk+’C -TT +’11 fk 'c 3*6{0 “C!)
a redukdltsdg miatt, 2 £ 9 esetben

§k+1 S’k*'cg ’Cfe('c’; ¥1 %]C[O, €1}« Nindkét esetben

81‘{+1> 912 =

Ha 'C' 72 <§> ‘<’C’* , akkor az A, Rl megszakitdssal

utemezodlk. 122 £V mlatt pontosan egy megszakitds van
és

] 4 [} * *
/5.104%/ Pyl =E +To+ N o

Konnyii latni, hogy ekkor

?k+‘C '5” , ha §§<3¥ és ’C’{-’{’é(?ﬁ(t’;-rza--?’{

/50106‘/ g =
k+1 , ; ¥
' Qi+ T V1= Tqs ha Ty-min/Y; To-91/ 41,0 (< Ty
ahol
P { <, na V¥<VE
/50107/ =
e < ’ ha §}§‘<:}§ 2

Figyelembe véve, hogy 'C};-%;_E-'C?f<o<'(:);-z~¥£ c’;- ;‘ " a

* * F ] »
> ?{( , ha Offﬁ <,,T,-min/Y, , ’6'2-31/

/50108/
< @k »he Tymin/ Y ,Ty-91/<], 04< T -

H
§’ k+1

A 91‘c+1< 91‘( csak megszakitédsos C,-ciklusndl kovetkezhet be,

2
amikor
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/54109/ ?1'<+1 =§1‘c-/31+c1-‘c’;/ A

egyébként azonban

/5.109%/ Pl =80 + 1B, =%y /'
vagy
/5¢109%¢/ ?l‘£+1 =911 + /‘C’Ze -33{ /

P Fl _pye ¥ / ¥ _ % QM
attél fiuggben, hogy ekét?f ‘72 » vagy Ty ‘72<5Jk<t‘1 /1:2 3’1/ .

Nevezzikk az R iitemtervben N-szakasznak az olyan sza=-

kaszt, amelyben egymids utan megszakitds nélkiil litemezld-
nek a Cz—ciklusok. Az N-szakaszon 91: monoton né ’C'z -’C,{

novekményekkel, Nevezzilk li=szakasznak az R* litemterv o=

lyan szalktaszdt, amelyen megszakitdsos Cz-ciklusok uteme~

zGdnek., 0tt ?1'( monoton né az utolsd kivételével, amely

kisebb az €l6zé 9‘-né‘1. Egy szakasz hosszanak tekintjik

a benne iitemezett C,-ciklusok szémét. Az N-szakasz hosz-
szat jelvlje n', az li-szakasz hossziat pedig m'. Ha 911 >
_>?l‘c+1>§’}‘{+2,akkor két li-szakasz koveti egymdst és a mé=-
sodik hossza m’=1. Ilyenkor vegyiik Ugy, hogy a két li-sza-
kasz kozStt egy n’=0 hosszisédgi N-szakasz van,

Minden R™ iitemterv N-szakasszal kezdddik mostani felté-
teleink mellett /’1359’{ > 0 miatt/. Ha R™ periodikus,
akkor P és a vele kongruens periodusok N-szakasszal kez=
dédnek és li-szakasszal végzldnek, £zek az N-szakaszok n? >0
hosszisdgtak. Az n'=0 hosszisdgli N-szakaszokat is megen-

gedve minden R® iitemtervben /N, li/=szakaszparok kivetkez=

nek egymds utdn. Legyen /Nj’ Mj/ a j=edik szakaszpér,
3=1,2,e004,0 Lhhez tartozik az /n'j, m'j/, J=1,25000, €gész

par, a hosszaik nagysdga.
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Vezessiik be az -

J J
o i = = = = ! = 4 = j=
/5e110/ n=m-=k 0, n, iz:; n{ , my §i=1: m{ , kj Dot mso, Il 2 iee

jeloléseket. Az nj, mj és kj rendre megadja a j-edik
/1,li/=-szakaszpdr végéig a megszakitds nélkiil, megsza-
kitéssal, illetve egylittesen ltemezett C,-ciklusok SZé=

mat. Legyen

/5.1 e =77, %:@f{j v 9= gij R S e T

J
és
'] o
/50111 / wj= kj 9 Xj= mJ ’ J=1,2,ooo .
lievezzik Rlz-szémhérmasoknak a
/56112/ Hj =/ ?3 ¢ \Vj < J(j I 5 J=1ly250e0

hérmasokat. zek egészek és rendre megadjdk a j-edik /N,I/-
szakaszpdr végéig litemezett Cl-ciklusok, Cz-ciklusok, il=-
letve a megszakitédsok szamat,.
ngy na-szakasz végén P adja mez a 02-01klus végzidé-
sét d k elolessel
ét / mo 2: Iy f— J 9¢ ga

» * 3
/54113/ | Tl-15<01.1<Ty

biztosan fenndll, hiszen a 02 -ciklus csak igy lehetett
?

O . Bs e i '] ‘ ’
megszakitésos, liivel az li=szakasz vegen §€_1>»?&, ezért
I _,f - ®
/5.114/ e =Pe-1 AT +TT =T/
az /5.109/ szerint. Az /5.113/ figyelembevételével ebbdl

/54115/ 9% -3 <gy < -
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egyenlétlenség adddik 9{ maradékra, Harom esetet kiilon=
bdztetiink meg:

=0 1148 5T-12
((5) T§-2;<?é<t§-8¥ /<"C':/ , ha C?+:§<’C§+’Z; igaz
) max /0, J5-¥] /<], ¢/ <yT -

A tartomdnyokat 2z 5.6. Abra szemlélteti., 4 [O , max /0, 3 -9
tartomany, ha 1létezik, és a [’C '31 ’ 'C'l) tartomdny

rao

"hozzdférhetetlen" a g{ maradék szdmdra. A (F) tartomany
nem létezik, ha 2-‘3’*"67# "22 .

(3) (=) ®

5e6s ibra: A ?Q‘ maradék tartomdnyai az li=szakaszok végén.

Vizsgdljuk meg most az (&) = (_X) eseteket egymds utan.,

(OQeset: Q;< ?gétf - 2; . Ekkor a kovetkezd A,-

task megszekitds nélkiil iitemezddik és az li-szakasz utén

egy n® > 0 pozitiv hosszisdgl N-szakasz kovetkezik. Az N-

szakaszon belil 9l‘c monoton nd ‘C’:— ’C;.>o névekménnyel, de a
gl‘£<c" korlat miatt n’ biztosan véges. Az li-szakasz

végét a SJ‘ >1': 12 bekovetkezése jelzi.

Q&) eset: "C* 122 <g‘<'c - /9’{4_-5’{_@-’2‘ / Lkkor az

li=szakasz utan ismét egy li-szakasz kezdddik megszakitott C,-
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ciklussal., Ilyenkor fl. < gt, o Definicid szerint a két
li-szakasz kozdtt n=0 hosszusagu N-szakasz helyezkedik el,
A (P) eset klzarolag.&?f-rtl-‘c; <7} mellett kbvetkez-

het be, ezért biztosan

15,106/ ng >0 , J=1,2,eee 4 ha t’"+‘2§$?’f+~?" .

de gset: max / 0 3”' 3* /.412 ? <7'1 . Ekkor az li-

szakasz utolsd Bg-task-ga egy A —task-kal parhuzamosan fe=

L

jezddik be és az A -task utdn a Pl—szituacn.o lép fel, Ez=~

ik

zel a @l-sz1tu301o visszatér és ezért i feltétleniil pe=-

riodikus lesz. Az /5.106/ szerint
i _
? e+1 571 ®

Lz a (§) eset kizardlag lM=-szakaszok végén kovetkezhet be,

F5, 117/

ezért a P periodus végét az elss £>0 index jelsli ki, a-
melynél 0 < 9[‘ < '2:’1‘ bekovetkezik, Definicid szerint

*
?e‘tl * ?e:

£

/
%

és nyilvanvaldan
/54118/ P o @e‘t;‘ i /1-&’2‘/'7’1e =§;e' g

Azﬂ éppen a periodusbeli C -ciklusok szdma. Az 5.1, Tétel-
beli /5.65/ formulat flgyelembe véve a periddushosszra, R

jellemz8ire a

3* * 3* ¥
(“1'51'(“2"-

* ¥ ® 2 * »
/54119/ M1 =@g ) #2 -t , K, = L -&5 1 Ex=1-/ /]

1.
kifejezéseket nyerjilkk. Szzel kozvetett feltételt kaptunk

R™ periodicitasara.
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5,16, Lemma: A A-redukdlt Q®€ @ konfigurdcié R* & RlZ(Q")

litemterve a

<theet, ¥
0<4TI<T, , '31 >0
feltétel mellett akkor és csak akkor periodikus, ha van olyan

?é i L>o0 , maradék, amelyre

0< % s*z?f .

ami ekvivalens azzal, hogy van olyan Mj-szakasza, j> 0, amelynek

utolsd maradékara
¥ _ g% J o

bekovetkezik, ahol 412 reldcidéjelet az /5.107/ definidl ja,.

Exkor M* jellemzéket a Hj szamharmassal

* . . . - ¥
/54121/ N%=/@,5 VY53 X3351= §/7,7

szolgdltatja, ha Hj a legkisebb kivant tulajdonsdgu R. ,=-szdémhdrmas,.

12
Bizonyitds: Tulajdonképpen nincs mit bizonyitani. Az 15,3028/

figyelembevételével ugyanis /5.121/ kdvetkezik az /5.119/-bdl, ha
meggondol juk, hogy a megszakitasok szdma kiadddik az litemezett Cl-
és C,-igényciklusok hosszénak kiilonbségébdl 7§-gal osztva és 8’2E

2
"korrekcidt" figyelembe véve.

Qecods

E lemma a periodicitds kérdését specidlis M-szakasz eld=-
forduldsdra vezeti vissza, Bar ennek a paraméterek praktikus fligg-
vényeként nem tudjuk altaléban a feltételét megadni, megkonstru=-
alhatunk egy algoritmust, amely eldallit ja R® szakaszainak
jellemzdit, és periodikus esetben véges lépésben a ﬂx jellem=-
z8ket is szolgdltatja. Az algoritmus alapja a Pi o k=00 oewe o
sorozatot generidld rekurziv eljards, amely Pl‘(-b6l meghatarozza
91‘(+1 értékét, Eddigi elemzésiink mutatja, hogy a Q,i paraméterein kiviil
ehhez nincs sziikség egyéb informdcidra. Mivel Q]E valtozatlan, a (? ‘)
sorozat ?l'c tagja rekurzive meghatdrozott az eldzo ?11-1 tag dltal.
Mivel a (¥)esetben 9é+1=§]‘- az /5.,117/ szerint, periodikus eset-
ben a (9‘) sorozat is periodikus, sdt nyilvanvaldan a ?j s OS2 0
sorozat /a (g‘) részsorozata/ is periodikus. Ezért elegendd

tagjaikat csupan az els8 periodus végéig meghatdrozni.
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Az RT iitemterv tényleges megszerkesztéséhez a teljes (9') sorozat,
st a ?1‘( . ?; s k=0,1,... , sorozatok meghatarozasdara lenne
sziikség, Ha azonban csupan B jellemz6it akarjuk meghatarozni,
elegendd a ?j s 514240044, részsorozatot meghatdrozni addig, amig
/54120/ be nem kovetkezik, és ehhez elegendd a Hj R, ,-szdmhdrmast
meghatédrozni.

Az /5.110/-/5.111%/ definiciék alapjdn bdrmilyen j= 0 mellett

él22 .= kK. + J = n. m. j = k.= n.+ m, .= m,
A LBef ?a gl g womg e 5 s Bo= nabmy o S0y

és /5.102/ figyelembevételével az elsd periodusban

i ((tl‘“f =77 +V¥;%5 + X507

/56123/ £

U}

amibdl

/5.124/ ©5=11 nya >+ X, ‘Zl @j .

Ha valamely véges j indexre /5.120/ bekovetkezik, akkor /5.,121/

"

adja meg az i jellemzdéit. Az /5.122/ mutatja, hogy a jellemzdk
meghatdrozhatdk a j, nj 5 mJ. 3 ?j sy J=1,2,400, adatokbdl és ezek
’ " m’ 5 S)j adatokbdl., Ezért most megszerkesztiink egy algorit-

¥ ol

must az n § m e;] sy J=0y1,0.., adatok rekurziv meghatérozdsdra.

az n

Vegyiik flgyel embe , hogy

Qaégl‘cj , kj_nj+mj .
Az algoritmust az /5.106/ és /5.106?/ Ssszefiiggésekbdl tudjuk
megszerkeszteni, amelyek szerint az N-szakaszokon y;{ monoton né
’C -'C novekményekkel, amig a ’C‘ 'izz hatdrt tul nem lépie. Ettdl
kezdve M-szakasz kovetkezik., Az M szakaszon ?k monoton né t ‘3’”
novekményekkel addig, amig a ’C’{ hatéart el nem érné., Amikor elerne,
vagy tulhaladnd, 91‘( csdkken ’C‘ff mennyiséggel, hogy az /5.1l03/ tel=-
jeslilhessen,
E tények alapjén, ismerve &7; értékét egy N-szakasz kezde-
tén, meghatdrozhaté az /N,M/-szakaszpdr szakaszainak hossza és
?1‘{ értéke a szakaszok végén.
Az R* iitemterv mindig egy N-szakasszal kezdédik a P =77
kezddértékkel,
Tetszdleges Nj szakasz /j=1/ kezdetén legyen ?j—l y 1

4= *

mj_1 az litemezett Cl-ciklusok, a megszakitds nélkiil, illetve megsza-

kitassal litemezett C2—ciklusok széma, megfelelden, az litemterv

kezdete éta, €s 93._1 = 9;{ a maradék,
j=1



Az elmondottak alapjan Nj hossza nyilvanvaldan
*

® . ®
Rkl O V- £
/5-125/ n.= * % + 1= * tx .
Tt Ta=ty
Az N, szakasz utolsé C -cikluséna.k?‘ ¢gmaradékat
J 2 kj-1+nj
‘ N ) __ %
N R S et ¥,

formula szolgdltatja. Az n’. formuldja a helyes n’j=0 Er=-
téket eredményezi akkor, ha a ((5) esetben
E JU ¥ Q¥
L <f)j-l = ‘CZ-'&I *
Ekkor ugyanis a
& E_op ¥ e ¥_ ¥
/0£/ 31 15<33 $ 4 5" Ty
reldcidsor teljesiile Ez azt jelenti, hogy az /5.125/ formu-
la automatikusan haszndlhatd az Nj szakasz hosszanak szami-
tdséra egy Mj—l szakasz végén, feltéve, hogy nem a () eset
kovetkezik be, A ((b) esetben a megallapoddsunk szerinti n‘j=0

hosszat nyerjilk az /5.125/ alapjan. Ha az M p

a ('ﬂ)eset kovetkezne be, ami egy P-vel kongruens periodus vé=-

szakasz végén

gét jelenti, akkor az /5.125/ csak gy szolgdltatja a kovetkezd
Nj szakasz helyes hosszat, ha a fj-l helyett 73; értéket hasz-
nalunk,

Az n‘j-re a z=1<[z] € z becslést alkalmazva az /5.126/ eld-

411itdsbdl a 91‘( , maradékra a

3173
® K s *
S o H . SRS -

becslést nyerjik.,
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A ?k in? maradék lesz az N, szakaszt kovetd I\I'J sza-
kasz Le%aletea/modt* /e« A koribban mondottak elapjdn az

M. szakasz hosszara az

1 9x
/5.128/ m} = fa( c’;-%}; 3) =[€] +sen {§}

elddllitdst nyerguk uhol

_j) -1‘1

/54129/ § = - A
2"31

Az I;Ej szakasz végén a §J maredék értéke
J

."'.1 0' = 4 l K- » - L]
/54130/ fj 9kj-1+ng & mj/'C'2 '3'1/ 'C"{
Az /5.128/ formuldbdl

f5:181¢ >1

mg 9 j=1,2,... ’
nyilvénvaléan mindig igaze. Az /5.127/ becslés alapjan igy
/54130/=bé1 a

¥ o, ¥ ¥ O% *® R
¢ .>t1-72+/62-%l/-c1 =V5-v7]
alsé becslést nyerjik ? maradékra, Uzyanakkor az /5.128/-

ban a z« : (z)< z+1 becslest alkelmazva az /5.130/ el68lli-
tasbol .=Tre a
€

z }E_ .3
0< §j<t2 V3
kétoldali becslést nyerjilk. & két becslésbdl

B ® o % ‘ ¥ Q%
/5.132/ mex / 0,93-37 /<1, fj<*c2-§l

osszevont becslés adddik, ahol a <& relacidjelet az

12
/5.107/ deflnié.lJao
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Az N., Mj szakaszpéron az litemezett Cl—ciklusok széma
‘j-vel az Nj és m! +1-gyel az

Mj szakaszon. Az iitemezett C,-ciklusok széma n 5 és m'.

J
darabbal né az Nj’ illetve Mj szakaszon megszakitds nélkiil,

n‘j+m‘j+l darabbal né meg, n

illetve megszakitédssal, Az Mj szakasz végén /az Nj+l ele-

jén/ tehat

/54133/ @J.: ?j-—l+ n5+ m3+ 1 ng= M+ ng o My= My g+ mg

szolgdltatjak az R® kezdetétSl iitemezett C

szakitatlan ill. megszakitott 02
Az /5.125/, /5.126/ és az /5.128/, /5.130/ szémitdsokat

addig kell ismételni, amig az /5.1l30/ eredményeként f} é‘??

l-ciklusok, meg-

-ciklusok szamat.

maradékot kapunk. Az 5.,16. Lemma szerint ez csak periodikus
R® iitemterv esetén kivetkezik be. R" periodicitdsdnak tehdt
garantdltnak kell lennie, vagy valamely mdas szempont szerint
kell az iterdcidt befejezni, Ha st Gl’l‘ , 3>0, bekbvet-
kezik, akkor az /5.121/ &s /5.122/ alapjan R® jellemzit

5 ¢ - - = - 2
/5134/ Cp’{: nj+ mj+ J s (\LZ: nj+ lIlj i K)2= m;: 52— 1 fa/zl

formulékkal kapjuk meg.
Algoritmusunkat formalisan is megfogalmazzuk az aldbbiak-

ban. Az algoritmus kimend adatai a
® AN TN P
” =/CAI,FA2,K’ ’82/
jellemzd8k, SzekbSl egyébként j, nj " mj ’.Pj meghat drozhatdk a

/5.136/ 3=c;1‘-(w’2‘; nj=(¢’2‘- Kys  m=KZ; Q= /1-23/97

formuldkkal.
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Jem nehéz meggydzédni arrdl, hogy az ismertetett algo-
ritmus abban az esetben is alkalmazhatd az 1712 jellem=
z8k meghatdrozdsdra, ha Q nem A-redukslt ,azonban ‘225 1
és 'C’I<Z"2 feltételeknek eleget tesz,és nem elfajult. Lzt
azonban nem részletezziik,

R® 2 5 . lan A . * * * o
R o= Alzoritmus: Bemend adatok: ‘71 ’ 9’15 . ‘12 ,'9'2 5 A 3

Kimend adatok: ("‘:lf ; (u’; 'K, 18, 1@y oW 0 Xy o (2%

4 * * * * * *
0o Iépés: ’C‘1:=*zl +61 : 02,=~12 +‘?2 ;

Ha 041’2‘_4_0’*51,“’1‘ <'C’2‘<4l’2‘ +'¢'§ ner: telje-
sil, akkor IIBA és Vége; .
?:="L;_E :  Ni= mi= Jis O
l, Lépés: 8*
4 2-9 |
3= o : n:=n + n’ ;
e
T)-f

—
[
1l
o
+
=]
+
e,
e
il
o
+
8
el
1
H
=~
b:.
11
“B
Con
0]
-
(D\
(e
[o)

3 ® v
i Ha %, 4 f; Ty ak:or 1e Lei)eb, i
W = n+ me §; 042:= n+ m; |C2=m; 82:= l-f/’ll ;

Vése.
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Az algoritmus O, Lépése ellkészitd jellegii és biztositja,
hogy az HIBA jelzéssel azonnal befejezddik, ha az /5.97/ fel-
tételek nem teljesiilnek, Nem szorul bizonyitédsra, hogy az
/5.97/ feltételek mellett az algoritmus l. Lépése rekurzive
az (n), (), [})) sorozatok tagjait hatdrozza meg az /5.125/,
/5.126/, /5.128/, /5.130/ formuldk szerint. Lzek szdmitésa
mindaddig folytatddik, amig a 2, Lépésben a j=L, vagy S)é 2;‘

feltételek valamelyike be nem kovetkezik.

llondjuk azt, hogy az Rxlz—Algoritmus normalisan végzddik,

ha f S‘tl’l‘ és erdszakoltan végzddik, ha j=L feltétel miatt

fejezbdik bes Az L egész ésszeriien magy véges megvdlasztdsdval
nagy valdsziniiséggel biztosithatd, hogy periodikus I O[Qﬁ)
esetén az algoritmus normdlisan végzddjék, de egyébké;t is
véges idd utdn ledlljon. liormdlis végzddéskor [1¥
kolt végzddéskor a H Rlz-szémhérmas és ¢ az R’il2
kimenete, lNormalis végzbdéskor ugyanis az utolss f% -re
/5.120/ szerint

, erésza-

=Alzoritmus

¥_ 9% / cnk
HEE A o '3'2 J1/ <4, R 1
teljesiile EbbSLl az /5.,134/ szerint az 8*2 jellemzdre a
¥ o
61‘32
=
: b1
egyenldtlenséget /hatdrokat/ kapjuk, ahol
< , ha '3;‘5\?’2‘

< s ha 3?)33,

/54136/ 0£g) <! minn, /

/54137/ <1, =

Osszhangban az /5.107/ definicidval. Az /5.136/ a
0<¢gh =1

2
egyenlStlenséggé vélik, ha T¥ - 3”2‘ sy ¥
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Az 5,16, Lemma clapjdn megfogalmazhatjuk az aldbbi té=
telte.

550 Tétel: Az /5.97/ feltételeknek eleget tevd ¥ kon-
figurdeid R'= 2/@#} iitemterve akkor és csak akkor perio-

dikus, ha az R -Algoritmus bdrmilyen nagy L egész mellett

12
véges 1lépésben befejezddike. Az algoritmus normdlis végzldés-

nél az R® iitemterv [1° jellemz8it szolgdltatja.

Bizonyitas: Kész,

Qe€ele

*
Az R 12

egy lM=-szakasz végén fejezddik be és szolgdltatja azokat az

-Algoritmus mind normélis, mind erdszakolt esetben

adatokat, amelyekbdl az utolsd Ty My ) Hj’ fj’ fj' t3
/ét;_ /stb, értékek meghatdrozhatdk. Nem szolgdltat azon=-
ban glegendé adatot & teljes részsorozatok meghatdroziséi-
hoz, Ahhoz az n,m, @ d&tmeneti értékeit kell meglrizni,

Az Rxlz-Algoritmustél fiiggetleniil érdemes részleteseb-
ben vizsgdlni az /I,ll/-szakaszpirok /n‘,m’/ hosszainak a-
lakuldsat, mert ez az R* {itemterv srukturajdnak jé jellem—
z8je.

Legyen J az elsd j index, amelyre a
(9) : Cos Prv woes Pyv e
sorozatban @ utdn ?j$7’{bek6vetkezik. kz azt jelenti,
hogy R periodikus és a P elsé periodusa J darab /N,l/-sza-

kaszparbdl &ll. Ha ?:j < ’L’{ , >0 , véges j-re nem

kovetkezik be, akkor R® nem periodikus és legyen J=00,
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Vezessiikk be az

3—15_ * I*_ 1;:
1_1;-1+—ilg i Rely—a—=2
Tz‘tJle 'C'Jzi'clf
/5.138/
11t (2
= -] ¢ ——= mzl+
- t2.9% ° - PP g
e | 1

mennyiségeket, /Ezek dltaldban nem egészek,/ Bebizonyit-
Juk,hogy

/5139/ n{=[ﬁ] s BLBLLH , 1lLJEJ

]
dJ

/5¢140/ §<m5<m , 1€3j<J, n<€f nj<a,

Az /5.125/-b51 @, =7 figyelembevételével

13-4 SR
B> Teiox " T wgxciclo

To-T, Tty

* * » »

b o™ | J¥-n _

T 5T Tty

vagyis valéban nf =[a]. 3>1 mellett az /5.125/ és /5.132/

alapjén _ ’3_ *-9 3’“-€'*+ '3_3*
ol o =d i 2l Bt <1
tZ-tl T-T,

*

al & .?_:gli < _2_—_2_1. - B

3 ’C’*-‘C“ ol -'t‘“
az utdébbi az grt mert j=1< 2y & igy ? >"Llli. Ezzel az
/5.139/ igazolva van. Az /5.140/ ba.zonyltaséhoz vegyiik fi-
gyelembe, hogy § egész esetén m’j= & és ezt az /5.130/-
ba helyettesitve 93 = 0% ’ZT kovetkezik be., Ez azt jelenti,
hogy j<J mellett § nem lehet egész. Azonban j=J mellett is
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gJ=O csak 9025 < '3—;‘ esetén léphet fel, mert egyébként
a [o, 3;_ 3'3;] intervallum elérhetetlen a ?J széméra,

bz azt jelenti, hogy

/54141/ §<mg<§+l,ha 1£j<J és ha j=J és 312‘?—931(.

Ennek az /5.129/-nekxés az /5.127/=-nek az alapjdn j<J

mellett Ty k;_y+n! c-’lf-i’r’;
mg - § - cx ’ax z ,C.K_SK = 2
g 1 27 4
‘ T3-Sk, _+n! nE v
&;‘<§+1= '13+1<——25— +1=m
J ¥_ o *¥_Qg=%
To-4, T~y

és j= J mellett x. "
R e
C Lgrn, m IE> I,
Lzzel az /5.,140/ is bizonyitva van,
Az /5.139/ és /5.140/ becslések altaldban nem javitha=-
tdk, hisﬁen meglehetdsen szorosan behatdroljék a szakasz-
hosszakat. Az /5.138/ definicidkbdl

*
- - . - ___._..%1 < *®50/
I5a142f n - n = 2 ¢és 1<m-g=2-cx-ax_2 /<2,ha Y

2 1

és igy n‘j. és m®

egész érteket vehet fel.

3 egyaréant legfeljebb két-két szomszédos

Bizonyos feltételek mellett még pontosabban meghatéaroz-
hatjuk a szakaszhosszak értékét., Az /5.139/ és /5.140/ re-
lacickat, amelyek &ltaldban igazak még kiegészithetjik az

aldbbi mindig teljesiild relacidkkal:

/54143/ n{.>.1, n;.?.-.O, 1<j=<J,

/5.144/ mg < j<

>1, 1<£j<J.

Lzeakivil néhany specidlis torvényszeriiséget tartal-

maznak az aldbbi lemmék.
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5¢17. Lemma: Ha valamely n’h()egészre

3* ¥* ¥ * *
akkor
/54146/ n{ = nf +1, n! < ng <n’yl, 1<j<y,

és speci&lisan
[ Znl & <5< E 2ot .2*
s.iaely =1, 0€nf€1, 1<3£9, ha JT 5<%
s ] < ¥ ¥_ ¥ ®_ ¥,
nf=2, 1¢n{<2, 1<j<J, ha —c’2‘ 't'l<31 Y 5<2/T5-27/

Bizonyitds: Az 41litdsok kovetkeznek abbdl, hogy az /5.145/

/

esetén n’~1<n<n’ és n/ + 1<n<n%2, igy az (m,n ) inter-

/

vallum az n’ és n’,] egészeket tartalmazza és az /5.139/ ek-

vivalens az /5.146/=-tal. Az /5.1467/ az /5.146/ specidlis e-

setei n’=0 és n’=1 mellett.

Qoeoda

5,18, Lemma: Ha valamely n? >0 egészre

/54147/ ¥i-95=n'/%T;-TI/,
akkor
/5+148/ n{ wtd a3 , ng =n’ , 1<j<J,

és specidlisan

R #»
0, 1<3j%J , ha 3’1 =1

n

n‘ = 1' n‘
/5.148%/ 1 J

a *¥ * * *
n 1, 1<j<£J, ha 31-72 Th-T] .

2, ng

-

Bizonyitds: Az /5.147/ feltétel mellett n=n’-1, n=n’+1 és
az /5.139/ relédcidk csupdn a2z /5.,148/=at teszik lehetdvé,
n’=0 és nf=1 mellett az /5.1487/ kévetkezik.

Q.e.d.
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5019, Lemma: Ha van olyan mf>1 egész, hogy

/54149/
teljestliljon, alkkor

/50150/

(]
-

vagyis az (m‘) sorozat konstans.

, m? =1, 1€j4J3, ha
/5e1507

2, 1€ j£J, ha

d
m?
J

Bizonvitds: Az

{ B * ¥ __*
o Saljerg -«?1 / =934

m! = m! 1=5%7,

Specidlisan
* *
ViVt

* * * * 3* *»
tz-cl<’31-‘32£t2"a °

/54149/ feltételbll kovetkezik, hogy

ny-/Ty-dY/ Em -1/,

és az /5.138/ alapjén ebbél m<€mb+1 adddik. lidsrészt az

/5.143/-b81 kbvetkezik, hogy

¥ % /1”2‘-3’1‘ /> /n?! - 1R/

és ebbll m>m?-1, Vagyis az[m,ﬁ)intervallum csak az m’

enészet zarja kozre és ezért az /5.140/=b8l az /5.150/
ktvetkezike. m?=1 és 2 mellett adddik az /5.150'/.

Je€oeds
520, Lemma: Ha van olyan mi>1 egész, hogy
sl ' /e3-97/ =757
akkor
/5152/ m3=m‘ y 1%3L3, m‘-l.‘.m;sm‘
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és specialisan

/5.1524/ m =2, 1£3j<J, 1<m

] < ,CJE_TK= 35_ *
j g=ite BaT, 13132'

0. Megiesyzés: m?=1 értékkel az /5.151/ soha nem tel-

jeslilhet, mert 3:'25:6’{ kovetkezne és ez ellentmondana a
redukdltsidg feltevésnek. m!>1 esetén viszont
/m?=1//T3-4%/2 -7 >0 7 miats ¥5-Fi<0mellett
teljesiilhet csak az /5.151/. '3'325 33’1‘ esetén itehidt s

lemma feltétele kizart.

Bizonyitds: Az /5.151/ feltételvdl /mi-1/ /Ta=¥3/ =% =13-/TH-J%/
és az /5.138/ figyelembevételével ebbdl m!-1- ’l,;/(t;- 'V:) =m - 2,

Igy m£m?+1, Ugzyanakkor az /5.151/-b61 még /m’-l//tg-»a;f/ =iL’{+ 2;-

- /‘cg-’%@{/és ebb8l mf-1=m. Az [_nl,ﬁ) intervallum tehdt

.1 és Am‘ egészeket tartalmazza, ezért az /5.140/ re-

az m
14cidkbdl az /5.152/ kovetkezik. A O.Megjegyzés szerint
ugyanis %32‘ <3”{ és ezért az /5.140/=ben az /5.137/ szerint
&1, =% o 42/5.152'/ az /5.151/ és /5.152/~b51 m'=2
mellett adddik.

Q.eodo

l., Megjegyzés: Az 5.17.-5.20., Lemmakban szerepld feltételek

csak elegendbek, de nem szilkségesek az dllitdsok teljesiilé-

séhez,

2, legjegyzés: Az 5,17. vagy 5.18., Lemma feltétele mindig

biztosan teljesiil és az egyik 4llitds biztosan igaz. Az
/5.148/ tulajdonképpen az /5.146/ specidlis esete. Korant-
sem biztos azonban, hogy az 5.19. vagy 5e.20. Lemmédk valame-
lyikének feltétele teljesiil.
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3. llegjeayzés: Az 5.,17.=5.20. Lemmdk akkor is érvénye-

selt, ha J=00 , azaz R* nem periodikus; ilyenkor a j=J
melletti dllitasok elhagyanddke

AZ 5,1T7e=5420, Lemmék jelentésége az, hogy a Hj= / ?j' 1)’3., XJ.
sziémhirmasokra vonatkozdan biztositanak Osszefliggése-
ket. izek az /5.97/ feltételeknek eleget tevd konfigu-
récidk bizonyos osztélyaindl is lehetové teszik az n™
litemterv jellemzdinek meghatdrozasat. [fieldtt ezek vizs-
gdlatdra ratérink az 5.17.-5.20, Lemmdk feltételeit az

57+ Abra szerint szemléltet jiik.

Az 5.7. Lbrén a @ konfigurdcidtér egy rogzitett %, >0,

')Z 5 > 0 paraméterpdr melletti alterét dbrdzoljuk a
(31 ,/e'e)koordina'ta-rendszerben. Az altér Q'x(’l,x) redu-
kdlt tartomanydt az 5.l. Abra szerint rajzolhatjuk fel,
Lnnek része az /5.97/ feltételeknek eleget tevd sav, a-
hol ’C’; > C’; s azaz

FEsIXe/qi-n27/.

Ez utdbbi sav része a 9’; > ‘3’2* feltételnek is eleget
tevd konfigurdcidk sdvja. LEzen a savon beliil alkotnak to-
vdbbi sdvokat azokat a konfigurdcidk, amelyek eleget tesz-
nek az /5.149/ feltételnek. - Az /5.,151/ feltételnek ele-
get tevd konfiguricidk az utdbbi sdvokat hatdrold egyene-
sek merntén helyezkednek el. Az /5.147/ feltételnek eleget
tevd konfiguridcidk a @1, 32)=(‘7;, Q’Dponton atmend sugér-—
sort alkotnal: amelyek k¢zdtti szogtartomanyokon a konfigu-
récidk az /5.145/ feltételt elégitik ki.
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<
/
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m!-1= tgol /5,151/ ( NI s
’ ﬂ 57 s
22, o e
["ﬂ_l'jl ,g/ %4‘/’ =lo
¥ % N "0
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! ¥ "2'1 q 7 /
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"gn"a;fl //l
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/ ’ |
/ / |
! / by
1 2 |
/ ¢ [
g Lo A
bl e
* 3*
tl 7,
.
tgq¥ = n' /54147/

5,7 Abra:

nl< tg) <nf+1l /5.145/

Redukdlt konfiguridcidk specidlis tartomanyai

827 5.17 0‘5020. Lemﬂléba.n.
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A /4.145/, /4.147/, /4.149/ és [/4.151/ alternativ

felirdsa rendre

; % ®_ n’+1 .
/5.145'/ /?f ~y¥/<dEnE < /%=1y, n'zo0
nd+1 +2
/
/51414 D*- x D -y %y >0
e ‘7.2‘ o=l » w2
m!-1 - Q*
/54149¢/ 5 ’L"‘a‘?*u‘?" ‘Z;J'_n% g miE
,2*
] * ® m'-1 * Al ‘
/5-151/ ,a =,a’_ 22'*' m‘ 9 m_>.1°
ml
Az nt és m! Srtékek szemléltetésére az 5.7. abrin

harom sszetartozd derékszogi hdromszoget rajzoltunk
fel, A Q’;,Lx/ bédrmely 9“: (5*, 3’;) pontjdhoz egyértel-

miien rajzolhatdk fel ezek a haromszigek é€s a megjeldlt
o és X szogeket a 5
A%, g, Fiaths
te = % o’ g% * % ? ‘tg~6
TH-4] -3] s o
kifejezések deilnlalaak. bzek se 1tsegeve1 az 5 17.-).20.

Lemnék feltételei rendre igy is felirhatdk:

/5.14508/ nl < tgf <nlil
T AL Ctgq =
/5.14941/ tg(sfm‘-l < tg o
/5,151 tgX = m!-1 .

Az /5.97/ feltételeknek eleget tevé QF konfigurdcidk
terében tg,o(—tg[b&l ezért biztosan legfeljebb egy m?-1

értéket foghatnak kozre.
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Erdemes még megjegyezni, hogy a 45°-0s egyenesek
mentén a ex %) altéren az X és {5 szogek 4llanddk
ss bg § | “monoton né %’; - ‘7’2‘ ~-gal O-tdl 00 =-ig,
A novekedés sebessége anndl negyobb, minél kozelebb
ven az egyenes a 3 N +/12 =15 ¥ /egyeneshez, T * >'C’1E
esetén th{ pozltn.v, 'C' <-c'* eseten pedig negatlv.
A tgo(-m =1 egyenes menten

. mf . ’
tgd = -;frm-n /.9*.,,7;/ ’

amely ;athatoa.n akkor pozitiv, ha’l >/m? ..1/0Z azaz
‘<l-! +1, Pontosan ekkor van az /5 151/ egyenes a

Z"Z‘ llc’{ tartoményban,

4 most kovetkezd lemma azokkal a konfiguracidkkal

foglalkozik, amelyekre

?j =‘\VJ +XJ s J51424000

feltétel teljesiil. Igazolja R*® periodicitédsét és mddszert
szolgdltat a [*® jellemzdk meghatdrozdsdra. A lemma és az
519, Lemma azutédn lehetdvé teszi az 5.6, Tétel keretében
az /5.97/ eset Qiéﬁgalesetének tisztdzdsdt,

5¢21, Lemma: Barmely QﬁéQ konfigurdcidndl, amelyre a

/54153/ nem-elfajult, redukalt, 'z‘:< '(;’2‘

feltételek teljesiilnek, igazak az alébbi dllitasok az
R® £ R (%)

itemtervével kapcsolatban,
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/A/ Ekvivalens.a kovetkezd hdrom tény:

€i=Vy+Xj5o

/a/
/5¢154/ /b/
/c/

/B/ Az /5.154/ teljesiilése esetén az R ttemterv ¥

jellemz6i egy

/54155/

nf =1

J

1£j<J

1£ 353

R* periodikus és (\o\llE = (\A; + K.; ;

< *. . [ *
o-Bg Aé120(

kozelitési feladat legkisebb nem-negativ /Bx, Ax/ megolddsa és

annak

/54156/

A* - B¥E* - 4*

hibdja segitségével adhatdk meg €s a

/5157/

3* * *
My Mo Ky

paronként relativ primek,

Az /5.155/ egyenl8tlenségben §*> 0, X ¥>0, és ezek a Q"
paramétereinek filiggvényei és a é{z reldcidjelet az /5.137/

definidl ja;

/C/ Az /5.155/ egyenlétlenségben a §x, % ® hirom alternativ

vdlasztasi lehetdségét és a R jellemzdk megfeleld elddllitasat

a megolddsok segitségével a kovetkezd tdblazat adja meg:

¢ ke | e
k.3 * * * » -
/a/ = P = tx AT 4B A B n*
T -T C i
2 di 2 1 1
¥ ¥ ¥ _ 0, ax_ax ¥ ’C'*_q;*
s fu A Y | o (A SR
T Tt 7*
ﬁ: ’l’{-max/o,ag-S’I/ - 2 . Ax/tz"’L}f/
/C/ t* ®» r* * B - =
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Bizonyitds: Az /A/-/C/ &llitédsokat egyszerre bizonyit-
juk. m‘jzl esetén az /5.1lo/ definicid szerint mj=j
és az /5.122/ alapjén @J.: ng+ 29, Wi= nt 3 -Xj= j

J
adddik, amibll az /5.154/a/ kovetkezik. Az /5.122/-

b6L ng= V5= Xyo m5=Xye 3= Py Yyr o267 By= ¥y X
esetén m = xj= ?J.-“{’J; 4s e Az /5.110/ defi-
niciébhdl ekkor m?! = 1 ktvetkezik. Ezzel az /5.154/a/ és

/5e154/v/ ekvivalgnciéjét bizonyitottuk.

S - ; 4% *
Ha R™ periodikus és (“\1 = W, + K, , akkor az 5.15.

Lemma szerint minden B.=task~kal parhuzamosan pontosan
[

egy A -task indul. Lkkor az R* iitemterv barmely [O, )

1‘{: k megszakitast nem okozd Al-task

indul. ¥z az lM-szakaszok végén is igaz, ezért a megszaki-

szakaszan pontosan u

tast nem okozd Al-task-ok ?j- X\j szama egyenld az lite-
mezett B,-task-ok Y{i szadmdval, vagyis az /5.154/a/ igaz.
liegforditva, ha az /5.154/a/ igaz, akkor bizonyitandd az
/5.154/c/. Ha R*® periodikus, akkor az /5.154/a/ magdban
foglalja a EA,{ =Q‘\,2E +K;egyenlé'ség,et. Teh4t csupdn RT pe-
riodicitédsat kell bizonyitanunk. Lzzel egyiitt bizonyitjuk
a /B/ és /C/ &llitdsokat is.

A 3,8, Lemma szerint egy kovetkezetes litemterv akkor
és csak akkor periodikus, ha van visszatérd szitudcidja.
Az 5.4. Tétel szerint, ha R* periodikus, akkor abban a
Pl—szituécié visszatéré, bLzért R akkor €s csak akkor pe-
riodikus, ha benne a e:l visszatérd, Lzt kell bizonyita-

nunk,

Az R® iitemtervben minden 32—task-kal pérhuzamosan in-
dul egy Al-tasl-:. A el -szitudcidk kizardlagos jellegze-
tessége az, hogy az ott végzddd Al—task egy B,-task-kal
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parhuzamosan indul; de nem anndl eldbb fejezddik be.
iiinden més Al—task vagy megszakitd, vagy Bz—vel par-
huzezmosan indul és annél eldbb is fejezddik be. A Pl-
szitudcid ismérve formdlisan az, hogy valamely 1>0-

ra
& ¥ 9= ¢ / E
/54159/ max/O,.fa2 31/é12 ?"é)‘tl
teljesil. Ha g az elsC ilyen index, akkor k< £ mellett
» é
3 <?k<©”l* .

Tekintsiik most az R Utemtervet és legyen t§=fft az
elsé C,-ciklus végzidése, amely uténlBl—szituécié 1ép fel,
azaz /5.,159/ teljesiil, ha ilyen van, egyébként legyen
t;£= 00 .

Az R® Utemtervbdl hegzyjuk ki az Al-task-ok iitemezési
szakaszait és az igy nyert "iltemtervet" jeldlje R, Az
RE> 21 transzformiciét az 5.5. ibrén szemléltetjike De-
finidljuk az

*®

Qf = /1; {;Qé;f\"é /=1 0¥ 55 5-17 7/
konfigurdcidt és legyen R‘:Rlz(Q{) ennek iitemterve, Az R¥
"litemterv" azon sezdeti szakasza, amelyet az R* ltemtery
[b " t“)szakaszébél kapunk biztosan megegyezik R’ kezdeti
szakaszdval, legfeljebb annyi eltéréssel, hogy az utolsd
3;=,%"2*_ 7 ¥igdnyi 3! -task helyett egy 0’; ;3’2‘- ?t‘g 35

igényii B¥ -task iitemezddik. bnnek jellemzdje, hogy @;-

2 1
szituacidé eldtti task €s az elsd olyan B,-task, amellyel

parhuzanosan induld A‘l-task nem elébb fejezddik be. Az 27
litemtervben neki megfeleld B‘Z-task jellemzlje ugyanez,de

ott az is lehet, hozy vele parhuzamosan nem is indul
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o S S e, N -

2 1 YA 2 1 |2y 2 A
1 Wi iy ! 1w 1 i 1 (¢
2 / 2 Wil
Pl "
RS U Ui » U
(2 Vi 2 B 2\
b 1 1 ) J R¥
27 LRI/}
:n]_ ?t
1! 1! L 1
222
21 12 1 15 R
i 2% 1 2*

5.8, Abra: Az R—xR™ transzformicié és RY,

A‘l-tasko Latjuk tehat, hogy R* periodicitdsa ekvivalens
azzal, hogy az R? {itemtervben legyen olyan B‘z-task, amely
A‘l-task utan indul és a kovetkezd Al-task-nél nem késébb,
de ugyanakkor 'Z?f -nél nem tobbel kordbban fejezddik be
/az utdébbi azért, mert ‘)Z’li.. ?(.‘20 /e Ez azt jelenti,
hogy kell lennie olyan k>0, £>0 egész parnak, hogy az R’

iitemtervben
] | - ']
f(Cl’k_l] < f(cz'e) V4

] ® 2 ) & [}
f(cl,k) -1 éf{cz,e)" £(C1 ,/
Azonban R? iitemtervben mindkét job-folyam késleltetds nél-
kiil iitemezddik ')L‘ = 0 miatt, ezért a ciklusvégzddéseket
sorszdmuk meghatdrozza &s f{C‘ k) k‘C" kff"

f(02 e]_ e,'c"_. e/'(,' "1 e Ezeket a fent:. evyenlotlensegek-
ben flgyelemb%reve és a két egyenlétlenséget Osszevonva a
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Oﬁkia']; -e/‘t‘g- ’1]{/ 4{2 ‘L?:-max/o, 3;-33{/

egyenlétlenséghez jutunk, Lz léthatdan ekvivalens az
/5.155/ egyenl8tlenséggel a f* és X * /5,158/c/=be-
1i értékeivel. R" periodicitdsa tehit ennek megoldha-
tésdgdn milik, amint azt /B/ alatt dllitottuk. A 2.Fe-~
jezet 2.2, Tételének 2,1. KXorolldriuma szerint azonban
A D> o esetén az /5.,155/=nek mindig van pozitiv meg-
olddsa, od* >0 azonban most igaz, mert "Llli-max/o, »?’2‘.. %’1‘/=
=min/0l’1’, ’C’f-ﬁ’;/)o. 5z azt jelenti, hogy lehetetlen
az, hogy az i'-ban a @1 ~-szitudcidé ne legyen visszaté-
r8, hiszen akkor az /5.155/-nek nem lehetne megolddsa.
Ezzel az /A/ 4llitdst teljesen bizonyitottuk. A /B/ dl=-
litds kévetkezik abbdl, hogy az R*, R és R’ viszonya
kovetkeztében az /5.155/ legkisebb megolddsdban A¥* ép-

pen az els$ P periodus C,=-ciklusainak (u,; szémat, a

2
,~ciklusok cA’f szdmdt adja meg. Vagyis (k’{:B*,
Wh=a®, és az /5.154/c/ kivetkeztéven L =p%-1%, 4

2., Fejezet 2.7+ Tétele szerint az /5.155/ legkisebb meg=

B* pedig a C

olddsa, a g-hez baloldali kozelités nevezlje és szam-
1416ja, amelyek relativ primek. Vagyis B® és Ax, és ko=
vetkezésképpen a *1, P’gg’ K.*,a kozil bdrmelyik kettd,
relativ primek, Lzzel bizonyitottuk a /B/ &llitdst és

a /C/ &llitasbeli /5.158/¢/ elbéllitédst, kivéve az B,
értékét, Az /5.121/ és /5.124/ kb‘ve'pkeztében azonban

Er1- g/t pET R e S Wi )/

A~ Rt B e A
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Ezekutdn mdr csupdn az /5.158/a/ és /5.158/b/ igazold-
sa van hitra. Irjuk fel az /5.155/-6t az /5.158/c/ ada-

tokkal. Ikkor az ekvivalens a
KQ¥_ KM, K ¥ ] ¥_ ®_ Q%
£ B :31 A ('6'2 "Ll) él2 ‘Zl ma:pﬁ,'ﬁ'z /3’1/
cagyenldtlenséggel, Innen a B =Af, AR it helyettesités—

sel a

0£ At TT-(a!-B)(Ch-n2)=¥(ch-n T )-al(c- ) <!, 93 -max/0,
egyenldtlenséghez jutunk, aminek /B‘, ¥4 nyilvéanvaldan

a legkisebb megolddsa, ha /BK,A}‘/ legkisebb megoldasa

volt az eldzd egyenllitlenségnek. A valtozdé-transzforma-
cié igy igazolja az /5.158/b/ sort. Hasonldan igazolha-

t6 az /5.158/a/ sor Be=al+B!, A¥=a! transzformicidval.

Qecode

bnnek és az 5,19, Lemménak kovetkezménye az alabbi tétel.
5.6, Tétel: Ha a 0¥e@ konfiguricidra a

/5.160/ redukdlt, '0’1‘<-c’2‘ , O<3ale5,3e2e

feltételek teljesiilnek, akkor az RﬁéRlz[Qn) litemterv peri=-
odikus és a [* jellemzdket az /5.155/ kozelitési feladat
legkisebb megolddsai dtjédn kaphatjuk az /5.,158/ tdbldazat

*

bédrmelyik sora szerint és a (l\:’f, {«\’2‘, K jellemzdk parom-

ként relativ primek.

Bizonyitéds: Az 5.19. Lemma /5.1507/ 4llitédsa szerint az
/5.160/ mellett m!. =1, A redukdltsdg miatt 3"«:" yami
3’*.\3’* miatt csak 'rL >0esetén lehetséges. \/agy:x.s az
/5 160/ eseten O nem elfajult. Igy &z 5.21. Lerma /5,153/

K_‘efE/
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feltételei teljesiilnek. A Lemma /A/ 4llitdsa szerint R®
valdban periddikus. Tételiink tovébbi dllitdsa ekvivalens
az 5,21, Lemma /B/ és /C/ &llitdsaival, amelyek az /5.154/
teljesiilése folytan érvényesek.

Qe€ode

legjecyzés: Az /5.160/ feltételben a o<3’1‘51‘7’2‘ reldcid
helyettesithetd az /5.99/ implikdcidsor barmelyik tagjival.,
Az 5,6, Tétel utdn mér csupdn a @ konfiguricidtér azon
részén nemn tisztdzott az RlZIQ) litemtervek tulajdonsdga, a-
melyben a § konfigurdcid redukilhatd és Qii redukaltjara
TI<T,, V544 411 fenn. Teriodikus esetben az R ,{Q)
jellemzdi az 5.2, Tétel szerint visszavezethetbk a o* item-
tervének jellemzbire., Tulajdonképpen tehét azoknak a Q;i
konfiguridcidknak az Utemtervét kellene még tisztdznunk, a-

melyekre
/54161/ redukalt, c_ff<z-’2‘, 3;‘»7’2*

feltételek teljesiilnek. Lz sajnos nem sikeril teljes mér-
tékben., A periodicitds feltétele és az iitemterv [1* jellem~
zGinek a meghatdrozasi mddje nyitott kérdése. A periodicitdst
2 . = ’ i »
feltételezve természetesen az ® ly-Algorltmus haszndlhato a
W oo g . . 7 & g e
rl kiszamitasara., cnnek a moécdszernek azonban megemlitjlk
> g e . ; # 9, =
két hétranyat. Liem ad valaszt arra, hogy a(“' eS(n,z rela=
1
tiv primek-e, ami eddig minden egyéb specidlis esetben tel-
jesiilt.

Az /5.142/ hotérok kovetkeztében az algoritrus 1lépésszé-
me kbzelitéleg ardnyos a periodushosszal és a ciklusszdmok-
kal, Az 5.21., Lenma elCnye ezzel szemben éppen az, hosy e

: s : . ¥ . # : :
hianyosségok nem zllnek fenn: P. , €S (n, 5 relativ prim volta
imezolt €s a lépésszém kozelitbleg 2 ciklusszimok logarit-

musival arinyos.
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Az 5,21, Lemma joggal veti fel azt a kérdést, hogy
ar,xl, e\’,!z, K’*2 kézotti ismert Osszefliggés nem vezethe-
ti-e mindig vissza a periodicitéds és a jellemzGk megha-
tdrozdsdnak kérdését egy kozelitési /vagy koincidencia/
feladat megolddsdra, pontosabban legkisebb megoldaséra,
amelyre a 2, Fejezet eredményei haszndlhatdk lennének,
Ha ezt éltaléba.n bizonyithatndnk, varhatdan megoldddnék
a P. 19 (“’2’ kozts oszthatdsdganak kérdése is. Lzzel
kapcsolatban azt mondhat juk, hogy periddikus esetben r'1
meghatarozdsa valdsziniileg kozelitési feladat megoldé-
sara vezet, amelynek valamely { szém kozelitései szol-
gdltatjdk a szilkkséges megoldasat, és P 1 és l&tz relativ
primnek bizonyul. Azonban biztosan nem trividlis az a
feladat, amelynek legkisebb megolddsdrs van sziikség,vagy
nem legkisebb megolddsbdl szdrmaztathatdk a [1* jellem-
z8k. E hipotézisek alapjat a kovetkezd tények alkotjake.

Az 5,16, Lemma szerint R® periodicitasa ekvivalens olyan

=/Fs5 0¥ X

Rlz-szémhérma.s létezésével, amely kielégiti a

* * ¥ _{ *_ ¥ x
0% Q. TY- Y,T5- X, <4, 1 mex/0,¥3-VY/
egyenldtlenséget., Uzyanis az /5. 120/ feltételbdl és a SJ

+X 1114,’11 ?t’* osszefliggésbll ezt az egyenlotlen-
seget nyerguk. Ennek a legkisebb HJ megoldasa szolgaltat-

ja apl, e\ o9 '2 jellemzdket. Az & > 2z /8.119/ szerint

szdmithatd ki,és ha a Hj legkisebb megoldasra
® . * *® *®
A ‘?jtl‘wjtz'xjn-l ’
akkor @ - n¥_A¥ és a2z /5,119/ szerint
§=714 ’

= A% T .

=\"j
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Lzeket az eredményeket foglaljuk egy lemmdba,

5,22, Lemma: Az /5.97/ feltételek mellett a Q™ konfigurd-
cié R“éRIZ{Cﬂ iitemterve akkor és csak akkor periodikus,
ha a

/5.162/ o4 @Ty-ye,- X7 <, 17 -max/0,¥5-37/

egyenldtlenségnek 1létezik R, ,-szdmhdrmas megolddsa. Az R*

12
iitemtervy [1¥ jellemz8it a

/5.163/  IT* = /@™, W'\ X", A%/ T /
szolgdltatja, ahol H‘:/?*,\Y“,xx/ az /5.162/ lekisebb R, =
szémhédrmas megolddsa é€s
- L . . T TR W
/54164/ A _? T~V T-X Y, -
Bizonyitids: Kész.
Qe€oede

Vonatkoztassuk most e lemmdét az /5.161/ esetekre, A 1??:)'\?326
feltétel mellett az /5.162/ jobboldala a

#
<%,
alakot olti.

Tegyiikk fel, hogy a Hj Rlz—szémhérmasok k6z6tt meghata=-
rozott /és ismert/ j=tél fiiggetlen linedris Osszefliggés van.

Példdul

/5.165/ ?J = a‘{/"} + bXJ °
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Akkor ez az /5.,162/ megolddsaira is igaz és a ?5= aV¥ + b X
helyettesitéssel az /5.162/ dtmegy a

/5.162)  0£/bTT-9T/X - /To-aTI /W ENT

egyenldtlenségbe, Ennek megolddsa esetén R® periodikus
és a megoldds /5.163/ és a linedris osszefiiggés alapjén

N *-ot szolgdltatja, ha Y *és W* legkisebd R, ,~5zdm-
hédrmas komponensek., Sajnos azonban az /5.162¢/ nem minden
megolddsa Rlz-szémhérmas komponens, sét a legkisebb pozi-
tiv megolddsra sem garantdlhatjuk ezt. Ezt egy példaval i-

gazoljuk,
Példa: Q=/1; 9; 8; 4/. Erre teljesiil /5.151/ feltétel
r=2 mellett., Ez azt jelenti, hogy az 5.20. Lerma szerint
mg] =3, 1£j<J és 2 £m353 .
Periodikus esetben ekkor az /5.llo/ definicidk és /5.122/
szerint

mj=33', 1=j<J és 3J-1-‘-me-3J

&
¥s

kovetkeztében Hy
leges litemezéssel megkaphatjuk, hogy J=2, n2=2,‘m2=5 és

§ oo ; : e )
m! =2=r. A fenti (pJ » Vg 88 X ; kifejezéseket az /5.162/

be helyettesitve viszont a

n;+ 4J -1, q/J =n;+ 30 -1, J{J = 3J - 1, vagy

n; + 44, Vg =05+ 34J, J(J

3d

komponensei linedrisan Osszefliggnek. Tény=-
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0 & /n-1//TL-TY/ - J/’L"{-}(C':-'V:)/ i ..2!1*

egyenl(tlenség addédik, amely példénkban =z
O:.’-2/nJ-1/ -J=1

egyenlétlenség alakjat olti. Lnnek legkisebb megolddsai
az nJ=1, J=0, nJ=2, J=1, nJ=2, J=2, Zzeket helyettesit=-
ve Hy = /0;0;=1/, H;= /5:452/, illetve H = /937;5/
szamharmasokat kapjuke. Ezek koziil csak a harmadik R12-
szdmhdrmas, amely valdban az R® jellemz8it szolgéltatjae.
%z azonban nem legkisebb pozitiv megolddsa az /5.162¢/

egyenldétlenségnek,

Példénk az 5.20, Lemma feltételeit elégiti ki, Az bizto-

sitja az R, ,-szamharmasok komponensei k5z&tti linedris Osz-

12
szefliggéste Az /5.162/ egyenldtlenségnek azonban nemcsak az
Rlz-szémhérmas megolddsaira érvényes a szdbanforgd linedris
osszefiiggés, hancm egyéb megoldédsaira is, és azok kozott a

legkisebb nem feltétlenil Rl -szamhédrmas,

2

sy.5. 9 . . ¥ ; .
Az zlabbiakban ezért mds uton, az R -Algoritmus elemzése

12
utjén taldlunk médszert az /5.161/ esetek R* iitemterveinek
vizsgélatdra - legaldbbis bizonyos speciélis esetben,

Tegyiik fel, hosy RT iitemtervre

/5.166/ ms =m! |, 1£j<J és m'-1 £m35m‘ , ha g Véges,

feltétel teljesiile Tudjuk, hogy 2 (f] sorozat csokkenései
pontosan az il-szakaszok végén vannsk, egyebiitt C?) monoton
né. Az li-szakaszon tagonként
*® K
d £ Tl
. ) 2 1?1
a novekedes, az h-sznkaszon
® 9 *
- =d
Tp-V1 + %

a tegonkénti ndveredésykivéve az utolsé tagot, amely

* * 3* *
T, -/T-V/ =] -4



- 24] -

abszolut értékili cstkkenéssel szdrmazik. Az N, -szakaszon
J
az Osszes novekedés njd, az Mj-szakaszon a novekedés

/54130/ szerint
- ds z m’./d+*2;1E/ - "C‘;f .

Azonban mf /5 128/ alatti definicidjdbdl kovetkezden ez
valéjédban mlndlb csbkkenés., Tehdt a (9) sorozat az N-sza-
kaszon né, az li-=szakaszon csoOkken és li-szakasz végén vil-
hat '7§ -ndl nem-nagyobb nem-negativ értékiivé., Ha az utdb-
bi bekovetkezik akkoryés csak akkor,Rii periodikus az 5.16.
Lemma szerint. Az /5.166/ feltevés mellett azonban a d‘j
csOkkenés minden Mj-szakaszon, i< J, egy al 41landd, leg-
feljebb az utolsd Il; szakaszon lehet a csOkkenés més, a

‘+d+'2 nagyobb érték. Ez az informdcid szilkségtelenné
teszi az R* 2-Algoritmusban az m? értékek szdmitésit, Meg-
mutatjuk, hogy igy az algoritmus egy sokkal egyszeriibb al-
goritmussal helyettesithetd a periodikus R* jellemzdbinek

meghetirozdsdra., Ezt a kovetkezd lemma tartalmazza.

523, lemma: Ha egy Q*e Q.konfiguréciéra az /5.161/ és az
/5.166/ feltételek teljesiilnek, akkor az RxéRlz(Qgi iitemterv
periodicitdsédnak szilkséges és elegendd feltétele az, hogy
valamely véges J >0 mellett az

v *
/5.161/ o - 2e{x, J =%

relacic bekdvetkezzék, ahol

edﬂ_lﬁ ‘tx-m‘7“
/54168/ Xj = % + 3 "_]'."df'—_]; ’ J=041425000
és
'] k.3 - JE_ *
wd/a+ 3 /~/ TI- 5/

* 2 _ o E_oK
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Itt m‘; az /5.166/ -feltételben szerepld m'J-:m‘ vagy m'J=m‘-1
érték, amelyet ismertnek tételeziink fel. Az /5.167/ bekovetke-

zése esetén RT jellemzdi

(\k?f = [XJ-I] + m:T +J, (\A’; = [XJ_]J + m& .

/54170/

K;:/J-l/m‘ +m$, 8§=1 ---S’J/"'Z?Li s
ahol
/5.171/ €= 95 - oF +mijary}/ - {x Y .

Bizonyités: El&szoris bizonyitjuk, hogy

/5.1714/ - S ol O LY/ T R R T (N 5, (TR,
¥3 =Yz “*a1 11 j=1

Lszerint j=1 mellett az /5.125/ figyelembevételével

9, =93 -7+ nt/avyy - {892k -

I
z 11’1‘+[—3—2(1-?—1Jd+m’/d+ "ZT/-C?: g:l],fm‘/’[:’:-s}{/- ‘C){
és ez megegyezik az /5.130/ formuldval j=1 és m‘l=m‘ mellett,
Legyen most 1< j <J és tegyiik fel, hogy az /541717%/ igaz
/j=1/=-ig bezdrdlag,/j-1/re

¥ ¥ %
?j-l = '32-Z"l+m‘/d+"ll/- {Xj-2 d .

Ennek alapjén
*® R_ o ¥
Voo P L i
d d
Igy az /5.125/ 8zerint

et | o =[]
m +Xj-2 Xj_]atxj_l m Xj-2

/5.172/ ns = [%]) - = - [555] -
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Ezt és a 9 -1 formuldjdt az /5.126/=ba téve

gkj it _-‘J - ¥ /as ‘21/-{}( oJa+[x,_]e- m'd-[x oJd =
—mf

=93- -%ﬁ a-x,;_,d+[x,_;Ja =F3-{x,_;}a

adddik. Ezt a /5 130/=ba helyettesitve kapjuk az /5 17194/

formulat.

Az 5.16, Lemma szerint R™ periodicitdsdnak feltétele az,
hogy valamely véges j=J értékre 0 £ PJ ‘2’15 bekovet=
kezzék, Ha m J=m', akkor az /5.171!/ bizonyitdsa j=J mellett
is érvényes és az /5.171%/ azonos az /5.171/ formuldval., Ha
m? =m?-1, akkor az /5.130/ formuldbdl

J
©s =3; -{XJ-l}d = m:I/d“l}f/ - Ti:f

ismét pontosan az /5.171/ kifejezés, Ha az /5.171/=et a
- 9J s ‘2’; egyenldtlenségbe helyettesitjiik, akkor az
dtrendezve éppen az /5.,167/ feltételt szolgdltatja az /5.168/
és /5.169/ definicidkkal.
Az /5.172/ 6sszegezésével, nf 1= [X ] figyelembevétele
mellett, np= [X l]-/J-l/m‘adodlk. Az /5.166/ alapjén m. =

J
= /J=-1/m?im?, Ezeket az /5.134/=be helyettesitve az /5.170/
adddik.

J

Qeeede

Ez a lemma lehetdvé teszi, hogy az 5.19. és 5.20. Lemmak
feltételei mellett tisztdzzuk az R® ilitemterv periodicitasat
és meghatérozzuk jellemz8it. Ehhez irjuk fel az /5.168/ alat-
ti Xj és /5.169/ alatti O(§ kifejezéseit a kovetkezlképpen:

Tou (T, atetrend)

d d

/5.168Y/ X, = 1l+jm'+
J a
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i * ®__ ¢ * %
/5.169/ > Gl ’ll - 7 s /d+?1/ _ /m‘-mg//d+$ll/
J a4 " -

Az 5,23, Lemma szerint R® akkor és csak akkor perio-
dikus, ha az /5.167/ bekovetkezik.

Tegyiik fel most, hogy az /5.151/ feltétel teljesiil va=-
lamely m?>1 egész mellett. Ez azt jelenti, hogy 'DL*_ m‘/d.,,?’f/ =0
és ezért az /5.169¢/-bs1

* i 4 *
i ! /m*=m%//d+ %7/
/5.169"/ A% - e J 3 ’
d d
,ZJE
—— ’D‘ ’, ‘ - -‘ '3 1
Emiatt véges J esetén m g=m lehetetlen, mert az {XJ-l} = o(J_ —z" Wl

ellentmondést eredményeznée. Vagyis az 5.20. Lemma pontosi-

tdsaként kaptuk:

5,20 Lemma: Ha van olyan m!>1 egész, hogy

/5.1514/ m‘/c’z‘- 3’1‘/ =n* /=’l]3f+7§/ ,
akkor
/5173/ wl =m?’, 1£35<J, uf=n'-1,

- d

Bizonyitds: Véges J-re fentebb beldttuk, J= OO esetén pe-

dig figyelmen kivil hagyandd az m J--m‘-l,

Qeeode

Az /5,173/ felhasznilésdval azonban az /5.167/ kritéri-
wn e -m¥/a < {xJ_l}so alakot 8lti, hiszen of¥ = 0.
Ez a kritérium azonban csupan {XJ-I}zo’ azaz XJ-l egdész
esetén teljesiilhet., Az /5.151%/ feltdétel mellett az /5.168/-

b1
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' ‘35_‘1x
/5.168"/ Xy =1+ guf 4 /341/ ~L.2
d
amely csak akkor vélhat egésszé, ha
¥ %
31"12 A LB &G : . 5
—— o . relativ prim egészek,
d B

raciondlis szdm és j+1=B. Ezzel bizonyitottuk a kovetkezd
tételto

5e7o Tétel: Ha a QEGQ konfiguricidra az /5.161/ feltéte-
lek és ezenfeliil az /5.151/ feltétel teljesiil valamely m’!> 1
egész mellett, akkor az R"éRlz(Q") itemterv akkor és csak

akkor periodikus, ha
E N
bk PN

® ®
1'2-??1 B

/561741 , A,B>0 relativ prim egészek,

- ’ - r vy x 0 -
egy racionalis szam., Lkkor az R jellemzdi

/54175/ M* - /(n'+1)B+a; n'B+h; mfB-1; 1/
és itt

i ® * : .
154176/ (_“1 és M5 relativ primek,

Bizonyitds: Llemzésiink szerint az X, _-re pontosan akkor

J=1
fog teljesiilni az /5.167/ kritérium, ha J=B. Az /5.171/=
81 m‘J=m‘-1 figyelembevételével ?f - 7 *im?/a+ »l’l‘/ e 10 &
Az /5.168¢/-b81 Xy _,=1+/B-1/ m'+A. Lzeket az /5.1T0/ formu-.

lédkba helyettesitve az /5.175/ jellemzlket nyerjiik, ilivel

td

A,B relativ primek B és m’B+A is azok, marpedig 0‘;; _(u; =
®_ 4 bzért mf, és mf., valéban relativ primek.
My =m'B+ A, ek Bl p

Qeeode
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Bz a tétel azért is érdekes, mert megmutatja, hogy

R® 1ehet nem-periodikus akkor is, amikor Qﬁ nem=elfajult.

Tegyilkk fel most, hogy a Q® konfiguricidra az /5.149/
feltétel is teljesiil az /5.97/ feltételeken kiviile Lkkor
n? .2 m!, ezért véges J esetén is m'J=m'. Ebben az esetben
az /5.169¢/-bés1

/5 416994/ & -

® ®
.?.’i 5 Y n'/arn,/
d d
Az /5.149/ szerint 0< 9 %*- m'/a+yT/£7 ] és ezért o’-7%7/d<1,

Azonban o(’; =1, vagyis az /5.167/ kritérium ekvivalens

az

/5.1674/ ol ’;-

p.|-r
=N

= {XJ-I} <1

kritériummale. Az /5.168%/ szerint

{Xj} = {y + ;i/y+x/}

alakd, ahol

Y *m/a+7 1 47’1‘- 2’;
X = ’ y = meemmmm—=
d d

Tudjuk, hogy ha y+x irracionalis, akkor az -[y + ;j/y+x/} .
§=0,1,sss sorozat a [0,1) intervallumban mindeniitt siird
/sét egyenlctes eloszldsu [Kll]/, ezért az /5.,167%/ bizto-

san bekdvetkezik véges j=J-1 értékre. Tegyik fel most,hogy

Y + X = A,B>0 relativ prim egészek,

W=

ecy raciondlis szdm. Lkkor y=A/B-x és
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_{a 1) w1y 41
{Xj}—{B -X + J B}" ] -x-r/yl/B .
Az /5.169%4/-b51

% '

d
Lzekbdl az kovetkezik, hogy legkésGbb a J=B értéknél az
/5.167%/ teljesiilni fog. Azonban az {x'} g 90,1, 000

dJ

sorozat egyenletes eloszldsu az {1-;;} s % € [o0,1) "el-
tolt" osztdpontokon és x> %- esetén az /5.1677/ mir
J< B meliett is teljesiilhet. Lzzel készen vagyunk egy ujabb

tétel bizonyitasdra.

5,8, Tétel: Ha a Q®*€Q konfigurdciéra az /5.161/ feltéte-
lek és ezenfeliil az /5.149/ feltétel teljesiil valamely m’> 1
egész mellett, akkor az RﬁéRlz[Q“) Utemterv mindig periodi-
kus és jellemz8it az /5.170/ formuldk adjdk meg, ahol
m'J=m‘ és J a legkisebb egész, amelyre az /5.,167/ kritéri-
um teljesiile

A T* jellemz8k meghatdrozhatdk még a kovetkezd médon
is:

* * *
/5.176/ n*- / B§+Ax; Ax; m'Bx; 4 /ci_tl/

13

ahol Bx, A% a legkisebb pozitiv megoldasa a

/

/5¢177/ OfBg*-A«<q‘

kozelitési feladatnak, amelyben
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cimtey I A kU

/5.178/ g“ = , oF
* * *»
Cz’tl tz'ff
és
/5.179/ | A* - BRER ¥

a megoldds hibdjae. Az /5.176/=ban

/54180/ eﬁl és P,!z relativ primek,

Bizonyitds: A tétel elsd része bizonyitva van. Csupdn az
/5.176/ és /5.180/ bizonyitanddke. Az /5.180/ azonban nyil-
vénvald, hiszen BK, A* relativ primek a 2. Fejezet ered-
ményei szerint, amelyek az /5.177/ megolddsaira vonatkoznak,
Ugyancsak a2z ottani eredmények szerint az /5.177/ mindig meg-
oldhaté o{"> 0 esetén. lldrpedig az /5.149/ ezt a feltételt
most biztositjae.

Az /5.149/ kovetkeztében,tovdbbd az /5.169%¢/ szerint
o -n3i/a <1 és az /5.167?/ teljesiilésekor

/5.167%/

4
(R
'
|
IA

X5 =[%54] <1,

ezért

.ZDE
(50 -0 - 2] - [x,4]

[oon - 0% - ) < L] (o - 2)

Lz azt jelenti, hogy az /5.167%/ kritérium ekvivalens

olyan legkisebb B™,A" egészek létezésével, amelyckre

T L5
- 1 i
/9.167“‘/ O£XB§_1-(°<§-T)+m‘- A*<l -(d);-—'a—) .
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Ekkor
_!E . __JE-‘ ’
Jd =B e€s [XJ-i] = A m es

N ny ) *om? /a4 1%/ -
A% - {XJ-l}-(O(J-l "f) . {XJ-I} : " = wl

A A* segitségével kifejezett {xJ 1} -et az /5.,171/-
be helyettesitve

_YE_.E ¢ *x ®_ * AE: _p¥E *
grﬁz ’C'1+m /d+’ll/+'2 m /d""l]_/'d A7a _21-A d .
A J,[xJ_l] és @ értékeket az /5.170/-be helyettesitve
J=m‘ figyelembevételével azonnal adddnak az /5.176/ jel-
lemzdk, Azt kell még megmutatnunk, hogy az /5.167''?/ azo-

nos az /5.177/-tel. Az /5.168/ és /5.169%%¢/ alapjsn azon-
ban ez helyettesitéssel nyilvénvald. ”

m

Qecoede

1, liegjegyzés: Az /5.149/ feltétel esetén m‘jz m! miatt

az /5.110/ és /5.122/ definicidkbdl az Rlz—szémhérmasokra

@ 5= nyr dmls g, Y=ot nt , Xp= om0 =1,2,...,9,
teljesiil és ez kozottik a
/5.181/ Xj=m‘/?j-\yj/ , 1£3<J,

osszefiiggést idézi eld, Ha ezt az Osszefiiggést az /5.162/

egyenlétlenségben figyelembe vennénk, abbdl

¥_gn% . E o ¥_ 9%
T ‘Cl m ’ll ) <t m:.n/’[l,t'1 172/
B ?.’j wj z 126_ C’;E ‘\V J 12 -~ ;-’C;{

egyenl8tlenséghez jutndnk, amely csupén jobboldaldban tér

el az /5.,177/ egyenlétlenségtél, mégpedig m? D1 esetben a

/%/ oéBg"-Aé
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egyenldtlenséget adja szemben az /5,177/-tel, amely
*

ossg*-A<o<*.<.——i-— .

z-?1
Bz az eltérés dontd., Addig ugyanis, amig /#/ legkisebb
pozitiv megolddsai nem mindig szolgdltatnak Rlz—szémhér-
masokat, az /5.177/ legkisebb pozitiv megoldédsai ilyene-
ket, és kovetkezésképpen R* jellemzbit, szolgiltatjdk. Te-
kintsik példaul a Qx=/2; 7; 5; 5/ konfigurdcidt, amelyre
az /5.149/ teljesiil m*=2 mellett. Ennél /®/ 0<£5B-A%2, a-
melynek legkisebb megolddsa B=1, A=3 és ennek alapjan M=
=/4; 3; 2; 1/ addédna, holott az /5.177/ szerinti 0€5B-A<1
legkisebb megoldésa Bx=l, A®-5 adja a helyes N*=/6;5;2;0/

jellemzlket,

2, llegjegyzés: Az 5.8, Tétel specidlis esete m!=1 mellett
az 5,21, Lemma /C/ &4llitdsdban az /5.158/a/ sornak megfele~-

16 megoldas. Ha ugyanis m‘=1, akkor az /5.178/ szerint
* ¥ o% *®
'31 t'1"72 Z 1y

§" ) és oA¥® =
- *® * - * ® ® !
‘5‘2—’C’l ’Cz-tl 1:2-1:1

az utébbi egyenldtlenség az /5.149/ kbvetkeztében m’=1 mel-
lett., Ezért
: E ¥ OH * ¥ N¥
min/ ’ll, tlL- 32/ ) "Zl-max/o,'3’2-‘al/
® *®

fc'g-z-’l‘ THoEy
éppen az /5.158/a/ alatti érték,

Az 5.7. és 5.8. Tételekkel tisztdztuk R™ tulajdonsdgait
az /5.,166/ esetekben is, amely az /5.161/ feltételek megha~-

téarozta konfigurdcidhalmaz részét jelentiyés csupdn az

*—

5.7. Abrin nem vonalkizott konfigurdcidsivokban nyitott BT
tulajdonsdgainak kérdése., Ilyen sdvok kizdrdlag az /5.161/
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*

esetben lehetnek, amelybdl ‘23;< ‘23 is kovetkezik, "23; 2’22

ugyanis az /5.99/ implikdacidsor alapjén 3;.*5 3§re1éciét

vonnd maga utdn, amely/5.161/-nek ellentmond,. 12’15< 7’2‘
esetén azonban az 5.7. Abran mindig van olyan sédv, ahol

az /5.149/ és /5.151/ nem teljesiil. Legaldbb egy (2;- 71’1‘)/2
szélességli sav ugyanis a '3'1= '3'2 egyenes alatt biztosan

ilyen,

Sajnos az /5.145/ vagy /5.147/ feltételek teljesiilése
esetén nem sikeriil az /5.149/ és /5.151/ feltétetelekhez
hasonldéan tobbet mondanunk az R tulajdonsagairdl. Ez aldl egy
kivétel minden esetre az, amikor az /5.147/ feltétel tel=-
jesiil n¥=0 mellett., Erre a kivetkezd tétel vonatkozik. Ez
dltaldnosabb annyiban, hogy az /5.147/=-nek megfeleld 31-72=O
feltételen kiviil lényegében mést nem kellene korlatoznunk,

A mér tisztazott =seteket kizarva azonban a tétel egysze-

riibb,
5.9. Tétel: Ha a Q€Q konfigurdcicéndl a
/5.182/ nem-elfajult, 7, =V,

feltételek teljesiilnek, akkor az Ry ,2R;,(Q) ttemterv mindig

periodikus

AT
i1

jellemzdkkel, ahol ByA a legkisebb pozitiv megolddsa a

Ly

/5.183/ = / 8:8s By Bl 1w

/5.184/ O£B§-A£o(

egyenlétlenségnek, amelyben

) 7
/54185/ §= _%_2_ y A= ?1'
1 i

.
es
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/5.186/ A=B g = A
a nmegoldds hibdja. A jellemzd8k kozil a

= 8 ’ 3 - :.
/51811 [‘_Al és (‘AZ relativ primel
Bizonyitds: 712:. »9’1 miatt csupan azok az A2-task-ok

nem lesznek megszakitva az R, litemtervben, amelyek

pontosan egy Al-task utdn indxlﬁnak. Vagyis a F)l—
szitudeidk utani Az—task-ok. Yszerint minden perio-
dusban pontosan egy nem-megszakitott Az-task liteme=-
z6dik, a t6bbi megszekitotte 7 = 31 miatt egy A,-
task nem lehet t0bbszor megszakitva, ezért a Cz-cik-
lusok kiszolgdldasi ideje az elsd periodusban egysnte-
tlen 2‘2 +7q 0 ha az els8hdz hozzdszamitjuk a kez-
deti ’ll késleltetést. Vagyis a ciklusvégzGdéseks
£, k/Z’2+ ‘71/. A (bl-srfituécié poniosa.n abban az
f(Cl,(wl}_‘,. 121 pontban tér vissza eldszdr, amelyhez

vad ugy, hogy
0 (U, /Ty+7, /-C"lz-l"é?l

teljesiiljone = ezért =< s
eljseiillon. oYy z‘1+«3’2 i gert My = [hy
Az 'vl 2=:9'1 helyettesitéssel az egyenldtlenség ekviva=-

lens a

& 49' - - &L
0 £ MV, = /(h=(1/T) £,

egvenlitlensézgel, He tehdt B,A az /5.184/ lezkisebb

pozitiv megolddsa, akkor (|4.1=A+B és (!;.2=B és ezek re-

lativ primek. orébbi megfontoldsunk szerint K!2=[\A-2-l = B=l ,
wyilvénveldan a fenti egyenldtlenségbeli kozépsld tag ére

téke A‘U és ez az £fC és az f£C ciklusvég=

o~ 4 1 l': o+ . o (, 2#2’ ( l,tl)

z8dések kizétti tavolszg, amely 7 - 52»21 /. 7 1-827 1=A ‘C"l
egyenléségbil a ) w AT az /5.183/ alatti jel=-

Ky gbo 82 1 1/’21 S J

lemzGe

Qeed,
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Ennek a tételnek a kivetkezménye, hogy a redukidlt konfi-
gurdcidkndl is az vL’z‘_-_-'a’{ esetben R© itemterv periodi-
kus és jellemzdit kozelitési feladat megoldasdbdl hata-
rozhatjuk meg. Az 7’5:3’1‘ eset a 4.8, Abrdn a fiiggdle-

ges hatéregyenesnek felel meg.
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5¢5. Az R, litemtervek hatékonysdganak meghgtarozdsa

12

Egy tetszlleges iitemterv hatékonysdgdt a /3.1/ definicid sze=

rint a

| A
/5.188/ 5 RO PO i i/ |

12 £ =00 %
hatdrérték szolgdltatja, ahol T?A[%) az R, ltemterv [9,t)
szakaszanak PA-foglaltségét jeloli. Nyilvanvalsé, hogy a hatékony-
sdgot nem befolydsolja egy véges szakasz PA-foglaltséga, igy .a

definicidndl az R,, lUtemterv [Q,‘Zl) szakaszat figyelmen kiviil

12
hagyhat juk és irhatjuk, hogy
S A
T [715°F
/5.188"/ ¥, = lim T [yt .

t —=>00 t-71

ahol ??A[a,b> az [a,p) szakasz P, -foglaltsdga.
Vezessiik be a

Walt)s (woft)s Kodt), Q.ft),  Q,(1)

fiiggvényeket, mint a t pillanatig befejezett C,-ciklusok, Cz-cik—

1
lusok, megszakitdsok szémat, illetve

(i .
?i(t) =Ti = %1)(1;) ’ i=1l,2 ,
mennyiségeket, ahol @(l){t) a 3.Fejezetben definidlt 6[1:)
szitudcidfliggvény komponensei,

Tud juk, hogy az R,, litemtervekben a megszakitasokon kiviil

12

késleltetés csak a Pl-szituéciék eldtt lehetséges. Az R12 iitem=-

tervek t= 7, pontjiban mindig (3,-szitudcis 1ép fel /kivéve 31=o
esetet/, itt a késleltetés ‘21. Az [71_, o0) szakaszon megszaki-
tason kiviil csak akkor lehet késleltetés, ha a fbl-szituécié

visszatérd. Ekkor azonban R,,. periodikus és a hatékonysdgot az

5¢l.Tétel adataibdl meghatéiizhatjuk a periodus jellemzdibdl.
Ha R12 nem periodikus, akkor a hatékonysagat tetszllegesen kozelit=-
het jike.

Eredményeinket egy tételbe foglaljuk. A tétel barmilyen elfa-

julds esetén is érvényes, ha megdllapodunk abban, hogy 0/0=0 legyen,
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5e¢l0.,Tétel:

/A/ Bérmely periodikus R., litemterv hatékonysdga

12
K+ E

/54189/ ‘612 0 25(1) P -5(2) - '—?/\X__Z' 3 (3)6(2) )
i i

ahol th i K2 » £,

zésben szerepld jellemzdk.

az 5.l.Tételben és az azt kovetd 2.Megjegy-

/B/ Barmely nem-periddikus R., litemterv hatékonysiéga aszimp-

12
-task-ok relativ szamdtdl filigg, nevezetesen

K, [t) ¥D¥) ~ ~612 ,

[

totikusan a megszakitd Al

/5089%7  3,01,,6)~ @ 4@

ahol OA.l(t) a t pontig befejezett A,

koziiliik a megszakitdst okozd Al-task—ok szama,

/C/ Az /5.97/ feltételek esetén a t=f(C, , J 2 t; ciklusvég-
ok

~-task-ok szdma, 102[t) pedig

z8désekre, amelyek M-szakaszok végén 1lépnek fel, a ‘ul[t)=€j 5
Wz(t)= Xj haszndlhaté az /5.189%/ formuldban és

5190/ 8% Dyt oy @ @ - Zaglyy 17 $a )0

Q?J ?%121

egészen az elsd periddus utolsd M-szakaszdig bezardlag, ha R12

periodikus €s az ilitemterv mentén végig, ha Rl nem=-periddikus,.

2

Bizonyitds: Legyen eldszdr R,, periodikus. Ha ’a'l T'2> 0, akkor
a periddushosszat és PA-foglaltségot az /5.65/ ill. /5.66/ for-
muldk szolgédltatjdk. A 3.5.Lemma szerint ekkor a hatékonysdag

¥ =‘312=1"‘1"L1+ Moo }
12 P mT1 T2t Kt &/,

N A 421)7{(2) 5 5@ _ Koo, 0
Pig (kl

Vagyis az /5.189/ igaz. Az 5.1.Tétel utdni 2.Megjegyzés szerint

. € 8,0, M) Bn mepd ' - ),
Z"l O esetben ot 82 0, (“1 1 és megallapoddas szerint ¥+ =0,

Ezeket az /5.189/-be helyettesitve 7512:5(2) a helyes hatékonysig.
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"ll> Qi '\9' =0, f' 20 esetén a 2.,Megjegyzés szerint K =0, 82=1,
0&1=1 és ]?l)=l, amelyeket az /5.189/=-be téve .{ -l helyes
eredményt kapunk. Végiil '9 >0, ’C' =0 elfajult esetben (\Al ‘K =
= SL_O és 7«-)_0, amelyeket helyette51tve, a 0/0=0 megallapodas
mellett a -Uiz '5( helyes eredményt szolgaltatjédk. Ezzel az /A/
allitdst bizonyitottuk.

Legyen most R,, nem-peridédikus. Ekkor a Q(g)job-folyam kez=-

i )
deti ‘Ql késleltetésén tul csak megszakitds miatt vannak késlel=-

tetések, megszakitdsonként 71. Definidlva a

?i(t) M, 7=3/ ,um P0GJET.
3,(td = i=1,2,
L m g

fiiggvényeket, az R litemterv [Ql,t) szakaszén a P,-foglaltsdg

12
igy irhatdé fel:

=07, +9) =(W(e2+ 8,060-D) 7, +((a 4]+ S,(t)) Y, «
A t a kovetkezd két alternativ mddon irhatd fel:
t =(\‘\.1[t]7:’1 2 gllt) =74 +(\A2[t)'€'2 + K (407 +§72(t} &

Ezekbdl

X[ ((ofe)e 3 (0-0) , (Lo 2,() L,
12173 %) (T T 1077, DT T T Y 9,07 T

A (t) (t) K‘ /t/
. (V\l%t—i) 3(1) +(1_ ) ) zf(l)d(z)

ahol
P.0t)-1,- (O (t)-1) T,
Ty (9[- qj)/cklitl
| 8alt)-3, e IT,-Ek, (1[0 4)- y)/,nlm T
I 100 ‘Azlt)l =] 2 T, *(?1ﬁ1"25/[“1/1/ lI T

korldtosak. Ezért, ha t —>» 00, akkor a (v\.l(t) =[-F]-—>oo
1

/50917 |a L) s

miatt aszimptotikusan veldéban teljesiil az /5.189¢/, Ezzel bizonyi-

tottuk a /B/ dllitdsunkat is.
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Legyenek most a Q" konfigurdcidra igazak az /5.97/ alatti
3 . * .
feltételek. Ekkor alkalmazhatd az R, ,-Algoritmus a H;j"/ ?j,'\yj,xj/

Rlz—szénmémasok meghatédrozdsdra. Az /5.123/ felhaszndldasaval

j£J mellett

tj+1¥_‘1§ =?jti’f =~L]1E+ VjC§+X31§' ?3‘
és nyilvanvaldan

b ) =817 Y
Ezért

e W 0, ftr-f;
= = * EEI}E =U +1—“'11_']:';"J'U(2)=
12 ?Jt;f th:“x‘j’h*h“fj . ( ?jtl )
)@ - Layy) - 11 s 4040
3 2k

az /5.190/ formuldnak megfelelden.

Qeceds

*
1

Xj=l&; és ?;0&; és az /5.190/ dtmegy az /5.189/ formuldba.

l,Megijegyzés: Ha R

, periodikus, akkor j=J mellett % - =E.%7 ,

Ha j#J, akkor fj >7l;‘ és

LR )2 a0 S0

mig j=J esetben P;j é"L}; és

13,001 1) 10

2.Megjegyzés: Ha R,, nem periodikus, akkor ‘Pz’f <Pj<?”f korld-

tos volta miatt

J

55015 ey )@ - %ﬂ 37
B

hiszen j—> 00 esetén ?j—)oo o Az ismert nem-periodikus eseteket

sorravéve az 5.12.Lemma szerint '312"2)0, "21'92=0 esetben Rlz



=208 =

akkor nem-periodikus, ha a ‘&/’C’ irraciondlis, ’Zl—O esetén

N‘() =0, amit figyelembe véve az /5.,189/-/5.190/ barmelyike a
7‘12 X(‘?) helyes hatékonysdgot eredmenyez1. A 32 O esetben min-
den A -task megszakitd, ezért K‘ {t), amit az /5.189%/-ben
" D) 2 .6(1 2 (2)
figyelembe véve X ’VK( b( = 1, hiszen most Y-

Véglil, ha az /5, 161/ és valamely m!>1 mellett az /5.151/ felté-

tel teljesiil, akkor az 5.7.Tétel szerint sz

(3’*- JE)/(‘(:"ii-‘(:’i) iraciondlis szam., Az /5.151/ azt jelenti,

nem-periodikus, ha

hogy ’ll+*12— m‘(c ) T ) Az 5,20.lemma szerint ekkor mSEm‘ ’

m = jmé Xj= jm!, ?;f n o+ j/m?+1/. Ezeket az /5.190/=ben fi-

gyelembe véve

*6(1)6(2) -"‘7,!
/54190'/ % ’1‘2 [n: )bt 12’;) = *6(1) q(?)_ e né- __?.1__;;
m +1+nj/3 g'zl

formuldt kaphat juk. Mivel n3< n és (_?J-’L!f)/z §< '&);/7 ’]f

korldtosak, j—>00 esetén

/5.190H/  § T, = s ST 2{(])2{(2)

ahol

az (n‘) sorozat dtlagértéke, amely az /5.138/ és /5.139/ figye-
lembevételével a (g-l, §+1) intervallumba esik, ahol

g:(&’;-‘l,;)/(‘cg—t‘){) a szébanforgé irraciondlis szdm.

3.Megjegyzés: A periodikus és nem-periodikus esetekre vonatkozd
/5.189/ és /5.189!/ formuldkat a

K, ft)+e [)
/5.189H/ ‘612['7,1 ,t)xb(1)+‘a(2)_ 2 0"1{5; 3(])5{2)

k6zos formuldba foglalhat juk, ahol ez(t) Jjeloli a Q(2) job=-folyam=

nak a kezdeti és megszakitdsok miatti késleltetésén kiviili kés=-

leltetéseinek Osszegét. e2{t)=0 nem-periodikus esetben és

ez(t} /C',\llt),v 52/(k1 periodikus esetben.
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Az /5.189/ és /5.190/ formuldk konstruktivak olyan értelemben,
hogy az R§2-Algoritmus és redukcid segitségével a K%, <52, Ail’
illetve Xj, 93. és {03. meghatérozhaték. Az /5.189%/ és /5.,1894/
nem konstruktiv formuldk, mert 1621%), phllt) és e2[t) meghatdro-
zdsdara altalaban nincs mdédszeriink,

Mindenesetre az 5.10,Tétel lehetdvé teszi barmely konfigura-
cid R12 iitemterve hatékonysaganak véges lépésben torténd megha-
tédrozdsat, vagy kozelitd meghatdrozdsat. Ha a 112 hatékonysag
ismert, Osszevethetl mdsfajta litemtervek hatékonysagaval,
Kérdés, hogy az egyéb litemtervek hatékonysdgdnak meghatdrozdsi-
hoz milyen informacidkat tudunk felhasznalni azok koziil, amelye-
ket '612 kiszamitdsdhoz mdr figyelembe kellett venni. Vagyis
példaul /612 és '821 i 7{12 és jlo meghatdrozdsahoz milyen
kolcsonos informacidkra van sziikség. Ezzel foglalkozik a

kdvetkezl ponte.



~ 260 -

506 A kiilonbozd redukcidk €s prioritdsos iitemtervek kapcsolata,

Megvizsgal juk, hogy egy Qe R konfigurdcié iitemterveinek érté-
keléséhez sziikséges eljdrdsok miként filiggnek Ossze., Az Osszefliig-
gb ltemtervekkel kapcsolatban ezt a 4.Fejezetben megtettiik mar,
Most a megszakitasos litemezésekre vonatkozdan vizsgdlddunk,
Ehhez bizonyos tényeket az Osszefliggd iitemezéssel kapcsolatos
elemzésekb8l is felhaszndlunk. Ezek elsdsorban a 4,5. pontban
vizsgalt Ql- €s 32-redukcio’k kapcsolatdara vonatkoznak. Neveze-
tesen felhasznaljuk azt a tényt, hogy egy Q konfigurdcid egy-
szerre 01- és ’Dz-redukélt. Utalunk a 4.6.Abréra, ahol a
@-redukdlt konfigurdcidk alterét abrdzoltuk.

A definicidkbdl nyilvénvald, hogy bdrmely zﬂi, i=1,2, ope-
rétor szerint redukdlt konfigurdcid egyben d-redukdlt is, vagyis
a ﬂi , 1i=1,2, operdatorok mindegyike szerint is redukdlt.

Vagyis a Ai-reduka'lt konfigurdcidk altere része a D-redukdlt
konfigurdcidk alterének. A Al-redukélt konfigurdcidk alterét az
5e¢le.Abrasor szemlélteti és az alteret az 5.2.Lemma szerint az
/5+18/~/5=21/ feltételek hatdrozzdk meg. Ha most az 1 és 2 in-
dexeket felcserél jik, akkor a Az-redukélt konfiguracidk alte-
rét nyerjik. Konnyi ellendrizni, hogy a két altér kozds része
az 5.9.Abrdkon ldthatd, mindkét tengelyirdnyban vonalkdzott

tartomanyok, amelyeket az aldbbi feltételek hatdroznak meg:
/5.192/ (X) €, T, =0
/54193 () 31,50, Vi=V,- 0

/5.194/  (¥)  M>o0, oé11592<t1 , 0f7, 4V <T,

Az 5.,9.Abrdkon a '&i tengelyre merdlegesen vonalkazott tartomany
és vastagitott egyenes a Ai-redukélt konfigurdcidk terét adja
meg. A 4,6.Abrdk szerint "21 ’12>O esetben van olyan tartomany,
amely d-redukdlt konfigurdcidkat tartalmaz, amelyek zzonban

egyik Ai operator szerint sem redukaltak. Ez a
Z <
0_31 12’ 05'32<~11, /3'>o

tartomany, amelyet (c) jeleze
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b

S.Q.Abrék: Ai-redukélt konfigurdcidk tartomanyai

mmm Al-reduka'lt = Az-redukélt

Az 5.9. Abrdkon taldlhatd tartomdnyokat egyébként a kovetkezd
feltétdek hatdrozzdk meg az /5.192/=/5.194/ alatti @) -(¥) felté-
telekkel egyiitts

/5.195/ (a) 112 >0, 0% "Llé 0'2 <Tl<-’L e Q nem=redukdlt Al
operator szerint;

/5.196/ (b) ‘71> 0, 0572531< ‘C‘2<’z. Q nem-redukdlt A2
operator szerint;

/5.197/ (c) "21112>0, 3>0, O£'9'i<‘7_3_i , 1=1,2., Q nem=re=-
dukdlt Al és 42 operdtorok szerinte.

A nem jeldlt tartomdnyokon a Q konfigurdcidé egyik operator
szerint sem redukdlt, Ha arra alkalmazzuk a Q-redukcidt, akkor
egy D-redukdlt Q(*) konfigurdcidhoz jutunk, amely az (&) = (c)
tartomanyok valamelyikébe esik. Mivel a D-redukcis vdltozatlanul

hagyja az '21 és "12 paramétereket, a D-redukcidé az = /'zl,*zz/

szamparok meghatdrozta Q("l) altérben /sikban/ hagyja a Q konfi-
guracidt abrazold pontot.-Vagyis a ® operitor és a V=-redukcis,

mint transzformdcidk Q-t az 1 = konstans sikban mozgat jak.
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A 4,6,Lemma szerint barmely Q& Q konfigurdcid véges 1épésben
redukdlhaté d szerint, kivéve az 7+ ",=0 sikot, amelyben a
raciondlisan filiggetlen '3’1 § ,9'2 koordindtdaju pontok csak
megszamldlhatéan végtelen 1épésben redukdlhatdk a Q=0 origdra,.

E kiilonleges eset kivételével véges 1épés utdn bejutunk az (&) - (e)
jeli tartomanyok egyesitése meghatdrozta D-redukdlt altérbe,

(%

Ri@:)iitemterveinek jellemzdi konnyen megkaphatdk é€s azokbdl az

A 4,Fejezet eredményei szerint az igy nyert Q konfigurdcid

eredeti Q konfigurdcid Rio itemterveinek jellemzdi kiszamit-
hatdk a 4.,5.Tétel szerint,.

A Q konfiguracid Ri 3ei Uitemterveinek vizsgdlatdhoz bizo-
) 3=

nyos esetekben tovabbi eljdrasokat kell végrehajtani. Ezek
mibenléte attdél fiigg, hogy 'Q(x) D-redukdlt milyen résztarto-
mdnyban taldlhatd. Az (O - (b’) résztartomanyokban Q(K) egyben

Ai—redukélt is, i=1,2, ezért alkalmazhatdk a jelen fejezet,

A-redukdlt konfigurdcidkra vonatkozd eredményei. Ezzel megkap juk
az R,, litemtervre vonatkozd informdcidkat. Ha ’ZJ(< '72 " ’C'g_x)<'C§H)
€s 96*)>'32(§), akkor az 5.4.pont szerint eshet Q"*/olyan savba,

ahol R:g) jellemz8i kérdésesek. Az R.. ilitemtervre vonatkozd tel-

21
jesen analdg informdcidkat ugy kapjuk, ha a fejezet eredményeit

(1)

a Q %) konjugalt konfigurdcidra alkalmazzuk, vagy minden a Q
és a Q 7 job=-folyamok sorrendjére utald indexet dtvdltoztatunk
1-r6l 2-re és viszont. Ebbdl kovetkezik tobbek kozdtt, hogy ha

példédul az R., litemterv tulajdonsdgai kérdésesek, mivel Q(K) az

12

5e4.pontbeli, az 5.7.Abrdn ldthatd sdvokba esik, ahol R:g‘) jel=
lemz3i kérdésesck, biztosan nem kdvetkezhet be ugyanez a 6(!)

Cx)

konjugdlt konfigurdcidéndl és ezért R21 jellemzdinek meghaté-
rozdsa ismeretes, S6t az 5.13.Lemma bizonyitdsa szerint ott,

ahol 'C](_x)<’C'2('x) és Q(x) A-redukdlt, ott EGE) konfiguracidra

75-115>1—::.235 4 BHelyTe Rlzla(!)) jellemzdi
T e Ge) (%)
M . s %L
ﬂl(gh {13150; _1__.....’C..~2_ /, amibdl ﬂé’f= /131;0; 2 -Q /
)

ahol

* ®) (%) (%) (G
nél)é /("‘1( ;(v?();icl();al()./
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az litemterv jellemzdi az 5.l.Tétel szerint.

ii (2) és (b) tartomdnyokban Q() redukdlt az egyik A. ope-
rator szerint, de nem redukdlt a mdsik szerint. Ha Q( )redljl-kalt
példdul A2 szerint /(a) tartomdny/, akkor Rzof) jellemz6i megha-
tdrozhatdk az 5.3.pont eredményei alapjén, hiszen az (a) tarto-

manyban 'C'@E) ’C‘(x) azaz ’C(?E)>’C'(—)es a Q(' )konaugalt konfiguracid
20 p

21 ok

iitemterve, hiszen Q ) sen redukdyt 4

R utemterve aQ

12
G
ban a Q R12 1

Ha ezt a redukcidét azonban végre lehet hajtani, akkor az eredeti

utemtervet szolgaltatja. Kérdéses azon-

szerint,

Q konfiguracid A -redukdlhatd és a Q(*) redukcidja éppen a Q

A -redukilt jat szolgaltatga. Ha Q nem 4 -redukalhato, akkor
Q( ) sem az, Ez az allitds részletesebb 1ndoklast kivan, de ko-
vetkezni fog az aldbbiakban a A-redukcié és a dH-redukcis viszo-
nyanak elemzésébll. Természetesen, ha Q(ﬁ) Al-redukélhaté, le-
hetséges, hogy redukdltja olyan tartomdnyban talalhatd, ahol

leiz tulajdonsagai kérdésesek /nem tisztdzottak/.

A (c) résztartomdnyban a Q(ﬁ) konfigurdcidé sem Al’ sem A2
szerint nem redukdlt. Az R., litemterv elemzéséhez Al szerint,

12

az R21 itemterv elemzéséhez pedig Ag szerint kellene ezt redu=

kalni, ha egydltaldn lehetséges. Meg fogjuk azonban mutatni,

hogy Ri’B_i(Q(“)) ebben az esetben mindig periodikus és jellem-
zGit egy kozelitési /koincidencia/ feladat megoldasa szolgdltat ja.
Ez azt jelenti, hogy a Q(K) ©-redukdlt konfigurdcidét a (c) rész-

tartomdanyban sziikségtelen tovabb redukdlni barmelylk A szerint,
()
i,3-1
hatdk. Ezt a kovetkezl tétel mutat ja.

hiszen az R litemtervének jellemz4i enélkiil is meghatéroz-

5,11,Tétel: Ha a Q€ @ konfigurdcié D-redukdlt, de egyik Ai’
i=1,2, operator szerint sem redukdlt, azaz

0980 My B0, 0V, R P, o AT,

feltételek teljesiilnek, akkor RlZ(Q] és RzlfQ) prioritdsos

litemtervek egyarant periodikusak és a

Dl mes = ZRqaos Wargs By 7 v 1502,
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jellemzdiket
aAd
N.. =/ A; By A=13 1= L/
12 21
/54199/
A32

Fl,, = / B; A5 A-1; 1- /

7

szolgaltat ja, ahol ni 3 jellemzdknél az
s

-i

/5+200/ A, B> 0 relativ prim egészek

és legkisebb pozitiv megolddsai a
£ - i
/5+201/ o__}agi A £ X

kozelitési feladatnak, amelyben

/54202/ §i= -’C%L' 8 X, = %'—i- .
i n

és

/5¢203/ A= B§i - A

a megoldds hibadja.

/5e204/ {W1 " {V\z relativ primek,

Bizonyitds: Az /5.198/ feltételek a Q(l) és QCZ) job=folyamok szem-
pont jdbél szimmetrikusak, ezért elegendd a bizonyitdst = mondjuk =

az Ry, ilitemterv vonatkozdsdban elvégezni. Az /5.199/ is szimmet-

2
rikus, csupdn a n21-ben az elsd két jellemzd értéke forditott a-
rllz-hoz képest, mivel a ni’}_i jeldlésben mindig (hl » Mo,

a ciklusszamok sorrendje mindkét litemtervnél. Tudjuk, hogy az

R12 litemtervben egy Al—task csak akkor nem okoz megszakitdst,

ha B2-task-kal parhuzamosan indul. Mivel azonban —\9'2 < Zl az

/5.198/ feltétel szerint, ezért egy B,
Al-task feltétleniil Bz-nél késbbb fejezédik be, ezért utdna Pl-

-vel parhuzamosan induld

szituacid alakul ki. Ez azt Jelenti, hogy R12-ben csak akkor
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indulhat B2-ve1 parhuzamosan A.-task, ha abban a @l-szitua'cié

L
visszatérd, vagyis periddikus. Ez utdbbi esetben is peridduson-
ként egyetlen Al-task indulhat B2-vel parhuzamosan, a tobbi
tehat megszakitdst okoz. Ez azt jelenti, hogy a megszakitdsok

szama a periddusban

Ky=(y =2,

eggyel kisebb, mint a Cl-ciklusok szama.
A Pl-szituécié az R,,-ben pontosan akkor fog visszatérni,

ha valamely Cl-ciklus B,-task-kal parhuzamosan ér véget, vagyis

2
valamely CA.1>O egeszhez van olyan (\&2>0 egesz, hogy

f{CZ’P\2) -5\72 = f{cl'l“l) < f(Cz’(“?)o

Az f£fC ) ciklusvégzGdést abbdl az informdciébsl tud juk

2, irs

meghatdrozni, hogy osszesen Ml-l megszakitds késlelteti a

kezdeti '11 nagysdgu késleltetésen feliile Vagyis

f(cz,(v.z) o LN *1%7: -
Ezt és f(cl,(kl) = (\‘lfcl kifejezést az egyenlé'tlenségb'e helyet
tesitve és atrendezve a

0= M, T, + Ryl (1T % 32
egyenlitlenséghez jutunk. Mivel (“1' (\52 a legkisebb egész par,
amelyre ez teljesiil, valdéban 0,;2=B és 4,=A, ha B, A az /5.201/
egyenldtlenség legkisebb pozitiv megolddsa i=1 mellett, hiszen
az /5.201/ ekvivalens a levezetett egyenldtlenségii nkkel az
/5.202/ figyelembevételével, Az R12 pontosan akkor periddikus,
ha az /5.201/ egyenlitlenségnek van a kivant megolddsa. A 2.
Fejezet eredményei szerint azonban O(1>O miatt ez garantalt.
A K,= (W -1=A-1 kbvetkezik levezetésiinkbSl. Az &, =1- AV /"%
jellemzS-érték kovetkezik abbdl, hogy az /5.203/ jeldléssel a

Q(2) job-folyam 51'7/1 késleltetése az elsd periddus végén a F’l

S TRy a0 2 - " _ _ A,@" .
szitudcié elétt pontosan ¥, (f(CZ’c‘\z] f(Cl,(iAl)) '21 1

Az /5.200/ kovetkezik abbdl, hogy az /5.201/ legkisebb meg-
oldasa a fi-hez kozelitd tort nevezlje és szamldldja a 2.Feje-

zet szerint, amelyek relativ primek, Ez ekvivalens az /5.204/
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allitassal,
Qeeedo

Rdtériink most a Ai és bi operdtorok viszonydnak vizsgdlatdra.
Ehhez elegendd a Az Al és D = ﬁl operatorok viszonyat vizsgdl-
ni, A A operdtor /5.10/-/5.13/ definiciéjabél lathatd, hogy az
/5.12/ és /5.13/ 1lépések felcserélhet8k. Az is l4thatd, hogy az
/5410/y /5011/, /5.13/ és Y, \ 4 = %, definiciék éppen a D
operdtor /4.17/ szerinti definicidjaval ekvivalensek,

Definidl juk most a Q konfigurdcidtéren a b} operatort a ko=

vetkezdképpen:
~ . g g B e TR
Q=3Q=/’21;3’1;72;'32/.

amelynél
# GRS SR SN
1=, 15 ¥y & Ve ®E Ty =0

NS -~
/50205/ N, =k,¥, +%, , ahol

/a/ kz?-O egész, 04'225'\?1 , ha ‘7219'1>0

/o/ k=0, M, =7, , ha "sz\?f 0.

~

A3 operator hatdstalan, ha k2 = 0q Ekkor?{ = Qe A fentiek

szerint a A operdtor nem egyéb, mint a D operdtor és a S opera-

tor szorzata /egymasutanja/, vagyis

/54206/ Ax 33,
Ennek kovetkezménye, hogy
/50207/ AkQ - (Sm)kQ 9 k=0,l,ooo °

A d és®D nem felcserélhetdk, természetesen, ezért (%)k # Skﬂk .

Ha a ) operdtor hatdstalan a DQ konfigurdcidra, akkor nyilvin-

valéan AQ = DQ . Azt mond juk, hogy a A operator manifesztdcidja

most . Formdlisan
/5.208/ AQ = SCQQ) = DQ, ha O hatédstalan.

Ez azt jelenti, hogy az /5.207/ operdtorndl a d operator-ténye-
z6 el is hagyhatd minden olyan esetben, amikor hatdstalan. Azt,

hogy S mikor hatédstalan, a A operator generalta (X) hanyados-
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sorozat k2 = 0 tagjai mutat jdke
9

Tekintsiik a

(x): Ky o0 K q 0 Ky o seees Ky o gens

sorozatot, Definidljuk az egészek

(V‘): vg 1] v]'- L] L B
sorozatat a kovetkezdképpen:

/54209/ v(‘) = -1, v!, i>0, az i-edik pozitiv k _ hényados

2,
indexe, ha ilyen van, a (k) sorozatban,
\)J{ tag nem létezik, ha i-edik pozitiv tag mdr nincs a (k) sorozat-

] ¢ % a2
ban. A (k) sorozatban a k2-\)£ " Vié(\;), tagok pozitivak, a

tsbbi tag O, de itt i=0 nem lehet. Ha |(W)] = 1, akkor a (v¥)
sorozat az egyetlen \]:) = =1 tagbdl 411 és (k)= (0). A K\)’)I
hossz véges, ha I(k)l véges /pl. ha a Q A-redukdlhatd/, egyéb-
ként végtelen., Definicidéja szerint nyilvanvald, hogy

—1£V;<\’]‘_<V5< eoe éS
/5.210/

‘9; 2:1'1 ]

€s barmelyik r=0 egészhez van egy legnagyobb Vi' , amelyre még

‘ —_ s Il e
Vi<r teljesiile Jeldlje ezt \,h(r)' Ez definidlja a

/5.211/ h(r) = max /i: vi‘ L8 1 5 Tl gews

fiiggvényt, amely a k részsorozatban az

poo ® Kg g 5 vees By oy
utolsd pozitiv tag sorszamdat adja meg, ha ilyen van, egyébként
hCr) = O h(r) egyben e részsorozatbeli pozitiv tagok széma,
Nyilvén h(o)= 0. A v}‘l(r) értéke a részsorozat utolsé pozitiv
tagjdnak indexe, ha ilyen van, egyébként V;l[r)= -l. Ebbdl
nyilvénvald, hogy

Viigy=-1, -1V <o

h(O) 2 h(r) —

-ig bezardlag csak pozitiv tagokat tartalmaz,

"1' r_>_Oo

Ha a (k) sorozat kz,k

= 2 U - b - oo L &
akkor h(r)= r és vh(r) Vr r-1, 0<€r<£k+l,

A (V‘) sorozat és a h(r) fliggvény segitségével egy Ar

operator manifesztdcidjat egy konkrét Q konfigurdcidnal az
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aldbbi mdédon is irhat juk:

1
=1/ Vi- v’
/5.212/ A =2 h‘r)(l ’ 586 ! J-I)Q , 20,
j.—.h(r)
st V< o0 esetén
1
v-1- V! | vi-v!
/5.212'/ ATqa=d ) (] 327 %1) o, ey,
: J=h(v) 1
hol ¥V konfi icié A-b tettségi foka. Itt | ] )
aho a Q konfiguracio osszetettségi foka. I a xJ
jeh(r)

jelolés az operator-tényezdk Jjobbrdl-balra haladva novekvd index
szerinti sorrendjét jelenti,és h(r)= 0 esetén a zaréjeles operd-
tor az identitasoperdtor. .

Az elmondottakat egy példdn illusztrdljuk az 5.l1.Tdblazatban,.
A Q =/ 0; 1oo87; 14877; 1466 / konfigurdcié A-Gsszetettségi
foka VY= lo, véges,

Ha egy Q' & OQ konfigurdcidra a & operdtor hatdsos, az azt
jelenti, hogy O <,3{ <'Z£ és,mivel a D operitor alkalmazdsa utén
35451 is teljesiil, ezért a Q' konfiguricid D-redukidlt. Az
5.1.Tdbldzatban hulldmosan aldhuztuk a D-redukdlt konfiguracidkat.,

NMegdllapitdsunk azt jelenti, hogy egy A_redukcid D-redukcidk és

é-cmeréciék valtakozd sorozatdbdl all. A sorozat lehet

ires, ha Q 4-redukdlt, és
kezdddhet
O-redukcidval, ha Q nem H-redukalt és
d-operaciéval, ha Q ®P-redukilt.,
A sorozat lehet
végtelen, ha Q nem A-redukdlhatd, vagy
végzbdhet
O-redukcidval, vagy
d-operdcidval is. )
E korilmények feltételét az (e) hényados-sorozat segitségével

fejezhetjiik ki, de ezt nem részletezziik,



5ele Tablazat: Példa a Ak operatorok manifesztacidjdra.

—~~
=™ 21 7
) 3 ) g oo ::, e | = H
- - - - - 7
= | S S E AT :
r Q= A Q= ATq 4| s ATQ
£ i
00 10087 14877 1466 [0 10087 14877 1466 0 o0 1 |-1 o -1 | o] - 10=Q, 4
(o]
10 10087 4790 1466 |0 3831 4790 1466 1 0 1 0 1 0 0 1 8-‘0Q=Qv,+l
1
2o 3831 959 1466[0 1406 959 60|l 1 1 o | 1 2 1] o 1 dBMR=Q,
2
30 1406 959 6ofo 387 959 60| 1 o 2|3 2 1|1] 2 B(39)%q
4o 38 185 60jo 142 185 60l 1 o 1|4 3 3| o] 1 332(51))2Q=Qv,+1
510 142 43 60 |0 39 43 21| 1 ] 1 5 4 4 0 1 33%2(53)2Q=Q9,+1
4
60 39 4 21fo 14 4 71 1 o7 5 5 |of 2| 63)%0°Ed)%=q,,
7o 14 4 7o 3 4 111 2 1| - 5 5|1 -|5653%2°p30)%
8 fo 3 1 1o 1 1 o1 1 ol - 6 7| ol -|3d(s02(8)2) ®Q=qy, 4
9o ) 1 ofo 0 1 6l 1 © @l & wlal s o (30%(30)°)%q
! ool s e -, iR ), rem oy e i R, e [ | e S iy WS (A TR AN W) S e ey e e camal G gty W) () 0y g IS TN SR e e e T T e
o o0 1 ofo o i1 olo © 6l= & % ]lz}]a m2(532(53)2)2Q=Qv,+1
11 o 0 1 olo 0 1 oo o of- 6 7 |2] -| #%5%D)2)3= -

= 698 -
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Legyen a (V%) sorozat hossza l(v‘)] = J . Ekkor véges J
esetén az utolsd eleme \)3_1 « Ilyenkor egészitsiik ki a soroza-
tot egy V:] elemmel, amely legyen az (€) hanyados-sorozat utolsd
pozitiv tagjdnak indexe, Nyilvan v“I >V3-1 és vs = v!l—l akkor,

ha k2 v-1
’
tagja, ahol V a Q konfiguricié A-Gsszetettségi foka, Egyébként

>0 az. (e) sorozat utolsé /vagy utolsé eldtti/ pozitiv

\7":r =Y~ 1 mindig igaz, barmely V Osszetettségi fokndl.
Definidljuk most a kiegészitett (V ‘) sorozat segitségével a
[} i
Vj = vj = Vg_l 1 J=1’2"'.’J,
egész=sorozatot. Az /5.2124/ szerint, ha Q-nak létezik Qx

A-redukdltju, akkor VJ véges és

. 1
v \4 \4 .
/5.213/ g" 2 AQ=®J(] ‘Sﬁj)Q=QV ’
j=d=1
€és ha Q-nak nem létezik A-redukéltja, de l(\]'” = J véges, akkor

. L A,
/5.213¢/ oyt Aq=0 J'l(mﬁma)cz v VEV . .
j=d-1
A Q konfigurdcid D-redukdltja nem egyéb, mint

/5.214/ Q® _plg-l g- Yra o

A Qo £ Q konfigurdcidbdl kiindulva definidlhatjuk a P-redu-
kalt konfigurdacidk ’

N ; V. 4
/54215/ Q(l)= d lQo N ) aaq(""l) s J=24040,J, ha J=2,

(3)

vagy VJ végtelen, és Q(J) egyben A-redukdlt is, ha V

sorozatdt. Ennek utolsdé tagja Q nem létezik, ha J végtelen,

]

J VEgese

Ilyenkor

/54216/ Q("L Q(l) és QF = Q(J) 5 ha VJ végeso
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A dQ @) konfigurdcidk j< J esetén nem dH-redukdltak, kivéve
a SQ(J-]) konfigurdcidt, ha v“I =V$_1 « Azonban

(.J) \)’.+1
/50217/ 37/ = Qur,, = A LN NP . T . ¥,
J

A Qg 9= Q, 2 A°Q £ Q figyelembevételével mondhatjuk, hogy
(o]

Q(3+1) a o Q(J) = Qv,.+1 konfigurdcidé D-redukdltja, j=O,eeo,d=le

J

Ennek megfelelden az (B) hanyados-sorozat strukturdja

(2(1)), 2 01 (2@, Ky g 1eees Kayt (1),

amelyben QO)) y J=lyece,dyegy-egy D-redukcié generdlta hdnyados-
sorozat,

A A- és D-redukcid most feltdrt kapcsolata = érdekességén
tulmenden - igazolja azt a korabban kihaszndlt dallitdsunkat, hogy
egy Q konfigurdcid Q(ﬁ) D-redukdltjsval kezdddik a A-redukcis

()

A A- és D-redukcidk kapcsolata segitene az Gsszefiiggd és megsza-

is, vagyis a Q A-redukdltja ugyanaz, mint a Q A-redukdltja.

kitdsos litemezések jellemzdinek Osszevetésében és a hatékonysidgi

viszonyok feltdrdsdban. Ennek elemzésére nem tériink ki.
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Quﬂ Aratd hdtyds: Diffusion approximation for multipro-

[c10]
(19
[74]
(6]
[27]

cramned computer systems., Comp. et llath., with
Appl. l., Pergamon Press, 1275, 315=26 o.
nuth,D.EZ: The Art of Computer Programming. Vol.l:
Tundamental Algorithms, Addison-Wesley, 1968
Kupiers,L.,liederreiter,H: Uniform Distribution of
Secuences, Wiley, 1974
Perron,Cskar: Die Lehre von den Kettenbriichen. 1l.Bd.:
Llementare Kettenbriiche., Teubner, Stuttgart, 1954
Tonkd Jozsef: Processzor utilization study. Comp. et
Math., with Appl. 1., Pergamon Press, 1975, 337-44 o.
Tankd Jdézsef: Szabdlyos job-folyam pdrok litemezésénel
vizsgilata I. Tanulmdinyck 82/1978, MTA Szdnitds-
technikai és Automatizdldsi Kutatdé Intézete, Buda-
pect, 1978



A TANULMANYO K sorozatban 1978-ban megjelentek:

73/1978

74/1978

1541978

76/1978

77/1978

78/1978

79/1978

80/1978

81/1978

82/1978

S.A.COONS: Homoéeneous coordinates, projective

transformations, and conics

Wolfgang Franke: Vortrdge Uber das Graphische
Display GD*71

Vaskdvi Istvdn - Galbavy Marta: Anyagszétvalasz-
tdsi rendszerek tervezésének és optimdlis lizemel-

tetésének dltaldnos megkdzelitése

Somlé Janos - Nagy Judit: Médszerek munkadarabok
forgacsold megmunkdlasi folyamatdnak optimalizdlé-

sdra

Sz&dszné Turchdnyi Piroska: Optimalizdldsi fela-
datok csomagkapcsolt szdmitégéphdldzatok tervezé-

sénél

Darvas Péter - Gallai Istvadn - Hosszu Péter _

Krammer Gergely: Papers of Computer Graphics

Dr Adolf Kotzauer: Beschriftung und Bemassung
von automatisch erstellen zeichnungen unter

Benutzung des graphisches Dialogs

Prékopa Andrds: Studies in applied stochastic

programming I. /Cikkgyljtemény/

Peter Bonitz: Ein Beitrag zur Theorie des Entwurfs
doppelt gekriimmter Fldchen unter differentialgeo-

metrischen und rechentechnischen Aspekten

Tanké Jbézsef: Szabdlyos job-folyam parok

litemezésének vizsgdlata I.

/Technikai akaddlyok miatt 1979-ben jelenik meg/



83/1978

84/1978

85/1978

86/1978

87/1978

88/1978

Tanké Jb6zsef: Szabdlyos job-folyam parok
litemezésének vizsgdlata I.

/Technikai akaddlyok miatt 1979-ban jelenik meg/

Banydsz Csilla - Keviczky L&szlé: Discrete time

identification of linear dynamic process

Dr Hoffmann Péter: Szdmitdgépes szerszamgépvezér-

1és egy alkatrészprogramozasi médszere

Ruda Mihdly: A SIS77 Statisztikai Informdcids
Rendszer kialakitdsdnak szempontjai, alkalmazédsa-

nak és tovédbbfejlesztésének lehetdségei
Téli iskola
Gadl Baldzs - Hermann Gyula - Horvath Léaszlé -

Renner Gdbor - Vadrady Tamds: Szoborszeri felliletek

tervezése és megmunkdldsa

1979-ben eddig megjelentek:

88/1979

89/1979

90/1979

91/1979

Gadl Baldzs - Hermann Gyula - Horvath L&szlé -
Renner Gadbor - Védrady Tamds: Szoborszeril felliletek

tervezése és megmunkdldsa

Ruda Mihdly: A SIS77 statisztikai informécids

rendszer

Badnydsz Csilla - Keviczky L&szl6: Optimum
insensitivity of the discrete-continuous
transformation /megjelenés eldtt/
Mikroprocesszorok és mikroprocesszor-bédzisu
rendszerek architekturdja és strukturadja

- Téli iskola, Szentendre -
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