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0. Einleitung

Im sich gegenwédrtig vollziehenden Prozess der wissenschaft-
lich=technischen Revolution stellt die Mathematik in Wech-
selwirkung mit der Informationsverarbeitung eine Haupt-
produktivkraft dar. Dies gielt in besonderem Masse flr den
Komplex der Rationalisierung und Automatisierung der Pro=-
duktion (AUTEVO, Cll, S. 163 ). Mathematik und Rechentechnik
ermoglichen schon in der Vorbereitungsphase der Produktion
ein strukturelles Erfassen und Modellieren von technischen
und gedanklichen Prozessen, insbesondere in der Phase des
Entwurfs neuer technischer Gebilde. Dabel spielt seit eini-
ger Zeit die graphische Datenverarbeitung eine bedeutende
Rolle. So existieren z. B. SOFIWARE - Pakete, mit deren
Hilfe Diagramme und Ablaufpléne verschiedener Art, diverse
Konstruktionszeichnungen des Bauwesens, des Maschinen- und
Schiffbaues sowie Abbilder elektronischer Schaltungen auto-
matisch ausgegeben werden konnen (L2971 bis [321 ). Bausteine
zu Zeichnungen dieser Art sind hauptséchlich Kombinationen
geometrischer Grundelemente, wie z. B. Gerade, Kreis, Kegel-
schnitte, Kegel, Kugel und Zylinder.

In einigen Fdllen ist die Rationalisierung durch den Einsatz
von numerisch gesteuerten Werkzeugmaschinen bis zur teilauto-
matischen Fertigung fortgeschritten (C331 und C3431 )

Viele Industrieerzeugnisse bzw. ihre dusseren Verkleidungen
bestehen jedoch aus Teilen, die sich aus obengenannten ein-
fachen geometrischen Grundelementen nicht zusammensetzen
lassen. Diese Teile werden von einigen Autoren summarisch
als "skulpturartig" bezeichnet. In Anlehnung an die Termi-
nologie der Differentialgeometrie wird in der vorliegenden
Arbeit der Begriff "doppelt gekrimmt" verwendet, wobei die
Oberflache aus elliptischen, parabolischen oder hyperboli-
schen Punkten besteht. Doppelt gekriimmte Oberflédchen sind
mannigfaltig in der Natur vorhanden oder werden zu ver-—
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schiedenen Zwecken im Produktionsprozess geschaffen. Hier
einige Beispiele, die unter dem Aspekt der Rationalisier:.:
und Automatisierung der technischen Produktlonsvorbereltung
interessant sind: '

Flugzeug=-, Schiffs- und Bootskorperoberflédchen, Karosserien
von Automobilen und Schienenfahrzeugen, Propeller, Fléchen
im Bauwesen (Flédchentragwerke) und der Architektur (Bau-
plastiken), diverse Erzeugnisse (Bauteile und &dussere HUl-
len ) der Leicht- bzw. Konsumgliterindustrie, inghesondr=-
der Elektroindustrie.

Neue Werkstoffe und Fertigungsverfahren gestatten eine
grossere Variablitdt der Formen und verlangen geradezu nach
Ausschopfung des moglichen Formenreichtums durcii ssweiiueig
mathematischer Flachenkonstruktionsverfahren. Mathematische
Losungsvorschlidge zum Flachenentwurf und entsprechende re-
chentechnische Realisierungen wurden zunédchst aus dem Flug-
zeug=-, Automobil- und Schiffbau bekannt ({73, [14]1, [403 und
[571). Bald folgten durch Nachnutzung der entstandenen Ver-
fahren die ersten Entwiirfe von diversen Gebrauchsgegenstan-
den fur Industrie und Haushalt wie z. B. Waschbecken, Schuh-
leisten, Sessel, Kannen, Flaschen und Vasen (C433, [443,
[503, [511 und [53]1 ). Die zugrunde liegenden mathematischer
Angdtze eignen sich ebenfalls prinzipiell zur stlickweilsen
Beschreibung von Modellen oder Korpern und z. T. auch zur
zweidimensionalen Interpolation. Das System FOMAT [6] ist
ein Beigpiel flir die numerische Beschreibung von Modell-
cberflécher. cinschliesgslich der Losung dcc Problems der
Messdatenerfassung mit Hilfe der Photogrammetrie. Zukunfts-
weisend beim Gestalten rdumlicher Formen scheint jedoch das
Ersetzen des vom Stilisten gefertigten Modells durch das mit
Hilfe der Mathematlk und der Rechenteqaﬁﬁk entworfene, digi=-
talgraphisch kontrollierte und NC - gefrdste Modell zu sein,
Rechner nebst Zeichenmaschinen und interaktiven Bildschirme
gerdten werden zu Werkzeugen des Konstrukteurs und Form-—



gestalters. Die international gepréagte Hauptkategorie
COMPUTER AIDED DESIGN - RECHNERGESTUTZTER ENTWURF wird damit
um ein wertvolles Element bereichert. In einem "Versuch-
Irrtum-Prozess" kann der Konstrukteur die entworfene Fl&che
bel stdndiger visueller Kontrolle solange durch Knderung der
urspriinglichen Eingabedaten oder durch Hinzunahme weiterer
Randbedingungen verédndern, bis sie seinen Vorstellungen ent-
spricht. Dabel muss ein gewisser Fundus an geometrischen
Grundkenntnissen beim Konstrukteur vorausgesetzt werden,
damit er diesen Prozess mit Sachkenntnis steuern kann. Nach
der Begutachtung des graphischen Produktes kamn sich der
Konstrukteur flir die Herstellung eines kOrperlichen Modells
mit Hilfe der NC-Technik entscheiden. Beschreibungen zu ent-
sprechenden Programmsystemen zur Erzeugung von Steuerloch-
streifen fir NC-Frédsmaschinen sind u. a. in [203, 41J] und
L55] zu finden.

Fertigungstechnische Probleme werden in den folgenden Kapi-
teln nicht behandelt.

Theoretische Grundlage fiir die "rechnergestiitzten" Entwlirfe
doppelt gekrimmter Fladchen sind selbstverstédndlich die Je~
weiligen mathematischen Ansdtze. Einen Uberblick zu den bis-
her bekanntgewordenen Lésungen findet man in [73, Tgd, [37]
und [38], Diese Losungen ziehen alle mehr oder weniger
Iterationsverfahren nach sich. Die endgultige Form ergibt
sich erst nach einem ldngeren Dialog zwischen Mensch und
Maschine.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, unter Nutzung der Mog-
lichkeiten der Differentialgeometrie und der Ausgleichungs—
rechnung ein Verfahren bereitzustellen, mit dessen Hilfe

a priori die Einhaltung von geforderten geometrischen Eigen=-
schaften der zu entwerfenden Flache garantiert werden kann.
Damit soll zugleich der Iterationsprozess beim Flachenent-
wurf verkiirzt werden. Zudem wird durch die Realisierung von
differentialgeometrischen Vorgaben hoherer Ordnung der Ver-
such unternommen, auch zu &sthetisch befriedigenden LOsun-



gen zu gelangen. Wenn z. B. beim Entwerfen von Ausgangs-
grundkurven zur Flédchenkonstruktion gewisse Regeln der
Formgestaltung in geometrische Forderungen umgesetzt wer-
den, so wird diese Vorgehensweise ohne Zweifel fiir die
anzustrebende dsthetische Formgestaltung nlitzlich sein.

Ferner ist zu bemerken, dass die Forderung nach rechen-
technischer Realisierung die mathematische Schreibweilse
und die Algorithmen naturgemdss beeinflusst hat. Demzu-
folge wurden vielfach Bezeichnungen verwendet, die von der
Ublichen mathematischen Notation abweichen. Der Anwender
soll von vornherein an die Namen der Variablen und Felder
gewbhnt werden, die in den Programmen vorkommen. Die Algo-
rithmen wurden konsequent dynamisch aufgebaut, um die Mog-
lichkeiten von ALGOL 60 voll ausnutzen zu konnen.

Die eingereichte Arbeit einschliesslich der Programmsysteme
(Anlage zu [9 1) entstand im Rahmen der Vertragsforschung
und erforderte eine intersektionelle Zusammmenarbeit an der
Technischen Universitat Dresden sowlie die fordernde Kritik
der potentiellen Anwender in der Industrie.
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Lle Differentialgeometrische Grundlagen und Betrachtungen

1.1, Das Prinzip des "Ansatzverfahrens" fir den Flédchen-
entwurfsprozess '

Es wird vorausgesetzt, dass von der Fl&che eine Erstentwurfs-
zeichnung in wenigstens zwel Rissebenen in Form einiger
charakteristischer Kurven oder eines grobmaschigen Netzes
vorliegt. Diesem Erstentwurf werden an markanten Punkten,

Z. Be Randpunkten, Extremalstellen oder Sattelpunkten die
Tangentenanstiege, Krimmungen, Anstiege von Affinnormalen
und eventuell auch die Art der von vierter Ordnung berih-
renden Schmiegkegelschnitte mit einfachen Hilfsmitteln
/Schablonen/ entnommen. Diese geometrischen Daten fliessen
unmittelbar in den funktionalen Ansatz auf Grund der noch
bereitzustellenden Grundkenntnisse Uber einige elementare
Funktionen ein. Die Untersuchungen zeigen, dass die Reali-
sierung von geometrischen Vorgaben mit hoher Berihrungsord-
nung bei Verwendung von Polynomen dritter Ordnung nicht mog-
lich ist. Das Ansatzverfahren, welches im Falle von Polynom-
ansdtzen auf hohere Ordnungen orientiert, garantiert eine
gute Anpassungsfihigkeit an geometrische Vorgaben und ercff-
net Moglichkeiten zur Absicherung gegen unerwunschte Neben-
effekte, wie z. B. Wendepunkte an dafur nicht vorgesehenen
Stellen oder Wellenbildung Uber grdssere Intervalle. Zur
Senkung des Rechenaufwandes ist eine grossere Segmentierung
der zu entwerfenden Flidche mdglich.

Die Umsetzung der geometrischen Vorgaben in entsprechende
rechentechnische Ansédtze ermdglicht eine Verkirzung des
iterativen Fldchenentwurfsprozesses und rationalisiert den
Dialog Mensch = Maschine.

Fir das praktische Vorgehen wurden im Ansatzverfahren fél-
gende Grundsatze beachtet:
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‘ Beschrankung auf elementare Funktionen

Kommentar: Untersucht werden Potenzfunktionen, trigono-
metrische Funktionen und Exponentialfunktionen.

. Analvtische Fassung bestimmter geometrischer Forderungen,

welche im Losungsansatz im Sinne von Nebenbedingungen von
vornherein zu berilicksichtigen sind

Kommentar: Dabeil werden erstmals geometrische Vorgaben mit
hoher geometrischer Berihrungsordnung einbezogen.

. Realisierung dieser geometrischen Forderungen mit Hilfe

der Ausgleichungsrechnung und der bereitgestellten Funk-

tionen

Kommentar: Hierbei wird ein komplettes Programmsystem zu
samtlichen Fadllen der Ausgleichungsrechnung genutzt (siehe
[1l21). Insbesondere wird die Variante "Vermittelnde Beob-
achtungen mit Bedingunsgleichungen" verwendet.

Die Terminologie grindet sich auf [103] und C211.

l.2. Einige differentialgeometrische Untersuchungen Uber ebene

Kurven
Die folgenden Ableitungen nebst Diskussion sollen dazu beitra-
gen, Kenntnisse Uber geometrische Eigenschaften von Ansatzkur-

ven zu vermitteln.

l.2.1. Gleichung eines hyperoskulierenden Schmiegkegelschnittes

nebst ableitbaren Aussagen

Von der Ansatzkurve z = f(x) werde vorausgesetzt, dass sie in
dem betrachteten Intervall Exa, XeJ viermal stetig differenzier-
bar ist. Nun sei zu einem Kurvenpunkt P; = P, ( x, y; ) mit

x, <% <x, die Gleichung des £(x) von vierter Ordnung be-
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rihrenden Schmiegkegelschnittes hergeleitet. Zundchst filhren
wir eine Koordinatentransformation aus, so dass Pl zum Ursprung
wird:

R BE =X (D 1)
aEYy =¥

Dabei geht z = f(x) in n=p(g) als Gleichung filir die zu be-
trachtende Kurve c Uber.

Ferner gilt:

als gt . (D 2)

=

Nach dieser Koordinatentransformation lautet der Ansatz fir
den die Kurve ¢ in P, berihrenden hyperoskulierenden Kegel-
schnitt

2 2 -
a;;¢& +2a12£n+a22n +2a13E+2a23n = D (D 3)

Setzt man in (D 3 )n = p(&) und bildet die Ableitungen bis
zur vierten Ordnung nach g, so ergibt sich das Gleichungs-

system:
2 2
a11€ + 2a12£p(£) + azzp(g) - 2a13g + 2a23p(£) & 0
+ Y N, _
SRR TAL Y TR T %o
" r 2 . 2 - _
a;, + alz(gp +2p') + azz(pr +pep") + a0 = O
alz(gp'"+3pn)+ a22(3p'p"+pop’") +a23plll & )

a),(E0" +4p'")+a,, (40" p' "+3p"2+p-p" )+a, 30" = 0O
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Umn nun zu einem System von Bestimmungsgleichungen fir die noch
unbekannten Koeffizienten

8919 Ao B3 855m Bam

zu gelangen, setzen wir in (D 4) die Variable £ = O. Ferner
ist zu beachten:

L ol 0 "(0)=pL",0%(0) = o D(5)

°
/:
O
S
I

p(o) =0, o' (o) = p

Die Gleichungen D 3 und die zweite bis flnfte Gleichung von
(D 4) bilden ein homogenes lineares Gleichungssystem in den
finf Unbekannten.

Mit (D 5) erhidlt man die Form:

2 2 e
allg + 2a12£n + aj,n +2a135 +2a23n =0
- D(6)
a13 + a23p 0
aj;  t 355°205% 35,08 t Ayt =0
" > ’ " [ LR
a12.300+322 3popo 5 2230 0

S " ' L] " v
i K 400 +a22(4popo +3po * a2300 0

Dieses Gleichungssystem (D 6) ist nach S&tzen der Linearen

Algebra genau dann nichttrivial l1ldsbar fur aj o Wenn die
?

Koeffizientendeterminante verschwindet:
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2 2
4 2 Cnq n 25 o,
0 0 0 i p*
o 20" ot° 0 "
4 (6] O 1 po =0 ( D 7 )
[] )
0 30! 3olp 1 o phe
i YL "2 w
o]
¢ 4 0 b opo ¥ 50o po

(D7) stellt bereits die Gleichung des gesuchten hyperosku-
lierenden Kegelschnittes das. Mittels (D 1) l&sst sie sich
leicht in das urspriingliche Koordinatensystem zuriicktransfor-
mieren. Zur Vereinfachung der Untersuchungen behalten wir Je-

doch das g&,n=System zundchst bei.

Die Entwicklung der Determinante nach den Elementen der ersten

Zeile ergibt:






L3

nh V2 W 1 n2 _amn i 12 n2 2
(905" + 30,"0gRs = 60p5%P 4o %0 "%) &
' 1t n2 "2 o T I
+ 2(4p p "" + 3pS%p . 3p5PaPg) &N
(D 8)
naowoo (4 2 Vos 0 g = ns =
+ (3pgPg 4p,"*)n® + 18ppg & - 18p] n 0
Durch Vergleich von (D 8 )mit (D 3 ) findet man:
= wh U & MW ' w2 e o ¥ 2 kw2
a11 9po & 3po PoPo 6popo Po 4po Po
= ' 12 w2 _aanm _ N
12 4popo * 3po Po 3popopo
. ' n3
213 = %Pofo (D 9)
azy = 30508 - 40y"?
- n3
ay3 =~ 90
Flir den Schmiegkegelschnitt gilt die Matrizendarstellung:
T A% =0 (D 10)
mit 555
x° = (g&n 1)
d
e i Wl - M
A .= %21 222 %23
231 92 “g3

und a33 = 0

Zundchst interessiert die Determinante der Formmatrix von
(D 10).
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Man erhdlt:

10

det A = - 9° . v (D 11)

Determinante A ist eine nichtpositive Zahl. Sie verschwindet
lediglich fiirp" = 0. Es folgt der Satz:

Flur Wendepunkte zerfillt der Schmiegkegelschnitt. Das Zerfalls-—
produkt ist die doppelt zu zdhlende Wendetangente.

Ferner interessieren die Adjunkten A A wmd A aus der
. 2l T2 33

Matrix A.

Die Rechnung ergibt:

PR n5 _an
A31 270" p
D 12
A32 = 27pn5(3p|l2 - plplu) ( )
A33 - 90"“(30"0" = 50“:2)

Der Mittelpunkt M (p, gq) hat nach bekannten Sdtzen der Analy-
tischen Geometrie folgende Koordinaten:

B A31 B 30"0'" 1 ( D 13 )
P = A B an2 " v
33 5p -3p"p

" o n2
B3 3p (p'p*"=3p

A33 Sp|u2__3pupw i

Daraus folgt fiur den Anstieg der Affinnormalen in Pl:

[ n n2
_ B3 '’ - 3p )
my.= 322 = —— (D 14




L7

Steht die Affinmnormale senkrecht zur Tangente, gilt

T 4
A p'

5 also - é% =

Diese Gleichung ist &quivalent mit der Scheitelbedingung

p|2du 4 d" - 30' puZ =0 (D 15)

Hieraus folgt der Satz:

In Punkten stationdrer Kruimmung fallen Affinnormale und Kurven-

normale zusammen.,

Fallt die Affinnormale mit der Tangente zusammen, gilt

= p. p' " _" 30"2 , d.h. pn2 =0 (D 16)
P o'

Das Zusammenfallen der Affinnormalen mit der Kurventangente

ist dquivalent mit der Aussage, dass ein Wendepunkt vorliegt.

In dem Sonderfall eines relativen Extremums der ebenen Kurve c
gilt fur den Anstieg der Affinnormalen:

n2
m, = -3 £+ und fir die Kurvenkrimmmg k = p" (D 17)

A P

Weiterer Untersuchungsgegenstand ist die Art des die Kurve c

in Pl von vierter Ordnung berihrenden Schmiegkegelschnittes.

Nach bekannten Satzen des Analytischen Geometrie ist hierfir

das Vorzeichen der Adjunkte Asz entscheidend. Unter der Voraus-

setzung der A # O gilt: g .
>0 ist der Ellipse

Fir A =0 } Schmiegkegelschnitt Parabel

29
<0 eine nichtzerfallende Hyperbel



18

Nach (D 12) gilt daher der Satz:

Fir jene Punkte der Kurve c, in denen p "$0 gilt, ist der

zugehorige Schmiegkegelschnitt eine

[ Ellipse
. > 0
{ Parabel } wenn 3p"p"- 5p'"? G gilt.
(D 18)
Hyperbel J -

Aus (D 18) folgt weiter:

- Eine nur aus elliptischen Punkten bestehende Kurve besitzt
keine Wendepunkte.

- Zu einem Wendepunkt gibt es stets eine punktierte Umgebung

auf der Kurve c, in der es nur Punkte hyperbolischer Krim-
mung gibt.

Die Formeln (D 11), (D 14), (D 15), (D 16), (D 17), (D 18)
mit den zugehOrigen Aussagen behalten ihre Glltigkeit, wenn
man darin die Ableitungen von p(£) nach £ durch die Ableitungen

von f(x) nach x ersetzt.

Abklirzend werde nun

3p"p- 5p'"2 = 3£"(x)e£V(x) - 5£'"2(x) = &(x) (D 19)

gesetzt.
l.2.2. Art des Schmiegkegelschnittes in einem Kurvenpunkt, in

dem die Krimmung ein relatives Minimum darstellt

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dass die Kurve in dem zu untersuchenden Punkt eine horizontale
Tangente besitzt. Dieser Punkt liege im Ursprung des Achsen-
kreuzes. Zundchst betrachten wir die Krilmmung und ihre erste
und zweite Ableitung:
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y“
g = 373 k(o) = y"(o) wegen y’(o) =0
(1 +y'*)
o (3 % y02)3/2 ynn B E(l + y;IZ) o zy‘.ynz ) _
(1 + y'2)3
_ (1 +JYIZly|n5_ 3ylyn2
(1 +y'?)2
k'(o) = 0 nach Voraussetzung => y'"(o) = 0
E}
o= (1 + yl2)2[2yl yn e 4 (1 +1l2)ylv = 3yu3 - 6ylynylu)]
(1 +y'2)°
5 3
T 1 ) (U ", n2 12 2 ' n
. LEll#yTr )y = 3y'y"e] s F(1 + y"“)Te2y'e y
| (1 +y°2)°
Mit v'b) = 3* (o) =
ergibt sich k"(o) = y"(o) - 3y"* (o)
Ferner gilt k"(o) > 0 (wegen rel. Min.)
somit y“(o) = 3y"lo) > 0 (D 20)
oder y™lo) > 39" (o)
Mit y'"(o) =0 erscheint das Kriterium (D 19) in der Form
@(xo) =& = 3goys (B 21)

Wegen (D 20) gilt aber nun

= "o, W ” nh
AO 3y Yo * 9yo > 0

also A, > 0 und nach Vergleich mit (D 18) folgt der Satz:
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In einem Kurvenpunkt, in dem die Krimmung % ein relatives

Minimum darstellt ®'(o) ), sowie in einer Umgebung dieses
Punktes sind die zugehorigen Schmiegkegelschnitte Ellipsen.

1eiPeS'e Untersuchung einiger elementarer Funktionen auf die
Art ihrer Schmiegkegelschnitte

l.2:3%3.1l. Kubische Parabel

Wir betrachten

£(x) =aj +a;x+ a2x2 + a3x3

£(x) = a; + 2a,x + 3a3x2

f"(x) = 2a, + 6agx

£'"(x) = 6a,

£Y(x) = 0
und finden &(x) = - 180 a§ <0

Folgerung: Die allgemeine kubische Parabel lasst flir alle vom
Wendepunkt verschiedenen Punkte nur nichtzerfallende Hyperbeln
als Schmiegkegelschnitte zu.

l.2.3.2. Parabel vierter Ordnung

Notiert sei:

= 2 ] u

f(x) aj + a, x + ayx® + asx’ + a,x
' " 2 3
£ i) = a; + 2a2x B 3a3x + 4a4x
£riix) = 2a2 + 6a.x + 12a,x?

2 &



21

£ Whlar) = 6a3 + 24a4x
w _
£ () = 24a4
: ¥x) _ _ 2,2 _ - 2
somit = 56a4x 28a3a4x Sa3 + 4a2a4
36

Wie sich leicht zeigen ldsst, ist &x)negativ definit, wenn

3a§ - 8a,a, >0 (D 22 )
gilt.
Fur diesen Fall liegen dann auch die Wendepunkte getrennt
reell.
Gilt jedoch 3a§ - 8a,a, <0, (D 23 )

so0 sind die beiden auf dieser Parabel vierter Ordnung mtgli-
chen Wendepunkte konjugiert komplex. In diesem Fall ist auch
®x) eine indefinite Form. Dies bedeutet, dass die Parabel vier-
ter Ordnung Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln als Schmiegkegel-
schnitte zuldsst. Singuldre Fdlle von Schmiegkegelschnitten
/Wendepunkte/ treten dann nicht auf.

1.2.3.3. Sinus=Funktion

Gegeben sei £(x) = sin ax . ,
folglich £* (%) = a * cos ax
£ (%) = - a? « sin ax
f'"(x) =- a® « cos ax
£"(x) = a* + sin ax
und &(x) = - a®(3sin’ ax + 5cos? ax) < 0

Folgerung: Die Sinuslinie ldsst nur Hyperbeln als Schmiegkegel=-
schnitte zu. Fir Wendepunkte tritt der bereits beschriebene
Zerfall ein.
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l.2.3.4. Exponentialfunktion

Es sei betrachtet £ix) = ¥
£'(x) =a - &%
£7(x) = a? « %%
Fropg) = a® « %
£ (x) = a* « ¥

" und #x) = -2a®(e®*)2 < 0

Folgerung: Die Exponentialfunktion ldsst nur Hyperbeln als
Schmiegkegelschnitte zu.

Da die Exponentialfunktion keine Wendepunkte besitzt, sind die
Schmieghyperbeln flr jeden Kurvenpunkt regulér.

Die gleiche Aussage gilt flir die Logarithmus-Funktion.

l.2.3.5. Cosinus-=Hyperbolicus-Funktion

Diskutiert werde f(x) = cosh ax
f'(x) = a sinh ax
f"(x) = a’+cosh ax
f'"(x) = a’+sinh ax
£V (x) = a*ecosh ax
Es ergibt sich: ®x) = a®(3cosh? ax - 5sinh? ax)

Feststellung: & x) ist eine indefinite Form,

Folgerung: Die Kettenlinie besitzt Punkte elliptischer, para-

bolischer und hyperbolischer Krimmung. Im Scheitel und in einer
Umgebung dieses Punktes ist sie stets elliptisch gekrimmt.

Die Kettenlinie f(x) = cosh ax entsteht durch Superposition
der Funktionen '% e®* und % e % Diese besitzen nur nicht-

zerfallende Hyperbeln als Schmiegkegelschnitte, w8hrend die
Kettenlinie Hyperbeln, Parabeln und Ellipsen als hyperosku-

lierende Schmiegkegelschnitte zuléasst.
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Das Beispiel zeigt also, dass die Art der Schmiegkegelschnitte
nicht invariant gegeniiber Superpositionen ist. Hingegen ist die
Art des Schmiegkegelschnittes an eine vorgegebene Kurve c¢ in-
variant gegeniber affinen Transformationen.

Diese Feststellung ist wichtig, da im Konstruktiénsprozess viel=-
fach mit affinen Transformationen gearbeitet wird.

1.3. Schlussfolgerungen fiir den Entwurf von ebenen Kurven

Mit Parabeln dritter Ordnung ist eine geometrisch adédquate Be-
schreibung von vielen Kurven nicht moglich. Eine brauchbare
Angleichung an die Vorgaben ist mit kubischen Parabeln vielfach
nur durch eine sehr feine Segmentierung erreichbar.

Der gleiche Nachteil ist beim rechnergestiitzten Simulieren des
vor allem im Schiffbau gebriduchlichen Strakverfahrens zu ver-
zeichnen, weil dabei die Biegenlinien der homogenen Leisten
gewthnlich durch kubische Parabeln approximiert werden. Damit
wird den verwendeten Linien die erwd@hnte lokale Eigenschaft,
nur Hyperbeln als Schmiegkegelschnitte zu besitzen, global auf-
gepragt.

Sowohl von der Sache wie von dem &dsthetischen Anliegen her sind
solche Einschrénkungen a priori nicht gerechtfertigt. Z.B. wur-
de in [21 mnachgewiesen, dass eine unter der Eulerschen Knick-
last erzeugte Biegenlinie von einer bestimmten Durchbiegung an
im Scheitel und in einer gewissen (mit der Durchbiegung grosser
werdenden) Umgebung dieses Punktes nur Ellipsen als Schmiegke-
gelschnitte zuldsst. Vor allem bei Kurven mit stark variieren-
der Krimmung bedeutet eine Beschréankung der Kurvenauswahl auf
kubische Parabeln eine unzuldssige Einengung sowohl flr die
Beschreibung wie auch flir den Entwurfsprozess. Bel Ansdtzen mit
Potenzfunktionen ist also wenigstens die vierte Potenz mitzu-
filhren. An einer Parabel vierter Ordnung ist bei Einhaltung der
Nebenbedingung (D 23) die Existenz von elliptischen, paraboli=
schen und hyperbolischen Punkten gesichert. Die Anpassungsfa-
higkeit erhcht sich, wenn in die Ansédtze die zu erfillenden

Nebenbedingungen sofort mit einfliessen.



24

Wdhlt man andererseits die Ordnung @R > 5, so neigt die ent-
sprechende Kurve zur Wellenbildung.

Folgerung: Bei Polynomansdtzen sollte die Umgleichung 3 < @R <6
eingehalten werden.

Die zielgerichteten Ansdtze in Verbindung mit geometrischen Vor-
gaben verschiedener Art, die in den kommenden Abschnitten dis-
kutiert werden, tragen dazu bei, unerwartete Abweichungen vom
gewlnschten Kurvenverlauf weitestgehend zu vermeiden.

Fur die Auswertung von Erstentwurfszeichnungen zur Aufstellung
eines moglichst optimal angepassten rechnerischen Ansatzes ist
zu beachten:

Zwischen der Kurve c und dem Krimmungskreis liegt eine Berih-
rung zweiter Ordnung vor. Die Berithrung ist in Pl durchsetzend.
Zwischen der Kurve c¢ und der Schmiegparabel /Auswertung von
Krimmungskreis und Affinnormale/ liegt eine Beriihrung dritter
Ordnung vor. Die Berihrung erfolgt einseitig von innen oder
von aussen.

Zwischen der Kurve c und dem hyperoskulierenden Schmiegkegel-
schnitt liegt eine Beriihrung vierter Ordnung vor. Diese Be-
rihrung ist durchsetzend. Fir Punkte stationidrer Krimmung sind
gesonderte Uberlegungen erforderlich, da sich hier die Beriih-
rungsordnung erhoht.

Rein synthetisch lédsst sich der grundlegende Unterschied von
elliptischem und hyperbolischem Punkt wie folgt fassen:

Fur einen elliptischen Kurvenpunkt liegen zugehdriger Kriim-
mungsmittel= und Mittelpunkt des hyperoskulierenden Schmieg-
kegelschnittes auf einer Seite der Kurventangente durch Pl'

Flir einen hyperbolischen Kurvenpunkt liegen zugehdriger Kriim-
mungsmittel= und Mittelpunkt des hyperoskulierenden Schmiegke-
gelschnittes entgegengesetzt bezliglich der Kurventangente durch

Pl.
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Die Affinnormale ist die Verbindungsgerade des Kurvenpunktes P
mit dem Mittelpunkt M des Schmiegkegelschnittes. Aus der Erst-
entwurfszeichnung kann der Anstieg der Affinnormalen bezliglich
eines Kurvenpunktes konstruktiv gemdss den Bildern 3 und 23
bis 26 gewonnen werden. ‘

8

Trotz der Hauptorientierung auf Polynomansédtze sei hier hervor-
gehoben, dass auch die Kenntnis der lokalen (und teilweise

auch globalen) Eigenschaften der Sinuslinie, der Exponential-
und anderer Funktionen fur eine zielgerichtete Verwendung die-
.ser Funktionen im Ansatzverfahren nicht zu unterschitzen ist.

l.4, Einige Grundformen der Fldchentheorie

Es seien hier lediglich die Grundformen zusammengestellt, die
flir den Fl&chenentwurf Bedeutung haben. Dabei soll eine tabel-
larische Ubersicht geniigen. Bezliglich ausfiihrlicher Darstel-
lungen der Flichentheorie sei auf bekannte Grundlagenwerke,
wie z.B. [33, 41, 51, [23] und 283, verwiesen.

Eine Zusémmenstellung der wichtigsten Grundformen im Hinblick
auf die NC-Fridstechnik ist in [203] zu finden.
Die folgende Ubersicht geht auf [22] zurlick.

&5 5
Wir gehen aus von x = x(u, v)

Dann sind:

Fundamentalgrdssen I. Art: E = ;3
a = 32 (D 24)
F =Xy * Zw
Hilfsgrosse w = JEG - F?2
Fldchennormale z = é (R % X (D 25)
Fundamentalgréssen II. Art: g l(’; e st )
Spatprodukt! S
. 1L =g
BIEWY
N =% vvou'v .
+1 \
Bogenlidnge einer Fléchenkurve: s = f qE ernveey? g (D 27)
t

(0]
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1. Fundamentalform der
ds?= Edu? + 2Fdudv + Gdv?

Flichentheorie: (D 28 )
wobei du = usdt und dv = v-dt
Tangentenvektor einer i = ;u & A & ;V v %

Fldchenkurve: i - (D 29 )
Flédchenelement: qf= QEG - F? dudv
Vi Yy (D 30 )
Gesamtfléche: £= s s \EG - F® dudv
VO uO
2. Fundamentalform der
Flichentheorie: (L du? + 2M dudv + N dv?) (D 31 )

Winkel V zwischen der Haupt-
normalen ﬁ'der Flachenkurve c

und der Flédchennormale 2

v
m cosv _ L du? + 2Mdudv + N dv?
‘mqll" e = (D 32)

E du? + 2Fdudv + G dv?

wobei p: Krimmungsradius der
Fldchenkurve in PUnkt Pl

1
Sonderfall Wendelinie, wenn Vv = 3

Sonderfall Normalschnitt, wenn VvV = 0; ¢ wird dann zu R.

DG fir die Krimmungslinien:
(LF - EM)a? + (LG - EN)a¥ + (MG - FN)¥? = 0O

oder 72 - av a2
E F G =0 (D 33)
L M N

D(33) versagt fir Punkte in denen E : F : G =L ¢t M : N
gilt! ( Nabelpunkte )
. .s _1 _1
Die Hauptkrimmungen Kl = = und K2 = &5

zu Hauptkrimmungsrichtungen ergeben sich aus

1 _EN - 2FM + GL _ 1 _ LN - M? (D 34)

+ == =0
R? EG - F? R pg - p2
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Die Hauptkrimmungsrichtungen bestimmt man aus (D 33 ),

1 1 _ LN - M?
GAUSSsches Krimmungsmass K: K = ﬁ; . ﬁ; = EG = FZ? (D 35 )
; . .y _-1,1 . 1, _1EN- 2FM + GL
Mittlere Krimmung H: H = S(z- + Rz) 5 R (D 36)

1

Niutzlich ist auch ein zweiter Weg zur Bestimmung der Haupt-
krimmungsrichtungen :

Nachdem man R; und R, aus (D 34) ermittelt hat, ergeben die
Hauptkrimmungsrichtungen auch aus:

- W R A (D 37)
1 &

Die Krimmungslinien bilden auf der Fl&ache ein orthogonales
Netz.

Gebietseinteilung nach elliptischen, parabolischen und hyper-

bolischen Punkten:
. (D 38)

elliptischer Punkt

@@

("ballig gekriimmt"

> > i parabolischer Punkt

LN-M? =4 = 0<=>K = 0 <—> ¢
i Pe X

hyperbolischer Punkt

L ("sattelfdrmig gekriimmt")*

X Diese Bezeichnungen werden hé@ufig vom Techniker gebraucht
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1l.5. Folgerungen fir den Fliachenentwurfsprozess

Wie aus der Gliederung hervorgeht, unterscheiden wir Fl&achen-
entwurfsverfahren, die sich auf den Entwurf von ebenen Kurven-
netzen zuriickfiihren lassen ( Abschnitt 2 ) und solche, die auf
Stlutzpunktmessungen bzw. Fixpunktvorgaben beruhen ( Abschnitt 3 ).

Das Resultat beider Wege ist eine geschlossene Fladchendarstel-
lung der Form z = f(x, y) oder X = x(u, v). Mithin sind in
beiden Fdllen die in l.4. zusammengestellten Grundformen ver-
wendbar. Im ersten Falle /Stitzkurvenverfahren/dient das for-
melméssige Grundgeriist der Fl&chentheorie der Qualitédts-
kontrolle der entworfenen Fliache /siehe 2.4.4./. Im zweiten
Fall /Stiutzpunktverfahren/ kann diese Aufgabe zwar auch in
analoger Weise in Angriff genommen werden, aber hier ist zu-
dem die wesentliche Moglichkeit vorhanden, der zu entwerfenden
Flédche a priori /iber die in Nebenbedingungen umzusetzenden
zutreffenden Aussagen aus l.4./ lokale Eigenschaften an be-
stimmten Flachenpunkten aufzuzwingen. Dabei muss jedoch beach-
tet werden, dass die globale Ausstrahlung von lokalen Eigen-
schaften nicht so weitreichend wie bei den ebenen Kurven sein
wird, weil beziiglich der Fl&che ein zweidimensionales Beriih-
rungsproblem vorliegt.

Beim dokumentierten Entwicklungsstand des Ansatzverfahrens
sind folgende Vorteile zu verzeichnen:

1. Der Theoretiker kann bei Beachtung der dargelegten theore-
tischen Zusammenhinge Ansatzfunktionen zweckentsprechend aus-
wéhlen und schon beim Ansatz Uber bestimmte Koeffizienten
sinnvoll verfligen, um gewlsse lokale und globale Eigenschaf-
ten von Flachen und Kurven zu garantieren.

2. Dem Praktiker stehen diverse Standardansdtze zur Verfigung,
die leicht handhabbar und rechentechnisch realisierungsfihig
sind /siehe Abschnitt 6 und [91). Dabei nimmt der Anwender
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den komplizierten Mechanismus zur Realisierung der geometri-
schen Forderungen nicht wahr. Der Nutzer hat lediglich die Vor-
gaben mit Hilfe von Schablonen und eines Digitalisiergerédtes
aus der Erstentwurfszeichnung zu entnehmen.



30

2e Flachenentwurf guf der Grundlage von Stlutzkurven und

.QJI;R Vbrb-k achtung zur Entwurf ebener ‘Kurven
2,1,;gtégggg§§§5§§__gpde Messdaten und geometrische Vorgaben

Grundlage fiir den Entwurf einer ebenen Kurve y = f(x) sollen
eine Anzah¥*gemessener Stltzpunkte und geometrische Vorgaben
sein. Dabei lassen wir die beiden Sonderfille
- Kurve nur durch gemessene Stltzpunkte
und
- Kurve nur durch geometrische Vorgaben festgelegt,
ZU.
Folgende Bezeichnungen werden vereinbart:
Mit Messfehlern behaftete Stltzpunkte:

Sj - Stiutzpunkt
Geometrische Vorgaben:

Pk - Fixpunkt

Tl - Tangentenanstieg

KRm - Krimmung
= 1y 2y seey B n, np, nt, nkr:

= 1; 24 eevy NP Jeweilige Anzahl
=1y 2y, seey Nt der Messpunkte bzw.
=1, 2y eeey, Nkr konkreten Vorgaben

B H K o
1

Bekanntlich giit im kartesischen Koordinatensystem:

8, = (x5,
j = (x50y5)
P = (x,vy)

= I o= QX
¥y ¥ * i)

d2
’ : y‘u ¢ E;
K&n ((1 ot yr2)3/2 )m - T(l + (91)2)377 )m

o
»
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Sind in ausgezeichneten Punkten der Kurve Extremwerte bzw.
Wendepunkte vorgesehen, so konnen diese Vorgaben Uber die Fix-
punkt=, Anstiegs~ und Krimmungsbedingungen realisiert werden.

Mit den Abklrzungen

PmaX = (Xmax’ ymax) - Maximum
Pnin = (pin? Ypin) -~ Mindimun
PW = (X o) - Wendepunkt

lassen sich bekannte Aussagenverbindungen notieren:

Pmax<=> 4 (xmax) =0 A Y (xmax) % @
= ’ a— "

Pmin< >y (Xmin) 4 A Y (Xmin) ¥

P, <=>y"(x,) =0 A y"(x,) F0

Gilt zus&dtzlich noch
y’(xw) = 0, so handelt es sich um
einen Stufenpunkt Ps

Die dritte Ableitung gibt man im allgemeinen nicht vor. Eine
sich im Hinblick auf die Rechentechnik anbietende Kontrolle
flir die Einhaltung der Wendepunktbedingung ist:

sgn A = - sgn B
mit

bei betragsmissig hinreichend kleinem €.

2.1.2., Losungansitze

Es sollen hier die Moglichkeiten diskutiert werden, die sich
durch Polynomansdtze beliebiger Ordnung @R ergeben.
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Es sel das Ziel gesetzt, zu untersuchen, ob die Koeffizienten
des Ansatzes

W 3 A
mit ZT i ’ 1)
a = (ao a; a, ... a¢R)
und T = (1 x X . X¢R)

in einer fir den Entwurfsprozess geeigneten Weise bestimmbar
sind.

2ele2.1l. Koeffizientenbestimmung ohne Standardvorgaben

In diesem Falle ist der Koeffizientenvektor des Ansatzes (1)
unter den im Abschnitt 2.l.l. genainten Voraussetzungen zu er-
mitteln.

Die geometrischen Vorgaben konnen beliebigen Kurvenpunkten zu-
geordnet sein.

Ausgewdhlte Beispiele siehe Tafel 2 sowie Bilder 1 und 4 bis 15,
Zu beachten ist auch Tafel 1.

Ferner sel vereinbart:

Gesamtanzahl der geometrischen Bedingungen

r =np + nt + nkr
Die Anzahl u der zu bestimmenden Koeffizienten ergibt sich zu

u=0¢R + 1
Im Falle n = (g - r) benutzen wir die Ausgleichungsrechnung.
Gilt n = L% - I), so handelt es sich um den zugelassenen Son-
derfall Vv Pv=0.
v und P werden im folgenden Text erldutert. Bei n = OAu =r
losen wir das entsprechende Gleichungssystem direkt auf. Die
Relation n > (u - r) erfordert die Anwendung der Variante
"Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit Nebenbe-
dingungen" (siehe 101, S. 140).
Zur Vorbereitung eines variablen Aufbaus des notwendigen
Gleichungssystems vereinbaren wir die aus Tafel 1 ersichtlichen
Kennzahlen, deren Verwendung im Abschnitt 5 erléutert wird.
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Aus den Stutzpunkten Sj ergibt sich das System der umgeformten
Verbesserungsgleichungen:

- —_ -
- . = . (2)
Vn,l én,u dxu,] ]n,l ’
mit
T _
o (V1 Vy v Vn) (3)
2 PR
i1 x1 x1 o' & x1
2 @R
1 x2 x2 x2
e s8] hp e we e e (4)
14
2 OR
1 xn Xn Xn
p—
ax = (ao a, a, .. a¢R) (5
1,0
T e o .
—Il’n = (g, ¥y v, (6)

Zugelassen ist ferner die Diagonalmatrix En,n der Gewichte
der Beobachtungen /gemessene Stltzpunkte/.

Das System der umgeformten Bedingungsgleichungen, entstanden
aus den geometrischen Vorgaben, lédsst sich nach Typen ordnen
und so zusammenfassen:

. Fer —? = 7 .
BE u ® ®Xy,1 T Wi, =0 )

wobel



¢R-ng-l

PrR-1
GR-x2

. OR-1
R X 4

gR- (9R-1) xR
gR-2

¢R'(¢R-l)°x2

° - . wR_z
PR+ (PR-1) X kr




35

(2) und (7) gentigen, um das Problem im Simme der "Methode
der kleinsten Quadrate" zu ldsen, siehe (113 und C[1213,

Als Ergebnis erhalten wir die gesuchten Koeffizienten, welche
unter den erwédhnten Nebenbedingungen die Forderung

>
;T P v L Min

befriedigens.
2.1.2.2. Koeffizientenbestimmung im Falle der Standardvorgaben

Anfangspunkt, horizontale Anfangstangente und Anfangse
krummung

Durch Koordinatentransformation lédsst sich gewdhrleisten, dass
Anfangsabszisse X, = 0 gilte
Fordert man weiter /siehe Bilder 2 und 16 bis 22/

glo) = Yo M y'(0) =0 A y"(o) = KR,
so sind damit bereits 3 Koeffizienten des Ansatzes (1) ver-
geben:

= 1
(a aq a2) = ( ¥y 0 = KR

0 5

Im folgenden bezelichnen wir die Vorgaben im Anfangspunkt PO
mit "Standardvorgaben". Gemessen seien wiederum die Stutz-
punkte Sj' Ausserdem sollen noch weitere geometrische Forde=-
rungen, sog. "Zusatzvorgaben", fir alle Punkte P # PO gemdss
Abschnitt 2.1l.1l. zugelassen sein.

Diese Stutzpunkte und Zusatzvorgaben werden nun zur Bestim~
mung der noch verbleibenden Unbekannten (a3 ay, cos a¢R)

verwendet. Die Anzahl der verbliebenen Unbekannten ergibt
sich zu u_ 4 = (R + 1) = 3.

Aus den Stltzpunkten Sj folgt wieder das System der umgeform=—
ten Verbesserungsgleichungen

v = & = - % :
n,1 =~ =n,u, g : i 1 n,l (8)
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(10)

Beziiglich der geometrischen Vorgaben stellen wir erneut das

System der umgeformten Bedingungsgleichungen auf:

BE

=—r,u

P —
mit w1l

., =>T
wobei c

1,3

und

red

1

red’

—
+ wi

r;l

0
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3 4 PR
X Xy . 3
3 4 PR
X5 3 a e X
x?3 x* - xq)R
np np np
2 3 dRrR-1
3x1 4x1 ...0R 34
2 3 R
3x2 4x2 sis o PR Xy -1
BE_ . = (15)
,red ¢R1
2 3 =
3xnt4.xnt ste) SOR X ¢
2 _ PR- 2
6x, 12x] ...0R(QPR-1) 34
2 - PR-2
6x2 12x2 «..OR(QPR-1) 34
PR--2
6xnkr 12nkr -« -OR QR-1 Xnkr
2
1 x1 xl
2
1 x2 x2
1 22
np np
0 1 2xl
0 1 2x2
gr'3= - 30 s T 9w g e W lgi hidh i@ (16)
0 1 2xnt
= 0 0 2
0 0 2
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-— ynp
- Tl
- T
- B 2
dr,1 £aT)
- Tnt
(KR1 (1 4 D) )
_ 2¢3/2
(KR2 (1 % T2) )
_ i 2 3/2
(KRnkr (1 % Tnkr )

(8) wund (12) geniligen wiederum zur Ermittung der Unbekannten.

2¢l.2.3. Koeffizientenbestimmung im Falle der Standardvorgaben

Anfangspunkt, horizontale Anfangstangente, Anfangs—

krimmung und Anstieg der Affinnormalen im Anfangspunkt

Zunédchst gehen wir von einer Kurve mit Vorgaben gemiss 2.l.2.2.
aus. Dariber hinaus fordern wir, dass im Intesvall [x,, 03,
siehe Bild 3, eine Kurve angefligt werden soll, die zur 2rst-
genannten Kurve im Intervall LO, x,1 asymmetrisch ist.
Prinzipiell l&sst sich diese Aufgabe in guter Ndherung /Beriih-
rung 4. Ordnung/ durch Vorgabe des Anstiegs der Affinnormalen
l1losen.
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Bezliglich der praktischen Handhabung des Hilfsmittels Affinnor=-
male siehe Abschnitt 6. Der Anstieg der Affinnormalen ergibt
sich nach Abschnitt 1 zu:

' o w2 "s .
Ta = — 3 > my (o) = - - -1 (wegen y'{0) =0
ylll y"'
w2
mithin Y'"(O) = - 3! (0)
m, (o)

Wie sich leicht nachpriifen l&sst, sind damit die Koeffizienten

ai i . O, l, 2, 5

des Ansatzes ( 1) festgelegt:

KR KRé
(ao Ry o a3) = (v, U 2 B ZmAZOS )

Anzahl der verbleibenden Unbekannten:

W.pq = @R + 1) = 4

Analog zu 2.l.2.2. gelten prinzipiell die Gleichungssysteme
(8) und (12), Jedoch diesmal mit nachstehender Bedeutung:

4 5 PR
Xl X Xl
b4 5 ¢R
X, X 234
B u _ . 2 & 18
n,u g ) i e (18)
Xy Xy e X,
—)T
dx = (a a A Bae ) (19)
l,ured 4 5 PR
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1 1
2
1 x2 x2
f -
n’l _— . . . . . . .
2
1 xn xn
w _ >
r,1 T =r,4 <
->T (
it ] o |
R 5
Xy x1
4 5
X3 %3
x" x5
np np
=3 4
4x1 5x1
3 L
4x2 5x2
§§r - = : @ W Y &
"“red 3 y
4xnt 5x &
2 3
12xl 20x1
2 3
12x2 20x2
2 3
12Xnkrzoxnkr

4 =Yy
a3 ~¥g
a2 # :
a5 _§n
) of 2
a3)
xJF
ng
XGR
np
IR - X?R—l
BE XgR—l
g o g
gR(PR-1)xIR2
IR(GR-1)-xIR72
0R(¢R-1)-x¢R‘2

nkr




2 3
1 X) v *
2 3
1 x2 x2 x2
2 3
1 an xnp xnp
2
0 1 2xl 3x1
2
0 1 2x2 3x2
= .. 2L
=r,4 ° 5 ( )
0 1 2xnt 3xnt
0 0 2 6x1
0 0 2 6x2
0 0 2 6xnkr
d - siehe (17)

Tyl

2.1.2.4s Erzeugen axialsymmetrischer Teilkurven

Trivialerweise gilt flr die Spiegelung einer gemidss 2.l.2.1l.
oder 2.l.2.2. erzeugten Kurve an der y-Achse:

f(x) = f(=x)

Ebenso leicht ist die rechentechnische Realisierung, siehe
Abschnitt 5.
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2.1l.%. Wertigkeit der Messdaten und Vorgaben fir die Be-

stimmung der Koeffizienten der Kurve

Den Messdaten kdnnen in Abhéngigkeit von der Messgenauigkeit
Gewichte zugeordnet werden. Ebenso kann ein hohes Gewicht
willkiirlich vorgegeben werden, womit nahezu ein Festhalten
des gemessenen Stiitzpunktes erreicht wird /Pridzisierung
dieses Sachverhaltes, siehe Abschnitt 5/.

Bestenfalls kann ein gemessener Stiitzpunkt eine Fixpunktbe-
dingung ersetzen, woraus sich die Wertigkeit W = 1l flr einen
Stltzpunkt ableitet.

Fixpunkt-, Tangenten-, Krimmungs- und Affinnormalenbedingungen
sowie Kombinationen dieser Vorgaben /Maxima, Minima, Wende-
punkte/ erhalten die Wertigkeit W = 1. Die Wertigkeit einer
Vorgabe ist gleich der Anzahl der durch die Vorgabe bzw. Vorga-
benkombination festgelegten Bedingungsgleichungen und somit
ebenfalls gleich der Anzahl der festgelegten Koeffizienten
vor ~@).

In Tafel 1 sind die Wertigkeiten filir Stiitzpunkte und Vorgaben
aufgefihrt.

Beispiele flir ausgewghlte Kombinationen von Stltzpunkten und
Vorgaben nebst Gesamtwertigkeiten sind flr n < (ured -1r)

in Tafel 2 zusammengestellt.

wigg = L) siehe Bilder 1 bis 3,

bei n =(ured - 1) siehe Bilder 4 bis 26.

Zu n >(u

2.2+ Entwurf von Drehflichen

Liegt eine nach 2.l1l.l1l. konstruierte ebene Kurve vor, so ist
der Ubergang zur Rotationsflédche einschliesslich digital=-
grafischer Darstellung /siehe Abschnitt 5/ trivial.
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f(x)

¥
wird nunmehr als

r £f(z)

Il

interpretiert, wobel

r - Radius der Drehflidche D
z = Hohe

Siehe Bild 27.

Es gilt:
cosp * f(z)
D = |y = sinp « f(z)
z z (25)

Aus Bild 27 geht ebenfalls die Gebietseinteilung der Drehfl&che
nach elliptischen, parabolischen und hyperbolischen Punkten

hervor.

2.3, Entwurf von Flichen in der Darstellung z = f(x, v)

Nach der Vorbetrachtung zum Entwurf ebener Kurven gelingt die
Erweiterung auf den Entwurf von Flédchen in der Darstellungs-
form z = £ (x, y) auf einfache Weise.

2.3.1l. LOsungsansitze

Je nach Verwendungszweck kann der Konstrukteur eine noch zu
spezifizierende Anzahl von Erzeugenden- und Leitkurven vor-
geben. Die Erzeugenden-Kurven liegen in x bzw. u-Richtung und
die Leitkurven in y bzw. v-Richtung. Deshalb verwenden wir im
folgenden auch die abkilirzenden Bezeichnungen "u-Kurven" und
"v-Kurven". |

Die Kurven werden nach dem unter 2.1.2. erlduterten Prinzip
bereitgestellt.
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Zur Flachenerreugung aus Erzeugenden- und Leitkurven seien fol-
gende Ansidtze betrachtet: Im trivialen Fall "Schiebflidche"
/2.3.1.1./ - je eine Erzeugende- und Leitkurve /Bild 28/ - soll
die Erzeugende-Kurve entlang der Leitkurve in y-Richtung be-
wegt werden.

Im Falle von zwei Erzeugenden- und einer Leitkurve gemiss
2.3.1.2., und Bild 29 wird die erste Erzeugende-Kurve /zugehi-
rige Funktion: z = f(x)/ beim Verschieben in y-Richtung ent-
lang der Leitkurve geometrisch so verdndert, dass sie beim Er-
reichen des Endpunktes der Leitlinie mit der zweiten Erzeugen-
den-Kurve /zugehdrige Funktion z = h(x)/ identisch ist. In
beiden Fdallen entsteht eine Fléache

Z:f(x,y)z

m(y)+ m(y .x+ mz(y)x2 + eee + m¢R(ﬁ.X¢R

Setzen wir y = y;, S0 erhalten wir die entsprechende Zwischen-
kurve der Fliache z = flx, y ) in x-Richtung.

Ersichtlich sind die Koeffizienten my i =10, Ly, & «se; PR
Funktionen von y. Da die Funktionen mi(y ) die Bewegung bzw.
Verdnderung der Erzeugenden-Kurve /zugehorige Funktion z = f(x) /
entlang der Leitlinie beim Vorwdrtsschreiten in y-Richtung be-
schreiben, wollen wir sie "Bewegungsfunktionen" nennen. Aus den
Abschnitten 2.3%.1l.1l. und 2.3.1l.2. sind die entsprechenden Be-
wegungsfunktionen leicht zu entnehmen.

So ergibt sich aus (30) und (31 ) flr den trivialen Fall:

moly) = £, + gy # g2y2+ coee g(DRVQ)R
m, (y) = £,

m,(y) = £,

maR(y) =

Mithin ist in diesem Sonderfall lediglich das Absolutglied m,
eine Funktion von y.

Aus (37 ) und (38) ist fiir den anderen erwdhnten Fall abzu~-
lesen:



3
(N]
I~<
I
Hh
(N
+
e Y
(8]
1
Hh
N
=

Gehen wir nun auf die Falle 2.3.1.3.

/Je zwei Erzeugende- und Leitkurven, Bild 30/ und 2.3.1..4.
/Eine Schar von Erzeugenden-Kurven und zwei Leitkurven,Bild 31/
Uber, so kOnnen wir zwar prinzipiell wieder von einer Zwischen-
kurve in x- bzw. u=Richtung ausgehen, miissen uns aber die Be-
wegungsfunktionen auf einem Umweg beschaffen. '

Wir bestimmen zunédchst die Koeffizienten von Funktionen, die
hier als "Randfunktionen" deklariert seien. Diese Randfunktio-
nen schreiben vor, wie sich im Anfangs-= und Endpunkt der Zwi-
schenkurve /in x- bzw. u-Richtung/ Funktionswert und Ableitun=-
gen beliebiger Ordnung beim Fortschreiten in y- bzw. v=Richtung
andern sollen. Solche Vorgaben entsprechen dem angestrebten
Ansatzverfahren /siehe Abschnitt 1/.

Die Randfunktionen VOO(V
gegebenen Reihenfolge Funktionswert, 1l. Ableitung in u-Rich-

i fl, f2, vaey fo fixieren in der an-

tung, 2. Ableitung in u=Richtung, ...,0. Ableitung in u-Rich-
tung Jewells im Anfangspunkt der Zwischenkurve, wdhrend die
Randfunktionen vlo(v), B1» 8oy +++s B, analog flr den Endpunkt
der Zwischenkurve gelten. Zu ¢ und p siehe (44) und (45). Aus
den Koeffizienten der Randfunktionen, welche leicht aus den
Koeffizienten der Funktionen zu den vorausgesetzten Erzeugen-
den-Kurven abgeleitet werden konnen, gewinnen wir durch Auf- '
losung des Jewellig entstehenden Systems von Bestimmungsgleichun-
gen die gesuchten Koeffizienten der "Bewegungsfunktionen",
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siehe (57). Damit ist die Zwischenkurve in u-Richtung als
Funktion von v festgelegt (58).

Der Ubergang von der Zwischenkurven- zur Flachendarstellung
ist durch eine einfache Umformung (59) zu realisieren.

- Es sei hier darauf hingewiesen, dass weder die "Bewegungs-"
noch die "Randfunktionen" den COONSschen "Mischungs- oder Ge-

wichtsfunktionen" /siehe (141 / entsprechen.

Eine Rechtfertigung der gewdhlten Ansdtze ergibt sich aus
einer entsprechenden Diskussion im Abschnitt 6.

2.3%3.1l.1. Zwel vorgegebene Stutzkurven: Eine Erzeugende- und

eine Leitkurve

Vorgegeben seien die Kurven /siehe Bild 28/:

z, = £(x) =% + % (26)

z, =gly) =3 - ¥ (27)
wobei ' - fE, £ £y ass £5g)

g'=(0 g g5 ... 9gr) (28)

fT = (1 x 2° .. XGR)

3T = (1 y y? - yaR)

Es soll nun die erwdhnte "Schiebfldche" erzeugt werden:

=T >

z=z(x,y)=%T°;+g-y (29)
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Oder umgeformt:

z = z(x,y) = %% Vi v
= 2XY) = Xy gr+1 * Z9R+1,0R+1 © YQR+1,1 (30)
mit
fo 91 92 Jor
fl 0 0 0
7 = £, 8® 0 ! (31)
wa 0 0 0

Ersichtlich beschreibt
- B
2@, y)=1%,(y) =L, +& .7

die Anderung des Absolutgliedes der in y=Richtung bewegten
Erzeugenden=Kurve.

2.3.1.2. Drei vorgegebene Stltzkurven: Zweli Erzeugende- und

eine Leitkurve

Zusdtzlich zu den Kurven z4 und Zos (26) und (27), sel eine
dritte Kurve gegeben /siehe Bild 29/:

zz = hix) = ET . ; (32)
, g
Um eine Fl&che zu erzeugen, seil postuliert:
- >
z=2<x,y)=mT . X
wobedl (34)
+!I\ .
m- = (m (y) m(y) m2(y) W m¢R(y) )
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Ferner gelte:

m ->
i) =~ 2ley y) = £, + g -y
(35)
m.f{y) = (k;,) + (k;) = vy
z lo ok 1
Zu bestimmen sind somit die Koeffizienten:
(ki)j i = 15 25 suw 3 PR 3 =0y I
Die Unbekannten ergeben sich nach Aufldsung des Systems
1 0 (k) m, (o) £
. (@] —3 -
1 Yo (k) mi(ye) hy
1
Im Falle der Normierung Y = 1l folgt:
ey) £,
= (36)
(kl)1 hi - fl
Mit (35 )und (36 ) lédsst sich (34) umformen zu:
_ _. =T . -
z = z(x,¥) = X} gp41°Dgre1,gre1 ° YgRe1,1 (37)
mit
5 9 93 - IgR
£, (hl—fl) 0 0
D = £, (h,-f,) 0 0 (38)
£ 0 . Gt 0

or  (Por Egr
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2.3+¢1e3. Vier vorgegebene Stutzkurven: Je zwei Erzeugende=-

und Leitkurven

Vorgegeben seien vier Randkurven einer zu erzeugenden Fl&che
Uber normiertem, quadratischem Grundriss.

Zur Vorbereitung des Abschnittes 2.4 erscheint es zweckmédssig,
die Koordinatenachsen in der in Bild 30 angegebenen Weise zu
bezeichnen. Daraus folgt die Notation der Randkurven:

u__(u) = i u
oo'Y’ = oo u
_ ->T -
Ugp k) = Wy * U
(39)
_ =T . -
Voo(v) = Voo &
_ ->T ->
vlo(v) Y16 v
wobei
->T _
o = (W00, uooy uoo,, —_ uoo¢R)
->T
Uoi. = (uolo uoll uol2 5% uOIQR)
S . (ko)
s = voo_ Voo, Voo, e voo¢R)
->T
Vig = (vloO vlo1 vlo2 S vlo¢R)
und
oL = (1 u u? — u¢R)
. (k1)
-
vi = (1 v v - v¢R)

Ein Losungsweg zur Flédchendarstellung filihrt Uber den "Zwi-
schenkurvenansatz": Zu ermitteln seien die Koeffizienten der

Zwischenkurve
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_ T >
uov(u) ﬁov o
mit ( 42)
T .
Hesir = (uovO uovy uov,, oo uuv¢H)

Bendtigt werden u = (@R + 1) Bestimmungsgleichungen:

Voo(V) - uov(o) W
Vlo(V) - uov(l)
3(u__(0)) d(u_,(0)) du__ (a))
00 ol - ov
f1 (v, ou ; ou ) = ou
3%(u__(0)) 3%(u_,(0)) 3%2(u___(0))
00 ol ov
f2 (VI auz ’ auT ) = auA
9 (L3)
o o} o
o, Dlasole)) 2%(uyy(0)) - 2%(uyfo))
g au’ du au’
3(u_ (1)) d(u_. (1)) d(u__ (1))
(e]e] 7 ol _ ov
9, (v 3u N ) = 3u
3% (u (1)) 3%(u_y(1)) 9% (u (1))
92 (v, du’ 4 du” - du’
P P p
e, Pluge(1)) 2Phuyy(a0) - 2Prug,(a))
P Bup au® au’ g

wobei sich 0 und e mit Fallunterscheidung so ergeben:

Fall PR = 2 m, =+ ] m, = O L 245 snep D

o = 2(9R - 1) (41)

p =20



Fall PR = 2 m,
—l.
0 =3 PR
p: B g =]
(43) umgeformt:
K
=u,u

wobeil

v
(e]e)

B

natiirliche Zahl




mit

Hy
=
I
Hh
Hh
Hh
Hh

(48)

und

L. =0y 23 ssiiy O (50)
1 = Ly Zi sonp B (51)

weéiter gilt fir g = p:

¥

ak o4 ot a
wHa vHE g o9

I
I
Q
I
P
N
no




mit

(OB

2

O 0 O 0O O

¥ I 1 1 1
O

0 0O 0 0O O

31 O 0 O O

0 ...(0=2)1 OO ©

0 “i ¥ O G=1! 0 O

@) wyim) O O o¢g! O

(0-2)!
((0=2)-1)!

(o=-1)!
((o=1)=-1)1

ol
g=1 )%

(o+1)!
((o+1)-1)"!

(PR=-1)1
((PR-1)-1)!

pr!

ESR
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o

0

2!
(2-2)1

3!
(3-2)!

(0-2)!

((0=-2)-2)!

(o-1)!

((o-1)-2)!

o=-2)!

(o+1)1

((o+1)-2)!

(pR=-1)!

((PrR-1)-2)!

PR
(pr-2)!




(OR 2

Ut
N

o)
)

3!
(3-3)!

(0-2
((0-2)3;)'

(og=-1)!
o-1)-3)1

o!

{o=-3)7T

(o
((0+I%zé)'

(prR-1)!

((PR-1)-3)!

PR!
(PR-3)!
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(
p=2)1!

((P=2)
(P=2))!

(
p=1)!

((
B
1
)=(p=2
DE

(o-(pfé)
) !

(p+1)
!

((
p+1)-(
e
2)
) !

(§R-1)
!

((9
R_
1)-(p
_2)
)!

PR!

((

[}

R-(p=2)
)!




it L B=x ) -3
idp

i((1-0)-(1-¥9¢))

(1-40)

L LT-0)~{ T40))

i(1+0)

i((1-09)=-0)

id

P((T~9)~{T20))

i(1-9)




o)

o

p!
e = (p-p)1!

(p+1)!
((p+1l)=-p)!

(pR-1)!
((PR-1)-p)!

PR!

(§R=-p)!

Aus der ausflihrlichen Darstellung der Zeilenvektoren von G (52)
ist Spaltennumerierung von G erkennbar,
Der Spaltenindex k durchliduft folgende INTEGER-Grossen:

k =0,1, 2, 3, «v., 0-2, ©0-1, 0, 0+1, ..., OR-1, @R
bzw.
k = OI 1! 21 3r e e ey p_zl p=1, p, D+1, R @R—lr Q’R

Obige Darstellung ermdglicht einen dynamischen Aufbau von G
bei beliebig vorgebbarer Ordnung {@R.



Zweckmissigerweise sei sofort in ALGPL 60-Schreibweise ver-

einbart bzw. notiert:

ARRAY G [0 : @R, O : @RI ;

FfRI: = O STEP1 UNTIL R Df
FfR K: = O SIEP1 UNTIL @R DJ

¢ I, KJ: = O

G [0, 01z = 1;

FgR K: = O “STEP 1 UNTIL @R D¢

G [ly Bly = 1§

Fgr I: = 2 STEP 1 UNTIL SIGMA + 1 Dg
G I, I-13: = FAKULTAET (I - 1);

FgR I: = SIMA + 2 STEP 1 UNTIL @R Dg
FgR K: = I - (SIGMA + 1) STEP 1 UNTIL @R Dg

G £I, KJ: = FAKULTAET (K) /
FAKULTAET (K - I + SIGMA + 1);

bei Benutzung der
PRPCEDURE FAKULTAET /formaler Parameterf;

zum Algorithmus (53) seli ein Trockentest demonstriert:

i
w w
——
~
1D
00}
-
[00)

o
Er sei PR = 7 +{ 5
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ARRAY G [0 : 7, O : 71
Spalte 0 1 2 3 4 5 6 7
Zeile
0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 I i A i) 1
2 0] 1 O @) 0 0O (0] @)
3 (o) O 2 O (@) () 0} (@)
4 0 O (0] 3 (0] ] (0] 0O
5 0 1 2 3 4 5 6 FL
6 @) 0 2 6 1.2 20 30 42
7 0] (0] ) 6 24 60 120 210

Zur Bestimmung der Koeffizienten der

L ist noch K bereitzustellen.

Wir verfigen in folgender Weise Uber

gesuchten Zwischenkurve

EE und g? (siehe (48) und (49)):
fll:gal=o l=2, 3, o0 o0y ¢R

sowie analog zu (36)

Q0
f . :
lo Bul
= 3 i
3 (u ,t0)) 3 (u ()
£, - - -
l1 Bul Bul



bzw. | aj(u (1))
g3, 00
su’
Tl sty s o
gj O% _ 90
1 su’ Ju’
Nunmehr lisst sich (46) nach‘:,lov aufldsen:
N &
(uov)u,l ) gu’u ’ éu’u : vu:l C7)

Damit erhalten wir die Darstellung der gesuchten Zwischenkur-

ve zZu.

Mu,u - gu,u ‘ 5u,u

ergibt sich eine (30) und (37) entsprechende Form flir die
Fléchendarstellung:
—)'I — 3

F (u,v) = ul,u . yu’u . Vu,l (

U
O

2.3.1leltse Mehr als vier vorgegebene Stutzkurven: Eine Schar

von Erzeugenden-Kurven und zwei Leitkurven

Zusétzlich zu den im Abschnitt 2.3.1l.3. vorausgesetzten Kurven
sollen nun zusétzliche Erzeugende~Kurven zugelassen werden.
Dazu kiirzen wir ab:

nus - Gesamtanzahl der Erzeugenden-Kurven in u-Richtung
("u=Kurven")
1l =nus - 2
(Anzahl der Zusatz- "u-Kurven'")
Abgespeichert werden die Koeffizienten der nus-"u-Kurven" in
einer Matrix

= (T a a . a a
gu,nus ( 00 ovq oV, ‘ ‘ oV, ol

- ’ Ll g
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wobel ( 60)

“ & ovi uovi ovi uovi
uov (u 0 (0] l u 2 * e ° v ¢R)

i = l, 2, "0 0y l

Zu U gehOrt ausserdem der Vektor der v-Stltzwerte

L =
Va = (0 vy v, c eV 1) ( €1)
Bild 31 veranschaulicht ein Beispiel mit 1 = 2 Zusatz~
"u~Kurven", also nus = 4.

Wir verwenden wiederum den Zwischenkurvenansatz (42), Die lin-
ken Seiten der Bestimmungsgleichungen (43) sind dabei ab der 3.
Gleichung zu ergénzen, denn in

fi i = l, 2, ooo,o

gj j = l’ 2, ooo,p

gehen nunmehr auch die partiellen Ableitungen in den Anfangs-
und Endpunkten der Zusatz "u=Kurven!" ein:



und

(v,

(v,
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B(uoo(o)) ( ov](0)> B(uovy(o))
du 4 3u L du g
a(uOV (o)) 8(u01(0))
1
au ' au )
az(uoo(o)) az(uol(o)) 32(uOV (0))
2
aul r aul r aul 4
32(uOv (o)) 932%( 51 L04)
1
au‘ du’
BO(uoéo)) BO(uOV (0)) a°<uov (0))
1
su’ du ' 3u
8% (uy, (@)  3%(ug,(0))
1
5 )
BuO auc
S(uoo(l)) a(uovl(l)) B(uovz(l))
du au 4 du 4
9 (uov (1)) a(uol(l))
Ju~ d au )
32(“00(1)) Bz(uovl(l)) 32(uOV (1)
au’ ’ du“ y du‘
82(uOV (1)) a(uol(l))
1
au’ £ du”
0 o P
) (uoél)) 3 (uovl(l)) 3 (uovz(l))
Bup aup ' 3uo
p 0
9 (uOVl(l)) 3 (uol(l))
auo Bup
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Mit diesen linken Seiten lédsst sich das Gleichungssystem eben-
falls in der Form (46) schreiben, wobei auch (47) bis (51 gel-
ten. Die rechte Seite (52)bleibt ohnehin ungedndert. Neu ver-
flgen missen wir dagegen Uber die Koeffizienten der Randfunk-

tionen

fi und gj.
Aus (54) bis (56) ging hervor, dass bei vier Randkurven Rand-
funktionen 1. Ordnung angesetzt wurden. Im aktuellen Fall
setzen wir Randfunktionen der Ordnung

RJR = nus -1 (63)

bei der eindeutigen Bestimmung der Koeffizienten an.

Es ist Jjedoch aus numerisch-rechentechnischen Griinden bekannt-
lich nicht zweckméssig, Ordnungen RPR > 5 zu widhlen. Sollte nun
nus > 6 sein, kann die Randfunktion nur mit Hilfe der Aus-

gleichungsrechnung bei Verwendung RPRS 5 approximiert werden.

Die Elemente von f; und §5, siehe (48) und (49) ergeben sich
aus folgenden Gleichungssystemen:

T
H . £, =U - (d)) (6L)
nus ; ReR+1 lR¢R+1,1 —nus, R+1 A OR+1,1
S T —->
H . : =0 . ;
—nus,ROR+1 ij¢R+1,l —nus, R+1 (ej)¢R+1 1 (65)
’
mit
1. 0 0 (0]
2 ROR
1 v1 V1 Vl
2 ROR
1 v2 v2 V2
H= A - - -
2 RPR
1 vl v1 v1
1 1 i i 1

dabeli gilt die Bedingung ( 48 ).



Folglich
e | .
(%i)nus,l ~ =nus,nus ¥ nus, §R+1
o . | ]
(gj)nus,l -

=nus,nus —nus, PR+1
' e
Wenn alle Elemente von

i
i
muss PR = RPR gelten.

Bei RPR < @R ist zusdtzlich festzulegen:

fi =fi =0co=.f-l =O
nus+1 nus+2 PR

g' - s =-o.'—_-g. =O

Jnus+l Jnus+2 JOR

=

Nurimehr ldsst sich (46) wiederum zur Form (5

ebenso gilt (58) fir die Zwischenkurve.

i)¢R+1,1

¢R+1,1

=3
und g. bestimmt werden sollen,
J

7) auflbsen,

Um die Bezeichnung der Fl&chengleichungskoeffizienten aucl
diesmal wieder auf den Ansatz abzustimmen, kiirzen wir ab:

—u'u
Somit

2.%3:1.5., Erzeugen symmetrischer Teilfl&chen

Eine Fl&che Fl(ul, vy )

mit Q% ul; 1
< <
Q= vy = 1

sei vorgegeben.

(68)

(66)

(67)
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Gemdss Bild 32 gilt trivialerweise im Falle der Spiegelung an

der Leitkurve VOO:

Flu,, v,) =Fl-u, vy) = Filug, vl) ( 70)

mit

IIv
I
]._l

<

1l

<
(=l

Analog gilt fur die Spiegelung an der Erzeugenden Uggt

Fluy, vy = Fpluy, —vy) = Fyluy, vy) (71
mit 02 VA.; - 1
Y =N

FB(uB, v5) - Fj(-ul, 5 U vl) (72)

mit

o O
v lv
<

Y3
3

v v

2¢.3.2. Zusammenschluss mehrerer Fl&dchenstiicke

Der in 2.3+.le3. und 2.3.1l.4. vorgestellte Algorithmus gestattet,
auf einfache Art und Weise bei Einhaltung gewisser Voraussetzun-
gen beliebig viele Fl&chenstiicke zu einem Streifenverband in
Richtung der Erzeugenden-Kurven zusammenzuschliessen.

Dabei wird in Abhingigkeit von der vorgegebenen Ordnung der
Fldche die Stetigkeit der Ableitungen bis zur Ordnung
/siehe (44) | in Richtung der Erzeugenden-Kurven auch an den
Ubergangsstellen garantiert.
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Im Falle 2. 3.1.4 kommen noch hinzu:
ad(u_ (1)) 3 (u_ (o))
ov i ov i 1 %
1 1
auJ aui
3j i
33 (u, (1)) 2 (u, (0)) g
2 2 21,
= . re
Buj aul
33 (u_ (1)) 3t (u_ (0))
ov1 I _ ov1 IT
Bu] au

Fir i und j gilt stets (50) wund (51).






Die Vorausse ungen dazu sind /siehe Bild 33/ im Falle 2.3.1.3.

s Beispiel des Zusammenschlusses zweler Fl&chenstiicke 1

~
1l

—

5SS

16T (e]e] 11
a(uoo(l))I B a(uoo(o))II
au - Ju
2 2
) (uoo(l))I N ) (uoo(o))II
du‘ ou”
P/ o
3 \uoo(l)>I _ 3 (uoo(o))II
’auC auG
3(uol(l))I - 8(u01(0))II
ou Ju
2 ERE 2
3 (uolkl//I B 3 (uol(o))II
au* du
o \ o
) (uol(ll)I _ 9 (uol(o))II
auO au°
oder kiirzer:
(v E K. )
1o’z 00 11
Jq / i
P \uooal))I 3 (uoo(o))II
= = - (73)
au] aul
37 {1y 01 sl ey @77
A i
Ay’ 8ui
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Nach den Vorbetrachtungen in 2.l. erkennt man nunmehr leicht,

dass die Voraussetzungen ( 73 ) und ( 74 ) durch das Ansatzverfah-

ren geschaffen werden konnen.

Behauptung:

Mit (73 Jund ggf. zusdtzlich mit (74) gilt

Beweis:

(uov(l))I

<
<

H\/
Il

VoraussetzungsgemdB ist

Somit gilt

(76).

(v

i
a7 (u (o)

(o))

6 [

au

A

nach Prdmisse

siehe

(43)

bzw.

(75)
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Bezeichnen wir die aktuellen Nachbarfléidchenstlicke mit N und

N + 1 statt I und II und vertauschen entsprechend auch die
Indizes, dann stellen (73) und (74 )die Voraussetzungen fiir
den Zusammenschluss zweier beliebiger Nachbarfladchenstlicke
innerhalb eines Streifenverbandes in Richtung der Erzeugenden
dar.

Bisher hatten wir 0=0 gesetzt. Gilt OF° , dann kann die
Stetigkeit der Ableitungen im gesamten Streifenverband eben-
falls bis zur Ordnung o garantiert werden. Zu beachten ist
dabei:

Geben wir im Anfangspunkt der Zwischenkurve die Ableitungen
bis zurog . Ordnungvor, dann sind im Endpunkt nur die Ablei=-
tungen bis zur Ordnung p frei wédhlbar. Die 0, Ableitung im
Endpurk® der Zwischenkurve ist damit festgelegt. Zur Absiche-
rung der Stetigkeit beim Ubergang zum nédchsten Flichenstiick
missen demzufolge die Ableitungen bis zur ¢ . Ordnung am End-
punkt der Zwischenkurve des Fl&chenstlickes N auf den Anfangs-
punkt der Zwischenkurve des Flachenstiickes N + 1 Ubertragen
werden.

Beabsichtigen wir, mehrere Flachenstlicke in einem Blockverband
zusammenzufassen, so muss zus&dtzlich noch die Stetigkeit in
Leitkurvenrichtung gewd@hrleistet werden.

Im allgemeinen wird der Ansatz in 2.3.l.3. bzw. 2.3.1l.4. diese
Stetigkeit nicht in Jjedem beliebigen Grenzkurvenpunkt garan-
tieren kénnen. Der Algorithmus "M@BIL" /"bewegliche Zwischen-
kurve"/, wie wir den diskutierten Ansatz auch nennen wollen,
erzeugt jedoch alle notwendigen Funktionen fiir einen Ubergang
zur allgemeinen anstiegskorrigierten Fliche nach COONS [C14 1,

Auch ein anderer Weg ist mdglich zum nachtréglichen Zusammen=—
schluss mehrer Streifenverbédnde in Leitkurvenrichtung:
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Die Anwendung der korrelierten bedingten Ausgleichung /siehe
Abschnitt 3.5./.

In einem Hauptanwendungsfall /siehe Abschnitt 6./ wird bewusst
darauf verzichtet bzw. es entfdllt oben genannte Forderung.

2.3.3. Separate Konstruktion von Rand- und Flichenkurven

Oft ist eine Begrenzung des Vorbereichs der Funktion z = Iix, y)
erwinscht. In 2.3.1.3. und 2.3.1l.4. wurden die Erzeugenden- und
die Leitkurven Uber dem Einheitsquadrat angeordnet. Wir hatten
in diesen Abschnitten lediglich in Vorbereitung auf 2.4. die
Hauptachsen des kartesischen Koordinatensystems mit u, v, f(u,v)
statt mit x, y, z bezeichnet.

Andere Flichenbegrenzungen konnen nachtridaglich durch Schnitte
der bereits konstruierten Fldche mit "allgemeinen Zylinder- und
Kegelfldchen" erzeugt werden.

Wir legen dazu in der Grundrissebene eine geschlossene Spur-
kurve oder eine Kombination von einzelnen Spurkurven fest. Die
Spurkurven konnen wahlweise in kartesischen Koordinaten, in
Polarkoordinaten, in Parameterdarstellung oder auch nur in
Wertetabellen bereitgestellt werden.

Unter der Voraussetzung, dass eine sinnvolle Begrenzung der
Flédche entsteht, sind alle Klassen von Funktionen fir die
Spurkurven zugelassen.

Ferner legen wir einen Punkt im Raume als Zentralpunkt fest.
Damit seien die erzeugenden Geraden von Jedem Punkt der Spur-
kurve zum Zentralpunkt gegeben.

Es kommt nun darauf an, die Durchstosspunkte der erzeugenden
Geraden durch die Fléche z = f(x, y) zu ermitteln. Die Schnitt-
kurven auf der Fldche werden mithin punktwelse bestimmt.
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Gebrduchliche Spurkurven konnten z. B. Kegelschnitte oder die
Bilder von trigonometrischen und ganzen rationalen Funktionen

sein.

Liegt der Zentralpunkt in endlicher Entfernung, so entsteht
ein "allgemeiner Kegel", sonst ein "allgemeiner Zylinder".

Bei "allgemeinen Zylindern" interessiert besonders der Sonder-
fall normal zur Grundrissebene stehender Erzeugenden.

In diesem Fall genligt ein Einsetzen der aktuellen Wertepaare
(x, y) der Spurkurve in die Flichengleichung z = f(x, y),

um die gesuchten Durchstosspunkte zu bestimmen.

Die Bilder 34 und 35 veranschaulichen zwei Beispiele zur Er-
zeugung von Fladchenbegrenzungen. Je nach Aufgabenstellung kon-
nen diese Fléchenbegrenzungen auch als Fladchenkurven innerhalb
eines Fléachenstiickes interpretiert werden.

Auch die Aufgabe "Schnitt von zwei Fl&chen der Form z = f(x,y)"
lésst sich auf das Problem "Ermitteln des Durchstosspunktes
einer Geraden durch die Fliche z = f(x, y)" zuruckfihren. Dabei
setzen wir voraus, dass eine reelle Schnittkurve existiert.

Diejenige Schar der Kurven der zweiten Flédche, die die erste
Flédche durchdringt, wird in N&dhe der Durchstosspunkte durch
Polygonziige ersetzt.

In den meisten Féllen wird die beschriebene "Durchschnitts-—
methode" ein Iterationsverfahren mit einer vorgebbaren rechen-

technischen Abbruchschranke erfordern.

2.4, Entwurf von Fliachen in GAUSSscher Parameterdarstellung

Lassen wir die Voraussetzung der Darstellungsweise z = f(x, y)
fallen, ist der Ubergang zur GAUSSschen Parameterdarstellung
notwendig:

x=x(u, v ) (77)
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oder ausfihrlich:

= %y w )
y = 3 Ly, w )
Z = Z Wy V)

(78 )

Die Fldche soll wiederum aus Erzeugenden- und Leitkurven abge-

leitet werdem. Mithin sind diese Stutzkurven ebenfalls in

Parameterdarstellung bereitzustellen.

Nehmen wir z. B. den Fall der Vorgabe von vier Randkurven,

so bendtigen wir die Kurven in der Form:

W == uoo(t )
Yo1 = uof t)
Voo T Voo(t )
Vig = Vgl &)

Der Parameter t wird spater noch spezifiziert.

Es sei hier lediglich nochmal daran erinnert, dass gilt:

05 % Vy &

I~

L

Zur Veranschaulichung des Sachverhaltes siehe Bilder ( 36 )

bis (38).

2.4.1. Entwurf von rdumlichen Stltzkurven in Parameter-

darstellung zur Verwendung als Erzeugende- und

Leitkurven

Wir betrachten die Einzeldarstellungen der Komponenten der

Raumkurve:
2 = X &)
y = v &)
Z = 2 ('t)

&1 J
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Diskutiert sei nun, inwieweit die grundsédtzlichen Uberlegungen
im Abschnitt 2.1. auf die Komponentendarstellungen (8I) tiiber-
tragbar sind.

Aus Tafel 3 geht hervor, welche Messdaten und Vorgaben im vor-
liegenden Fall moglich bzw. sinnvoll sind.

Dabei wird - fUr den Parameter t die normierte Bogenlinge s
gesetzt.

Tafel 4 zeigt an einem Beispiel, welche lokalen Eigenschaften
einer Raumkurve durch das Ansatzverfahren gewdhrleistet bzw.
kontrolliert werden konnen.

Die Gewg8hrleistungs- bzw. Kontrollfunktion der Differential-
geometrie gewinnt Bedeutung im Zusammenhang mit der Festle-
gung bzw. Kontrolle der Fréaserwege im NC-=Fertigungsprozess.

Konstruieren wir eine Raumkurve nur aus geometrischen Vorga-
ben und ordnen wir dem Anfangs= bzw. Endpunkt der Raumkurve
die Parameter O bzw. 1 zu, so erhalten wir damit sofort die
notwendige Darstellungsform (8l) fir eine Rand- oder Stltz-
kurve einer Fl&dche zur Verwendung als Erzeugende- oder Leit-
kurve.

Soll die Raumkurve Jedoch nur aus gemessenen Stultzpunkten oder
aus der Kombination Stutzpunkte und Vorgaben erzeugt werden,
so missen wir die Bogenlénge zum aktuellen StUtzpunkt zu-
mindest gendhert bestimmen.

2.4.,2. Ndherungsweise Bestimmung der Bogenlédnge einer rium-—

1ichen Stutzkurve

Die Bogenliange einer durch Stutzpunkte festgelegten Raumkurve
ldsst sich in guter Ndherung durch die Sehnenpolygonzuglinge™s
ersetzen, wenn die Kurve unter der Bedingung Schrittweite AS
<< Gesamtbogenlénge Sq digitalisiert wird. Wie sich rechen-,
technisch erwiesen hat, genigt es, die Komponenten der Raum-

kurve in der Form
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(82)

NN
1l
1))

darzustellen. Dabei normieren wir die Gesamtpolygonzugléange.

Die Funktionen zu (82) kénnen nach dem Ansatzverfahren gemiss
2.1l. bestimmt werden.

2.4+3, GAUSSsche Parameterdarstellung der entworfenen Fliche

Liegen nun Stltzkurven in der Form (81) bzw. (82) vor, so las-
sen sich ebenfalls die in 2.3%.l. angegebenen Losungsansitze
realisieren. Nur handelt es sich jetzt Jjeweils um die 3 Kom=
ponenten X, y, 2z. Der Parameter t bzw.'g wird Je nach Rich-
tung zum Parameter u bzw. v erkldrt und die Fl&chendarstellung
ergibt sich zu (78). Die Bilder 36 und 37 konnen auch als Ver=-
anschaulichung der Raumkurven"-Variante" von Abschnitt 2.3.1l.3.
ausgelegt werden.

Analog dazu liessen sich grafische Darstellungen zu den anderen
Ansatzen zeichnen.,

Wir beschrénken uns hier auf das Notieren der numerischen End-
ergebnisse.

Im Falle der "Raumkurvenvariante" gilt bel

Do BonLiw s
g = xluy; ) = A w Xz - v
y = ylu, v) =3 - Yz - v (83 )
2 = 2gla, w) = al s 27 - v
Bs Budlee D o .
x =x(u, v) =u =+ XD * v
y=y(u, v) =3 - ¥D + ¥ (8L )
> ->
z=2(u, v) =ua » ZD & v



I e T O % = x(uw, v) = GT « XV - v
y=y(u,v)=GT-g/_-3 (85 )
z =z(u, v) =ua - FAIRIR

2.3.1.k.2 x = x(u, v) = GT « XM - v
vy =ylu, v) =3° « ¥M « ¥ (86 )
z=z(u,v)=_ﬁT°ZM°-\;

2.4.4. Die Kontrollfunktion der Differentialgeometrie

Wenn eine Fliche X = X(u, v ) unter Verwendung der Ndherungs-—
losung nach 2.4.2. entworfen wurde, dann erscheint es sinnvoll,
zur Kontrolle der geometrischen Eigenschaften der entworfenen
Flache differentialgeometrische Kriterien einzufligen.

Zu diesem Zweck bringen wir die im Abschnitt 1 wiederholten
grundlegenden Beziehungen in folgende Form:

w - (a3 a, ag)
*3 = b By by
;Ev = (e, < cy) -
o = (4 4y dy)
+\Trv = &g & €3
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_ T . >
E = Xu Xu
6 = % % (88)
v v
. -+T s -
B = u Xy
j
> 1
& = 35 gy % a4 (89)
Byl - By By
d, @, i
o
L = W al a2 a3
by by By
C:l C2 C3
M = % & 95 2y i (90)
b, b, by
€y ©5 94
1
M = W al a2 a3
bl b2 b3 J

Mit Hilfe von speziellen Prozeduren, siehe Abschnitt 5,
lassen sich die bendtigten Ableitungen (87), die Flachennor-
male (89) und die GAUSSschen Fundamentalgridssen I. und II.
Art (88) und (90), das GAUSSsche Krimmungsmass und die mitt=-
lere Krimmung fiir jeden beliebigen Flichenpunkt (u, v) be-

rechnen, Der Wert (LN - MZ) kann fir Jeden Rasterpunkt eines
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vorgegebenen beliebig engmaschigen u=-v=Netzes berechnet, abge-
speichert und ausgedruckt werden. Vorzeichenwechsel wird be-
sonders signalisiert! Die abgespeicherten Werte konnen Grund-
lage flr eine automatisch zu zeichnende Karte der Flédche mit
Gebietseinteilung nach Kriterium

elliptische
>
LN - M2 e D o parabolische Punkte
hyperbolische
sein.

Jedoch selbst aus dem Rechnerprotokoll geht sofort durch beson-
deren Textausdruck augenfdllig hervor, ob z. B. unverwinschte
Wendepunkte /bei ebenen Schnitten/ bzw. hyperbolische Fliachen-
punkte auftreten.

2.4.5., Zusammenschluss mehrerer Flichenstiicke

Die grundlegenden Gedanken wurden bereits im Abschnitt 2.3.2.
zusammengetragen.

Was dort fir eine Komponente notiert wurde, gilt genauso auch
fir die drei Komponenten x, y, z der Parameterdarstellung (78).

Wir halten hier lediglich noch einmal fest, dass bei Verwendung
des Algorithmus "M@BIL" /2.3.1.3. und 2.3.1l.4./ und Beachtung
der Bedingungen (73) und (74) fiir alle drei Komponenten x, Ve, 2
sich ein Streifenverband von Flachenstiicken in Parameterdar-
stellung aufbauen l&ds’ " .Dieser Streifenverband garantiert dann
die Stetigkeit der O, bis O.=ten Ableitung in Richtung der
Erzeugenden-Kurven auch an den Ubergangsstellen.

Ebenfalls sind die Mdglichkeiten, Kombination mit der Losung
nach COONS und Abschnitt 3.5. bzgl. Blockverband, auf die drei
Komponenten unmittelbar Ubertragbar.



3., Entwurf von Flichen der Darstellung z = f x, y) auf der

Grundlage von Stutzpunkten und geometrischen Vorgaben

5«1le Vorauszusetzende Messdaten und geometrische Vorgaben

Anglog zu 2.l.1l. gelte:

Eine Flidche z = f(x, y) sei durch eine Anzahl gemessener Stltz-
punkte und geometrischer Vorgaben bestimmt. Dabei sollen vie-
derum die beiden Sonderfalle

— Fl&che nur durch gemessene Stutzpunkte
und
- ldche nur durch geometrische Vorgaben festgelegt,
zugelassen seln.
Diesmal vereinbaren wir folgende Abklirzungen:
Mit Messfehlern behaftete Stltzpunkte der Flache
Sj - Stltzpunkt
Geometrische Vorgaben:
Pk - Fixpunkte

TXlX - Anstieg in x-Richtung

TYly - Anstieg in y=Richtung

Kme - Krimmung in x=Richtung

Kme - Kriummung in y=Richtung
j =l, 2, ...,1’1 mle’ 2, 00y l’lkX
K = l; 25 wewg HD my = 1, 2, eseey, NKy
1X=l, 2, e e oy l’l'tX
1y=l’ 2’ '.., nty

Ny MNPy ntx, nty, nkx, nkys
Jewellige Anzahl der Messpunkte bzw. geometrischen Vorgaben.

Zu notieren ist weiterhin:



j j J
Py = (xr Yy 2g)
0z
TX = Z = (5= )
1x xlx ax Tie
92z
TY = g = (z= )
3%z
z Ry 2
KX = | XX - IX
mx ; 3/2)mx ( ey 2 3/2 )mx
(1 = g5) (1 + (=) )
X
32z
RY = “yy b = 8 by g
2 3/2 _B_Z 2 3/2 .
(1 + 22 1+ 52)%)

Sind in ausgezeichneten Punkten der Flache elliptische Punkte
/speziell Maxima und Minima/ oder hyperbolische Punkte vorge-
sehen, so kdnnen diese Vorgaben wiederum Uber die Fixpunkt-,
Anstiegs- und Krimmungsbedingungen realisiert werden.
Zunéchst erinnern wir uns an die Bedingungen fur Extrema:
wobel fir

Es seli P (x

extrem = Yextrem? Yextrem’ “extrem)’?
Index "extrem" entweder "max" oder "min" substituiert werden

kann.

Notwendige Bedingung fir Extrema:

Ty ( Xoxtrem? Yextrem) = fy (Xextrem? Yextrem) = © L)
Mit
5 £
oo |t Ty .
A Fextrem? Yextrem) = & % (92)
f i
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notieren wir die hinreichenden Bedingungen:

A > A < A <
R E SO H .50 B eise (93 )
A
=08 L, >0k Lo ™ 0 B (94 )

Die Extrema gehodren zu den elliptischen Punkten.
/GAUSSsches Kriimmungsmass K > 0/

Gilt jedoch (91) mit

(95)
A=K <0 bzws, A=K =0, bzw.

(96)

so handelt es sich nicht um Extrema, sondern um hyperbolische+
Punkte mit horizontaler Tangentialebene.

Durch Vorgaben gemidss (91) bis (94) kénnen wir mithin Extrema

"konstruieren" bzw. nach (91) , (95 )und (96 hyperbolische
bzw. parabolische Punkte erzeugen.

bzw. parabolische
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3.2+ "FLAECHENSEGMENT"-Ansatz

Erinnert sei an die Matrizenform der Flidchendarstellungen im
Abschnitt 2.3.1. Die Gleichungen (30), (37), (59) und (68)
weisen alle die gleiche Bauart auf:

T >
z =10 ¥) =% gry1 o Dgpad grel ¢ Ygre1,1  97)

Bezliglich der Vektoren siehe (28).

Es sollen nun die Elemente der Matrix DX direkt, d. h. durch
Auflosen entsprechender Gleichungssysteme, bestimmt werden.
Dazu gehen wiederum die gemessenen Stltzpunktdaten in Ver=-
besserungsgleichungen und die geometrischen Vorgaben in Be-
dingungsgleichungen im Sinne der Ausgleichungsrechnung ein.
Die Matrix DX nennen wir fortan auch Koeffizientenmatrix,
ihre Elemente Fl&chenkoeffizienten. Die Anzahl u der zu be-
stimmenden Flichenkoeffizienten ist.

u=(fR+1) . (R + 1) (98 )

Die Ordnung der Fliche PRF ergibt sich aus der Ordnung @R
der Vektoren x und §:

§RF = 2 + @R (99 )

Der Ansatz (97) heisse "FLAECHENSEGMENT"~-Ansatz der Ordnung @R.
Ausgewihlte Beispiele flir Kombinationen von Stiitzpunktdaten
und geometrischen Vorgaben einschliesslich der Sonderfidlle

sind in Tafel 6 zusammengestellt. Zu beachten ist auch Tafel 5.

Gesamtanzahl der geometrischen Bedingungen:

r = np + ntx + nty + nkx + nky

Bezliglich der Ausgleichungsrechnung gelten die gleichen grund-
sdtzlichen Ausfihrungen wie im Abschnitt 2.1l.2.1. _
Die rechentechnischen Kennzahlen /Vorbereitung von Abschnitt 5/
sind aus Tafel 5 zu ersehen. Die Systeme der Verbesserungs-

und Bedingungsgleichungen entsprechen rein formal in ihrem Auf-
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bau (2) bzw. (7 )e Der Vektor ¥ der Verbessungen (3) kann un-
mittelbar Ubernommen werden. Wir uUberspringen nun das Ausmul-
tiplizieren der Ausgangsform (97 ) und bauen die Vektoren und
Matrizen von (2) und (7) der Aufgabenstellung angemessen auf:
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u u
msamsx

C 4
a1 up*

P |
msmmsx

.

17
s
dp 2

I1
qp ¢z

X



BE =

—-rnu
b 2 b} 2} )
Ly oy v XX XY X yi¥ XXy Xy xiyP¥ SR
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5.3, "FLAECHENPOLYNOM"-Ansatz

Es sei eine Potenzfunktion beliebiger Ordnung in 2 Verédnder-
lichen als Ansatzfunktion ausgewdhlt:

PR QR-i i
z = f(%, v) = I z a;.x vy (100)
i=o j=o J

Diese Funktion wird oft zur Losung von zweidimensionalen Inter-

polations- und Approximationsaufgaben eingesetzt, siehe z. B.
£1l57 bis £1973.

(100) ldsst sich auch in die Form (97) uberfihren, jedoch

verschwinden dabei alle Elemente von DX unterhalb der Neben-
diagonalen:

/ 250 2ol As2 Bod wua ao,¢R—2 ao,(bR-l aonR
310 941 aj; a3 -+ 3 gr-2 21,9r-1 °
220 a5 a5 33 ... 22,9r-2 ° 0
% =
agr-1,0 2QR-1,1 0O 0 0 0 0
e 0 0 0 0 0 0

Bei diesem "FLAECHENPOLYNOM"-Ansatz sind somit weniger Unbe-
kannte zu bestimmen:

u==(PpR + 1) « (PR + 2) (1627

N+

(101)
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Die Ordnung der Flache ist identisch mit der Ordnung der

Vektoren % und ?
gRF = ¢R (103 )

Wir gehen nun grundsédtzlich genauso wie im Abschnitt 3.2. vor.
Die Matrizen und Vektoren zu (2) und (7) lauten:
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-

wi  wird vom |[FLACHENSEGMENT||-Ansatz unveriindert ibernommen.




Ersichtlich handelt es sich um die gleichen prinzipiellen Mess-
daten und Vorgaben wie beim "FLAECHENSEGMENT"-Ansatz /siehe
Tafel 5/. Ausgewdhlte Beispiele finden wir ebenfalls in Tafel 6.

3.4+ Wertigkeit der Messdaten und Vorgaben flir die Bestimmung

der Koeffizienten der Fl&che

Die Aussagen in 2.l.3. konnen sinngeméss auch auf Abschnitt 3
Ubertragen werden. Nur finden wir diesmal die Wertigkeiten zu
den Stltzpunkten und Vorgaben in Tafel 5, und zu bestimmen sind
die Koeffizienten von (97 ) bzw. (100). Da die Aufldsbarkeit der
entsprechenden Gleichungssysteme von der r&umlichen Verteilung
der Stltzpunkte iiber dem Grundriss der Fl&dche abhangen wird,
seien hier zusdtzlich einige einfache geometrische Kriterien
zur Charakterisierung der Anordnung der Stltzpunkte bei Berlck-
sichtigung der geometrischen Vorgaben vorgeschlagen. Wir be-
ziehen uns dabei auf Bild 39:

‘"(dmax)2
2 - D - GrobheitsmaB: Yy = Toh
a
11(dmin)2
2 = D - FeinheitsmaBg: 6 = S
; d
2 - D - Charakteristik: ) = % = (dmax)
min
u
X - GrobheitsmaRg: Yy, = gax
X - FeinheitsmaR: § = Mmin
x a
u
X - Charakteristik: gL
* Hmin
y - GrobheitsmaRg: T =



y - FeinheitsmaB: ~ Vmin
= —5—
vmax

y = Charakteristik: = =
min

_ Anzahl der Punkte auf der Peripherie

d L= ;
mesemin Gesamtwertigkeit aller Punkte max /min
= 2 ~
Ymax/min — Gesamtgewicht der entsprechenden Puskte umax/min
2 ~

vmax/min - Gesamtgewicht der entsprechenden Punkte 'vmax/min

wobei 75?? und NV die gemessen Werte darstellen.
Ersichtlich sind drnaX bzw. a;in die Durchmesser der grosst=-

bzw. kleinstmdglichen Kreise, die durch je 3 oder mehr Stltz-
oder Festpunkte festgelegt sind. Zu bemerken 1ist auch, dass
mit Hilfe obiger Kriterien nur eine grobe Abschiatzung Uber den
Grundriss beabsichtigt ist. Eine sinnvolle Wahl der z-Koordi=-

naten muss vorausgesetzt werden.

Flr das Beispiel aus Bild 39 ergibt sich:

3 1

diax * 7 ° 0,675 = 0,29
L =2 A ™ 2,27
: .3 N
d., % © 0,32 = 0,19
2 0,2 % 0,067

Pmax ¥ 6 4 4

2 [ => sz 11
Urnin b~ Z’ - 0'012 £ 0,006 J
. ~% L 0,2 = 0,2

2 = X ~ 10
Vin T35 0,02 =~ 0,02 v



Offensichtlich liegt eine ideale Punktanordnung und Vorgaben-
verteilung vor, wenn

| bz, ' | und A » 1 gilt .
X Yy

Falls es die Aufgabe erfordert, kann man auch durch entspre-
chende Punktdichte in einer auszuzeichnenden Koordinatenrich-
tung AX oder'xy_ die Prioritat einridumen.

Aus Bild 39 entnehmen wir ferner:

n = np = T3 ntx = nty = 2.4 nkx = nky =1,

somit Anzahl der Bedingungsgleichungen r = 13 und Gesamtwertig-
keit ™ £ 20.

Daraus folt, dass mit diesen Stutzpunkten und Vorgaben die
Koeffizienten eines Fladchensegmentes dritter Ordnung

/ 16 Koeffizienten/ oder eines Flachenpolynoms vierter Ordnung
/ 15 Koeffizienten/ ermittelt werden konnen, denn in beiden
Féllen gilt n > u - r.

3.5. Zusammenschluss mehrerer Flachenstlicke

Betrachtet seien zweil Nachbarfléchenstlicke gemiss Bild 40:
z, = fA(x, v ) und zg = fB(X, y)

Die Bedingungsgleichungen flr den Zusammenschluss bis zur
2 Ableitung lauten:

fA(l, y) = fB(l, V) (104)
3f, 1, vy df_(1, v)

A _ B r

X T ax (105)

are 1, vy 9%e M1, ¥)
3 B 7 (106)

X
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Gew&hlt sei zunichst der Flachensegmentansatz der Ordnung "@R"
(97 ) Dabel gelten o und p in der Bedeutung von (44 Jund (45).
(104 ) bis (106 ) kénnen wir somit ausflihrlicher schreiben:

fA(l,O) = fB(l, 0)
fA(ll 1) = fB(lr 1)
afA(l, 0) B afB(l, 0)
dy B 3y
2
aZfA(l, 0) afB(l, 0)
oy * oy~
(e} (o
3 fA(l, 0)= ) fB(l, 0)
oy’ oy’
afA(l, 1) B afB(l, 1)
Ay - oy
2 2
p) fA(l, 1)_ ) fB(l, 1)
ayz ayd
BOfA(l, 1) apr(l, 1)
3y° ay"

Damit ist die Grenzkurve /siehe Bild 41/ mit ihren @R + 1

Koeffizienten eind=utig festgelegt.

(10Ls)

Bild 42 veranschaulicht die Uber der y-Achse aufgetragenen

Tangentenanstiege quer zur Grenzkurve. Die entstehende Kurve

wird fixiert durch:



ST

afA(l, 0) _ afB(l, 0)
9X ox
BfA(l, 1) B afB(l, 1)
X - X
2 2
) fA(l, 0) y E) fB(l, 0)
X ¢ 3y 9X * 9V
3 3
9°f,(1, 0) o f,(1, 0)
TR Z—
39X * 0y 9x * 0dy
’ : R Gl (105s)
o+1 . o+1
j £ally 0) _ ) fB(l, 0)
9x -ay° ax - Byc
i .
) fA(l, 1) . afB(l, 1)
dX ¢ 0y ax = 0y
3 ( \ 3 /
9 fA Lo 3:)) _ 9 fB«l, 1)
Ix « dy? ax « 3y’
no+1 p+1
3 ( )
3 fA\l, 1) _ ) fB(l, ALY
ax = ayp 9X ¢ 9yp

und schliesslich gilt fir die Knderung des Anstieges in

x-Richtung /Bild 43/:




ax2 dy? ax? dy?
0+2 o+2
87 TEa(1, 0) 37 TT£L(1, 0) (106s)
2
ax? ay° oxX aYO
3 3
021, 1) a7ER(1, 1)
ax? dy ax? 9y
3% £, (1, 1) _ 9" £5(1, 1)
3%x2 3y2 3x® oyt
2
o> £,(1, 1) 8°+2fB(1, 1)
ax2 dyp ox?  ayP

Beim Zusammenschluss von 2 FLAECHENSEGMENTEN ergeben sich somit
im Falle der Gewdhrleistung der Stetigkeit bis zur 1l. Ablei-
tung 2 /PR + 1/ Bedingungsgleichungen. Mit 3 /@R + 1/ Bedin-
gungsgleichungen kann man die Stetigkeit bis zur 2. Ableitung
garantieren.
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Analog lassen sich die ausflihrlichen Fassungen von (104) bis
(106) beim FLAECHENPPLYN@PM - Ansatz (100) notieren.

Zu beachten ist dabei, dass weniger Bedingungsgleichungen not-
wendig sind. Man erh&dlt im Falle der Garantie der Stetigkeit
bis zur ersten bzw. zweiten Ableitung 2 . @R + 1 bzw.

3 . PR Bedingungsgleichungen.

Ist der Zusammenschluss eines Verbandes von Flachenstlicken
gemdss Bild 44 vorgesehen, so sind, grob abgeschétzt, folgende

Anzahlen an Bedingungsgleichungen notig: %)

FLAECHENSEGMENT -~ Ansatz
Stetigkeit bis zur 1. Ableitung:

r mx-1).ny.2@ R+ 1)+ (ny - 1) .nx . 2(PR + 1)
Stetigkeit bis zur 2. Ableitung:
r=mx-1).ny.3@R + 1)+ (ny - 1) «. nx « 3(fR + 1)

FLAECHENPPLYN@M - Ansatz,
Stetigkeit bis zur 1. Ableitung:

r==(nx-1) « ny « 2.fR+1 + (ny - 1) « nx . 2.@R+1
Stetigkeit bis zur 2. Ableitung:
r *nx - 1) .ny « 3¢ PR+ (ny - 1) . nx . 3 . PR

Bezogen auf ein Beispiel mit @R = 4 und nx = ny = 3 ergibt

sichs:
¥ = 120 bzw. 180 bei FLAECHENSEGMENT
r = 108 bzw. 144 bei FLAECHENPPLYN@M
x )

Mit r wird stets die obere Schranke angegeben.
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Schon aus dieser groben Abschidtzung geht hervor, dass die
Verwendung solch umfangreicher Systeme von Bedingungsglei-
chungen fiir den Entwurfsprozess aus Okonomischen Grlinden nicht
zu vertreten ist. In Einzelfdllen, vor allem fiir die Zwecke
der stiuckweisen Beschreibung von vorhandenen Fl&chen, kann
Jjedoch auch dieser prinzipielle Weg zum Zusammenschluss von
Flachenstlicken zum Ziele flhren /siehe €621 /. Im Sinne des
Ansatzverfahrens sollte sich die Anwendung der Stitzpunkt-
verfahren auf Einzelfl&chenstlicke oder hochstens auf zwel
bis drei benachbarte Flachenstlicke beschrédnken. Die beim Zu-
sammenschluss notwendigen Bedingungsgleichungen konnen auf

verschiedene Weise verwendet werden.,

l, Moglichkeit: Simultane Bestimmung der Koeffizienten der

einzelnen Fldchenstiicke bei Beachtung der Bedingungsglei-
chungen /Anwendung des Ausgleichungsfalles "Vermittelnde
Beobachtungen mit Bedingungsgleichungen'/.

2. Moglichkeit: Bestimmung der Koeffizienten eines Ausgangs-

fladchenstlckes nach den Prinzipien des Ansatzverfahrens und
nachtrégliche Anpassung von Nachbarflidchenstlicken bei Beach-
tung der Bedingungsgleichungen /Ebenfalls Anwendung oben-
genannten Falles der Ausgleichungsrechnung/.

5. Moglichkeit: Separate Bestimmung der Koeffizienten von

Einzelfl&chenstlicken ohne Beachtung von Nebenbedingungen
/"Vermittelnde Ausgleichung"/. Nachtridglicher simultaner
Zusammenschluss der benachbarten Fléchenstlicke mit Hilfe
einer "korrelierten bedingten Ausgleichung" /in der Geodésie
ist dieser Weg als BESSELsche Losung bekannt/.

Im Entwurfsprozess wird die Anwendung oOben gennanter Moglich-
keiten des Zusammenschlusses im Rahmen der Stlitzpunktverfahren
zu den Seltenheiten gehdren. Der Eantwurf von Verbinden von
Fl&dchenstiucken gelingt mit Hilfe der Stilitzkurvenverfahren und
ggf. bei Nutzung des COONschen Ansatzes weniger aufwendig.



3.6. Separate Konstruktion von Rand- und Flé&chenkurven

Niv Ausfilhrungen in 2.3.3. gelten auch hier in vollem Umfange.

LT Superposition von Flichen

4,1, Fall z = flx, y)

Flachen der Darstellungsform z = f(x, y) kdnnen bezliglich
eines gemeinsamen Grundrisses auf einfache Weise Uberlagert
werden., Das Ergebnis der Superposition(} ergibt sich durch
Addition der Primirfliche %ound der Sekundirfléiche G;:

c} =;qb + qi I =1L, 2y swey T

Beispiele fir Jound %, 1 =1, 2, ..., 5 finden wir in den
Bildern 45 bis 50 dargestellt. Ersichtlich handelt es sich bei
diesen vorgegebenen Sekundidrflédchen um Zylinderflédchen. Ein-
schlidgige Geometrie - Lehrblicher und Nachschlagwerke /z.B.[251,
S. €7 - 95/ bieten dem Konstrukteur eine Fiille von Anregungens.
In den Bildern 47 bis 50 wurden gebrochen rationale, Exponen-
tial- und trigonometrische Funktionen als Leitkurven der Zy-
linderfldchen ausgewghlt.

4.2, Fall x = x(u, v)

Es sollen zunidchst zwel Flachen mit im Grundriss gleichem Para-

meterliniennetz Uber dem Bereich

A
A

! Y

B =

A
A

Y1 Vg
superponiert werden.
Gegeben seien_f unduqueméss Bild 51. Das Uberlagerungsergebnis

11 ist dann:
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X, )
7 = y(u, v) wobei
z(u, v)
x(w, w) = fl(u, v) = hl(u, v)
y(u, v) = fy(u, v) = h, (u, v)
£5(u, v) + hy(u, v) (u, v) € 8
gla;¥) = wenn
£5(u, v) (u, v) ¢ B

Ersichtlich sind die z-=Koordinaten der vier Randkurven von @y
gleich Null. Die zu Uberlagernde Flé&che ﬁ—nimmt nur innerhalb
des Bereiches B von Null verschiedene Werte an.

Nun zur Superposition zweier Fl&dchen mit unterschiedlichem
u = v = Netz:

Bereitgestellt seien die Flachen M und N, konstruiert mit den
bekannten Verfahren. Aus Bild 52 ist zu entnehmen, dass die
z=Koordinaten der Randkurven Vi und Vi, VOn N in diesem
Beispiel verschwinden sollen. Das Ergebnis der Uberlagerung
q,= M4+ N gewinnt man punktweise in 2 Stufen.

Zuerst werden bei vorgegebener Schrittweite alle Wertepaare
(U, V) <=> (X, ¥y 2) von N berechnet und abzespeichert.
Sodann werden zu allen Wertepaaren (x, y) von N1 mit Hilfe
eines Suchalgorithmus die entsprechenden (u, v)=Werte vond,
sowie die zugeordneten z~Koordinaten von M ermittelt und die
korrespondierenden z=Werte addiert.

Symbolisch:



wobe i

und

X
Y
Z
m+n
X=Xm
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5. Rechentechnische Realisierung der Fl&chenentwurfsverfahren

einschliesslich numerischer und grafischer Kontrolle

Es sind vier ALGOL 60 = Programmsysteme mit insgesamt ca. 100
Unterprogrammen entstanden.

Das Entwerfen von ebenen und r&umlichen Kurvensticken wird
durch UNIKUR ermdglicht. Die Stltzkurven- bzw. StlUtzpunkt-
verfahren werden mittels FLAK@N bzw. FLABES realisiert. Die
grafische Ausgabe von Kurven und Fl&chen gelingt mit Hilfe

von FGRAPH. Es kOnnen wahlweise orthogonale, zentralperspekti=-
vische oder- isometrische Abbildungen erzeugt werden.

Die Programmsysteme sind fir den sowjetischen Grossrechner
BESM-6 sowie die Zeichenmaschinen DIGIGRAF 1005, DIGIGRAF 1016
/ESSR/ und KINGMATIC 1830 HS /Norwegen/ ausgelegt. Einzelhei-
ten zur rechentechnischen Realisierung sowie Beispiele fiur in
den Rechner einzugebende Informationen sind [ 9 1zu entnehmen.
Zur organisatorischen Aufbereitung der geometrischen Vorgaben
diverser Art haben sich die in den Tafeln 1, 3 und 5 angege-
benen Kennzahlen bewdhrt. Nachdem der Rechner alle Punktinfor-
mationen nebst Kennzahlen eingelesen hat, fordert er die ent-
sprechenden Daten zu den geometrischen Vorgaben an. Betrachtet
seil das Beispiel zu Bild 1l4:

Nach Aufruf von UNIKUR werden in nachstehender Reihenfolge

eingelesen:

- Ordaung des Polynomansatzes grR = 5
- Anzahl der Stltzpunkte B =0
- Anzahl der Fixpunkte np = 2
- Anzahl der Tangentenbedingungen nt = 2
- Anzahl der Krummungsbedingungen nkr = 2
- Koordinaten des ersten Fixpunktes Pl X1s Vq
- Kennzahl von Pl KZl = 8
- Koordinaten des zweiten Fixpunktes P2 Xss Vs
- Kennzahl von P2 K22 = 8



102

- Tangentenanstieg in Pl Tl = 0.5

- Krimmung in Pl KRl = =2

- Tangentenanstieg in P2 T2 = = 0.5
= Krimmung in P2 KR2 =0

Weitere Beispiele flr UNIKUR = Datensdtze sind den Bildern 1
bis 13 und 15 bis 26 zu entnehmen. Die Datensdtze zu FLAK@N
und FLABES sind nach dem gleichen Prinzip aufgebaut, bezliglich
konkreter Anweisungen zur Datenerfassung bei allen Programm-

systemen sei auf [© ] verwiesen.

Bezliglich der Gewichtsvorgabe bei Stltzpunkten sind folgende
Erfahrungen gesammelt worden r617:

Eine Gewichtsvorgabe von GW = 50 bewirkt im Falle einer Aus-
gleichung eine Verringerung der Verbesserung /Soll - Ist/ fir
den gewichteten Stlutzpunkt um eine Zehnerpotenz. Vorauszusetzen
ist dabei, dass die Gewichte der Stutzpunkte in der Umgebung
des gewichteten Punktes nahe GW = 1 liegen.

Dariiber hinaus werden in 611 weitere rechentechnische Erfah-
rungen vor allem im Hinblick auf die Approximation vorhandener
Flachen vermittelt.

Sollen Kurven y = f(x) bzw. Flachen z = f(x, y) an einer
Koordinatenachse bzw. Koordinatenhauptebene gespiegelt werden,
ist dies unter Nutzung einfacher Spiegelungsprozeduren inner-
halb von FGRAPH mogliclis Die gleichen Prozeduren sind auch
flir die Spiegelung von Flachen in GAUSSscher Parameterdar-
stellung verwendbar. Der Entwurf von Rotationsflédchen gelingt
mit Hilfe von UNIKUR und FGRAPH.

Fliessen in den Flachenentwurfsansatz nichtlineare Bedingungs-
gleichungen ein, so missen zunidchst im ersten Rechenschritt
Naherungswerte der Unbekannten berechnet werden. Danach er-
mittelt man die Koeffizienten der nach TAYLOR linearisierten



Bedingungsgleichungen und fuhrt diese in die Rechnung ein.
Ungleichungen sind vorher in Gleichungen zu verwandeln, z. B.
wlrde man im Falle von (D 23) schreiben:

(S|
I
W N

- & asc = B mit %
Die rechte Seite ¢ kann dann entsprechend variiert werden.

Oft wird es Jjedoch im Flachenentwurfsprozess genligern, solche
Bedingungen wie (D 23) zu kontrollieren. Sind im konkreten
Fall beim Ansatz der Parabel vierter Ordnung Wsndepurnkte uri-
erwidnscht und der Rechner druckt die Mittellung

5 ag -8 a-a, < O bzw. elne entsprechende verbale Form aus,
so kann man die Ausgabe des Lochstreifens flr die Zeichen-

maschine veranlassen bzw. im anderen Falle unterbinden.

Uniterprogramme zur numerischen Kontrolle der Einhaltunc von
geometrischen Vorgaben sind in den erwéahnten FrogrammsysTemeln
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0o  Anwendungzen zu den IPlichenentwurfsverfahren

Da elne austiihe-liche Beschreibung der moglichen Anwendungen
zu den Kurven= wid blichenentwarfsverfahren im Rahmen dieser
Arbeit zu viel Raum einnehmen wirde und zudem auf (531 ver-
wiesen werden kann, ist cine Auswahl von Anwendungen in den
Tafeln 7 bis 11 zusammengestellt worden. Diese Tafeln bildern
den Hauptinhalt des Gliederungspunktes 6. Erginzend dazu
seien noch einlige anwendungsbedingte methodische Hinwelise

cegeben:

- Zum hiufig angewandten Fall des Fléchenentwurfs /vier vor-
gegebene Rand- bzw. Stlitzkurven/:
Der Konstrukteur zeichnet mit Kurvenlinealen oder Straklatten
in mindestens zwel Rissebenen der Erstentwurfszeicnnung die
Randkurven der rlédchenstlicke ein. Danach digitalisiert er
diese Kurven punktweise nach einer gewissen Vorschrift
/siehe [91 mit Hilfe eines Digitalisiergerdtes /z. B.
DIGITRON mit COORDIMETER F/, gibt Uber eine Tastatur die
Kennzahlen flr die Punkte ein und stellt auf dem gleichen
Wege oder mit Hilfe eines Organisationsautomaten /DARO OPTIMA/
die notwendigen Daten fiir die geometrischen Vorgaben in ma-
schinenlesbarer Form bereit. Der so erzeugte Datentréger
wird in den Rechner eingegeben. Wahlweise kénnen interessie-
rende Zwischenergebnisse ausgedruckt werden, aus denen die
SOLL-IST-Abweichungen der erzeugten Fldche zu den gemessenen
Stlitzpunkten und die erwdhnten Kontrollwerte flir die geo-
metrischen Vorgaben hervorgehen. Auf Abruf kann der Loch-
streifen filir eine Zeichenmaschine /DIGIGRAF oder KINGMATIC/
ausgegeben werden. Das graphische Produkt wird dem ge-
winschten Ergebnis schon sehr nahe kommen. Weitere Itera-
tionsschritte miissen gegebenenfalls durch Prazisierung der
Vorgaben oder weitere Fladchensegmentierung und eventuelle
Variation der Ordnung des Polynomansatzes folgen.



- Zur Entnahme der geometrischen Forderungen &.us aer Erst-

entwurfeszeichnung:

Tangentenanstiege konnen leicht mit Hilfe von rechtwinkligen
Stiitzdreiecken /z. B. angedeutet in den Bildern 14 und 15/
entnommen werden. Radien von Krummungskreisen liecst nmar unter
Beachtung der Hinweise in 1l.3. aus der im entsprechenden
Punkt angelegten Kreisschablone ab. Zweli Krelsschablonsn mit
gebrduchlichen Radien sind im Anlagenteil zu finden.

Zeichnet der Konstrukteur eine asymmetrische Kurve vor, so
gelingt es, die Asymmetrie mit Hilfe der Affinnormalen ansz-—
lytisch zu fassen.

Zu diesem Zweck werden im Punkt Po /siehe Bilder 7 und 23
bis 26/ mit horizontaler Tangente TO Parazlleler. zur Ian-
gente TO eingezeichnet. Halbiert man die entstandenen
"Sehnen", so ergeben die Halbierungspunkte eire Kurve. Die
Tangente an diese Kurve im Punkt Po ist die Affirmormale.

Der Anstieg der Affinnormelen wird wiederum

(o]

us =iren recht-

)

winkligen Stutzdreieck entnommen. Durch Veréndern dez An-
<

o
)
I

stiege Affinnormalen kann die AsymmetTri

(l‘

gezteuert wer-

den. In oben genannten Bildern wurde fir die Affinnormale

O
o
o

o

Nzherungsweise die ausgleichende Gerade durch die Halbie-
rungspunkte gewéhlw.

Zum Entwurf von Kerosserieflidchen auf der Sruncdlage der
Stitzkurvenverfghren /Tafel 8/:

Eine Autokarosserie lidsst sich aus Streifenverbdnden von
Flichenstlicken aufbauen [27]. Diese Streifenverbinde, welche
in Fahrt- oder Strimungsrichtung liegen, werdsn unterein-
ander durch Kanten oder Sicken optisch getrennt und treffen

i

gy 3 s T 3 A% 3 2 3 o T RCTPE]
quer zu der Fehrtrichtung in der Regel unter einem bestimmten

e - dha -4

m

Winkel auf. Dieser Knickwinkel kann Uber Tangentenvorgabern
den v=Kurven realisiert werdean. Im allgemeinen ist
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die Stetigkeit der Ableitungen an den Ubergangsstellen quer
zur Stromungsrichtung nicht erforderlich,

Hingegen werden in Fahrtrichtung Stetigkeiten bis zu mbéglichst
hohen Ableitungen gefordert. Der in Z.3.l.3. und 2.3.1l.4. vor=-
gestellte Algorithmus /MOBIL/ trigt diesen grundsdtzlichen
Besonderheiten der Karosseriekonstruktion Rechaung. Wie im
Abschnitt 2.3.2. bereits erlautert, garantiert der Algorithmus
MOBIL in der Vorzugsrichtung eine Stetigkeit bis zur . Ab_ei-
tung an den Ubergangsstellen zwischen Nachbarflidchenstlcker..,
D. h. bei Polynomansidtzen 4. und 5. Ordnung wird die Stetigkeit
bis zur 2. Ableitung gewdhrleistet.

- Nach erfolgter Flachenkonstruktion kann prinzipiell auf Grund
der nun bekannten Funktionen, deren Koeffizienten /bei Polynom-
ansdtzen/ auf Magnetband abgespeichert werden, durch Integra-
tion eine Oberflachen- bzw. Volumenberechnung angeschlossen
werden.

- Zur Festlegung von Frédserwegen ist nach [20]1 die Berechnung
der Hauptkriimmungsrichtungen ((D 33), (D 34), (D 37) =zu
empfehlen.

Nach diesen methodischen Hinweisen noch einige Erlauterungen
zu in den Tafeln 7 bis 11 ebenfalls angedeuteten Anwendungen
ausserhalb des AUTEVO=-Komplexes. Vor allem sei hier die prin-
zipielle Anwendbarkeit der Flachenentwurfsverfahren filir die
Zwecke des DIGITALEN GELANDEMODELLS /DGM/ herausgestellt.

Wie aus zahlreichen Veriffentlichungen (L1531, [163, [183

und [63]1 bis [701) hervorgeht, hat das DGM bei der Projektie-
rung im Bau- und Markscheidewesen und Verkehrswegebau einen
festen Platz erobert. Die in dieser Arbeit vorgestellten und
auch fur die Zwecke der numerischen Beschreibung grundsdtzlich
geelgneten Algorithmen kdnnen zu einer weiteren Rationalisie-
rung der Projektierungsverfahren beitragen.

i
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Ferner wird in den Tafeln 7 bis 11 die Anwendbarkeit der er-
arbeiteten Algorithmen flr die Zwecke der zweildimensionealen
Interpolation in den verschiedensten Wissensgebieten ausge-
wiesen. So wurden die Algorithmen zur Ableitung des Trends
bei rezenten Erdkrustenbewegungen (L1731, [£193) und zur Er-
mittlung ebener Spannungszustidnde [6237 an Maschinenelementen
eingesetzt.

Flr Projektierungszwecke im Bauwesen /Spezialrichtung Flachen-
tragwerke/ wurden Hyparschalen /Hyperbolisches Paraboloid/
numerisch beschrieben bzw. konstruiert und Kombinationen von
Hyparschalen digitalgraphisch dargestellt /siehe Anlagen zu r 99/,

Offensichtlich kann man keine scharfe Trennung in Anwendungen
"innerhalb" und "ausserhalb" des Komplexes der Automatisierung
bzw. Rationalisierung der technischen Produktionsvorbereitung
vornehmen. Projektierungsarbeiten im Bauwesen kann man auch
zum AUTEVO-Komplex z&hlen. Das gleiche gilt fir die mathema-
tische Nachbildung von Korperteilen zur Vorbereitung von
Prothesenherstellungen fir medizinische Zwecke.

In der Einleitung sind die Hauptanwendungsgebiete zum rechner-
gestlitzten Entwurf von doppelt gekrlmmten Fl&dchen bereits um-
rissen worden. Die letzten Ausfilhrungen in diesem Abschnitt
sollen dazu dienen, auch auf weniger geldufige, aber durchaus
denkbare Anwendungsmoglichkeiten aufmerksam zu machen.
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7+ Zusammenfassung

Dem gesetzten Ziel angepasst, wurde das sog. Ansatzverfahren

entwickelt. Dieses Verfahren, welches in seinen Grundziigen im
Abschnitt 1 vorgestellt wird, durchzieht mehr oder weniger
alle in den Abschnitten 2 bis 4 diskutierten mathematischen
Losungen und ermdglicht erstmals die Einhaltung von differen-
tialgeometrischen Vorgaben hoherer Ordnung an Kurven=- und
Fldchenpunkten. Die Gesamtheit der einfliessenden geometrischen
Vorgaben bestimmt den Charakter einer Kurve oder einer zu ent-
werfenden Flidche. Das Manipulieren mit geometrischen Vorgaben
im Dienste einer geometrischen Qualitatssteigerung und zur Ab-
kiirzung des Iterationsprozesses beim Kurven- und Fl&achenent-
wurf betont das konstruktive Element des Entwurfsprozesses

und kommt dem Bestreben des Konstrukteurs entgegen, Kurven-
und Flédchenformen nach seinem Willen zu steuern. Das Ansatz-
verfahren ist fir den Konstrukteur ein wertvolles Hilfsmittel
zur Beherrschung der Formenvielfalt doppelt gekriummter Fl&chen.
Es wurde im Interesse der Konstrukteure versucht, das prinzi-
pielle Herangehen und die mathematische Losung im einzelnen
systematisch darzulegen und eine Uberschaubare Theorie zu ent-

werfen.

Nach der Bereitstellung von differentialgeometrischen Kennt-
nissen Uber elementare Ansatzfunktionen werden im Abschnitt 2
die StlUtzkurvenverfahren erlidutert. Je nach Verwendungszweck

kann sich der Konstrukteur in der Erstentwurfszeichnung ebene
Stitzkurven vorgeben. Als geometrische Vorgaben sind Fixpunkte,
Tangentenanstiege, Krimmungen, Extremalstellen, Wendepunkte,
Art des Schmiegkegelschnittes und Anstieg der Affinnormalen
zugelassen. Die in zwei Rissebenen fixierten Stutzkurven bilden
das Gerilist flr die zu entwerfende Flache, welche in der Form

z = f(x, y) bereitgestellt wird. Der Ubergang zur GAUSSschen
Parameterdarstellung ist mdglich. Die Bogenlédnge von Raumkurven
wird dabei durch die Sehnenpolygonzuglédnge angenghert.
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Die Stiitzpunktverfahren /Abschnitt 3/ fihren auf direktem Wege
zur Darstellung z = f(x, yj. Als Vorgaben sind Fixpukte, Tan-
gentenanstiege und Kriummungen in x- und y-Richtung sowie ellip-
tische, parabolische und hyperbolische Punkte bei horizontaler
Tangentialebene vorgesehen.

Moglichkeiten zum Zusammenschluss von Flachenstlicken werden
diskutiert, prinzipielle Wege zur separaten Konstruktion von
Rand- und Flichenkurven sowie zur Superposition von Fl&chen

vorgeschlagens.

Im Anschluss an Erlduterungen zur rechentechnisclien Realisie-
rung folgen im Abschnitt 6 praktische Hinweise zur Flachenkon-
struktion. Im gleichen Abschnitt wird auch auf Anwendungsmog-
lichkeit ausserhalb von AUTEVO /Physik, Geophysik, Geodidsie,
Meteorologie, Bau-, Markscheidewesen, ingenieurwissenschaft-
liches Versuchswesen, Territorialplanung, Medizin/ flr die
Zwecke der Beschreibung von korperlichen Modellen oder theo=
retischen Flachen und der zweidimensionalen Interpolation hin-

gewiesen.

Um der Forderung nach einfacher rechentechnischer Handhabung
entgegen zu kommen, konzentriert sich das Ansatzverfahren haupt-
sdchlich auf Polynomansédtze beliebiger Ordnung. Als wertvolles
Hilfsmittel erweist sich dabel die Ausgleichungsrechnung. In
Ubereinstimmung mit Schlussfolgerungen aus den differential-
geometrischen Untersuchungen im Abschnitt 1 garantieren auch
nach rechentechnischen Erfahrungen Polynomansdtze vierter und
finfter Ordnung die besten Ergebnisse beim Kurven- und Flédchen-
entwurf hinsichtlich Formflexibilit&t und Anpassungsvermogen

an die Vorgaben verschiedener Art.

Aus ersten praktischen Anwendungen geht hervor, dass man beim
Entwurf von komplizierten doppelt gekrimmten Formen unter Ver-
wendung von Polynomansdtzen vierter und finfter Ordnung etwa
mit einem Drittel der Fl&chensegmentanzahl auskommt, welche
sonst bei dritter Ordnung notig wére.
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Die in den vorangegangenen Kapiteln geschilderte grundsidtz-
liche Vorgehensweise zeichnet sich durch wesentliche Unter-
scheidungsmerkmale zu bekannten Methoden, insbesondere zu den
Arbeiten von COONS 0141 wund BEZIER (7] aus. U. a. wird auch
eine Spezialldsung zur Auszeichnung einer Vorzugs- bzw. Strio-
mungsrichtung erarbeitet.

Die vorgeschlagenen Losungswege einschliesslich ihrer rechen-
technischen Realisierung sind ein Beitrag zur Rationalisierung
des Entwurfsprozesses doppelt gekrimmter Flachen bzw. Teile.
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Messdaten und Kenn+4Anzahl Wertig-

Vorgaben Symbolik zahl g B
VGl | BGL W
gemessener Stitzpunkt| S 1l 1 0 &1
Fixpunkt P 2 0 il 1
Anstiegsvorgabe T 3 0 1 ;i |
Krimmungsvorgabe KR Bl O i 4 i
Affinnormalenvorgabe AN 52 0 L L
Kombination A 8 AT 4 1 L 22
" B PAT 5 0 9 2
" G S AT AKR 7 1 s <3
" D PATA KR 8 0 3 3
Maxcimum (P___ PAT, AKR Pl 0 3 %
Minimum (P_. ) PAT ARR 32 0 3 3
Wendepunkt (P ) PAT ARR, PB3 0 3 F 3
Kombination E S AT AKR A AN O a8 3 =4
Kombination F PAT AKR A ANJIO 0 b 4

Legende flir die Tafeln 1

$. =0

% - L W: Gesamtwertigkeit

M : Kruimmungsmittelpunkt

o ¢+ Krummungsradius

Lad el l

Symbolik zum Entwurf ebener Kurven

und 2 sowie die Bilder 1 bis 26:
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Taxltel 2

Bh Cew LT e b eam ety VR e A 7
Standard- Rl u Ausgewdhlte Beispiele 5k .
vorgaben von Kombinationen aus ',C, 'rd SZ"

. gl Stitzpunkten und Vor- i 2 2
Q
¢ | gaben =5 e —
e ANHE
g | g-
A
5 t6 |6 SlA 52/\... Sgl\PlA T]_AKRZL X 6 1
keine 21313 (SlASZ/\SB)V x|3| &4
(P]./\PZAPB)V %l 3 &
(PlATlAPZ)V x|3| 5
(PlATlAKRl) x| 3| 6
314 (4] (S AS,; A Sz A5, )V x|4l 7
(Py AP, A Py APV x|4f 7
(PlATlAPZATZ)V x|4]| 8
( Py AT; A KRy AP, ) x|4] 9
( Pp A PZI\...AP5)V x|5110
(PlATlA KRJ_APZATZ)V %1 5 L
(Sg A P;A Ty A KRy APy x|5]112
A
(PyATyn KRy A PoA T, KP;Z)V x|6|14
(S:LAS2/\P1AT1AP2AT2 x|6]15
51613 SlA SZA...AS6A Tl 5 3| 2
POA TO 213106 - x|0]16
AKRO Z 414 14 SlVP]_ ®1L LT
mit 41512 ( S A S5,)V x|2|18
(PlAPZ)V x12]18
xO=To=~O (PlATl) x|2119 ’
51613 « 51k 8o 4 55)V x[3]20 |
(PlAPZA PB)V %1320
(SlAP]_A Tl)V x13|2L
(PlATlA KRl) x13122
—b.W.—
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Fortsetzung von Tafel 2

Standard- Ausgewiéhlte Beispiele = T PN
vorgaben PRl u 8 von Kombinationen aus o £ B
& |Stitzpunkten und Vor- by | Yy |2
= gaben » g %
= = —
8 | gl
A A
51612 Sl A SZL cee 85 b.4 2 3
POA TO 5140 - x|0 | 23
KR, A 4 511 Sy VP, |1 | 24
ANO 51612 (S_’J_ASZ)V x|2 |25
(Pya Py Vv x[2 |25
i (P A T )
mit 1. i N zl2 1 26
S A ”
x =T =0 6 |7 |3 (( 5) 8 5,8 55)V x |3
Pl A P2 A P5 YV X3 |-
((PlATlApz)V | B




1.22

Messdaten und Kenn+Anzahl Wertig-
Vorgaben Symbolik zahl der keit
VG1|BGL
gemessene x-Koord. SX 11 [ 1| 0 =
" y-Koord. SY i o =
" z=Koord. 8% 15 {3, |0 =3
gemessener Stiitzpunkt|s : SX 4 sy 4 sz 1]13]o0 23
feste x-Koord. PX 21 0 1 Jd:
" y=Koord. FY 22 Q| L 1
b z=Koord. Pz 23 0 i i i
vorgegebener Fixpunkt|P : PX A PY 4 PZ 2> 1 o1 3 3
x=Anstieg X 31 0 1 L
y=Anstieg i 4 32 0 1 4
z=Anstieg TZ 5] 0] 1 4
Tangentenvektor T ¢ TX A TY A TZ =1 01 3 3
x-Anstiegsédnderung KX HL FOr Y X i
y- " KY 42 | o | 1 1
Z=- " KZ 43 0 3. L
Betrag der Krimmung |KR : KX4 Ky2 Kz| 4 | 0| 3 3
siehe auch (k)

Kombination A g kg 5 | 31 3 26
n B P AT ' 6 0 6 6
1 C S AT A KR 7 5 6 =9
1 D PAT A KR 8 0 9 9
rel. x- sy|P 4 TX B KR gL | o] 7 7
rel. y- yExtremun (5)|P & TYD b KR g2 |o]| 7 7
rel. z- P A TZn A KR 83 0 o7 T
xX-Wendepunkt PATA KX, 84 | O |' 7 7
y=-Wendepunkt PATA KYn 85 0 7 7
z-Wendepunkt P AT A KZn 86 0 ¥ 4 7

Legende:
C 3T _(&x 4y gz
T:t =0T H% ds

)=(TX TY TZ )l(f.)

wenn KX bzwe. KY

bzw. KZ $ O

KR =|%.(s)| =|X"(s g %

2 T ’x dy d
wobei (t(s))T = (&F &L S25)- (KX KY XZ)
ds ds ds
mithin
KR = |,d’x.2 d’y.2 da’*z .2 X¥)KR 2 0
J( By o oS24 (==l ( )'bei Raumkurven!
ds ds ds
Tafel 3

Symbolik zum Entwurf von Raumkurven
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Ausgewdhltes Beispiel flir lokale Vorgaben in einem ausge-
zeichneten Punkt der Raumkurve

Mit der Symbolik aus Tafel 3 sei die Vorgabenkombination
D=(PATAKR) =(PXA PYA PZA TXA TY A TZ & KX AKY A KZ)
angesetzt.

Folglich:

T - (x Ty T2)
KR = V(KX)Z + (K.Y)2 - (KZf'
o =

KR [ xx
n = po* | Ky

KZ
: 1

g J

b =| ™™ TY T7Z

peKX p eKY p oKZ

Somit begleitendes Vektordreibein t,-ﬁ, b bekannt.

Tafel 4
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— I
Messdaten und Symbolik gAnzahl EOE
Vorgaben S der i

S| VGL|BGL) =
gemessener Stltzpunkt [S ] O B 3
Fixpunkt P 2l O i 1
Anstieg in x-Richtung |TX 31 O i & 1
Anstieg in y-Richtung |TY 6| 0 | 1 J1
Krimmung in x-Richtung|KX 31 O 1 1
Krimmung in y-Richtung|KY 32 O 1 1
Kombination A S A TX d4 E|lLl2p
B P A T 5/ O 2 2
C S & TY T L 112
D P A TY 8 O 2 2
E S ATX o TY ol 1 |2]s3
F F AT A TW 10] O 3 3
G S aA TX A KX 11 1 | 2 |£ 3
H P ATX A KX 12| © 3 3
I S ATY A KY 131 1 2 125
J P ATY p BY 14] 0 3 5
K o A TX A TY AKX A KY 151 L 4 125
L PATX ATYAKX A KY 16| O 5 5
Maximum (Pmax) P ATX ATY AKX AKY[17] O |5 5
Minimum (P . ) PATX ATY AKXAKY[18] O |5 5

Legende siehe Tafel 6

afel 5

Symbolik zum Entwurf von Fl&achen
( Stiitzpunktverfahren)




Ansatz | §R |#RF| u| Kombination von ol
Stiitzpunkten und Ll &l =
Vorgaben ils N
. S g
Flidchen-
segment | 1| 2 4L S, b S, B seadl S,» 1 > L % 4
21 & 9| Kombination L A
3|1 6 16| 3mal Kombination L A
Sy A szA...Asn,n>1 X 16
41 8 25| 5mal Kombination L X 25
Flichen-| 17| 1 3| 8y A 8.8 wesb By mp3 | x 3
poLymon =51 & 5, 85,8 ...05 , n>6 | x 6
351 3 10| Kombination L &
S, A S5 A p—.\ S,» 1 >5 ® 10
41 4 | 15| 3mal Kombination L x | 15
51 5 21| 4mal Kombination L A S1 X 21
e
(Ebene)

Legende zu Tafel 5 und 6:
- TY = O

W s Gesamtwertigkeit

Tafel 6

Ausgewdhlte Beispiele zum StUtzpunktverfahren mit

geometrischen Vorgaben ( Abschnitt 3.)




Anwendungsbeispiele zum Entwurf von ebenen Kurven

126

Gliederungs- mogliche Anwendung vorwiegend
punkt Bild-Nr. innerhalb ausserhalb
von AUTEVO
A 1 P 1 und 4 Kurvenentwurf belie- Interpola-
keine bis 15 biger Art, Aneinander- tionsaufga=
Standard- setzen von Kurven- ben ver-
vorgaben siehe auch| stlicken bei Gewdhr- schiedener
Tafel 2 leistung der Stetig- Y. v
keit bis zur 2. Ablei-
tung méglich.
- O 2 und 16 Entwurf von charakte- Interpola-
Standard- bis 22 ristischen Kurven oder tionsaufga-
vorgaben Profilen quer zur Sym- ben mit entt-
Anf.pkt. siehe auch|metrale einer Flé&che. sprechenden
hor.Anf.t. Tafel 2 Ze DBa - Nebenbedin=-
Anf.kr, Querschnitt gungen
am Autodach X
oder Spant
eines Schiffes
2ele243 5 und 25 Entwurf von charakte-~
Erweiterung bis 26 ristischen asymmetri-
VOon 2¢ls2:2. schen Kurven, der An-
um die siehe auch|stieg der Affinnormalen
Stand. vorg. Tafel 2 steuert die Asymmetrie.
Affinnor- Z. B. Langsschnitt :
male durch ein Autodach:
4
7—4-?)(
2alsZelie Spiegelung char. Quer-
Spiegelung schnittskurven an den
Koordinatenachsen,
z.B. Spiegelung an
Mittelebene Grundriss
in Fahrtrichtung bei
Fahrzeugen versch.Art
2¢20 27 Entwurf von Rotations-
Drehfléchen korpern beliebiger Art,
Z.B. aus der Glas-,
Keramik- u. Porzellan-
industrie /Flaschen,
Gldser, Vasen/
Taf el 7



Anwendungsbeispiele zu den StUtzkurvenverfahren
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krzeugende Kurvgy

Glied.pkt. mégliche Anwendungen vorwiegend
eeo ggf. in| Bild-Nr. innerhalb ! ausserhalb
Zusammenh. |, von AUTEVO

mit 2.4 : ;

2s0slals 28 Entwurf von Fahrzeug- zweldimensio=
2 gtiitzk, aussenhautteilen /z. B. nale Inter-
/Schiebfl./| ‘L Autodach/, Flédchentrag- u. Extrapola-
ALeitkurve/ werke, Teile von Geré- tion bel nur

- . teverkleidungen linienweise

2e3elele
> E

wie bel 2.3.1l.1.

2eDsleDs
4 Stitzk.

wWie 2e5elele,

dieser Fall wird am
hdufigsten bei Flédchen=-
entwlirfen angewendet,
der Konstrukteur gibt

4 Randkurven vor, der
Rechner erzeugt daraus
die Flache.

2e Sl illa
mehr als
L Stitzk.

wie 2:3:1lele

2¢3e145.
Spiegelung

bei allen symmetrischen
Flachen bzw. Korpern
/Auto, Boot, Schiff,
Flugzeug/

29
3 Stitzk. L C
E
30
IL E
L
E
Bl
E
L
L
32
203020 33

Zusammen=-

schluss zum
Streifen-
verband

bei allen Flachen u.
Korpern, die sich aus
Streifenverbanden auf-
bauen lassen, z. B.
Autokarosserie, Pro-
pellerblatt

263630
Separate
Konstr.
Rand-u.
Flachen=-
kurven

von

Erzeugen von Randkurven
durch Schnitt von zweil
Flachen, z.B. Schnitt
zwischen Motorhaube und
Windschutzscheibe oder
zwischen 2 Flachentrag-
werken

erfassten Mesd
werten, nume-
rische Be-
schreibung

von Modellen
und theore-=
tischen Fla-
chen bei aus-
gemessenen
bzw. ermit-
telten Stitz-
kurven.
Anwendungsge=-
biete: Physik,
Geophysik,
Geodédsie, Geo-
logie, Meteo=-
rologie,
Statistik,
ingenieur=-
wissenschaftl.
Versuchswesen,
Bauwesen, Ver-
kehrswegebau,
Medizin.

falls Zusam-
menschluss erj
forderlich,
dann auch beil
obengenannten
Anwendungen
realisierbar

Es sind sowohl ebeme als auch rdumliche Stlitzkurve zugelassen.
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Anwendungsbeispiele zu den Stltzpunktverfahren

Ll

Flachen

Gliederungs- Bild-Nr. mogliche Anwendung vorwiegend
punkt z innerhalb - lausserhalb
t:: von AUTEVO
5¢2+ und Entwurf von diversen|Messdatenaus-
Do D 39 Modelloberflachen wertung durch
Fliichan= auf Grund von Stltz-|zweidimensio=-
el punktdaten u.geometrinale Interpola
iﬁi Vorgaben, tion,
P18 s z.B. Verkleidungen |DIGITALES
el von Elektrogerdaten |GELANDEMODELL
p y? bei Vorgabe von Fix=|prinzipiell
GRER punkten, die durch gleiche An-
den Innenaufbau be- |wendungsgebie-
dingt sind te wie bei den
/Blgeleisen, elektrit+Stiitzkurven-
sche Messgerate, verfahren
Schutzkappen, 0.d./.
JeDa 33 siehe oben siehe oben
Zusammen=-
schluss
mehrerer
Fléachen-
stlicke
Bt siehe oben, siehe oben,
Separate
Konstr. von Erzeugen von Rand- |z.B. Berech-
e . bzw. lachgnkurven nen von be-
18 chien— durch Schnitt stimmten Pro-
e zweler vorgegebener |[filen oder

Trassen Uber
vorgegebenem
Grundriss

o gemessene StuUtzpunkte oder vorgegebene Fixpunkte

Taf ed 9
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Anwendungsbeispiele zum Entwurf von Raumkurven

Gliederungs- Bild=Nr mogliche Anwendung vorwiegend
punkt : innerhalb ausserhalb
von AUTEVO
2eoltele 38 Entwurf von Erzeugenden-|Stilickweise
réaumliche und Leitkurven fir die Beschreibung
Stutzkurven Stutzkurvenverfahren von Bewe-
gungsvor-—
géngen auf
réaumlichen
Bahnkurven
Tafel 10
Gliederungs=- Bild=Nr mogliche Anwendungen vorwiegend
punkt ¢ innerhalb ausserhalb
von AUTEVO
(S 45 bis 50 Uberlagerung von Primidr- |Uberlagerung
5w F fléchen mit ausgewdhlten |verschiede-
- » ¥ Sekundédrflidchen /z. B. ner Komponen-
Zylinderfl&dchen/, um ten bei MessH
Z. Be. die Gratlinie datenanaly-
einer Karosserieflidche sen, Addi-
/Motorhaube, Heckklappe/ |tion von
hervorzuheben. Korrektur-
fldachen bed
Grat- oder Kammlinie numerischen
Beschreibun=
_—”,,_i.\\\\- gen von Mo-
' dellen
4—"""-—\
Auch Erzeugen von flia-
chenhaften Vertiefungen
in Karosseriefldchen
s e R
4.2. 51. 52 Wie L“ll.,
daruber hinaus Auf-
X=X Wy WV Setzen von Sicken und
lokal begrenzten Erhe-
bungen auf Karosserie-
flachen
Tafel 1l

Anwendungsbeispiele zur Superposition
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Fall n 2> ( Uoen ™ ) (gilt fir Bild 1 bis 3)
wobel Upog = Ys Wenn keine
Standardvorgaben

Standardvorgaben: keine

L >n >(u - 1)

un = 6 r = 3 u = rr = 3

Stlitzpunkte und Vorgaben: Sq 4 S, B oae & Sg & Py & Ty D KRy
y

(dm] ’

P, AT, A KR,

81"’ 0,3

——x

T T T T T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 [dm]

Daten:
R = 5 n = 9 np = 1 #t = 1 nkr =
X% y KZ
Sl 0 0.36 L
S2 Q.05 Ol 1,
S3 0.15 0.49 il
84 0:25 0.56 il
S5 .61 0.53 1
36 0.7 0.49 it
S7 0.8 0.45 1.
58 0.9 0.42 1
59 ik Oolt 1
P Ok 0.6 8
5
Ak = 0
KR, = -3.3333

Bild 1
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Standardvorgaben an der Stelle Ky = Q3

Anfangsordinate Vs Anfangsanstieg TO = 0, Anfangskrimmung KRO

R = 5 n = 6 | ‘})n. >(ured -r)
Unog™ 6=3=%4 p = 1 Boag ST = 2
Stutzpunkte und Zusatzvorgaben: S1 A 82 A eee A S6 A Tl
S
AT
(dm] | s 23 Jsf*( _—
0,8 33
0,7
S
06 O M, :
O|5“ 80
C
Periny Po A To A KRy
8,02
T T —a X
0 03 04 05 07 08 1 [dml]
Daten:
fR = 5 ¥s = O.4 TO =0 KRO = 5 (Emin)
n =86 np = 0 nt =1 nkr = .0
X vy Kz
S, 0.3 0.58 1
82 O.4 0.69 1
S3 U5 0.76 1
84 A 0.7 0.84 1
S5 0.8 0.86 1
S6 1 0.87 4
o = 0

Bild 2



Standardvorgaben an der Stelle Xq

= (2

Anstie

der

Affinnormalen ANO

Anfangsordinate Ty 3 Anfangsanstieg TO = 0, Anfangskrummung KRO

PR =

u S
red

5

6 - 4 =
Stitzpunkte: S; & S, b ... A s

2 A

= 5
— O u

un

2}51’1 ‘>(ured -1r)

y
[dm]
Pmo,( Po ATg A KRg A ANO
/ 0.7 -
|
l 06 -
' |
: 051 ;
' |
: |
| |
| |
| |
I [
| I
I |
| |
| |
+ T T T T X
0 04 06 07 08 1 [dm]
X| xe
Daten:
fR = 5 35 = 0.8 TO = 0 KRO = =0.4545 ANO -l(PmaX
n =5 np = 0 nt: =0 nkr =
X y KZ
Sl : 0.4 OaTT 1
82 : 0.6 Q.74 1
S3 : O« Ole 72 gif
Sq 0.8 0«70 1
S5 1 65 1




Fall n = (ur g =T (gilt fir Bild 4 bis 26)

e

wobel U.oqg = Us wenn keine
Standardvorgaben
Standardvorgaben: keine (gilt filir Bild 4 bis 15)

§R = 2
u = 3
Stiitzpunkte bzw. Vorgaben: <sl As, A 53) V (P, 4 P, A P3 )
Yy
[dm] 4
J S,V P,
05
Sy VP,
0,4 1
S,V P, |
0,3 1 [
|
: |
| |
: |
| !
} '8 — X
0 0,4 1 [dm]
Daten:
7R 2 m = J3Y0 np = OV3 wE = 0 nky: =
Sy VPt x = 0 y = 0.5 KZ =1V2
S, VP, : x = 0.4 y = 0.3 KZ =1V2
SBVPB' x = 1 y = 04  KZ =1V2

Bild &



§R = 2

u

]
W

Vorgaben: P, A T, AP

2

y
[dtnI?
PLAT,
O.SCZ" Pz
|
|
|
|
|
|
I
J: — X
0 1 [dm]
Daten
R = 2 B = 0 np = 2 nt = 1 nkr
Pl x = @ ¥V = 045 KZ = 5
P, x = 1 Yy = 0.4 KZ = 2
Tl = Oe5

Bild 5



135

ZR

u

2
2

Vorgaben: P, A T, A KR,

- X
0 1 [dm]
3\ - ‘0|5
Daten
¢R = 2 n = 0 np = 1 At = A nkr
Pl : x = 0 y = 0.5 KZ = 8
Tl = 005
KR1 = - 2

Bild 6



gR = 3
u = 4

Stitzpunkte und Vorgaben:(S1 A S2 A S3 A S4 ) V

S,V P,

S,

VP,

|
03 ,
| |
| |
| : |
| | |
| |
; ! ,L b-x
0 0,4 07 ) [dm]
Daten:
PR = 3 n = 470 np = OV4 Ht = 0 nkr
SlVP1 s — 0 v = 0.5 KZ =1 WV 2
SZVP"2 x = Q& v = 0.3 KZ = L V.2
SBVP3 % = 0.7 y = 0425 KZ =1V 2
Bad Ld 7
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R = 3
u =

AT, AP AT

Vorgaben: Pl 1 5 5

Y
(am] |
P,AT,
|
0507~ ——--
04
|
|
|
|
|
|
|
I
= - X
0 1 [dm]
Daten:
R = 3 # o= 0 np = 2 nt nkr =
Pl x = B y = 0.5 KZ
Tl = Q%5
T2 = - 0.5
B.oad lkd 8



=
W
(00)

gR = 3
u = &
Vorgaben: P, A T1 A KRl A P2
y
(dm] f
P, A Ty A KR,

0
~

0
81 "‘0,5

Daten:
fR = 3 n = 0 np = 2
P1 x = 0 y = 0.5
P, x = 1 ¥ = Qulf
Tl = Oeh
KRl = -2

Bild 9

-— — e — e — ———




PR = 4
u

Il
Ul

Stltzpunkte bzw. Vorgaben: (Sl A S, A S3 AS;, A
3

\

85 )
(Pl A P2 A B, A P4 A P5 )

SgV Pg

Daten:

R = 4 n = 5V0 np = O0V5 nt = 0 nkr
Sl ) Pl x = D0 y = 0.5 KZ =17V2

82 ' P2 % = Dokt ¥ = 0.3 EZ =1V 2

Sy V Py x = 0.6 y = 0.4 KzZ-=1V2

Sq v Pq x = 0.8 y = 0.45 KZ =1V2

S5 V Pg x = 1 y = 0.4 KZ =1V2

Bdlg 21O



140

R -

u = 5

Vorgaben: P; A T; A KRy A P, AT,

=

"P,A T,A KR,

SN

_,— —— ——— —— — — —

0

8,=05
Daten:
R = 4 n =0 ng = 2
Pl . A = -C) y = r).:‘)
Py 3 % = v = Dol
Tl = v Ooj
KRl = 2 —
T2 = - Oo?j

B2 Ld Ji

nt
KZ
KZ

AV}

—

nkr

= 1
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R = 4L
u = 5
Stutzpunktc bzw. Voigabens S A ’;l A I A KRl A P2
y
am |
05 4
PyA T, A KR,

—a X
0 0,4 1 [dm]
Daten:
PR = 4 1 O N fHp = 2 Ht = 1 nkr
Sq x = 0 y = 0,25 KZ = 1
- — — )
Py x = 0.4 y 0.3 Kz 8 (Pw
P2 3 x = 1 v = 035 XZ = 2
I, = 045
KRy = 0

Bidltd 12



R = 5
u = b

Stutzpunkte bzw. Vorgaben: ( S1 A S

e - ——

142

|
|
d
v

2

KoM X XK K X B

np

Mo d e g

Bild

08

= 0V6
= 0.5
= 0.4
= 0.2
= 0.35
= 0.45
= 0.4

15

nt
KZ
KZ
KZ
KZ
KZ
KZ

[dm]




fR = 5
a = B
Vorgaben: Pl A Tl A KRl A P2 A T2 A KR2
b 4
[dm] |
P,A T,A KR,
/
0,5C .

/
7

/
‘P, A T, A KR,
A

\ 8\ /|
X Pw P
\ P
\ / '
7 I
O M, / :
# ! = X
/
0 ¥ ] [dm]
Daten:
PR = 5 fi. = 0 iy = 2 WE = 2 nkr = 2
Pl s o = 0 7w = 0.5 KZ = B
P, % =] y = 0.3 KZ = 8 (P_)
Tl = 005
KR1 = - 2
T2 = - 005
KR2 = 0



144

R = 5
u = 6

Stlitzpunkte und Vorgaben: S, A S, A4 P. A T. A P A T

iR 2 i) 1 2 2

y
[dm]
PRAT,
1
05 OF~ - -
0 0,4 07 1 (dml]
Daten:
7R = 5 n =2 ne = 2 nt = 2 nkr = 0
Py x =0 vy =0.5 KZ =5
S1 X = Qalt y = 0.52 KZ = 1
S, % = 07 y = 0,43 KZ =1
P2 £ X = 1 y = 0.3 KZ =5
Tl B Q5
Ty, = - 0.5

Bild 1b



Standardvorgaben an der Stelle x = O:

Anfangsordinate y , Anfangsanstieg T = 0, Anfangskrimmung KRoéQ

gR = 2
Yred = 3-3=0
Zusatzvorgaben: keine
b
[dm] |
POATOA KRO
05 C

{F . - X
0 ] [dm]
Daten:
R = 2
TO = 0
KRO = =2
n =0 np = Q0 nt = 0 nkr = 0 (betrifft
Zusatzvorgaben)

Bemerkung: Obige Standardvorgaben (>) gelten.auch fir die
folgender Beispiele (Bild 17 bis Bild 22)

Bild 16
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R = 3
Ueog = 4= 3 =L
Zusatzvorgaben: Sl ' Pl
y
[dm] |
P.AT,A KR
0 0 0
051
Pmax
30
__(r\rMO T —— X
0 1 [dm]
I
I
N I
3,=-05 |
|
S,V P
Daten:
R = 3 Yo = 0.5 T, = 0 KR, = -2 (Pmax)
n = 1V0O np = 0OV1 nt = Q nkr = 0
S1 % Pl 5 B =1 y = =0.3 KZ = 1V2



R = 4
Upeg = 2 =3 =2
Stiitzpunkte bzw. Zusatzvorgaben: (Sl A 52) Vv (Pl A P2)
Y
[dm]
0,5
S,V P,
- X
[dm]
A,
Daten
PR = 4 ¥g = 0.5 I, = O KR -1 (P
n = 2VO g = 0OV2 At = 0O nkr 0
S, VP x = 0.7 y = 0.35 KZ = 1v2
52 VB X = . y = Q2 k#z = 1Y

max
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BR = 4

Upgg™ 2372

Zusatzvorgaben: Pl A 'I‘l

Y
[dm] |

Daten:

= = = = i )
grR = 4 Y, = 0.5 i 0 KR 1 (Pmax
n = 0 np =1 ng =1 nkr = 0O
1 x =1 y =0.35 KZ =5
Tl = Ocq

Bilgd 18
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R = 5

Yreq = bm3=3

Stltzpunkte und Zusatzvorgabalz( Sl A 52 A 83) Vv (Pl A P2 A P5

y
[dm]

P PoA ToA KR,

Daten

= = - = - )
7R 5 Yo = 0.5 T, =0 KR 5 (Pmax
n = 3VO np = OV3 nE = Q nkr = 0
Sl Vv Pl % = 046 y = 0.25 KZ = 1V2
82 Vv P2 Xvi= 08 y = 0.23 KZ = 1V2
S3 Vv P3 % = i y = 0.22 KZ = 1V2

Bilad 20



g =5
Upeg =6 =3 =3
Stutzpunkte und Zusatzvorgaben: S; 4 Py A T,
y
[dm]
ola S\
PAT
: 1
0,7 l KiALT
|
0,6 1 | |:
|
051 i f
|
| [
|
: |
|
: |
|
3 | |
‘ |
|| |
| I
+ ,L — X
1 0 07 ] [dm]
I
|
OM,
Daten:
gR = 5 y, = 0.8 T, =0 KR, =-1 (P
n = 1 ng = L nt = 1 nkr = O
Sl X = &7 y = 0.73 Kz, = 1
Py x = 1 y =0.67 Kz = 5
Tl = _002

Bil@g-2al




R = 5
6-3=3

2
red

Zusatzvorgaben: P; A T, A KRy ( Stufenpunkt )

y
[dm]
06 Pmax
P‘/\T‘A KR,
7\
W E—
| pS
I
[
0,5 - |
|
|
|
|
|
3, |
|
|
|
I
¢ - X
0 1 [dm]
|
dl 80 ='1
Mo
Daten:
- = _ _ )
R = 5 ¥, = 0.8 T, = O KR, = -1 (Pmax
n = 0 np = 1 nt =1 nkr = 1
Py % = 1 ¥ = 0.7 EZ = 8 ( PS)
Tl = 0
KRl = 0
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Standardvorgaben an der Stelle x = O: Anfangsordinate .

Anfangsanstieg To = 0, Anfangskrimmung KRO, Affinnormalen-

anstieg AN_ (%)

R = 3

Reniy ™= 4L - 4 =0

Zusatzvorgaben: keine

Prnox LPoAToAKRg A AN
e
- R
- s =

8,=-05
T r—— X
0 05 07 [dml]
Daten:
§R = 3 Vo = 0.7 TO =0 K.RO = =2 ANO= -1
n = 0 np =0 nt =0 nkr = O

Bemerkung: Obige Standardvo.gabe: (>€) geltenn auch flr die
folgendeir Beispiele ( Bild 24 bis Bild 26 )

Bild 25




L
5 -4 =1

@R

u

red

Stlitzpunkte bzw. Zusatzvorgaben: Sl Vv Pl

y
[dm] |
meX
05 PO/\ Tol\ KRO/\ ANO
\\
\\ \\
4%?
%
Sy of,))o
%o

S,V P,

—_,— e —— —— — —

0 05

|

I

|

| 3p=-1

|

|

|

b,
Daten:
R = 4 ¥ = 0.5 TO = 0 KRO = =1
n = JAVO np = O0OV1 nt =0 kr = 0
Sl Vv Pl X = O ¥ = 055 KZ = 1V2

Bild 24

AN

- Y

07 [dm]

= -1 (P

max

)
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R = 5

oy = b= I = 2

Stlitzpunkte bzw. Zusatzvorgaben: (Sl A SZ) v ( P, A P2)

¥
(dm) |

Pmax
0,51 PoAToA KRoA ANy

S,V PR Afs, S,V P,
I/',,7
Oro)

|

| e :

: 3o |

| |

I I

| I

| |

| |

+ T A X
-0,49 0 05 09 [dm]

P M
0
90 =-3|0

Daten:
R = 5 y, = 0.5 T =0 KR, =-0.3333 AN = -0.5
n = 2VO np = 0V2 nt =0 nkr = 0
S, VP X = =0.49 y =0.4 KZ =1V2
S, VP, : x = 09 y = 04 KZ = 1V2




PR

u

red

5

6 - 4 = 2

Zusatzvorgaben: P

y
[dmlil

1

152

A Tl

051 Py ATy AKRGA AN,
| i P,AT,
' P max 2 e
| |
| !
| |
|
: |
|
| |
| |
' [
| - + —a X
0 05 09 [dm]
|
| 302'15
l
|
Daten:
PR = 5 §,=0.5 T, =0 KR = -0.6667 AN, = =0.2
n = 0 np = 1 nt = nkr = 0
Py x = 0.9 y = 0.4 KZ = 5
Tl = =0.2

Bildag 26
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Drehfliche J
z
[dm] |
i B Rt
I
| dee=
hyperbolische Punkte
I
—— parabolische Punkte
PIf = s elliptische Punkte
Y .
0 0,2 | Ok [dm]
l
I
I
y |
I |
P I
)
I
I
fy Y, I
|
(P i X
X4
Bild 27




Erzeugende- und Leit-
kurve konnen vertauscht
werden.

Zwel vorgegebene Stutzkurven

Bild 28

/ST






Vier vorgegebene Stutzkurven

n
O

(1,1)
(0,0)

(1,vy)

(1,0)

Bild 30



Mehr als vier vorgegebene Stltzkurven

09T

(0,0)

Biild 7
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Fy(uy,v,)

Fy (uy,vy)

o (U, o)

Bild o 1



Vi
‘ 1 - n
(Uor )y (Ugy )y
~ 1 o Iy I =
o o o
> 3 K3 >
(Ugy), CTi
v‘ [ Sy S S Sah e b E—— G G G SS— ——
(Ugo), (Ugoy
U]=O Ul =}
Ug = 0 up =1
f(u,v)
|




Schnitt einer Fliche

z = f(x, y) mit zwei allgemeinen Zylindern3l und 3o

<
Y v
1 ' >
S 2
R\)
»OO/.~ B

Bild 34

¢oT



Zentral-
punkt

Z

Schnitt einer Flédche

Z

= £(x, y)mit einem allgemeinen Kegel ) 3

allgemeiner Kegel R

Bild 35

79T



PVE

PVS

PVA
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GAUSSsche Pajrameterdar”~hpl~JJnMn

| Parameterebene: X
Parameteraufbereiche:
Pug = PVA = 0
PU” = PVS = Schritt-

welte
{ PUE = PVE =1
— )
PUA PUS PUE

Bi1ld

#

= X u, v



(0'0)

(0'0)

(0'0)
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PIS

Y
/
~‘~q-—’1 Parameterdarstellung

einer Raumkurve

///A Parameterlaufbereich:
X PTA 0

PTS Schrittweite

1

v
=
"

PTA PTS PTE
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Bewertung von Punktanordnungen nebst Vorgaben bei

Stiitzpunktverfahren
Y
[aa] |}
a
1,5 T
5 Sp
P T
[/
é 2|8 ) 8| TY, b KX AKY,
N
93
1,0 //gm/ C
1 ax r~
// / Sy Y max
O
b 9 \\\\\ //
=
3
A
=
7 d ;;ib %;vmin
7 =1
)____._u#"'—
P k dmim 7
A6 y.
> . /
L P7 % 'I'X;2 A "'PYZ
———— e 1,0 1,2 [dm]



Gronzkurve:

e
51

1
gr
&

;

|
(

Zusammenschluss zweier Nachbarflichenstlicke

gr

- X

Bild 40

2,0

Bemerkung: Die Bilder 40 bis 43
korrespondieren nur qualitativ
miteinander!
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Zusammenschluss zweier FLACHENSEGMENTE

¢ LGrenzkurvg]
A
F 2, 00,1)
S fA(l,O)
X =1
0 - T
Bild 41
B_IA o~ ﬁ Tangentenanstieg
9 9 quer zur Grenz-
x * kurve
X = 1 7 o 't?{T = (’tXO txl Tere tx¢R)
tx = tx" . y
afAh,o)
—F >
0 | 3£, (1,1)
Bild 42 X
5 2f o
A 3 B Anstiegsénderung
%2 3 2 quer zur Grenz-
kurve
-—->T B )
t 2
3 fA(l,O)
ax2




’r

Datenstruktur zum Flachenverband

Laufende Nr. der einzelnen Flichenstiicke L = ( i-1)eny + k wobeio® = 12 25 «ev, DX
kK = 1 25 wwsy OV
T B ]b— — —
yo-E g
ny ny (o [(ni=2)nyeny |(rei=1) ny+ny
vormy=11— — -
) g 55 - ) (nx=2 )ny (nx=1)ny
n — V) - -
y S IR RISy +(ny-1) +(ny-1)
FEMY=2 N ey &
&
3]
3
47 X
5 N
K~
B
ygr21 | & 4
>
'S 2 ny + 2 2ny + 2 (nx=-2)ny+2 |n-1)ny+2
ysill b — —|—=
%
L 1 ny + 1 2ny + 1 fnx—?)ny+l (nx-1)ny+1 =
ygf O' e — — — = £
I | } | . | | P
| I | I | [ !
' | ' |nx-Flichenstiicke | ' '
L 1 1 - | | ] -
xgr0ol g LRl xgl 21 =33 xgnx=2) xgnx-1) xg nx




L72
Zur Superposition von Fl&échen

srealisiert nach
2+ %l O0CD Je

Bild 45

: realisiert nach
26 9e Ll s OdCT D4

Bild 46

Bild 47
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Zur Superposition von Fldchen

Bild 48

¥ 2en+] \ X Bild 49

Rild 50




a N

Qo

(0,

f3 und h

erzeugt
gemdss 2

(ul,o

3

0301040
h3(u,v)

(o,vl) k:

Zur Superposition von Fliachen

00

( 2,o)\\

(1,0)

u

fl(u, v)
':FL fz)u, v)
f3(u, v)
wobel
o Su; vEl
h,(u, V)
f}: h2(u, v)
hj(u, v)
mit
Uy £U 2 Uy
vy Sv = v,

®,T
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Zur Superposition von Flachen

m, (u, v)
mz(u, V)

mB(u, V)

n, (u, v)

n2(u, v)

n3(u, v)

Bild 52
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0

£0

Lo

80

rwel
4
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// %0

177

1 [dm]

/ v
// %0

— &
//.

/ 6,0

.

kS

b,25

b0

3,75

3,28

30

2,9

2,8

2,7

26

Kreisschablon 2



=" 1

] A b F" i -
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