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1. BEVEZETES

A szamitastechnika mind szélesebb korli alkalmazéasa és a szamité-
gépek jobb kihasznaltsadganak érdekében olyan lehetGségek megte-
remtésére van sziikség, melvek révén egyszeriien, viszonylag ol-
csbén, tavolbdl, tehadt nemcsak a szamitdgép kdzvetlen kbzelében
1lévé felhasznalodok szamara hozzaférhetd egqgy, vagy t8bb szamitd-

gép.

E probléma megoldasédban a time-sharing rendszer kifejlesztése
volt az els6 nagy lépés: terminalhalézat kiépitése egy szami-
togép koOré. Ezutan meriilt fel az az igény, hogy tdbb programfel-
dolgozast végzd szamitdgépet kapcsoljanak 6ssze oly médon, hogy
egy felhasznald barmelyvik szamitdégép, barmelyik szolgaltatasat
(specialis hardware és software, adatbézisrendszer) igénybe ve-
hesse. Megkezdddott tehat a szamitogéphaldzatok kialakitésa.

A feldolgozast végzd szamitogépek ("er6forrésok") egy ©6nallo
adatatviteli halézatra (communication subnetwork) téamaszkod-
nak, mely az adattovabbitast vonalkapcsolt (circuit/line
switching), vagy csomagkapcsolt (message/packet switching) mé-
don végzi, , kdvetkezésképpen a teljes szamitédgéphaldzat (compu-

ter communication networky osztott (distributed) jellegd.

Az ilyen szamitdgéphaldézatok tervezése és lizemeltetése igen
Osszetett és bonyolult feladat. Napjainkban a legnagyobb és
leghatékonyabban miik6dé halézat az Egyesiilt Allamokbeli ARPANET,
mely mintegy 100 feldolgozast végzd szamitdgépet foglal magaba,
étfogja az USA egész terililetét, de Eurdpaban és Hawaiban 1évo

kézpontok is tartoznak hozza.

Magyarorszagon is megkezdddtek a szamitdégéphaldzatok kialaki-
tasaval kapcsolatos tevékenységek, melyekben intézetiink is ko-
moly szerepet kivan vallalni az akadémiai szamitégéphalédzat

létrehozasa révén.

E tanulmany célja, hogy a csomagkapcsolt haldézatban felmeriild



optimalizalasi problémak kozil két alapvetdt ismertessen, és
bemutassa az ezek megoldasara az ARPANET-ben kidolgozott algo-
ritmusokat; remélve, hogy ezzel intézetiink munkajdhoz segitsé-
get nyujt. Feltételezzlk, hogy az olvas6é szamara a szamitdgép-
halézatok problémak&re nem ismeretlen, de az érthetdség megkdny-
nyitésére a Fliggelékben roviden Osszefoglaljuk az osztott halé-
zat felépitését és miikddési elveit, illusztracidként pedig vaz-

latosan bemutatjuk a (csomagkapcsolt) ARPA szamitdégéphaldzatot.



2. CSOMAGKAPCSOLT SZAMITOGEPHALOZATOK MATELIATIKAI PROBLEMAL

2.1. Altaladnossagban a matematikai problémakrol

Matematikailag egy csomagkapcsolt szamitbégéphaldzat egy
véges graffal reprezentalhaté, ahol

csucs: csomdépont, azaz az adatatviteli halézat egy kapcso-
l6szamitdgépe (ARPA-ban: IMP, vagy TIP) a hozza tar-
tozé6 terminadlokkal és feldolgozast végzd szamitd-
gép (ek Jxel (ARPA-ban:HOST)

él: a csomépontokat &sszekdtd csatornak.

Pontosabb definicié csak a konkrét matematikai problémak

leirasanal szikséges.

A halézatban vagy teljes (program+adat) Ulizenetek (message
switching), vagy egységnyi csomagok (packet-switching) ke-
ringenek. Egyszeriiség kedvéért nem teszilink kiilonbséget a

két rendszer k&z6tt, mindig lizenetekrdl fogunk beszélni.

Feltehetjiik, hogv a graf barmely csucsabdél barmely csucsa-
ba mehet {lizenet. Az lizenetek érkezése, feladd, ill. ren-
deltetési helye, egy lizenet hossza: véletlen mennyiségek.
Ezért a rendszer igen bonyolult. A probléma kezelhetGsége
érdekében tegyilik fel, hogy az érkezések csucsonként egy-
mastdol fliggetlen Poisson folyamatot alkotnak, a hosszak

pedig exponencialis eloszlasuak.

A feladd-csomdépontban jelentkezd lizenetet el kell latni a
tovabbitashoz sziikséges informaciodokkal ¢pl. lzenet eleje,
vége, hossza, feladé- és rendeltetési hely ), s ezt ugy
kell végezni, hogy k&zben az lzenet bitjeinek szama ne

nojén jelentbsen. Ez informacidelméleti probléma, mellyel

eddig nem foglalkoztak. Az elsd ilyven témaju munka Gallager
kézirata, melyben a fenti informacidék hosszara ad also
becslést, s egyuttal olyan kdédolasi eljarast, mellyel jol

megkdzelithetd az optimum. [ R.G.Gallager: Basic Limits on



Protocol Information in Data Communication Networks!

A rendszer miikddésének elinditasahoz utkijeldld algoritmus

sziilkséges, mely lehet determinisztikus, vagyis a feladdhe-
lyen kijeldlik a teljes utvonalat; és lehet adaptiv, amikor
csomépontrél csomdédpontra hatarozzak meg egy lizenet utjat.

Ha ez adott, kiszamithatd egy ilizenet haldzatban eltdltstt

idejének varhaté értéke, ami mar igen bonyolult témegki-

szolgalasi feladat [1171 012 J, hiszen a csucsokban az lize-

netekbdl sorok keletkeznek. Ha ezt a problémat megoldottuk,

kdvetkezik az optimalis utkijeldld algoritmus keresése,

melynek a halézatban eltdlt&tt idd minimaliz&lasa a fel-

adata.

Tehat egy csomagkapcsolt szamitdégéphaldzat tervezésekor,
fejlesztésekor és lizemeltetésekor matematikailag lényegében
a kovetkezd probléma komplexummal &llunk szemben:

Minimalizalnunk kell

egy lizenet haldzatban toltdtt idejének varhatd értékét,

azaz ennek megfeleld

optimalis (determinisztikus v. adaptiv) utkijelsld

algoritmust kell adnunk,

figyelembe véve bizonyos

kb6ltség eldirasokat
vonalkapacitasi és csoméponti taroldékapacitési korlatokat

megbizhatdésagi szintet

a kbvetkezd haldzati paraméterek mellett:

topoldgiai paraméterek, pl.

feldolgozast végzd szamitogépek elhelyezkedése,
egy kapcsoldészamitégéphez tartozé feldolgozast végzd
szamitégépek és termindlok szama

tovabbitasi paraméterek, nl.

kapcsold szamitogépek lizenetkezelési sebessége
kapcsold szamitbgépek taroldkapacitéasa

vonalkapacitasok



lizenethossz-eloszlas
utvonalkijeldld algoritmus
lizenetforgalom-eloszlas (halozati terhelés)

prioritasi elv

A kililonb6z6 paraméterek lehetnek adottak, de feladat lehet
ezek meghatarozasa is aszeraint, hogy tervezésrdl, fejlesztés-
r6l, vagy lizemeltetésrdl van sz6. A problémakomplexum infor-
maciodelméleti, tomegkiszolgalasi, matematikai programo-
zasi feladatok pontos megfogalmazasat és megoldasat kivanja.
Most a matematikai programozasi - haldzati folyamok - jel-
legii feladatok kozlil két olyat fogunk ismertetni, melye-

ket az ARPA szamitégéphaldozat mikodtetéséhez oldottak meg.
(A tomegkiszolgaléas elméletének alkalmazasardl magyar nyel-
ven a KFKI "Szamitdogéphaldézatok" c. szeminariumi sorozata-

ban jelent meg Zaray Lva ismertetése) .

Csomagkapcsolt haldzat matematikai programozasi modellje

Legyen G=(N,A,L) véges iranyitatlan graf,
ahol N a csucsok halmaza (csucsok szama:n)
A a csucsokat Osszekotd é€lek halmaza
(élek szama: b) és
C=(Cy, Cy,...C)> O az 2lekhez rendelt kapacitasér-
tékekbol alkotott vektor.

A szamitbgéphaldzatot az lizenetforgalom (utvonalkijeldlcs,

halézatban t6ltott idd) szempontjabdl fogjuk vizsoolni,
ezért elég az adatatviteli haldézatra szoritkoznunk, tehat

a grafban

csucs: kapcsolészamitégép (ARPA-ban IMP, TI1P)
€l: a csucsokat Osszekdtd nagvsebességii duple: csatornak
kapacitas: a csatornak mp-ként meghatarozott mer. ‘1segl
bit szallitasara képesek, és a kapcsoloszamitogepek

lizenetkezelési sebessége is figyelembe veendd.



Legyen r_.. >0 az i-ik csucsbdl a j-ik csucsba tovabbitandd

1]
Uzenetek &tlagos mennyisége (bit/sec)

i=l; st F=1, e een

Ekkor a haldézat atlagos lizenetforgalmat a F=((rij)) i=l,..n

nem negativ elemli igénymatrix-szal és a J=1l,«n
Y =2 % B..
A B

atlagos Osszforgalmi értékkel jellemezziik.

Ut a grafban:

Az i-ik csucsbdl a j-ik csucsba vezetd Tij utnak egymas-
hoz csatlakoz6, hurokmentes élrendszert neveziink. Ha az
i-ik és j-ik csucs koz6tt t6bb Tij ut létezik, az Tij
igény eljuttatasara tdbb lehetdség van, és az utak koézotti
kilonbségtevés az utak hossza szerint tdrténik. (Az ut
hosszat esetenként masként definialjuk. Igen egyszerii
metrika, ha az utban 1évo élek szamat vessziik, de lénye-
gesen bonyolultabb metrikat is definidlhatunk - 1d.5.fe-
jezetd.

Folyam a grafban:

i o : v 1] ¥ =
Az rjy igények eiguttatasat egy P = {fkﬁ'folzamfuggvennyel
irjuk le, ahol fk% jelenti, hogy az i-bdl j-be tovabbitan-
doé lizenetnek mekkora mennyiségét tovabbitjuk a (k,1) élen.

Tehat ¢ a a kovetkezd feltételekkel jellemezhets:

n §4 n 44 17 ha =i
(2.2.1) gLy Tk = nf1 fom = +r;,  ha 2= ¥ 8.5
0 egyébként
ij s »
{2..2:2) fr g 2 O 13k d=ls wss B

A (2.2.1.), (2.2.2.) feltételeknek eleget tevd ® folyam-

figgvényt multicommodity folyamnak (m.c.f) nevezziik.

Egyszeriibb, ha £, helyett ftj-vel jelsljiik az élenkénti

értékeket: t=1,...b.
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Legyen §13=(fllj, ...,fblj) az rij igényt i-bdl

juttatd (i,j) elemi folyam.

j-be

Ekkor az ftj komponens ennek a t-ik élre jutd részét jelenti.

Legyen tovabba
n n
f = I L

.
g a halézatbeli teljes folyam

Belathatd, 83 hogy az

F = {f|f m.c.£.} halmaz konvex

és I' extremélis pontjai (az élek barmilyen metrizalasa

esetén!) "legrdvidebb" folyamok.

Az f teljes folyam nem azonos a ¢ folyammal. A haldzatban
felmeriild feladatok pedig ¢ valamely P(®) filiggvényének
optimalizdlasat jelentik. - Csak olyan feladatokkal fogunk
foglalkozni (4.fejezet), melyben a P(%) fliggvény helyett

a P(E) fliggvénnyel is dolgozhatunk.

A feladatokban rendszerint a folyamfliggvénynek a multi-
commoditason kivil mas, u.n. addicidés feltételeknek is

eleget kell tennie. Legegyszeriibb a kapacitas feltétel:

fij e t=1,...b i=l,..n
3=1;..0

Feladatcsoportositas a P(f)célfliggvény és az addicids

feltételek szerint

2.3/a Feltétel nélkiili m.c.f. feladatok

(azaz nincsenek addicids feltételek)

a) P (f) linearis fliggvény

Ilyen feladat pl. egy kapacitasmentes halézatban a
legrdvidebb ut meghatarozasa. (Erre a feladatra
szamos megoldasi médszer ismeretes, [81.)

) P(f) nem linearis fiiggvény

Szeparabilis (P(f)= % Pi(Fi) és konvex fliggvény
Toi=1



esetén, ha a haldzat kicsi, érdemes P(f) lineadris k&ze-

litésével az o) esetre visszavezetni a feladatot.

Differencialhatéb P(E) fliggvényre (tetszdleges méretli ha-
l6zatban) az érintdsikokkal vald kdzelitést alkalmazzak.

Igy ismét linedris feladatot kapnak, ahol az i-ik él
oP

hossza 7F.
i

2.3.b. Optimalizalads az f -re vonatkozdé addicids feltételek
mellett

a) P(f) lineadris fiiggvény és az addicibés feltételek is

linearisak

A feladat megoldasa altaldban a Danzig-Wolfe féle

dekompozicibds mdédszerrel [2] tdrténik, melyben 1lé-
nyegében 2.3/a. tipusu feladatsorozatokra vezetik
vissza az eredeti feladatot.

g) P(f) nem linearis filiggvény, az addicids feltételek

sem linearisak

csak konvex fliggvény, és konkav, nem negativitasi
feltételek esetén ismertek hatasos megoldasi moéd-
szerek [27,

Az 5. fejezetben olyan médszert fogunk ismertetni, mely
nemlineédris, differencidlhaté P(f) fliggvény feltétel nél-
kiili optimalizalasara alkalmas, de a 7. fejezetben vazolni
fogjuk azt is, hogyan médosithatd ez a médszer egy diszkrét
feladat megoldasara.

P(f)leggyakrabban id6fiiggvény: annak az iddnek varhato
értéke, melyet egy iizenet a halézatban eltdlt, mig a fel-
adéhelytdl a rendeltetési helyre jut. Az eljutast az f

(tulajdonképpen a ¢®) folyam valdésitja meg.

Egy Uzenet HAldézatban elttltétt idejének kiszamitasat tar-



gyaljuk a koévetkezd (3.) fejezetben, de csak olyan mély-
ségben, amennyire ezt a 4. fejezetben ismertetésre keriild

feladatok megkivanjak.

3. EGY UZENET HALOZATBAN ELTOLTOTT IDEJENEK KISZAMITASA

Lattuk, hogy egy csomagkapcsolt halézatban minden csomépontban
kiilénb6z6 manipulacidkat kell végezni egy lizenettel. Ennek ko&-
vetkeztében egy csomépontban (dltaladban) tobb lizenet varakozik
(tarolédik a meméridban), mig egynek folyik a feldolgozasa. A
teljes szamitdgéphaldzat tehat egy igen bonyolult témegkiszol-
galdé rendszert is jelent.

3.1. Vizsgaljunk eldszdr egy csombépontot, mint egycsatornas

tomegkiszolgald rendszert.

Legyen A(x) az Uzenetek beérkezése kozott eltelt ido

eloszlasfiliggvénye

B(x) a csomépontbeli kiszolgalasi idd eloszlas-

figgvénye
A az Ulzenetek érkezésének gyakorisaga [messg/sec]
t egy lizenet atlagos kiszolgalasi ideje [sec/messgj
% az atlagos lizenethossz [bits/messg]
1 kapacitas: lizenetfeldolgozasi, ill. tovabbitasi

uE sebesség [bit/sec]

Matematikailag rendkiviil leegyszerilisiti a rendszer leirasat,
ha feltessziik, hogy A és/vagy B exponencialis eloszlasuak.
Ennek megfelelden t&bb eset lehetséges:

1. eset

(i) Az érkezések kozott eltelt iddk fliggetlen, egyforma

exponencialis eloszléasok (A(x)=1-e™* %)

, tehdt az ér-
kezések Poisson folyamatot alkotnak.

(ii) A kiszolgalasi iddk fliggetlen, egyforma exponencialis



eloszlasuak B(x)=1l-e )

Ha a kiszolgalas az érkezés sorrendjében torténik, azaz a
a haloézatban nincs prioritésa egy lizenetnek sem, akkor az
atlagos kiszolgalasi id6 varhatd értéke elemi médon kisza-
molhaté [103,01113

t 1

(3.].]) W = . =
1-3% VoEI HC=2

ahol T az lizenetnek a kiszolgdld csomdéponton eltdltdtt
teljes idejét jelenti, amely két részre bonthatd:

a kiszolgald foglaltsaga miatt esetleg szilikséges varako-
zasi i1ddre, valamint a tényleges kiszolgalas idejére.
Ennek a felbontasnak megfelelBen a T teljes varakozasi ido

varhaté értéke igy irhaté:

(0 ) M ) 9

1-At ucC
2. eset
Az érkezések ismét Poisson folyamatot alkotnak, de a ki-
szolgalasi iddk tetszdleges eloszlasuak.

Ekkor a Pollaczek-Hincsin formulabél

(3.1.3) e AB 1
T =300 * e

ahol s=/x°dP(X) a kiszolgalasi iddk masodik momentuma.

3. eset

A(x) is, B(x) is tetszdleges eloszlasfliggvények. Ekkor nem
ismeretes zart formula T meghatérozaséra, csupan egy igen

jé felsd korlat [91:

(3+1:4) A(0i+03)
p o KOTD 1
2(1-2t) B
ahol Oi ¥11.. 05 az A(x)}1ll. B(x) eloszlasok szdérasnégy

zetei.

3.2. Tekintsiik most a teljes haldézatot (n csomdbponttal és b éllel)



Poisson érkezési folyamat és exponencidlis kiszolgalas ese-
tén, ha az egyes csombépontok, mint tomegkiszolgaldérendszerek
fliggetlenek, egy lizenetre a haldézatban elt&ltdtt idd kisza-
mitdsat a haldézat dekomponalasaval - csomdépontokra torté-
nd lebontasaval - végezhetjik.

A csomagkapcsolt halézat azonban masként mikdédik: a csomo-
pontok egymast6l nem filiggetlenek, s mivel egy lizenet hossza
a tovabbitas soran nem valtozik, nem valtozik a csomépon-
tonkénti kiszolgdlasi idd eloszlasa sem. Ennek ellenére,

ha az lizenetek hosszat minden egyes pontban valdsziniliségi
valtozodnak tekintjik, ( ez sok pontbol &llé halézatban,
ahol egy csomdépontra tébb iranybdél érkeznek és t&bb irany-
ba futnak ki lizenetek, nem is olyan irredlis feltételezés )
a fliggetlenség és Poissonitas feltételezésével elméleti
uton szamitott késési idd nagyjabdl megegyezik a szimula-

cibds modszerekkel kapott késési iddvelrio031l ,C121] .

Ennek alapjan kiszamithaté az egységnyi lizenet altal a
halézatban t61ltodtt teljes idd T varhatd értéke:

Ha =((rij)) i=l,...n az igénymdtrix, és
n n

és vy = I T r..a haldézat atlagos osszforgalma,
i=1 j=1

akkor a csomépontonkénti lebontas alapjan
n n f.s T

(3.2.1) Te g 2§ ol

i=1 =1 ¥
Az irodalomban az egyszeriiség kedvéért a varakozasi és ki-
szolgdlasi id6bdl szarmazd késést nem a csucsoknal, hanem
az éleknél veszik figyelembe, és a csatornan vald athala-
dasi iddhéz adjak hozza. (Ez természetesen tovabbi dur-
vitasa a modellnek, hiszen pl. az éleket iré&nyitatlanoknak
veszik, igy egybe kell fogjadk a két iranybdél tovabbitandd
lizeneteket) .
A T idd varhatdé értéke ekkor:

b A

i
il T= I —(T,+p;
(3522 B TR
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aholki az i-ik élre jutd atlagos lizenetmennyiség
(mely a ' matrix és az utkijeldld algoritmus is-

meretében egyszeriien kiszamithatd)

p;. egy izenet athaladasi ideje az i-ik élen
. =}\i/“Ci
i HC.=A.
i i

(3.1.2) alapjan (t = ) egyv lizenet varakozasi és

uC.
i
tényleges kiszolgalasi idejébdl adédd késés az i-ik élen;
1
(U
1 ~az lzenet hossza informacidékkal egyiitt.)
U’
Szokas ezt a formulat még tovabb finomitani, de erre

az lizenet hossza informacid nélkil

most nem lesz sziikségiink. (63, L10] [12]

Erdekes megemliteni azonban a kdvetkezd formulat:
B Ay =
£3.2.5) ' = _i pDyE
i (igl Y Tl)
ahol L alkalmasan valasztott hatvanvkitevd, azaz T az
élernkénti késések hatvanvkdzepe, amely nagy L-ekre ér-

zékenyebb az éleken elBforduld legnagyobb késésekre.

A T idd ilyen moédon t8rténd szamolasa a kdvetkezd eset-

ben hasznos:

ElGfordulhat, hogy egy bizonyos csatornan az atlagos
késés nagysagrendekkel nagyobb, mint a t&bbin, de ha a
forgalom kicsi, ez a jelenség az elSbbi mdédon szamitott
késési iddre (3.2.2) nincs hatassal, ennek kdvetkez-
tében a felhasznald "rosszul jar" (61 . Hatvanykdzép

alkalmazasaval ez a negativum csdkkenthetd.

4. DETERMISZTIKUS IRANYITASI- (UTKIJELOLESI) ES CSATORNAKAPACITASTER—
VEZESI FELADATOK

A 2. fejezetben vazolt szamitégéohaldzatbeli matematikai prob-

lémadk kozlil kettdnek a megoldasat fogjuk ismertetni.
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Az eddigi jeltléseknek megfelelden

n csomdépontu,

b éli haldézatot vizsgalunk,

F=((rij)) i=l,...,n igénymatrix esetén
J=1is e 00

C=(Cl,...,Cb) kapacitasvektorral

~

A=(A

A l,...,xb) lizenet-érkezés gyakorisag-

gal.

Egy lizenet haldézatban t6ltdtt idejét a

b Ai b Ai 1
T= I — (T,+p,) = I —(—=— + p;)
i=1 Y 1T 4o Y WG TRy T
formulaval szamoljuk (1d. 3.1.1. és 3.2.2)
Ai
— = = r ] =
Legyen T fi eés up; Py 1=1,.4 ae b

vagyis fi az i-ik élre (csatornara) jutd bitek atlagos széama,

a f teljes folyam i-ik komponense (ld. 2.2. fejezet)

Ekkor g b £ 5
P B == % Lf.p]
Yoi=1 ~i7H Y
4.1. feladat
Optimalis iranyitas probléméaja
Adott: G=(N,A) halézati topolégia
C kapacitasvektor
r igénymatrix
MinimaliZzalandoé
b f b
. i i i ’
Bwlsls) T(f) == I —+= I f.p,
- Yog=1 Ci7Fp Y 4o 1TE
feltéve, hogy
(4¢1.2) f m.c. folyam
(4. 1.3) f < C azaz fi < Ci I=l,4sssD



4,2 feladat

Optimdlis irdnyitds és csatornakapacitadstervezés additiv

koltség-kapacitasfiiggvény esetén

Adott: G=(N,A) haldézati topoldgia
Il igénymatrix
b
d(C)= I di(Ci) kdltség-kapacitasfiiggvény
e i=1
D koltségkorlat
Minimalizalandd
b £.
1 i 1
(4.2.1) T(C,£) == X = + = Ip!f,
i Vi Y -1 Ci fl Y i
feltéve, hogy
(G..2.24) f m.c. folyam
(4.2.3:) £fzxC
(4. 2.4.) d(C) <D
b
Ez utbébbi feladat megoldasat d(C) = I diCi linearis ko&élt-

ség-kapacitas fliggvény esetén térgyalﬁﬁk, ezért eldszbr néz-

zik meg, hogyan redukaldédik ekkor a probléma.

A (4.2.1.) célfliggvényt eldszoOr rogzitett £ mellett,
C-ben minimaliz&ljuk, a Lagrange multiplikatoros médszerrel
[7]. Ennek eredményeképpen

b
D ~;Tq 84, 50,
(4.2.5.) Ty = £5 + =
a; Z»’fjdj

melyet a (4.2.1.) célfiiggvénybe visszahelyettesitve

b
{ & /fidi)2 b
_ _ i=1 1 ’
(4.2.6.) T(C,£) = T(f) = 5 "% oty TiBi
B — i difi)
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Kénnyen lathaté, hogy a (4.2.3.) - (4.2.4.) feltételek,

azaz £ € i@ 1=l 43D
i="1i
b
pX dici 2 D helyettesithetdk a
i=1
b
G4 372 il ar) D - I difi > 0 feltétellel.
i=1

Igy végil a kovetkezd feladathoz jutunk:

(4.2%) feladat

Optimalis iranyitas és csatorna kapacitastervezés linearis

kbltség-kapacitas filiggvény esetén.

Adott G=(N,A) halézati topolédgia
r igénymatrix
b
daéC) = & d.,C, kbltség-kapacitas
i =1 *° fliiggvény

Minimalizalando b
( & /E:d;)°
i=1 *+ % i
2 - 2 ’
(4.2.%1) T(£) o + = “fipi
L iildifi)
feltéve, hogy
(4.2.%2) f m.c. folyam
(4.2.%3) D = Zdifi >0

Megijegyzések:

1. A megengedett megoldasok halmaza a (4.1.) és a (4.2%)

feladatok mindegyikében konvex:



- 20 =

By = FNI£|£ 2 €1
b
F, = FA{E]D - L df; > o}
i=1
ahol F = {f|f multicommodity folyam a I igénymatrix-

szall.

Tehat az Fi/F, halmazok extremalis pontjai legrdvidebb
m.c. folyamok [(81].

Mind a (4.1), mind a (4.2%) feladat esetében, ha egy

f megengedett megoldasa feltételhalmaz mmtardhoz kbzele-
dik, akkor a célfliggvény értéke végtelenhez tart, azaz a
(4.1.1) célfiiggvény a (4.1.3) feltételt, a (4.2%.1)
célfiliggvény a (4.2%.3) feltételt blintetdfliggvényként ma-

gaban foglalja. Tehat, barmelvik feladatban ha valamilyen
médon talaltunk egy induld megengedett megoldast, a

célfiiggvény feltételnélkiili minimaliz&lasara térhetiink at.

Mivel a megengedett megoldasok halmaza konvex, zart, é€s
korlatos, és mivel

a (4.1.1) célfiiggvény konvex,

a (4.2%.1) célflggvény kvazikonkav (a kvazi-
konkavitas definicidéjat 1ld. 5.
fejezet),

azért mindkét feladatra igaz, hogy ha van megengedett

megoldas, akkor van optimalis megoldas is.



5. A "FLOW DEVIATION” — FD — MODSZER

5.1 Stacionaritas

Legyen F = {f|f m.c. folyam) és P folytonosan diffe-

rencialhaté flggvény az F halmazon.

Definiecid:

f € F stacionarius pontja a P fliggvénynek, ha barmely kicsi

6f megvaltoztatds esetén mindig teljeslil P(£+8f) > P(£)

Mivel P 1lokalis é globdlis minimumhelyei stacionarius pontok,
szlikséges és elégséges feltételt keresilink ahhoz, hogy f € F

stacionarius pontja legyen P-nek.

Definieid:

""low Deviation"
Legyen f € F r&égzitett, v € F tetszbleges pont, és
0O < X < 1.

Tekintsiik a kdvetkezd konvex kombinacidt:

f' = f + A\(v - £), ami € F, hiszen F konvex.

~

Legyen O < A < g, ahol € << 1. Ekkor a Lagrange-k&zépérték
tétel alapjan

(5.3 : %) P(f') = P(f) = AVP(g) (Vv - £)
ahol
g=f+0xv-f)€eF , 0<0c<1
és
3P 3P
WGy = g e BE D
1 b _
f=g

vagyis a P fliggveny gradiense a g pontban.
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De mivel O < A < ¢, és P folytonosan differencidlhaté:

b
(5.1.2.) P(£) - DP(f) & AVP(E) (v=F)= A £ 2B (v -f.)
£ f £) (v-f E 5, Wty
x=1 %k
Jeloljik %%—T = zk (k=1,...,b)-vel a P fliggvény
k
£

~

f pontbeli parcidlis derivaltjait.

Mivel A > 0, definicid szerint f a P flggvénynek akkor

és csak akkor staciondrius pontja, ha

b
(52130 &, (v,-f. ) > 0 barmely v € F esetén.
pey B WK 2 ¥

Emlékezve g-nek a 2.2. fejezetben adott definicidjara, £
elég kicsi megvaltoztatasat elérhetjiik ugy is, hogy csak
egy (tetszdleges rdgzitett) fij elemi folyam-mennyiséget
valtoztatunk meg, azaz a P ufﬁggvény valtoztatasat csak £
koordinatankénti megvaltoztatasa esetén vizsgaljuk:

azaz, ha v a kovetkezdképpen all el f£f-bdl:

~

i3 . L
. . f l:f:lo 4 J*Jo
ij

g
I

i
v © (io,jo) tetszdbleges,

rogzitett (i;3) par

akkor (5.1.3.) fenndllasa esetén igaznak kell lennie

ij 1 gy
Q,k(vk - £, ) 320

(5.1.4.)
1 k

N~y

k

egyenldtlenségnek, mégpedig barmely v € F -re, hiszen

(io,jo) végigfut az &sszes (i,]j) paron.
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Forditott iranyban az allitias trivialis, vagyis az (5.1.3.)

és (5.1.4.) feltétel ekvivalens.

(5.1.3) és (5.1.4)-b81 kapjuk:

b b
(515 min EZ B, w > E & F
LEF kel ® B &g Bk
illetdleg b » b =
(5..1.6.) i@lni. kil Rkvk > kil Qkfk
v JGF J

-~

De f €F illetdleg f') e ') nmiatt ez utdbbi két felté-
telnek egyenldséggel kell teljesiilnie.

Tehat ahhoz, hogy valamely f € F pontrdl eldontsiik, stacio-
narius helye-e a P fiiggvénynek, vagy sem, az {Ek} metrikaban

legrévidebb folyamatot kell megkeresniink, és ellendrizniink a

.. £

€S liaZs) min ¥ &, v, = kEx

b b
e ok

VEF k=1 k=1

feltétel teljesiilését.

Ha P szigoruan konvex fliggvény az F halmazon, akkor ott
globalis minimumhelye természetesen staciondrius pont, és

megforditva.

5.2. Az FD moédszer

Az FD modszernél a (5.1.7.) feltételbdl indulunk ki. Ha

a feltétel teljesilil, stacionarius pontban vagyunk. Ha nem

tel jesiil az egyenldség, akkor a kovetkezd geometriai meg-
fontolas alapjan jarunk el:

A Lagrange kozépértéktétel alapjan, ha az f folyamot egy-
forma abszolutértékii vektorok iranyaban valtoztatjuk, akkor

a P filiggvényt legjobban ugy tudjuk csdkkenteni, ha a valto-
zas iranya egybeesik a negativ gradiens iradnyaval. El&for-

dulhat azonban, hogy ebben az iranyban indulva csak keveset
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tudunk az F halmazon belil h
iranyt valasztani, amely a ne
és az F halmaz joval "terje
- Ezen meggondolas alapjanat
(5.1.7.) felté

FD modszer a

melyben v a

tor. Tehat az

alkalmazasabol all:

Definicid:

FD(v,\) : F - F operat

FD(v,A)0f

ahol v {Rk} metrikaban

A (0<A<1l) az az érték, melyre

az

Az FD modszer fobb lépései:

I. fazis
Meghatarozunk egy fo € F
a konkrét feladattdol fligg)

ITI. fazis

1. Legyen n o)

FD(v", Ao £

P

LB

Bfkl

ahol yn az {2;

legrovidebb m.

n

A": min  Pr(1-2) £7 4+

0<A<1

n P(fn+l)

-

3. Ha P(f)- <

€

fn

e Ay

n
- v ) <
1 k

(vagy 1 €

[[[l>cMeon

k

aladni, és érdemesebb olyan
gativ gradiens "kozelében" van,
delmesebb" ebben az iranyban.

a v-f iranyt valasztjuk,
tel baloldalat minimalizald vek-

kdvetkezd operator ismételt

or /F={§[§ m.c.f}/

f’

legrdvidebb m.c. folyam és

PE(l—A)g + Av] minimadlis A-ban

induld megoldast. (Ennek médja

, k=1,...,b} metrikéban
=fn
c. folyam
Ayn]
e?)



ahol £ >0 (ill. €’'> 0O) tetszdleges rogzitett hibakor-

lat akkor készen vagyunk

ellenkezd esetben n = n+l, és a 2. lépéstdl folytatjuk

az eljarast.

5.3. A médszer konvergenciaja

Tétel [5]

Ha a P fliggvény az F halmazon alulrdél korlatos, k:cszer

differencialhato
2
9 , 0 &s 2E. felillr6l korlatos,
afk — ijafk

tovabba P nem degeneralt,

azaz barmely fl F f2 stac. pont esetén P(fl) + P(fz)
akkor az FD mdédszer alkalmazhatd

P értéke minden FD iteracidéban csdkken (nem nd)

a médszer stacionarius ponthoz vezet.

A P fliggvény elsd parcialisainak nem-negativitasa annak
ametrikanak a nem-negativitasat jelenti, mely szerinti
legr&videbb blyamot egy FD iteracidén beliil meg kell hata-
roznunk. A nem-negativitasi feltétel zarja ki a negativ,
ciklusok lehetdségét, s ez a feltétel a szamitdogéphaldzat
modelljeiben szerepld célfiliggvényekre, mint latni foyjuk,
teljesiil.

Szamunkra elég a Tételnek az a specidlis esete, amikor P
konvex fliggvény és az egyszeriliség kedvéért a bizonyitast
is csak erre az esetre végezzik el.

Tehat bebizonyitjuk:

Tétel

Ha P szigoruan konvex fliggvény az F halmazon, kétszer
oP

afjafk

differencialhatd és korlatosak, akkor az FD



médszer P globalis minimumhelyéhez konvergal.

Bizonyités:

Feltéve, hogy talalunk fo induldé megenyedett megoldast,
legyen {f"} az FD médszer altal generalt sorozat. Mivel

P(fn) _ P(fn+l) >0

i n o 5 o
azért a {P(f )} sorozat monoton nem ndvd, a konvexitas

miatt alulrd6l korlatos is, tehat

J lim P(f™) = P(f*) f* € F

n—>o

Allitas: f*¥ globalis minimumhelye a P fiiggvénynek,
azaz P(f*¥) < P(f) barmely f € F

Bizonyitas:

n
Tegyilk fel, hogy a {P(f )} sorozat nem tart a P globalis

minimumdhoz, azaz d t > O vagy P(fn);P(fmln)+t barmely

n=-=re

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a P filiggvényen nem ju-
tunk lejjebb, mint a P(§min) feletti t magassagban levd
"sik=-roviden" "t-sik" = altal a P-bdl kimetszett gdrbe.
Ez a gbrbe korlatos és konvex, hiszen P(g) szigoruan kon-
vex. TetszbOleges rogzitett f € F pontra, amelyre P(f)

még a t-sikon, vagy a t-sik felett van, legyen

P()) = P(FD@f) = P[§+A(Y—f)]

Ekkor ismét a Lagrange kdzépértéktételbol

2
P(A)=P(0)+Ag§ +%>\2dp
| A=0 X% s
| A=¢
a’p P .
ahol < M<» a feltevések miatt,




Ha f € F olyan, hogy P(f) a t-sikon van, és h jeld6li

f és fmin
~ ~ tavolsagat, akkor a konvexitasbdl kdnnyen be-
lathaté, hogy O < ﬁg £ % < %%
o | x=0
h

=

P

4\ min {

ahol hO = max h < =

" dp t . P
Tehat == £ =s===A <0 wvagyls I zz (v, -£.) <0
dA|A=O hO Bfk k "k
minden f € F -re, melyre P(f)=P(fmln)+ t és kdvetkezés-
képpen azokra is, melyekre P(f) > P(fmln)+t
Igy
2
BLL) - PLOY = - Ak + X 324 =N = &2 = 2
= 2 2 M oM

és a becslés egyenletes olyan f € F pontokban, melyekre

P(f)> P(gmi“)+t.

Tudjuk, hogy a A lépéshossz nagysdga min P()) meghata-
o0<A<1

rozasaval tortént, a fenti becslésben szerepld majorald

a3 . _ A v ! T
fligavénv minimumhelve vedia A = 20 es mivel A mindig



i g

I A

valaszthatd ugy, hogy 2 1l is teljesiiljoén, igaz
2

lesz P(X) = P(O)< -

< 0.

|
]

A
2M

Ez utdbbi megallapitas azt jelenti, hogy P (f) értéke

minden egyes FD iteracidban legaldbb e-nal cs6kken, tehat

(o]

PeE*) = PCED) = 3 pCEYY - peEYy = - w
£ L i £
barmely n-re,
ami ellentmondas lim P(f7)= P(f*)-gal. 0.E.D.

n->o

Megjegyzések

l. Ha P nem szigoruan konvex fliggvény az F halmazon,
akkor olyan (heurisztikus) médszert kell tald&lnunk a
globalis minimum meghatarozasdhoz, mely nem vizsgalja

meg az Osszes lokalis minimumhelyét a P filiggvénynek.

2. Igen egyszerli az FD mbédszer alkalmazasa szioruan

konkav vagy szigoruan kvazikonkav P filiggvényre.

Definicid:
a) A P fliggvény kvazikonkav az f € F pontban, ha minden

olyan £ € F-re, melyre ©P(f) > P(£) fennall:
B(E)X PLE + XA(F - £)3 ahol O < A 1
f + A (f - £)e F,

ha F konvex, egyébként az F A{f - £} halmazra vonat-
kozik a feltétel.
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b) A P figgvény kvazikonkdv az F halmazon, ha minden

f € F pontban kvazikonkav.

c) és P(f) < PLf + M(£ - £)]

tHh )
>
Vv
o

Ha f #
akkor a filiggvényt szigoruan kvazikonkavnak nevezzik.

Szigoruan kvazikonkav fliggvény lokalis minimumhelyei az F
halmazon az F extremdlis pontjai, azaz "legrdvidebb" ri.c.
folyamok, ennek ko&vetkeztében az FD iteracidkban a lépés-
hossz: A =1 (vagyis mindig F extremalis pontjain -
legrévidebb m.c. folyamokon haladunk).
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6. AZ OPTIMALIS IRANYITAS PROBLEMAJANAK MEGOLDASA FD MODSZERREL

6.1 A megoldhatdésaghoz szlikséges feltételek teljesiilése

A 4. fejezetben mar ismertettiik a feladatot:

Adott G(N,A) haldzati topoldgia (n csucs, b él)
C = (Cl 5 8 Cb) kapacitéasvektor

~

r = ((vij)) igénymatrix

« e o g

1,
Liyiw o 5 T

i
J
mellett meghatarozandd

££C m.c. folyam,

melyre

[ o
I—l

T(f) =

< |~

minimalis.

Lattuk, hogy a £f=zC feltételt a célfliggvény bilintetd
fliggvényként magaban foglalja, ezért ha talaltunkegy f<C
megengedett megoldast, akkor ebbdl inditva az FD iteracidkat,
nem kell kiilén feltételként figyelembevenni a kapacitaskor-
latot.

Mivel T(f) konvex fliggvény, és a feltételhalmaz konvex
halmaz, ha a feladatnak van f megengedett megoldasa, akkor
van f* optimalis is, és erre az f* opt. megoldasra

f; < Ci i=l,...,b azaz de > 0O, melyre

f*¢ F_ = {f[f m.c. folyam £y £ Cy=e i=ly...,b)
Ez azt jelenti, hogy elég kis e esetén elég az FE halmazon
alkalmaznunk az FD mdédszert. Ezen viszont a T(f) fliggvény

kielégiti az (5.3.) -beli konvergenciafeltételeket:
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T(f) kétszer differencidalhatd f € Fe T(f) alulrdl korlatos

fiiggvény (konvex)

C
skt 22 50 feF
afk Y (C. —f. )2 k] = = (>
&~ Ty
O ha i#k
5T
e, 2¢C
BEEL, Yo K o ha d=k & £ EF
Y (Ck—fn) X £

6.2 Algoritmus induldé megoldas meghatarozasara

Induldé megoldasnak a I' igénymatrixnak megfeleld olyan
f m.c. folyamot (rdviden: TI'-folyamot) kell keresniink, amely

a kapacitasfeltételeket is kielégiti.

Olyan I'-folyamot, amelyrdl nem kivanjuk meg a kapacitasfel-
tételek teljesiilését, kénnyl talalnunk. Az alabbiakban va-
zolt mdédszer olyan iteracid, mely TI'-folyamok olyan

?O,gl ,... sorozatat hatarozza meg, melyek durvan szodlva,
‘egyre k&zelebb visznek" a kapacitdsfeltételek teljesiilésé-

hez.

1. Kiinduléasként tekintsiik az £ = O pontban szamolt legrdé-

videbb folyamatot, azaz az
2 = _31 = l(i 4 p’)
k afklfk=o ¥ Ck k

metrikanak megfeleld legrovidebb g’ I'-folyamot.
iegyen n = O.

2. Ha mar ismert az f° I'— folyam, legyen

~

n
n fk
(0] = max -C—
k k
3. Az iteracié befejezddik, ha o < 1
4. Ha o > 1, akkor legyen Wonq # (l+e(1l-6"))/o®

ahol 0<e<l alkalmasan r&gzitett konstans, és legyen



n+l 1 , n
I =N FD ® (Nn+lf

)

n+1
ahol az FD operatorhoz a v folyamot és ) lépséhosszt
a szokott mdédon hatarozzuk meg.

n n
Mivean+r0'<l, az Nn+if folyam, mely (Nn+fr)—folyam,

kielégiti a kapacitasfeltételeket. Heurisztikusan belatha-
td6, hogy ha egy, a kapacitasfeltételeket kielégitd fo-
lyamra alkalmazzuk az FD operatort, akkor az eredményiil
kapott folyam altalaban az eldz6nél kevésbé hasznalja ki
a kapacitasokat, ami annak mellékeredménye, hogy az uj

folyam a T(f) célfliggvény értékét csdkkenti. Ezért for-

n+1
o

malisan altaléaban az varhatd, hogy < o', Az uj

+
ghtd folyam pedig nyilvan I'-megengedett.

Az iteracidé befejezddik, ha o < l, azaz talaltunk egy

megengedett megoldast,

illetve, ha megfelel®en rogzitett 0O és § pozitiv tiliré-

si allandbk mellett egyszerre teljesiil, hogy

b n
=1
és
lOn _ n+l| < &

ez esetben az adott 0,8 tilirés mellett a feladatnak

nincs megengedett megoldasa. Egyébként a 2-ik 1épéstdl

folytatjuk az eljarast.

Ha meghataroztunk egy induld megengedett megoldast, az
(5-ik fejezetben ismertetett) FD mbédszer II. fazisa ko-
vetkezik, mely ennél a feladatnal elvezet az optimalis

megoldashoz.
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(51 szerint a még 21 csombépontbdl és 26 csatornabdl

4116 (az algoritmus soran a csatornak szamanak kétszere-

sét kell venni, az irdnyitatlansag miatt) ARPA halézatra
az FD modszerrel r.,. = r = 1.187 kbit/sec igénymatrix

esetén T=0.2406 sec volt aminimalis id6. A FORTRAN nyel-
vii program IBM 360/91 szamitdégépen 30 sec alatt futott

le.



7. AZ FD MODSZER GYORSITASA
AZ OPTIMALIS IRANYITAS ES CSATORNAKAPACITAS-TERVEZES
PROBLEMAJANAK MEGOLDASA

7.1 Nem-elagazdé folyamok, "nagy és kiegyensulyozott" haldzat

Definicid:

az f € F m.c. folyamot nem-elagazodnak nevezzik,
ha £ elemi folyam egy uton folyik minden (i,3j)

parra.

Adédhat olyan feladat, melyben feltételként szerepel a meg=—
oldas nem-eldgazdé tulajdonsaga. Mas feladatokban egy nem-
-elagazé folyam igen jo kBzelitése lehet az optimalis megol-
dasnak, s nyilvan jelent&sen gyorsul az FD algoritmus,

ha a feladatot eleve nem-eldgazd folyamokra korlatozzuk.
Jeldlje Fnb a nem eldgazé m.c. folyamok halmazat:

P = g | £€ F, f nem elagazd}

A nem-eldgazasi £ltételt diszkrét valtozok bevezetésével ir-
hatjuk fel: Minden (i,j) parra ki kell zarni azokat a lehet-
séges fij elemi folvamokat, melyek az (i,j) utak kombina-
cidira oszlanak el. Ez mar tizes nagysagrendi csomdépontbdl
allé haldézatban is olyan nagyszamu diszkrét feltételhez
vezet, hogy diszkrét programozasi modszerrel a feladat
megoldasa igen nehézkessé valik. Folytonos modszerek pedig

az Fnb

diszkrét halmazon nyilvan nem alkalmazhatdk.
Bevezetijiik a "nagy és kiegyensulyozott" haldézat fogalmat,
és megmutatjuk, hogy egy ilyen haldzatban az FD mbédszer
specialis egyszeriisitésével haladhatunk csak nem-elagazd
folyamokon a nem-elagazdé optimalis megoldas felé, és ezzel

az optimumot igen j6l tudjuk kdzeliteni.

A nagy és kiegyensulyozott haldézat jellemzése érdekében

néhany mérdszamot definidlunk:



1 n n
Legyen r = = ) L T
(n-1)n b=l Gl ij
a halodzatbeli atlagos igény,
s
és legyen m = max —2
i,]
Nyilvan r > min r,. és me 2 L;
= 4 v l] =
1,3
és egyenltség csak T = ((rij = r)) igénymatrix esetén
lehetséges. i#3
n n
z D1 Y o1k
= i -1 1J°1]
Legyen P = J i J i
z ry
i=1 jel *J

ahol pij az i-ik csomdépontbdl a j-ik csomdbépont-

ba vezetd legrdvidebb ut hossza

(ut hossza: a benne levd ivek szama)

azaz p’ az atlagos uthossz abban az esetben ha £ a

legrovidebb (i,]j) elemi folyam /minden (i,j) parra/,
vagyis rij a legrdvidebb uton jut el i-bd1l j-be /minden

(i,j) parra/ -

TetszbGleges f € F esetén, ha pij az flj elemi folyam-
hoz tartozé uthossz, az atlagos p  uthossz:
n n
z L Pl .
= §=1 =1 1] pl]
b n n
% L Yaox
i=1 j=1 *J
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Vizsgaljuk meg, mit rwondhatunk a haldézat élein a teljes

folyam és (i,j) elemi folyam aranyaroél /minden (i,j) par-

i#]
ra/: azaz vizsgalijuk az
fk
— értékeket k =1,...,b
f-d
k
e i 2 5 £y ) )
illetdleg ezek ¢« ¥ ——= = = atlagat:
® y=1 £i] £1J
k "k
Mivel fJ = ™-T
k
b n n
e X 5ot I £, = L . 5 3 PoaBys =
o bemer k=1 bem+r i=1 j=1 *3 *J
k
= g r(n-1)n+p >
bemer p =
n(n-1) 5, _ 1
(7.1.2) Definieid: A G=(N,A) n szAmu csoportbél,
b szamu élb6él a&llo6 haldzatot, a I' = ((r..))._
-9 i=1, , N
1=k, B¢

igénymatrixnak megfeleld m.c. folyamckkal, nagy és

kiegyensulyozott ha&ldézatnak nevezziik, ha n << 1.

.

Ilyen haldézatban ugyanis 3 % miatt atlagosan egy-ea,

H

i
k
élen az (i,j) elemi folyam elhanvagolhats a teljes folyam-

hoz képest.
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FD moédszer nagy és kiegyensulyozott haldzatban

Legyen f € Fnb ’ r = ((rij)) igénymatrix
_ar - ; .
{g, = == k=1,...,b} a szokdsos metrika
k dfk[
f
i )
ﬂij az f"“-hoz tartozo ut
q az {Zk} metrikaban legrdvidebb (i,j) ut
ij
v az {4} metrikaban legr&videbb folyam
Legyen az Fl operator olyan, hogy Arij mennyiséget
(O <X <1) "tesz at" a 9.. utrdél a 9.’ wutra.
- - 9y ij

Vizsgdljuk most a P(A) = PCLEf (1-)) + v )2 fliggvényt.

b
P(X) =P =
(A (0) + A kil Rk(vk £,) +0CA(v - £)1

ahol G[A(y - f)1 tartalmazza P()) Taylor sor szerinti

kifejtésében a magasabbrendii tagokat.

Ha a héaldézat nagy és kiegyensulyozott, az fij << fk k=1,...b
Mivel £ és v € Fnb , a (vk-fk) kiilénbség infinitezimalis.
b
Az 5. fejezetben lattuk, hogv L (v -£) - 0.
k=1

Ha

N Mo

Rk(vk-fn) elegendden negativ ahhoz, hogy

k=1

ofA(yv = £)1 elhanyagolhatdé legyen, akkor



3
=
3
o
—~
>
~
Il

P(l)

azaz az FD operatorral f-r8l teljesen attériink v-re:

FD @ £ = v

s errdl tudjuk, hogy nem-elagazd folyam: v € Fnb.

; 2
Ha viszont kil SLk(Vk - fn) = Oy akkor

A_. <1, azaz a FD @®@ £ = £(1-2_. ) + v = X_. folyam mar
min k= ™ min b min

2
1

elagazd. Ugyanakkor k(vk - fn) ~ O azt jelenti, hogy

I 10

k

az optimalis megoldas kdzelében vagyunk (1ld. 5. fejezet!),
vagyis ekkor az f nem-elagazdé folyam eldre rdgzithetd

hibakorlat szerinti kOzelitése az optimalis, de eldgazd

m.c. folyamnak.

A "nem-elagazd FD mddszer' f6bb lépései

I. fazis: A konkrét feladattdl fiiggdé mdédon meghatarozunk

egy megengedett (induld) megoldast.

II.fazis:

Indulas az I.fazis végén kapott £9 m.c.

folyammal.

Az iterdcid n-edik |épése:

1. Meghatarozzuk az {8, = o k=l ;s:5:D)
< 0
K|z o0
metrikaban legrdvidebb 1.%/ i=1l,...,n
1] e
J_lr 2!

utakat.



2. g = £ 6s minden (i,j) parra elvégezzik

a kovetkezdket.

2.a) g folyamot ugy valtoztatjuk, hogy a gij

~

mennyiséget a ﬂij utra tessziik at.

2.b) Ha a kapott folyam megengedett, és egyut-
tal a célfliiggvény értéke is csdkken, ezzel
a folyammal folytatjuk az eljarast 2.a)

lépéstdl a kodvetkezd (i,j) parra.

Ha nem-megengedett folyamhoz jutottunk, vagy
a célfliggvény nem csdkken, az eldzd folyammal
folytatjuk az eljarast /2.a) lépéstdl a kdvet-

kez& (i,j) parra/.

3. Ha mar minden (i,j) parra sor keriilt, ket

eset lehetseéeges:

g = £ valtozatlan maradt,
) ’ n 5 S z
ekkor f  tovabb nem javithatd nem
eladgazd megoldés, az eljaras véget ért.
n
g % £

2 - 2 = n
, tehat taldltunk nem-elagaz6, f -nél

jobb megoldast, ezzel inditjuk az

(n+l)-ik jteraciot.

A nem-elagazo folyamok szama véges, igy a mod-

szer mindenképpen véges lépésbol all.

A 6-ik fejezet végén emlitett halézatban

(21 csombépont 26+2=52 csatorna)

8]
—
. wn
(SN
@)
T

¢ —D2
7 21.20-21
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a nem-elagazé FD mobédszer ugyanazon az IBM
360/91 szamitbégépen mar 4 mp alatt igen j61 meg-
kbzelitette a "pontos" FD mddszerrel (30 sec
alatt) kapott optimumot: T . = 0.2438

min
(T . = 0.2406)
min

7.2 Az optimalis iranyitds és kapacitéstervezés probélmajanak

megoldasa linearis k&ltség-kapacitas fliggvény esetén

A feladatot a 4-ik fejezetben ismertettiik, é&s lattuk, hogy
a kétvaltozdos T(C,f) célfliggvényt eldszdr rogzitett f

mellett C-re optimalizalva, a feladat kdvetkezd alakjahoz

jutunk !
Adott G=(N,A) haldézati topldgia
' igénymatrix
b
d(C)= Z d;Cy kdltség-kapacitas filiggvény
- i=1

és D k&ltség korlat mellett meghatdrozandd az az f € F

m.c. folyam, melyre

b
( I VEd;)?
T(gy= L i51 T 7 +l]§fpf
e Y b Y ;o 174
D - £.d
j=1 11
minimalis.
b
A céltliggvény az f m.c. folyamra tett E fjdi v fel-
h i=1
tételt blintetdfliggvényként magaban foglalja.
Hasonléan a (4.1) feladat célfiigovényérdl a 6. i 1evothe

tett meggondolashoz, a T(£f) filiggvényt eléa az

. F = {f | £f m.c. folyam, if.d. D-
2, L



halmazon vizsgalni, ahol € > O alkalmasan rdgzitett kons-

tans.

Ekkor T(f) alulrél korlatos és kétszer differencialhatd

fliggvény az F, . halmazon,
L vE . d. d il Z vE.d 2 i
ar k ’
= & e e = dy 4 = pr
Bfk D - ijd. fk Yy \D - ijd Y
2 >0 ferF
2, 2
k
dT
kiszamolva a mascdik parcialisokat, addédik £ végessége
ik
i=l,¢o.,b
k=1l,:vsyb
tehat az F, . halmazon az FD mddszer alkalmazhato.
Megjegyzés:
lim 2=
fk+0 Bfk

ami azt jelenti, hogy ha egy FD iteracidéban valamely k-ra
£,=0, azaz valamely élen a folyam zérussa redukaldédik, ennek
az élnek a hossza az {Qk} metrikaban végtelen, ezért a
tovabbi FD iteracidban sem n&het zérus fblé az fk folyam.
A célfiiggvénynek az a tulajdonsédga jd felhaszndlhatd, ha a
halézat topoldégiajanak megtervezése a feladatunk: adott cso-
mopontok mellett a teljes grafbél indulunk és az FD mbédszer-
rel allapitjuk meg, mely éleket hagyunk el a grafbhél. (57,

1R L e [

A T(f) filiggvény (4.2*.1.) alakjat lineéris kdltség-kapaci-
tas fliggvény esetén kaptuk. Bebizonyithaté, hogy ekkor de

tetszb6leges konkav di(Ci) fliggvények esetén is, T(f)kva-



zikonkav lesz az F, = {f | £ m.c. folyam, rf.d, < D}

halmazon. [51].

Tehat, mint ahogy az 5-ik fejezetben mar emlitettiik, az

FD médszer nagyon leegyszeriisoédik: A =1 1lesz az egyes
iteraciodkban, vagyis mindig extremdlis pontokon = legrdvi-
debb folyamokon haladunk. A legrovidebb folyamok viszont
nem-elagazodak vagyis egy nem—-elagazé FD mbdszerrel dolgo-

zunk.

A (4.2*%) feladat megoldasakor két problémank van még:

1) Induld megengedett megoldas meghatarozéasa

2) A mdédszer véges ugyan, de csak lokdlis minimumhoz vezet

[5]-ben mindkét problémdra igen heurisztikus megoldast java-

solnak:

I. faziss

Induld megoldas keresése:

a) a halozat éleihez tetszO8leges, de egyenld hosszt rende-
link.

b) az igy kapott metrikaban meghatarozzuk a legrdvidebb T-
-megengedett m.c. folyamgt

c) Ha erre a folyamra D _iil fidi > 0 1is teljesiil, akkor

F2—megengedett folyamunk wvan, indulhat a 1II. fazis.

Ellenkez® esetben a folyamot ejtjiik, és masik metrikaval

folytatjuk az eljarast az a) lépéstol.

II. fazis - lokalis opt.

Az I. fazisb6l kapott megoldassal indulunk.
Az n-ik iteracié fobb lépései:

n " = rpoe ¢"

ahol



fn+l az {eréiL k=1,...,b} metrikdban meghatarozott
k Fgll legyrovidebb folyam
n+l P o . . . ) p—
2) Ha T(ﬁ ) - T(f ) , kdvetkezik az (n+l)-ik iteracié.

Ellenkezd esetben lokalis minimumhoz értilink, igy a II.

fazis véyet ért.

IT. fazis - szuboptimalis megoldas

A kapott lokalis minimum figg az I. fazis altal adott, induld
megoldastol. Ezért az I. és II. fazist egymas utan elég
sokszor végrehaijtjuk, és a véletlen moédon generalt induld
megoldasokbol kapott lokalis minimumok minimumat fogadjuk el

u.n. szuboptimalis megoldasnak.
Az ARPA halozatban felmeriilt (4.2) tipusu feldatban a

k6ltség-kapacitas fiiggvény diszkrét (lépcsds) fliggvény volt,
melyet szakas:oinkent lincaris flggvénnyel kozelitettek.

ch@h);k

A kapott lokalis optimumot ezért még hozza kellett igazitani
az eredeti kéltség fliggvenyhez. Ezt ugy végezték, hogy loka-
lisan optimalis megoldashan kapott élenkénti Ci kapacitas-

értékeket a lépcsosfliggvény ugrashelyeinek megfelelden meg-
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novelték (a koltség két szomszédos ugrashelye kozotti
intervallumban nem valtozik!), és igy ujabb f megoldast
hataroztak meg FD algoritmussal.

Természetesen nem allithatjuk, hogy ez utdobbi megoldas (loka-
lisan) optimalis, de nem is definidlhatjuk pontosan, mit
értsiink lépcsds filiggvény esetén 1lokalis opitmumon.
(5]1-ben a szerz0k szerint eljarasuk nem rosszabb, mint mas,

hasonld esetben alkalmazott heurisztikus technikak.
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FUGGELEK

F.1. Osztott szamitbégéphaldzatok altaladnos jellemzése

Egy osztott szamitdogéphalézat funkcionadlisan két részbdl
all: a programfeldolgozast végzd "erdforras" szamitdgépek-
b&l és a hozzajuk tartozd helyi és tavoli terminalokbdl,
valamint az OsszekOttetést megvaldsitd adatatviteli halo-
zatb6l (communication/data network), mely utdébbin - tagabb
értelemben - nemcsak a technikai berendezéseket, hanem minden
olyan hardware-t, software-t és matematikai modszert értiink,
melyek a adat-tovabbitast hivatottak biztositani minél na-
gyobb megbizhatdésaggal és kiilénféle szempontok szerint op-

timadlis kéltséggel.

Sematikusan igy abrazolhatdé egy osztott szamitdgéphaldzat:

1. dbra
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Fekete l.orongokkal és vastag vonalakkal jeldltiik az adatatvite-
1li haldézat részeit: ennek csombépontjai a kapcsoldszamitogépek,
(switching-computer) élei nagysebességii (50-200 kbit/sec) csator-
nak.

A feldolgozé ("erdforras") szamitdégépek (vilagos négyzetekkel
jeldlve) a kapcsold szamitdgépeken keresztiil kdtddnek az adat-
atviteli h&loézathoz, szintén nagysebességii csatornakkal. A fel-
dolgozd szamitbégépekhez terminalok (vilagos kordk) is tartozhat-
nak, de egy termindl koézvetlen Osszekdttetésben is allhat az

adatatviteli hé&lézattal - "kis"sebességli vonalak segitségével.

A teljes szamitdgéphaldzatban bizonyos csomépontokban lizenetek
(programok/adatok v. ezek fix hosszusagu része) jelentkeznek
megadott csomdépontban 1évd szamitbgéphez vald eljuttatas, abbe-
li feldolgozas céljabol. Igy egy lizenet szempontjabdél egy cso-

mépont lehet "feladohely" ez terminal v. szémitékézpont),

tovabbitbéhely (kapcsold szamitdogép) , és rendeltetési hely

(szamitokdzpont) .

Az adatatviteli rendszer alapjan a halodzat lehet vonalkapcsolt

(circuit/line switching ), vagy csomagkapcsolt ( message/packet-

switching )

Vonalkapcsolt halézatban a kapcsolé szamitégépek nem rendelkez-
nek taroldkapacitassal, igy egy lizenet eljuttatasa a feladd-
helyrdl a rendeltetési helyre csak ugy lehetséges, ha a két hely
k6zotti teljes vonal szabad. A feladdhely egy specialis jelet
bocsajt ki, amely valamilyen uton eljut a rendeltetési helyre,
mikdzben lefoglalja az utat alkotd Osszes csatornat. Ezutan a
rendeltetési helyrdl visszajelzés érkezik, s megkezdddhet a
tényleges lizenettovabbitds. A felhasznalt csatornak csak akkor
szabadulnak fel, amikor a tovabbitas teljesen befejezddott,
fliggetleniil attél, hogy az adott uton az lizenet melyik csator-

nan tart éppen.

A masik fajta adatatviteli rendszerben minden kapcsold szamito-

gép képes lizenet-tarolasra. Aszerint, hogy az {izenet egy teljes



program/adathalmaz, vagy ennek csak fix hosszusagu része (egy
csomag"),az angol nyelvi irodalomban "message-switching" ill.
"packet-switching" elnevezést visel a haldézat, Magyarorszagon

a "csomagkapcsolt" név van elterjeddben. ¢A csomagokra bontas
javitja a rendszer karakterisztikajat - megbizhatésagat, gyor-
sasagat, stb.)

Csomagkapcsolt haldozatban egy ilizenet tovabbitasahoz adott ido-
ben csak egy csatorna lefoglalasa sziikséges. Az lizenet eldszdr
a feladohelytdl a legkézelebbi kapcsoldé pontig halad, s mikor
ide teljesen megérkezett, hibaellendrzés utan meghatarozzak,
milyen utvonalon, azaz mely kapcsold pontokon keresztiil halad-
jon a rendeltetési hely felé. Ha két kapcsoldpont kézti csa-
torna foglalt, az lizenet var (taroljak), sot sorbaall, s ez igy

folytatdédik, mig a rendeltetési helyére nem ér.

E halézat masik neve, mely miik6désérdl tdbbet arul el: "rakta-
rozd és tovabbitsd" - store and forward, réviden S/F - halézat.

Latjuk tehat, hogy itt az lizenetkezelés tSbb adminisztracioét
kivan a halézat minden pontjaban, mint a vonalkapcsolasos rend-
szerben, hiszen pl. az ilizeneteket el kell latni a feladd- és
rendeltetési helyre vonatkozo informacidéval, ("header") ami

- klil6ndsen packet-switching esetén - néveli az lizenet hosszt;
ugyancsak packet-switching esetén a teljes ilzenet (message)
csomagokra bontasa, majd a rekonstrualas is tdbblet feladat.
Oriasi eldny viszont, hogy a csatorndak allanddéan tovabbitasra
kész allapotban vannak, egy csatornan egymas utan haladhatnak

kiiloénbozd felad6- és rendeltetési helyli lizenetek.

Nem d&nthetd el egyértelmiien, melyik adatatviteli rendszer
jobb. Két szamitbégéphaldzat nagyon kiilonbbzhet egymastdl a
felhasznaldék mennyiségi és mindoségbeli igényeiben, igy a for-
galom nagysagaban, idobeli eloszlasaban, stb. Mar egyetlen sza-

mitogéphalozat is lehet ebben az értelemben valtozd jellegii.

Mégis, az eddigi tapasztalatok alapjan, nem tul hosszu lizenetek

esetén csomagkapcsolt haldézatban rovidebb a tovabbitasi idd, és



kiilonosen packet-switching esetén megbizhatobb a rendszer, igy
jobb a feldolgozast végzd szamitdgép kihasznaltsaga is. Tehat
mind a felhasznaldok, mind az lizemeltetdk szamara a csomagkapcsolt

rendszer eldnybsebb.

Csomopontok A B ( B A B ¢ D
g : '
L |
Start l
Kezelést dao t
Kapcesolasi ido Header —7)
Ly
Athaladasi idé \\ﬁi\q Caomag—-¥
e TS ! tovabbitasi
[ 1do
/.
‘/ N
“\L\
P/Q_’
1
! Veege
|
! '
|
I} ' ]
{ ‘ |
1 .
At { i
tovabbitas wWo l | |
| }
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F.2 NEHANY S7Z0 AZ ARPA SZAMITOGEPHALOZATROL

Napjainkban a legnagyobb miik6dd szamitégéphaldézat az Egyesiilt
Allamok csaknem egész teriiletét atfogé ARPANET, melyet az Advan-
ced Research Project Agency teremtett meg (tdbbek kdzt a Szov-
jetunidé Urkutatasi kisérleteinek hatasara) az USA Nemzetvédel-

mi Minisztériumanak megbizasabol.

Tervezése 1967-ben kezdddott, és miikédésének hajnalan, 1969.
végén 4 kapcsoldécsomdpontbol allt. A fejlodés iitemének érzékel-
tetésére néhany tovabbi adat:

1972 szeptemberében 34, egy évvel késtbb 39 kapcsoldopont miiko-
dsétt. 1975. juniusaban pedig 57 csomépontbdél allt az adatatvite-
li halézat, mintegy 100, féldrajzilag igen valtozatos elhelyez-
kedésli "eroforras" szamitdégép ( - Eurdpaban és Hawaiban 1évd
szamitbékdzpontok is vannak kézdttilk - ) 8sszekapcsolasat valo-

sitva meqg.



Nem célunk részletesen ismertetni a jelenlegi ARPA hé&lézatot,
csupan azokat a jellemzdket tekintjik at, melyek a felmeriild ma-
tematikai problémak megértését segitik eld. Az ARPANET-tel fog-
lalkozé irodalom meglehetGsen gazdag, magyar nyelven igen jo a
KFKI "Szamitogéphaldzatok" c. szeminadriumi sorozataban Harangozod

Jozsef ismertetése.

Az ARPA haldzat osztott és csomagkapcsolt. Topoldgiailag a halo-
zat osztottsdga azt jelenti, hogy (az adatatviteli halézatban)
barmely két csombépont k&zott legalabb két, fizikailag szeparalt
ut létezik. - Az egymastdél igen sok tekintetben (gyartdé cég,
specializéalt software, adatbazis-rendszer) inkompatibilis erd-
forras szamitdgépek - kozds néven HOST-ok mindegyike 100 kbit/sec
sebességli vonalon keresztiil egy—-egy kisteljesitményl kapcsolo-
szamitégéppel, az IMP-pel (Interface Message Processor) all k&z-
vetlen OsszekOttetésben. Az IMP-ek egymassal 50 kbit/sec duplex

csatornakkal kapcsoldédnak.

Az ARPANET korai valtozataban az adatatviteli haldézat Honeywell
516 tipusu IMP-ekbdl (12 K/core memdria, 0.96 msec ciklusidd)
és a mar emlitett 50 kbit/sec duplex csatornakbdél allt. 1975-ben
mar két 230.4 kbit/sec vonal is miikédott Californiaban, Hawaival
50 bit/sec szputnyik valésitotta meg az Osszekdttetést. Jelen-
tSosebb azonban a kapcsolészamitdgépekben t&rtént valtozas: a
rendszer hatékonysaganak noévelése érdekében meg kellett terem-
teni annak lehet&ségét, hogy a felhasznald k&zvetleniil a halo-
zatba kapcsoldédva léphessen GsszekOttetésbe az altala kivalasz-
tott HOST-tal. Ha a felhasznald a tdle nagy tavolsagban 1évo
HOST-ot ugy éri el, hogy egy hozza kézeli HOST terminaljahoz
kapcsolédik, s ez utébbi HOST kdzvetiti tovabb az eredetileg
kivalasztott HOST-nak, akkor a HOST-ok egyrészt gyakran csak
egyszerl tovabbitd szerepet tdltenek be, tehat kihasznaltsaguk
mindsége romlik, masrészt a vonalkoordinalast (terminal-karak-
terekbdl lizenet atalakitas és viszont) kell végeznilik, azaz

munkajuk ésszeriitlenil megnd.



Ezért egy uj csomoponti szamitdogéptipust fejlesztettek ki, a
Terminal IMP-et, vagy roviden TIP-et, mely tehat kdzvetlen ter-
minal kapcsolatot biztosit az adatatviteli halédzattal.

A TIP-ek Honeywell 316 @8 i/core, 75 usec/character) kis sza-
mitoégépek.

Az ARPA halézatban elsforduld logikai és fizikai Osszekdttetések
fajtai: HOST-HOST, terminal-HOST, terminal-TIP, HOST-IMP, TIP-IMP,
IMP-IMP.

Tekintslik at a HOST-ok kozdotti lizenetforgalom mechanizmusat:

A feladoéhely (HOST, vagy terminal) az lizenetet, a rendeltetési
helynek megfeleld informacioval ellatva, sajat IMP-jének adja

at. Az Ulzenet bitjeinck szamat az IMP memdériakapacitasa korla-
tozza: az ARPANET-ben 8063 bit a felsd hatar. Az IMP hibaellen-
orzés utan megvaltoztatja a feladdétol kapott lizenet formatumat,

sebességét és egyenld (1008 bit) hosszusagu részekre szabdalja,

melyeket még "megfejel" a haldzat szamara a tovabbitashoz sziik-
séges informaciokkal. lay keletkezik a "csomag" (packet). Az
egyes csomagok egymastnl fuggetlenlil jutnak el a rendeltetési

hely IMP-jéhez, ahol ez az IMP Osszeallitja az eredeti lizenetet,
és miutan a rendeltetési HOST-hoz tovabbitotta, jelzi a feladd
HOST-nak az lizenet megérkezését.Csak ezutan alakulhat ki ujabb
logikai ut a két HOST ko&zott, nehogy az IMP-ben az lizenetek
Osszetorldédjanak. A csomagok az adatatviteli halézatban IMP-rol
IMP-re vandorolnak. Az ut minden IMP pontjan hibaellendrzést
végeznek, s ha egy csomag meghibasodott, az eldzd IMP-ben tarolt

masolat alapjan megismétlik a kiildést. Természetesen az is eld-

fordulhat, hogy eyy wvagy ti bbb csomag "elvész"" a haldzatban

IMP hiba miatt , ekkor a cl-IMP ezt jelzi a feladdnak, és az
egész lizenet kiildeséet nea it lik a feladd IMP-jében tarolt ma-
solat alapijan.
Erdekességként megemlitijiik, hoay egy IMP a csomagfeldolgozas
mellett mas feladatok it el lat:
- ellendrzi a halozat allapotat (HOST és IMP hibak megallapitasa,

lehet&séq szerint korrckcid)



- statisztikai adatokat gylijt (a tervezdk szamara, mdédszereik
helyességének, alkalmazhatdésdgdnak ellenSrzéséhez) a kévet-

kezokrol:

a varakozd6 sorok hossza

az lizenetek feladd- és rendeltetési helye 0.5 mp-
ként

a feldolgozott lizenetek szama 2

a HOST-okkal lebonyolitott forgalom 10 mpkent

az lzenetek megérkezésének ideje
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