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Bevezetés

Ezen é r t e k e z é s  a ko m b in a to r ik a  egy j e l e n t ő s ,  v iszony  

l a g  uj  , és d inam ikusan  f e j l ő d ő  ágához ,  a h i p e r g r á f o k  elméle  

té h e z  k a p c s o l ó d i k .  A h i p e r g r á f o k  a g r á f o k  á l t a l á n o s í t á s a i .  

Az e l s ő  m o n o g rá f i a ,  melyben a h i p e r g r á f o k n a k  külön f e j e z e 

t e k  vannak s z e n t e l v e ,  C .Berge könyve £ 3 ] • E könyv megjele  

n é s é t ő l  /1 9 7 0 /  á l t a l á n o s  a h i p e r g r á f  e l n e v e z é s ,  az e lm é le t  

a l a p j a i  azonban rég e b b re  nyúlnak  v i s s z a ,  h a lm az ren d sze rek ,  

r - g r á f o k ,  á l t a l á n o s í t o t t  g r á fo k  e l n e v e z é s s e l  sok d o lg o z a t  

f o g l a l k o z o t t  o ly an  k é rd é s e k k e l ,  m elyeke t  ma a h i p e r g r á f o k  

e lm é le té h e z  s o r o l u n k .

É r te k ez ésü n k  h i p e r g r á f o k  é l e i n e k  c s u c s p a r t i c i ó k k a l  

t ö r t é n ő  l e f e d é s e i v e l ,  továbbá h i p e r g r á f o k  é l e i n e k  l e f o g ó 

h a lm a z a iv a l  f o g l a l k o z i k ,  és e k é t  k é rd é s  ö s s z e f ü g g é s e i v e l .  

Az e l ő b b i t  a z é r t  t a r t j u k  é rd e k esn ek ,  m er t  több i s m e r t  p rob

lémához k a p c s o ló d ik  -  e z t  későbbiekben  r é s z l e t e z z ü k  -  az 

u t ó b b i r a  p e d ig  a kom bina to r ika  számos k é rd ése  v i s s z a v e z e t 

h e t ő .  Lefogóhalmazokkal  k a p c s o l a to s  eredmények és  p r o b l é 

mák sokasága  t a l á l h a t ó  [3^ és [13]  müvekben.

Az é r t e k e z é s  nagyobb r é s z e  / 1 . , 2 . , 3 . '  f e j e z e t /  egy 

p r o b lé m a k ö r r e l ,  t e l j e s  és s - o s z t á l y u  t e l j e s  h i p e r g r á f o k  

p a r t i c i ó f e d é s e i v e l  f o g l a l k o z i k .  Egy h i p e r g r á f  p a r t i c i ó f e -  

désén  a csúcsok  o ly an  p a r t í c i ó i t  é r t j ü k ,  m elynél  minden 

é l  benne van v a la m e ly ik  p a r t i c i ó  v a la m e ly ik  o s z t á l y á b a n .

Egy a számú p a r t í c i ó b ó l  á l l ó  p a r t i c i ó f e d é s t  s - r é t ü  p a r t i -  

c ió f e d é s n e k  nevezünk .  Érdeklődésünk f ő l e g  o lyan  problémák
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f e l é  i r á n y u l ,  hogy egy s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s  e s e t é n  mekkora 

fedőhalmaznak k e l l  l é t e z n i e ,  i l l e t v e  hány fed ő h a lm azza l  

f e d h e te k  l e  a h i p e r g r á f  c s ú c s a i .  K i d e r ü l ,  hogy e k é rd é se k 

nek több a r c u l a t a  van .  Л következő  t é t e l t  három e k v iv a le n s  

a lakban  i s  k imondjuk, e z z e l  é r z é k e l t e t v e  e z t  a tö b b a r c u s á -  

g o t :

3 , t e t e i  : К® / a  t e l j e s  s rangú uniform n pontú  h i p e r g r á f ,  

s ^  n /  3 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e  csak  t r i v i á l i s  l e h e t ,  azaz  

v a la m e ly ik  p a r t í c i ó  e g y e t l e n  fedőha lm azbé l  á l l .

1* . t é t e l : e l e i n e k  minden s s z í n n e l  v a ló  s z ín e z é s é b e n

v a la m e ly ik  s z i n  é l e i  ö s s z e fü g g ő ,  n c sú csú  r é s z h i p e r g r á f o t  

a lk o tn a k .

1 * *. t é t e l  : Ha egy s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f ban bármely s é lnek  

van közös c s ú c s a ,  akkor  az ö s sze s  é ln é k  van közös c s ú c s a ,  

/ f e l t é t e l e z v e ,  hogy l é t e z i k  l e g a lá b b  s számú é l . /

Á l t a l á b a n  II h i p e r g r á f  s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e i r e  vo

natkozó k é r d é s e k e t  II d u á l i s  h i p e r g r á f  j ó r a  á t foga lm azva  s -  

o s z t á l y u  h i p e r g r á f o k r a  vonatkozó p rob lém áka t  nyerünk  -  e -  

zek közül  az egy ik  H.Ryser  egy s e j t é s e ,  mely s z e r i n t  egy 

s o s z t á l y ú  h i p e r g r U  ra  T  4 (s-4)V , a h o l  V a f ü g g e t l e n  

é le k  m axim ál is  szám át,  "Г ped ig  az é l e k e t  l e fo g ó  csúcsok  

m in im ál i s  számát j e l e n t i .  E s e j t é s n e k  k é t  s p e c i á l i s  e s e 

t é t  b izo n y i t ju k  be,  a V = 1 , s=3 os a V = 1, s=4 e s e t e 

k e t /  2 . t e t e i  és 4 . t é t e l / .  >) =1 e s e t é r e  minden s - r e  b é b i -
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zony l t j u k  e s e j t é s  egy köve tkezm ényé t ,  hogy egy s o s z t á l y ú  

e éli! h i p e r g r á f  V = 1 e s e t e n  t a r t a l m a z  ^ fokú  c sú 

c s o t  /  5 . t é t e l / .  Л Ryser  s e j t é s  s=2 - r e  König Dénes i sm er t  

t é t e l é t  a d j a  [ l l ]  , mely s z e r i n t  p á ro s  g rá fb a n  a f ü g g e t l e n  

é le k  m ax im ál is  száma és az é l e k e t  l e fo g ó  pontok m in im á l i s  

száma m egegyez ik .  Az з à  3 e s e t b e n  a nehézség  éppen az ,  

hogy a l e fo g ó h a lm a zo k a t  és az é l p a k o l á s o k a t  nem tu d ju k  c é l  

sze rűen  k a p c s o l a tb a  h o z n i .

A p a r t i c i ó f e d é s e k  tém ája  egy másik megfogalmazás

ban á l t a l á n o s í t o t t  Ramsey-t l p u s u  problémákhoz k a p c s o ló d ik :  

a z t  k é rd e zz ü k ,  hogy egy t e l j e s  /vag y  s o s z t á l y ú  t e l j e s /  

h i p e r g r á f  é l e i t  3 z in e z v e ,  mekkora össze függő  monokromati

kus r é s z h i p e r g r á f  l é t e z i k ?  Ezt a k é r d é s t  g rá fo k  e s e t é r e  

G erencsé r  L ász ló  és a s z e r z ő  d o lg o za tá b an  v e t e t t e

f e l .  I t t  h i p e r g r á f o k r a  v e t j ü k  f e l  ugyanez t  a k é r d é s t .  Meg

je g y e zz ü k ,  hogy ebből  az i r á n y b ó l  kezd tük  v i z s g á l n i  a p a r 

t i c i ó f e d é s e k  k é r d é s é t .  A 3 . t é t e l  á l t a l á n o s í t j a  а [ б ]  i l l .

D l  -ben  s z e r e p l ő  e redm ényt ,  mely s z e r i n t  egy t e l j e s  g r á f  

é l e i n e k  3 - s z i n e z é s é b e n  mindig  van egy,  kb. a pontszám f e l e  

nagyságú ö ssze fü g g ő  e g y sz in ü  r é s z g r á f .  Az 5 . t é t e l  m e g ja v i t  

da [ 6 ]  b e c s l é s é t  s s z í n n e l  v a ló  s z i n e z é s  e s e t é r e ,  l é n y e g é 

ben a l e h e t ő  l e g jo b b  b e c s l é s t  k a p ju k :  n pontú t e l j e s  g r á f

JL_1 '  
s-1 Jé l e i t  s s z í n n e l  s z i n e z v e ,  mindig  van egy l e g a lá b b  

pontú  e g y s z in ü  össze fü g g ő  r é s z g r á f ,  л 6. és 7 . t é t e l  "va

l ó d i ” h i p e r g r á f - t é t e l , o lyan  é r t e l e m b e n ,  hogy g r á f o k r a  

nem é rv é n y e s e k .  A 7 . t é t e l  igy  s z ó l :  s ^  3 e s e t é n  é-

l e i t  s+1 s z i n n e l  s z i n e z v e ,  v a la m e ly ik  sz inben  van egy l e g 

a láb b  ] pontú  ö ssze függő  e g y s z in ü  r é s z h i p e r g r á f  -
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és ez a l e h e t ő  leg jo b b  eredmény. A 6 . t é t e l  e z t  s+1 - r ő l  

s+j s z ín r e  á l t a l á n o s í t j a ,  ah o l  j  k i c s i  s -h e z  k é p e s t .  Ebben 

az e se tben  az eredmény c s a k  a s s z i m p t o t ik u s a n  p o n to s .

Egy h i p e r g r á f  l e fogóha lm azán  c s ú c s a in a k  o ly an  r é s z 

halmazát  s z o k á s  é r t é n i ,  melynek minden é l l e l  van közös 

c s ú c s a .  Az e d d i g  v á z o l t  problémák l e g t ö b b j e  k a p c s o l a tb a n  

van le fo g ó h a lm a zo k k a l ,  ez az oka an n ak ,  hogy to v á b b i  ké t  

f e j e z e t b e n  f o g l a lk o z u n k  v e lü k .  A 4 .  f e j e z e t  h i p e r g r á f o k  

összegének l e f o g ó h a lm a z a iv a l  f o g l a l k o z i k  -  ezek a v i z s g á 

l a t o k  Lehel J e n ő  és a s z e r z ő  k o r á b b i  /  [ 7 ]  és [ o \  /  d o l 

g o za ta ih o z  k a p cso ló d n a k ,  i t t  azonban e l s ő s o r b a n  h i p e r g r á f -  

e l m é l e t i  szem pontból  v i z s g á l j u k  a k é r d é s t .  B e b iz o n y í t j u k  

C .Berge egy s e j t é s é t  / 1 1 . t é t e l /  t o v á b b á ,  hogy k ieg y e n sú 

l y o z o t t  / b a l a n c e d /  h i p e r g r á f o k  ö sszeg éb en  У k o r l á t o s s á g a  

T  k o r l á t o s s á g á t  vonja  maga u tá n .  A f e j e z e t  néhány neg a 

t i v  eredményt i s  t a r t a l m a z .  Az 5. f e j e z e t  egy m in im á l i s  

le fogóhalm azok  számára vonatkozó  b e c s l é s t  i s m e r t e t  egy

következm ényével:  egy r  rangú  h i p e r g r á f n a k  l e g f e l j e b b
к ,r  l e g f e l j e b b  к elemű m in im á l i s  le fogóha lm aza  l e h e t .

A s z o k á s o s t ó l  e l t é r ő e n  a h a s z n á l t  foga lm aka t  és 

j e l ö l é s e k e t  a d i s s z e r t á c i ó  végére  h e ly e z t ü k  e l .



1. P a r t i c i ó f e d é s e k  h i p e r g r á f o k o n .

1_. Legyen H = / V ,E /  egy h i p e r g r á f .  H c s ú c s a in a k  p a r t i c i -  

ó.ján V d i s z j u n k t ,  nem ü r e s  o s z t á l y o z á s á t  é r t j ü k .  Legyen 

adva H c s ú c s a i n a k  néhány,  mondjuk s számú p a r t i c i ó j a .  Azt 

mondjuk, hogy ezen £  p a r t í c i ó  l e f e d i  H é l e i t , ha E minden 

e lemét  t a r t a l m a z z a  v a la m e ly ik  p a r t í c i ó  v a la m e ly ik  o s z t á 

l y a .  Л p a r t í c i ó k  o s z t á l y a i t  fedőhnImazoknak f o g ju k  nevez

n i .  II é l e i n e k  l e f e d é s é t  s p a r t í c i ó v a l  az s - r é t ü  p a r t i c l ó -  

f e d é s  k i f e j e z é s s e l  i s  h e l y e t t e s í t e n i  fo g ju k  a r ö v i d s é g  

k e d v é é r t .  Ha nem lén y e g es  a z ,  hogy hány p a r t í c i ó  s z e r e p e l ,  

eg ysze rűen  p a r t i c i ó f e d é s r ő l  b e s z é lü n k .

Legyen P és Q k é t  p a r t i c i ó  II h i p e r g r á f  on. Azt mond

ju k ,  hogy P finomabb Q -ná l ,  ha P minden fedóhalraaza ré s z e  

Q va lam ely  fedóhalraazánok.  Egy h i p e r g r á f  p a r t í c i ó i n  ez 

n y i lv á n  r é s z b e n  r e n d e z é s t  d e f i n i á l .  Ha P és Q p a r t i c i ó f e -  

dések  H h i p e r g r á f on, akk o r  P - t  finomabbnak mondjuk Q-nál ,  

ha minden P - b e l i  p a r t i c i ó  finomabb v a lam e ly  Q - b e l i n é l .

Egy p a r t i c i ó  t r i v i á l i s . ha e g y e t l e n  fedőhalmazból  

á l l .  Egy p a r t i c i ó f e d é s  t r i v i á l i s , ha van t r i v i á l i s  p a r t i c i 

ó j a .  N y i lv á n v a ló ,  hogy egy t r i v i á l i s  p a r t i c i ó f e d é s n é l  min

den más p a r t i c i ó f e d é s  f inomabb.

Legyen P p a r t i c i ó f e d é s  H = / V , E /  h i p e r g r á f o n .  T e k in t 

sük a z t  a h i p e r g r á f o t ,  melynek csucsha lm aza  V, é l e i  ped ig  

P p a r t í c i ó i n a k  f e d ő h a lm a z a i .  Ha egy fedőhalmaz több  p a r 

t í c i ó b a n  i s  s z e r e p e l ,  akkor  e z t  m e g f e le lő  m u l t i p l i c i t á s -
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s a l  v e s s z ü k .  Az igy d e f i n i á l t  h i p e r g r á f o t  P f e d é s h i p e r -  

g r á f j á n a k  n ev ez zü k ,  és H / P / - v e l  j e l ö l j ü k .  Jegyezzük meg, 

hogy iï/ Р /  h i p e r g r á f  nem m ind ig  e g y s z e r ű  h i p e r g r á f .  Н/Р/  

azon r é s z h i p e r g r á f j a i t , melyek egy p a r t i c i ó  i 'edőhalmaza- 

i b ó l  á l l n a k ,  a p a r t i c i ó  párhuzamos o s z t á l y á n a k  nevezzük .  

Egy párhuzamos o s z t á l y  n y i l v á n  iï/ Р /  c s ú c s a i t  l e f e d ő  f ü g 

g e t l e n  é l r e n d s z e r .  А Н /Р /  h i p e r g r á f  é l e i  t e r m é s z e te s e n  l e  

f e d ik  II é l e i t .

S o k s z o r  fog s z e re p h ez  j u t n i  I I /P / -n ek  az  a r e s z h i -  

p e r g r á f j a ,  mely Il/ Р /  / t a r t a l m a z á s r a /  maximál is  é l e i b ő l  

á l l  -  egy é l t  csak e g y s z e r e s  m u l t i p l i c i t á s s a l  szám olva .  

Ezt a h i p e r g r á f o t  P p a r t i c i ó f e d é s  b á z i s h i p e r g r á f j  ónak 

nevezzük és  H/Pmax/-a l  j e l ö l j ü k .  B e sz é lh e tü n k  Il/Pmöx/ 

párhuzamos o s z t á l y a i r ó l  i s  -  ezek H/ Р т а х /  azon r é s z h i 

p e rg r á f  j a i ,  melyek é l e i  egy p a r t í c i ó h o z  t a r t o z n a k .  Egy 

párhuzamos o s z t á l y  II/Pmax/-ban f ü g g e t l e n  é l r e n d s z e r  -  

Н/Pmax/ c s ú c s a i t  azonban nem b i z t o s ,  hogy l e f e d i  egy p á r 

huzamos o s z t á l y .  Jegyezzük  meg,, hogy Н/Pmax/ bármely  k é t  

különböző é l é r e  e ^  f . Két p a r t i c i ó f e d é s  h a s o n l ó , ha bá-  

z i s h i p e r g r á f j a i k  i zom orfak ,  és a párhuzamos o s z t á l y o k  i s  

eg?,'másba mennek á t  az i z o m o r f iz m u sn á l ,  л h a s o n ló s á g  n y i l 

ván e k v i v a l e n c i a  r e l á c i ó  egy h i p e r g r ' í  p , . r t i c i ó f e d é s e i  kö 

z ö t t .

2. T ek in tsü k  most а И=/V,15/ h i p e r g r á f  egy c l s z i n e z é s é t  s 

s z í n n e l .  H maximál is  e g y sz ín ű  r é s z h i p e r g r á f j n i n a k  ö s s z e 

függő komponensei  s - r ó t ü  p a r t í c i ó i  é d e s t  d e f i n i á l n a k  H-n. 

Ezt a p a r t i c i ó f e d o s t  az 1s z in c z é s  ' l t n 1 goner  á l t  p a r t i -



c ió f e d é s n e k  nevezzük .  M á s r é s z t ,  ha k i i n d u lu n k  H egy s - r é t ü  

p a r t i c i ó f e d é s é b ő l , akkor  ebből  kaphatunk é l s z i n e z é s t  úgy, 

hogy a z o k a t - a z  é l e k e t ,  melyek az i .  p a r t i c i ó  egy f e d ő h a l -  

mazába e sn e k ,  az i .  s z i n n e l  s z in e z z ü k ,  minden l 4  i á s  - r e .  

Ilymódon p e r s z e  egy e l  több s z i n t  k a p h a t ,  e z é r t  a tö b b sz ö r  

s z i n e z e t t  é l e k r ő l  hagyjunk e l  s z i n e k e t  Í z l é s  s z e r i n t ,  amig 

végü l  minden é lh e z  csak  egy s z i n  l e s z  r e n d e l v e .  Egy é l s z i -  

n é z é s t ,  mely a f e n t i  módon adód ik ,  p a r t l c i ó f e d é s  á l t a l  

g e n e r á l t  é l s z i n e z é s n e k  nevezzük .  A d e f i n í c i ó k  k ö z v e t le n  

fo lyományai  a következő  á l l í t á s o k :

Л1: H h i p e r g r á f o n  egy s - r e t ü  p o r t i c i ó f e d é s  o ly an  é l s z i n e -  

z é s e k e t  g e n e r á l ,  melyekben l e g f e l j e b b  s s z i n  van .

A2 : Ha egy é l s z i n e z é s t  H h i p e r g r á f o n  P p a r t i c i ó f e d é s  gene

r á l j a ,  akk o r  ez az é l s z i n e z é s  o ly an  Q p a r t i c i ó f e d é s t  

g e n e r á l  H-n, mely P - n é l  f inomabb.

A3: Az é l e k  s s z i n n e l  v a ló  s z ín e z é s e  s - r é t ü  p a r t i c i ó f e 

d é s t  g e n e r á l .

3. Legyen P p a r t i c i ó f e d é s  H h i p e r g r á f o n  és t e k i n t s ü k  en

nek Н/Р /  f e á é s h i p e r g r á f j á t . Н/Р/  d u á l i s  h i p e r g r á f j á r a  

mondunk k i  k é t  á l l í t á s t ,  melyek a d e f i n í c i ó k  következmé

n y e i  :

A4 : Ha P s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s  H-n, a k k o r  Н/Р/  d u á l i s a  s -  

o s z t á l y u  h i p e r g r á f ,  melyben n i n c s  i z o l á l t  c s ú c s .

A3 : H h i p e r g r á f  egy é lé n e k  Н/Р/  d u á l i s á b a n  é lha lm az  f e l e l  

meg -  ezen  é lha lm aznak  van közös c s ú c s a .

Egy s o s z t á l y ú ,  i z o l á l t  c s ú c s o t  nem t a r t a lm a z ó  h i p e r g r á f -  

b ó l  k i i n d u l v a ,  a d u á l i s  h i p e r g r á f  s e g í t s é g é v e l  s - r é t ü  p a r -
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t i c i ó f e d é s t  k o n s t r u á l h a t u n k .  Vegyünk egy s o s z t á l y ú ,  i z o 

l á l t  c s ú c s o t  nem t a r t a l m a z ó  h i p e r g r á f o t ,  melyben é lha lm a

zok vannak k i j e l ö l v e ,  úgy , hogy minden egyes é lha lmaznak 

van közös c s ú c s a .  T e k in t s ü k  ennek d u á l i s  h i p e r g r á f j á t , és 

legyen

V a d u á l i s  h i p e r g r á f  c s ú c s a i n a k  halmaza

E az  s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f  k i j e l ö l t  é lh a lm a za in a k  

m e g fe le lő  ponthalmazok V-ben

P p a r t i c i ó f e d é s  egyes p a r t í c i ó i t  az s o s z t á l y ú  h i 

p e r g r á f  c s u c s o s z t á l y a i  d e f i n i á l j á k  -  azaz  a duá

l i s  h i p e r g r á f  é l e i  a l k o t j á k  a p a r t i c i ó f e d é s t .

Аб: A f e n t i  m ó d sz e r r e l  k a p o t t  H = / V , E /  h i p e r g r á f o n  P s -  

r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s .

Érdemes k ie m e ln i  a z t  az e s e t e t ,  amikor P p a r t i c i ó 

f e d é s t  egy t e l j e s ,  un i fo rm  h i p e r g r á f o n  d e f i n i á l j u k .  Ebben 

az e s e tb e n  ugyanis  az Л4.*А5.,Аб. á l l í t á s o k b a n  megfogal

mazott  párhuzam az s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f o k  és  a p a r t i c i ó -  

f edések  k ö z ö t t  e g y s z e r ű s ö d ik :

A7: Ha - e n  P egy s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s ,  a k k o r  f e d é s -  

h i p e r g r á f j á n a k  d u á l i s  h i p e r g r á f j a  o lyan  s o s z t á l y ú ,  n 

é lű  h i p e r g r á f ,  melyben bármely r  é ln ek  van közös c sú 

c s a .  P o r d i t v a ,  egy n é l ű ,  s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f ,  mely

ben bármely  r  é ln e k  van közö3 c s ú c s a ,  és n i n c s  i z o l á l t  

p o n t j a ,  d e f i n i á l  egy s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s t  h i p e r 

g r á f o n .

Jegyezzük  meg, hogy az s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e k  és a 

m eg fe le lő  s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f o k  e k v iv a le n s  fogalmak.  Ez
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a z t  j e l e n t i ,  hogy az A 4 . ,A 5 . ,A 6 .  és A7.-ben k i f e j e z e t t  l e 

képezésék  az s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e k  és b izonyos  s o s z t á 

ly ú  h i p e r g r á f o k  k ö z ö t t  egymás i n v e r z e i .  Ennek á tg o n d o lá -  

sához c sa k  az k e l l ,  hogy egy h i p e r g r á f  d u á l i s á n a k  d u á l i s a  

az e r e d e t i  h i p e r g r d f f a l  izom orf .

T e k in t s ü k  a z t  az e s e t e t ,  amikor H-t  t e l j e s  un iform h i -  

p e r g r á f n a k  v á l a s z t j u k ,  azaz  H = /Л k ésőbb i  t é t e l e k

nagy r é s z é n é l  igy f o g j u k  H-t  m e g v á l a s z t a n i / .  Ebben az e -  

s e tb e n  a p a r t i c i é f e d é s e k n e k  k a p c s o la tu k  van az u . n .  f e l 

o ld h a tó  / r e s o l v a b l e /  t - d e s i g n - o k k a l .  £5] .  Minden f e l o l d h a 

tó  t - d e s i g n  A- = 1 - e l . e g y  p a r t i c i ó f e d é s t  ad ,  amelyben egy 

p a r a l e l l  o s z t á l y  f e l e l  meg egy p a r t í c i ó n a k ,  a b lokkok pe

d i g  a fedőhalmazoknak.  A p a r t i c i ó f e d é s  a f e l o l d h a t ó  t -  

d e s ig n o k n á l  " szabadabb’' s t r u k t ú r a ,  h i s z e n  i t t  a z t  a k a r ju k  

c su p án ,  hogy H minden é l e  l e g a lá b b  egy fedőhalmazban l e 

gyen benne .  Bizonyos " k r i t i k u s "  e se te k b e n  azonban egy p a r 

t i c i ó f e d é s  l é t e  vagy nemléée  pon tosan  a m e g f e le lő  f e l o l d 

h a tó  t - d e s i g n  l é t e z é s é n  m ú l ik .
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2. T e l . ieg ,  uniform  h i p e r g r á f o k  o a r t i c i ó f e d e s e i .

1_. Néhány p é l d á t  adunk p a r t i c i ó f e d é s e k r e .

P l .  Legyen n к r  és o s s z u k  f e l  c s ú c s a i t  e g y e n le t e s e n  

r+1 r é s z r e ,  j e l ö l j e  A^ az  i .  r é s z t .  r+1 - r é t i i  p a r t i c i -

ó fe d é sé t  d e f i n i á l j u k  i g y :  az i .  p a r t í c i ó  egy ik  fedőhalmaza 

Ai  , a m ás ik  V/K^/ -  A^ . A f e d é s h i p e r g r á f  és b á z i s h i p e r -  

g r á f  r a n g ja  ^ rTY~1 * ’ ®s a b á z i s h i p e r g r á f ban minden pont  

foka  r .

P2 . j , u  a 1 é s  n = / г - 1 / j u  + / j + l / u  v á l a s z t á s s a l  bontsuk  

f e l  k£ c s ú c s a i t  A-^.Ag,. . .  ,A^ ,Aj+1 d i s z j u n k t  u elemű h a l 

mazukra, to v áb b á  , Bg , • • • ,Br _-̂  d i s z j u n k t  j u  elemií halma

zokra .  r + j  - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s é n e k  b á z i s h i p e r g r á f j á t
r-1

d e f i n i á l j u k :  az é le k  az  v j  B. \j A.  halmazok / i = l , 2 , . .
k.i K х

. , , j , j + l /  é s  az О Ak и Bk halmazok / i = l , 2 , . . . r / .
k«4 k f í

Az ilymódon k a p o t t  b á z i s h i p e r g r á f  u n i fo rm ,  r a n g j a  

/ г - 1 / j u  + u .  Minden p o n t  foka  r  vagy r+ 1 .  Megjegyezzük, 

hogy j = l  e s e t é n  az e l s ő  p é l d á t ,  P l - e t  a d j a  P2 i s .

P3 . Legyen r  p á r a t l a n  é s  3 - a l  o s z t h a t ó .  Tek in tsünk  r / r + 1 /  

p on to t  egy M m á t r ix b an  e l h e ly e z v e ,  melynek r  so ra  és r+1 

osz lopa  v a n .  A m á t r ix  e le m e i  l e s z n e k  h i p e r g r á f u n k  p o n t j a -

i .  D e f i n i á l j u k  E^,E2 , . . .  »Ê . é l e k e t  k = - ^ ^ i l Z  _Ге a kö

ve tkező  módon:

a .  1 ^  i á  r+1 - r e ,  p á r a t l a n  i - r e  - t  ugy kapjuk ,

hogy M-ből e lh a g y ju k  az i .  o sz 

lo p o t  és az  i + l - i k  o sz lo p  f e l s ő
r
3 elemét



-  15 -

l s i ^ r + 1  - r e ,  p á ro s  i - r e  E ^ - t  úgy k a p ju k ,  hogy 

M-ből e lh a g y ju k  az i .  o s z l o p o t  és 

az  i —1 - i k  o sz lop  f e l s ő  у  e le m é t ,

b .  l é i -  - r e  Er + x+i  и6У k a p ju k ,  hogy M-

b ő l  e lh a g y ju k  a 2 i  - e d i k  ég 2 i - l  - e d i k  o sz lo p  

a l s ó  e l e m é t .

Könnyű b e l á t n i ,  hogy az E^ é l e k  / l é  i s k /  l e f e d i k  M ö ssze s  

r  elemű r é s z h a l m a z á t ,  e z é r t  az , M -  E^ é l e k  egy k - r é -  

tű  p a r t i c i ó f e d é s t  a lk o t n a k  K-r / r+i /  - e n .  A b á z i s h i p e r g r á f  

un iform és r a n g j a  r / r -  - j / .

Megjegyzés:  a f e n t i  k o n s t r u k c ió  k i t e r j e s z t h e t ő  minden 

r / r + l / u  a l a k ú  n számra / u à  1 , e g é s z / ,  úgy, hogy egy pont  

h e lyébe  u p o n to t  t e s z ü n k .  Ekkor to v áb b ra  i s  k - r é t ü  p a r t i 

c i ó f e d é s t  kapunk, a b á z i s h i p e r g r á f  / é s  f e d é s h i p e r g r á f /  

r a n g j a  p e d ig  u * r * / r -  - | /  l e s z .

P4 . Legyen n ponton adva egy f e l o l d h a t ó  t - d e s i g n ,  A. = 1 

p a r a m é t e r r e l ,  r  párhuzamos o s z t á l l y a l ,  melyben b nagysá 

gú b lokkok vannak .  / P é l d á u l  n=8, t= 3 ,  r=7,  b=4 e s e t é n  az 

1234-5678,  1256-3478, 3456-1278, 1457-2368, 2357-1468, 

2458- 1367, 1358-2467 egy i l y e n  3 - d e s i g n /

T ek in tsü k  most a f e n t i  a d a to k k a l  К r - r é t ü  fedé -n
s é t .  Ha e z t  úgy a k a r ju k  m e g c s i n á l n i ,  hogy a f e d é s h i p e r 

g r á f  r a n g j a  a l e h e t ő  l e g k i s e b b  l e g y e n ,  akkor ez a rang  

n y i l v á n  b,  és a f e l o l d h a t ó  t - d e s i g n  egy i l y e n  r - r é t ü  f e 

d é s t  s z o l g á l t a t .

B aranya i  Z s o l t  szép  eredménye s z e r i n t  [ 2] , ha 

n o s z t h a t ó  t - v e l ,  akkor  az n elemű halmaz ö s s z e s  t  elemű 

ré s z h a lm a z á b ó l  á l l ó  t - d e s i g n  / k  = 1 /  f e l o l d h a t ó ,  e z é r t  ig az



-  16 -

a következő t é t e l :

T é t e l : Ha n o s z t h a t ó  t - v e l ,  akkor  -nek  van o ly an

t  • ) • pj- - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e ,  melyben a f e d é s h l p e r g r á f

r a n g ja  t .

Egy m á s ik ,  szép  eredmény D.K.Ray-Chaudhuri  és  

R.M.Wilson t é t e l e  [ 5] , mely a t=2 e s e t r e  v o n a tk o z ik ,  és 

a z t  mondja k i ,  hogy minden k é 2  -hoz  van  olyan  C/ к /  kons

t a n s ,  hogy n £  C/ к /  és n = к mod к / к - l /  e s e t é n  l é t e z i k  

/ п , к , 1 /  f e l o l d h a t ó  b l o k k r e n d s z e r .  Ez p é l d á t  ad p a r t i c i ó f e -  

d é s re  i s .

2. s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e .

í r j u n k  fe lV egy  e g y s z e rű  á l l í t á s t ,  mely Erdős P á l 

t ó l  szá rm a z ik :
p , -

A8: Ha K„ é l e i t  k é t  s z i n n e l  s z i n e z z ü k ,  akkor  t a r t a l m a z  —  n
n pontú e g y s z í n ű ,  ö ssze fü g g ő  r é s z g r á f o t .

E zze l  e k v iv a l e n s  á l l í t á s o k a t  Í r h a t u n k  f e l  az  e l s ő  

f e j e z e t  f o g a l m a i t  és ap ró  á l l í t á s a i t  h a s z n á lv a :

A9: 2 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e  c sak  t r i v i á l i s  l e h e t .

A10 : Ha egy 2 - ó s z t á l y u  h i p e r g r á f b a n  / p á r o s  g r á f /  bármely 

k é t  é lnek van  közös p o n t j a ,  akkor  az ö sszesn ek  i s  van .

Megjegyezzük,  hogy A8 és A9 e k v i v a l e n c i á j a  A1,A2 

és A3-ból,  A9 és  A10 e k v i v a l e n c i á j a  p e d ig  A7-ből k ö v e tk e 

z ik .  Az á l l í t á s o k  közül  Л10 az ,  melynek ig azság a  a l e g n y i l 

vánvalóbb.

A to v á b b ia k b a n  e l ő f o r d u l ó  t é t e l e k  e se té b e n  i s  f en n 

á l l  a l e h e t ő s é g ,  hogy e három t á l a l á s  k ö z ö t t  v á la s s z u n k .

Az e l s ő  b e á l l í t á s b a n  á l t a l á n o s í t o t t  Ramsey-problémák, a má-
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sodikban  h i p e r g r á f o k  é l e i n e k  f e d é s e ,  a harmadikban з o s z 

t á l y ú  h i p e r g r á f o k  t u l a j d o n s á g a i  c ím szav ak k a l  l e h e t n e  j e 

l e z n i  a t é t e l  h o v a t a r t o z á s á t .  Igyekszünk  m indig  k iem eln i  

a z t  a v á l t o z a t o t ,  mely a leg in k áb b  k i f e j e z ő .

Az A8. á l l i t á s  t e t s z e t ő s ,  de nem mély á l t a l á n o -  

s i t á s a  a k ö v e tk ező :

1. t é t e l : K® é l e i t  s s z í n n e l  s z i n e z v e ,  v a la m e ly ik  s z í n 

ben van e g y sz ín ű  n pon tú  ö ssze függő  r é s z h i p e r g r á f .

1, következmény: K® s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e  m ind ig  t r i v i á 

l i s  .

2. következmény: Ha egy s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f b a n  bármely 

s é ln e k  van közös p o n t j a ,  akkor  az ö s s z e s  é ln e k  van .  Úgy 

i s  k i f e j e z h e t ő  e z ,  hogy V 0_ 1 = s - 1  - b ő i  T =  1 köve tke 

z ik .  / I t t ,  és a to v áb b iak b a n  f e l t e s s z ü k ,  hogy a "bármely 

s é ln e k  van közös p o n t j a "  k i f e j e z é s  h a s z n á l a t a  f e l t é t e 

l e z i ,  hogy l e g a l á b b  s é l  v a n . /

1 , t é t e l  b i z o n y í t á s a : A s z in e k  és a pontok  számára v o n a t 

kozó i n d u k c i ó t  a lk a lm azu n k .  s=2 e s e t é r e  a t é t e l  A 8 .-bó l
L

k ö v e tk e z ik  minden n - r e .  n=s e s e t é n  a t é t e l  n y i l v á n v a l ó 

an ig a z  minden s - r e .  E k é t  do log  b i z t o s í t j a ,  hogy az i n 

dukció  működik.  Legyen s á 3 >  n > s  és  p t e t s z ő l e g e s  pont 

K® - b ő i .  Hagyjuk e l  a p p o n to t  K® - b ő i ,  a k a p o t t  K®  ̂

h i p e r g r á f n a k  az in d u k c ió s  f e l t e v é s  é r te lm é b en  van egy

s z í n ű ,  p l .  p i r o s  n -1  p o n tú ,  ö s sze fü g g ő  H r é s z h i p e r g r á f j a . 

Ha p - r e  i l l e s z k e d i k  K® -b en  p i r o s  é l ,  akkor  e z t  H-hoz 

hozzávéve n pon tú  ö s sze fü g g ő  p i r o s  r é s z h i p e r g r á f o t  ka

punk, és e z t  a k a r t u k  b i z o n y í t a n i .  Ha p - r e  nem i l l e s z k e -
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d ik  p i r o s  é l ,  akkor v á g ju k  l e  p - t  K® - b ő i .  így  a h i -

p e rg rá fh o z  j u tu n k ,  az in d u k c ió s  f e l t e v é s  é r t e lm é b e n  ennek 

van e g y s z i n ü ,  p l .  kék n - 1  pontú  ö ssze függő  H* r é s z h i p e r -  

g r á f j a .  H* minden é l é h e z  p p o n to t  v i s s z a t é v e  K® kék, n 

pontú ,  ö ssze fü g g ő  r é s z h i p e r g r á f j á t  k ap ju k .  ШП

g  3 - r é t ü  f e d é s e i r ő l .
p

L á t t u k ,  hogy Kn 2 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e  c sa k  t r i v i -

á l i s  l e h e t .  Nézzük meg 3 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e i n e k  s t r u k -
2 f

t ú r á j á t .  g  h i p e r g r á f o n  s p e c i á l i s  3 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e -
2Icet d e f i n i á l u n k .  Legyen V/Kn /  = A^ \j , aho l

-k  d i s z j u n k t  halmazok és ü r e s  i s  l e h e t ,  a t ö b b i  a -  

zonban nem ü r e s .  A p a r t i c i ó f e d é s  b á z i s h i p e r g r á f j á n a k  é -  

l e i  az А . и  A. halmazok i  ^ j  - r e .  Megadjuk a párhuzamos1 J
o s z t á l y o k a t  :

ha A, 
= 0

II1—1 
оРч

[ Al u  A2 , A3v  A4} и«—1
оРч í  A]_ ^  A2y

P09 = 
f

{ A1 vjA3 , A2 w A4 ) ha A4 4  0 po2 = i Ai ^  Аз)
P03 = Í A1 u A 4 , А2 \У A3 у po3 = [А2 ^ Аз )

A d e f i n i á l t  b;í z i s h i p e r g r á f o k á t  B^ - e l  és B2 - v e i

jü k .  Megjegyezzük, A^ 4 0 e s e t é n  a párhuzamos o s z t á ly o k  

megadásával  már p a r t i c i ó f e d é s t  k ap tu n k ,  A  ̂ = 0 e s e t é n  

azonban még nem.

✓ 22 . T é t e l  : Kn 3 - r é t ü ,  nem t r i v i á l i s  p a r t i c i ó f e d é s e n e k  bá

z i s h i p e r g r á f  j a  izom orf  a f e n t  m egadott  h i p e r g r á f o k  v a l a 

m e ly ik é v e l .  /Az i z o m o r f iá b a  a párhuzamos o s z t á l y o k  meg- 

f e l e l k e z é s é t  i s  b e l e é r t v e / .
О

1 . Következmény : g  3 - r é t ü  n e m - t r i v i á l i s  P p a r t i c i ó f e d é -
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s é n é l  f  / Н / Р / /  = 2.
p '

2. Következni еду : é l e i n e k  minden 3 - sz in e z é a é b e n  van egy

le g a lá b b  pon tú  e g y sz ín ű ,  ö s sze fü g g ő  r é s z g r á f .

A 2 . T é t e l  s e g í t s é g é v e l  a 2 . Következménynél e r ő 

sebb á l l i t á s t  i s  kimondhatunk,  mely az ú g y n e v ez e t t  á l t a 

l á n o s í t o t t  Ramsey e lm é le tb e  i s  b e l e i l l i k .  Ehhez v ezessük  

be a köve tkező  j e l ö l é s t :  r / k ^ , k 2 , k ^ /  j e l ö l j e  a z t  a l e g k i 

sebb t e r m é s z e t e s  szám ot ,  melyre i g a z  a köve tkező :  n =

= r / k ^ , k 2 , k ^ /  - r e  Kn g r á f  é l e i t  t e t s z ő l e g e s e n  három s z i n -
2n e l  s z i n e z v e ,  va lam ely  i - r e  / 1 = 1 , 2 , 3 /  Kn t a r t a l m a z  egy 

l e g a lá b b  k^ pon tú  ö s sze fü g g ő ,  e g y s z in ü  r é s z g r á f o t .

3. T é t e l  : l eg y e n  2 4 ^ 4 ^ 4 ^  , e k k o r

r /kl t k2 , k j /  =

í  4m -  2 

^ max /  2k

ha k-^=k2=k^=2m

k i + k 2+k
2 »k3 /

Megjegyzés:  A t é t e l  s p e c i á l i s  e s e t e ,  a k^=k2=k^=k u . n .  

d i a g o n á l i s  e s e t  s z e r e p e l  [б ] -Ьап ,  k=2m e s e t é r e  h ib á s a n ,  

e z t  A n d r á s f a i  j a v í t o t t a  [ l ] .

2 . T é t e l  b i z o n y í t á s a : l egyen  P H=Kn nem t r i v i á l i s  3 - r é t ü  

f e d é s e .  T e k in t s ü k  P b á z i s h i p e r g r á f j á t , ebben minden p á r -  

huzamos o s z t á l y b a n  van é l  -  e l l e n k e z ő  e se tb e n  K - t  P 

ké t  p a r t í c i ó j a  i s  l e f e d i ,  ekkor A9. á l l i t á s  m i a t t  ez 

c sak  t r i v i á l i s  p a r t i c i ó f e d é s  l e h e t ,  ami e l len tm ond  annak, 

hogy P nem t r i v i á l i s .  Legyen e és f  Н/Pmax/ k é t  é l e  kü lön

böző párhuzamos o s z t á l y o k b ó l ,  e - f  és  f - e  nem ü r e s ,  a kö

z ö t t ü k  f u t ó  é l e k e t  Н/Pmax/ harmadik párhuzamos o s z t á l y a -
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b ó l  va ló  g é l  f e d h e t i  c s a k  l e .  e H f  /  0 , különben g 2 e 

/ é s  g 2 f /  l e n n e ,  ami H/Pmax/-ban l e h e t e t l e n .  Két e s e t  

l e h e t :  a . /  ha  e и  f  = V/Н /  akkor  könnyű l á t n i ,  hogy e , f , g  

é le k  a l k o t j á k  Н/Pmax/ é l e i t ,  ekkor H/ Р т а х /  n y i l v á n  i z o -  

morf B ^ - v e l .  / e  n  f , e л  g és  f  Л  g a l k o t j á k  А^,А^,Л^ 

h a lm a z o k a t / ,  b . /  ha e U f  v a l ó d i  r é s z e  V /H/-nak ,  akkor  

e П f  és V/ Н /  -  / e  \ j  f /  k ö z ö t t i  é l e k e t  Н/Pmax/ va lam ely  

g-  ̂ é le  f e d h e t i  c sak ,  mely e - t  és f - e t  t a r t a l m a z ó  p á rh u 

zamos o s z t á l y b a n  n in c s  ben n e ,  g n  g-  ̂ = 0 , h i s z e n  g és 

g^ ugyanabban a párhuzamos o s z t á l y b a n  van .  Az e lő z ő h ö z  

hason ló  é r v e l é s  m u t a t j a ,  hogy V/Н /  -  / e  kj f /  és  e - f  kö

z ö t t i  é l e k e t  o lyan  f-^, V/И /  -  / e  yJ f /  és e - f  k ö z ö t t i  é -  

l e k e t  o ly an  e-  ̂ é l  f e d h e t i  c s a k ,  m elyre  е , е ^  i l l .  f , f ^  

ugyanabban a párhuzamos o s z t á l y b a n  v a n .  e ,e-^ , f , f -^ ,g ,g -^  

é lek en  k i v ü l  több é l  nem i s  l e h e t  H/Pmax/-ban, e z t  

könnyű e l l e n ő r i z n i ,  i lymódon Н/Pmax/ izomorf  B ^ - e l . Q D

3 . T é te l  b i z o n y í t á s a : j e l ö l j e  f  = f / k 3 , k 2 ,k 3/  a t é t e l 

ben s z e r e p l ő  fü g g v én y t .  B e l á t j u k  e l ő s z ö r ,  hogy

г Д 1 , к 2 , к 3/  4  f  / 1 /

Tek in tsük  e c é l b ó l  - n e k  t e t s z ő l e g e s  3 - s z i n e z é s é t , és
f 2 

nézzük a s z í n e z é s  á l t a l  g e n e r á l t  p a r t i c i ó f e d é s t  - n .

Ha ez t r i v i á l i s ,  akkor  v a lam ely  s z ín b e n  van egy ö s s z e f ü g 

gő, e g y s z ín ű  r é s z g r á f  és f  d e f i n í c i ó j a  o ly an ,  hogy 

m ax/k^ ,k2 , k ^ /  é  F e l t e h e t j ü k  e z é r t ,  hogy a p a r t i c i ó í e -  

dés nem t r i v i á l i s .  Alkalmazzuk a 2 . T é t e l t ,  e s z e r i n t  a 

p a r t i c i ó f e d é s  b á z i s h i p e r 'g r á f  j a  izom orf  B^ - e l ,  vagy B^ -  

v e i .  a .  Ha B^-el  i z o m o r f ,  v á l a s s z u k  k i  a z t  az A^,A^ 

p á r t ,  m e ly re  |Ai 1 + ( A ̂ |  a legnagyobb .  k1=k2=k3=2m
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e s e t é n  f=4m-2, e z é r t  | A.\  + | Л- |  à  2m-l,  de ha i t t  e -•** J
gyen lőség  á l l ,  akkor  p l .  lA^l à  m. Mivel  a másik  k é t  h a l 

maz i s  2m-l elemű e g y ü t t e s e n ,  e z é r t  p l .  (A^l ^ m ,  aho l  

к kü lönböz ik  i - t ő l  és  j - t ő l .  |л^ |  + |А^| ^  2m, ami e l 

lentmond és Aj v á l a s z t á s á n a k .  Azt t a l á l t u k  t e h á t ,  hogy 

1 A^l + f A,j 1 £  2m=k1=k2=k^, A^ u  Aj azonban a p a r t i c i ó -  

í 'edeshez t a r t o z ó  fedoha lm az ,  e z e r t  ö s s z e f ü g g ő . eg y sz in ü  

r é s z g r á f n a k  f e l e l  meg, e z z e l  a k1=k2=k^=2m e s e t e t  e l i n 

t é z t ü k .  Minden más e s e t b e n  f  \  2к^-1  és az e l s ő  sz in n ek  

m e g fe le lő  párhuzamos o s z t á l y  k é t  d i s z j u n k t  é l e  közül  va 

lam ely ik  l e g a l á b b  k^ elemű, ami egy l e g a lá b b  k-̂  pon tú ,  

ö s s ze fü g g ő ö ssze fü g g ő  eg y sz ín ű  r é s z g r á f o t  j e l e n t  az e l s ő  

s z in b e n .

b . /  Ha 3 - 3 z in e z é s e  á l t a l  g e n e r á l t  p a r t i c i ó f e -

dés  b á z i s h i p e r g r á f j a  Bg-vel  i z o m o r f ,  akkor  az
f k, + k2+ k . , - l l

f  è  L------ 2— ”— J e g y e n l ő t l e n s é g e t  h a s z n á l 

ju k  k i ,  melyhez csak  a k^=k2=k^=2m e s e tb e n  f é r h e t  k é t s é g ,  

azonban ek k o r  i s  f=4m-2 i  [ - ]  minden m £ l  - r e .

A B2 d e f i n í c i ó j á b a n  s z e r e p l ő  A-^,A2 ,A^ halmazok

r a  f e l t e h e t j ü k ,  hogy | A-̂ l + |A2I ^  k-^-1 , | A-jJ + \ АЛ  é  k2- l  

és  IA2 I + |  A^l £  k ^ -1 ,  különben n i n c s  mit  b i z o n y í t a n i .

Ezen e g y e n l ő t l e n s é g e k e t  összeadva  2 f  4  к-^+к^к^-З adód ik ,  

ahonnan
k, + kp+k7- 3  Г k ^ + k p + k o - l l

f  4  -------2— ^ ^ ------- rj—̂ — j  ami e l l e n tm o n 

d á s ,  e z z e l  / i / - t  i g a z o l t u k .

H á t ra  van még annak i g a z o l á s a ,  hogy

r / k 1 , k 2 , k ^ /  > f  / i i /
oD e f in iá ln u n k  k e l l  ehhez a lk a lm a s  3 - s z i n e z é s é t . Ha



ki=k2= к з= 2 т , akkor  f - l=4m -3„  B-̂  -ben  | A-jJ = | A2 l =

= I A^\ =m-l , IA4 1 =m v á l a s z t á s s a l  a b á z i s h i p e r g r á f  á l t a l  

g e n e r á l t  s z ín e z é s b e n  l e g f e l j e b b  2m -l  nagyságú e g y sz ín ű  

összefüggő r é s z  l e s z .  Ha f=2k-^-l és k^ p á ro s ,  p l .  k-p2m, 

akkor  B^-ben legyen  | Ад̂  | = I \ =m, |A2 | = | A^l =m -l .  Ek

kor  az 1- e s  és а 2- е з  s z í n b e n  l e g f e l j e b b  2m - l ,  a hármas 

sz inben  2m nagyságú ö ss z e fü g g ő  r é s z t  g e n e r á l  B- .̂ k2 i  k^ 

és k^ > k^ m i a t t  ez m e g f e l e l ,  /k ^  = k^ nem l e h e t ,  mert  

ekkor  k^=k2=k^=2m l e n n e ,  am i t  már e l ő z ő l e g  e l i n t é z t ü n k / .  

Ha f= 2 k ^ - l  é s  k^ p á r a t l a n ,  p l .  k^=2m+l, akkor  f - l= 4 m ,  

és B-^-ben va lamennyi  A ^- t  / 1 = 1 , 2 , 3 »4/ m-elemünek v á l a s z t 

v a ,  mindhárom sz inben  l e g f e l j e b b  2т = к ^ -1  nagyságú  ö s s z e 

függő r é s z t  g e n e r á l  Bn .
3 í k-, + k2+k^-l"J

Ha k. p á r a t l a n ,  és f  = I ------- 3 ^— J ,  ak k o r
14 1 ^

B2-ben
кт + к 0- к _-1 кт+к0+к0-1  kC)+ k 0~k-1- l

IaJ  -  1 l  ?■■■ , | a2I » 1 I  2 , |A3| .  2 I  1

v á l a s z t á s s a l  egész számok a t ö r t e k ,  továbbá nem n e g a t í 

vok, e z t  e l é g  A-̂  e s e t é n  e l l e n ő r i z n i :  k ^ < f ,  m er t  külön

ben k^ l e t t  v o ln a  a maximum /k^= f  e s e t e t  o t t  i n t é z z ü k  e l ,

aho l  к., a maximum/.
^ k-i+k2+ k » - l

k ^ (  f  = ------- 2— ~—  » ahonnan 0 < k- j+kp-k^- l

adódik .  A B2 á l t a l  g e n e r á l t  s z ín e z é s b e n  k1- l , k2- l , k^-1

nagyságú össze fü g g ő  r é s z e k  vannak az egyes s z ín e k b e n ,  és

1  Ú J  = f - 1 . 
iat ±

Ha k^ p á r o s ,  akk o r  A^-k elemszőmát c s ö p p e t

m ó d o s í tan i  k e l l :
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Ebben az e s e tb e n  k-^-1, k ^ -1 ,  k^-2  nagyságú összefüggő  

egyszinŐ r é s z g r á f o k  vannak l e g f e l j e b b  a á l t a l  gene

r á l t  s z í n e z é s b e n .
pV é g e z e tü l ,  ha f=k^ ,  akkor  va lam ennyi  é l é t

a harmadik  s z í n n e l  s z í n e z h e t j ü k  k i .  E zze l  / i i / - t  i g a z o l  

t ű k .  cm

4 .  4 - r é t ü  f e d é s e i r ő l .
2

Kn 4 - r é t ü  f e d é s e i  e s e t é b e n  a 2 . T é t e l h e z  hason

l ó  s t r u k t ú r a t é t e l t  nem mondunk k i ,  mert  nem é rn é  meg a 

v e s z ó d s é g e t .  Kimondjuk azonban a 2 . T é t e l  1 . Következ

ményének a n a l ó g i á j á r a  a k ö v e tk e z ő t :

4 » T é t e l  : H=K^ 4 - r é t ü  P p a r t i c i ó f  e d é s é n é l  y / H / P / / é 3 .
2

4 A . T é t e l : Ha Кд g r á f  é l e i t  4 s z i n n e l  s z í n e z z ü k ,  akkor 

p o n t j a i  l e f e d h e t e k  l e g f e l j e b b  három e g y s z in ü ,  ö s s z e f ü g 

gő r é s z g r á f  p o n t j a i v a l .
2

Következmény : é l e i n e k  minden 4 - s z i n e z é s é b e n  van egy

l e g a lá b b  pon tú  össze függő  e g y sz in ü  r é s z g r á f .

Megjegyezzük, hogy ezen következmény á l t a l á n o s í 

t á s á t  a következő  pontban  fo g ju k  t á r g y a l n i .  A 4 . T é t e l  

lényegében  p o n to s ,  amint  a z t  a t = 2 , r=4 ,b=3,n=9 p a r a 

m é te re k k e l  r e n d e lk e z ő  f e l o l d h a t ó  b l o k k r e n d s z e r  m u ta t j a .  

Ebből k i i n d u l v a  minden 9 - e l  o s z t h a t ó  n - r e  k o n s t r u á l h a t ó  

o ly an  4 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s , melynek f e d é s h i p e r g r á f j ó r a  

3 = 3. A k o n s t r u k c ió  egyben a Következmény p o n to s s á g á t  

i s  m u t a t j a .

A 4 . T é t e l t  a 4A. a l a k j á b a n  fo g ju k  b i z o n y í t a n i .  A b i z o 

n y í t á s h o z  szükség  l e s z  az a l á b b i  lemmára:
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о r
Lemma ; l e g y e n  G=Kn c s ú c s a i n a k  halmaza három d i s z j u n k t ,  

nem-üres r é s z r e  f e l b o n t v a :  V/G/= U V . . Tegyük f e l ,  hogyiH 1
G é l e i  4 s z i n n e l  vannak k i s z i n e z v e ,  olymódon, hogy V . - r e  

nem i l l e s z k e d i k  é l ,  melynek s z in e  i  é s  csak  az egy ik  

végpontja  van  Vü-ben. / i = l , 2 , 3 / .  Ekkor ig a z  a következő  

k é t  á l l í t á s  v a la m e l y ik e :

1. G c s ú c s a i  l e f e d h e t ő k  l e g f e l j e b b  k é t ,  a 4 .  

sz inben ö s s z e fü g g ő  r é s z g r á f  c s ú c s a i v a l .

2 .  G-VÜ c s ú c s a i  l e f e d h e t ő k  egy eg y sz in ü  ö s s z e 

függő r é s z g r á f  c s ú c s a i v a l  va lamely  i - r e . / i = l , 2 , 3 / .

B iz o n y í t á s :  A V. és V- k ö z ö t t i  é l e k  k é t  s z i n n e l  vannak " * d
sz in ez v e ,  i g y  a 9 . T é t e l ,  i l l .  annak 9A. megfogalmazása 

a l a p já n  V . ü  V- l e f e d h e t ő  l e g f e l j e b b  k é t  összefüggő  egy-d
sz in ü  r é s z g r á f  c s ú c s a i v a l .  F e l t e h e t ő ,  hogy pon tosan  k e t 

t ő v e l  f e d h e t ő  l e  minden V. , V.  p á r ,  e l l e n k e z ő  e s e tb e n  

n in c s  mit  b i z o n y í t a n i  -  a lemma 2. á l l í t á s a  t e l j e s ü l .

Ha v a la m e ly ik  V^,V.. p á r ,  p é l d á u l  és V2 u n ió ja  l e f e d 

h e tő  k é t ,  a n egyed ik  s z i n b e n  ö ssze fü g g ő  r é s z g r á f f a l ,  ak

kor  osszuk p o n t j a i t  k é t  o s z t á l y b a :  A legyen  azon pon

tok  halmaza,  melyekből  i n d u l  4. s z i n ü  é l  vagy V2 f e 

l é ,  В p e d ig  l egyen  V^-A. Ha A=0, a k k o r  t e l j e s ü l  a lemma 

2 .  á l l i t á s a ,  ha B=0, a k k o r  a lemma 1. á l l í t á s a  i g a z .  F e l 

t e h e tő  e z é r t ,  hogy A és В nem ü r e s .  Ha A minden p o n t j á b ó l  

in d u l  f e l é  a 2. s z i n b e n  é l ,  akkor  a V^uV^ l e f e d h e t ő  

a 2. s z in b en  ö ssze függő  r é s z g r á f f a l ,  h i s z e n  В és V-̂  kö

z ö t t  minden é l  s z in e  2 - e s .  Ebben az e s e t b e n  t e l j e s ü l  a 

lemma 2. á l l i t á s a .  Ha v i p z o n t  А-ban  van egy p p o n t ,  mely

b ő l  V-̂  minden p o n t já b a  4 .  s z in ü  é l  f u t ,  akkor  a V2 u
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^  { Pli pontok k ö z ö t t i  4 . Bzinü é l e k  egy ö ssze fü g g ő  g r á f o t  

h a tá r o z n a k  meg, e z é r t  t e l j e s ü l  a lemma 2. á l l i t á s a .

A f e n t i e k  a l a p j á n  f e l t e h e t j ü k ,  hogy bármely két  

Vi és Vj e g y e s í t é s e  c sak  k é t  különböző s z i n ü  összefüggő 

r é s z g r á f f a l  f e d h e tő  l e .  Könnyű b e l á t n i ,  hogy ekkor  a f e d é r 

c sa k  o lyan  l e h e t ,  melyben mindkét s z in ü  ö ss z e fü g g ő  r é s z 

g r á f  p o n t j a i  l e f e d i k  V . - t  vagy V . - t .  Egyszerűen  adódik /  

k é t  e s e t e t  k e l l  c sak  m egnézn i /  e b b ő l ,  hogy G-V^ valamely 

i - r e  l e f e d h e t ő  a 4.  s z in b e n  össze fü g g ő  r é s z g r á f  c sú c s a 

i v a l ,  azaz  a 2. á l l í t á s  i g a z .  ŒO
/ , v оA 4 .  T é te l  b i z o n y í t á s a : legyenek  G=Kn é l e i  négy s z in n e l

k i s z i n e z v ç ,  és t e k i n t s ü n k  t e t s z ő l e g e s  p p o n t o t  G-ből.  Le 

gyen A -pA g^^  a p p o n t o t  t a r t a l m a z ó ,  az l . , 2 . , 3 .  s z ín e k 

ben ö ssze fü g g ő ,  maxim' l i s  r é s z g r á f o k  p o n th a lm a z a i .  Ezen 

halmazok á l t a l  k a p o t t  d i s z j u n k t  f e l b o n t á s á t  V/G/-nek X- 

e l  fo g ju k  j e l ö l n i ,  és  in d ex k én t  az X-hez a z t  Í r j u k ,  ahá- 

n y a d ik  A halmazban vannak egy halmaz p o n t j a i  a fe lbon tó :  

b ó l .  XQ - a l  azon pontok  ha lm azát  j e l ö l j ü k ,  melyek egyik 

A^-ban s in c s e n e k  b enne .  P l .  X2^ j e l ö l i  az A2-ben  és A^- 

ban l é v ő ,  de A-̂  -ben  nem lév ő  pontok  h a lm a z á t .

1. Ha X0 = 0 , a k k o r  A^-k l e f e d i k  V / G / - t ,  azaz 

V/G/ = A. és e z t  a k a r t u k  b i z o n y í t a n i .  Tegyük f e l  e -it-f 1
z é r t ,  hogy XQ /  0 .

2. X12^ 4  0 , h i s z e n  P e X123 33 Xo lcöz° t t

n y i l v á n  minden é l  4 .  s z i n ü  A^-k m a x im a l i t á s a  m i a t t ,  e -  

z é r t  az X123u Xq halmaz á l t a l  4 .  sz in b e n  f e s z i t e t t  r é s z 

g r á f  ö ssze fü g g ő .

3. На Х̂_ = 0 va lam ely  i - r e  / 1 = 1 , 2 , 3 /  p l .  Xx = 0,
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akkor  Л2 ,Л^ ég halmazolc á l t a l  a 2 . , 3 . , 4 .  s z ín e k

ben f e s z i t e t t  r é s z g r á f o k  c s ú c s a i  l e f e d i k  G c s ú c s a i t  és a 

t é t e l  i g a z .

4 .  F e l t e h e t j ü k  t e h á t  3. m i a t t ,  hogy Xi  4  0 i = l , 2 , 3

e s e t é n .  A lk a lm azh a t ju k  a lemmát ezen h a lm azo k ra ,  h i s z e n  X

és Х̂  k ö z ö t t  nem mehet sem i .  s z in ü  sem j .  s z in ü  é l  A^ és

A- m a x im a l i t á sa  m i a t t .  Л lemmából k é t  d o lo g  k ö v e tk e z h e t :
0

A; X^ l e f e d h e t ő  k é t ,  a 4 .  s z i n b e n  összefüggő

r é s z g r á f  p o n t j a i v a l ,  e k k o r  ezekhez a k e t t ő s m e t s z e t e k  i s  

h o zzáv eh e tő k ,  h i s z e n  X-̂  é s  X2^ * X2 é s  X ^ ,  X^ és X- 2̂ kö

z ö t t  minden é l  4 .  s z i n ü .  XQu  X-̂ 2^ a d j a  a harmadik h a l 

mazt G c s ú c s a i n a k  f e d é s é h e z .

В; X . w X • l e f e d h e t ő  egy ö ssze fü g g ő  eg y sz ín ű  r é s z --L J
g r á f  p o n t j a i v a l .  Tegyük f e l  p l .  a z t ,  hogy I ^ u X n  l e f e d 

h e tő  igy .  Ha X12 = 0, a k k o r  X-^u X2 , A^ és  Х12^ и XQ h a l 

mazok s z o l g á l t a t j á k  a k í v á n t  f e d é s t .  Ha X^2 4  0 és van

X és Xno k ö z ö t t  4 .  s z i n ü  é l ,  akkor X-, 0 -эи X„ 0 X-, о 12 123 о 12 3
összefüggő a 4 .  s z in b e n ,  ehhez X-^uX2 fed ő h a lm azá t  és 

A^-a t  hozzávéve  kapjuk a k í v á n t  f e d é s t .  Végül,  ha XQ és 

X^2 k özö t t  n i n c s  4. s z i n ü  é l ,  akkor k ö z ö t tü k  minden e l

3. s z in ü .  Ekkor  X-^vjXg fedőhslmazához A^ - a t  és 

X0u X ^ 2 - t  véve  kanjuk a k e r e s e t t  f e d é s t ,  гтп

5.. Kn s - r ó t ü  p a r t l c i ó f e d é s e i r ő l .

s=2 ,3»4  e s e t é n  az e lő z ő  szek c ió k b an  már koptunk e-r-

redményeket .  Az Л8 á l l i t á s ,  a 2 . T é t e l  1 . Következménye és

a 4 . T é te l  á l t a l á n o s í t á s a  lenne  H.Ryser  következő  s e j t é s e :
pS e j t é s  : s - r é t ü  p a r t i c i ó i ' e d é s o n é l  a f e d é s h i p e r g r á f  f e -
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d é s i  sz'îma l e g f e l j e b b  а - l .

A s e j t é s  másik a l a k j a :
2 2S e j t é s  : Kn minden s - s z i n e z é s é n é l  Kn p o n t j a i  l e f e d h e t o k  

l e g f e l j e b b  s - 1  össze függő  e g y sz in ü  r é s z g r á f  p o n t j a i v a l .

A s e j t é s  harmadik  a l a k j a :

S e j t é s  : Ha egy s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f b a n  Y= 1, akk o r  Té s - 1  

R y se r  s e j t e s e  a f e n t i n é l  á l t a l á n o s a b b ,  a harmadik 

a lak b an  elmondva igy s z ó l :  egy s o s z t á l y ú  h i p e r g r á f b a n  

T  4 Y  / а - l / .  Ez s=2 e s e t é n  lényegében  a König t é t e l  [ 12] .  

Élrdekes megfogalmazni  e z t  a s e j t é s t  a második a la k b an  i s :  

S e j t é s :Ha egy g r á f  é l e i t ,  melyben a f ü g g e t l e n  pontok 

m aximál is  száma <*. , S s z i n n e l  s z ín e z z ü k ,  a k k o r  a g r á f  

c s ú c s a i  l e f e d h e t o k  l e g f e l j e b b  s számú ö ssze fü g g ő  e g y s z i  

nü r é s z g r á f  c s ú c s a i v a l .  /  <*. =2 e s e t é n  a König t é t e l l e l  

e k v i v a l e n s / .

Ebben a ré s z b e n  a Ryser  s e j t é s  egy következményét  

i g a z o l j u k ,  n e v e z e te s e n  a 2 . T é t e l  2 . Következményének és a 

4 A .T é te l  következményének á l t a l á n o s í t á s á t :

5 . T é t e l  : s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s é n é l  a f e d é s h i p e r g r á f

r a n g ja  l e g a l á b b

Az e lőzőkhöz  h a so n ló an  e z t  a t é t e l t  i s  kimondjuk

még k é t  e k v iv a l e n s  formában:
p5A .T éte l  : K^ é l e i n e k  minden s - s z i n e z é s é b e n  van egy l e g a -

lább  [ ~ y ]  pon tú  össze fü g g ő  e g y sz in ü  r é s z g r á f .

5 B . T é t e l : Egy s o s z t á l y ú  n é lű  h i p e r g r á f b a n  У =1 e s e t é n

van egy l e g a l á b b  [ Tjry] fokú  p o n t .
p 2

Megjegyzés : n = / s - l /  u és n = / s - l /  u+1 - r e  a t é t e l e k  é l e -
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sek , ha l é t e z i k  v = / s - l / 2 , k = s - l ,  r = s ,  к  =1 p a ra m é te rű

f e l o l d h a t ó  b l o k k r e n d s z e r .  Ebben az e s e t b e n  minden n - r e  

f e l o s z t h a t j u k  KJ p o n t j a i t  / з - l /  r é s z r e  e g y e n l e t e s e n ,  

és  ezen r é s z e k b ő l ,  mint  atomokból  e l k é s z í t v e  a f e n t i  

b l o k k r e n d s z e r t ,  a párhuzamos o s z t á l y o k  d e f i n i á l j á k  a p a r  

t i c i ó f e d é s t .  Könnyű b e l á t n i ,  hogy a f e d é s h i p e r g r á f  r a n g -  

i -  Ш ’  - e l  o sz tv a  1 -h ez  t a r t .  Kérdés azonban,  hogy 

o lyan  s - r e ,  m elyre  a b l o k k r e n s z e r  nem l é t e z i k ,  p l .  s=7- 

r e , hogyan l e h e t  o lyan  s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s t  k é s z í t e n i ,
~ *f ̂

hogy a f e d é s h i p e r g r á f  r a n g j a  k ö z e l í t s e  az [ é r t é k e t

5 , T é te l  b i z o n y í t á s a : a t é t e l  k ö v e tk e z ik  a p á ro s  g r á f o k r a  

vonatkozó 1 0 . T é t e l b ő l .  Legyen u g y a n is  Kn t e t s z ő l e g e s  s -  

s z in e z é s é b e n  X egy t e t s z ő l e g e s  e g y s z in ü  ö ssze függő  kom-
p ,

ponens.  На X Кд ö sszes  p o n t j á t  t a r t a l m a z z a ,  n i n c s  m it
2b i z o n y í t a n i .  E l len k e z ő  e s e t b e n  az X és К -X k ö z ö t t i  

t e l j e s  p á ro s  g r á f  é l e i  s - 1  s z i n n e l  vannak s z i n e z v e .  A 

1 0 . T é te l  s z e r i n t  ekkor  nagyságú  ö ssze függő

egyszinü  r é s z g r á f  l é t e z i k ,  e z z e l  a t é t e l t  i g a z o l t u k . LCD

6. KJ p a r t l c i ó f e d é s e i  r - n é l  nem s o k k a l  több r é t ü e n .
у»

A 2 .  s z ek c ió b an  i g a z o l t u k ,  hogy Kn r - r é t ü  p a r -  

t i c i ó f e d é s é n e k  f e d é s h i p e r g r á f j a  n r a n g ú .  Most a z t  v i z s 

g á l j u k ,  a m ik o r  r - n é l  t ö b b r é t ű  p a r t i c i ó f e d é s ü n k  van x j - e n

6 . T é te l  : Legyen r  i  a < ■ és r á 3 .  Ekkor kJ  s - r é t ü

p a r t i c i ó f e d é s é n é l  a f e d é s h i p e r g r á f  c s ú c s a i  l e f e d h e t ő k  s 

é l l e l ,  melyek  közül minden csúcs  l e g a l á b b  r - e t  t a r t a l m a z

E k v iv a le n s  a la k b a n :
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бл .T é t e l  : На r á  s < 2Z+2-. és r è 3 ,  akkor  egy s o s z t á l y ú  

h i p e r g r á f b a n ,  melyben bármely r  é ln e k  van közös p o n t j a ,  

T r 4 s .

1. Következmény : Ha r 4 s  < és  r é 3 ,  a k k o r  K^ s -

r é t ü  p a r t l c i ó f e d é s é n e k  f e d é s h i p e r g r á f j a  l e g a l á b b   ̂

r angú .

É l s z i n e z é s r e  elmondva a következmény igy  s z ó l :

1Л.Következmény : r  á s < és r  £3  e s e t é n  K^ é l e in e k

minden s - s z i n e z é s é b e n  van egy l e g a l á b b  [  pontú  egy-  

sz in i i ,  ö ssze függő  r é s z h i p e r g r á f .

Az 1A.Következmény s= l  e s e t é n  az 1 . T é t e l t  a d ja .  

s= r+ l  - r e  a b e c s l é s  minden r è 3 - r a  p o n to s ,  e z é r t  e z t  kü

lön  k i e m e l jü k :

7 « T é t e l : K^ -nek  r ^ 3  e s e t é n  minden r+1 - r é t ü  p a r t i é i -
[  —* fr

~ r+ T J  *
Kn -n ek  van o ly an  r+1 - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e , melyben a 

rang  pon tosan  ♦

7A. T é t e l  : K^ -n ek  r ^ 3  e s e t é n  az é l e k  minden r+1 - s z í n e 

zésében van egy l e g a l á b b  í •]* pon tú  e g y s z in ü ,  ö s s z e 

függő r é s z h i p e r g r á f ,  és van o lyan  r + l - s z i n e z é s ,  amely

ben pon tosan  enny i  a legnagyobb ö ssze fü g g ő ,  eg ysz inü  

r é s z h i p e r g r á f  m é r e te .

1 . Hegjegyzés : Az г  к  3 lényeges  m e g s z o r í t á s ,  r = 2 - r e  a 

f e n t i  t é t e l e k  nem ig a z a k .  Ebben az e s e tb e n  a 3 . T é t e l  é r 

v ényes .  Azt ,  hogy a 7 .  és 7A. T é t e l  p o n to s ,  az 1. szek

c ió  P l .  p é l d á j a  m u t a t j a .

2 . Megjegyzés : A 6 . T é t e l  n a g y s á g r e n d i l e g  a l e h e t ő  l e g jo b b ,
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e z t  a P2. p é ld a  m u ta t j a  az 1 .  s z a k a s z b ó l ,  i t t  ugyan is  a 

b á z i s h i p e r g r á f  r a n g j a  / г - 1 / j u + u  és s = r + j , e z é r t

1
-r n ,  r / / r - l / j u + / j + l / u /  Ï + J
r+ ;_____ ________ r+J_________  - ___________

/ г - 1 / ju + u  / r - l / j u + u  * * * 1 + 1

Ц
és  ez 1-hez  t a r t ,  ha ^  О-h o z  és r  v é g t e l e n h e z  t a r t .

Г, , "1
S p e c i á l i s a n  t e h á t  minden f i x  j - r e  / 1 4  j á  — /  a ssz im p -  

t o t i k u s a n  p o n to s  a t é t e l ,  de p l .  j= [ r í j  e s e t é n  i s .

3 . Megjegyzés : A 6 . T é t e l  _n é l  k i s e b b  r é t ü  p a r t i c i -

ó f e d é s e k k e l  f o g l a l k o z i k .  Az 1. s zakasz  P3. p é l d á j a  a z t  

m u t a t j a ,  hogy - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s  e s e t é n  a 6. Té

t e l  már nem a s s z i m p t o t i k u s a n  p o n to s .  Ennél  a p é ld á n á l  u- 

g y an is

rn
s

r / r -  j /

r . r / r  + 1 /  
Дг+З •

2_______

r / r  -  I /
2 r

3 r  -  1 és  ez j  -hoz  t a r t

ha r  v é g t e l e n h e z .

6 , T é t e l  b i z o n y í t á s a ; r= s  e s e t é n  ig az  a t é t e l ,  e z t  az 1. 

T é t e l  b i z t o s í t j a .  Legyen r < s  < . F e l t e h e t j ü k ,  hogy

-nek  o ly an  s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s e  van  adva,  melyben e -  

g y ik  párhuzamos o s z t á l y  sem f e l e s l e g e s ,  azaz  minden i - r e  

van o lyan  fedőhalmaz a z  i .  párhuzamos o s z t á l y b ó l ,  

hogy j / i  e s e t é n  ф  , a h o l  Cj a j .  párhuzamos o sz 

t á l y  egy fedőha lm aza .  / E l l e n k e z ő  e s e t b e n  i n d u k c i ó t  a l k a l 

m azha tunk / .  V á lasszuk  k i  t e h á t  C^,C2 »»*fCs fedőhalmazo

k a t  különböző párhuzamos o s z t á l y o k b ó l ,  úgy, hogy ezek a
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f e d é s h i p e r g r á f  maximál is  é l e i  l e g y e n ek .  J e l ö l j e  L/H/ a 

C^,C2 » . . ,С0 é l e k b ő l  / é s  k£  p o n t j a i b ó l /  á l l ó  H h i p e r g r á f  

é l g r á f j á t ,  t e h á t  L /H /-nak  s p o n t j a  van ,  és k é t  pont  kö

z ö t t  p o n to san  akkor  van é l ,  ha a m e g fe le lő  H - b e l i  é l e k 

nek van közös p o n t j a .  Legyen j = s - r ,  ekkor  f e l t é t e l ü n k  

s z e r i n t  j  < .

B e b iz o n y í t j u k ,  hogy a H h i p e r g r á f b a n  minden pont 

foka  l e g a l á b b  r .  Ebből a t é t e l  már k ö v e tk e z ik .  E lő s z ö r  

egy lemmát b i z o n y l t u n k :

Lemma : L /H /-ban  a f ü g g e t l e n  é l e k  m axim ál is  száma l e g a lá b b  

j+ 1 .

Lemma b i z o n y í t á s a : Ha x i y l » • • • »x^y^. egy max;i-m^ l i s  fü g 

g e t l e n  é l r e n d s z e r  L /H /-b a n ,  akkor  ezen é l e k  v é g p o n t j a i 

nak e lh a g y á s á v a l  v is szam arad ó  X ponthalmaz ü r e s  és min

den x^y^ p á r  t e l j e s i t i  a köve tkező  k é t  t u l a j d o n s á g  v a l a 

m e l y i k é t  :

1 .  x ^ - b ő l  vagy y ^ - b ő l  nem f u t  é l  X-be

2. x ^ - b ő l  és y ^ - b ő l  e g y e t l e n  é l  f u t  X ugyanazon 

p o n t j á h o z .

V á la s szu k  k i  minden x^y.^ p á r b ó l  a z t  a p o n t o t ,  melyből  

l e g f e l j e b b  egy é l  f u t  X f e l é ,  ezen pontok  a lk o s s á k  az 

Y h a lm a z t .  Az Y - b e l i  pontoknak m e g fe le lő  H - b e l i  é leknek  

van o lyan  r e p r e z e n t á n s r e n d s z e r e  V /H/-ban ,  mely idegen  az 

X-nek m e g f e le lő  H -b e l i  é l e k t ő l ,  h i s z e n  ha Y egy p o n t j a  

n i n c s  X -e l  ö s s z e k ö tv e ,  ak k o r  ezen pontnak  m e g fe le lő  H- 

b e l i  é l  t e t s z ő l e g e s  p o n t j a  m e g f e l e l ,  ha p e d ig  Y egy y 

p o n t j a  e g y e t l e n  X - b e l i  x p o n t t a l  van ö s s z e k ö tv e ,  akkor  

az y -nak  m e g fe le lő  H - b e l i  é l b ő l  kivonva az x -n e k  megfe-
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l e l ő  H - b e l i  é l t ,  a kü lönbség  /nem ü r e s ,  mert  n in c s e n e k  

ta r ta lm azk o d ó  é l e k  H-ban/  t e t s z ő l e g e s  p o n t j a  m e g f e l e l .

A C^-k á t s z á m o z á s á v a l  e l é r h e t ő ,  hogy az  X-nek m e g fe le lő  

H - b e l i  é l e k  leg y en ek  С ^ , . . , С Ц , az Y-nak m e g fe le lő  H-be

l i  é le k  CU+- ^ , . . . , C V és az u tó b b ia k b ó l  v á l a s z t o t t  r e p r e 

zen táns  r e n d s z e r  ped ig  Pu+i»****Pw • / W4 V/* Ha w < r ,  ak
a /

kor  VJ C. - t ő i  idegen  p o n to k k a l  e g e s z i t s ü k  k i  a p. pon-Í5 Д 1 1
tok  h a lm a z á t ,  ha w > r ,  akkor  hagyjunk  e l  néhány p^ pon

t o t ,  e s e t l e g  Ci  ha lm az t  i s ,  ha u > r  -  olymódon, hogy az 

uj i n d e x h a t á r o k r a  m ax/u’ ,w */=r  l e g y e n .  T ek in tsü k  a z t  az 

r  o s z t á l y ú  t e l j e s  T h i p e r g r á f o t ,  melynek o s z t á l y a i  a 

C1 ,C2 , . . . ,СЦ, halmazok és  a Pu *+1 , . . . , P W, pon tok .

/u * <  u e s e t é n  a pontok nem s z e r e p e l n e k / .  Ezen T h i p e r -  

g r á f  é l e i  nem l e h e tn e k  az l , 2 , . . . , u *  - e d i k  párhuzamos 

o s z t á ly b a  t a r t o z ó  fed ő h a lm azza l  l e f e d v e ,  mert  T egy é -  

l e  t a r t a l m a z  p o n t o t  C^-ből  Ц  ü u *  - r e  és  C^-n k í v ü l 

r ő l  i s .  Néni l e h e t  T egy é l e  o lyan párhuzamos o s z t á l y b ó l  

sem; fed v e ,  melyben az a van ,  m e ly e t  p i  r e p r e z e n t á l  

u ' + 1 4 i i w ’ - r e ,  mert  C^-bő l  t a r t a l m a z  p o n to t  / p ^ - t  ma

g á t / ,  de t a r t a l m a z  C^-n k i v ü l i  p o n t o t  i s ,  h i s z e n  f é l t é v é  

síink s z e r i n t  l e g f e l j e b b  egy é l t  m etsz  C ^ , . . . , C  , é -  

l e k  közül  és  u ’ S 2 m ive l  u ’ à  r - j  > / j  < /  és

r  ^ 3 .  I l y e n  módon T é l e i t  l e g a lá b b  v párhuzamos o s z t á l y  

nem f e d i ,  ha w < r  és l e g a l á b b  r  párhuzamos o s z t á l y  nem 

f e d i ,  ha w é r .  Miután azonban v = r + j -  |Y |  és j - | Y | 4  0, 

e z é r t  v á r ,  i g y  e lm ondha t juk ,  hogy T é l e i t  l e g a lá b b  r  

számú párhuzamos o s z t á l y  fed ő h a lm a za i  nem f e d i k ,  azaz  

l e g f e l j e b b  r + j - r = j  számú párhuzamos o s z t á l y  fedőha lm aza i
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f e d h e t i k .  Alkalmazzuk a 3 . F e j e z e t  8 . T é t e l é t ,  mely s z e r i n t

r + l - j  számú o s z t á l y á t  l e f e d i  T-nek a T é l e i t  fedő  j  számú

párhuzamos o s z t á l y  v a la m e ly ik  F fedőha lm aza .  Ha |Y| á j ,
„  . -1

akk o r  f e l h a s z n á l v a ,  hogy r + l - j  > j  /  —rj— > j  e k v iv a l e n s  

s < - v e i /  F t a r t a l m a z  egy é l t  va lamely  1 é  i  á  u-

r a ,  ami e l l e n tm o n d á s ,  h i s z e n  ez a maximál is  v o l t ,  azaz  

önmagán k iv í i l  má3 é l  nem f e d h e t i .  í g y  IY1 = к > j ,  t e h á t  

l e g a lá b b  j+1 f ü g g e t l e n  é l  van L /H /-ban .D

F o l y t a t v a  a 6 . T é t e l  b i z o n y í t á s á t ,  v á la s s z u n k  k i  

j+1  f ü g g e t l e n  é l t  L /H / - b ó l .  I n d i r e k t  módon b i z o n y l t u n k .  

Tegyük f e l ,  hogy H-ban van o lyan p o n t ,  melynek foka  r - n é l  

k i s e b b ,  l eg y e n  ez x^ .  J e l ö l j ü k  I ^ - e l  azon i  indexek  h a l 

m azá t ,  m elyre  x^ é  C^, I g - v e l  azon i  indexek  h a lm a z á t ,  

m elyre  x-  ̂ ^  C± . \ l 1\ < r  f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t .  Két e s e t e t  

k ü lö n b ö z te tü n k  meg:

A. ha 11^\ 4  j+ 1 ,  akkor  j + l - l l ^  f ü g g e t l e n  é l  

van : Ь/H /—ban melyek v é g p o n t j a in a k  m e g f e le lő  é l e k  H-ban az 

x-j^-et t a r t a l m a z ó  é l e k t ő l  különbözők.  Ezen é l e k b ő l  k i v á 

l a s z t h a t ó  j + l - | I ^ l  számú p o n t ,  melyek az x-^-et nem t a r 

talmazó é l e k b ő l  2/ j + l - I I - j j /  számút l e f o g n a k ,  ezen pontok 

halmaza le g y e n  X- .̂ Az X-̂  halmaz és az x-  ̂ pont á l t a l  l e  

nem f o g o t t  H - b e l i  é l e k  száma l e g f e l j e b b  s - 2 / j + l - [I-J / -  

— (I-j_\ , e z é r t

max /U-jJ  , s - 2 / j + l - | I 1l /  -  111\ /  / i /

számú pont  k i v á l a s z t h a t ó  H -bó l ,  melyek az I -^ -b e l i  i n 

dexű é le k  eg y ikében  s in c s e n e k  benne,  továbbá  az x-  ̂ és 

X^ á l t a l  l e  nem f o g o t t  é l e k  m in d eg y ik é t  m e t s z ik .  Ezt  az 

Xg halmazt  úgy k o n s t r u á l j u k ,  hogy az  x-  ̂ és X-̂  á l t a l  l e
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nem f o g o t t  é l e k b ő l  k iv o n ju k  az  I ^ - b e l i  indexű  é l e k e t  és 

a kü lönbséghalraazokbél  v á l a s z t u n k  p o n t o k a t .  /А kü lönb

ség nem ü r e s ,  mivel  H-ban n in c s e n e k  tn r ta lm a zk o d ó  é l e k / .

Ha / i / - b e n  a ké t  szám, melynek maximumát v e s s z ü k ,  nem e -  

gyenlő ,  a k k o r  b izonyos x^ i l l .  X-̂  á l t a l  l e  nem f o g o t t  

é le k b ő l  nem k e l l  k iv o n n i  I - ^ -b e l i  indexű  é l t  /h a  a máso

d ik  mennyiség  a nagyobb /  vagy b izonyos  I ^ - b e l i  indexű 

é lekhez  k ü l s ő  p o n to t  k e l l  v á l a s z t a n i ,  nem tö r ő d v e  a z z a l ,

hogy ez m i ly e n  x-  ̂ és á l t a l  l e  nem f o g o t t  halmazban
«

van benne / h a  az е1зо mennyiség  nagyobb / i / - b e n / .  Az 

{ x - ^ u X ^ u ^  = X halmaz H ö s s z e s  é l é t  l e f o g j a  és  ’' e l k e 

r ü l i "  a za z  minden H - b e l i  e é lh e z  van o lyan  x é l í ,  hogy 

x^Le. Ha b e l á t j u k ,  hogy [ X | 4 r ,  akkor  ez e l l e n tm o n d á s ,  

h i s z e n  e k k o r  X-e t  t e t s z ő l e g e s e n  r  elemű ha lm azzá  e g é s z i t -
г Vve ez az  e l e  Kn-n ek  nem l e h e t  l e f e d v e  e g y e t l e n  f e d o h a l -  

mazzal sem. Valóban:

l X| 4  1+j + l - Í I ^  + s - 2 / j + l - |  I-jJ /  -  1 1 ^ =  s - j  = r  , amennyiben 

/ i / - b e n  a 2 . t a g  a d ja  a maximumot, és 

|X| é  1+ j+1-11-jl +11- 1̂ = j + 2 ü r ,  ha / i / - b e n  az 1 .  t a g  a d ja

a maximumot. j +2 4 r  r é 3 - b ó l  és j  < -- | x- b ő l  k ö v e tk e z ik .

B. | l J > j + l  e s e t é n  az A. e s e th e z  h a so n ló a n  j á 

runk e l ,  c s a k  ekkor a f ü g g e t l e n  é l e k r e  /  és az X-̂  halmaz

r a /  n in c s  sz ü k sé g .  X0 h a lm az t  V/H/-ban ekkor  úgy k o n s t r u 

á l j u k ,  hogy az 1-̂  - b e l i  indexű  ha lm azokat  és az I 0 - b e l i  

indexüeke t  p á r o s í t j u k  /am ig  l e h e t /  úgy, hogy m ind ig  egy 

I -^-be l i  i n d e x ű  é l b ő l  vonunk k i  egy ^ - b e l i  i n d ex ű  é l t ,  

és a k ü lö n b sé g b ő l  v á l a s z t u n k  p o n t o t .  Ekkor az H2 halmaz 

max / l l - J  , | I 21 /  / ü /
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számosságu l e s z ,  e z é r t  az X = {x-^uX2 szám osságára

lx[ 4  1+ ll^l — г  I ha / l i / - b e n  az e l s ő  t a g  a nagyobb, m iv e l

[ < г  f e l t e v é s  v o l t  és

IXI é  1+112I = l + s - |  I- l̂ < l + s - / j + l /  = s - j  = r  , ha a második 

t a g  a d ja  a maximumot / i i / - b e n .  ' / I t t  ( 1^1 > j + 1 - e t  h a s z n á l 

tuk  f e l . /

Mind az A. , mind a B. e s e t b e n  e l l e n tm o n d á s r a  j u 

t o t t u n k ,  e z é r t  I I- l̂ < r  f e l t e v é s ü n k  h e l y t e l e n  v o l t ,  e z z e l  a 

ó . T é t e l t  i g a z o l t u k .  ŒD
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3. Т е Ц е з  r  o s z t á l y ú  h i p e r g r á f o k  p a r t l c i ó f e d é s e i .

1. Ebben a ré s z b e n  néh án y ,  r  o s z t á l y ú  h i p e r g r á f o k r a  v o n a t 

kozó eredményt  v i z s g á l u n k ,  melyek önmagukban i s  é rd e k esek ,  

de f e l h a s z n á l á s r a  k e r ü ln e k  más t é t e l e k  b i z o n y í t á s á r a  i s .

8 , T é t e l  : Legyen H egy r  o s z t á l y ú  t e l j e s  h i p e r g r á f  és  H-n 

egy s - r é t u  p a r t i c i ó f e d é 3 . Tegyük f e l ,  hogy l 4 s 4 r + l  és 

r á 3 .  Ekkor van o lyan  fedőha lm az ,  mely H-nak l e g a lá b b  

r + l - s  o s z t á l y á t  l e f e d i .

Kiégj egy zés  : Л t é t e l  a köve tkező  a la k b an  i s  megfogalmazha

t ó :  ha egy H r  o s z t á l y ú  / г ^ З /  t e l j e s  h i p e r g r á f  é l e i t  a, 

s z in n e 1 s z í n e z z ü k ,  a k k o r  v a la m e ly ik  s z in b e n  van egy ö s s z e 

függő, l e g a l á b b  r + l - s  o s z t á l y t  t a r t a l m a z ó  r é s z g r á f .  

Következmény : Ha egy r  o s z t á l y ú  t e l j e s  h i p e r g r á f  e l e i t  

úgy f e d j ü k  p a r t í c i ó k k a l ,  hogy minden fedőhalmaz v a l ó d i  

módon k e t t é v á g j a  a h i p e r g r á f  minden o s z t á l y á t ,  akkor  l e g 

a láb b  r +1 p a r t í c i ó r a  van  szükség  r  é 3 e s e t é n .  r =2 re  ké t  

p a r t i c i ó  i s  e l é g ,  m in t  e z t  az a l á b b i  áb ra  m u t a t j a :

<K A4 ^

Megjegyzés : Л 8 . T é t e l  é l e s ,  abban az é r t e le m b e n ,  hogy 

minden 1 i^s á r + 1  , r  é 3  e s e t é n  van o lyan  H r  o s z t á l y ú  t e l 

j e s  h i p e r g r á f  és H-n o ly an  s - r é t ü  p a r t i c i ó f e d e s , melyben 

minden fedőhalmaz  H-nak l e g f e l j e b b  r + l - s  o s z t á l y á t  t a r t a l 

mazza. I l y e n  II— t  a következőképpen k o n s t r u á lh a tu n k :
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H p o n t j a i t  egy r  s o r b ó l  és  s o s z lo p b ó l  á l l ó  m á t r ix b a n  áb

r á z o l j u k ,  a so rok  f e l e l n e k  meg H o s z t á l y a i n a k .  Az i .  p a r 

t í c i ó  az i .  o sz lo p  f e l s ő  s -1  e leméből  és ennek komplemen

t e r  ha lm azábó l  á l l .

8 . T é t e l  b i z o n y í t á s a : Legyenek Сч,С2 » . . , С  o ly a n  f e d ő h a l -  

raazok a p a r t i c i ó f e d é s  l . , 2 . , . . , s .  p a r t í c i ó j á b ó l ,  melyek 

mindegyike  H l e g a l á b b  egy é l é t  l e f e d i . / H a  i l y e n  C j - k e t  

nem tudunk v á l a s z t a n i ,  akkor  i n d u k c ió v a l  s -1  p a r t i c i ó  

i s  l e f e d / .  Tegyük f e l ,  hogy ezen fedőhalmazok egy ike  sem 

t e l j e s i t i  a t é t e l  k ö v e te lm é n y é t ,  azaz  H-nak l e g f e l j e b b  

Г-a  o s z t á l y á t  t a r t a l m a z z á k .  Ebben az e se tb e n  minden CL 

halmaz l e g a l á b b  s o s z t á l y t  metsz  Il-ban v a l ó d i  módon. F e l 

t e h e t ő ,  hogy s *= 2 , h i s z e n  s = l  e s e t é n  á l l í t á s u n k  e v id e n s .  

V á lasszunk  k i  k é t  különböző o s z t á l y t  H-ból ,  melyek e g y i 

k é t  C- ,̂ m á s ik á t  C2 m e t s z i  v a l ó d i  módon. V á lasszunk  k i  egy 

ezen o s z t á l y o k t ó l  különböző harmadik  o s z t á l y t  H-ból és 

ebbő l  egy a p o n t o t . / r  é 3  / .  Tegyük f e l ,  hogy p l .  a £ 

és a ^ C 2 -  l á t n i  f o g j u k ,  hogy egyéb i l l e s z k e d é s  e s e t é n  

i s  h a so n ló an  megy a b i z o n y í t á s .  A C-^-et v a l ó d i  módón 

metsző o s z t á l y b ó l  vegyünk egy b p o n to t  úgy, hogy bf^CL, 

a C2_t  v a l ó d i  módon m etsző  o s z t á l y b ó l  ped ig  c p o n t o t ,  

úgy, hogy c 6 C2 . Könnyű l á t n i ,  hogy a , b , c  p o n tok  k ö z ö t t  

van k e t t ő ,  melyek C^-re  és C2~re e l l e n k e z ő e n  i l l e s z k e d 

nek ,  h i s z e n  b £ C 2 e s e t é n  a és b, c e s e t é n  a és c, 

b ф C2 és c€C-^ e s e t é n  b és c m e g f e l e l .  Est  a k é t  pon

t o t  x-^-el  és x 2- v e l  j e l ö l j ü k .  Megjegyezzük, hogy x^ és 

x 2 különböző o s z t á l y b ó l  v a l ó .  Ha x ^ , x 2 , . . , x .  már k i  van 

v á l a s z t v a  és j < s ,  ak k o r  x^ + 1 - e t  v á la s s z u k  k i  úgy, hogy
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x . +i  II egy ú jabb  o s z t á l y á b a n  legyen  az  e lő z ő  x ^ -k  o s z t á 

ly a ih o z  k é p e s t ,  to vábbá  С^+^-Ьеп v a l ó  t a r t a lm a z k o d á s r a  

x^-hez k é p e s t  e l l e n k e z ő e n  v i s e l k e d j e n .  Ez e l é r h e t ő ,  mert  

f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t  C- ^ l e g a lá b b  s o s z t á l y t  m etsz  v a l ó d i  

módon, és x - j ,x 2 , . . , X j  j < a  m i a t t  nem " r o n t h a t j a  e l "  ezek 

m in d e g y ik é t .  Л f e n t i  e l j á r á s s a l  k i v á l a s z t o t t  x x  pon- 

to k á t  s z ü k sé g  e s e t é n  e g é s z í t s ü k  k i  t o v á b b i  pon to k k a l  úgy, 

hogy H egy E é l é t  k a p ju k .  Ez az é l  nem l e h e t  l e f e d v e  eg y ik  

p a r t í c i ó v a l  sem, h i s z e n ,  ha a j .  p a r t i c i ó  l e f e d i ,  akkor

X-, ,x . £ E m i a t t  x ,  ,x  . e  C . ,  k o n s t r u k c ió n k  azonban ennek e l -  
“*• J J J

lentmond.  E zz e l  b e l á t t u k ,  hogy C , ,C 9 » » . . ,C  v a la m e ly ik eS- ti s
l e g a lá b b  r + l - s  o s z t á l y t  t a r t a l m a z  H-ból.rXE)

9 . T é t e l : Legyen H r - o s z t á l y u  t e l j e s  h i p e r g r á f o n  P r - r é t ü  

p a r t i c i ó f e d é s . Ekkor j > / H / P / / á . r .

9Л.T é t e l : Ha II t e l j e s  r  o s z t á l y ú  h i p e r g r á f  e l e i t  r  s z i n n e l  

s z ín ez zü k ,  ak k o r  H p o n t j a i  l e f e d h e t e k  l e g f e l j e b b  r  számú 

egyszinü  ö s sze fü g g ő  r é s z h i p e r g r á f  p o n t j a i v a l .

9 . Téte l  b i z o n y í t á s a : r  s z e r i n t i  i n d u k c i ó v a l  b i z o n y l tu n k .  

Legyen r=2 és  t e k i n t s ü k  az e l s ő  p a r t í c i ó t .  Ha ebben v a l a 

mely P fedőhalmaz  b e le m e tsz  a pá ro s  g r á f  mindkét  o s z t á l y á 

ba ,  X-be é 3 Y-ba, akkor  a k ív á n t  f e d é s t  ad ja

a .  F ha X П P=I és Y П F=Y

b.  P és /Х-/Х  g F / / и  Y - t  t a r t a l m a z ó  fedőhalmaz a máso

d ik  p a r t í c i ó b ó l ,  ha ХПР/Х és Y Ő M  .

c .  P és / Y - / Y D F / / \ j X  - e t  t a r t a l m a z ó  fedőhalmaz a máso

d ik  p a r t í c i ó b ó l ,  ha ХПР=Х es  Y П F^Y .

d .  / Х - / Х П Р / /  u / Y f U V  - e t  és / Y - / Y  П F / / u  /X C\F/  - e t
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t a r t a l m a z ó  fedőhalmazok a második p a r t í c i ó b ó l ,  ha X nF /X

é s Y n p / Y .

Ha az e l s ő  p a r t í c i ó b a n  n i n c s  o lyan  fedőha lm aЙ, 

mely a pá ros  g r á f  m indkét  o s z t á l y á b a  b e le m e t s z ,  akkor a 

második p a r t í c i ó  t r i v i á l i s ,  azaz  e g y e t l e n  fedőhalmaza l e 

f e d ,  e z z e l  az r =2 e s e t e t  e l i n t é z t ü k .

Legyen most  r  h 3 és t e k i n t s ü k  H r  o s z t á l y ú  t e l j e s  

h i p e r g r á f  r - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s é t . A 8 . T é t e l  a l a p j á n  van 

o lyan  P fedőhnlm az ,  mely H egy o s z t á l y á t  t a r t a l m a z z a .  H* 

r —1 o s z t á l y ú  t e l j e s  h i p e r g r á f  p o n t j a i t  d e f i n i á l j u k  úgy, 

hogy H-ból hagy ju k  e l  az P á l t a l  l e f e d e t t  o s z t á l y t ,  más 

o s z t á l y o k b ó l  p e d ig  v á la s s z u n k  P á l t a l  l e  nem f e d e t t  pon

t o k a t ,  ha i l y e n  n i n c s ,  akkor  t e t s z ő l e g e s  p o n t o t .  Ha F 

H’ minden é l é t  l e f e d i ,  akkor  n i n c s  m i t  b i z o n y í t a n i .  H 

p a r t i c i ó f e d é s e  H*-n r - 1  r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s t  i n d u k á l ,  

mert  H P - e t  t a r t a l m a z ó  p a r t í c i ó j á b a n  c sak  P fed  é l t .  Az 

in d u k c ió s  f e l t e v é s  a l a p j á n  H’ p o n t j a i  l e g f e l j e b b  r - 1  f e 

dőha lm azza l  l e f e d h e t o k ,  ezek k i b ő v í t é s e i  és P ad já k  H 

k í v á n t  f e d é s é t ,  m n

Megjegyzés : A 9 . T é t e l  p o n to s ,  abban az é r t e le m b e n ,  hogy 

minden H r  o s z t á l y ú  t e l j e s  h i p e r g r á f n a k ,  melyben van egy 

l e g a l á b b  r  pon tú  o s z t á l y ,  van o ly a n  r - r é t ü  p a r t i c i ó f e d é 

s e ,  m elynél  a f e d é s i  szám pon tosan  r .  Ezt  úgy d e f i n i á l 

h a t j u k ,  hogy a l e g a l á b b  r  pontú  o s z t á l y t  r  nem ü re s  d i s z -  

j u n k t  r é s z r e  b o n t j u k ,  és az i .  p a r t i c i ó  az i .  r é s z  po n t 

j a i b ó l  és a t ö b b i  o s z t á l y o k b ó l  és ennek komplementeréből 

á l l .
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2. T e l j e s  p á ro s  g r á f o k  p a r t l c i ó f e d é s e i .

A következő  t é t e l  t e l j e s  p á ro s  g r á f o k r a  / г = 2 /  

v o n a tk o z ik  é s  Lehel J e n ő v e l  b i z o n y í t o t t u k  az 5 . T é te lh e z  

s e g é d t é t e l k é n t ,  de önmagában i s  é rd e k e s :

1 0 , T é te l  : Ha egy n p o n tú  t e l j e s  рагоз  g rá fo n  a d o t t  egy t  

r é t ü  p a r t i c i ó f e d é s , a k k o r  a f e d é s h i p e r g r á f  r a n g j a  l e g a -  

lább  [ § ] * .

IP A .T é te l  : Ha G n p o n tú  t e l j e s  p á ro s  g r á f  é l e i t  t  s z í n n e l  

s z ín e z z ü k ,  akkor  van G-nek egy egyszinü-,  ö s s z e fü g g ő ,  l e g 

a láb b  pon tú  r é s z g r á f j a .

Megjegyzés : a t é t e l  " n a g y já b ó l "  p o n to s .  Ha G egy t e l j e s  

pá ros  g r á f ,  akkor  m indké t  kromatikus  o s z t á l y á t  osszuk  f e l  

e g y e n l e t e s e n  t  r é s z r e  és  ezen r é s z e k  k ö z ö t t i  é l e k e t  s z í 

nezzük k i  a t - t  t e l j e s  p á r o s  g r á f  egy 1- f a k t o r o k r a  b o n tá 

sa  s z e r i n t  -  egy 1-,f a k t o r n a k  egy s z i n  f e l e l j e n  meg. Ebben

az  ö s s z e f ü g -a s z ín e z é s b e n  minden s z i n b e n  " n a g y já b ó l"

gő komponensek pontszámának maximuma. Ha G v a la m e ly ik  o s z -
r -*

t á ly á n a k  pontszáma o s z t h a t ó  t - v e l ,  a k k o r  p l .  p o n to sa n  | 

ez a maximum.

M egem lí t jük  e z z e l  k a p c so la tb a n  a köve tkező  s e j t é s t :  

/L ehe l  J e n ő v e l  s e j t j ü k /

S e j t é s  : Ha G t e l j e s  p á r o s  g r á f  é l e i t  t  s z i n n e l  s z ín e z z ü k ,  

akkor  G c s ú c s a i  l e f e d h e t ő k  2 / t - l /  e g y sz in ü  ö ssze fü g g ő  r é s z 

g r á f  c s ú c s a i v a l .

1 . Megjegyzés : a t =2 e s e t  a 9 . T é t e l  s p e c i á l i s  e s e t e .

2 .Megjegyzés : t = 3- r a  könnyű i g a z o l n i  a s e j t é s t :  e l é g  v a l a 

mely s z in b e n  egy komponenst t e k i n t e n i ,  ha ez A és В halma

zokból t e v ő d i k  ö s s z e ,  a k k o r  A és Y-В i l l .  В és X-A közö t

c+
lS

S
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t i  t e l j e s  p á ro s  g rá fo k  k é t  s z í n n e l  vannak s z í n e z v e ,  igy 

ezek 2-2  e g y s z in ü  össze fü g g ő  r é s z g r á f f a l  l e f e d h e t ő k  a 

t=2 e s e t  a l a p j á n ,  /X és Y a pá ros  g r á f  ké t  o s z t á l y á t  j e 

l ö l i . /

3 .  Megjegyzés : 2/ t - l /  h e l y e t t  2t - l  - e t  Í r v a  a s e j t é s  i g a z ,  

ez t r i v i á l i s :  l egyen  pq egy p i r o s  é l .  A p - r e  és q - rn  i l 

l e szk e d ő  p i r o s  é l e k  és a p -b ő l  i l l .  q - b ó l  in d u ló  nem p i r o s  

c s i l l a g o k  á l t a l  m e g h a tá ro z o t t  r é s z g r á f o k  a d já k  a k ív á n t  

f e d é s t .  Úgy t ű n i k ,  hogy ez a s e j t é s  i s  h a s o n l i t  Ryser

már e m l í t e t t  s e j t é s é h e z  /  mely s z e r i n t  t e l j e s  g r á f  é l e i t  

t  s z í n n e l  s z í n e z v e  t -1  ö ssze függő  e g y sz in ü  r é s z g r á f  c sú 

c s a i v a l  l e f e d h e t ő k  a t e l j e s  g r á f  c s ú c s a i /  a bbó l  a szem

p o n t b ó l ,  hogy t -1  h e l y e t t  t - t  Í r v a  t r i v i á l i s  á l l i t á s t  ka

punk.

4 .  Megjegyzés : 2 / t - l /  n é l  k i sebb  számra a s e j t é s  nem i g a z ,  

e z t  a k ö v e tkező  pé lda  m u t a t j a :  T ek in tsü k  a z t  a pá ros  g r á 

f o t ,  melynek f e l s ő  o s z t á ly á b a n  t -1  p o n t ,  az a l s ó b a n  t !  

pont  van .  A t !  p o n to t  fo g ju k  f e l  úgy, mint  t  elem t - 1  

o s z t á l y ú  i s m é t l é s  n é l k ü l i  v a r i á c i ó i t .  A f e n t i  i .  pont  és 

a l e n t i  a ^ a 2 *..a_k perm utác ió  k ö z ö t t i  é l  s z í n e  a^ .  Ezt

a g r á f o t  t = 3- r a  az a l á b b i  ábra  m u t a t j a :

1 1 , T é t e l  : A f e n t  d e f i n i á l t  pá ros  g r á f  c s ú c s a i t  2 / t - l /  -

nem l e h e t  l e f e d n i .

B iz o n y í t á s  : F e l t e h e t j ü k ,  hogy a f e d é s  a f e l s ő  pontokra

• 1
•• г

n é l  kevesebb ö ssze fü g g ő  eg ysz inü  r é s z g r á f  c s ú c s a i v a l
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i l l e s z k e d ő  c s i l l a g o k b ó l  á l l .  Rendezzük úgy e l  a f e n t i  pon

t o k a t ,  hogy az i .  p o n t r a  x^ számú e g y sz ín ű  c s i l l a g  i l l e s z 

kedjen a f e d é s b ő l  és x p= x 2= • * ^ ^ t - l  t e l j e s ü l j ö n .  B e lá t j u k  

a z t ,  hogy v a lam ely  i - r e  x . ^  i + i .  Ha ugyan is  x .  | i  minden 

l É i é t -1  e s e t é n ,  a k k o r  v á la s s z u n k  egy o lyan  s z i n t ,  mely 

a t -1  - e d i k  p on t ra  i l l e s z k e d ő  f e d ő c s i l l a g o k  s z i n é t ő l  kü

lönböző,  e z u t á n  o l y a t ,  mely a t - 2 . p o n t r a  i l l e s z k e d ő  f e 

d ő c s i l l a g o k  s z i n é t ő l  é s  a már v á l a s z t ó t ^  s p i n t ő l  különbö

ző, és i g y  tovább ,  x ^ ú  i  f e l t é t e l ü n k  b i z t o s í t j a ,  hogy ez 

az e l j á r á s  f o l y t a t h a t ó .  í g y  t -1  s z i n t  v á l a s z t o t t u n k  k i ,  és 

az az a l s ó  p o n t ,  mely az  i .  f e l s ő  p o n t t a l  éppen az ahhoz 

v á l a s z t o t t  s z í n n e l  van ö s s z e k ö tv e ,  nem l e h e t  l e f e d v e  -  ez 

e l l e n t m o n d á s .

Van t e h á t  egy o ly a n  i ,  hogy x.  à  i+ 1 .  Ekkor
i-4 1
21 X. = 2- X. + 2- X. è /i-l/+/i+l//t-i/ 
í’1 J ü ; rt J

B e l á t j u k ,  hogy a j o b b o l d a l  2 / t - l / - n é l  nem k i s e b b ,  azaz 

/ i - l / + / i + l / / t - i / £  2/ t - l /  ami i = l  e s e 

t é n  e g y e n lő s é g ,  különben á t r e n d e z v e  és i -1  e l  l e o s z t v a  

t ^ i +1 e g y e n l ő t l e n s é g b e  m e g y 'á t ,  ami i g a z ,  h i s z e n  t -1  

pont van f e l ü l .  Azt k a p tu k ,  hogy

<^.x. è  2/ t - l /  és e z t  a k a r t u k  b e l á t n i .  f-4 d
5 .M eg jegyzés : A s e j t é s t  e l é g  o lyan  s z í n e z é s e k r e  b e b iz o 

n y í t a n i ,  amelyben minden sz ín b en  minden ö ssze függő  egy

sz ín ű  r é s z g r á f  t e l j e s  p á ro s  g r á f .  Ha ugyan is  H egy olyan 

egysz ínű  p l .  ' p i r o s  ö ss z e fü g g ő  r é s z g r á f ,  amely nem t e l j e s ,  

akkor l e g y e n  ennek ab egy h ián y z ó ,  azaz  m ássz in ü ,  p l .  kék 

é l e .  Ekkor f e l b o n t á s u n k  a következő  l e h e t :  H-hoz vegyük 

hozzá az a és b p o n tb ó l  in d u ló  ö s s z e s  p i r o s  é l t  -  ez l e s z
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az e l s ő  r é s z g r á f ,  ab é lh e z  vegyük hozzá  az a - b ó l  és b -b ő l  

in d u ló  ö s s z e s  kék é l t  -  ez l e s z  a második r é s z g r á f .  A f e l 

b o n tá s  t ö b b i  r é s z g r á f j á t  az a - b ó l  és  b - b ő l  i n d u ló  e g y s z i -

nü ,  p i r o s t ó l  és  k é k tő l  különböző c s i l l a g o k  a l k o t j á k .  Ezek
«

3záma l e g f e l j e b b  2 / t - 2 /  és  ehhez jö n  még a már d e f i n i á l t  

k é t  r é s z g r á f .  íg y  l e g f e l j e b b  2/ t - l /  számú e g y s z in ü  ö ss z e 

függő r é s z g r á f  c s ú c s a i v a l  l e f e d t ü k  a t e l j e s  p á r o s  g r á f  

ö s s z e s  c s ú c s á t .

1 0 . T é t e l  b i z o n y í t á s a : A t é t e l t  a 10A. a l a k j á b a n  b i z o n y l t j u k .

[IVA b i z o n y í t á s  lényege  annak k i m u t a t á s a ,  hogy a k e r e s e t t  

pon tú  Összefüggő e g y sz in ü  r é s z g r á f o t  abban a s z ín b e n  meg

t a l á l j u k ,  amely sz ín b en  a l e g tö b b  é l e  van G-nek.

T ek in tsü k  a k ö v e tkező  s z é l s ő é r t é k  f e l a d a t o t í - a d o t t  

m,n,M t e r m é s z e t e s  számokhoz keresendők  o lyan r ,  x ^ #. . , x

és y x

p o z i t i v / ,  hogy

, . . , y r  nem n e g a t i v  egészek  / r - r ő l  f e l t e s s z ü k ,  hogy

/ 1/
T

И  X. =m

és az f= t i  x i y i
tev ő  x^ és y ± s o r o z a t o k a t  egy sze rű en  megoldásnak fog

ju k  n e v e z n i .  Egy megoldásban х ^ ,у ^  p á r t  t e l i t e t t n e k  nevez

zük, ha x^+y^=M, mig х^+у^< M e s e t é n  t e l í t e t l e n n e k .  Bebi

z o n y í t j u k  a következő  lemmát:

Lemma :Az / i /  f e l a d a t n a k  van o ly an  а ^ , , а ^  ; Ь ^ , . . , Ь ^  op

t i m á l i s  m egoldása ,  m elyre

A. E g y e t le n  t e l í t e t l e n  p á r  van / e z  l e h e t  a 0 ,0  p á r / .

B. На j e l ö l i  a t e l í t e t l e n  p á r t ,  ak k o r  a^ è a ]c

és b ^ é b ^  minden 1 é. i  á к - r a .

B i z o n y í t á s  : legyen  а ^ , . . , а ^  ; Ь ^ , . . , Ь ^  a f e l a d a t n a k  olyan



o p t im á l i s  m ego ldása ,  melyben a l e h e t ő  l e g tö b b  p á r  t e l i t e t t  

és ezeken b e l ü l  a l e h e t ő  legk ev eseb b  p á rb ó l  á l l .  B e l á t j u k ,  

hogy e z z e l  a v á l a s z t á s s a l  a lemma á l l í t á s a i  t e l j e s ü l n e k .

Ha len n e  k é t  t e l í t e t l e n  p á r ,  а -j ,b^ és a 2 , b 2 , akkor  

legyen p l .  a 2 . Ha b ^ é  b2 , okkor a ^ - e t  és b-^-et c sö k 

kentve ,  mig a 2~t  és b2~ t  m eg fe le lő en  növelve  to v á b b ra  i s  

o p t im á l i s  m eg o ld ás t  kapunk,  de e n ö v e l é s e k  so rá n  vagy az 

a 2 ,b 2 p á r  t e l i t e t t é  v á l i k ,  vagy az a-^,b^ p á rb ó l  l e s z  a 

0 ,0  p á r ,  é s  e k k w e z t  e lh a g y ju k .  Mindkét e s e tb e n  e l l e n tm o n 

dásba k e rü lü n k  a v á l a s z t o t t  megoldás d e f i n í c i ó j á v a l .  Ha 

a l = a 2 de b ^ > b 2 , а ^ ог  b ^ - e t  c s ö k k e n t s ü k  és b g - t  n ö v e l 

jük  u g y a n a n n y iv a l ,  ek k o r  a cé l fü g g v én y  .nem csökken ,  t e h á t  

továbbra  i s  o p t i m á l i s  m eg o ld ás t  kapunk.  E m űvele t  so rá n  

b i  = b1- b ,  bí, = b2+b,  e z é r t  vagy az а 2 ,ЬД, t e l i t e t t  l e s z ,  

vagy b^fsb* b e k ö v e tk e z ik .  Az e l s ő  e s e t  e l l e n tm o n d á s ,  a 

második e s e t b e n  v i s z o n t  az  a ^ ,b ^  és a 2 ,b£ p á r r a  a ^ a 2 

és b ^ 6 b£ -  azaz a már t á r g y a l t  e s e t r e  j u tu n k ,  mely e l l e n t 

mondáshoz v e z e t e t t .  E z z e l  A . - t  i g a z o l t u k ,  h i s z e n  ha e g y á l 

t a l á n  n i n c s  t e l i t e t t  p á r ,  a z t  úgy f o g j u k  f e l ,  hogy a 0 ,0  

p á r t  t e l í t e t l e n  p á rk é n t  h o zzávesszük  a megoldáshoz.

B. b i z o n y í t á s á h o z  tegyük f e l ,  hogy a t e l í t e t l e n  

a , b  p á r r a  és  a t e l i t e t t  a * , b ’ p á r r a  p l .  a*< a .  D e f i n i á l 

juk  e pá rok  h e l y e t t  az a ' + l , b * - l  és a - l , b + l  p á r o k a t .  Azt 

á l l i t j u k ,  hogy e c s e r é v e l  a cé l fü g g v én y  é r t é k e  n ő . /A z ,  

hogy to v á b b r a  i 3 m eg o ld ás t  kapunk, n y i l v á n v a l ó . /  Ehhez 

a z t  k e l l  b e l á t n i ,  hogy

/a* + l / / b * - l / + / a - l / / b + l /  > a * b ’+ab azaz  a - a ’ + b ’-b-2K). 

a + b < a * + b ' ,  m iv e l  a , b  t e l í t e t l e n  és a * , b ’ t e l i t e t t ,  azaz

-  44 -
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a - a * < b ’ - b .  M ásrész t  a - a ' â  1 f e l t e v é s ü n k  s z e r i n t ,  e z é r t  

b*-b l e g a l á b b  2 , ami b i z o n y l t j a  a k i v á n t  e g y e n l ő t l e n s é 

g e t ,  E l len tm o n d ás ra  j u t o t t u n k  a z z a l ,  hogy megoldásunk op

t i m á l i s  v o l t .  □

F o l y t a t v a  a t é t e l  b i z o n y í t á s á t ,  tegyük f e l ,  hogy G 

gráfunknak  p i r o s  sz in b e n  von a l e g t ö b b  é l e .  G p i r o s  szinti  

é l e i  komponenseket  h a tá r o z n a k  meg, legyenek  x ^ , . . , x  és 

Ух»«*»Уг  a komponensek pon tszám ai  G a l s ó  i l l .  f e l s ő  o sz 

t á l y á b a n .  J e l ö l j ü k  továbbá  m -e l  és  n - e l  G a l s ó  és  f e l s ő
*r

o s z t á l y á n a k  p o n tsz ám á t .  N yi lván  x^ = m, 2L y . = n .  

Tegyük f e l ,  hogy á l l í t á s u n k  nem t e l j e s ü l ,  ami a z t  j e l e n t i ,  

hogy

x^+y^ ^  -1  n,i nden i - r e .  Az i t t  d e f i n i á l t

M-el /m és  n - e l /  az x ^ , . . , x r  ; У^»».»УГ m eg o ld ása i  a lem-

mában s z e r e p l ő  f e l a d a t n a k ,  e z é r t  a lemma á l t a l  b i z t o 3Í t o t t

o p t i m á l i s  m ego ldás ra  a c é l fü g g v én y  nem k ise b b ,  azaz
r  k
ő  и  a i bi  / И / .

/ i i /  j o b b o l d a l a  a következőképpen i r h a t ó :

í a i bi +акък =

= M/ra-a, /  -  2! a? +a .b .  . T a ? - e t  a l u l r ó l  b e c s ü l h e t -
tv L— 4  K. tv l'x /

j ü k ,  f e l h a s z n á l v a ,  hogy n é g y z e tö s s z e g  a d o t t  ö s s z e g  m e l l e t t  

akkor  a l e g k i s e b b ,  ha e g y e n l e t e s  a f e l b o n t á s .  E z é r t

2
I  a 1b 1 < M/m-ak/  -  + a kb k  ̂ / l l i /

F e l h a s z n á lv a ,  hogy G-nek l e g a lá b b  p i r o s  é l e  van ,  / i i /

és / i i i / - b ő l  kapjuk:

[ Н Ф л  - .? . ° l bl  = ” /ra_ak/  • + 8 kbk



F e lh a s z n á lv a ,  hogy k - l=  т *п| а̂ к ~ к — ,M/rn-a^/- t  k iemelve

Г mnl / M/m-au/ / n - b , . /  . _ n,
[T~\ -  ~ ^ V ^ k  +akbl.

B e lá t j u k ,  hogy ennek p o n to sa n  az e l l e n k e z ő j e  ig a z

fa l*  > MZsL--S.k//n -b kZ
I M  m+n-ak- b k + a kbk ami e l l e n tm o n d á s .

F e lh a s z n á lv a  a p é [ p f  < p+1 e g y e n l ő t l e n s é g e t ,  a f e l s ő  égés 

r é s z t  e l h a g y h a t  j u k , » M= [ ^ j p ]  -  1 h e l y e t t  p e d ig  - t  Í r 

ha tunk ,  a z a z  e l é g  b e l á t n i  az

mn
T~ + akbk e g y e n l ő t l e n s é -

k к
g e t .  M e g f e l e lő  á t r e n d e z é s  u tán  ez igy i r h a t ó :

a kn 2+bkm2“ a kbk / t + 1 / / m+n/ + t a kb k / a k+bk / - °  * Ha a k vaey 
bk 0 , a k k o r  ez  n y i lv á n  i g a z ,  egyébkén t  a kbk- v a l  l e o s z t v a  és

á tren d ezv e

— -  / t + 1 / т  + £  -  / t + 1 /п  + t / a .  + b , / >  0 a d ó d ik .  B e lá t
a k bk k к —

ju k ,  hogy

m á a k/ t + l /  é s  n £ b k/ t + l /  / i v /

és  ebből már az egy s o r r a l  f e l j e b b  lé v ő  e g y e n l ő t l e n s é g  kö

v e tk e z i k .  Mivel

Ы = h ^ ] * -  1 és M = [ g ç ]  e z é r t  k - l é t ,  

azaz k é t + 1 .  A lemma В. á l l í t á s a  s z e r i n t  a k és b k - n á l  a 

tö b b i  a ^ - k  i l l .  b^-k nem n a g y o b b a k ,e z é r t  

m = ^_a^ à. k*ak é / t + l / a k és n= b^ è  k -bk > / t + l / b k .

Ezzel  / i v / - e t  i g a z o l t u k ,  és egyben a 1 0 . T é t e l t  is.fJUD
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4 .  r k é s  T  k a p c s o l a t á r ó l  h lp e r ,g r á fo k  ö s s z e g é b e n .

1 .  Y*i_ é s  T  k a p c s o l a t a  h i p e r g r á f o k  t - s z e r e z é s é b e n .' tw 11
begyen H egy e g y sz e rű  h i p e r g r á f ,  ennek t - s z e r e z é s é t , 

h i p e r g r á f o t  a köve tkező  módon d e f i n i á l j u k  / t  t e r m é s z e te s  

szám/:  c s ú c s a i  H c s ú c s a i ,  é l e i  p e d ig  H t  számú, kü lön

böző é lé n e k  e g y e s í t é s e k é n t  i r h a t o k ,  azaz  

V/Ht /=V/H/ E / hV =  { Ö E k : Ek € E / H / ,  E^E..  ha i ^ j  }

A következő  t é t e l  C .Berge s e j t é s e  v o l t / [4j . 2 7 8 . o l d a l / :

1 2 .  T é t e l : [9] Ha H I le l ly  t u l a j d o n s á g ú  és  Y ^ / H ^ / 4 t ,  azaz  

H bármely t+1 é lé n e k  van közös p o n t j a , ak k o r  T/H / 4 t .

A 1 2 . T é t e l  é l e s  a köve tkező  é r t e le m b e n :

1 3 .  T é t e l  : [9] Minden t  è  2 , u  é l  -h ez  l é t e z i k  H H e l ly  t u l a j -
+ . 4-

donságu h i p e r g r á f ,  m e ly r e  У^_^/Н / £ t - 1 ,  a z a z  II bármely  

t  é l é n e k  van k ö zö s  p o n t j a  é s  Т / Н ^ / â  u.

T erm észe tes  k é rd é s  az ,  hogy ne csak  - r e ,  hanem 

r é s z h i p e r g r á f j a i r a  i s  b i z o n y í t s u n k  a 1 2 . T e te ib e n  s z e r e p 

lő  t u l a j d o n s á g o t .  Ehhez azonban nem e l é g  a z ,  hogy I! I l e l ly  

t u l a j d o n s á g ú ,  amint  e z t  a következő  t é t e l  m u t a t j a :

14. T é te l  : 9 Minden t  é 2 , u , k ^ l  e s e t é n  van o ly an  H Hel ly  

t u l a j d o n s á g ú  h i p e r g r á f  és  H^-nek o ly a n  H* r é s z h i p e r g r á f -  

j a ,  hogy У k -j /̂H’ / ü  к- l ,  azaz bármely  к é ln e k  van közös 

p o n t j a  és V  / I I* / é  u.

Kérdés azonban,  hogy H n o r m a l i t ása  nem b i z t o s í t j a  

e a 12. T é t e l  a n a l o g o n j á t  Il't minden r é s z h i p e r g r á f  j ó r a :  

Kérdés : На II n o r m á l i s  h i p e r g r á f  és H* Ĥ  o lyan  r é s z h i 

p e r g r á f  j a ,  m elyre  bármely t+1 é l  m e t s z i  egymást ,  azaz
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''Tj./H’ / é t ,  i g a z - e ,  hogy T ' /H ’ / á t ?

Könnyű b e l á t n i ,  hogy a v á l a s z  i g e n l ő ,  ha H i n t e r 

v a l lu m r e n d s z e r  a számegyenesen,  vagy p l .  ha H p á ro s  g r á f .

Ha H egy f a  r é s z f a r e n d s z e r e , akkor a v á l a s z  c sa k  t ^ 3  e s e t 

ben i s m e r t  [ 7 l .

Ha H^ r é s z h i p e r g r á f j a i r ó l  c sak  a z t  t e s s z ü k  f e l ,  hogy 

bármely t  é ln e k  van közös p o n t j a ,  azaz  ^ é t - 1 ,  akkor 

H n o r m a l i t á s a  m e l l e t t  i s  c sak  n e g a t i v  eredményt  tudunk á l 

l í t a n i :

1 5 . T é te l  : Minden t  è 2 ,  u è  1 -hez  van o lyan  H n o r m á l i s  h i -  

p e r g r á f  és H* r é s z h i p e r g r á f j a  H^-nek, melyre  H* bármely t  

é lének  van közös p o n t j a ,  azaz  Y ^ ^ / H * /  ^  é s  T / H ’ / é u .

A t=2  s p e c i á l i s  e s e t b e n  a 1 5 . T é t e l  még e rő seb b  f o r 

mában i s  i g a z :

1 6 . T é t e l : Minden u é  1 -h e z  van o lyan  H p á r a t l a n  k ö r t  nem
pt a r t a lm a z ó  h i p e r g r á f  és H* r é s z h i p e r g r á f j a  H - n e k ,  hogy 

V /H ’/ = l  és T / H ’ / é u .

1 2 . T é te l  b i z o n y í t á s a : J e l ö l j e  G L/Н /  kom plem en te ré t .  Te

k in t s ü k  az

A = {_ x :  X e V / G / , d / x /  â t  } h a lm a z t ,  a h o l  d / x /  

X pont f o k á t  j e l ö l i .  B e l á t j u k ,  hogy |A l < t .  Tegyük f e l  u- 

g y a n is ,  hogy [Álét - e k k o r  v á l a s z t h a t u n k  х-^,х2 , . . , х ^  kü

lönböző c s ú c s o k a t  G -ből ,  úgy, hogy d / x ^ / é t  minden i - r e  

/ l í t i ü t / .  Az c su csh a lm azo k a t  d e f i n i á l j u k  úgy,

hogy | Y ^ t  és Y^ minden p o n t j a  legyen  x ^ - v e l  szomszédos
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Legyen YQ= { * 1 * • • *x -fc} • T ek in tsü k  Ii^ azon E^ é l e i t ,  melyek 

p o n t j a i n a k  m e g fe le lő  H - b e l i  é l e k  e g y e s í t é s e k é n t  i r h a t o k  

i = 0 , l , . . , t - r e .  í g y  t+1 é l t  d e f i n i á l t u n k  H^-ben, és könnyű 

l á t n i ,  hogy ezeknek n i n c s  közÖ3 p o n t j a  -  ez e l l e n tm o n d á s .  

B e l á t t u k  t e h á t ,  hogy 1 л( t , ebbő l  Tomescu egy t é t e l e  s z e 

r i n t /  [ 3], 430. o l d a l /  k ö v e tk e z ik ,  hogy G k ro m at ik u s  száma 

l e g f e l j e b b  t ,  azaz  L/H/ c s ú c s a i  l e f e d h e t ő k  l e g f e l j e b b  t  

t e l j e s  g r á f f a l .  H H e l ly  t u l a j d o n s á g ú ,  e z é r t  a t e l j e s  g r á 

fo k  p o n t j a i n a k  m e g fe le lő  é leknek  van közös p o n t j u k ,  igy 

T / H / £ t  -  eb b ő l  T V H V é t  a d ó d i k . DŒI

1 3 , T é t e l  b i z o n y í t á s a ;  E t é t e l  b i z o n y í t á s á n á l  és a tö b b i  

n e g a t i v  eredmény b i z o n y í t á s á n á l  f e l h a s z n á l j u k  a köve tke 

ző lemmát:

A .Lemma : Minden G g rá fh o z  van o ly an  H H e l ly  t u l a j d o n s á g ú  

h i p e r g r á f ,  m elyre  L/H/ izom orf  G -ve l .

B i z o n y í t á s  : Könnyű e l l e n ő r i z n i ,  hogy G m axim ál is  t e l j e s  

g r á f j a i b ó l  á l l ó  h i p e r g r á f  d u á l i s a  m e g f e le l  H-nak.
p

Legyen G o lyan  g r á f ,  melyben bármely k ö r  t  - n é l  

h o s s z a b b 'é s  k rom at ikus  száma l e g a l á b b  u+ t .  I l y e n  g r á f  l é 

t e z é s e  [ l l ] - b ő i  k ö v e tk e z ik .  Legyen H o lyan  H e l ly  t u l a j d o n 

ságú h i p e r g r á f ,  hogy L/H/  izom orf  G kom plem enteréve l .  I -

l y e n  H l é t e z é s é t  az A.Lemma b i z t o s í t j a .  B e l á t j u k ,  hogy 
t  tr / H  /  > u. На Г / Н 7  < u l e n n e ,  akkor  van egy l e g f e l j e b b  

u—1 elemű le fogéha lm aza  -  e t t ő l  a l e f o g ó h a lm a z t ó l  csak  

t - 1  H - b e l i  é l  l e h e t  id eg en  l e g f e l j e b b ,  e z é r t  H-ban van 

egy u - l + t - 1  elemű l e f o g ó r e n d s z e r ,  azaz  Т / H / < u + t - 1 , ez a -  

zonban e l len tm ond  annak,  hogy L/H/ t e l j e s  g r á f o k k a l  v a ló
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fedéséhez  l e g a l á b b  u+t t e l j e s  g r á f r a  van szükség .

Megmutatjuk,  hogy bármely t  é lé n e k  van közös

p o n t j a .  Legyen EJ = U e ^  , EJ = 6  E ^  , . .  , Ej  = Et ^
t  ,H -ben t  számú é l ,  a h o l  E.y -k  H - b e l i  é l e k e t  j e l ö l n e k .  

y i j  f e l ö l j e  az  E^j é ln e k  m eg fe le lő  c s ú c s o t  L /I I / -b an .  Az 

Y= í y . .  í l á r i , j é t }  c sú cso k  á l t a l  f e s z i t e t t  r é s z g r á f  

komplementere nem t a r t a l m a z  k ö r t ,  m iv e l  ÍY| é t 2 . Ebből 

k i f o l y ó l a g  az  Y halmaz p o n t j a i  e l r e n d e z h e t ő k  úgy, hogy 

bármely y £ Y - h o z  l e g f e l j e b b  egy o ly an  y*€ Y van melyre  

y <.y* és y , y ’ é l  n in c s  benne L /H /-b a n .  V á lasszunk  k i  c sú 

csokat  Y-bó l  a következő  a lg o r i tm u s  s z e r i n t :  kezde tben  

legyen Y* = 0 .  Ha van o ly a n  y . . € Y - Y *  , hogy y . . ö ssze  

van kötve Y* minden p o n t j á v a l  és y km6 Y ' - b ő l  i / k  k ö ve tke 

z ik ,  akkor  a l e g k i s e b b  i l y e n  у . .  - t  vegyük be Y’- b e .

/А l e g k i s e b b  a f e n t i  r en d e zé sb e n  é r t e n d ő / .  Ezen uj Y’-  

v e l  f o l y t a s s u k  az e l j á r á s t ,  egészen  a d d ig ,  mig nem t u 

dunk már t o v á b b i  y ^  p o n t o t  v á l a s z t a n i .

B e l á t j u k ,  hogy Y’ minden l ^ i ü t  - r e  t a r t a l m a z  

olyan  c s ú c s o t ,  melynek e l s ő  indexe i .  Ha ez nem lenne  i -  

gaz,  akkor  va lam ely  i - r e  az У^р*У^2» * • , y i t  CSUCS0':C egyike  

sem lenne Y’ -b e n .  Minden k - r a  és y ^ - r a  van o lyan  y ^ e  Y’ 

hogy yk < y^^  és У»У^|С é l  n in c s  L /H / - b a n . / E l l e n k e z ő  e s e t -  

ben y i jí b e k e r ü l t  volna  Y’ - b e / .  Mivel  l Y’ l < t ,  e z é r t  van o-  

lyan  к es к ’ , melyre у =у , ami e l l e n tm o n d  Y re n d e zé sé n ek .  

Y* e z é r t  minden EJ é l e t  r e p r e z e n t á l  azonban Y *
t

t e l j e s  g r á f ,  e z é r t  H H e l ly  t u l a j d o n s á g a  m i a t t  Q  EJ / 0 .  

Ezzel  a b i z o n y í t á s t  b e f e j e z t ü k . n m

1 4 . T é te l  b i z o n y í t á s a : G g r á f o t  a k ö ve tkező  módon d e f i n i á l 
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j u k :  Legyen Ĝ  g r á f  minden köre k - n á l  hosszabb  és  kromati  

kus száma 2 u - n á l  nagyobb.  G c s ú c s a i t  m á t r ix - a l a k b a n  kép

z e l j ü k  e l ,  melynek t  s o r a  és V / G o s z l o p a  v an .  G é l e i t  

az e l s ő  k é t  s o r  d e f i n i á l j a :  G-̂  komplementeré t  he ly ezzü k  

e l  az e l s ő  k é t  s o r b a ,  még ped ig  úgy, hogy az egymás f e l e t  

t i  pontok egymásnak f e l e l j e n e k  meg egy izo m o r f iz m u sn á l .  A 

e l s ő  s o r  és a második s o r  k ö z ö t t i  ö s s z e s  é l t  még hozzá

v esszük  a g r á f h o z .  T ek in tsü n k  egy o ly an  H H e l ly  t i p u s u  

h i p e r g r á f o t ,  melyre  L/H/ izom orf  G -v e l .  H* r é s z h i p e r g r á f  

á l l j o n  G o s z l o p a i n a k  m e g fe le lő  é l e k  u n i ó i b ó l .  Könnyű iga  

z o l n i ,  hogy H* e l e g e t  t e s z  a t é t e l  követelményeinek.CJXI 

13. T é t e l  b i z o n y í t á s a : T ek in tsünk  egy u t + 2 / t - l /  s o r b ó l  és 

t  o s z lo p b ó l  á l l ó  m á t r i x o t ,  melyből  a jobb f ö l s ő  és b a l  a l  

s ó ' s a r o k e l e m e k e t  e l h a g y ju k .  Ezen c s o n k í t o t t  m á t r i x  e lemei  

legyenek  G g r á f  c s ú c s a i .  G k é t  c sú c s a  legyen  é l l e l  ö s s z e 

kötve  p o n to sa n  a k k o r ,  ha különböző osz lopban  vannak ,  és 

a k iseb b  o s z lo p in d e x ü  c sú cs  "magasabban" van ,  azaz  s o r i n 

dexe k i s e b b .  Az Így. d e f i n i á l t  G g r á f  maximál is  t e l j e s  

r é s z g r á f j a i b ó l  k é p e z e t t  h i p e r g r á f  d u á l i s  h i p e r ^ r á f j ^  H 

le g y e n .  Ekkor H H e l ly  t u l a j d o n s á g ú  h i p e r g r á f ,  és L/H/ 

izom orf  G -v e l .  H* h i p e r g r á f  á l l j o n  G t - e d i k , t + l - e d i k , . .  

, u t - e d i k  so rá n ak  m e g f e le lő  é l e k  e g y e s í t é s é b ő l .  Ekkor H*

H^ r é s z h i p e r g r á f j a  l e s z .

A. H n o r m á l i s  h i p e r g r á f  -  ehhez a z t  k e l l  i g a z o l n i ,  

hogy G m axim ál is  t e l j e s  g r á f j a i b ó l ,  mint  é l e k b ő l  á l l ó  

h i p e r g r á f b a n  a pontok bármely  V ré s z h a lm a z á ra  ÿ  /V /  = 

o < /V / ,  a za z  a V p o n t j a i t  l e f e d ő  t e l j e s  g rá fo k  m in im á l i s  

száma megegyezik  a V-ben lévő  m axim ál is  ü r e s  g r á f  p o n t 
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sz á m á v a l . /На V - t ,  mint  G p o n t j a i n a k  r é s z h a lm a z á t  t e k i n t 

j ü k / .  Ha a G g r á f  é l e i t  úgy i r á n y í t j u k ,  hogy minden é l  

" l e f e l é "  m u ta sso n ,  ak k o r  G p a r c i á l i s á n  r e n d e z e t t  halmaz 

l e s z  -  ig y  V á l t a l  f e s z i t e t t  r é s z g r á f  i s  a z .  D i lw o r th  i s 

mert  t é t e l é t  a lka lm azva  p /V /= o C /V /  a d ó d ik .

B. И’ -b en  bármely t  é lnek  van közös p o n t j a .  Való

ban, H* t  számú é lén ek  G t  elemű s o r a i  f e l e l n e k  meg. A 

le g k i se b b  in d ex ű  s o r  e l s ő  e leme,  a köve tkező  s o r  második 

eleme, . . . , a  legnagyobb indexű  s o r  t .  eleme t e l j e s  g r á f o t  

d e f i n i á l  G-ben, e z é r t  H H e l ly  t u l a j d o n s á g a  m i a t t  ezen pon

toknak m e g f e l e l ő  H - b e l i  ó leknek  van közös p o n t j a .

C. T / H ’ / è u ,  m iv e l  H^-nek l e g f e l j e b b  t  számú é l é t  

l e h e t  egy p o n t t a l  l e f o g n i ,  t e k i n t v e ,  hogy G-ben t - n é l  n a 

gyobb t e l j e s  g r á f  n i n c s . ŒD

16. T é te l  b i z o n y í t á s a :ehhez  e l é g  a z t  é s z r e v e n n i ,  hogy t=2 

e s e t é n  az e l ő z ő  b i z o n y í t á s b a n  s z e r e p l ő  G g r á f  p á ro s  g r á f ,  

e z é r t  m ak im ál is  t e l j e s  r é s z g r á f j a i b ó l  á l l ó  h i p e r g r á f  önma

ga ,  ennek d u á l i s  h i p e r g r á f j a  n e m - ta r t a lm a z  p á r a t l a n  k ö r t ,  

h i s z e n  egy h h o sszúságú  körnek a d u á l i s b a n  i s  m e g f e le l  egy 

h h o sszú ság ú  k ö r .

2, V | és T  k a p c s o l a t a  d i s z j u n k t  h i p e r g r á f o k  ö s s z e g é b e n .

H i p e rg r á f o k  t - s z e r e z é s é n e k  m i n t á j á r a  b e v e z e t h e t 

jük  d i s z j u n k t  h i p e r g r á f o k  ö s s z e g é t  i s .  Az ö ssze g  d e f i n í 

c i ó j a  m e g f e l e l  egyéb s t r u k t ú r á k o n  szo k áso s  ö s s z e g - d e f i n i -  

c ióknak:  ha H , IL,, . . , o l yan h i p e r g r á f o k ,  melyek c s ú c s -  

ha lmazai  p á ro n k é n t  d i s z j u n k t a k ,  ak k o r  az ö s s z e g - h i p e r g r á f  

c s ú c s a i  a komponensek c s ú c s a i n a k ,  é l e i  p ed ig  a komponensek
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é l e i n e k  e g y e s í t é s e k é n t  i r h a t o k ,  azaz

V/ ^ Hi /  = S i  y / Hi /  és E /  5  Hi /= í  $  Ei  г Ei 6 E / Hi / ^  •
A 1 2 . T é t e l  m e g f e l e l ő j e  i t t  már minden r é s z h i p e r -

g r á f r a  i g a z :

1 7 t T é t e l : Ha t  d i s z j u n k t  I l e l ly  t u l a j d o n s á g ú  h i p e r g r á f  

összegében  H* o lyan  r é s z h i p e r g r á f , melyben bármely  t  é l 

nek van közös p o n t j a ,  akkor  Т / н ’ / é t  és van o lyan  t  e l e 

mű le fo g ó h a lm az ,  melynek minden komponensben van egy-egy 

p o n t j a .

Ha az ö s s z e g r ő l  c sak  a n n y i t  t e s z ü n k  f e l ,  hogy 

bármely k é t  é ln e k  van közös p o n t j a ,  eb b ő l  még nem l e h e t  

Г  - r a  b e c s l é s t  a d n i  /mely  csak  t - t ő l  f ü g g / ,  még akkor  sem 

ha H - ró l  f e l t é t e l e z z ü k ,  hogy n o r m á l i s .

1 8 . T é t e l : Minden u t e r m é s z e t e s  számhoz van o ly an  H-̂  és 

H2 n o rm á l i s  h i p e r g r á f ,  melyek d i s z j u n k t a k  és H összegükre  

V7H/=1 de T  / I I / è  u.

É rd ek es ,  hogy n o rm á l i s  h i p e r g r á f  h e l y e t t  k ieg y en sú 

l y o z o t t  / b a l a n c e d /  h i p e r g r á f o k a t  véve már p o z i t i v  eredményt 

tudunk á l l i t a n i ,  s ő t  p o z i t i v  eredményt tudunk mondani azok

r a  a h i p e r g r á f o k r a  i s ,  melyek H e l ly  t u l a j d o n s á g n a k ,  to v áb 

bá minden három h o sszú ság ú  körükben van o lyan  é l ,  mely a 

kör  mindhárom p o n t j á t  t a r t a l m a z z a .  Mint  a r r a  Frank András 

r á m u t a t o t t ,  ezen h i p e r g r á f o k  pon tosan  azok ,  melyekben min

den a l h i p e r g r á f  r é s z h i p e r g r á f j a i  H e l ly  t u l a j d o n s á g u a k .  En

nek a ’megjegyzésnek a l a p j á n  e ze k e t  a h i p e r g r á f o k a t  e rő sen
V

H e l ly  tu la jd o n sá g u n k n a k  n e v e z h e t jü k .  E rősen  H e l ly  t u l a j d o n 

ságú h i p e r g r á f o k  o s z t á l y á b a  t a r t o z n a k  a k i e g y e n s ú ly o z o t t  

/ b a l a n c e d /  h i p e r g r á f o k .



19. T é t e l  : Minden t - h e z  é s  к-hoz  ven o lyan  f / t , k /  szám, 

hogy amennyiben t  d i s z j u n k t  e rő sen  H e l ly  t u l a j d o n s á g ú  

h i p e r g r á f  összegének  II* r é s z h i p e r g r á f j á r a  V / l l * / £ k ,  

akkor  T  /H ’ / é f / t , k / .

Ez az  eredmény a s z e r z ő  egy r é g e b b i  t é t e l é b ő l  kö

v e tk e z i k  / [ l o ]  4 . T é t e l /  a köve tkező ,  t a l á n  önmagában i s  

é rdekes  lemma f e l h a s z n á l á s á v a l :

Lemma : E rősen  H e l ly  t u l a j d o n s á g ú  h i p e r g r á f  l i n e - g r á f j a  

nem t a r t a l m a z h a t j a  a három f ü g g e t l e n  é l b ő l  á l l ó  g r á f  

kom plem enteré t .  /N o rm á l i s  h i p e r g r á f r a  ez nem á l l ,  h i s z e n  

ez a g r á f  p e r f e k t / .  Nevezzük e l  e z t  a g r á f o t  -n ak .  

Lemma b i z o n y í t á s a : I n d i r e k t  módon okoskodunk. Tegyük f e l ,  

hogy Qj g r á f  benne van f e s z í t e t t  r é s z g r á f k é n t  II e rő sen  

Hel ly  t u l a j d o n s á g ú  h i p e r g r á f  l i n e  g r á f j á b a n .  J e l ö l j ü k  

О̂  c s ú c s a i t  az a l á b b i  ábra  s z e r i n t :  / е х % » е 2^2*е 3^3 

l e k  h iányoznak  a g r á f b ó l ,  a t ö b b i  é l  megvan/

e 1 о----- --------- » -ft

е г о- — ------ -''-fi

e3 о--------------- - f»

T ek in tsü k  az  е-^,Х,е2 , У , е ^ , г  k ö r t ,  a h o l  K e ^ n e ^ ^ f ^  , 

Y e e 2 f l e 2 r \ f ^  és Z e e ^ n e - ^ A f ^  . X,Y,Z pontok k i v á l a s z t 

ha tó k  ig y ,  h i s z e n  II H e l ly  t u l a j d o n s á g ú .  A k i v á l a s z t o t t  

pontok mind különbözők,  h i s z e n ,  ha p l .  X=Y ak k o r  X€e-^ 

és  X 6 f p  ami n y i lv á n  l e h e t e t l e n ,  h i s z e n  e-  ̂ és f-  ̂ d i s z -  

j u n k ta k .  Ezen kör  egy ik  é l e  sem t a r t a l m a z z a  X, Y, Z minde

g y i k é t :  Y ф е ± , Z i  e 0 és  х ф е ^  . Az e l l en tm o n d ás  a lemmát
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b i z o n y l t j a  .□
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1 7 »T éte l  b i z o n y í t á s a : H* é l e in e k  szám ára  vonatkozó induk

c i ó v a l  b i z o n y l t u n k .  Legyenek IL , . .  ,Н^ d i s z  ju n k t  H e l ly  t u 

l a jd o n s á g ú  h i p e r g r á f o k  és H’ az ö ssze g ü k  egy r é s z h i p e r -  

g r á f j a .  Tegyük f e l ,  hogy ig az  a t é t e l ,  ha H’-n ak  k - n á l  

kevesebb é l e  v a n ,  és legyenfcü/H’ <4=к. Legyen e f E / H ’ /  ése
e= U e .  a h o l  e . €  E/H. / .  H’ -e  h i p e r g r á f n a k  in d u k c ió s  f e l -1*4 1 1 1
t e v é s  s z e r i n t  van t  p o n tú  l e fo g ó h a lm a za ,  x - ^ , . . , x ^ ,  o ly an ,  

hogy x^C V/H^/.  F e l t e h e t ő ,  hogy minden x^ -hez  van o lyan  

é l e  H’-e  - n e k , m elye t  c sak  x^ fog  l e  -  e l l e n k e z ő  e s e tb e n  

x^ c s ú c s o t  h ag y ju k  e l  és h e l y e t t e  vegyünk t e t s z ő l e g e s  c s ú 

c s o t  e^ - b ő i ,  igy  Ii’ -n ek  a k iv án t  l e f o g ó h a lm a z á t  kap juk .  

Rendel jük  a c sak  x^ -ben  l e f o g o t t  H’ - e  - b e l i  é l e k  H^-be 

e ső  komponenseit  x ^ - h e z ,  ez legyen F^ r é s z h i p e r g r á f j a  Ili

n ek .  H’-e  e s e t l e g e s  maradék ö le inek  komponensei t  osszuk

be t e t s z ő l e g e s e n  különböző F . - k b e .  I lymódon egy-egy é r -
,t

te lm ü m e g f e l e l t e t é s ü n k  van-H’-e  é l e i  é s  vJ F^ k ö z ö t t .

Ha va lamely  i - r e  e^ m e tsz i  F^ minden é l e t ,  akkor  

H^ H e l ly  t u l a j d o n s á g a  m i a t t  F^ и ( e ^  -n e k  van közös p o n t 

j a ,  e z z e l  x ^ - t  k i c s e r é l v e  H’ -nek a k i v á n t  l e fo g ó h a lm azá t  

k ap ju k .  E l l e n k e z ő  e s e t b e n  minden e ^ - h e z  van o lyan  f ^ é  F^ 

hogy e ^ r i f ^ =  0 » Ezekhez az az i \  é l e k h e z  t a r t o z ó  H’ - e -  

b e l i  é l e k  halmaza le,gyen E*. ( E ’ l = t ,  e z é r t  az Е’ У e 

é lha lm az  t+1 e lemű. F e l t é t e l  s z e r i n t  ezen  é lha lmaznak van 

közös p o n t j a ,  ez azonban l e h e t e t l e n ,  m er t  e. O f ,  = 0 az i .  

komponensben. ÜTI]

1 8 . T é t e l  b i z o n y í t á s a ; G k é t  s z í n n e l  s z í n e z e t t  t e l j e s  g r á 

f o t  d e f i n i á l j u k  a köve tkező  módon: p o n t j a i  egy u so rú  és 

u o sz lopu  m á t r i x  e l e m e i ,  és ké t  pont  k ö z ö t t i  é l  p i r o s ,  ha
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a ké t  p o n t  n in c s  egy s o r b a n ,  kék, ha a k é t  pon t  n in c s  egy

o sz lo p b an .  Ilymódon egy é l  több s z i n t  i s  k a p h a t .  Legyen

Gp és G^ a p i r o s  i l l .  kék é l e k  á l t a l  m e g h a tá r o z o t t  g r á f .

G„ és G. p e r f e k t  g r á f o k  / l e g e g y s z e r ű b b  módon úgy l á t h a t ó  P K
ez ,  hogy komplementerük p e r f e k t  c f .  [ l 3 l /  e z é r t  maximális  

t e l j e s  g r á f j a i k b ó l  k é p z e t t  h i p e r g r á f  d u á l i s a  n o r m á l i s  [ 13I .  

Ezen h i p e r g r á f o k  ö s s z e g é t  nézve Y =1, h i s z e n  G-ben b á r 

mely k é t  p o n t  k ö z ö t t  van p i r o s  vagy kék é l .  M á s ré sz t  T£u 

az ö s s z e g r e ,  h i s z e n  G c s ú c s a i  nem fe d h e to k  l e  u - n á l  keve

sebb e g y s z i n ü  t e l j e s  r é s z g r á f f a l ,  t e k i n t v e ,  hogy egy egy

sz ínű  t e l j e s  r é s z g r á f n a k  l e g f e l j e b b  u p o n t j a  v a n .  r m



5. Nem c sö k k e n th e tő  le fogóha lm azok  s z á m á r ó l .

V i z s g á l j u k  meg, hogy egy h i p e r g r á f n a k  hány,  l e g f e l 

jebb  к elemű le fogóha lm aza  l e h e t ,  p o n tosabban ,  hogy milyen 

f e l s ő  b e c s l é s  adha tó  e r r e ,  mely c sak  k - t ó l  és a h i p e r g r á f  

r a n g j á t ó l  fü g g .  A ké rd és  csak  o lyan  le fogóha lm azokra  é rd e 

kes ,  melyek nem c s ö k k e n th e tő k ,  azaz  melyekből'  t e t s z ő l e g e s  

p o n to t  e lh ag y v a  már nem kapunk l e f o g ó h a lm a z t .  Nevezzük az 

i l y e n  nem c s ö k k e n th e tő  le fo g ó h a lm a zo k a t  m in im á l i sn a k .

2 0 . T e t e i : Egy r  rangú H h i p e r g r á f ban l e g f e l j e b b  r  m in i 

m á l i s ,  k - n á l  nem nagyobb elemszámú le fogóha lm az  l e h e t .

A t é t e l t  к = Т / Н /  r a  a lk a lm a z v a  a d ó d ik :

1 ,  Következmény : Egy r  rangú  H h i p e r g r á f b a n  l e g f e l j e b b  

számú ТУН/ elemű le fogóha lm az  l e h e t .

2 .  K övetkezm ény: /  [ l 3 l , 5 3 . o l d a l  2 . t é t e l /  r  rangú Y - k r i t i -  

kus H h i p e r g r á f b a n  l e g f e l j e b b  /  Vr / r  él- l e h e t .  /Egy  h i 

p e r g r á f  Y - k r i t i k u s ,  ha bármely  é l é t  bármely  p o n t j á v a l  

c s ö k k e n t v e  Y  m e g n ő . /

B iz o n y í t á s  : t e k i n t s ü k  a z t  a H* h i p e r g r á f o t ,  melynek p o n t 

j a i  H p o n t j a i ,  é l e i  p e d ig  H-ból v e t t  Y  számú é l  e g y e s í t é 

s e k é n t  i r h a t o k .  H’ r a n g j a  l e g f e l j e b b  Y r  és H minden é l e  

egy m in i m á l i s ,  l e g f e l j e b b  r  elemű le fo g ó h o lm a z . /Л minima- 

l i t á s  H Y - k r i t i k u s s á g á b ó l  k ö v e t k e z i k . /  A 20. t é t e l t  a l 

kalmazva a következményt kapjuk .D

2 0 . T é t e l  b i z o n y í t á s a : к s z e r i n t i  i n d u k c i ó .  k = l - r e  a t é t e l



i g a z .  Legyen к > 1  ев v á l a s s z u k  k i  H t e t s z ő l e g e s  e é l ő t .

H-nak minden m in im á l i s  le fogóha lm aza  m e t s z i  e - t  és e egy 
- k-1x p o n t j á t  l e g f e l j e b b  г  i l y e n  le fogóha lm az  m e t s z h e t i ,  

h i sz en  egy i l y e n  T le fogóha lm az  e s e t é n  T-(x^ l e f o g ó h a l 

maza H-x - n e k ,  még p e d i g  m in im á l i s  és l e g f e l j e b b  к- l  e l e -
!_ -J 1

mü. Miután e -n e k  l e g f e l j e b b  r  eleme v an ,  e z é r t  r * r  =r 

le fogóhalm az  l e h e t  l e g f e l j e b b ,  r m

- 58



6. Fogalmak, . j e l ö l é s e k .

Ebben a f e j e z e t b e n  f e l s o r o l j u k  a l e g f o n t o s a b b  f o 

ga lm aka t  és j e l ö l é s e k e t .

H ip e rg rá fn a k  nevezünk egy H=/V /I I / ,E /H / /  p á r t ,  aho l  

V/Н /  egy véges halmoz,  Е/H /  p e d ig  V/H/ r é s z h a lm a z a in a k  egy 

véges  r e n d s z e r e .  R en d sze r t  mundtunk halmaz h e l y e t t ,  mert  

egy ré szh a lm az  tö b b s z ö r  i s  s z e r e p e l h e t  E /H /-b an .  Ha minden 

ré szha lm az  l e g f e l j e b b  e g y s z e r  s z e r e p e l  E /H /-ban , .  ak k o r  egy 

s z e r ű  h i p e r g r á f r ó l  b e s z é lü n k .  V/Н /  ha lm az t  II c s ú c s a i n a k , 

vagy p o n t j a i n a k . E / H / - t  p e d ig  H é l e i n e k  mondjuk.

Mindig f e l t é t e l e z z ü k ,  hogy egy h i p e r g r á f  é l e i n e k  

e g y e s í t é s e  a csúcsok  ha lm aza.

H’ h i p e r g r á f о t  H r é s z h i p e r g r á f j á n a k  nevezzük ,  ha 

H* é l e i  H é l e i  közü l  v a ló k  és H* p o n t j a i t  II’ é l e i n e k  egye 

s i t é s e  a d j a .  И* h i p e r g r á f o t  H h i p e r g r á f  a l h i p e r g r á f j ó n a k  

nevezzük ,  ha p o n t j a i  V/Н /  egy r é s z h a lm a z a ,  é l e i  p e d ig  H 

é l e i n e k  e z z e l  a r é s z h a lm a z z a l  v a ló  m e t s z e t e i .

Egy h i p e r g r á f  r a n g j a  egy maxim ál is  sok c s ú c s b ó l  á l 

ló  elemszáma. Egy c sú cs  foka  a c s ú c s r a  i l l e s z k e d ő  é le k  

száma. Két h i p e r g r á f  i z o m o r f , ha c s ú c s a i k  k ö z ö t t  egy-egy 

é r t e lm ű  é l t a r t ó  m e g f e l e l t e t é s  l é t e s í t h e t ő ,  q hosszúságú  

lán c n ak  nevezzük az х^ ,Е-рХ2 ,Е2> ' * , x q , Eq , x q+l 3 0 ro za '*'o t » 

a h o l  x ^ -k  különböző c sú cso k ,  E^-k különböző é l e k  és

x k ,Xk+i  €  Ek k=1»2 ***»R e s e t é n .  Ha x ekkor  q
(
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hosszúságú  k ö r r ő l  b e s z é lü n k .

Egy h l p e r g r á f  ö s s z e f ü g g ő , ha bármely k é t  különböző 

p o n t j a  l á n c c a l  ö s s z e k ö t h e t ő .  Könnyű i g a z o l n i ,  hogy minden 

h i p e r g r á f  egyér te lm ű en  f e l b o n t h a t ó  össze fü g g ő  komponensek

r e .

H=/V,E/ h i p e r g r á f  d u á l i s  h i p e r g r á f j a . H* a k ö v e tk e 

ző: H* é l e i  H c s ú c s a i n a k ,  H* c s ú c s a i  H e l e i n e k  f e l e l n e k  meg 

és H’-ben  c s ú c s  é l r e  / é l  c s ú c s r a /  p o n tosan  akkor  i l l e s z k e 

d i k ,  ha H-ban a m e g fe le lő  é l  c s ú c s r a  / c s ú c s  é l r e /  i l l e s z 

k e d ik .

Egy h i p e r g r á f  u n i f o r m , ha minden é l e  ugvanannyi 

c s ú c s b ó l  á l l .  Egy h i p e r g r á f  s o s z t á l y ú , ha c s ú c s a i  s d i s z -  

j u n k t  nem ü r e s  o s z t á ly b a n  vannak és minden é l e  minden ő s z -  

t á l y b ó l  e g y e t l e n  p o n to t  t a r t a l m a z .  T e l j e s  s o s z t á l y ú  h i p e r 

g r á f  a z ,  mely s o s z t á l y ú  és  minden l e h e t s é g e s  é l  e g y sz e re s  

m u l t i p l i c i t á s s a l  benne v a n .  Кд j e l ö l i  a t e l j e s  n csúcsú  

r  rangú un ifo rm  h i p e r g r á f o t , melynek é l e i  n csúcs  ö s szes  

r  elemű r é s z h a l m a z a i b ó l  á l l n a k .  Mindig  f e l t e s s z ü k ,  hogy 

r  é n .

Y k - v a l  j e l ö l j ü k  egy h i p e r g r á f  azon r é s z h i p e r g r á f -  

jának  m ax im ál is  e lemszámát,  melyben minden c s ú c s r a  l eg fe l - r  

jebb  k é l  i l l e s z k e d i k  e r é s z h i p e r g r á f b ó l .  T j , - v a l  j e l ö l 

jük  azon c s u c s r e n d s z e r  m in im á l i s  e lemszámút,  melyre min

den é l  l e g a l á b b  k számú c s ú c s o t  t a r t a l m a z  ezen c s u c s r e n d -  

s z e r b ő l .  Egy csúcs  t ö b b s z ö r  i s  k i v á l a s z t h a t ó .  ез T-,

h e l y e t t  a Y" és  T* j e l ö l é s t  szokásos  h a s z n á l n i .  V a 

f ü g g e t l e n  é l e k  maximál is  száma, T* p e d ig  az é l e k e t  l e fo g ó  

1 csúcsok  m in im á l i s  száma. Á l t a l á b a n ,  ha egy é lha lm az  pá
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rö n k é n t  Æmggjunkt é l e k b ő l  á l l ,  akk o r  fii c e t i e n  é l e k r ő l  

b e s z é lü n k ,  és egy c su c s h a lm a z t  le fogóha  lm ásnák nevezünk,  

ha minden é l  t a r t a l m a z  l e g a l á b b  egy c s ú c s o t  e h a lm azbó l .  

Megjegyezzük, hogy -n e k  és T  -n ak  a d u á l i s  h i p e r g r á f o n  

oC / e r ő s  s t a b i l i t á s i  szám/ és 9 / f e d é s i  szám/ f e l e l  meg.

H h i p e r g r á f  é l  g r á f  . iának, vagy l i n e - g r á f  j ónak ne 

vezzük ,  és L /H / - v a l  j e l ö l j ü k  a z t  a z t  a g r á f o t ,  melynek c s ú 

c s a i  H é l e i n e k  f e l e l n e k  meg és k é t  c sú c s  pon tosan  akkor  van 

ö ssze k ö tv e  L /H /-b an ,  ha a m e g fe le lő  H - b e l i  é le k n e k  van ko» 

zös p o n t ju k .

Ha H egy h i p e r g r á f  és x 6 V / H / ,  akkor  x e lh a g y á s á t  

V /H / -b ó l  és minden x - e t  t a r t a l m a z ó  é l b ő l  x l ev á g ásán a k  ne

vezzü k .  Ha x - e t  e lh a g y ju k  V/II / -ból  és E / l I / -b ó l  e lh a g y ju k  

az ö s s z e s  x - e t  t a r t a l m a z ó  é l t ,  akkor  x e l h a g y á s á r ó l  be

s z é l ü n k .  Ezt  a m ű v e le t e t  H- х  - e l  j e l ö l j ü k .

Egy h i p e r g r á f  H e I ly  t u l a j d o n s á g ú ,  ha bárm ely  r é s z -  

h i p e r g r á f j á r a  >f =1 - b ő i  T ' = l  k ö v e tk e z ik .  Egy h i p e r g r á f  

n o r m á l i s , ha bármely r é s z h i p e r g r á f j á r a  "V = T". Egy h i p e r 

g r á f  k i e g y e n s ú l y o z o t t , vagy b a l a n c e d , ha bárm ely  p á r a t l a n  

körében van o lyan  é l  melya kör l e g a l á b b  három p o n t j á t  t a r 

t a lm a z z a .  I s m e r e t e s ,  hogy b a lanced  h i p e r g r á f  n o r m á l i s  és 

n o r m á l i s  h i p e r g r á f  t r i v i á l i s a n  H e l ly  t u l a j d o n s á g ú .

S z ö g l e t e s  z á r ó j e l  egész  r é s z t  j e l ö l ,  #  - a l  a jo b b 

sa rk áb a n  f e l s ő  egész  r é s z t .
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