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Bevezetés

Ezen értekezés a kombinatorika egy Jelentds, viszony-
lag uj, és dinamikusan fejlddd 5géhoz, a hipergrifok elméle-
téhez kapcsolédik. A hipergrifok a grifok dltaldnositdsai,
Az elsé monogréfia, melyben a hipergrifoknak kiilon fejeze-
tek vannak szentelve, C.Berge konyve [3] . E kbnyv megjele-
negétdl /1970/ Altaldnos a hipergrif elnevezés, az elmélet
alapjai azonban régebbre nyulnak vissza, halmazrendszerek,
r-grifok, dltaldnositott grifok elnevezéssel sok dolgozat
foglalkozott olyan kérdesekkel, melyeket ma a hipergritok
elmeéletéhez sorolunk.

| Frtekezésiink hipergrﬁqu éleinek csucsparticidkkal
torténd lefedéseivel, tovibbd hipergrifok cleinek lefogd-
halmazaival foglalkozik, és e két kérdés 6észerggéseive1.
Az elébbit azért tartjuk érdekesnek, mert tobb ismert prob--
lémdhoz kapecsolddik - ezt késdébbiekben részletezziik - az
utébbira pedig a kombinatorika szdmos kérdése visszavezet-
hetf. Lefogdhalmazokkal kapcsolatos eredmények és problé-
mik sokasdga taldlhatd [}] és{lB] miivekben. 3

Az értekezés nagyobb része /1.,2.,3." fejezet/ egy
problémakédrrel, teljes és s-ogztdilyu teljes hipergrifok
particidéfedéseivel foglalkozik. Egy hipergraf particidte-
désén a csucsok olyan pérticiéit értjiik, melynél minden
él beﬂne van valamelyik particidé valamelyik osztdlydban.
Egy 8 szdmu particidbdl 4118 particidéfedést s-rétii parti-

ciéfedésnek nevesziink, Irdeklédésiink féleg olyan problémdk
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felé irdnyul, hogy egy s-rétii particidéfedés esetén mekkora
fedéhalmaznak kell 1léteznie, illetve hiny feddhalmazzal

fedhetdk le a hipergrAf csucsal, Kideriil, hogy e kérdések-
nek tébb arculata van. A kidvetkezd tetelt hirom ekvivalens
alakban is kimondjuk, ezzel erzcékeltetve ezt a toubbarcusdi-

got:

l.tetel: Kg /a teljes s rangu uniform n pontu hipergrif,
g £ n/ s-rétii particiéfedése csak trividlis lehet, azaz

valamelyik particid egyetlen fedéhalmazbdl 411,

1° ,tétel: Ki eleinek minden 8 szinnel vald gzinezésiében
valamelyik szin elei Gmsszefiigerd, n csucsu részhipergrifot

alkotnak.

1°°,tétel: Ha epy s osztilyu hipergrifban birmely s ¢lnek
van kozos caucsa, akkor az Osazes elnek van koz0s csucsa.

/lleltetelezve, hogy létezik lepgalibb s sgzdhimu él,./

Altalaban H hipergrif s-rétii particiéfedéseire vo-
natkozd kérdéseket H duilis hipergrifjira Atfogalmazva s-
osztilyu hipergrifokra vonatkozd problem:ikat nyeriink - e-
zek koziil az epyik H.Ryser egy sejtése, mely szerint egy
8 osztilyu hiperpritra T 4 (s-A)Y , ahol V a rtiiggetlen
élek maximilis szdnit, 1; pedig az éleket lefosd csucsok
minimilis szimit jelenti. T sejtésnek ket specidlis ese-
tét bizonyitjuk be, a V=1, s=3 és aV = 1, 8=4 esete-

ket 2.tctel és 4.tétel/. VY =1 esetére minden s-re bebi-



zonyitjuk e sejtes epy kivetkezményet, hogy egy s osztilyu
e élii hipergrif Y= 1 eseten tartalmaz [fgzll foku csu-
csot / 5.tétel/. i Ryser sejtes s=2 -re Kénig Dénea ismert
totelét adja [ll] , mely szerint piros grifban g fiiggetlen
élek maximalis szima és az c¢leket lefogd pontok minim:dilis
gz’ma megegyezik. Az 8 2 3 egsetben a nehézség éppen az,
hogy a lefogohalmazokat és az élpakolisokat nem tudjuk cel-
gzeriien kapcsgolatba hozni.

A particiofedések temija egy mdsik megfogalmazis-
ban d4ltalinositott Ramsey-tipusu problémdikhoz kapcsolddik:
azt kérdezziik, hogy egy teljes /vagy s osztdlyu teljes/
hipergrif éleit szinezve, mekkora Usszefiiggd monokromati-
kus részhipergrif létezik? Tzt a kérdést grifok esetére
Gerencsér Ldszld és a szerzl [6] dolgozatdban vetette
fel. Itt hipergrdfokra vetjik fel ugyanezt a kérdést. lleg-
Jegyezzlik, hogy ebbdl az irdnybdl kezdtiik vizsgdlni a par-
ticidfedések kérdéaét. A 3.tétel 4ltaldnositja a [6] 11l.

[1] -ben sgzerepld eredményt, mely szerint egy teljes grif
¢leinek 3-szinezésében mindig van egy, kb. a pontszdm fele
nagysdgu Osszefliggd egyszinii részarif, Az 5.tétel megjavit-
Ja [6] becslését s szinnel vald szinezés esetére, lényegé-

ben a lehetd legjobb becslést kapjuk: n pontu teljes grif

éleit s szinnel szinezve, mindig van egy legaldbb [ 821 ]#
pontu egyszinii Osszeflipgd részgrif. A 6., és T.tétel "va-
16di" hipergrif-tétel, olyan dértelemben, hogy grifokra

nem érvényesek. A T.tétel igy s281l: s > 3 esetén Ki é-

leit s+1 szinnel szinezve, valamelyik szinben van egy leg-

*
, Neg v as ” Eoa . A .
alabb E;E:T—] pontu Osszefligrd egyszinid részhipergrif -



és ez a lehetd legjobb eredmény. A 6.tétel ezt s+l -rdl
s+] szinre dltaldnositja, ahol j kicsi s-hez képest. Ibben
az esetben az eredmény csak asszimptotikusan pontos.

Egy hipergrdf lefogdhalmazin csucsainak olyan rész-
halmazAit szokds érténi, melynek minden éllel van kozis
csucsa., Az eddig vdzolt problémik legtobbje kapcsolatban
van léfogéhalmazokkal, ez az oka annak, hogy tovdbbi két
fejezetben foglalkozunk velilkks A 4. fejezet hipergrafok
vsszegének lefogéhalmazaival foglalkozik - ezek a vizsgi-
latok ILehel Jend és a szerzd kordbbi / {7] és [8] / dol-
gozataihoz kapcsolddnak, itt azonban elsdsorban hipergrif-
elméleti szempontbdl vizsgiljuk a kérdést. Bebizonyitjuk
C.Berge egy sejtését /18.tétel/ tovabba, hogy kiegyensu-~
lyozott /balanced/ hipergrdfok Ssszegében Y korldtossdga
T korldtossdgdt vonja maga utdn. A fejezet néhdny nega-
tiv eredményt is tartalmaz., Az 5. fejezet egy minimilis
lefogdhalmazok szdmdra vonatkozd becslést ismertet egy
kovetkezményével: egy r rangu hipergrdfnak legfeljebb
rK legfeljebb k elemi minimdlis lefogdhalmaza lehet.

A szokdsostdl eltérden a haszndlt fogalmakat és

jeloléseket a disszertdacid végére helyeztiik el.



1. Particidéfedések hipergrifokon.

l. Legyen H = /V,E/ egy hipergrdf. H csucsainak partici-

6jdn V diszjunkt, nem iires osztilyozdsdt értjilkk. Legyen
adva H csucsainak néhdny, mondjuk s szAmu particidja. Azt

mondjuk, hogy ezen g particidé lefedi H éleit, ha E minden

elemét tartalmazza valamelyik particié valamelyik osztd-

lya. A particiék osztdlyait fedBhnlmazoknak fogjuk nevez-

ni., H éleinek lefedését s particidéval az g-rétii particid-

fedés kifejezéssel is helyeftesiteni fogjuk a rovidség
kedvéért. Ha nem lényeges az, hogy hdAny particis szerepel,
egyazerien particidéfedésrdl beszéllink,

Legyen P és Q két particié H hipergrdfon. Azt mond-
juk, hogy P finomabb (-ndl, ha P minden fedShalmaza része
Q valamely fedShalmazdnak. Egy hipergriaf particidin ez
nyilvdn részben rendezést definidl., Ha P és ( particiéfe-
dégsek H hipergrdfon, akkor P-t finomabbnak mondjuk Q-ndl,
ha minden P-beli particié finomabb valamely Q-belinél.

Egy particid trividlis, ha egyetlen feddhalmazbdl

411, Egy particidéfedés trividlis, ha van trividlis partici-

éja. Nyilviénvalé, hogy egy trividlis particiéfedésnél min-
den mds particiéfedés finomabb.

Legyen P particiéfedés H = /V,E/ hipergrifon. Tekint-
silk azt a hipergréfot, melynek csucshalmaza V, élei pedig
P particidinak fedéhalmazai. Ha egy fedShalmaz tobb par-

ticidéban is szerepel, akkor ezt megfeleld multiplicitds-
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sal vessziik. Az igy definidlt hipergrdfot P fedéghiper-
grifjdnak nevezziik, és H/P/-vel jeloljilkk. Jegyezziik meg,
hogy H/P/ hipergrif nem mindig egyszeri hipergraf., H/P/
azon részhipergrifjait, melyek egy particié f'edShalmaza-

ibél 41lnak, a particidé pArhuzamos osztdlydnak nevezziik.

Egy pirhuzamos osztdly nyilvdn H/P/ coucsait lefedd tiig-
getlen élrendszer., A II/P/ hipergrif élei természetesen le-
fedik 11 eleit.

Sokszor fog szerephez jutni 1/P/-nek az a reészhi-
pergrifja, mely II/P/ /tartalmazisra/ maxim:ilis éleibdl
411 - egy elt csak egyszeres multiplicitissal szdmolva.

Ezt a hipergrdfot P particiéfedés bAzishipergrifjinak

nevezziik és H/Pmax/-al jelﬁijuk. Beszélhetiink I11/Pmax/
pirhuzamos osztdlyairdl is - ezek H/Pmax/ azon részhi-
pergrifjai, melyek célei egy particidhoz tartoznak. Lgy
pirhuzamos oaztdly 1I/Pmax/-ban fiigmetlen clrendszer -

H/Pmax/ csucsait azonban nem biztos, hogy lefedi egy pdr-

huzamos osztily. Jegyezziik meg, hogy I1I/Pmax/ birmely ket

kiilonbozs elére e ?éf. Két particidéfedés hasonld, ha bd-
zishipergrifjaik izomorfak, és a p:iArhuzamos oszt:ilyok is
egymigsba mennek 4t az iéomorfigmusnﬁl. A hasonldsig nyil-
vin ekvivalencia relicid e;sy hipergr'i particidéfedései ko

zott.

2. Tekintsiik most a H=/V,BE/ hiperpgrif esy clezinezesct s
gzinnel. H maximilis egyszinili reszhipergrifjainak Ussze-
fiired komponensei s-raotii particidiedrst defini<lnak H-n,

Fzt a particidfeddst az _lszinczés ‘1ltal sener’lt parti-
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ciifedésgnek nevezziik, MAsrészt, ha kiindulunk H egy s-retii

particiéfedésebdl, akkor ebbdl kaphatunk élszinezést ugy,
hosy azokat -az éleket, melyek az i. particié egy fedBhal-
maziba esnek, az i, szinnel szinezzuk, minden 1§ i%g -re.
Ilymédon persze egy o1 tobb szint kaphat, ezért a tibbszir
szinezett clekrdl hagyjunk el szineket izlés szerint, amig
végiil minden elhez csak egy szin lesz rendelve., BEgy élszi-

nezést, mely/a fenti mdédon adddik, particidfedés d1ltal

generalt élszinezésnek nevezziik, A definicidk kidzvetlen

folyomdnyai a kovetkez8 d1litdsok:

Al: H hipergrifon egy g-rétii particiéfedés olyan élszine-
zéseket generdl, melyekben legfeljebb s szin van,

A2: Ha egy élszinezcést H hipergrifon P particiéfedés gene-

rilja, akkor ez az élszinezés olyan Q particidfedest

generdl H-n, mely P-nél finomabb,

Az élek s szinnel vald szinezése s-rétii particiéfe-

dést general,

3. Legyen P particiéfedés H hipergrifon és tekintsiik en-

nek H/P/ fedéshipergrifjdit. H/P/ dudlis hipergrifjira

mondunk ki két Allitdst, melyek a definicidk kovetkezmé-

nyeis

A4: Ha P s-rétii particiéfedés H-n, akkor H/P/ dudlisa s-
osztdlyu hipergrif, melyben ninecs izoldlt csucs.

A5: H hipergrif egy ¢lének H/P/ duilisdban élhalmaz felel
meg - ezen elhalmaznak van kzbs csucsa.

Egy 8 osztdlyu, izoldlt csucsot nem tartalmazd hipergrif-

b6l kiindulva, a dufilis hipergrif segitségevel s-rétii par-
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ticiéfedést konstrudlhatunk, Vegylink egy s osztalyu, izo-

141t csucsot nem tartalmazd hipergrifot, melyben élhalma-

zok vannak kijeldlve, ugy , hogy minden egyes élhalmaznak
van kzos csucsa., Tekintsiilk ennek dudlis hipergrifjit, és
legyen

V a dudlis hipergridf csucsainak halmagza

E az 8 osztdlyu hipergrif kijelslt c¢lhalmazainak

megfelelé ponthalmazok V-ben

P particiéfedés egyes particidit az s osztdlyu hi-

pergrif csucsosztdlyal definidljsk - azaz a dud-
lis hipergr:f élei alkotjsk a particidfedest.

A6: A fenti mddszerrel kapott H = /V,E/ hipergrdfon P s-
réti particidéfedes.

'rdemes kiemelni azt az esetet, amikor P particié-
fedést egy teljes, uniform hipergrdfon definifdljuk. Ebben
az esetben ugyanis az A4.,A5.,A6., dllitdsokban megfogal-
mazott pArhuzam az s osztdlyu hipergrifok és a particid-
fedések kozott egyszeriistdik:

AT: Ha Kg -en P egy s-rétil particiéfedés, akkor Ki fedés-
hipergrifjdnak dudlis hipergrifja olyan s osztdlyu, n
é1i hipergrdf, melyben bdrmely r élnek van k$z0s csu-
csa, Forditva, egy n élii, s osztdlyu hipergraf, mely-
ben barmely r élnek van kizds csucsa, €és nincs izoldlt
pontja, definidl egy s=retii particidéfedést K; hiper-

grdfon,

Jegyezziik meg, hogy az s-rétii particiéfedesek és a

megfeleld s osztdlyu hipergrifok ekvivalens fogalmak. Lz
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azt jelenti, hogy az A4.,A5.,Ab. és AT.-ben kifejezett le-
képezésék az s-rétii particiéfedések és bizonyos s osgzti-
lyu hipergrifok kozott egymis inverzeil. Ennek Adtgondold-
sdhoz csak az kell, hogy egy ﬁipergréf duilisinak dudlisa -

az eredeti hipergriffal izomorf.

4. Tekintsiik azt az esetet, amikor H-t teljes uniform hi-

pergrifnak vdlasztjuk, azaz H = KE

/A késébbi tételek
nagy reészénél igy fogjuk H-t megvilasztani/. Ebben az e-
setben a particidéfedéseknek kapecsolatuk van az u.n. fel-
oldhaté /resolvable/ t-design-okkal, [5]. Minden feloldha-
t6 t-design ' S -el _egy particiéfedést ad, amelyben egy
paralell osztdaly felel meg egy particidnak, a blokkok pe-
dig a fedShalmazoknak. A particiéfedés a feloldhatd t-
designokndl "szabadabb" struktura, hiszen itt azt akarjuk
csupén, hogy H minden éle legaldbb egy feddhalmazban le-
gyen Senne. Bizonyos "kritikus" esetekben azonban egy par-

ticiéfedés 1léte vagy nemlése pontosan a megfeleld felold-

haté t-design létezésén mulik,
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2, Teljes, uniform hipergrifok particidfedései.

1. Néhdny példdt adunk particiéfedésekre.

Pl. Legyen na&r és osszuk fel Ki csucsait egyenletesen
r+l1 részre, jeldlje Ay az i, részt. Kg r+l -rétili partici-
6fedégét definidljuk igy: az i. particid egyik feddhalmaza
A; , 8 mésik V/Kg/ - Ay <A fedéshipergrif és bdzishiper-
grif rangja [}%&%— *, és a biAzishipergrifban minden pont
foka r. ‘

P2. j,u2l és n = /r-1/ju + /j+1/u vilasztdssal bontsuk
fel Ki csucsait Al'AZ"“’Aj’Aj+1 diszjunkt u elemii hal-
mazukra, tovdbbd By,Byyees,B, ; diszjunkt ju elemi{ halma-

zokra, KX r+j -rétii particiéfedéscének bdzishipergrafjit

n
. =4
definidljuk: az élek az {) Bk\) Ai halmazok /i=1,2,..
. ka4
“
vesds341/ 65 2z U A U U B halmazok /i=1,2,...r/.
: k=A kes )

Az ilymédon kapott bAzishipergrdf uniform, rangja

/r-1/ju + u. Minden pont foka r vagy r+l. Megjegyezziik,

hogy j=1 esetén az elsd példit, Pl-et adja P2 is.

P3. legyen r pdratlan és 3-al oszthaté. Tekintslink r/r+1/

pontot egy M matrixban elhelyezve, melynek r sora és r+l

oszlopa van. A matrix elemei lesznek hipergrafunk pontja-

i, Definialjuk El’EQ"“’Ek éleket k=zééil£ -re a ko-

vetkezd médon:

a. 181isr+l -re, piratlan i-re E; -t ugy kapjuk,

hogy M-b8l elhagyjuk az i. osz-
lopot és az i+l-ik oszlop felsd

% elemét,
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1<€1iSr+l -re, piros i-re E;-t ugy kapjuk, hogy
M-bSl elhagyjuk az i. oszlopot és
az i-1 -ik oszlop felsod % elemét.
b, 1=iS L;l_é . -re B, 4,4 -t ugy kapjuk, hogy M-
b6l elhagyjuk a 2i -edik és 2i-1 -edik oszlop
alsgd 2%{ elemét,
Konnyti beldtni, hogy az E; élek /1% i€k/ lefedik M Gsszes
r elemU részhalmazat, ezért az Ei s M = Ei élek egy k-re-
ti particidfedeéest alkotnak K;/r+1/ -en, A bazishipergrif
uniform és rangja r/r- %/.
Megjegyzés: a fenti konstrukcid kiterjeszthetd minden
r/r+l/u alaku n szimra /ugjqegész/, ugy, hogy egy pont
helyébe u pontot tesziink, Ekkor tovdbbra is k-rétil parti-
ciéfedést kapunk, a bazishipergrif /és fedéshipergrif/
rangja pedig u'r./r- %/ lesz.
P4. Legyen n ponton adva egy feloldhaté t-design, A =1
paraméterrel, r pdrhuzamos osztdllyal, melyben b nagysi-
gu blokkok vannak., /Példdul n=8, t=3, r=7, b=4 esetén az
1234-5678, 1256-3478, 3456-1278, 1457-2368, 2357-1468,
2458-1367, 1358—2467 egy ilyen 3-design/

Tekintsiik most a fenti adatokksl K' r-rétii feds-
gét, Ha ezt ugy akarjuk megcsindlni, hogy a fedéshiper-
grif rangja a lehetd legkisebb legyen, akkor ez a rang
nyilvdn b, és a feloldhatd t-design egy ilyen r-réti fe-
dést szolgéltét.

Baranyai Zsolt szép eredménye szerint [2] , ha

n oszthatd t-vel, akkor az n elemii halmaz Osszes t elemil

részhalmazdbdl 4116 t-design Ik 217 feloldhatd, ezért igaz
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a kovetkezd tétel:

Tétel: Ha n oszthaté t-vel, akkor Kg -nek van olyan
t-(?)' % ~-rétil particiéfedése, melyben a fedéshipergraif
rangja t.

Egy masik, szép eredmény D.K.Ray-Chaudhuri és
R.M.Wilson tétele [5] , mely a t=2 esetre vonatkozik, és
azt mondja ki, hogy minden k22 -htz van olyan C/k/ kons-
tans, hogy n 2 C/k/ és n = k mod k/k-1/ esetén 1étezik
/n,k,1/ feloldhatd blokkrendszer. Ez példdt ad particidfe-

désI‘e is .

2. Kg s-rétii particiéfedése.
Irjunk fel,egy egyszeri éllitést, mely Erdds P4al-
t41 szdrmazik:
A8: Ha_Kg éleit két szinnel szinezziik, akkor tartalmaz
n pontu egyszinii, dsszefiiggd részgrifot.
Ezzel ekvivalens 4llitdsokat irhatunk fel az elsd
fejezet fogalmait és aprdéd d4llitdsait haszndlva:
A9: Kﬁ 2-réti particiéfedése csak trividlis lehet.
£10: Ha egy 2-osztdlyu hipergrifban /pdros grif/ bdrmely
két élnek van k&zos pontja, akkor az Osszesnek is van.
Megjesyezzilk, hogy A8 és A9 ekvivalencidja Al,A2
és A3-bél, A9 és AlO ekvivalencidja pedig AT-bS1 kovetke-
zik., Az 411itdsok koziil A10 az, melynek igazsiga a legnyil—
vinvaldébb.
A tovibbiakban é16fordulé tételek esetében is fenn-
411 a lehet&ség, hogy e hdrom tdlalds kozott vdlasszunk.

Az elsd bedAllitdsban dAltaldnositott Ramsey-problémdk, a mi-
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godikban hipergrifok éleinek fedése, a harmadikban s osz-
tdlyu hipergréfok tulajdonsdgai cimszavakkal lehetne je-
lezni a tétel hovatartozdsdt., Igyeksziink mindig kiemelni
azt a vdltozatot, mely a leginkdbb kifejezd.

Az A8. 4llitds tetszetds, de nem mély Altaldno~
sitdsa a kbvetkez6:
1. tétel: K; éleit s szinnel szinezve, valamelyik szin-
ben van egyszinii n pontu Usszefliggd részhipergraif.

1. kovetkezmény: Kg g-rétii particiéfedése mindig trivid-

lis.

2. kovetkezmény: Ha egy s osztAlyu hipergrifban bdrmely

8 élnek van kozts pontja, akkor az ©sszes élnek van, Ugy
is kifejezhets ez, hogy ‘Vs-l = g=1 =b8l T = 1 kovetke-
zik, /Itt, és a tovdbbiakban feltessziik, hogy a "bdrmely
s élnek van kozbs pontja" kifejezés hasznilata feltéte-

lezi, hogy legaldbb s é1 van./

l.,tétel bizonyitdsa: A szinek és a pontok szimdra vonat-

kozd indukcidét alkalmazunk. s=2 esetére a tétel A8.-DbS1
kovetkezik minden n:re. n=g esetén a tétel nyilvinvald-
an igaz minden s-re. E két dolog biztositja, hogy az in-
dukcié milkodik, Legyen s23, n>s és p tetszéleges pont
Kg -b81l. Hagyjuk el a p pontot Kg -bé1l, a kapott Kﬁ_l
hipergrifnak az indukcids feltevés ertelmében van egy-
gzinii, pl, piros n-1 pontu, Osszefiiggd H részhipergrifja.
Ha p-re illeszkedik Kz -ben piros el, akkor ezt H—hdz

hozzdvéve n pontu Osszefliggd piros részhipergrifot ka-

punk, és ezt akartuk bizonyitani. Ha p-re nem illeszke-
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dik piros é1, akkor vdgjuk le p-t K® -b&l. Igy a K977 hi-

pergrdfhoz jutunk, az indukcids feltevés értelmében ennek
van egyszinii, pl. kék n-1 pontu dsszefliggs H; részhiper-
grifja. H? minden éléhez p pontot visszatéve Kg kék, n

pontu, Bsszefilggl részhipergrifjsit kapjuk. 00O

3. K, 3-réti fedéseirdl.

LAttuk, hogy Kg 2-rétil particiéfedése csak trivi-
4lis lehet. Nézazlik meg,Kﬁ 3-rétil particiéfedéseinek struk-
turdjdt, Kﬁ hipergrdfon specidlis 3-rétil particidéfedése-
ket definidlunk, Legyen V/Ki/ = AjuA,uAyuh, , ahol
A; -k diszjunkt halmazok és.A4 lires is lehet, a tobbi a-
zonban nem iires. A particidfedés bAzishipergrifjinak é-
lel az AiLJAj halmazok i # j -re. Megadjuk a pdrhuzamos

osztilyokat:

PO, ={A1u Ay » Agu Ay} PO, = {Alu AL)
POE = {ayuny, AyvA,) ha A # @ PO, = {AjvAg) 23 Ay
POy = {A) VA, , Ay Al P05 = {A,vAg)

A definidlt bdzishipergrifokat B, -el és B,

jik. liegjegyezzik, A4 # @ esetén a pdrhuzamos osztdilyok

-vel jeldl-

megaddsdval mdr particidéfedést kaptunk, Ay = # esetén

azonban még nem,

2.Tétel: Ki 3-rétii, nem triviflis particidéfedéscnek bd-
zishipergrifja izomorf a fent megadott hipergr-ifok vala-
melyikével. /Az izomortidba a pdrhuzamos osztilyok meg-
felelkezését is belecrtve/.

0

1.Kovetkezmény : Kﬁ 3-rétii nem-triviflis P particiéfedé-




sénél @ /H/P// = 2.

2. Kovetkezmény : Kﬁ éleinek minden 3-szinezésében van egy

legalibb [g}* pontu egyszinii, Osszefiiggd részgréf.

A 2.Tétel segitségével a 2.Kdvetkezmenynél erd-
gebb 411itdst is kimondhatunk, mely az ugynevezett dlta-
linositott Ramsey elméletbe is beleillik. Ehhez vezessiik
be a ktvetkezl jelolést: r/kl’kZ’kB/ jeltlje azt a legki-
gebb természetes szdmot, melyre igaz a kovetkezd: n =
= r/kl,kz,kB/ -re Kﬁ grif éleit tetszdlegesen hdrom szin-
nei szinezve, valamely i-re /i=1,2,3/ Kﬁ tartalmaz egy

legaldbb ki pontu Osszefiiggd, egyszinil részgrifot.

3.Tétel: legyen 24k & kzl,:.k3 , ekkor

4m - 2 ha k k
r/kl'kz’kj/ = [

Megjegyzés: A tétel specidlis esete, a k1=k2=k3=k Helte
diagonilis eset szefepel [6]-ban, k=2m esetére hibdsan,
ezt Andrdsfai javitotta [1].

2.Tétel bizonyitdsa: legyen P H=K§ nem trividilis 3-réti

fedése. Tekintsiik P bdzishipergrifjit, ebben minden pir-

2
n

két particidja is lefedi, ekkor A9. d1lit:ds miatt ez

huzamos osztdilyban van €l - ellenkez3 esetben K. -t P
csak triviidlis particidéfedés lehet, ami ellentmond annak,
hogy P nem trividlis. Legyen e és f H/Pmax/ két éle kiildn-
boz6 pArhuzamos osztilyokbél., e~f és f-e nem lires, a ko-

zottik futd éleket H/Pmax/ harmadik p:drhuzsmos oszt:ilyd-
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b8l valé g €1 fedheti csak le. enNf # @, killénben g 2 e
/és g 2 £/ lenne, ami H/Pmax/~ban lehetetlen. Két eset
lehet: a./ ha e u f = V/H/ akkor konnyil 14tni, hogy e,f,g
élek alkotjdk H/Pmax/ éleit, ekkor H/Pmax/ nyilvén iio—
morf B,-vel., /e N f, e ng és £ N g alkotjdk Ayshyshsg
halmazokat/. b./ ha e U f valddi része V/H/-nak, akkor
e Nf éa V/H/ - /e u f/ kozotti éleket H/Pmax/ valamely
8, éle fedheti csak, mely e-t és f-et tartalmazd p:irhu-
zamos oszfﬁlyban nincs benne. g negg = # , hiszen g és
gl'ugyanabban a parhuzamos osztilyban van, Az el8z8hoz
hasonld érvelés mutatja, hogy V/H/ - /e u £/ és e-f ki-
zotti éleket olyan £y, V/i/ = /e v £/ és e-f kizotti é-
leket olyan ey él fedheti csak, melyre e,eq b 5 31 198 f,fl
ugyanabban a pdrhuzamos osztdlyban van, e,el,f,fl,g!g1
éleken kiviil tobb ¢1 nem is lehet H/Pmax/-~ban, ezt
konnyi ellendrizni, ilymdédon H/Pmax/ izomorf B,-el.0rm
3,Tétel bizonyitdsa: jelvlje f = f/kl’k2’k3/ a tétel-

ben szerepld fiiggvényt. Beldtjuk elfszor, hogy
r/kl'kz’kB/ £ f /i/
Tekintsiik e cé1bdl Kg -nek tetszdleges 3-szinezését, és
nézzilkk a szinezés dltal generalt particidéfedést K% -n.
Ha ez trividlis, akkor valamely szinben van egy Usszefiig-
g8, egyszinli reszgrif és f definicidja olyan, hogy
max/kl,kz,kB/ £ f. Feltehetjiik ezért, hogy a particidie-
dés nem trividlis. Alkalmazzuk a 2.Tételt, e szerint a
particiéfedés bdzishipergrifja izomorf By -el, vagy B, -
vel. a. Ha B;-el izomorf, vdlasszuk ki szt az Ai'Aj

pdrt, melyre |Ai| + |Aj| a legnagyobb. k,=k,=k;=2m



esetén f=4m-2, ezért |Ail + !Ajl 2 2m-1, de ha itt e-
gyenldseg 411, akkor pl. [A;l 2 m. Mivel a mdsik két hal-
maz is 2m-1 elemii egylittesen, ezért pl. lAklznh ahol
k kiilonbszik 1-t51 és j-t61. Iayl + (A | 2 2m, ami el-
lentmond Ai és Aj vdlasztdsinak., Azt taldltuk tehdt, hogy
|Ai| + (Ajl > 2m=k1=k2=k3. Ay v Aj azonban a particid-
fedéshez tartozdé fedohalmaz, ezert Osszefiiggl.egyszinil
régzgrafnak felel meg, ezzel a k1=k2=k3=2m esetet elin-
téztilkk., Minden mds esetben f%zmj;l és az elsd szinnek
megfeleld parhuzamos osztdly két diszjunkt ¢le koziil va-
lamelyik legal:ibb kl elemii, ami egy legalabb kl pontu,
vsszefliggbtsszefiiged egyszini résigrﬁfot jelent az elsé
szinben.

b./ Ha Kg 3-szinezése dltal generdlt particiéfe-
dés bAazishipergrifja Bz—vel izomorf, akkor az

k.a+k-+
el

juk ki, melyhez csak a k1=k2=k3=2m esetben férhet kétség,

k3-11
egyenlétlenséget hasznil-

azonban ekkor is f=4m-2 ¥ [-6—[;:-1-] minden m 21 -re.

A B, definicidéjdban szerepld Al’Az’A3 halmazok-
ra feltehetjilk, hogy |Ajl + 1A,1¢ ky-1 ,[A4] + | Aj) & kp-1
és | Al + | A5\ & ky-1, kiilonben nines mit bizonyitani.
Ezen egyenlétlenségeket Osszeadva 2f”§k1+k2+k3—3 adédik,

ahonnan
k

, +k+k =3 ko+k,+k =1
fe 152" ¢ [-—1—32—-3——] ani ellentmon-
dds, ezzel /i/-t igazoltuk,
Hitra van még annak igazol:dsa, hogy
r/kl’kZ’kB/ 2 f /11/
" Definiddnunk kell ehhez K?_l alkalmas 3-szinezését., Ha
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k1=k2=k3=2m, akkor f-1=4m;3. B, -ben IAll = | Ayl =

- |A3\ =m-1 , |A4\ =m vilasztdgsal a bAzishipergrif 1ltal
generilt szinezésben legfeljebb 2m-1 nagysdgu egyszini
osszefiiggo rész lesz., Ha f=2k,-1 és ky pdros, pl. k,=2m,
akkor B;-ben legyen |Al\ = |A4\ =m, |A,| = |A3l =m-1. Bk-
kor az l-es és a 2-es szinben legfeljebb 2m-1, a hdrmas
szinben 2m nagysigu Osszefiggl részt generil B;. kzé.kl
és k3> k, miatt ?z megfelel. /k3 = k, nem lehet, mert
ekkor k1= 2=k
Ha f=2k1—1 és kl paratlan, pl. k1=2m+1, akkor f-1=4m,

3=2m lenne, amit mir elézdéleg elintéztiink/.

és B,-ben valamennyi A,-t /i=1,2,3,4/ m-elemiinek vdlaszt-
va, mindhdrom szinben legfeljebb 2m=k1-1 nagysigu ossze-

fliggdé részt generdl Bl‘
k1+k +k,-1
Ha éi ki pidratlan, és f =, “'——TT—Q-_ , akkor
=1
B2—ben
IA |- k1+k2~k3-1 lA |- k1+k3+k2-1 L= k2+k2-k1-1
i 2 L 2 2 y 3 =

vdlasztdssal egész szdmok a tortek, tovdbbd nem negati-
vok, ezt elég Ay esetén ellendrizni: k3<.f, mert kiilon-
ben k3 lett volna a maximum /k3=f esetet ott intézziik el,

ahol k3 a maximnum/,
k1+k2+k3-1
k3( Pl = sy ahonnan 0< k1+k2-k3-1

adddik, A B, dltal generdlt szinezésben ki=1,ko=1,k,=1

3

nagysdigu Osszefliggo részek vannak az egyes szinekben, és
A = f—lo

Z Inl

Ha .% lti piros, akkor Ay-k elemszimat csOppet
médositani kell: ‘

k itk -k k,+k,~k,=2 k,+k -k, =2
lA1\=.1_2__2,‘A21=_.]:_2.__2_., IA3(= 2. 3 1

2 2 2
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Ebben az esetben kl-l, k2-1, k3—2 nagysagu Osszefiiggd
egyszind részgrifok vannak legfeljebb a B, Altal gene-
rilt szinezésben.

Végezetiil, ha f=k3, akkor K%_l valamennyi élét
a harmadik szinnel szinezhetjiik ki. Ezzel /ii/-t igazol-
tuk, OO

4. K 4-réti fedéseirsl.

Kﬁ 4-rétii fedései esetében a 2.Tételhez hason-
16 strukturatételt nem mondunk ki, mert nem érné meg a
veszbdséget. Kimondjuk azonban a 2.Tétel 1. Kovetkez-
ményének analdgidjdra a kiovetkezlt:
4.76tel: H=K2 4-rétil P particidfedésénél ¢ /H/P// 4 3.
4A,.Tétel: Ha Kﬁ grif éleit 4 szinnel szinezziik, akkor
pontjai lefedhet8k legfeljebb hdrom egyszinii, ©sszefiig-
g8 részgriaf pontjaival.

Kovetkezmény: Kﬁ éleinek minden 4-szinezésében van egy

legaldbb [%]“ pontu Osszefliggd egyszinii részgrif,
Megjegyezziik, hogy ezen kﬁfetkezmény dltaldnosi-
tdsdt a kovetkezd pontban fogjuk tdrgyalni. A 4.Tétel
lényegében pontos, amint azt a t=2,r=4,b=3,n=9 para-
méterekkel rendelkezd feloldhatd blokkrendszer mutatja.
EbbSl kiindulva minden 9-el oszthatd n-re konstruflhaté
olyan 4-rétil particiéfedés, melynek fedéshipergrifjdra
9 = 3, A konstrukcidé egyben a Kavetkezménj pontossdgdt
is mutatja.
A 4,Tételt a 4A, alakjiban fogjuk bizonyitani. A bizo-

nyitdshoz sziikség lesz az aldbbi lemmdra:
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Lemma: legyen G=K§ csucsainak halmaza hdrom diszjunkt,
nem-iires részre felbontva: V/G/= S%Vi' Tegylik fel, hogy
G elei 4 szinnel vannak kiszinezve, olymdédon, hogy Vi-re
nem illeszkedik €1, melynek szine i és csak az egyik
végpontja van V,-ben. /i=1,2,3/. Ekkor igaz a kovetkezd
két allitds valamelyike:

1. G csucsal lefedhet8k legfeljebb két, a 4.
gzinben Usszefiiggl részgraf csucsaival.,

2 G-Vi csucsai lefedhetdk egy egyszini Ussze-
fiiggd részgrif csucsaival valamely i-re. /i=1,2,3/.
Bizonyitds: A Vy és Vj kozotti élek két szinnel vannak
szinezve, igy a 9.Tétel, ill., annak 9A. megfogalmazdsa
alapjdan Vi Vj lefedhet8 legfeljebb két Osszefiiggl egy-
szinli részgraf csucsaival., Feltehetd, hogy pontosan ket-
t8vel fedhet8 le minden Vi,Vj par, ellenkezd esatben
ninecs mit bizonyitani - a lemma 2, d1llitdsa teljesiil.

Ha valamelyik Vi,Vj pdr, példdul vy és Vs unidja lefed-
hetd két, a negyedik szinben Osszefliggd részgraffal, ak-
kor osszuk V3 pontjait két osztdlyba: A legyen azon pon-
tok halmaza, melyekbdl indul 4. szini é1 vy vagy Vo fe-
14, B pedig legyen Vj—A. Ha A=@, akkor teljesiil a lemma
2. d4llitésa, ha B=@, akkor a lemma 1., 41llitdsa igaz. TIel-
tehets ezért, hogy A és B nem iires. Ha A minden pontj4bél
indul v, felé a 2. szinben é1, akkor a Vluv3 lefedhetd
a 2, szinben Osszefliggd részgriffal, hiszen B és vy kG-
zott minden €1 szine 2-es. Lbben az esetben teljesiil a
lemma 2, 41litdsa. Ha viszont A~ban van egy p pont, mely-

bdl V1 minden pontjdba 4, szini é1 fut, akkor a Vlu:vzx)
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U { p} pontok kézotti 4. szinli élek egy Ysszefiiggd grdfot
hatdroznak meg, ezért teljesiil a lemma 2. 4llitdsa.

A fentiek alapjdn feltehetjilk, hogy bdrmely két
vy és Vj egyesitése csak két kiilonbszd szinii Ssazefliggl
részgriffal fedhets le. Konnyil beldtni, hogy ekkor a fedé:
csak olyan lehet, melyben mindkét szinli Usszefiiggl rész-
.~t. Egyszeriien adédik /

J
két esetet kell csak megnézni/ ebbdl, hogy G-V, valamely

graf pontjai lefedik Vi-t vagy V

i-re lefedhetd a 4. szinben Csszefliggl részgridf csucsa-

ival, azaz a 2., 4llitdas igaz. [T

A 4, Tétel bizonyitdsa: leg&enek G=K§ élei négy szinnel
kiszinezve, és tekintsiink tetszdleges p pontot G-bSl. Le
gyen Al,Az,A3 a p pontot tartalmazé, az 1l.,2.,3. szinek-
ben Osszefiiggd, maxim’lis részgrifok ponthalmazai, Ezen
halmazok &ltal kapott diszjunkt felbontdsdt V/G/-nek X-
el fogjuk jeldlni, és indexként az X-hez azt irjuk, ahs-
nyadik A halmazban vannak egy halmaz pontjai a felbont:ic
bdl. X, -al azon pontok halmazdt jelosljiik, melyek egyik
Ai-ban sincsenek benne. Pl. X23 jelsli az Ae-ben és A3—
ban 1évd, de A, ~ben nem 1évé pontok halmazdt,

1. Ha X = @, akkor A;-k lefedik V/G/-t, azaz
V/G/ = S? Ay és ezt akartuk bizonyitani. Tegyiik fel e~
zért, hogy X, £ 0.

2, X123 f @ , hiszen p<§X123 . X103 és X, kozott
nyilvdn minden é1 4. szinil Ag-k maximalitdsa miatt, e-
zért az X104V X, halmaz 4ltal 4. szinben feszitett rész-
graf osszefiiggl.

3. Ha X4 = g valamely i-re /i=1,2,3/ pl. Xy = ?,
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akkor A2,A3 és Xyp3V X, halmazok dltal a 2.,3.,4. szinek-
ben feszitett részgrifok csucsai lefedik G csucsait és a
tétel igaz.

4, Feltehetjiik tehAt 3. miatt, hogy X5 £ d i=1,2,3
esetén, Alkalmazhatjuk a lemmidt ezen halmazokra, hiszen Xy
és X:j kozott nem mehet sem i, szinii sem j. szinli é1 Ay és
Aj maximalitdsa miatt. A lemmdbdl két dolog kdvetkezhet:

A; Xy lefedhetd két, a 4. szinben Osszefliggd
részgrif pontjaival, ekkor ezekhez a kettdsmetszetek is
hozzivehetlk, hiszen X, és Xpq 9 Xy és X139 X3 és'X12 ko-
zott minden é1 4. szinii. XOLJX123 adja a harmadik hal-
mazt G csucsainak fedéscéhez,

Bs Xi\}Xj lefedhetd egy Gsszefliggd egyszinii rész-
graf pontjaival, Tegylik fel pl. azt, hogy X1L1X2 lefed-
hetd igy. la Xip = #, akkor [uXs A3 és X123u X, hal-
mazok szolgiltatjik a kivint fedést. Ha X910 # ¢ és van
X, és X150 kozott 4, szini é1, akkor X123LJX0LJX12g)X3

osszefliggd a 4. szinben, ehhez XV X, fedShalmazit és
A3-at hozzivéve kapjuk a kivint fedést. Végiil, ha X, és
X0 kozott nincs 4, szinii é1, akkor kozottilk minden el

3. szindl. Ekkor X,UX, feddhalmazdhoz Aq -at és
XV Xyo -t véve kanjuk a keresett fedést. IO
5. K-

g-rétil particiéfedéseirdl.,

8=2,3,4 esetén az eldz8 szekcidkban m:ir kaptunk e«
redményeket. Az A8 Allitds, a 2.Tétel 1.Kovetkezménye és
a 4.Tétel Altalinositdsa lenne T.Ryser kivetkezd sejtese:

Sejtés: Kﬁ s-rétil particidéledéscnél a tedéshipergrif fe-
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dési szima legfeljebb s=1.

A sejtés mdAsik alakja:
Sejtés: Kﬁ minden s-szinezésénel Kﬁ pontjai lefedhetsdk
legfeljebb s-1 Ssszefliggd egyszinil részgraAf pontjaival.

A sejtés harmadik alakja:
Sejtés:Ha egy s osztdlyu hipergrdfban ¥ = 1, akkor T s-1.

Ryser sejtese a fentinél dltaldnosabb, a harmadik
alakban elmondva igy szdl: egy s osztdlyu hipergrdifban
T4 Y /s-1/. Ez 8=2 esetdén lényegében a Kénig tétel [12].
Erdekes megfogalmazni ezt a sejtést a mdsodik alakban is:
Sejtég:Ha egy grif éleit, melyben a fiiggetlen pontok
maximilis szdma A , s szinnel szinezziik, akkor a graf
csucsai lefedhetdk legfeljebb &£.s szimu dsszefliggd egyszi-
nii részgraf csucsaival, /K =2 esetén a Kénig tétellel
ekvivalens/.

Ebben a részben a Ryser sejtés egy kovetkezménydt
igazoljuk, nevezetesen a 2,Tétel 2.Kovetkezményének és a

44.Tétel kiovetkezményének dAltaldnositdsdit:

5.7étel: K. s-rétli particiéfedésénél a fedéshipergrif
rangja legaldbb [E%T]* .

Az el8z6khoz hasonldan ezt a tételt is kimondjuk
még két ekvivalens formdiban:
S5A.Tétel: Kﬁ éleinek minden sfszinezésében van egy lega-
14bb [E%IJ* pontu Gsazefliggd egyszinii részgrif.
5B.Tétel: Egy & osztdlyu n 41lii hipergrifban VY =1 esetén
van egy legaldbb [E%I]* foku pont.
Megjegyzés: n=/s-1/2u és n=/s—1/2u+1 -re a tételek éle-
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sek, ha 1létezik v=/s-1/2, k=g-1, r=s, A =1 paraméteri
feloldhatd blokkrendszer. Ebben az esetben minden n-re
feloszthatjuk Kﬁ pontjait /s—l/2 régzre egyenletesen,

és ezen részekbdl, mint atomokbdl elkészitve a fenti
blokkrendszert, a pirhuzamos osztilyok definidljdk a par-
ticidéfedést. Konnyii belitni, hogy a fedéshipergrif rang-
ja [sﬁiX* -el osztva l-hez tart. Kérdés azonban, hogy
olyan s-re, melyre a blokkrenszer nem létezik, pl. s=T-
re, hogyan lehet olyan g-réti particiéfedést késziteni,
hogy a fedéshipergraf rangja kozelitse az [E§T]*értéket.

5.,Tétel bizonyitisa: a tétel kovetkezik a pdros grifokra

vonatkozd 10.Tételbdl. Legyven ugyanis Kﬁ tetszdleges s~
szinezésében X egy tetszlleges egyszini Usszefiiggd kom-

ponens, Ha X Kg bsszes pontjdt tartalmazza, nincs mit

2
n

teljes pdros graf élei s-1 szinnel vannak szinezve. A

*
10.Tétel szerint ekkor [ E%T] nagysdgu osszefliggd

bizonyitani. Ellenkezd esetben az X és K~ -X kozotti

egyszinli részgrif létezik, ezzel a tételt igazoltuk.(IDd

6. 5; particiéfedései r-nél nem sokkal tobb rétiien.

A 2., szekcidéban igazoltuk, hogy Ki r-rétii par-
ticiéfedésének fedéshipergrifja n rangu., Most azt vizs-

gdljuk, amikor r-nél tobbrétii particidéfedésiink van Kg—en.

6.,Tétel: Legyen rg:;(-%Fl és r a3, Ekkor Krz; s-réti
particiéfedésénél a fedéshipergrif csucsai lefedhetdk s
éllel, melyek koziil minden csucs legaldbb r-et tartalmaz.

Ekvivalens alakban:
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6A.Tétel: Ha r<s < %1- és r =3, akkor egy s osztdlyu
hipergrifban, melyben birmely r élnek van kdzds pontja,

Trés.

r+1

l.Kovetkezmény: Ha r<s < és rz3, akkor I’i 8-

e 13 s’ 7 4 r i r ’ s r *
reti particidofedésének fedéshipergrafja legaldbb [55]
rangu,

ilszinezésre elmondva a kovetkezmény igy szdl:

1A Kovetkezmény: r& s < 2r+l és r 23 esetén KT éleinek
2 n

minden s-szinezésében van egy legalébb_[:§ﬂ1*pontu egy-
szinll, Ysszefliggd részhipergraif,.

Az 1A.Kovetkezmény s=1 esetén az 1,Tételt adja.
s=r+1 -re a becslés minden r2 3-ra pontos, ezért ezt kii-

1on kiemeljiiks

T.Tétel: Ki -nek r 23 esetén minden r+l -rétil partici-
*
6fedégében a fedéshipergriaf rangja legaldbb [—%%T "

Ki -nek van olyan r+l -rétii particiéfedése, melyben a

rn 1%
rang pontosan [511—. .

TA.Tétel: Kg -nek r2 3 esetén az élek minden r+l -szine-
zégében van egy legalsibb {;5%—]“ pontu egyszinii, Ossze-
fiigg6 részhipergrdaf, és van olyan r+l-szinezés, amely-
ben pontosan ennyi a legnagyobb bsszefﬁggé, egyszini
részhipergraf mérete.

l.llegjegyzés: Az r=23 lényeges megszoritis, r=2-re a

fenti tételek nem igazak. Ebben az esetben a 3.Tétel ér-
vényes. Azt, hogy a 7. és TA. Tétel pontos, az 1. szek-
cié P1l. példdja mutatja.

2.legjegyzés: A 6.Tétel nagysdgrendileg a lehetd legjobb,




ezt a P2, példa mutatja az 1. szakaszbdl, itt ugyanis a

bdzighipergrdf rangja /r-l1/ju+u és s=r+j, ezért

1
rm r//r-1/ju+/3+1/u/ I:E
- _rﬂ = r.’:j Feee= _r 3
/r=-1/ju+u /r=1/ju+u 5 5 I%I
T

és ez l-hez tart, ha % 0-hoz és r végtelenhez tart.
Specidlisan tehdt minden fix j-re /1£ j< E%l / asszimp-

totikusan pontos a tétel, de pl. j= [V7F] esetén is.

3.Megjegyzés: A 6.Tetel Z%il -nél kisebb rétii partici-
6fedésekkel foglalkozik. Az 1. szakasz P3. példdja azt

mutatja, hogy Q%il -rétii particiéfedés esetén a 6., Té-
tel mAr nem asszimptotikusan pontos. Ennél a példanal u-

gyanis
r.v/r + 1/
rn Ir+ )
8 . - 2 - 5 3r2§ T ¢s ez % ~hoz tart
r/r- 3/ r/r - 3/ ‘

ha r végtelenhesz.

6,Tétel bizonyitdsa: r=s esetén igaz a tétel, ezt az 1.

Tétel biztositja. Legyen rés & 2PrL | Peltenetjiik, hogy
Kg -nek olyan s-rétii particiéfedése van adva, melyben e-
gyik pdarhuzamos osztdly sem felesleges, azaz minden i-re
van olyan Cy fedSéhalmaz az i. pdrhuzamos oszt4lybdl,

hogy Jj#i esetén Ci$ C'j , ahol Cj a j. pirhuzamos o8z~
tdly egy fed6ha1maza. /Ellenkez8 esetben indukcidét alkal-
mazhatunk/. Vdlasszuk ki tehdt C15Cpse0sCy fedéhalmazo-

kat kiilonbozd pdrhuzamos osztidlyokbdl, ugy, hogy ezek a
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fedéshipergrif maximdlis élel legyenek. Jeltlje L/H/ a
C1sCpseesCy  6élekbSl /és K, pontjaib6l/ 4116 H hipergraf
élgrafjat, tehdt L/H/-nak s pontja van, és két pont ko-
zott pontosan akkor van él, ha a megfeleld H-beli élek-
nek van kozos pontja. Legyen j=s-r, ekkor feltételiink
szerint J < 551 .

Bebizonyitjuk, hogy a H hipergrdfban minden pont
foka legaldbb r. EbbSl a tétel mdr kidvetkezik. ElBszor
egy lemmdt bizonyitunk:

Lemma: L/H/-ban a fliggetlen élek maximidlis szdma legaldbb
J+l.

'+ Lemma bizonyitdsa: Ha XqYqseeesXp Yy ©€8Y maximdlis fiig-

getlen élrendszer L/H/—ban,bakkor ezen élek végpontjai-
nak elhagydsdval viésiamaradé X ponthalmaz iires és min-
den X34 paAr teljesiti a kovetkezd két tulajdonsig vala-
melyikét:

le xi—b61 vagy yi—b61 nem fut él1 X-be

2 xi—b61 és yi—b61 egyetlen é1 fut X ugyanazon

pontjdhoz.

Vélasszuk ki minden X;¥3 parbdl azt a pontot, melybdl
legfeljebb egy é1 fut X felé, ezen pontok alkossik az
Y halmazt. Az Y-beli pontoknak megfeleld H-beli éleknek
van olyan reprezentinsrendszere V/H/-ban, mely idegen az
X-nek megfe1e16 H-beli élektdél, hiszen ha Y egy pontja
nincs X-el Ossgszekdtve, akkor ezen pontnak megfeleld H-
beli é1 tetsz8leges pontja megfelel, ha pedig Y egy ¥y
pontja egyetlen X-beli x ponttal vén osszekdtve, akkor

az y-nak megfeleld8 H-beli é1bdl kivonva az x-nek megfe-
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lels5 H-beli é1t, a kiilonbség /nem lires, mert nincsenek
tartalmazkodd ¢élek H-ban/ tetszdleges pontja megfelel.

A Cy-k 4tszdmozdsdval elérhetd, hogy az X-nek megfeleld
H-beli élek legyenek Cys+esC, » 82 Y-nak megfelels H-be-

1i élek C és az utdbbiakbdl vdlasztott repre-

ur1? 20y
zentdns rendszer pedig Pup1re 2Py o /wiv/. Ha w {r, ak-
kor gici -t81 idegen pontokkal egészitsiik ki a p; pon-
tok halmazdt, ha w> r, akkor hagyjunk el néhdny p; pon-
tot, esetleg C; halmazt is, ha u>r - olymédon, hogy az
uj indexhatdrokra max/u’,w’/=r legyen., Tekintsilk azt az

r osztdlyu teljes T hipergrifot, melynek osztdlyai a
C13CnseeesCs halmazok és a Pyusgy s2eee9Pys pontok,

/u’€ u esetén a pontok nem szerepelnek/. Ezen T hiper-
grif élei nem lehetnek az 1,2,...,u’ -edik pArhuzamos
osztdlyba tartozd fedShalmazzal lefedve, mert T egy é-
le tartalmaz pontot Ci-b6l l14idu’ -re és Cy-n kiviil-
r81 is. Nem lehet T egy éle olyan parhuzamos osztdlybdl
sem.fedvey melyben az a C; van, melyet Py reprezentdl
w+l&i€w’ -re, mert C,-bS1l tartalmaz pontot /pi-t ma-
gdt/, de tartalmaz Ci—n kiviili pontot is, hiszen feltevé-
siink szerint C, legfeljebb egy élt metsz CqseeesCp é-
lek koziil és u’Z 2 mivel u’2 r-j > 2—51 /3 £ %—l- / és

r 3. Ilyen médon T éleit legaldbb v pdrhuzamos osztdly
nem fedi, ha w<r és 1egélébb r pirhuzamos osztdly nem
fedi, ha w=2r, Miutdn azonban v=r+j- | Y| és j-l¥Yl20,
ezért var, igy elmondhatjuk, hogy T éleit legaldbb r

szdmu pdrhuzamos osztdly fedShalmazai nem fedik, azaz

legfeljebb r+j-r=j szdmu pdrhuzamos osztily fedShalmazai
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fedhetik. Alkalmazzuk a 3.Tejezet 8.Tételét, mely szerint
r+l-j szdmu ogztdlyadt lefedi T-nek a T éleit fedd J szdmu
pirhuzamos ogztdly valamelyik F fed&halmaza. Ha |Y| &3],
akkor felhaszndlva, hogy r+1—j2>j / E%l > j ekvivalens
8 < 2§—+l -vel/ T tartalmaz egy Cy élt valamely 1£1i4 u-
ra, ami ellentmondds, hiszen ez a Cy maximdlis volt, azaz
onmagin kiviil mds é1 nem fedheti. Igy lYl= k > j, tehdt
legaldbb j+1 fiiggetlen é1 van L/H/-ban.O

‘ Folytatva a 6.Tétel bizonyitdsdt, vdlasszunk ki
j+1 figgetlen é1t L/H/-bél. Indirekt médon bizonyitunk.
Tegyilk fel,.hogy H-ban van olyan pont, melynek foka r-nél
kisebb, legyen-ez Xqe Jeloljiik Il-el azon i indexek hal-
mazdt, melyre Xﬁ_é Cy» Io-vel azon i indexek halmazit,
melyre x, ¢ Cye IIll<.r feltevésiink szerint. Két esetet
kiilonboztetiink meg:

A. ha IIl\g j+1, akkor j+1—|11\ fliggetlen é1
van.L/H/-ban melyek végpontjainak megfeleld élek H-ban az
x,-et tartalmazé élekt8l kiilonbozdk. Ezen élekbdl kivd-
laszthatd j+1-|Ill szdmu pont, melyek az xl—et nem tar-
talmazd élekbdl 2/j+1-|Ill/ szdmut lefognak, ezen pontok
halmaza legyen Xye Az Xy halmaz és az Xq pont dltal le
nem fogott H-beli élek szdima legfeljebb s-2/j+1-|Ill/—
—lIll , ezért

max /|I,l, 8-2/§+1-11,1 / - 1,1/ L
szimu pont kivdlaszthatd H-bdl, melyek az Il—beli in-
dexii élek egyikében sincsenek benne, tovibbd az xq és
Xy 41tal le nem fogott élek mindegyikét metszik. Ezt az
X, halmazt ugy konstrudljuk, hogy az x; és X; 4ltal le
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nem fogott élekbd8l kivonjuk az I,-beli indexii éleket és

a kiilonbséghalmazokbdl vilasztunk pontokat. /A kiilonb=-
gég nem ilires, mivel H-ban nincsenek tartalmazkodd élek/.
Ha /i/-ben a két szdm, melynek maximumidt vessziik, nem e-
gyenld, akkor bizonyos xq 111. Xy 4ltal le nem fogott
élekbdl nen kell kivonni I,-bell indexi élt /ha a mdso-
dik mennyiség a nagyobb/ vagy bizonyos Il-beli indexii
élekhez kiilsS pontot kell vilasztani, nem torddve azzal,
hogy ez milyen x, és Xy 4ltal le nem fogott halmazban
van benne /ha a; elsd mennyiség‘nagyobb /i/-ben/. Az
{XﬂL}Xl\1X2 = X halmaz H Ssszes é1ét lefogja és "elke-
rili" azaz minden H-beli e élhez van olyan x€& X, hogy
x:%e. Ha beldtjuk, hogy [X[é;r, akkor ez ellentmondis,
hiszen ekkor.X—et teteszélegesen r elemii halmazzd egészit-
ve ez az éle Kg-nek nem lehet lefedve egyetlen fedohal-
mazzal sem. Valdban:

\Xlé]ﬁj+1—llll+s-2/j+1-lIﬂ / - 11jl = s=j = r ,amennyiben
/i/-ben a 2, tag adja o maximumot, és

|X\$1+j+1-lIll +lIll = j+2%&r, ha /i/-ben az 1. tag adja

a maximumot. j+24r r23 =bdl és - j < r;l b8l ktvetkezik.

B. |IlL>j+l esetén az A. esethez hasonléan ji-
runk el, csak ekkor a fiiggetlen élekre / és az X4 halmaz-
ra/ nincs sziikség. X, halmazt V/i1/=ban ekkor ugy konstru-
dljuk, hogy az I, ~beli indexii halmazokat és az I, -beli
indexiieket pirositjuk /amig lehet/ ugy, hogy mindig egy
Il—beli indexii é1b381l vonunk ki egy Iz-beli indexii é1t,
és a kiilonbségbdl v:ilasztunk pontot. Ekkor az X, halmaz

max /IIlI,IIzl/ /ii/
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szdmossdgu lesz, ezért az X ={xﬁ\JX2 szdmossidgdra
|x| &1+ (Il &r , ha /ii/-ben az elsd tag a nagyobb, mivel
[I,] < r feltevis volt és
|X|§5A1I2|=1+s-l1ﬂ { 1+8~/j+1/ = 8-j =r , ha a mdsodik
tag adja a maximumot /ii/-ben.-/Itt [I4] > j+1 -et hasznil-
tuk fel./

Mind az A, , mind a B, esetben ellentmonddsra ju-
tottunk, ezért l11l< r feltevésiink helytelen volt, ezzel a

6.Tételt igazoltuk. [(TI



— 36 —

3. Teljes r osztdlyu hipergrifok particidéfedései.

l. Ebben a részben néhdny, r osztilyu hipergrifokra vonat-
koz4 eredményt vizsgilunk, melyek Snmagukban is dérdekesek,

de felhaszndldsra keriilnek mds tételek bizonyitdsdira is.

8.Tétel: Legyen H egy r osztilyu teljes hipergrif és H-n
egy s-rétii particidéfedés. Tegylik fel, hogy 1&s&r+l és

r 23. Ekkor van olyan fed8halmaz, mely H-nak legal:bb
r+l-s osztdlydt lefedi.

liegjegyzés: A tétel a kbvetkez§ alakban is megfogalmazha-
t6: ha egy H r osztdlyu /rg 3/ teljes hipergridf éleit a;
gzinnel szinezziik, akkor valamelyik szinben van egy Ossze-
fliggd, legaldbb r+l-s osztdlyt tartalmazé részgrif,

Kovetkezmény: Ha egy r osztdlyu teljes hipergrif eleit

ugy fedjiik particidkkal, hogy minden fed&halmaz valddi
médon kettévdgja a hipergraf minden osztilydt, akkor leg-
alfbb r+l particidra van sziikség r&3 esetén., r=2 re két

particid is elég, mint ezt az aldbbi 4bra mutatja:

e
\\//
7~ \\

llegjegyzés: A 8,Tétel éles, abban az értelemben, hogy
minden 14s&r+l , r23 esetén van olyan H r osztilyu tel-
Jjes hipergrif és H-n olyan s-rétii particiéfedds, melyben
minden fedfhalmaz H-nak legfeljebb r+l-s osztilyit tartal-

mazza. Ilyen IH-t a kovetkezdkdéppen konstrudilhatunk:
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H pontjait egy r sorbdl és s oszlopbdl 4116 métrixbgn 4db-
rdzoljuk, a sorok felelnek meg H osztdlyainak. Az i. par-
ticié az i, oszldp felss s-1 elemébdl és ennek komplemen-
ter halmazdbdél All.

8.Tétel bizonyitisa: Legyenek C11Cp9ee4Cy Olyan fedfhal-

mazok a parficiéfedés l.y2e50098. particidjibdl, melyek
mindegyike H legaldbb egy €lét lefedi./lla ilyen C;-ket
nem tudunk valasztani, akkor indukcidval s-1 particid

is lefed/. Tegyﬂk.fel, hogy ezen fedShalmazok egyike sem
teljesiti a tétel kovetelményét, azaz H-nak legfeljebb
r-s osztdlydt tartalmazzdk. Ebben az esetben minden Cy
halmaz legaldbb s osztilyt metsz [-ban valédi médon. Ilel-
tehet3, hogy s 2, hiszen s=1 esetén 41litisunk evidens,
Vdlasszunk ki két killonbszd osztdlyt H-bSl, melyek egyi-
két Cl,'mﬁsikét C, metszi valddi mddon. Vdlasszunk ki egy
ezen osztdlyoktdl killonbszd harmadik osztilyt H-bdl és
ebbSl egy a pontot./r &3 /. Tegyilkk fel, hogy pl. a€Cy
és a¢02 - 1l4tni fogjuk, hogy egyéb illeszkedés eseten
is hasonléan megy a bizonyitds. A C,-et valédi modon
metszd osztdilybdl vegylink egy b pontot ugy, hogy b#icl,
a 02—t valdédi médon metszd osztilybdl pedig ¢ pontot,
ugy, hogy c€502. Konnyii 14tni, hogy a,b,c pontok kdzott
van kettd, melyek C,-re és Cz-re'ellenkezﬁen illeszked-
nek, hiszen be02 esetén a és b, c?ﬁC1 esetén a és c,
b¢02 és cecl esetén b és ¢ megfelel. Izt a két pon-
tot xl-el és xz-vel jeldljiik. legjegyezzilk, hogy Xq és
x, kiilonbozs 09zt41ybdl valé. Ha X1s%pseesXy mir ki van

vilasztva és j< s, akkor xj+l -et vidlasszuk ki ugy, hogy
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X341 H egy ujabb osztdlydban legven az el’zd x;-k oszta-
lyaihoz képest, tovAbbd Cj+l—ben vald tartalmazkoddisra
xl—hez képest ellenkez8en viselkedjen. Ez elérheté, nert

feltevésiink szerint C

541 legaldbb s osztdlyt metsz valddi

mddon, és X13XpseesXs J <8 miatt nem "ronthatja el" ezek

J
mindegyikét., A fenti eljirdissal kivilasztott X1ge09Xg DON-
tokat szilkség esetén egdészitsiik ki tovabbi pontokkal ugv,

| hogy H egy E é€lét kapjuk. Lz éz éi nem lehet lefedve egvik
particiévél sem, hiszen, ha a j. particié lefedi, skkor

xl,xj € E miatt xl’x,j €C konstrukcidnlc azonban ennek el-

j’
lentmond. Ezzel beldttuk, hogy 01,02,...,0s valamelyike

lezaldbb r+l-s osztilyt tartslmaz H-bSl.rrmd

9.Tétel: Legven H r-osztilyu teljes hipergrifon P r-reti
particiéfedés. Tkkor @ /H/P//4r.

9A.Tétel: Ha H teljes r osztilyu hipergrif cleit r szinnel
szinezziik, akkor II pontjai lefedhetik legfeljebb r szimu
egyszinli Osszefiiggd reszhipergrif pontjaival.

9,Tétel bizonvitdisa: r szerinti indukcidval bizonyitunk.
y

Legven r=2 és tekintsiik az elsé particidét. Ha ebben vala-

mely T fedShalmaz belemetsz a piros grif mindkét osztdlyd-

ba, X-be és Y-ba, akkor a kivint fedeést adja

a. I ha XNF=X ¢és YNTI=Y

b. P és /X-/XNTF//uY -t tartalmazd fedb8halmaz a miso-
dik particidbdl, ha XNF£X és YNy ,

C. P és /Y-/YNT//yX -et tartalmazd fedShalmnz a miso-
dik particidébdl, ha XNTF=X es YNT#Y .

d. X=/XNT//u/in?/ -et és /Y-/iNT//uU /;%nlv/ -et
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tartalmazdé fedB8halmazok a mdsodik particidébdl, ha X n F#X
ésY NF#Y,

Ha az elsd particidéban nincs olyan fedShalma?,
mely a pdros grdf mindkét osztdlydba belemetsz, akkor a
mdsodik particidé trividlis, azaz egyetlen fedchalmaza le-
fed, ezzel az r=2 esetet elinteéztiik.

Legyen most r 23 és tekintsiik H r osztdlyu teljes
hipergrif r-rétii particidofedését. A 8.Tétel alapjdn van
olyan F fedShalmaz, mely H egy osztdlydt tartalmazza. H?
r-1 osztdlyu teljes hipergrif pontjait definidljuk ugy,
hogy H-b6l hagyjuk el az F 3ltal lefedett osztilyt, mis
osztdlyokbdél pedig valasszunk I" A41tal le nem fedett pon-
tokat, ha ilyen nincs, akkor tetszdleges pontot. Ha F
H’ minden é1ét lefedi, akkor nincs mit bizonyitani, H
particiéfedése H’-n r-1 rétii particidéfedést indukdl,
mert H I'-et tartalmazd particiéjdban csak F fed élt. Az
indukcids feltevés alapjép H? pdntjai legfeljebb r-1 fe-
déhalmazzal lefedhetok, ezek kibdvitései és F adjdk H
kivint fedését. IO '
Megjegyzés: A 9,Tétel pontos, abban az értelemben, hogy
minden H r osztdlyu teljes hipergrafnak, melyben van egy
legaldbb r pontu osztdly, van olyan r-rétii particiéfedé-
se, melynél a fedési szém pontosan r. Ezt ugy definidl-
hatjuk, hogy a legaldbb r pontu osztdlyt r nem lires disz-
junkt.réSZre bontjuk, és az i. particid az i. rész pont-
jaibdl és a tobbi osztdlyokbdl és ennek komplementerébdl
411, |
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2. Teljes paros grifok particidfedései.

A kdvetkezd tétel teljes pdAros gridfokra /r=2/
vonatkozik és Lehel Jendvel bizonyitottuk az 5.Tételhez
segédtételként, de onmagdban is érdekes:
10,Tétel: Ha egy n pontu teljes pdros grdfon adott egy t
rétii particidéfedés, akkor a fedéshipergrif rangja lega-
14bb [%Y \
10A,Tétel: Ha G n pontu teljes piros graf éleit t szinnel
gzinezziik, akkor van G-nek egy egyszinii, Osszefiliggd, leg-
alabb ‘%]‘ pontu részgrafja.

Megjegyzés: a tétel "nagyjébél" pontos. Ha G égy teljes
pdros graf, akkor mindkét kromatikus osztdlydt osszuk fel
egyenletesen t részre és ezen részek kozotti éleket szi-
nezzilk ki a t-t teljes pdros grif egy 1l-faktorokra bontd-
gsa szerint - egy l«faktornak egy szin feleljsn meg. Ebben
a szinezésben hinden szinben "nagyj4abdl" [%] az Osszefiig-
g8 komponensek pontszéménék'maximuma. Ha G valamelyik osz-
tdlydnak pontszdma oszthaté t-vel, akkor pl. pontosan [%Y
ez a maximum,

Megemlitjilk ezzel kapcsolatban a kiovetkezd sejtést:
/Lehel Jen8vel sejtjiik/

Sejtés: Ha G teljes pdros grif éleit t szinnel szinezziik,
akkor G csucsai lefedhetdk 2/t-1/ egyszinii Osszefiliggd rész-
grif csucsaival,

l.Megjegyzéas a t=2 eset a 9,Tétel speciilis esete.

2.llegjesyzéagst=3-ra konnyii igazolni a sejtést: elég vala-

mely szinben egy komponenst tekinteni, ha ez A és B halma-
zokbél tevddik “ssze, akkor A és Y-B ill, B és X-A kozdt-
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ti teljes pdros grdfok két szinnel vannak sziﬁezve, igy
ezek 2-2 egyszinil Usszefliggd részgréffal lefedhetdk a
t=2 eset alapjdn. /X és Y a pdrds grif két osztdlydt je-
1511,/

3.Megjegyzés:2/t-1/ helyett 2t-1 -et irva a sejtés igaz,

ez trividlis: legyen pq egy piros él. A p-re és g-ra il-
leszked$ piros élek és a p-b8l ill, gq-bSl induld nem piros
csillagok dltal meghatfrozott részgrifok adjik a kivint
fedést, Ugy tlinik, hogy ez a sejtés is hasonlit Ryser

mér emlitett sejtéséhez / mely szerint teljes grif éleit

t szinnel szinezve t-1 Usszefiiggl egyseinil riszgrif csu-
csaival lefedhet8k a teljes grdif csucsail/ abbdl a szem-
pontb6l, hogy t-1 helyett t-t irva trividlis 411itdst ka-
punk,

4.Megjegyzés: 2/t-1/ nél kisebb szdmra a sejtés nem igaz,

ezt a kovetkezd példa mutatja: Tekintsiik azt a pdros gri-
fot, melynek felsd osztdlydban t-1 pont, az alsdéban £
pont van, A t! pontot fogjuk fel ugy, mint t elem t-1
ogztdlyu ismétlés nélkiili varidcidit. A fenti i. pont és
a lenti ajay.ee8y 4 permutdicidé kozotti é1 szine a;. Bzt

a griafot t=3-ra az alébbi Abra mutatja:

11,Tétel: A fent definidlt pdros grif csucsait 2/t-1/ -
nél kevesebb dsszefiiggd égyszinﬁ részgrif csucsaival
nem lehet lefedni,

Bizonyitis: Feltehetjilk, hogy a fedés a felsd pontokra
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illeszkedd csillagokbdl dall. Rendezziik ugy el a fenti pon-
tokat, hogy az i. pontra x; szdmu egyszini csillag illesz-
kedjen a fedésbl’l és xlé Xo& «o&8Xp 4 teljesiiljon., Beldtjuk
azt, hogy valamely i-re xig i+l. Ha ugyanis xigi minden
14£i &£t-1 esetén, akkor vdlasszunk egy olyan szint, mely

a t-1 -edik pontra illeszked§ feddesillagok szinétdl kii-
16nbdz5, ezutin olyat, mely a t-2, pontra illeszkedd fe-
dScsillagok szinétSl és a mdr vdlasztotfy gzintdl kiilonbs-
z8, és igy tovdbb. xiSi feltételiink biztositja, hogy ez
az eljdrds folytathaté. Igy t-1 szint vdlasztottunk ki, és
az az alsé pont, mely az i, felsd ponttal éppen az ahhoz
vdlasztott szinnel van 6ssz¢k6tve, nen lehet lefedve - ez
ellentmondds.,

Van tehdt egy olyan i, hogy xig i+l. Ekkor
t-4

-4 {-4
2oxi= 2 X, 42 x. 2/i-1/+/i+1//t-1/
50 d 4o Td T gec T

Beldtjuk, hogy a jobboldal 2/t-1/-nél nem kisebb, azaz
/i-1/+/i+1//_t-i/2 2/t=1/ ami i=1 ese-
tén egyenléség, kiilonben Atrendezve és i-1 el leosztva
t2 i+l egyenldtlenségbe megy: 4t, ami igaz, hiszen t-1
pont van feliil., Azt kaptuk, hogy
ng 2 2/t-1/ és ezt akartuk beldtni.

5.legjegyzés: A sejtést elég olyan szinezésekre bebizo-

nyitani, amelyben minden szinben minden Gsszefliggl egy-
szinll részgrif teljes pAros graf. Ha ugyanis H egy olyan
egyszini pl. ‘piros Gsszefiliggd reszgrif, amely nem teljes,
akkor legyen ennek ab egy hidnyzd, azaz mdisszinii, pl. kék
éle, Ekkor felbontdsunk a kovetkezd lehet: H-hoz vegylik

hozzd az a és b pontbdl indulb Gsszes piros élt - ez lesz
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az elsd részgrif., ab élhez vegyllk hozzd az a-bdl és b-bsl
induld eszes kék é1t - ez lesz a mdsodik részgréf. A fel-
bontds tobbi részgrifjit az a-bdl és b-bdl Ln@&?d egyszi-
nii, pirostdél és kékt8l kililonbtzd csillagok alkotjdk. Lzek
gzima legfeljebb 2/t-2/ és ehhez jon még anmér definiélt
két részgrif. Igy legfeljebb 2/t-1/ szamu egysziﬁuAﬁssze—
fiiggd részgriaf csucsaival lefedtilk a teljeé piros grif
osszes csucsdt.

10,Tétel bizonyitisa: A tételt a 10A. alakjdban bizonyitjuk.

" 2 ®

A bizonyitie lényege annak kimutatdsa, hogy a keresett [%]
pontu dsszefliggd egyszinii részgrifot abban a szinben meg-
taldljuk, amely szinben a legtébb éle van G-nek.

Tekintsilk a kovetkezd széls8eérték feladatot:-adott
m,n,M természetes szdmokhoz keresendék olyan r,\:&l,..,xr
és Y1s+es¥, men negativ egészek /r-rél feltesszilk, hogy
pozitiv/, hogy

X
1/ 2. Xi=m, i ¥y:=n , X.+y. &M minden 1% i & r-re,
LY i =1 b & 1 i

és az f= é; X;¥; 8 lehetd legnagyobb. Az /i/-nek eleget

tevé x5 és y; sorozatokat egyszeriien megolddsnak fog-

juk nevezni. Egy megolddsban Xq9Y5 pirt telitettnek nevez-
ziilk, ha x;+y;=M, mig x;+y; < U esetén telitetlennek. Bebi-
zonyitjuk a kSvetkezé lemmdt:
Lemma:Az /i/ feladatnak van olyan &,,,8, ; Dy,.e,b OD-
timdlis megolddsa, melyre | A
A, Tgyetlen telitetlen pdr van /ez lehet a 0,0 pdir/.
B. Ha a),b, jelbii a telitetlen pfrt, akkor a,2a)
és b; 2 b, minden 1£i<k -ra.

Bizonyitis: legyen ByseesB) 3 Dysee,b) 8 feladatnak olyan
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optimdlis megolddsa, melyben a lehetd legtSbb pdr telitett
és ezeken beliil a lehetd legkevesebb pdrbdél 411. Beldtjuk,
hogy ezzel a vdlasztdssal a lemma dllitdsai teljesiilnek.
Ha lenne két telitetlen pdr, a;,by és a,,b, , akkor
legyen pl; alé a,. Ha blé by, akkor a,-et és b, -et cestk-
kentve, mig aZ-t és b2-t megfelelfen novelve tovidbbra is
optimdlis megolddst kapunk, de e novelések sordin vagy az
85,0, pidr telitetté vialik, va@ az aq,b; parbdl lesz a
0,0 par, és ekkerezt elhégyjuk. Mindkét esetben ellentmon-
ddsba keriiliink a vdlasztott megoldds definicidjdval. Ha
a;48, de by >b,, akkor by-et csdkkentsitk és b,~t ndvel-
jik ugyanannyival, ekkor a célfliggvény nem csokken, tehdt

tovibbra is optimdlis megolddst kapunk. E miivelet sordn

by = by-b, b} = bytb, ezéirt vagy az a,,b} telitett lesz,
vagy biébé bekovetkezik., Az els8 eset ellentmondds, a

mdsodik esetben viszont az a),b] és as,b3 parra a1$a2
és b]’__é_bé - azaz a midr tdrgyalt esetre jutunk, mely ellent-
monddshoz vezetett. Ezzel A.-t igazoltuk, hiszen ha egydl-
taldn nincs telitett pdr, azt ugy fogjuk fel, hogy a 0,0
pdrt telitetlen pdrként hozzdvessziik a megoldéshoz.,

B. bizonyitiséhoz tegyiik fel, hogy a telitetlen
a,b pirra és a telitett a’,b’ parra pl. a’<{ a. Definidl-
juk e pdrok helyett az a’+1,b’-1 és a-1l,b+l pdArokat., Azt
dllitjuk, hogy e cserével a cc¢lfiiggveny értéke nd./Az,
hbgy tovibbra is megolddst kapunk, nyilvdnvalé./ Ehhez
azt kell beldtni, hogy
/a'+l//b*<1/+/a=1//b+1l/ > a’b’+ab azaz a-a’+b’-b-2>0.

a+tb<a’+b?, mivel a,b telitetlen és a’,b’ telitett, azaz
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a-a’{ b’-b. Mdsrészt a-a®2 1 feltevésiink szerint, ezért
b'-b legaldbb 2, ami bizonyitja a kivdnt egyenldtlensé-
get. Ellentmonddsra jutottunk azzal, hogv megold:dsunk op-
timdilis volt. O

Folytatva a tétel bizonyitdsit, tegyiik fel, hogy G
griafunknak piros szinben van a legtdbb éle. G piros szinii
¢élei komponenseket hatdiroznak meg, legyenek KpseerXy, és
Yisees¥p 8 komponensek pontszimai G alsé ill. felsd osz-
tdlydban, Jel©ljiik tovibbd m-el és n—el G alsgé éa felsd
osztdly:inak pontszdmdt. Nyilv<n Z:x = iy ii

Tegyik fel, hogy Al1llitdisunk nem teljesiil, ami azt Jelenti,
hogy
X

x+y; € [E-fg-’l} -1 =M minden i-re. Az itt definiAlt
M-el /m és n-el/ az XyseesXp 5 YyseosVp megolddsai a lem-
miban szerepld feladatnak, ezért a lemma dltal biztositott
optimdlis megoldigra a cél{ﬁggvény nen kisebb, azaz

Z-, Xi¥3& & 83y /ii/.

fil/ jobboldala a kbvetkez6képpcn irhaté°

é & ( Z/a+b/- Za = Zb ) Faghy =

=4 l i (a{ csd

-1
2 ’, .
= M/m—ak/ - Z aj +ak Ko 281'61-’ alulrél becsiilhet-
jik, felhaszndlva, hogy négyzetigszeg adott Usszeg mellett

akkor a legkisebb, ha egyenletes a felbontds, Ezért

2
Z a;b; € M/m-a,/ - @r?k/-r + &by /iii/
Felhaszndlva, hogy G-nek legal:dbb [t ] piros éle van, /ii/
ég /iii/-bd1l kapjuk:

k

f r
mn m—a
[—F—] g:xiyi Z;aibi - M/m-ak/ s e I\L- + akbk

s>
I



min-a, =b,

Felhaszndlva, hogy k-1= e ,M/m—ak/-t kiemelve

K%_I_J_Yg M/m- //n b,,[ b

m+n- k' 3 A1)

Beldtjuk, hogy ennek pontosan az ellenkezdje igaz:

mn M/m-a b/ : ;
['%—] b m+n!-{-al lc + alcbk ami ellentmondqg.

Felhaszndlva a p & [p] { p+l egyenl8tlenséget, a felsd egdsz
részt elhagyhatjuk,li= [%] - 1 helyett pedig -’%ﬂ -t ir-

hatunk, azaz elég belritni az

%111_% m+n /m—a| //n—bk[ o B

egvenldtlensc-
i m+n-al bl k" k

get. legfeleld dtrendezés utin ez igy irhatd:
akn2+bkm2-akbk/t+1//m+n/+takbk/ak+bk/ 20 ., Ha a, vagy

bk 0, akkor ez nyilvdn igaz, egyébként acbk—val leosztva ésg

dtrendezve
2 . ) )
8 - fdlm B = /t+l/n + t/a,+b />0 adédik. Beldt-
juk, hogy
m;ak/ml/ da n?.bk/t+1/ /iv/

és ebb8l mdér az esgy sorral feljebb levd egyenldtlenség ko-
vetkezik, Mivel
™
. - jmEn) o . o _ [min . 1N
M= [—-f—] 1l és [T:T] ezért k=121,
azaz k2 t+l. A lemma B, #1llitfsa szerint a, és b, -ndl a
tébbi a.-k ill. b.-k nem nagyobbak,ezert
il ) é
& : 4 - 5 T
m = ay g_ kea, 2 /t+1/ak és n= 2 b, = k-by 2 /T1/by,.

il

Ezzel /iv/-et igazoltuk, és egyben a 10.Tételt is.[T13
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4. !&z és T kapcsolatdrdl hiperprifok Gsszegében.

1, Yk és T kapcsolata hipergrifok t-szerezesében,
Legyen H egy egyszerii hipergrif, ennek t-szerezését, Ht
hipergrifot a kovetkezd8 mddon definidljuk /t természetes
gzdam/: HY coucsai H csucsai, élei pedig H t szdmu, kiilon-
b6z8 clenek egyesitéseként irhatok, azaz
v/Hb v/ E/uY/= Onk : B, € E/1i/, E;#B; ha i#] ]
k=4 < : J

A kovetkezl: tétel C.Berge sejtése volt/[41278.oldal/:
12.Tétel:[9] Ha H Helly tulajdonsdgu és Y;/Ht/“ét, azaz
Ht bdrmely t+1 élének van kbzos pontja,'akkor'TYHt/é1u

A 12,Tétel éles a kivetkezl ~rtelemben:
13.7étel: [9] Minden t£2,u2l -hez létezik H Helly tulaj-
donsdgu hipergrif, melyre 'Yk_l/Ht/g;t-l, azaz H' bdrmely
t 31lének van kbzds pontja és T/HY/2 u.

Természetes kérdés az, hogy ne céak Ht -re, hanem
Ht részhipergrafjaira is bizonyitsunk a 12.Tetelben szerer-
16 tulajdonsdigot. Ehhez azonban nem elég az, hogy ! llelly

tulajdonsdgu, amint ezt a kivetkezd tétel mutatja:

14.7étel: 9 Minden t22,u,k21 esetén van olyan H lelly
tulajdonsdgu hipergrif es Ht-nek olyan H? részhipergrif-
ja, hogy ‘Yk_l/H’/§=k-1, azaz bArmely k élnek van k&zos
pontja és 'I"V/H’/g= U,

Kérdés azonban, hogy H nornalitdsa nem biztositja
e a 12, Tétel analogonjat Ht minden részhipergrifjira:
Kérdég: lia H normialis hipergraf és H? Ht olyan részhi-

pergrifja, melyre bdrmely t+l é1 metszi epymdst, azaz
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Y /H'/St, igaz-e, hogy T /H'/ St?

Konnyil beldtni, hogy a vdlasz igenld, ha H inter-
vallumrendszer a szdimegyenesen, vagy pl. ha H pdros grif.
Ha H egy fa részfarendszere, akkor a vdlasz csak t £3 eset-
ben ismert [71.

Ha Ht részhipergrifjairdl csak azt tessziik fel, hogy
bArmely t élnek van kozts pontja, azaz Vt_lét-l, akkor
H normalitdsa mellett is csak negativ eredményt tudunk il-

litani:

15,Tétel: Minden t £2, u2 1 -hez van olyan H normdlis hi-

pergrif és H' részhipergrifja Ht-—nek, melyre H? barmely t

élének van kozds pontja, azaz \ft_l/H’/ £ t-1 és T/H'/2u.
A t=2 gpecidlis esetben a 15,Tétel még erdsebb for-

mdban is igaz:

16,Tétel: Minden u=1l-hez van olyan H pAratlan kort nem
tartalmazd hipergraf és H? részhipergrdifja H2—nek, hogy
Y/ /=1 és T /H’/2u.

12,Tétel bizoynyite'\sa: Jelslje G L/II/ komplementerét., Te-

kintsiik az

A ={x:xev/e/,d/x/ 2t}  halmazt, ahol d/x/
x pont fokdt jelsli, Beldtjuk, hogy |A|<t. Tegyilik fel u-
gyanis, hogy |Al2t -ekkor vdlaszthatunk X 9XngeesXy kii-
1onb6z8 csucsokat d-bé’l, ugy, hogy d/xi/gt minden i-re
/l1eiet/. Az Y¥y,..,Y, csucshalmazokat definifljuk ugy,

hogy lYi\=t és Yi minden pont,ja legyen xi-vel gzomgzédos .
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Legyen Y = {X,..,x;} . Tekintsitk H' azon B, éleit, melyek
Yi pontjainak megfeleld H-beli élek egyesitéseként irhatdk
1=0,1,..,t-re. Igy t+1 61t definidltunk H'-ben, és konnyll
1l4tni, hogy ezeknek nincs koz0s pontja - ez ellentmondds.
Beldttuk tehdt, hogy (Al L t, ebbdl Tomescu egy tétele sze-
rint/ [3], 430. oldal/ kivetkezik, hogy G kromatikus szdma
lggfeljebb t, azaz L/H/ CQucsai lefedhetdék legfeljebb t
teljes graffal. H Helly tulajdonsdgu, ezért a teljes gri-
fok pontjainak megfeleld éleknek van kozos pontjuk, igy

T/H/ &% < ebbsl T/H'/ &t adddik.rrD

'13.Tétel bizonyitdsa: E tétel bizonyitdsdnil és a tobbi

negativ eredmény bizonyitﬁsénél felhaszndljuk a kovetke-
28 lemmat:

A,Lemma: Minden G grdfhoz van olyan H Helly tulajdonsigu
hipergrif, melyre L/H/ izomorf G-vel.

Bizonyitds: Konnyl ellendrizni, hogy G maximdlis teljes
grifjaibdl 4114 hipergrdf dudlisa megfelel H-nak.

Legyen G olyan graf, melyben bédrmely kor t2-nél
hoss;abb‘és kromatikus szdma legaldbb u+t. Ilyen grif 1é-
tezése [11]-b81 kovetkezik., Legyen H oiyan Helly tulajdon-
sdgu hipérgréf, hogy L/H/ izomorf G komplementerével., I-
lyen H létezését az A.Lemma biztositja. Belétjuk, hogy
T/Ht/gLL Ha T'/Ht/<tzlenne, akkor van egy legfeljebb
u-1 elemii léfogéhalmaza - ett8l a lefogdhalmaztdl csak
t-1 H-beli é1 lehet idegen legfeljebb, ezért H-ban van
egy u-l+t-1 elemii lefogérendszer, azaz T/H/€u+t-1, ez a=-

zonban ellentmond annak, hogy L/H/ teljes grifokkal vald
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fedésdhez legaldbb. u+t teljes grdfra van sziikség.

_ Megmutatjuk, hogy Ht barmely t élének van k&zos
pontja. Legyen Ei = \;{Elj’ Eé = -S{Ezj"" D{; = ;@.Etj
HY-ben t szdmu &1, ahol By -k H-beli éleket jeldlnek.
i3 jelolje az Eij élnek megfeleld csucsot L/H/~ban. Az
Y= {yij s 141,j¢t] csucsok 4ltal feszitett részgrif
komplementere nen tartalmaz kort, mivel \Y|£t°. Ebbsl
kifolydélag az Y halmaz pontjai elrendezhetbk ugy, hogy
bdrmely y € Y=hoz legfeljebb egy olyan y*€ Y van melyre
vy &Ly! és y,y’ él nincs benne L/H/-ban. Vdlasszunk ki csu-
csokat Y-bél a kivetkezd algoritmus szerint: kezdetben
legyen Y* = ¢, Ha van olyan'yijE'Y—Y’ ,‘hogy yij ossze
van kotve Y® minden pontjdval és Y& ¥’-b61 ifk kovetke-
zik, akkor a legkisebb ilyen yij -t vegylik be Y’-be.

/A legkisebb a fenti rendezésben értendd/. Ezen uj Y’-
vel folytassuk az eljdrdst, egészen addig, mig nem tu-
dunk mir tovdbbi Vi3 pontot vdlasztani.

Beldtjuk, hogy Y’ minden 1& i<t -re tartalmaz
olyan csucsot, melynek elsé indexe i. Ha ez nem lenne i-
gaz, akkor valamely i-re az Yi19Vi00 9V csucsok egyike

sem lenne Y?’-ben. lMinden k-ra és Yi-ra van olyan yk

k

€EY?
hogy ¥y < ¥y és Ys¥5) él nincs L/H/-ban./Ellenkez8 eset-
ben y,, bekeriilt volna Y’-be/. Nivel lY’1 & t, ezért van o~
lyan k és k?, melyre yk=yk’, ami ellentmond Y rendezésének.

Y?* ezért minden E} élet reprezentdl ~ azonban Y °?
teljes gridf, ezért H Helly tulajdonsdga miatt £§ L} #9.
Ezzel a bizonyitdst befejeztiik.[TT

14,Tétel bizonyitdsa: G grifot a kovetkezd méddon definidl-
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Juk: Legyen'G1 grif minden kore k-ndl hosszabb és kromati-
kus szdma 2u-ndl nagyobb. G csucsait mitrix-alakban kép-
‘zeljilkk el, melynek t sora ¢és V/Gl/ oszlopa van., G éleit
az els8 két sor definidlja: G, komplementerét helyezziik

el az elsd két sorba, még pedig ugy, hogy az egymds felet-
ti pontok egymdsnak feleljenek meg egy izomorfizmusndl., Az
elsd sor és a mdsodik sor kozotti Osszes é1t még hozzi-
vesszilk a grifhoz. Tekintsiink egy olyan H Helly tipusu
hipergrifot, melyre L/H/ izomorf G-vel. H’ részhipergrif
d11jon G oszlopainak megfeleld élek unidéibél. K6nnyﬁ iga-
zolni, hogy H’ eleget tesz a tétel kévetelményeinék.ﬁtﬂ
15. Tétel bizonyitdsa: Tekintsiink egy ut+2/t-1/ sorbdl és

t oszlopbdl 4118 mitrixot, melybdl a jobb folsd és bal al-
sé "sarokelemeket elhagyjuk. Ezen csonkitott mitrix elemei
legyenek G graf csucsai. G két csucsa legyen éllel Ossze-
kotve pontosan akkor, ha kiilénbozd oszlopban vannak, és

a kisebb oszlopindexii csucs "magasabban'" van, azaz sorin-
dexe kisebb., Az igy definidlt G grif maximilis teljes
régzgrifjaibdl képezett hipergrif dudlis hipergridfjs H
legyen, Ekkor H Helly tulajdonségg hipergrif, és L/H/
izomorf G-vel. H’ hipergrif dlljon G t-edik,t+l-edik,..
sut-edik sordnak megfeleld clek egyesitéséb61. Ekkor H?

gt

részhipergrifja lesz.

A. H normilis hipergrif - ehhez azt kell igazolni,
hogy G maximilis teljes grifjaibdl, mint élekbsl 41148
hipergrifban a pontok birmely V részhalmazdira 9 /V/ =
X /V/, azaz a V pontjait lefedd teljes grifok minimdlis

szdma megegyezik a V-ben 1lévi maximdlis ilires grdf pont-
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azamival./lla V-t, mint G pontjainak részhalmazdit tekint-
jiik/. Ha a G grif dleit ugy irdnyitjuk, hogy minden é1
"lefelé" mutasson, akkor G parcidlisan rendezett halmaz
lesz - igy V 4ltal feszitett riszgrif is az. Dilworth is-
mert tételét alkalmazva @ /V/=&/V/ adédik.

B. H?’-ben bdrmely t élnek van kozts pontja. Vald-
ban, H* t szdmu élének G t elemii sorai felelnek meg. A
legkisebb indexii sor elsd eleme, a kivetkezd sof mAsodik
eleme, ...,a legnagyobb indexili sor t. eleme teljes grifot
definidl G-ben, ezért H Helly tulajdonsign miatt ezen pon-
toknak megfelels H-beli (leknek van kozds pontja.

C. T/H*/ 2 u, mivel H?—nek legfeljebb t szémuﬁélét
lehet egy ponttal lefogni, tekintve, hogy G-ben t—ﬁél na-
gyvobb teljes grAf nincs.[1D

16,Tétel bizonyitdsa:sehhez elég azt észrevenni, hogy t=2

esetén az eléz8 bizonyitdisban szerepld G grif piros grdif,
ezért makimilis teljes részgrifjaibdl 4116 hipergrif onma-
ga, ennek dudlis hipergrifja nem-tartalmaz piratlan kort,
hiszen egy h hosszusdgu kdrnek a dudlisban is megfelel egy

h hosszusigu kor.

B V’k és T kapcsolata diszjunkt hipergrifok 6sszegéﬁen.
Hipergrifok t-szerezésének mintijira bevezethet-
Jjuk diszjunkt hipergrifok Usszegét is. Az Osszeg defini-
cidja megfelel egyéb strukturikon szokdsos Usszeg-defini-
cidknak: ha Hl,Hz,..,Ht.olyan hipergrifok, melyek csucs-

halmazai pdronként diszjunktak, akkor az Usszeg-hipergrif

csucsal s komponensek csucsainak, élei pedig © komponensek
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éleinek egyesitéseként irhatdk, azaz
+ . ¢ t
v/ gHi/ = Ov/ny/ és v/ Zuy/={ U By + ByeR/M /).

A 12.Tétel megfelellje itt mdr minden részhiper-
grifra igaz:
17.T7étel: Ha t diszjunkt llelly tulajdonsdgu hipergrif
Gsszegébeh H? olyan részhipergrif, melyben bdrmely t é1-
nek van kozos pontja, akkor T /H?/ &t és van olyan t ele-
mii lefogdhalmaz, melynek minden komponensben van egy-egy
pontja.,

Ha az Ogszegrll csak annyit tesazlink fel, hogy
bdrmely két élnek van kozSs pontja, ebb8l még nem lehet
T -ra becslést adni /mely csak t-t61l fugg/, még akkor sem

ha H-rél feltételezziik, hogy normilis, |
18.Téte}: lMinden u természetes szdmhoz van olyan Hy és
H, normdlis hipergraf, melyek diszjunktak és H Osszegiikre
V/i/=1 de T /H/Zu.

Erdekes, hogy normdlis hipergrif helyett kiegyensu-
lyozott /balanced/ hipergrdfokat véve mir pozitiv eredményt
tudunk 411itani, st pozitiv eredményt tudunk mondani azok-
ra a hipergrdfokra is, melyek Hellj tulajdonsdzuak, tovdb-
bd minden hdrom hosszusdgu korikben van olyan é1, mely a
kor mindhdrom pontjit tartalmazza. Mint arra Frank Andrds
rimutatott, ezen hipergréfok'pontosan azok, melyekben min-
den alhipergrif részhipergrifjai Helly tulajdonsdguak. En-
nek a megjegyzésnek alapjin ezeket a hipergrdfokat erdsen
Helly tdlajdonséguaknak nevezhetjiik. Erdsen Helly tulajdon-
sdgu hipergrifok osztdlydba tartoznak a kiegyensulyozott

/balanced/ hipergrifok.
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19.Tétel: Minden t-hez és k-hoz van olyan f/t,k/ eziu,
hogy amennyiben t disznjunkt erdsen Helly tulajdonsdgu
hipergrif Usszegének H’ részhipergrifjira Y/H'/%Kk,
akkor T /H*/& T/%t,k/.

Ez az eredmeny a szerzd egy régebbi tetelébdl ko-
vetkezik /[10] 4.7étel/ a kovetkezl, taldn onmagdban is
érdekes lemma felhaszndldisdval:

Lemma: Erdésen llelly tulajdonsdgu hipergrdf line-grifja
nem tartalmazhatja a hhirom fliggetlen é€1bél 4114 graf
komplementerét. /lorm<lis hipergrifra ez nen <11, hiszen
ez a graf gerfekt/. Nevezzilk el ezt a grifot Q3 -nak.,

Lemma bizonyitdsa: Indirekt mdédon okoskodunk. Tegyiik fel,

L= 4

hogy 03 grif benne van feszitett részgrifként H erdsen
Helly tulajdonsdigu hipergrdf line grifjfiban., Jeltljiik
N3 csucsait az aldbbi 4bra szerint: /elfl’e2f2’03f3 é—

lek hidnyoznak a grifbdl, a tobbi él1 megvan/

Ry G TS o £4
€rom = =~ — = - —~ oy
Cqom = ¥ =% —2 {5

Tekintsiik az el,X,eZ,Y:eB,Z kért, ahol Ké;elr\e2r\f3 5
Yeezr'\eB(\fl és Z€=_e3 (\elnf2 « X,Y,Z pontok kivilasgzt-
hatok igy, hiszen H Helly tul=jdons:igu. A kivdlasztott
pontok mind kiilonbizdk, hiszen, ha pl., X=Y akkor Xee,
ésiXéiH} ani nyilv’n lehetetlen, hiszen eq és fl disz-
junktak, Ezen kor egyik ©le sem tartalmazza X,Y,Z minde-
gyikét: Yéel, Zf,ez ésg K¢e3 . Az ellentmondis a lemmit

bizonyitja.n



— 55 —

17.Tétel bizonyitisa: H' éleinek szimdra vonatkozd induk-

cidval bizonyitunk. Legyenek Hyyee,Hy diszjunkt Helly tu-
lajdonsdgu hipergrifok és H’ az Osszegiik egy részhiper-
grifja. Tegyiik fel, hogy igaz a tétel, ha H’-nak k-ndl
keves.ebb éle van, és legyenh‘/H’*k. Legyen e € B/H?*/ és
e= g{ei ahol e, & E/Hi/. H?-e hipergrifnak indukcicds fel-
tevés szerint van t pontu lefogdhalmaza, XyseesXys olyan,
hogy xiE'V/Hi/. Feltehets, hogy minden x;-hez van olyan
éle H’-e -nek, melyet csak X3 fog le - ellenkezd esetben
X5 csucsot hagyjuk el és helyette vegyiink tetszdleges csu-
csot ey -b61; igy H?-nek a kivint lefogdhalmazit kapjuk.
Rendeljiitk a csak xi-ben lefogott H’-e -beli élek Hi-be
esd kdmponenseit x4-hez, ez legven Fy részhipergrafja Hy-
nek., H’-e esetleges maradék :leinek kdmponenseit osszuk
be tetszolegesen kiilonbozd F;-kbe. Ilymédon egy-egy ér-
telmii megfeleltetésiink van-H’-e élei és S{Fi kzott.

Ha valamely i-re ey metszi Ty minden élet, akkor
H, Helly tulajdonsiga miatt FiLJ{eé -nek van k6z6s pont-
ja, ezzel xi-t kicserélve H’-nek a kivint lefogohalmazat
kapjuk. Ellenkezd esetben minden e;-hez van olyan fie Py
hogy e;Nf;= @ . Ezekhez az auz f; élekhez turtozd H’-e-
beli élek halmaza legyen E’, |E’| ='t, ezért az R’ VJe
élhalmaz t+1 elemii, Feltétel szerint ezen clhalmaznak van
koz0s pontja, ez azonban lehetetlen, mert ei(\fi =@ az 1i.
komponensben, (11]

18.Tétel bizonyitisa: G két szinnel szinezett teljes gri-

fot definidljuk a kovetkezd mddon: pontjai egy u soru és

u oszlopu mitrix elemei, és két pont kizuotti él1 piros, ha
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a két pont nincs egy sorban, kék, ha a két pont nincs egy
oszlopban. Ilymdédon egy €1 t6bb szint is kaphat. Legyen
G. és G a piros i11. kék élek 4ltel meghatirozott grif.

p
G. és G, perfekt grifok /legegyszeriibb médon ugy 14thaté

ez, hogy komplementeriik perfekt cf. [13]/ ezért maxim4lis
teljes griafjaikbdl képzett hipergrif duilisa normdlis [15}.
Ezen hipergrifok osszegét nézve Y =1, hiszen G-ben bdr-
mely két pont kozdtt van piros vagy kék él. Mdsrészt T2u
az Osszegre, hiszen G csucsai nem fedhetdk le u-ndl keve-

gsebb egyszini teljes részgrd&ffal, tekintve, hogy egy egy-

szinll teljes részgrifnak legfeljebb u pontja van. (1D
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5. Nem csdkkenthetd lefogdhalmazok szdmdrdl.

Vizsgdljuk meg, hogy egy hipergrdfnak hdny, legfel-
Jebb k elemil lefogéhalmaza lehet, pontosabban, hogy milyen
felsd becslés adhatd erre, mély csak k-t61l és a hipergraf
rangjatdél fiigg. A kérdés csak olyan lefogdhslmazokra érde-
kes, melyek nem cstkkenthetdk, azaz melyekbdl tetsz8leges
pontot elhagyva mdr nem kapunk lefogdhalmazt, Nevezzilk az

ilyen nem csdkkenthetd lefogdéhalmazokat minimdlisnak.

20, Tétel: Egy r rangu H hipergrifban legfeljebb rk mini-
mdlis, k-n4l nem nagyobb elemszimu lefogéhalmaz lehet,
A tételt k=T /H/ ra alkalmazva adddik:

1,Kovetkezmény: Egy r rangu H hipergrdfban legfeljebb rij/

szdmu T*/1/ elemii lefogédhalmaz lehet,
2.Kovetkezmény: / [131,53.olda1 2.tétel/ r rangu.'f-kriti—

kus H hipergrifban legfeljebb / Vr/¥ &1 lehet. /Egy hi-
pergrif V -kritikus, ha bdrmely é1lét bdrmely pontjdval
csdkkentve Y megné./

Bizonyitds: tekintsiik azt a H® hipergrdifot, melynek pont-
jai H pontjai, élei pedig H-bd1l vett Y szimu él egyesité-
seként irhatdék. H’ rangja legfeljebb Yr és 1 minden éle
egy minim#lis, legfeljebb r elemii lefogdhalmaz, /A minima-
litds H Y -kritikussigdbdl kivetkezik./ A 20. tételt al-
kalmazva a kovetkezményt kapjuk.O

20,Tétel bizonyitdsa: k szerinti indukcid., k=l-re a tétel
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igaz. Legyen k >1 és vdlasszuk ki H tetszdlepges e é14t.

H-nak minden minim#lis lefogdhalmaza metszi e-t és e egy

x pontjdt legfeljebb r ! ilyen lefogéholmaz metszheti,

hiszen egy ilyen T lefogdhalmaz esetén T-{x} lefogdhal-
maza H-x -nek, még pedig minimdlis és legfeljebb k-1 ele-
mii, Miutdn e-nek legfeljebb r eleme van, ezért r-rk"l:rk

lefogdéhalmaz lehet legfeljebb. (11D
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6. Fogalmak, jelolések.

Ebben a fejezetben felsoroljuk a legfontosabb fo-
galmakat és jeltléseket.

Hipergrifnak neveziink egy H=/V/1I/,E/H// pdrt, ahol

V/H/ egy véges halmaz, E/H/ pedig V/H/ részhalmazzinak egy
véges rendszere. Rendszert mundtunk halmaz helyett, mert
egy részhalmaz tobbszdr is szerepelhet E/H/-ban. Ha minden
részhalmaz legfcljebb egyszer szerepel E/H/-ban,. akkor egy
szeril hipergrifrél beszéliink. V/H/ halmazt I csucsainak,

vagy pontjainak, E/H/-t pedig H éleinek -mondjuk.
Mindig feltételezziik, hogy egy hipergrdf éleinek

egyesitése a csucsok halmaza.

H?* hipergrdfot H részhipergrifjinak nevezziik, ha
H? élei H élei kozlil valdk és H® pontjait H’ éleinek egye

gitése adja, H’' hipergrdfot H hipergrif alhipergrifjinak

nevezzilk, ha pontjai V/H/ egy részhalmaza, élei pedig H
éleinek ezzel a részhalmazzal vald metszetei.

Egy hipergrif rangja egy maximdlis sok csucsbdl 41-

14 elemszima., Egy csucs foka a csucsra illeszkedd élek
szdma., Két hipergrif izomorf, ha csucsaik kozdtt egy-egy

értelmii éltartd megfeleitetés létesithetd. g hosszusdgu

q*Tqr¥q+1

ahol xi-k kiilénbozé coucsok, E;-k kiilonbozd élek és

lincnak nevezziik az Xq3B3%X5,Ep, 005X sorozatot,

‘xk’xk+l'€ Ey k=1,2,..,q9 esetén. Ha xQ+1=x1, akkor q
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hosszusdgu kdrrdl beszéliink.

Egy hipergrif tsszefiiggl, ha bdrmely ket kiilonbozs
pontja ldnccal ©sszektthetd., Konnyld igazolni, hogy minden

hipergrif egyértelmiien felbonthatd Gsszeflizgd komponensek-

I'e.

—_—

H=/V,E/ hipergrif dudlis hipergrifja, H’® a kidvetke-

z8: H* élei H csucegainak, H’® csucsai H ¢leinek felelnek meg
és H’-ben csucs élre /€1 csucsra/ pontosan akkor illeszke-
dik, ha H-ban a megfeleld €l ccucsra /csucs élre/ illesz-
kedik.,

Egy hipergraf uniform, ha minden éle ugvanannyi

. esuesbdl 411, Egy hipergrdf s osztdlvu, ha csucsai s disz-
junkt nem iires osztdilyban vannak és minden éle minden osz-

tdlybdél egvetlen pontot tartalmaz. Teljes s osztilyu hiper-

grif az, mely s osztdlyu és minden lehetséges 81 egyszeres

"multiplicitdssal benne van, Kz jeloli a teljes n csucsu

r rangu uniform hipergrifot, melynek élei n csucs Ossgszes

r elemii részhalmazaib8l &1llnak, liindig feltessziik, hogy
r4&n, |

Y -val jeloljik egy hipergrif azon részhipergrif-
j4nak maximflis elemszédmst, melyben minden csucsra legfel-
jebb k é1 illeszkedik e részhipergréfbél. 1‘k-val jelol-
juk azon csucsrendszer minimslis elemszimit, melyre min-
den é1 legzalfbb k szdmu csucsolt tartoalmaz ezen csucsrend-
gzerb8l. Bgy csucs tobbszdr iz kivilaszthatd. Vi és T,
helyett a Y és T jeltlést szokdisos hasznilni, Y a

firretlen élek maximdilis szdma, T pedip az 3dleket lefogd

' csucsok Mminim4lis szfma. Altaldban, ha egy élhalmaz pd-
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ronként dfiggajunkt élekbdl 411, akkor fiingetlen €lekrsl

beszéliink, és esy csucshalmazt lefogdhalmaznak neveziink,

ha minden é1 tartalmaz legalibb egy csucsot e halmazbdl,
Megjegyezzilkk, hogy ( -nek és T -nak a dudlis hipergrdfon
A /er3s stabilitdsi szim/ és ¢ /fedési szim/ felel meg.

H hipergrif élgrifjdnak, vagy line-grdafjsnak ne-

vezzilk, és IL/H/-val jeloljlik azt azt a grdfot, melynek csu-
csai H éleinek felelnek meg ¢és két csucs pontosan akkor van
osszekdtve L/H/-ban, ha a megfeleld H-beli éleknek van koa
268 pontjuk.

Ha H egy hipergrif és x€ V/1/, akkor x elhagydsAit

V/H/-b61 és minden x-et tartalmazd é1bdl x levigdisdnak ne-

verzilk. Ha x-et elhagyjuk V/I/-bél &s E/lI/-bSl elhagyjuk

az Osszes x-et tartalmazdé é1t, akkor x elhagyisirdl be-

széliink, Ezt a milveletet H-x -el jeloljiik,

Egy hipergrdif Helly tulajdonsdgu, ha bdrmely rész-

hipergrifjdra Y =1 -bfl T =1 ktvetkezik. Egy hipergrif
normdlis, ha bdrmely részhipergrifjdra ¥ = T, Bgy hiper-

graf kiegyensulyozott, vagy balanced, ha bdrmely pdratlan

kdrében van olyan é1 melya kir legaldibb hdrom pontjdt tar-

talmazza, Ismeretes, hogy balanced hipergrif normdlis és

normdlis hipergrif trividlisan Helly tulajdonsﬁgu.
Szogletes zdrdjel egész részt jelol, # -al a jobb-

sarkdban fels8 egész részt.
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