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Bevezetés.

Dolgozatunkban N-személyes Banach és Hilbert tereken le-
zajlo késleltetett és nem késleltetett differencidljdtékok
exisztenciaproblémdival foglalkozunk. A témavalasztids jelen-
t6ségének jobb megvilagitadsa érdekében eldszér a differencial
jatékok kutatdsainak néhé&ny jellegzetességével foglalkozunk,
irodalmi hivatkozasok nélkil, hiszen ezek bdségesen megtalal-
hatok a jatékok torténetének leirdsaban.

A differencidlj at ékok kutatdsi eredményeinek, zome két-
személyes jadtékokhoz kapcsolddik. Az N-személyes jatékok ku-
tatdsa az 1970-es évek elejével indult meg. A kutatasi eredme
nyékét lényegében két csoportba sorolhatjuk:

1. Jellemzést ad a jatékban fellépd peremértékfeladatok
megoldasaira.

2. Az emlitett peremértékfeladatok, megoldhatésdgat vizs-
galja.

Mint ezt a differencialj atékok torténeténél lathatjuk,a
kétszemélyes és az N személyes jatékok kutatdsainak elsé 1é-
péseit az 1. csoportba sorolhatjuk. Ennek okat kdnnyen meg-
érthetjik, ha arra gondolunk, hogy a varidci6észamitasban pél-
dadul mennyivel koénnyebb az extremdlis péalydkat jellemezni,
mint a megfeleld optimumfeladat megoldasnak létezését bebizo-
nyitani.

Amellett, hogy az N-személyes jatékok kutatasa nem nagy
multra tekint vissza, a 2. csoportba tartoz6 minéségi problé-

mak vizsgéalatdt az is neheziti, hogy itt elkerulhetetlenil
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kooperativ mindségi jatékok problémai kerilnek el6, és ez a
problémamegfogalmazast igen szertedgazova teszi, és elbonyolit-
ja. Ez magyardzza, hogy N=2 esetben minéségi problémakkal fog-
lalkozé dolgozatok konkrét feladatokkal foglalkoznak, de lega-
labbis specialis dinamikaju jatéekokat vizsgélnak.-

A két és N-személyes jatékoknal taldlkozunk azzal a torek-
véssel, hogy absztrakt tereken is vizsgaljuk Oket. A jatékok-
kal modellezett gyakorlati problémaknal ugyanis gyakran jat-
szanak szerepet véletlen tényezd6k, és ilyenkor sokszor igen
kézenfekvé - s6ét szukséges - a fazispont helyett valdszinliségi
valtozot vizsgélni. De absztrakt tereken lezajlé jatékokhoz
vezetnek a parcialis differencidlegyenletekkel megfogalmazhato
jatékok is.

Témavalasztdsunknak e rovid torténeti hattérrel valo in-
dokldsa utdn nézziuk meg roviden a dolgozat felépitését és az
eredményeket:

A 0.8-ban az h-személyes differencialjdtékokat,
mint specidlis N-személyes klasszikus jatékokat definialjuk.

Az h-személyes mindségi jatékokat pedig az N-személyes diffe-
rencialjéatékok egy specidlis osztdlyaként adjuk meg, ami lehe-
té6vé teszi, hogy a klasszikus kooperativ jatékok mintdjara vet-
hessiink fel az egyébként elég nehezen kezelhetd problémakat.

Dolgozatunk célja, mint ezt mar lattuk, ex.isztenciaprob-
lémak vizsgéalata. A fellépd peremfeladatok megoldasanak léte-
zéséhez a peremt6l és helytél fliggd feltételeket kell szabni
a jaték dinamikéjara. Miutdn az &ltaldban varidcidés modszere-

ken alapuld szikséges feltételek olyanok, hogy ha létezik az
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adott problémanak megoldasa, azt egyértelmien jellemzik, kézen'
fekvé ezekbdl kiindulni. Mi az irodalomban taldlhatd sza&mos
modszer kozul Kraszovszkij lokalis stratégiavéalasztasat vesz-
szik alapul / [16J/. A mobdszere, ha van megoldas, azt megadja.
Mi azonban azt is szeretnénk tudni, hogy az adott cél érdeké-
ben elég jO e a maddszerrel hozott déntés, varhaté-e a megoldas
létezése. Ezért az adott pontban hozott dontést mind6éitjik,és
azt mondjuk, hogy ha tudtunk az adott cél szempontjabdol elég
jo dontést hozni, akkor e feladat szempontjabdl folényben va-
gyunk a tébbi jatékossal szemben. E mindsités alapjat az képe-
zi, hogy a szdébanforgd moddszerben egy az adott ponthoz tartozo
funkciondl nyeregpontja lesz a joO stratégiavalasztas. Hogy ez
elég e a "nyeréshez", vagyis kozelebb visz e a célhoz vagy
sem, ezt a funkciondlnak nyeregpontjaban felvett értéke alap-
jan dontjuk el. A dolgozatban vizsgalt négyféle alapfeladat-
nak megfeleléen négy ilyen folényfogalmat vezetink be az 1.8-
ban, és ezek kapcsolatainak vizsgalata mellett itt vezetjuk
be a stratégiak lokéalis megvalasztasi szabdlyat is.

A 2.8-ban azt tételezzik fel, hogy egy tartomany minden
pontjdhoz megadtuk a pont egy kornyezetében a célunkhoz "jo-
nak mindsitett" stratégiavalasztasi szabalyt. Azt a kérdést
vetjuk fel, hogy mely feltételek mellett adhaté meg minden
ponthoz egyértelmien e lokalis stratégidkkal 6sszhangban levd
globéalis strategiavalasztasi szabaly u4gy, hogy barmely kezde-
tiertékproblémanak legyen megoldéasa? Irodalombol is ismert,
hogy ez altalaban nem lehetséges. Szeparabilis Banach - terek

esetére megfogalmazunk egy feltételt, és egy moddszert is
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adunk a "szabdalyos" halmazok bevezetésével a fenti probléma e
feltétel'melletti megoldasara. Az egyértelm(iség elejtésével
azonban adunk két moddszert, amelyek minden olyan esetben al-
kalmazhaték, ha a lokalis stratégiak értelmezési tartomanya
nyilt. A szabdlyos halmaz fogalmahoz hasonl6t Brunovskij vezet
be [51]-ben talalhatd dolgozatdban. Az itt taldlhatd jellem-
zéseket es konstrukcidkat azonban nem emliti.

A 3.8-ban bemutatott alkalmazdsoknal azt mutatjuk be, hogy
ha az |.§-ban definidalt "mindsité" feltételek teljestlnek a
jatékban szerepl6 peremért ékprobléma célhalmazéanak hatarpont-
jaira, akkor az I.§-ban megadott modszerrel felépitett lokalis
stratégiavalasztasi szabalyokat 6sszeflizve a 2.8-ban megadott
modszerek kozul a megfelelével, a megfelel6 feladat megoldhato
lazaz az elfutas, vagy elfogas megvalosul/. Ennek jelent6sége
kettds:

1. Exisztencia problémaknal nehéz kérdés, hogy hol kell
kovetelményeket tdmasztani? Itt e kérdésre egyszerl véalaszt
adunk: elfutashoz elegend6 a célhalmaz perempontjait vizsgal-
nunk, elfogasnal pedig a hatarpontok vizsgalata biztosithat
olyan kdérnyezetet, ahonnét kiinduldé jaték biztosan elfogassal
végzodik.

2. A peremen konnyen ellendrizhet6-e a feltétel? Erre is
igenlé valaszt adhatunk, kulondsen Hilbert tereken és véges
dimenzids tereken. Természetesen Ugy értve e valaszt, hogy a
dinamikat leird egyenlet bonyolultsagatol eltekintink.

A bebizonyitott két alaptétel jelentésége az, hogy lehe-

té6vé teszi a palya egy becslése, mint informéaci6 alapjan az
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elfutast illetve elfogast a megfeleld feltételek teljesilése
esetén. Ezt a dolgozatban csak a késleltetett informacidju ja-
tékokra hasznaltuk fel, de lehetdséget ad mas esetekben pontat-
lan informacié melletti' "nyerés" biztositaséara.

A Hilbert terekre vonatkozd eredmények jelentdsége az,
hogy konvex célhalmazok esetén tisztdn csak a folénnyel megad-
hatok a mar emlitett elfogasi-elfutasi feltételek. Banach te-
rek esetében a terek geometridja miatt még konvex célhalmazok-
ra is geometriai jellegl megszoritdsokat kell tenni. Az adott
feltételek élességét muatja az utolsd két tétel, amely szerint
ugy késleltetett, mint pedig nem késletetett informéacidju eset-
ben bizonyos konvex célhalmazok mellett az elfutdsra adott fel-
tétel szikséges és elegendd. Ehhez hasonld eredményeket véges
dimenzidés esetben Lagunov érte el, de specialis dinamikaju
rendszer feltételezésével, és csak egyidejd informécidé mellett.

E szikséges és elegendd feltételnek érdekessége abban all
még, hogy azt bizonyltjuk be, hogy ha a K koaliciénak nincsen
meg a késleltetés neélkili elfutashoz a félénye, akkor az I\K
/ITobbiek csoportja/ koalicié szaméra van olyan kiindulas, hogy
még késleltetett informacié mellett is célhoz ér. Ha pedig a
K koaliciénak nincsen meg a késleltetett informacié melletti
elfutashoz szikséges fdolénye, akkor az I\K koalici6 szamara
van olyan kiindulds, hogy egyidejli informacié mellett bizto-
san célhoz ér.

Végul pedig a vazolt numerikus eljaras jelent6ségére hiv-
juk fel a figyelmet, amelynek a konvergenciajat biztositjak a
§. alaptételei, és igy mindegyik fent emlitett esetben alkal-

mazhaté és ha a megfelel6 elméleti tétel szerint egy feladat
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megoldhat6é, akkor az adott numerikus eljaras egyuttal a fela-
datot meg is oldja.

A Hilbert tereken konvex célbalmazokkal megfogalmazott
problémahoz meg azt tesszik hozza, hogy ezek a feladatok mar
magukba foglaljak a klasszikus kétszemélyes Ulddzési elfutasi
jatékokat is.

Ezuton szeretnék koszdnetét mondani dr.Koésa Andrasnak doél
gozatom elkészitésében nyuljtott tamogatasaért és értékes ta-

nacsaiért .



A differencial.idtékok torténete«

A differencialjatékok problémakore az 1940-es évek végén
kezdett kialakulni. A téma elsé dolgozata R. lIsaacs nevéhez
fllz6dik és 1951. november 17-én jelent meg /Rand Report, P-
257, Games of Pursuit/. E dolgozatban szerz6je még nem haszndl-
ja a differencialjaték elnevezést és mint maga Irja [7] dolgo-
zatdban, tartalmaz elemi hibakat.

Az 1950-es években sziletett eredmények zomikben zart
kézleményekben jelentek meg. A differencialjaték elnevezés is
ebben az id6szakban alakult ki és R. lsaacs-t6l szdrmazik. Ez-
zel magyardzhatd, hogy a jatéekok problémakdréhez tartozd Kki-
lI6nb6z6 feladattipusokat nem kilénb6z6 cikkek sorozatabol szo-
kas idézni, hanem R. lIsaacs 1965-ben megjelent kdnyvét tekint-
juk kiinduléasi irodalomnak /lId [6] /. A szerz6 ebben 6sszefog-
lalja korabbi probalkozasait és szép rendszerben sok megoldat-
lan megfogalmazott problémat ad kdzre természetesen sajat e-
redményei mellett. A koényv nagy jelent6sége abban all, hogy a
differencialjatékoknak szinte valamennyi jellegzetes sajatos-
sdgat bemutatja.

A differencialjatékok tovabbfejl6désére igen nagy hatast
gyakorlé masik jelent6s esemény Pontrjagin - Boltjanszkij -
Gamkrelidze - Miscsenkd 1962-ben megjelent [37] mive volt. E
konyvben szerzO6i optimalis vezérléselméleti problémé&k megol-
didsara adtak modszert maximumelvikkel, athidalva a Bellman -
fiaggvénnyel kapcsolatos differencidlhatésagi problémékat. Ez
az eredmény a differencialjatékok elméletének is elsé atuté

maddszere volt, hiszen a vezérléselmélet mint egyszemélyes
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differencialj aték, a téma egy fejezetét képezi.

Az egyszemélyes jatékok optimalis megoldasdra kidolgozott
ut a kétszemélyes jatékoknal mindkét fél szamara elfogadhato
- optimalis - stratégiaparok keresésére irdnyitotta a figyel-
met. A két jatékos ellentétes ceéljat ilyenkor ugy fejezzik ki,
hogy egyetlen célfiggvényt adunk meg, melyet az egyik jatékos
maximalizdlni, a méasik pedig minimalizalni akar. Az olyan jé&-
tékokat, ahol mindegyik jdtékoshoz tartozik egy kifizet6fugg-
vény, amely kifejezi az illetd jatékos nyereményét az 06sszes
jatékos stratégiavalasztdsanak flggvényében, kvantitativ jaték-
nak nevezzik. Ha pedig két személyes jatékok esetében a két
jatékos kifizet6figgvénye egymasnak minusz egyszerese, ekkor
antagonisztikus 0-06sszegi jatékrdl beszélink. E jatékok megol-
dadsanak elsd prébalkozasai a dinamikus programozas Bellman
egyenletének kétszemélyes jatékoknal megfelelé Isaacs-Bellman
egyenlethez vezettek, amely R. lsaacs 1965-ben megjelent mar
emlitett [6] konyvében is megtaldalhaté, természetesen igen
egyszer(i olyan példak kiséretében, amelyeknél az egyenletnek
nincsen a moédszer alkalmazhatésagahoz szikséges egyértéki si-
ma megoldasa. A Bellman - egyenlet problémdainak feloldaséaban
oly sikeres maximum-elv analdégjaként felvetédott egy maximum-
minimum - elv felédllitdsanak gondolata az "id6-optimum” illet-
ve egy altaldnosabb probléma esetében. Az egyik els6 ilyen e-
redmény 1962-ben a [I7] dolgozatban jelent meg és a [37] -re
tamaszkodik.

Maga Pontrjagin is ezen az utdon indult el [3Cfldolgozaté-

ban. Idevagd eredményeit [31] dolgozataban zarja le, egy
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egyszerld mellékelt példaval, melyre az &altala kidolgozott, ak-
kor legéaltalanosabb modszer nem alkalmazhaté.

Hamar kidertlt tehat, hogy a vezérléselméletben kidolgo-
zott leghatdsosabb mddszerek is igen mérsékelt sikerrel alkal-
mazhatok a differenciadljatékok probléméainal. Némi magyarazat-
tal szolgal azonban, hogy addig, mig egy optimumfeladat lega-
labb £ -optimalis megoldasahoz elegendd, hogy a koltségfunk-
ciondl felulrdél korlatos legyen, optimum létezéséhez pedig
elegend6, hogy a funkcional értelmezési tartomanya valamilyen
értelemben z&rt legyen /és természetesen az ertelmezési tarto-
many ne legyen Ures/, egy min-max feladat megoldhatésdgahoz az
szlikséges, hogy a koltségfunkciondlnak nyeregpontja legyen. Ha
ilyen van, a funkciondlnak e pontban felvett értékét nevezzuk
a jaték ertekének. Konnyl példat"mutatni arra, hogy a jatéknak
altaldban nincsen értéke, ami azt jelenti, hogy a jatékban
nincs mindkét fél szdméara elfogadhatdé kompromisszum. Mindkét
fél szamara elfogadhatdé szitudcid olyan stratégiapart jelent,
amelynél mindkét fél biztos lehet abban, hogy ha a nyeregpon-
tot jelentd stratégiapar Ot illet6é komponensét valasztotta, -a
masik félnek érdeke a masik komponens valasztdsa. Ez egyduttal
azt is jelenti, hogy a koltségfiggvény tulajdonsagai alapjan
informéciot nyerhetlink a masik jatékos valasztdsarol és ennek
az a feltétele, hogy a jatéknak legyen értéke.

Ha azonban nincs a jatéknak értéke, valamilyen feltevés-
sel kell élnink a mésik fél valasztott stratégidajardol. Az
egyik szok&sos ilyen feltevés szerint minden t idépontban is-

mertnek tételezzik fel a masik jatékos valasztasat valamennyi
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t’, t’” <t -re. A megengedett egyenldséget annak hataresete-
ként éertelmezhetjik, hogy kisebb késéssel nyerink informacidt
az ellenfélr6l, mint az r6lunk. Gyakorlati szemponthdl terme-
szetesen er6sen vitathatdo ez a feltevés, mint ezt R. lsaacs
megjegyzi a mar emlitett /11974-es cikkgyljtemény/ dolgoza-
taban, mégis még ugyanabban a cikkgy(jteményben igen neves
szerz6 /Pschenichnij/ él azzal a feltevéssel, hogy az ellenfél
stratégiajat egy kis intervallumon el6re ismeri. Ez is mutatja
hogy nem kdénny(l a szébanforgd kisegité feltevést ugy megvéalasz
tani, hogy a topott matematikai modell kezelhetd is legyen e€s
jatékot modellezzen.

A fenti feltevés mellett az a feladatunk, hogy adott pe-
remfeltétel megoldasdhoz vezet6 stratégiapart adjunk meg, &l-
talaban optimalitdsi kritérium nélkul. Ez a jatékokkal model-
lezett gyakorlati probléméknak azt a jellegzetességet tukrdzi,
hogy els6dleges kérdés a peremfeltétel megoldasa /azaz az
adott cél elérése/, és csupan masodlagos az optimalis elérése.
E meggondoldsok vezettek a minéségi jatékok fogalmanak kiala-
kuldsahoz, ahol a jaték célja az adott peremfeltételek telje-
Sitése.

E fejtegetések mintegy tukorképét adjak az 1964-65
kovet6 4-5 éves id6szak kutatdsainak.

A mar emlitett - 1966-ban megjelent - [313 dolgozataban
Pontrjagin ramutatott a min-max elven alapul6 variacidés mod-
szerek korldtdira. Egyuttal felmerllt az igény uj mddszerek
keresése irdnt. Az uUtkeresés jelent6s allomasat jelentette

Pontrjagin 1967-es Los angelesi Utja, melynek sordn tobb
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el6adast tartott eredményeir6l kilonbdz6 amerikai varosokban
/1d. [33] /. A tovdbbhaladashoz sziukséges lokést ezen Utja sorén
E. Pollakkal a Berklini egyetem professzordval folytatott be-
szélgetés adta. Polak kifejtette, hogy veleménye szerint a Ili-
nedris jatékok problémait minden addiginal altalanosabban le-
hetne megoldani, a linearitas felhasznéalédsaval. Ez azért volt
igen figyelemre mélté, mert a [31] dolgozat fliggelékének ellen-
példaja egy igen egyszer( linedris jaték volt, maésrészt [323
dolgozataban a [31] dolgozat nemlinearis mddszereit prébalja
linearis jatékokra &ltaldnositani. Amerikai utjat kovetden

/1d. a [33] dolgozatok/ linedaris jatékokkal foglalkozik. Az
elfogast tdrgyalja, de nem varidci6os modszerekkel, hanem a |i-
nearitds felhasznalasaval. Dolgozataiban azzal a feltevéssel
él, hogy az elfog6 jatékos stratégiavalasztasahoz ismeri az
ellenfél valasztasat az adott idépillanatban, vagyis informa-
cios folényben van. Bar maéasodik dolgozatanak modszere "optima-
lis" megoldast ad az "id6optimum" feladatra, nem tdrekszik
optimalis stratégiara, csupadn az elfogas idépontjdra ad felsd
korlatot.

Pontrjagin dolgozatat szamos linedaris jatékokkal foglal-
koz6 dolgozat kovette. Ezek egyrészt az alland6 egyutthatds
esetre kidolgozott moddszert igyekeznek altalanositani valtozo-
egyltthatdés linedaris rendszerekre, masrészt az elfogéasi idé-
vel, mint funkciondallal megadott mennyiségi jatéknak prébaljak
a nyeregpontjat meghatarozni. Pontrjagin modszerét altalano-
sitja Nyikolszkij 1969-ben megjelent [21] dolgozatdban.

A linearitdst Pontrjagintol eltéréen felhasznald két utat
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kell kiemelnunk, melyek egyuttal az elfogéasi idére vonatkozd
minimax problémat is megoldjak. Az egyik ut Psenyicsnyij nevé-
hez fliz6dik, /1d. [38] /, és konvex iranyitdsi tartomédnyok fel-
tételezése mellett modszere konvex halmazoknak hipersikkal va-
16 elvélaszthatosagédn alapszik.

A masik modszer Kraszovszkijtéoi és munkatarsaitdol szarma-
zik. Az ide kapcsol6oddé dolgozataik /lId. pl. [8] / eredményeit
és a modszert Kraszovszkij 1969-ben megjelent [9) konyve fog-
lalja 0O0ssze. A mbdszer lényege, hogy geometriailag keresi meg
az elfogd jatékos szédméra azt a pQ célpontot valamely ~ id6-
pontban, amellyel az elfutd jatékost legjobban megkdzelitheti
annak barmely stratégidja mellett. /Ez valdjadban egy min-max
feladat geometriai megoldéasat jelenti./ E pQ pont optimélis
elérése pedig Pontrjagin maximumelvét alkalmazza. Konyvében
sok alkalmazast mutat be.

1969-ben jelent meg Pontrjaginnak és Miscsenkdnak [ 34-3
dolgozata, amelyben bebizonyitanak egy elfutasi tételt linea-
ris jatékokra. Ez volt a differencialj at ékok torténetében az
elsé ilyen altaldnos elfutasi tétel. A dolgozat modszere ezlt-
tal is a linearitason alapszik, nem hasznal optimalitasi kri-
teriumokat. A t-beli stratégiavalasztasnal ismertnek tételezi
fel az ellenfél stratégiajat minden t’ 4t idépontban. A
modszert Pontrjagin tobb Iépésben tovdbbfejlesztette, eredmé-
nyei a maguk nemében egyedulalldak.

A mennyiségi jdtékok megoldasat jelentd nyeregpont létezé-
sének kérdésénél felmerilt nehézségek természetesen nem csu-

pan a min6ségi jatékok iranyadba terelték a kutatdsokat, hanem
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szamos szerzd a nyeregpont létezésének kérdését vizsgalta. Mint
emlitettik, ez a kérdés a linearis jatékok kutatoit is foglal-
koztatta .

Az egyik kifejezetten a jaték értéekével foglalkoz6 dolgo-
zat Petroszjan nevehez flz6dik, aki geometriai kényszerek mel-
lett vizsgéalja meg a jaték eértékenek létezését nemlineéris jéa-
tékokra /ld. [ 243 /e

Itt kell megemlitenink A. Blaquiere, F. Gerard és G.
Leitman[48] koényvét. Els6é felében a szerz6k a nyeregpont meg-
hatarozasanak varidci6os maddszereivel foglalkoznak. Egyrészt
szlikséges, masrészt elegendé feltételt adnak az optimalis pa-
lydk létezésére. UtoObbiakat a ”szakadasi felluletek” vizsgalata
utjan adjak azaltal, hogy feltételeket adnak az Isaacs-Bellman
modszer szdméara rossz esetek kizardsara. A konyv maéasodik fele
kétszemélyes min6ségi jatékokkal foglalkozik. Modszerének lé-
nyege az, hogy a jaték alaphalmazat harom részhalmazra bonthat-
juk: Az egyik azon pontok halmaza, ahonnét az elsd jatékosnak
van olyan stratégiavalasztasa, hogy az ellenfél barmilyen va-
lasztdsa mellett célt ér. A masodik jatékos szamara is megad-
hatunk ilyen halmazt, végul e két diszjunkt halmazt véalasztja
el a harmadik. Természetesen mindegyik halmaz lehet {res. A
konyv azt az esetet vizsgalja, amikor az elvalaszt6 halmaz fe-
lulet, amelyet egy folytonosan differencidalhato figgvény O
nivofeliuleteként jellemezhetink. A mi egy tobbéves kutatasi
periédust foglal 6ssze, amit a benne talalhat6é irodalomjegy-
zék tanusit, részben 6sszefoglald, bevezetd jellegl.

Még egy fontos utat kell megemlitenink ebb6l az id6szakbdl..
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Varaya Pr. [443 dolgozataban 1967-ben dinamikus rendszerekkel
leirt jatékok egy osztalyara bizonyltja be, hogy a jatéknak
létezik értéke. Ugyancsak a jaték ertekével foglalkozik 1969-
ben megjelent [493 dolgozata. A dinamikus rendszerekkel valo
megkozelitésben az a fontos pozitivum rejlik, hogy az egészen
konkrét differencidljdtékok vizsgélatétdol kiinduléast jelent
altalanosabb vizsgalatok iranyaba.

Mddszerében érdekes Petrovnak 1970-ben megjelent dolgoza-
ta, aki az id6tartamot felosztva részintervallumonként adja
meg "ft - optimalis" stratégidit, majd E-—»0 mellett belat-
ja, hogy ezek limesze nyeregpont-stratégia.

Petroszjan egy dolgozatdra hivjuk fel még a figyelmet,
miel6tt az 1970-es évekre attérnénk. 1970-ben jelent meg a C27-3
dolgozat, és nem teljes informaci6s jatékokkal foglalkozik.
Dolgozatdban a mar emlitett informéaciés probléméanak azt a meg-
olddsat vitatja, jogos-e egy adott t id6pontban a stratégia-
valasztashoz az ellenfél ezen idépontbeli stratégidjanak a
felhasznaldsa. Dolgozata jatékelméleti moddszereken alapszik
és feltdnnek a kevert stratégiak, amelyeknél a jatékos vélet-
len térvényszerlségek alapjan valaszt stratégiat. A kevert
stratégidakhoz kapcsolédik még Smoljakov C41” dolgozata.

A 60-as években szdmos kutatasi iranyzat alakult ki és
az 1970-es évekre felmerilt a kutatdsi eredmények 6sszefogla-
ldsanak, rendszerezésének igénye. Ennek eredményeképpen iréa-
nyitaselméleti és optimalizalassal foglalkoz6 konferenciakon
megjelenik a differencialjatékok o6nnalléo témaja.

Az 1969-es nizzai konferenciarol kiemeljik a differen-

cidaljatékok témakorének képviseldjeként Pontajagin nevét. A



szerzd itt az elfutasrdl szolo linearis jatékokra vonatkozo
eredményeit ismertette, melyek a mar emlitett i 34) dolgozat
eredményeinek tovabbfejlesztései. Egy masik fontos lépcsét je-
lent Kraszovszkijnak itt megjelent dolgozata. Tovabb folytatja
geometriai jellegl vizsgéalatait mindségi jatékok esetében.
Lattuk, hogy a min6ségi jatékok kordbbi mddszerei azon alapul-

tak, hogy az egyes jatékosok szaméara "jo" kiindulasi pontok
halmazat alkalmas differencidlhatd fuggvény nivohalmazaival
jellemezhetjuk. /Ld. [48] /, és ilyenkor e fliggvény gradiense
segitségevel felallitott lokalis min-max elv alapjan valaszt-
hatjuk meg stratégiankat. Kraszovszkij is megfogalmaz egy lo-
kalis min-max elvet, melyhez azonban nem szikséges az emlitett
sima fuggvény létezése. Ezzel részletesebben Kraszovszkij
konyvenel foglalkozunk majd. /A fenti dolgozatok megtalalhatdk
a L141 -ben./

Ugyanebben az évben rendezték meg az elsé differencial-
jatékokrol szél6 nemzetkdzi konferenciat Massachusett egyete-
mén Amherstben /1d. [50]/. E konferencian mar megjelentek a
végtelen dimenzios tereken megfogalmazott konvex-konkav jaté-
kok, és alkalmazasaik parcialis differencialegyenletekre. Ezek
az eredmények Bensoussan nevéhez fliz6dnek.

1970-ben két szimpdzium is foglalkozott differencidalja-
tékokkal. Az egyik a varennai hatds-ellenhatds matematikai mo-
delljeivel foglalkozé nyéariiskola, a masik pedig az American
Automatic Control Council-nak a Georgia Institut of Technology
atlanti intézetben tartott 1970 évi szimpéziuma.

A varennai nyariiskola kiadvadnya szerkezetileg négy
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részre bomlik /1d. £5I11/. Az els6 részben 0Ot neves szerz0 0sz-
szefoglalja a differencialjat ékokra vonatkozdé alapismereteket
bevezetd tanulméanyok forméajaban. E tanulmanyok témai rdviden
az aldbbiak: Berkovitz az egészen hagyomanyos varidacios uttal
foglalkozik, A. Blaquire tanulmé&nya a mar emlitett f 48J kdnyve-
nek maddszereit kdveti. Eriedman egzisztenciaproblémakkal fog-
lalkozik. Eljarasa azon alapszik, hogy az intervallum felosz-
tasa utédn részintervallumonként ad meg a nyeregponthoz alul-
rol és felulrél kozelitd stratégidkat. Bebizonyitja, hogy Ilé-
tezik limeszstratégia, amelyhez tartoz6 koltség éppen a jaték
értéke. Ki kell emelnink R.T. Rockafellar dolgozatat, aki du-
alis jellemzést ad a nyeregpontra, Varaya eredményeivel pedig
C443 dolgozata kapcsdn mar foglalkoztunk.

A masodik részb6l az els6 harom dolgozatot emlitjuk:
Aubin pareto minimum elvét, A. Bensoussan konvex-konkav funk-
cionalok nyeregpontjarol szol6 dolgozatdt. Az utobbi dolgozat-
ban az eredmények szamos alkalmazasat tal&ljuk diffazido-egyen-
letre és egyéb parcialis differencidlegyenletekre. Végezetil
P. Brunovszkij dolgozatanak a jelen dolgozat szempontjabdl az
a jelent6sége, hogy 6 vezette be dolgozataban az elnyel6-ta-
szitd halmazok fogalmat, amelyekhez dolgozatunk eredményeinek
egy része kapcsolodik. Elnyeld halmazon olyan halmazokat ér-
tunk, amelyekre teljesil, hogy ha az egyik jatékosnak sikerul
a halmaz hatarara juttatni az allapotvektort-, akkor azt is el
tudja érni, hogy a halmazbdél sohase jusson ki. Taszité egy hal-
maz akkor, ha a komplementere elnyel6. E fogalmak jelentdsége
igen nagy akkor, ha a célhalmazra valamelyik tulajdonséag tel-

jesul.
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Az emlitett amerikai szimpo6ziumnak egy négy dolgozatbdl
allo osszefoglald tanulmanya jelent meg a differencialjatékok
témakorérdl /1d. £523 /. Az els6 dolgozat a differencialj ate-
kok helyzetét elemzi és az elért eredmények kritikajat adja. A
szerz0 ramutat arra, hogy a kétszemélyes jatékok esetében ed-
dig elért eredmények nem kielégitéek a gyakorlat tikrében. Az
1970-es évekig is altalanosan elfogadott az a feltevés, hogy
egy adott t id6pillanatban a dontést hozé jadtékos felhasznal-
hatja az ellenfél ezen idépontbeli dontését. Marpedig ugy koz-
gazdasagi, mint katonai alkalmazasoknal az id6eltol6das igen
alapvetd sajatossag. A masik fontos, az elméletben figyelmen
kivil hagyott tényezd az, hogy egy adott jaték soran az elfu-
to-elfogd szerep nem éallandé a gyakorlatban. Gazdasagi alkal-
mazasok esetében pedig altaldaban tébb csoport alakul ki, és e
csoportok a jaték soran keverednek is, érdekeik fliggvényében.
A sztochasztikus jatékokrol szolé dolgozat szerzdje ertekeli
az e témaban kialakult kis szamu iradnyzatot. A klasszikus ja-
tékelméletben oly kdzponti szerepet jatszd kevert stratégiakat
itt nem tekinti oly sikeresnek. A véletlen torvényszer(iségek
bevezetésének szukségességét a kiindulasi adatok pontatlan is-
meretével, a stratégia felépitéséhez szikséges informéaci6 pon-
tatlansagaval illetve hianyossadgaival és a dinamikaba belejat-
sz véletlen tényezOkkel indokolja.

Végiul a negyedik dolgozat, amely E. Roxin nevéhez f(iz6-
dik, a jaték értékének probléméajat boncolgatja. A probléma meg-
olddsanak kulcsat a variaciés modszer Berkovitz Blaquiere fé-
le elég bonyolult javitott valtozataval szemben mas, a szaka-

dasi fellletekkel nem bajlédé mddszerekben jeldli meg. Kiemeli
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Varaya és Friedman mar emlitett mddszereit. Felhivjuk a figyel
met e cikkgyljtemeény végén kozdlt irodalomjegyzékre, amelyben
felsorolt 367 dolgozatot a téma 1970-ig megjelent teljes iro-
dalménak tekinthetink.

A differencialjatékok helyzetével foglalkoz6é dolgozatok
kézul fontos helyet foglal el Miscs.enkdé L19D, 1971-ben megje-
lent dolgozata. A szerzd ebben Pontrjagin kordl kialakult
Sztyekiov intézeti iskola eredményeit értékeli. Ezek az ered-
mények h&rom téma koré csoportosulnak: 1. A két jatékos kozul
az egyik determinisztikusdn jatszik. 2. Az egyik jatékos vé-
letlen torvényszerlség szerint jatszik, a méasik jadtékos pedig
iranyitani probal. 3. Mindkét jatékos jatszik. Az utolsé téma-
kérben a legjelentédsebb eredmények Pontrjagin mar emlitett e-
redményei. A véletlen stratégiat tartalmazoé jatékkal kapcsolat
san Pontrjaginnak, Miscsenkdénak és Kolmogorovnak kdz6s dolgo-
zatait emliti a szerz6, amelyek a még ma is alig muveit sztoc-
hasztikus differencidljdtékok témakoréhez kapcsoldédnak.

Az 1970-es évek kutatasainak f6bb irdnyvonalaihoz eljut-
hatunk eddigi elemzéseink folytatdsaval. LA&ttuk, hogy a diffe-
rencialjatékok értékének létezése koruli probléméak informécios
problémakhoz vezettek. Erték nem létezése esetén feltevéssel
kellett éInink ugyanis a maésikrol a stratégia felépitésekor
felhasznadlhatd ismereteket illetéen. A szok&sos athidalo fel-
tevés erds kritikat kapott az emlitett [52J cikkgy(lijteményben.
A kutatasok masik meghatdrozé tényezdjét a meglévd eredmények
0sszesége jelentette. Lattuk, hogy Uldozés, elfutds és min6se-

gi jatékok témaiban a linearis jatékok vizsgalata lényegében
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lezarult. Tovabbra is él6 probléma maradt azonban a jaték érteée-
kének létezési problémaja. E megjegyzések Osszefoglaldsaképpen
az aldbbi fébb téméak koré csoportosithatjuk az 1970-es években
megjelent dolgozatokat: 1. Nem teljes informécidju. jatékok,

2. nemlinearis min6ségi jatékok, 3. a jaték értékének kérdése.
Végul egy negyedik témat emiitink, melynek eddig nincsenek e-
I6zményei, ez pedig az N-személyes jatékok. Ebben az utobbi té-
maban mindségi jatékok vizsgalata egészen konkrét probléméak
megoldasaig jutott el a mai napig, mennyiségi kérdéseket pedig
fOképpen varidciéos modszerekkel vizsgalnak.

Kezdjiuk az id6szak irodalménak attekintését a nemlinedris
jatékok mindéségi problémainak vizsgalataval. Két dolgozatot em-
litink &atmenetként a linearis problémé&krdl a nemlineérisakra:
Az egyik Pontrjagin /Id. [363 /, a mé&sik Gamkrelidze és Haratis-
vili /1d. [43/ nevéhez fliz6dik. Pontrjagin dolgozata a jelzett
cikkgyljteményben az elfutdsra vonatkoz6 eredményeinek legkifi-
nomultabb mddszerét targyalja. lgen szép dolgozat, amelyben
leirt moddszer a mindségi jatékok témakorében egyeduldllo. Gam-
krelidze és Haratisvili dolgozatukban Pontrjagin eredményét
altaldnositjdk nemlinedaris jobboldalu, linedaris, &llandbéegyutt-
hatés n-edrendli baloldalu differencialjatékokra. Mddszerik a-
lapja hasonld Pontrjaginéhoz, nevezetesen hogy a megoldast al-
kalmas alakban el6dallitjdk és az el6allitds ismeretében hata-
rozzak meg az elfutd stratégiat.

lgazan nemlineéaris differencialjatékok témakoréhez tar-
toz6, alapvetéen uj modszereken nyugvo eredményeket Kraszov-

kij és Szubbotin publikaltak a mindségi jatékok témakorében.
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Els6 idevdg6 eredményeik az 1970-71-ben dolgozataikban taldlha-
tok meg /1d. [ 111 , [153 /. E moddszerek alapjat képezik annak
a nagy osszefoglaldo kdnyvnek, amely 1974-ben jelent meg és
mindezeket az eredményeket targyalja. A [20j dolgozattal egydutt
Kraszovszkij - Szubbotin munkassagat a [163, 1974-ben megje-
lent konyvik alapjadn ismertetjik.

Jelen dolgozat szempontjdbdl igen fontos geometriai mod-
szert mutat be Lagunov [183 dolgozataban. Eredménye rokon, de
élesebb mint Brunovszkij [ 51J -ben megjelent mar emlitett dol-
gozatdnak eredményei. Ami alapvetéen uj, az, hogy elfutdsra a
célhalmaz feluletén fogalmaz meg feltételt. Dolgozatanak kor-
latjat az jelenti, hogy csak differencidlgeometriai eszk6zdk-
kel tudja a feluletre megfogalmazott feltételeit kezelni és
ezért csak egy kodimenzids kétszer folytonosan differenciadlha-
to fellletre tud feltétel adni. Tovabbi korlatoz6 felteves
dolgozataban az, hogy a jobb oldal két egyenként egy jatékos-
tol fliggd tagra esik szét /azaz a két jatékos "figgetlendl™
iranyithatja a rendszert/. Ez a feltétel pedig esetében biz-
tositja a lokalis nyeregpont létezését. Ami viszont eredményé-
nek élességét mutatja, a fenti feltételek mellett szukséges
és elegendd feltételt fogalmaz meg elfutdsra.

Megemlitjik még Nyikolszkij dolgozatdt, aki dinamikus
rendszerek esetére bizonyit be elfutdas! tételt 1972-ben megje-
lent [23] dolgozataban. Eyikolszkij munkassaga a nem teljes
informacioju rendszerekhez is kapcsoldédik, idevagd eredményei
megtalalhatok az 1971-ben megjelent 1221 és [543 dolgozatai-
ban. O a nem teljes informaciot Ggy érti, hogy az iranyitashoz

az &llapotvektornak csupén a vetiletét ismeri és linearis
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esetben Pontrjagin mddszerét probalja altalanositani.

A differencialjatékok értékének létezése mint emlitettik
tovabbra is él6 probléma maradt. E témabdl harom dolgozatot
emelink ki. Kett6 Petrov nevéhez, a harmadik pedig Friedman ne
véhez flz6dik. Petrov 1970-ben megjelent [283 dolgozatdban Ul-
dozési jatékokrdl mutatja meg a két jatékos tadvolsdgaval meg-
fogalmazott harom kdltségfiggvény mellett, hogy létezik nye-
regpont. Az 1973-ban megjelent [293 dolgozatdban azonban pél-
dadt mutat olyan Ulddzési jatékra, amelynél a megfogalmazott
koltségfiuggvénynek nincsen nyeregpontja. Friedman [333 dolgo-
zatdban szintén a jaték értékének létezésével foglalkozik.

Az eredmények Osszefoglalasanak helyzetfelmérésnek az igé
nye tovabbra is megmutatkozik. 1973-ban jelent meg A. Blaquie-
re gondozasaban az [ I3 cikkgy(ljtemény. Az 1970-es évek kutata-
sainak irdnyvonala tikr6z6édik abban, hogy e cikkgydjteményben
mar 6nallé helyet kapnak az n-személyes mennyiségi jatékok.

Bevezetd cikkében Isaacs elemzi a differencialjatékok
torténetét. Mondanivaldjat réviden GUgy 0O0sszegezhetjuk, hogy
véleménye szerint a differencidljatékok matematikai kezelésé-
nek még mindig nem alakult ki a kell6képpen rugalmas moddszere.
Tehét bizonyos értelemben még mindig az Utkeresés stadiumaban
vagyunk. Sorra veszi az egyes témakat. A kevert stratégiakrol
igen érdekes véleményt ir: feltehetéen a vezérléselméleten
nevelkedett fel a jatékelmélész nemzedék és ezért kerulik ezt
a megoldasi mddszert.

A 0-0sszegl jatékok témakdre, mint a nyeregpont keresé-

sének kérdése, tovdbbra szerepel. E témé&ban Psenyicsnyij irt
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egy dolgozatot az t -stratégiakrol, melyek segitségével a ja-
ték értékének létezésére ad bizonyitast, természetesen bizo-
nyos feltételek mellett. Asszimetrikusan kezeli a jatékosokat
és ennek megfelel6en stratégiaparokat ad meg, méghozza

egy helytdl figgd £.(z) id6tartamra. A gyljtemény ma-
sodik dolgozatanak szerz06i A. Blaquiere és P. Caussin, akik
Banach terekre altaldanositjak korabbi, az lsaacs-Bellman
egyenlethez kapcsol6odé eredményeiket. Ezt egy nem teljes in-
forméacidéju jatékrol sz6l6 dolgozat kdveti. A szerzd a straté-
gidk megadé&sdnadl nem hasznélja fel az ellenfél adott idépont-
beli adatait. A feladatot végul is egy variadciés min-max elvre
vezeti vissza. Hasonldé témaju Giletti dolgozata is.

A nem O-6sszegl, n-személyes jatékokkal foglalkoz6 rész
dolgozatai a pareto-egyensuly jellemzésével a Nash-féle egyen-
suly létezésével és koalicios jatékokkal foglalkoznak. A pare-
to egyensulyra Blaquiere és Juricek a varidci6os maddszert alta-
ldanositjdk. Az iranyitasban fellép6 atkapcsolasi problémékat
itt is a korabbi, szakadasi fellletek osztdlyozasanak moddsze-
rével probalja megoldani. Stalford és Leitman adnak elegendd
feltételt N-személyes jatékok esetében Nash-féle egyensulypont
létezésére. Egy dolgozat foglalkozik a koalici6os jatékokkal,
amelyek lényege, hogy az egylttes haszon novelésének érdekében
egyéni hasznuk figyelmen Kkiviul hagyasaval az egy koaliciéba
tomorilé jatékosok a koalicio kozos koltségfiggvényét igyekez-
nek maximalizalni. Juricek ez esetben is a variaciés modszert
alkalmazza a probléma megoldasara.

Osszefoglalasképpen azt mondhatjuk, hogy a cikkgy(jtemény
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szerz6i a differencialjatékok témakorének viszonylag fiatal,
idészer( kérdéseit vizsgaljak, melyek megoldasanal - természe-
tesen - aleghagyoméanyosabb varidciés mddszert igyekeznek alkal-
mazni és &ltaldnositani.

1974-ben két nagyobb lélegzetld kiadvadny jelent meg a témaéa-
ban. Az egyik Kraszovszkij és Szubbotin LI6] kdényve, a masik a
Journal of Optimization c. folydirat Leitman és Ho szerkeszté-
sében kiadott L53] kulénszadma.

Kraszovszkij és Szubbotin kényvikben az 1969 oOta eltelt
id6szak alatt elért eredményeiket foglaljak 06ssze, amelyek egy
szép és erds geometriai modszert eredményeztek altalanos nem-
linedris kétszemélyes differencialj at ékok minéségi problémai-
nak megoldasara. Modszeruk elsé igen lényeges mozzanata, hogy
altalanositott trajektoridkkal dolgoznak. Ez azt jelenti, hogy
trajektorianak tekintik az olyan godrbéket is, amelyek térott-
vonalak egyenletes limeszeként el6&llnak. Ezért sok, a varia-
cios modszernél megoldhatatlan szakadéasi problémékhoz vezetd
feladatnak is lesz altalanositott megolddsa. Mddszerik masik
fontos eleme, hogy a kordbbi min6ségi jadtékokra alkalmazott
modszerekkel ellentétben nem igényli a célhalmazt és a jaté-

jo

kosok szdméara kiinduldsi pontok halmazait jellemz6 sima
flggvény'létezéseét. Ehelyett minden pontban egy geometriai
meggondolasok alapjan felépitett flggvény lokalis nyeregpont-
janak megadasa utjan valasztja meg stratégiajat. Végezetul f6
eredménye, amelyet azutan rengeteg probléméara alkalmaz, egy

alternativa tétel, amelyben jellemzi az elfutd illetve elfogo

jatékosok szamara "megfeleld" pontok halmazat. Belatja azon
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Pontok halmazard6l, ahonnét lehetséges az elfogads egy véges
idén belldl, hogy zart. igy természetesen a komplementer nyilt.
Mennyiségi jatékokra valo alkalmazasok lényege, hogy a zart
"elfogéasi tartomanyon"” a "folytonos"™ funkcional felveszi mini-
mumat vagy maximumat. Tekintettel azonban arra, hogy a zart-
sdgot a szerzO6k &ltaldnositott trajektoridk segitségével bi-
zonyitottdk, igy a szobanforgd zart halmaz nem ({res volta
esetén a szerzd altaldaban egy t -optimalis megoldas létezését
tudja biztositani. A konyv érdekessége, hogy kevert stratégiak
kai is foglalkozik, melyeket mint emlitettink, Isaacs hidnyolt
[ II-ben irt Osszefoglaldjaban.

Mint ez az L53J cikkgyljteményen is tikroz6dik, a diffe-
rencidaljatékok sztochasztikus megkdzelitése, kevert stratégiak
felépitése ebben az id6szakban kezd teret hoéditani. Megemlit-
juk ezzel kapcsolatban, hogy az 1974-ben megtartott Stochastic
Control szimpo6ziumon, b&r meghirdetett témaként szerepelt a
differencialjatékok, elfogadhaté dolgozat nem érkezett be.
/Osszehasonlitasként vezérléselméleti témaja szimpdziumon mar
1969-ben helyet kaptak a differencialjdtékok./ A szdbanforgd
kilénkiadas dolgozatainak tébb mint fele valamilyen formaéban
a sztochasztikus differencidljdtékok témakorébe tartozik. D.J.
Wilson lineéaris kvadratikus differencialjatékok esetében ad
kevert stratégiak felhasznaldasaval megoldast. Dolgozatanak ér-
dekessége, hogy absztrakt Hilbert téren fogalmazza meg el6szd6r
a probléméat, és megoldasa utan alkalmazza differencialjatékok-
ra. Linedaris, kvadratikus probléméat old meg késleltetett za-
jos informé&ciéval K. Movi és E. Shimemura. A zajos késlelte-

tett informécidét csupadn az elsé jatékosrdl tetelezik fel a
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szerz6k, a masodiknak a teljes informacidé a rendelkezésére all
Az els6 jadtékos egy optimalis &llapotbecsléssel helyettesiti a
hianyz6 informdacidjat és igy ad meg optimalis stratégiakonst-

rukcidot. Y.C.Ho dolgozataban az el6zetes és keéesleltetett isme-
retek felhasznaldsaval prdoba&l minimax feltételeket adni sztoc-

hasztikus jatékokra. Végul W.H. Hartman az N-személyes csoport
munka esetét vizsgdalja, ami olyan N-személyes jatékot jelent,

amelyben egy koltségfuggvény szerepel.

A tovabbi determinisztikus problémat taglalé dolgozatok
numerikus modszerekkel, késleltetett informécidju rendszerek-
re altalanositott varidcios modszerekkel és a Nash-féle egyen-
sulypontra adando feltételekkel foglalkoznak.

Végezetil a Journal of Optimization c. folydirat 1976.
januari /[553/ differencialjdtékokrdl szd6lo kulénkiadasaval
fejezzik be oO6sszefoglalénkat. A kulénszdm szerkesztbéje G.
Leitmann. Az ide beérkezett dolgozatok legnagyobb része to-
vabbra is a differencidljatékok informéaci6s szerkezetéhez kap-
csolodik. Uj témakent jelentkezik absztrakt tereken az extre-
maéalis vektorok, multikritériumok szerint optimalis megoldéasok
keresése. Végul ulddzési, elfutasi feladatok, illetve egy Ili-
nearis jatékokkal foglalkozé dolgozat szerepel a cikkgydjte-
ményben.

foglaljuk 0Ossze roviden a differencialjatéekok témakoré-
ben kialakult fébb irdnyvonalakat és a jelenleg is fontos
kérdéseket:

A differencialj at ékok kutatdsadnak elsd probalkozasai két

személyes jatékok esetében a varidciés modszeren alapultak.
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E mddszer azonban egyrészt els6sorban szukséges feltételt szol-
galtatott a nyeregponti stratégiak megadasadra, masrészt sok
szakadasi probléméahoz vezetett, nem volt elég hatékony. A va-
riacios maodszer, mint elsé prébalkozas, minden Gjabb jatékti-
pusnal Ujra és ujra jelentkezik, igy absztrakt tereken lejat-
sz0dd két személyes jatékoknal, N-személyes jatékoknal és kés-
leltetett informacioju jatékoknal.

A differencialjatékoknal fellépd peremértékfeladatok meg-
oldhatdésdgara vonatkoz6 elegend6é feltételt biztositd valamennyi
tétel bizonyitdsa konstruktiv eljarast igényel /ideértve a va-
riacios modszerekhez kapcsoldédoé elég bonyolult elegendd felté-
teleket is/. A varidcidés modszerek bonyolultséga miatt a kuta-
tasok iranya leginkabb a szakaszonként alland6 illetve szaka-
szonként megadott kozelité stratégidakhoz vezetett. A linedris
jatékok esetében nagy elényt jelentett az a tény, hogy a meg-
oldas konkrét alakban el6allithatd.

Pontos probléma az informacié kérdése. Ha a jatéknak nincs
értéke, vagy egyensulypontja, Ugy nincs olyan stratégiavalasz-
tasunk, amely a masikat arra késztetné, hogy 06 is egy meghata-
rozott stratégiat valasszon. Ilyen esetben az egyik lehetdség
az, hogy feltételezzik, hogy kisebb késéssel veszink tudomast
az ellenfél valasztdsarol, mint az a mienkrdél. A masik ut az
hogy véletlen stratégiavalasztas segitségével "nagy valdészini-
séggel” nagy nyereségre szert tenni. Mindkét -felfogas eredmé-
nyes lehet optimalis stratégiak megadasara is, ha a jatéknak
van értéke. Az el6z6 mdbdszer az irodalomban gyakori /kiléndsen
a nem késleltetett hatdreset/, mig az utdbbi most kezd teret

hoditani.
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A jelenlegi kutatdsokrél azt mondhatjuk, hogy tovabbra is
é16 probléma jol haszndlhatd elegendd feltételek megadasa e-
gyensulypont létezésére, illetve a fellépd peremfeltételek meg
oldhatésdgéara. Hasonl6o a helyzet lok&lisan megadott optimalis
stratégiak /kielégité stratégiak/ osszekapcsolasaval globalis
optiméalis /kielégitd/ stratégiakkd. Nyitott probléma még a
sztochasztikus jatékok informéaci6s problémaéaja is.

Dolgozatunkban Brunovszkijna'k az L5I]-ben talalhato irasa
Lagunov CI8U dolgozata és Kraszovszkij-Szubbotin munkéassaga
/L16J/ alapjan egy geometriai modszert adunk nemlineéaris N-
személyes késleltetett Banach-tereken lezajlé jatékoknal fel-
l1épd peremfeladatok vizsgalatdra. Min6ségi problémak megoldha-
tosagat vizsgaljuk és ilyenek megoldhatésagara illetve meg nem
oldhatésdgadra adunk a modszer alkalmazésaként elegend6 felté-

teleket
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Q.8 Alapvetd fogalmak«

A differencialj &tékok a jatékelméletnak az utébbi 10-15
évben kifejl6dott, ma is gyors fejlédésben levé fiatal A&ga.
Ezért az alapfeladatot kézenfekvé jatékelméleti feladatként
megfogalmazni. Induljunk ki tehat az E-személyes jatékok egy
elég altalanos definici6ojdbol. Ez ezért is célszerld, mert a
differencialjat ékok osztadlyozasanak szempontjai nagyrészt a
jatékelméletben szokasos szempontok, és igy természetesebben
kapjuk meg ezeket a jatéktipusokat.

1. Az E-személyes jatékok.

Jelolje E a jatékban résztvevé jatékosok | halmazanak
elemszdmat. Minden résztvevd /jeldljuk O6ket I"iérE egész sza
mokkdai/ adott halmazbdl valaszthat stratégiat /e halmazok 4&l-
taldban lépéssorozatokbdl allnak/. Az i£ | jatékos szamara
elérheté stratégiak halmazat jeldljuok S~-vel. A jatékosok
Si6 St I"iN-E valasztdsa hatédrozza meg az (s”, ..., s")=

=2S szitudciot. Az 0sszes szituadcidk halmazat

S .. 1T /1]

jeldoli. Minden i£ 1 jatékoshoz tartozik egy Ih: S-"R Kkifize-
téilggvény .

0.1 Definicio; A

D—< > V24

rendszert E személyes jatéknak nevezzik, ahol halmazt je-

E
161, Si -—-—-> R pedig valés fuggvény i=1,2,...E

mellett.
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A jatékosok célja olyan stratégiavalasztas, hogy a kifi-
zet 6fuggvényekkel kifejezett nyereményik a lehetd legnagyobb
legyen.

Az N személyes jaték definicidja utdn érdemes bevezetni
még ezen a szinten néhany - a differencialj atékoknal is alapve-
t6 - olyan fogalmat, melyek ravilagitanak a stratégiavalasztés
modszereire.

A legalapvetébb ilyen fogalom az N-személyes jaték Nash-

féle egyensulypontja. Legyen s=(s-L,...,s") egy szituacid. Azt
a szituaciot, amely s-t6l az i-ik stratégiaban tér el, jeldlje
s | s” , ahol s az s helyett &ll6 stratégiat jeldli.

0.2 Definicido: A jaték SA =(s*, ... , s*)gS szitu-

acidjat a jatéek Nash-féle egyensulypontjanak nevezzik, ha bar-

mely s"6 esetén

Hi (s*|| sx) 4 Ht (e*) 131

minden |I~i~ N mellett.

Az egyensulypont teh&t olyan szituaciot jelent, amely
minden jatékos szamara elfogadhatdé. A jatékoknak &altaldaban nem
létezik egyensulypontja. Elég tdg jatékosztalyokra azonban ta-
l&lhatdo mindenki szdmara elfogadhaté kompromisszum.

Ha a jatékban nincsen mindenki szd&méara elfogadhatdé szitu-
acio, akkor a jatékosok mas utakat keresnek nyereményik ndve-
lésére. Két ilyen lehetdséget emlitink, az egyiket a diffe-
rencialjatékoknal jatszott fontos szerepe miatt részletezve.

Kevert stratégiakon a stratégiak véletlen megvalasztasat
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értjiuk, pontosabban az egyes jatékosok egymastol fiuggetlen vé-
letlen torvényszerlségek szerint valasztjak meg stratégidjukat.

Az emlitett masik 0tnal a jatékosok kozott egy kijatszasi
sorrendet jeldlunk ki. Legyen ez esetinkben éppen indexeik ter-
mészetes sorrendje. Az i-ik jatékos stratégiaja megvalasztasa-
ndl figyelembe veheti az i-1, i-2,...,1 jatékosok dodntéseit.
Ezt felirhatjuk

e.- sU)

1 (ni-1’"* » sl) /™

fiuggvény formajaban is, ahol az s ~ fluggvény az i jatékos
dontését adja meg az el6tte all6 jatékosok dontéseinek fliggvé-
nyében. Tovabb finomithaté e kijatszasi sorrend elve, ha az
S., 14.i4.1T halmazok elemeir6l feltevéssel élink. Legyen T
az egész vagy valdés szamok halmaza, attél fliggdben, hogy disz-'
krét vagy folytonos idejl jatekokrdl beszelink. Legyen a jaték
idétartama a Lt , t-J=\t|tQ4 t6+x1l, t € «J intervallum. Legyen

minden 1 1i | mellett LL adott halmaz, és legyen
Si :=\f"s; [.tQjt-j]—>» Uz, s eleget tesz adott feltételnekj/5/

Ilyen stratégiak mellett ugy finomithatjuk a fenti kijadtszasi
sorrend elvét, hogy az i-ik jatékos valasztasat egy s~""s”,..
., Sjj) Volterra tipusu leképzéssel adjuk meg:

0.3 Definici6: Az s A leképezést Volterra tipusunak ne-

vezzik, ha felirhato

SAIA i *e* 5 sn) W =f([si R0 oA ]t =t siA

nw t) /6/



33

alakban.

Volterra tipusu leképezésnél a finomitott kijatszasi sor-
rend. agy érveényesul, hogy az i-ik jatékos a t id6pontban donte-
séhez felhasznalhatja a sorrendben &6t megel6zdk t-beli ddnté-
seit és valamennyi jatékos t’Ct -beli dontését, t ’é.|jt0,tjJ
mellett.

Még egy jellegzetesen N-személyes nyereménynovelési maddot
emlitink meg részletezés nélkul. Ez a kooperativ jaték. Errdl
akkor beszélunk, ha a jatékosok egy VCI csoportja egyéni nye-
reményének ndvelése helyett a koalici6 Hy : = ~r-y Eh nyeremé-
nyének novelésére torekszik. Ennek nyilvan'akkor van értelme,
ha igy nagyobb nyereményhez jutnak, mint az egyénileg elérhetd
legnagyobb nyeremények &6sszege.

Most pedig radtérink az E-személyes differenciéaljatéknak,
mint a fent bevezetett N-személyes jatékok specialis osztalya-
nak definicidjara.

2. Differencialjatékok.

Az el6z6 pont jeldléseit itt is megtartjuk, vagyis | je-
l61i a jatékosok K elemld halmazat. Legyen B egy Banach tér, R
pedig jelentse a valdés szamok halmazat. Képezzik az E:= RxB
szorzat Banach teret, elemeit jeloljuk (t,x) -el. E pont sorén
a T id6pontok halmaza mindig az R-el egyezik meg.

Legyen tovadbb& IL minden 1< i"K mellett Banach tér és
legyen KXLbh, i=1,2,..., E mellett valamilyen korlatozé

halmaz.

Legyen G<LE nyilt halmaz és legyen
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f: GxJf K —B |71

egy lekéepezés. /Az f-re, K~-re tovabbi feltételeket majd a ko-

vetkezd 8§-beli konkrét vizsgélatoknal adunk./ Az f-hez egyér-

telmlden tartozik a

N
F: GXTT K E
i=1 1
[7al
P:=(I,f)

lekepezes.
Legyen most L't0O,t*"] c¢_ T z&art intervallum és legyenek

(tQ,z» = 2zQ, (t-~zj = z™Mc G pontok. Legyen

'O,ul— G /8/

'z (t) ;= (t, x Ct)j
olyan leképezés, amelyre z(tj = z0 ’ z = zN . Legyen to-
vabba

[tO,t-L —Kj , 14 iiN mellett /9/ egy

lekepezes.

0.4 Definicié: Akkor mondjuk, bogy a /8/-al definidlt z

leképezés megoldédsa a

zU)= p(zltj, TFf~i (t) o/

egyenletnek, ha

a. z ab folytonos
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b. z m.m. differencialhaté

, N
(= Flz1p, T U) mm 11

teljesal.

Megjegyezzik, hogy egzisztencidarol és unicitasrél a 0.4
definicioban szerepl6 megoldassal kapcsolatban egyenldre nin-
csen szo0.

Legyen most O C. G egy zart részhalmaz és legyen
(V XJ] =20 £ G>z04 © egy rogzitett pon&l.

0.5 Definicid; A /9/ -el definialt HTL/Ai [t irdnyita-
sok szorzatardl akkor mondjuk, hogy 0sszekdti a zq pontot a
0 -val, ha van a /10/ egyenletnek olyan, a interval-
lumon értelmezett 0.4 definici6 szerinti értelemben vettMneg-

olddsa, amelyre teljesilnek a

712/
Z(t" 0
feltételek. Az ilyen z gOrbét nevezzik a tovdbbiakban zQat
és 0 -t 0sszekOtd gorbének.
Ezzel eljutottunk a differencialjatéknak mint N-személyes
jatéknak a definidlasdahoz. Sorra definialjuk a 0.1 definicid-
ban szerepld fogalmakat. Legyen i egy rogzitett I-beli elem.

0.6 Definici6o; Az i jatékos szamara felhasznalhat6 sta-

tégianak nevezink egy olyan /9/ alaku leképezést, amelyhez

i“j, 14j4N mellett megadhatok olyan />-. /9/ alaku leképe-
zi J

zések, hogy az s:= U (U, szorzattal az aladbbi feltételek
k=l ' K

egyike teljesul:
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/1] Létezik valamely véges t*4 t-~ mellett olyan
z :1tQ, t*J —* G go6rbe, amely az s-el mint iranyitassal 6ssze-
koti z -t a 0 -val, a 0.5 definici6 szerinti értelemben.

/2] Létezik egy z :LtO»t4l->G, ’z (tQ = zq gOrbe, mely
eleget tesz a /10/ differencialegyenletnek az s irdnyitds mel-
lett a 0.4 definicié értelmében.

0.7 'Definici6: Az i, 1t ia N jatékos stratégiainak hal-
maza legyen az

Sx:=n\ M [tQ,t-]]— i szdméara felhasznélhato

stratégia } 113/
N 0.8 Definici6o: Megengedett szituaciénak nevezzik a
i i szorzathalmaz olyan s elemét, amellyel teljesil a
0.6 definicio /!'/ vagy /2] feltetele.

Megjegyezzik, hogy a fentiekb6l kdvetkezik, hogy minden
jatékos minden felhasznalhatd stratégiajahoz taladlhatdé olyan
megengedett szitudcidé, amelyben az adott stratégia szerepel.

0.9 Definici6: Egy H: S—mR leképezést megengedettnek ne-
vezink, ha a megengedett szituaciok halmazanak pontjain véges
értéket vesz fel, a nem megengedett szituaciokon pedig minusz
végtelen értéket.

0.10 Definici6: Differencidljatékon olyan

N N
M 3
\ =§G’ tSifiay o 1%} i=l}
jatékot értink, ahol I jelenti a jatékosok N elem( halmazat,
Si I™MiMN mellett a felhasznalhato stratégiak halmazat,

pedig Ht: S — R megengedett kifizet6fuggvény minden Ki4N

mellett.
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Az igy definidlt N-személyes differencialjaték fogalom
tadlsdgosan &ltaldnos. A EL kifizet6fliggvények tulajdonségaitol
figg6en sokféle feladattipust fogalmazhatunk meg. Tovabbi osz-
talyozasra ad modot az F fuggvény alakja. A most kovetkezd 3.
pontban a differencidljatékok osztdlyozasaval foglalkozunk.

3. Adifferenciéaljatékok osztalyozéasa.

A differencidljatékok osztdlyozasédnak szempontjait rész-
ben a jatékelmélet altalanos szempontjai szolgaltatjak, rész-
ben a differencialj atékok specialis tulajdonsagai nyujtanak
Ujabb szempontokat. El6szér az &ltaldnos osztalyozasi szem-
pontokat targyalju-k, majd a differencialjat-ékokhoz kapcsolédd
tovabbi osztalyokat nézzik. A legaltalanosabb osztédlyozasi a-
lapot a jatékban résztvevd személyek szdma adja. Harom alapve-
téen eltér6 jatékosztadlyt szoktak megkuldonbdztetni:

1. Egyszemélyes jatékok.

2. Kétszemélyes jatékok.

3. N-személyes jatékok.

E hdrom csoport megkulénboztetését az indokolja, hogy
mindegyik csoporthoz tartoznak olyan matematikai mddszerek,
amelyek csak az illeté csoport esetében alkalmazhaték. Az egy-
személyes jatékok az optimumkeresési feladatokat foglaljak ma-
gukba, differencialj atékok esetében pedig a vezérléselmélet
problémakoréhez jutunk.

A tovabbi osztdlyozasok alapjat a H. kifizet6fliggvények
tulajdonsagai képezik. Mieldtt ebbe belemennénk, szikségunk

lesz az alabbi fogalomra:
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r , , N r N

0.11 Definicido; A - 1- isi]z=i - &s a

I [ C1H (< N) két jatékot ekvivalensnek nevezzuk,

lia megadhatok olyan k*> 0 és valos szamok, hogy

Ht = + ct 141
Ezt I
115/
formaban jeldljuk.

Koénnyen lathato, hogy két ekvivalens jaték a stratégia-
valasztas szempontjabdl egyenértékd, hisz a két kifizetéfugg-
vényrendszer kitlintetett pontjai /maximum, nyeregpont, stb./
egybeesnek.

0.12 Definici6o: Legyen S’CS a megengedett szitudciok

halmaza. A P jatékot c 06sszeglnek nevezzik, ha a

H | = ¢ 116/

Megjegyezzuk, hogy ha az S-ben minden szituaci6 megenge-
dett, mint &ltaldban a jatékelméletben, akkor ez éppen az ott
szokasos c 0sszegli jaték definicidjaval esik egybe.

Kdénnyen belathaté, hogy minden allandd 0Osszegl jaték e-
gyenértéki egy O-0sszeglvel. Ezért a tovabbiakban a c-0sszegl
jatékot 0-0sszeglnek tekintjik;

0.13 Definicio: A ketszemelyes 0-0sszegu jatékot antago-
nisztikus jatéeknak nevezzik.

Legyen P m2»[si”i=1 >1Hi]Ji=1] egy antagonisztikus
jaték. Ekk6t fennall a H1=-H2 kapcsolat. Ezért az antagonosz-

tius jatékokat egyetlen H:S-»R kifizeté6fuggvénnyel jellemez-
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hetjuk. A 0.2 definicioval meghatarozott Nash-féle egyensuly-

ponton pedig olyan (s*,s2) S szituaciot értink, amelyre a

h(sl}s|)4 h(s*,s*) U(s™*,s2 s si, s"bS2 1171

feltétel teljestil. Az ilyen “s* a”jES pontot nevezzik a jaték
nyeregpontjanak. /Ami nem biztos, hogy létezik, és ha létezik
nem biztos, hogy egyetlen ilyen van./ a h(s*,s2)= v szam pe-
dig a jaték értéke.

Két tovabbi jatékosztalyt vezetink be 24 N személyes dif-
ferencialjatékok esetében. Ezek az osztalyok azonban mar a dif-
ferencialjatékokhoz kapcsolédnak. E két osztaly a kvantitativ
és kvalitativ jatékok osztallyal. Ezek definici6jahoz szukse-
gunk lesz a 2. pontbeli fogalmakra és jeldlésekre.

Legyen sCS egy megengedett szitudcidé /0.8 definicidl/.
Legyen z(s] az aladbbi halmaz:

Z "s)=j"z \z az s irdnyitédssal O0sszekdti sQt és O -t

(.z)3, tA1lz) 4t-~ wvéges int.-onj
/1d. a 0.5 definiciot/
A bevezetett halmaz segitségével megadhatunk egy tA(s)szamot

az alabbi definicid6val:

t*(s)= infrt*|3 ztz(s), hogy z (t*) £ OJ 117/

0.14 Definicié: A tA(s) a jaték befejez6désének idépont-
ja az s szituacidban.

Ezutdn megadunk két halmazcsaladot:

ZN(s) ="z|z£Z GCs) > melyhez 3 t*(_s) 4 t "»t* Cs)+£» t Mt A,
hogy % (")<6 © } /18al
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Z"N(s) ="2jz£©,1 2z &Z"(s), hogy z=z(t), tA(s)4t tA(s] +i,

tLtAA /18b/

Természetesen mindkét halmaz dres akkor, ha tA(s) = 0,0.
Adjuk meg most a 0 halmaznak egy N szdmu zart halmazra
valo felbontéasat, ahol a szerepld halmazok nem szikségképpen
diszjunktak és lehet koztik Ures is. Legyen © = ’\I\L ’r\l ahol
gn zart i=1,2,...,N mellett.

Legyen fi az i(fl jatékoshoz rendelt aladbbi fluggvény:

Ha 6 J 0 t akkor

1 X e9.
frwe- X ©GKO,
Ha ©.=0 , akkor 719/
xfc G \O
0 xfc O

A bevezetett fogalmak segitségével definialhatjuk a mi-
néségi, kvalitativ differencidljatékot:

0,15 Definicido; A =N > > [Hi]i-Ilj 0.10
definiciéo szerint megadott differencialj atékot kvalitativ ja-
téknak nevezzik, ha ekvivalens egy olyan differencialjatékkal,

amelynek kifizeté6fuggvényei felirhatok az aldbbi formaban:
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~ N ha s£ S nem megengedett
lim fAf'zCt)), ha t*(s) =°°, és Z'egy a 0.6
t —* t-~ definicio /2/ feltételének s-el
eleget tev6 goOrbe
%-iino sup f.l(z) ha t* (s) & 00
i z6 (s)

Megjegyezziuk, hogy a lim és a lim sup biztosan léteznek.
Ha ugyanis t*(s)= 00 , akkor minden a feltételeknek eLeget tevé
z gorbe a O -n kivil halad, akar véges t~, akar nem. Itt
pedig minden fe+ Kkonstans ertéket vesz fel /l1d. a /19/ defini-
ciot/. A lim sup pedig azért létezik, mert £ —>0 mellett Z"b)
monoton fogydé halmazrendszer és igy a szup is monoton fogyo
szamsorozatot ad, melynek korlatossaga miatt biztosan lesz
limesze.

Ha a kvalitativ jaték 0-0sszegl, akkor ez azt jelenti,
hogy csupan egyetlen jatékos nyerhet, stratégiavalasztastodl
figgden. A termindalis pontok ugyanis legfeljebb egyetlen © *
halmazhoz tartozhatnak minden s megengedett szitudcidban min-
den elég Kis £ (s)mellett. Ha a differencialegyenlet megolda-
saira eérvényes az unicitids tétele, akkor ehhez elegend6 a 0 *
halmazok diszjunktsagat megkdvetelnink. /Ebb6l csupan annyi
kovetkezik, hogy csak egy jadtékos nyerhet. A O-0sszeglséghez
legalabb egy O~-nek Udresnek kell lennie./ Ha nincs unicités,
vagy a halmazok nem diszjunktak, akkor nyerhet egyidej(-
leg tobb tajékos is.

Ezutan definidljuk a kvantitativ vagy mennyiségi jatéko-

kat. Megadunk minden 1-i- H mellett egy olyan megengedett s
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szitudciokon értelmezett funkcionalt, melyekre tA(S) 4 <=

Legyen z(z ,0/ az aladbbi halmaz:

z(z ,0) = © Z ,  S’C-S megengedett sz. halmaza /21/
sesl
Legyen
I1: z(&q,@) >R , 1414.N 722/
egy funkcional. N
0.16 Definicié: A fl= izt \Hi i:l} 0.10 defini-

ci6 szerint megadott differencialjatékot kvantitativ jatéknak
nevezzuk, ha ekvivalnes egy olyan jatékkal, melynek kifize-

t6fliggvényeit megadhatjuk az aladbbi forméaban:

= 0 ha §= (o):-' . =2
H{ (b‘\= - 4
; lim sup I, (z) ha t (s) { =o
E"O:Ze’/TEQSS

Vegylk észre, hogy a kvantitaiv és kvalitativ jatékok
osztalyai nem diszjunktak. Mint a definiciokbol kideridl, kva-
litativ jaték esetében adott célhalmazt kell elérnink, illetve
elkertdlnink. A kvantitativ jatékokndl barmilyen nyeremény ér-
dekében valamennyi jatékosnak érdeke, hogy olyan szitudciot
valasszanak, amely mellett elérik a © célhalmazt. Ez azt je-
lenti, hogy kvantitativ jaték megoldasdnak szlikséges feltétele
az, hogy a 0 =0, i=1,2, ... , Nmelletti kvalitativ jaték
megoldhaté legyen nem 0 nyereménnyel. A kvalitativ jadtékok meg-
oldasa tehat alapjat képezi valamennyi kvantitativ jaték meg-
oldadsanak, az utobbi esetben a lehetséges kvalitativ megolda-

sokbol valogatjuk ki az "optimalis" megoldast.
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Tovabbi jadtékosztalyokat nyerink még a jaték dinamikajéat
megadd differencidlegyenlet tipusa alapjan. Ezek megegyeznek
differencialegyenleteknél szokasos osztalyokkal. Harmat emli-
tunk meg:

Linearis a jaték, ha a differencidlegyenlet linearis és
az iranyitasi paraméterek is linearisan szerepelnek.

Nemlinearis jatékelméleti problémardél beszéliunk, ha lega
labb a vezérlési paraméterek nemlinearisan szerepelnek az
egyenletben.

Késleltetett, informacidju jatékrol akkor beszélink, ha a
dinamikat egy késleltetett differencidlegyenlet irja le.

Ezzel attekintettik a fébb osztalyozasi szempontokat.
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1.8 A folény kérdése.

Dolgozatunkban N-személyes min6ségi jatékok egzisztencia-
problémaival szeretnénk foglalkozni. Ezeknek a probléméaknak
alapkérdése a kovetkez6: A jatékosok egy KCI csoportja tud-e
ugy stratégiat valasztani, hogy egy masik K’C.1 csoport bar-
mely stratégiavalasztasa mellett egy adott peremfeltételt tel-
jesité /esetleg nem teljesitd/ megoldasgdrbét kapjunk? Az ilyen
kérdések megvalaszolasa, mint ezt a torténeti résznél mar em-
litettuk, mindig konstruktiv eljarast igényel /Id. [43, LI83,
L313,C363,C39J)/. Ezek az eljarasok valamilyen, a dinamikara e€s
a célhalmazra kirdtt feltételek teljestulésén alapszanak. A
kérdésfeltevésbdl is és a torténeti részben leirtakbol is elég
kézenfekvéén kovetkezik, hogy a fenti feltételek a jatékosok
szempontjabél nem szimmetrikusak.

E §-ban a dinamikara Kkirdtt felt ételtipusokkal és ezek
kapcsolataival fogunk foglalkozni. Négyféle feltételtipust ve-
zetink be az alédbbi négy feladatnak megfelel6en: az adott cél-
halmaz elérése késleltetés nélkul, késleltetéssel, a célhalmaz
elkertulése késleltetéssel és anélkil. Ha a jatékosok egy cso-
portjanak lehet6sége van célja megvalésitdsara egy masik cso-
port akarata ellenére is, ezt Uugy mondjuk, hogy fdlényben van
a masik csoporttal szemben. Erés folényr6l akkor beszélink, ha
késleltetett informacidé esetén is elegend6 a cél megvaldsita-
sara, gyengér6l akkor, ha csupadn a masik valasztasanak isme-
retében tudunk jol vélasztani az adott iddpillanatban. EIlfutod
folényr6l akkor beszélink, ha ennek megfelelé birtokdban a

koalicié az adott célhalmaz elkerulésére képes, a célhalmaz



45

eléréséhez elegend6 folényt folénynek fogjuk nevezni.

1. FOlény definiciok.

A 0.8 jeldléseit érvényesnek tekintjik az egész dolgozat-
ban, a flggeléket leszdmitva.

Legyen KCI1 egy valddi részhalmaz, a jatékosok ilyen cso-
portjat koaliciénak nevezzik.

A 0.8 2. pontjdban bevezetett halmazok legyenek a to-
vabbiakban kompaktak. Legyen az F leképezés folytonos és te-
gyen eleget minden rogzitett ue_TI+ K. mellett lokéalis Lip-
schitz-féle feltételnek. /A jelc'jllé_slek(:eLt Id. a /7/ kifejezésnél
és kornyékén./

Bevezetjik az aldbbi jeltléseket:

Legyen KCI1 egy koalicid.

Legyen
1
UK: = K, 725/
i £1\ K

Ezzel el6készitettik a folényfogalmak definicidit.
Legyenek K, K’ két koalicié, melyekre teljesul a
Ka\K’ =0 feltetel. Legyen e”E’, ahol E’ az E Banach-tér
duadlisa és legyen Xo<2GCE r6gzitett pont.
1.1 Definici6o: A K koalici6o gyenge félényben van a K’

koaliciéval szemben az xQG G pontban az e funkcionallal kije-

I6If'iranyban", ha megadhaté olyan c¢>0, hogy minden v<U ,-
hoz taldlhaté olyan u(v) & ,hogy
F(Xo(UKUK>R u(v)m b j]c 126/

teljesul.
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1.2 Definici6: A K koaliciénak gyenge elfuté folénye van
a K’-vei szemben az xQé G pontban az e funkcionallal kijeldlt

"irdnyban", ha minden véUK, -hdéz van olyan u(vjfcUK ,hogy

F(xo> (UKUK) x[lu >WJ) M [et °i 1271
telj esil.
1.3 Definicié: A K koalicionak erdés folénye van az xQ
pontban az e funkcioné&llal kijeldlt irdnyban, ha megadhato

olyan ufU~. és <c¢) 0 , hogy az

teljesul.
1.4 Definicié; A K koalicionak erds elfutdo folénye van az
xq pontban az e funkciondllal kijeldlt irdnyban, ha létezik

olyan u<=UM , hogy az

K x0> ukx {e>'°} 129/
teljesal.

Megmutatjuk a bevezetett négy folényfogalomrdl, hogy pa-
ronként szoros kapcsolatban allnak egymassal.

1.1 Tétel: A Kkoaliciénak akkor és csakis akkor van erds
folénye az xQ pontban az e funkcionallal kijeldlIt iranyban, ha
az | \K koaliciénak nincsen gyenge elfutd folénye a -e funk-
ciondllal kijeldlt irdnyban.

Bizonyitas: 1. Tegyuk fel, hogy a K koaliciénak er6s fo-
lénye van az e irdnyban. Ez azt jelenti, hogy van olyan ué U- |
amely mellett /28/ teljesil. Ezért ezen u-hoz nem taldlhato

r s L
olyan v {\x)G UR , hogy a /27/ -e-vel teljestljon.
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2. Tegyuk fel, hogy az I\K -nak nincs gyenge elfutdé fo-
lénye az G pontban a -e irdnyban. Ez azt jelenti, hogy
van olyan u £ UK , hogy minden V£ mellett az
731/

feltétel -teljesul. Azonban a

F (x0, vau , VE Ué 732/

) >

fuggvény, mint két folytonos flggvény kompozicidéja folytonos
és az . kompakt halmazon mindenltt pozitiv értékeket vesz
fel. Legyen c¢c a $ flggvény pozitiv minimuma. A fenti uf U™
és a c szam teljesitik az 1.3 definici6o feltételét. Ezzel a
tételt beldttuk.

1.2 Tétel; A K koalicionak akkor és csakis akkor van
gyenge folénye az e funkcionallal kijel6lt irdanyban az I\K
koalicioval szemben, ha az | \K koaliciénak nincsen erés el-
futé folénye a -e irdnyban.

Bizonyitds: 1. Tegyuk fel, hogy a K koalicionak nincsen
az xQ pontban gyenge fdlénye az e iranyban. Ez azt jelenti,

hogy 1/n-hez megadhatéo olyan U~ elem n=1,2,... mellett,
hogy

W) 4 la /331

Az UK kompaktsaga folytan az u”® sorozatbhdl kivalaszthatd kon-

vergens részsorozat, legyen ez uR — U, ahol u chK
részsorozat hatdreleme. Minden V£ mellett tovabba
X v —* u*v |, és a /33/ egyenldtlenség folytéan

{e»F (X0 ' U*u} A0 734/
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teljestl, ami az allitds eg.yik felét adja.
2. Ha az I\K koaliciénak er6s elfuté félénye van az X

pontban a -e irdnyban, akkor ez azt jelenti, hogy van olyan

urU” |, hogy minden VvE£ UK mellett az
(e , fkxg,uxv)} 4 0 /35/
feltétel teljestl, vagyis ehhez az u -hoz nem adhaté meg

olyan v (U)EUK, hogy
\ e, f(xg,u*v(uj)>u / 36/

teljesiljon és ezzel az allitdast belattuk.

A most kdvetkezd két tétel a bevezetett er6s és gyenge
folényfogalmakat jellemzik.

Legyen e GE’ egy egységnormaju funkcional.

1,5 Definici6o: az E Banach téren bevezetjuk és IN MNE-v

jeloljuk az aldbbi normat:

HUHe = max™Hx li »1<Ue,x) 1] > x€E . 137/

1.3 Tétel: A Kkoaliciéo akkor és csakis akkor van folény
ben a K’ koalicidval szemben az xo6G pontban az ef£E ’-vel ki-
jeldlt iranyban, ha megadhatdo olyan 1>4 >0, és t£E,

1 tilje =1, 2e,t)=1, hogy minden VEUK, elemhez taldlhato

olyan u(v) UK elem, hogy teljestl az

H Xo’UKUK'* U ' 1vj) C- Kt t(O>.;>Lé\[G‘“ » +tj /3B

Bizonyitas: 1. Tegyuk fel, hogy a K koalicionak folénye
van az e iranyban az xQ pontban a K* felett. Az 1.1 definicié

szerint tehat a
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Vi=P1'x, [e > cj)c &« K 139/

halmaz nem ulres és a folytonosBag miatt kompakt.
Az F leképezésnek a G*V-re vald megszoritasa teljesiti
a fuggelék F2.3 tételének feltételeit c¢=tT-h, o 1 mellett

ezért igaz, hogy
F (x ,k) C Kt tCo l40/

az idézett tétel alapjan. Miutan az 1.1 definicio feltételé-
nek teljestlése és V konstrukcidja biztosit olyan u(v)-t

minden vtU”™1 -hez, hogy

UKUK?* * vO V 141/

teljesul, az allitds els6 felét bebizonyitottuk.

2. Teljesuljon a /38/ feltétel valamely tfcE, ef£E* és
t > O-ra. Belatjuk, hogy ekkor teljestul az 1.1 definicié fel-
tétele .

Képezzik a :=Kj t (.0)f|[e > 1/nJ halmazsorozatot

n=1,2,...,n,... mellett. Képezzik tovabba az alabbi halmazt:

Hn=j*u | u feUK, és 3 v(u)&UK hogy f(xo,U”uk*x v W* u)° J 1421
hogy Hh nyilt.
Beldatjuk, Miutdn az *v(u)*u halmaz kompakt metrikus

tér, folytonos képe is kompakt, amelyet a fenti G nyilt hal-
mazok valamelyike biztosan lefed és e fedd @ hatdratol veéges
pozitiv ~ tavolsagra van. Am F egyenletesen is folytonos a

N
iJ1 Ki kompakt szorzattéren, ezeéert <?/ 2-hdéz megadhaté olyan
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G kérnyezet, hogy minden u’é oi-(tr/x)(u)- beli pontra
142 feltétele teljesul.
A /38/-al kifejezett feltétel azonban biztositja, hogy

co
743/

és miutan UK, kompakt, a Hn -ek pedig nyiltak, van olyan vé-
ges n, hogy az UN, -t mar lefedi. A legkisebb ilyen n le-
gyen nQ, c=1/nQ mellett teljestl az 1.1 definicidé feltétele.
Ezzel a tételt maradéktalanul beldttuk.

1.4 Tétel: A K koalicio akkor és csakis akkor van erés
folényben az xQ pontban az efcE* , liell= 1 funkcionallal kije-
61t irdnyban, ha megadhaté olyan 1>t >0 , és t6 E, (i tHL=I,

V2e,t) =1, amelyhez talalhaté olyan uf UK elem, hogy az

744/

tartalmazés teljesal.

Bizonyitads: A tételt az 1.3 tételhez hasonléan bizonyit-
hatjuk be, csupan egyszerldbben. Itt a bizonyitast nem részle-
tezzuk.

i most kdvetkez6 tételek is az er6s illetve gyenge fdlényt
jellemzik, méghozz4d e tulajdonsdgok helyt6l valo fluggéset.

1.6a Definiciéo: gl k, -vei jeléljuk az alabbi halmazt:

¢ °=§x \ x &€ G-ben K gy. folényben van K’-vel sz.-ben az
e iranyban }
1.6b Definici6o: gl -val jeldljuk az aldbbi halmazt:

gl:= Xxjxt-G-ben Ker6s folényben van az e ir.-banj
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1.6¢c Definicidé: P~ K, -vei jeloljuk az alabbi halmazt:

k K =Jxj X £ G-ben K-nak elf. folénye van K*-vel az.-ben
az e iranybanl
1.6d Definiciéo: F|.-val jeloljuk az alabbi halmazt:
FA:=jIxjx G-ben K-nak erés elf. folénye van az e ir.-banj
1.5 Tétel: A G " és @ halmazok nyiltak.
Bizonyitda: Elegend6 megmutatni, hogy ha xézGevﬁ_’A -nek
| Gj~-nak/, akkor létezik G~xJ C. g k, [/dg|/ alkalmas
cT > O-val.
Az xq£ G&’\k, /G’g/ azt jelenti, hogy a
N
Vi= F"1 (xQ, j®¢ >h >0]jc TT K 745/

kompakt halmaz nem ilres, s6t az egyes folényeknek megfelel6en
tartalmaz bizonyos alaku pontokat.

Bzoritsuk meg a F leképezést az alabbi mébdon:

F : GXV E ,

erre h/2-vel igaz, hogy

fUO. V)d [ e > h/2] . 146/
V kompaktsaga folytdn azonban létezik olyan GN(xQ C. G, hogy
FrGAUj» v)d  {e > hi2j 1471

teljestl. Ez pedig mindkét szdébanforgd fojényfogalomra bizo-
nyltja a tétel allitdséat.
1.6 Tétel: Az F® K, és az P> halmazok zartak.

Bizonyitas: Ezek zartsdga kozvetlen kovetkezménye az 1.1,
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1.2 tételeknek melyek szerint e halmazok megfelel6 Ge tipusu
halmazok komplementerei, melyek viszont az 1.5 tétel szerint
nyiltak.

2. lokalis stratégiak fogalma.

E pontban azzal foglalkozunk, hogy ha a G halmaz valamely
pontjdban fennd&ll a bevezetett folénytipusok kdézul valamelyik
egy koalicié szadmara, akkor hogyan hasznalhatja fel ezt e ko-
alicio stratégiaja megvalasztasara. Az erds és gyenge folény
alapjan képzett stratégidanak az a tulajdonsaga, hogy egy pont-
ra megadott stratégiavalasztasi szabaly ™"ugyanazt” eredménye-
zi a pont egy kornyezetében, mint a pontban, lehetdséget nydjt
arra, hogy e stratégiavalasztasi szab&lyt ne pontokhoz, hanem
nyilt kérnyezetekhez rendeljuk. Ezeket a lokéalis stratégia-
valasztasi szabalyokat fogjuk lokalis stratégiaknak nevezni.

Els6 lépeésként megadjuk most folény teljestilése esetére
a stratégiavéalasztasi "szabdalyt™.

1.7 Tétel; Legyen a K koaliciobnak az xqf G pontban az
e£E’ , llell = 1 irdnyban foélénye a K’ koaliciéval szemben.

Ekkor megadhaté egy VQ: UN,—> U™ Borel-mérhet 6 leképezés

gy, hogy
?(*0> Uruk’»Te (u) X u) c [e > 0] ahol 148/

c 0 az 1.1 definicioban szerepl6 pozitiv szam.
Bizonyitas: Megjegyezzik el6szoér is, hogy a bizonyités-
ban Iényegtelen a c szdm értéke, ennek a teteiben csupan a
folény definicidja miatt van szerepe. Ezért tetszOleges c
mellett bizonyltjuk a tételt, azért, hogy egyuttal elfuté

folényre is megkapjuk a V leképezés konstrukcidjat.
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A folény definiciéjabol kovetkezik, hogy minden uf Uﬁ,
héz van olyan v (u), hogy az f'yx0, UKUK,Xv”" <u)C [ex>cl
IEz a lényeges sajatossag gyenge elfutd folény esetében c=
O-val teljesul, Id. az 1.2 definiciot./ Ez azt jelenti, hogy

minden w£ "R, mellett teljesul az

p-1 Vxo » w> ci)”™ \vvlu), ujj UfUK, ] 149/

tartalmazas. Masrészt az F folytonossaga miatt az
P"1~ , w, [e M~ ¢}) C. UK X UK, /501

halmaz kompakt. Képezzik az

P—4
P n 51/
vitU Ky K*

kompakt halmazt, amely a /49/ miatt nem Ures, st a vetlle-
te az URB-,-re az egész halmaz lesz /p™-1(p'= UM,/
Ekkor azonban a flggelék F.1.2 tétele biztositja, hogy

megadhat6é olyan
Ve @ UK’ UK

Borel-mérhetd leképezés, amelyre teljestl az

P~ jWe ~u) »u; [u”™ UK»] /53]

feltétel, ami azt jelenti, hogy VQ eleget tesz a /48/ felté-
telnek. Ezzel a tételt belattuk.
1.1 Megjegyzés: Ha a K koalicionak er6s félénye van az

XxQ pontban az e G E’, le 1= 1 iranyban, akkor megadhaté a
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Veiu):=vtUK , UufUj 754/

konstans leképezés ugy, hogy az /1.2/ definicioval szerepld

c > O-val teljestul az

f x0,u,V6 (U)j je > c¢] , minden ué-"Ujn /155]/

mellett.

Ez az 1.2 definicid természetes kdvetkezménye.

1.2 Megjegyzés: Miutan feliiivtuk a figyelmet arra, hogy
az 1.7 tétel bizonyitasaban nem volt lényeges szerepe a sze-
repléd ¢ konstans ertékének és lattuk, hogy ami a tétel bizo-
nyitasdhoz sziukséges, az teljesul a gyenge elfutd folényre is,
ezéert kimondhatjuk kulén bizonyitds neélkiul az alabbi tételt:

.0 Tétel: Ha a K koaliciobnak gyenge elfutdé félénye van
az XxQf G pontban a K* koalicioval szemben az e £E’ ,lle!|] = 1

iranyban, akkor megadhatdé egy

Ve: K >K /56/

Borel-mérhet6 leképezés ugy, hogy minden u4 UN -re teljesil
az

F(xg»Ve(u)» wu)c. [e > 0] I57]
feltétel.

1.3 Megjegyzés: Erds elfutdé folény esetében az 1.1 meg-
jegyzés eljardsa biztosit egy az /57/-nek eleget tevé VQ le-
képezést .

AV leképezések definici6oja utdn megmutatjuk bevezetett
folény teljestulésének szdmunkra alapvetéen fontos kovetkezmé-

nyét.
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1.3 Tétel: Legyen a K koalicibnak a K* koaliciéval szem-
ben az xq6 G pontban az eiE’ , Hell = 1 irdnyban folénye.

Ekkor megadhat6 egy alkalmas

Kt ,h (°i=UA i Gi <°) + h} 158/
A>0
kap /[ldsd az 1.5 definicidt/, ahol <% , h>=1/2, I(h!lI~1/2
lazaz kozel 1/2/, és amelyre teljestl az alabbi:
Megadhaté a tQ£f R-hez /(t0,zQ) =xqc G/ olyan ¢T> 0, hogy
a K koalicié barmely wu: LtO,t1] — UK, , és az I\(KUK?)

mérhetd stratégiavalasztasara az

x(t)= F (x (t), V(t), Ve(u(t)) , u(t) t£[tQ,tl] mm /59/

x(to')= xo

differencialegyenlet megoldasa teljesiti az
x(t) 6 x0 + k£Jh(0) ., té(tQto+cT)

feltételt, ahol a Vi az 1.7 teételben biztositott Borel-mgrhetd
leképezés.
1.10 Tétel: Legyen a K koalicionak er6s folénye az
XxQ6 G pontban az je £ E* ile|]|= 1 iranyban. Ekkor megadhato
egy alkalmas N (O) kap /1d. /58/ [/, ahol <~e,h>= 1/2,
1hij 1/2 Jazaz kozel 1/2/ és amelyre teljestl az alabbi:
Megadhaté a t £ R ponthoz / (t0,zq)=xqfc G/ olyan <c¢T> o,
hogy az I\K koalici6 barmely u:[ tQ, t7j m_l?é rheté

stratégiavalasztidsara az
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x(t)= F(x(t), u(t), VQ(u (t))) mm t /60/
X(Loh= Xg i
differencidlegyenlet megoldasa teljesiti az

Xx(t)Exo + KEjh (0) , tfc[t0,tQ +(f]

feltételt, ahol Vy az 1.1 megjegyzésben biztositott konstans
leképezés.
Bizonyitas; A két tételt egyltt bizonyltjuk.

Képezzik az xQ G mellett az

F1(x0, e >¢c> 0]) =V T ke 161/
i=l
kompakt halmazt, ahol a ¢ az 1.1 illetve az 1.3 definicidkban
biztositott pozitiv szam. A V leképezés konstrukcidja bizto-
sitja, hogy folény esetén minden u”™-UN és mellett
a (v,Vv (u), u) 6 Vteljesuljon, erés folény mellett pedig
minden ufcUy mellett igaz az (u,Ve (u)) é V feltétel.
legyenek marmost u: 1t0>t 4] UK , v: ftQ,t-j] — UK"™K,

merheté leképezések, a fentiek alapjan
(V»ve (u), u):LtO»tj]—-V 162/
mérhetd leképezést kapunk, mert V Borel-mérhetd. Ehhez ha-
sonléan az u:[tQ,t1] —-Ug erds folény esetében egy
(ve(u), u) :J[tostI™— 163/

merheté leképezést hatdroz meg. Ezzel azonban el6é&llitottuk

az /59/ és /60/ megoldasfuggvényekre a flggelék E2.4 tételének
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feltételeit, amely a tételeink allitasait bizonyltja.

1.4 Megjegyzés: Az 1.9 és 1.10 teételek bizonyitasadhoz idé-
zett F2.4 tétel bizonyitadsabdl az is kiderdal, hogy megadhato
az xQ pontnak egy olyan alkalmas c¢T>0 kdérnyezete, amelynek
minden pontjara érvényes az 1.9 és 1.10 tétel &llitasa, meég-
hozz4 az alabbi formaban:

1.11 Tétel: Az 1.9 és 1.10 tételekben szerepldéd xQ pontnak
megadhaté olyan GO , ¢cT>0 kdrnyezete, megadhaté olyan <f? 0
és k (0), amelyek minden x*£- G-)(xq) -beli pontra telje-
sitik az 1.9 illetve az 1.10 tétel allitasait, méghozza az
egész @p'(x0) -on univerzalis VO stratégiavalasztassal.

1.5 Megjegyzés: Az 1.11 tétel segitségével azt sikerult
megmutatnunk erds és gyenge folények esetében, hogy a GV
illetve a GK nyilt halmazok el6allithatok olyan nyilt kdrnye-
zetek unidéjaként, amelyek mindegyikén egy konstans Vg stra-
tégiavalasztasi szabaly segitségével hasznalhatjuk fel meglevd
folénylinket. Legyen most egy ~7 K /GN-G™ olyan nyilt
halmaz, amelynek minden pontjara teljesul az 1.11 tétel alli-
tdsa9 a V stratégiavalasztasi szaballyal.

1.7 Definicio: A(V,,,G)part nevezzik a K koalici6o lokalis
stratégiavalasztasanak, vagy roviden lokalis stratégiajanak.

A most kovetkez6 8§-ban megmutatjuk, hogy hogyan lehet a
loké&lis stratégiavalasztasi szabalyokbol felépiteni globalis

stratégiavalasztasi szabalyokat.
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2,8 Alokalig stratégidk szintézise.

Az el6z6 8§-ban bevezettik a KC1 koalicio félényének
tobbféle fogalmat és ezek fenndalldsa esetén stratégiavalaszta-
si mobdszert is adtunk. E modszerr6l er6s illetve gyenge folény
esetében megmutattuk, hogy egy alkalmas nyilt halmazon "megfe-
lel6™ valasztdst biztosit. Ezért bevezettik a lokalis straté-
gia fogalmat, amely egy (v , G)alaku part jelent, ahol a V
egy Boréi mérhet6 leképezés, G pedig az elé6bb emlitett alkal-
mas nyilt halmaz.

Most azt a kérdést vetjuk fel, hogy hogyan biztosithatjuk
a lokalis stratégiak oOsszekapcsolasat? Ez alatt azt kell érte-
ni, hogy ha az /59/ vagy /60/ differencidlegyenletek megoldasa
a G halmaz valamely hatarpontjdhoz érkezik, vajon milyen fel-
tételek mellett folytathatdé a jaték e hatadrponton csatlakozd
valamely masik (V@,, &) lokalis stratégiavalasztasi szabaly-
nak megfeleléen? E probléma rokon a szakadasi felUletek kozis-
mert problémajaval.

A felvetett problémat két esetben oldjuk meg. A masodik
esetben adott megoldas szinte feltétel nélkul alkalmazhatd,
tétel formajaban kimondott finomitott valtozatai minddssze a
metrizadlhatéosdgon mualnak és azon, hogy a stratégidkat nyilt
halmazokon adjuk meg. Az elsé, finomabb eljaréds szigorda felté-
telekhez koétott, csak erds vagy gyenge folény esetében alkal-
mazhaté és csupan szeparabilis Banach tereken. Az els6é mddszer
feltételeinek megfogalmazasadhoz meg kell fogalmaznunk lokalis

stratégiak csaladdjanak egy folytonossadghoz hasonlé tulajdon-

sagat .



59

1. Elnyelési és taszitdsi pontok.

Bevezetink egy alapvetd fogalmat, amelyet kupmezbnek fo-
gunk nevezni.

Legyen n C gC E egy nyilt halmaz. Legyen minden
x 61"L -hoz megadva egy e(x) 6 E* , |lell=l, és egy O<£(x)"I
szdm. Képezziuk minden fenti x mellett a K.-, . ., v(o)kupot, ahol

t(x)EE , <e (x), t(x)>=1/2 és jtlN (x) ~ 1/2 és

K£(X), <o)+ ° /64/
2.1 Definicié: A % :X t(x/0™ 7 x é
leképezéssel és -val képezett (~d?)pért kupmezdnek nevez-

zuk.

2.1 Megjegyzés: Minden lokalis stratégidhoz tartozik egy
kupmez6, amelyet az 1.11 tétel biztosit.

2.2 Definicidé; Az x€ F pontot az FCE halmaz (K.} 12)k:up-
mez6vel szembeni elnyelési pontjanak nevezzink, ha x

és van olyan cf > 0, hogy az

(Km , t(40) + *)nad-(x) c A
feltétel teljesal.
2.3 Definicié; Az x é F pontot az P taszitasi pontja-
nak nevezzik, ha az E\ F elnyelési pontja.
2.1 Lemma: Ha x £ int (p)O”~» akkor x elnyelési pont.
Bizonyitds; Ha ugyanis van eleme a metszetnek, ez nem
ures nyilt, igy van olyan cT> 0, hogy G~(X") int (P)f)

ami a tételt bizonyltja.
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2.1 Kovetkezmény: Taszitasi pont csak hatarpont lehet.

2.2 Kovetkezmény: Tetsz6leges (J€jS2)esetén Q minden
pontja JC -val szemben elnyelési pont.

2.4 Definici6o: Egy F C E halmazt a -ra nézve
szabé&lyosnak nevezink akkor, ha FD R minden pontja taszitd
vagy elnyeld.

2.1 Tétel: Egy (i) #&xL§ kupmezdre nézve szabalyos halma-
zok. halmazalgebrat alkotnak, vagyis

1. Ha P1,P2 szabalyos halmazok, agy U F2 is az.

2. Ha P-LLP2 szabéalyos halmazok, ugy P-0 P2 is az.

3. Ha P szabéalyos, ugy E\ P is az.

4. Az egész tér, E szabdalyos.

Bizonyitas: A 2.1 lemmara valo tekintettel a taszito-
elnyelé tulajdonsagot elegendd mindegyik esetben a hatarpon-
tokra beldtni.

1. Vegyuk a 3 P~U B P2 zart halmazt /*"F”~ jeldli az
halmaz hataréat, mely zart/.

Legyen xedP™U d P2~nek. Ha e pont legaldbb az egyikre
nézve elnyelési pont, akkor az uni6nak is elnyelési pontja
lesz, ez természetes kovetkezménye a 2.2 definiciénak. Legyen
ugyanis mondjuk az elnyeld halmaz az 1 indexd, ekkor a defini-

cio szerint van olyan , hogy G (x) és

t(x) (o) (tzu p2)n B .

Ha az x valamelyiknek bels6é pontja, akkor a 2.1 lemma

szerint elnyelési pont.

Marad tehét annak bizonyitdsa, hogy ha az x pont egyiknek



sem elnyelési pontja. Ekkor lehet mindkettének taszitasi pont-
ja, vagy lehet az egyiknek kulsd pontja, a masiknak taszitasi
pontja.

Az elsé esetben i=1,2 mellett van olyan G-"(x), hogy az
E\ -re teljestl a 2.2 definici6o feltétele. De akkor a
f:m}ndz -re az (EN\ F)N(EN\ Fy) = E\(F,U F,) -vel is telje-
sl a feltétel, tehat a pont taszitdsi marad.

A masodik esetben van olyan koérnyezete a pontnak, miutan
az egyik /mondjuk F-~/ kilsejében van, hogy e konyezet teljes
egészében az F kllsejében fekszik. De akkor e kdrnyezetnek és
az P2~re a 2.2 definici6o altal biztositott kdrnyezetnek a met-
szete éppen megfelel az uniéhoz. Ezzel az 1. pontot belattuk.

3. Ennek bizonyitasa azért egyszerld, mert ha egy hatar-
pont taszitdsi pont, ez a komplementernek a 2.3 definicio sze-
rint elnyelési pontja. A komplementer hatarpontjaira ugyanez
érvényes. Ezzel ezt be is lattuk.

4. Az egész tér lezadrasanak metszete i- -val Q , amely-
nek minden pontja elnyelési pont a 2.2 kovetkezmény szerint.

5. A 2. allitads az 1. allitasbdl kovetkezik komplementer-
képzés utjan.

2.3 Kovetkezmény: A barmely szabalyos nyilt rész-
halmazanak szabalyos részhalmazai is halmazalgebrat alkotnak.

2.2 Lemma: Legyen £2 E nyilt halmaz és legyen Q -n
megadva egy '"alland6"™ kupmez6, azaz a 2.1 definicid jeldlései-
vel

765/

Ekkor megadhaté egy olyan Il lljE norma E-n, amelyre
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1. i > 0 mellett szabalyos K-ra nézve.

2. A Il lE norma ekvivalens az eredeti Hii -val.

Bizonyitas; Belatjuk, hogy a KC - (0) halmaz minden
hatarpontjara teljesiil, hogy ha x 6 Kf ~(0), ugy

x + Ki)t(0) C K.£>1t(0)

Legyen r 6K Cj"(o) , ez eléall

r=1t+ Av A> 0 166/
alakban, ahol fii v I C<,£ c 1, és Itilt -~ 1. Az x hatdrpont
pedig x= At + Av* alakud, ahol *(v’|i 4 6/Ugyanis ha x ha-

tarpont, Ggy megadhat6 egy A~ + AAVA —m x sorozat agy, hogy
A n korlatos és igy megadhatdé agy is, hogy konvergens legyen.

Ha 7\0 e konvergens sorozat limeszpontja, ez nem 0, mert X
sem az, de akkor osztva An-~el sorozat elemeit, vn -et Kkife-
jezhetjuk két konvergens sorozat kulénbségeként és igy vn~rdl
belattuk, hogy konvergens és ezért a limeszpont, illvMile £
teljesul./

Vegyuk az x + Kf 0) pontjait. Ezek el6allnak

At + Av* + e (o)+ 1t} 1671/

A>0

alakban, vagy atirva:

X+ KE t<°> Ly =(A+M)t +(At+ta ) (M) v +Ax" )} 167/
} H «
ahol megmutatjuk, hogy a /A v + A w\ é Lg({°)\
Felhasznalva azonban, hogy 0 ,
A-v + -6£E— wij| - — £ +— wHe N £ 769/

Ayt XHU Ayk
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amivel beldttuk az allitast.

Hasonl6éan belathat6, hogy a -ch\,N(O) minden hatarpontja
taszitasi pont.

Az e funkcional definici6ojabdl kovetkezik, hogy az
N-eécf} , és az /e halmazok <f tetszdéleges valds mellett
szabalyosak. Ezért képezzik a GM=K~”™ ~(0) "e N 1 és a

= - KE£ ~(o)fl|len~-1™ halmazokat, melyek szintén szabalyosak
lesznek. E két halmaz segitségével konnyen megadhatjuk a kivant
’gdmbot'™. Szabdélyos halmaz minden eltoltja szabé&lyos konstans
kupmezd esetén. At definicidéja alapjan 2t ~|e = 1, képezzik
tehat a

GO) ={dg - 2tj U{ @ + 21) 170/

halmazt. Konnyen beldthatdé a kup definici6ja alapjan, hogy
G(0) a 0 egy korlatos, nyilt, konvex, kiegyensulyozott kdrnye-
zete, ezért az éaltala meghatarozott Minkowsky funkcional norma
lesz, mely egyenérték( az eredeti norméaval. A G(0) tovabbé
szabalyos és minden szdmszorosa is az marad. Ezzel a tételt
belattuk.

2.4 Kovetkezmény: Legyen E egy szepardabilis Banach tér.
Ekkor a 2.2 lemma feltételeinek eleget tev6 kupmezd alaphal-
maza el6&all megszamlalhaté sok szabalyos halmaz egyesitésebdl.

2.5 Kovetkezmény: A 2.4 kovetkezményben szerepld eldal-
litds helyettesithetd szabalyos halmazokbdl allé diszjunkt

®

halmazrendszerrel is. Ha ugyanis G = G”, ahol G" szaba-

Ilyos halmaz minden i=1,2, ... mellett, akkor a

G i 770/
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halmazok a 2.1 tétel alapjan szabéalyosak, egyesitésuk pedig,
mint ismeretes és konnyen lathatdé az egész G.

Ezzel eljutottunk oda, hogy megfogalmazhatjuk a ~intézis
problémajat és megoldasi lehetéségeit vizsgdljuk Banach tere-

ken és véges dimenzidos tereken.

2. Szintézis probléma kompatibilis stratéegidknél.

Loké&lis stratégiak szintézisén egy olyan stratégiavéalasz-
tadsi mobdszer megadasat értjuk, amely a fazistér minden pontja-
ban egyértelmlden adja meg a stratégia megvalasztdsanak a mod-
jat és emellett minden pontban egybeesik valamelyik lokalis
stratégiaval. Mint ismeretes, ez a probléma altalaban nem old-
haté meg /Ld. a szakadéasi felUletek problémdait a variaciods
moddszereknél/. A globdalis stratégiavalasztasi modszernek olyan’
nak kell ugyanis lennie, hogy minden pontban a jatékot leird
differenciadlegyenlet rendelkezzék egy (t,t +<f(t)) intervallu-
mon legalabb is lokalisan egyértelmd megoldéassal. Ehhez pedig
az szukséges, hogy ha egy lokalis stratégia alkalmazasi te-
riletének egy hatarpontjdhoz érink, e hatarponton megadott uj
stratégidval az uj loké&lis stratégia érvényességi teridletén
maradjon a fazispont legaldbb egy kis iddintervallumra. Mas
széval, az uj stratégidnak e pont elnyelési pontja legyen.

Altalaban ez nem vihetd keresztil és ezért a hely fluggvényében

egyértelmd stratégiavalasztasi moddszer megadasanak feladatat
pontonként véges valasztasi lehetdségre enyhitjuk. Ez utdébbi-
rol latni fogjuk, hogy szinte korldtozas nélkil megoldhato.

Most el6sz6r az els6, nehezebb feladatot fogalmazzuk meg pon-

tosan és bizonyos feltételek mellett megoldjuk. A masodik

probléméaval a 3. pontban foglalkozunk.
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Legyen £fi<"G”™E egy nyilt részhalmaz. Tegyik fel, hogy
megadtunk lokalis stratégiak egy (Ve , G « csaladjéat

ugy, hogy teljesuljon az

Nno= U 1721

feltétel. Mint ezt az 1.11 tételben belattuk, e stratégiacsa-
ladhoz tartozik kupmezéknek egy (K~ GV csalddja és ha
a (K~ |, CjMparokat az 1.11 tétel feltételeinek megfelel6en
képeztuk, akkor még az is igaz, hogy ezek konstans kupmez6k
lehetnek.
2.5 Definicié: Kupmezbknek egy {K, G.A csaladjat az
1 * VtA

x £ht pontban kompatibilisnek nevezziuk, ha megadhatdé olyan

G”™ (x) kornyezet és egy x-tél fuggb (x/0”~ kup’ hog:/
minden «c£ A mellett yé & _(x)/I G esetén

KEGO,t (x)(0)~ Kic0) .V (y)(°~ 71731

2.6 Definicio: Kupmezbék egy (k7" csaladja az
I?7CG ¢ E halmazon kompatibilis, ha minden x £ Q -ban
kompatibilis.

Legyen most E szepardabilis Banach-tér. Megadunk

fi d gc E-n egy kupmez6t a kovetkezéképpen:
°): = /
et oo e " (X) = (%)(0) "
odeA

ahol co a mogotte allé halmaz konvex burkat jeloli.
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Ha az eredeti jJK ,G. “rendszer kompatibilis volt, uUgy a
'ii kupmez6 minden pont egy alkalmas kdérnyezetében egy kons-
tans kuppal "majoréalhatdé™. Az igy bevezetett jelolések mellett
az alabbi tételt mondhatjuk Ki:

2.2 Tétel: Legyen |\ ,G/AjN N Acl;JA CA:QC gaE
lokalis stratégiak egy olyan csaladja, hogy a neki megfelel6
kupmezék »fec/76 A csalddja teljesitse hL -n kompatibili-
tas feltételét. Ekkor megadhatdé egy i=1 » a /74/-el defi-
nialt jfe ,G] kupmezével szemben szabéalyos halmazokbdl allé

olyan diszjunkt halmazrendszer, amely teljesiti az alabbiakat:

1. Bi C i o» 1=1,2,
00 /O
2. 3 B. =-1-

3. U B nyilt halmaz.
i=1
4. Minden x C hd -hoz megadhaté egy és csakis egy
olyan B" , hogy az x a [ kupmez6vel szemben elnyelési
pontja Bt x)-nek.
Bizonyitas: Vegyuk minden x kordl azt a 0 Kkér-
nyezetet, amelyet a kompatibilitas /72/ feltétele biztosit.
Képezink Q -nak egy (oC ,x)c A X~”c_Val indexelt, a
fel es G ~NT fedérendszereknél finomabb
"WCEA 0 (x)
Gs <- Gj-n .<.|.(X)(x) nyilt halmazokbo6l fedérendszerét és a
G x halmazon a V, x stratégiat a V~ stratégia megszori-
tdsaként definidljuk. Minden G™ x -en egy konstans kupmez6t is
definidlunk a K kompatibilitas altal biztositott kuppal. Rit-

kitsuk meg e feddrendszer halmazait Ggy, hogy minden x-hez

egy olyan r » x~et valasszunk ki, melyre teljestl,

hogy x£ G x # x. A 2.2 lemma minden GidC(x), x halmazhoz
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biztosit egy a K kuphoz tartozd olyan K norméat, amely
. . ) . m AN

. +

ekvivalens az eredeti norméaval és a G<“T(Xj (/O)> xcG

ai(xj, Xx
halmaz szabéalyos a K, -el szemben. Jeldljuk egyszerdség kedvé-
ért az x pont e szabalyos kdrnyezetét GA-eI és helyettesitsuk
az m& halmaz "G~™xj x]xesEedb6rendszerét a "Gx] szabélyos
halmazokbo6l &ll16 nyilt fed6rendszerrel. A tér metrizadlhatésaga
és szeparabilitdsa folytan azonban e nyilt feddérendszerbdl Ki-
valaszthaté megszamlalhaté részrendszer is, mely mar lefedi
— t. Legyen e rendszer [ & (

Képezzik a

i-1
G\ Uu 175/
-1

diszjunkt szabéalyos halmazokbdl allé feddrendszert. Ennek 1-4
tulajdonsagai a konstrukcio alapjan vilagosan teljestulnek.

Taldn a 4. pontot érdemes meggondolni: A diszjunktsdg Kko-
vetkeztében minden x€ u csak egy B. -nek lehet eleme. Ha en-
nek belsé pontja, akkor a 4. &llitas teljesul. Ha hatarpont
és elnyelési pont, akkor is készen vagyunk. Ha azonban taszi-
tasi pontja, akkor vegyuk az elsd i darab halmaz egyesité-
sét. Ez nyilt, x ennek belsé pontja /Id. a 3. allitdst/ van
egy kornyezete, mely ezen unidhoz tartozik és a /74/ kupnak
ezzel vett metszete is ide tartozik. E metszet egy x korali
alkalmas koérnyezetének azonban benne kell lennie valamelyik
halmazban, kulénben legaldbb egyikik nem volna szabéalyos hal-

maz. Ahol e metszet van, annak lesz x elnyelési pontja, a

diszjunktsdg miatt pedig vilagos, hogy csupan egy ilyen lehet.
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2.6 Kovetkezmény: Jeldlje V az alabbi leképezéseket a 2.:

tétel feltételeinek teljestlése esetén:

V XUg, — > gyenge folény mellett

AR XUK ------ > u(; erds folény mellett 176/
ahol

V(x,u): = V* £(u) , ha x£ Btz [TV

ahol u Ug, az elsé esetben, ufcU”™ a masodik esetben, és a
2.2 tétel jelOléseit hasznaltuk. Legyen x £ a* tetszdleges

pont. Ekkor az

= X0
x(t)= pfx (t), v, v(x(t), u(ty) , u(t),)

illetve

x(t) = p(x(t) , v(t), v(x{t) , v(t)}] 781

differencidlegyenleteknek létezik megoldasa, éspedig minden
X(t)EAj. mellett egy (t,t+ cT(t)) intervallumon lokélisan
egyértelmden folytathatd.

Bizonyitas: Ez az 1.11 tételnek és a most bizonyitott té-
telnek kodzvetlen kovetkezménye. Az 1.11 tétel szerint ugyanis
minden belsejében az &llitds igaz. a 2.2 tétel 4. pontja
szerint tovabba mindegyik B” halmoz barmelyik hatarpontjarol
valamelyik BJ halmaz belsejébe folytatédik a megoldas és igy
Ujbol az 1.11 tétel biztositja a kovetkezmény Aallitasadnak he-
lyességét .

A szabalyos halmazok algebrajanak még egy érdekes sajatos-
sagat mutatjuk meg végesdimenzios terek esetében.

Legyen E végesdimenzios.
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Legyen ,G] , G E nyilt egy egyelemi kompatibilis
kipmez6csalad.
Legyen G*C. G tetszéleges.
2.3 Tétel: £ > O-hoz megadhaté olyan HC G’ szabalyos
maz, hogy ha § (jx , 3GJ jeldoli az x£E E pont tavolsagat G*
hataratol, akkor
sup £ (x ,~G)< £ 179/
xENH
Bizonyitas:

1. Legyen a G’ kompakt. Ez esetben képezzik a
GN = jjx "x £ G* 8§ (X)"GNI N £] 180/

kompakt halmazt. A 2.2 tétel alapjadn a G halmazt eldallitjuk
nyilt szabéalyos halmazok megszamlalhaté monoton névekedd uni-
6jaként. A G -t kompaktsdga miatt e sorozat valamely véges
index( eleme mar lefedi és e szabalyos halmaz teljesiti a té-
tel allitasat.

2. Ha G( nem kompakt, akkor képezzik a

G* =jX|x€G* AMN(XNMGJ>E , n-1™ (| x|U nj /1821

kompakt halmazokat. Ezek 8 sugaru nyilt kdérnyezetét véve G’-
beli nyilt halmazt kapunk, amely teljesiti az 1. feltételét
és ebben megadhatjuk a ch N kompakt halmaznak egy kell6-

képpen finom szabéalyos fed6halmazat. Legyenek e halmazok Hn,

N=1,2, .. A keresett approximéalé halmaz

Hi= (Jll—h 183/

hal-
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lesz, ugyanis konnyen belathatd, hogy a szobanforgdé halmazok
kdozul tetsz6leges x £ XL pont egy S' sugaru koérnyezetébe csupéan
véges szdmu metsz bele. Ezzel pedig a tételt beldttuk.

3. Szintézis nemszepardabilis tereken.

Az el6z6 pont elején vazolt két szintézisprobléma kozul
kompatibilis stratégiacsaladok esetére modszert adtunk a nehe-
zebb, helytél fuggd globéalis stratégia feladatanak megoldasara
Ado6sak maradtunk azonban a gyengébb, de A&ltalanosabb feltéte-
lek mellett érvényes Igért megoldasi moédszerrel. Ehhez csupéan
annyit fogunk felhasznéalni, hogy a lokalis stratégiakat nyilt
halmazokon adjuk meg. E modszernél az sem lényeges, hogy a
stratégidhoz rendelheté egyéaltalan kupmez6. Mg az el6z6 pont
modszerei a hatarpontok elnyelési, taszitasi tulajdonsagain
multak, ez esetben azt a tényt fogjuk felhasznalni, hogy ha
egy lokélis stratégia nyilt alaphalmazanak belsd pontjat irom
el kezdetiért ékproblémanak, akkor a megoldasgdrbe biztosan e
nyilt alaphalmazban halad egy kis iddintervallumon. Vagyis az
el6z6 pont elnevezésével élve, nyilt halmaz minden pontja el-
nyel6, figgetlendl attdél, hogy van-e az egész tértdl kulonbo-
z6 kap, mely eleget tesz az 1.11 tétel feltételeinek.

Ennek alapjan tulajdonképpen modszerink igen egyszer(:
legyen Il_V°S Gl

ST A
nek alaphalmazai lefedik E valamely @ részhalmazat. Tegyuk

lokalis stratégiak égi' csaladja, mely

fel, hogy az x (t) megoldasgérbe valamely G” -ban haladva annak
hatarpontjahoz érkezett. Ha ez - belss pontja, ugy van olyan
G x< , hogy lefedi e hatarpontot. De G~' nyiltsaga miatt

ennek bels6é pontja, ezért a V/~' stratégiaval folytathatjuk a
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jatékot, egy iddintervallumon. Nem kizart azonban, hogy az uj

stratégidval a fadzispont visszamegy a G~ -ba, de most ott nem

a VN stratégiat alkalmazza. Vagyis ezzel az 6sszekapcsolasi

mddszerrel a valasztott stratégia nem csupan a hely flggvénye,

hanem bizonyos palyapontokban hozott doéntéseké is.

Az alabb bebizonyitandd tételek két ponton finomitjak a
fenti Otletet:

1. Minden dodntési pontban véges szamu stratégia kozott
kell dontenunk.

2. Minden G™ halmazban korlatozzuk a belépésre felhasz-
nalhaté pontok halmazat. Ezzel némiképpen megszoritjuk a tal-
sagosan gyakori stratégiavaltds sziukségességét.

Tekintsiuk A-t teljesen rendezett halmaznak.

egy

2.4 Tétel: Legyen™ V™A |G ™~ lo k a lis stratégiak
osztadlya. Ekkor megadhat6é minden o< <L A™~ A mellett egy nem
ires G~ <C G» , GNC Gy nyilt halmazokbd6l allé halmazrend-

szer ugy, hogy

2. @GNy ~n lokédlisan véges rendszer

3. Minden of <A A* eseten van olyan x £ Gi’\ , hogy
X ! G , ha ', : o(t6.ih

4. Legyen p £ . Rendeljuk p-hez az alabbi 'V (p) o Al
elemet:

o< (P):= min”® | xe A 784/

n
Bizonyitas: Miutdn Au meetrizdlhatdé tér, parakompakt.
Ez azt jelenti, hogy megadhaté a feddérendszerének

olyan G" GN CL G~ nyilt finomitasa, hogy G” lokéalisan
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véges fedbérendszer.

Legyen A~ C A az a részhalmaz, amelyre VtA-* mellett
G" A g .

Ha van olyan %<£ Ai’ hogy GACO%;H akkor hagyjuk el
az ilyen o< -t A”-bol. A Zorn lemma segitsegevel kénnyen be-
lA&that6o, hogy van olyan minimalis AI cl A", melybdl mar nem le-
het elhagyni ilyen utdén -t. Ez teljesiti a 3. feltételt.

Végul a 4. pont allitasahoz azt jegyezzik meg, hogy azok-
nak az ex -knak a halmaza, amelyre a /84/-ben a minimumot kell
képeznink, véges a lokalisan végesség miatt és teljesen rende-
zett halmaz véges részahlmazdnak van miniméalis eleme.

2.7 Definicié: a] G ,.A, " G"--Clfedérendszerhez hoz-

o<1 A
zarendelink egy fluggvényt a kovetkezd definicidval:

h = sup (T cNhoz 3 o~JeA, hogy G~x) C
ha X£ U.

2.3 Lemma: A bevezetett h fluggvény eleget tesz globalis
Lipschitz-féle feltételnek 1 Lipschitz-féle allandéval.

Bizonyitas: Legyen x £ SX roégzitett pont.

Legyen x6 GhOO/l,(x) tetsz6leges pont. Hat > 0 tetszéleges
elég kicsi szam, ugy megadhatéo olyan fed6halmaz, hogy
Gh(x) -t ( x) "™ Go<(t)] * Masrészt ha h (x) /2 k h(x)-E
akkor a G~ (x') d G~~~ , ha cT=h(x)-£- Ix-x) . Ez azon-
ban azt jelenti, hogy miutan £ tetsz6leges volt, a

h (x')> h(x) - (|x-x|]] . Az x és x’ szerepét felcserélve megkap-
juk a lemma allitasat.

2.5 Tétel: Legyen [ \WWf G c}™A lokalis stratégiak egy

osztalya és legyen 0£ M £ 1 valdés szam. Megadhaté egy
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[ Afb lokalisan véges nyilt feddérendszere il -nak ugy,
hogy teljestlnek az aladbbi feltételek:

1. Minden 6 B-hez tartozik egy °S(fi) £ A ugy, hogy
Ghb° Go("

2. ANGN “e b feddrendszer teljesiti a 2.4 tétel
3. feltételet.

3. Minden ~ 6 B mellett ~ (g'/S, ~Gecx(fi)) ~ L 1“/1) SUP, h (x)
ahol h~x) a [ G" /6, A rendszerhez a 2.7 definicidoval hozza-
rendelt flaggvény.

4. Legyen p€.Sltetsz6leges, valasszuk Gmle't az aladbbi-
ak szerint:

(p) := min | £ B és p€ G/3j

Bizonyitas: 1. Vegyuk x esetén az x koruli
GN x™M(x) kdrnyezetet, ahol <T(X)= h(x)*”~/3 < E kdrnyezetben a
2.3 lemma miatt igaz, hogy h(y) C h(x)f I+yk/3j .

2. Taladlhato olyan <x(x]<2A, hogy ha cT*=y1- ) h(xj,
akkor G x) < G™M*"™ -nek.

3. Belatjuk, hogy barmely y e G~Xxj(x)-re a

S(J NG(x'1)>(1_ auP n () =
z€GO

A bal oldal>h(x)(™l - 2|t/3~, mig a jobb oldalnak a bizo-
nyitas 1. pontja alapjan fels6 becslését adja az”™l +w./3)h(x™l -ykj.
A jobb oldalon all6 kifejezés helyett e nala nagyobb
h(xj(l—2k/3 - f£/3)kifejezést beirva megkapjuk az allitast.

4. Ezutan az igy kapott |[*"G~xj(x)J xef,fed6rendSZrre al-
kalmazva a 2.4 tételt, megkapjuk a kivant fed6rendszert, a
BC- indexhalmazzal, amely a fentiek miatt teljesiteni fogja

a tételink &allitasait
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Legyen [t Q,t-j] c: R egy intervallum, legyen z:[tO0,t-jX]—" &~
egy folytonos leképezés és legyen £G~ , GMNkét nyilt fedb6rend-
szere Xl -nak, G CT Gc¢* ,4 SA mellett és legyen Gi<
lokalisan véges. A z gorbe dodntési pontjain az alabbi pontokat
értjik: ~z0'0) » zl»z2, * zk * e*ee ] amelyeket teljes in-
dukcidval az aldbbiak szerint adunk meg:

Rendeljunk z(t™ -hoz egy G~ -t, amelyre teljesidl, hogy
z(t")E G . Legyen 1 GM -nak az a hatarpontja, melyre
z(t™)=z15 ahol t*= sup j™M'J z (itQ,tl) C G~™J . Nevezziuk e pon-
tot a G~ -bol valé kilépési pontnak. Rendeljunk z-~-hez egy

e Aindexet, mely ismét teljesiti a z-"¢ GI feltételt.
Az ebbdl valé kilépési pont legyen z2, stb.
2.7 Kovetkezmény: Legyen most ~ , GxJo<fa lokalis

stratégidk egy csaladdja. Legyen A ~ a 2.4 illetve

o<(b)cH A a 2.5 tételben biztositott rész indexhalmazok és

4

legyen [,GL<1™"£A |/ |G/J g™ 82 id@zett tételekben bizto-

sitott lokalisan véges fedérendszerek. Legyen most z egy tet-
sz6leges folytonos Xl —ban haladé gérbe z (tQ) kezdépont-
tal. Adjuk meg a "GN »G"~IN | [ GAGNYJIEB/ fedbrendszerpér-
hoz Ugy a z gérbe ddntési pontjait, hogy minden z ddntési
pontban az ¢4 ( z) indexet valasszuk, amelyet a 2.4 illetve
2.5 tételek 4. pontja biztosit. Konnyen lathat6, hogy igy adott
gbrbe esetén a dontési pontok csak a kezd6pontnak és a gorbé-
nek a fliggvényei.

Legyen most a fenti z gérbére a bevezetett doéntési pon-

tokkal i=1l, .... , az az id6pont, melyre ziJ™J =1t¢

*{v r

1. lokalis stratégiakbol képzett globalis
Al V Lr<joieA
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stratégian az aldbbi leképezést értjuk:
V: c([tO,t1]1TY)xilM K) —* UK
ahol a [tQ,t1] , fi ~ a [tQ,t1J intervallumon értelmezett

-beli értékd folytonos gorbéket jeldli és V nem az egész

szorzathalmazon van megadva az aldbbi definicid6val:

Ha z £ C Clo»tj , ilj , és x= z(t), ahol t€[t* tN+1]
akkor

v(z,x,u)s= (sjx.u) /85al

ha i=1,2, ... , illetve z» helyén z (tQszerepel, ha t£[t0,t*J.

2.8 Kovetkezmény: Az
X =X.
x(t)= F(x(t), v(t), VAX, x(t), u(tjj, u(tj)

illetve

x(t) = EIx(t), u(t), V~Ax, x(t) , u(t

differencialegyenleteknek létezik megolddsa barmely mérheté
v(t)eut Ki, u(t"<SUR-i illetve mellett és minden t mellett
a megoldas értelmezési tartomanyabdl megadhaté egy <T(t), hogy
a megoldas a[jfc,t + £"(tjj intervallumon egyértelmd is.
Bizonyitas: A megoldas konstrukcidéja kdénnyen elvégezheté,

mert az x’l.\j -nal megvalasztott -ban a V. . segitségével

megoldhatjuk az egyenletet. Ezzel megkapjuk z-"~-et, ahonnét
folytathatjuk a megoldéast Zg -ig, stb. A lokalis egyértelmi(iség
pedig abbd6l adédik, hogy minden valasztott nyilt halmazon tel-
jesul e feltétel.

Egyszerldség kedvéért a V globalis stratégidban nem fogjuk
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kiirni a tovabbiakban azt, hogy mely gérbe mentén vesszik a
V-t, differencidlegyenletink segitségével ezt ugyis megkapjuk,

csak a palyapontot Irjuk majd Ki.
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3«8 Alkalmazéasok,
E befejezd 8§-ban altalanos jellegd alkalmazasokat muta-
tunk be. A 0.15 definici6oval megadott mindségi jatékkal foglal-
kozunk. Az aldbbi két problémat targyaljuk:

1. A Kkoaliciénak az a célja, hogy egy K’ koalicié ne

tudja elérni az @ 0 ¢ halmazt.
£K 1
2. A Kkoalicibnak az a célja, hogy elérje az U &.

IC K1
halmazt, ahol mindkét halmaz a GC E nyilt halmaz zart rész-
halmaza. E halmazokat e 8 soran © K illetve ©K, -vei jelo6l-
juk.

Két alaptételt mondunk ki, melyek alkalmazasaiként két
elfogési és két elfutédsi tételt bizonyithatunk, késleltetett
illetve nem késleltetett esetekben.

Tovabbi két tételt mondunk ki Hilbert terek esetére, kon-
vex célhalmazokkal és beladtjuk, hogy konvex halmaz 0 sugaru
kdrnyezetén Kivilmaradasra szukséges és elegend6é feltétel ad-
hato. Végul egy numerikus eljarést is adunk, amely konvex hal-
maz £ sugaru kornyezetén kivil maradasra késleltetett és nem
késleltetett esetben mindig m(kddik, ha az elfutas emlitett
szUkséges és elegendd feltétele teljestl. Ellenkezé esetben
ugyanez a modszer elfogéasra is alkalmas.

1. Elfogési és elfutasi alaptételek.

Az alaptételek bizonyitdsa el6tt belatunk néhany lemmat.

Legyen E a 0.8-ban bevezetett Banach-tér, legyen tovédbba
HCE egy zart részhalmaz. Jeldljuk tovabba ~£x,H) '-val az
XEE pontnak H-tél mért tavolsagat, melynek definicidja koz-

ismert.
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3.1 Lemma: 1> 6 > O-hoz és x £ E -hez talalhatd olyan

hogy

£ (x,H) I Dx - y (x)u (jL+ i =€ (x , Hp ~(jx,H) 185/
teljestljon.
Bizonyitas: Ez az allitas a "~(x,h) definici6ja alapjan
nyilvanvalo.
3.1 Definicié: A~ H™ tavolsagfiuggvényt az xeE pont-

ban siméanak nevezzik, ha megadhatd egy (Sc)lJ\XS>(x) kdrnyezet

egy e”~E* , MNe”r= | \/x-L,~C -hez ||ex x ( < E.
1>2 |
és egy °Xl,x2 £ R gy, hogy e.NN6 &
s(x 1>H)=<ex+ eXijX2,(xr y(G;x))+ » B 786/
I ,x2
ahol Jex, xX-y(xp>= ||x - y(x)||és i=1,2. A c20 allancu .

3.2 Lemma: Ha az x4 E pont a § (. ,nhJtavolsagiUggvénynek
simasagi pontja, akkor a 3.1 definicié alapjan megadhaté e
funkcionalhoz taldlhaté olyan G~ xj(xjkornyezete x-nek

CTox) » ¢T’Cx) » hogy cT(x) <t- $(x,H) és teljestl az

(1- QA (x'h])-S(x"h)< (ex , x2y(x))< (I+ (X".HjAX "H~AX"dCX"S?/

Bizonyitas: Azt kell csupan megmutatnunk, hogy van ilyen
kornyezet. A 3.1 definici6 biztositja a GMNxjX)kdérnyezetet,
amelynek x eleme. A /87/ egyenl6tlenség teljestl tovabba maga-
ra az x pontra és mindkét szereplé egyenldtlenség hatarozott
lévén és folytonos flggvények szerepelnek benne, igy mindegyik
egy-egy nyilt halmazon teljestul, melyeknek van ko6zdés pontja,
az X maga. De ez mar a lemméat bizonyltja.

3.3 Lemma; Legyenek x~x”"™ G~ xpxJ, két tetsz6leges pont.
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Ekkor a /86/-ban szerepld c< -re teljesil az aldbbi becs-
x| *x2
Iés:

I X2U(t( AQ+c)e B 788/

feltéve, hogy ~(x,H" < 1.

Bizonyitas: Rendezzuk a4t a /86/ kifejezést:
*XI>x2= 2Cn>H) - < ex’Xi-y (X)> -< exl fx2*1-y (X))
ahol alkalmazhatjuk a /87/ becslést, amelynek alapjan
\e< xl, x2\< £m fCxi»H) + ¢ "(x,h). I\x1-y( x)( 189/
Am a Lipschitz féle feltételnek eleget tesz a ~ flggvény,

ezért a Cx)4 &"Nx,h) felhasznalasaval

fCn>H)4 f<f»H)+2£ fd,H) +és7x,H)i(I+3£.j fCx.H]j

€S

NXi-y WIWs(?»H)+

ahol felhasznéaltuk, hogy a " (x,hJ< 1 és ezért alacsonyabb
hatvanyok beirasaval noveltink.
Ezek.et mind beirva és ismét alkalmazva a fenti hatvanyo-

zascsOkkentéssel valé novelést:

790/
Y x X1 < ( H +C) m $ZLX,S)
Ezzel pedig a tételt belattuk.
3.4 Lemma: Megadhaté olyan i és c-tél fiuggé ~ >0 szam

és c-"jC» > 0 allanddk, hogyha akkor barmely

xI ,x2 ~ GMxj(x)mellett minden x*6 G”"xj-X” eseto6h
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ey F Pix-’\,Q’\')(; - y(X))+:<XI,x2|'. [ol/

Bizonyitas: Osszuk el a /91/ egyenldtlenséget ~(x’,H)-
val és a hanyadosra adjunk als6 és felsd becsléseket:
<ex, <ex1>X2'x’-yW ) «<X |

+ ¢ U2 =c(x>)

$« H 192/

1. Belilrdl becsulink:
Az els6 tagot a /87/' alapjan, a masodikat a 3.1 definicio

alapjan, a harmadikat pedig a 3.3 lemma alapjan becsuljik meg:

c(x)<. 1+ £-~x* ,H)+ c™(x,h)(i+£-$(x*,h)) +[<E(4+c] +Cj------ ~NVYH)

I'1+4 2t +¢c +cL+ "4i +£c + e (1+£)(1- L)= c1 793/

ahol az utolsO0 tag becslésénél tekintetbe vettik a 3.2 lemma-
ban kikdtdott norma aranyt.

2. Alulrdl becsilink:

AlsO becslésnél ugyanazokra a becslésekre hivatkozunk
csupan negativ eldjellel alkalmazzuk 6ket, ahol ez szlikséges

és a /93/-bo6l nem nagyjuk el a masodik részb6l kiemelhetd

I(x,HVt:
c(x)>1-£-8(x" ,h)-c $(x,h) (I+ iEx",H) — (4b+ £c+c)—
r \ 1+ £ —+ o \ 1+ £
> 1 -J(x,h) (5£+ + e ——-—-- + ¢ +M?1-f(x,H/ (6£+£Cc +2¢) -----—--
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Lathato, hogy ha >ahol” < (6<E+£.c + 2c)“1,
akkor van c¢(x’) > ¢2> 0.
Ezzel a lemméat beldttuk.

Ezzel befejeztik az el6késziuleteket, most ratérink az
alaptételek kozvetlen el6készitésére.

Tételezziuk fel, hogy a H1 Gl E zart halmaz korul megad-
haté6 egy Il d GDEyt (H)nyilt halmaz G4gy, hogy GDHcQH. Té-
telezzik fel tovabba, hogy a § fuggvény ezen az -0- halmazon
minden pontban sima, méghozz4 egy univerzalis c-vel, Tételez-
zuk fel, hogy minden xé ponthoz a 3.1 definicid szerint
létez6 e é E’ funkcionéllal megadott irdnyban az y£x) <H hatar-
pontban valamilyen félénye van a K koalicionak. Az x pont Kko-
rali G{ixj(x) kdornyezetben legyen VWx az y(x)-beli folényt az
y(x)pontban realizaléo 1.7,1.8 tételek és 1.1,1.3 megjegyzések
valamelyike altal biztositott V leképezés. /Vagyis a hatdrpon-
ton hatdrozzuk meg, hogy hogyan valasztjuk meg az Xx pont egy
kdrnyezetében a stratégiankat./ llyenforman nyertink egy
IV G-(xIxI] x,, lokéalis stratégiacsaladot. Legyen h a
NG AXNK] | feddrendszerhez 2.7 definici6oval megadott fligg-
vény. Legyen 1>A> 0 valds szam. Képezzik ajvx »G" *xj(X)j* XE q_
lokalis stratégiacsalddot, amelyhez a 2.7 definiciéval hozzé-
rendelt figgvény Aeh lesz. E loké&lis stratégiacsaldd 2.7 ko-
vetkezmény szerinti 6sszekapcsolasat jeldljuk V~7iA-val, ezen
0sszekapcsoldas alapjaul a 2.5 tétel konstrukcidéjat alkalmaz-
zuk, 4> "0 -veim

Legyen 1> > 0 egy valos szam. Legyenek z, z;EC"[to,

hl . L) , amelyekre teljestl, hogy
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|l z(t)- 'z(t)]|é'v>.h(z'(t)) 194/

és teljesiljon az alabbi: z abszolut folytonos és

z(t)= I’(z'(t), TAr(z'(t) , u(t)y] , u(t)d
illetve 195/

z(t)= p(z(t), v(tj, VAIz"(t), u(t) , u(t))
egyenletek kozul a folénytipusnak megfeleld teljestl, ahol
u(t)§UK>, v(t)EUg"Ki , illetve u(t)eUg |,

Anevezett jelolések és fogalmak segitségével kimondhat-
juk az alabbi két alaptételt:

3.1 Tétel: Tegyuk fel, hogy a K koaliciénak elfutdé folé-
nye van minden x € H mellett az y(x)pontban, az e” irdnyban
a K’ koalicioval szemben. Ekkor barhogyan valasztja meg a K*
koalici6 az u stratégiajat és az I\"KuK1J a v stratégidjat.
/Utobbi er6s folény esetén uUresnek tekintend6/, a /95/ folény-
tipusnak megfelel6 egyenletének megoldasara Vl-§y> 3>2
stratégia mellett teljesil, hogy minden t>t mellett z(t)€
éExt(H) hacsak z(tj £ Ext(.H) .

Megjegyezzik természetesen, hogy a tétel feltételezi a »
H-t6l mért tavolsagfiggvényrdél a 3.1 definicid feltételének
teljestlését.

Bizonyitas: Tételezzik fel, hogy a tétel allitasaval el-
lentétben van olyan minimalis T>tQ, hogy z(t)g3H. Miutan az

E feltevésink szerint eleget tesz a lokdalis Lipschitz féle fel

tétel kovetelményeinek van olyan g| z(t))6 G koérnyezet, amely-

ben P L Lipschitz-féle allandoval teljesiti e feltételt.
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Megadhaté tovabba egy G2(z(T))QL Gi(zU)j , amelynek sugara a

3.4 lemméban biztositott "hal kisebb.
Legyenek most ‘'z (tj , '~z(t*J, ... "z(t*) , ... az* gorbe
id LJt
V 3 ) 3 globéalis stratégiahoz tartozé doéntési pontjai.

Legyenek e pontok megfelel6i a z gorbén a z"=z (t*) pontok. Meg-
mutatjuk, hogy ha a z (t*) pontban ~ W _, G +_v "~ x”"(xj)}straté-
giat valasztottuk a fenti o6sszeflizésnek megfelel6en, akkor a

z+>z++|l  pontok a G x”(x-jJ) kornyezetben vannak.

A fenti konstrukci6 miatt
| "~Hl< (l-\b/s f(Z'-b Y

ahol figyelembe vettik a h fliggvény jelentését és a stratégiak
megadasat.

Alzt - zMl < "d h'(z") a /94/ miatt, ezeért

I - zi+iH< (! - /3 + V- hUi+l)

ahol figyelembe véve, hogy a h teljesiti a Lipschitz-féle fel-

tételt :

I z+ - zi+ll[< Ka)[V+ 2(1-vj/3]j 797/

Vegyuk figyelembe tovabba, hogy a J*={Il-y)/3 véalasztéas
miatt a 2.5 tétel konstrukcidja biztositja, hogy a z. korali

(I-vJd/3 h(z™)(v+ 2(l- v)/3) =£osugaru kornyezet benne van a

G(1- v) /3 S(XI kérnyezetben, ezért

Ht./ a-v?h cV x/Xij /98

Ez pedig azt jelenti, hogy valéban a z”,z" . pontok a szdban

forgdo koérnyezet pontjai.
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Vegyink minden z. ,z. parhoz egy e, £ E;
11+1 Nz i+l
és _ , a 3»1 definici6 értelmében a G
i* i+l

kdrnyzet pontjaira létez6 funkcionalt és szamot, amelyek segit-

ségével megadunk egy m t) fliggvényt az alabbiak szerint:

U):=<< wi & iar () ynh ) +nhzizied 199/
ha t* t 4

A/99/-el bevezetett ~(.t) flggvény abszolut folytonos
és derivaltjara teljestul a /95/-nek megfeleléen az alabbiak

egyike:

[Ct)*<ex>fF(zCt), V5’ (z'ix), ilt), u()j}+

76 7 »'Cz(t) , V3 I3(z"(tj, u(t)j, uCt)])/loo/
o E S S

vagy a masik jobb oldalndl a p(z/(t), 3 (z~(t) , u(t)), u(t)d, v()
szerepel hol az u(t), v(t) fuggvények jelentését lasd a /95/.
Vizsgaljuk meg a kapott fliggvényt a G” z(t)) kdrnyezetben,
azaz egy alkalmas jat*, tJ intervallumon, amikor mar a z (t) és
a 7(t)eG2(z(T)), tfe[t*, Tjesetén, t*k T.
A Gg”zCT)) koérnyzetben teljestilnek a 3»4 lemma feltételei,

ezért van olyan c¢” és c¢”, hogy

c2-?(z(t)’ H)< °i $(z ft) » H) 1o/

Vizsgaljuk meg most a t. Ennek masodik tagjara
a kovetkez6 igaz:

Az E az egész R(z(t|- ben eleget tesz a Lipschitz féle

feltételnek, ezért megadhaté egy Mkorlat, amellyel
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I F\ A M /[lo2al
barmely stratégiavalasztas mellett a G2(z (T))-ben. Ezért a ma-

sodik tagra a /loo/ kifejezés jobboldalan érvényes az

it 1 ( xi»H) a cMArYACzZM), hl
/1 02/
Most az elsd tag becslése kovetkezik:

Becsuljuk meg az aladbbi eltérést:
(eXL F(zlt) W(x/nr-**)" ee'))-{ exi’i'(y(xa W
N L-HzCt)- y(xd) <1 jra[s(M(.t) , ty)+ , h)]=

= 0-sCc*). h) /lo3al

Tekintetbe véve, bogy a levont tag értéke a tétel feltétele

miatt nem negativ, hiszen V elfuté félényt realizal az y”x.J

pontban az e  iranyban, azt kapjuk, hogy
Xi
(ex.. >V(Xd) (so0)m -¢c& W >H-e /iod/
alapjan.

A/lo2/ és a /lo3/ becsléseket egybeirva
I (t]> -(c + cK—-, Hz- ~ Dj(ztt) , hd /104/

Most pedig megbecsuljik a (z™t) , H)-~z'(t) , n)|
kilonbség abszolut értéket. Miutdn a tavolsdg flggveny éLeget

tesz 1 Lipschitz-féle allandéval a Lipschitz-féle feltételnek,

gy
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~N(z(t), (tj , nJ| < Hz(t)- z“( t) \ /1o5/
masrészt vegyiuk figyelembe, hogy minden x £ XI pontot legfel-
jebb £+ ~ (x,nh] sugaru fed6ékornyzettel fedtink le, ezért
h(x] (x,Hj . /E féLtételt Id. a 3.2 lemma feltételei kozott,

amelynek teljestilnie kellett a fed6rendszertnkre./

Ezért a /94/ feltétel felhasznéldséaval
\<$(z(t) , H)-~z(t) , )\ C *g(xCn.nh) / 106/
amelyb6l kénnyen beldthatjuk, hogy

(I-PDAZ't) |, H)<|(z(th | H)< (i+Ve$ (2'(1), h) fLot!

Al/llol/, az /104/ és az /lo7/ becslések felhasznéalasaval

végul is azt kapjuk, hogy
$ (t)r- Do -R(1) /11°81/

egy jt*, intervallumon és 1t(t*j > 0, a /lol/ miatt, T
definicidjanak figyelembevételével.
Képezzink most egy A r2 halmazt és ezen értelmezink

két fliggvényt:

A:=[(x,s] X= , t Ks K tlJ
f(x,t)y= % (t),(x,t) €A 109/
g(x,t) ;= -D-x,(x,tj" R2

E figgvényekkel felirhatunk egy-egy differencialegyenle-

tet :
x(t) = F(x (1), 1)

yw= gy @ . 1)

[11o/
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X(t*) =y (t*) =j( (t*) kezdetiértékproblémaval.

A /lo8/ miatt ezek a differencidlegyenletek teljesitik a filg-
gelék F2.1 tételének feltételeit és mindkét egyenletre vonat-
koz6 kezdetiértekprobléménak van /az els6nek legaldbb egy, a
masodiknak egyértelmd/ megoldasa, amelyekre teljesil az idé-

zett tétel allitasa, azaz

x(t) = « () > y(tj= ft(V). e"D IH 1/

amelyb6l a /lol/ felhasznéalasaval T-re azt kapjuk, hogy

$(z(t), S H) /112/

amelyb6l kovetkezik, hogy z(t)4-H, azaz a tételt belattuk.

3.2 Tétel: Tételezzuk fel, hogy a , H-r6l mért tavol-
sagfuggvény az £i c. Ext(h)MG halmazon sima. Tegyuk fel, hogy'
megadhaté egy olyan pe3.H pont, melynek van olyan GO(p)c G
kornyezete, hogy ennek minden x pontjaba a K koaliciénak az
y(x)e."H pontban a -ex irdnyban egy legaldbb c(p)/ c(p)az 1.1,
1.3 definiciokban szereplédc/mértekld folénye van a K* koalici-
oval szemben/ illetve erds fdolénye van/. Ekkor van a p pontnak
olyan kdrnyezete, hogy ha a K koalicidé a VI-4V1I-3V globalis
stratégidt alkalmazza, dgy a K* illetve I\ KUKl koaliciék bar-
mely stratégiavalasztasa mellett a /95/ megoldédsa véges id6
alatt eléri e kdnyezet barmely pontjabo6l indulva H-t.

Bizonyitas: Megadhaté a p pont korul tételink feltételei
miatt a 3.1 tétel bizonyitasaban meghatarozott Gg”p) , amelyet

ott a z(tjhatadrpontra adtunk meg és az altaldnossag csorbitasa
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nélkiul feltételezhetjuk, hogy GQfpj3 G~ pj, ha ugyanis nem
teljestlne, akkor vegylk e két kdrnyezet metszetét.

A /95/ egyenlet minden -ban haladé megolddsahoz hozza-
rendelhetjik a /99/-el definialt |( (tj fUggvényt, melynek de-
rivaltjara teljesil a /loo/ eldallitéds.

Ha e megoldasnak van GE -ben halad6 szakasza, azon a
szakaszon érvényesek a /lol/, lo2a/, /lo2/, és az /lo3a/ becs-
lések. Ugyancsak érvényes lesz a /lo6/ becslés.

A /lo3a/ becslés alapjan adjunk felsé becslést a /loo/ de-

rivalt elsdé tagjara:
<fex , F(z &), W)(...'l, “ °(p) + H /113/

ahol felhasznaltuk a félény mértékére vonatkozd feltevést.
A/lo2/ és a /113/ becslések felhasznalasdval azt kapjuk,

hogy

&(t) 4 - c(p)+ D"(R*(1) , h) /114/

vagy a /lo6/ felhasznalasaval
& (t) 4 - c(p) + (z(t), H 1115/

Legyen G” (P)C G@2(.p) az a kornyezet, melynél
<Tp<c(p)/2Dp o Ezen egész kornyzetben az itt haladdé z(tj-hez
tartozdé $C("M)< - c(j?j/2

Vegyuk most azt a G”(p) kornyezetét a p pontnak, amelyre

teljesil a

. °ir 2
ri -
/116/

M c(p) /"
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amely figyelembe véve a c(p)—Mfeltételt /mely igen konnyen
belathaté a definiciék alapjan/, mindig egy (Tg sugarat
eredményez /c”™ a /lol/-ben szerepl6 1-nél nagyobb allandéd/.

Beldthatjuk, hogy ha z (t)f GC (pj , akkor van olyan veges
T érték, hogy valamely t*£ (t,Tj értékre z(t*)EH.

Ha Zz(t) £ W * akkor g(z (t) , HM"Eg @®B ezért
1 () ™~ cx. cTg /111/

a /lol/ felhasznalasaval. A2 gorbe G~ (p)kdrnyezetben hala-
déo it,11 szakaszan a megfelel6 ~ fuggvényre Sj definicidja
miatt érvényes a

No(s)—a (H)— -— (s-t) Ins/

becslés.
Ha marmost z (t)6,G<Tg(p) , akkor legalabb
<S" J*z

= : ai9l/

ideig a Gi, |Ip]-ben halad a z (t) goérbe, ahol felhasznaltuk

a /lo2al/ becslést.

Azonban ekkor a /118/ és a /116/, /H 1/ felhasznéaldsaval

- ’ r r 77
fffaivitk)- s;el. °1 26 0,d - c<P/2|\%----/12o/

M
ami csak ugy lehetséges a /lol/ figyelembevételével, hogy va-
lamely t<”t mellett 8 (z (t*j, m)= 0. Ezzel pedig belattuk

a tételt, a kivant koérnyezet a Gefg( p) lesz.
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2. Elfutaa—e Ifogas késleltetéssel és anélkil.

a. Elfogas és elfutas késleltetés nélkil.

3.3 Tétel: Elfutasi tétel:

Legyen on-, = A9~ N i . Legyen tovabba 00 CExt (BgXG
egy olyan nyilt halmaz, amelyre teljestul a 9X1 3 9 0 K,
és amelyre teljestul az alabbi: Legyen a § ON'-tol mért ta-
volsagfiuggvénynek minden x 6 il pont simasagi pontja univerza-
lis C>0-val /Id. 3.1 definicidot/, és legyen az el6z6 pont-
ban leirt hozzarendeléssel a K koaliciénak minden y(x)£30K,
pontban az e irdnyban elfutdé folénye. Ekkor a K koalicio a
z(t) és u,t £ U-£ ismeretében a N z t), uty el6zé
pontban definidlt globalis stratégiavalasztas alapjan meg tud-
ja uagy valasztani stratégiajat, hogy z(ti € Ext \8~X , minden
t (X0*t-jj mellett a /95/ megfeleld egyenletének megoldasara
z=z mellett, ha z (t J £Ext(0">).

Bizonyitads: a z=z ~ =0 mellett teljesiti a z,z-ra Kkiroétt
feltételeket, egyébként pedig teljestlnek a 3.1 tétel feltéte-
lei. Megjegyezzik még, hogy z=z mellett az itt javasolt globéa-
lis stratégia helyett a lokalis stratégidk osszeflizésére bar-
melyik 2.8-beli 6sszeflizési modszert alkalmazhattuk volna a
tétel &llitdsa ugyanugy igaz marad /természetesen olyan 0ssze-

flUzési moddszert, amelyet a loké&lis stratégidk lehetéve tesz-

nek/.

3,4 Tétel: Elfogasi tétel:

Legyen Ov= _U ©i . Legyen tovabba 30 C Ext [0K)OG
egy olyan nintKhaIrInEazK, amelyre teljesi‘jl a d-tL 7>J 3N

6s amely teljesiti az aldbbi feltétel: Legyen ~ Db~™-tdél
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mért tavolsadgfuggvénynek: minden x £Si simasag! pontja univer-
zalis ¢~ 0 -val /1d. a 3.1 definicidot/. Legyen pé9 O ~
olyan pont, amelynek van olyan G({p) C G kdrnyezete, G(p)f]Extfl K
C A , hogy minden x £ G(p)ilExt(0 gjesetén a K koaliciénak
legalabb c (p) mértékld folénye van az el6z6 pontbeli hozzarende-
léssel meghatarozott y (x)éQOK pontban a—ex iranyban a K’ ko-
aliciéval szemben. Ekkor van a p pontnak olyan G (p”™)sugaru
kornyezete, amelyb6l kiindulé jatékot a z (t), u tyéU”, ismere-
tében valasztott V3L % (z (t), u (ti) stratégia segitségével vé-
ges id6 alatt be tudja fejezni, azaz a /95/ megfelel6 kezdetj-
r-);rtékprobléméjéhoz megadhaté olyan T, hogy van olyan t?E(EO,'I'j
melyre a /95/ megoldasa teljesiti a z (tYe 0~ feltételt

z (t))EGC2 (p -re.

Bizonyitds: Pontosan ugy a 3.2 tétel kovetkezmeénye, mint
a 3.3 tétel kovetkezett a 3.1 tételbd6l. Itt is érvényes termé-
szetesen az ottani egyszer(sité megjegyzés.

3.2 Megjegyzés; A fenti két elfutasi tételben lattuk,
hogy a K koalicié t-beli stratégiavalasztasahoz felhasznalta
a K koalicié t-beli dontését.

b. Elfogéas és elfutds késleltetéssel.

El6szor a késleltetés mértékére adunk feltetelt.

Az P fuggvény feltevéseink szerint a G halmazon eleget
tesz a lokalis Lipschitz-féle feltételnek. Fedjuk le G+
olyan |gf (X [Xx & G kornyezetekkel, amelyek mindegyiké-
hez tartozik egy L(x), x€G, az adott kornyezetben érvényes

Lipschitz-féle allanddé. Minden ilyen kdérnyezetben megadhatunk

olyan M(x)>0 szdmot, hogy az egész kdrnyezetben

WF ry,.. )L~ M(x}, yaeeég@( ), / 121/
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Vegylk azt a feddrendszert, melyet azok a }G f halmazok
adnak, amelyekre*a /121/ érvényes. Legyen e feg(c’)ﬁreGndszerhez a
2.7 definicidval hozzarendelt flggvény h-"

3.1 feltétel: Legyen hQ egy folytonos pozitiv fliggvény a
G halmazon. Egy T(xX)>0 keésleltetést x€G mellett megengedett

késleltetésnek nevezink a hQ feltétel mellett, ha teljesiul a

X Cx) 4 min A hA(x), hQ (_x)| / M(X) 1122/

feltétel és X mint x figgvénye folytonos.
305 Lemma; Legyen X Cx) egy megengedett késleltetés. Le-

gyen Ielgy zé CS[tO,t-),(] ,/g) abszolut folytonos goérbe és legyen

u(*)6TT K. egy tetszdleges mérhetd iranyitas. Teljesitse z
i=l 1
az alabbi késleltetett differencidlegyenletet:

z(t)= P~z (t u(t)j mm 11231/
Ekkor z(s) := z(tJ , s"tQ teljestl az aladbbi egyenlétlenség:
[N\z(t)- z~t -~ (t)j]I"h 0 (z(t)J 1124/

Bizonyités:
1. Tegyik fel, hogy az P flggvény korlatos és Ma korlat-

ja. Ekkor kénnyen megbecsilhetjik a /124/ kildnbséget:

Az (t)- z7t -T(z W) 4. mT ~z(t)] 1125/
ahol MAIPI|.

Integraljuk most af t-'V ~z (t)J , tjintervallumon a /123/

kifejezest:
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(fE6-T@)].u @ da 7126/
t-i(z (1)
Becsuljuk meg az integrandusban szerepld késleltetett pa-

lyapontok tavolsagat a t-beli késleltetett palyaponttdl:

Iz@&X* W) z(G-1fz ) I M t-s +Z& ®OF (z (1] /127/
AN (z t-s. Egyuk fel tovabba, hogy 't (z)*-'f(z), ahol az
egész G-n értelmezett 1-el Lipscitz-féle feltételnek eleget
tevé fuggvény:

(z (t-<t(zO)“ z(s- Iz S))IIMEB (z ()j + Mip(z (t)jj /128/

2* Ha marmost a lemma feltételeinek Jeldlései mellett

/129/

akkor azt kapjuk, hogy a /128/ becslés biztositja azt, hogy a
/125/ kulénbséget eld6allitdo /126/ integrél integranduséban

levl késleltetett argumentum végig a z(t)kdérdali h”(z (t)) suga-
ria koérben marad és ezért az integrandusra érvényes M(z (t)) -

vei a /121/ becslés és igy

1Zit)- z (t-t (z (t)iaM(Z(tj/t (z (V) hQ (z (1)) /130/

3«6 Lemma: Legyen h 1 Lipschitz—féle allanddéval Lipschitz

féle feltételnek eleget tevd pozitiv fliggvény és legyenek

zl ,z2 ~ ® olyan pontok, melyekre
| z™2Zg 1 /0 « h(z1) 0N X 1 /131/

Ekkor teljestl a



Wzl - z2(K !\ h 7132/

Bizonyitas:

Képezzik a h(z-J- h(z2) kiulénbséget, erre igaz a

b-Czj) - h(z2)2 Nz1-z2n £ A- bczp) 133/

becslés, ahonnét az allitdas mar kdvetkezik.

Kovetkezmény: X C 1/2 mellett 1-nél kisebb a  As(1- A
allando értéke.

Ezzel elérkeztink a késleltetett elfutasi illetve elfoga-
si tételek kimondasdhoz és bizonyitasahoz.

3.5 Tétel; Késleltetett elfutasi tétel:

Legyen G K, * Legyen ilc: Ext(6K) fl G egy
olyan nyilt halmaz, amely teljesiti a d~Q 25Q0 feltételt,
és amelyik teljesiti az aldbbiakat: Legyen a halmaztol
mert tavolsdgfiggvénynek minden x Q AL simasé&gi pontja és le-
gyen az el6z6 pontban leirt hozzarendeléssel a K koalicidnak
minden y (Xx"£ ©0”'-ben erds elfutdé folénye az ex irdnyban. Le-
gyen tovabba e folényt realizdalé lokalis stratégiak csaladja-
hoz a 2.7 definiciéval hozzarendelt fliggvény h, mely il -n
van értelmezve és legyen 0 < Ak 1/2 mellett T-'JI r'®
egy olyan megengedett késleltetés, amely teljesiti h =Ah -val
a 3.1 feltételt. Haz(t): = z(t- r(z(t)]J ,z(s) == z (t)
s 2 tQ, ahol z,z £ c[[tO,tj] ,flJ és rdadasul z abszolut
folytonos és e par teljesiti a /95/ megfelel6 kezdetiértékprob-

lémajat, a VvV 313 globalis stratégia mellett, ahol
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3*3/ (I-A) 1, akkor z (tQ‘6. Ext(0 gi) esetén z (t) é Ext((d K’
minden t MtQ,t-J véges értékre. Ehhez Kstratégiajat a
z (t) = z(t-'C*(z (t))) alapjan valasztja meg V~™5~/~z~(z (1)) forma-
ban.

Bizonyitas: Ha a 3.5 és 3.6 lemmékat alkalmazzuk, akkor
megkapjuk, hogy teljesil a z,z-ra a tételben Irott 3 -vei a
194/ feltétel. Ezek egyltt biztositjak a 3.1 tétel feltételeit,
ami az Irott globéalis stratégiaval biztositja az elfutast. A
stratégiavalasztds ez esetben azért torténik a z alapjan csu-
pan, mert tudjuk, hogy erd6s folény esetén nem kell tekintettel
lennink az ellenfél valasztasara. Végul még annyit jegyzink
meg, hogy késleltetett esetben csak a 2.5 tétel alapjan 06sz-
szeflzdott stratégiaval lehet boldogulni, ahogy ezt a 3.1 és
3.2 tételek bizonyitasa lényegesen fel is hasznalja.

3.6 Tétel: Késleltetett elfogasi tétel:

Legyen 0 K= /™ i. Legyen tovabba~ C Ext G
olyan nyilt halmaz, amelyre teljestdl a O és amely
teljesiti az alabbi feltételt: Legyen a O R halmaztol mért
tavolsagfiuggvénynek minden x pont simasagi pontja univer-
zalis C>0-val. Legyen p630 K olyan pont, amelynek van olyan
G (p)c G kdrnyezete, G(p)OExt (0]|/ , hogy minden x€G(p)f)Ext
(0n)esetén a K koaliciénak legaldbb c(p) mérték( erés folénye
van az el6z6 pontbeli hozzarendeléssel meghatarozott y (x)630g.
pontban a -e iranyban. Legyen tovabba e féolényeket reali—
zalé el6z6 pontban megadott loké&lis stratégiak csaladjdhoz a

2.7 definicioval hozzarendelt flaggvény h, amely legaldbb G(p)-

n van értelmezve és legyen 0<3\< 1/2 mellett 5R
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egy olyan megengedett késleltetés, amely teljesiti G (p)-n a
hQ= 7\. h fiuggvénnyel a 3.1 feltételt. Ha a z (t) := z (t-~iz (1)) ,
z(sj = z(t0), s—40, z,z£cffo,t™~ , fd , és rdadasul z abszo-
lut folytonos és e parra teljestul a /95/ megfelel6 kezdetiér-
tékproblémaja, a V\é))}lQ/globélis stratégia mellett, ahol
\) =21/(I- (\) , akkor megadhatdé p-nek olyan Gjg (p) koérnye-
zete, hogy ha zCt~G~g (p) » akkor van olyan T, hogy
t*e[t0,Tj, t*> tQ-ra z(jt*)EOK Ehhez a H koalici6 strateé-
giajat a z (t) = z(t-~(z (t)) késleltetett informé&cio alapjan
valasztja meg.

Bizonyitds: Teljes egészeben megegyezik a 3.5 tételével,
azzal a kuldénbséggel, hogy a bizonyitashoz a 3.2 tételt hasz-
naljuk fel. A 2.5 tétel eljarasanal gyengébb 0Osszefizés itt
sem alkalmazhato.

3. Elfogas és elfutas Hilbert térben konvex célhalmazok-
tol.

Legyen a tovabbiakban az E tertink egy Hilbert tér. Isme-
retes, hogy Hilbert téren pontnak és konvex za&rt halmaznak a
tadvolsdga felvétetik, azaz ha H az E egy konvex részhalmaza,
akkor x IE-hez hozzarendelhetjuk a H-ra val6é y(x)vetiuletét
Imegtartjuk e jeldlést itt is, hogy egyszerldbben hivatkozhas-
sunk majd az el6z6 pont tételeire/, amelyre g(x,Hj=(] x-y ix))(
és mint ismeretes, teljesul az (Jy(x-j)- y (xg)H(x~N-XgliLipschitz
féle feltétel. Belatunk most egy lemmat, amelybdl kdvetkezik,
hogy a 9 tavolsagfiggvénynek egyrészt minden Ext(h)-beli

pontja simasagi pontja, masrészt a tavolsagfiggvény e halmazon

folytonosan differencidlhato.
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3»7 Lemma: Legyen HC E konvex zart halmaz. Ekkor
xé Ext (h) esetén a (x,H) differencidlhaté és derivaltja ép-

pen (x-y M) / Il x-yix'lilr: e . Ervényes egyduttal a

[M(x'H)  -<Tex>x -y (xX)>|*"i Hx-x'l 2/ ( x,h) 1134/

lgaz tovabba, hogy e fuggvény derivaltja folytonos is az Ext(H)-
ban és minden pont egy alkalmas koérnyezetében a derivalt eleget
tesz a Lipschitz-féle feltételnek.

Bizonyitas: Legyen x egy tetszdleges Ext (H)-beli pont,
legyen ennek tdvolsdga H-tol ? (x,H)= <. Az ilyen tdvolsagu pon-
tok halmaza konvex, halmaz hatdra és e konvex halmazhoz fektet-
hetd x-en keresztul egy tdmasz hipersik. Mas oldalrol e pontok
halmaza kivil lesz az y(x) pont kordali ¢ sugaru gombon. De
Hilbert téren gombnek minden hatarpontjaban csupan egyetlen
érinté hipersikja lehet, ezért az x-en keresztil fektethet6
hipersik egyuttal az y(x) koruli ¢ sugaru gémbnek is érintdje
és e két felulet kozott lesz a ~(xjH™ c felulet. A /134/
becslést geometriai meggondolas alapjan kdénnyen megkapjuk.

1. Kovetkezmeny: £ > O-val a 3.1 definiciénak eleget
tevé pontokbol all6 kornyezet sugara x £ Ext "H)esetén
cT(x)=£ ™ 2(x,H) ahhoz, hogy Ille® xI|é£jp(x,H)
legyen.

2. Kovetkezmény: A derivaltra vonatkozo formuléaval kap-
csolatban réogtéon lathatjuk, hogy a bizonyitds jeldléseivel
{s e/2} halmazon a derivalt eleget tesz Lipschitz-féle fel-
tételnek, L=4/c Lipschitz-féle 4&allanddval.

E megjegyzések utan a 3.3, 3.4, 3.5 és,3«6 teteleket az
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alabbi formaban mondhatjuk Ki:

3.1 Feltevés: Alljon el6 a H halmaz véges sok egymaéstdl
diszjunkt konvex nyilt halmazokkal elvdlaszthatdé konvex zért
halmazbdl. Legyen” ezen elvalaszté nyilt halmazok egyesite-
se és x £/ esetén legyen ex:=(x-y (X)/i|x - y (x)ii, ahol az
y (xX) arra a H-t alkotdé konvex zart halmazra valdé vetilet, ame-
lyet Q -nak x-et tartalmazdé komponense tartalmaz.

3.3a Tétel: Teljesitse a 3.3 tétel 0 g, célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld
X, y(X és er-el VXE ™~ mellett teljestul a 3.3 tétel folényre
vonatkozo feltétele, akkor a 3.3 tétel Allitadsa igaz.

3.4a Tétel: Teljesitse a 3.4 tétel 0 K célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld
X,y (X)és e -el " x£E”N mellett teljestul a 3.4 tétel fdélényre
vonatkoz6 feltétele, akkor a 3.4 tétel allitadsa igaz.

3.5a Tétel: Teljesitse a 3.5 tétel O K, célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld
X,y(x)és ex-el V- x£8Q mellett teljestl a 3.5 tétel folényre
vonatkozé feltétele, akkor a 3.5 tétel allitasa igaz.

3.6a Tétel: Teljesitse a 3.6 tétel 6 ™ célhalmaza a 3.1
feltevésben foglaltakat. Ekkor ha a 3.1 feltevésben szerepld
X,y (X) és ex~el V xfcit? mellett teljestlnek a 3.6 tétel fo-
lényre vonatkozdé feltevései, akkor a 3.6 tétel &llitdsa igaz.

Bizonyitas: Mindnégy tételben azt kell bebizonyitani,
hogy az pontjaiban a 9 -nak minden pontja simasagi pont-
ja. Ez pedig ugy teljesul, hogy a célhalmaz egyes komponense-

it tartalmazdé nyilt komponenseken igaz, méghozzd a 3.7 lemma 1.
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kovetkezménye miatt.

MRgjegyezzik, hogy e tételek olyan értelemben maximalisak,
hogy ezekben az elfutdshoz, illetve elfogashoz csak a célhal-
maz hatarpontjaira teszink Kikotést és az is csupan a folényre
vonatkozik. E kikdtések gyengitésével lehet csupan er6sebb té-
teleket bizonyitani, de az alabbi két tétel mutatja, hogy az
elfutdsra vonatkoz6 feltevések nem gyengitheték altalaban.

2. Feltevés: Legyenek az 1. feltevésben szerepl6 H halmaz
komponensei HJr’ p=1,2, ... , r és legyen minden ilyen Hl'r hal-
maz egy H°cH” konvex zart halmaztol legfeljebb £ *a-
volsagra lév6 pontok halmaza.

3.7 Tétel. Teljesitse a 3.3 tétel 0 K, célhalmaza az
és 2. feltevésekben foglaltakat. Ekkor a 3.3 tétel fdlényre
vonatkozo feltétele a K koalici6 szdmara az elfutas szikséges
és elegendd feltétele, meéghozza ugy, hogy ha a koalicié nem
tud a 3.3-ban biztositott nem késleltetett informacidék alap-
jan elfutni, akkor a I\ K szdméara teljestul a 3.6 tétel fel-
tétele az elfogasra, azaz még megengedett késleltetéssel is
eléri 0 K»-t.

Bizonyitads: Ez a tétel egyszerl koévetkezménye a 3.7 lem-
ma 2. kodvetkezményének és a 2. feltevésnek. Ugyanis, eldszor
is azt jegyezziuk meg, hogy minden y(x)-et helyettesithetink a
'iHp -beli pont helyett a neki megfelel6 3H> -re valé veti-
lettel. igy kiderul, hogy az » -na 2. koOvetkezmény miatt
az eﬂ eleget tesz a Lipschitz-féle feltételnek nekink ele-
gend6é ebbél annyi, hogy a 0 K, halmaz hataran is folytonos.

Ha marmost nem teljesil minden hatarpontban a 3.3 tétel

elfutdsra vonatkozo feltétele, akkor van olyan pont, amelyben



100

valamilyen ¢ O-val az 1.3 feltevés igaz e”™-vel egy p hatéar-

pontban. /Felhasznaltuk az 1.1 tételt./ Amde az €y folytonos-
saga miatt e pontnak van olyan koérnyezete, amelyben mar telje-*
sil a 3.6a tétel feltétele és igy beldttuk, hogy a tétel igaz.

3.8 Tétel: Teljesitse a 3.5 tétel 0 K, célhalmaza az
és 2. feltevésekben foglaltakat. Ekkor a 3.5 tétel feltétele
késleltetett informaci6 melletti elfutasra szukséges feltétel
is abban az értelemben, hogy ha nem teljesul, akkor van olyan
hatarpontja a célhalmaznak, amelynek megadhatéo olyan kdérnye-
zete, hogy ebbdl nem késleltetett informéacidéval a K eléri a
célhalmazt, mert teljestul a 3.4a tétel feltétele.

Bizonyitds: E tételt is ugyanugy bizonyithatjuk, ahogy a
3.7 tétel bizonyitdsat vazoltuk, csupan a 1.2 tételt kell
felhaszndlnunk.

A 3.7 és 3.8 tételek azt mutatjak, hogy a bemutatott mdd-
szerek késleltetett és nem késleltetett esetben 61 pontossagu
célzasokra és elfogasra, ami a gyakorlat szdméara altaldban
kielégitd és numerikusan mas ut nem is kovethetd, elegendbek,
mert szukséges és elegend6 feltételt adnak elfutdsra. A most
kdvetkez6 pontban igen roéviden egy numerikus modszert adunk.

4. Numerikus maodszer.

Numerikus eljardsunk vazlatat a 3.1 illetve a 3.2 alap-
tételek szintjén foglaljuk 6ssze igen roviden. Ez alatt azt
értjuk, hogy a targyalt négyféle esetet nem nézziuk kulén.

Legyen megadva a minden, a 3*1» 3*2 tételek el6készitésé-

nél szerepld x £ ic? koruli W koOrnyezet. Legyen
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tovabba megadva a /94/-ben szerepl6 V , tovabba a z , z par,
ahol z a z-nek /94/-et teljesité becslése. Ezt minden idépont-
ban adottnak tekintjuk. Legyen megadva tovabba a z (tQ=zQz (t»
kezdetiért ékprobléma. Ismertnek tételezzuk fel /mert szdmitha-
td6 az egyenlet és a célhalmaz ismeretében/ a h fuggvényt is.
Kérdés, hogy a z becslés ismeretében hogyan hasznéaljuk fel a
"Wx*G(i(x)(x)IxCldllokalis stratégiakat arra, hogy a z gorbe
biztosan elkertlje a H halmazt, vagy a masik feladatnak megfe-
lel6en biztosan elérje azt.

Eljarasunk a kovetkez6:

Legyenek a tQ, t-»~, ... , t~ idépontok azok, amelyekben
uj lokalis stratégiara térink at. E pontokat a kodvetkez6képpen
hatarozzuk meg:

Valasszuk a z (tx) pontban azt a (vg (S (t;)))
part, amelyre teljestul a S(z (ty)>"j--~)h (z(t . Ez megvalaszt-
haté igy, a h fluggvény definici6oja miatt.

Legyen a z it™"+" az a legkisebb t >t”, amelyre az el-
lenfél stratégiavalasztdsa mellett a i. ) lokalis stratégia
alkalmazasaval elészor teljestul, hogy Nz @) - z O — h @ty
Erre a t=t"+" -re ismét a fentieknek megfelel6en valasztunk
uj stratégiat. Ezzel az eljaréassal a 3.1 illetve 3.2 tételek
biztositjak a z-re vonatkoz6 Kkikotéseket.

Hilbert tér esetében £ -pontossagu elfutasra illetve
célzasra 2. feltételnek eleget tevé célhalmazok esetében az
elméleti eredmény mellé numerikus eljarast is ad, a fenti mdd-
szer vagyis az elfutdsra vonatkozdé elmeleti sziukséges es ele-

gendd feltétel kiegészul azzal, hogy egyuttal az adott felté-

tel mellet konvergens numerikus modszer is adhaté.
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Fuggelék.
FI. Boréi mérhet6 leképezés megaddsa adott z&art halmazba

esé grafikonnal.

legyenek E és F szeparabilis lokalisan kompakt metrikus
terek. Jeldljik az E tér Borel-halmazait <B(e)-vei, jeldlje
PE : EXF—E [/pj, : EXF-—" F/ az EXF-b6l az E-be /F-be/
valo vetitést.

FI1.1 Definicio: Az Uu:E —»F leképezést Borel-mériiet6-
nek nevezzik, ha minden Gcl F nyilt halmazra u G)S O"E).

FI.1 Tétel: legyen {un). *>1 , cE—-LF , n=1,2,...
mellett Borel-mérhetd leképezések pontonként konvergens soro-
zata. Ekkor az u i”~:=1lim u (x), x £ E egyenl6séggel ponton-
ként megadott u: E—>F leképezés is Borel-mérhetd.

legyen most HO EXF zart halmaz.

F1.2 Tétel: Ha a pe(h)= E teljestl, akkor megadhaté olyan

U:E—»-F Borel-mérhetd leképezés, amelyre

(x,u(x'))6- H , minden x & E esetén. [F .1/

Bizonyitas: Megadunk egy OvV n_i Borel-mérhetd le-
képezéssorozatot, amely pontonként konvergesn és limesze tel-
jesiti az /F .1/ feltételt.

1. Az v flggvény megadasa:

Az E,F terek feltevéslink szerint szeparabilisek, ezért

& =1/2-hez megadhaté olyan nj_ H sorozat, hogy
teljestal a A
HC q (pJ) IF.21/
n=|I '

tartalmazas, ahol a G1/2 ( pn® a lok;é¢lis kompaktsdg miatt



103

kompakt koérnyezet.
A PE(G/2 (Pf) fl CT E halmaz kompakt, mert pE folyto-
nos, H pedig zart.
Képezzuk a
1 .
B+:= PEt 1/2(Pi~13\ U PE Lgl/2 (p~ H , i=1,2,... /P.3/
d-p
paronként diszjunkt Borel-halmazok rendszerét amelyre telje-
sul, hogy
E=U B. . IP .41

Ezutan megadjuk az u” leképezést az alabbiak szerint:

1
Uj(x™:= pit ha x € Bt [F .5/

Az u” leképezés grafikonjara teljesul a
r (u,) C GL/2 (H) /P .6/

tartalmazas, ahol (1) jelenti a H halmaz 1/2 sugaru Kor-
nyezetét, a P pedig az uw" fuggvény grafikonjat.

2. Az 2 leképezést £ =1/4-hez az alabbiak szerint
adjuk meg:

A Gly2 (Pi*™ H halmazok kompaktsaga kovetkeztében meg-

adhat6 minden i=1,2,... mellett olyan IPik\ c

CL gil/2 ( P-OfiH véges sok pont, hogy (J1 HO GNNfPik) ~
k=1
HD G-jy2 (p”™ teljesul.

Allitsuk el6 ezutan a B halmazt a kovetkez6 formaban:
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2 1 /k”1
Bik =PE UC 1/4 (Pik'>nH]f>Bi \( U pE [gl/4 (pi3)f>H]0BB ,
J

k=1, ... , N [E.71
Minden régzitett i mellett teljesul a
1 ni 2
B, = U B, IF.81
1 k=1 ik

O0sszefliggés és a B”™ rendszer elemei diszjunktak és az /F.8/
miatt egyesitésik lefedi az egész E teret.

Az Ug leképezést igy definidljuk:

Pik» ha X e Bik [F. 9/

amelybdl azonnal kdvetkezik, bogy

P(M ¢ gl/4 <h)

/F .10/
f(ul(x) , u2(x)) 4 i/2

feltételek teljestulnek.

3. Tegyuk fel, hogy a 2. pont eljarasanak n-szeri ismét-

lésével megadtuk a B . halmazrendszert gy,
942 * eee > Xp
hogy
n-1 n. cee i
B. . =i oo
11,12* “ * » xn-| j=1 ’.\l|>>'“'»’\-n-|*3

[F .11/
ahol
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n
teeenin_]» C 1/2 neee> »Ul/1 n3”BN [ eeenin_x\
3-1
X ( V PE [°1/2n (PI1....... V I)K/IA'IB ~...,ind N-12)
€s a p. . . it Gi/?211'1 fai i >/1 H pontokkal
/\|7i2’***1 n-1 VAN \ >-">1n'||

teljesul a

Glizn{Pfif. .. fn-1,0/P 13/

tartalmaz és ezzel megadtuk a:

% (X)=P+ i x € B? IF .14/
N 11°x2’***’1n 1’ h

figgvenyt. Erre teljesil a

r~v ¢ Gl/2n ( H)
[E .15/

f(% (x)> % -i(xD - 1/2n_1 X"E

két feltétel.

Az un+L flggvényt a 2. pont lejardsanak megismétlése
utjan kapjuk meg.

Ezzel az eljarassal megadjuk az n_i Borel-mérhe-
t6 fuggvények egy megszamlalhatdé sorozatat.

Legyen x ~ E egy rogzitett pont, az u® x alakil pontsoro-

zat Cauchy sorozat az /E.15/ miatt és a kompaktsag kdvetkezté-

ben minden x G E-re konvergens. Legyen u az alabbi leképezés:
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u(x):= I”"m un(x™» x£E mellett. /IF.16/
Az (x,u(x)™ C (")> n=1,2,.... mellett, ezért
ao
(x,u (xf)€.n /2n (H=H [E.17/
n=lI
ami a tétel bizonyitasat adja, az EI.I tétel figyelembevételé-

vel.

E2. Differencidlegyenldtlenségek.

1. Alapbecslés.

E2.1 Tétel: Legyen ACT R2 egy halmaz. Legyen tovabba
f:A-»R egy mérheté leképezés. Legyen tovéabbé g:Fg—" R
folytonos leképezés. Legyenek tovabba y,z:£t ,iff— R folyto-

nos leképezések, amelyekre teljesiilnek az alabbiak:

(y(s'), s)EA, sé [tO0,T] , tovabba
t

yit)=y (t*+ j f(y(s), s)ds [E .18/
0
()= z(tj)+ J g(z(s), s)ds
0
es
1. f(x,sV~g(x,s") , (x,s)éA.

2. A g(x,s» csokkend flggveény rogzitett s mellett az x

valtozéban.

Ekkor y(t "=zt " eseten

y(t)y ~ z(t) [E .19/

minden t £ Cv/1 mellett.
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Bizonyitas: Tegyuk fel. hogy megadhaté olyan tiv 1l
hogy z(t)>y(t}all fenn.

Képezzik a
tQ” i*:= inf-[s | z(t')>y(t) , té fs, t]j /E.20/

értéket. Miutdn mindkét fuggvény folytonos, t*<T, tovabba
y(t> z (0 . ePigyelembevéve még a z(tQ= y(tQ'feltételt, és
az /F.20/ egyenl6tlenségét, megadhatdo olyan c¢T>0, hogy

£t*, t*+cf]c[t0,T] és tE£jt*, t* +d~] mellett z('t) > y(t).

Az /P.18/ elb6allitdsnak és az 1. feltételnek az alapjan
t t

y(h)= y(t5)+ Jt#f (y(s) , s)ds ~ y(t + t g(y(s), s)ds,
ahol alkalmazva tovabbad a g-re kirdtt 2. feltételt, az y(s>z

<j>6]t , t +ef] figyelembevételével:
of t

y(t*J+[# g(y(s), s")ds ~ y(t*) +JT g(z(s), s)ds = z(t)

azaz y(t) » z(t) minden t6[t*, t*+cTj mellett. Ezzel pedig a
tételt bebizonyitottuk.

2. Konvex Kupok.

Legyen B egy Banach tér és legyen GM (0) egy O koruli
kdrnyezet.

Képezziunk egy Ujabb kornyezetet ebbdl az alabbi defini-
cioval :

Legyen e€B* , Jle]l =1 folytonos lineéris funkcional.

Képezzik az aladbbi normat:

lil xj/ Q= max ~2JCe x" |, Q@xfy IP.21/

Koénnyen beldthatjuk, hogy e norma ekvivalens az eredeti norma-

val. Az is konnyen igazolhatd, hogy
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4 "to) = GxCo)A { |e| ™ 1/2} /P .22/
fennall.

Legyen tovabba te{| e|=1/2} 0 GL (o) fO , melyre
<2e ,t>=||t|H =1. Jeldljunk egy ilyen G~(0)- beli belsé pon-
tot t-vel. lgaz az alabbi allitas:

P2.2 Tétel: A ~"2e >c> O”halmaz el6all

(2e>c>o0l= U A\ G? "e{p) +t] + c.t /IP.23/

L J A>0 L 1 J
alakban.

Bizonyitas: Elegend6 az allitast c=0 mellett belatni,
amelyhez tartozd baloldalt -ct-vel vald eltolds utjan kapjuk
meg.

Miutan t £ G ( O) bels6 pont, van olyan VJO koérnyeze-
te, melyre

G (t) C GL (O IP.24]

teljesil. Ebb6l kdvetkezik, hogy
GL(0yri{2le»<: 1} G (-t)A [2e > -] IP.25]/

ahol felhasznaltuk a gdémbi kornyezet kiegyensulyozottsagat.
Az /P.24/ azt jelenti tehdat, hogy G' |I,(0)3GE (-t')A{2e > -1}
feltétel teljesul. Ennek t-vel vald eltoldsara azt kapjuk,

hogy
Gr A~ (t) C. "2e>07 IP.26/

és
gl “(t)r @ (o)(\ { 2¢ > 0} /P .27/

tartalmazasok teljesilnek.
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Ismeretes tovabba, hogy

U% (gE (o)A (2e> o0}} ={2e > 0] [F .28/

teljestl, a tétel &llitasat beldttuk.

Legyen most K egy kompakt metrikus tér, legyen GCB nyilt
halmaz és legyen f: GXK— folytonos leképezés. Legyen
e € B* egységnormaju folytonos linearis B-n értelmezett funk-

ciondl. Teljesitse az

i(x0,K)c{e> h > 0} IF.29/

feltételt valamely xQérB-re.
Legyen tovabba 0 |l]je a fent bevezetett norma.
Ezzel érvényes az alabbi tétel:
E2.3 Tétel: Megadhatéok olyan t 6 B, Ilit IHQ=1, O~"C 1,

<2e,t>=1 dgy, hogy

f (xo> KK ">0 ( @& *}= kE ,tio) /F-20/
teljesil.

Bizonyitds: Az F2.2 tétel c=2h-val biztositja, hogy az

{e>hn 0} = A(0)+ t} + ct /F.31/

elédallitas érvényes, ahol az unidban szerepld halmazok nyiltak
/ld. az /P.23/ 6sszefiggést/. A K halmaz kompakt, ezért foly-
tonos képe is az és igy f(x0 , K)c{e>h>0} is kompakt

lesz, van teh&t olyan véges TiN, ..., halmaz, hogy

fAxQ,k'")C_ { gl Le{o)+ ti + ct
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is igaz. A szerepld fedohaimazok a A -nak monoton flggvényei
a tartalmazasra nézve, ezért vegylk a legkisebb $\*-t, mely

mar lefedi az f£c ,K)-t, ezzel

f (x0,K3C {.gJ1 W(o)+ t] +ct= GW +("+t + c¢c)t . [F.32/
0 \ Q 0

A kapott eredményt felhasznalva

o +OLCjiWG,, o +)=

O

UA(gvV2rIiQ) t IP.32/
A }

amellyel a tételt belattuk.

Legyen most u:]"t0,t-Jj— mérheté leképezés, legyen
tovabba
. N 7
x: Do”llI B /E 33/
t
x(t)= x(t~ + ( ffx(_s), m(s)) ds

0
abszolut folytonos leképezés.

F2.4 Tétel: Legyen F a fent definidlt leképezés, és tel-
jesitse az xQ B-ben az /F.29/-et valamely e £ B*, | e\l =1
funkcionéallal. Ekkor a fent definialt Il I normahoz megadha-
té6 olyan I > £ >0¢eésh£B ,||h/A =1, és olyan J">0, hogy
ha tofti:to + cTtetsz6leges, tovabba x(t™ = xQ, akkor az

/F.33/-al megadott x fliggvényre teljesul, hogy
x(t") £ (xXQ + ) /F .35/

Bizonyitas; Az F2.3 tétel biztosit egy nyilt

kipot, amelyre
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f(xo > CKe,h?" /P.36/

teljesil. Képezzik az

f_1(ke h &) c BXK

halmazt, ez f folytonossaga folytan nyilt halmaz, amely tar-
talmazza az ®wx0} XK halmazt. K kompaktsaga folytédn azonban
van olyan <£>0, hogy Gj- (xO®XK C AN (o)) is teljesdil.

Miutan x£t™ abszoldt folytonos, igy folytonos is, ezért
megadhato oLyan c¢T”, hogy |Ix (t)- x(tp» < i | ha
h - .

Belatjuk, hogy <5 -<r, amelyet a tételben Kkeresink.

Be kell latnunk, hogy minden tQ<£t"to+ cf” mellett

x(t)€ KE,h"°) + xo0 » vagy atni "V 31132" x (t)- x0€K£)hCoX

Megjegyezzik, hogy a N0O0 kUupban azok és csak azok az
r vektorok vannak, amelyekhez van olyan 0, hogy
MA-h - dUg < £ A . IF.37]

Ezzel egyenértékl, hogy

(lh_ JKkJL. . m <c . IF.37al
A (1rl/e

Kénnyen beldthaté, hogy a ~ mindig megvélaszthato
@lr Ma=A alakban.

Vizsgéaljuk meg tehat az

Ulx(t)- xQ - SHifiiig-h ds [||* =1 S [(x{:s), u(s))-/||f (x(s), u(s))/I".

te to
oh] dsilje & JI|[[F(x(s), u(s))- |[If (x(s), u(s)\e *h|[le ds  /P.30/
It_
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kilonbség norméajat. Felhasznélva, hogy tQ<t <tQtcT mellett

/F .36/ teljesial, igy igaz, hogy

t t,
H1*(t)- xQ - h*S Mmf(x (s), u(s)jj/eds|||/jjjlIf (x(a) , ufs))|(“Eds /F.39/

0 0
ahol az /F.38/ végére alkalmaztuk az /F.37a/l jellemzést.

Ezzel azonban az x£t"- xQ kulonbségrél beldttuk, hogy
teljesiti az /F.37/ feltételt, tehat a K™ ~(’0)kupnak eleme
minden tQ< t " t0 +<r mellett. Ezzel belattuk a tételt.

Megjegyezzik még, hogy Banach tereken az /F.23/ elé6alli-
tashoz specialis norma bevezetése szukséges, mint ezt az
alabbi példa mutatja:

Vegylk az R2 teret mint Banach teret és lassuk el az
" || = by + |x2 normaval. Ismeretes, hogy ezzel a 0 koruli
goémbok olyan négyzetek lesznek, melyek csucsai a tengelyekre
illeszkednek. Vegyik az egységgdmbot és toljuk el az x* koor-
dinata iranydba +1-el és nézzik az £x"> félteret
Az U "(g,(o) + (l,0)[ halmaz egy 0 csucsu 90° -os nyildsszogd
kap ngz és nem adja ki az RxJ"‘ Oﬁ falteretes

F3. Parcialis maximum /minimum/ fliggvények folytonossaga»

legyen M egy metrikus tér, K kompakt halmaz. Legyen

f: MXK-—/F.40/

egy folytonos flggvény. Tegyen eleget f tovabba K-ban egyen-
letesen minden régzitett ué”"K mellett MX K/ az x val-

tozojdban Lipschitz-féle feltételnek. Legyen

Fm(x): = min f(x,v), [F.4-1/

azaz
R
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leképezés.

F3.1 Tétel: Az ffi fluggvény folytonos, ha f folytonos és
az f eleget tesz a lokalis Lipschitz-féle feltételnek, ha f
az u rogzitése mellett x-ben eleget tesz a lokalis Lipschitz-
féle feltételnek. Ekkor az f fliggvény valamely x korili
Lipschitz-féle allanddéja megegyezik az f ugyan e pontbeli
Lipschitz-féle allanddjaval.

Bizonyitéas;

a. Legyen {x~" C- M olyan sorozat, melyre x*-~x G M
K kompaktsdga folytan megadhaté olyan 1[vi3 n=I A so:roaat »
hogy ? (V VM =fm(xn>-

A sorozatbo6l kivalaszthatd egy konvergens v

részsorozat, amelyre

f (xnk’vnk'" icx w IF" 42]

Az f flggvény definicidja folytén

f(xjv') —f (x,v') ,Vv*6 K mellett [F.43]
és ezért
fm(x> f(x,v) . IF .44/
Ha mas konvergens részsorozatot véalasztunk ki az
f(x ,v™ -bé6i, ez is szikségképpen az fm(x)-hez tart és ezért
az f (x sorozatnak minddssze egyetlen torl6déasi pontja le-
hét, vagyis a sorozat konvergens és igy az /F.44/ figyelembe-
vételével f folytonos.
b. A Lipschitz-féle feltétel bizonyitasa:

Legyen x 6 M és vq 6 K, melyekre

fmX)= f Cx,v0>. IF.45]/
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Az f definicidja alapjan
min f (x', v)<f(x',vo”* f(x,vog + L(x)d(x’,x)

Més oldalrdl
f ~c,vg -L (x)d (x* ,x)"f ft,v')- L(x)d(x', x)™ f (x',v~ IF .46/
ahol az elejét és a végét nézve csupan a jobb oldal fligg a v-

té6l, ezért a jobb oldal minimuméra is teljestl az egyenldtlen-

ség, ami a tételt bizonyltja.
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