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BEVEZETES

Az MTA Sz&mitdstechnikai és Automatizaldsi Kutatdé Intézetében a
Dr Benedikt Otté akadémikus irdnyitdsaval dolgoz6 kutatécsoport
az erBsen telitett bonyolult geometridju magneses kordok és te-
rek vizsgalataval foglalkozik.

A val6sag megfeleld pontossdaggal torténd leirdsanal alapvetden
két utat kodvethetink: méagneses korok vizsgalata nomografikus
mobdszerrel, illetve bizonyos térrészekben létrejévdé pontos el-
oszlasok vizsgéalata térszamitdsi modszerekkel.

Ugy a nomografikus modszer tovabbfejlesztése soran, mint a sza-
mitégépes téranalizis esetén szembetaldlkozunk a linedris egyen
letrendszerek megolddsanak problémajaval. Ezen egyenletrendsze-
reknek megoldasa torténhet direkt és iterativ utdn.

Az 1950-es évek elején elterjedt az a nézet, hogy a direkt mdd-
szerek nagy komputerekre nem alkalmasak és iterativ mddszerrel
kell helyettesiteni. AzoOta a direkt modszereken tobb javitédst
végeztekés kis és kbozepes méretd probléméakra tovabbra is jol
alkalmazhatdék. Azonban nagyon nagy rendszereknél sparse azaz
ritka matrix esetén &ltalaban iterativ moddszereket hasznélnak.
Ennek egyik oka, hogy a direkt modszer a bels6 memériat jobban
terheli, igy a legnagyobb szadmitdégépeknél is memoria problémak
meriulhetnek fel, amik iterdci6s modszer alkalmazasaval elkeril-
hetfek. MA&srészt nagy és ritka maéatrix esetén a szamitdsi munka-
igényesség az iterdcidés modszernél kisebb. A nagy és gyors széa-
mitogépek lehetévée tették azt is, hogy pontos numerikus megol-
dasokat kapjunk olyan fizikai és matematikai problémaéakra, ame-
lyek - bar ismertek voltak algoritmusok a kezelésukre el6zdleg
is - a gyakorlatban mégsem voltak hasznalhaték, mert nagyon
nagy volt a megoldashoz szikséges miiveletek szdma. Ilyen prob-
léma a parcialis differencialegyenletek numerikus megoldasanal
fellépd sparse matrixu nagy egyenletrendszerek megoldasa.

Illyen egyenletekkel irjak le pl. az elektroméagneses tereken Ki-



vil a neutrondiffuzidt, folyadékéaramléast, ellaszticitast, sta-
bil allapotu hdéaramléast, idéjaraselbrejelzést.

Ebben a tanulményban az

Au=m">b 1

linedris egyenletrendszer iterativ modszerrel térténd megolda-
saval foglalkozunk, ahol A adott, NxN-es valds matrix, b
adott, valés oszlopvektor. Az u ismeretlen oszlopvektort akar-
juk meghatarozni. Azokat a mddszereket ismertetjuk, amelyek
nagy /N = 103-106/ ¢és "sparse"™ A matrix esetén hasznélha-
tok.

A szamitogépek elterjedése Ota sok iterdci6s modszert dolgoztak
ki. Young pl. az 1971-ben megjelent kényvében 14 elsé6faja 1li-
nearis stacionarius és 10 nemstacionarius modszert mutat be.

Ebben a tanulmé&nyban Young terminoldgidjat kodvetve a gyakrab-
ban haszné&lt mddszereket és az 1971 oOta kidolgozott javitdso-

kat ismertetjuk.

Koszonetét mondok dr Gergely Jézsefnek a Numerikus Modszerek
Osztaly vezet6jének a tanulmény megirdsdhoz adott hasznos tané-

csaiért.



ALAPFOGALMAK

Egy /l/-et megoldé iterativ modszer 9 (A,b), <@ur°"Ab),
2 *u ,u 1 ,A,b)... flggvényekkel definidlhato.
Az U °\ u”l fsorozat az

ulo; = 4o0(A,b)
u("+1)=*n+1(u<°). A,b)

dltal vannak definidlva. Gyakran s >0 -ra uw°\ u”l\..u"9
tetsz6legesen valaszthaté, azaz 3o, ..*$ tetszbleges
figgvénye A-nak és b-nek. Ha s>0 egészre igaz, hogy ¢
figgetlen n-té6l minden n>s, akkor a modszert staciondaris-
Nak mondjuk. Egyébként nemstacionéarisnak.

Pl s=1 azt jelenti, hogy az iterdci6s modszer

0 A= <o (A,b)

u(n+1): n

4 (u , A,b)
alakban irhaté.

Ha minden n-re d>n az unrt1 .. AN -nek linedris
figgvénye, akkor a mddszert linedrisnak nevezzik. Egyébként

nemlinedarisnak.

A lineéris staciondris iterativ mddszert els6fajunak nevez-
zUik, ha

u/n+l/ = g u/n/ + Kk /1.1/

alaku, ahol G matrix és k oszlopvektor.

Az /1.1 / mddszer tanulméanyozadsa helyett gyakran vizsgéljuk
az
/[i1-G/u = k 11.21



un. kapcsolt rendszert.

/1/, ill. [/1.2/ megoldasainak halmazat H/A,b/ -vei ill.
H/i-G,k/ -val jeloljuok. Ha A nemszinguléris, akkor létezik
/1/ -nek egyetlen u megoldasa, amit u = Al b ad meg.

Az /1.1/ &ltal definidlt iterativ modszert az /1/ rendszer-
rel konzisztensnek nevezzik, ha H/A,b/ £ H/I-G,k/, forditot-
tan konzisztensnek, ha H/A,b/ > H/I-G,k/ és teljesen kon-
zisztensnek, ha H/A,b/ = H/I-G k/.

A konzisztencia fogalma teh&t az /1/ lineéris és az /1.1/
iterdcidos egyenlet megoldasainak halmazat kapcsolja 6ssze
anélkil, hogy a linedris stacionéris modszerek koéziul barme-
lyiket konkrétan vizsgédlna. igy néhéany altaldnos tétel ki-
mondéasa valt lehetédvé, mely a linedris stacionéaris moddszerek
egész osztalyara vonatkozik.

T étel :

Ha /1/ megoldhaté, akkor az /1.1 / modszer akkor és csak ak-
kor konzisztens /I/-el, ha valamely M maéatrixra

G=1-MA k = M 11.3/

Az (l1.1) mddszer akkor és csak akkor teljesen konzisztens
(1)-el, ha (1.3) teljestl és M nemszinguldris matrix.
Ha A nemszinguléris, akkor az (l.1) akkor és csak akkor

konzisztens (l)-el, ha

k = /1-G/A"1lb, /11 -4]

és teljesen konzisztens, ha (l.l1) igaz és I-G nemszingulé-
ris. Ha I-G nemszingularis, akkor az (Il.1) moddszer akkor és
csak akkor forditottan konzisztens (l)-el, ha

b = A/I-G/ 1k 1/1.5/

A modszer teljesen konzisztens, ha (1.5) igaz és A nem-

szinguléaris.



Az iterdcidés maddszernél egy mésik nagyon fontos kérdés az
iterdcioval kapott sorozat viselkedése.

Definicio
Az (1.1) mébdszert gyengén konvergensnek nevezzik, ha barmely
kezdovektor esetén az u”0", sorozat konvergél.

A modszer konvergens, ha gyengén konvergens és a sorozat ha-
tarértéke un°”-tol fluggetlen.

Minden (I.1) alak( iterativ modszerre igaz a kovetkezd té -
tel :

T étel

A (1.1) iterativ mddszer akkor is csak akkor konvergens,

ha
SIG/ < 1

és akkor és csak akkor gyengén konvergens, ha

SIG/ £ 1 »

Itt S/G/ a G matrix spektral rddiuszat jeloli azaz
S/G/ = max |x| ahol Sr G 0sszes sajatértékének halmaza.
*'SG
Ha
(a) A nemszingularis és (l)-nek egyetlen megoldésa
van eés
(b) S/IG/ <1, és
(c) k = 1/1-G/A1b, akkor a (I.1) iterdaci6s moaodszer
teljesen konzisztens (l)-el, és tetsz6leges u”0™
kezd6vektorra az u °\ u”,... sorozat (l) egyet-
len megoldadsdhoz konvergal.
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MATRIX ELMELETI ALAPFOGALMAK

Ebben a fejezetben azokat a matrix elméleti alapfogalmakat
ismertetjuk, amelyek elé6fordulnak a kovetkezd fejezetekben,
ahol az iterativ moddszereket vizsgéljuk.

Definicio
Ha az A matrix minden eleme valés és nem negativ /pozitiv/,

akkor a matrixot nemnegativnak /pozitivnak/ nevezzik.
Jeldlése A>0 IA>0]/.

Defini ¢ i6:

Vektor normajan /tetsz6leges ve EN -re jeldljik ezt a fiigg-
vényt ||v || -veil olyan valds érték( fuggvényt értink,
amely az 6sszes vektorok halmazan van értelmezve és
amelytdl megkdveteljuk, hogy teljestljenek ra a kdvetkezd
tulajdonsagok:

ni IM1 >0 ha v~O és ||v|] =0, ha v =0
ni ltevl 1 = |c| ||v]] tetsz6leges ¢ komplex szamra
m lv+w| 11 1fv[] + | |w]]

A definicié nem egyértelmd abban az értelemben, hogy nem
egyetlen fliggvény tesz eleget a kdvetelményeknek. Kozuluk a
leghasznélatosabbak a

vl = ( 2I v 12 )* Euklidesi norma
| =

M @ = max|v”®| i =1,2,.. .N
N

1V|.| = z |V|

i=1

Hasonlé kovetelmények vannak matrixok normdéjara is, amelye-
ket a vektornorméak tulajdonsdgaibo6l lehet levezetni. J/Az
azonos indexd vektor és matrix normédk kompatibilisek abban

az értelemben, hogy egyiket a masikbdl lehet szadrmaztatni./
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Példdak matrix normakra

N
11A|| = max E J|a..| i =1,2,...N
i J=1 "
N
11a|11:maxE|a. N j =1,2,...N
J J=1

lla| 19 = cs(ah A) D*

HAL N max i,j = k,2,...N

1A 1T

|
QD
>

bR = sup [AXI12
X" M 12

A tovadbbiakban mi a kdvetkezd matrix normat hasznéljuk:

[ 1Bl I = | 1A2B A™l | ahol A és B tetsz6leges = 0 matrixok.

Az A normiaja és az S(A) spektral radiusz kozott az
[|A]] S(A) egyenlétlenség érvényes barmely A komplex
matrixra.

Definicidéo
A = (a. .) métrix transzponéaltjanak az A = (a. .) konju-
galt transzponaltjanak pedig az A = (a.

J
zik, ahol a * a matrix elem komplex konjugéaltjat jeloli.

) matrixot nevez-
/1

Def inici6o:
Hasonl6énak mondjuk az A és B N-ed rendd matrixokat, ha

B =P-1AP teljesul valamilyen P nemszinguldris matrixra.
Hasonlé matrixoknak ugyanakkora a rangja.
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Definicidéo
Legyen az A négyzetes matrix. Ha létezik olyan B négy-
zetes matrix, hogy AB =1 wvagy BA = 1|, akkor az A mét-

rixot nemszingularisnak nevezzik. Egyébként szingularisnak.
B -t az A inverzének nevezzik.

Tétel

Az A matrix akkor és csak akkor nemszingularis, ha

det A~ 0. Akkor és csak akkor létezik olyan u ~ 0 vektor,
hogy Au = O ha az A szinguléaris. Az Au = b linedaris
rendszernek akkor és csak akkor van egyetlen megoldasa, ha
A nemszingularis. Ha A szinguléaris, akkor vagy egyetlen

megoldas sincs, vagy végtelen sok van.

Define i 6 : ;
Ha A:AT, akkor A-t szimmetrikusnak, ha A = AH, akkor
Hermitikusnak, ha A valés és AAT = |, akkor ortogonédlis-
nak, ha AAH = 1, akkor unitérnek, és ha AAH = A A akkor
normalisnak nevezzik.
Tétel;
Ha A Hermitikus, akkor AL I, = S/A/J. 0
Tetszbleges A = /a. ./ komplex matrixra S(A)< max £ (a.

1,3 “I<i<n j=I1
D efiniciod:

T ip
vV = JvX, V2, syt és w = /wl, w2,...w / két vektor
bels§ szorzata a

*
/v,w/ :vH w = Ev. A 6sszeg.

i=l 1 1

Tétel:

Az A akkor és csak akkor Hermitikus matrix, ha /v, Av/

valés minden v-re.
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Definicidéo
Az A maétrix pozitiv definit, ha A Hermitikus és /v,Av/>0

Minden v f 0O -ra. Ha [/v,Av/ >0 minden v-re, akkor A
nemnegativ definit.

Tétel;

Az A métrix akkor és csak akkor pozitiv definit, ha Hermi-
tikus és minden sajat értéke pozitiv.

Definicieo

P = /P. /3/ permutédcié matrix olyan matrix, amelynek minden
sordban és oszlopaban pontosan egy 1l-es 4&ll, a tébbi eleme
nulla.

Definicidéo

Az A matrix irreducibilis, ha nem létezik olyan P permu-
tdcio matrix, hogy PI1AP =( alakt, ahol F és Hnégy-
zetes matrix és 0 minden eleme nulla.

Definicio
Gyengén diagondl domindlis sorai szerint az N-ed rendl A
matrix, ha

la. .| > Z ]a. .| i =1,2,...N (x)
1,1 ~ j=I

és legaldbb egy i-re

ifj
Szigortan diagonal dominadns az A komplex matrix, ha [/x/
-nél szigord egyenl6tlenség van minden i-re.
Altalanosan diagonal dominans egy A komplex matrix, ha

oszlopait /sorait/ nem O tényez6vel beszorozva soraira /osz-
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lopaira/ nézve szigortan diagonaldominans matrixot kapunk.

T étel :

Legyen A =1 - /L+LT/ irreducibilis nxn-es matrix és L nem
negativ. Ha az Apozitiv definit, akkor A &ltaldnosan diago-
nal dominéans. (Biz. 1d.9.)

D

Definicid6éo

Az A N-ed rendld matrixot "A tulajdonsdagunak"” nevezzik, ha
létezik az els6 N pozitiv egész szdm W halmazanak két

olyan diszjunkt és s2 részhalmaza, hogy Sp+S2 = w ¢és
i f j esetén ha vagy a'lll' i=0, vagy ai/l 0, akkor

i e é s j eS2, vagy i eS2 és j eS”™, azaz az indexek
kilénbd6z6 halmazba esnek, ha a. . és a. . kozul legaléabb

i/ I /i
az egyik nem nulla.

Definiciéé

Az N-ed rend(@ valés matrixot "L-matrixnak" nevezzik, ha

a. .>0 i = 1,2,...N és

i/

a. . <0 i N i,j =1,2,...N ™
I

Tétel

Legyen A = D - B szimmetrikus irreducibilis "L-matrix".

Az A akkor és csak akkor pozitiv definit, ha A &ltala-
nosan diagonal dominéans. (Bizonyitast 1d.(9)).

Az A valds matrixot Stieltjes maéatrixnak nevezzik, ha po-
zitiv definit és (*) teljesul.

A-t "M-méatrixnak" nevezziuk, ha (*) teljesil, A nemszinguléa-
ris és A1 0.

T ételek

Ha az A "L matrix", szimmetrikus, irreducibilis és gyengén

diagoné&l dominédns, akkor A Stieltjes matrix.



Ha az
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A "L matrix", akkor A akkor és csak akkor "M maéat-
is, ha S/B/<1l, ahol B = DIC, D = diag A, A = D-C.

A Stieltjes matrix, akkor az A "M matrix".
A valoés szimmetrikus, nemnegativ N-ed rendd matrix,

(a) E/IAl az A egy sajatértéke és létezik A-nak egy

v sajatvektora, amely a S/A/-hoz tartozik és v > 0.

(b) Ha az A irreducibilis, akkor S/A/ az A-nak egy-

szeres sajatértéke és létezik egy S/A/-hoz tartozo
pozitiv sajadtvektor. Tovabb&d S/A/ > 0 Kkivéve N =1
és A = 0 eseteket.

(c) Ha az A irreducibilis és -S/A/ A-nak sajatértéke,

akkor A "A tulajdonsdgu"” és A diagoné&l elemei el-
tinnek. -S/Al az A-nak egyszeres sajatértéke.

MEGJEGYZES

Altalaban elliptikus differencial egyenletek diszkretizala-

sa soran nyert egyenletrendszerek "A tualjdonsaguak". Két,

altalanos Dirichlet probléma 5 pontos séméaval valé diszkre-

tizadldsa soran nyert egyenletrendszert vizsgéalunk. A parci-

alis

differencialegyenlet:

LCu::AuXX+Cuyy+DuX+Euy+Fu:G

R korlatos tartoméanyon.

Itt az A,D,C,E,F és G analitikus flggvények, amelyek x-tol

és y-tol fliggetlenek R-en és kielégitik az A" m, C"* m

egyenlbtlenségeket, valamely m pozitiv konstansra és

F < 0. Az u fuggvénynek ki kell elégiteni az u/x,y/=g/x,y/

peremfeltételt az R S hatardn. Ha 5 pontos differencia sé-

mat hasznalunk és az R tartoméanyt R™ h tédvolsagl négyzet-

raccsal fedjuk be, akkor a kdévetkez6 tipusu egyenletet kap-

juk

R™ egy bels6 pontjadban:
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aQ u/x,y/ - aj® ulx+h,y/ - a2 u/x,y+h/ - a3 u/x-h,y/ -

- a™ ulx,y-h/ = t/x,yl/, ahol

aQ = ax + a2 + a3 + a4 - h2F = 2/A+C - [1H2F/
ax = A +ih D a2 = C + E
a3 —A - Zh D a® = C - fh E t = - h2G

Nevezzik ezt a feladatot l-es variansnak.
Tekintsik most a

L/u/ = /A ux/x + /C Uyly + Fu =0 o0nadjungélt differenci

dlegyenletet, ahol A > m>0, C >m>0 ¢és F 0 R-en.
/Ez az el6z6bd6l szarmazik AX = D, Cy = E wvalasztdas mel-
lett./

Ezt diszkretizdlva az
aQ u/x,y/ - al u/x+h,y/ - a2 u/x,y+h/ - a3 u/x-h,y/ -

- a™ u/x,y-h/ = t/x,yl egyenletet kapjuk, ahol

0 = ax + a2 + a3 + a4 - hzF

X = A/x+tEh,y/ a2 = C/x,y+i"h/

B = A/x-fh,y/ a4 = C/x,y-2h/ t = -h2G
Ezt Il. varidnsnak nevezzik.

A kovetkezd tulajdonsdguak a variansok:

(a) Az I|I. és a Il. variansban is a1/1.>0
i =1,2,...N. S6t az |I. variansnéal elég Kkis
h-ra és a Il. varidnsra igaz, hogy A egy
"L matrix".

(b) Az I.-re elég kis h esetén és a Il-re igaz,

hogy az A u - b rendszert egy vagy tobb flg
getlen alrendszerre lehet bontani, amelyek

mindegyike irreducibilis matrix.
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(c) Az i.-re elég Kkis h esetén és a Il.-re igaz,
hogy A gyengén diagondal dominéans.
(d) A Il. variansra igaz, hogy A szimmetrikus.

(e) Az I. és a Il. variansra igaz, hogy A "A tulaj-
donsagu" .
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LINEARIS STACIONARIS ITERATIV MODSZEREK

Mivel a staciondris iterativ modszerek szadmitastechnikailag
kényelmesebbek, koénnyen kezelhet6k, 4&ltaldban ezeket hasz-
naljak. A nemstaciondris modszerek bonyolultabbak, szamito-
gépre nehezen alkalmazhaték, viszont az ilyen eljardsok kon
vergencidja gyorsabb és biztosabb. Most néhany linedris sta
ciondris iterativ modszert ismertetlink.

irjuk a A matrixot A = D+E+V alakba, ahol D diagondélis
matrix, E és V pedig also6, illetve felsé haromsz6g maéatrixok

1. Jacobi modszer

A Jacobi /j/ vagy més néven az egyidejld valtoztatds mod-
szerét tetsz6leges u”°" kezd6vektorbdl kiindulva az

u/n+l/ _ B u/n/ + c iteraci6s sémaval irhatjuk le, ahol
B =- Dl/E+V/ ¢és C = Db
Ha ||B|] | < a < 1, akkor az iteracid6 tetszdleges un°”

kezdeti vektor esetén konvergens és hatarértéeke az /1/
egyenlet pontos megoldasa. Ugyanis az

u=Bu+C és
u/n+l/_u _ B lu/n/-ul/ = B2/u”*n_17-u/ =

= B/n_I//ulo/-ul

Ebb6l kdvetkezik, hogy az {u~l1"} vektorsorozat akkor ¢€s
csak akkor konvergal a pontos megoldashoz, ha

lim BAn+1* y = 0 minden y vektorra. Ez pedig teljesul,

n -*-uu

ha ||B||] <a <1

A Jacobi moédszer teljesen konzisztens ha A és |-B nem-
szinguléris .

lgaz az alabbi tétel:

Ha A wvalés, szimmetrikus, pozitiv definit, nemszingu—



19

laris, pozitiv diagonal elemd matrix, akkor a,j moddszer,

akkor és csak akkor konvergens, ha A és 2.D-A pozitiv
definit.

A Jacobi modszert ritkan alkalmazzak /1/ megoldasra. En-
nek az az oka, hogy az aldbb tdrgyaland6 Gauss-Seidel
eljaras /GS/ csaknem minden olyan esetben konvergal, mint
a Jacobi, viszont konvergalhat olyan esetben, amikor a J
modszer divergal. A GS modszer altaldban gyorsabb a J-nél.

Gauss-Seidel médszer

A Gauss-Seidel jGSj és a J modszer k6zott az a kiuldonbség,
hogy a GS-nél mihelyt kiszdmoltuk az u(n) vektor egy
Ujabb komponensét, azt azonnal fel is haszné&ljuk a kdvet-
kez6 iterdcionél. Az iterdcidos séma:

u/n+l/ _ L ~n+1l/ + y u/n/ + ahol L és U a B alsé,

illetve felsdéd /0 diagonalisu/ haromsz06g maéatrixai. Mas
alakba irva:

u/n+tl/ _ ~u/n/ + [i-1/"C, ahol £=/1-L/ 1u

Ha A nemszingularis, akkor a GS moédszer teljesen kon-
zisztens .

Mint az el6z6ekbd6l tudjuk, a stacionéris iterdcios eljéa-
rdsok konvergencidjdnak szikséges és elegendd feltétele
az, hogy B 0sszes sajat értéke az egységkordon bellil he-
lyezkedjen el. Ennek a feltételnek a teljesulését elég
nehéz ellendrizni, de ha valamilyen speciélis tulajdon-
sdgu a matrix, akkor lényegesen konnyebben ellendrizhet
konvergencia kritériumok nyerheték.

T étel

Ha az A egyiutthatdématrix pozitiv definit, szimmetrikus,
akkor a GS iteracidé a kezdeti érték vektortél flggetle-

nil konvergens. /Bizonyitast ldsd pl. Ralston/
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Elég kidolgozott konvergencia szempontb6l az un. partici-
onalt méatrixok problémakdre. Legyen A = /a'l,l'/ nxn-es

invertalhat6, komplex elem( matrix. Tegyik fel, hogy P,L
és Rolyan nxn-es matrixok, hogy A = /P+L/+R, ahol P po-
zitiv definit /P>0/ és P+L invertdlhat6. Ha P diagonéa-
lis /vagy blokkdiagondalis/, L als6, R pedig felsd héarom-
szégmatrix és P pozitiv definit, a GS iteracidé akkor és

csak akkor konvergal, ha Re A pozitiv definit.

1. Kovetkezmény: Legyen A blokkparticiondlt, azaz
A = /A, ./m ahol A, [Sk X k,)-s matrix min-
| I, I 1

den i,j =1,2,...m -re.
Legyen P = diag /A~ 1,...,Amm/, A blokkdiago-
nalis része /minden Ai i négyzetes, Ai i.és

A.3’1. nem feltétlenil azonos dimenziéju/.1Legyen
A = A Jazaz L = R*/ és P pozitiv definit /mat-
rixok direkt 6sszege/. A GS mddszer akkor és

csak akkor konvergens /azaz C(P+L)\“1L'H1k+0/, ha

A>0.

2. Kovetkezmény: Legyen A nemnegativ diagondlu
Hermite matrix. A GS modszer akkor és csak akkor
konvergens, ha A>0.

3. Kovetkezmény: Legyen A tetsz6leges nxn-es matrix,
nem szikségképpen szimmetrikus.
A =P +L + R, B=-/P+L/"R, ahol P diago-
nal /vagy blokkdiagonal/ része az A-nak, L az
A-val, R pedig a jobb oldali haromszdg része.
Tegyuk fel, hogy P szimmetrikus és pozitiv defi-
nit és
N = A+ A* - R* [P+L/'1 + [P+L*/*1 +

+ [P+L*/'1/R+R*//P+L/-1R pozitiv definit. A GS
akkor és csak akkor konvergens, ha C = A + A*
pozitiv definit.
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Legyen A(2nx2n)-es particiondlt méatrix 1&nr&i 2 inver"
talhato/ A = [A. .]I? ahol minden almatrix nxn -es, és
A2 ~ = -A1 2 . Legyen C = diag/An, ,A22/, és A =F + c,
Ekkor F ferdén szimmetrikus. A lehet asszimmetrikus,
mivel a C is lehet az. Vizsgaljuk a B = -F1lc matrixon
alapuld Seidel iterdcidt és tegyuk fel, hogy

ReA = diag (i/A™ + A~* [, 1/A22 + A22*/) pozitiv defi-
nit.

Az el6z6 tétel szerint a B~n alapulé GS iteraci6 ak-
kor és csak akkor konvergédl, ha M= Re A - B* /Re A/B
pozitiv definit.

Itt M = diag (Re All - R*/Re A22/R, Re A22 - SifReAAl11lS)

ahol R = Al|2 Alir S = Al12 A22

T étel ;

AB=-F 1C C= diag /a"™,A22/ -n alapuldé GS itera-
cio A X - [F+C/ X = Y -ra akkor és csak akkor konver-
gal, ha a ReAn - R* Re A22R, Re A22 - S*Re Al S mAét-

rixok mindegyike pozitiv definit.

Annak elddntése, hogy a Jacobi vagy a Gauss-Seidel mdd-
szer jobb-e egy adott feladatra, nehéz probléma. Egyér-
telmd feleletet csak nemnegativ elemd matrixok esetén ad-
hatunk. A Stein-Rosenberg tétel szerint ilyen B matrix
esetén a J és a GS mobdszer egyszerre konvergal ill. diver-
gal, és ha mindketten konvergensek, akkor a GS konvergal
gyorsabban.
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Nemnegativ elemld matrixok gyakran fordulnak el parcié-
lis differencidlegyenletek numerikus megoldasanal, igy
ezeknél a feladatoknél el6nyds J helyett GS mddszert
hasznalni.

Mint a 1. fejezetben l&ttuk, a stacionéris iterdcids el-
jardsok konvergencidjadnak gyorsasdga B spektralradiu-
sz4tol fugg, ezért B-nek minden olyan modositdsa, amely
csokkenti a spektralrddiuszt, a konvergencia gyorsitasat
eredményezi. A tovébbiakban a J és GS modszer olyan mé-
dositasaval foglalkozunk, amelyek gyorsitjak e két alap-
modszer konvergenciajat.

Szimultdn overrelaxdacio /JOR/

A szimultdn overrelaxaci6s vagy JOR mddszer a Jacobi mod-
szerb6l szarmazik. Iterdci6s sémaja

u/n+l/ = Bo)u/n/ + C, ahol BO) = toB + /1—W | és 0O egy

altalunk megfelel6 médon valasztott paraméter. Ha g"O,a
modszer teljesen konzisztens. Ha u = 1, akkor a J mod-
szert kapjuk vissza. Ha o>1, akkor u”n+l”-t "fellljavit-
juk" egy bizonyos értelemben, mivel

u/n+l/ _ u/n/+ w/iU/n+l/-u/n//, ahol a”rn+1//-t a J mébd-
szer szerint kapjuk. Ha viszont co<l, akkor umt}{-t
"aluljavitjuk". A feladat az, hogy w -t meghatdrozzuk
ugy, hogy S(B”) miniméalis legyen. Ezt a nehéz problémat
késébb részletesen targyaljuk.

Most néhany olyan tétel kovetkezik, amelyek megkodnnyitik
a JOR alkalmazhatdésdganak elddntését.

Tétel

Ha J maédszer konvergens, akkor a JOR is az O<co<l-re.
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Bizonyitas:

Mivel = ogB + /[1-u)/ |, ezért a p, és a B
sajat értékeire fenndall a = wyr + [1—sj/ Ossze-
figgés.

Ha y» =71 ei® r<l és O<to<l alakba irjuk, akkor
|Pi |2 wu2r2 + 2oorcos0 (1-(jj) +(l-00)2 < (oor+l-u))2 < 1,

tehdt a JOR modszer konvergens.

Tétel ;

Ha A irreducibilis, gyengén diagonéal-dominédns matrix,
akkor a JOR O<w<l esetén konvergél. /Biz. lasd (19) /.

T étel

Legyen A val6s szimmetrikus, nem-szingularis, pozitiv
diagondalelemi matrix. A JOR modszer akkor és csak akkor
konvergdl, ha A ¢és (2u)~1D-~ a) pozitiv definit.

Itt D =diag A. A (2u'lD - a) [/g"0/ maéatrix viszont ak-
kor és csak akkor pozitiv definit, ha

0 <0 < 2 < 2 /Biz. lasd (19) /

Amit a J és GS moddszer hasznéalataval kapcsolatban
megjegyeztink, igaz a JOR és a GS mddszerb6l a JOR-hoz
hasonlé moédon sz&rmaztatott SOR moédszer esetén is.

4/a. A szukszcessziv overrelaxadcios vagy SOR modszer

A szukszcessziv overrelaxdci6s mabdszer iterdcidés séméja:

u/n+l/ _£ /n/ + yj.~Lyi D ahol .  /[i-W T1(wU+(1-d)l)

Ha A nemszinguléaris és 0, akkor a SOR teljesen kon-

zisztens.
Ha w=Il, a SOR a GS médszerre redukalédik. A JOR-hoz ha-
sonldan 1 esetben "fellljavitdst", w<l esetén

"aluljavitast"” hajtunk végre. lgazak az alabbi tételek:
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T é te |

Legyen A irreducibilis, gyengén diagonal domindns maét-
rix. Ekkor a GS mddszer konvergens és CKoKIl -re a SOR is
konvergél. /Biz. lasd (19) /.

T étel

Pozitiv definit, szimmetrikus matrix esetén a SOR médszer
konvergencidjadnak szukséges és elegendé feltétele az,

hogy a O<to<2 . /Biz. lasd (19) /.
T étel
Legyen A =1 - M irreducibilis L-méatrix. A GS és J

modszer akkor és csak akkor konvergal, ha az A sorai sze-
rint altaldnosan diagondal domindns. /Biz.ld.(9)/.

Téteée 1
/il Legyen A =1 - [L+U/ irreducibilis nxn-es matrix,
L és U nemnegativak . A SOR 0O<okl -re csak akkor

konvergens, ha A sorai szerint &ltalanosan diagonél
dominédns. /Biz. Id. (9) /.

/ii/ Legyen A =1 - L + U irreducibilis nxn-es matrix,
L és Unemnegativ. A SOR u)>l-re csak akkor konver-
gens, ha A sorai szerint altalanosan diagonél do-
minéans. /Biz. lasd (9) /.

T étel

Legyen A =D+ E + F nxn-es egyiltthaté matrix, ahol
D= diag / a . a /, a..™O, I<i<n és E, F alsé, il-
letve felsd haromszdég matrixok. Legyen A' egy olyan
matrix, amit A-bdl Ggy kapunk, hogy sorait és oszlopait
beszorozzuk tetsz6leges nem zér6 szorzéval. Ekkor a SOR
iterdcié A matrixanak és A'-nek ugyanazok a sajatér-
tékei.
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Kovetkezmény: A SOR modszer akkor és csak akkor konver-
gens az A egyiltthaté matrix esetén, ha konvergens A'-re
és a konvergencia aszimptotikus gyorsasdga ugyanaz mind-
két esetben.

Ha az A matrixbdél sorai és oszlopai beszorzasdval kapott
A' matrix diagondl dominans, akkor a GS és a J modszer
konvergal az eredeti A matrix esetén is.

Ha az A' transzformdalt matrix diagonéal dominéans, akkor a
SOR konvergal

2
0 < & < to* = -ra, ahol
1 + min( ,S2)

s, = max iFinh

i
i

So

1
3
e
X
m-
w
—_— -
1
I+ —
[
I+

T étel

Legyen A = D - B egy irreducibilis, L-matrix.

A SOR (0O<aKl-re) és a Jacobi moddszer akkor és csak akkor
konvergens, ha A &ltaldnosan diagoral domindns sorai sze-
rint.

Ha A Hermite matrix, pozitiv diagonal elemekkel, akkor
a SOR konvergenciajanak szikséges és elegend6 feltétele
az, hogy A pozitiv definit legyen.

Az /1] egyenlet overrelaxaciéval tortén6é megoldasanal
szerepld overreiaxaci6s paraméter optimalis meghata-
rozasa fontos és nehéz probléma. Ha A konzisztensen
rendezett és nem eltlind diagondalisu matrix, és a

B =1 - /diagA/ _1A matrixnak van val6s sajatértéke és
igaz, hogy y = S/B/ < 1, akkor az
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“b = i + (i-S1)* =1+ (i + u-i?)* 1I' [=S<B) ®
6sszefiggéssel definidalt -re igaz, hogy
S /£ CI)DI = a)D -1

és ha g a)b, akkor

s IXP/>S/ i /.
Tovabba tetszéleges (0<0<2) to-ra

toy + (io2y2 - 4(eo-1))" ]2
ha O < o < to
2 ~ b
(**)

o - | hatobito<2

Es végil, ha O<w<wb/ akkor S/f~/ szigorGan csokkend

figgvénye o0 -nak. X = S/IEl, és 'y = SIB/ jeldléseket
bevezetve (*) -bé6i és a fenti tételbd1 kapjuk, hogy
— *H*o
ub = =y2 (*<#%e)
1 + (l-y2 1 + (1-X)2

Ezért X vagy y ismeretében y,X és o0 értékét is
megtudjuk hatdrozni. Az optimdélis w kivalasztdsdhoz
alapvetéen fontos S/Eu/-nak mint w fliggvényének a vi-
selkedése. Az aldbbi abran S/£7/-t o flggvényében szem-
[élteti. y = 0.987688 esetén, ami megfelel a Diridet
problémaegység négyzeten, h = racstavolsdggal ot-
pontos differencia sémaval torténd megoldéasénak.
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Mikdzben u no O-t6l 1-ig, azalatt S/ £ [/ lassan csok-
ken 1-r61 y2 =10.975528-ig. Ha wu)-t tovabb ndveljik,
S/£E | egy kicsit gyorsabban csdkken ui®-ig /0)*=1.72945/
és ebben a pontban a csdékkenés nagyon gyors. Pontosabban,
ha (XX)-t derivadljuk azt kapjuk, hogy

1 d i
---------- r—1S(£ ) = — (coy + (co2y”2 - 4(w»-1))7 ) =
S(£cn)2 d(u di3

o

- 4(l-y2)

(co2y2 - 4(co-1))2{y(iJ2y2 - 4(ivrl) 3™ + (2-wy2)}

O<w<o)* -re. Ebb6l lathatdé, hogy ha whd‘, akkor S/jc /
iranytangense kozel -°°. S/E£ul értéke w =ut-re

w-,- = 0.72545. Ha w -t tovabb noéveljik, S/E£w/ lineari-
san no, amig befut a /2,1/ pontban.

Evidens, hogy co”-nek egy kis csdkkenése nagy relativ no-
vekedést okoz a konvergencia sebességben, mint ugyanakko-
ra novekedése. Ezt illusztrdljak az &abrdk. Ennél a pél-
danal w = 1.72-t hasznélva wh= 1.72945 helyett a kon-
vergencia sebesség relativ ndvekedése 24. 80 % mig
w=1.74-t haszndlva csak 4.55 %

Hogy diy pontos értékét megkapjuk, sajatértékeinek vi-
selkedését tanulmanyozzuk w és d fuggvényében. Részletes
vizsgéalat alapjan a kdvetkez6t mondhatjuk: Ha B-nek 'y

egyszeres sajatértéke, /Ez az eset akkor &ll el6, ha A

Stieltjes matrix, ekkor 'y egyszeres sajatérték/, akkor
O<cu<cob-re SJEN  az £w-nak szintén egyszeres sajatértéke
és abszollt értéke nagyobb, mint £ mas sajatértékéé,

d =g -re S/iCr  kettés sajatérték, amelynek csak egy

linearisan fliggetlen S/jCwY sajatvektor felel meg. Ezért
Iw Jordan kanonikus alakja nem diagondlis. Ré&adasul

O §sszes sajatéertéekének abszoldt értéke (cu -1).
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Kihasznélva, hogy Stieltjes matrixoknal egyetlen legna-
gyobb sajatérték van, és hogy to”-t célszerl alulrdl be-
csulni, az A méatrix legnagyobb sajatértékének kiszdmo-
ld&sa Fagyajev és Fagyajeva altal kidolozott "hatvdnymod-
szerrel" torténhet. Egy tetsz6leges v vektort valaszt-
va, ki kell szdmolni az Av, A2v, A3v, ... vektorokat.

Ha A-nak csak egy S/A/ abszolut értékl sajatértéke van,
akkor - ha csak nem nagyon szerencsétlenil valasztjuk

v-t - a kiszd&molt vektorok konvergédlnak a X-"-hez kapcsolt
vl sajatvektor tobbszdéroséhez. Ebb6I kénnyen megkap-
haté. /A "hatvdnymaddszer" /power/ nem hatasos, ha tdbb
sajatérték abszolut értéke S/A/. Eredményesen lehet hasz-
nalni S/iCAMN meghatarozéasara, ha «Ku", de nem hatédsos,
ha u):>w,D/.

Erdekes megjegyezni, hogy ha ismeriink egy A matrixhoz
tartoz6 optiméalis w-t, akkor az A-b6l meghatdrozott mo-
don szadrmaztatott A' matrixhoz tartozdé optimalis w-ra is
becslést kaphatunk. Ha pl. A L-méatrix és A™ az A-bdl agy
keletkezik, hogy A-bo6l néhény sort és oszlopot tordltink,
akkor igaz, hogy S/B-7 £ S/B/.

Itt BN = I-/diag ANMA-N és B = I-/diag A/l A. Ha

A szimmetrikus és A™ szintén oszlopok és sorok elha-
gyasaval keletkezik, akkor

XIAlI < XIA-M" < X/A1l < X/IAl , ahol X/Al és X/A/
az A legkisebb, ill. legnagyobb sajatértekét jeloli.
Ha A pozitiv definit és BEAD = | - /diag A/~IA, akkor

S/IB CA 2 /| = S(BCA) és

KIAI = X(A)IX(A)>X(AL)/X(Al) = K/AA

Ha az A, illetve A' matrix az otpontos sémaéaval diszkre-
tizalt Dirichlet probléma 4altal generalt matrix, és Rh

rdcshald sGrdbb mint a R' racshéalé, akkor S/B'/ < S/B/f
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ahol B =1 - /diag A/MA, B' =1 - /diag A'/""'".(Biz .1d.19)
Példaként megemlitjuk, hogy Laplace egyenlet R négyze-
ten t6rténd megoldasnal S/B/ = cosi- = —m= 0.7071, vi-
szont az R' L-alaku tartomé&ny esetén S/B/ = — = 0.4 32

y Yy
(4,4) (%2,4)

(4, %)

A fenti példak olyan szerencsések voltak, hogy co”-t
direkt uton sikerilt meghatarozni, azaz a parcialis dif-
ferencidal- ill. differencia-operator sajatérték problé-
majat direkt mddon megoldottuk. A gyakorlatban sajnos
ritkan taldlkozunk ilyen feladatokkal, ezért olyan, un.
iterdcidés modszerekre volt sziukség, amelyekkel bonyolul-
tabb esetben is meghatdrozhatjuk to® értékét.

Ezeket az iterdcidés modszereket két részre oszthatjuk
annak alapjan, hogy tobb azonos matrixu probléméat aka-
runk megoldani, vagy nem. Ha igen, akkor az un. "Kisér-
let és hiba" mddszert célszerli alkalmazni. Mivel to,,
rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy to = to® va-
lasztds mellett leggyorsabb a konvergencia, igy to -t
megfeleléen valtoztatva a konvergencia sebességet figyel-
ve tj* -hez eljuthatunk. A konvergencia gyorsasag mérteé-

) I 6(n+!)|I1® ) ) ]
keul a 0 = 4J—-mmmmmmmee u- szamot hasznalhatjuk, ahol

" I «<*“>11.

(rj(n) = u(n+1) - u(n). -&'6'ri'n'yﬁ""igazolni', hogy -én): Wi (0) »
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igy ha S/E£ | az egy egyszeres sajatértéke és
|Al < S/jc*  j&@® minden méds X sajatértékre, akkor

konvergal az S/jC”/-hez kapcsolt v sajatvektor tdébbszo-
roséhez. igy u<w?”-vel kezdjik az iterédcidt és -t
figyeljik. Ha stabilizalédik egy 0 szdm koérul, akkor
ezt a 0 -t S/iCN becsléseként elfogadjuk. (Fetm) -
béi y -t kifejezve kapjuk y = (0O-Ho-l1)/( co0”). Innen és
(*o*m*s) -b6i kapunk egy un. 2 -t, amivel kezdhetjik a SOR

iteraciot-. Stb. Ha a kezdé ® -ra to > u.,akkor a Q”érté-

!DI
kék oszcilldlnak ¢és Sj£to/ -t nehéz becsillni, ezért to -t
szukcesszive csbkkentjik amig 07~ konvergens nem lesz.

Tobb iterdcids séma épiul ugyanerre az elvre:

Kulsrud 1961-ben kimutatta, hogy a ©n hanyados csak nagy
iterdacio sz&m esetén konvergens /Diridet problémara 400
racspont esetén kb. 100 iteracié/, ezért egy modositast
ajanl, ami kiléndsen nem téglalap tartoméanyon megoldan-
do Diridet probléma esetén elényds, vagy ha a tartomény

hatdra nem a radcshalézaton fekszik.

Tovabbad hasonld teruletd idom to -je felhaszndalhato, igy
az iterdci6 szam 50%-kal csdkken. to ,(0o"(02, ... monoton
nové sorozatot konstrual. Az

2
,i 0 —4+X )2

0

[ - _
Vo (02X
(0]
képlet ismételt alkalmazéasaval jut egyre kdzelebb co”-hez,
viszont a moddszer csak iog<o® esetén alkalmazhaté addig,
amig to>to®. Ezzel a mddszerrel Laplace egyenletet old
meg 300-4086 racspont esetén is. Carré /1961 /, Rigler
/1965/, majd Reid /1966/ modositotta még a fent leirt

modszert.

Carré ugyancsak az (0 = képletre tdmaszko-
. . ) L A+ (1-y 2 .
dik, iteral n&hédnyszor €s :S k%t utols6 vektor normédja-

nak viszonyabdl egy co'-t szdmol ki. A kovetkez6 itera-
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ciét azonban nem ezzel folytatja /mint Kulsrud/, hanem

wk+1l= (o - ~(2-cok) képlet szerint modositja. Ez a mad-
szer nagyon hatasos, ha £° domindns és szubdomi-
nans gyokének héanyadosa nagy.

Reid kihasznélja azt a tényt, hogy a Jacobi matrix
sajatvektora o0sszefigg a SOR matrixanak . sajatvekto-

r , -
raval. Mivel u = max 2(---0-]‘-1’-‘----21, igy tetszéleges
x==0 x Dx
T 1l
x (L+L1)x
x TDx érték segitségével alulbecsli g -t, igy ki-

kiszoboli, hogy to to”-nél nagyobb legyen.

Az idaig ismertetett mdédszerekrdl Young és Shaw kimutat-
tak, hogy csak akkor hasznéalhaték el6nydsen, ha tobb
azonos matrixu egyenletet kell megoldani, mivel w jo
becsléséhez tul sok iterdcid kell.

Ha nem tdébb, azonos matrixu egyenletet akarunk megolda-
ni, akkor S(£) -re a méar ismertetett Power modszerrel
becslést adunk, mieldtt a SOR iterdcidot végrahajtanank.
Hagemann és Kellog /1966, 1968-ban/ a Csebisev polino-
mok felhasznéldsédval gyorsitottdak a Power mddszer kon-
vergenciajat. Kritériumot adtak a konvergencia befeje-
zésére és minimalizdltdk a szdmolési id6ét abban az eset-

ben, ha A szimmetrikus és A = tRlﬁ alakd, ahol Dn

N

és D2 négyzetes, diagonal matrixok. t = = értékét

kell becsilni, ahol A X1 < A £ minden A(X~"X)
sajatértékére. Ha £ minden sajatértéke egyszeres,
akkor A' az i mé&sodik legnagyobb sajatértéke. A mod-
szer egy tetsz6leges v° vektorral kezd, és minden n-re
kiszdmolja a v(n): P I£] v’(o)-t, ahol P /XI £-nek olyan
polinomja, hogy Pr/A/ minimélis a O0<A<A'_ra és Pn(A)=I
Specialis esetben, amikor P /E£/ =£n az iteracid egy-
beesik a GS iterdcioval. Kidertl, hogy P~/i/ legjobb



4/b

33

valasztédsa kapcsolatban van bizonyos Csebisev polinomok-
kal. A médszert ismételten alkalmazva v1, v2, ... vek-
torsorozatot kapunk, amely az S/i/-hez kapcsolt sajat-
vektor tébbszdrdséhez konvergal.

Komplex SOR moédszer

A SOR mddszer alkalmazhatdsagat ki lehet terjeszteni
komplex linearis egyenletrendszer megoldasara. Kredell
i962-ben az elektromagneses térelmélet tanulméanyozéasasa
sordn arra a kovetkeztetésre jutott, hogy nagy szikség
lenne a komplex egyenletrendszer megoldasadnak gyorsita-
sara. Amikor egy lineéris elektroméagneses térnek
szinuszos kényszerfeltételei vannak /mint a korldtos pe-
remfelllet mentén megadott feszultség, &aram vagy térme-
zo/, akkor &ltaldban a tér-egyenlet partikuldris integ-
rdljai érdekesek, amelyek mint az idé fiuggvényei szinu-
szosak, ez az un. stacionaris eset. A villamosmérnokodk
altal joél ismert "szimbolikus mddszert" haszndlva egy
komplex egyliitthatdés elliptikus egyenletet kapunk, ame-
lyet nehéz analitikusan megoldani, még egyszerli geomet-
ridju probléma esetén is.

Differencia modszerekkel ilyenkor nagy komplex lineéaris
egyenletrendszert kapunk, amelyet az aldbb ismertetend6

komplex SOR modszerrel meg lehet oldani:

Vizsgéljuk az Au = b komplex lineéris egyenletrend-
szert, ahol A = (a/.\.J) adott komplex n x n -es matrix
és a b adott oszlopvektor. Tegylik fel, hogy A nemszingu-
laris és aqq =1 i =1, ... N

A valds esetttel analéog komplex SOR iterdaciés képlete:

u(n+l) = L@u(n) + IUb n =20,1,2, ... ahol

= (1-9LTL(ul+(1-Gd)I) és S = a)(l-0)L).1

Itt w» = Y+i6 az overrelaxéacios faktor, amit a konver-

gencia sebesség gyorsitdsara hsznalunk. A hibavektor
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s — (M) (n+l) _ (n) N —0,1,2, oo

ahol u az Au

Lne
S(LO)) = lim max «
n_+00
/1tt egy komplex vektor tetszdleges norméja./
is | M) * :
Itt is igaz, hogy TT'I) L©) elég nagy n-re.
Tegylk fel, ismerjilk a B matrix sajatértékeinek elhe-

lyezkedését. Legyen az o« Sikon fi az a tartomany, ahol
[s(Lw)|<I/ ooefi  fi-t az iterdcids modszer konvergen-
cia tartomé&nyanak nevezziuk. fi ismeretében meghatarozzuk
azt az  « e fi -t, amelyre S(L ) < S(L )<1 coefi, azaz

unr°nr-tol fuggetlen legjobb o« -t.

A valds esetre ismert Young-féle reldcié komplex esetre

is érvényes.

Tétel
Legyen A komplex matrix A-tulajdonsdgu és legyen x az
L(DT matrix &ltal definidlt iterdcidé konzisztensen ren-

dezése. Ha X(=0 az L™ " sajatértéke és y kielégiti a

(X+GO-1) 2 = o2y 2X (4b . 1)
relaciot, akkor y a B-nek sajdtértéeke. Forditva ha y a
B egy sajatértéke és X kielégiti (4b.l)-t, akkor X az
L sajatértéke.
A (4b.1) reldcid egy leképezés a komplex y és X sikok ko-

z0ott
Z =
5 =12+ (z2-1)" z =
X = a2?2 ahol a=(oo-1)2 f O
Legyen E(a) a y sikon egy (-r~y+l“1)/la+ féltenge-

Iyl ellipszis, amelynek nagytengelye
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szbget zar be a y sik valdos tengelyével.
Ennek az ellipszisnek a képe a z sikon egy Ei iellip-

. ) . .1 ™M
szis, amelynek féltengelyei: A | la] + 4—rj

T étel

Ha a B matrix minden sajatértéke az E(a) ellipszis bel-
sejében van és Joj—11<1, akkor 6sszes AN sajatérté-
kére IA I<1l, azaz a komplex SOR konvergens.

Elso megjegyzés: Young azzal az esettel foglalkozott,
amikor @ valdés és I<co<2. Ekkor az ellipszis

2
l a vy sikon. Ha 1 valds, akkor

=/ ooj—1".

Méasodik megjegyzés: Ez a tétel egyuttal definidlja a
fl konvergencia tartoményt.

Ha az A matrix A-tulajdonsdgu (azaz létezik az A matrix
sor és oszlop permutéacidés transzformdacidéinak egy soroza-
ta, hogy A tridiagondlis lesz),akkor B 0sszes sajatér-
téke + parban fordulnak el6. Legyen + y un. Kkritikus
sajatértékpdar az 06sszes co-hoz tartozo legnagyobb A-nak
megfeleld y péar, azaz pontosabban: A B matrix kritikus
sajatértékpérja az a két sajatérték, amely A és A2~be
van leképezve és ezekre Max(|A,|] , |X21) nagyobb, mint
L minden més A sajatértékének abszolut értékére, minden
d figyelembevételével. Minden aj-ra a +y par megfelel az
L matrix dominans sajdtértékének, ami a konvergencia
gyorsasagot hatdrozza meg.
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T étel

Vizsgéljunk egy konvergens komplex SOR eljérast az
Au = b megoldésara:
u(n+l) _ £ urn ™+ i b

0), a a
ahol A A-tulajdonsdagu és az iteraci6s rendezés kon-
zisztens. Tegyuk fel, hogy a B méatrixnak van egy kriti
kus + ij sajatértékpérja. Az optimdlis w-t, amely mini-
malizédlja az a spektréalrddiuszat és ennélfogva
maximalizdlja a konvergencia aszimtétikus gyorsasagat
az

o SR — - képlet adna mea é€s

S(Lcocr) minimuma:

S("@o/o '

Megjegyzés: Ezek az eredmények azonosak a valds eset
eredményeivel, de itt kilon gondolni kell a kritikus
sajatértékpar létezésének biztositasara.

Kredell a Au = zu + F(X,y) x,y eD u=0 T-n

(D egységnégyzet, r a hatéara)

komplex peremérték feladaton prébélta ki a modszerét.
A példdban F(x,y)= constans, D-n. D-t egyenletes h-ta
volsadgu raccsal fedi be és Otpontos differencia-sémat
hasznéal. Ilyen feladatndl a B sajatértekei:

2 ni Hj

(cos~0 + cos~M~) 1—%....AL,
drh ji=1,...M-I

ahol M = . Belathat6, hogyllétezik a+iJ kritikus
4 n

t) h 7
sajatértek;par és y = - COS — o
4+h2z M
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Ebbd8l dg a fenti képlet szerint szdmolhato.
Ebbo

20 h2z = 2,290 esetén g, = 1,0302 - i.0,2
30 h2z = 2,290 esetén g = 1,0295 - i.0,2027
30 h2z =- §%1  esetén 0 =1,0731 + i0,2384

eredményt kapta.
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5. A moédositott szukszcessziv overrelaxacios /MSOR/ médszer

Az MSOR moédszer a SOR modszernek olyan modositasa, amely egy
d helyett, két kiulonbdz6t hasznéal. Tekintsik ismét az Au=b

rendszert, ahol
Dx H

K D,

Itt DM és D2 négyzetes, nemszingulédris diagondl matrixok.

Az egyik mrelaxéacios faktor a piros /amely D”nek felel meg/,
a méasik oo0'-t, a fekete egyenlet szdmolasanal hasznéljuk.

IA feketék D2~nek felelnek meg./ irhatjuk

A=

K D, u vagy

DI Ul + H u2 * bl

K ui + D2u2 - b2

Ebb6l
ul =F y2 * 1
u2:GUl + co' ahol
F - -DIH, G = cL = DE*lb 1,
c,2 = D2 bz
. . reii F )
Ezt u = Bu + C alakban irhetjuk, ahol B = J alaku
-G o
igy az MSOR modszer
U{n+l/ = W/F u?n/ + CIl/ + /I - @/ U[n/

u/n+lt/ aj»/G u(n+1/ + c2/ + [l-00'/ ul/n/

vagy mas alakban
u.nik + k

U n+1 {
B 00,00’ &, v
@ =00' -re az MSOR a SOR-ra redukalédik.
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Az MSOR mdédszert el6sz6r De Vogelaere /1958/ vizsgalta fix
Bes @B esetén,
A konvergencia gyorsitasdhoz itt is £(B>CB sajatértékeit kell
vizsgélni. Bebizonyitottdk, hogy 0 alaku, nem eltiin6é diago-
ndlisu A matrix esetén igaz, hogy
(a) ha y a B nem zérd sajatértéke és Akielégiti a
IA+oj-1/ [A+0)'-1/ = B 0)'y2X (#a™)
egyenletet, akkor X az £C€f® egy sajatértéke. Ha y=0
B sajatértéke, akkor A=l-0)' és/vagy X=1l—ej' az %),0)
sajatértéke.
(by ha X az £0),037 sajatértéke, akkor létezik B-nek olyan
y sajatértéke, hogy (#a) teljesul.
Megjegyezzik, hogy (~a) =0 esetén (A+03-1)2= Ry2A
-ra redukaloésik.
Ha A a fenti tulajdonsagu és B hasonlé egy diagonal
matrixhoz, akkor igaz (a) helyett a kdvetkezd:

(a') /a'l/ hay =0 B-nek sajatértéke, akkor (1—0 vagy
(1-0i') £ .sajatértéke, ha F G és G F szingularis.
Ha r>§)?037vagy r<s, ahol r es s az FG és GF rangja,
akkor y=0 B-nek sajatértéke és FG vagy GF szinguléa-
ris. Har = s ¢és a y=0 B-nek sajatértéke, akkor
FG és GF is szingularis és 1-to és 1-037 is sajat-

értéke £@@,-nek.

Ha A a fenti tulajdonsagu, akkor

(a) £'0)o3' egy X sajatértéke, akkor és csak akkor sajatértéke
Oo.m-nek, ha teljesul a kovetkezd feltételek egyike:

/li/ 0 = 0O vagy 07 =0

lii/l X =0

liii/A i- 1-03 es X " 1-03'

(b) Ha B=1 és 1-03 £03,03 saaaterteke,. akkor I-w? ® ®
sajatértéke. Ha oi7 ~ 1 és 1-03 £65CB sajatértéke,

akkor 1-0) £7Xjj egy sajatértéke.
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1965-ben Young tovadbbfejlesztette az MSOR mddszert uUgy, hogy
az iterdcié kozben w-t és to'-t valtoztatta. Ekkor a formu-
lak :

uin+1/ - “n+l /F u2/n/ + cl' + 11 ' “W uin/
Wn+l/ = “AH [G uin+i/+ca; + fL - D0+ untt alakiak.

Elegend6 feltételt ad a modszer konvergencidjara Young az
iterdcios paraméterekre vonatkozdéan. Megmutatja, hogy w és
' valtoztatdsaval nem jutunk el6nyhdz, ha az A méatrix po-
zitiv és © alaku. Ekkor, még a jolvalasztott paraméterek sem

jobbak, mint to"= = w2 = *** = wb valasztasa esetén, ahol
af a legjobb egyes paraméter.". Az iterdcids paraméterek
w1=oj'l:1, orgzméz 3 = - =qu mellett a Sheldon
mobdszert kapjuk és On =1 = W2 = w2 = Me* = A

valasztds esetén pedig a modositott Sheldon és a ciklikus
Csebisev szemi-iterdciés modszer. /A szemi-iteraciés maod-
szerekr6l késébb lesz szo6,/

Ha az A matrix pozitiv definit, és © alaku, akkor az MSOR,
ami az co”, e eee relaxdcids faktorok haszndalatan
alapul, konvergal, feltéve, hogy a kovetkezd feltételeknek
legaldbb egyike teljesdil.

(a) Valamely e>0-ra érvényes
E<u>< 2-£, e<l)"<2-e i =1,2,
minden elég nagy i-re
(b) M™Minden elég nagy i-re 0<uk<2, 0<o0/<2 < ¢és
®

(=1 @cCo (2—q"ui.) (2-U)i ) sor dlver%ens.
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A szimmetrikus overrelaxacldés modszer (SSOR)

Az SSOR modszert két fél iterdcidobdl konstrualjuk. Az elsé

fele ugyanaz, mint a SOR mddszer, a masodik fél iterdcid pe-
dig egy olyan SOR mddszer, amit forditott sorrendben alkal-
mazunk.

Ini+i/ /In/
u -tu -bol az un. "el6rehaladd" SOR modédszerrel haté-

rozzuk meg.

In+j/ In/ -1
u = i™u + /1 - ool coc és (6.1)
/In+1/ In+\ 1
u -t az u -b6i a "hatrahaladdé" SOR moédszerrel:
/In+1/ In+il/ 71
u = 'I.I.O)u + /1 -0)U/ coc, ahol
JNV = /l—¢lL/ _1/dU + [1-to/ 1/ (6.2)
tloj = /1- U/_1/coL + [l-0i/ 1/

(6.1)-b81 és (6.2)-bél

JAEE P g " Wy2-Gjf 1-0)U/"1/1-a3L/ 1

ahol

"= = Yoo
Evidiens, hogy p(B: Il -00 /2-w/ [1-qQU/l ~[1-wL/ A
I - p nemszingularis, ha 0<g<2 ¢és A sem nemszingularis.
Mivel " uy 2- 0)/ /|-01J/'1/|3q|_1/ c = /l-p AT, bebizonyithatd,
hogy az SSOR teljesen konzisztens. Ha A valdés szimmetri-
kus pozitiv diagonéal elem(, akkor tetsz6leges valdos g -ra

Py

sajatértékei valdésak és nem negativak. Ha 0<"<2 ¢és A

pozitiv definit, akkor S(qu))<i Forditva, ha S(jp(l))<l,
akkor O<to<2 és A pozitiv definit.

T étel

Ha A pozitiv definit és A = iD1l H alaku, ahol D,

K V
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E2 négyzetes diagondl matrixok, akkor

SUJ < 1 - “)2(2-c0)2(1-y)?2

kivéve, ha a)=l. Ekkor S(I1()> S(i) =y2

Ebben az esetben asz SSOR moddszer még optiméalis w -val sem
jobb, mint a GS mddszer, sét még tobb munkat igényel iteréd-

cionként, ezért nem elédnyds a hasznélata.

Az SSOR modszer konvergencidjadt szemi-iterdcidval és blokko-
sitdssal gyorsithatjuk, igy hasznéalata el6nydsebb.
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A nemszimmetrikus SOR médszer /USSOR/

Az USSOR modszert a kdvetkezd iterdcidos séma definialja:

In+}/ In/ -1
u = =% + /1-(oL/ ¢
w
/In+1/ In+i/ "1 n
u =1IL.u + /1-au/ vag*
®
In+1/ In/ -1
u = T@(?)u + ((o+cé-oow)  (I-6U)
ahol
‘0.0 0 - |-(L\J/-Ul-a)u)) (r-frcu)“1 (/I-O.L) 1D"1A
Ha (oH6- Q6 NO és  I-T nemszingularis, akkor az

to, o
USSOR modszer teljesen konzisztens.

Ha A pozitiv definit és 0<"<2 és 0<Co<2, akkor

S(Ty, <l Ha S(ry g)<l/ akkor  O<tot+to- 00j<2.

Ha A valdés szimmetrikus és (*) alaku pozitiv diagonél ele-
muU, Gk tto,to sajadtértékei ugyanazok, fnint ié\-é, ahol
to= to+o-tétox Ha A pozitiv definit és 0<@x2, akkor S(Tto,o)<1'
Ha S(fto>fo)<1/ akkor viszont A pozitiv definit és O<ff<2.
iw és optimalis értékének ki kell elégiteni a
t0+to—td'):t0b-t és ebben az esetben §(T ) =11

Mivel az USSOR mdédszer iterdcionként keétszer tobb munkéat ki-
van, mint a SOR és a konvergencia gyorsasag sem jobb, ezért
az USSOR modszer csak elméleti érdekességi, ha A (*) alakda.
Ahogy a SOR moddszerhez megalkottdk a szimmetrikus és nem-
szimmetrikus SOR mdédszert, ugyantgy az MSOR modszerhez is
lehet hasonl6 mddszereket konstrudlni. igy kapjuk az SMSOR
és az UMSOR modszert. A kimondhatdé tételek analégok az SSOR
és az USSOR vizsgalatanal allitottakkal. Az SMSOR-ra igaz,
hogy nem érheté el jobb konvergencia sebesség, mintha £ b-t
tekintenénk.

Szemiiterativ moédszert hasznélva sem lehet gyorsitani a kon-
vergenciat ha az 0sszes sajatérték valds.

Az USMSOR moédszer szintén csak elméleti érdekességl.

Az SSOR modszer el6szér 1955-ben Sheldon vizsgéalta. Ez &l-
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talanositdsa az Aitken altal 1950-ben javasolt moddszernek,
ami ekvivalens az SSOR-ral g=1 esetén. Sheldon vizsgalta
az SSOR gyorsitasat szemi-iterativ modszerrel.
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8. Peacman Rachford médszer./PR/

A linedaris stacionéaris modszerek koziul utoljdra a PR mod-
szert ismertetjik. Ez a moddszer egy nagyobb iteracidés cso-
port a "valtozdé irany modszer /ADI/" témakdrébe tartozik,
ennek specidlis esete. Az Au=b linedris
A nemszinguléaris matrixat

egyenletrendszer

szintén felbontjuk harom matrix
6sszegére:

A =Hg + VQ + E, ahol E nemnegativ diagonalu matrix,
Hq, Vq,E kielégiti a kdvetkezd tulajdonsagokat:

(a) Hg + OE + PI és VQ + Pl nemszinguladris minden

o"NO0 és P>0-ra.

(b) Tetsz6leges s és 't vektorokra ¢és 070 P>0-ra
van "kényelmes" x,y megoldasa az

/H0 + OE + PI/ x = s /V0+0E+PI/¥ =t (8.1)
rendszernek.

Az(8.1) megoldéasat akkor nevezziuk "kényelmes"-nek,

ha a meg-
olddshoz szikséges munka kicsi az Au=b

megoldasdhoz szik-
séges munké&hoz viszonyitva. /

(8.1)-t a kovetkez6 alakban lehet Irni:
/Hg + OE + pl/iu = b - (VQ+(1-0)E -Pl)u

A N
/V0 + OE + P'l/u =Db - /H0+/1-0/E -p'l/u

A PR moddszernél az u/n+l/ Xektort az u”™ny,-b6l két lépés-
ben hatdrozzuk meg. A O, a 0, a P és a P'-paramétereket
In+-|/ /In+1/
valasztva u és u -t
In+ilf In/

/Hq + OE + P I/u

b - (V +(1-0)E-Pl)u

A In+1/ N In+il
Vg + 0E + P'I/u = b - (H +(1-0)E-P'I )u b6l

meghatdrozhatjuk.



46

In-t-j/ In+1/
(b) miatt u és u meghatarozédsa kényelmes.

Gyakran a P és P' paraméterek n-nel valtoznak. Ebben az

esetben
(n+i)
/H0 + 0E + pn+1 11 Y =b - Vg + (1-0) E "Pn+1l)n(n)
(n+1) * (n+4) ~8+2)
[H + 0E + o:+i 11 Y =b - R * (1-0)E -P'+1l)n
Szokasos a 0=0= 1/2 hasznalata.

Ha H-t és V-t a kovetkezO6képp definidljuk:

H=H + AE és V = VO + "~-E, akkor

bt %
In+il
J« + «n+l11/u =D - v ensli/uing
_ In+1/ s o+
IV + Ci+1l/u = b - /h_ r)’I,I,I/u J

Természetesen a paramétereket masképp is valaszthatjuk.

Wachspress 1966-ban megjelent cikkében 0 =0 = 1 -t hasznal.
/Nem tette fel, hogy E diagonalmatrix/

Ha E = ol ahol o konstans, akkor 0 és 0 vélasztasa lényeg-
telen a kdvetkezd értelemben.

Ha pn+l - Ph+1 + / 6 - i /a ¢s pn+l = PA+1 + [ 0 - 2 'V

akkor (8.2)-bol (8.3) kovetkezik. Ha p és p' n-toél figget-
len, akkor a mdédszert staciondris PR médszernek nevezzzik.

Ha viszont fliggnek n-tdl, akkor nemstacionéarisnak.
Stacionéris esetben tehéat pn = p, = p' n =1,2,...
Ha | + Pl és V + PI nemszingularis, minden p>0 -ra,

akkor a PR mddszer teljesen konzisztens.

u/n+2/ _t eliminalva u/n+l/ = u + k-t
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kapjuk, ahol

Top: = (V#P'IYL(H-P'i MH+PI)1(v-Pl) és

k = (p+p' )(V+P'I)1(H+PD)"Ib
Mivel O , =1- (P+P') (V+P'l) (H+PI)1 A kévetkezik,
hogy (I - Tpp,) A b =Kk azaz a modszer konzisztens.
Mivel I-O* , nem-szinguléaris, a modszer teljesen konzisz-
tens is. lgaz a kovetkezd konvergencia tétel:
Ha H+ A AU-P")I és V + |[(P'-P)
pozitiv definit és P>0, p'>0 , akkor ®(T p/)<

Ha H és V pozitiv definit, akkor tetsz6leges p>0-ra
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NEMSTACIONARIS LINEARIS ITERATIV MODSZER

El6sz0r vizsgadljuk a kovetkez6 nemstacionaris linearis ite-
rativ modszert.

n+l) _* (n)
u = G ,q U + k n>0 (4.0.1)

u(n) -t ki'fAejezve:

u(n> = Gn u(o) + kn n=® kapjuk, ahol (4.0.2)
Gh —Cn Gpd °® 1 €s
kn = kn + Gﬁkn-f + G,G,_1k. 3\8 i o WLEY

Altalanosabb médszert az
u(n+l) = | G
J=0

Ebbd6l a (4.0.2 )-t a G)Q = GJ_fo ,

N+, u<j) + K 4 n>0 definial.

Gn = Gn,o * Qn,IGl * Qn,g G? Tt Gn,n-fGn-ln

helyettesitéssel kapjuk.

Jeldlje Au = b megolddsainak halmazat H(A,b)

Definicid6éo

(4.0.2)modszert konzisztensnek nevezzik(1l)-el, ha teljesul a
kévetkez6 feltétel:

Ha u(n>* H(A,b) akkor u”n \?H(A,b) minden n'>n-re.
(4.0.2)modszer forditottan konzisztens(l) -el, ha teljesil a

kovetkezd feltétel:

Haa (4.0.2) &ltal definialt ur°~,u”1”, ... sorozat konvergens,

akkor H(A,b) egy eleméhez tart.
Teljesen konzisztens a modszer, ha mindkét feltétel telje-

sul.
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T étel

Ha A(4.0.2) nemstacionérius iterativ moddszert (4.0.1)-b6l kap-
juk, és minden j =1,2, ... -re

U(n+l = Gjurn "™ + Kj n~ 0 konzisztens, linedris
staciondaris iterativ modszert definidal, akkor a moddszer kon-
zisztens. /Ez a tétel forditva is igaz./

T étel

Ha A nemszingularis és a (4.0.2) moddszer konzisztens, akkor
minden n-re kn = (1 - Gn) Al b.

A nemstaciondaris iterativ mdédszer konvergencidjdnak sziksé-
ges és elegend6 feltétele az, hogy {kR} konvergéljon és

lim G = 0. A gyenge konvergenciahoz pedig szukséges és
n->-00
elegend6, hogy (kn; konvergéaljon és legyen olyan G mat-

rix, hogy Ilim Gn =G
nN->-00

A kbévetkez6kben néhdny nemstaciondris iterativ modszert
ismertetink. Mint az el6z6ekbdl tudjuk, ezek iterdcids kép-
lete u(n+l) = Gu + Kk alakli. E modszer specidlis esete
az un. szemi-iterdci6s modszer. Véve egy elséfokd linedris
staciondaris moédszert, gyakran taldlhacunk egy "asszocialt"
nemstaciondaris modszert, amely gyorsabban konvergal, mint
az adott mddszer. Ez az asszocialt moddszer olyan szemi-ite-
rativ moédszerként ismert, amely az adott mddszeren alapul.
Latni fogjuk, hogy a szemiiterdci6és moddszer /Si/ konstruk-
ci6ja analég a val6s szamok sorozatdnak konvergencia gyorsi-
tasara létrehozott 0sszegezési mobddszerekkel. Abban az eset-
ben, ha az adott iterativ méddszer matrixanak valds sajatér-
tékei vannak, egy nagysadgrenddel javul a konvergencia, SI-t
hasznalva. Ha A pozitiv definit, de nem A tulajdonsagu
és nem L-matrix, akkor ez az elmélet nem alkalmazhatd és
el6fordul, hogy a modszer nem hatasos. Azonban a J, RF,vagy
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GS mdédszeren alapuld SI mégis hatdsos lehet. Tény, hogy
ezek a mddszerek a Richardson modszerrel egyiltt, amely egy
lényegében egy RF moOdszerei alapuld Si modszer, gyakran ha-
tasosabb olyan esetben, amikor SOR nem az.

Olyan rendszerre, ahol az A matrix D alaka, a
ciklikus Csebisev iteracios modszer keveéshé”patasos, mint @
SOR ugyanakkora spektréalradiuszra.

Most ladssuk a Si moddszer altaldnosabb elvét:

Valés szdmok x”™, x”", ... sorozatat véve gyakran megalkot-
hatunk egy masik y”~,y2, sorozatot/ un. "dsszegezeési
moédszer" &ltal 0gy, hogy az uj sorozat konvergaljon, amikor
a régi nem és az uj gyorsabban konvergéljon, mint a régi,
ha a régi konvergalt.

Pl. vizsgaljuk a kovetkez6 sorozatot:

y X Xj.

Y2 - i(xx + X2)

y3 = i(x2 + x2 + x3)

Konny(i belatni, hogy {Xp} konvergal, akkor { Yp} is
konvergal, ugyanoda. Ezért az 6sszegezési modszer reguléris.
S6t azt is latni, hogyha {x* nem konvergal, akkor {y"}
még konvergalhat. Ha {Yp) konvergél, akkor az eredeti so-
rozatrél azt mondjuk, hogy Cesaro 06sszegezheté.

Egy altalanosabb 6sszegezési modszer "hadromszdg tdmb" egyitt-
egyutthatdéival definidlhaté.

alo all
a20 a2l az22
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n

ahol E a ,,
k=0 h.k

Véve az {x "} sorozatot, a koOvetkezO6képpen lehet uj {y"}
sorozatot konstrualni.

1

[EEN
)

1]

o
=
o

n
E 3 X n =20,1,2,...
K=o n k X¥
Ha a = 0 k<n-re és a, n=1 minden n-re, akkor visszakapjuk
az eredeti sorozatot. Ha an K = (n+1)1 k=0,1,...n, minden

,n-re, akkor a Cesaro 0sszegezést kapjuk.

Alkalmazzuk ezt az 0sszegezési eljarédst olyan els6fokd 1li-
nedris iterativ modszerekre, amelyek az Au=b linedaris rend-
szert oldjdk meg. Itt A nemszingularis matrix. Véve egy
u<°>, u'l!t, sorozatot, amit egy

u(n+!) _ Gu(n) + k (4.0.3)

teljesen konzisztens iterativ mddszer definial és olyan
an j egyutthatokat, amelyek kielégitik a (i) feltevést, defi-
nialjuk a

5
v(n) = Ea u (n)

(4.0.4)
k=0 n,k

.sorozatot

Azt mondjuk, hogy a (4.0.4) 4&ltal definidlt eljards szemi-
iterdcids modszer az (4.0.3) linedaris staciondaris maddszerre
vonatkozdlag.

Vizsgaljuk egy Si mddszer konvergencidjat.
Legyen % ahol u az

Au = b megoldésa. (4.0.4)-bol

m -y -y - E 2 u (K u =
k=0 n,k
n n
= E a - u E a
K=o n,k k=0 n,k
n k
= E a_ u(k) u) a8 (k)
k=o k=0 "’
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De mivel az(4.0.3)mo6dszer konzisztens,
e N = Gke ~ és = Pn(G) :Pn(G)

ahoi

n /r\ £ a G
Pn(G) - k=0 n’k

Ha a linedris staciondaris iteraitv moddszernek megfelel6

G matrix valés sajatértéki, akkor a konvergencidt gyakran
javitani lehet, alkalmas Si modszert hasznélva. Tegylk fel
el6szor, hogy G u sajatértéke az

**# 405
( )ctlu13<1 )

terileten belldl fekszik, ahol S > a. Megjegyezzik, hogy nem
kdvetelmény az, hogy S(G )kisebb legyen egynél, mivel a

-1-nél kisebb is lehet. Késébb megvizsgaljuk azt az ese-
tet ahol (4.0.5) -t potoljuk egy gyengébb feltéetellel.

/A 0>a kdvetelmény nem lényeges./

Ha 3=a akkor a mddszer, amit a $>a feltevésbdl vezetink

le,
A+l i tny , 1
u - (G*al) wu +
I6dik, amely teljesen konzisztens mddszer

k modszerre reduka-

Legyen z = 2—[3__(da+ 3) Ekkor optimizéaci6 utédn a szemi-

iterdcidos képlet

v(n+l) _ _Pn+l— {[2G _ + 2k) + (1-P ) v(n 1!
2-(a+9S) n+1
2722
ahol . —-—Pn) 1(4.0.6)
P1 1 p2 2791 pn+l (1 47

n = 2,3,

Ezt az optimalis Si moddszert hasznéalva egy nagysagrendnyi

javitds érhetd el a konvergencia gyorsitasdban, az
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u(n+1) = 1

(e ) ( C26 - (B+a)I3) u(n) + 2k

linedris stacionaris iterativ mddszerhez viszonyitva.

(Ez legalabb olyan jo, mint az alapmoddszer.)

Ha A pozitiv definit matrix, akkor a J, JOR és RF modszer
sajatértékei valosak, igy az el6z6ek ezekre is alkalmazha-
tok. Az optimalis Si mddszert, amely a J, JOR és RF-en ala-
pul J-SI, JOR-SI és RF-SI moédszernek nevezzik.

1. J-SI maddszer

A J-S1I és a JOR-SI mddszernél fel kell tenni, hogy a

B = I(diag A)-1A matrixnak van egynél kisebb valés sajat-
értéke. Ez a kovetelmény teljesil, ha A pozitiv defi-
nit.

A J-S1I mébdszer konvergencidja kisebb a SOR-énéal, ha az

A matrix konzisztensen rendezett.

Ha A matrix alaku, akkor a J-SI modszert

2
lehet GUgy mddositani, hogy megkapjuk a ciklikus Csebisev
szemi-iterdciés (CSSI) modszert és ezaltal javul a kon-
vergencia gyorsasag.(CSSI lasd késdébb)

2. JOR-SI moddszer

A JOR modbdszernél Bco =o0B + (l-00)l -val van megadva.
Ha A pozitiv definit, akkor B sajatéertékei valdsak és a

a<y<_R<| s&vban fekszenek. Ezért, ha 00>0,8" y' sajatérté-

kei az a' = ooa + l-00 £ y' < oo} + l-o0 = R'<I
sdvban vannak.
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Az el6z6ek mintdjara bevezetve a

z =2 - (a" + Rf) =2- (g + 6)
' - a' B - a

valtozot, amely

@ -tol filggetlen, az iteracids képlet

n+l) _ 1 ) . . o
v Py p.g O kER D) V(D) #<io-opo vl
2p
N+l ahol Kk = gx
z(B-a)

Ez az iteracidés formula fuggetlen w-tol, ezért a JOR-on
alapulé optimalis Si modszer azonos a J moédszeren alapu-

loval.

RF-SI modédszer

Az RF mddszernél R™» =1 - pA, ahol p O. Ha A po-
zitiv definit, akkor A 0sszes sajatértéke pozitiv és

léteznek olyan a €és b pozitiv szamok, hogy az A 0sz-
szes v sajatértékei a O<a<v<b sadvban vannak. Ekkor az

iterdcios képlet:

v(n+l)=v(n-1)+Pn+i(v(n).v(n-1)). (2Pn+i/(b+-)) (Av(n)-b)

Az RF-SI és a J-SI modszer azonos, ha A diagonal
elemei &llandok.

Ha A pozitiv definit, de a diagonal elemek nem konstan-
sok, akkor az RF-SI moddszer konvergencia gyorsasaga
kisebb, mint a J-SI moédszeré. Au = b -re alkalmazva,
a GRF-SI modszer konvergencidja ugyanakkora, mint az
RF-SI modédszeré, amit az el6készitett rendszerre alkal-
maztunk. A J-SI modszer pedig legaldbb olyan j6, mint
a GRF-SI, ha A A-tulajdonséagu.
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A SOR modszerrel sem az RF-SI, sem a J-SI moédszer konver-

gencia szempontb6l nem versenyezhet konzisztensen rende-
D1 H

zett pozitiv definit matrixokra. Azonban, ha A = ]
K D

alaka, akkor a J-SI moddszert lehet javitanil Ha A po-
zitiv definit, de nem A-tulajdonsagu /és nem L-maéatrix/,
akkor az RF-SI és a J-SI modszerek jobbak lehetnek a
SOR-nal.

Richardson moddszer

1910-ben Richardson megoldott linedris egyenletrendszert
a kdvetkez6, rola elnevezett modszerrel, amit az

u (D) = M 4 gnerau(™ - by

képlet definial, ahol eee jterdcids paraméterek.
A definiciobdl nyilvdnvald, hogy ez nem stacionéris
iterativ modszer. A Richardson modszer konzisztens, de
nem szikségképpen forditottan konzisztens. Ha A nem-
szingularis, akkor a Richardson mddszer akkor és csak
akkor konvergens a fejezet elején kimondott értelemben,

n
ha lim fl (148, A) = 0

beldthaté, hogy az u”n+1” = u”*n”™ + p(Au(n’) - b)

modszeren alapuld szemi-iterdcios modszer és a Richard-
son modszer ugyanaz. Ezért nyilvadnvald, hogy tetszdle-
ges p f 0 -ra az optimalis RF-en alapulé Si moddszer
legaldbb olyan gyors, mint a Richardson. RB",B2; eee bar-
mely véalasztdsa mellett van olyan Si moddszer, amelynek
azonos az eredménye. MAasrészt, véve az RF-en alapuld
optimalis szemi-iteraciéos modszer, tetsz6leges n-re
lehet valasztani ...B"n~"N -t Ggy, hogy a szemi-
iterdcids és a Richardson modszer megegyezik az n-edik
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és altaldban csak az n-edik iterdciéban.

A Richardson moédszernél valasztani kell egy m-értéket,

és Bjm} ... paramétereket. Ezt a periodikus nem-

! m / n

stacionaris maddszert G = .H (1+8, A) matrixu line-
m k=1 *

aris staciondris modszerként tanulményozhatjuk.

A Young &ltal 1954-1956-ban és Warlich &ltal 1953-ban
végzett numerikus kisérletek azt mutatjdk, hogy a
Richardson mddszer a kerekitési hibakra nagyon érzékeny,
fé6leg nagy n-re. Ezért az RF-SI mddszert javasoljak in-
kdbb. Nemcsak azért, mert ez a moédszer kisebb kerekitési
hibdkat eredményez, hanem minden n-re az n-edik iteréci-
6ndl ugyanazt az eredményt kapjuk, mint amit Richardson
modszerrel kapnank olyan R” , ... [Bn paraméterekkel,
amelyek ehhez az n-hez vannak rendelve.

Aciklikus Csebisev szemiiterdciéos moédszer /CCSI/.

A CCSI mdédszer, amit 1961-ben Golub és Varga vezetett

be, akkor alkalmazhaté, ha A =11 alakl, nem
k D:

eltinéd diagonalisu matrix és olyan, hogy a

B="1 - (diagA)_1A sajatértékei valosak és S(B) <1.

A CCSI mddszer az MSOR modszer specidlis eseteként fog-
haté fel. Az

o~ =1,0 j
2-y 2

(1 = 1 )4 = (1 ~ ] 2TL k = 2,3,

parametervalasztds esetén a CCSI -hez jutunk
AJ-SI mobdszerbdl is lehet sz&rmaztatni:

v<n+l> = °n+I(Bv‘n) + C) + (1 - Pn_x)v(n I}

n =0,1,2, ... -béi
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PL 1 p2 2 - \fz pn+l U - 4 U280 )1 n  2'3'*

paramétervalasztas esetén kapunk CCSI modszert.

GSSI modszer

Ha A pozitiv definit matrix, akkor a GS mddszer konver-
gens. Azonban £ sajatértékei nem szikségképpen valdsak,
igy az optimalizdciot nem lehet alkalmazni. Ilyenkor ha-
tdsosan haszndalhatjuk a JSI vagy az RF-SI moddszert.

Ha A Stieltjes matrix, akkor mind a J, mind a GS mddszer
konvergens és S(£) < S(B). Mégis, mivel GS sajatértékei
komplexek is lehetnek, nem biztos, hogy az optimélis GSSI
-mobdszer olyan jo lesz, mint a J-SI mddszer. Ha feltesz-
szik, hogy £ sajdtértékei val6sak, még mindig nem lehe-
tink biztosak abban, hogy a GSSI a jobb. Mivel, mig a sa-
jatértékek B fels6 korlatja nagyobb a GS mddszernél,
mint a J-mddszernél a 3 fels6 korlat, azalatt aGg alsé
korladt kisebb lehet, mint a.. MAasrészt ismert, hogy
SJ-aJTiS(B) mivel B sajdtértékeinek 0sszege zérd.

Ha A konzisztensen rendezett pozitiv definit matrix, akkor
a GSSI modszer majdnem olyan gyorsan konvergal, mint a
SOR és majdnem kétszer olyan gyorsan, mint a JSI mddszer.
Ebben az esetben £ X sajatértékei a 0 £ ~ £ WR savban
vannak.

z = %rz - 1 wvalasztds esetén a GSSI maddszer
n+1 Pn+1
+ k + <1- Oh+l )v<n' 1>

n =0,1,2,...

ahol PF_ (4.0.6)~gal van adva.
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GS-SSI modszer

Ha A konzisztensen rendezett és a természetes rendezést
hasznaljuk a voros-fekete helyett, akkor az 1 Jordan fé-
le kanonikus alakja nem lesz diagoné&lis és igy a konver-
gencia nem elég j6. A GS-SSI -nél és a GS-SI -nél voros-
fekete rendezést hasznadlva gyorsabb lesz a konvergencia.

SOR-Si médszer

Ha a»l, akkor a SOR médszer sajatértékei altaldban nem
mind vald6sak. Bebizonyithaté, hogy az loo”n alapuld op-

timalis szemiiterativ modszer azonos az alapmddszerrel.

MSOR-SI modszer

Tegylk fel, hogy A pozitiv definit és iD,H j alakd.
U D2J

A mébdszer vizsgalata sordn kiderilt, hogy az MSOR mddsze-
ren alapuld optimdalis szemiiterdcidés modszer nem jobb,
mint a kdzdnséges SOR “b fix paraméterrel.

Nyilvanvaldé, hogy a J-SI1 és az RF-SI moddszer kb. fele
olyan gyors, mint a GS-SSI mdédszer. A GS-SSI moddszer és

1 1
a CCSI mddszer a legjobb ha D3 ’e52 A norméat figyel-
juk.
Young és Kincaid 1969-ben 0sszehasonlitotta a GS-SSI és
CCSI mobdszert I13 illetve A norméra vonatkozdlag. Azt klap-

tak, hogy a D2 norméban a CCSI mddszer a jobb, az &

normaban viszont a GS-SSI modszer jobb egy kicsit.

Varga 1957-ben vizsgalta a GS-SI modszert és belétta,
hogy a konvergenciaja kb. ugyanolyan gyors, mint a SOR-é.
Tee, Young és Kincaid megmutattdk, hogy természetes ren-
dezés esetén a GS-SI modszer konvergenciaja nagyon lassu
lehet.
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SSOR-SI médszer
Akkor alkalmazhaté, ha \ sajatértékei valdsak ¢és
0 < X < 1 = S(£)

_ 0)

iterdcios képlete:

g (n+1)

ahol

Pg

--P— — {(Plu- m|xi)v(n)+k}+(l-pn+1)v(n 1} n=0,1,2
1-]x

= (1-wL) 1(gU+(1-0j)1)

P« , ... P (1 P) n 2,3,..
2 2z2-1 n+1 4z2 n

= (B(2-03) (I-wU)'1(1-ULAC
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MASODFOKU ITERATIV MODSZEREK

Vizsgéljuk a
u(n+1) = GuM) + Hu(n 1™+ Kk

masodfoku linedaris, staciondaris modszert, ahol un°r és u”l'
tetszO6leges. a
Ha az igy definialt sorozat konvergal egy u hatéarértékhez,
ennek a hatdrértéeknek ki kell elégiteni az u = Gu + Hu + k
kapcsolt egyenletet.

Ha valamely n-t61 kezdve teljestul, hogy ut = un = u

Au = b rendszer egzakt megoldésa.

A konzisztencia feltétele az, hogy

(I-H-G)A4b = k (5.1)
teljestljon. A mddszer teljesen konzisztens, ha I-G-H nemszin-
gulédris és (5.1) teljesul.
Golub és Varga 1961-ben a kovetkez6 egyenletrendszert vizs-
galta :

\

u(®) o T futtH 0

Tudjuk, hogy a konvergencia szlikséges és elegendd feltétele
az, hogy minden ul0”™ és u' "W -ra

A

S(G) < 1, ahol
G =
Tétel : Az S (G) < 1 akkor és csak akkor, ha

det(A2lI-XG-H) =0 6sszes \ gyOke egynél kisebb abszolldt ér-

tekd.



61

Tekintsink egy els6faju linedris staciondris moddszert.

u(n+l) _ Ghu(n)+ és egy méasodfajut
u(n+l> = Uln) + d(u(n)-u<n-D) + e(Glu(n>+ kl-u(n)) (5.2)

Ezek teljesen konzisztensek, tetszdleges d és e f 0 kons-
tansra. Megjegyezzik, hogy (5.2 ) megegyezik a

LX) _v(n) +(p (v _v(n-+ 2hx1_@G () v(n),
n 1 2-(a+B) 1 1

szemiiterativ modszerrel, ha d helyébe (p +*-1) “t és e

helyébe 2P+J(2-(a+B))} -t frunk. Mivel G = (l-e+d)l és

H= -dl, a konvergenciafeltétel a
det(X2l1-A(eGr+(1l-e+d)I)+dl =0 -ba megy at.
Innen
det <G. + - (tti)! =o0

1 e eX
X sajéatértéeke és G M sajatértéke kozott fenndll a

l-e+d A2 +d ) , ,
eA 6sszefliiggés.

A A = peld0 Kkor képe a

Rey + (L &*d (Imy)

1 ellipszis,
++

1 d 1

(-(p* -)) (l(p - f))2
Mint méar lattuk, ha G y sajatértékei az a <y < 3<1
intervallumban fekszenek, akkor d és e optimalis valasztés
esetén kielégiti az alabbi feltételeket: p2 =d

e-1-d _ a+R 2P _ R"a
e 2 e 2
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Ebbdl

((B-a)(1+ P2) - op
2- (B+a)

Legyen & = (R-a) [/ (2-(R+a) ), akkor az el6z6 egyenlet:

a(1-pP2) = 2P és igy 1+P2 = co® = 2 [/ (I1+/(1-f2)
Ezért d = mb-l,
200bT 2
R-a 2-(R+a)
Ha r = o4 jelolést bevezetjuk, akkor
A A 1 Al
S(G) = P = =r2,

innen kdvetkezik, hogy méasodfaju iterativ modszert hasznélva
tetsz6leges olyan iterativ modszer konvergencidja gyorsitha-
t6, aminek egynél kisebb valés sajatértékei vannak. A konver
gencia gyorsitds hasonlé nagysagrendd, mint ami optimalis

szemiiterativ modszer hasznalatadval elérhetd..

PI. ha A A-tulajdonséagu pozitiv definit matrix és G~ = B ,

akkor BR=-a=zy=s(B)7 t =y és o = o =

= 2/{1+/(1-u2)}

S(G) = -b8i kapjuk: S(G)

Ebb6l ladtjuk, hogy A konzisztensen rendezett, akkor a mésod-
faju J mdédszer konvergenciaja fele olyan gyors, mint a SOR
modszeré. Ha A pozitiv definit és konzisztensen rendezett €s
GN = £ a GS mobdszernek megfelel6en, akkor kapjuk, hogy

B = (12, a=0 és 0=y2 | (2—vy2)
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Ezért

0, = =1 + IT =

2 1 + «V 1»*
I+( 1-CT2) I+ (l-y2)

és S(G) = q‘b—l

Ebb6l lathaté, hogy a masodfaju GS mddszer konvergenciaja kb
ugyanakkora, mint a SOR modszeré.
Ha A pozitiv definit és G" = jC az SSOR modédszernek megfele

I6 matrix, akkor B = X = s(je ), a=0 és o0 =
W 2-1
X2
Ezért Q@ = =1 + (5.3)
1+(1-T2)* 1+(1-X)2
és S(G) = D = (X2 (1+/7TT)1

Ha X Ilényegesebben kisebb y2-nél, akkor a méasodfaju SSOR
modszer konvergencidja joval nagyobb, mint a SOR mddszeré.
Ha u”l1”"-t specialisan valasztjuk, akkor pontosabb becslést
adhatunk a maésodfaju mddszerek konvergencia tulajdonséagara
és egy kozvetlenebb 6sszehasonlitdst a megfeleld szemiitera-
tiv modszerekkel.

A szemiiterativ modszernél

Ha G' = e G - - I jeloléest bevezetjik,

akkor n =1,2, ... -ra
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2
(D Bgu M 4 oy, Yo D T
b 2-(R+a) 1
kapjuk
u (1) Q, (G')(u(0) - u)

ahol u az Au = b egyenlet egzakt megolddsa. A Q (Gf)
polinomok kielégitik a

Q0 (G") QL(G') = G
Qn+1(G') = "G'Qn(G")+(I-uM)Qn_1(G")

rekurrens egyenleteket.

Mivel G' 'y sajatértékei a

R-a R-a

a = < Y < a szakaszon vannak
2-(R+a) 2-(R+a)
kovetkezik, hogy max|Qn(y) = Q (a) BAF—(1+ ( )(1-r)
~l<Y<a 1+r 2
ahol r :qj-l.
A8

fgy S(Q,(G") = yz:{l+ (2-i) (1-1)}, viszont -S(Pn(G)):-Tf'_,ﬁrn

& megfelel6 szemiiterativ modszerrel.

A Csebisev polinomok elméletébd6l ismert, hogy
S(Pn(G))_i_S(Q(G‘)).igy aszemiiterativ modszer konvergen-
cidja gyorsabb, mint a méasodfaju modszeré. Ez varhatd is volt,
mivel a méasodfaju modszernél On(G') rekurrens relédcidnak
konstans az egyltthatdéja, mig a szemiiterativ mddszer valto-
z6 egyltthatokat hasznal.
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A masodfajio J mddszert pozitiv definit és A tulajdonsagi A

matrix- esetén
Bn(o) + C

u(n+l) _ w'3u®n”™+ c) + un alakban lIrhatjuk

fel. A mésodfaju GS modszer pozitiv definit és konzisztensen
rendezett A matrix esetén

= —z—{(2X-0U21) u(o) + 2(1-L)1c} (5.4)
2-y 2
u(n+l) = § {(—2_£ —- H-- i)u(n™~+ —-—(l-L)-1c}+( K ) u (n“1)
b 2-y2 2-y?2 2-y2 b
n =1,2,...
alaku, ahol al - = - Nommmman
b i d-an)k

Mésodfaju SSOR modszerre pozitiv definit A-ra ugyanazt a for-
mulat kaijuk, mint (5.4) csak y2 helyébe X = S(Etu)-t kell
irni, és w~-t (5.3) adja meg.

Rilly 1954-ben vizsgéalta azt az esetet, amikor A =

alaku. Ekkor egy "6sszenyomdst" lehet alkalmazni és igy fele
annyit kell szadmolni. Ezen az utdén egy uj moddszert kapunk a
masodfaju J modszerbdl, ami ugyanaz, mint a mddositott
Sheldon modszer.

Erdekességképpen megjegyezziik, hogy Abramov szovjet matema-

tikus méar 1950-ben kidolgozott egy, a méasodfaju J moddszerrel
azonosnak tekintheté modszert, amivel méar akkor 130 egyenlet-
b6l &4llé rendszert oldott meg.

Azoknak a szerzéknek a dolgozatai, akikre Young hivatkozik,

a kovetkez6 sorrendben jelentek meg:

1950: Frankel, 1954: Rilly, 1961: Golub és Varga, 1971: Yuong
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BLOKKITERATIV MODSZEREK

Az idaig ismertetett iterdci6s modszerek k6z6s vonasa az,
hogy minden iterdcioban N egyenletb6l 4ll6 rendszert vizs-
galtunk. Ezeket a modszereket pontiterativ moddszereknek ne-
vezzuk. Csoportosithatjuk azonban az egyenleteket Ugy, hogy
mindegyik egy és csak egy csoportba tartozzon. Az egyenlet-
csoporthoz vagy masnéven blokkhoz ugyanannyi ismeretlent
rendelhetink, mint ahdny egyenlet tartozik bele és minden
ismeretlent hozzarendeljik valamelyik csoporthoz. A mddszer
abban all, hogy egy csoportba tartozé egyenleteket megoldjuk
a hozzajuk rendelt ismeretlenekre, mikdézben a tobbi ismeret-
len adott. Pontositsuk a fentieket:

Blokkiterativ modszer konstrualdsahoz az els6 lépés az elsé

N egész szam csoportositasa ugy, hogy minden egész egy és csak
egy csoportba tartozzon. Feltesszuk, hogy a csoport rende-
zett.

Definicio X

W= {1,2,... ,N} egy T rendezett csoportja a W-nek egy
olyan R,,... , R diszjunkt részhalmazokra bontasa, amely
olyan, hogy R_L+ ot RS] =W A W 1Lés 1I' rendezett
csoportja, amit R%,...R* és R~”...R™ definidl azonos, ha
q =2q' és R'lsz_r""’Rq:R(Iq

/IR.,...R reszhalmazokat csoportként emlegetjuk, bar nincs

ki)‘zlEUk a rtrllatematikai értelemben vett csoporthoz/.

Véve egy A matrixot és egy U rendezett csoportot, defi-
nidlhatjuk az AICfs matrixot r,s =1,2,... q -ra a kovet-
kezlképpen: A s ugy keletkezik A-bd6l, hogy R,-nek megfe-

lel6 sorait ésr,Rg -nek megfeleld oszlopait t(‘jrdl-I}Uk.

Véve egy u oszlopvektort, definidljuk az u-*, ..., u® o0sz-
lopvektorokat: az u-bol uagy keletkezik, hogy az u

R -nek megfeleld elemeit téroljuk. Hasonldéan definidljuk a
B”A, ... B oszlopvektorokat, amiket a b oszlopvektorbol

szadrmaztatunk.
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igy az Au = b rendszer % A U B r 1,2,. ..¢
g=q 18 S r

alakban irhat6. Feltéve, hogy Ar”~r nem szingularis, a ko-
vetkez6 csoport-miterativ moédszereket definialhatjuk:

1/1. Jacobi blokkiterdciés mddszert az aldbbi képlet defi-

nidlja:
U(n+l) + " a U(n) = B r=1,2,...q
s“l
vagy ami vele ekvivalens:
(n+1) _ + . .
U 8218“8 U () +c ir 1,2,..ej
ST
ahol
, -A1 A , ha r f s B
_ rs
B s = [
0 . ha r = s

1/2. GS blokkiterdaciés maodszer

A u (n+l1) + E A U Mm+1) + E A U " =B
r'r r S=1 r,s s s=r+1 r,s s

vagy

u(n+l) = £(U)u(n) + (i_1 MI))-1lc (H) hol

i1°1 = (1-LAhu*?T . L(,> =
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u(,) = <d”) u

c<’> = (D«f rib, DAN = diagMA . ez A-bo6l dagy kelet-
kezik, hogy elem helyére,
ahol i és

r(H)  ¢a C!H) A-bG6l Ggy keletkezik, hogy O-val pétol-

juk a minden olyan a”j elemét, ahol i és j kildén-
b6z6 csoportban van és olyan, hogy az i-t tartalmazo
csoport kdzvetlentul koveti vagy megelbzi a j-t tartal-
maz6 csoportot.

A JOR és SOR blokkiterdciés modszer
A JOR blokkiteraci6s séma:

WMD) = 5Dy O 7 e

A SOR blokkiterdciéos séma:

u(n+l> = ig>)u(n) + MC<1>
\%)
ahol
bey) = + (1-0.) I, B(,>= (dV ¢c1'1,
C(H)=D(H)_A ¢ euirve = (l-ad (ITA) 1 (a>UN+(1-w)l)

A blokkiterdcios modszer "alapkérdése" egy 'Qw=r (1.3.1)
egyenletrendszer megoldéasa, ahol Q egy adott matrix
és v adott vektor. Ez kiulénb6z6 modszerekkel /elsd-
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sorban direkt modszerrel/ torténhet. Altalaban Gauss
elimindcidt hasznélnak. Abban a specialis esetben, ami-
kor a Q tVidiagonalis, a Gauss eliminaciénal gyorsabb,
a specialis adottsagot jobban figyelembe vevd mddszere-
ket hasznéalhatunk.

Thomas /1949/ algoritmusa a kdvetkezé§:

irjuk a (1 .3.1)rendszert

Kénnyld igazolni, hogy co”-t a kdovetkezd moéodon kaphat-

juk meg:
We = 9. = pjeisn
1 i = M- / M-2, ...,1 aholl
= qM J

< C.
h o= F b. = 1 1 —2,3,..., M

B1 !

O

T
»T

HT13
H
N
w
[ ]
<
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Ez a mdédszer alkalmazhaté, ha

B, >0 i = 1,2, ... M
1 > lend
Blg ap + |al, lej f 0 laJ 0 i =2,3,..M-1
BM = 1AMI

Egy mésik modszert 1974-ben Malcom és Palmer dolgozott
ki, valdos szimmetrikus diagonal dominans tridiagondlis
matrixokta. /Lasd: (22)/

Tridiagonalis egyenletrendszer megoldasa nyilvan sokkal
kevesebb munkaval jar, mintha a Q matrixnak kevés a
nulla eleme. Most leirunk egy eljarast, amit Cuthill

és Varga 1959-ben dolgozott ki arra az esetre, amikor
Qpozitiv definit. Qo = v megolddsdt lényegében ugyan-
akkora munkaval kapja meg, mint amikor Q diagonalis.

Ez egy bevezeté mdveletet kdvetel meg, de ez altaléa-
ban nem nagyon ndéveli a munkat, mivel sok azonos Q mat-
rixu egyenletet oldunk meg.

Illusztrédljuk az eljdrast a kovetkez6 feladat vizsgéala-
taval :

Legyen

Kereslink egy olyan D diagonal métrixot és egy T bidi-

agonal méatrixot,



1 &
dl O O /l Ol 0
| 0 4,0 T=|l01l e,|] , hogy Q= DT TD.
\ /
| /
O O 4/ 00 1/

Belathatjuk, hogy ekkor

di = d, =1b - K1 = 2,3
I = A1
= 1,2
k = 1,2
Ck dydyig

Igazolhatdé, hogy mivel Mpozitiv definit, minden
valés és pozitiv, igy az eljaras alkalmazhato.

DTATDw = v vagy TTT(Dw) = D%v

Legyen z = Du , vy = Tz, ekkor TTy =Dlv =s
Ezt megoldva:
Yl - S1
y2 - s2-eiy
y3 = s3-e2y2
Tz =y -t megoldva: z = Do)-t megoldva
Z1
23 = y3 W = dn
Z2 = y2-e27Z3 W = 72/d3
71 = yl"ele?2 wy = zgldg

A gyakorlatban z~-vel dolgozunk, és mikor latjuk,

d

hogy

az eljards konvergens, csak akkor szdmoljuk ki a z-hez

0)-t .
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Blokkiterdcios modszernél, ha A pozitiv definit,
akkor minden N pozitiv definit, és D”-t és Tr-t a
fenti leirt médon hatarozzuk meg.

U Kkeresése helyett egy Vr = DWAN -t keresilnk.

D™t es Tr“t ki tudjuk sz&mitani, meghatdrozhatjuk
komponenseit minden iteraci6ban 2m szorzéassal,

ahol m a Dr rangja.

Blokk-J, -GS és -SOR modszernél a raforditott munka

iterdcioként kb. ugyanakkora, mint a megfeleld pont

moédszernél. A konvergencia gyorsasdg viszont lényege-

sen nagyobb lehet.

Konvergencia analizis:

AJ, GS és a SOR blokkiteracios moddszerek konvergenci
ajat tanulményozzuk. Hasonldé reldciok igazak

és BA"A sajatértékei kozott, mint £ és B sajatérté-
kei kdozott. Legyen adva egy A matrix és egy q darab-

bol allé Urendezett csoport. Definialjuk a z = (zJ/b)
matrixot:
) ha Ar,s =0
y4 ]°
s ] ha A
i rs +0

Definicio
Az A métrixot A ~ -tulajdonsdglnak nevezziuk, ha
z A tulajdonséagda.

Definicieo

Az A matrixot U konzisztensen rendezett matrixnak
/H-CO matrix/ nevezzik, ha z konzisztensen rendezett
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Definicidéo
Az A matrix A&ltaldnosan 1 konzisztensen rendezett
matrix (H-GCO), ha A = det(aCE.‘]l"+a'xCl’J"‘kD’\’\h a-tol
figgetlen minden £70-ra és minden k-ra.

T étel

Ha A pozitiv definit, akkor - mint a SOR mddszernél
1 és B sajatértékei kozott - E(’f}l’\ és sajatérté-

kei kozott fenndll az alédbbi (iil.l) osszefliggés.

Mivel minden Ar ; is pozitiv definit, kdvetkezik, hogy

B<’ > hasonld egy B(ll) = (D<i>)t B(L>(D(n>14"
szimmetrikus matrixhoz. Mivel B A-tulajdonségu,

A = D(L”r-D(LV ~~ miatt és mivel

(D(”~ )2a (DA~ = i—”") pozitiv definit, kovetkezik,
hogy y 1 = S(B~M) < 1.

yrn-bdl meghatdrozhatjuk az optimalis "> relaxéaci-
6s faktort.

«<*> =
I+ (1-(y(11))2)"

€s

Loy
in’~ 1.1
éll’) ( )
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A J, GS és SOR blokkiteraciot parcialis differencial-
egyenletek megoldasdnal Gugy célszer( felhasznélni, hogy
a racshalé egy soran levé pontokhoz tartoz6 differen-

cidlegyenleteket soroljuk egy blokkba. Ezt a specidlis

csoportositdssal keletkezd iterdacidt vonaliteracidonak
nevezzik.

A J, GS és SOR vonald-iteraci6 konvergencia-sebességérdl
elmondhatjuk, hogy a GS vonaliteraci6 kétszer olyan
gyors, mint a J vonaliteracié. SOR vonaliteracional

2

relaxacios faktort hasznal-
i+(i-s(b(1tM)2)N

va a vonal-SOR /21-sz8r olyan gyors, mint a kdézdénsé-
ges SOR.

Mig a /21 faktor megtakaritds viszonylag szerény ja-
vulds O6sszehasonlitva azzal a nyerességgel, amit akkor
érink el, amikor a GS modszert a SOR-ral helyettesit-
juk, azonban nagyon nagy probléméak esetén mégis megeéri
a faradtsagot. Természetesen olyan séméat kell hasznéal-
ni, amit méar az elébb leirtunk, hogy a (raforditott
munka / iterédcido) ne legyen nagyobb, mint pontitera-
cional.

A két-egyenes iterativ modszer H2 rendezett csopor-
tot hasznal, ahol R megfelel a két elsd racssoron
lev6 pontoknak, R2 pedig a harmadik-negyediknek,
stb. Be lehet latni, hogy az A H2~CO matrix, ezeért

(V2) o gyp)

ugyanolyan reldcidk vannak £ illetve

és B sajatértékei kozott. Ha A pozitiv defi-
U 2) u 2)
nit, akkor p = S(B ) <1 és moptimalis érté-
két a fenti mdédon kaphatjuk meg. Varga 1960-ban megmu-,-
U)p
9D

a konvergencia sebesség3 kb. kétszerese mint vv,D-t

tatta, hogy a két-egyenes SOR modszernél

hasznalva.
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Parter 1961-ben bel&dtta, hogy a k-egyenes SOR modszer
optimalis oj-val /2k' -szér olyan gyorsan konvergél,
mint £/ esetén. Természetesen bonyolultabb egyenlet
rendszereket kell megoldani minden iteracidban.
1960-ban Varga megmutatta, hogy a faktorizdciés tech-
nikadt alkalmazva /ez hasonlé a 3.2-ben leirtakhoz/,-ha
A pozitiv definit, - egy 5 diagonélisu rendszert két
egyenes SOR-ral megoldva, a munkal/iterdcidé lényegében

ugyanakkora, mint pont-SOR-nél.

A pont és blokk-terdcidés moddszerek 6sszahasonlitasa
lgazak az alabbi tételek:

Ha A M-matrix, akkor S(E~™) < S(F)
ha A Stieltjes matrix, és 1I-GCO matrix, akkor

yrmMm = S(BM) <1 és érvényes (IIl.1). Tovabba, mi-
vel S(B”") < S(B), azeért £ @b'

S6t minS(E ) > a1 > S(E M)
1] w” — D —
W|5J)
A blokk SOR modszer o = a»> -vei legaldbb olyan gyor
san konvergal, mint a pont-SOR tetsz&6leges 4 -val.
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7. AZ ITERATIV MODSZER KIVALASZTASA

Most néhéany tané&csot adunk arra, hogyan valaszuk ki a megfe-
lel6 iteraci6os modszert az Au = b egyenlet megoldasara, ha
az A matrix valamilyen tulajdonsdga ismert.

Tegylk fel, hogy ismerjuk pontosan, vagy legaldabb is elég jo
kozelitéssel az A v sajatértékeinek a als6 és b felsd

korlatjdt. Ha az a-on és a b-on kivil méas nem ismert, akkor RF
mddszert hasznélhatjuk

2
P - ('r'lt;i
at
paraméterrel:
,(n+1)
a+b at+b

Ennek a modszernek a spektrdl réadiusza:

S(I - ~z A = < 1
a+b b+a

A konvergencidt egy nagysadgrenddel javitani tudjuk, ha RF-SI
modszert hasznalunk.

Ha tudjuk, hogy az A A-tulajdonsagu, akkor a J-SI mddszer a
legjobhb.

Ha A L-matrix, akkor a GS mddszert ajanlhatjuk, de mivel £
sajatértékei komplexek is lehetnek, szemiiterdcidtdél tovabbi-
javitds nem varhato.

y = S(B)< 1 esetben, ha y értékére tudunk becslést adni,

2
akkor Q"= faktorral végrehajtott SOR mddszerrel

lényegesen gyorsithat6 a konvergencia, sebessége jobb a J-SI
modszernél is.
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Ha A A-tulajdonsagu, akkor sorainak és oszlopainak atrende-
zésével konzisztensen rendezett matrixot kaphatunk. Ilyen
matrixra a SOR jol alkalmazhato.

Ha A A —tulajdonsagl, akkor az MSOR, CCSI, GS-SSI maddszer
hasznéalata elényds. Egyszerlisége miatt ebben az esetben a
SHELDON mddszer a legszimpatikusabb.

Young azt javasolta, hogy miel6tt egy modszert kivalaszta-
nank, szamoljunk egy iterdciot GS-mddszerrel. Ha A = ' bl Bj
alaku, ahol D”, D2 négyzetes diagondl matrixok, hajtsunk
végre egy SOR iteraciét w = m gyorsité tényezével. Ekkor
a kapott modszernek /ami végeredményben a Sheldon mddszer/

! nor-

kisebb a 1 normaja, mint a SOR mddszernek. Az
méaja viszont mind a két modszernek majdnem ugyanakkora. Azt
Azt is be lehet latni, hogy ha GS iterdcidéval kezdink ¢és
GS-Sl-vel folytatjuk, akkor az eredmény egy olyan mddszer
/IGS-SSI/, amelynek lényegesen jobb norma-tulajdonsdgai van-

nak, mint a GS-SI médszernek.

Elliptikus differencialegyenletekbd6l kapott rendszerre eld-

nyosen lehet hasznalni az SSOR szemi-iterativ mddszerrel va-
(D, H .
1 rendezés

K D.

helyett a természetes rendezést kell hasznalni,

-gyei és esetleg néhdny valamivel nagyobb

Ul =

1+(1-2y+1)
értékkel iterdlva egy olyan porbléméara, amelynek a
hatarfeltétele nulla és konstans a kezdeti értéke, Sip?)

becslilhetéd. Ha S(pU) kicsi, akkor érdemes szemi-iterdcidval
probalkozni. Ezt a vizsgélatot vonal SSOR-ra és pont SSOR-ra

is célszerlG végrehajtani.
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Diszkrét Dirichlet probléméara a felsorolt mddszerek koziul a PR
modszer konvergédl a leggyorsabban, a konvergencidhoz sziuk-
séges iterdcioszadm PR moddszernel: 0(/log NhV/) /lahol h a
racstavolséag /

J és GS mddszernél: O(h2)

SOR moddszernél: 0 (hT), ha A pozitiv definit, konzisz-
tensen rendezett, vagy Stielt-
jes matrix

Richardson mddszernél: O(h'l), ha A pozitiv definit,

-K
SSOR-nal pedig: 0(h2)

Sajnos, azoknak a feladatoknak az osztdlya, ahol a PR modszer
elméletileg bebizonyithatéan konvergens, elég korlatozott.

Ha elég kicsi a racstdvolsag, akkor a PR helyett a SOR mdd-
szert lehet ajanlani, mivel kevesebb iddt és kisebb memoria-
kapacitdst igényel. Ha a matrix pozitiv definit, a Richard-
son modszer egy nagysagrenddel gyorsabb, mint a GS, viszont
bonyolult, munkaigényes és a kerekitési hibadk nagyon megndé-
nek. A Richardson mddszernél tehat a SOR modszer gyorsabb és

egyszerlbb is.

Sajnos néhéany specidlis esettél eltekintve nincs olyan szisz-
tematikus eljadrds, amely elére megmondand, hogy az alkalma-
zott modszer a leghatékonyabb-e. Nyilvdnvaléan még jelent6s
kutatdsok szikségesek ahhoz, hogy ezeknek a fontos maddszerek-

nek szildrd elméleti alapjadt megadjuk.
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PELDA

A magneses terek szimuléacidja csoport a villamos gépek ter-
vezésében alapvetd szerepet jatszd horonyszdérédsi impedancidk
meghatarozasaval foglalkozott. Ennek sorédn vizsgaltuk kidn-
tott hornyu aszinkron gép horonyszoOréasi impedancidjat, amely
a gép magneses kore és igy a milszaki paraméterek /fordulat-
szam, nyomaték/ szempontjdbdél a gép fontos jellemzGje.

A horonyimpedancia meghatarozdsdhoz a horony elektroméagneses
és 4ramléasi terét kell pontosan ismerni, amelyet a bonyolult
geometriai feltételek és anyaginhomogenitdsok miatt igen ne-
héz szdmolni. Munkankban az elrendezésre vontakozdé elektroméag-
neses Maxwell egyenleteket oldottuk meg numerikus modszerek-
kel, mikézben a valdsdgos geometridt vettik alapul. igy a
kvazistaciondrius esetre érvényes Maxwell egyenletekbdl a
targyalt esetben

E=i.p.'¥

adoédott, ahol E a villamos térer6sség, amely longitudiné-
lis irdnyd és komplex mennyiség, p = toyy , ahol wa korfrek-
vencia, y magneses permeabilitds, és y a villamos vezetéké-
pesség. A feladatot a kovetkez6 peremfeltétel mellett akar-

tuk megoldani:
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Re E =1, Im E =0
Fl
F2
r
2 Iy
Iﬂ2
F2
r = rl + r2 r~-n ReE = 1, ImE = 0
r n > ReE _ o =0
3n 3n

ahol n a T2 felilet norméalvek
tora.

E =u+ iv jelblést bevezetve egyenletink két részre bont

hato:
/\Q_=QV U| :1, = O
11 iR
3u 0 3v
Av = -p u 3n | ; 3n -0
Ebbé6l v = — Au , gy
A U = -p2u

egyenletet kapjuk a megoldds valdés részére.
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A peremfeltételek:

Qul 9Aul
9n ,, = O; 9n*T0 = 0

2 z
Fedjik be h réacstavolsagu héaléval a tartoméanyt és o6t pon-
tos differencialsémat hasznélva diszkretizaljuk a AAu = -p2u
biharmonikus egyenletet. igy egy linedris egyenletrendszert
kapunk.

Az el6z6 fejezet O0sszefoglalasabol kitdnik, hogy a szakiroda-
lom a SOR modszert ajanlja leginkabbdifferencidlegyenletekbdl
szarmazdé nagyméretl linedaris egyenlerendszerek megoldéasara,

mivel a lehet6ségekhez képest kis memOdriateruletet hasznél és

elég gyors maddszer.

Feladatunkban sajnos a diszkretizalds sordn keletkez6 matrix
nem A tualjdonsdgu, de a tapasztalat azt mutatta, hogy kb.
masfélszer gyorsabb még igy is a SOR a GS modszernél.

Hogy becslést kapjunk arra, hogy iteracioval jutunk elég ko-
zel a megoldashoz, el6sz6r ezt a feladatot téglalap tarto-
méanyon oldottuk meg. Mivel ilyen esetben analitikus megoldés
is ismert, konnyl volt a megfelelé6 iterdci6oszdmot meghatdroz-
ni az &ramsiruség komplex vektordnak a horony tengelében lét-
rejové valtozéast figyelve. Ez az "el6készité" iterdcidszam-
vizsgalat végeredményben alapja lehet minden olyan becslésnek,
ami téglalaptol kulonbdz6 tartoményra végrehajtott iterdciok
szamat hivatott megéallapitani. Végsé célunk az, hogy kildn-
b6z6 tartomanyokon oldjuk meg az egyenletet, aminek alapjan
kivalaszthaté az a horonyalakzat, amely leggazdasagosabb
adott frekvencia- és anyagparaméter esetén.

Tekintsiik tehat elészdér a biharomonikus egyenlet megoldasat

téglalap tartoméanyon. A peremfeltétetelek az &bran lathatok:
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ri-n ReE =1, Im E =0
3ReE  _ 3ImE 0
r2-n  3n =0 3n

Az aramsuriuség komplex vektoranak a horony tengelyében [lét-
rejové valtozadsa a kdvetkez6 &bran lathato:

Analitikus képlete: ~ =Jg . " & -m"

Mig GS mdédszerrrel 1700, iterdcidé kellett ahhoz, hogy ezt

az abrat kapjuk, SOR modszerrel viszont csak 1000. / A SOR
mddszert ugy alkalmaztuk, hogy elészdr 20 GS iterdciot el-
végeztink,a matrix legnagyobb sajatértékének (p-nek) megha-
tarozasahoz, majd a képletbdl kiszéa-

I+ (- y)~*
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moltuk g -t. Ez a képlet, mint tudjuk, pontos y esetén is
csak akkor adn& az optimélis w-t, ha a matrix pozitiv defi-
nit, konzisztensen rendezett lenne. Mivel ez nalunk nem tel-
jesil, érthet6 a magas iterdcidszam./

Az el6z6 szamitds alapjan 0ugy dontottink, hogy az eredeti
probléma megolddsdhoz kb. 1500 iterdcidval elég kozel jutunk.
500-anként kirajzoltuk az iterdcié eredményét. Ez lathatd

az alabbi &bran.

C




84

IRODALOMJEGYZEK

R.J.ARMS.L. D.Gates, B. Zondek: A method of block itera-
tion

Axelsson: A generalized SSOR method, BIT 13/1972/,443-467

P.H.Brazier: Anoptimum SOR procedure ... Computer Meth.
in Appl. M Mech. and Engineering 3/1974/ 335-347.

M. Engeli: Overrelaxation and Related Methods, Mitt.
Inst, angew. Math. ETH Zirich Nr. 8, Basel und Stuttgart
Basel und Stuttgart 1959.

G. E. Forsythe: Solving Dinear Algebraic Ecuations
Bull. AM. Math. Soc. 59, 1953.

M.M. Gupta: Numerical Solution of a Second Biharmonic
Boundary Value problem BIT.13 /1973 / 160-164.

Hadjidimos: The Numerical Solution of a Model Problem
Biharmonic Equation ... Num. Math. 17, 1971, 301-317.

L.A.Hageman, R.B. Kellogg: Estimating Optimum Overrela-
xation Parameters 'Math. Comp. 22, 60-68; 211.

K.R.James, W. Riha: Convergence Criteria for SOR,
SIAM J. Numer. Anal. Vol. 12, No. 2, 1975.

H. B.Keller: On some iterative methods for solving
elliptic difference equations,! Quarterly of Appl.Math.
Math. XVI, oct. 1958.

D.R. Kincaid: On complex second-degree iterativ meth.
SIAM J- Numer Anal. Vol.11.No0.2.1974 .

J.K. Reid: The use of conjugate gradients for systems of
linear equations possessing "property"A" SIAM J. Numer.
Anal. Vol.9. No. 2. 1972.



13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

85

J.K. Reid: A method for finding the optimum sucessive
overrelaxation parameter, Comput. J., V.9, 1966,pp. 200
200-204.

A. Ruhe: SOR-Methods for the Eigenvalue Problem with
Large Sparse Matrices Mathematics of Computation, Vol.28,
1974, 695-710.

J. Smith: On the Approximatie Solution of the First
Boundary Value Problem for VILu=fX.
SIAM.J . Numer Anal. Vol.10, No.6, December 1973.

D.M. Young: On the accelerated SSOR Method for Solving
Elliptic Boundary Value Problems,Conf. on Numerical

Solution of Differential Equations Dundee, Scottland
july, 1973.

D.M. Young: The Modified Successive Overrelaxation Method
With Fixed Parameters, Mathematics of Computation Vol.26,
Number 119, July, 1972.

D.M. Young: Generalizations of Property A and Consistent
Ordering SIAM J. Numer.Anal.Vol.9.No.3. September 1972

D.M. Young: Iterativ Solution of Large Linear Systems,
Academic Press 1971.

D.M. Young,-D.R. Kincaid: The Modified Successive
Overrelaxation Method with Fixed Parameters.
Math, of Comp. Vol. 26, 1972.

LW. Ehrlich - Silver Spring: Point and Block SOR Applied
to a Coupled Set od Difference Equations, Computing 12,
181-194 /1974/

M.A. Malcom - J. Palmer: A Fast for Solving a Class of
Triadiagonal Linear Systems, Communications of the ACM,

January 1974.



23

24

B.A. Carre:
factor for

B. Kredell:
11962/

86

The determination of

the optimum accelerating

successive overrelaxation, Comput,J., v.4,
1961, pp. 73-78.

On complex successive overrelaxation, BIT 2



87

A TANULMANYOK sorozatban eddig megjelentek:

1/1973

2/1973

3/1973

4/1973

5/197 3X

6/1973

7/1973

8/1973

9/1973

10/1973

11/1973

12/1973

13/1973

14/1973

Péadsztor Katalin: Moddszerek Boole-figgvények minimélis
vagy nem redundéans, {A,V,D vagy {NOR} vagy {NAND}
badzisbeli, z&rdjeles vagy zardjel nélkuli formuldinak
el6allitdsara

BaniKeBH HuiTBaH: PacvneneHHe MHorocBH3Hux npoMuuxneHHHix
npou,eccoB ¢ noMomtio BbiMHCJiHTejibHUX MaiiiHnh

Adam Gyodrgy: A szamitégépipar helyzete 1972 masodik
felében

Banyadsz Csilla: Identification in the Presence of Drift
Gyurki J.-Laufer J.-Girnt M.-Soml6é J. : Optimalizald
adaptiv szerszamgépiranyitdsi rendszerek

Szelke E.-ToOoth K.: Felhasznéldéi Kézikényv /USER MANUAL/
a Folytonos Rendszerek Szimuldcidojadra készult ANDISIM

programnyelvhez
Legendi Tamas: A CHANGE nyelv/multiprocesszor

Klafszky Emil: Geomatriai programozas és néhany alkal-

mazésa
R. Narasimhan: Picture Processing Using Pax

Dibuz A.-Géspéar J.-Varszegi S.: MANU-WRAP héatlaphuza-
loz6, MSI-TESTER integralt aramkoroket méré, TESTOMAT-C
logikai héaldzatokat vizsgald berendezések ismertetése

Matolcsi Tamés: Az optimum-szamitds egy uj modszerérdl

Makroprocesszorok, programozasi nyelvek. Cikkgyljtemény
az NJSzT és SzTAKI kozos kiadasaban.

Szerkesztette: Legendi Tamés
Jedlovszky P&l: Uj modszer bonyolult reKtifikdl6 oszlo-
pok vegyészmérndki szadmitasara

Bak6 Andrads: MTA kutatdéintézeteinek bérszdmfejtése széa-

mitégéppel



88
15/1973 Adam Gyorgy: Kelet-nyugati kapcsolatok a szamitogép-
iparban

16/1973 Fidrich I.-Uzsoky M.: LIDI-72 listakezeld rendszer a
Digitdlis Osztalyon, 1972.évi valtozat

17/1974 Gyurki Jozsef: Adaptiv termelésprogramozd rendszer
IAPS/ termelomihelyek irdnyitdsara

18/1974 Pikier Gyula: MINI-szdmitogépes interaktiv alkatrész-
programird rendszer NC szerszdmgépek automatikus
programozaséahoz

19/1974 Gertler,J.-Sedlak,J.: Software for process control

20/1974 Vamos,T.-Vassy,Z.: Industrial Pattern Recognition
Experiment - A Syntax Aided Approach

21/1974 A KGST |.-15-1.: "Diszkrét rendszerek automatikus ve-
zérlése" c. témaban 1973. februarban rendezett szemi-

narium el6adasai

22/1974 Arat6o,M .-Benczlr,A.-Krdmli,A .-Pergel,J.: Stochastic
Processes, Part |I.

23/1974 Benk6 S.-Renner G.: Er6sen telitett magneses korok sza

mitégépes tervezési modszere

2411974 Kovacs GyOrgy-Franta LaszIloné: Programcsomag elektro-
nikus berendezések hatlaphuzalozdsdanak tervezésére

25/1974 Jardan R. Kéalméan: HA&romféazisu tirisztoros inverterek
dllandosult tranziens jelenségei és bels6 impedancidja

26/1974 Gergely J6zsef: Numerikus modszerek sparse matrixokra

2711974 Somloé Janos: Analitikus optimalizaléas

28/1974 Vamos Tibor: Targyfelismerési kisérlet nyelvi mddsze-
rekkel

29/1974 Méricz Péter: Vegyészmérndki szadmitasi modszerek fa-
zisegyensUlyok és kémiai egyensulyok vizsgélatéra



30/1974

31/1975

32/1975

33/1975

34/1975

35/1975

36/1975

37/1975

38/1975

39/1975*

40/1975

89

Vassy,Z.-Vamos,T.: The Budapest Robot - Pragmatic
Intelligence

Nagy Istvadn: Frekvenciaosztdsos kozépfrekvencias inver-
terek elmélete

Singer D., Borossay Gy., Koltai T.: Gazhéalézatok opti-
malis irdnyitdsa kilénos tekintettel a FOvarosi Géaz-
mivek héald6zataira

Vamos, T.-Vassy,Z.: Limited and Pragmatic Robot Intel-
ligence

Mérd,L.-Vassy,Z.: A Simplified and Fastened Version

of the Hueckel Operator for Finding Optimal Edges in
Pictures

Tajino B. : nporpaMMa «jih pacno3HaBaHHH reoMeTpnvecKHX
06pa30B, OCHOB3HHaH Ha JIHHrBHCTHVeCKOM MeTOfle OnHCaHHfI

h aHann3a reoMeTpHvecKHX c¢cTpyxTyp

L&szl6 Nemes: Pattern Indentification Method for In-
dustrial Robots by Extracting the Main Features of
Objects

Garddi-Krdamli-Ratk6-Ruda: Statisztikai és szadmités-
technikai modszerek alkalmazasa ko6rhazi morbiditas

vizsgalatokban

Renner Gé&bor: Elektroméagneses tér sza&mitdsa nagyhdmér-
sékleti anyagban

Edgardo Felipe: Specification problems of a process
control display

Hajnal Andrasné: Nemlinedaris egyenletrendszerek meg-

oldadsi mdbdszerei

A.Abd EIl-Sattar: Control of induction motor by three
phase thyristor connections in the secondary circuit

Gerhardt Géza: QDP Grafikus interaktiv szubrutinok a
CDC 3300-GD'71 grafikus konfiguréaciora



41/1975

42/1975

43/1975

4471975

45/1975

46/1976

47/1976

48/1976

49/1976

50/1976

51/1976

52/1976

53/1976

54/1976

55/1976

90

Araté M.-Benczar A.-Kramli A.-Pergel J.:
Stochastic Processes, Part I1I.

Araté MAatyds: Fejezetek a matematikai statisztikdbdl
szadmitdégépes alkalmazéasokkal

Matavovszky Tibor - dr P&sztorné Varga Katalin:
Programrendszer Boole-figgvényrendszer egylttes egy-
szerlsitésére vagy minimalizalasara

Bacsé Nandorné: Pneumatikus aramkori hazardok

Varga Andréds: Ellenparhuzamos félvezetéparokkal vezé-
relt aszinkronmotoros hajtdsok sz&mitdsi modszerei

Galdntai Aurél: Egylépéses modszerek lokalis hibabecs-
lései

Abaffy Jozsef: A feltétel nélkili figgvényminimaliza-
ld&s kvadratikus befejezésli modszerei

Strehd Maéria: Stiff tipusu kodzdnséges differencial-
egyenletek megoldasardl

Gerencseér LA&szlé: Nemlinedaris programozasi feladatok
megoldasa szekvencialis modszerekkel

Treer RoObert: A syntax macro definition language
Baké Andras: TIMER idéredukcids programcsomag
W.A. Potas: Computer Aided Design

Farkas Erné: MP (J>2 makroprocesszor altaldnos ismer-
tetése

N.N. Puri: Multi Element Fault Isolation in Electronic
Circuits

Edgardo Felipe: The Design of color, Raster-Scan
graphical displays for process control applications

A tt-gal jeldlt kivételével a sorozat kotetei megrendelheték az Intézet konyvtaranal /Budapest, XIII. Victor Hugo u. 18-22/









	Tartalom
	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������


