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BEVEZETES

Dolgozatomban a nemlinearis programozas néhany elméleti kérdését
és a biuntet6fuggvények moédszerével /SUMT/ illetve a multipli-
kator modszerrel kapcsolatos nehézségeket és uj eredményeket tar-
gyalok. A kozolt vizsgalatok kiindulépontja Fiacco és McCormick
konyve volt, amely az elsé Osszefoglald mi a SUMT modszerrdél.
Szamos érdekes eredmény mellett az emlitett kdnyvben sok a nyi-
tott kérdés is, elsBsorban a SUMT médszer numerikus megvaloési-
tasaval kapcsolatban. A SUMT médszer alkalmazasa soran ugyanis
igen rosszul kondicionalt részfeladatokat kapunk. A rosszul kon-
dicionaltsag elharitasara két modszert mutatunk be. Az egyik
médszer a segédfiggvény Hesse-matrixanak egy alkalmas felbontasan
alapszik, amelyet a linearis algebraban ismert Householder-
triangularizacio segitségével valdésithatunk meg. Ezt a médszert

a masodik fTejezetben ismertetjiuk. A masodik médszer a multipli-
kadtorok moédszere, amely az irodalomban is olvashat6é. Ezt a har-
madik fejezetben targyaljuk, uj bizonyitassal. Ramutatunk az uj
matematikai képalkotas elméleti kovetkezményeire is.

A dolgozat célja az uj eredmények kozlésén tul egy oOsszefoglald
targyalas nyujtasa. F6leg azokat a kérdéseket részletezzik, ame-
lyek Fiacco és McCormick konyvében nem szerepelnek. Ezért kaptak
tobb helyet a dolgozat els6 fejezetében a kvazikonvex figgvények-
kel kapcsolatos eredmények és néhany kozponti szerepl matrixel-
méleti eredmény.

A SUMT mdédszerrel kapcsolatos vizsgalatokat nem tekinthetjuik
befejezettnek. A dolgozatban ko6zolt eredmények alkalmazasa spe-
cidlis feladatok esetén szamos uj, érdekes kérdést vet fel.
Miel6tt erre ratérnénk, roviden attekintést adunk a SUMT médszer
"els6 megjelenési Tormairol.
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Az els6 feladat egy variacios probléma :

T
min/ F(x,x,t)dt
0
ni
g"(x) =0 i=1, ..., m

A keresett x(t) gOrbe kezd6 és végpontja rogzitett. Illyen fel-
adatra vezet pl. egy geodetikus vonal meghatarozasa. Az /1/ fel-
adat helyett tekinthetjuk a kovetkez6 segédfeladatot:

T .
min /(f(x ,x, D+ &
o] i

m
h g-\)Jdt.
=1 1

Ez egy feltétel nélkuli variaciés probléma, amelynek £,-to0i
figgé x (6/71) megolddsa tart az /1/ fTeladat megoldasahoz, ha
&-*0. Az x(£/,t) kozelité megoldads meghatarozasahoz meg kell
oldanunk az Euler-Lagrange egyenletet, ami egy masodrend( nemli-
nearis differencialegyenlet.

A SUMT médszer torténetében a masodik jelent6s alkalmazas a nem-
linearis programozas feladataival kapcsolatos . A feladatot a

min ()

12/ gi(x)=0 i
h -0 i
J

alakban adjuk meg.



7

A /2/ fTeladat helyett tekinthetjuk a

m p
mian%,r) = f(x)—rfgllngrsx) +r h

feladatot. Ez egy feltétel nélkili minimalizadlassal megoldhato.
Az x(r) megoldads r-t6l fiugg és megmutathaté, hogy r-*0 ese-
tén x(r) tart a /2/ feladat megolddsahoz. A dolgozat teljes
egészében a /2/ feladattal foglalkozik.

A SUMT modszer legfrisebb alkalmazasi terllete az iranyitaselmé-
let. Tekintsuk az

X = f(x,u0)
/3/ p
min/F(x,u)dt
o]
feladatot, ahol x(0), x(t) adottak. Itt x a rendszer fazisvek-

tora, u az iranyitasi vektor. A /3/ feladat helyett tekintsuk a

T -1
min /(@FX,u) + C WHx - f(x,u) ]|I2) dt
o]

variacios problémat. Az x(o0), x(t) értékek tovabbra is rogzi-
tettek. Megmutathatd, hogy £-°®) esetén a variacioés probléma
megoldasa tart a /3/ feladat megoldasdhoz. Iranyitaselméleti
feladatoknak ezt a megoldasi médjat szokas O technikanak is ne-
vezni, a modszer megalkotdja, Balakrishnan szohaszndlatat kovetve.
Sajnos Balakrishnan munkaiban a numerikus szempontok elsikkadnak.
Ujabb cikkekben a varhaté numerikus nehézségeket a multiplikator-
modszer alkalmazasaval probaljak megelézni. Figyelemremélté vona-
sa a /3/ feladatnak, hogy az extrapolacidés technikanak a dolgo-
zatunkban bemutatott kezelési médja nem alkalmazhatdé. Ennek oka-
pedig az, hogy a Householder-triangularizaciét nem sikerult ~ine-
aris differencial-operatorokra hatékonyan alkalmazni.
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A jelen vizsgalatokat a kovetkez6 problémak inditottak el:

a /2/ feladatban a p(x,r) figgvény minimalizaldsa igen nehéz,
mivel p(x,r) az optimum kodzelében csaknem szingularis. Ezért
egy extrapolacidés technikat dolgdzunk ki, amely az x(r) go6rbe
linearis kozelitesen alapul, s az x optimumot az

xX * x{rj\ - rgx ®

kozelités alapjan szamoljuk ki. A masodik fejezetben megmutatjuk,
hogyan alkalmazhaté ez a kozelités az x(r) gorbén kivial is, mas-
részt hogyan szamithatdé ki hatékonyan a dx(r) Zdr érintdvektor.

A multiplikatormédszernél a kovetkezd probléma merul fel:
a /2/ feladathoz megszerkesztjuk a

2/ \
6y
1 3

Qx.w,k) = () +

Il =T

un. bovitett Lagrange fluggvényt. Feltesszik, hogy minden felté-
tel egyenléség . Adott w mellett megoldjuk a

min Q (x,w,k)
X

s

feladatot, a megoldast jeldlje x(w) és ezutdn w értékét a

6w . = 2k h .(x (W) )

korrekcidkkal médositjuk. Fontos kérdés mar most, hogy az x(w)
minimumot milyen pontossaggal kell meghatarozni. Megmutatjuk,
hogy a w és x valtozok egyidejl korrekcidja tobb médon is
lehetséges. Erre példa a 111. fejezet (4.13) algoritmusa.

A dolgozat negyedik fejezetében megmutatjuk, hogy a sztochasztikus
kus programozas két fontos feladattipusara, a veszteségfliggvényes
és a megbizhatdsagi jellegl sztochasztikus programozasi feladatra
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a SUMT modszer ill. a multiplikadtormédszer sikeresen alkalmaz-
hat6. Ezt ugy értjuk, hogy a feladat feltételi flggvényeinek
Monte-Carlo modszerrel torténd kiértékelését és a nemlineéaris
programozasi eljarasokat az esetek nagy részében sikeriult egy
sztohasztikus approximacios eljarassa egyesiteni.

Végul a Fuggelékben altalanos esetben is vizsgaljuk bonyolult
feladatok dekompozicidjadnak a kérdését. A probléma a kbdvetkezd:
adott egy

Xner = Xpn "GP Yangl

algoritmus, amelynek a jobboldaladan egy kifejezést mint egy
y(xn) Tfiuggvényt kezelink. Ez a fuggvény csak algoritmikus utdn
hatarozhaté meg, mégpedig az

yn+l “ Yn - r(™n*

algoritmus alapjan. Megmutatjuk, hogy a szdébanforgdé két algorit-
mus egyetlen konvergens algoritmussa egyesithetf elég tag felté-
telek mellett. Ezt a Fuggelék (1.06),(1.7) képletében adjuk meg.

A dolgozat célkitlzése harmas jellegli. Els6ként az irodalomban
hianyosan, hibédsan vagy kelld elegencia nélkul koézolt eredmények
nek kivanok egy egységes és viszonylag rovid targyalast adni.
Masodszor a kozvetlen koérnyezetemben, illetve az irodalomban fel
meruiléd néhany megoldatlan szamitastechnikai probléma megoldéasat
mutatom be. Az uj modszerek igy a meglévd matematikai programozo
si software tovabbfejlesztésére konnyen alkalmazhatok. A kozolt
eljarasok alapvetfen uj modszertani elemeket tartalmaznak, a
hangsuly is ezen van. A minden részletre kiterjedd algoritmikus
sémakat is ezért mell6zom. Végul a dolgozat célja Ujabb vizsga-
latok kezdeményezése, amennyiben az uj metodika alkalmazédsa az
optimalizalas mas terlletein /jatékelmélet, folyamatiranyitas/
jelentés erd6feszitéseket kivan.
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A dolgozatnak a hazai, illetve nemzetkdzi kutatasokban elfog-
lalt helyét a f6bb hivatkozidsok megadasaval kivanom megvila-
gitani. Az irodalomjegyzék nem kimeritd, de ugy vélem, elegen-
dé segitséget nyujt az érdekl6d6 olvasdé szamara.

A dolgozat megiraséaban nagy segitségemre voltak az MTA SZTAKI
Operaciokutatasi Osztalyanak munkatarsai, kulonbsen pedig
Prékopa Andras és a nemlinearis programozasi csoport tagjai:
Bernau Heinz, Mayer Janos, Rapcsak Tamas, valamint Kutas Tibor.
Halaval tartozom a moszkvai VCAN és az oxfordi egyetem Com-
puting Laboratory munkatarsainak is, akiktél sokat tanultam.
Koszonettel tartaozom Bajan Laszldénénak és Gabnai Katalinnak

a gépeléséért és a Tudomanyos Titkarsagnak a dolgozat kialli-
tasaban nyldjtott segitségéért.
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ELMELETI EREDMENYEK OSSZEFOGLALASA

1. A feladat megfogalmazasa

A nemlinearis programozas feladatat a

min ()

d gt -0 i

1/ m

alakban fogalmazzuk meg. Ittt xG En , ahol En az n-di-
menzids Euklidesi teret jeldli. A feltételek altal megha-
tarozott tartomanyt R-rel jeloljuk. Feltesszuk, hogy R
nem Ures kompakt halmaz. Az f(x), g.() fuggvényekrél fel
tessziuk, hogy differencialhatok egy az R halmazt tartal
mazé nyilt halmazon. Definialjuk az

R = {x |g™"x) >0 , i =1, ..., m}

halmazt. Megkoveteljuk, hogy R° lezartja R° legyen.
Feltételeink mellett az f(xX) Tfiuggvény R-en eléri a mini
mumat. Feltessziuk, hogy az (@) feladatnak egyetlen lokéa-
lis megoldasa van, amelyet xx -gal jeldlunk. Ez a felte-
vés altaldban teljesul, ha a feladat egy lokalis minimu-
mara mar ismert egy kozelités és a megengedett tartomanyt
uj Feltételek hozzavételével sziukitjuk. Feladatunk xx

meghatarozasa.

Az (@) fTeladatnal altalanosabb a kovetkezdé ) feladat

min f(x)

g.(x)z @] P =1, ..., m
/B/ :

h] (X)= (0] j =1/ oo P

Az f,gi ,hj Fuggvények differencialhatok egy az S hal-
mazt tartalmazé nyilt halmazon./A megengedett tartomanyt
S-sel jeloljuk./ Feltesszuk, hogy S kompakt halmaz.
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Az egyenlétlenség feltételek altal meghatarozott halmazt
R -rel jeloljuk. Az () feladathoz hasonldéan feltesszik,
hogy R° lezartja R, tovadbba& hogy az f(x) fliggvénynek az
S halmazon egyetlen lokalis minimuma van, amit x -gal
jJelolink.

Mind az (@) mind pedig a (@) feladat esetén hasznalni fog-
Juk a

I &) = {1 lgx(xx) =0}
jelolést. I (xx) tehat az aktiv indexek halmaza.

Az (@) (b) fTeladatok megoldasara elterjedt a SUMT mod-
szer. A SUMT médszer részletes kidolgozasa Fiacco és
McCormick érdeme. ROviden attekintjuk a SUMT modszereket.
Alapgondolatunk a kovetkez6: A feladathoz szerkesztink egy
p(x,r) segédfiggvényt, amelynek feltételnélkiuli minimuma
x(r) konvergal xX -hoz, amint r —m0. A segédfiggvényeket
ugynevezett bintet6fliggvények segitségével szerkesztjik.
ElIs6 példank a logaritmikus biunteté6figgvény, amelyet az
(@) feladat megoldasara hasznalunk. Definicidja:

/1-1/ 1x) = -

Inm33

Ing.(x).-

A segédfiuggvényt a

p(x,r) = fx) - r_gllng.(x)
i=
képlettel szamitjuk. Ez a fuggvény R-n felveszi a mini-
mumat, mert R hatarahoz koézeledve p(x,r) tart végtelen-
hez. Egy minimum helyet jeldljon x(r) . Belathatdé, hogy
r-*0 esetén x () tart xX -hoz. Mivel p(x,r) altalaban
nem konvex az x(r) meghatarozasa nem trivialis feladat.
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Ugyancsak az () feladat megoldasanal hasznaljuk a recip-
rok buntetd§ Tfuggvényt, amelynek definicidja

m 3

/1.3/ 1) = —AT-,

A négyzetes bluntetéfluggvény alkalmazasara akkor van sziuk-
ség, amikor a feltételek kozott egyenldségek is szerepel-
nek. A négyzetes bintetéfuggvényt a (b) feladat esetén a
kovetkez6 médon definialjuk>.

m 9
/1.4/7 IxX) = Z2 gxt(X)_ +

o]
h. @t
i=I J J

I m-o
-_—

ahol g (X)_= min {0,gi (X)}f a segédfiuggvényt pedig a

/1>5/ PC.r) = FOO) + i 1)

képlettel szamitjuk. A négyzetes binteté6figgvény alkalma-
zdsanak egyik elénye, hogy nem kivanja megengedett pont is-
meretét. A modszert kilsé pont moédszernek is nevezik, meg-
mutathatdé ugyanis, hogy a p(x,r) Fuggvény feltétel nélkuli
minimuma altalaban R -en Kkiviul eseik. A (b) feladat meg-
oldadsanak egy mésik utja vegyes buntet6fuggvények alkal-
mazasa. Ezt a kovetkezb6képpen szerkesztjuk:

m p
/1.6/ PG =T - ¢ 7 Ingix) ¥ ¢ E "GO
J=1

Vegyes médszert kaphatunk a reciprok binteté6fiiggvény és a
négyzetes bunteté6fiuggvény kombinadlasabol is. A segédfigg-
vény helyes alakja ekkor

m
/1=7/ P(x,r) fx) + r E +r
i-1 gi(x)
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Az (@) feladat esetén a négyzetes bilntetéfiggvény alkal-
mazasanak egyik hatranya az, hogy masodik derivaltja R
hatdran nem létezik. Ezt a hatranyt kikuszoboli a kovet-
kez6 exponencialis buntetéfiggvény

/1.8/ P(x.r)= FOO +r B o7 FOTCO
i=1

A konvergencia tételt az altalanosabb (b) feladatra fogal-
mazzuk meg.

1. Tétel. A () Teladathoz szerkessziuk meg az (1.4 ,
a.e), A.7nD p(x,r) segédfiuggvények valamelyikét.

A p(x,r) Fuggvény Teltételnélkili minimumat jeldlje x(r).
A (b)) fTeladattal kapcsolatban mondott feltételek mellett
X () —mxx amint r=2=0.

2. Optimalitasi kritériumok

El6szor az (a) feladattal kapcsolatban fogalmazunk meg opti-
malitasi kritériumokat.

Megkdvetel juk a kovetkezd Tfeltétel teljesulését:
©® az x* pontban a Vg M(xx) 10 J(xx)

vektorok linearisan fuggetlenek. Ekkor teljesul a Kuhn-Tucker
féle elsbrendl regularitasi feltétel /Id. [24) /- Ebbdl pe-
dig kovetkezik, hogy x -ban teljesil az optimalitas Kuhn-
Tucker szukséges feltétele, amelyet a kovetkez6 tételben fo-
galmazunk meg.
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2. Tétel. Ha az (@) feladatra teljesil az () feltétel,
akkor léteznek olyan Lagrange-szorzok, hogy fennallnak
a
m

/2 .1/ VEF(xX) - ~u*Vg.(xX) =0

uxgM(xxX) =0 1 =1, , M

u 30‘

i

feltételek.

A masodik Tfeltétel elnevezése komplementaritasi feltétel.

Ha itt és g~x ) egyidejileg nem nulla barmely i-re,
akkor azt mondjuk, hogy a szigoru komplementaritasi feltétel
teljesul.

Vezessiuk be a Lagrange fluggvényt az

m
12.2/7 1 ,u)=TFTX) - ifl uigi(x)
képlettel. Itt u egy m -dimenzids vektort jelol, melynek
i -dik komponense u~. A Lagrange-fiuggvényt csak u™ =0
mellett értelmezzik. A /2.1/ feltételeket igy is kifejez-
hetjuk

12.21 vx LK, WY = o
uxXxg.(xx) =0 i =1, .., m
>
u. =0 i =1, , M

A () feladat esetén a Kuhn-Tucker féle elsbrendl regula-
ritasi fTeltételek teljesiulésének elégséges feltétele, hogy a
Mj_(xXX), iCl(xX), V_.h(x ), j=I1,...,p vektorok lineéarisan
fuggetlenek legyenek. A Lagrange fiuggvénytmost az
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m p
/72.3/7 1 (x,uw) = T Eug-.(x) + £ w.h.(X)
=1 1 Jil 3 3v 7

képlettel definialjuk. A w itt egy p dimenzidés vektor,

amelynek komponensei a w™-k. A Lagrange-szorzokra nincs
eléjelmegkdtés. Ilgaz a kovetkezd
3. Tétel. Ha xx a (b) Tfeladat megoldasa és a
Vg.(xX) , 1CI&xx) , V.oh(xx) , Jj=1, ..., p vektorok
ngaetlenek, akkor létezenk olyan ux, w” Lagrange-szorzok,
hogy teljesilnek a 1 N
12.A/ x1 (x*, u*, ,,*) =0
hj¢o*) = 0 j=1, P

Uu* ggx*) =0 i =1, m

u? a-o
feltételek.

F6leg nem-konvex feladatok esetén hasznos masodrend( optima-
litasi kritériumok bevezetése. Nem-konvex feladatot kapunk,
ha a feltételek kozott egyenléségek is szerepelnek és ezek
nem linearis egyenldségek. A masodrendd optimalitasi feltétel
teljesiuléséhez szikség van egy masodrendld regularitasi felté-
tel megfogalmazasdhoz /I1d. Q9J /. Ehelyett egy tobbet kove-
tel6, de egyszerl( feltétellel élunk:

12.51 az f,oi fuggvények kétszer folytonosan differen-
cialhatok és a

vgx(x*) / i£El(xx) , hu(xx), J =1, ..., p

vektorok linearisan fuggetlenek.
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Az optimalitids masodrend( sziukséges kritériumat fogalmazza meg
a kovetkez§ tétel.

4. Tétel. Ha xx a (b) Tfeladat megoldasa és teljesiljenek
a /2.5/ feltételek, akkor léteznek olyan u®, Lagrange-
szorzok, amelyekkel teljesul a /2.4/ feltételrendszer, tovab-

ba barmely y GEn vektorra, amely kielégiti az

|
o

y . Vg.(x*) i GI1(xx)

/2. 6/ yr e Vho(x*) = = =3
D

|
o
9]

feltételrendszert, teljesiul az

12.1l y . vx2 1 u*w*)y =0

egyenlétlenség.

A masodrend(l optimalitasi Tfeltétel eré6sebb formidja mar elég-
séges Teltétel. Ezt mondja ki az 5. Tétel.

5. Tétel. Legyen xX a (b) fTeladat egy megengedett pontja,
amelyre teljesulnek a /72.4/, /72.5/ feltételek. Tegyuk fel
tovabba, hogy ha y ~ 0 olyan vektor, hogy

y\ Vgi(xx) =0 minden i-re, melyre u¥>>0
yi. Vgt () % o i G I(xx) -ra.

és
y"evhjOx) =0 1 =1, ..., p-re

akkor i1gaz az

/2.8/ X" Vx% L(xx ,u*,w*)y>0

egyenlétlenség. Ekkor x* az F fluggvénynek az S megenge

dett tartomanyon vett izolalt lokalis minimuma.
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3. A SUMT mdédszer és az optimalitasi kritériumok 6sszefliggése.

A SUMT moOdszer egy érdekes levezetését adjak Fiacco és
McCormick az optimalitasi Kkritériumok alapjan. A SUMT mdod-
szerrel kapcsolatos vizsgalatok gyakran ebbdl az Ujszerd ér-
telmezésbdl indulnak ki. Tekintsuk az /A/ feladathoz tarto-
z6 Teltételrendszerben a komplementaritasi feltételeket.

Ezek jobboldalara Irjuk O helyett r -et, ahol r>0.
Az igy perturbalt feltételrendszer tehat a kovetkezs:

m
/3e1/ VF(X) - Zu. Vg.(x) =0 .
i=1 1 1
13.2/ uigx(x) = r i =1,
o, Bo

Tegyuk fel, hogy ez az egyenletrendszer Xx-re és u-ra meg-
oldhaté, a megoldasokat jeldlje x(r) és u(r) .

Tegyuk még fel, hogy x(r) megengedett pont. /3.2/ -boi

ur  kifejezhetd s igy kapjuk a

I n3

—5— vgr () =0
I gi(x(r)

VE(x @)

i
egyenletet.

A baloldal itt nem mas, mint a logaritmikus bintet6figgvény
gradiense az x(r) helyen. Kés6bb megfogalmazand6é feltételek
mellett megmutathaté, hogy x(r) -ben V2 p(x,r) pozitiv de-
finit elég kicsiny r esetén, tehat x(r) a p,r) TFfigg-
vény egy loké&lis minimumhelye, /Ild. Fiacco-, McCormick, 3.
fejezetéet/

A négyzetes bunteté6fliggvény médszere is levezethet6 a Kuhn-
Tucker féle feltételek egy masik pertubacidéjabol. Tekintsuk
a (b) feladatot abban a formgjaban, amikor minden Tfeltétel
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egyenlfség. A 12. Al feltételrendszer helyett vezessik be a
kovetkez6 feltételrendszert

m
/3.3/ VE(x) + Zw. x =20
2=
/3.4/ .r = h_. j=1; .. ..,p-
er 3 J p

Tegyuk fel, hogy a /3.3/ /3.4/ feltételrendszernek van egy
x(r) , w(r) megoldasa. /3.4/-b6l w .-t kifejezve és /3.3/-ba
helyettesitve a

» hj
VE(x(r)) + P -ESESE?Vh-(x(r))zo

egyenletet kapjuk. A baloldal itt nem mas, mint a négyzetes
binteté6fluggvény gradiense az x(r) helyen. Bizonyos TfTélté-
telek mellett megmutathaté, hogy x(r) -ben V p(x,r)
pozitiv definit ha r elég kicsiny és igy x(r) a p({x,r)
fluggvény lokalis minimuma /ld. Fiacco - McCormick, 4. feje-
zet/.

A Kuhn-Tucker féle elsbérendl optimalitasi kritériumban sze-
replé Lagrange-szorzék a SUMT modszer alkalmazasakor automa-
tikusan adédnak. Ezt a tényt pontosabban a logaritmikus bln-
tet6flggvény esetén fTogalmazzuk meg.

6. Tétel. Legyen xx az (a) feladat megoldasa.

Az f,g~ 1 =1, ..., m fuggvények legyenek folytonosan
differencialhatok és a Vg (xx) iGl (xx) vektorok legye--
nek linearisan fuggetlenek. A logaritmikus buntetéfiggvény
izolalt lokalis minimumainak egy x -hoz konvergaldé soroza-
tat jelolje x(r).

Vezessuk be az

/3.5/ u.(r) = - ,—ru
1 gi(x (@)

bl

1, ...i m

jelolést.



20

Ekkor r-fO esetén Uy u* ahol u? az  x* ponthoz

tartozo Lagrange-szorzokat jelolik.

A tétel bizonyitasa egyszerl /1ld. Fiacco és McCormick/.

4. Néhany matrixelméleti eredmény.

Sziukségunk lesz néhany matrixelméleti eredményre, ezeket most
foglaljuk Ossze. Az els6 eredmény Fisnler-Lemma néven ismert,
amelyet a 7. tételben fogalmazunk meg.

7. Tétel. Adott az n-dimenzids euklidesi tér egy linearis
altere, amelyet az

/4.1/ ajx =0 P =1, ..., m

feltételrendszer definidl és egy olyan C szimmetrikus matrix,
hogy barmely /4.1/ -nek eleget tev6 x™O0 vektorra

/4.2/ X"Cx > 0

Legyen adott tovabba egy D szimmetrikus matrix, amelyre
teljesilnek a kovetkez6é feltételek: ha x kielégiti /4.1/-et,
akkor

14.3/ Dx = 0
Tovabba barmely

m
14_.4/ y = Z > a.=*x=0 vektorra

/4.5/ y"Dy > 0
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Allitjuk, hogy ekkor barmely elegendd nagy k pozitiv
szamra az

/4.6/ F=C+ kD

matrix pozitiv definit.

Bizonyitas: Valasszunk egy uj ortogonalis koordinatarend-
szert, amelynek koordinatavektorai a D matrix sajatvekto-
rai. A /4.1/ TfTeltételek altal meghatarozott altér a D mat-
rix invarians altere.

Mivel D szimmetrikus, az ortogonalis kiegészitd altér,
vagyis a /4.4/ alaku vektorokbdl alkotott altér is D inva
ridns altere. Ezért D alakja az uj koordindtarendszerben

Itt egy mxm-es matrix. Feltesszik, hogy az an,..., anN
vektorok linearisan fluggetlenek, ami nem jelent lIényegi meg-
szoritast. A C matrixot a D matrixhoz hasonldéan particio
nal juk:

Az n dimenzidés tér vektorait az uj koordinatarendszerben
(y,z) alakban fogjuk felirni, ahol y m-dimenzidés 2z (n-m)
- dimenzids vektorok.

A /4.1/ fTeltételeknek eleget tevf x vektorok azonosak a
(0,z) alaku vektorokkal, mig a komplementor altér vektorai
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(y,0) alakuak. A /4.2/ feltétel tehat ugy fogalmazhatd,
hogy a C2 matrix pozitiv definit. A /4.5/ feltétel pedig
azt jelenti, hogy a matrix pozitiv definit.

A ill. C2 matrix sajatértékeinek egy-egy pozitiv also
korlatja legyen ji”™ ill. W2 e Szamitsuk ki az F=C+kD

matrix altal meghatérozott kvadratikus forma értékét vala-
mely x=(y,z) 1 0 vektorra:

/4.7/ X"Fx = ky" DNy + y"Cty + 2y"C”z +
A jobboldal als6 becsléséhez felhasznaljuk az

/4.8/ y".DA N jjlyy 2 , z°C2z > 1z012

egyenlétlenségeket. Legyen "1, 1 3 a matrixok
normajanak egy-egy fels6 becslése. Ekkor kapjuk az

/4.9/ y*"Cly = -"gl yh2 , y"c3z = -"131y1 |A|
egyenlétlenségeket. Vezessiuk be az Y=yl . Z = ” pd |

jeloléseket. A /4.8/, /4.9/ becsléseket felhasznalva a
kovetkezd als6 becslést kapjuk:

x"Fx N (k/il-"X1) Y2 - 2~3YZ + Ji2Z2.

A jobboldali kifejezés egy kétdimenzidés kvadratikus forma,
amelynek matrixa



23

Vilagos, hogy ez a kvadratikus forma pozitiv definit, hacsak
k elég nagy, s ezért pozitiv definit az x"Fx kvadratikus
forma is. Ezzel a 7. tételt bebizonyitottuk.

Egyszer(i, de hasznos tétel a kovetkez§

8. Tétel. Legyen adott egy C nxn -es szimmetrikus matrix
€és egy A nxm -es matrix. Az A matrix rangja legyen m

és teljestljon a kovetkezd feltétel: ha valamely n dimen-
ziés x ™ 0 vektorra

/4.11/ X"A =0
akkor
/74.12 / X "Cx >0

Allitas, hogy a

/4.13/ G =

matrix nem szingularis.

Bizonyitas: Tekintslink egy n+m -dimenzids

vektort, melyre

e Gw — 0 .

Részletesebben irva kapjuk a

I
o

/4.15/ Cx + Av

A "X =0
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egyenldségrendszert. Szorozzuk be az els6 egyenl8séget az
x" vektorral balrol. A masodik egyenlet Ffigyelembevételével
az

X"Cx =0

egyenletet kapjuk. Mivel x eleget tesz a /4.11/ feltétel-
nek, kovetkezik, hogy x = 0. Az /4.15/ egyenletrendszer
els6 egyenlete tehat

Av = 0

-ra egyszerlisodik. Mivel A vrangja m, kovetkezik, hogy

<
I

0. Tehat a /4.1.4/ egyenlet barmely w megoldasara
w = 0.

A SUMT mdédszerrel kapcsolatban kifejlesztett extrapolacioés

technika alkalmazasaval hasznos segédeszkdznek fTog bizonyul-
ni a Householder-triangularizaci6, amelyet most ismertetink.
Householder-transzformacidnak nevezink egy

/4.16/ P(u) =1 - RBuu-
alaku matrixsszal megadott transzformaciot, ahol 1 az egy-
ségmatrix és $ = 2/utu . A Householder transzformacio

ugy értelmezheté, mint egy az u normalvektorral meghataro-
zott sikra vald tikrozés. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be.
Tetsz6leges x vektort allitsunk el az

X = )u + Vv

alakban, ahol v ortogonalis u -ra. Alkalmazzuk x -re a
p(u) transzformaciot:

14.11/ p(u)x = Au+v - (iuwu"u = u+tv - 2 U = -)\utv .

Lathaté, hogy P(u) valdban tukrozés. EbbSl kovetkezik az is,
hogy a Householder-transzformacidé ortogondlis transzformacio.
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Megmutatjuk, hogy barmely x vektorhoz talalhaté olyan u,
hogy a p @)x vektornak egyetlen nem-zérd komponense van
elére kituntetett helyen. Valdéban legyen a kitintetett koor-
dinata az i-edik. Nyujtsuk meg az i-dik koordinatavektort az
X vektorral egyenld6 hosszusagura, a kapott vektort jelolje

. Mivel pQu) fiuggetlen a keresett u hosszatol, csupan
annak iranyatol fugg, feltehetjik, hogy x az

/4.18/ X = u- Vv

alakban irhat6, ahol v ortogonalis u -ra. Ekkor a megki-
vant p(u)x = f~ egyenléség 7/4.17/ alapjan felirhatdé az

/4.19/ f+ = - u + v

alakban. A /4.18/ és /4.19/ egyenletekb6l u,v egyér-
telmlien kiszamithato.

A Householder transzformacidék segitségével valositjuk meg az

un. Householder-triangularizaciét, amit szokds QR felbonta-
sanak is nevezni. Legyen A egy mxn-es matrix, ahol m - n.
Szorozzuk meg A-t balrél egy p (uif) matrixsszal agy, hogy az

matrix els6 oszlopadban az elsd elem kivételével valamennyi
elem 0 legyen. A” tehat a kovetkezd alaku

Szorozzuk meg balrol An-et egy olyan p(u2) matrixsszal,
amely az els6 koordinadtavektor altal kifeszitett altéren
identitds, a maradék koordinatavektorok &altal kifeszitett
n-1 dimenzidés altéren pedig uUgy hat, hogy az A2 = p(@2a”n
matrix masodik oszlopdban a masodik elem utan csupa O all.
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Ezt az eljarast folytatjuk, amig lehet. El6fordulhat, hogy a
soronkdvetkez6 oszlopban a diagonalelem alatt mar valamennyi
elem 0, de a késbbb kovetkezd oszlopokban ez még nem all fenn.
Ilyenkor az oszlopokat permutaljuk. A k-adik lépés altalanos

alakja tehat

/4.20/ Brep ™ Pla 18 M 4
ahol F(uk+1) egy Householder-transzforméacio6, 1T egy

permutac iomatrix.

Ha A rangja m, akkor az eljaras m [1épés utan ér véget

és eredményul egy
74.21/ Am = OQAIr

matrixot kapunk, ahol

pUIJ === PK)

O
I

es

A Q matrix ortogonalis. Az Am matrix alak%a

ahol R fels6-hadromszdg alakd nem-szingularis matrix,
/1d. [2] .[12] 7/
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Konvexitasi kérdések

A nemlinearis programozasi feladatok kozott kulonleges helyet
foglalnak el a konvex feladatok. Az (a) alakban megfogalma-
zott feladatot konvexnek nevezzik, ha az f, -g~ fluggvények
konvex fluggvények. A konvex feladatok jelentéségét az adja,
hogy ezen feladatok esetén a Kuhn-Tucker féle feltétel az op-
timalitasnak elégséges fTeltétele is. Ezt mondja ki a kdvet-
kez6

9. Tetel. Tekintsuk az () feladatot. Legyenek az f,g
fluggvények folytonosan differencialhatdé konvex fFlggvények,
melyek értelmezve vannak egy az R megengedett tartomanyt
tartalmaz6é konvex nyilt halmazon. Az xxC R pontban telje-
sulnek a (@2.1) optimalitasi feltételek. Ekkor xX az (&)
feladat megoldasa.

A tétel és annak bizonyitasa megtalalhatoé IZ1 -ban.

A tétel Kkiterjeszthet§ kvéazikonvex fluggvényekre is.- Az idevo-
natkozé elsé eredmények Mangasariantél valék. Ujabban Ferland
bizonyitotta a 9. tétel egy altalanositasat. Egy GUjabb alta-
lanositast adunk a 11. tételben, amely kildnbdzik az emlitett
szerz6k eredményeitél. El6bb azonban a kvazikonvex flggvények
egy jellemzését adjuk.

Megmutatjuk, hogy kvazikonvex fluggvények egy igen tag osztéa-
lya alkalmas monoton transzformacid segitségével konvex flgg-
vénybe megy at. EI6bb azonban bevezetjik a szigoruan kvazi-
konvex fuggvény fogalmat. Egy D konvex nyilt halmazon két-
szer folytonosan differencialhatd f kvéazikonvex Tfluggvényt
szigoruan kvazikonvexnek mondunk ha F nivofeluleteinek gor-
bilete minden xCd -re zérustdol kulénbdzé6. Ilgaz a kovetkezd

10. Teétel. Legyen T(x) egy kétszer folytonosan differencial-
haté szigoruan kvazikonvex fuggvény, mely értelmezve van egy
D konvex nyilt halmazon. Legyen D egy D-ben fekvd konvex
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kompakt halmaz. Ekkor létezik olyan kQ szadm, hogy k>kQ

esetén az

o s s r\ kf X

fuggvény konvex DO_n*

Bizonyitas: Legyen xq a D halmaz egy pontja és tekintsuk
a
/5.1/ P=(xo +v | VAM(xQ) .v = 0}

egyenlettel meghatarozott hipersikot. Ennek a hipersiknak a

paraméteres elballitasa legyen a kovetkezd

P = {x | x =By + x }
o

ahol B egy nx(n-1) -es matrix, y pedig tetsz6leges (n-1)
dimenzidés vektor. Mivel f(xX) kvazikonvex, azért az F(X)
fuggvénynek a P-re vald megszoritasa xQ-ban minimalis.

Ez ugy is megfogalmazhat6, hogy a

/5.2/ i(y) = f(x0 + By)

fliggvény y = 0 -ban éri el minimumat. Ezért a \Y o)
matrix pozitiv szemidefinit. Az y vektorok paramétérezik
az fT(X) nivéofeluletéhez vont P érintésikot. A nivofelu-
letnek kuldnb6zd iranyokban vett gorbuleteit az

y" *yy@(C)) y

kifejezések adjak. Mivel F(x) szigoruan kvazikonvex ez a Kki-
fejezés y f 0 esetén nem lehet 0, tehat Vyy9 pozitiv de-

finit. Ez /5.2/ felhasznalaséaval uagy is irhatdé, hogy minden
y F 0 vektorra fennall az

/5.3/ y"B " vIxF(x)By>0
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egyenlétlenség. Vagyis a v " VxM(xX)v  kvadratikus alak po-
zitiv definit a

/5.4/ V'f(xJ -v =0

egyenlet altal meghatarozott altéren.

Szamitsuk most ki az f(x) = ekf~™~) fuggvény Hesse-matrixat:
V £f(x) =k ekfi<» VTR

/5.5/

vI;F G = kekFO) (V 2F () + KVF(X) V'FOO)

D= vfiQQQV" T
aL= ?2f()

valasztassal teljesilnek a Finsler-lemma feltételei, ezért az
/5.5/ jobboldaléan &allé matrix pozitiv definit, hacsak k
elég nagy. Ezzel a 10. tételt bebizonyitottuk.

A most bebizonyitott tétel szoros kapcsolatban van a kvazi-

konvex kvadratikus fuggvények Kéri Gerzson 4&ltal adott jel-
lemzésével.

A 10. tétel alapjan megmutathatdé, hogy a Kuhn-Tucker feltétel
teljesilése szigoruan kvazikonvex feladat esetén is az opti-
malitas elégséges feltétele. Pontosabban igaz a kdvetkezd:



- 30

11. Tétel. Legyenek az (A) Teladatban szereplé F,-g.
fluggvények kétszer folytonosan differencialhatd szigoruian
kvazikonvex fluggvények, amelyek értelmezve vannak egy az R
megengedett tartomanyt tartalmazé D konvex halmazon. Az R,D
halmazok legyenek korlatosak. Az x G R pontban teljesul-
nek a .D Kuhn-Tucker feltételek. Ekkor xX az (@) fel-
adat megoldasa.

Bizonyitas: A 10. tétel szerint létezik oly k szam,
hogy az
FX) = ekfCx)
-kgi &
Gx(X) + 1

fuggvények konvex ill. konkav fuggvények, melyek értelmezve
vannak egy R-et tartalmaz6é konvex nyilt Dg halmazon. Az
eredeti feladattal ekvivalens a kodvetkezd feladat

/5. 6/ minF(x)
GM(Xx) =0 i =1, ..., m
Mivel VF(X) = skalar . VFf(X)
és
VGN(x) = skalar

kovetkezik, hogy xx az /5-6/ fTeladatnak is Kuhn-Tucker
pontja. A 9. tétel alapjan tehat xX az /5.6/ fTeladatnak
és igy a vele ekvivalens eredeti () feladatnak is megoldasa.

Konvex feladatok esetén a logaritmikus, a reciprok, valamint
a négyzetes binteté6figgvény alkalmazasa esetén a p(x,r)
segédfiggvény konvex. Ezért p(x,r) globalis minimumanak a
meghatarozasa szamos ismert eljarassal lehetséges. Sajnos kva
zikonvex feladat esetén hasonldé allitids nem érvényes. Ha azon
ban a célfiuggvény konvex, a feltételi fuggvények pedig kvazi-
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konkavak, akkor a 10. Tétel alapjan varhaté,hogy a

I
-h
7~
X
<
+
[
th
(]

\
p(x,r)

exponencialis buntet6fiuggvény konvex lesz. Specialis esetben
a logaritmikus buntet6fiuggvény is konvex segédfiuggvényhez ve-
zet. Ez a helyzet a sztohasztikus programozas bizonyos fela-
dataiban, ahol a feltételekben szerepld fuggvények logarit-
mikusan konkav flggvények.

A kvazikonvex programozasi feladatokkal kapcsolatban sok szép
eredmény szuletett Magyarorszagon. Martos Béla és Kéri Gerzson
munkai féleg elméleti eredményeket tartalmaznak, /1d \24] ,20YV .
Kovacs LaszIl6 Béla a gradiensvetitési médszertm Prékopa Andras
pedig a Zoutendijk-féle megengedett iranyok médszerét terjesz-
tette ki kvazikonvex programozasi feladatokra /1d. j20] , J0j /.
Ez utobbi két eredmény lényegében a 10. Tételbdl egyszerien
levezethetd.
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AZ EXTRAPOLACIOS TECHNIKA ES KITERJESZTESE

Az extrapolacidés technika megalapozéasa

Az extrapoléaci6 alkalmazisa azt a célt szolgalja, hogy a SUMT
i6dszer konvergencidjat meggyorsitsuk. Az extrapolacidés techn
ka elméleti hatterét elfszor a logaritmikus biuntet6fuggvény
esetén mutatjuk be. Legyen xX az (a) feladat egy Kuhn-
Tucker pontja.

A logaritmikus buntetéfuggvényt jeldlje p(x,r) tehat

p(x,r) = f(X) -ri Ing.(xX)
1

Arra akarunk valaszt kapni, milyen feltételek mellett létezik
egy xx -hoz konvergald folytonos x(r) gorbe, ahol x (r)
minden r>0 mellett a P(x,r) Tfluggvény izolalt lokalis mini

muma .
El6készitésképpen bebizonyitjuk a kdvetkezd tételt.

12. Tétel Legyenek az f, g. Ffuggvények kétszer fTolytono-
san differencidlhatok. Az x pontban teljesuljenek a masod-
rendd elégséges feltételek, teljesuljon a szigoru komplemen-
taritasi feltétel és a Vg (xx) 116 jJ(xx) vektorok legyenek
linearisan fluggetlenek.

Ekkor, ha x(r) a p(x,r) Ffuggvénynek egy xx -hoz elég ko-
zel es6 stacionarius pontja, és r elég kicsiny, akkor
XXp(x(r),r) pozitiv definit.
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Bizonyitas: Vezessiuk be az

}1121 ul\grg_ = g—,\X/}(/j}\ 1 =1, ..., m,

jelolést. Az xx ponthoz tartozé Lagrange-szorzokat jelol-
je: ux . A VP(X(r) ,rn =0 egyenléségbdl és a

Vgr(xX) , TEI(xX) vektorok linearis flggetlenségébdl
kovetkezik, hogy u™(r) és uX eltérése tetszblegesen
kicsiny, hacsak x(r) és xX eltérése elég kicsiny.

irjuk fel a P(x,r) fuggvény Hesse-matrixat:

V2p(x,r) = V2F(X) + rV2i(x) .

Itt
m  v2g,(X) m Vg-(xX).- Vg"(x
vV2I(x) = - E —-—y-—- + 1 — 5 -
i=i gx(x) i=i g™N(x)

Az x = x(r) helyen helyettesitsuk be az u™(r) -ek fenti
értékeit. Ekkor a

/1.37 V2p(xX(r) ,r) = V2Ff(xX(M)- 1 u.(r) Vv29.(x(r)) +
i-11 1

m
+rl1zZu2@ Vg.(x(r) =vg, " "(x(r))
i=1

kifejezést kapjuk. Vezessiuk be a

/1. 4/ rx(r)) = 1 u2(m Vvg.(x(r)) mvgl(x(r))
i=1

jelolést. A Lagrange-fluggvényt jeldlje 1(x ,u)
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Az /1-4/ képlet jobboldalabdl a

/1-57 V2p(x(r) ,r) = V2i,x()) + r-1[-x®))

kifejezést kapjuk.
Rogzitett r esetén a jobboldalon allé matrixnak a

/1.6/ V21 (xx ,u*) + r 1T (xx)

matrixtol vald eltérése tetszblegesen Kkicsiny, hacsak x(r)
eleg koézel van Xx -hez.

A 7. tétel alapjan tudjuk, hogy az /1.6/ matrix pozitiv
definit, hacsak r<rQ, ahol rQ egy elég Kkicsiny szam.
Az emlitett tétel bizonyitasaboél az is vilagos, hogy r<rQ
esetén az /1.6/ matrix sajatértékeire egy r-tél fugget-
len pozitiv alsd korlat adhaté. Ezért az /1.6/ matrixtol
kicsinyt kuloénb6zé /1.5/ matrix is pozitiv definit, amint
allitottuk.

A 12. tétel felhasznalasaval konnyen bizonyithaté a kovet-
kez6 tétel.

13. Teéetel Legyenek az f,g. fuggvények kétszer fTolytonosan
differencidlhatok. Az xX pontban teljesiuljenek a masodrend(
elégséges Teltételek, teljesitljoén a szigoru komplementarita-
si feltétel, és a Vg ( xX) ,i1 6 1 (xXX) vektorok legyenek line-
arisan flggetlenek. Ekkor létezik a p(x,r) fuggvény felté-
tel nélkuli izoldlt lokalis minimumainak egy folytonos tra-
jektorigja, amely tart xx -hoz.

A 13. tétel Ilényegében megtalalhaté a Fiacco és McCormick
konyvében. Az ott kézolt bizonyitds hibas, azonban kdnnyen
kijavithato.
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A kovetkezb6kben x(r) -rel mindig egy a 13. tételben szerep-
16 trajektériat jelolunk, r=0 esetén legyen x(r) = xX

Az extrapolaci6é alkalmazdsanak lehet6ségét biztositja a ko-
vetkezd

14. Tétel, A 13. tétel fTeltételei mellett az x(r) gborbe
folytonosan differencialhatdé r = 0 esetén.

A 14. Tétel egy kodzvetlen bizonyitasa az n+m egyenletbhdl
allo

/1.7/ VF(x({®)) 1 u.(r) Vg.(x(r)) =0
i= 1

U gD ) T

nemlinearis egyenletrendszer vizsgalatan alapul. Az egyenlet-
rendszer r szerinti derivalasaval a dx/dr és du/dr
értékekre egy linearis egyenletrendszert kapunk:

V21 (x(r) ,u(r)), Vg g\ | & 0 }
; n
/1-8/ é J
Ul vAi =
du 1
. dr : e
Uy Ve Im 1

Ennek az egyenletrendszernek a vizsgalata elméletileg vonzé,
azonban szamitasi célokra nem a legalkalmasabb. Ezt hangsu-
lyozza Fiacco is [9] . Ezért késb6bb egy uj vizsgalati
modszert vezetunk be.

A 14. tétel alapjan a SUMT moédszer konvergenciajat gyorsit-
hatjuk. Az x* pontbdl kiindulva az x(r) gorbét linearis
fuggvény gorbéjével kozelithetjuk:



/1-9/ x® + rhg
ahol
/1.10/ dx(r)

dr r=o

A hQ vektort kozelit6leg Ugy hatarozzuk meg, hogy kisza-
mitjuk x(r) -et két kulonbd6zé r értékre, és utana az /1.9/
formula alapjan r-et Kikiszoboljuk.

Vezessuk be az

/1-11/ X1 = x(rx) x2 = x(r2)

jeloléseket. A mondott eljarassal kapjuk a kovetkezd becs-
lIést

/1.12/ hQ ~ (x1-x2)7/ (ril~r2) -

Az xx becslése pedig

/1.13/ XX » X1 - hQrl ~ (rjx - r2x1)/(rl - r2).

Megjegyezzik, hogy az extrapolacidés technikat alkalmazhatjuk
x(r) becslésre is, ha r értéke kicsiny. Ha az Ff, gi
fuggvények magasabbrendben differenciadlhatok, akkor az x(r)
gorbét masodfoku goérbével is kozelithetjuk. 1igy olyan extra-
polacios formuldt kapunk, amelynek a hibaja r nagysagren-
dd .
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2. Az extrapolacioés technika kiterjesztése.

Az extrapolacidés technikat most olyan pontokra is ki fogjuk
terjeszteni, amelyek nem azonosak valamely x(r) ponttal.
Induljunk ki a

/2.1/ VP(x,r) = VF(X) + rVI(x) =0

egyenletb6l. Ez az egyenlet az x(r) gorbét definialja. Ezt
a gorbét beadgyazzuk egy x(r,e) goOrbeseregbe, ahol 0 egy
n-dimenzidés paraméter. A goOrbesereg egyenletét a /2.1/ egyen
1étb61l pertubacidval szarmaztatjuk:

12.21 VF(x) + rVI(x) +re =0 .

A 12.21 egyenlet baloldala nem mas, mint a

12.21 p(x,r,e) = ) + rl(x) + ro"x

fluggvény gradiense. Ha az (A) feladatban f(x) helyett az
f(x) + ro*x Ffuggvényt vesszuk célfuggvénynek, akkor
p(x,r,80) a médositott feladat logaritmikus bintetéfliggvénye.
A modositott feladatra is fennallnak a 12. tételben megfo-
galmazott feltételek, ha ezek az eredeti feladatra fennall-
nak, s ezért ha x(r,6) a /2.3/ egyenletnek egy xx-hoz
elég kozels6 megoldasa, akkor x(r,e) a p(x,r,©) flgg-
vény lokalis minimuma. A 13. tétel analdgiajara igaz a

15. Tétel. A 13. tétel feltételei mellett létezik a p(x,r,0)
fluggvény izolalt lokalis minimumainak egy folytonos trajekto
ridja, amely tart x -hoz, amint r-*0, barmely rogzitett
© mellett.

A 14. tételhez hasonlbéan bizonyithatd a

16. Tétel. Tekintsik a 12.21 egyenlet altal meghatarozott
x(r,e) trajektériakat, amikor © egy korlatos halmazbdl
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valé. Az xx(r,©) trajektéria minden rQ = r = 0 érték mel-
lett folytonosan differencialhatdé r szerint.

A fenti beagyazasi modszert algoritmusban a kovetkez6képpen
alkalmazhatjuk. Az x(r,0) gorbék kitoéltik a megengedett
tartomany egy részét. Adott x £R° ponthoz keressiunk olyan
x(r,6) gorbét, amely &thalad x -en. Ehhez meg kell oldanunk
a 12.21 egyenletet, amelyben az ismeretlenek most r,Q.

Mivel a 12.21 egyenletrendszer n db. skalaregyenletbdl
all, az ismeretlenek szama pedig n+1, bevezetink még egy
egyenletet. Egy egyszerl egyenlet lehet a kovetkezd

/2.4/ VEF(X) .- 9=0.
Az r,9 meghatarozasa most mar konnyld fFfeladat. Szorozzuk be

/2.2/ -t VF(x) -szel. 1igy egy egyenletet kapunk, r-re,
amelynek a megoldasa

VF (O V F(x)
V(X)) VF(X)

12.31
A © paraméter értéke is konnyen meghatarozhaté, de erre
a tovabbiakban nem lesz szikség.

Ezekutan meghatarozzuk az x(r,®) (go6rbe érintévektorat.
A 12.21 egyenletet differencialjuk r szerint:

(V2f(xX) + rva2i(x)) - + VI +0 =0 .
dr

A /2.1/ egyenlet felhaszndlasaval ez igy is irhaté

12._.6/ w2f(x) + rva2ix)) - =r-1VvF
N dr
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A 12. tétel alapjan a baloldalon &all6 egyutthaté matrix
pozitiv definit, hacsak r elég kicsiny és 9 egy adott
korladtos halmazbdél valé. igy a /2.6/ egyenlet egyértelmiien
megoldhat6. A megoldast jelolje h.

Mivel az x(r,6) gorbe TfTolytonosan differencialhatdé r = 0
esetén az x megoldas egy jo kozelitését adja az

12.11 XX WX -1rh

képlet.

Az extrapolacios technika fenti Kkiterjesztésével kapcsolat-
ban lattuk, hogy egy adott x ponton at toébb x(r,6) gbrbe
fektethet6. Kérdés, hogy r ill. 0 véalasztdsa milyen hatéas-
sal van a kozelités pontossagara. Viladgos, hogy r egyértel-
mGen meghatarozza 0 -t. Az x(r,0.) goOrbe érintévektora az

X pontban ezért csak r Tfuggvénye. Jeloljik ezt h(r) -rel.
Legyen az £ Tfluggvény linearis. Ekkor a /2.6/ egyenlet igy
egyszerlsodik:

12.11 r2vai(x) - = Vf
dr

Vagyis a h(r) iranya fiuggetlen r-t6l. Célszerld tehat a fel-
adatokat olyan alakra hozni, hogy Ff(X) [linearis fluggvény
legyen. Egy ismert transzformacid a kovetkezd:

/2.8/ min u

«Q
I+
)
X
o/
I
o
=
-
3
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3. A Householder-triangularizacio alkalmazéasa.

Az extrapolaciodos technika kiterjesztésénél nyitott kérdés,
meg tudjuk-e oldani hatékonyan a /2.6/ egyenletet. A kévet-
kez6kben ezzel a kérdéssel foglalkozunk.Az egyszerliség ked-
véért a © = 0 esetttel foglalkozunk.

Kiindulépontunk a

/3.1/ VP(x,r) = VF(X) + r VI(X) =00
egyenl8ség, amely érvényes az x(r) gorbe mentén.
Szamitsuk Ki dr A /3.1/ egyenlet r szerinti

derivalasabsol kapjuk a

/3.2/- (v2fG) + r V2169) -+ VFG) =0

egyenletet. Vezessik be az

13.31 ui(r)

/3-4/ r =r )= 1 u2 Vgx(x) Vg--x)
jeloléseket. A /3.2/ egyenlet ekkor igy is irhaté:
13.31 (v21 (x ,u) + r Yy (x))aF =r 1ji:|1u1 Vg.l(x)-

Szorozzuk végig r -rel és vezessik be a

/3.4/ D DX(P) = rVaLix,u) +] X
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jelolést. Ekkor h 3 eleget tesz a
r
mo _
/357 D h | U veire)
i=1
egyenletnek.

A /3.5/ egyenlet elemzésének tovabbi alapjaul az egyenlet

egy alkalmas felbontasa szolgal. Az egyszerilség kedvéért te-
gyuk fel, hogy I(xx) = (1, --..,k}.

Mivel a Vg~"(xX), 1 =1, ..., k vektorok linearisan flugget-
lenek, azért ugyanez fennall a Vgr(x(r)) vektorokra is,
hacsak r elég kicsiny. Ah-h(r) vektort h(r) = h"(r) + h"(
alakban fogjuk felbontani, ahol h"(r) és h"(r) ortogonali-
sak és h"(r) a Vgi (xX(r)) vektorok altal kifeszitett altér-
hez tartozik. Ezt a felbontast a Householder-triangularizacio
segitségével valoésitjuk meg.

Tekintsuk az ux() Vg.(x(r)) , i=1, ..., kK
vektorokbdl alkotott
/3.6/ N(r) = (u~r) VglL&x@®)) ., --., uk(D Vgk&x®))

matrixot.

Vezessik be a
/3.7/ D°(r) = rA(r) + NG

matrixot, ahol A(r) = VM (x(r),u(r)).

A D°(r) matrix a Uu(r) matrixbdél az u»(NHVg(x M)V g (x (@)
alaku tagok elhagyaséaval adédik, ahol 1 EI (XX) . A két mat-
rix eltéerese tehat r2 nagysagrendld. Latni fogjuk az alab-

biakban, hogy ez a hiba h hatéarértékének meghatarozaséa-
nal nem jatszik szerepet.
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A /3.5/ egyenletben médositjuk a jobboldalt is, amennyiben
az O0sszegezést csak 1 C I(xx) -ra terjessziuk ki és elhagy-
juk az r6 tagot. Az ebbdl szarmaz6é hiba r nagysagrendd.
A médositott jobboldal felirhaté Ni alakban is, ahol 1
egy csupa egyesb6l allé k dimenzidés vektor. A /3.5/
egyenlet helyett i1gy kapjuk a

/3.87 D°(r)h°(r) =(rA(r) + n(r)n () he ) = N(r)i

egyenletet.

Az N matrixra alkalmazzuk a Householder-triangularizéaciot.
Az els6 fejezet 4. pontjaban leirt médon meghatarozunk egy
o(r) ortogonalis matrixot és egy If permutaciématrixot ugy,
hogy Q()N(HIT"

/3*9/

alaku legyen, ahol R(r) egy fels6-haromszog alaki nem-szin-

gularis matrix.

Szorozzuk meg a /3.8/ egyenletet balrél Q-val és vezessuk
be az

/3.10/ I(r) = o(r)he(r)
jelolést. Mivel o(r) ortogonalis, h° és 1 Kkozott a
/3.11/ he(r) = 0"(r)ICr)

Osszefluggés all fenn.
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A q(r)A(r)o(r) matrixot jeloljuk egyszeriden R(r) -rel.
A  RB(r) matrixot particidonaljuk a

bl S22
Bl(r) B2(r> } k

13.13] B(r)=

alakban. A g(MN@N*(MO*(r) matrix /3.9/ figyelembevé-
telével a kovetkezd alaku

k
/3.13/ k{/ r(DR(N 0
( 0 o]
Végul a o(r)N(NI vektor a

/3.14/

alakban bonthaté fel. Az I(r) vektort is particiénaljuk
az

Ll<r)
/3.15/ 1(r)

alakban.

A jobboldalon allé vektor particionalt alakja a Q-val valo
szorzas utan
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A /3.8/ egyenletet végul a kovetkez6képpen particidonéaljuk:

i

/3.16/ rB1(r)I1(r) + rB2(NHDI2(r) + r ODOR"(HD 1™ r) = R(NI
rB2(r)I1(r) + r B3(r)I2(r) =0

A /3.16/ egyenletrendszer megoldasa igen koénnyen kaphato.

Az els6 egyenletb6l r nagysagrend( tagok elhanyagoléasaval
az

/3.17/ R(ODR*( r)I°(r) = R(r)i

kozelitd e"gyenletet kapjuk. Mivel R(r) nem szinguléris,
innen

13.18/ 1°(r) = (R*(r))-1 1

A /3.16/ egyenletrendszer masodik egyenletét r -rel eloszt-
va a

/3-19/ B2(rIL(r) + B3(r) 12(r) =0

egyenletet kapjuk. Megmutatjuk, hogy B3(r) nem-szinguléaris
r =r =0 esetén. Feltevésiunk szerint ugyanis teljesilnek a
masodrendl elégséges feltételek. Ezért minden x -hoz elég
kozel es6 x(r) pontban minden vektorra, amely eleget tesz a

/3.20/ Vgr(x(r)) - v =0 i=1, ..., kK
feltételeknek, teljesiul a

/3.21/ via(r)v = yUllv 112

egyenlétlenség, ahol jJa>0. A Q transzformacioéval beve-
zetett uj koordinatarendszerben a /3.20/ egyenlfség altal
meghatarozott v vektorok a

O\ } k
vV =
w\] } n-k
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alakban irhetok. A /3.21/ feltételb6l pedig a

13.22/ WEB3(DwW = Wlw |p

egyenlétlenséget kapjuk. Tehat B~”(r) valéban nem szingula-

ris rO = r = o eseten,

A /3.19/ egyenletben I”(r) helyett irjuk be a fentebb ki-
szamitott IN(r) kozelitdé megoldast. igy 12(r) -re a kovet-

kez6 kozelitdé értéket kapjuk:

/3.23/ r) = " B31(") B2(r)1°(r)

Az ismertetett eljarassal kapott

koézelitd megoldas hibdja r nagysagrendld. Ezért a h°(r)
vektort kozelith

/3.25/ hee(r) = Q (rNI°(r)
vektor hibaja is r nagysagrend(.

A ko6zolt gondolatmenet alapjan konny(d megmutatni azt is,
hogy a /3.5/ egyenletnek a /3-8/ -egyenlettel vald helyet-
tesitése a megoldasok kozott r nagysagrendld hibat eredményez.

Ha tehat alkalmazzuk az

/3.26/ xX* « x(r) - rhe°(r)

kbzelitést, ennek hibaja r2 nagysagrendd.

Megjegyezzik, hogy a fenti elemzés alapjan egyszerl bizonyi-

tast kaphatunk a 14. Tételre is. Ez a bizonyitads eltér Fiacco
és McCormick bizonyitasatol.
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Az extrapolacios technika kiterjesztésének az volt a célja,
hogy egy szukcessziv extrapoléaciodés eljarast dolgozhassunk

ki. Ezt a kovetkez6képpen értjuk. EIs6é l1épésben meghataro-
zunk egy x"°~ = x(r) pontot, ahol r értéke nem tul Ki-

csi.
Ezutan az

73.211 x(8) » x(r) - | h°°(r) = x@

kozelitést alkalmazzuk. Az x @ ponton at egy x(r,8) gor-
bét fektetve meghatarozzuk az 2 pontot. Altalaban az

/3.28/ - 2 _1r (khoo(k)
iteraciét alkalmazzuk, ahol

he= dx(r<k>,eN )/dr
és r/k)' -t ill. O(k)

/ld. (2.5) / hatarozzuk meg. Természetesen konkrét feladat
esetén a feladatmegoldd hatékonyabb iteracidot is kikisér-
letezhet mas l1épéshossz alkalmazasaral

-t a 2. szakaszban leirt médon

Az algoritmusnak az itt megadott formaja kisdimenzids teszt-
feladatok esetén hatékonyan mikodott. Az algoritmus matema-

tikai szempontbdl is megnyugtatdé tulajdonsagokkal rendelke-

zik. Megmytathaté, hogy a Cﬂa sorozat korlatos és )QO pe-

dig linearisan konvergal x -hoz.
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A /3.5/ egyenlet egyltthatd matrixanak szingularitéasabdl
ered6 nehézségek nem lépnek fel, ha a megoldasban n felté-
tel aktiv. Legyen pl. I(xx) = {1, ..., n}.

Az Xx -ra tett feltételeink mellett kovetkezik, hogy ekkor
XX az R megengedett tartomany cslcsa.

A T(x)= 1 u? Vg (xX)vg"(x)
i=l

matrix nemszingularis, hacsak x elég koézel van x -hoz.
Ez kovetkezik a Vg "(xX) vektorok linearis figgetlenségé-
b6l. Ha a h vektort a /3.5/ egyenlet helyett a

r(x)h = vTf

egyenletb6l hatarozzuk meg, akkor a megoldas hibdja r nagy-
sagrendl. Az extrapolacids technika az adott esetben a

gi(xx) =0 i =1, ..., n

nemlinedris egyenletrendszer megoldasat adja. érdekes volna
megvizsgalni, hogy az extrapolacids technika hatékonyabb-e
mas egyenletmegoldé moédszereknél.

4. Az extrapoléacidés technika tovabbi bintetdfiggvények esetén

Az extrapolaciodos technikat a reciprok bunteté6figgvény esetén
is alkalmazhatjuk, Kkissé moédositott formadban. Az idevonatko-
z0 eredményeket részletesebben ismertetjuk, mivel ezek Fiacco
és McCormick koényvében nem szerepelnek.

A buntet6figgvényt jeldlje

m
/4.1/ I = 1 g.- x Q R®
11



A segédfuggvény ekkor

/4.2/ P(x,r) = f(xX) + r(x) .
lgaz a kovetkezd

17. Tétel. Ha teljesilnek a 13. tétel fTeltételei, akkor lé-
tezik a p(x,r)fuggvény izolalt lokalis minimumainak egy x(r)

folytonos trajektoriaja. Az x(r) gorbe rT szerint diffe-
rencialhato rob=r= 0 esetén,

Bizonyitas: A tétel elsd allitasa hasonldéan bizonyithatd,
mint a 13. Tétel megfeleld allitasa. Térjunk ra a tétel ma-
sodik részére. Az x(r) trajektoria mentén fennall a

/4.3/ VX)) + rvV i(x(r) =20
egyenlet, ami részletesebben

m  Vgr(x(r))
/4.4 /7 VE(X(@)) r
i=1 g?(x(r))

Vezessiuk be az

/4.5/ i — 1/ eee/

jeloléseket. A 6. tételhez hasonldan lathaté, hogy r-+0
esetén ux(r) tart ux -hoz, ahol ux -gal az xx ponthoz
tartozé Lagrange-szorzoékat jeloljuk.

Az x(r) gorbét differencial j,uk elész6r r szerint. A /4.3/

egyenlet r szerinti differencialadsidbdél a kovetkez6 kozelitd
értéket kapjuk:

/4. 6/ (V2f(x() + r V2IXMDII = - VIX(r)) = r "1vix(r)).
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A P(x,r) Tfuggvénynek az x(r) pontban vett Hesse-matrixat
jelolje U(r) tehat

/4.7/ d(t) = V2f(x(r)) + r V2i(x(rj)-
A /4.6/ egyenlet tehat igy is irhato:

/4.8/ D) ME T . r=1,F(x(r)).

A uadn) matrix invertalhaté, ezt logaritmikus biuntet6flgg-
vény esetén a 12. tétel allitotta. A 12. tétel reciprok bin-
tetéfliggvény esetére is altalanosithato.

1
Az x(r) -nek az s = r2 valtoz6 szerinti derivaltjat a

M q/ dx(r) dx(r) dr
*y/ ds dr ~ ds

szabaly szerint szamithatjuk Ki.

1
Mivel ~ = 2r2, /4.8/ -bol kapjuk a
/4.10/ VEX())
egyenletet.
Vizsgaljuk meg részletesebben a o6(r) matrixot:
m
/4.11/ d(r) = V2fF(x(®) - nNor V2gi(x(r)) +
g9- x(rjy

+ .Z —— Vg i (xX(r)) Vglx(r)).
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Az ui(r) értéket /4.5/-b6l1 behelyettesitve és bevezetve a

/4.13/ r(xr)) = 1T u.(r)2 Vg .(x(r))Vvg"x(r))
i=I

jelolést /4-12/ igy egyszerlsodik:

/74.14/ r2a(x(r)) = r2varx),u(r)) +rx(@)) =

A /4.10/ egyenletet ugyanugy elemezhetjuk, mint a /3.8/
egyenletet. 1gy megmutathaté, hogy az x(r) -nek az s sze
rinti derivaltja folytonos és létezik a hatarértéke s -y O

esetén. Ebb6l pedig az s = 0 helyen vald differencialha-
tésag is kovetkezik.

Az x(r) gorbére tehat a kovetkez6 kozelités érvényes

1
/4.15/ X(r) « xX + r2 h
o
A kozelités hibaja r nagysagrend(. /4.15/ alapjan xx-ra

a kovetkez6 kozelitdé értéket kapjuk:

/4.16 7/ R gy

2 2
1 4 (r£>r2>0) =
2 2

Az el6z6ekben az extrapolaciodos technikat csak az (a) fel-
adattal kapcsolatban dolgoztuk ki. A (b ) feladattal kapcso

latban csupan a tobbé-kevésbé ismert eredmények oOsszefogla-

lasara szoritkozunk. Els6 tételink egy vegyes biuntet6flgg-

vénnyel kapcsolatos, amely a kdvetkez6:
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o=

1 P 2
lng.(x) + r 1 3, h.(x).
- j=

/4.17/ P(x,r) = f(x) - r
af

18. Tétel. Legyenek az Ff, g., h. TFTluggvények kétszer TfToly-
tonosan differencié]hatgk. Az X pontban a VgAéxPS )

i£ I(xX) és Vh.(xX) vektorok legyenek linearisan flgget-
lenek. FeltesszUkStovébbé, hogy az u%fl{xxb - 0, i=l,..._,m,
komplementaritasi feltételek szigoruan teljesulnek. Végul fel
tesszik, hogy x -ban teljesiul a masodrendl elégséges felté-
tel. Ekkor létezik a /4.7/ képlettel definidlt p(x,r) Flgg
vény izolalt lokalis minimumainak egy folytonos trajektériaja
x(r) amely tart xx -hoz, amikor r-+0 _ Itt r értéke O
és valamilyen r~ ko6zétt valtozik. Az x(r) trajektéoria foly
tonosan differencialhato o - Fr - 0 esetén.

Vegyuk észre, hogy az egyenlfségfeltételekre nem koveteltik
meg a szigoru komplementaritasi feltétel teljesulését. A té-
tel els6 felének a bizonyitasa megtaldlhaté Fiacco és
McCormick konyvében, az x(r) trajektéria differencialhato-
sdga az ott leirt gondolatmenetbdl kdnnyen addédik.

Tiszta négyzetes bunteté6fiuggvény alkalmazdsa esetén a segéd-
fuggvény
m

/74.18/ px,r) = £ +r]_Z[mM[mgK}ﬂ] +r E%Mx)
=1 Jj=1

lgaz a kovetkez§

19. Teétel. A 18. tétel fTeltételei mellett létezik a /4.18/
képlettel definialt p(x,r) Ffuggvény izolalt lokalis minimu-
mainak egy folytonos trajektoridja x(r) (ozr - rQ) amely
tart xx -hoz, amikor r tart O -hoz. Az x(r) trajekto-
ria folytonosan differencialhatdé rQ = r = 0 esetén.
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Ez a tétel Fiacco és McCormick konyvében abban formdban sze-
repel, amikor egyenldségfeltételek nincsenek. Az ott kozolt
bizonyitas nehézség nélkul atvihet6 a 19. tétel bizonyitaséara

Végil tekintsik a kovetkezd vegyes bilunteté6fliggvényt:

m -1 p 2
/4-19/ p(x,rN =FfFXx) +r 1 "7 +r I h.(xX) .
=1 J

i=1 yIvv j=I

A 17. Tétel és a 19. Tétel eredményeit Osszevetve most mar
legalabbis szemléletesen vilagos a két buntetéfiggvény eldétt
allé paraméterek fenti egyeztetése. Valdban igaz a kovetkezd
20. Tetel. A 18. tétel feltételei mellett létezik az /4.19/
képlettel definialt p(x,r) fuggvény izolalt lokalis minimu-
mainak egy folytonos trajektérigja x(r), amely tart xx -hoz
ha r-+0.Az. x(r) gorbe r?2° szerint folytonosan differencial-
hato rob=r= 0 mellett.

A fent ismertetett modszer segitségével érdekes eredményt

kapunk a V~p(x,r) matrix aszimptotikus viselkedésére.

Legyen xX az (a) feladat egy megoldasa és p(x,r) legyen a
logaritmikus biuntet6fliggvény. Az egyszerilség kedvéért legye-

nek 1, ..., K az aktiv indexek x -ben. Legyen M egy

n x(n-k) méretl matrix, melynek oszlopvektorai kifeszitik a
NNOK), ---, Vg™N(xx) vektorok altal kifeszitett altér ki-

egészitd alterét. Ilgaz a kovetkezb

21. Tétel. A tétel feltételei mellett (v2p(x,r)) ~ limesze
r-?>-0 esetén

m " Va2l (xx ,ux)m) 1 M*" .
Konnyld belatni, hogy a kapott kifejezés M specialis valasz-

tasatol nem flgg. Hasonld eredményt ko6zdl Fletcher a reciprok
bintet6fliggvény esetére - bizonyitas nélkil.



5. Erzékenységi vizsgalatok

Fontos kérdés annak a megvizsgalédsa, hogyan figg egy nemli-
nearis programozasi feladat megoldasa a célfuggvény, illetve
a feltételi Tuggvények kiértékelésében elkdvetett hibaktol.
Kicsiny hibahatarok koézott érzékenységi vizsgalatokkal kapunk
valaszt. Legyen a feladat a kovetkez6 alaku:

B R minf (X,£)

feltéve, hogy

/5.2/ gi(x,£) =0

-
I

=
3

/5.3/ hj <, #) =0 = -= >

Erzékenységi vizsgalatokhoz elegendé volna azt az esetet te-
kinteni, amikor £ additiv médon szerepel:

f(x,b) = F(X) + £ stb.

De a most kovetkez6 eredménynek mas alkalmazésai is lesznek.
lgaz a kovetkezd tétel:

22. Teétel. Legyenek az Ff(x,&) , g™M(X,£>) hj(x,£")

i =1, ..., m , J =1, ...,p fluggvények az Xx,Ei val-
tozok egylttesében folytonosan differencialhatok. Az £ =0
esetben teljesiljenek a 18. tétel feltételei egy x pontban
Ekkor elegendé kis £ esetén létezik az /5.1/ /5-2/ /5.3/
feladatoknak egy xx(&) szigoru lokalis megoldasa, ugy hogy
xX = xX(0) tovabbad az xX(&) gorbe folytonosan differenci-
alhat6. /id [1] 7/

A tétel egyszerilen bizonyithatdé az implicit fliggvényekre vo-
natkoz6 tételek alapjan, amit a szikséges feltételekre kell
alkalmazni. Az érzékenységi vizsgalatban a dxx(&) derivalt

Jatszik szerepet. d6
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Ezt is megkaphatjuk a sziukséges feltételek differencialasa-
val, de jo kozelit6 értéket kapunk a SUMT médszer segitségé-
vel. A kozelités alapja Fiacco kovetkezd tétele:

23. Tétel. Az /5-1/ /5.2/ /5.3/ feladattal kapcsolat-
ban teljesiljenek a 22. tétel feltételei. Vezessik be a

/5.4/ p(x,6,r) = Ff(x,&) -r Z Ing .(x,C)+ r-1 £ h2(x,k)
i=1 1 j=1 D

vegyes blunteté6fluggvényt, Ekkor az xx pont egy elegendf Kis
kérnyezetében létezik a p(x ,G,r) TFfuggvénynek egy egyértel-
miden meghatarozott x*( 6 ,r) szigoru lokalis minimuma, hacsak
£, r elég kicsiny. Rogzitett r mellett az xx(P,r)
gorbeiv folytonosan differencialhatd és

dxX & ,r) dxx &)
/5-5/ d£ u,' do ha l" _*O,

£ -ban egyenletesen, /id. [1] /

A tételt az eddigi ismertetett eszkdzok alapjan konnyld bizo-
nyitanunk. Bizonyitasunk kuloénbdézik a Fiacco altal adott bi-
zonyitastol. Az egyszerliség kedvéért tegyik fel, hogy csak
az egyenlétlenség feltételek szerepelhetnek és & skalar.

p (x,£,) definicidéja tehat

Ing-(x,EJ-
1 1

/5.6/ p(x, £,,r) = f(x,£j- - r
i

N3

Rogzitett & esetén xx (&,,n) r = 0 esetén folytonosan
differencialhaté és az el6z6 eredmények alapjan konnyld be-
latni, hogy dxx (t,,r)/dr & -bari egyenletesen korlatos.
Ezért xX (£,,r) = xK() r-ben egyenletes. A 23. tétel
bizonyitasahoz elegendd megmutatnunk, hogy dxH ( 1>,r)/d£,
hatarértéke létezik r-*~0 esetén, mégpedig & -ban egyenle-
tesen.



Az x (& ,r) pontot
VAP(X,E ,N =20

egyenletb6l hatarozzuk meg. Ezt £ szerint differencialva a

/5.7/ V2 P . _
Sx + Vgr P =0

d£

egyenletet kapjuk. Ezt a linearis egyenletet kell dx/df -ra
megoldani .

A XXP matrixot a /3.7/ alakban akarjuk kozelitéleg el6-
allitani. Vezessuk be ezért a kovetkezd jeloléseket:

/5.8/ u.=u.(£ ,n =

grxfe”™r)) 1" x- m*
15.91 A=A(CE.r)y = Va1 (xx(n ,u6/m)
/5.10/ N =N(6,) = W (Efr) Vg (x(E,r)), ---. ,
---, Uk (£ ,nDvgk(6,r)
ahol I® = [I, ..., K] az aktiv indexek halmazat jeloli.

7z

/Ez X egy kicsiny kdrnyezetében nyilvan figgetlen & -toi,
mivel szigoru komplementaritasi feltétel teljesul/. Ekkor

/5.11/ VAP G .&.M,E,r) «A + r INN".

Az egyenlf6ség kozelitbéleg teljesul, ugyanis elhagytuk a

-( / gj) VgtV alaku tagokat K) IX -ra. A kozelités
hibaja legfeljebb . r , ahol £ -toi fuggetlen po-
zitiv szam.
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A V%o P vektorra kapjuk, hogy

/5.12/ V2. Pm Vg 1 Gou) ¥ J;z)i( 2 V5 d

VArL(x,u) + r Ng.

ahol ( M6. \

A kozelités hibaja nyilvan legfeljebb C2”~> ahol C2 egy
G -toi fFiuggetlen pozitiv szam.

Alkalmazzunk az N matrixra egy Hoseholder-triangulariza-
ciot:

/5.13/ Q (G, N(£,r)

Az /5.7/ egyenletet szorozzuk meg balrol rQ -val és vezes-

sk be az
1 =0 dx N
/5.14/ > b
valtozot. igy kapjuk az
/5-15/ (rQAQ™ + QNN"Q™) 1 = -rQV/ & L™ "u” ™ QN9E
kozelitd egyenletet. Az egyutthatématrix, illetve a jobb-

oldal hibgja r2 nagysagrendlG. A 3. szakasz gondolatmene-
tét szoszerint kovetve kapjuk, hogy az /5-15/ egyenlet 1
megoldasanak s igy dx (£,r)/ df£ -nak van hatarértéke, amint
r->0 , s6t ez a hatarérték 6 -ban egyenletesen létezik.
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Fiacco megmutatta azt IS/ hogy
du*(e)
/5-16/ §£ ,I") _"’.GE__ i = 1/ .-./m -re

B-ban egyenletesen. Itt y*(k) az optimalis xX(&) megoldas
hoz tartozdé multiplikatorokat jeldlik



H1. A MULTIPLIKATOR MQPSZER

1.

EIméleti Osszefoglalas.

A kovetkez6kben a

feladattal fogunk foglalkozni. Feltesszik, hogy f, hu két-
szer folytonosan differenciadlhaté fluggvények. A feladat egy
izolalt lokalis megoldasat jelolje x .

A négyzetes buntet6fuggvény alkalmazdsa esetén rosszul kon-
dicionalt feladatok egy sorozatat kell megoldanunk. A rosz-
szul kondicionaltsag az r paraméter csokkentésénél jelent-
kezik. Hestenes megmutatta, hogy r csokkentése elkerilhetd,
ha egy mas segédfliggvényt épitink fel, az un. bévitett Lag-
range Tflggvényt. Hestenes moédszerét szokas multiplikator méd-
szernek is nevezni. Ugyanezt a médszert javasolta Powell,
kissé mas TfTelfogasban. A multiplikator médszer azéta is In-
tenziv vizsgalat targya.

A feladat vizsgalatidnak egy természetes Utja az optimalitéas
els6rendl szikséges Tfeltételébdl indul ki. Ennek alakja a

(c ) feladatra a kovetkez6:

Itt Wj -gal a Lagrange - szorzdkat jeloltik. Az /1.1/ fel-
tételrendszer n+p nemlinearis egyenletet tartalmaz és
ugyanennyi az ismeretlenek szama is. Nemlinearis egyenlet—-»
rendszerek megoldasara ismeriunk jol kidolgozott modszereket.
Ezek alkalmazhatdésaganak egyik alapfeltétele, hogy az egyen-
letrendszer Jacobi-matrixa az (XX ,wx) pontban ne legyen
szingularis. Ez elméletileg is érdekes kérdés, ezért a ko-
vetkez6 tételben erre adunk egy elégséges feltételt.



59

24. Tétel. Legyen xx a (c) feladat egy izolalt lokalis
megoldé§a- A Vh. (xx) Xvektorok legyenek lineéarisan flugget-
lenek és teljesuljon x -ban az optimalitads masodrendld elég
séges Teltétele. Ekkor léteznek olyan Lagrange-szorzok,
hogy teljesul az /1.1/ feltételrendszer és az /1.1/ egyen
letrendszer Jacobi-matrixa az (xx,wx) pontban nem-szingula-
ris.

Bizonyitas: A 3. tétel alapjan tudjuk, hogy léteznek olyan
Wj Lagrange-szorzok, amelyekkel teljesul az /71.1/ feltétel-
rendszer. A (c¢) feladat Lagrange-fiuggvényét jeldlje 1 (x w)

azaz
p .
/1. 2/ Ixw) = FOX) + Y w.h.(X)
j=1 3 3
A h (xx) vektorokb6l alkotott matrixot jeldlje h (xx) ,
azaz
/1.3/ hxX) =C VW (xX), ..., Vh™(xX)).

Az /1.1/ egyenletrendszer Jacobi-matrixa a kovetkezd alaku

A cC = VA 1 (xXwX) és az A = h(kx) matrixokra teljesil
nek a 8. tétel feltételei, ezért a 8. tétel szerint G nem-
szingularis, amit bizonyitani akartunk.

A most bizonyitott tétel alapjan megproébalhatjuk az /1.1/
egyenletrendszert a Newton-médszerrel megoldani. Ehhez azon-
ban egy (n+p) x(n+p) méretd matrixot kell invertédlni, ami
nehézkes lehet. Ez az egyik oka annak, hogy szamos specialis
modszert fejlesztettek ki a (c) feladat ill, az azzal ekvi
valens /1.1/ egyenletrendszer megoldasara.
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Definialjuk a bévitett Lagrange-flggvényt a

p p

/1<5/ q&,w,k) =FX) + 1 w.h.(X) + k Z h2®X)

Jf1. 3 J Jj=1 3
képlettel. Itt w egy p dimenzids vektor, amelynek a kom-
ponensei  w., , ..., WP, a k pedig egy pozitiv szam. lgaz a
kovetkez6 tétel.
25. Tetel. Teljesuljenek a 24. tétel feltételei.
Ekkor
/1.6/ VXQ(XX,WM,k) =0
és a

2 { X X,
VXX QW "w "k

matrix pozitiv definit, hacsak k elég nagy.-
Bizonyitas: A 24. tétel alapjan léteznek olyan Lagrange-
szorzok, amelyekkel fennall a

Vxl (xX wX) = 0
feltétel. Innen kapjuk, hogy

VXq(xX,w*,k) = VXL(xx,Wx) + 2kjilhg(xX) Vxh](xX)= 0

mivel h.x*) =o , j =1, ..., p, tehat teljesul az /1.6/
feltétel. Meégegyszer differencialva x szerint és figyelem-
bevéve, hogy hj(xx) = 0 kapjuk a

1.7 vaQed Woad o B eGE Wy 2K V)V h (OOweh (XX

Osszeflggést.

A jobboldalon allo kifejezésre alkalmazni fogjuk a Finsler-
lemmat. Tekintsiuk a

/1.8/7 VihfsxX) .v =0 J =1, -..,p
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feltételek altal meghatarozott alteret. A

/1.9/ C = VZXXI (x*,w™)

matrix pozitiv definit az /1.8/ TfTeltételekkel meghatéarozott
altéren, mivel teljesil az optimalitas masodrendld elégséges
feltétele. Megmutatjuk, hogy a

/1.10/ D = V h.(xx) V"h_.ix*)
=1 x 1 X J

J

matrixra teljestulnek a Finsler-lemmaban megkivant feltételek.
Vilagos, hogy ha v kielégiti az /1.8/ feltételeket, akkor
Dv = 0. Masrészt legyen y az /1.8/ feltételek altal meg-
hatarozott altér Kkiegészitdé alterének egy nem-nulla vektora:

Ji.ii/ y= 2~ a.Vh) foO
=1 3 3

j=I

Meg kell mutatnunk, hogy y*Dy pozitiv. Tegyuk fel az ellen-
kez6jét. Ekkor az

/1. 12/ y*Dy = 1 (y"V h. xx))2 =0
J=1 X 3

egyenldségb6l kapjuk, hogy

/1-13/ A VXhJ(xx) =C J =1, ... p -re.
Beszorozva a j-edik egyenlet .-vei és 0Osszeadva

J=1, ..., p -re az

/i1-14/ y'y = o

eredményt kapjuk, ami ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy a
Finsler-lemma valamennyi feltétele teljesul. A Finsler-lemma
allitasa szerint az F = C + kD matrix pozitiv definit, ha
k elég nagy. Ez pedig éppen a bizonyitandd allitas. Ezzel a
25. tételt bebizonyitottuk.
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A tételt a kovetkezOképpen értékelhetjuk. A 3. tétel szerint
léteznek olyan wX @ = 1, p) Lagrange-szorzok, hogy
x*,w*) az 1 (x,w) Ffuggvény stacionarius pontja. Ennek a
minéségét azonban nem ismerjuk. Ezzel szemben a o(x,w,k)
fluggvény esetén tudjuk, hogy az (xx,wx) pontban Q-nak az

x valtoz6 szerint lokalis minimuma van.

A multiplikdtormédszer levezetése.

A multiplikatormodszer alapgondolata az, hogy ha w ismert
lenne, akkor x -ot egyetlen feltételnélkili minimalizalas-
sal meg tudjuk hatarozni. Sajnos w kdzvetleniul nem ismert,
ezért azt iterativ utéon kell meghatarozni.

Ha w a w multiplikator egy elég jo kozelitése, akkor a

/2.1/ VxQ(x,w,k) =10

egyenletnek xx egy kis kornyezetében egyetlen x(w) megol-
dédsa van. Ez kovetkezik az implicit fuggvényekre vonatkozo
tételekbdl, mivel V2 Q(xx,wx,k) nem szingularis. Az f,h.
fluggvények kétszer folytonosan differencidlhatok, ezért a
V2 Q(x(w),w,k) matrix is pozitiv definit, hacsak w elég
k6281 van wX-hoz. Ezért X&M% megoldasa a

12.21 min Q(x,w,Kk)
X

feltételnélkuli minimalizalasi problémanak is. Ez az észre-
vétel donté abbdél a szempontbol, hogy x(w) -t csupan az
f,hm  fuggvényértékek alapjan kiszamithatjuk.

A w vektort az jellemzi, hogy a
/2 .3/ hm (x(w)) =0

egyenléség teljesul. Valoban, ha teljesul az /2.3/ egyenld-
ség, akkor xK=x(wx) megengedett pont, tovabba kielégiti a
Lagrange-féle szikséges feltételt is:

VXL(xXX ,wie) = VxQ(xX ,wX) = 0

A vektor meghatarozisanak feladatat a /2.3/ nemline-

w
aris egyenletrendszer megoldasara vezettik vissza. Sajnos,
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ebben szerepel egy x(w) implicit médon definialt flggvény,
ezért a Newton-médszer helyett annak egy kozelitését fTogjuk

kidolgozni.

Mieldtt erre ratérnénk, a wX vektor egy tovabbi jellem-
zését fogjuk adni. Vezessuk be a

/2<4/ VW) = g G@), w, K)

fuggvényt. Tekinstiuk a

/2 .5/ max V(w)
W

feltételnélkiuli maximalizalasi feladatot.

Rockafellartdol szarmazik a kovetkez6 tétel /Id. (] /-

26. Tétel. A 24. Tétel feltételeinek teljesilése mellett
W a /3.5/ probléma egy izolalt lokalis megoldasa.

Ennek az észrevételnek az a jelent6sége, hogy a w meg-
hatarozasara alkalmazhatdék a korszerd fluggvényminimaliza-
lasi moédszerek.

A 26. Tétel bizonyitasidhoz szamitsuk ki az x(w) fuggvény
parciéalis derivaltjait. A

Vx Q(x(w),w,k) =0
egyenlet w szerinti differencialasaval a

V2, Q- +V2 Q=0
W

XW

egyenletet kapjuk. A

12.6/ Ho=GVih - - Vyhgo

jelolés felhasznalasaval kapjuk, hogy

/2-7/ = -( "Le 6)"1 H

A jobboldalt értelemszeriien a w, XxX(W) pontban kell kiér-

tékelni.
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Szamitsuk most ki a ~(w) fuggvény derivaltjait a w=wx
pontban:
/2.8/ . - VXQ %ﬁ‘+ VWQ =0 ,

mivel

V.Q=0 és VR = hex{w) = 0.

masodik derivaltakra pedig a

2.9/ v2 oy =( Y +2v  8X

kifejezést kapjuk. A derivaléasb6l adodé egyéb tagok O-val
egyenlék.

A 12.11 oOsszefiggés fTelhasznalasaval azt kapjuk, hogy

/2.10/ VVZVWV = - H'&V%XQ).—lH ,

ez a matrix pedig negativ definit.

Visszatérve a
/2.11/ hx(w)) = 0

egyenlet numerikus megoldasara megmutatjuk, hogy a Newton-
moédszernek igen jO approximacidja a

7212/ aw = 2jch(x(w))

iteracioval definidlt moédszer. Ezen az iteracion alapuld
megoldast nevezzuk multiplikatormédszernek.

A /2.12/ iteraci6 levezetéséhez alkalmazzuk elé6bb a
Newton-modszert a /2.11/ egyenlet megoldasara. A balol-
dal Jacobi-matrixara a
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12-%3/ G = - H'(V)Z(X g} 1 H
matrixot kapjuk.

A /2.13/ egyenl6ség jobboldalan a

/2.14/ (2K)"1 VIXQ = ~ + HH" .
atalakitast végezzik. Itt az

/2.15/ 6 = (2k)_1 V~AxL

matrix elemei o(k ™ nagysagrendiek. 1igy a
/72.16/ 2kG = - H" (&+ HH,) 1 H

Osszeflggést kapjuk.

A H matrixra alkalmazzunk egy Householder triangulariza-
ciot:

12.111

ahol R felsbharomszog alaku nemszingularis matrix, Q
pedig ortogonalis,

igy a
/2.18/ 2kG = - R"(e/ + RR")_1R = - 1 + 0(k_1)
Osszeflggés addédik, ahol | az egységmatrix. 1igy kapjuk a

kovetkez6, Powellt6l szarmazé tételt:

27. Tétel. A 24. Tétel fTeltételei mellett ha w elég kozel
van -hoz és k>l<o, akkor

12.19/ —GS,t—G St/2k|<CCk"
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ahol ¢ konstans, 6 pedig a Kronecker-szimbélumot je-
16li.

/2.19/ invertalasaval

(2kG)_1 = -1 + o(k_ 1)
adodik, innen pedig

/2.20/ - G.1 = 2kl + O(l)

adodik. A kozelités hibaja tehat nem tart 0 -hoz, amint
<~ , de a relativ hiba 0O-hoz tart. A /2.20/ kozelités
levezetéséval most mar megalapoztuk a /2.12/ multiplikéator-
moédszert.

Osszefoglalva a médszer a kovetkezé kiindulunk a w mal
tiplikdtor egy wq kozelitésébdl. Az altalanos k-dik lé-
pésben a mar ismert wk mellett meghatarozzuk x(w?N)-t,

majd Kkiszamitjuk w. 4 "€t a /2.12/ képlet felhasznala-

k+1
saval.

A multiplikatormédszer alkalmazasanal kérdéses az els6 wq
kbozelités megvalasztasa. Ehhez nyuUujthat segitséget egy
Fletcher &altal javasolt médszer. A kiindulépontunk az opti

malitas els6rendld sziikséges feltétele,amelyet most a
/72211 VE(XX) + h&x*)w* =0

alakban Trunk fel, ahol H(x ) a /2.11/ képlettel értel-
mezett nxp -es matrix. Szorozzuk be a /2.21/ egyenletet
H*( xX)-gal balrol. Kapjuk a

H*(X) VE(x*) + H*(xM)h &*)w* = 0

egyenletet. Feltevésiink szerint h(xK) rangja p, ezért
H*( x*) H(x*) nem-szingularis. 1igy w* Kkifejezhet§ a kovet
kez6 moédon:
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12.22/ W* = —(h "(<*)h (x*)) 1 H (x*) 7TF(x*)

A jobboldalon all6 kifejezés értelmezve van barmely x -hoz
kozeles§ x pontra is. Tehat a multiplikatorok egy joé becs-
Iését kapjuk a

/2.23/ W) = -(h "(x ) HX)) 1 H (X)) VF(X)

képlet alapjan. Ittt w(x) egy p dimenzidés vektor, amely-
nek komponenseit w-"™NX), ..., w (X) -szel jeloljiuk.

Fletcher tovabbment okoskodasaiban és bebizonyitotta a ko-
vetkez§ tételt:

28. Tétel: A 24. Tétel fTeltételeinek teljesilése mellett
az

Ux) = ) + E

w ()h.(x)
i 1 1

flggvénynek az xi pont stacionarius pontja. Tovdbba ha
k elég nagy konstans, akkor x a

vy = fC) +

Il =T

w.(xX)h.(x) + k
i=1 1 1

fluggvénynek szigoru lokalis minimumhelye.
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3. A bovitett Lagrange-figgvény tovabbi vizsgalata.

A multiplikadtormédszert Powell egy mas formaban vezette le.
A bovitett Lagrange-figgvény helyett 6 a

/3.1/ Q(x,c,k) = F(X) + k F(h-(x)—c-)
j=1 J J

segédfiggvényt vezette be. A kiuldnbség valéjaban csak formai,
a
/3.2/ w. = -2 ke .
3 1
valasztassal a /3.1/ fiuggvény bovitett Lagrange-fuggvény

alakjaban is irhaté. Mégis a Powell altal adott alak altaléa-
nositasra alkalmasabb.

A multiplikatormédszert egyenlétlenségfeltételek esetére is
altalanositani akarjuk.

Tekintsik az (a) feladatot. A kdzbdnséges buntetéfiuggvéeny
helyett vegylik a kovetkez6 segédfiggvényt:

/3.3/ Q(x,c,K) = FG) + k ~ (g-(X) - c.)2
i-1 1 1

Itt a az a szam negativ részét jelenti. Ezt a segédfigg-
vényt Rockafellar illetve Fletcher vezették be. Az optimum-
pontot x , a megfeleld Lagrange-szorzokat u” jeloli.

A cx vektort a

/3.4/ 2 kCXi = uXI,

egyenletekkel definialjuk. Fletcher bebizonyitotta a kdvet-
kez6 tételt. /Id [lo] 7/
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29. Tétel. Az (a) fTeladatra teljesiuljenek a 13. Tétel
feltételei. Ekkor létezik olyan kQ szam, hogy k > kQ ese-
tén az x* megoldas a Q(x,cx",k) Fluggvény szigoru lokalis
minimuma.

A 30. és a 31. Tételt nyomdatechnikai okokbol mellézzik.
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4. A multiplikdtormodszer alkalmazasanak numerikus kérdései.

Tegyuk fel, hogy az f,h™ flggvények masodik derivaltjai
konnyen kiszamithatdék. Ekkor az x(w) meghatarozasa tortén-
het Newton-médszerrel. Ugyanigy a T(w) Tfuggvény maximaliza-
lasa is torténhet Newton-moédszerrel. Szamitsuk ki a ~(w)
fuggvény derivaltjait:

1413 VWY(W) = VXQ ?$v+ VWQ = VWQ = h
mivel VXQ(X(W),W,k) = 0. Tovabba
2
= — 2 A*
el Vg = NR ot Vi V@ Vax 9% (F XD
W bw
mivel V%WQ = 0 barmely (x,w) -re. 1gy a Newton-médszer sze-
rint
/4.3/ 6w = (F_1Hf) 1h .

Megjegyezzuk, hogy ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha
a Newton-médszert a /2.3/ nemlinearis egyenletrendszerre al-
kalmazzuk. Ezeket a képleteket megtaldljuk Fletcher dolgoza-

taban is.

Az x=x(w) felluletdarab linearizalasaval kapjuk, hogy az uj
x(w+6w) értékeket kozelitbleg a

/4.4/ Ex @ = 6w = - F_1h (fF-1Hf) 1h

korrekcioval kell kiszamitani. Megjegyezzik, hogy ha az /1-1/
n+p dimenzids nemlinearis egyenletrendszerre alkalmazzuk a
Newton-modszert az (x(w),w) pontban, akkor a /4.3/ 14.41
korrekciokat kapjuk.



71

A Fuggelékben leirt /1.6/ /1.7/ dekompozicids eljarast
fogjuk alkalmazni. Az x(w) vektor meghatarozaséara a
Newton-médszert alkalmazzuk, tehat az iteréaciot a

/4.5/ 6x~ = - (vga)_1(,a) = - F_1V,Q

képlet definialja. A jobboldalt itt egy (x,w) pontban
értékeljuk ki . Az x vektor korrekcidjat végul a

/4.6/7 Ox = 6x™ + 6xN

képlettel adjuk meg.A Fliggelék 36. tétele alapjan koénnyen
igazolhatdé a kovetkezéb.

32. Tétel. A /4.3/ /4.6/ korrekcids formulakkal definialt
iterativ eljaras konvergens.

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor csak az f,n
fluggvények és els6 derivaltjaik szamithatdok ki. A multipli
kdtormédszer szerint a w korrekcidéjara a

/4.7/ 6w = 2kh(x)

képletet javasoljuk. Vegyuk észere, hogy a jobboldalon x
nem szukségképpen azonos x(w) -vei. A 06x korrekciot a
Figgelékben kozolt /1.6/ /1.7/ eljaras alapjan két rész-
b6l tesszik Ossze. Egyrészt a

/4.8/7 V (x,w,k) = const

Ljapunov - felulethez megszerkesztjuk a 6w elmozdulasnak
megfeleld érintbvektort. Ez nyilvan

/4.9/ 6x~ = - (V20071 (w2 a)ew = -2KF_1Hh(x) .

Masrészt a V g (W) w,k)= 0 egyenlet megoldadsahoz kozele
dink, ha a

/4.10/ 6x~ = - GV Q
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korrekciot alkalmazzuk, ahol G a (vng) 1 matrix egy jo
/mindenesetre pozitiv definit/ kozelitése.
Végul definialjuk a

/4.11/ Ox = XN

korrekciot.

Osszefoglalva a

6w = 2kh(x)
1A_121 Ox = -2KF_1Hh(X) - GQy

korrekciot kapjuk. A Fiuggelékben ko6zolt 36. Tétel alapjan a
/4.12/ képlet alapjan végzett iterativ eljaras konvergens.
Sajnos /4.12/-ben a masodik derivaltakat tartalmazé F mat-
rix inverze is szerepel. Ezért a kovetkezd moédositast javasol-

Juk.

6w 2kh(x)

/4.13/

O
X
I

6 -2kGHh(X) - GQ

lgaz a kovetkezd
33. Tétel. A /4.13/ korrekcidés képlettel definialt itera-

tiv eljaras konvergens.

Bizonyitas. Jeldljuk az /74.12/ illetve /4.13/ képletek
jobboldalait s(z) -vei, illetve t(z) -vei. Konnyld latni,
X _F.X X) .
hogy z =Vx ,w Jmind a
z = sVz

mind pedig a

z tVvz
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egyenletnek egyensulyi pontja. Mivel pedig z az els6é egyen-
letnek stabil egyensulyi pontja és fennall a

/4.14/ HE@ < (1+D) [ s () |1 & >0

egyenlétlenség, hacsak G elegend§ jo kozelitése F 1 -nek,
azért zx /4.13/ -nek is stabil egyensulyi pontja.

A /4.13/ -iteracios modszer alkalmazasahoz csak elsé deri-
valtakra van sziukségunk. A modszer approximaciéja a Newton-
modszernek, amelyet a

h(x@wl) =0

egyenletre alkalmaznank, de a -GV Q tag feltehetfen javit-
ja a konvergencia tulajdonsagokat pl. abban az értelemben,
hogy nagyobb a konvergencia-tartomany. Ezek a kérdések azon-
ban még tisztazatlanok.

Ha a feladatban szereplé figgvények derivaltjai konnyen Ki-
szamithatok, akkor a G becslés javitasara hasznalhatjuk a
Broyden-féle mdédszereket, vagy a hagyomanyosabb Davidon-
Fletcher-Powell mdédszert. Az utobbi mdédszernek egy derivalt-
mentes valtozatat is kidolgozta Stewart, igy a multiplika-
tormédszer olyankor is jol alkalmazhaté, amikor csupan a
feladatban szerepld fliggvények értékei szamithatdék ki kony-
nyen.
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IV. Szekvencialis modszerek alkalmazdsa a sztohasztikus progra-
mozasban

1. A sztohasztikus approximacio néhany moédszere.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk meg, hogyan kell a szék
vencialis modszereket hatékonyan alkalmazni sztohasztikus
programozasi feladatok megoldasara. A sztohasztikus prog-
ramozas modelljeinek jJ6 6sszefoglalasat tartalmazza
Prékopa Andras munkaja, /Id 728 /

A sztohasztikus programozas feladataiban a feltételi flgg
vények ill.a célfiuggvény igen bonyolult integralkifejezé-
seket tartalmaznak. Ezeknek Monte-Carlo médszerrel torté-
né integréalasa igen id6igényes, mas numerikus integralasi
eljarads pedig a magas dimenzidészam miatt nem alkalmazhaté
A Monte Carlo-mdédszer és egy nemlinearis programozasi moéd
szer egyidejl alkalmazadsa ezért célszerd.

igy egy un. sztohasztikus approximacioés eljarast kapunk.
A kovetkez6kben 6sszefoglaljuk a sztohasztikus approxi-
macio elméletének fébb eredményeit.

Az elsb klasszikus eredmény a Robbins-Monroe eljéarés.
Az eljaras célja egy

/1.1/ f(x) =0

nemlinearis egyenlet megoldasa, ahol Tf(xX) egy regresz-
szi6s fuggvény, azaz

/1.2/ f) =M ®)

ahol y (x ) egy realizidlhaté valdszinuségi valtozé, M
pedig a zardjelben allé Kkifejezés varhatd értékét jeloli.
A Robbins-Monroe eljaras esetén x skalarvaltozé kell,
hogy legyen. Kés6bb Blum tobbdimenzids eljarasokat dolgo-
zott Kki. Az egyik legaltalanosabb konstrukcidé Sz.A. Ilvan-
kovtol szarmazik, ezt fogjuk ismertetni.
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El16sz0r egy determinisztikus eljarasra vonatkoz6é eredményt
mutatunk be.

Legyen X egy meghatarozandé vektor, amely lehet pl. egy
nemlinearis egyenlet gytke. Legyen adott tovabba egy al-
goritmus, amelynek alakja

/1=3/ Xn+1 = Xn * a nr{x

Ivankov tétele az /1.3/ tipusu iterativ eljarasok konver-
genciajat vizsgalja, /id [#1 /

34. Tétel. Tegyuk fel, hogy az /1.3/ iterativ eljéarasra
teljesilnek a kovetkez6 feltételek: Az r(x) vektorfigg-
vény folytonos XxCR esetén, ahol R"7”egy kompakt halmaz,
és r(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x = xX. Tovabba
Iétezik olyan folytonosan differencialhatdé nemnegativ kon-
vex u(x) fuggvény, melyre u(x) = 0 akkor és csak akkor,

X
ha Xx = X es

/1.4/7 r() VXU <0 ha XAX*

vegul

/1.5/ W “m0 Il &n = <
n=1

€és X OR minden n-re. Ekkor az /1.3/ iterativ eljarés

n X . .
konvergens, azaz xn+ X n*‘ esetén.

Megjegyezzik, hogy a tételt Ilvankov altalanosabb alakban
fogalmazza meg: r(x) tobbértéku figgvény is lehet.

Az /1.3/ eljaras egy sztohasztikus valtozatat a kodvetke-
z6képpen szerkesztjuk meg: Legyen £n = E(Xn) egy va-

I6szinuségi valtozé, melyre

/1= 6/ M(Sn) = r(xn)
és tekintsiuk az
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11.11 Xopg = Xt O ELXD

eljarast. Erre igaz a kovetkezd

35. Tétel. Tegyuk fel, hogy teljesilnek a 34. tétel fel-
tételei. Tegyuk fel, tovabba, hogy a valészinuségi
valtozék TFiuggetlenek, szoérasaik korlatosak:

/1.8/ °2(MJ < K

valamilyen K-val, és
/1*9/ < » .
Ekkor az xn sorozat egy valdszinuséggel tart xX -hoz.

A 35. tétel alapjan fogunk a kdvetkezd pontban sztohasz-
tikus programozasi feladatokat megoldani. Az eljarasok
alapja a kovetkez6 lesz: alkalmazzunk egy determinisz-
tikus eljéarast, amely a 34. tétel feltételeinek eleget
tesz. Az r(x) vektorra Monte-Carlo médszerrel adunk tor-
zitatlan becslést, s ennek felhasznalasaval alkalmazzuk
az 11.11 sztohasztikus eljarast. Az Can lépéshossz szoka-

sos valasztasa O(n= [

Példaul az /1.1/ feladat megoldasara az

1 =~ *n T n fgxn)

determinisztkus eljaras alapjan az

/1.10/

sztohasztikus approximacios eljarast szerkeszthetjuk.
Ez a Robbins-Monroe eljaras.

Ha a determinisztikus feladat fuggvényminimalizalas /fel-
tételnélkili vagy feltételes/ uagy az /1.3/ tipusu elja-
rasokban elsérendl parcialis derivaltak ismerete sziuksé-
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ges. Derivaltmentes eljarast kaphatunk legegyszer(bben

ugy, hogy a derivaltakat differencialhanyadossal helyette-
sitjuk. Egy ilyen eljaras sztohasztikus valtozata a Kiefer-
Wolfowitz eljaras, amelyet csak nagy vonalakban foglalunk
0ssze. Tekintsuk a

/1.11/ min O

feladatot, ahol x skalarvaltozd és

/1.12 7/ f&x) =n &) .-
Ekkor
/1.13/ T X)) » my +c) - y (k-c)) /2c

ezért javasoljuk az

/1.14/ el Xp ~ ZRC yOFed  * y (k—cp))

éljarast. Az a, »C egyltthaték egy célszerli valasztasa

>S5 S
¢}

/1.15/ an =

“n n%

A Kiefer-Wolfowitz eljarast 1952-ben publikaltak, azota
szamos hatékony derivaltmentes algoritmust dolgoztak Ki.
Erdekes volna ezek sztohasztizalhatésagat megvizsgalni.

2. Veszteségfluggvényes és megbizhatosagi jellegld modellek

A veszteségfiggvényes modellek kozos jellemz6je, hogy a
célfluggvény egy determinisztikus fluggvény és egy valdszi-
niségi valtozo varhatd értékének az Osszege. Az utdbbi
fluggvényt egy integralkifejezés definialja, amelynek egy
tipikus alakja a kovetkez6:

12.1J /... / (B-Ax)d $C$)
8>AX
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Itt R valdésziniuségi valtozé, <P az eloszlasfliggvénye.
Ha a /2.1/ tipusu kifejezéseket Monte-Carlo médszerrel
értékeljuk ki, akkor a célfiuggvényre ill. a gradiensére a

r 7

kovetkezd eldballitast kapjuk:
12.21 fxX) = mU (x))

VXTF(X) = m (c X))

Itt £, CX r-t6l Tiggd valdésziniuségi valtozok,
amelyek véletlenszamgenerator segitségével realizilhatok.

A feladatot a

12.21 min ()
/2.4/ gx(x) > 0

alakban megfogalmazva azt vizsgaljuk, hogyan alkalmazha-
ték a SUMT médszer ill. a multiplikatormédszer.

Az /2.3/ /2.4/ feladat megoldaséara alkalmazzuk pl. a lo-
garitmikus biuntetéfliggvény moédszert, a segédfiggvényt je-
161je p(x,r). Vezessuk be a

12.51 bGP = 500 - r Z In g. ()
i=l
o
VP 60 vgj (x)
i—-19i(x)

véletlen Tfluggvényt. Vilagos, hogy

/2.6/ M(p(x,r)) = p(x,r) és

m@p&))= VXP(X,r) ,
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igy egy Robbins-Monroe tipusu eljarast alkalmazhatunk,
melynek képlete esetiunkben

72.8/ N N P

Az xn sorozat a35. tétel fTeltételei mellett egy valészi-
niséggel konvergal xX(r) -hez, a p(,r) TfTluggvény mini-
mumahoz .

Ha mar sikerilt az aktiv indexek halmazat 1| -ot megjelol
ni, akkor célszer( attérni a multiplikatormédszerre. Az

egyszeriliség kedvéért tegyiuk fel, hogy I = {l,...,p} .,
legyen h™M(xX) = g™"(X) Jj=1, ...,p-re és tekintsuk a
12._91 minf(x)

hs.(x):o jJj =1, ..., p
feladatot.

A bévitett Lagrange-fiuggvényt jelolje Q(x,w,k), és vezes
stk még be a

/2.10/ g(x,w,k) = £X) + % w_-h_.(xX)+ k
= D

véletlen fuggvényt. Vilagos, hogy
/2.11/ Q(x,w,k) = MQ(x.,w ,K)

ezért a Ga(x,w,k) fuggvény x(w) minimumanak a meghata-
rozasara alkalmazhaté a Kiefer-Wolfowitz eljaras. Ha még
az T(x) célfiuggvény gradiensére is van torzitatlan becs-
lésink, akkor Robbins-Monroe tipusu eljaras alkalmazhat6.
Ez eddig teljesen analdg a bintetdfiuggvények mdodszerével.

A multiplikatormoédszer &altalunk kidolgozott /4.13/ mddo-
sitasa is sztohasztikus eljarassi fejleszthetd.



Definialjuk ugyanis a

A

12.12/ 6x = - 2kGHh() - GQy

véletlen iranyt. Vilagos, hogy

A

12.13/ M (6x) = <

ezért a 35. tételben leirt konstrukcié alkalmazhatoé és
gy egy sztohasztikus eljarast kapunk.

Megbizhatésagi jellegl modellek esetén egyes feltételi
fuggvényekben szerepelnek a véletlen hatédsok. Egy sokat
vizsgalt példa a

/2.14/ gl(x) =pGx>3)~P

feltételi fuggvény. Itt A egy determinisztikus matrix,
X egy dontési valtozo, B véletlen vektor, p( ) a
zardjelben allé esemény valdszinuségét jeloli, p pedig
egy eldirt megbizhatdésagi szintet. A jobboldal Monte-
Carlo moédszerrel torténd kiértékelése esetén a g-"(x)
fluggvényre egy £(x) torzitatlan becslést kapunk:

/2.15/ gnrx) =m CK&) -
A feladatot fogalmazzuk meg a
/2.16/ minf(x)

12.171 gx(x) = 0

alakban. Célunk a g (x) feltétel kiértékelésével kapcso-
latos problémdk vizsgéalata.

A g™MN(x) TFiuggvény tobb fontos gyakorlati eloszlas esetén
logaritmikusan konkav Prékopa Andras tétele alapjan. igy
ha az F, 94~ m fluggvények konvexek, akkor a lo~
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garitmikus buntet6fluggvény alkalmazasa konvex segédfela-
datra vezet. Ez volt tobb gyakorlati feladat megoldaséanak
az utja (Id. C5D) .

Sajnos a g™N(x) fuggvény kiértékelése Monte-Carlo médszer-
rel i1gen munkaigényes. Sztohasztikus eljards szerkeszté-
séhez pedig az Ing™M(x) fluggvényre kellene torzitatlan
becslést adnunk, ami altaladnossagban nem latszik lehetsé-

gesnek.

Ha el6re tudjuk, hogy g~(x) = 0, akkor alkalmazhatunk egy
r (xX) bluntetétagot. A g™N(x) Tluggvényre mar kaphatunk
torzitatlan becslést:

/2.18/ g (x) = x) *C2 (X" 1,

ahol Cj_(), a £7x" valoOszinuségi valtozo kéet fug-
getlen realizaciojat jeloli. Ugyanakkor azonban nincs garan-
cia arra, hogy a logaritmikus és négyzetes tagokat is tartal-
mazo vegyes bintetéfiggvény konvex. Ugy tinik tehat, hogy

egy JO kezdeti kozelités kiszamitadsa nehéz feladat.

Tegyuk fel azonban, hogy az aktiv indexeket mar sikerult

kijeloIni és adaptaljuk a multiplikatormédszert. Legyen a
feladat

/2.19/ min F(x)

/2.20/ hj(x) =0 j=1, ... p

Itt is mint elébb hr(X) = g*(X) j=1, ..., p-re.
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A bévitett Lagrange-Ffiggvényt jelolje Q(x,w,k) és vezes-
suk be a

7221/ Q (xX,w,k) = Ff(XxX) + 1 w.h.(x) + k E h*(xX) +
33

j=2 j=2 3

Wiri(x) +k~A1(x)P2°x)

véletlen fuggvényt. Vilagos, hogy
12.221 M(B(x,w,Kk)) = 4(x,w,k) .

igy o(x,w,k) x-szerinti x(w) minimumdnak a meghataro-
zasa torténhet a Kiefer-Wolfwitz moédszerrel.

Tegyuk fel, hogy a g”™(x) Fuggvény gradiensére 1is van
torzitatlan becslésink:

/2.23/ VOrFX) = W rx) = n C(&)) -

Ez a helyzet, ha g™(x) a /2-14/ formulaval van defi-
nialva és a parcidlis derivaltakat ado integralkifejezése-
ket Monte-Carlo médszerrel értékeljuk Kki .

Ekkor a

/2.24/ VQ=VFf(X) + Ew.V h. + 2k E h.(xX)V h.(X) +
X X J=2 2 x 2 Jj=2 3 X 3

+ w-"Cx) + 2k£1(xX)c(x)

véletlen vektor a V Q vektor torzitatlan becslése, fel-
téve, hogy a £MN(X), ?(x) valoszinuségi valtozok fugget-

lenek :

/2.25/ V. Q
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Ekkor pedig a Robbins-Monroe tipusu eljaras alkalmazhato
a VvVMQx,w,k) =0 egyenletrendszer megoldéasara.

Most megmutatjuk, hogy a 1l1l. fejezetbeli /4.13/ eljaras
sztohasztikus valtozata is konnyen kaphaté.

Vezessik be a

/2.26/ h(x) =(s(X),Vg2(X), -.-., Vgn Q)"

matrixot. Vilagos, hogy a h () matrix a /ZIV.2_11/-beli
h (x) matrix torzitatlan becslése:

/2.27/ HX) =mcth &)) -
Vezessiuk be a
12.28/ hGY = (FCO, hQ0), .-, hp(X))

véletlen vektort. Ez a hXx) = (h,(xX) , ..., hP(X vek-
tor torzitatlan becslése. Végiul legyen

/2.29/ 6w = 2kh(x)

/2.30/ 6x -2kGH(x)h(x)- GVQ

Vilagos, hogy

/2.31/ 6w = m (@Gw)
és
12.321 6x = M(6x)

ezért a 35. tétel alapjan egy sztohasztikus eljaras szer-
keszthetd.
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Newton-tipusu eljarasok esetén lényeges nehézséget okoz a
(v%xq)ﬂ_ matrixra torzitatlan becslést adni. Egy dimenzid
esetén arrol van sz6, hogy olyan Y valésziniségi valto-
z6t keresiunk, amelyre

1 _ _
m - M (p)
ahol

m = M(?) -

Itt < ismert /realizalhatd/ valoészinuségi valtozo és ijt

realizacioi alapjan kell konstrualni. Ez tudomasom sze-
rint altalanossagban nem megoldhaté feladat. Mégis lehet-
séges Newton-tupusu moédszer sztohasztikus valtozatanak a
kidolgozasa, bar ezek gazdasagossaga nem nyilvanvalé. Er-
re a kérdésre még visszatérink a Figgelékben.
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FUGGELEK

1.

Egy dekompozicidés eljaras.

A dolgozatban tobb helyen felmerult Osszetett eljarasok
egyszer(sitésének a kérdése. A szobébanforgd esetekben az
algoritmus konvergenciajat Ljapunov-fuggvényekkel &allapit-
hatjuk meg. Ezért ezzel az esettel fToglalkozunk altalaban
is. Az algoritmusok folytonos alakban egy differencial-

egyenlettel irhatok le:
x(t) = x(t) )=

Az algoritmus konvergencigja azt jelenti/ hogy egy keresett
X megoldads az egyenlet stabil egyensulyi pontja, azaz
x(t) ->xX t*° esetén, hacsak x(o0) elegend6 kodzel van

X
X -hoz.

Az egyenlet jobboldalan allo kifejezésben egyes részeket
Y(x) -szel jelolunk, és az egyenletet az

/1.1/ x = PI(X,y (x ))

alakban Irjuk at. Az y () kifejezés kijelolése lehet
magatol értetdéds6, de lehet mesterkélt is. Példaul a New-
tgn—médszer alkalmazdsakor az x = _fkgfx egyenletben Ki-
valaszthatjuk az Y™~J = fXX kifejezést.

Vagy példaul egy feltételes minimalizalasi feladat lehet a
min f(X,y)

gx(x,y) =0 i=1, ..., m

alakban megfogalmazva, ahol y komponenseinek a szama m.
Ha vy-t mint x fluggvényét kifejezzik a feltételrendszer-
b6l , akkor a

min F(x,Y())
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feladatot kell megoldani. /Ez az eljaras a redukalt gra-
diens modszer./

Az vy () kifejezés kivalasztdsat az indokolja, hogy ennek
kiértékelése csak algoritmikus utén lehetséges. A megfele-
16 algoritmust jelolje

/1»2/ y() = rx,y®)

Az /1.2/ differenciéalegyenlet jobboldalan x paraméterként
szerepel, és yM®-*Y(X) ha - és y(0) elég kozel van

y (x) -hez. A kérdés az, hogyan lehetne az /1.1/ ill. /1.2/
egyenletekkel definialt algoritmusokat egyesiteni, hogy el-
keruljuk y (x) pontos kiértékelését.

Egy lehetséges eljaras a kovetkez6: tetszbleges x,y pont
esetén, amely az xX,y xX) pont elég jo6 kozelitése, defi-

nidljuk a kovetkez6 iranyokat:
171.3/ Plap(x,y) , r=r (X,y) , P2= A(X,Y) px(X,y)

ahol

/1.4/ A = A(X,Y) = - rxry

Az A derivaltmatrixot az

/1.5/ rex,Y®®)=0

feltétel x szrinti derivaléasaval kapjuk.
Az algoritmust az

11.6/ X

PL(X,Y)

N7/ y = p2(xTy) + r(x"y)
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differencialegyenlettel definialjuk. A kovetkezbkben az
/1.6/ /1.7/ algoritmus konvergenciajaval foglalkozunk.

Vezessik be a

z=(u" p-=

jeloléseket. A Ljapunov-féle stabilitaselmélet szerint az
/1.2/ differencialegyenlet az y (x) pontban stabil, akkor
és csak akkor, ha létezik egy folytonosan differenciéalha-
t6 v(X,y) Ljapunov-fuggvény, amelyre

vix, Y) =0 , v(x,y) >0 ha y f y({)

rvyvVvc<o ha r £0
y

A v(x,y) Fuggvény az vy (x) pont egy kornyezetében van
értelmezve. Megkoveteljik, hogy az er@sebb

/1 8/ revyv < - fir il IMVI

egyenlétlenség teljesuljon és azt mondjuk, hogy az /1.2/
differencialegyenlet szigoruan stabil vy () -ben. Ekkor V

valaszthaté a

11.91 V = r"Kr

alakban, ahol K egy pozitiv definit szimmetrikus matrix.
Az /1.8/ fTeltétel ekkor az

/1.10/ re(ryK + Kry) r < - 9|Ir 1|2

alakban irhaté fel. Mivel az r 1iradny az m-dimenziés
y-nal koordinatazott altér tetszb6leges iranya lehet, azért
kovetkezik, hogy az (x,y (x)) pontban az

11.11/ RvyK)] = ryK + Kr;/
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matrix pozitiv definit. Ez a megfogalmazas is Ljapunovtol
szarmazik.

Folytonossagi meggondolasbdél nyilvanvaldé, hogy ha x az
xX egy kis kornyezetében fut végig, akkor a K matrix
x -tol fluggetlennek is valaszthatdé.

Tekintsiuk most a

/1.12/ z = p@)

egyenletet.A kiindulast képez6 /71.1/ egyenlettel vald kap-
csolata a kovetkez6:

Rogzitsink egy c konstans vektort és tekintsiuk az
/1.13/ r(x,y(x,c)) = c

egyenlettel definiadlt vy (,c) un. Ljapunov-feluletet.
Az /1.1/ differencialegyenlettel parhuzamosan tekintsuk az

/1.14/ X = pl(x,y &)
differencialegyenleteket.

Tegyuk fel, hogy az /1.1/ differencialegyenlet szigoruan
stabil xx-ban, ekkor az /1.14/ differencialegyenlet szin-
tén szigoruan stabil valamilyen xx(c) pontban, amelyet a

/1*15/ pL(xX(@ ,y&x(), c))=20

egyenlet definial, hacsak ¢ elég kozel van az 0O-hoz.
Az (xX(©) , y(x(),c) pontok egy m-dimenzids felluletet
toltenek ki, amelynek az y (x) felulettel egyetlen kozos

pontja van; &*, y(x¥)-

Az /1-13/ egyenletb6l viladgos, hogy a P~P~P~)*" vektor
barmely pontban egy azon a ponton athaladé Ljapunov-felil-
letnek érintéje, ezért az /1.14/ differencidlegyenlet bar-
mely megoldasa teljes egészében egy &,y ( ,c)) felileten
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halad végig. Ezt a feluletet tetsz6leges moédon /pl. az
x-szel/ paraméterezve alkalmazhatjuk Ljapunov eredményeit
és a kovetkezdét kapjuk:

Létezik egy H szimmetrikus matrix, amely pozitiv definit
az (,y (x(c) TFTelilet (xx(©) , Y(xx(c),0))-ban vett t(c)
érintéterén, és az

/1.16/ U = p"Hp

képlettel kiszadmitott fuggvény Ljapunov-fuggvénye az /1.14/
egyenletnek a kovetkezd értelemben:

P vzU < - Ellp I IMOI] -

Ez uUgy is fogalmazhat6é, hogy

/1.17/ p*"(pzH + Hp®" D) p < -£]lp II2

ha pGt(c)

Vil4dgos tovabba, hogy a p iranyban a V fluggvény iranymenti
derivaltja 0, mivel V konstans az (X,Y(X,y)) Tfeluleten:

/1.18/ P*VZV = 0 =

Ezen elbkészités utan konnyl bebizonyitani a kovetkezét
36. Tétel. Tegyuk fel, hogy teljesilnek az /1.9 /-/1.17/
feltételek. Ekkor 2z* = (xx,y xS)) az /1.6/ /1.7/ diffe-
rencialegyenlet szigoruan stabil egyensulyi pontja, és

/1.19/ W =uU+

az /1.6/ 11.11 egyenlet Ljapunov-figgvénye, hacsak 1 elég
nagy pozitiv szam.
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Bizonyitds: Vezessik be az f = (o,r) jelolést, ahol O
egy n dimenzids /x-szel azonos dimenzidju/ 0O vektort je-
lent. Ekkor az /1.6/ /1.7/ differencialegyenlet a

/1.20/ z = p(2) + r(2) = s@)

alakban irhaté. A pont az /1.20/ egyenlet egyensulyi

z
pontja és w(zx) = 0 , tovabba w(z) >0 ha z"zX.

A Finsler-lemma segitségével konnyl megmutatni, hogy W a
zx pont kornyezetében konvex. Megmutatjuk, hogy W az s(2)
iranyban csotkkend. Valdéban

/1%21/ s(z )*VZW = (p~z) + r(2))/ (r (pzh)p + -AR~K)?) =

= p "R(pzh)r + r@DRPzH) p + ~“r*R(rzK) f .

Figyelembe vettiuk, hogy /1.18/ alapjan

p"R(rzK)r =0 .

Az /1.21/ egyenl8ség jobboldalara als6é becslést ad egy

/i-22/ —allp IR -0b Ir 1P I- c*lir 02

kvadratikus alak, ahol a és ¢ pozitivak. Vilagos, hogy
ha Welég nagy, akkor az /1.22/ kvadratikus alak pozitiv
definit és ezzel a tételt bebizonyitottuk.

A 36. tétel alkalmazisaként megmutatjuk, hogyan lehet a
redukalt gradiens mdédszert egyszerisiteni.

Tekintsiuk a
/1-23/ min f(x,y)

/1.24/ g (x,y) =0 i = 1( ==/ M
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feladatot, ahol y komponenseinek a szama m. Az 11.2A! fel-
tételek altal definialt y (x) fluggvényt az

/1.25/ y = " Gg(X,Yy)

/folytonos alakban felirt/ algoritmus alapjan szamitjuk Ki,

ahol g =(», --- gmn)" és G az /1.24/ egyenlet Jacobi-
matrixa inverzének egy kozelitése.

A

/1.26/ <) = T(X,y(x))

flggvényt gradiens moédszerrel minimalizalva az
/1.27/ X = - fx - Afy

algoritmust kapjuk, ahol

)% -1
A 6x gXgy

- s = 7z

Az /1.25/ ill. /1.21J algoritmusok kompoziciéjabol az

/1.28/ x = - - Al

11.291 y = - Gg - A"(Fx + A Ty)

algoritmust kapjuk.

Lathaté médon nem tudjuk elkerulni, hogy a gy 1 méatrixot
pontosan Kiértékeljuk, ez az A matrix kiszamitasidhoz kell.
Ez a redukdlt gradiens modszernek kétségtelenul hatranya a

multiplikdtormédszerrel szemben.
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2. Sztohasztikus Newton-médszer.

Tekintsik a

minf(x)

feladatot és alkalmazzuk a Newton-médszert. Folytonos ala-
kot hasznalva az

/2.1/ x = -(v2. F)_1V_F
XX X

algoritmust kapjuk. A jobboldali kifejezésben bevezetjik
az

12.2/ Y() = (~AxF)_1

jelolést és vy (x) -et iterativ médon hatarozzuk meg. Egy
- L= AT X 1 . .
nemszingularis A matrix Y =A inverzét az

12.3/ Y = - Y (AY-e)

algoritmus alapjan hatarozhatjuk meg. Megjegyezziuk, hogy
az

12_1l Yn+I = 2Yn - YnAYn

diszkrét valtozat kvadratikusan konvergens.

A 12.31 algoritmusban A,Y fuggetlen valtozdoknak tekinthe-
ték, és azt vizsgaljuk, hogy az A perturbéacidéja milyen
perturbaciot idéz el az Y-ban. Az /1.13/ képlet alapjéan
az r(x,y) = c Ljapunov-fTeliletnek most az Y(AY-E) =cC
feluletek felelnének meg. A O6A korrekciodnak megfeleld &Y
korrekcié kiszamitdsakor azonban az A 1 matrixot ismernink
kellene.
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Ezért a Ljapunov-felluleteket az
/2.5/ Y-1 - A=¢C

egyenlettel definialjuk, ahol C konstans matrix.

Tegyuk fel, hogy A a t 1i1d6é folytonos fuggvénye. Ekkor
t szerinti differencidléassal kapjuk az

/2.6/ =0

egyenletet, ahonnan

/2.7/ - YAY .

Az elb6z6ekben ismertetett /1.6/ /1.7/ konstrukcidé most a
kovetkez6t adja:

/2.8/ X = -YY F
12.91 Y =-y(@kx)Y-e)- YN AXX))Y
ahol

a(x) = V2 F(x).

A /2.8/ 12.91 eljarads a Newton-médszernek egy médositéasa,
amelyhez hasonldokat mar koréabban is szerkesztettek. Illyen
pl. a Moser-féle eljaradas. Az uj eljarasunk egy lényeges vo-
nasa, hogy annak sztohasztikus valtozata is kidolgozhaté.
Valéban, legyen f(X) egy x -téi, mint paramétertdl flggb
tobbdimenzids integral. Ekkor az f derivaltjaira Monte-
Carlo médszerrel torzitatlan becslés adhat6, mondjuk

Vx F = m(£(x))

v2xxt = AX) = M(AX)) 7/

o F =G
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Itt T (x)akx) , b(x) x-tél fuggé realizalhatdé valészi-
niségi valtozok. A VgxxA kifejezés egy hdaromindexes
tenzort jelent. A /2.8/ , /2.9/ algoritmus sztohasztikus
valtozatat ugy kapjuk, hogy a jobboldalakat azok valamely
torzitatlan becsléséval helyettesitjuk. 1gy kapjuk az

-y £(x)

X
I

/2.10/

/2.11/ Y -y(AGK)Y - e)- y(b ) x yC(x))y

eljarast, amely Ilvankov tétele alapjan konvergens.

A  /2.11/ kifejezésben szereplé x egy haromindexes és egy
egyindexes tenzor szorzatat jelodli. A torzitatlansaghoz fel
kell tennunk, hogy B i1ll. K figgetlenek.

A /2.10/ , /2.11/ algoritmust sztohasztikus Newton-médszer-
nek nevezzik. A szerkesztés célja az volt, hogy az aranyta-
lanul 1ddigényes Monte-Carlo moédszerré6l a "terhelést” a
kiuls6 kuls6é ciklusnak /jelen esetben a Newton-médszernek/
adjuk at. Erdekes volna megvizsgalni, hogy a harmadrendi
derivaltakat tartalmaz6 tagok elhagyhatdk-e.
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10/1973 Dibuz A. - Gaspar J. - Varszegi S.: MANU-WRAP hatlaphu-
zaloz6, MSI-TESTER integralt aramkordoket mérd, TESTOMAT-C
logikai h&aldézatokat vizsgald berendezések ismertetése

11/1973 Matolcsi Tamas: Az optimum-szamitas egy uj modszerérdl

1271973 Makroprocesszrok, programozasi nyelvek. Cikkgyljtemény
az NJSzT és SzTAKI koOzds kiadasaban. Szerkesztette:

Legendi Taméas

1371973 Jedlovszky Pal: Uj modszer bonyolult retifikadldé oszlo-
pok vegyészmérnoki szamitasara



14/1973

1571973

1671973

1771974

1871974

1971974

20/1974

2171974

22/1974

2371974

2471974

2571974

26/1974

27/1974
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Baké Andrasa MTA kutatéintézeteinek bérszamfejtése sza-
mitogé ppel

Adam Gyorgy: Kelet-nyugati kapcsolatok a szamitogépipar-
ban

Fidrich 1. - Uzsoky M.: LIDI-72 listakezeld rendszer a
Digitalis Osztalyon, 1972. évi valtozat

Gyurki Jozsef: Adaptiv termelésprogramozé rendszer /APS/
termeldmiuhelyek iranyitasara

Pikier Gyula: MINI-szamitogépes interaktiv alkatrész-
programird rendszer NC szerszamgépek automatikus prog-
ramozasahoz

Gertler,J.-Sedlak,J.: Software for process control

Vamos,T.-Vassy,Z.: Industrial Pattern Recognition
Experiment - A Syntax Aided Approach

A KGST 1.-15-1.: "Diszkrét rendszerek automatikus vezér-
lése"™ c. témaban 1973. februarban rendezett szeminarium

El6adasai

Araté%M.—Benczur,A-—Krémli,A.—PergeI,J-: Stochastic

Processes, Part 1.

Benké S. - Renner G.: Er6sen telitett magneskoérok szami-
togépes tervezései modszere

Kovacs Gyodrgy - Franta Laszléné: Programcsomag elektro-
nikus berendezések hatlaphuzalozasanak tervezésére

Jardan R. Kalman: Haromfazisu tirisztoros inverterek al-
lansésult tranziens jelenségei és bels6 impedancigja

Gergely Loézsef: Numerikus moédszerek sparse matrixokra

Somlé Janos: Analitikus optimalizalas



2871974

29/1974

30/1974

31/1975

32/1975

3371975

34/1975

3571975

3671975

37/1975

101

vVamos Tibor: Targyfelismerési kisérlet nyelvi médsze-
rekkel

MOricz Péter: Vegyészmérndki szamitasi moédszerek fazis-

egyensulyok és kémiai egyensulyok vizsgalatara

Vassy,Z.-Vamos,T.: The Budapest Robot - Pragmatic

Intelligence

Nagy Istvan: Frekvenciaosztasos kozépfrekvencias inver-
terek elmélete

Singer D.-Borossay Gy.-Koltai T.: Gazhaldézatok opti-
malis iIranyitasa kulonds tekintettel a F6évarosi Gazmi-
vek haloézataira

Vamos,T.-Vassy,Z.: Limited and Pragmatic Robot Intelli-
gence

Mérdé,L.-Vassy,Z.: A Simplified and Fastened Version of
the Hueckel Operator for Finding Optimal Edges in Pic-
tures

TaJuio B.: UporpaMMa ztjih pacno3HaBaHHH reoMeTpii-
vecKiix o06pa30B, ocuoBaHHafi na JiHHrBHCTiraeckKOM

weTOFle onucaHiifl h anaJiH3a reoMe?pwTiec:-A"IX ctovk -

T,yp

Laszl6 Nemes: Pattern Indentification Method for Indus-
trial Robots by Extracting the Main Features of Objects

Garadi-Kramli-Ratko-Ruda: Statisztikal és szamitastech-
nikai médszerek alkalmazasa kérhéazi morbiditasi vizsga-
latokban

Renner Gabor: Elektromagneses tér szamitasa nagyhomér-
sékletl anyagban

Edgardo Felipe: Specification problems of a process

control display



102
3871975 Hajnal Andrasné: Nemlinearis egyenletrendszerek megol-

dasi moédszerei

39/1975* A= aApd El-Sattar: Control of induction motor by three

phase thyristor connections 1in the secondary circuit

40/1975 Gerhardt Géza: QDP grafikus interaktiv szubrutinok a
CDC 3300-GD"71 grafikus konfiguréaciora

4171975 Aratdo M.-Benczur,A.-Kramli,A.-Pergel,J.: Stochastic

Processes, Part 1I.

4271975 Aratd Matyas: Fejezetek a matematikai statisztikabdl
szamitogépes alkalmazasokkal

43/1975 Matavovszky Tibor - dr. Pasztorné Varga Katalin:
Programrendszer Boole-fliggvényrendszer egylttes egy-

szer(isitésére vagy minimalizalasara
4471975 Bacsdé Nandorné: Pneumatikus aramkori hazardok

4571975 Varga Andras: Ellenparhuzamos félvezetbparokkal vezé-
relt aszinkronmotoros hajtasok szamitasi moédszerei

46/1976 Galéantai Aurél: Egylépéses modszerek lokalis hibabecs-

Iései

47/1976 Abaffy Jozsef: A feltétel nélkuli fuggvényminimaliza-
las kvadratikus befejezési mbdszerei

48/1976 Strehd Maria: Stiff tipusu kozonséges differencial-
egyenletek megoldéasarol

A x -gal jJelslt kivételével a sorozat kotetei megrende lhet6k
az Intézet kpnyvtaranal /Budapest, XII1. Victor Hugo u. 18-22.7
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