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BEVEZETES

A kdrnyezd vildg szémos jelenségét differencidlegyenletek /tovdbbiak-
ban DE-k/ segitségével modellezhetjik. Egy adott modell vizsgélatéhoz
szUkségink van dltalédban a DE megolddsdra is. Ismeretes, hogy az egyen=-
letek nagy része nem oldhaté meg explicit alakban. A reédlisan megold-
haté feladatok osztdlya a kozelitd médszerek fejl8désével és az elekt=-
ronikus szdmitdgépek alkalmazésdval béviilt ki jelent8sen. Ekkor azon-
ban uj problémék is keletkeztek, a szdmitdgép sebességének és memdéri-
Gja befogadéképességének korlétain kivul /amivel itt nem kivdnunk fog-
lalkozni/; a kozelitd médszer numerikus instabilitésa. Ezt a szémolds
sordn fellépé kellemetlen jelenséget a kdzelités pontatlansdgdbdl és a
sz4mébrdzolds véges voltdbél /kerekitésbdl/ eredd hibdék felhalmozédésa

okozza.

A kezdeti érték feladatok esetében, amikor ismerjik a megolddst egy
kezdeti id8pontban és meg akarjuk azt hatdrozni egy késdbbi id8pontban,
a kbzelitd médszerekt8l azt vérjuk, hogy a kezdeti értékek kis pertu=~
bécidja /pontatlanséga/ csak kis véltozdst eredményezzen a kozelitd

megolddsban, azaz a médszer numerikusan stabilis legyen.

A 60-as évek elejére ugy tunt, hogy a kezdeti érték feladatok numeri-
kus analizise elméletileg teljesen megalapozott és lezart, tovébbi
kutatésokat nem igényel.

Ismeretes, hogy a hagyoményos kozelitdé médszerek numerikus stabilitd-
si kovetelményei a DE megolddsdnak leggyorsabban vdltozdé osszetevdjé-

tél fuggenek.

Az alkalmazds szémos terUletén - a bioldgidban, kémiai kinetikdban,
magfizikdban, folyadékok dinamikdjéban, szdmitégép tervezésben -~ for-
dulnak eld olyan DE-k, amelyekben a megoldds egyes Osszetev8i nagyon
eltérd vdltozdst mutatnak. Az ilyen egyenletek esetén nem célszery a
hagyoményos kozelit& médszerek alkalmazdsa, ugyanis a numerikus stabi-
litéshoz szigoru kovetelményeknek kell teljesilnie /a lassu dsszetevdk
kiszémitdsaokor is a médszer paraméterei a gyorsan véltozé tagtél fog-
nak fuggeni/, amelyek a feladat szémitégépen valé megolddsakor irred-

lisan megndvelhetik a gépiddt, és még igy sem biztositanak elfogadhaté
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pontossédgu megolddst. Minthogy ezt a nehézséget eldszdr olyan egyenle-
teknél figyelték meg, amelyek kulonbozd erdsségu /merevségi - angolul
stiff/ rugbk éltal vezérelt mozgdst végz8 tomegekre vonatkoztak, ezeket
az egyenleteket stiff tipusunak nevezték el. A felmeriUlt problémdék azt
mutatjdék, hogy kordn sem tekinthetd befejezett témdnak a DE-k numeri-
kus kezdeti érték probléméjdnak vizsgélata az 1960-as évekig kidolgo-
zott médszerekkel.

Miért kerilte el addig ez a probléma o figyelmet? Egyrészt talén azért,
mert az egyes alkalmazdsok esetében sikeriUlt tobbé kevésbé kielégitd
egyszeriUsitésekkel kikeriilni a DE stiffsége okozta nehézségeket.

Tobbek tudatdban voltak sajdt probléméjuk meg nem nevezett "stiffségé-
nek", de nem ismerték fel a probléma 4ltaldnossdégét. Néhdny helyen a
hagyomdnyos médszereket haszndltdk és ez is motivdlta igényiket nagyobb

és modernebb szdmitdégép vésdrléséra. /1d. Dahlquist /1973//.

A tovébbiagkban a stiff tipusu egyenletek kozelitd megolddésdnak problé-
méjdval pragmatikus szempontbdl kivénunk foglalkozni. Ennek az az oka,
hogy egységes elmélet mégnem jottlétre, az eredmények ujak ésnagyszdmuak,
valamint néhdny fontos elméleti probléma még nincs megoldva /példéul
nem taldltak elfogadhaté elégséges feltételeket o stiffségtsl figget-

len hibabecslésre/.

A magyar szakirodalomban eddig nem foglalkoztak a stiff tipusu egyen-
letekkel kapcsolatos problémékkal behatéan. Az egyetlen /dltalam ismert/
munka KovécsaZsolté /1971/, egy konkrét, irodalmbél vett médszert
ismertet stiff tipusu Di-k megolddsdra és annak szémitdégépre irt prog-

ramjénak blokkdiagrammjdt kozli.

A tanulményban a kovetkezdkkel foglalkozunk:
a/ a stiffség jelenségének megvilégitésa

b/ médszerek ismertetése

¢/ alkalmazdsi tertletek dttekintése

d/ szémitégépes tapasztalatok leirdsa

A témdval kapcsolatos szakirodalom nagyon b&séges, ezért a médszerek
ismertetésénél nem torekszink teljességre. Az alapvetd tipusok leird-
sdval egyidejileg bemutatjuk azokat a jellemz8 tulajdonsdgokat is,
amellyel egy stiff tipusu DE~t sikeresen megoldé médszernek rendelkez-

nie kell.
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Készonetet mondok Vidoczi Tamésnak /KKKI/, akinek kémiai kinetikai
problémdi inspirélték az elmélet gyakorlatban valé kiprébélésdt. Megks-
szonom B.D. Lindberg-nek /Stockholm, Royal Institute of Technology/,
hogy rendelkezésemre bocsdtotta a stiff tipusu egyenletekkel kapcsola-

tos kutatési eredményeit és mdédszerének programcsomagjdt.



1. STIFF TIPUSU DE=-K

1.1. Alapfogalmak és problémék

Aldbbiakban osszefoglaljuk azokat a DE-k kezdeti érték feladatdnak
kozelitd megoldésdval kapcsolatos problémdkat és fogalmakat, amelyek-

re szikségink lesz.

Legyen
y'=f(x,y) .

(
y(xo)=yo ./ (2)

ahol y(x), yOCRm, f:I XR™— R™, xCIch. /R™ @z m dimenziés

Euklideszi teret jeldli, és I=[:xo,bj ' X és b valds szdmok/.

Keresstk az (1) elsérendu kdzonséges differencidl egyenletrendszer-
nek /tovdbbiakban KDE/ a (2) kezdeti feltétel éltal meghatdrozott
Y(x) partikuldris megolddsdt az X & X <b intervallumon.

Altaldban o vektor és skaldr mennyiségeket nem kilonbdztetjik meg a
jelolésben kivéve azt az esetet, ha ez félreértést okozna.

A késbébbiekben mindig feltessziuk, hogy teljesiUlnek a DE megoldésé-
nak létezésére és egyértelmUségére vonatkozé aldbbi tétel feltéte-

lei.

Tétel: Ha f(x,y) ,
A/ értelmezve van a D= {(x,y): xoé x<b, yERM} tartomdnyon és

folytonos D=n

B/ valamint y szerint kielégiti a Lipschitz feltételt, azaz
| £0ayp) = Fuyp)l|< L ||yyv, i (3)

ha (x,yl) és  (x,y9) B D ; [| || anormét jelsli /1d. pl. Collatz
1966 /, L az X, ¥11Y9 értéktsl figgetlen konstans /az un.

Lipschitz konstans/, akkor létezik az (1) , (2) feladatnak egyér-
telmi megoldésa.

A bizonyitds a KDE-k elméletébsl ismert, /ld. pl. Pontrjagin (1972)/
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A feladat kozelitd megolddséndl az a célunk, hogy az xl,...,xN=b
diszkrét ponthalmazon meghatdrozzuk az Y(x) partikuldris megoldds
szémértékeit., Az X pontok rendszerint ekvidisztans elhelyezésuek,
azaz xn=xo+nh, n=1,2,...,N ; ahol h a lépéshossz. Jeldlje az
Y(xn) kozelits értékét y .

Az (1) , (2) Cauchy probléma megoldésdra hasznélt klasszikus koze-
1it8 médszerek a kovetkez8 két osztdlyba sorolhaték /ezekr8l rész-
letesen ld. Henrici /1962/, Gear/1971/, Lambert /1973/, Varga Lészlé

/1973/ /.

Egylépéses médszerek, amelyek a szémitdsok sorén csak az eldz8 pont=-

ban kapott megolddsértéket haszndljdk. A legfontosabb egylépéses
médszerosztdly az r-pontos Runge-Kutta /RK/ médszerek:

) 5
B

yn+l = yn + hi:lpiki ’ (4)
Ir

N 2
ahol ki_f(xn +0<ih. Y. ¥ h be] (bijkj)) 181, 2. san i B

Pir ui’fBij valés konstansok, prf 0.
Ha {31j=0, amikor i7%j , a médszer explicit; ellenkezd esetben

implicit.

Tobblépéses médszerek, melyek o megoldds értékének egy uj pontbeli

kiszdmitdséhoz egynél tobb pontbeli megolddsérték ismeretét igény-
lik. Legismertebb osztdlyuk a linedris k-lépéses médszer /LKL/:

k k
= > . . h 2 . ¥ :
Y+l o i) 20 P Frein; (5)
ahol T fn+l-j = f(xn+l-j’yn+l—j) ismert értékek, ha

f=1,2. 5 va ks uj, Pi valés konstansok, “Xkl * I(Bkl # 0,

A fb°=0 esetben explicit /prediktor/ tipusu, ellenkezd esetben
implicit /korrektor/ tipusu o médszer.
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A médszer lokdlis képlethibdja egy adott X+l pontban az

Yntl - Y(x;xn,yn) kulonbség, ahol Y(x;xn,yn) az (xn,yn) ponton
4tmend pontos megoldds. /Rendszerint egy adott kozelitd médszer
hibéja a h/1épéshossz/ paramétertdl figg. Ha a kozelité megoldds

egy rogzitett x=X_ pontban h szerint Taylor-sorba fejthetd, akkor:

y, = yibe,h) = y(x) + ;giCi(x) hi + O(hq+l) (6)

A médszer globdlis hibdja egy adott X pontban a kozelité és pon=-

tos megoldds kuldnbsége, azaz y - y(xn).

A médszer rendje

Ha a médszer maximdlisan g~ad foku polinomra pontos, akkor g-ad
rendi /azaz ha a (6) Taylor-sorban a C;=0, amikor i=l,..., q,
és Cq+l £0 /.

A magasabb rendiu médszerek nagyobb pontossdgot garantédlnak, ha «
h 1lépéshossz elég kicsiny.
Az alacsonyabb rendu médszerek pontossdga az extrapoldcids eljdrd-

sok segitségével ndvelhetd.

Extrapoldcidés eljdrds, amely a h paraméter kiulonbozd értékeire

kombindlja az azonos kozelitéssel kiszdmitott numerikus megoldéso-
kat, hogy a (6 ) sorfejtésb8l minél tobb cl,...,cq,»egyUtthctét
tintessen el.

A médszerek konvergencidja

Az egylépéses mdédszer konvergens, ha tetszdleges ¥ kezdeti érték-

re és x©0 E<o,|5_] értékre teljesil, hogy

lim y, = ¥(x) i ahol h=(x-xaV%
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LKL médszerekre fenti ©sszefiggésen kivil teljesilnie kell minden

Y= ijO; §20,1,+.., k=1 kezdé értékre, hogy lim yj(h) = Yoo

-0

A kezdeti érték problémdék esetében dltaldban egyszeri feladat a
DE-re ésszerU kozelitd mdédszert felirni. A probléma csak az, hogy
a szdmoldst ugy végezzikk el, hogy a kozelités pontatlansdgdbdl és
a kerekitésekb8l ered8 hibdk ekozben ne halmozédjanak fel. Ez iga-
zén csak az elektronikus szdmitdgépek alkalmazdsdval vdalt komoly
problémdvd, amikor lehetdség nyilt a DE-ket nagy intervallumokon
megoldani.

Az aldbbickban definidljuk a numerikus stabilitds fogalmdt a fenti
probléma konnyebb tdrgyaldsa érdekében. A KDE-t megoldd kdzelitd
médszerek stabilitdsdnak tobb fajtdja létezik, dltaldban nehéz
megmondanunk, hogy melyikre van éppen szikségink. Bonyolult kérdés
a médszerre jellemzd stabilitdsi tulajdonsdgot kivdlasztani, ennek
részleteiben nem mélyedink el. Gear /1971/ megfogalmazdsét haszndl-
juk a tovdbbiakban.

A KDE-t megoldé numerikus mdédszer stabilitdsa

Ha minden differencidl egyenletre létezik olyan ho> 0 1lépéshossz,
hogy a kezdeti értékekben okozott rdgzitett nagysdgu vdaltozds min-
den ()Sfmﬁho 1lépéshossz mellett korldtos vdltozdst okoz a nume-
rikus megolddsban, akkor a médszer stabilis /nem azonos vz egyenlet
stabilitdsdval!/.

A definicié a h—0 hatdr 4tmenettel kapcsolatos. A valésdgban
azonban véges szdému lépéssel kell szdmolnunk, ezért a hiba nagysé-
ga a nemzérus h értékek esetében érdekel benniinket, nevezetesen
az, hogy a lépésenként elkovetett hibdknak /lokélis képlethiba és
kerekitési hiba/ mekkora a hatdsa a megolddsra rogzitett h 1lépés-
hossz mellett.

Abszolut stabilis médszer

Egy adott h 1épéshosszra és adott KDE-re egy médszer abszolut
stabilis, ha az o kozelit6 megoldds kiszémitdsakor d" hib4t
elkdvetve a tovébbi Y3 (i >n) értékekben okozott hiba J =ndl nem
lesz nagyobb.
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Minthogy ez a meghatdrozés a megoldandé feladattél erésen figg, ezért

szokds bevezetni az un. tesztegyenleteket:

y'(x) = Ay(x) , ylx) =y, (7)

ahol A komplex konstans /gyakran x,=0, yo=l/ .

Megjegyezzik, hogy

l. az y’= Ay linedris egyenletrendszer, cdhol A m x m -es métrix,
visszavezethet8 tesztegyenletekb8l Gllé rendszerre abban az esetben,
ha az A métrix diagondlis alakra hozhaté. Ha az SAS-1=.[\-az A métrix
olyan hasonlésdgi transzformdciéja, mellyel az a :Ai diagondlis
elemekkel rendelkezd /\ diagonélis mdtrix alakra hozhatd, akkor

Lo s K574y vagy z' = SAS-lz=JA&z.
Ez egy egymdstdél figgetlen, z! =3\izi alaku egyenletekbdl 6116

legyen: z = Sy. Kapjuk, hogy S~

egyenletrendszer,

2. az 4ltaldnos nemlinedris egyenletekre az A mdtrix szerepét a
rendszer varidécidés egyenletének métrixa jatssza, azaz a of/ dy
Jacobi métrix.

A gyakorlatban a médszereket dltaldban a tesztegyenleten prébdljédk
ki és hasonlitjék ossze egyméssal /1d. bdvebben == 1 (1973)/.

Egy médszer abszolut stabilitdsi tartomdnya, H azon valds, nem

negativ h és komplex A értékek halmaza, amelyek mellett az adott
médszert konstans h 1épéshossz esetén alkalmazva az y’=Ry,

y(xo)= y, egyenlet megolddésdra, zérushoz tartéd y, sorozatot kapunk,
- ha n—oo; azaz H={hA: h>0, AEC, y.—~0, amikor n-—ee},

A tovébbiakban stabilitds alatt dltaldban abszolut stabilitdst értink.

Illusztrdljuk az elmondottakat egy DE-en.

Legyen az integrélandé differencidlegyenlet a kovetkezd:

y’' (x) :}\(y(x) = F(x)) + F'(x) , dhol A0 . (8)
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Ennek megolddsa az
y(x) =ce X + F(x)

egy paraméteres gorbesereg. /1d. 1. é&brén/

F(x)

1. abra

Keressik valamely y(xo) =y, kezdeti feltétel mellett (8)

megolddsdt. Rogzitett h lépéshossz esetén alkalmazzuk az explicit
Euler médszert

Yotl = Yn * hY =y, + hE(x,y ) (9)
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Ha h nem elég kicsiny, akkor a 2. &brén illusztrdlt instabilitdsi
jelenség kovetkezik be. Az egyszeriség kedvéért legyen F(x)=0.
Ekkor az Euler médszerrel kapjuk, hogy

Yol = Yn + hf(xn,yn) = (l+h?\)yn

Ebb8l léthaté, hogy y,~>0 monoton, amikor X >o00 , ha

|1sh Al <1, azaz |hA|<2. A médszer tehdt csak akkor lesz sta-
bilis, ha |h|< 2/
séhoz is az szukséges, hogy a h 1épéshossz 1/N\ nagysdgrendu

. A(4), (5) hagyoményos médszerek stabilitéd-

legyen.

1.2, A stiffség

Ha a KDE partikuléris megolddsdnak Osszetev8i nagyon eltérd nagysd-
gu vdltozdst mutatnak, akkor @ h 1épéshosszt nem tudjuk kielégitd
médon megvélasztani a médszer stabilitdsdnak feltételébdl, és ez
problémdékat okoz. Megjegyezzilk, hogy a megoldds gyorsan illetve
lassan véltozé osszetevdéi durvén a DE Jacobi mdtrixdnak nagy illetve
kis abszolutértékiy sajdtértékeinek felelnek meg. /Ez azonban nem
teljesen igy van, kilondsen nem, ha a Jacobi mdtrix sajdtvektor

rendszere gyorsan vdltozik./

Vizsgdljuk meg a kovetkezd feladatot: /Lambert 1973/

y' = Ay, Y(O) = <llol-l) TI
ahol
=21 19 -20 (10)
A= 19 -21 20
40 -40 -40

és T a vektor transzpondltja.

A feladat elméleti megolddsa:

u = % g % o H0x (cos40x + sind0x) ,

*% e-2x - % e_40x(cos40x + sindOx ) ,

v(x)



w(x) = -e-40x(cos40x - sind0x),

ahol

y(x)

(u(x), v(x), w(x))T.

A 3. d4brén folytonos vonallal berajzoltuk az U(X), v(x) és w(x)
grafikonjét.

A 04£x<0.1 szakaszon mindhdrom Osszetev8 gyorsan vdltozik és
természetes, hogy ezt numerikusan csak elég kis 1épéskdz haszndla-
téval tudjuk kovetni, Az x20.1 értékekre viszont azt léthatjuk,
hogy u és v gyakorlatilag egyformdn és lassan vdltozik, mig a
harmadik Osszetevdé, w lényegében nulla. Azt reméljik, hogy ilyen
tartomdényon mér nagyobb lépéskozzel integrdlhatunk. Kiséreljik meg
numerikusan megoldani az egyenletrendszert a (9) Evuler médszerrel
a 0.1£x%£1.0 tartoményon 0.04 lépéshosszal. Adjuk meg y(0.1)

értékét kezdeti feltételként az elméleti megolddsbdl kiszémitva.

Az u komponens hat pontban kiszdmitott értékét kis karikdkkal
jeloljuk be a 3. d&brén. Léthaté, hogy ezek teljesen elfogadhatat-
lan értékek, er8sen eltérnek az u pontos megolddstél.

+10

+0§

5 -4 A ) 2 n

| q < N . >
04 02 03 0.4 05 06 OF 08 09 1.0 X

3. abra
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De az

(11)

a 0.14x£1.0

szakaszon virtudlisan megkiilonboztethetetlen a (10) egyenletrend-
szer megolddstdl, a (9) Euler médszerrel 0.04 1lépéshosszal tel=-

jesen kielégit8en integrdlhaté.

Az ébrdn a bekarikézott pontok elhelyezkedése sugallja azt a gondo=-
latot, hogy a (10) feladatra a 0.1<x £1.0 szakaszon a h=0.04
lépéshossz vdlasztdsa okozza azt, hogy kivil kerilink az abszolut
stabilitdsi tartomdnyon. Klasszikus médszerek stabilitdsi feltéte-
le Iﬁlhl £¢C, dhol “All a Jacobi mdtrix legnagyobb abszolutér-
téky sajdtértéke. Az Euler médszer esetén C=2, mint azt kordbban
14ttuk, azaz az abszolut stabilitdsi tartomdény egy egység sugaru
kor, amelynek kozéppontja a (—1,0) pont. A (10) feladat Jacobi
médtrixa éppen az A métrix, amelynek sajdtértékei -2, -40 Ta0i.
.Igy ahhoz, hogy benne maradjunk az abszolut stabilitési tartomény-
ban, sziukséges, hogy h<0.025 legyen. Erdemes felfigyelni arra,
hogy a h -ra tett szigoru megkotésért éppen a -40%401 sajGtér-
tékek feleldsek, és ezekhez tartoznak az elméleti megolddsnak a
0.14£x=1.0 szakaszon elhanyagolhaté komponensei. Mdsrészt a (11)
feladat Jacobi métrixdnak sajdtértékei -2, -2,0; igy az abszolut
stabilitdshoz h<1,0 feltétel kell csak, hogy teljesuljon.

/ilegyedrendy Runge-Kutta médszer esetén sem sokkal jobb a helyzet,
h <0.05 kellett volna, hogy fenndlljon a (10) egyenletrendszerre./

Mdsként: az A mdtrix erdsen kilonbozdé sajdtértékei miatt az u, v,

w megoldds fuggvényék abszolutértékei és differencidl hényadosai
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/azaz valtozésuk/ is nagyon eltérnek. Ezek az eltérések durvdn
exponencidlisan ndvekednek, ha x né. Jelen esetben az x=~0.2
kornyezetében w és w’ értéke mér sok nagysdgrenddel kisebb,
mint u és v abszolut értéke. Ezért amikor w’(x) -et a ndla
jéval nagyobb u és v fuggvények algebrai osszegeként dllitjuk

eld, szikségképpen igen nagy pontatlansdggal kell szdémolnunk.

Ismert, hogy az mxm -es linedris rendszer

y! = Ay + q)(x) (12)

ahol az A métrix A. sajétértékei és c. sajdtvektorai kiulon-

bozéek, j=1,2,...,m , dltalénos megolddsdnak alakja /Pontrjagin

/1972/ /

Ajx
y(x) = _Ei'k.e ] Cj+\‘|')(x).

Legyen Re 'Aj <0, j=1,2;004s,ms Akkor
1 k.e C.—0, amikor x— oo ;

Ezért a megolddsnak ezt az Osszetevdjét tranziens /dtmeneti/ megol-
désnak nevezzik, a‘P(x) tagot pedig "sima, lassan vdltozé" kompo-
nensnek hivjuk. Altaldban az alkalmazdsi feladatokban a ‘V(x)
"sima" komponens kozelitd értéke érdekel benntnket. Ekkor (12)
kozelité megolddsdt addig kell kdvetnink, amig a tranziens megoldds
leglassabban csokkend tagja elhanyagolhatévd vdlik. Az A métrix
olyan sajétértékei miatt, amelyek a hA komplex sik baloldali
félsikjdban messze helyezkednek el, végletesen kicsiny h 1épés-
hosszt kell haszndlnunk az egész intervallumban, hogy benne marad-
junk a kivdlasztott médszer abszolut stabilitdsi tartomdnyéban
/kivéve, ha ez egy végtelen tartomény, amely magdban foglalja az
egész baloldali félsikot/.
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Igy a gyakorlatban az torténik, hogy bdr elvben ez a Dt is megold-
haté lenne a klasszikus médszerekkel, irredlisan megnd a szdmitdgé-
pen valé szdmoldskor a futdsi id6é, valamint a teljes integrdldsi
intervallumon a tulsdgosan kicsiny h 1épéshossz miatt a kerekitési
hibdk katasztféfdlisan felhalmozédhatnak, és elnyelhetik a megolddst.
A fellépd nehézség mértékét a legnagyobb |ReA| abszolutérték
nagysbgdval lehetne jellemezni.

Vezessik be a kovetkezd heutisztikus, dltaldban elterjedt definici-
6t /Lambert (1973)/.

Az y' = Ay +(D(x), y(xo) =y, linedris egyenletrendszert, ahol

y(x)E}Rm, A mxm -es valdés mdtrix, melynek ]\j sajdtértékei kilon-

bozék = stiff-nek nevezik, ha

(a) Re ?\jL 0 , ahol j=l,2,¢60,m
(b)  max [Re 2] > min lRe 2.1 .
jel 2, casqgit ) il 2wt )

Altalénos esetben az A mdtrixnak a DE varidciés egyenletének mét-

rixa, a 3f/Qy Jacobi mdtrix, felel meg.

Igy az y'=f(x,y), y(xo) =Y, nemlinedris egyenletrendszer stiff
tulajdonsdgu, ha a rendszer Of/Qy Jacobi métrixdnak sajdtértékei
az (a), (b) feltételek szerint viselkednek. A sajdtértékek itt mdr
nem konstansok, hanem a megolddstél figgenek, és x =szel egyiutt
véltoznak, ezért a fenti feltételeket mindig diszkrét x pontokban
vizsgdl juk.

Megjegyezzik, hogyha a 9f/Oy Jacobi métrixban szerepld parcidlis
derivdltak folytonosak és korldtosak a D tartomdnyon, ahol
D ={(xy) : x, £ x4b; yER™, b : valés szém}, akkor az (1)

rendszer Lipschitz konstansa: 0

L= sup 13F/8yll ,

y€D
(DNemlinedris egyenletekre a legnagyobb sajatérték (spektralsugdr) helyett pl. a mdtrix logaritmikus normdjat hasznaljak
Dahlquist (1958).
. |E+ed|l-1 . Infle
u(4) = lim = = lim ! = “, ahol E az egység matrix.

e >0
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Tetszdleges konstans elemekbd8l 4116 A mdtrixra llA!,&max Lﬁ.li
Yo, 2, ooeyM
shol a A, -k oz A métrix sajétértékei. Ha mox lRe.D\j|>> 0,
15152 500 5l
ebbSl kivetkezik, hogy L3 0. TETR
Ezért a stiff tipusu DE~ket oz irodalomban szokdsos nagy Lipschitz

konstansu rendszerként is emliteni:

Més kozelitésben a stiff DE~k azok, amelyek id6konstansai nagyon
eltérdek. Az idS8konstanssal jellemezhetd8 a megoldds csdkkenésének
arénya. Példéul az y’=Ay tesztegyenlet megoldésa ce"ﬁt.

Ha A<0, akkor az y e~ -szeresére csokken -1/A idé alatt,
ez az id8konstans. Egyenletrendszer esetén a kilonbozé osszetevdk
kUl8nb5z8 arényban csokkennek. Lokdlisan @ 0Of/3y Jacobi métrix
sajdtértékei képviselik ezt a csdkkenési ardnyt; azaz e sajdtérté-

kek reciprokai lesznek az idékonstansok.

A stiff tipusu egyenletek megolddésdra gyakran implicit médszert
haszndlnak, ez ujabb nehézséget okoz. A szokdsos, egyszery iterd-
ciés médszert stiff egyenletek esetében nem célszery alkalmazni,
mert a megoldds konvergencidjdnak szikséges és elégséges feltétele
( |Lh1<C, ahol L a rendszer Lipschitz konstansa /1d./3//, h a
lépéshossz, C valds konstuns) ugyanolyan vagy még szigorubb felté-
teleket ré a lépéshosszra, mint a stabilitdsi kovetelmény /mivel
ekkor a fentiek miatt L > 0/.

2. A STIFF TIPUSU DE-K MEGOLDASI MODSZEREI

Az 1.2 szakaszban ldttuk, hogy a stiff tipusu DE~k kozelitd megol-
désakor a problémdt az okozza, hogy szigoru feltételeket kell kie-
légitentnk ahhoz, hogy a médszer numerikusan stabilis legyen és

implicit médszer esetén a nemlineéris egyenlet iterdciés megolddsa

konvergdl jon.
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A stiff tipusu DE-k megolddsdhoz a fenti problémdk kikiiszobolésére

uj médszert kell keresnink, uj stabilitdsi fogalmakat kell bevezet-
nink, amelyek nem korldtozzdk a lépéshosszt az 1.2. szakaszban leiirt
médon; vagy a hagyoményos médszereket kell alkalmasan médositanunk.

A nemlinedris egyenlet megolddsdra is a szokdsos egyszery iterdcids

eljérdstél eltérd médszereket kell taldlnunk.

2.10 /‘\"' Stabilités

Az 1.2, szakaszban leirtakbdél nyilvénvalé, hogy a stiff médsze-
rekkel szemben tdmasztott elég természetes kdvetelmény, hogy a
médszer tetsz8legesen nagy A és elfogadhatéan nagy h 1épés-

hossz mellett stabilis legyen /A a skaldris tesztegyenletben az
y tag egyutthatéja/.

Dahlquist /1963/ a fenti kdvetelményt dltaldnositva, bevezette az
aldbbi definicidt:

Egy KDE=t megoldé kozelitd médszer A-stabilis, ha abszolut stabili-
tdsi tartomdnya tartalmazza a nyilt baloldali félsikok, azaz
Hy={hX : h>0, ReA <0} < H.

Mésként: ha a médszert alkalmazzuk az y’=A}vy, y(xo)=yo teszt-

egyenletre, akkor yn—ﬁ-O/, amikor n—sco és X rco0 , tetszble-
ges rogzitett, valés h>0 és negativ valds résszel rendelkezd,
ReA <0 érték mellett., Létezik-e ilyen médszer?

Ha az Euler médszerben a szémitdsi intervallum végpontjdhoz tarto-
z6 érintét haszndljuk, akkor A-stabilis médszer kapunk.

Ekkor

l.algoritmus

Yn#l = Yn ¥ hy’n+l =Y ¥ hf(xn’yn> (13)
ezt a tesztegyenletre alkalmazva kapjuk, hogy
Yol = ¥ + DAY

azaz L

Yael © T-h7} Yo *
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|1/ (l-h?\)lél minden h>0, ReA< 0 mellett, ezért y,— 0,
amikor n-sceo, X —* oo, vagyis a médszer A-stabilis.

Az A-stabilitds nagyon szigoru kovetelmény, amit Dahlquist aldbbi
tétele is mutat:

a/ Nem létezik A-stabilis explicit linedris tobblépéses médszer
/LTL/, valamint

b/ egy A-stabilis implicit LTL médszer maximdlisan mdsodrendu
lehet és

¢/ a mésodrendi médszerek kozil legkisebb a trapéz formula képlet-

hibdjdnak hibakonstansa:

2. algoritmus

Y4l = Yn h/2 [(f(xn'yn) ki f(xn+l’ yn+lj] (14)

Egy eljdérds A-stabilitdsa kizdrja ugyan azt a lehet8séget, hogy
a megolddsban jelenlevd nagy sajdétértékekhez ( [Re A[3> 1)
tartozé tagok instabilissd tegyék az integrdéldst, de onmagdban
pontossdgot nem garantdl. A kivdnt pontossdg eléréséhez sziksé~-
ges, hogy a h 1épéshossz a lépésenként becsiilt hibdhoz igazod=~
jon. A pontossdg példdul extrapoldcidés eljdrdssal novelhetd.
Minthogy a magasabbrendiy médszerek nagyobb pontossdégot adnak,
kivdnatos az ilyen médszerek haszndlata. Ezek konstrudldsdhoz
vagy az A-stabilitds feltételén kell enyhiteni /A(O()-stobilités,
stiff stabilitds stb./ vagy nem a hagyomdnyos LTL médszerek kozul
kell vdélasztanunk.

A tovébbiokban bemutatunk néhény A-stabilis médszert az (1), (2)
feladat megolddséra stiff esetben.

2.2. Médositott egylépéses mddszerek

2,2.1. A linedris egylépéses médszerek

A linedris egylépéses médszer az un. ©& médszer véltozata:



3. algoritmus

youp =vnt h([(=-8)f + f ] (15)

A 0 £O<1 esetben a médszerek implicitek, igy minden integ-
réldsi lépésnél egy nemlinedris egyenletrendszert kell megoldani.
A médszer rendje g=1, ha ©#£1/2 és q=2, amikor ©=1/2

/ez a trapézformula/.

A tesztegyenletre a © médszerrel kapjuk, hogy

" ___l+99\h i
ntl " _(1-6)An "

Igy r=lim Yn+l -
n—+ oo yn y 1-

csak akkor, ha 0 <6<1/2.

Ebben az esetben y,—0 és a médszer A-stabilis is, ahogyan
ezt Liniger-Willoughby /1970/ megmutatta. © meghatérozdséra
is adnok médszer, ha @ Of/Qy Jacobi métrix sajétértékei ko-
zelit8leg ismertek,

Ha a Of/Qy mdtrix sajétértékeirdl semmit nem tudunk, akkor
Liniger /1969/ a © =0.122 vélasztdst javasolja, minthogy ekkor

az aldbbi mennyiség minimumdt éri el:

l+9q

q
max e’ = " ahol
e 1= (1-0)q

q = Ah.

A trapéz formuldt, mint azt 2.1.-ben léttuk Dahlquist /1963/
vizsgdlta.

A trapézformuléra r=-1, igy a nagy negativ valdés résszel rendel-~
kezd sajdtértékekre korldétos, de nagyon lassan cstokkend megolddst
kapunk.

Megjegyezzilk, hogy a stiff egyenletek esetében a trapéz formula
lassan csokkend, oszcilldlé hibét okoz. Ezeket a hibdkat

Lindberg (1969) simité eljdrdsdval csillapithatjuk.
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Ha y,_1/ Yk és ¥, .1 Aismert értékek, akkor legyen

A
Vie = (Feer + 2 + Vi1 ) /4

és a tovdbbi szdmitdsokhoz haszndljuk fel Y-ty mint a X=X
pontban vett kezdd értéket. A (7) tesztegyenletre egyszer alkal-
mazva a fenti simitdst az oszcillélé hibdat (1- (hA /2)2) -1
tényezbvel csillapitja. Igy a simitds a nagy |hA| értékek esetén
hatékonyabb., A simité eljdrds tobbszor egymdsutdn is alkalmazhat$.

2.2.2. Magasabbrendi médszerek, melyek nem haszndljdk a Jacobi deter-

mindnst

Ehle /1968/ megmutatta, hogy az l-pontos 2l-ed rendy, implicit
RK médszerek (4. qlgoritmus) , amelyek Butcher /1964/ konstrudlt,
A-stabilisak. A médszert az y’=Ay, y(0) =1 tesztegyenletre
alkalmazva kapjuk, hogy

P. (Ah)

!
Yol = Gi ZRES Yn 1

ahol Pi(x) és Qi(x) az x=-nek l-ed foku polinomjai.
Minthogy a médszer 2l-ed rendu:

Py (h) i

Rll(h}\)=w_

ehﬁ +0 (h21+l).

Igy Rll(x) az e fuggvény l-edik diagondlis Pade-féle koze-
litése, Ismert, hogy az ilyen tipusu kozelitések a kdvetkezd
tulajdonsdggal rendelkeznek /Birhoff and Varga /1965//:
IRll(x)|<l, ha Re(x) <0, 1=0,1,2,... . Ekkor y —0, amikor
X —c , n—>oo , tetszéleges, rogzitett valés h>0 és
negativ valds résszel rendelkez8 A -ra; azaz az ilyen implicit
RK médszerek A-stabilisak.
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A Taylor-sor médszer kiterjesztésével is kaphatunk A-stabilis

médszert. Ha az f figgvény derivdltjai az X és X 41

pontban kiszdmithatdék, akkor tekinthetjik a kdvetkezd formulét:

5. qlgoritmus

y D .
Ynel = Vn (pm]l pnuo n+l (16>

ahol {ijo és fbmjl adott konstansok.

+
ll[/H

j

Ezt o tesztegyenletinkre alkalmazva kapjuk, hogy

+ 2 M .. (h ?\)j

y j=1 Pmjl )

Yol = 1 ; Yo = Rll (h?\)yn =
L= 21Ppjo (hD)

E médszer is éppen 2l-ed rendi. Rll(hﬁ) ismét eh}\ Padé~féle

kozelitése, igy a fentiek alapjén a médszer A-stabilis.

Megemlitjuk, hogy tobb szerzd vizsgdlt olyan A-stabilis implicit
RK médszereket, amelyeket kilonbdz8 tipusu kvadratura formuldval
Gllitott eld. Watts és Shampine /1973/ un. r-blokk implicit egylé-
péses médszereket konstrudlt. A médszer mindenegyes alkalmazdsa-
kor a megoldds r uj pontban szémithaté ki egyidejileg.

Legyen n=kr és k=0,1,... valamint x . =x + (k+1) rth4b.

A médszer d&ltalédnos alakja:

6. qlgoritmus

;k = e y.. * h an + hBF(;nk) : (l7)

ghel B= [bij} . =l 0, a=(dl,d2,...,dr)T, adott
értékek,

.
)

- il -
Yk = (yn+l""’yn+r> d F(yk) 5 (fn+l”"’fn+r
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(17) nemlinedris egyenletrendszer a megoldds uj értékeire.

A (17) médszerek egy A-stabilis alosztdlya dllithaté eld

Newton-Cotes tipusu kvadraturék segitségével az r £ 8 esetben,
az r=9,10 esetben a formuldk nem A-stabilisak. A fenti szerzdk
médszere alkalmas tetsz8legesen magasrendy A-stabilis blokk méd-

szer el8dllitdsdra, ezt konstruktiv médon bizonyitjdk be.

2.2.3. Egylépéses médszerek, melyek felhaszndljék az egyenlet-

rendszer Jacobi mdtrixét

A rendszer Jacobi métrixa a RK médszerek egyiUtthatéiban explicit
médon is szerepelhet. Rosenbrock /1963/ az explicit RK médszerek

kovetkez8 mddositésdt definidlta

7. algoritmus /Rosenbrock/

T
Y+l = Yn ¥ hl? piki
1=1
ky= fly,.) + by A(y, )k (18)
q_l q-l
i \ )
= < 2k b hk A - >
kg= F(vy + b 2 poiky)+ bohk Aly, + b z ¥ geks?
q=2,3,...r

ahol A(y):[@f/@y} , és a DE y’=f(y) alaku. Az (1), (2)
rendszer felirhaté ilyen alakban, ha a dimenziét eggyel megnovel-
juk az yl=l, yo(xo)= x_ egyenlet hozzdadésdval. Az egy és
2-pontos, elsé illetve mdsodrendi médszerekr8l konnyu beldtni,
hogy A~stabilissé vdlnak az egyutthaték megfeleld megvdlasztésé-
val.Az r-pontos el jdrds esetén r darab linedris egyenletet kell
megoldanunk, és ezeknek az egyenleteknek a felirdséban, r egy=-

mdsuténi pontban ki kell szdmitanunk a Jacobi determindnst.
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Pl. a fenti osztdlyba tartozé A-stabilis 2-pontos harmadrendu
médszer egyUtthatdéi o kdvetkezdk:

-0.41315432, Pop= 1.41315432,

Py

bl=

Haines /1969/ konstruélt a fentihez hasonlé médszert beépitett

hibabecsléssel.

Liniger és Willoughby /1970/ egy A-stabilis médszer osztdlyt
definidlt a kovetkezdképp:

8. algoritmus

h
Yo+1™Vn" 7[:(l+°)fn+l i (l-u)fni]+

+ %2[(b+u) Ay, 41) - (b=a) A(yn)] (19)

ahol A(y) = { af/z)y} , az a és b paraméterekre pedig
teljestl, hogy

1/3 Satb £2, 0<b-a<1/3.

Minthogy a médszerek implicitek, minden lépésben egy nemlined-
ris egyenletrendszert kell megoldanunk. A fenti szerzék erre a
célra a Newton-médszernek egy olyan vdltozatdt ajdnljdk, ahol

a h? 9 /9y {af/ay} tagot nem veszik figyelembe az egyenlet
megolddsakor. A médszernek a munkaigénye ugyanolyan nagysdgren-
di, mint a © -médszeré., Kimutathaté, hogy o és b megvdlaszt-
haté ugy, hogy két kilonbdz8 sajdtértékhez tartozé megoldds
pontosan legyen reprezentdlva /1d. 2.3.2./. A médszerek mésodren-
duek, ha b#l/3, harmadrendiek a b=1/3 &és az

a0 esetben és  negyedrendiek, amikor b=1/3, a=0.

A negyedrendiu médszerre a globdlis hiba a h 1épéshossz csak
péros hatvdnyu tagjait tartalmazé aszimptotikus sorba fejthetd,
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de ez a médszer rosszul reprezentdlja a nagy negativ sajdtérké-
keket. Itt yn+l=r(ﬁl1)-yn és |lim r(ﬁh) a 1.

Megjegyzés

Az dltaldnos alaku DE-k megolddésakor a szikséges munka mennyisé-
ge nagyon gyorsan nd a felhaszndlt magasabbrendU derivédltok szdé-
ménak fuggvényében. Az y(x) mésodik derivdltjénak hasznélata
ésszeriinek ldtszik akkor, ha ezt a mennyiséget /legalébb kézeli-
t6leg/ ki kell szémitanunk minden integrdldsi lépésben a kelet-
kezett nemlinedris egyenletrendszer megoldéséra. Erdsen kétséges,
hogy y(x) harmadik derivéltjénak lépésenkénti kiszémitdsdt ellen-
sllyozza-e az a lehet8ség, hogy nagyobb 1épéshosszal integrdl-
hatunk a pontossdg meg8rzése mellett.

2,3. Tobblépéses médszerek

A 2.1. szakaszban léttuk, hogy az A-stabilis konstans egyitthatés
LTL médszerek osztdlya nagyon kicsi, ezért vagy gyengébb stabili-
tdsi tulajdonsdggal rendelkezd médszereket kell vizsgdlnunk, vagy

a tobblépéses médszereknek egy mds osztdlydt.

A stiff tipusu DE-k megoldésdéra hasznélhaté tobblépéses médszerek
gyakran implicitek,ezért 1épésenként dltaldban egy nemlinedris
egyenletrendszer megolddsdra van szikség. £z az 1.2. szakasz meg-
jegyzésében létott okok miatt nem oldhaté meg egyszeri iterdldés-
sal, rendszerint Newton-tipusu iterdcidés formuldt kell hasznélni.

" Ehhez a rendszer Jacobi determindnsdt, illetve annak kozelitd
értékét kell kiszémitanunk. Nagy rendszerek esetén a Jacobi métrix
sparsitdsét /ritkasdgét/ szoktdék kihaszndlni. A szdmitdsok csok-
kentése céljébdl a Jacobi mdtrixot szakaszosan konstansnak tekin-
tik /y szerint/ és csak akkor szémoljék Ujra a mdtrix elemeit,

ha a Newton-eljérds nem konvergdl.
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2.3.1, Az A-stabilitésndl gyengébb stabilitdsi feltételek

Widlund /1967/ bevezette az A (X)-stabilités fogalmdt: egy DE~t
megoldé numerikus médszer A (¥)-stabilis, ha az y'=My, (y(x() =y°)

egyenletre az dsszes numerikus kozelitések zérushoz tartandk,

amikor n-—>oo, rogzitett h mellett van h>0 és

liarg = (A<, Al £ o.

Mésként: az A(X)-stabilis médszer abszolut stabilitdsi tartomd-
nya tartalmazza a Wy = (h A : |arg(=h N[ <X, [Al£ O} végtelen

szégtartomdnyt a komplex hA sikon /ld. 4. é&bra/. Adott A ~-ra, :
(Re.7\ < O) a hA pont vagy benne van Wy -ban tetsz8leges pozitiv”
h értékre, vagy kivil helyezkedik el. Igy ha eldre tudjuk, hogy
a Jacobi mdtrix Osszes sajdtértéke egy Wy szogtortomdnybun he~
lyezkedik el, akkor a feladat megolddséra egy A(O& ).-stabllls

médszert haszndlhatunk, anélkil, hogy a lépésho,és)zj'{ ‘st'dbi_litési
kdvetelményeknek megfelelden kellene megvdlasztani. B

Az A-stabilités az A(T /2) stabilitésnak feleltethets meg ;
/ezért a harmad- és annél magasabb rendu A((X)-'stclbil'is médszerek .

esetében a képlethiba minden hatdron tul novek521k, -amikor

O(—r’T'/Z)

A médszer A(0)-stabilis, ha A(®) -stabilis valamilyen elég
kicsiny «€(0,T/2). '

Az A(0) -stabilis médszerek akkor hasznélhaték, ha o sajdtér-
tékek valésak /pl. ha a Jacobi métrix szimmetrikus/.

A fenti szerzé bebizonyitotta a kdvetkezd tételt:

o/ Nem létezik explicit LTL,A(0)-stabilis médszer.

b/ Az LKL médszerek kozul k+l -ed rendu A(O)-stqbilis médszer
csak a trapéz szabdly.

¢/ Minden XE€[0,T/2) esetén létezik k-ad rendi k lépéses
médszer, amely A((X) -stabilis.

Megjegyezzik, hogy Dahlquist /1956/ tétele értelmében az LTL
médszer rendje és a lépések szdma kozotti osszefiggés a kovet-

kez&:

Rogzitett k mellett a k-lépéses stabilis médszer rendje leg-
feljebb k+l, ha k pdratlan és k+2, ha k péros.
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Ez a tétel mutatja, hogy egy adott pontossdgu stabilis médszer
konstrudléséhoz hény paramétert8l fuggé formuldt célszeriy felven=-
ni. Ha tobb paramétert vdlasztunk, akkor azok felhasznélhaték a
képlethiba csokkentésére /1d. késdbb 2.3.2./.

Norsett /1969/ elégséges, konnyen ellendrizhetd feltételeket ad
meg az A(CX)-stqbilitésru és néhdny konkrét k-lépéses
/k=3,4,5/ képletre alkalmazva, megkeresi azt a legnagyobb % é&r-
téket (O(G(O,'\T/Z)) , amelyre az adott képletek A( ) ~-stabilisek.
A retrogrdd differencidldési médszerre kapja, hogy

k=1 3 4 5
X max |88°27’ | 73°14’ | 18°47'

A médszer dltaldnos alakja:

9. algoritmus

k
Ynel = :vujyn+l-j +h po fn+l (20>
j=1

ahol az uj, {30 egyUtthatdkat k %26 esetén az 1. tdblézat
adja.

k 2 3 4 ) 6
. 2 6 12 60 0
0 3 11 25 137 147
b, 4 18 48 300 360
3 11 25 137 147
I S - P _450
3 11 5 137 147
" 2 16 200 400
3 11 25 137 147
o 3 LB _us
4 25 137 147
12 72
s 137 147|
A _lo
6 147

|. Tablazat
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hA sik

4. abra

Egy mdsfajta fontos stabilitdsi kdvetelményt Gear /1969/ hatéro-

zott meg:

Egy numerikus médszer stiff-stabilis ha

a/ az abszolut stabilitdsi tartomdnya tartalmazza az Rl és
R2 tartomdnyt, valamint

b/ pontos megolddst ad az dsszes hE€ R, esetén az y'sAy,
ylx ) = Yoo 1 Re(A)< 0 tesztegyenletre alkalmazva, ahol

Ry= {h?\: Re(hA)< -c:}, R2={h?\: ~a < Re(h)) ¢

£b, =c SInKhIA) éc] és a,b,c pozitiv konstansok.
A komplex h\ sik Rl és R, tartoménya az 5. dbrdn
1l4thaté.

h 2

A definicidt a kdvetkez8 megolddsok motivdltdk: e ~ a meggondolé-
sok Osszetev8jének a A sajdtértéknek megfeleld vdltozdsa egy
1lépés alatt. Hao hA = u + iv, akkor a vdéltozds eV nagysdgu.

Ha u<=~-a <0, akkor egy 1épés alatt ez a komponens legaldbb e™¢
-szorosdra redukdlédik. Altaldban nincs szukségink arra, hogy a
nagyon kicsi, gyorsan lecsokkend /tranziens/ megoldds pontos
legyen, igy valamilyen a értéktd8l kezdve elhanyagolhatjuk az

Rl -ben 1év8 tobbi konponenst, és elegendd e tagok tetszdleges
stabilis reprezentdciéja. Az origé koril azonban mdr pontossdgot

is szeretnénk elérni, ehhez a stabilitds is szUkséges. Ha u>b> 0,
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egy lépésben a megoldds komponensének novekedése legalébb eb.

A novekedést korlétoznunk kell, hegy a lépéshossz elég jél kdves-
se ezt a véltozdst, igy soha nem hasznéljuk az u2>b tartoményt.
Ha |vl >¢, legaldbb c¢/2T teljes oszcillécibés ciklus jut egy 1é-
pésre. Az Rl-en kivil, ahol nem érdekelnek benntnket a megoldds
csdkkend Osszetevdi, és az u>b tartomdnyon kivil, amelyet nem
haszndlunk, dltaldban kovetnink kell ezeket az oszcilléciés meg-
oldésokat. /Gyakorlati megfontoldsok miatt 4ltaldban c«W/5 érté-
ket vesznek./

A stiff-stabilis médszerek mindig A(u)-stabilisck, ami forditva

nem igaz.

A stiff-stabilis médszerek létezése az a,b,c paraméterektdl és
a pontossdg definiciéjatdél figg. A pontossdgot rendszerint a méd-
szer rendjével hatdrozzdk meg. Gear (1969) megmutatta, hogy 1lé-
tezik olyan a,b és c¢ konstans, amelyre a k-lépéses k=~ad ren=-
du (ks&ﬂ,(ZO)retrogréd differencidldsi képletek stiff-stabilisek

és a stabilitdsi tartomdnyukat is megadta.

Nem ismeretes, hogyan lehet dltaldnos esetben stiff-stobilis méd=-
szert konstruélni. Cooke (1972) vizsgdlta az ilyen algoritmusok
tulajdonsdgait és elégséges feltételeket adott az ilyen osztdly-

ba tartozé tipikus médszerek konstrudléséra a k=r=2,3 esetben.

A (20) retrogréd differencidldsi formulék dltalénositésdval Bic-
kart és Picel (1973) 25-5d rendig bezdrélag konstrudlt stiff-
stabil médszereket (ezek a 2.3.3.-ban ismertetends blokk impli-

cit médszerek osztdlydba tortoznc@.

A formuldk egyrésze ugyan nagy stabilitési tartomdnnyal rendel=~
kezhet, de eld6fordulhat, hogy a tesztegyenlet { yn} kozelitd
megolddsaira

| yn/yn_l| — 1, amikor hA—> = oo

E tulajdonsédg miatt az analitikus megoldds gyorsan zérushoz tarté

tranziens Osszetev8i a numerikus megolddsban lassan eltiing, eset-
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leg oszcilldlé osszetevdként jelentkeznek. Ez korldtozhatja a 1lé-
péshosszt, kulondsen ha tobb tranziens Osszetevdé is van. Azokat a
képleteket, amelyekre ez a tulajdonsdg nem 4l1 fenn "a végtelen-
ben stabilis"-nak nevezzuk.

A kbzelitd médszer a végtelenben stabilis, ha létezik olyan valés
W>0, hogy

i D /al e

ahol [yn} a tesztegyenlet konstans h >0 1lépéshosszal el8dlli-

tott kozelitd megoldéso.“

Gear képletei stabilisek a végtelenben, de a trapézszabédly nem.

(Ugyanis a trapézszabdly esetém:

Yo 7 ¥o | =| (1 +2/2 02) /(1-1/2 )| =[(iehrer + 174 W2]a | 2)/

(1 - hRe N+ l/4h2|9\' 2)]1/2

és ha hRelA+-o00, ez tart a +l-hez).

Enright (1974) konstruélt stiff-stabilis és a végtelenben stabilis
médszer, amely explicite felhaszndélja a rendszer Jacobi métrixdt.
Az y'= f(y) alaku egyenletrendszerre a kdvetkezd k-lépéses(k+2)
~ed rendU formuldkat adta meg:

10. algoritmus

X r Yntl-r +h

y —
n+l r=1 r

n =
I l4x
nlsx

. 2 "
PeYaal-r * h X,r Y hel-r (21>

(e] =0

Ha [Po~ +;|[5| £0 , a formula implicit.

A k<7 esetben a formuldk stiff-stabilisek, ha az egyutthatékat
a 2. téblézat szerint vdlasztjuk meg.

"Mdsok ezt a tulajdonsdgot L-stabilitdsnak, vagy stiff A -sta-
bilitdsnak nevezik (Lambert (1973)), ha az A-stabilitds is
szerepel a definicidban.
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A médszer implicitsége miatt minden lépésben meg kell oldanunk

egy nemlinedris egyenletrendszert, Mint ezt mér megjegyeztik, a
stiff egyenletek esetében a médositott Newton-Raphson médszer hasz-
nélata célszeri. Az iterdcidés eljdrdshoz szikség van a rendszer
9f/3y Jacobi mdtrixdra vagy annak egy kdzelitésére , ezért a
(21) kidzelit8 formuldban szerepld y'" tag kiszdémitdsa nem okoz
tobbletmunkdt (ugyanis y" = (af/iay)y'). Megemlitjuik, hogy a
2.2.3. szakaszban ismertetett (19) médszer (21)-nek részesete.

Az A-stabilitdsndl gyengébb stabilitési feltételek lényege, amint
azt ldttuk, hogy a stabilitdsi tartoményt csokkentjik az egész ne=~
gativ hA félsik helyett, valamilyen D tartomdnyra. Az Alx)
~stabilis médszerekre D=V, a stiff stabilis médszerek esetén
D=Rl'
A kulonbozd, stiff egyenletek megoldéséhoz szikséges stabilitédsi
tulajdonsdgok algebrai médszerekkel is vizsgélhaték, ekkor a méd-
szer egyUtthatéi segitségével konstrudlt speciélis polinomok gydke=-
ire rénak ki feltételeket (errdl 1d. pl. Liniger (1974)).

2.3.2. Exponencidlisan illeszkedd tobblépéses médszerek

A klasszikus integréldsi médszerek el8dllithaték abbdl a kove-
telményb8l, hogy az y’=Q(t) skaldér egyenletre alkalmazva pon-
tosak legyenek, ahol Q(t) tetsz6leges s~ed foku polinom.

Ekkor a médszer legfeljebb a p=s+l -ed foku polinom alaku vy

fuggvényekre lesz pontos.

Médszerek konstrudléséra egy ekvivalens lehetdség, ha megktve-
teljuk, hogy az y:ealnggvényre clkqlmozva(azoz az y'= Ay diffe-
rencidlegyenletre) a lokdlis képlethiba O(| hA|P*)  nagység-
rendy legyen, ami ismét ekvivalens azzal, hogy a médszer pontos
az y=Qp(x) . o DX fuggvényre, ahol Qp p-ed foku polinom.

Az ilyen médszereket a p-ed rendhez exponencidlisan illesztett
médszereknek nevezzik a h2\ sik origé pontjdban. Altaldban a
stiff tipusu egyenletek esetén az exponencidlis illeszkedésre

szikség van @ hAN  sik mds pontjaiban is. Ezért bevezetik a
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kovetkez8 definiciét:

Egy numerikus médszer exponencidlisan illesztett a pj rendhez

egy komplex A=A, sajdtértékénél, ha a médszert a tesztegyen-
leties alkalfiozve a Lokélis képlethiba O ] h= ?\jl )P +l)
nagysdgrendu lesz.

£z a tulajdonsdg akkor kilondsen hasznos, ha a tranziens nagy
abszolutértékekhez tartozé megolddsokra is elég nagy pontos-
séggal van sziukségink. Az exponencidlis illesztés dltaléban véve
lehet8vé teszi a nem elegendSen magas fokszdmu polinom illesztés
wigttl hibdlk Tépteankdnti &1 avényo ceokkendsét, oZas o

médszer pontossdgdnak novelését.

Ha megfeleld illeszkedési tulajdonsdggal rendslkezd médszert
vdlasztottunk ki és o tranziens probléma linearizdlhatd, akkor
a tranziens fdzisban is viszonylag nagy lépéshosszal szdmolha-
tunk.

Liniger/llilloughby (19) médszere esetében a formula szabad pa-
ramétereit (c h lépéshossztél kulonbozéket ugy vdlaszthatjdk
meg, hogy a formuldk A - stebilisak és pontosak legyenek a stiff
rendszer egy gyorsan véltozé megolddsdra ( azaz exponencidlis
illeszkedéstek legyenek). Pl. a formulék exponencidlisan illesz-
kedhetnek a zérus rendhez a h\ komplex sikon a valds tengely
negativ részének tetsz8leges pontjdban. Ha a vélasztott h9\j
pont =2 -nél kisebb, akkor a formula stabilitdsi tartoménya

a Re(hA)<0 félsik és a médszer A-stabilis.

Més tipusu tobblépéses médszerek

Lambert és Sigurdsson (1972) olyan LKL médszereket ajdnl, ame-
lyeknek az egyuUtthatéi a Jacobi mdtrix kozelitésétdl kozvetle~

nul fuggenek. £zek dltaldnos alakja:
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11, algoritmus

k 5 k

< () N (l) < i

;L "t hQ]”*’-hiéoEPi(o)°+

G 4%

Z P hlel £, (22)
ahol Q, egy nxn -es mdtrix Qi =‘(On)i , amelynek ?orma]c
minden n-re korldtos, E az egységmdtrix és cép) fﬂ ht Q

i=1

nem szinguldris. A mdédszer rendje Qn—tél nem fugg, de gyakor-
latban Q, oz adott rendszer negativ eldjellel vett Jacobi mdat-
rixa gz x= X pontban{ nem minden integrélési 1épésnél szémit-
jédk ki ujra a Jacobi métrixot ). Beldthatdé, hogy a (22) médsze=
rek kozott vannak 2r-ed rendi A-~stabilis modszerek is. Az A=
stabilitdsi tulajdonsdg akkor is megmarad, ha I)k = ¢ 3 [ S
Altaléban az ilyen médszerek mér nem nevezhetdk exp11c1tnek,

mert az ¥kl tag egyiitthatdéja métrix, és az Wil megoldds
el6dllitdésdhoz azt integrdlnunk kell. Igy minden integréldsi
1épésnél egy linedris egyenletrendszer kell megoldanunk, ezért

megfelel8 elnevezés a linedrisan implicit médszer lehetne.

Az aldbbiakban mutatunk egy példit a (22) médszerosztdlybdl:

. 29 3 2.2
(E+2/3hQ +1/6h°Q])y .o -(E+19/12 hQ_ + 1/2h Q) Y42

2.2 /
+4/3 ho_ +1/2 h%° )y ., - (5/12hon + 1 shZQf) ¥

= h {(23/125 + 1/2 hQn) f oo~ (4/3 E + 1/2 hQn) f

+(5/126 + 1/6 hon)fn}

Ez egy harmadrendy linedrisan implicit médszer, amely A-stabilis
lesz, ha a Q métrix azonos lesz az egyenletrendszer negativ

eléjellel vett Jacobi mdtrixdval.
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A-stabilis un. progressziv tobblépéses médszereket (PTM) konst-
rudl Williams és Hoog (1974) tizedrenduig bezérélag, amelyekhez
csak az y’ értékeire van szikség és oninditéak. A médszerek

felhaszndljék y’ kozelitésére f(x,y) olyan értékeit, amelyek
x szerint eld8bbre tartanak, mint a fugg8 vdltozé értékei (innen

a progressziv elnevezés).
A PTM médszer alakja:

12, algoritmus

k

2 = s - Lr &k L n<pMN=1
Yot ® Vinkkral = hs:oprs fnk + s ; lé&r ;, 0<&n<N-1, (23)

ahol

(Xakr Xnktk] € [Xor] # k71 és bex =Nkh.

Megjegyezziik, hogy a (l7)r-blokk implicit egylépéses mdédszer is
tagja az aldbbiakban definidlt médszerosztdlynak.

m egyenletb8l 4116 rendszer esetén legyen

1 1 T T
Yl = (ynk+l r Yok42 1 et ynk+k) ;
T T v T
Fn'*'l = (fnk+l d fnk+2 y; Sy fnk+k) 7 04£n4N-1,

T a vektor transzpondltjdt jeloli. Akkor megfelelden definidlt
mk x mk dimenziés A,B,C,U blokk métrixok segitségével a k
lépéses PTM felirhatdé a kovetkezdképpen:

DY .1 = AY_ =h (BFn+l + CFn) ,

T T T.T T T T. T
hOYo=(yolyol“°ly°)éSF=(ff""'f)'

o o' o o
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k=2 esetén a médszer explicit alakja az aldbbi:

h/12 (5f2n * 8":2n+l i f2n+l) !

1]

Yon+l = Y2n

Yons2 = Yoo = /3 (fp + 45 1+ f5 5) .

A k<8 esetre explicit formuldk taldélhaték Rosser (1967) cikk=-

kében.

Bdr a fenti médszert k-lépéses médszerként emlitjiuk, az a szé=
molds szempontjdbél egylépéses médszerként viselkedik., Az Yn+l
vektor kiszémitdsdhoz csak az Yk és fnk értékekre

(egy pontban vett értékekre) van szikség.
Igaz az aldbbi tétel:

A k- 1lépéses PTM médszerek A-stabilisek minden 1<k €8 érték-
re. A 9%k £20 esetben a médszer nem A-stabilis.

2.4, Szir8 médszerek

Sziir6 médszereknek nevezzik azokat, amelyek valamilyen médon meg-

prébél jék a megoldds gyors (tranziens) Osszetevéit elimindlni.

E médszerek egyrésze a tranziens Usszetevdre egy sima kozelitd
partikuléris megoldést hatéroz meg, mdsrészik a problémdt transz-
formdlja ugy, hogy a rendszer Jacobi métrixdénak sajdtértékei ki-
csik legyenek.

2.4.1. Szingulédris perturbdcidk

Ez az elmélet akkor alkalmazhaté, ha a DE felirhaté a kovetke-

z8képpen:
Ey' = g (x,y,2) y ER™MY
z' = f(x,y,z) zER"= (23)

+m_=
my zm
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aghol € egy kicsi, valés paraméter és az y Osszetevdk "sta~
bilisek" olyan értelemben, hogy amikor =z r&gzitve van tetszé-
leges x pontban, akkor y ©sszetevdk gyorsan elérnek egy e-
egyensulyi megolddst.,

Mac Millan (1968) megfigyelte, hogy az els§ fézisban (egy hatdr-
rétegben) X & x &x + d az y Osszetev8 nagyon gyorsan vdltozik

és az aldbbi szinguléris rendszer megolddsét kozeliti meg:

0 = g(x,y/z) .,
z'= f(XIYIZ> ’

ahol @ z ~komponensek pedig lassan vdltoznak x szerint. Ha
xé-x°+cY, akkor az eredeti probléma megolddsa nagyon kozeli a

szinguldris rendszer megolddsdhoz.

A fenti szerz8 azt ajdnlja, hogy az eredeti problémdt integrél-
juk valamilyen hagyoményos médszerrel, amikor x5 x £x0+<j:

Az x:>xo+<f'esetben a lassan véltozé komponenseket egy explicit
hagyoményos médszerrel szdmitsuk ki a lépéshosszt az ezen Ossze-
tev8kre megkivdnt pontossdgbél hatdrozzuk meg , a gyors Ossze-
tevikre pedig az alébbi & szerinti Taylor-sorfejtést haszndl-

juks

y(x,E,) = yo(x) + E,yl(x)+ T +£,qu (x)+ O(E,q+l) .

Az y%x) értéket differencidldssal és a (23) rendszerbe valé
behelyettesitéssel kapjuk. Minden lépésben meg kell oldanunk q
darab linedris egyenletrendszert és egy nemlinedris egyenlet-
rendszert m_ darab ismeretlennel. Ezenkivil ki kell szdmolnunk
a q(x,y,Z) yés f(x,y,z) fuggvények g-ad és anndl alacsonyabb

rendi, illetve g~l1 -ed és anndl alacsonyabb rendiy derivdltjait,
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2.4.2. Egy sima partikuléris megoldds elddllitdsa

Dahlquist (1968) és munkatdrsai konstrudltdk a kdvetkezd médszert,
amely akkor haszndlhaté, ha a rendszer Jacobi mdétrixdnak sajét-
értékei jél szétvdlaszthatdék. Ekkor az y ismeretlen vektort
particiondljék olyan u és v vektorra, hogy az (l),(Z) egyen-
letrendszerbdl kapjdk az aldbbit:

u'= Au +P(x,u,v) , u(x)6 RmU ‘ : (24)
v = ykx,u,v) , v(x) € Rmv ;o mFmo=m; (25)
U(O) = U v(O) Y

ahol A egy szakaszosan konstans, m, X m, dimenzids mdtrix,
amelynek sajdtértékei a baloldali félsikon helyezkednek el

(azaz Re Aj<0) és a P,V¥ simcfuégvények Lipschitz konstansai
sokkal kisebbek, mint az A mdtrixnak az x-t6l fuggetlen nor=

mdja. Pontosabban felteszik, hogy

Ia~t (law/av]] + 1la9/aull + 20118973Vl llae/avl])1£2

—

(26)

Tegyik fel, hogy m, egy elég kicsi egész szém, mig m, lehet
nagy is.

Ekkor az eredeti probléma stiffsége o (24) egyenletrendszerben
koncentrdlédik, melynek egy sima kozelitd partikuldris megoldd-
sat egy félig analitikus médszerrel éGllitjdk eld.

Ha @ (x,u,v) csak x fuggvénye, @(x), akkor a

p(x) = 3 A q+l<p(q)(x)
q
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a (24) rendszer partikuléris megolddsét reprezentdlja, amelyet

az alébbi iterdcidés eljdérés segitségével is meghatdrozhatunk

pi+l(x) = A1 (®(x) - d_ﬂx_))

dx

{ 7

Po(x) =0 .

( Ha Q v -tél és v-t8l is figg, valamint (26) teljestl, akkor

ugyanez az iterdcids eljdras hasznélhqté.)

Ha lehetséges a tranziens megolddst linearizdlnunk, akkor a
gyorsan vdltozé u komponensek kiszdmitésdra az un. sima, kdze-

1litd partikuléris megoldési médszer haszndlhaté:

2
/A=l =2 _g -3 d
up(x) -(A + A ™ + A ;;2 )q)(x,up,VQ)

ahol 9P/Ox és aZCP/aXZ értékét véges differencidkkal ko=
- zelitjuk.

A lassu v Osszeteviket egy hagyomdnyos médszerrel szémoljdk ki
pl. a trapéz szabdllyal .. A médszer a "helyes" partikuléris
megoldést dllitja eld; azaz u kezdeti értékeit ugy kezeli,
hogy hatdsuk a v értékekre korrekt médon legyen reprezentélva,
Minden lépésben egy 2.mU+mv dimenzids egyenletrendszert kell

megoldani és az A mdtrixra teljesilnie kell g

|fA-lH [|[39/Qu|[<<1 feltételnek, Igy ezt ujra ki kell
szémitanunk, ahogy Q®/Qu véltozik, de A viszonylag kis
része a Jacobi mdtrixnak, ha m,> m igy sok munka megtaka-
rithaté. A médszer extrapoldcidval pontosithaté. A pontossdg
egy negyedrendu médszer pontossdgdval mérhetd ossze, bdr vannak
a hiba sorfejtésében zérushoz O(hq) -nél kevésbé gyorsan tarté

tagok, de ezekben az ||A-3l| kis mennyiség szerepel,
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3. ALKALMAZASI TERULETEK

Az aldbbiakban bemutatunk néhény konkrét alkalmazdsi teriletet, ahol
stiff tipusu DE-kkel kapcsolatos problémdék fordulnak elé. A felada-
tokat dltaldban a 2. fejezetben leirt médszerek segitségével oldhat=-
juk meg, mivel a problémdék nagyrészében elsdrendu DE rendszer szere-
pel. Az egyes teriletek szakfolydirataiban is szdmos médszer talédl-

haté, ezekkel azonban nem fogunk foglalkozni.

3.1. Elektromos dramkori és szabdlyozdsi problémdk

Az elektromos hdlézatok és a szabdlyozds elmélet kozds problémdja
a rendszer vdlaszdnak meghatdrozésa zavards esetében, vagy a rend-
szer egyik inputjénak hirtelen megvdltozdsakor. Ha a rendszer stiff
tipusu és fizikai szempontbdél stabil, akkor a vélasz kis id8&kons=-
tansoknak nagy frekvencidknak megfeleld komponensei csak a vizs=-

gdlt intervallum kezdetének kozelében jelentdsek.

3.1.1, Elektromos dramkorok

Az elektromos hdlézatok elméletében a DE stiffségének problémé-
ja gyakran keletkezik olyankor, amikor nagyon kis idékonstansu
(ncgy frekvenciéju) tranzisztorokat vagy mds, nemlinedris fél-
vezetd8ket kapcsolnak Ossze gyakran linedris, sokkkal nagyobb idé-
konstansu (kis frekvencidju) hélézattal.

Példa: Alagut diéda kapcsoldsi probléméja (1d. 6. dbra)
(Axelrod et al. (1962)).

2

LI=E-V-R.I,  ahol F(V)=Az(v®-32,%-3a V) ,

cv=I-F(V), A;(i=1,2,3), R,E,L és C adott konstansok
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F(v)

©r

6. abra

Itt o stiffséget az alagut didda gyors vdlaszdnak megfeleld

komponens okozza.

Szabdlyozdsi problémdk

Ebben az esetben a stiffséget az elektromos kontroll dramkor
kis id8konstansénak és valamilyen lassu mechanikus kontroll ké-
szUlék nagy idékonstansdnak kilonbsége okozza. Ha a legnagyobb
és legkisebb idSkonstans ardnya kisebb 104—nél és nincs szik=-
ség nagy pontossdgra, akkor analdg vagy hibrid szdmitdgépeket
haszndlhatunk. (1d. pl. Odén, Rudemo (1970)).

Megemlitjik, hogy léteznek olyan programcsomagrendszerek, ame-
lyek digitdlis szémitdgépen szimuldljék az analdg vagy hibrid
szdmitégép mukodését (az MTA SZTAKI CDC 3300-as gépén a MIMIC
és ANDISIM progrumcsomag)
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3.2. Kémigi reakcidk

3.2.1. Reakcidk kvézistaciondrius koncentrdcidju specieszekkel

A polimer és enzim kémidban, valamint a kvantummechanikdban gyak-
ran fordulnak eld ilyen tipusu reakcidk.
Példa: Szénhidrogének folyadékfdézisu oxiddcidja

| (Vidéczi T. stb. (1975))

A+BX¥, C+B
2¢c X, 23

K
2B —i%-termékek,
aghol A,B,C a specieszek, ki a reagkcidsebesség.

Legyenek rendre y= {yl(t>,y2(t),y3(t)} az A,B,C specieszek
koncentrdcidéi adott t id8pontban. Ezeket ismerjik a t=0

idépontban. Akkor a modell a kdvetkezd:
y'(t)= A f(y(t)),  y(0) = y,.

fy)= {fl(y), fz(y), fa(y)} a reakciérendszer sebességfiiggvé-

nyei, A = {aij} a sztochiometriai egyUtthatékbdl képzett

5 a:
3 x 3 =as mdtrix, fj(y) = kj‘W y11I - az elemi rekcidk se~
1=l
bességfiggvényei, j =1,2,3.

Ha a ki egyUtthaték erdsen eltérd nagysédgrendiek, az egyen~
let stiff tipusu lesz. (Ez a jelenség jellemzi dltaléban azo-
kat a kémiai rendszereket, amelyekben molekuldris komponensek

mellett nagy reakcidképességi gyokok is reagélnak).



@ egyiitthat6 By Ch B By B, 5 B B

= 2 1
4 5 3 3
4 =1 29 S =L

8 48 12 48
5 =13 307 19 =1 s

18 540 40 20 1080
6 =3 3133 47 —41 R =17

32 5760 90 480 45 5760
7 —863 317731 2837 — 1271 373 =529 41

10080 604800 5040 10080 7560 40320 25200
8 —275 247021 12079 —13823 8131 5T 179 =131

3456 483840 20160 80640 90720 161280 20160 725760

—33953 1758023 1147051 —133643 157513 —2797 86791 —35453 8563
7 453600 3528000 | 1814400 604800 1088640 36288 3024000 5443200 12700800

2. Téablazat

A k-lépéses k+2 —ed rendii (21) modszer egyltthatoi

_vv..
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3.2.2, Desztillécidés folyamatok

A desztilldcié folyamatdt leiré DE rendszer éltaldban nagyon
bonyolult és sok egyenletbd8l dll, de a rendszer egyszeri szalag-
strukturdju. Egy er6sen leegyszeriUsitett linedris modellen mu-

tatjuk be a rendszer szerkezetét és stiffségének forrdsdt.

Példa: (Rosenbrock 1957)

d.)’ 1

dt

=51.1y; + 26.2y2 "

dyn
dt

24.9 yn—l .e Sl.lyn + 26.2y n = 2,3, LR ] 49,

n+l’

dysg

A rendszer Jacobi mdtrixdnak sajdtértékei kozelitbleg -~0.1 és
~100 kozott helyezkednek el.

3.3. Reaktor kinetika

A reaktor kinetika a nukledris reaktorok tranziens viselkedésének
modell jeit vizsgdlja. Ide tartozik a perturbdlt hutéanyag 4ramlés
okozta osszcillécidk és a kontroll rud mozgdsok probléméja, a hu-
t8anyag veszteség kovetkeztében fellépd eltérés stb.

A tranziensek élettartama a mésodperc tort részétél néhdny percig
terjedhet.

Példa: Nukledris reaktor kontroll rud problémdja (Willoughby

(1974))
x = a(y-x) ) x(O) =0,
y =(b=d)x - (c~d)y +oxt(y+l) , y(0) =0,
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ahol 0 < x << 1, ab=ed, 0<d<ac<< b<c (27)

A rendszer Jacobi mdtrixdnak sajétértékei a t=0 pontban:

A={- (a-d) , =c ], ezért a (27) feltételbsl kivetkezik, hogy
a rendszer stiff tipusu. A t=T= (c-b)/O( pontban a Jacobi métrix
szinguldris, és a t”>T esetben a reaktor szuperkritikus dlla-
potban van (u megoldds exponencidlisan n6). A vizsgdlat célja az
volt, hogy megdllapitsék, hogy az exponencidlis eltérések a meg-
engedett hatdrok kszstt maradnak-e.

3.4, Parcidlis DE-k

A parcidlis DE~k és a kozonséges DE~k kozelitd8 megolddsénak elmé-
lete kilonbdzd utakon fejlddott, bdr sok kozos vondssal rendelke-
zik, A hasonlé tulajdonségokat nem mindig azonosan nevezik. Bemu~-
tatjuk a parcidlis és kozonséges DE kozelitd megoldésdnak stabi-
litdsi tulajdonsdgai kozotti Osszefuggést a parabolikus egyenlet
esetében.

Vizsgdl juk meg a hdvezetési egyenletet:

2

_’%_U_ = —a—% : u(O,t) = U(l,t): 0, t20 (28)
¥ ax u(x,o) = f(x) ‘ 0=x=1;

Legyenek Ax és At, az x és t tengellyel pdrhuzamos egyene-
sekkel definidlt récs, rdcstévolsdgai. Jeldlje u; az
u(mAx,nAt) elméleti megoldds véges differencia médszerrel ka-
pott kozelitését az x = mAx és t = nAt rdcspontban és legyen
r= At/(Ax)z. A legegyszeribb explicit médszer (Cauapeuit
(1971) 71.0ld.) a kovetkezd:

n+1l n n n
Ut = (1-20) U0+ 2 (Ul o+t (29)
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a legegyszeriibb implicit médszer az un. Crank-Nicholson médszer

pedig (ugyanott) .

(1+r) U 1/20(UTF + UM = (1-0)U” +1/20(u " +u M)

(30)

Legyen xi=i£5x, i=0,1,...,8 ahol s=1/Ax és ui(t) jelol je
az u (xi, t) kozelit6 értékét. Ha a térvdltozé szerinti deri-
véltat pl. centrélis differencidval kozelitjuk, akkor az aldbbi
linedris kozonséges DE-ket kapjuk

du. 1
i :
dt  axZ (”i+l ~ 20; + “1-1) ,  i=1,2,..., s=1 (31)

ui( O) = f(iA X)

A (28) parciélis egyenlet visszavezetése (31) alaku kbzonséges

DE rendszerre az un. egyenesek médszere.

Ha @ (3]) rendszerre alkalmazzuk a (9) Euler médszert At lépés~
hosszal, kapjuk, hogy:

n+l
U, = At /Qkx)z [Ui:l _ 2 + “121]

& 1

ahol uJ.j_ = u(iAx,jAt).

Konnyen léthaté, hogy ez azonos a (29) formuléval. Hasonléan kap=-
juk a (30) médszert, ha a (31) rendszerre a (14) trapézszabdlyt
alkalmazzuk.

A (31) rendszer Jacobi métrixdnak sajétértékei o kovetkezdk:

s 2
A =- [sinlTax2) % -4 5 452
) [ Ax [ 2 ] =

j = 2’3’ ..', S-2O
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Minél kisebb Ax, az egyenlet anndl inkdbb stiff tulajdonsdagu
lesz. A fenti sajdtértékek valésak és a (-4/(£sx)2 7 O) inter-
vallumon helyezkednek el.

Mivel az Euler médszer abszolut stabilitdsi tartoménya a valéds
tengelyt a [-2,0] szakasz végpontjaiban metszi, a (pozitiv) 1é-
péshosszt ugy kell megvdlasztanunk, hogy =-2% -4At/(Ax)24O
legyen, azaz 0<r<l/2. Camapczng (1971, 79. old.) megmu—
tatja, hogy a (29) médszer "feltételesen stabilis", ha az r aré-
ardnyra teljesil a fenti feltétel. Hasonldéan, az A= stabilis tra-
péz médszerrel a (31) rendszer kozelitd8 megolddsa tetszéleges po-
zitiv 1épéshossz mellett abszolut stabilis lesz., Ennek megfeleld-
en a Crank=Nicholson médszer Szamarszkij szerint abszolut stagbil.
Megjegyezzilk, hogy mivel a (31) rendszer sajdtértékei mindig va-
1ésak és negativak, a (28) egyenletre a kozelité médszer abszo-
lut stabilitdsdhoz nem szilkséges a (31)-et megoldé médszer A-

stabilitdsa; az A(O)—stabilités is elégséges.

Igy beldttuk, hogy a parabolikus parcidlis DE-~ket megoldé véges
differencia médszer stabilitésa megfelel az egyenesek médszeré-
vel kapott problémdt megoldé médszer abszolut stabilitésénak, hg-

sonléan a feltételes stabilitds az A(O)-stabilitéssal egyezik meg.

Paraméter becslés (Gear (1971))

A kisérleti kutatdsokndl gyakran eléfordul, hogy egy p={ pi}

paraméterektd8l figgé, DE rendszer vizsgdlatdra vezetnek. A prob-
léma a kovetkezd: kiulonbozé idépontokban elvégzett kisérleti mé-
résekkel meghatdrozva a megoldds kozelitd értékét, keressik a pa-

raméterek értékét. Legyén az egyenletrendszer az alédbbi:
y' = f(y,t,p), y(0) =y (p) (32)
és zi=thi) adva van, amikor i=l,...,m .

Ha éppen annyi rti pontban ismerjuk az thg értékeket, amennyi

egyenletink és paraméterink van Usszesen, akkor egy peremérték
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feladatot kell lényegében megoldanunk. Altaléban tobb y(tg érem
ték ismert, mint amennyi a paraméterek és a kezdeti feltételek
szdma, ekkor a feltételek kielégitésére a legkisebb négyzetekkel
valé kodzelités haszndlhaté.

Egyes médszerek esetében akkor ¢ O y'/Qp) derivéltakra kell az
egyenletet megoldanunk.

(32)-b81 kapjuk, hogy

d (9 _ Of 9f 9
w3 o | )

Ha a paraméterek széma q és az y vektornoak s darab komponen=-
se van, akkor (32) és (33) (q+l) -s egyenletb8l 4116 rendszert al=-
kot. Ha az eredeti probléma stiff tipusu volt, akkor (33) is stiff

tipusu lesz, minthogy

[ (%p-;) ] L
T Ay’
elCad

a két rendszer sajdtértékei megegyeznek. /Példdul a kémiai kine-

tika tertletén torténtek kisérletek paraméter becslési programok
konstrudldséra. (ld. Curtis and Chance (1972)»1

3.6. Differenciél~algebrai egyenletrendszerek /DAE/

Vegyes, algebrai és differencidl egyenletrendszerek megolddsédra
példdul a nagy hdlézatok tranziens analizise sordn vagy a folyto-
nos rendszer szimuldlésdndl van szUkség. A DAE rendszerek éltald-
nos alakja

f(w,u,t) : (34)

wl

0
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chol az v és v vektor dimenziéja megegyezik. Gear {1971/A)
vizsgélta a vegyes rendszerek kezdeti érték problémdjdénak kozeli-
t6 megoldését.

Tipikus eset, amikor a (34), (35) rendszer a kdvetkez8 tulajdon~

ségu:
(34) DE 2 (35) olgebrai rendszer
nagy, ritka  stiff nagy, ritka, "enyhén nemlinedris"

Ritka olyan értelemben, hogy az f és g flggvényben a w és

v vektorvéltozdknak csak kevés komponense szerepel.

"Enyhén nemlinedris" alatt azt értik, hogy az algebrai vdltozék
tobbsége linedrisan fordul eld ésa nemlinearitds a Jacobi mdtrixnak
kis megvdltozdsdt okozza, amikor a figgd vdltozék kicsit vdltoz-
nok. Gear az emlitett cikkben a (34), (35) rendszerek egyideju
megolddsdra konstrudlt médszert, amelyben felhaszndlja a rendsze-

rek "ritkasdgdt".

4, Széamitdgépes tapasztalatok

Az MTA CDC 3300-as szdémitSégépen tobb stiff tipusu DE-et oldottunk
meg.

4,1, A feladatok

Az egyes feladatokat a kovetkezd adatokkal jellemezzik:

T Xor Yor b, m,.ﬁ 5 EPS; ho’ hmax

Az els6 ot paraméter a problémdt matematikailag irja le.
(1d. ( l),( 2) feladat jelﬁléseit).
Az egyenletek szdma ( m) a szémolt esetekben legfeljebb 5.

9\i az egyenletrendszer Jacobi mdtrixdnak a kezdd ponthoz tartozé
sajdtértékei jeloli i=l,...,m .
EPS a lokélis hibéra pontosabban annak valamilyen norméjéra kirdtt

pontossdgi kdvetelmény, amely esetinkben 1072 10-4, 107 smls.

4



- 51 -
h
o}

a kezdeti lépéshossz, amelyet TTXJ;—T- nagysdgrendinek vdlasz~
max

tottunk, vagy a program vdlasztotta igy .

hmox a maximdlis lépéshossz, ennek minden esetben a b értékét
valasztottuk.

A megoldott feladatokbél bemutattunk néhdny jellegzeteset, amelyek
egy része az irodalombél vett tesztfeladat, mdsik része  ki-

netikai problémébél ered. A feladatokat az 1. melléklet tartal-
mazza.

4,2, A felhaszndlt programok

Az irodalomban a jelenleg leghatékonyabbnak ismert két mdédszert
alkalmaztuk. Az ezek alapjdn irt programok megtalélhatdk a szdmi-
tégép NUM=-COSY programkdnyvtdréban.

BIFSU nevi FORTRAN szubrutin (Gear 1971, 1971/B)

A szubrutin a 9. algoritmuson alapuld vdltozé rendu, véltozd 1lé=-
péshosszu LKL médszert haszndlja (lS.kf&é) a kovetkezbképpen:

k-ad rendi formuldval kiszémitja Yol ©€9Y kozelitését, yg+l—t:

k
(o]
Yntl =i~§l°(i Yntl-i * P1hYn

Aztdén pontositja az igy kapott értéket a (20)formulévcl, amely
implicit tipusu. Ezért az Yined értékét médositott Newton méd-
szerrel kapjuk meg, az iteréciét az yn_?_l értékkel inditjuk. Ha
az egyenletrendszer linedris y szerint, akkor az Y i értékét
egy iterdciés lépéssel megkapjuk. A nemlinedris esetben tobb 1lé-
pésre van szikség. A programban azonban csak akkor szdmitjuk ki
vjra a Jacobi métrixot, ha hérom 1épés utén az el jérds nem kon-
vergdl.

A midszer rendje és a lépéshossz megvdlasztdsa az eldirt pontos=—
sdgtél fugg. A program paraméterei kozott szerepel az YMAX(I) ér-
tékkel egy vektor, amelynek euklideszi normdéjdt hasonlitjuk Gssze
az eldirt EPS pontossdggal. Egy lépés végrehajtdsa utdn az YMAX(I)
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tombbe a megoldds I-edik komponensének uj maximélis értékét helye~
zi el o program. A felhasznélénak minden lépés utdn lehetdsége
van az YMAX(I)tﬁmb megvdltoztatdséra, igy a lépéshossz vdlasztdst

irényithatja.

Az eljérds automatikusan indithaté, minthogy elsé hivéskor elsd-

rendi médszert haszndl.

IMPEX nevii ALGOL programcsomag (Lindberg 1972)*

A program a kovetkezéképpen miukodik:

A kezd8pontban kiszdmitja a DE rendszer Lipschitz konstangdnak
kozelit8 értékét. Ezt haszndlja fel a kezdeti lépéshossz becslé-
séhez, amelyet a negyedrendiy RK médszer haszndl a tranziens fdzis=-
ban.

Amikor a tranziens dsszetev8k elhanyagolhatéan kicsik lesznek,
megbecsUl juk az RK médszerrel kapott kozelitd megoldds varidcid-
jat, hogy a fé programhoz megfeleld kezdeti lépéshosszt vdlaszt-
hassunk.

A sima megolddst a 2. algoritmus médositott vdltozatdval az un.
implicit érint8 formuldval kapja meg. Az implicit érinté formula

a kovetkezd:

Yoel = Yn ¥ h TC((yn-i-l * yn> /2)

A pontossdg novelése érdekében felhaszndlja a 2.2.1 szakaszban
ismertetett simité eljdrdst, valamint extrapoldcibés eljdrést is
alkalmaz. Az implicit egyenlet megolddsdra a médositott Newton

médszert haszndlja.

A lépéshossz vélasztds ugy torténik, hogy a lokdlis hiba kisebb
legyen, mint az dltalunk el8irt globdlis pontossdgbdl (EPS) kisz@~
mitott EPS| ok mennyiség.

" & programkonyvtédrban STIFF néven taldlhaté meg.
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4,3, Kovetkeztetések

Most a médszerek koltségére és megbizhatdsdgdra vonatkozdé tapasz-
talatainkat foglaljuk Ossze.

A médszer koltségét a felhasznélt szémitdsi (COMPUTE) idével, a fugg-
vények (jobboldaluk) kiszdmitdsdt végzd eljdrdasok, a rendszer Jaco-
bi métrixdt szdmoldé rutinok, valamint az invertdlé el jdrdsok behi-
vdsénok szdméval jellemezzik. A szdmoldsi eredményeket o 2. mellék=-
let tartalmazza. Az egyes programokkal kapcsolatos tapasztalatok:
DIFSU

A médszer dltaldban hatékonynak és megbizhaténak bizonyult. Ez meg-
egyezik Enright et al (1974) vizsgélatainak eredményével. Azonban

a fenti szerz8k megdéllapitotték, hogy a médszer megbizhatatlan lesz
abban az esetben, amikor az egyenletrendszer Jacobi mdtrixdénak sajét-
értékei kozel vannak az imagindrius tengelyhez. Ezt a nehézséget a
magasabbrendi formuldk szegényes stabilitdsi tulajdonsdgai okozzdk

és a legészrevehetdbb a nagyobb pontosségok esetén)ahol a magasabb-
rendi formuldkat a leggyakrabban hasznéljdk .

Az imagindrius tengely kozelében elhelyezkedd sajdtértékek esetén

a 12, algoritmust lenne célszery haszndlni.

A legnagyobb problémdt az okozta, hogy ennek a médszernek nagyon
érzékeny a lépéshossz kivdélasztdsi stratégidja és ez gyakran jelent

nehézséget az eljdrds inditdsdban.

A szubrutin nem tudta a (4) kémiai kinetikai problémc «=golddsdt
kovetni, mert a kerekitési hibdk miatt egy kis negativ koncentré;
cibé lépett fel és a médszer megkisérelte az igy keletkezett insta=
bilis megolddst kovetni. Ha az egyenletek szdéme otnél nagyobb, ak-
kor a médszer a mdtrix invertdlésok és a mdtrix-vektor szorzdsok
miatt nagyon koltséges. Ha ezek helyett LU faktorizdciét (triangu-
léris métrixok szorzatdra bontést) haszndlunk, akkor a szdmitdsi
id6 csokken. Nagy m-ekre a problémdn az segit, ha kihaszndljuk,

hogy a Jacobi métrix dltaléban ritka.
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IMPEX

Altaldban a médszer megbizhaténak és hatékonynak bizonyult, de
haszndlata csak az alacsony pontossdgi kovetelmények mellett cél-
szer. Alkalmazdséndl akkor lépnek fel nehézségek, ha a sajdtér-
tékek nem kuldnuUlnek jél el egymdstdél és erSs nemlinedris kapcso=-
lat van a sima és tranziens Osszetev8k kozott. A médszernek ezt a

viselkedését Dahlquist és Londberg 1973 elméletileg is indokol~

ta meg.

Megjegyezzilk, hogy az egyenletrendszer egyutthatéinak nagységrendi
eltérése 1011-nél nagyobb, célszeri azt lecsdkkenteni véltozé he-
lyettesitéssel. A CDC gép szimpla pontossdgu aritmetikdja ugyanis

11 nagysdgrendnél nagyobb eltéréssel nem tud szdmolni a fellépd
kerekitési hibdk miatt.

A gyckorlat azt mutatja, hogy teljesen hibéds eredményeket kapunk,
ha stiff egyenletekre kidolgozott médszereket olyan rendszerekre
alkalmazunk, amelyek sajdtértékei a nagy negativ értékt8l vagy po-
zitiv értékig vdltoznak. A kapott kozelit8 megoldds ugyanis abban
az esetben is tovdbb csdkken, amikor a sajétértékek mdr pozitivek
és a DE rendszer pontos megolddsa nd. Ennek a jelenségnek magyard-
zatdt Lindberg (l974)odta meg. Igy figyelnink kell arra, hogy az
ilyen rendszerekre ne alkalmazzuk a stiff médszereket.

Megdllapithatjuk, hogy a gyckorlatban felmeriilé feladatok mind-
egyikére egyformdn jél alkalmazhaté médszer nem létezik. A nehéz-
ségeket, problémdkat az okozza, hogy a stiffség vdzolt jellemzése
elsésorban tiuneti és nem lényegi. A szokdsos tesztegyenlet a valé-
sdgban felmertld feladatokkal kapcsolatos problémdknak csak egy na-

gyon leegyszeriUsitett vizsgdlatdt teszi lehetdvé.
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1. Melléklet

A feladatok leirdsa

l. Linedris DE rendszer valés sajdtértékekkel
Lindberg (1972) tesztfeladata

yj = 0.1y, y1(0) = 1.0
yh = =yy y,(0) = 1.0
y§ = =10y, y3(0) = 1.0

Keressik a megoldést a [p , ZQJ szakaszon,
Saj4tértékek : -0.1 , =~ 1.0 , =10.0

2. Linedris DE rendszerekomplex sajdtértékekkel
Lambert (1973) tesztfeladata (1d. 1.2)

y{ = = 2ly; + 19y, -~ 20y, y;(0) = 1.0
yy = 19y, - 2ly, + 0y, yo(0) =0.0
Yé s 4OY1 = 40Y2 - 40Y3 y3«ﬁ = -1.0
Keressik a megolddst ql:O . 2:}szokaszon.
Sajétértékek : =2 , =40 +40i , -40-40i
3. Nemlineédris DE rendszer valds sajdtértékekkel
Vidéczi (1975) kémiai kinetikai problémdja
§ 104
y] = = 107y3y; yl(O) = 0.01
4 i
yh = 10"yqy; = 10"yay, yp(0) =0
-4 4
y3 = 7.0 % 10 YaYo = 10 YgY1 VBQ» =0
ya = =5 n 10-4)'4 y4(0)= 0.01
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KeressUk a megoldést u[ZQ,ZOOQ] szakaszon
Sajétértékek : 0, O ,~~ 0,0001 , ® = 100

4. Nemlinedris DE rendszer komplex sajdtértékekkel
Datta (1967) kémiai pirolizis

y] = - 7.89 x 107% -1.1 x 107y)y;  y,(0)=L.76 x 107
yh = 7.89 % 107% 113 x 10%y,y;  y,(0)=0
vy = 7.89 % 10 0y 1.1 x 107yy,  y5(0)= 0
3 9
+ 1.13 % 10 y4~l.l3 % 10 YoYa
7 3
yj = 1.1 % 10"y;yq = 1.13 % 107y, y4(0)=0

Keressik a megolddst a [D i lOOQ] szakaszon.
Sajétértékek : 0 , =7.5 x 10712 9.2 4 10741 = 2.9 x 1074

4

i+

5

8.7 % 107 i == 9.4 3 107 , = 0,019 ,

2.0 x 104



2. Melléklet

A szémitdgépes futtatdsok koltsége

DIFSU szubrutin

EPS Felgdat SgéTolési Fpggvény chgbi Ipv€rt.

— szdma id8/min  hivdsok hivéasok hivésok

10%e=2 1/ 0.04 114 8 8
2/ 0.034 108 8 8
3/ 0.02 32 7 7
4/ 0.031 81 26 26

103e~4 1/ 0.175 507 9 9
2/ 0.155 528 9 9
3/ 0.027 50 7 7
4/ = - = -

10%x=6 1/ 1.36 3637 . 10 10
2/ 0.45 1512 10 10
3/ 0.105 198 7 7
4/ - - - -

IMPEX (STIFF) program

EPS

10%%=2 14 0.48 161 5 5
2/ 1:21 718 280 280
3/ 0.81 321 96 96
4/ 0.011 3 9 9

10xx-4 1/ 0.35 331  J 7
2/ 1.5 1146 475 475
3/ 0.7 187 16 16

4/ 0.015 17 11 11



10%%~=6

1/
2/
3/
4/
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0.81
1.8
1.4
0.024

804
2327
298
43

598
21
16

598
21
16
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Summary

Many fields of application, notably biology, chemical kinetics, reac-
tor physics, control theory etc., yield initial problems of ordinary
differential equations, in which the components of the solution have

very different magnitude.

Attempts to use the traditional numerical methods to solve such problems
(so called stiff problems ) encounter very substantial difficulties

(the compute time may increase catastrofally and we can’t get a solu-
tion of acceptable accuracy).

This survey reviews on theoretical study of this phenomena and contains
many methods for the solution of stiff differential equation. At last
we present some field of application and give a short summary of the

computer experiences related to solution of such problems.

Pe 3snue

30 HHOT'MX 00JaCcTsX Npanoxenuda — B Ox40JOTii1, B KUACHU-
yecsoll XmMuil, B AZCPHOW (UBIiKe, B MIAHKPOBAHMII BLYLUCIUTEIBHHX
MaLKH 1.T.7« — UYACTO BCTPEUANTCHA Taiue [AUixjepeillinalbiie ypaB—
HEeHUf, ¥ XOTOPULX IIPU PENEeHUX HE OONBilIX HMHTEDBANAX XOMIOHEHTH
peusiand MMenT OUYEHD DA3JUYHLI IOPAAOK M3McHeHNA. HCAU Ipd pe-—
ileHii, TQ{ HA3UBAGMHX KECTKUX CHCTE, MPULEHAM OOHUILE UUC—
JEeHHNE EeTONH, TOrZa MalYHiIOe BPEMA LOXeT £aTacTporyecKu
BO3PacTaTh I BCe XC He IOJYYAETCH peudeHus C yZOBJIETBOpPUTEIb-
HO:i 'TOYHOCTHR

B aroi padoTe Mi PACCMaTPXBAEL TEOpPEeTHUECKUE II0AXO0MH
K 9TiM ABJEHUAM M IOXaXEeM METON: MJIA pEeueHua TAKUX [IpPoOTCM.
HaKoHeI MH MpencTaBMl HECiOMBKO 00JacTH NpPUMEHEHHT U A3IUM
£OpPOTHME 0TUET 00 OILIPaX DPEUEeHUA TakWX 33744y HA BHUMCIUTEIB—
HO# MamuHe CDC 3300.
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