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BEVEZETES

A feltétel nélkiili fliggvényminimalizalasok az alkalma-
zott matematika szamos teriiletén, az iranyitadselméletben, op-
timalizalasi kérdéseknél, stb. fordulnak eld. A SUMT mbdszer

révén az operacidkutatassal is szoros kapcsolatban &1l [19].

A feltétel nélkiili filiggvényminimalizalasokkal az 8tve-
nes évek végén kezdtek el behatdan foglalkozni. 1959-ben je-
lent meg Davidon [13] cikke, amelynek tovabbfejlesztése az
eddig ismert leghatasosabb mdédszer, az ugynevezett Fletcher-
Powell-Davidon [15] médszer (1963). 196o-ban Rosenbrock [40]
cikkével kezdddik meg a gradienst nem hasznidld mdédszerek ki-
dolgozasa. 196l1-ben Hooke és Jeeves [22] k6z8lnek egy gradienst
nem haszndlé médszert. 1964-ben jelenik meg Powell [34] mod-
szere, amelyet a gradienst nem hasznaldé mddszerek k&zdtt azdta
is a legjobbnak tartanak. 1967-ben Broyden [7] mar a Quasi-
Newton mdédszerek egy osztalyat hatarozta meg, és igazolta
azok kvadratikus befejezését. Az els® nem-szimmetrikus Quasi-
Newton médszerek 1969-ben jelentek meg Pearson [32] cikkében.
A jelenlegi kutatasok fdként a Quasi-Newton mdédszerekkel fog-
lalkoznak. Ez indokolta, hogy kidolgozzunk egy olyan altala-
nos két paraméteres iteracids sémat, amelybdl az ismert szimmet-
rikus és nem szimmetrikus Quasi-Newton mddszerek a paraméterek
alkalmas megvalasztdsaval addédnak. Minthogy a megjelent méd-
szerek szama igen nagy, ebben a dolgozatban csupdn néhany un.

kvadratikus befejezésii mddszerrel foglalkozunk. Az ilyen



médszerek hasznalatat az indokolja, hogy ha egy minimaliza-

landé f(x) , x € R" valés értéki, konvex fliggvénynek ismer-
jik egy a minimumhelyhez elég k&zel ess X, e R" kiinduld
pontjat, akkor az f£(x) fliggvény a minimum k&zelében kvadra-

tikus fliggvénnyel jo6l k&zelithetd.

Ebben a dolgozatban nem foglalkozunk azzal, hogy milyen felte-
véseket kell tenni az £(x) konvex fliggvényre ahhoz, hogy az

egyes mbédszerek a minimum helyét meg tudjak hatarozni.

A dolgozatban ismertnek tételezziik fel az egyvaltozds
vonalmenti minimalizalé médszereket. Az arany-metszés mdédszere

[30] , Fibonacci médszere [31] , stb. [6].

Az értekezés 3 fejezetbdl all. Az I. fejezetben olyan
két, gradiens mentes kvadratikus befejezésli médszert ismerte-
tiink, amely a kvadratikus filiggvény konjugdlt iréanyainak megha-
tadrozasén alapul. Az I. fejezet 6nalld eredménye az, hogy be-
bizonyitjuk, hogy a Smith médszer [42] ekvivalens a Fox-
Wilkinson médszerrel (1.9 tétel). Ezenkiviil az I. fejezetben
bevezetjiik a kéltségfﬁggQény fogalmat. A koltségfiiggvény kvad-
ratikus filiggvényekre vonatkozdan j6l jellemzi az egyes mddsze-
rek jdésadganak mértékét.

A II. fejezetben a Quasi-Newton médszerekkel foglalkozunk.
A II. fejezet ¥nalldé eredménye az, hogy megadunk egy &altalénos
iteraciés sémat (3.23) - (3.27), amely két tetszOleges para-
métert tartalmaz, és bebizonyitjuk ennek az 1.2 definicié ér-
telmében vett kvadratikus befejezését. (3.4 tétel) Az altala-

nos iteracidés sémabdl levezethetdk az ismert szimmetrikus és



nemszimmetrikus Quasi-Newton médszerek, tovadbba tartalmazza
a Broyden altal meghatarozott szimmetrikus Quasi-Newton méd-

szer osztalyt és azonos a Huang féle 4 paraméteres osztallyal.

A III. fejezetben szamitasi eredményeket kdzliink. Az is-
mertetett médszereket az MIA CDC 330o0-as szamitégépre FORTRAN
nyelven beprogramoztuk és azokat probafiliggvényeken lefuttattuk.
A III. fejezet 6nadlld eredménye a Quasi-Newton mddszerek egy
gyorsitasi lehetOsége, amely a gyakorlatban jél1 bevalt.

(2. pont).



l. fejezet

Gradiensmentes kvadratikusan konvergens mddszerek.

Ebben a fejezetben olyan mdédszerekkel foglalkozunk, amelyek

nem hasznaljak a minimalizalandd
(1.1) £(x) = %§?A_ & 5?2 + ¢ b,x € R", c e Rl, A nxn-es

pozitiv definit szimmetrikus matrix (a kvadratikus alak Hesse
matrixa), gradiensét. Az ilyen eljarasokra azért van sziikség, mert
dltaldban a gradiens kiszamitasa nehéz, illetve numerikusan insta-
bil, l&sd Tyihonov [45]. Ebben a fejezetben két médszert targya-
lunk, Smith [42] médszerét és Powell [34] algoritmusat. A Smith
médszerrdl igazoljuk, hogy ekvivalens a linedris algebraban hasz-

nadlatos Fox-Wilkinson médszerrel.

1.1 Definicid

A g; #0,49; € R", i=1,2,...,n iranyok A-konjugélt irényok,

ha
# 0 ha i # j (L3 = 1245 a00)

T -
d4 Agj = :
0] ha i =3j

1.2 Definicid

Azt mondjuk, hogy egy fliggvényminimalizald séma kvadratikus be-
fejezésii, ha egy n-valtozds pozitiv definit szimmetrikus matrix-
szal rendelkezd kvadratikus alak minimumdt legfeljebb n-iteracids

lépésben megadja.

Egy iterédcidés lépésen egy konjugdlt irdny és a konjugdlt irany

menti minimum meghatarozasat értjik.



A kvadratikus befejezésli szbhasznadlatot az irodalomban hasznala-
tos, nem tul szerencsés, kvadratikusan konvergens kifejezés
helyett hasznaljuk.

Bevezetijik a koltségfiliggvény fogalmat.

1.3 Definicid

A M figgvényminimalizald mdédszer k&ltségfiiggvénye az (1.1)
kvadratikus alakra vonatkozdan:

m
12 KM(zi(e), wi(e)) = 2

: (Qi(e) + n wi(e)) (m £ n)

1

ahol li(e) az iteraciodos-lépésenkénti filiggvényértékek kiszami-
tadsédnak a szama, wi(e) pedig az iteracids-lépésenkénti gradiens
irény kiszamitaséanak szama. Nyilvan mind li és Wy fiigg e-to1,

a linedris minimalizdlas kilépési feltételétdl. Az m a sziliksé-

ges iteracids lépések szamat jeloli.

A kdltségfiiggvénynek ez a definicidéja természetes. Ugyanis alta-
ldban nem a filiggvényminimalizald médszer, hanem a benne eldfor-
duld fliggvényértékek kiszamitdsa igényel sok miiveletet, kiildnd-

sen bonyolult fliggvények esetén.

A filiggvényminimalizalas irodalmdban a gradiens vektor ki-
szamitadsat azonosnak tekintik n fliggvényérték kiszamitasaval,
mert a fliggvény gradiens egyetlen komponensének kiszamitasa ko-
zelitBleg azonos miiveleti igényli a fliggvény helyettesitési érté-

kének kiszamitasaval.

A kdltségfiiggvény fenti definicibéja ugyanakkor a vonalmenti
minimalizdlasok szamara vonatkozdéan is ad informacidt. Példaként

tekintsiik a kdvetkezdt.



_lo...

Legyen a M mbédszer olyan, amely nem hasznadlja (1.1) gradiensét.
(wi(e) = 0). Legyen az iteracids-lépésenkénti vonalmenti mini-
malizalasok szama V és egy vonalmenti minimalizdlas atlagosan

s fliggvényérték kiszamitasat (adott € > O pontossagon beliil)

igényelje. Ekkor Ei(e) =V.s , és

n
KM(li, wi) = E Ves = n.V.s =V

ahol VM =nV a M mdédszerbeli vonalmenti minimalizdlasok széama,

azaz KM(zi, wi) tartalmazza a vonalmenti minimaliz&alasok szamat.

1.4 Definicid

n

-

Az A CR" altér (dimA =m) és a € R" vektor altal megha-

tarozott linedris sokasagon (hipersik) a

M" = {x +a | x €A}

halmazt értjik.

A Smith médszer kvadratikus befejezésének bizonyitadsahoz sziik-

ségiink van a kdvetkezd lemmakra.

1.5 Lemma

Ha d; #0,1i=1,2,...,.m m<n (l.l)-re vonatkozd A-konjugalt
iranyok Mm-ben, akkor az Mm, m dimenzids sokasagban (1l.1) mini-
mumdt ugy is megkaphatjuk, hogy minden a5 #0, i=1,2,...,m

irdny mentén csak egyszer szamitunk vonalmenti minimumot.
Bizonyitas.

Ha X5 e M tetszdleges, akkor az X e M minimum helyét

(1.1)-nek, a kdvetkezSképpen fejezhetjik ki a g,, d,s ---r 9y



_ll_
irdnyok segitségével:
(1+3)

ahol az oy e R1 szamokat ugy kell meghatdroznunk, hogy
X e M minimumhelye legyen (l.l)-nek. Felhasznalva (l.3)-at

a kbvetkezdt irhatjuk, kihasznalva a gyr 1 =1,2,...,m vekto-
rok A-konjugidltsagat.

(1.4) £(x,) = £(x_ + oy 94) =

(=

i=1

I
N3

1 V2. T L ; ; ‘
) 1[ /2 o gy A gy + oy gy (Ax + g)] + £(x)

amibdl kovetkezik, hogy az Oy i=1,2,...,m konstansok egymas-
t61 filggetleniil meghatarozhatdk a d4 #9090, i=1,2,...,m vonal-
menti minimalizdlasok segitségével.

1.6 Lemma

Ha a g3 # 0, 1i=1,2,...,k A-konjugdlt iradnyok két kiil8nb8zd

linearis sokasagban (M°, Mt, n>sg, t2k>0, M Mt = ®)
és x, € M® illetve x, € Mt, (1,1) minimumhelyei a megfeleld
linearis sokasagban, akkor

q; Alx, - X)) =0 (i=1,2,...,k)
azaz a g, #0, 1i=1,2,...,k és az X, - X # O irényok

A-konjugalt iranyok R" -ben.

Bizonyités.

A linedris sokasdg 1.4 definici6jabdél kdvetkezik, hogy
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M5 c R®, M'C R®  tehat g; #9, i=1,2,...,m A-konjugalt

t

irdnyok R" -ben. Mivel M°, M° két killénb&z8 linedris soka-

2 s t ) 2 = n
sdg, azaz M N M @, kdvetkezik 51 50 # 0 és 51 50 e R
Minthogy X, e M° minimumhely

d " .
= f(§0 + a gj) =0 és o =0 minden 3j=1,2,...,k -ra

és hasonlbéan x, € Mt -re

%5 f(_:g1 + o gj) =0 és o =0 minden 3j=1,2,...,k-ra

Felhasznalva (l.1)-et a kdvetkezd 2k egyenletet kapjuk

T T :
& gy A d; + g (Ax +Db) =0 (j=1,2,...,k)
o gL Aqg. +q (Ax, +b) =0 (3=1,2,..,k)
93 gj gj &9 2 J=L,4 7604

Minthogy o = O kivonva a gj, j=1,2,...,k iradnyra vonatko-
zb6 azonos indexii egyenleteket egymasbdl a kbvetkezd k egyenle-

tet kapjuk:
T _ :
gj A(l('l il < ) m— 0 (J=l’2,.o.'k)

amivel allitasunkat bebizonyitottuk.

Smith moédszere

ceer V az R" egy bazisa, q; = ¥y és X e r"

Legyen Xl’ v %

2!
tetszdleges.

Hatarozzuk meg az X, pontbdl kiindulva a q; irdny mentén
f(x) minimumat (5?'1)

nialt s'c r" egydimenzidés altérben meghataroztuk (1l.1l) minimu-

. Ez azt jelenti, hogy a d; altal defi-

mat (1 vonalmenti minimalizaléas).
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Lépjink az ET'I pontbdél a v, iradnyban egy tetszBleges nem

zérus lépést. Az igy kapott x, (x,6 # 5?'1) pontbdl a g,
irdny mentén hatarozzuk meg  f(x) minimumat (52’1).
Az §T'l + 5?’1 és az 1.6 lemma miatt
g? A(§?'l - _T’l) =0
azaz a q, = 5?'1 = §T’l # O irény A-konjugalt g, -re

és 4, 9, linedrisan fiiggetlenek.
A d,s 9, iranyok definialjak az SQC: R" kétdimenziés alte-
ret. Ebben az altérben az 1.5 Lemma alapjan megkapijuk. £f(x)

minimumadt ugy, hogy a &1' d, irdny mentén meghatarozzuk az 52’1,

§$’2 minimumhelyeket (2 vonalmenti minimaliz&léas).

Az Altalédnos lépést a kovetkezOképpen irjuk le.

Tegyik fel, hogy madr meghataroztuk a yr Dor weer 944 lineari-
san fliggetlen paronként konjugalt iranyokat, az altaluk defini-

altereket és az E?ii-l

i-1

sie. s§5¢ s %es’e ... 8 pontot,

amely f(x) minimumhelye az Sl—lc: R" altérben. A g4 A-konju-
galt iradnyt a kdvetkezOképpen hatarozzuk meg.

Tegylink az E?ii_l pontbdél egy nem nulla lépést a v, irany-

ban. Az igy kapott Xy pontbdl a d, irany mentén hatarozzuk

Blpd

meg f(x) minimumat (51 m,1

, majd az igy kapott Xy pontbdl

a g, Airany mentén hatdrozzuk meg f£(x) minimumat (5?’2)stb.

Utolsd lépésként az 5?’1-2 pontbdl a di-1 irany mentén

meghatarozva a minimumot az 5?’1-1 pontot kapjuk. Minthogy

5?11-1 és 5?’1-1 kiilénb6zd linedris sokasagbeli minimumhelyek,
m,i-1 m,i-1 .

Eor TE T

T

gy ACxy =0 (3=, 3 s on k=)
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g, = X7t -t drany a

Ez azt jelenti, hogy a
dyr Dpreeer 9y iranyokra A-konjugalt és dyr Dprever 94
linedrisan fliggetlenek. Ezek az iranyok kifeszitik az SiC: rR"
i-dimenzidés alteret, amelyben f£f(x) minimumhelyét az 1.5 lemma
alapjan ugy kapjuk meg, hogy az 5?'1—1 pontb6él kiindulva a g4
irdny mentén meghatarozzuk f£(x) minimumat (i vonalmenti mini-
malizalas).

Az eljaras n-edik lépése utan kapott gg’n

pont £(x) minimum-
n p % il

helye az R térben, minthogy a D7 Dyreeerdy A-konjugalt vek-

torok kifeszitik az n-dimenzids teret és az §§’n pontot az

1.5 lemma segitségével hataroztuk meg.
Bebizonyitottuk tehat a kdvetkezd tételt.
1.7 Tétel

Legyen V., V,s ---s V= azZ R" egy bazisa. Az f(x) kvadratikus

fiiggvény minimumhelyét (§ﬁ’n) n lépésben meghatarozhatjuk a
kbvetkezOképpen:
(1.5) 1/ g, =¥, X, € R' tetsz.
(1.6) £x™1) = min  £(x_ + o g;)
1
a€R
_ .myi=1
(1.7) 2] %y =x;10 7 4BV, 0 By # O tetsz.
m,O
(1.8) . X5
(1.9) (X9 = min, £ + 6 gy Gsli2,1m
RER (1=2,3,n)
S 1 o A N A
(1l.1lo0) q; = %X X1
(1.11) £(xj'") = min, £ 4w gy)
a€R

Az eljaras kdltségfiiggvénye a tétel alapjan ’)



_1'5...

= h(n+l)
KS- > g o

ahol t a vonalmenti minimaliz&lasndl kiszamitott filiggvényértékek
szama.
Haromdimenzibés esetben az eljarast az aldbbi abraval szemléltet-

hetjiik :

1. &bra

Kimutatjuk, hogy az (1l.1l) kvadratikus alak minimuménak a Smith
médszer szerinti meghatdrozédsa a Fox-Wilkinson féle [18] linea-
ris egyenletrendszerekre vonatkozd konjugdlt iranyok médszerével

ekvivalens. A Fox-Wilkinson mddszerben egy tetszOleges bazisbdl



= L6

kiindulva a konjugalt iranyok meghatarozasa és a lineéris egyen

n(n+1)

letrendszer megoldasa > érték kiszamitasat igényli. A

Fox-Wilkinson szimmetrikus linedris egyenletrendszert megoldd
médszer a kdvetkezd.
Legyen a megoldanddé linearis egyenletrendszer

(1.12) Ax=-b, xe€R', A nxn -es

pozitiv definit szimmetrikus matrix és legyen

¢ Eg1 soer &y

az egységkoordindta iranyokbdl képezett bazis R" -ben.
Az A matrixnak megfeleld konjugalt iranyokat a kévetkezd-

képpen kapjuk:

1
ii =gi .E ‘Yi’j '§'j (1—2,3,..-,1'1)
Jj=1
ahol
2{ A (i=2’3’u.0’n)
(1.14) T,
Sy & 2y (§=1,2,...,1-1)

A konjugdlt irédnyok segitségével az (1.12) X megoldasa a

k8vetkezOképpen fejezhetd ki

T
n n b 84
(1.15) X = I a, s, =- I
“m 4, 171 bl ®T A &, -
=i —i
ugyanis

9? 84
(1016) ai =-_T_—" ‘(i=l,.2’o.-,n)

s A s
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El0szb6r is megallapitjuk, hogy a Fox-Wilkinson mdédszer valéban

+ -, - - ® a8 - 3
Ei%_il érték kiszamitasat igényli, ugyanis a Yy 3 egylittha-
14
ték szama (1.14)-b3l és az a; szama (1.16)-bdl
n(n-1) _ n(n+1)
i il ol T

Legyen a Smith médszer induld bazisa szintén

e

_e_ll 22’ LR =n .

Ennek megfelelden a (1.5) - (1.11) kifejezésekben

(1.17) ¥y £ e (i=1,2,...,n)

Legyen az 'f(g) kvadratikus alak minimumhelye x°

Mivel (l.1)-ben A pozitiv definit métrix az f£(x) filiggvény

gradiens iréanya akkor és csak akkor O, ha x = 5&

azaz
grad ‘(X)) =A x +b=0 <= "ha 'x = x
Innen A 5& = -Db , azaz 5& megoldasa (1.12)-nek, és forditva

ha x  megoldasa (1.12)-nek akkor
grad f(x ) =0 .

- ’ -
Tehat Em = Em .

Megmutatjuk, hogy ha (1.17) szerint valasztjuk a Smith médszer
bazisat, 56 = 0 az induld pont, akkor

EN (i=1,2,...,n)

mn

di
Legyen
(1.18) 5, =49, =&

Az (1.6) szerint az x! = O pontb6l a g, irény mentén kell

a minimumot meghatarozni
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f(5l ) = min f(gé + « gl) = min £f(a ql).

aaR «er’

Kihasznalva az A matrix pozitiv definitségét és szimmetrikus
voltat

d f(x + a g,)
(1.19) 3 L = xT A g5 + o gg A a4 + 2? q4; = 0

a —

(1=1,2,ss6s0)
A g4 #0 i=1,2,...,n irany mentén (1l.19) pontosan akkor

teljesiil, ha

. —9? Qi i §T A ﬂi
(1:20) o = (1=1,2 ;% ::,:0)

T
gy &y

Az (l.20) relacidét felhasznalva

T P

- b q B b s, .

RS R - i
QlAﬂl .S_]_A§.1

azaz az elsd vonalmenti minimalizdlas, ami jelen esetben csak
egy konstans kiszamitasat jelenti (mivel az A mutrix és b
ismeretes), adja az (1.15) kifejezés elsd tagjédnak konstanséat.
Az (1.6) szerint tehéat az

T
(1.21) Xt o= - —’:‘—g—l— q,
9, A 4,
pontbdl tetszdleges nem nulla eltolast kell végrehajtanunk

az e, irdnyban. Legyen most 82= 1 igy

EbbBl a pontbbél elvégezve az (1.9) szerinti minimalizalast,

az (1.20), (1.18) miatt



T
R & _ Jmn,0 i b A
. b™ g, - %, g -"EEg, Sy BB .
T T - T R
gy 24 Hy Ay By & By :
Tehat az (1.9) minimalizalasbdl megkaptuk a Yo 1 konstanst
2
és az L .
m,l_m,O_ i—_—l
X, = X, T d, pontot.
g1 & Hy

Az eljarast tovabb folytatva kapjuk, hogy (l.lo) szerint

P
e, A g
== m,l - m,l - m,O - _2 l - m,l -
(1:22) 4, = X, X, X, ———— gy = ¥ =
a4 A g
T
e, A g
o Tl _ 2 1 _oom, 1 _
B T& T°w 2 - % =8
a; A g,

Tehat a 4, irany valéban egybeesik s, -vel. A minimumhely a

2

4, irdny mentén az 5?’1 pontb6l (1l.20) szerint, felhasznalva

(1.22)-t, a kbvetkezd

T m,1%
r
M2 oml b g, * X, A g5 it O,
. 2o T So T8y Ty
4, A 4,
T
T m,1
xS hrd X PG, i
9 T 9 T =0
4 2 9 9, 2 4, a2, A4,
b" g,
= Ty T T 9y = Q4 By ¥ A, 5,
2 A g,

ahol kihasznaltuk, hogy 4, 9, A-konjugalt iranyok. Tehat az

m, 2
£

feladat egy 2x2 -es szimmetrikus, pozitiv definit matrixszal

pont az (1.15) kifejezés elsd két tagjat adja, azaz ha a

rendelkezd linedris egyenletrendszer megoldasa, akkor 5?’2

a linedris egyenletrendszer megoldasat adja, és egyben a megfe-
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leld f(x) kvadratikus alak minimumhelyét. Vegyiik észre, hogy
az 1.7 kifejezésben a By = 1 (i=1,2,...,n) valasztéast kell

tenni, tovadbba az (1.9) kifejezés adja az Yy 4 egylitthatdkat,
14

az (1.11) minimalizaléasi feladat pedig az a egyiitthatdkat.

i

Tegyilik fel, hogy a k-adik lépésig eljutottunk, azaz

(1.23) Hs =84 (3=1,2,...,k)
gg A s.
(1-24) Yi'j = T (j=1,2’-.-,i_l)’(i=l,2'u.o,k)
i A 5
g5 % 25
m,k k X QT =i
(1.25) %' = & a; s; = I a d, + 3 =-—
i=1 i=1 A
-i —-i
Ci=1,2 ;a6 )
és lassuk be, hogy
k=6 9k+1 = Sk+1
S§+1 A B
(1.27) Y . B oyl (3=1,2,...,k) ,
k+1,] e? A s
== =J
valamint
T
k+1 b™ s
(1.28) fiy Jal . a Be . B e
: =k+1 - i =i’ k+1 s'1' & &
= Zx+1 © 2k+1
A Bk+1 = 1 valasztasszal (1.7) -bdl kapjuk, hogy
(1.29) xMrO — xr = xm’k + e
. =kt =k+1 =k —k+1

Végezziik el rendre az (1.9) szerinti minimalizalast (1l.20)

szerint



R
T m,j-1
: : b~ qg. + Xy A q.
m m,j=-1 — =k+1 g »
9. a5
J J

Minthogy az (1.13) kifejezés az (1.23) indukcids feltevés miatt
érvényes gj -re (j=1,2,...,k) 1igy az A-konjugaltsiagukat ki-

hasznalva kapjuk, hogy

(5.431) Tag,.=e® aq. (3=1,2,...,k)
43 2937832 4

Az (1.29), (1.31) kifejezés és az (1l.30) rekurziv képlet alap-

jan 5?4? -ra a kovetkezdt kapjuk (lasd 1.8 lemma)

T

k e -
mek gk - —ktl 23
(1.32)  Xepy =% * & X oTT 95
T E R

Az (1l.lo) kifejezés és (1.32) alapjan 94, "¥e a kbvetkezd

adodik
T
& =k o mk _ ? Cr+p A d5 5y =
k+1 ~ Zk+1 T Xk = L j
=7 J
k
® Sear jil Yk+1,5 25 T Sk+1

Az (1.26), (1.27) kifejezés érvényességét tehat belattuk, fel-
téve az (1.32) kifejezés igaz voltat, amelyet a kdvetkezd

lemmaban latunk be.
1.8 Lemma

Az (1.30) rekurziv képlet a kovetkezd alakban irhatdé fel.

(1.33) 2l o K 4 o - g g-Eu A gy
g =k+1 =k —k+1 jel TE——— Hy CI=L 72 5005 58D

1) A g
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Bizonyitas

(1.16), (1.31) szerint (1l.30) a kdvetkezBképpen irhatéd

i
T m,j
= < b . A :
(1.34) gl o g3l el gy = s g4 =
=k+1 =k+1 g? A g, J g? A g, j
J J : J J
m jT
14
m,j-1 5k+1 A g, P
TEGD v gyt gy (L2
Ej ﬂj

A lemmadt az (l.34)-re vonatkozé teljes indukcidval latjuk be.
Elsd lépésként (1l.33)-at latjuk be j=1 -re. (1.34) alapjan

a kdvetkezdket irhatjuk

‘s
m,o
Sl mo _ ey AN Hy
Zg+1 T Zx+1 14 o o g1
2149
Felhasznalva az 52;? -ra vonatkozé (1.29) kifejezést
T
m,k
X Agq
m,L _ _m,k _ =K 1 -
(1.33) X4y =% *en v 29 7 1, 4
g 24
T
_ S A 9y
I d;
g1 % d;

Az (1.25) alapjan viszont a dy - i=1,2,...,k iréanyok

A-konjugaltsaga miatt

T
Ei'k A gy
(1.36) T a4, =a; 9,
i 2.9

Ennek alapjan (1.35) valdban (1.33) alaku, ugyanis

er. . A
al_omk o S B
Zx+1 - %k Ex+1 T T dp -
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Tegylik fel, hogy (1.33) j=j0 < k-1 -ig igaz. Belatjuk, hogy
(1.33) j=jo+l-re is igaz. Ennek érdekében irjuk fel (1l.34)-et

a j=j0+l esetben.

KL
m, JO

. X A g.
. m =k +
m,j o+l _ o rJo " KL B
Xk+1

ke BY " doppy Mowe gowt T T 45 +1
Sjo+1 gj0+1 e

Az indukcidés feltevés alapjan (1.37)-re a kdvetkezdt kapjuk

j_ . T
m,Jo*t k 0 & ey B Gy
(1.38) x,..° =X’ ¥e et g, + a q
k+1 K R P jg*r1 35 _+1
A A
T
m,k T
Ex Ry 11 Spyd & D4 41
R 95 +1 7 7T 94 41
gj +1 = gj i a ¥ EJ +1 B g] +1 g
, T
J a4 A g
9 &Py R .
hE T : j 41 °
=l ey Eidy &5 +1 B 9y +1

Az (1.38) kifejezés utolsd tagja O, minthogy

T B o .
gz Agjo+l —o (91—1'2'00-’30)

Az (1.38) kifejezés jobboldalédnak 5. tagja (1.36)-hoz hasonldan

q. = a. q.
o [y i jo+1 ]O+l

Végiil pedig (1.38) jobboldalénak 3. és 6. tagjat Osszevonva

. T e A
m,jo+l ~ xm’k

T
X + -— M
“k+1 T =k Ex+1

9y -

N ™MO0

2=1 e

T
g &8y
Az 1.8 lemma segitségével tehdt az (1.26) és (1.27) kifejezé-

seket belattuk.
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Az (1.28) kifejezés belatdsdhoz az (1l.1ll) kifejezést hasznal-
m,k+1

juk fel.(1l.20) alapjan X4 -re a k&vetkezOt kapjuk
T v m,k
b" g X '"A
(1.39) x2,k+1 =k k+1 4 _= Ty +1 i
=k+1 ~k+1 T A k+1 T A k+1
p+1 & k41 x+17 k41

Az (1l.1l0) egyenl3ségbdl viszont

m,k _ m,k
Xyewr ™ Spyqg v Ep

Az Eﬁ’k -ra vonatkozdé (1.25) indukcids feltevést az
1k
T . . .
Ay = T jel&lést alkalmazva kapjuk, hogy
k+1 B 41
k+1
m,k+1 _ - Jmk ; o - -
X1 - Gkt Y X T 3 ka1 T Gk oy LSy
k+1
= I a; S.
iad, *

amivel az indukcids lépést teljes egészében belattuk.
Bebizonyitottuk tehat a kdvetkezd tételt.
1.9 Tétel

A Fox-Wilkinson mdédszer ekvivalens az (1.5)-(1.11) &altal
definidlt médszerrel kvadratikus filiggvények minimaliz&lasénak

esetén.

Powell mbédszer

Legyen 51 # 0, 51 e rR" g E=1,200 oa R R" -beli bazis és

legyen X5 e rR® tetszbleges.
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\

(1.40) £(x,_, + a; §4) =

= ?égl £(x,_ 4 + o &) (i=1,2,...,n)
(1l.41) X, =X toy 51
(1:42) §; = &4 (i=1,2,...,n-1)
(1.43) En = l{_n = 2{'0 = gj (j=112,...,n)
(1.44) £(x + 8 (x - X)) =

= xgégl £(x, + B(x, - %))

| - —_

(1.45) x_ =x  + 8 (x X))
(1.46) x = x’

A kOvetkezd abra szemlélteti a Powell médszert, amelyen feltiin-

tettiik az iteracids lépéseket is.

1. iteréacids lépés 2. iteracidés lépés 3. iteracids lépés

A d,r 9,7 95 iranyok az A-konjugalt iranyok.

Allapitsuk meg a Powell mdédszer Kp koltségfiliggvényének értékét.
Legyen a vonalmenti minimaliz&lasnal kiszamitott filiggvényérté-
kek szama li(e) =s , i=1,2,...,n adott € > O esetén.

(1.40)-(1.46)-bdl kdvetkezik, hogy iteracids lépésenként (n+1)
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vonalmenti minimalizalasra van sziikség. Minthogy a Powell méd-

szerre wi(e) =0, i=1,2,...,n a Kp(R.i wi) kdltségfiiggvényre

kapjuk:
n n
(1.47) Kp(ki, mi) = ii (Ri(s) + n.wi(e)) = iil(n+l)s = n(n+l)s
azaz
(1.48) V_ = n(n+1)

P
A Powell médszer nem minden kiinduldépont esetén kvadratikus
befejezésii (lasd [44]). Az aléabbiakban leirjuk a Powell mdédszer
Zangwill-t8l eredd mbédositasat is, amely mar kvadratikus befe-
jezésii ([44]).
Legyenek ey + - W . | R egység koordinata iranyai és
gi ¢ 1=l,2, 6w y) R" -beli normalt bazis. Legyen 52 e r"

tetsz8leges induld pont.

(o) _ .0 (0] i
Eiwl T Eg v %y &n
o _ o i)
£(x ;) = min, £(x + af))
aER
t=1 , k=1
= : p k-1
1./ Szamitsuk ki min, f(x + a e ) -t, legyen
1 —n+1 ; o
aE€R
t+1 ha 1l £t <n
t =
1 ha t =n
k _ _k-1
ha o # O akkor Xo = X4 + o =

ha a = 0O ugras l-re. Ha ezt a lépést n-szer egymasutéan

kell elvégezni, akkor gﬁli minimum pontja f£(x)-nek.
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2./ r=1,2,...,n =-ig szamitsuk ki a kdvetkezlket
k k kK .k

X_ =X + o
o = =r-1 r gr

k - s S
ahol a,. a kbvetkezd minimalizalassal van meghatarozva

k k k
£(R.) =win. E(x . +d E)
3 o aeRl r-1 ;
k k-1
k = Zn " Enn
£m+l II k oy xk"lll
-n -n+1
k L ok k k
Xnbr = 2n ¥ %4y Enea

k 2
ahol az O+ paramétert a

k

k i et k k
f(x ) =min, f(x +a . E ..)

-n+1 aeRl

minimalizalas definialja.

k+1 _ .k
gr - §r+l

r=1,2,...,n

k = k+1 ugréas l-re.
Minthogy a fenti extremdlis eset csak igen ritkan fordul eld,
azért a sokkal miiveletigényesebb Zangwill médszert a gyakorlat-
ban nem igen hasznidljdk. A feladatok tdbbségére az eredeti

Powell médszer eredményesebb. Ezért a III. fejezetben a Powell

moédszert vizsgaljuk.
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II. fejezet

Quasi-Newton médszerek

Ebben a fejezetben adunk egy kétparaméteres altalanos iteréacids
sémat, amelyrdl bebizonyitjuk, hogy tetszdleges paramétervalasz-
tas mellett kvadratikus befejezésli. EbbSl az altaladnos iteraci-
6s sémabdl vezetjiikk le az eddig ismert Quasi-Newton mdédszereket,

megfeleld paraméterek megvalasztasaval.

A fejezetben ismertetendd uj, kvadratikus befejezésii dltalénos
iteracids séma, amely tehat a Quasi-Newton médszerek egy oszta-
lyat hatéarozza meg tartalmazza a szimmetrikus és nem szimmetri-
kus mdédszereket egyarant. Tulajdonképpen ezzel az altalénos sé-
maval a Quasi-Newton mdédszerek egy osztalyat hataroztuk meg,
amely olyan, hogy minden tagja egy pozitiv definit matrixszal
rendelkezd kvadratikus alak minimumat legfeljebb n iteraciés
lépésben (ahol egy iteracidés lépésen egy konjugalt irény megha-
tarozasat értjiik) megadja, és az n-edik lépésben a kvadratikus

alak Hesse matrixanak inverzét hatarozza meg.

Mieldtt az uj dltalédnos iterdcids sémat megadjuk, és annak az
1.2. definicid szerinti kvadratikus befejezését bebizonyitjuk,

tekintsiik az

£2.1) f(x) = % 5? A X+ bt % % e X € R

(A n x n-es szimmetrikus pozitiv definit matrix)
kvadratikus alakot, amelynek gradiens vektora az x helyen
g(x) = grad f£f(x) = A x+Db

Az f(x) kvadratikus alak minimumhelyét az
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(2:2) Ax=-b
linearis egyenletrendszer megoldasa adja megq.

Ez azt jelenti, hogy ha g(x) = A x + b irény mentén minimali-
zaljuk az f£(x) kvadratikus alakot, akkor egy lépésben megkapjuk
a minimumhelyet. Minthogy az A matrix inverzére van sziikséglink,

(2.2)-b8l1l ugyanis

A_l -et kell meghataroznunk. Ehhez segitséglinkre van a kdvet-
kezd lemma.
(2.1) Lemma

Ha a d; + 0 i=1,2,...,n iranyok A-konjugaltak az n

dimenzids térben akkor A"l e18411 a kdvetkezd alakban

n T
(2.3) z = ¢ 4334
=i T o
gy % 9
Bizonyitas

Képezziik az (I - Z A) d; vektorokat minden i=1,2,...,n -re.
Kihaszndlva A pozitiv definitségét és a g5 -k A-konjugaltsa-

gat, kapjuk:

T
95 94 A gy
(I-2Aa)g,=9g; - 1

= gy =y =0
i j=1 gg A gj b i1

minden i=1,2,...,n esetén, ami viszont azt jelenti, hogy

I = % A (0]

ahonnan g
Z = A .

Amennyiben tehat ismerjiik a dir or coer 9y A-konjugalt iranyo-

kat, a 2.1 lemma alapjan eljuthatunk A-1 meghatarozasahoz.
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Ossze kell kapcsolnunk tehat a filiggvényminimalizalé eljarasokat
az A-konjugalt iranyok meghatarozédsaval. Ehhez fel kell hasznéal-
nunk a Newton mdédszert, amelyben a Jacobi matrix a mi esetiink-
ben a kvadratikus alak Hesse matrixa lesz. Ennek inverzét, a
konjugalt vektorok meghatdrozasaval parhuzamosan, tehdt n ite-
racids lépésben hatarozzuk meg. Az igy kapott mdédszerek kvadra-
tikus befejezésiiek. Nem kvadratikus filiggvények esetére alkalmaz-
va n lépés utdn nem allunk meg, hanem tovabb folytatjuk az el-
jarast, egész addig, amig az altalunk eldre megadott kilépési

feltételek nem teljesiilnek.

Legyen
T .
(2.4) gi = o= Hi gi (l=l’2’o..’n)
(2.5) Xipgp = %5 T oy 9y (i=1,2,...,n)
ahol H; nxn-es pozitiv definit matrix (n a valtozdk szama)

g; az £(x) , x € R" minimaliz&landé filiggvény gradiens vektora

az x helyen, @, skalar. A 4 vektorok lesznek a kvadratikus

i

alak A-konjugalt iranyai.
vValasszuk meg oy -t ugy (egyvaltozdés minimalizalas), hogy

a g; irany mentén az Xx hely az f(x) minimumhelye legyen.

1+1
Minthogy a H, matrix pozitiv definitségét megkdveteltiik, a
g iradny mindenképpen a fiiggvény cstkkenésének iranyaba mutat
(ugyanis nem tudja a gradiens vektort 9oo—ka1, vagy tobbel
elforgatni), o; 20 mindig valaszthatdé. (Ez az észrevétel tu-

lajdonképpen programozas technikai szempontbdl érdekes).
Teljesiiljdn a kbvetkezd feltétel:

(2.6) Hj+1 ¥Y; = 4y 94 (0% JE R (LSsdL=EF)
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ahol
£2:7) ¥y = 9541 7 94 (i=1,2,...)
A (2.6) feltétel és a (2.7) definicid jelentése a kdvetkezS:

a (2.1), (2.5) kifejezést felhasznalva a (2.7)-re kapjuk

(2.8) Y; =Aoa, g

azaz a (2.3) kifejezésben szerepld nevezdk értékét az A felhasz-
nalasa nélkil kiszamithatjuk (2.7) segitségével, amennyiben a

d; iranyok A-konjugaltak.

A (2.6) feltételt azért kell megkbvetelniink, mert ennek n-edik
tagja az A matrix inverzét adja, ugyanis (2.8)-at az ¥y helyébe

beirva a
(2.9) Hj+1 A @y, 9y = oy 9y (1 =459, 0% j5<8H)

egyenldséget kapjuk, ami az i = n esetében azt jelenti, hogy

A matrix sajatvektorai az 1 sajat-

- - — = -l -
értékkel, azaz Hn+1 A = I ahonnan Hn+l A adodik.

az o, g, vektorok a H o1

A (2.6) feltétel a H, matrixsorozatot nem hatdrozza meg egyér-

i

telmiilen /még akkor sem, ha a pozitiv definitségen kivil a
matrix szimmetricitdsat is feltessziik/. Ezért a Hi matrixsoro-

zatra tovadbbi megszoritasokat is kell tenniink.

Legyen H, tetsz8leges pozitiv definit szimmetrikus matrix, és

i

(2.10) H =H, +C (i=1,2,...)

1+1 i - &
Megszorozva (2.10)-et y. -vel és a (2.6) feltételt felhasz-
nalva kapjuk
(2:11) Ci Y, =95 94 - Hi - Cdml, 25000

Ha 2z, € rR" , (gi # O0) olyan vektor, amelyre
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(2.12) z, ¥y = 1 (18] 2. .c.)
akkor a
- - } -
(:2..13) Ci - (ai q; Hi zi) z; (I=0 2% 9)

egyenletbdl a (2.11) kdvetkezik. A (2.13) kifejezés tovabbi

altalanositasa a kdvetkezd
= 1 S T -

ame lyben sy ~re hasonldé egyenl®séget kdveteliink meg mint a

z,; vektorra:

¥ 215} g{ Yy ™=

Az eddigi meggondolasok alapjan a kdvetkezd altaldnos iterécids

sémat adhatjuk meg:

Legyen H1 tetsz8leges pozitiv definit matrix, X, e R" tetszd-

leges kiinduld pont, tovabba

(2.16) 4; = - Hy 94

(:2:17) Xivl =%y + oy 95 (1=1,2 % cs p01)
(2.18) ¥ ™ oo 9y

(2l 8 Hy, =Hy +o, g 8- B ¥z

amelyben oy > 0 mindig valaszthatd és s; ~re, z; -re a (2.12)

és (2.15) feltételek teljesiilnek.

Stabilitasi definicidét a fenti iteracids sémara a kdvetkezd-

képpen adhatunk:

2.2 Definiciod

Azt mondjuk, hogy a fenti &ltalédnos iteréacidés séma stabil, ha
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al Hi pozitiv definit matrix, barmely i=1,2,..., esetén

b/

T - i :
(2.20) 8y ¥y =1 és z; y, =1 (1= 525 00

A 2.2 stabilitasi definicid valasztésa természetes, mert egy-
részt a (2.16), (2.17) miatt igy oy 2 0 minden i=1,2,...,n
esetben teljesilil, masrészt célszerii a (2.1)-ben szerepld A
szimmetrikus pozitiv definit matrix inverzét, amely szintén
szimmetrikus pozitiv definit matrix, egy pozitiv definit matrix-~
sorozaton keresztiil meghatarozni. A (2.20) feltételek a (2.12),

(2.15) feltételekbdl adddnak.

Nem kovetkezik a 2.2 definicidbdl viszont az, hogy csak stabil

moédszerek lehetnek kvadratikusan konvergensek.

Az s;, z; Vvektorokat a kbvetkezBképpen hatdrozzuk meg:

Legyen T
_ L= By 95 ¥y _
(2.21) Ei = Bi gi + T Hi i (i—llzloco’n)
¥; Hy ¥y
21
el gy Y 1

11 =] <3 T

(2.22) 2; = Hy y; — oy 85 94 (i=1,2,...,n)

T
I By ¥4
ahol Bi y éi tetszO0legesen valaszthatd konstansok.

Az S50 24 vektorok ilyen megvalasztdsdbdl azonnal adddik

az alabbi kbvetkezmény:

2.3 Kovetkezmény

A 2.2 stabilitdsi definicid (2.20) feltételei tetszdleges

Bi 7 6i valasztas mellett teljeslilnek.
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Bizonyitas
T
1= B, Q9 ¥
T - T i1 94 ¥y o _
By ¥y =By 9y ¥y % T Yy Hy ¥ =1
Xy 8g X3
o,§ T + 1
- _ %% 34 Xy , . . b
25 Iy ¥y 5 ¥y 4 %3093 Iy ™

T
¥y Hy ¥y
A (2.21), (2.22) kifejezéseket (2.19)-be helyettesitve kapjuk

a kbvetkezd, kétparaméteres (Bi, 61) dltalanos iteracids sémat.

Legyen H, tetszOleges pozitiv definit matrix, X, € R"

tetszOleges, tovabba

(2.23) g, =-H; g,

(2.24) + a

Eie1 — B4 i 94
(i=l,2,...,n)

(2.25) f(x

Xi4q) = min f(x, + a g;)

a€R1
(2.26)  y; =954, ~ 94

T
a, 6, 9, Y. + 1
§ 54 95 ¥ T
i~ By ¥, ¥4 H; #

(2.27) H,,. =H :
¥y Hy ¥4

i+l

T T
to; By gy 9y ttooy 6 Hyyy gyt

T
l -8 d; Y
% o 191 ¥ Ty

i T
¥y Hy ¥y

ahol - i grad f(§i) (i=1,2,.../0)s

2.4 Tétel

Ha H, tetsz8leges pozitiv definit matrix, X, e R egy tetszo-

leges kiindulé pont, akkor a (2.23) - (2.27)-ban meghatarozott



_35_
iteracids séma tetszOleges Byr 84 (i=1,2,...,n) paraméter

valasztas mellett kvadratikus befejezésii.

Bizonyitas

Be kell latnunk, hogy egy (2.1) alaku pozitiv definit Hesse
matrixszal rendelkezd kvadratikus alak minimumét legfeljebb n
iteradcidés lépésben megkapjuk. Egy iterdcids lépés nyilvan a

(2.23) - (2.27) képletek egyszeri kiszamitasat jelenti.

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik el. Feltessziik, hogy
(2.28) He Ao, g5 = o, g (15 1 € k)

(2.29) g'gAgi=O (1 1 < § < k)

és belatjuk, hogy k + 1 <n -re is igazak a feltételek.
Az indukcids bizonyitds elsO lépéseként (2.28)-ban legyen

k = 2. Felhasznalva (2.8)-at és (2.27)-et kapjuk:

(2.30)
Hy Ro gy =H, ¥, =H) ¥ -
%, 64 92 y, +1 T N
> Hy ¥y, ¥, Hy ¥y + oy B3 4y ¥ 9
¥, B ¥4
T
L = B G.¥
T 1 $ ¥y T ~
o, 6 Hy ¥, 9 Lyt oy - 4, ¥, 8, ¥
Xy ¥y Xy

_ T _ T

=By X5 =% Oy 8y Xt ¥y T My ¥y FYy By Gy 85 Ny T
H L + - R T' = a

AERSRRSRRS TS S YHD ST S TR SHR SRS W= SRR SR S TR B 51

(2.28)-ban elsd lépésként legyen k = 3, (2.8)-at, (2.23)-at

és (2.28)-at k = 2 -re alkalmazva kapjuk:
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T T T ¥ T
9y B gy =d; B, &g, =~ g5 Hy T I 0,

ugyanis a g; irany mentén (2.25) szerint meghataroztuk az
X, e K minimumhelyet, igy sziikségképpen a g, = grad f(§2)

a g, -re ortogonalis.

Az indukcidés bizonyitds altalanos lépéseként eldsz8r belatjuk

(2.28)-at k + 1 -re.

Teljesen hasonldan (2.30)-hoz, a 2-es index helyébe k + 1l-et,

az l-es indexek helyébe pedig k-t irva kapjuk

Hepg B ooy =H ¥ =0 9 -

Feltehetjlik tehdt /k helyébe k+ l-et irva/, hogy

1 £ 1<K

A (2.8), (2.27) és a (2.28) indukcidés feltevést ujbdl felhasz-

nalva (2.28) a k&vetkezdképpen alakul

(2.31) Hk+1 A a; gy = Hk A o

i 93

T
ak ék gk zk + 1

T
¥y Hy Yy

T
He ¥y Yy H Aoy 9y #

T : T
toop By Iy I Aoy gy toop & He ¥ gy Aaey gy 4

+ o

1- 8, g ¥
B TH aa, 9; =9, 9; (1 =1i<k)

kK T e ¥y "x i
¥y He ¥

ugyanis (2.31) jobb oldalanak elsd tagja az indukcids feltevés
miatt a, 9; - A 2. és 5. tagra vonatkozdan pedig vizsgaljuk
az xi H A a, g; mennyiségeket. A (2.8) és a (2.27) indukcids

feltevés miatt
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i I = T
(2.32) Y He Aoy, g, =y 0y gy =0 g Ao, g,
amelyben felhasznadltuk az A Hesse matrix szimmetricitaséat.
Azt kaptuk tehat, hogy (2.31) jobb oldalédnak elsd tagjat kivé-

ve, minden tovabbi tagban megjelenik a

(2.33) 9 A g, (1 £1i<k)

mennyiség. gi A g, =0, ha belatjuk a €2.29) feltevést k+l -re.
Ekkor ugyanis (2.29)-ben j = k -t irhatunk.

Ezt a kbvetkezOképpen lathatjuk be (2.24) alapjéan

k=1
+ _g o, g, (i+l <k)-ra.
L=i+1

e T Epog v O Tpea T Ejyg

Megszorozva balrél az A matrixszal

k=1

4+ . X o, A

A gq
p=is1 ¥

e = B Byia

mindkét oldalhoz a b vektort hozzaadva

A fentiek alapjéan
k=1
T i
ge. s = 9. q: + & a, 9, A d.
k =i i+1 <4i Q=i+l L. =hp i
tetszdleges i < k -ra
de az indukcids feltevés miatt
k-1
T T
z %o 9, A g; = Oy g g, =0
P & =g a i+l =i
hiszen (2.25) miatt g,,, ortogonalis g; -re.

Tehat

(2.34) QE dq; = O tetszbleges i < k -ra.
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Marmost (2.33) a kovetkezdképpen irhatéd:

Y T i b
9 Ay = - g H Ag, =-g,9 =0 (1 51 < k)
(2.34) miatt, tehat (2.31) helyességét és a (2.29) indukcids

feltételt is belattuk.

Az n-edik lépés utan a g, # O (i=1,2,...,n) vektorok kife-
szitik R% -t. /Amennyiben valamelyik gj = 0 fennallna, ugy a
megoldast mar a j—edik lépésben megkapnank/. Ennek alapjan

(2.28)-ra a kbvetkezdt mondhatjuk
(2.35) H Aw. = w. (3=1,2,.4.,n)

ahol Ej = aj gj (3=1,2,...,n). Viszont (2.35) azt jelenti,
hogy a Ej , (3=1,2,...,n) vektorok sajatvektorai a Hn+1 A
matrixnak az 1 sajatértékkel.

EbbOl kdvetkezik

Hn+l A=1 €s innen
I-I.n_’_1:=l—\.-1 minthogy A pozitiv definit.

Az 1.5 lemma miatt viszont Xx az f(x) kvadratikus alak

n+1

minimumhelye R™ -ben.
Ezzel a 2.4 tételt bebizonyitottuk.

A Quasi-Newton mdédszerek koltségfiiggvénye (KQ) tehat

(1+ n) = n(n + 1)
1

KQ =

[ c =]

i
A tovéabbiakban megmutatjuk azt, hogy az eddig ismert Quasi-

-Newton médszerek a (2.23)-(2.27) sémdbdl hogyan nyerhetdk.
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A/ Szimmetrikus Quasi-Newton modszerek.

1/ Fletcher-Powell-Davidon algoritmus [15]

Valasszuk meg a Bi’ 61 paramétereket 2.27 -ben a kovetkezd

moédon

g

% ST X
1 =i &3

Lathatdé, hogy a Hi (i=1,2,...,n) matrixsorozat szimmetrikus,

’ §. =0 (i=1,2,...,n)

amennyiben a Hl is az. A Fletcher-Powell-Davidon médszer ennek

megfelelden a kdvetkezs:

(2.36) 4; = - H; g4
(2.37) Xipp = X3 oy gy
o - Y

(2.38) £(x,,,) = Eégl £(x; + oy q;)
(2.39) ¥i = 549 — 9

x H T 5
(2.40 ) e L e e € R |

L S TR P
19 ¥y L %4 ¥4

2/ Broyden szimmetrikus Quasi-Newton osztalya [7]

Valasszuk meg a RB,, 6§, paramétereket (2.27)-ben a kdvetkezd

1 i )
moédon:
1+ 9 x? H, ¥
(2.41) B, = T : 6, =-9;  (i=1,2,...,n)
9; ¥y e
ahol ei (i=1,2,...,n) tetszdleges konstans, akkor a

Broyden osztalyt kapjuk. Ebb&l kdvetkezben Broyden szimmetrikus
Quasi-Newton osztdlya, az altaldnos iteracidés séma altal megha-
tarozott mdédszerosztaly része. Behelyettesitve Bi T
(2.27)-be kapjuk a kdvetkezot:
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Az els® négy egyenlet egybeesik (2.36)-(2.39)-cel maijd
o
s B - Tk %

LT T
Bigy = Hy s He 3y 3y By *
Y3 B4 ¥y

T
l+%.x H: ¥
i +i i 4«j T T Uy
* T ®; 9y 9y — 0y oy (Hyy, gy 9, ¥y Hy)
9; ¥

és
természetesen Hl —-et szimmetrikus pozitiv definitnek kell

valasztani.

2.5 Kdvetkezmény

A (2.23)-(2.27) &ltal defini&lt mbédszerosztilyban a szimmetri-

kus médszerek részosztilydt a Broyden osztaly teljesen lefedi.

Bizonyitéas

Ahhoz, hogy szimmetrikus mdtrixsorozatot kapjunk (2.27) alapjéan

a kbvetkezd egyenletnek kell fennadllnia

T
L= B, Y
5. = g 3 8 L (i=1,2,...,n)

i %% i T
¥y Hy ¥y

(2.42) o

s ez valdban equivalens a (2.41) feltételekkel.

Megjegyzés.
1. Kdvetkezésképpen a Fletcher-Powell-Davidon mbédszer eleme
a Broyden osztdlynak. Valdban, ha By = O (1=1,2,.0x40)

akkor éppen a (2.40) kifejezést kapjuk.

2. Az uj altalanos iterdcids sémanak, lényeges tulajdonsaga

az, hogy az n-edik lépés utéan
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Amennyiben ezt a feltételt feladjuk, ugy megfogalmazhaté egy
még altalanosabb mbédszerosztaly, amelyben a Broyden osztdly mar
nem fedi le az Osszes szimmetrikus Quasi-Newton mdédszert.

Lasd Abaffy [1].

B/ Nem szimmetrikus Quasi-Newton mbédszerek:

Amennyiben a (2.42) egyenlet nem all fenn By és Yy (1=1,2,..44n
kdzott, akkor a Hi ii=l,2,...,n) matrixsorozat nem lesz szim-
metrikus, fliggetleniil a H; induldé matrix megvalasztasatdl.
Minthogy ezeknek a mdédszereknek elsd 4 egyenlete egybeesik
(2.23)-(2.26)-tal, a tovabbiakban csak a (2.27) egyenlet megfe-

leld mbédositdsat irjuk le. A kdvetkezd mdédszerek ismeretesek.

1/ Mc Cormick médszere [32]

Valasszuk meg a Bi 7 6i (i=1,2,...,n) paramétereket (2.27)-ben

a kdvetkezd moddon:

o
=1—Tl ) £ = 1 (1=1,2,¢sssn2)
¢y 93 ¥y

T
; 93 ¥4

Akkor (2.27) helyébe a kdvetkezd kifejezés lép:

b
a, q. o, g. H, y. o, g
Hy,, =H +———% e A iT i =4 E T P
%y 93 ¥y 3 93 ¥y

2/ Pearson médszere [32]
Legyen Bi = 0, 6i =0 (1=1,2,¢+5,n) (2.27)-ben. Akkor (2.27)
a kdvetkezdképpen alakul:
T T
o, q. Y. H, H, y. y: H,
Hy,, = Hg % LS - A CAT ;2,0 00)
¥y By %y Yy By ¥y
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III. fejezet

Gyakorlati eredmények

Ebben a fejezetben az eldbbiekben ismertetett mddszerek
prébafiliggvényeken vald lefuttatdsan /amelyeket az MTA CDC 3300-
as gépén végeztiink el/ és az ezzel kapcsolatos eredmények elem-
zésén kiviil egy, a Quasi-Newton médszerek osztalyara vonatkozd

gyorsitéasi lehet®séget is ismertetiink.

1. A fliggvényminimalizalas médszereit altalaban nem kvadratikus
fliggvények minimumhelyének és értékének megkeresésére hasznaljék.
Innen r8gtdén addédik az /és ezt a probafliggvényeken vald futtata-
saink is igazoljak/, hogy bar a Quasi-Newton mdédszerek k&ltség-
figgvénye azonos minden mdédszerre, maguk a mbédszerek viszont na-
gyon kiilénbdzdképpen viselkednek a nem kvadratikus filiggvényekre
tdrténd alkalmazasuk soradn. Mostandaig sem ismeretes olyan tétel,
vagy mddszer, amely egy adott filiggvényosztalyra optimalis. Ezért
alakultak ki a fiiggvényminimalizalads irodalmdban az ugynevezett
prbébafiiggvények, amelyeken minden uj mbédszert "illik" kiprdébal-
ni. Az altalunk adott kdltségfiiggvény az elsd prdbalkozas az
egyes mddszerek "jbésdgdnak" meghatadrozasara. A kdltségfiiggvény
alapjan /amint ezt a késGbbiekben latni fogjuk/ a Quasi-Newton
moédszerek egy bizonyos "jésagi" sorrendbe allithatdk. Ez a kije-
lentés természetesen csak statisztikai jellegii. A kapott sorren-
det egyébként nem csak az 5 probafiliggvényen tdrtént futtatasaink
igazoljdk, hanem egyéb, itt hely hianya miatt nem k6z61lhetd
futtatdsaink, valamint a nemzetkdzi irodalomban k&z6lt vizsga-

latok is /pl. Himmelblau k&nyvében [20]/.
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Ugy tinik, hogy a mbédszerek kozti eltérések elsdsorban a

szamitasok soran fellépd, és az egyes mddszereknél kiilénbdzdkép-

pen halmoz6dé hibakbdél erednek.

A fenti észrevételek igazak az I. fejezetben ismertetett
Smith és Powell mdédszerre is. A kdltségfiiggvény alapjén a Smith
médszer jobb, mint a Powell mbédszer, hiszen a vonalmenti mini-
malizadlasok szama /és altaldban ez a miiveletigényes/ fele a
Powell médszerénél, azonban egy hatranya azonnal lathatdéva va-
lik. Ez pedig az, hogy amig az elsd 4, konjugalt iréany mentén
n vonalmenti minimaliz&l&ast végziink, addig az utolséd g, konju-
galt irany mentén csupan egyet. A d; konjugalt irany kitiinte-
tettsége nem indokolt. Az ebbdl adédd hatrany kvadratikus fiigg-
vények esetén is érezteti hatasat a szamitasok soran fellépd

hibdk miatt.

A futtatédsokat a kdvetkezd probafiiggvényekre végeztikk el:

(A) £(x) = 100(x, - x2) * + (1 - x)% , induls pont (-1.2,1)

a minimum helye (1,1), a minimum értéke O

(B) £(x) = (x, - x)% + (1 - x)? , indulé pont (-1.2,1)

a minimum helye (1,1), a minimum értéke O

2 2 4
(C) £(x) = (x, + 10x,)" + 5(x3 - Xg)7 + (%, = 2x3)° +

1
+ 10(xl - x4)4 ’

helye (0,0,0,0) a minimum értéke O

induldé pont (—3,-1,0,1), a minimum

(D) £(x) = (exp(xl) = xz)4 + lOO(x2 s x3)6 + tan4(x3 = x4) +

)
+ x? + (x4 —1)2 indulé pont (1,2,2,2), a minimum helye

(O,l,l,l,inw) a minimum értéke O
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(E) f£(x) = x,(2x, - X3 + 1) + x,(x, = 3) + x3(2x5 + X, + 1) +
+ x4(x4 - 1) induldé pont (20,20,20,20), a minimum helye
¢ 2113, 312, -°113, Y013 2 minimum Srtéke -~ 2.86538...

Az aldbbi 1. tablazatban koz6ljlik a Smith és a Powell
médszerre kapott szamitdgépes eredményeket. A Smith mbédszer
esetén a Bi #0, 1i=1,2,... tetszOleges konstans meghataro-
zasara a kovetkezd feltételt szabtuk ki. Valasszuk a B, ~t

(Bi # O) ugy, hogy az

m,i-1
-1 T By 8y

4
£(x;) < £(
feltétel teljesiiljon minden i-re.
A kbltségfiliggvény rovatba a tényleges filiggvényértékek kisza-

mitasanak a szamat irtuk be. Jelen esetben gradiens vektort

ugyanis nem kell kiszéamitanunk.

Vonalmenti minimaliz&dlasra az aranymetszési médszert hasz-
naltuk. Ennek kilépési feltételeként a kdvetkezd két feltételt

allitottuk logikai "és" kapcsolatba

£lx, ) - £ ) _
(3.1) |k 5k+1| .
£(x, )

-5
(3.2) [ % = %4 ll22 < 10

valamilyen k-ra.

A Smith médszer és a Powell mddszer kilépési feltételeként
pedig az aladbbi két feltétel egyszerre vald teljesiilését hata-

roztuk meg:
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min min
£(x 7)) = £(x )

£ ™)

(3.3)

két eavmasutani minimum értékre, illetve

(3.4) || mn . yin IIQ2 <107

két egymasutani minimumhelyre.
Ezenkiviil az egyes szamitasokra a kovetkezd korlatozasokat

vezettiik még be:

a/ ledllds, amennyiben az iteracidk szama meghaladja
az 1500~-at;
b/ ledllas, amennyiben a feladat szamara felhasznalt

gépidd tobb 3 percnél.

Az alabbi 1. tablazat mutatja a szamitasi eredményeket.
A kapott tényleges kdltségfiliggvények alapjan megdllapithatd,
hogy a Powell mbédszer jobb a Smith médszernél. A mdédszer

rovatban PO-val Powell, S-sel Smith mdédszerét jeldljiik.



Proba

l | )]
_ Médszer Induld Min. érték Minimum hely K&ltség Futt.idd &terécié,
£ pont X r X £\ | sec/ szam
1 3 !
X | X
2 i 4 X
' _ i
PO 0.3506.10" 10 1'888882 532  0.789 25
A '-11211) { -
| -3 | 0.978501 !
S | | 0.4622.10 . 0.957489 | 1075 0.863 36
PO \ 0.1744.1072 8‘33333% 148 | 0.378 3
B -1,2,1) | i
e -11 | 0.999997
S 0.5460.10 0.999995 ‘ A ..294 0.251 6
e . B oLk e .
-25 | 0.303733.10__| 0.104447.10_
. PO(—3 e 0.2166.10 .0.303733. 10 6-0.104447.10 6 2669 5,822 107
r ’ -2 =2
0:::1.) -6 0.216767.10_5| 0.896170.10_
S ’ 0.4372.10 L 0.216258.10-2| 6. 901644 .10-2 82494 159.862 1500
B eI LTl arit .
-20 | 0.915312.10 * 0.999998
. PO !(1 - 0,3457.10 1.000092 1. 000000 2065 142. 345 76
< -4
2.2) -8 F0.498368.10 | 0.999955
S 0.7021.10 0.999955 0.999916 32858 133.420 498
T l0.153845 -0.384612 "
0 -2.8654 1.500002 0.692303 825 2.548 25
E ¢20,20,
; 0.153845 -0.384616
$ '20,20) 2.8654 1. 500000 0. 692306 1112 1.404 18

1. tablazat

_gv_.
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A II. fejezetben ismertetett mdédszereket ugyancsak az
(A) - (E) proébafiiggvényekkel futtattuk le. A futtatasi ered-
ményeket a 2. tablazat tartalmazza. A ﬁédszerek rovatban
F - P -vel a Fletcher-Powell-Davidon mdédszert, P-vel a
Pearson mdodszert, C-vel pedig_az'Mc Cormick modszert jeldl-
tiik. A vonalmenti minimalizalashoz ismét az aranymetszési
médszert haszndltuk a (3.1) és a (3.2) kilépési feltételek-
kel. Az egyes mddszerek kilépési feltételeként a programba
a (3.3) és a (3.4) feltételeken kiviil a kdvetkezd feltételt

épitettiikk be "és" kapcsolattal

(3.5) || g(xMn =

—k+1)”22 s 10

A tényleges kdltségfiiggvényértékbe most a gradiens irany

kiszamitasat is beleszamitottuk.



kﬁltség

Prdbal Médszer] Induld z Min. érték Minimum hely Futt.idd Iteracié
fv. pont g X X3 fv. |sec/ i szam
i 2 %4 e e S
F-P %0.6231.10'15 15000009 - 146 0.25¢ 12
A R 1 R ! 020761074 3-900000 E 806 1.149 64
c _ %0.19461 ;:gggggg 51826 44.482 1500
F-P » 0.7428.20718| 1.000000 f 84 o.1nzshf‘m—;_
B P [+i.2,0) |05k 1000090 121 0.224 10
A < 0.0140 i:%‘;‘;iég bow _g_:f?g_sﬁ 12.:871: 1500
022381077 QBTS00 00eeL 0Ly| w00 | euaes] 3
Tl v s [oamosao0) oeaTsictd 02T 2002 asona | 63.aae) 200
e T e mum mmm | e | e
| e o.1250.2072 S LU0 bossoes | s | s s |
o v fua oo gz fomas | o | e w0
: oae | v vt | osen | e e
F-P -2.8654 it i 139 0.306 6
E P (20,20, |-2.8654 : Oxl ot oo 162 0.358 9
0,20)
" c -2.8654 e e 249 0.428 13 |
2. tablazat

- 8% -
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A tablazatbdl a kdltségfiiggvény alapjan megallapithaté,
hogy a Fletcher-Powell-Davidon médszer lényegesen "jobb" a

tbbbi médszernél.

2. Quasi-Newton mdédszerek egy gyorsitlsi lehet®sége.

Tegyik fel, hogy a Hi matrixsorozat, amellyel a Quasi-
-Newton médszerekben egy kvadratikus alak Hesse matrixanak
inverzét kozelitjiikk a pozitiv definitségen kiviil szigoruan
diagonalisan dominans, azaz

n
A
J=1
I

Ha a diagonadlis elem valdban sokkal nagyobb mint a sor t&bbi

ijl i (%1254 5 40)

eleme abszolut értékének Osszege, akkor ez azt jelenti,hogy

n e —-
'E.Ihijl N QAi ; (41,2 5 4 om)
J=1
Legyen
n
max I |hysl =M
1<i<n  j=1 J
n
min z |h1.| =m>O0,
1<is<n =1 /
ebbdl

cYX; VK;
= ’
chk qu

és s a maximadlis, k a minimdlis sajatértékhez tartozd index.

N o
m

Végezziik el a kdvetkezd transzformacidt:
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Yo .” F8% 0 "‘\
o 0 L 00O A
00 % 5+ T O % % v ww O
L = 0 « « « O % G ool slat ot Mo SY IO k-adik sor

(o T 0 TR ARt ol 0 fart ol ol P SR
‘\.\oo...ooo.....l
Hi=LH.LT R

i X X

Szemléletesen ez azt jelenti kétvaltozdés esetben, hogy az
ellipsziseket igyekeztiink k6rbsiteni, és igy a kdvetkezd pont-

ban a gradiens mar hatdrozottabban a minimumhely felé mutat.

A Fletcher-Powell-Davidon mdédszer esetén kiprdébaltuk ezt
a gyorsitdsi lehet®séget ugyancsak az (A) -(E) prébafliggvények-

re. A 3. tadblazat ezeket az eredményeket mutatja.



Prodba Induld Min. érték Minimum hely KOltség Futt.idd| Iteraciod
Exr. pont X X3 fv. |sec/ szam
oy %4
1.000000
A (-1,2;1) 0.000 1. 000000 123 0.250 22
1.000000
B (=1.2,;1) 0.0000 1. 000000 58 0.251 11
-8 0.006826 0.002970
C (=-3,-1, 0.4135.10 -0.000682 0.002971 203 0.905 23
_0,1) e
-13|-0.002509 1.000000
D (%,%) 0.6889.10 0.997827 1.000001 342 2.487 35
’ - - - . - . -
0.153846 -0.384615
= Khatn | =280 1.500000 0.692307 G2 0,203 ?
7

3. tablazat

._'[S..
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A 2. és a 3. tédblazat megfeleld kdltségfiiggvényeinek
Osszehasonlitasab6l lathatdé, hogy ezzel a gyorsitasi lehets-
séggel a Quasi-Newton médszerek valdban gyorsithatdék. A
fentiekben leirt gyorsitasi lehetOségbdl kovetkezik, hogy
az eljaras olyan prdébafiiggvényekre kevésbé hatasos, amelyek-
re pl. kétvaltozds esetben a fliggvényérték szintvonalak kor,

°

illetve k6zel kdr alakuak.

Végiil megjegyezziik, hogy az egyes mbédszerekre a kSltség-
fliggvény nagyjabdél egyenesen aranyos a felhasznadlt gépiddvel,
tehat a kdltségfiiggvény a tényleges kSltségek mértékeként

hasznalhatb.
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oszlopvektor
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skalarsorozat

norma

abszolut érték
minimalizalanddé filiggvény
f(x) derivaltja

skalarok
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