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BEVEZETES

A numerikus médszerek alkalmazasakor sziikkséges a felme-
riild hibadk ismerete. Akar kodzelitd, akar elvileg pontos méd-
szerrel is dolgozunk, a kerekitési hibak felhalmozddasa kdvet-
keztében csak k&zelitd megoldésokhoz jutunk. Az igy nyert meg-
oldasok "josaganak" elddntése teszi sziikségessé a felmeriild

hibadk becslését.

A médszerhibakat becsld eljarasokat két nagy csoportra
oszthatjuk. ElOGzetes hibabecslésrdl akkor beszéliink, amikor
a mdédszerrel vald konkrét szamolasok elvégzése eldtt becsiiljiik
meg a hibat. Az utdlagos hibabecsléseket a mdédszerek alkalma-
zdsakor, a szamitdsok elvégzése k&zben hasznadljuk. Segitséglik-
kel az éppen kiszamitott kozelitések pontossdgara tudunk kovet-
keztetni. Az utdlagos hibabecslések egy gyakran alkalmazott
fajtadja az, amikor tobb kiilénbbzd mdédszerrel egyszerre dolgo-
zunk, és az igy nyert k&zelitések eltérésének segitségével be-
csiiljiik a hibat, szerencsés esetben javithatjuk a k&zelitd

megoldasokat.

Az egyes mbédszerekre alkalmazhatd hibabecslési eljarasok
k6ziil a konkrét feladatra legalkalmasabb médszer kivalasztéasa

sokszor igen nehéz elméleti probléma megoldasat igényli.



Ertekezésemben a kdz8nséges differencidlegyenletek k&ze-
1litd megoldasara szolgald egylépéses médszerek hibaformulaival
illetve hibabecsld eljarasaival foglalkozom. Az értekezés négy
részbdl all. Az els® részben néhany alapfogalmat ismertetek,

a masodik részben pedig a globalis és lokalis hibaformulék
elvi alapjaival foglalkozom. Ugyanitt ismertetem a leggyakrab-
ban alkalmazott eljaréasokat: analitikus hibabecsléseket, a lé-
pésfelezést, automatikus hibaformuldkat. Itt igyekeztem kitér-
ni az egyes eljarasok eldnyeinek, hatranyainak a bemutatasara
is. A harmadik részben optimalitasi kritériumok alapjan kimu-
tatom, hogy egy igen széles mddszerosztdlyra a lépésfelezési
eljaras az optimalis. Az értekezés fiiggelékében a szamitasi

eredményeket és a felhasznalt programokat mutatom be.

Az értekezés II. és III. fejezetének eredményei a 2.1
Tétel és a konkrét moédszerek kivételével sajat eredményeim,

és ezek a [6] , [7] , [8] dolgozataimban keriiltek k&zlésre.

Végiill kdszdnetemet fejezem ki témavezetdmnek Szidarovszky
Ferencnek értékes segitségéért és tanacsaiért. K&szOnetemet feje-
jezem ki tovabba a munkamhoz nyujtott tamogatasért Strehdé Maria-

nak és az MTA SzTAKI Numerikus Médszerek Osztalyanak.



I. ALAPFOGALMAK

A kbvetkezOkben rdviden &sszefoglaljuk a vizsgalataink-

hoz szilkséges alapismereteket.

Legyen || . || : RR > R+ valamilyen norma(l) (L2 1),
I = [a,b] € R véges intervallum, valamint X, €I és
Xeg1 — X = hk >0 ik =10,Y,2,00e)s BAZ
y' = f(x,y)
(1.1)
y(xo) = ¥y
2

kezdetiérték-probléma pontos megoldasat jeldlje y : I -+ R” ,
az X, pontbeli k&zelitd megoldasat pedig Vi - Ekkor az egy-

lépéses explicit mdédszerek

(1.2) - ¥, *h, @ (xn, ¥y hn) (n=0,1,2,...)

yn+1

alakuak, ahol ¢ € I x RZ X R > Rl egy adott fliggvény.

Példaul az m-pontos explicit Runge-Kutta médszerek esetén

(1.3) ¢ (x,y,h) =

|
n~ms

ahol

~
I
Fh
~
»
3
N’

(1) R+ a [O, +®) intervallumot jeldli, az R1 -et pedig réviden

R -



(1.4) i
ki = £l % a,h, y +h

[ e B

bij kj) (i=2,3,...,m).

Az (1.2) médszer (1.1) problémara vonatkozd x pontbeli kép-

lethibajat a

(1.5) T(x,h) = y(x) + h ¢ (x,y(x), h) = y(x+h)

kifejezéssel definidljuk, rendjét pedig az a maximdlis p ter-

mészetes szam adja meg, amelyre fenn&ll, hogy
(1.6) Tx,h) = o(hP*1),

Az (1.3) - (1.4) mbédszer rendje és m paramétere kdzdtt az

alabbi Osszefliggés érvényes.

1.1 TETEL ([10], [14]): Ha px(m) azt a legmagasabb rendet
jeldli, amely egy m-pontos Runge-Kutta médszerrel a

Cm+2 (I x Rz) fliggvényosztalyra elérhetd, akkor igaz, hogy

px(m) =m, m=1,2,3,4
(1.7) p™(5) =4, pT(6) =5, p(7) =6, p(8) =6, p(9) =7,
x e
p (m) £ m-2 , 1 G 8y WO s SR

Jeldlje d& azon folytonos f € I x Rl + Rz fliggvények osz-

talyat, amelyekhez létezik L 2 0 (csak az f£-tdl £filiggd)

konstans ugy, hogy

(1.8) [1£(x,y) - £(x,y") ] < L||y-y™]|
minden (x,y), (x,yx) e D(f) esetén.



Az (1.2) egylépéses modszert konvergensnek nevezziik,

ha minden r6gzitett x € I (x > xo), X - x, =h >0 és

i+l 7
tetszdleges f € dﬁ és (xo, yo) e@(f) esetén

(1.9) lim y = y(x) {ph = & = x_J:

A konvergenciara Henrici adott sziikséges és elégséges felté-

telt.

1.2 TETEL ([11]): Legyen a ¢(x,y,h) folytonos mind a harom

valtozéjaban a

(1.10) /&C= {(x,y,h)| xe 1, ye R'Q', 0<Sh < h)

tartomanyon (h®™ > 0) és létezzen olyan K =2 O konstans,

amelyre

(1.11) [6(x,y,h) - o(x,y,0) || < K||y - ¥°I|

minden (x,y,h), (x,yx,h) e‘éﬁ esetén. Akkor a

(1,129 ¢(x,y,0) = £(x,y)

reldcid a sziikséges és elégséges feltétele az (1.2) mbédszer

konvergenciajanak.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a Henrici-tétel fel-

tételei teljesiilnek és £ e£_ 3
Megjegyezziik, hogy az (1.3) Runge-Kutta médszer esetén az

utdébbi feltevésbdl mar kdvetkeznek az 1.2 Tétel feltételei,
m
ha D(f) = I x Rz és )5 c; = 1%

i=1
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Végilil kimondunk két egyszeril lemmat, amelyeket a tovabbi-

akban fel fogunk hasznalni.

1.1 LEMMA ([11]): Ha a {c } € R szémsorozatra

(1.13) le |2 o + B
teljesiil minden n=0,1,2,... esetén (A,B 2 0), akkor
n
A" -1
=71 B (A #1)
(1.14) Icnl < A" |e | +
n B (A =1)

1.2 LEMMA ([13]): Legyenek 0, és 0, az y' = £(x,y)

differencidlegyenlet megoldasai az I intervallumon. Akkor

® ® L|x-x"|
(1.15)  [lo(x) = o, (x)|| s [[o (x7) - o,(x )| e
teljesiil minden x, x* @ I esetén.

A fenti két lemmdhoz a k&vetkezd megjegyzéseket filizziik.

1. Megjegyzés: Az 1.2 Lemma a Peano-egyenldtlenség specialis

esete [13].

2. Megjegyzés: Az 1.1 Lemma allitasa linearis differencia-

egyenletek &dltaldnos megoldasanak alakjabdél kdzvetleniil leol-

vashaté, valamint indukcidéval is kdnnyen belathaté.
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II. A HIBABECSLES ELVI ALAPJAI ES MODSZEREI

Ebben a fejezetben el&szdr a hibabecslés elvi alapjait vizs-
galjuk [8] alapjan, majd r&viden attekintjiik az ismert képlete-

hibabecslési eljarasokat.

1. A hibabecslés elvi alapjai

Az (1.2) mbébdszer (1.1) problémara vonatkozd globalis hib&ja

az x, € I pontban
(2.1) e. =¥ = y(xn).

A Cauchy-probléma e pontossaggal vald numerikus meg-

oldasa azt jelenti, hogy

(2.2) ||en|| < e* (x € 1),

ahol ¢~ tetszOleges eldre megadott pozitiv hibakorlat.

A (2.2) feltétel ellendrzését altaldban az alabbi felte-

vés alapjan végezziik (lokalis hibabecslés elve).

I. HIPOTEZIS: Ha az (1.2) egylépéses mddszer képlethibajara

teljesiil a
(2.43) [IT(x_, h )|| s ¢ (n=0,1,... ; x_ € I)

relacidé és yh < h s h (x, eI, 0<y=s1 fix), akkor
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létezik olyan ¢ = c(f, h) 2 1 konstans, amelyre
(2.4) ||en|| <ce (x. € 1)
és ce + 0, ha € = O(hs), s 22 és h -+ 0.

Az I. Hipotézist igazolja Henrici ismert eredménye:

2.1 TETEL ([11]): Tegyilik fel, hogy létezik D 2 O konstans

ugy, hogy

(2.5) ||T(x, h)|| < p hS*! (x e I, s 21)
és Yh S hn < h (xn e I, 0<y <1 fix), akkor
(2.6) lle || sDE (l":(—a) h® (x, € 1),
ahol

(2.7) E (%) = eLxL' L (L > 0).

A tétel az 1.1 Lemma egyszerii kdvetkezménye.
Megjegyezziik, hogy f € cP+2 esetén (2.5) s = p -vel tel-

jestil [11].

A tétel eredményeként csak a képlethibat kell becsiilni,
minthogy az I. Hipotézis alkalmazasaval a (2.2) feltétel ki-
elégithetd (c € <€), A diszkretizaciés hiba miatt azonban
egy adott M képlethibabecslési eljaras nem az (1.2) mbéd-

szer (1.1) problémara vonatkozd T(xn, hn) képlethibajat
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becsiili meg, hanem az

’

y' = f(x, y)

(2.8)
y(xn) %

problémara vonatkozd Tn(xn, hn) képlethibat (n = 1).

Ez a tény az I. Hipotézist a kdvetkezOképpen mbédositja.

II. HIPOTEZIS: Ha az (1.2) egylépéses mbédszer képlethiba-

jara fennall, hogy

(2.9) |1z (% . h)|]| <€ (n=0,1,...; x_ € I)

és Yh = hn < h (xn e I, 0< y <1 fix), akkor van

olyan ¢ = c(f, h) 2 1 konstans, amelyre

(2.10) Ilenll £ 6 (x € I)

és ce+0, ha €= O(hs), s 22 és h=+ 0.
Az alédbbiakban igazoljuk a II. Hipotézist.

2.2 TETEL: Tegylk fel, hogy wvan olyan <, =2 O konstans,

amelyre

{2:11) | [T(x, h)|]| < Gy pETL (x € I, p 21)

és vh < hn <h (xn e I, 0 <y <1 fix), akkor

létezik c, > 0, ugy, hogy

p+1
(2:12) [T (%, h)|] €e, h

2 (xneI)’
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és ha a II. Hipotézis feltételei teljesiilnek (e = c, hp+1),

akkor van olyan Cy > O konstans, hogy

P
(2+13) ||en|| Sc,h (x € I).

Bizonyitas:

El3sz8r belatjuk, hogy

(2.14) T(xn, h) Tn(xn, h) = O(hp+1) (xn e I).

A definicidk alapjan

T (x , h) - T(x_, h) =y = y(x) + h[¢(xn, Y, h) -
- o(x , y(x ), ] - [v. (e, + &) ~ yix. * n],

ahol y,r I Rl a (2.8) probléma elméleti megoldasat

jelsli.

Az (1.11) feltételt alkalmazva kapjuk, hogy
(2.15) [|T (% , h) - T(x, h)[| < h K [|[e || +

+ II[yn - y(xn)] - [yn(xn + h) - y(x + h)]ll.
Minthogy

[;n(xn + h) - y(xn + h)] - [yn - y(xn)] =

[f(x, ;n(x)) - £(x, y(x)] ax,
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az 1.2 Lemma, 2.1 Tétel és az (1.8) reldcid felhasznalasaval

X_+h
~ n ~
G + 1) =y g+ )] = e |l <L [ [ly,(x) - yo|] ax <
X
n

Xn+h T I =3¢ I xn+h
s/ fleglle ™ axsne™y |le || ax s of nP*L.
X n
n

Ebb3l és a (2.15) egyenlOtlenségbdl a (2.14) reléacid mér ké-

vetkezik.

Ha a II. Hipotézist € = c hp+l valasztassal alkalmazzuk,

2

akkor

®n+1 = Y t By 00x,, v, By) - Yn(¥ner)* [yn(xn+1) g y(xn+1)]=

Tp(Xyr By) + [yn(xn+1) - ¥(Xp4) ]
miatt az 1.2 Lemma alapjan

Lh Lh

| |e < [T (x » h )] + lle || e s e+ e [|e || (n=0,1,2.

neall

Az 1.1 Lemmat alkalmazva kapjuk, hogy

Lnh L( )
lle || s&—=2¢ < & € (e

eLh o eLh o

0)

(az f£(x, y) = f£(x) specidlis esetben kis pozitiv L valaszt-

hatd).
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Az € megvalasztasa miatt vildgos, hogy létezik B S 0,

C, > 0 ugy, hogy
(2.16) ||en|| s ey hP (x, € I, hs h*),

amivel allitasunkat és igy a II. Hipotézist igazoltuk.

2. Ismert hibabecslési eljarasok

Az I-II. Hipotézis és az els®O jogossagat igazold 2.1 Tétel
alapjan az irodalomban szamos konkrét képlethibabecslési el-
jarast publikaltak. Ezeknek az eljarasoknak a kritikajat az
egyes moédszerek tovabbiakban részletezésre keriild fogyatékos-
sagain kiviil az a tény is adja, hogy a II. Hipotézis pontos
megfogalmazdsa és bizonyitdsa az irodalomban szerepld k&dds
magyarazkodasoktdl eltekintve csak a [8] dolgozatban keriilt

kbzlésre.

A tovabbiakban hadrom csoportra bontva a legismertebb el-

jarasokkal foglalkozunk

a/ Analitikus hibabecslések

Az analitikus hibabecslések a képlethiba olyan felsd becslései,
amelyekben a megoldasra, a megoldas kiilénb6zd rendll derivaltja-
ira vonatkozé apriori korlatok szerepelnek. Ilyen hibabecslé-
seket a Runge-Kutta tipusu mddszerekkel kapcsolatban Bieberbach
[2], Lotkin [1 , carr [3], Galler és Rosenberg [9], valamint

ujabban G.J. Cooper [4] &llitottak eld.
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Példaképpen bemutatjuk a kdvetkezd Bieberbachtdl szarmazd

becslést.

Tekintsilk az ismert

Yoig — ¥ ™ % (kl - 2k2 + 2k3 + ku)'
k, = £(x 0 ¥,)
(2.17) k, = £(x, + 2, v, + 2 K,
k3 = f(x_ + %, ¥, * % kz),
ku = f(xn + h, ¥is + h k3)

negyedrendii Runge-Kutta mdédszert. Az eljaras képlethibajara

£ = 1 esetén igaz a

5
5y N1

(2.18) |T(x ., B)| < 6h° Q (
i=1

becslés, ahol Q és N olyan konstansok, amelyekre

i+ ¢ N
[£(x, y)| < Q, P G | S —==7 tCix] £ &),
9x~ 9y QJ
|x - x| N <1 és A Q< B
fennall minden (x, y) € {(x, y) | |x - XOI <a, |y- Yol < B}

esetén.

Minthogy az (1.1) probléma altaldban ismeretlen megoldaséara
vonatkozd apriori korlatokat a legritkabb esetben ismeriink,
és ha egyadltalédn ismeriink is ilyeneket, azok is er®sen feliil-
becsiilik a hibat, ezért az analitikus hibabecslések a gya-

korlatban nem hasznalhatodak.
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b/ A lépésfelezés

A lépésfelezés vagy Richardson féle extrapolédcidé a legismer-
tebb és legegyszeriibb hibabecslési eljaras. Az eljaras elve

a kdvetkezd:

- - pt+2 .
Legyen X 41 x + h, X 4o x + 2h, L € C és

jeldlje ; az x pontb6l 2h 1lépéshosszal szamitott k&-

n+2
zelitd megoldast. Ekkor igazak a

Y = ¥
.. n+2 n+2 pt+2
(2.19) Tn(xn, h) = ) + O(h )s
2 - 2
Focnis = Wi
- ont2 n+2 P+2
(2.20) Tn(xn+1’h) = 2p+l = + . 0O(h )
és
(n) _ yn+2 i yn+2
(2.21) h+2 © 2P _ + o(hP*?2)
relaciodk, ahol eéig az (1.2) egylépéses moédszer (2.8)
problémara vonatkozé globalis hibajat jeldli az X +2 eI
pontban.
P z 2l Ry i P pt+2
Az &4llitds igazolasadhoz eldrebocsatjuk, hogy £ € C
esetén a képlethiba
+
(2.22) T(x, h) = ¥(x, ye)hP*t + ovP*?) (x e 1)

alakban irhaté fel, ahol ¥ e ¢ [11].

Minthogy

~
~

(2.23) Yn+2 ~ yn(xn+2) = Ynh it ¢(xn+1’ Yhe1! h) - yn(xn+2

),
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egyszerl atalakitasokkal addédik, hogy

~ ~

yn+2 - yn(xn+2) = [yn+1 - yn(xn+l)] * h[¢(xn+l' yn+l’ h) -
LG T A L h)] b

o [Yn(xn+1) R ¢)(xn+1’ yn n+1)’ h)] y (x 2)'

Innen a definicidk figyelembevételével

~

(2.24)  y o =y (% ,,) =T (x,h) +T(x_, ,h) +omP?),

ugyanis

lIh[¢(xn+l' Ype1r B) = oCx .0 v (x ), W]

2% +2
<hL llyn+1 =g x| =hL [T (x » D[] < ¢ hP

miatt a masodik tagban szerepld mennyiség O(hp+2) nagysag-

rendi.

A (2.22) és W(xn+1, yn(x )) = W(xn, yn(xn)) + 0(h)

n+1l
egyenldségekbdl
(2.25) Yauo = ;n(xn+2) = W(xn, yn) R
+ ¥ g, v (x L 0) WP 4 o(nP*?) = 2w(x_, y ) nPT 4
+ o(hP*?)
és
(2.26) ¥, = v (x_,,) = ¥(x_, y ) (20)P*' + o(nP*?)
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adédik. A (2.25) és (2.26) egyenlOségekbdl rendezéssel kap-
juk, hogy

Yo, = Y
(2.27) ¥(x_, y_) 5t o “+;+1 n+2 . o(nP*?)
2 -

(n)

amelybdl a (2.22), (2.24) és e
alapjan a bizonyitandé (2.19) - (2.21) O&sszefliggések mar

kénnyen addédnak.
Végiil igazoljuk a kdvetkezd tételt.

2.3 TETEL: Ha f € Cp+2, akkor igaz, hogy

Y -~ ¥
_ Yn+2 n+2 p+2
Bizonyitas:
A (2.19) és (2.21) relacidk alapjan
Yne2 " Yne2  _ Yne2 T Yn4o _ Yne2 T Ynio _
2P Fl. o 2P - 1 gP*L _ 3

_ (n) pt+2, _ =
= Ch+2 T Tn(xn’ h) + 0O(h ) = Y+ ¥ h ¢(xn+1' Yn+1! h)

-~ ~

_ _ p+2
- yn(xn+2) [yn+l yn(xn+1)] + Ol s

Minthogy definicid szerint

-~

+h ¢(xn+1' Y41 h) - yn+1(

),

= X
Tn+1(xn+1’ h) Yn+1 n+?2

ezért
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<

~

—y -
n+2 nt2 = _ .
h) - [Yn(xn+2) yn&Xn+2)]-

X ’ =
n+1l 2p+l - 3

n+1l

[;n(xn+1) - Yn+1]'

E kifejezést a 2.2 Tétel bizonyitdsdban latott mddon becsiilve

azt kapjuk, hogy

= X
Yn+2 7 Yn42 W a
By $x v Y = TS = [ Lf [f(x, ¥ (%)) ~
*n+1
X
~ n+2
- £(x, yn+1(x))] ax|| < L &P I ||Tn(xn’ h)|| d&x < ¢ nPt2,
X
n+1

ami allitasunkat igazolja.

A tétel és (2.19) alapjan a lépésfelezd eljarassal
O(hp+2) pontossdggal becsiilhetjiik meg a /lok&lis hibabecslési

elv szempontjabél fontos/

(2.29) (T (% BRIV .o
sorozat tagjait a

(k) (k) 2
(2.90) {7, (X e B°77) Top (X e W01 20

(k)

specialis esetben, ahol h az ekvidisztans lépéskbz az

X pontok k&zott.

2k’ *ok+1’ *2k+2

A mdédszer alkalmazidsa a szamitdsi iddt mintegy 50 %$-kal meg-

ndveli.
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Az eljarassal kapcsolatban megjegyezziik, hogy a
Richardson-féle extrapolacids elv a numerikus analizis szamos
mas teriiletén is igen hasznosnak bizonyult, Igy példaul a
kvadraturaelméletben /hibabecslés, Romberg-féle integralasi
eljaras/ vagy az iterédcidés eljarasok /[/pl. hurmdédszer/ gyorsi-

tasanal ([17], [20], [25]).

c/ Ismert automatikus hibabecslések

Az (1.3) - (1.4) Runge-Kutta médszerek esetén a szamitasi
iddt a fliggvénybehelyettesitések szamaval jellemezhetjiik (m).

Ily médon a lépésfelezés szamitasi idejét a lépésenkénti

m = 1
2

helyettesitések &ltaldban nagy miiveletigénye /nagy gépidd/

fiiggvénybehelyettesités hatarozza meg. A filiggvénybe-

miatt sz&mos olyan eljarast dolgoztak ki, amely a ki értékek
valamilyen - &ltaldban linearis - filiggvényével becsiili a
Tn(xn’ hn) képlethibat és lépésenként kevesebb fliggvénybe-

helyettesitést igényel mint a lépésfelezés.

Az elsd ilyen médszert Merson publikalta 1957-ben [16].

Eljarasa a kdvetkezd:

_h
i T, ™ " (k1 + 4k3 + k5),
kl = f(xn, yn)'

k, = £(x, + % v Yt % U
(2.51) ky = £(x + % ¢ I ¥ %( k, + k,)),
k, = f(xn + % ¢ Yo ¥ % (kl + 3k3)),
k, = £(x_ +h, y + B (k, - sk, + uk,)),
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ahol a Tn(xn, h) képlethiba becslését a

= il = s
(2.82) By = —gz (=2k, * 9k, = &k, * k)

kifejezés adja.

Merson médszerérdl az [1] dolgozatban kimutattdk, hogy a

becslés csak az
(2.83) y' =cx+dy+ e

differencidlegyenlet esetén pontos és altalaban = O(hu),

BM
szemben a T(x, h) képlethiba 0(h5) nagysagrendjével, azaz

By erdsen feliilbecsiili a tényleges hibat.

Mersont kdvetve mas szerzdk is k&zBltek hasonld képleteket

Vel s [18]. [24].

Zonneveld [24] munk&j&ban kiil®nbdzd rendii (1-5) Runge-
-Kutta hibabecsléseket vezet le, amelyek k&ziil a negyedrendil

a kdvetkezs:

Ty = ¥y =5 sy * 2k, + 2Ky +, ),
k, = £(x 0 ¥, )
(2.34) k, = £(x + % ;Y * % k),
k3 = f(xn + % r Y ¥ % k2)r
Kk, = f(x, +h, y + h ka)'
k, = £(x + 2 h, v + 35 (sk +7k 13k =k, )),



- 24 -

és a hibabecslési formula

(2.35) B, =

N
ol

(-k1 +3(k2 + k3 o ku) —8k5).

England negyedrendii médszere ([5], [1u4], [25])

(2.37) h
Yaet = ¥5 = 6 (kl + 4k, + ku)’
ahol
k1 = f(xn’ yn)'
_ h h
k, =8(x, + 3+ ¥, + 3K, )s
_ h h
(2.38) k3 = f(xn + 5 » ¥y + — (kl + k2)),

A hibabecslés

B _ -
(2.39) BE - ( uzkl 224k3 21kq + 162k5 + 125k6)
alaku és
(2.40)  Bg(x, h) - T(x, h) = o(h®).

Az eldbb ismertetett hibabecslések mind a ki értékek linearis
fliggvényei voltak. Az egyetlen nemlinedris becslést R.E.Scraton
k6z61lte 1964-ben ([18]). Csak az y : I - R fiiggvényekre ér-

telmezett negyedrendii képlete a kbvetkezO:



Yn+1 - ¥ T 162 i 70 3 * 135 Ky * 1377 kg

(2.50) k, = f(x_ + 2

2 ¥ g Be ¥yt % h ky)o
kg = £(x) + 3 4y, + 72 (k, + 3k,))
k, = £(x_+ g h, y_+ 2 (23k, - 81k, + 90k,)),
k, = f(x_ + T% h, vy, ‘ ibg%o ( -3usk, + 2025k, -

-1221+k3 ¥ 544ku)).

A képlethiba becslése:

€2.,51) Bg = -h 9§£ ,

ahol
Q=- T% =y T%% kg = I% By * T%% K
x =gy - 5 Ryt g5 By < 5E By g
s = k,+ = kl‘

Dolgozataban Scraton bizonyitas nélkil azt allitja,

hogy

(2.52) Bg(x, h) - T(x, h) = o(h®).

A kdvetkezBkben a [6] ,[7] dolgozatok alapjan kimutatjuk,

hogy ez nem igaz.

Ha (2.52) igaz, akkor az

(2.53) y' =cx” ; y(o)=0 (c # 0)



=216, =

Cauchy-feladat esetén T(x, h) = O miatt teljesiilnie kell

a
(2.54) Bs(x, h) = 0(h®)
feltételnek. Mivel kl=0, ki = C h3 ai (1=2,3 ,4,5),
azért
3 3 3
3 27 1 4 3 25 g ¢ h
q=ch (57— -7 —+ )= .
170 33 15 ua 153 103 80
3 3
8 27 2 57 . 1 4 3 19 3
r =ch (= F o = = e i ) = ¢ h™y
8 93 20 33 15 43 432
S 8
s =33 © h
és véglil BL(O, h) = e hh Minthogy B, # O
S 4 14580 : S %

ellentmonddasra jutottunk. Tehat Scraton allitasa, azaz a

(2.52) relacidé nem igaz.

A bemutatott eljarasok az England médszer kivételével
lépésenként kevesebb filiggvénybehelyettesitést igényelnek
mint a lépésfelezés. Tekintettel azonban a Merson és a
Scraton médszerrel kapcsolatos negativ eredményekre ([1],
[6], [7]) és tapasztalatokra [Fiiggelék/, valamint arra, hogy
a filiggvénybehelyettesitések szamanak csdkkentése alapvetd
fontossagu, sziikséges az ilyen eljarasok elméleti vizsgalata.

Ezt a vizsgdlatot a III. Fejezetben fogjuk elvégezni.
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III. OPTIMALIS RUNGE-KUTTA HIBABECSLESEK

E fejezetben eldszdr az automatikus hibabecslések osztalyat
és a vizsgalatahoz szilikséges fogalmakat definialjuk, majd
optimalitasi kritériumokat adunk meg. Végiil a lépésfelezés
optimalitdsara vonatkozd tételt igazoljuk. A fejezetben fel-

x
tessziik, hogy f € cP (m)+2-

1. Automatikus hibabecslések

Jeldlje EZm az m-pontos Runge-Kutta mdédszerek halmazat,

R pedig az JZm osztaly egy elemét.

A
3.1 DEFINICIO: A gfm eIxR"xR+RY leképezést az

Am e j{m médszer automatikus hibabecslésének nevezziik, ha

A
g;fm e Cr+1 ;

A
€51 %‘,f‘“ (x, y(x), h) = o(h") (1<r<p+1)

és a g%fm (x, y, h) érték kiszamitasanak mﬁveletigenyet
az f fiiggvénybe vald behelyettesitések szama (k (gf

hatarozza meg.

A II. Fejezet 3.c/ pontjdban latott BM' Bz, BE hibabecs~-

lések az (1.3) - (1.4) modszer

A
) m-

alaku linearis, a Bg becslés pedig a

(=]
fo?
~

i=1
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A CE ol k) L. 4 k.)
(3.3) g;fm - T 13 T 24 1

zdgy ky

(2 =1)

alaku nemlinedris hibabecsléseinek osztalyaba tartoznak.

Jeldlje G(Am) az A e:R,m médszer automatikus hiba-

becsléseinek osztalyat, Sa pedig a hozzatartozd lépésfe-
m

lezési eljarast. Legyen tovabba

(3.4) M _ = {(a5, S, ) U (By, G(Ay)) | Ay e le : §=1,...,m},

J

A

azaz Uq,m a legfelebb m-pontos Runge-Kutta médszerek automa-
tikus hibabecsléseibdl és a lépésfelezésbdl 4116 mdédszerosz-
taly. Az M e.}tm moédszert egy (p, r) széamparral jellemez-
hetjik, ahol p = p(M) a Runge-Kutta mdédszer rendje, r = r(M)
pedig az automatikus hibabecslés vagy a lépésfelezés rendje.

(A lépésfelezés esetén r=p+1.)

3.2 DEFINICIO: Ha az M eiAlh médszer hasznalata lépésenként

K(M) szamu fliggvénybehelyettesitést igényel, akkor a K(M)

szamot az eljaras kdltségfiiggvényének nevezzik.
Megjegyezziik, hogy M = (Am, gf ) esetén

(8:5)

IA

A
m< K(M) €£m + k(g%fm),

a (3.2) - (3.3) alaku becslésekre specialisan

(3.6) K(M) = m



és ha M= (A, S, ), akkor

(31 7) K(M) = m +

Ny

Tekintslik most a kdvetkezd problémat (II. Hipotézis).

PROBLEMA (® ): Szamitsuk ki egy adott x > X, (x eI

pontban az (1.1) probléma k6zelitd megoldasat a

(3.8) ||Tn(xn, h|l se (x € [xo, x])
feltétel mellett.

A
A (3.8) feltevés a é;fm e G(Am) becslés haszndlata

esetén a
IAm
(3.9) |}€}f (x , yr h)||s e (x, € [x_, x])
feltétel, SA hasznadlata esetén pedig a
m
(3.10) ||Tn(xn, h )[| < e(1 + o(h))

perturbalt feltétel kirovasat jelenti (e = c hp+1). A

2
(3.10) perturbacié a II. Hipotézis

(3.11) llenll < c e(1 + o(h))

alaku perturbacidéjat vonja maga utan, amely azonban alkalmas

cx > ¢ konstanssal
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o
(3.12) [le || = ™ ¢

alakra hozhatdé. Igy a (3.10) perturbacidé hatasatdl eltekint-

hetiink, mert a II. Hipotézisben nem okoz szerkezeti valtozéast.

Jeldlje n(M, €) azt a minimdlis lépésszamot, amely az
M e.ﬁtm. médszer haszndlata esetén a j? probléma megoldasa-

hoz szilkséges.

Célunk a szamitasi Osszkdltségek minimalizalasa, azaz

(3.13) n(M, €) K(M) - min.

x
cP (m)+2

Ezért az|ftm halmazon a fliggvényosztalyra nézve

a k8vetkezd "rendezést" definialjuk.

3.3 DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az Ml e.}(m médszer jobb,
mint az M2 e ‘M‘m médszer (M1>'(' M2), ha az (A) feltétel
és fontossagi sorrendben a (D), (B), (C) feltételek valame-

lyike teljesiil, ahol
(1)

(A) M1 = (1) gf ) esetén
A1) -
g;fjl (x. y(x), h) - TX(x, h) # o(h )(p,=p(M;)).

2(2)
(B) j2 r, 9 p,+1
Hgf (x,y(x), W)|| 2qh “ (||T°(x, b)|| 2 g h “ ),g>0

esetén létezik &6 > 0 ugy, hogy
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(2)

n(Ml, €) K(Ml) = O(eé) n(M2, €) K(M2) (O<€Seo).
(C) K(Ml) < K(MQ)
a(2)

]
2
(D) Ha M2 = (A§2), é; £ 2); akkor

(2)
Aj2 5 p,+1
é;f (x, y(x), h) = T°(x, h) = 0(h )
Ha az M, becslés a lépésfelezéssel azonos, akkor a (B) feltétel

értelemszeriien a zardjelben levd kikStéssel mdédosul. A definicid

megindokolasat a kovetkezd szakaszban végezzilk el.

2. Optimalitési kritériumok

A
ElGszor a g; ;“ leképezés nagysdgrendi viszonyait vizsgaljuk.

r+il

A
Minthogy é;fm e cC , a leképezés eldall a

Y+l

A
(3.14) g,f‘“ (x, vy, h) = ¢(x, y) h¥ + o™t (x € 1)

alakban, ahol ¢ € Cl .

A (2.22) relacidé figyelembevételével vilagos, hogy

r>p+tl, o, P #O0 é&s h < h™ esetén

médszerhez tartozd képlethibat

(2) Ti(x, h) az Aguy

i
jelsli.
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A
{8.15) ”gfm Cxy w009, W] < Itz B3] »

illetve r < p+1, 9 # 0 és h < h® esetén

A
(3.16) G ™ (xp y(xy, W] > ||wcx, B)]] -

Ha pedig r = p+1 és

B +1
(3.17) Qf (x, y(x), h) - T(x, h) = o(hP™1) ,

A
akkor a T - Q\fm kifejezés az

1

m
Lo _ r- r
(8.:18) =% T hn [15 ¢y ki w(xn, yn) hn + O(hn)]

p-ed rendli egylépéses mdédszer ismeretlen képlethibadjaval egyenld,

amely tetszOleges nagy is lehet.

Ezzel a 3.3 Definicidé (A), (D) feltételeit megindokoltuk.

3.1 LEMMA: Legyenek M,, M, € J{n\ olyanok, hogy r; > r, és

2
teljesiil

p2+1

2 (||T*x, || =2 qhn )

G 2 | 2an
|1gf (x, y(x), || 2qn
pozitiv q szadmmal az I intervallumon. Akkor létezik § > O

ugy, hogy

(3.20) n(M, €) KM) = 0(e) n(My, e) KM,  (0<ese ).
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Bizonyitéas:

Az allitast csak az automatikus hibabecslésekre igazoljuk,
a lépésfelezés esetére ezzel analdg médon végezhetd el.

Tegyik fel, hogy léteznek c, di’d2> O szamok ugy, hogy

Agl) _
i 1
(3.21) || gf (%, vyr h )| < ch
és
al?)
*3 P : Ty *®
(3.22) a, h*xs ||gf (x,, vy » B[ <d, h © (x €1, hsh™).

A (3.8) illetve (3.9) feltételek alapjan a maximalis megenge-

dett lépéshosszakra a

L. -
1 _ “1fE
(3.23) h o = \/c

és a
o
2 _ “2f€
korlatokat kapjuk, ahol hmix az Mi modszerhez tartozd

maximidlis lépéshosszt jeldli (i=1,2).

Figyelembevéve hogy a (3.23) korlatot felsd becslésbdl kaptuk,

s o
2 1 1/€ .
> —-—
a valdésagban h ax = V/c . Ennek megfelelden

(3.25) n(Ml, g) <
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illetve
X = X
(3.26) n(M2, ) = —_— + 1
r ——
2[e
s
Innen
[x - x X - X
0 o)
= ol 1 rl — + 1
nmy, ) | \/E o NE
c (o)
n(M, &) ~r : = <
34 X = X, X - X
e e =
2 T
€ £
L Va, | d
1. al
a; r2__ r, r, I,
< (r + a2) \/e = (a1 £ + a, \/E).
vz
1 i 8 " =
A § = — - — > 0 valasztassal az
o T |

_ §
n(Ml, €) K(Ml) = 0(e") n(M2, €) K(Mz)

relacid nyilvanvaldan teljesiil. A tovabbiakban belatjuk, hogy

a mondott tulajdonsagu c, dl' d2 > 0 1létezik.

Minthogy

1)
Al r r. +1

I 1 1
(8:27) gf (x, y(x), h) = ¢o(x, y(x)) h + O(h )



A(2) 2 ) Y41
2

J
(3.28) Caf.2(x, y(x), h) = w2(x, y(x)) h < O(h )iy

ahol P15 @, e Cl , azért a 2.1 Tétel alapjéan
||(pi (x 0 y(x ) = 0,(x, yn)ll < e < % (i=1,2)

elég kicsiny h esetén. Innen mar kdvetkezik, hogy

Al i
1

J
[ | Cazf l(xn, ¥ hn)|| < 2 22; (||¢l(x, y(x))|| + €) h

es

A(.Q) Y,

1)
| ij 2 (s v b)) 2 5= min ([ ]o,(x, y(x)) -€)
xel

minden x €1 és h < h™ esetén. A megfeleld

c = 2 max (||¢l(x, y(x)) || + €)

xeI
r
d, = 13— min(llwz(x, y(x))|]| -¢)
xeI
d, =2 max(|[e, (x, y(x))|| + €)

xeI

valasztasokkal (3.21) és (3.22) nyilvan teljesiil.

3.2 LEMMA: Ha Ml’ M )

, € Vbtnl olyanok, hogy r, = r,(=r)

és létezik q,r 9, > O ugy, hogy
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AlD)

j
(3.29) ||gf Yk, yoo, m| 2 g W] |Thx, 0[] 2 g b

(i=1,2), akkor taldlhatdék olyan A, B > O konstansok,

amelyekre
n(Ml, €) K(Ml)
<
(3.30) B =< n(Mz, ) K(M2) <A (O<e$€o)
Bizonyitéas:

Ismét csak az automatikus hibabecslésekre igazoljuk az alli-
tadst. Az eldz3 lemma bizonyitdsdban mar lattuk, hogy létez-
nek c;, ¢, dl' d2 > 0 szamok ugy, hogy

AlD)

j
T ' i r »
(3.31) c; h¥ = || gf (x_, y,» h || < a; h¥ (x eI, hsh™)

i=1,2 esetén. Innen a (3.9) feltétel alapjan addédik, hogy

X = X X = X
—r——+ 1< n(Mi, £.) < —r—:—+ 1 (1=1,2 ).
\/&= \/e_
4 dy
Az egyenldtlenségekbdl kapjuk, hogy
X = X
w i s
c. n(M,, €) X - X E
1 17 o) d
- (M €) e T . x - x_ '
* xo BLBgr € o
+ 1 T
r i i
S,

ahonnan lathaté, hogy léteznek alkalmas A’, B’ > O konstansok,



amelyekre

teljesil. Q.e.d.

A most igazolt lemmdk alapjan mar kdnnyen megindokol-
hatjuk a 3.3 Definicidé (B) és (C) feltételeit.
A (B) feltétel lényegében azt jelenti, hogy a két mbédszer

szamitadsi OsszkSltségére

(3.32) n(M,, €) KM )KL n(M,, €) K(M,) (O<ese ),
pontosabban

n(M,, €)
(3.33) m +* O (e » 0)

teljesiil. Vilagos, hogy ilyen esetben az My médszert tekint-

jik jobbnak.

Amennyiben a két becslés rendje azonos (r, =r,), és ezek

1
8sszehasonlithatdk /[teljesiil rdjuk a (3.29) feltétel/, akkor
a két médszer szamitdsi Osszkdltsége - egy konstans szorzdtdl
eltekintve - lényegében azonos. Az, hogy adott j? esetén
melyik mbédszerre kisebb n(Mi, €) K(Mi), csak akkor ddnthetd
el, ha mindkét mdédszerrel megoldjuk a i? problémat. Ezért

a két mdédszer koziil azt részesitjiik eldnyben, amelyikre K(Mi)

kisebb. Ez a valasztds olyan konvencié, amelyet a [12] dolgo-

zat eredményei, a gyakorlati tapasztalatok, valamint a
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II. Fejezet 3.c/ pontjdban vazolt torekvések kellden megin-

dokolnak.

Megjegyezzilk azonban, hogy a skalar esetben (2= 1) az

m=p=1, 2, 3, 4 paraméterekhez léteznek minimilis képlet-
hibaf&taggal rendelkezd Runge-Kutta képletek ([17]).
Ezekre a fenti kérdés, csak a lépésfelezést tekintve, nyilvéan

eldénthetd.

Amennyiben K(Ml) = K(MQ), B, = és mindkettdre teljesiil

1 2
az (A) feltétel, a két médszert azonosnak tekintjiik.

3.1 TETEL: Legyen m* euﬁw“ olyan becslés, amelyre

M* = (A%, s ) és p(M") = p®(m). Akkor tetsz&leges M eM

e
A .
becslés M akkor &s csak akkor jobb, mint az M® moédszer,
ha
By

(1) M € (Aj, CJ £ ) esetén

By p(M)+2

Q)f (x, y(x), h) = T(x, h) = o(h by
(II) K(M) S m + ’-‘2"'—1
és
(III) p(M) = pr(m).
Bizonyités:

A feltételek sziikségességét az (A) feltétel, a 3.1 Lemma,
a 3.2 Lemma és a (C) feltétel adjadk. Az elégségesség a 3.3

Definicidé alapjan nyilvanvald.
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Az m =min {j | pT (§) = p(M)} és
m* =min {j | p~ (j) = p (m)} jeldlésekkel a fenti tételt

a kbvetkezOképpen élesithetjiik.

3.2 TETEL: Legyen M** edlm olyan, hogy M = (Ax:x ' SAxx )

m x=
m

és p(Ax:x) = px(m). Akkor tetszdleges M e;M.m becslés
m
akkor és csak akkor jobb, mint az M modszer, ha az

(1), (III) és

.4
cxr™) K(M) €< n® + 1 ;1

feltételek teljesiilnek.

Bizonyitéas:

Az allitas az eldzdhdz hasonldan lathatd be.

Megjegyezziik, hogy a (III) feltétel miatt mo=m .

A feltételek egymashoz vald viszonyat vizsgaljuk.

3.3 TETEL: Az (I), (IIT) é&s (III) feltételekre fennall,

hogy

(1) #>(II™), (II7) $>(I), (I) #+>(III), (III) +>(I).

Bizonyitas:

6, p(M) =4, K(M) = 6 és teljesiil (I).

England képleténél m

Merson médszerénél m 5, p(M) =4, K(M) = 5 és (I) nem

teljesiil. Ezért England médszere az elsd és harmadik, Mersoné
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pedig a masik két relacidét igazolja.

3.4 TETEL: Ha M € (Am, G(Am)) valamely Al e]R,m médszerre

és K(M) =m, akkor 1 <m < 9 esetén
(3.34) (III) +>(I117).

Bizonyitas:

Tekintsilk az alabbi tablazatot, amelynek alapjan az allitéas

kdnnyen ellendrizhetd.

m=K(M) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p(m) 1 2 3 4 4 5 6 6«
K(M™) 1 2,5 4 5,5 5,5 8,5 10 .10 . 13

3.5 TETEL: Ha M € (A, G(A_)) (A_ ejz,m) és K(M) = m, akkor

a (IIx) feltétel fennallasabdél a

(3.35) p(M) = p(m) (m=1,2,3,5,6)
és
= ®
(3.36) p (m) - 1< p(M) £ p (m) (m=4,7,8,9)

relacidk fenndllasa kdvetkezik.

Bizonyitas:

Az allitas a fenti tédblazat alapjan kdnnyen ellendrizhetd.
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A 3.4 - 3.5 Tételek egyszerii kbvetkezménye a

3.6 TETEL: Ha M€ (A, G(A)) valamely A_ ef&lm

Runge-Kutta médszerre és K(M) = m, akkor m=1,2,3,5,6 esetén

-

a (II%) és (III) feltételek ekvivalensek.

Ha az egész JLm médszerosztalyt a természetes mdédon

adodo
(3.37) K(M) < R(M®%)

k6ltségkorlat mellett vizsgaljuk, akkor kapjuk, hogy

M b:Mxx <=>{(I), (III)}. Ha pedig az
(3.38) M_(p) = (MmeM_ | p(m) = p}

médszerosztalyt vizsgadljuk rdgzitett p rend mellett, akkor

az (I) és (II") feltételekhez jutunk el.

A most igazolt tételek lényegében azt mondjak ki, hogy

M€ (Am, G(Am)), K(M) = m esetén a két felfogads azonos, ha
m=1,2,3,5,6 és altaldban a masodik felfogas enyhébb megszo-

ritdsokat jelent mint az elsds.

3. Optimalitasi tételek

Jeldlje GL(Am) az A € Elm moédszer (3.2) alaku linea-

ris hibabecsléseinek a halmazat és legyen

L _ L 1 .
M= (g, 5, YU (A, 67 | A eR s 3=1,...m)

J

A
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A tovabbiakban kimutatjuk, hogy a most definidlt vu.; mod-
szerosztalyban a lépésfelezés optimdlis eljaréds abban az ér-

telemben, hogy minden M G\}L; moédszerre

(3.39) M#M’“‘

b3 _ I
(3.40) M)fM >{M = (Amxx, Sp xx) , p(M) = p(m)}
m

valamely Amxx ej@( - moédszerre.

m

xR

3.7 TETEL: Az ukLk mbédszerosztélyban az M médszer opti-

malis.

Bizonyitéas:

Az allitast a 3.2 Tétel alapjan igazoljuk. Allitasunkkal

ellentétben tegyiik fel, hogy létezik M e\}(; ’

J
M= (Aj, h I di ki) becslés ugy, hogy mr g j < m,
i=1
p(M) = p"(m) és teljesiil (I). Akkor az
J
(3.41) Youpq, ™ Ty = h 151 (ci - di) ky

médszer rendje legalabb px(m) + 1, ami ellentmondas.

Masrészt az m definiciéja miatt nincsen olyan

M = (Aj, SX ) e\}L; lépésfelezés, amelyre
J

(3.42) K(M) < K(M®®), p(M) = p™(m)

teljesiil. Ezzel az &allitast igazoltuk.
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A most bizonyitott &llitasndl egy lényegesen erdsebb
allitas igaz az uq_m %X VM’m-l moédszerosztalyra (MM'£ az lres-

halmazt jelsli).

3.8 TETEL: Az M!I;" \ \)Lllr“_l médszerosztdlyban 1 < m < 6

esetén az
My M, <= {(D), (11}

rendezésre nézve a lépésfelezés optimdlis.

Bizonyitas:

Minthogy K(M) = m, a 3.6 Tétel alapjan az allitas az eldzd
tétel kovetkezménye m=1,2,3,5,6 esetén.

Az m =lu esetben a 3.5 Tétel a 3 < p(M) £ u4 korlitot
adja meg. A 3.7 Tétel miatt p(M) = 3 kell, hogy legyen.

Ha tehat létezik a lépésfelezésnél jobb linedris M becslés,

akkor az
n
LR=sa) Yn#1 = ¥n T Pp I O Ky
=1
moédszer harmadrendi, az
I
(3.44) iy = ¥ B iEl(ci - d;) ky

negyedrendii médszer volna. Kis Otté kimutatta [27] -ben,

hogy ez nem all fenn. A tételt ezzel igazoltuk.
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A most igazolt tételek k&vetkezményeképpen kimondhat-
juk, hogy a lépésfelezés jobb, mint a Merson, Zonneveld és
England féle médszerek. A Scraton médszerrdl mar korabban

kimutattuk, hogy nem teljesiti az (I) feltételt.



FUGGELEK

l. Numerikus példak

Zonneveld (2.35), England (2.39) és Scraton (2.51) mdédszerét

szamitdgépen (ODRA 1304, CDC3300) is vizsgaltuk az

(a) y' = x° v y(6) =0 ;
(b) y' =y r y(o) =1 ;
(c) y’ = = LE%lE ¢ Y(2) = 1;
(4) y' = 28cos 2x = 42sin 42x - cos X - 20x21 r y(o) = 0 ;
(e) y’ = cos x(y + sin y) , y(o) =1 ;
e y' = 5i—i3Xi y y(1) = 1;
Xy

prébafeladatok segitségével. Allandé h = 0,1 1épéskdz
mellett kapott eredményeinket a k&vetkezd téblazatok tartal-

mazzak

Médszer Feladat A mutatott hiba: A tényleges hiba:

A
m
gf (xor yor h) T(xol h)
(a) 0.0000250000 0.0000000000
(b) 0.0000045833 0.0000000847
(c) 0.0000133660 -0.0000022760
Zonneveld

(a) -7.3688987238 0.3166208209
(e) -0.0001302841 -0.0880196772

(£f) -0.0004881191 -0.000003344Y
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Médszer Feladat 2 Mutatott hiba: A tényleges hiba:

A
gfm (xgr Ygr h) T(x_, h)
(a) 0.0000000000 0.0000000000
(b) 0.0033090u458 -0.0035874153
Bagland (c) 0.0640368637 -0.0000029258
(d) -0.3463401627 0.3166208209
(a) 0.0000001303 0.0000000000
(b) 0.0000000183 -0.0000000194
(e) -0.0000011511 ' 0.0000009808
Scraton (d) -25.7214927797 0.0190249966
(e) 0.0000003134 -0.0880216967
(£) -0.0000005393 0.0000000701

A mutatott és a tényleges hiba k&zti eltérések az eddigiek
alapjén nem tul meglepdek. Megjegyezzilk azonban, hogy az
(e) feladat arra a ritka esetre példa, amikor r < p

A
esetén ||€; fmll < ||T|| teljesiil.

2. Programok

K6z81jiikk az eldzd pontban vizsgalt algoritmusok FORTRAN

programjait.

Az eljarasok paraméterei:
X0 az X kezddpont
YO az yg kezdeti érték

H a h lépéskdz
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Y1 az vy, k6zelitd megoldas az X, = x  + h pontban

G az eljaras mutatott hibaja

Az f fliggvény szubrutinjat FGV(X,Y) jeldli.

A programok a k&vetkezdk:

SUBROUTINE ZONNEVELD (XO, YO, Y1, H, G)
Al = FGV(XO, YO)

A2 = FGV(XO+0. 5%H,Y+0.5%H=Al)

A3 = FGV(XO+0.5xH,Y+0.5xH®A2)

Ak

Il

FGV(XO+H,Y+H%A3)
A5 = FGV(XO+0.75%=H,Y+H=(5.%A1+7.%A2+13.%A3-A4)/32.

Yl = YO+H=(A1+2.%(A2+A3)+AL4) /6.

G = 2.wHx(-A1+3.%(A2+A3+A4)-8.%A5)/3.
RETURN
END

SUBROUTINE ENGLAND (XO, YO, Y1, H, G)

Al = FGV(XO,YO)

A2 = FGV(XO0+0.5%H,YO+0.5xH=Al)

A3 = FGV(X0+0.5%xH,Y0+0.25%(A1+A2))

Ay = FGV(XO+H,YO-H%(A2-2.%A3))

A5 = FGV(X0+0.66666666666%H,YO+H®(7.%A1+10.%A2+AL) [27.

A6 = FGV(XO+0.2%xH,YO+H%(28.%A1-125.%A2+546.%A3+54 .2A4~-378.%A5)7?
/625.)

Y1 = YO+Hm(Al+u.%A3+A4) /6.

G = H®m(y2.®A1+224.%A3+21.%A4-162.%A5-125.%A6)/336.

RETURN

END
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SUBROUTINE SCRATON (XO,YO,Y1,H,G)

Al

FGV(X0,YO)

A2 = FGV(X0+0.22222222222%H,Y0+0.22222222222%H%A1)

A3 = FGV(X0+4+0.33333333333%H,YO+H%(A1712.+0.25%A2))

A4y = FGV(XO+0.75%H,YO+H%(69.%A1-243.%A2+270.%A3)/128.)
A5 = FGV(X0+0.9%H,YO+Hx(-0.3105%A1+1.8225%A2-1.1016%A3+
+0.4896%AYL))

Yl = YO+H%(17.%A1/162.+81.%A3/170.+32.%A4/135.+250.%A5/1377.)

Q = -A1/18.+27.%A3/170.-4.%AL4/15.4+25.2A5/153.
R = 19.%A1/24.-27.%A2/8.+57.%A3/20.=4.%A4 [15.
S = Au-Al

G = -H=Q=R/S

RETURN

END



(x, h)

px(m)
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JELOLESEK

az f2-dimenzids euklideszi tér

norma az R® téren

az (1.2) egylépéses médszert meghatirozd
novekmény fliiggvény

az (1.1) probléma elméleti megoldasa
az (1.2)médszer (1.1) problémara vonatkozd
képlethibaja

az m-pontos RK mdédszerek maximalis rendje

a k-szor folytonosan differencialhaté fliggvények
osztalya

lipschitz konstansok

az f fliggvény értelmezési tartomanya

alappont
az (1.1) probléma k&zelitd megoldasa az X
pontban

lépéshossz

az (1.2) mbédszer (1.1) problémara vonatkozd
globalis hibaja az X pontban

a (2.8) probléma elméleti megoldéasa

az (1.2) mdédszer (2.8) problémara vonatkozd
képlethibédja

az (1.2) mbédszer (2.8) problémara vonatkozd

globalis hibaja az Xk pontban



p(M)

r(M)

K(M)

n(M, €)

Ti(x, h)

..SO_

a T(x, h) képlethiba fdtagja (fdhibafiiggvény)
az m—-pontos RK mdédszerek halmaza

az Ztm osztaly eleme

az Am moédszer automatikus hibabecslése

A
a g;fm hibabecslés k&ltsége

az Am médszer automatikus hibabecsléseinek
halmaza

automatikus hibabecsléssel és lépésfelezéssel ki -
egészitett legfeljebb m-pontos RK mdédszerek
osztalya

az pﬁbm osztaly eleme

az M eljarashoz tartozdé RK mbédszer rendje

az M eljarédshoz tartozd hibabecslés rendje

az M eljaras lépésenkénti kOltsége

probléma

minimdlis lépésszam

a hibabecslés fotagja

az i-edik médszer (1.1) problémara vonatkozd
képlethibaja

az va osztdly részhalmaza
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jeldlt kivételével a sorozat kdtetei megrendelhetdk az
kényvtarédnal /Budapest XIII. Victor Hugo u. 18-22./



Jelen dolgozat az 5.9.3 sz. intézeti
téma keretében keriilt kidolgozasra.
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