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1. BEVEZETES

Az utébbi id6ben az egész vildgon eldtérbe kerult a nemlinedris
egyenletrendszerek kozelitd megolddsdnak a problematikdja. Ez annak
tudhaté be, hogy ezek a médszerek dltaldban csak nagyteljesitményi
elektrénikus szdmoldgépen alkalmazhaték a gyakorlatban, tehdt elmé-
leti vizsgdlatuk csak ezeknek a gépeknek a megjelenésével vdlt ido-
szeriUvé. Mivel a téma rendkivil szétdgazd és nagyon nehezen kezel-
heté, még nagyon sok kérdés maradt nyitva és egydltaldn nem sike-
rilt oz irodalomban semmi utaldst taldlni ezeknek o kérdéseknek a
tisztdzdasdara. Ilyen tisztdzatlan kérdés példdul a kovetkezd: Az
egydimenzids nemlinedris egyenletek esetében a polinomokat telje-
sen kiilon lehet kezelni a transzcendens egyenletektdl. A polinom
fogalmdat igen konnyen lehet n dimenzidra dltaldnositani és ezek-
nek az dltaldnositott polinomoknak a vizsgdlata nagyon sok érdekes
kérdést vethet fel és izgalmas eredményeket igér. tbben o témdban
mar van néhdny kezdeti eredmény, de ezek a gyakorlatban nem nagyon
haszndlhatéak. Az ebben a tanulmdnyban ismertetésre keriilé program-
csomagban az dltaldnositott polinomokat specidlisan kezeltik és a

programozdsndl erésen kihaszndltuk polinom alakjukat.

Egy méasik teljesen tisztdzatlan terilet a komplex gyokok kérdése.
A programcsomagban csak valés gydk keresésével foglalkozunk, de

készilt egy program komplex gyok keresésére is Newton-médszerrel.
A program komplex értéki kezdeti értékeket is keres a 'ewton-mod-

szer szdmdra.

Annak érdekében, hogy az iterdciés eljdrdsok numerikus viselkedé-
sérél értelmes képet alkothassunk igen nagy mennyiségi szamitast
kellene végrehajtani, amelyben a megoldandé egyenletrendszerek
dimenzid jdt szisztematikusan vdltoztatjuk és minden esetben nagyon
sok fajta kezdeti értékrendszerbdl indulunk ki. Bizonyos mennyisé-
gu szdmitdst végrehajtottunk 2,3,4 és 5 dimenzidra, egyes esetek-
ben tobb kezdetiértékrendszerb8l kiindulva, ezekbdl mdér le lehet
vonni bizonyos kovetkeztetéseket példdul arra vonatkozéan, hogy a
szédmitdsi hibdk hogyan befolydsoljdk a kilonbozé médszereket, de

ennél sokkal tobb szdémitésra lenne még szikség ahhoz, hogy a
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nyitott kérdéseket megvdlaszolhassuk. Tudomdsom szerint ilyen jelle-
gu kisérleteket, melyben elég nagyméretiy szdmitdst hajtottak volna
végre ahhoz, hogy mdar értelmes kovetkeztetéseket lehessen levonni,

még sehol a vildgon nem valdsitottak meg.

Ebben a tanulmanyban megprébdéltam Gsszefoglalni azokat az eljdra-
sokat, amiket nemlinedris egyenletrendszerekre eddig kidolgoztak,
konvergencidra vontakozé tételek és bizonyitdsok nélkul. A tétele-
ket és bizonyitdsokat a tanulmdny terjedelmi hatdrai miatt nem lehet
itt kozolni, az érdekldds olvasdé az idézett irodalomban megtaldl-

hatja a meglévd konvergencia eredményeket és bizonyitdsokat.

A tanulmény tartalmazza még a CDC 3300-as gépre USASI FORTRAN nyel-
ven irt nemlinedris egyenletrendszerek megolddsdra szolgdlé prog-
ramcsomag logikai diagrammjdét és leirdsét. A programcsomag részle-
tes kezelési utasitdsa a CDC 3300 Felhaszndldéi ismertetdk 6. szé-

mdban taldélhaté meg.

Az utolsé fejezet a programcsomag kiprébdldsakor kapott szdmitdsi

eredményeket tartalmazza.

A nemlinedris egyenletrendszerek megolddsi médszereinek egy teljes
uj osztdlydval, pontosabban azokkal a médszerekkel, amelyek dltaldno-
sitott inverzeket haszndlnaok, itt egydltolén nem foglalkozunk, mert

a programcsomagban ilyen eljdrést nem épitettink be.
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2. NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASARA SZOLGALO ITERACIOS
MODSZEREK ATTEKINTETESE

Fx =0 alaku egyenletrendszerek megolddsédval fogunk foglalkozni,
ahol F:DCR"— R" alaku leképezés, tehdt olyan leképezés, ami az
R" tér egy D résztartomdnydt az R" térre képezi le, xER".

Egyenletrendszerinket koordindtdk segitségével a kidvetkez8képpen

lehet leirni:

fl (xl,xz, % b xn) =0
f2 (X1rXpr +ee xn) = 10

fn (Xl,X2, e e xn)=0

ahol fi valamilyen tetszéleges fuggvénye a vdltozédnak. Az ilyen
egyenletrendszerek megoldésé:a 4ltaldban iterdcidés médszereket
haszndlunk. Iterdciés médszernek a kdvetkezd tipusu eljérésokat

nevezzik:

Felvesszik az x" megolddsnak valamilyen x°C R" ismert kozeli-
tését. x° segitségével valamilyen algoritmussal kiszémitottunk egy
xl pontot, stb. Ha az xk pontot mdr kiszdmitottuk, akkor ennek se-

k+1
X

gitségével szémitjuk ki az ~eket. Azt mondjuk, hogy az ite-

rédciés médszer konvergdl, ha
lim{ xk} = x"
k > 0o
tbben a részben 4t fogjuk tekinteni a nemlinedris egyenletrend-
szerek megolddsdra szolgéld iterdciés médszereket, tehét azokat az

algoritmusokat, amelyek hasznélatosak arra, hogy az XK kdozelités-
b6l megkaphasszuk az xk+l kozelitést.
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2.1 Newton-médszer és annak bizonyos varidcidi

Az egy dimenziés Newton-médszer dltalanosan ismert, de a tobb
dimenziés dltaldnositds kedvéért roviden osszefoglaljuk a lényegét.
Legyen f egy egy ismeretlenes valés fuggvény, és legyen x> egy
gyokhelye. Akkor az un. pdrhuzamos hurok médszere abbdél 4l1l, hogy

az x* valamilyen x® kozelitésénél az f figgvényt az

1(x) = o((x-xo) s f(xo)

linedris fuggvénnyel helyettesitjik, valamilyen X # 0 megfele-
1l8en vdlasztott hajldsszoggel, és ennek a linedris flggvénynek az
xl gyckét vesszik a kovetkezd kozelitésnek. Ha ezt az eljdrédst

folytatjuk, akkor a kdvetkezd iterdcids eljdrdast kapjuk:

e R kit O, I D

Most ha X -nak az f'(xk) -t vdlasztjuk, akkor kapjuk meg az egy

dimenzids Newton-mdédszert.

A pdrhuzamos hurok médszerét ki lehet terjeszteni az F:DCR"- R"
fuggvényre, ha X-t egy konstans, nem-szinguldris A mdtrixszal
helyettesitjiuk. Ennek megfelelden @z n-dimenzids pdrhuzamos hurok

médszerét az

k+1 k
X

=x = A k

=L g% k=0,1,...

iterdciés képlet definidlja, chol x* az R" n-dimenziés vektor-
térnek egy eleme.
Ez az iterdciés képlet equivalens azzal, hogy az F-et az xk

helyen az

ka = A(x-xk) + ka

affin fuggvénnyel helyettesitjuk és xk+l-et egyenldvé tesszik

az kad) linedris egyenletrendszer egyetlen megolddsdval.
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Geometrialilag ez azt jelenti, hogy xk+l a

& k k

jéi aij(xj'xj) + fi(x ) =0, i=1, és¢, N

n-dimenziés hipersikok metszete az Rn+l térben az x=0 hipersikkal.

A fenti iterdcié alkalmazdsdnak a kritikus pontja természetesen az
A métrix megvélasztdsa. Ha az egy dimenzids Newton-médszer n-di-
menzidéra valé dltaldnositdsdt akarjuk megkapni, akkor annok analé-
gidjéra A-t F’(xk)-nek kell megvdlasztani, ahol F’(xk) az F
leképezés Gateaux (vagy roviden G) derivdltja az x  pontban.

Az F leképezés Gateaux derivdltjdt a kdvetkezéképpen definidl juk:
Definicid:
Egy F:DCR" =+ R" leképezés Geteaux derivélhaté a D tartomdny egy
x belsd pontjdban, ha létezik egy

A€ L(R",R")
linedris operétor ugy, hogy bérmely. hER" -re

lim (1/t) Il F(m:h) - Fx=tAh [|= 0
et 0

Az F’(x) G-derivdljat a kovetkezbéképpen lehet eléallitani az

F fl,fz, R fn fuggvény komponenseinek a segitségével:

Legyen A (oij) és h-t ugy vélasszuk meg, hogy legyen egyen'o
e -vel azaz azzal a vektorral, amelynek minden koordindtéja O
kivéve a j-ediket, amely l-gyel egyenld, akkor a definiciobo! ko.
vetkezik, hogy

; : j N
ttmo(l/t) | £, (x+te)) - Fi(x) - toy; | =0,

teh4dt mindegyik fi-nek léteznek az x pontban a parcidlis derivalt
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jai és, hogy

of; (%)

a.f.(X)=—_ =0-;, i’j=l, nco,n
j i 13

ngj

Ezért az F( x) matrix reprezentdcidja az ugynevezett Jacobi-féle

métrix,
/alfl(x Jeon @n F1(*)

i) = élfn(x) anfn(x)

Az A mdtrix megvdlasztédsa a kdvetkez8 okokbdl a legtermészete-
sebb: az A mdtrix megvdélasztdsdnak egyik feltétele az, hogy a ka-
pott iterdcidé legaldbb lokdlisan konvergens legyen. Ez azt jelen-
ti, hogy ha x° megfelelden kdzel van az Fx = O egy x™ megolddsd-

hoz, akkor

lim xk = x™ legyen.

k0o

cnnek szikséges és elégséges feltétele, ha F’(x) létezik, hogy
-1 =, 7
6=P<I - A7 Fr(x )) <1 legyen,

ahol £ az A métrix spektrdl sugardt jeloli. Még azt is meg lehet
mutatni, hogy minél kisebb ez a b , anndl gyorsabb a konvergencia.
Ebb8l vildgosan ldtszik, hogy A optimdlis megvdlasztdsa az

A = F’(x“). De mivel F’(x*) -ot nem ismerjik, A-t ugy vdlasszuk
meg, hogy lépésenkint vdltozzon és ££2 Ak=F’(x*) legyen.

A Newton-féle iterdciés médszer fontossdga abban a tényben rejlik,
hogy F-re vonatkozé bizonyos természetes feltételek mellett a

kovetkezd alaku becslés érvényes ra:

[ P TR T
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feltéve, ha xk megfeleléen kdzel van az x* megolddshoz. Ez azt
jelenti, hogy a (k+1) -edik hiba a k-adik hiba négyzetével ardnyos,
tehdt a konvergencia igen gyors, ha mér xk kozel van az x™ me g=-
oldéshoz. Ez az ugynevezett "négyzetes konvergencia" tulajdonsdga

a tobbi iterdciés médszernek mdr 4ltaldban nincs meg, tehdt ezért,
és az iterdcid egyszeriisége és elegancidja miatt o Newton-médszer
a nemlinedris egyenletrendszerek megolddsdnak leginkdbb tanulmé-

nyozott és legjobban kifejlesztett médszere.

Annak ellenére, hogy a Newton-médszer elméletileg a legvonzébb tu-
lajdonsdgokkal rendelkezik, a gyakorlatban néha nagyon bonyolult
végrehajtani. Minden lépésben meg kell oldani egy nxn -es line-
dris egyenletrendszert, ami ha nagymérety feladatrél van szé, igen
nehéz dolog lehet. A mdsodik és nagyobb nehézség pedig abban 4ll,
hogy minden iterdciés lépésnél ki kell szémitani az egyenletrend-
szer Jacobi métrixdnak n2 komponensét, és ezért hacsak a parci-
Glis derivdltoknak nincs valami nagyon egyszeryU fuggvény alakja,
ezt jobb elkerilni., Ezért a Newton-médszert leginkdbb olyan ird-
nyokba prébdljék médositani, ahol nem kell explicit formdban eld-
dllitani a Jacobi mdtrixot. A legegyenesebb Ut F'(x) kiszémité-
sdnak elkerilése felé, hogy a parcidlis derivdltakat differencia
hényadosokkal kozelitjuk. Kétféle differencia kozelitést haszndl-
nak a leggyakrabban:

n -1
a./ O;f; (x)(1 / hy5) [fi(x+g;ik)_ fi(x+351hikek)] :

7

b./ 3 ,F; (x)=(1 / hy5) [}i(x+hijei) s fi(xi]

ahol h;. adott diszkretizéldsi paraméter, e) pedig a j-edik

egységvektor.

Tehét o Newton-médszer a legkézenfekvébb dltalénositdsa a kovet-
kez6 iterdcids eljdrds:
Ha hERP egy paraméter vektor és Aij(x'h) jeldli a ajfi(x)

parcidlis derivdlt valamilyen kdzelitését, ami kielégiti a
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lim0 Aij (x,h) = ajfi(x) " 10 2L, svewy O

h >

osszefiggést, akkor ha J(x,h) -val jeldljuk a s (x,h ) diffe-
rencia matrixot, akkor az

eFl = %6 - I ) L BK ks 0.0 aeu
X

iterdcidés eljdrdst diszkretizdlt Newton-médszernek nevezik,

A hij - k széméra a legegyszeriibb vdlasztds hijEE h. Ekkor meg
lehet .wutatni, hogy a konvergencia sebessége linedris lesz. Ha
meg okarjuk kozeliteni o Newton-médszer gyors konvergencidjat,
okkor ennek szUkséges feltétele az, hogy 1lim hk =0 legyen.
£zt sokféleképpen el lehet érni, példdul 5§;T3hogy hk -t
Xk h -nak vélasztjuk valamilyen fix h-val és a XL} sorozatot
pedig ugy vdlasztjuk meg, hogy lim Xk = 0 legyen.

k >00
A legérdekesebb médszereket akkor kapjuk, ha a hk-kat az iterdlt
értékek valamilyen figgvényeként 4llitjuk el8. Ennek a megvdlasz-
tédsi médnak az egyik legérdekesebb esete az un. Steffensen-médszer,

amelyrdl a szeld8 médszereknél fogunk részletesen beszélni.

A Newton-médszerre dltaldban nem teljesil az un. "norma-redukdlé"

tulajdonsdg, azaz hogy
ISR k=0,1 ,...,

valamilyen R" -beli normdban.

Nagyon érdekes varidcidit kaphatjuk meg a Newton-médszernek akkor
is, ha az iterécids képletet 4talakitjuk olymédon, hogy ez a tu-

lajdonsdg teljesiljon. Példdul a legegyszeribb médositds a kovet-
kezd lehet:

(KFL o - F’(xk)-l Fk y k = 0,1, aes ;

ahol az W szorzékat ugy vdlasztjuk meg, hogy a normaredukdléd
tulajdonsdg tel jestljon. Meg lehet adni elégséges feltételeket
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az egyenletrendszerhez, hogy ilyen O | -k létezzenek, de ezekkel
itt nem foglalkozunk.

Egy mésik ilyen médositds a kovetkezd lehet:

N . 1]'1 Fxk | k=0,1, ...,

Itt a ?\k paramétereket kell ugy megvdlasztani, hogy a
F’(xk)w‘-Ak I mdtrix ne legyen szinguléris még akkor sem, ha maga
az F’@k) szinguldris és még a norma redukdlé tulajdonsag is tel-
jestiljon. Ilyen jellegi mdédszer a Powell-médszer, ami tdrgyald-
sunkban fontos szerepet jdtszik és késébb részletesen fogunk vele

foglalkozni.

Szeld mdédszerek

Az n dimenziés szeld médszereket a legegyszeriibben ugy lehet
megkapni, hogy az egy-dimenzids szeld mdédszer n-dimenzidra vald
dltaldnositdsaiként tekintjuk Sket.

Az egy dimenzids szeld médszer lényege a kdvetkezd. Ismerjuk oz
f(x): O nemlinedris egyenlet valamilyen x™  valés gydkének egy
xk kozelitést. Akkor az xk+l ~edik kdzelitést ugy kapjuk meg,

hogy az f(x)-et az

k , ok k
1(x) =!:f(x + :k) - f(x):l i = W5 ()

linedris figgvénnyel helyettesitjik, és xk+l az 1(x) = C

linedris egyenletnek a megolddsa. Itt tulajdonképpen két fontws

esetet szokds megkUlonboztetni a hk megvdlasztasatél fuggder.

a./ e B xt , ahol X wvalamilyen fix pont. Ekkor kapjuk
meg az ismert regulo falsi médszert.
t

b./ hk = x'<-l - xk , ezt egy dimenzids szel8 médszernek nevezik.

Az l(x)tulqjdonképpen az f(x) linedris interpoldcidja oz xk és
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xk+hk pontok kozott. tzt az eljdrdst nagyon konnyl n-dimenzidra
4ltaldnositani. Egyszelen mindegyik fi’ i=l, ..., n komponens
feliletet egy olyan hipersikkal helyettesitjik, amely adott n+l
darab xk’j, j= Q.1 ; swez; B ponton &z fi -t interpoldlja az
xX pont kdrnyezetében. Azaz taolélni kell olyan a, vektort és
olyan CXi skaldart, hogy az Lix = C¥i + xTol affin leképezés

kielégitse az
j k,j ;
L x = f(x 1) , 3 =01 55+ @

Osszefiggést.

A kovetkezd iterdcids értéket, xk+l -et ugy kapjuk meg, hogy

ntl -beli hipersiknaok o metszésvonaldt vesszik

az x=0 hipersikkal, azaz xk+l az Lix =0, 3 581, eneiy B

ennek az n darab R
linedris egyenletrendszernek a megolddsa lesz.

Ez az dltaldnos szeld médszer, most az xk’] interpoldcids segéd-
pontok megvdlasztdsdatdl fiiggéen rengeteg killonboz6 médszert nyer-

hetiunk.

Annak érdekében, hogy az n-dimenziés szeld médszereket kicsit

részletesebben tdrgyalhassuk, két definicidra van szikségink.

1. Definicié

Bérmely n+l darab x°, ..., x" R" -beli pont dltaldnos hely-

) : 6
zetben van, ha az x -x) i j =1, ..., n vektorok linedrisan

figgetlenek.
2. Definicié

Legyen F:DC R" > R" , azaz F egy olyan leképezés, amely az
R" tér valamilyen D tartomdnydt a teljes R" térre képezi le
és tegyik fel, hogy az % — x"€ D pontok és az Fxo, een, Fx"

pontok dltaldnos helyzetben vannak.
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Akkor az

x° = - A—lo pontot,

ahol a és A kielégitik az
Ly . § D, s

. .8 7 ” . L) z . 0
osszefiiggést, alap szelé kozelitésnek nevezzik az x , ..., x =-re

vonatkozdan.

A mésodik definiciébél kovetkezik, hogy ahhoz, hogy kiszdmitsunk egy
alap szeld kozelitést, elSszor meg kell taldlni a-t és A -t,
amely kielégiti az o+ij = ij osszefiggést. chhez viszont meg
kell oldani a linedris egyenletrendszert a-ra és A-ra és utdna

meg kell oldani az oa+Ax = O linedris egyenletrendszert.

A tovabbiakban kiderul, hogy az o+Ax interpoléciés fiuggvény
explicit kiszdmitdsdra egydltaldn nics szikség. Két olyan alter-
nativ megfogalmazdst is fogunk mutatni, ahol csak egy linedris

egyenletrendszert kell megoldani.

a./ Wolfe-féle szelé formula

Legyenek az x°, ..., x" pontok és az Fxo, ..., Fx" pontok
dltalénos helyzetben. Akkor az alap szeld kozelités kielégiti

az
n

x° = Xz = Z:ijl
j=o0

osszefiggést, ahol a z = (zo, vees Z )T vektor az

) | Sete 1 T
F© Fyh z=(1,0, ..., O)

(n+l) X (n+l) -es linedris egyenletrendszer egyetlen megolddsa.
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b./ Newton-féle szeld formula

Vezessik be a kovetkezd operdtort:
n . n n
J ¢ DCR" X L (R") — L (R")

ahol L (Rn) az R" téren értelmezett linedris operdtorok
tere, R" X L (Rn) az R" és L (Rn) tér Descartes-szorzata,

és

J(xHy = (F (x + Hel)= Fx, ..., F (x + He™) - Fx>H'l

ahol, ha D az F értelmezési tartomdnya, aokkor

D, = {(x,H) [+ He*E D, £5 L, omes o 5 H nom szinguléris}

Legyenek az xo, veo, x" és Fx%,...,Fx" pontok éltaldnos
gy ’ ' ’ P

helyzetben, és legyen
H =(x - Ky pamy B xo)

Akkor J(xo, H) nem szingulédris és az x° alap szeld koze-

litést o kovetkezdképpen kapjuk meg:
x% = x° - J(xo, H)'l Fx°

Meg kell jegyezni, hogy ha bevezetjik a

M= (Fxl o P, wasy Fx"-Fx°) jelolést, akkor a
Newton-féle szeld formuldt a kdvetkezd alakban is irhatjuk:

-1

x> = x° = HP Fx®

Mindkét szeld formula megfogalmazdsébdl kovetkezik, hogy az
alap szeld kozelités kiszdmitdsdhoz csak egyetlen linedris

egyenletrendszert kell megoldani, és utdna ki kell szdmitani
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az x°, ..., x" vektorok egy linedris kombindciéjét. Mindkét

szeld formuldt igen egyszeriUen lehet bizonyitani, de itt nem
kozoljuk a bizonyitdsokat, mert ennek a tanulmdnynak csak a
méodszerek osszefoglaldsa a célja. A bizonyitdsok az [9] iro-
dalomban megtaldlhatdk.

A Newton-féle megfogalmazds segitségével most mdr leirhatjuk

az dltaldnos szeld médszert a kovetkezd igen rovid alakban:

L % = J(xk, Hk)-l s y k 20,1, «us
Hk = (xk’l - xk, v xk’n - xk)
ahol

k,o k

X =

A szeld médszereknek igen fontos problémdja az interpoldcids
segédpontok megvdlasztdsa.

Cgy igen egyszerU megvdlasztdsi méd a kdvetkezd:
x = X +(xj -xj)e, = Lo senp B (1)

Ekkor az dltaldnos formuldban szerepléd Hl< métrix a kdvet-

kezé alaku lesz:

: k-1 k k=1 k
Hk = diag (xl = XJyoeee g XU = X ),

tehdt egy olyan matrix, ahol a fédiagondlisban a fenti elemek

dllnak, az Osszes tobbi elem pedig O.

Ha a segédpontokat a kdvetkezd8képpen vdlasszuk:

)(k'j=xk+ i(x';_l— Xl;)ei, j=1121 eee, N (2)
is=l
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akkor az iterdcidés képletbe behelyettesitve, az igy kapott

n

=] n .
J(x,h) = by [F(x+ het)= Fx], ooy bt F(x+ L hiel) -
]:
n-1 j
F h.
(x +;£l i B

kifejezést, éppen a diszkretizdlt Newton-médszer iterdciéds
képletét kapjuk meg, a 2.1. paragrafusban a./ pont alatt

szerepld differencia kdzelitéssel.

Az eldbb emlitett esetekben a segédpontok csak az xk és

wbl  kezelit&etal fuggtek. Az igy kapott médszereket dlta-

ldban szekvencidlis két-pontos médszereknek nevezzik.

A segédpontok megvdlasztdsdnak még rengeteg érdekes esete
lehetséges, példdul meg lehet Gket ugy is vdlasztani, hogy

ne kettd, hanem tobb el6z6 kozelitéstdl figgjenek, vagy hogy
nem szekvencidlisan vdlasztjuk meg a pontokat, hanem valami-
lyen més kritérium szerint, példdul az eldz8 kozelitésekbdl
azt az n+l pontot vdlasztjuk, amelyekre IIijII a legki-
sebb.

Itt részletesebben még az (n+l> pontos szekvencidlis mdédszer-
rel foglalkozunk, mert ennek a megvdlasztdsi médnak nagyon

sok eldnyds tulajdonséga van.

Mint az elnevezésbdl is kovetkezik, az eld8z8 n+l kozelitést
valasztjuk interpolécids segédpontnak. tkkor minden uj iterd-
cids lépésben csak egyetlen uj helyen, a legutolsé kozelités
helyén kell kiszémitani a figgvényt, lévén hogy a tobbi pon-
tokban mdr az eldzé lépésekben kiszdmitottuk. Az elsd lépést
kivéve persze, mert akkor n+l pontban ki kell szdmitani a

fuggvényértékeket.

A mésik nagy szdmitdsi megtakaritds abbdl adédik, hogy a
médszer alkalmazdsa kozben fellépd linedris egyenletrendszert

csok egyszer, az elsd lépésben kell megoldani. tz a kdvetkezdk
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miatt lehetséges: A Newton-féle szelé formuldndl léttuk, hogy
az iterdcidés képlet a kdvetkezd alakban is irhaté:

k+1 = xk - H r~-l ka

X

ahol
= (o o h, el 2 kel eny g
[ o= (FxS = 0L, L, BT L pkeny

Akkor ha feltesszik, hogy a r“ és r1p+l motrixok
k=p, p+l -re nem 521ngularlsak és jeloljik a f“p matrix

sorait v% e V" -el, akkor

e e
p+ !
1+ vn(qp - qp-n)

ghol q* = Pt pxt 68 B az a matrix, amelynek a sorai
n 1 n-1

N oMy me g W .

A fenti képlet bizonyitdsa nagyon egyszeriy és egyszerien
abbdl kovetkezik, hogy az invertdlandé métrix minden lépés-~
ben csak egy didddal médosul, tehdét alkalmazhatjuk ré oz is-

mert Sherman-lMorrison féle formuldt.

L4tjuk tehdt, hogy az (n+l) ~-lépéses szeld médszer kdveteli
meg a legkevesebb szdmoldst, tehdt szédmitdstechnikai szem-
pontbél igen eldnydsnek ldatszik. Sajnos azonban igen instabil,
és semmilyen kielégité konvergencia eredményt nem lehet rd
bizonyitani. Ezzel szemben az el&zdekben bemutatott kétpontos
médszerek megdrzik a Newton-médszer alapvetd tulajdonsdgait

és nagyon j6 lokdlis konvergencia tulajdonsdgokat lehet rdjuk

bizonyitani.
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Végul bemutatjuk az iterdcidés médszereknek egy kevésbé ismert
osztdlydét, omelyek szoros kapcsolatban dllnok a szeld médsze-

rekkel. Ezek az un. Steffensen-médszerek.

Az egy dimenzidés Steffensen-médszer iterdcids képlete a kovet-

kezd:

Kl ko £ (<) . f(xk) ok
f(xk + f (xk)) - f(xk)

Ez az iterdcié nagyon érdekes, mivel megfeleld feltételek

0,1, sas

mellett ugyanugy négyzetesen konvergdl, mint a MNewton-médszer,

ugyanakkor nem szikséges hozzd a figgvény derivdltja.

Az iterdcics képletb8l észre lehet venni, hogy ez lényegében
azonos az dltaldnos szeld médszer iterdcids képletével
b = f(xk) helyettesités mellett. £bbél viszont azonnal adé-

dik az n dimenzidra szdld dltaldnositds.

Példdul o két pontos szeld mdédszer analdgidjdra, az elsd
fajta alappont megvdlasztdssal a kovetkezd Steffensen médszert

kapjuk:

)<k+l = xk - J(xk, ka)wl ka (3)

chol J azonos a szelé médszernél definidglt J leképezéssel.

Természetesen ugyanugy meg lehet kapni a megfeleld Steffensen
médszert a mésodik fajta két pontos alappont megvdlasztdsa-
hoz is, csak @ h.-k helyébe Fxt -t kell helyettesiteni

¥ = .1, ewas, N =Te.
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2.3. Altaldnositott linedris médszerek

Az eldzbekben leirt Newton és szeld médszerek egy ismeretlenes
nemlinedris egyenletre vonatkozé megolddsi médszerek tdobb dimen-
ziéra valé dltaldnositésai voltok. Ebben a részben olyan médsze-
rekkel fogunk foglalkozni, amelyek linedris egyenletrendszerek
megoldéséra valé iterdcidés médszerek nemlinedris esetre valé dlta-
lénositdsai. Ezeknek a médszereknek az az elénye az eldz8ekben
szerepld médszerekkel szemben, hogy lényegesen kevesebb a meméria
igényiuk, ugyanis nem kell minden lépésben megoldani egy linedris
egyenletrendszert, hdtrdanyuk viszont az, hogy nagyon ritkén, csak
egészen specidlis alaku egyenletrendszerekre konvergélnak, ponto-
sabban azokra az egyenletrendszerekre, amelyeknek a Jacobi-féle
métrixa kielégiti ozokat o feltételeket, amelyeket a médszer a
megfeleld linedris egyenletrendszer mdatrixdra elégséges felté-
telként megkdvetel. Példéul a Gauss-Seidel féle iterdcidéndl a
métrix fédiagondlisédban 4116 elemek abszolut értékének nagyobb
vagy egyenldnek kell lenni, mint a megfeleld sorban 4116 osszes
tobbi elem abszolut értékének Osszege, amig nagyon szigoru felté-

tel és nagyon kevés egyenletrendszernél teljesul.

A legismertebb iteréciés médszer az Ax = b alaku linedris
egyenletrendszerek megoldésdra a Gauss-Seidel féle mdédszer.

Ennél az eljdrds a kovetkezd:

Tegyuk fel, hogy az A egyitthaté matrix fédiagondlisdban 4116
Q. elemek kozUl egyik sem 0. Akkor ha feltessziuk, hogy mér

ismerjiuk az xk=( xt, Fax x: ) -adik iterdltat és az xk+l

’
vagyis a (k+l) -edik iterdlt elsé i-1-edik elemét, akkor a

k+l -edik iterdlt i-edik elemét ugy hatdrozzuk meg, hogy megold-
juk az 1 -edik egyenletet x; -re mint egyetlen ismeretlenre
ugy, hogy oz elsé i-l1l -edik ismeretlen helyére a (k+l) -edik
iterdlt mdr kiszdmitott értékeit az (i+l) -t6l n-ig lévé isme-
retlenek helyére pedig a k-adik iterdlt megfeleld értékeit
helyettesitjuk. Azaz megoldjuk a kdvetkezd egyenletet
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i-1 n
E:_ a..xk+l + 0 x. + E: oi.x% = b
j=1 1] ) j=i+l 1 4

k+1

x.-re és ez lesz x. .
i i

A médszer nemlinedris egyenletrendszerekre teljesen azonos ezzel,
azzal a kildonbséggel, hogy az egyismeretlenes egyenlet, amit min-

den lépésben meg kell oldani egy

o kel ! Lk N
g (%3 2 »%e 0 Xy 0 Rfe XKggy ¢ wwmy Xy

alaku nemlinedris egyenlet lesz.

A gyakorlatban a Gauss-Seidel iterdcié helyett egy fontos médosi-
tést szokds haszndlni, az un. successiv overrelaxdciés médszert,
vagy roviden SOR médszert, ami lényegében azonos vele, azzal a
k+1
X

médositdssal, hogy nem magdt az X megoldést veszi -nek,

hanem a kovetkezdt:
k k
X = X +(JJ(Xi - xi)

ghol az 1 &8 o & 2 valds szdmot relaxdciés paraméternek nevez-

zik, w = 1 -re az eredeti Gauss-Seidel iterdcidét kapjuk vissza.

A médszer végrehajtdsa kdozben adddé nemlinedris egyenlet megoldd-
sdra természetesen bérmilyen nemlinedris egyenletekre alkalmaz-
haté médszert vélaszthatunk. tnnek a mésodlagos iterdciés médszer-
nek a megvdlasztdsdtél fuggden igen sokféle SOR iterdciérél be-
szélhetink. Példdéul ha a Newton-médszert vdlasztjuk, megkapjuk az
SOR=-Newton iterdciét, stb.

Természetesen az elsddleges iterédcidé szémdra is tdbbféle dltald-
nositott linedris iterdcidé 4ll a rendelkezésinkre. Ezek kozul
még a Jacobi-féle iterdciérél fogunk megemlékezni itt és a Gauss-

Seidel iterdcié egy mdsik médositdsdérél a Seidel-médszerrdl.
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A nemlinedris Jacobi iterécié k-adik lépését ugy definidl juk, hogy
meg kell oldani o kdvetkezd alaku egyenleteket:

k k k k :
fi(xi, veer X{1 0 Xgs Xj4) v oveer X ) =0 i ® 1,25 sas; M
X. =re és xk+l = X i= ] n
i i ~ A B

Azaz megoldjuk az i-edik egyenletet x;-re, mig az Osszes tdbbi

x; értékét x§ nek tarkjuk meg.

A fent leirt Gauss-Seidel iterédciét ciklikus Gauss-Seidel eljdrds-
nak nevezzik, mert az fi=0 egyenleteket o természetes sorrend-
jukben oldjuk meg. Szokds még ugynevezett "free-steering" médsze-
reket is haszndlni, amelyekben az egyenleteket lényegében tetszd-
leges sorrendben oldjuk meg, példdul véletlen kivélasztéssal. Egy
mdsik eljdrds, aminek linedris egyenletrendszerekre valé alkalma-
zdsa mdr klasszikus, és Seidel-médszernek nevezik az, hogy azt az
egyenletet vdlasztjuk kovetkezdnek, amelyiknél a fuggvényérték a
legnagyobb. Ekkor az iterdcié k-adik lépése a kdvetkezdképpen

néz ki:

a/ Vélasszuk meg j-t ugy, hogy ,fj(xg>|§l fi( xk)I' 5 & Lowwes
b/ 0ldjuk meg az

k

vy xj-l 7 xj, xj+l’ cees X ): 0

egyenletet X;=ve és most legyen

xk+l = xk +c~>(xj - x?) ej

Meg kell jegyeznink, hogy a fenti eldirdsoknak csak akkor van
értelme, ha a megoldandé egyenleteknek csok egyetlen megolddsuk
van a keresett gyok kozelében. Azonban lehet F-re olyan feltéte-
leket adni, hogy ez a szUkséges feltétel teljesuUljon. Természe-
tesen ezek a feltételek nem elégségesek ahhoz, hogy az iterdciés
médszer konvergdljon is. Azt is meg kell itt még jegyezni, hogy ha
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mésodlagos iterdcidénak a Newton-médszert vélasztjuk, akkor elve-
szitjuk azt az el8nyt, hogy nem kell kiszdmitani a parcidlis deri-
valtakat. Ezért a gyakorlatban el8nydsebb valamilyen olyan egy-
dimenzids médszert vélasztatni az egyenletek megolddsdra, amelyik
nem hasznélja a fuggvény derivdltjét, tehdt pl. szeld médszert,

vagy a Steffensen-médszert.

2.4. A gradiens-médszer és médositdsai, és q Powell-féle hibrid médszer

Az itt kovetkez8 médszerek kdonnyebb tdrgyalédsa céljdbél tegyuUk fel,
hogy a tovdbbiakban olyan iterdciés médszerekrél fogunk beszélni,

amelyek a kdvetkezd alakba irhatdk:

xk+l = xk - Hk ka tk'

ahol HK olyan nxn-es mdtrix, amit az alkalmazott médszer hatdroz
meg, a Newton-médszernél példdul Hk= F’(xk) roty pedig skaldrfak-
k+l-t6l, de nem feltétlenil. Ha t fuggetlen

-t81, okkor az értéke rendszerint 1, mint példdul a Newton-

tor, ami fugghet Fx
F k+1
X

médszer esetében, ha figg, akkor dltaldban ugy vdlasztjdk meg, hogy

kielégitse a kdvetkezd egyenlétlenséget:

[[FH] < [[FeK| (1)

Ebben a megfogalmazdsban o gradiens-mdédszert, vagy mds néven a
legmeredekebb csokkenés médszerét a kovetkez8képpen irhatjuk le:
Legyen: 0 e F'(xk)T, t, >0 és legyen

G(x) = FxT Fx

Akkor .
grad G(x) = 2 F’(x) Fx

KénnyU ldtni, hogy az Fx=0 egyenlet megolddsa a G(x)nulla értéku
minimumdval azonos, tehdt ennek megfelelden egyenletinket ugy is
meg lehet oldani, hogy G( )-et minimalizdljuk. Miutdn G(x) legme-
redekebb csdkkenésének az irédnya a -grad G(x) irénydban vun, ebbdl
kovetkezik, hogy G(x) -et redukdlni lehet ha Hk—nak Fr (x )
vilasztjuk és t, -t ugy vdlasztjuk meg, hogy kielégitse az (l)
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egyenldtlenséget.

A gradiens mdédszer abban az esetben mondja fel a szolgdlatot, ha
a kezdeti érték az Fx egy nem nulla minimumédnak a kdrnyezetében
van, miutdn az algoritmus akkor ehhez a minimumhoz konvergdl. Ebben

az esetben meg lehet mutatni, hogy
F’(x)" Fx = 0, tehdt mivel Fx £0

ebbdl kovetkezik, hogy F'(x) szinguldris. De mivel dltaldéban a
tobbi iterdciés médszer is felmondja a szolgdlatot ha F'(x) szin-

guldéris, ez egydltaldn nem irhatdé o médszer hdatrdénydra.

A gradiens médszerrél be lehet ldtni, hogy csak linedrisan konver-
gdl és a gyakorlatban be is bizonyosodott, hogy nagyon lassu.
Tehdt mivel ennél a médszernél is szikség van az explicit Jacobi
mdtrix haszndlatdra, akkor inkdbb a Newton-médszerrel érdemes dol-
gozni. Ennek a médszernek az egyetlen elénye a Newton-médszerrel
szemben az, hogy sok esetben jél hasznélhaté amikor a Newton-méd-
szer felmondja a szolgdlatot, mert valahol a kozelités folyamadn
szinguldris Jacobi-mdtrix fordul eld. Ezért tehdt a legjobb a
kevert médszert haszndlni, ha nincs j6 becslés, tehdt elindulni
ezzel a médszerrel és ha mdr van egy durva gydk, akkor Gttérni a
Newton-médszerre. Ennek a célnak az elérésére azonban lényegesen
elegénsabb médok is vannak. Az egyik példéul a kdvetkezd:

Levenberg-Marquardt médszere

k

H® =t vdlasszuk a kovetkezd alaku kifejezésnek:

v

H = (F )T Fpd) « A ) et yel, A 2o

EbbSl a kifejezésb8l léthaté, hogy ha lk né, akkor a lépéshossz
csokken és ezért a lépéshossz vektora a tiszta legmeredekebb
csokkenés vektordhoz konvergdl. Meg lehet mutatni, hogy elég nagy
‘)k -ra az (1) egyenl8tlenség teljesul és ezért ajénlatos )\k -t
igy megvdlasztani. Mésrészt A 0 -nél a médszer a Newton-méd-
szerre redukdlédik, ezért ez a médszer a gradiens és a Newton-
médszer bizonyos j6 tulajdonsdgait egyesiti, ha a megolddshoz

kozeledve )\k -t dllandéan csokkentjuk. Tovédbbi jé tulajdonsdga az,
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hogy ha _Ak:>0, akkor mindig létezik az inverz mdtrix, tehét a
korrekciét mindig végre lehet hajtani. Ez a médszer is akkor mondja
fel a szolgdlatot, ha Fx egy nem nulla lokdlis minimuméhoz

konvergdlunk.

Powell-féle hibrid médszer

A Powell-féle hibrid médszer nagyon hosonlé a Levenberg-Marquardt
médszerhez. A legfontosabb kilonbség az kdzottuk, hogy a Powell-
médszer nem kivdnja meg a Jacobi-mdtrix explicit kiszdmitdsdt,
hanem egy Powell 4ltal kifejlesztett technikdt haszndl a Jacobi
mdtrix elemeinek numerikus kozelitésére az fi(xk) (i=1,2...n)
értékek segitségével. Ez azért sokkal eldnydsebb mint a hagyomdnyos
médszerek, mert csak O(n2) miveletet haszndl iterdciés lépésen-
ként a Jacobi métrix inverzének szdmitdsdra, mig ha a hagyomdnyos
médon minden lépésben megoldjuk a fellépé linedris egyenletrend-
szert, az O(n3) mUveletet igényel. A médszer megmutatja a
Levenberg-Marquardt iterdciénak azt a fontos tulajdonsdgdt, hogy
ha a teljes Newton-Raphson korrekcié tul nagy, akkor az x k -t61

valé eltérést a legmeredekebb csdkkenés irdnydba torzitja.

Hogy az iterécids eljdrdst konnyen leirhassuk, bevezetunk még egy

tovdbbi jelolésbeli roviditést az dltaldnos iterdcidé definicié jdba.

Ha meg okarjuk oldani iterdcidés médszerrel az

( fl(xl, Xoy eeey xn) =0
fz(xl, Xoy seey xn) =0

{ -

fn(xl, Xoy eee xn) =0

Fx

\
nemlinedris egyenletrendszert, okkor feltesszik, hogy ismerink mér
valamilyen xk kozelitd megolddst és xk+l -et ugy kapjuk meg,

hogy

(D) (k) Jk)

ahol a d%k) korrekciét minden médszernél mds és mds médon szdmit-
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juk ki. Példéul a Newton-médszernél cﬁk)oz
F(xk) s F'(xk)cfk =0

linedris egyenletrendszer.megolddsa.

A Powell-médszer algoritmusdnok az ismertetésénél eldszor feltesz-
szUk, hogy ismerjuk a Jacobi métrix elemeinek explicit kifejezését,
majd az algoritmus leirdsa utdn ismertetjiuk a Jacobi métrix koze-
litésének technikdjét.

Az iterdéciés eljdrds a kovetkezd:

Hogy a k-adik iterdciét elkezdhessuk, szuUkségiUnk van a megoldés

egy xk becslésére, egy A(k) lépéshosszra és két szémra E -re és
M -re. A lépéshosszat mlnden iterd4ciés lépésben megviltoztatjuk

( k+l) k))m6d051tés hossz4t szabdlyoz-
za abbSl a célbél, hogy F(x) értéke csokkenjen. Feltéve, hog

F(x) lényegesen csokken, még arra is tdrekedni kell, hogy A(
értékét elég nagynck tartsuk meg, mert ha ZS( ) értéke tul kicsivé

vdlna, tul sok iterdcids lépésre lenne szikség. Az E és M

és a célja az, hogy az

szdmoknak fix pozitiv értéket adunk miel8tt az iterdciét elkezde-
nénk. Az elj4rds befejezddik, ha az F(x) értéke vagyis R" -beli
normdja  kisebb mint E, vagy ha F(x) gradiense olyan kicsivé
vélik, hogy x tévolsdga a megolddstél, valészinUleg nagyobb lesz,

mint M.
A k-adik iterdciés lépésben el8szdr kiszédmitjuk a Jacobi mdtrix

elemeit x(k -ndl és uténa kiszdmitjuk a teljes Newton-Raphson
korrekciét a d%k) t és az F(x) g(k) gradiensét az x(k)helyen.

K | o™ 2 BB

(k)

X=X
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Uténa megvizsgdl juk az

F (x(k)) 2 m| g(k)”

egyenlétlenséget.

Ha ez oz egyenl8tlenség teljesiil, akkor abba hagyjuk az iterdciét,
mert nagy a valdszinUsége annak, hogy a sorozat nem megolddshoz,
hanem F(x) egy lokdlis minimuméhoz konvergél. cz abbdl kivetkezik,
hogy mivel ” g(k)ll az F(x) legmeredekebb csokkenésének irdnya
x(k{-nél, azaz X véltozdsénak hossza, ami szikséges ahhoz, hogy
F( x)-et nulldra redukdljuk, nagyobb lesz mint M. Ez pedig nem jé,
ha M -et gz eldirt médon irjuk eld. Ebben az esetben ”g(k)”-nok
szokatlanul kicsinek kell lenni, tehdt valészinUleg a kdzelben

van F(x)-nek egy staciondrius pontja és ez okozza a g_ghsézséget.

Ha a feltétel nem teljesil, akkor kiszdmitjuk azt a d\(k korrek-
ciét, amit az x(k) vektorhoz hozzd kell adni. Ez a d\(k)a klasszi-

kus &%  Kkorrekcis lesz, ha A(k)i”c;(k)” . De ha

A(k)dld\(k)” . akkor (l)
a J‘(k) hosszat A(k)-nok vesszik fel és a g\(k) a kdvetkezd
alaku lesz: — 1 )
W=, d¥ 4 p g (2)

ahol (X; ¢és (3)1 skaldrok. Pontosabban (X; =0 ha az F(x)

legmeredekebb csokkenése vektordnak irdnydba tett lépés

J\ (k) _ _ A(k) g(k)/” g(k)” (3)
5 Wixk)

az F(x)-nek. Ez a jésolt minimum a kdvetkezd pontban van:

(k) {_i_ IPRUEHER g(k>||2} oK) (4)

ha J(k) jelsli a Jacobi-féle métrixot.

nem haladja meg a vektor irdnydban 1év8 jésolt minimumdt
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Most megnézzik, hogy teljesil-e a

A(k)ﬁ_;_ ”g(k)Hs /]|9Ck2g(K)]|2 (5)

egyenldtlenség.
Ha mind az (1), mind az (5) egyenlétlenség teljesul, akkor cr(k)-t
a (3) -os egyenl8séggel definidljuk. Abban az esetben ha az {1) fal=
tétel teljesUl, de az (5) nem, akkor az {x(k)+ d\(k)} pontot ugy
hatérozzuk meg, hogy azon az egyenes vonalon legyen, ami az

MUON qu) pontot a (4)-ben definidlt ponttal &sszekdti. Ehhez
felhaszndljuklId™]| = AR fertstelt.

Most mér el8irtuk d%k)-t minden lehetséges esetre. Az iterédciés
eljérés kbvetkezS lépése az, hogy kiprébéljuk az (xW+d<K)
becslést. Tehdt eldszdor is kiszémitjuk az fi(x) (1. 81,2 ss; )
fuggvényértékeket az uj pontban.

Ha az

F(xK) + J) < p(x®)

egyenlétlenség teljesUl, akkor megnézzik, hogy az ”F(x(k+l{N,<E
konvergencia kritérium teljesUl-e. Ha nem teljesuUl, akkor
x(k+l)= x(k), és redukdljuk a Aék) lépéshosszat. Ez a kdvetkezd
médon torténik:

Képezzik a kovetkezd mennyiséget:

0. £l1re £ ) 50

i=1 j=1

Ez a mennyiség az x<k)+ d(k) -nél képzett maradékok négyzetdssze-
gének j6solt értéke, &s kisebb mint F(x¥),

Ha ugy taléljuk, hogy ez annyira rossz, hogy a négyzetdsszegek
aktudlis értéke kielégiti az

Fix® 4 g ®)sa _€)F (x ) +gp®)
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egyenldtlenséget, ahol E,E:(Q,l) , ebb8l kovetkezik, hogy az fi(x)
fuggvények Jacobi elemekbdl kapott linedris approximécidéja nem
megfeleld a ”J(k)” tdvolségra, tehdt redukdlni kell a A(k> 1é-
péshosszt, azaz meg kell szorozni egy M4,0<M<l konstans faktorral.
A programcsomagban lévé programban £=0,1 és M=0,5 . Ha az
egyenldtlenség nem teljesil, akkor ndvelni is lehet Ask)-t.

Ezzel az iterdcidé egy lépése teljesen definidlva van. Most a Jacobi

métrix aktudlis szdmitdsdt ismertetjuk.

Bevezetjik a kovetkezd jeldléseket:

Legyen Xi(k)= fi(x(k)"'g(k))- fi( x(k))

(k)

-val a J(k) mdtrix inverzét.

k)

és jeloljuk J -val az F(x) Jacobi mtrixdt az x(

4 ()

pontban,

s

Akkor érvényesek a kivetkezd Osszeglggések J(k+l)-re és H(k+lLre:

Jk+1) +0((X(k) ENONIONNON /”(;\(k) ”2
(d?(k) _ H(k)x(k))c}(k) T 4

(80 Ty Q)4 o) ||V || 2
ahol & értékét a kovetkezd egyenldtlenség teljesulésétél fuggd-

en valasztjuk meg.
[ (FT i)y () | < 0,1 || FR) |2

Ha az egyenldtlenség teljesul X =0,8 , ha nem teljesil akkor
X = L.

A (6 ) ~os osszefiggések bizonyitdsdt a [jZJ irodalom tartal-

mazza.
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2.5. Folytatdsos médszerek

Az eddig tdrgyalt médszerek legnagyobb része dltaldban akkor és
csak akkor konvergdl az Fx = 0 egy x™ megolddséhoz, ha a
kezdeti kozelitések megfelelden kdzel vannak x™ -hoz. Az ebben

a részben tdrgyalt folytatdsos médszereket ugy is lehet tekinteni,
mint egy kisérletet arra, hogy a médszerek konvergencia tarto-
ménydt kiterjesszik, vagy megfelelden kozeli kezd8pontot taldl-

junk egy bizonyos eljdrdshoz.

Sok, a gyakorlatban eléfordulé esetben a probléma természetes
médon fugghet egy olyan t paramétertdl, hogy amikor a paraméter
valamilyen meghatdrozott értéket vesz fel, mondjuk l-et, akkor
megkapjuk az F leképezést, mig t = 0 -ra az eredményil kapott
Fox = 0 egyenletrendszernek van egy ismert x° megolddsa. Ponto-
sabban, egy leképezés helyett egy egész leképezés csalddunk van,
H:Dx [O,]]CRn+l—>Rn ugy, hogy

H(x,0) = G Hix, 1) = Fx, Vx € D,

ahol a H(x,O): O egyenletrendszer Xo megoldésdt ismerjik
és a H(x,l): 0 egyenletet kell megoldani.

Ha F nem is fugg természetes médon egy megfeleld t paraméter-
t6l, akkor is definidlhatunk egy H leképezés csalddot, amely
kielégiti a fenti OsszeflUggéseket.

Ezt példdul a kovetkezéképpen lehet megtenni.
Legyen

H(x,t) = tFx + (1-t)F x ,  xED, t€[0,1]

ahol Fox egy olyan leképezés, hogy az Fox=0 egyenletrendszer

egy X, megolddsat ismerjuk.
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Vagy legyen
H(x,t) = Fx + (t-1) Fx°,  x€D, te[o,1] ,

ahol x° adott pont R" -ben.

Megjegyezzik, hogy a mdsodik fajta megfogalmazdst ugy kaphatjuk
meg az els8bél, hogy

F x = Fx - Fx° ~t
o

helyettesitink.
Most figgetlenil attél, hogy hogyan kaptuk meg H -t, tekintsiUk a

kovetkezd egyenletet:

H(x,t):O, tC[O,l:I (l)
és tegyik fel, hogy (l) -nek minden tE)[b,i] -re van egy X = x(ﬂ
megoldésa, amely folytonosan fiigg t -t6l. Mds szavakkal, tegyik
fel, hogy létezik egy folytonos x:[b,i]wD leképezés ugy, hogy

H(x(t),t)= 0, vte [0,1] (2)
Ekkor x(t)olyan térgdrbét hatéroz meg R" -ben, amelynek az egyik
végpontja az adott x° pont, a mdsik végpontja pedig az x™= x(l)
megolddsa az Fx = H(x,1)= O =nak.

Hogy egy ilyen folytonos térgdrbe létezését hogyan lehet biztosi-

tani arra vonatkozdéan ki lehet mondani a kdvetkezdé tételt:
Tétel:

Legyen F:R"R"™ folytonosan differenciélhaté R" -ben és tegyuk
fel, hogy F“(x) nem szinguldris minden xER" -re és ”F'(x)-l”

korldtos minden xER" -re.

Akkor bdrmely fix x°€ R" -hez létezik egyetlen x: [b,g]a-Rn
leképezés ugy, hogy H(x(t), t): O legyen minden tBE),I] ~-re
és H(x,t): Fx + (t-l)Fx0 alaku H leképezésre.
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Tovdbbé x folytonosan differencidlhaté és
x(t)= - F'(x(t))-l Fx°, Ve E),]J , x(0)= x°

A tétel bizonyitésa [9] -ben megtalélhaté. A tovébbiakban fel
fogjuk tenni, hogy F kielégiti a tétel feltételeit, tehdt léte-
zik a kdvetelményeknek eleget tevd x(t) folytonos térgdrbe.

Ahhoz, hogy megkapjuk x = x(l) -et, elsd 1lépésként a [p,i]
z4rt intervallumot a kdvetkezSképpen bontjuk fel:

o=t<t<tooo<t=l
o 2

1 N

és ugy tekintjiuk, hogy meg kell oldani a
H(x,ti)=0, i=1, ..., N

problémét, valamilyen iterdciés médszerrel, amely az (i-l) -edik
probléma xl_l megolddsdt haszndlja mint kezdd kdzelitést ahhoz,

hogy az i-edik problémdt megoldja. Ha t -t megfelelden

i+l
kicsi, akkor remélni lehet, hogy x'™ megfelelden jé6 kozelités

l s 7 A i 7 o @ 7 ®.
lesz x~ szdmdra, tehét az iterécié konvergdlni fog.

A kovetkezdkben az (l) egyenlet megolddsénak egy a fentiektdl
kulonbozé megkdzelitését ismertetjuk.

Tegyuk fel, hogy az x: [b,i]—»D leképezés kielégiti a (2) fel-
tételt folyamatosan differencidlhaté a [b,l z4rt intervallum-
ban és, hogy a H leképezés x és t szerint folytonosan diffe-
rencidlhaté.

Akkor ha definidljuk a kovetkezd fuggvényt

<P(t)=(H x(t),t) , /6 [0,1]

ez folytonosan differencidlhaté [p,;] -en és a derivéltja:

O(+) - SH(axit),t) Ttk s 8H(axit),t> . vee o]
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Miutén x = x(t) -r8l feltettuk, hogy kielégiti a (2) feltételt,

ezért (P'(t): O minden t€ E),]] -re és ezért x(t) kielégiti a

kovetkezd differencidlegyenletet:

=" (4)s - g:', vee [o,1] (3)

Azaz, ha x: E),l:]—'Rn egy folytonos differencidlhaté megolddsa
a fenti differencidlegyenletnek és kielégiti a H(x (O), O): 0
kezdeti feltételt, akkor a kozépértéktételbdl kdvetkezik, hogy

[[H(x(2) )1 = 11D (t) - ()] £ supl|  (s)]|= 0

0% ss&t

A

ugy, hogy H(x(t),t):O bdrmilyen tCE),]] -re.

Ennél fogva a (3) -as differencidlegyenlet megolddsa a
H(x(O),O): 0 kezdeti feltétellel megadja az Fx = 0 egyenlet-

rendszer megolddsat.

A kovetkezé lépés tehdt az, hogy meg kell oldani a (3) -as diffe=-
rencidlegyenletet valamilyen numerikus médszerrel. EbbSl a célbdl

dtirjuk a differencidlegyenletet a kdvetkez8 alakba:

H\"1 gH vte [o,
xt(t)z_ <_> a_ , X E) l]
3 x ot H (x(0), 0)=0 (4)

Ezt az dtalakitdst mindig végre lehet hajtani, ha F Jacobi
matrixa nem szinguldris. Az egyik legegyszeriibb numerikus integ-

rélési médszer az Euler médszer, ami a
x’ = f(x,t) . x(O): x°, tC[O,]]
differencidlegyenletre és a

0<tl<t2<... tN =1
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particiéra a kdvetkezd alaku:

L 2 (g = 1) F05 8 ), A R

Ha alkalmazzuk o médszert a H leképezésre a kovetkezdt kapjuk:

k < k
kel Kk (xS, )7t BH(X, t)
X = X< - (tk+l - t) k =0,1...N-1
Ox E§t

H(x,t): F x +(t—l) Fx° helyettesités utdn a kdvetkezé egyszeri
alakot kapjuk:

k+l _ k 4  ky=1 - o _ _
X &R - hk F (x ) Ex™ , k 0,1 ;o09; N=l ; hk- teel -
A tételben megadott feltételek mellett a differencidlegyenletnek
van egy x = x(t) folytonos megolddsgdrbéje és ha h, elég kicsi,
okkor a szdmitott x  értékek megkdzelitik ezt a gdrbét és x
megfeleléen kodzeli kezdeti érték lesz ahhoz, hogy bdrmelyik ite-

réciés médszer, példdul a Newton-médszer konvergdljon.

Ezt a H(x,t) = 0 megolddsénak differencidlegyenletre valé 4tala-
kitédsa médszerét eldszor Davidenko vezette be, [5] , ezért
Davidenko-médszernek nevezik. A médszer nagyon elegéns és jél
haszndlhaté, de ennek is megvan az a hdtrédnya, mint a Newton-
médszernek, hogy alkalmazdséhoz szUkség van az F Jacobi métrixé-
nak explicit kifejezésére. Ezért ha a Jacobi métrix felirdsa
nehézségbe Utkozik, akkor inkdébb az elsének emlitett folytatdsos

médszerrel kell dolgozni.

Meg kell még emliteni, hogy a differencidlegyenlet numerikus
integréldsdndl nem kotelezd az Euler-médszert haszndlni, lehet
bérmelyik magasabbrendu médszerrel is szdmolni, mint példdul a
Runge-Kutta médszerrel, de mivel nem akarunk nagy pontossdgra

torekedni, az Euler-médszer is elegenddnek ldatszik.
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3. NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASARA KESZULT PROGRAMCSOMAG

A programcsomag valds egyutthatés, legfeljebb 20 egyenletb8l 4116
20 ismeretlenes nemlinedris egyenletrendszerek egy valdés gyokének
kiszdmitdsdra készillt. Elkészitésénél arra torekedtunk, hogy ha az
egyenletrendszernek van gydke, akkor egy gyskdt majdnem mindig ki

is tudjunk szdmitani.

A nemlinedris egyenletrendszereket két csoportba osztottuk, az
ugynevezett "polinom" alaoku egyenletrendszerekre és a transzcendens
egyenletrendszerekre. A polinom alaku egyenletrendszerek dltaldnos

alokja a kovetkezd:

fl(xl, Xor weey X))

f2(xl, Xy weey xn)

Fx =
fn(xl, Xoy eees xn>
ahol
k () mp my m
fi(x ): g;oij SR san xnn

Az ilyen alaku egyenletrendszerek Jacobi métrixdénok explicit alak-
ban valé elédllitdsa igen egyszery, tehdt ilyenkor ajdnlatos a
gyok megkeresését eldszor a Newton-médszerrel megkisérelni, és
csak aokkor 4ttérni egy mdésik médszerre, ha a Newton-médszer nem
konvergdl. Kezdeti érték el8dllitdsdra ilyenkor a Davidenko-féle
differencidlegyenletes médszert lehet alkalmazni.

A programcsomag a polinom alaku egyenletrendszerek fiiggvényérté-
kének és Jacobi mdtrixdnak el8dllitdsdéra is tartalmaz szubrutint,
a felhaszndlénok csok az egyenletrendszert leird dllanddkat kell a
gépbe bevinni adatkdrtydkon.
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Transzcendens egyenletrendszerek esetén természetesen a felhasz-
nélénak kell elkésziteni a fiuggvényértékeket kiszdmité szubrutint
és ha a Newton-médszert szeretné alkalmazni, akkor a Jacobi mét -
rixot el84llité szubrutint is. Transzcendens egyenleteknél a foly-
taotdsos médszert alkalmazzuk kezdéérték keresésére és eldallita-
sdra. A médszer gyakorlatban valé kiprébdldsdndl kiderilt, hogy
nem jé a [O,]] intervellumot egyenld lépéskozokre felbontani,
mert ha az x(t) térgorbe folytonos is, dltaldban nem egyenletesen
folytonos, tehdt bizonyos szakaszon elegendd sokkal nagyobb felosz-
tds, mig lesznek olyan szakaszok, ahol sokkal kisebb felosztdsra
van szikség. Ezért a programban ugy médositottuk a médszert, hogy
elindulunk 0,1 hosszusdgu lépéskozokkel és addig haladunk igy, amig
lehet. Amikor elérkezink egy olyan ponthoz, hogy az el6z6 szakasz-
ban kapott kezdeti érték nem elég jé ahhoz, hogy a kovetkezd sza-
kaszon a médszer konvergdljon, akkor a lépéshosszt megszorozzuk
lO_l —el és igy prébdlunk tovdbb szémolni. Ha ez sem elég, akkor
tovd-h szorozzuk lO_l -el, stb. Ha ilyen kis lépéshosszal sikerul
tovdbb lépni, akkor ujra megnyujtjuk a lépéshosszt O,l-re. Ilyen
médon csak azokon a szakaszokon kell finom felosztdst alkalmazni,
ahol az valéban szikséges. A lépéshossz finomitdst lO-4 -ig enged-
juk lemenni. Ha még ilyen finom felosztdsndl sem tudunk tovdbb
haladni, aokkor abbahagyjuk a prébdlkozést, mert feltehetdleg itt
az x(t) fuggvénynek szakaddsa van, tehét a médszert nem lehet

alkalmazni.

A felhasznélénak médjéban van kezdéértékeket megadni adatkdrtydkon,
de nem kdtelezd. Ha nem ad meg, akkor a program polinom alaku
egyenletrendszer esetén, vagy olyankor amikor rendelkezésre 4ll a
Jacobi mdtrix, Davidenko-médszerrel, a tobbi esetben pedig a foly-
tatdsos médszerrel elddllitja a kezdbértékeket. Ha a felhaszndléd
4ltal megadott kezddértékekb8l a program nem tudott gyokst talédlni,
akkor is alkalmazza a kezdéértéket szamitéd eljdrdsokat és az igy
kapott értékekbdl ujra megkisérli a gyok megkeresését. Ha a kezdé-
érték szdmitd eljdrdsok valamilyen okbdél nem mukddnek, akkor [C,q
intervallumban egyenletes elosztdsu véletlen szdmokbdl kiindulva

kisérel meg gyokot keresni.
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A felhaszndlénak médjdban dll hibakorlétot megadni, de ez nem

kotelezd. Ha nem kivdn, akkor 0.0-t kell megadni hibakorldtként.

Ilyenkor a program lO'6 ~os hibakorléttal szémol, azaz akkor

tekint valamilyen xk vektort a rendszer gyokének, ha két egymds-

uténi kozelitd érték relativ tdvolsdga, [ xk-l- xk|//|xk| és
a megfelels | F(xX)| is kisebb, mint o hibakorldt. Ilyen médon
kizdrjuk, hogy o program egy staciondrius pontot, vagy egy nem

nulla lokdlis minimumot gydkként elfogadjon.

Ha a felhaszndlé 10_6 -ndl kisebb hibakorldtot ad meg és a prog-

ram ilyen nagy pontossdgra nem tudta a gyokot kiszémitani, akkor

még 107 -al is megkisérli. Ennél kisebb hibakorldtot azonban nem
ajdénlatos eld8irni, mert a gép széhossza miatt a tobbi jegy mdr

gyakorlatilag kerekitési hibdbdl adédik.

A progrmcsomagba a kdvetkezd iterdcidés médszerek programja van

beépitve:

1./ Newton-Raphson médszer.

2./ Kétlépéses Steffensen-médszer.
a 2.2-ben (].) alatt szerepld alappont megvdlasztdssal.
Iterdciés képlete 2.2-ben ( 3).

3./ Ki'épéses Steffensen-médszer a 2.2-ben (2) alatt
szerepld alappont megvélesztéssal.

4,/ Seidel-médszer.

5./ Kétlépéses szeld médszer Wolfe-féle szeld formuldval.

6./ Powell-féle hibrid médszer.

7./ n+l lépéses szekvencidlis szeld médszer Volfe-féle

szeld formuldval.

A felhaszndlénak médjdban &ll1 ezek kdzUl o modszerek kdziul kivé-
lasztani azt, amivel az egyenletrendszerét meg akarja oldani.

Ha nem kivdn vélasztani, ackkor polinom alaku egyenletrendszer
esetén a Newton-médszert, transzcendens egyenletrendszer esetén
pedig a kétlépéses szeld médszert alkalmazza a rendszer. Ha a
kivdlasztott médszer nem konvergdl, okkor automatikusan 4ttér a
Powell-médszerre és azzal is megkisérli a gyokot megkeresni. Ter-

mészetesen ha azonnal a Powell-médszert alkalmaztuk, akkor ez
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nem torténik meg.
s

A programrendszer képes ujrainditds nélkiul tetszéleges szdmu poli-

nom alaoku és 4 transzcendens egyenletrendszert megoldani.

A programrendszer vezérlését egyenletrendszerenként egy paraméter-
kértya végzi. Ez a kdrtya a kovetkezd paramétereket tartalmazza:

N
Il

Az egyenletrendszer rendszdma

[0 az egyenletrendszer polinom alaku

1,2,3,4 az egyenletrendszer transzcendens

12 [o nincs kezdeti érték

1 van kezdeti érték

I3

{O az utolsd feladatnél

1 még kovetkezik utdna is feladat

B 4

nem vdlaszt médszert
Newton-médszert vdélasztja
elsé Steffensen-mbédszert vdlasztja

masodik Steffensen-médszert vdlasztja

= X

Seidel-médszert vdlasztja
kétlépéses szeld-médszert vdlasztja

Powell-médszert vdlasztja

NO W Ny - O

—

ntl lépéses szelé-mdédszert vdlasztja

A programrendszer egy dllandéan a meméridban 1évé férészbsl és

9 overlay-b6l dll. Az overlay-ken vannok a kezdéértéket szdamité
programok és a 7/ médszer programja. Ilyen médon mindig csak annak
a médszernek a programja keril be a meméridba, amire aktudlisan
szikség van és ezért az egész programrendszer tulajdonképpen alig
foglal el nagyobb belsé meméria teriletet, mint ha csak egy méd-
szer programjdt tartalmaznd. A rendszer igen kdnnyen bdvithetd,
minddssze egy utasitdst kell kicsit megvdltoztatni és két mdsik
utasitdst beszurni a féprogramba ahhoz, hogy tovébbi médszer prog-

ramjdét be tudjuk épiteni.
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4 Output-ként a sornyomtatén kdzli a mindig aktudlis kezd8értékrend -
szert, az éppen alkalmazott médszer nevét, és ha a médszer konver-
gdl, a kapott eredményeket, a gyok helyén vett helyettesitési érté-
keket és a gydk kiszémitdséhoz sziUkséges iterdcids lépések szdmdt
a megfeleld médszernél. Ha a médszer nem konvergdl ezt szdveggel
jelzi. Amennyiben a gép dltal szdmitott kezdeti értékbdl kiindulva
10-6 -os pontossdggal Powell-médszerrel sem sikerilt gyokot taldl-
ni a kdvetkezd szdveget kozli:

AZ EGYENLETRENDSZER GYOKET NEM LEHET KISZAMITANI.

Ilyenkor egy lényegesen kilonbozé kezdeti értékrendszerrel meg

lehet ujra kisérelni a gydk kiszdmitdsdt.

A programcsomag részletes kezelési utasitédst a CDC 3300 Felhasz-

ndldi ismertetdk 6. szdma tartalmazza.
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4., PROBA FELADATOK

A programcsomagot a kdvetkezd feladatokon prébdaltuk ki:

B 3x2y32+2xy223 = 10
X3y+22y2 =3
2 2

by“z +4xyz+3xyz2 = 4

1.32
cosy-x = =0.85

2./ sinx-y

3./ xf-Zcos(x2)+ 9 +x§-ll = 0
3xl+2x2-l.5x3-2 = )

g 2
Bxq+2 +x1x3-(xl+x2+x3) +7 =0
4,/ xl+x2-sinx3+x4-l.5 =0
2xf-x2+cosx3- 3/2 =0
xl)(2+X4-l = O
5xl-x2-sin3x3-2 G

5./ 2xl+logx2+orctgx3-x§+x5-3.90675 =0

X5
2x x2-4x2+x +35.711 =0

1
x3/x5-x3+x4logx2-0.785398 =0

X
3x +x2-x3+x15—l3.42265 = 0

1
3x2-tgx4+logxl-29 z 0

Az 1./ egyenletrendszer futtatdsdndl a kovetkezd eredményeket
keptuk:

Davidenko médszere a kdvetkezd kezdeti értékrendszeri credménye: -
te: xl=l.0350877

x2=2.4721247
x3=0.20394566
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Ebb8l a kezdeti rendszerbé8l a Newton-mddszer lO_6 -0os hibakorldttal

a kovetkezé gydkrendszert taldlta:

xl=l.0379242l

x2=2.45106599
Xq=0. 20777668

A helyettesitési értékek ebben a pontban (kerekitve):

fl=-0. i lO_9

f2=o.11.1o'9

£1=-0.46. 10~°

A szikséges iterdciés lépések szdma: 3

Ugyanabbdl a kezdeti értékrendszerbdl az elsd alappont védlasztésos
Steffensen-médszerrel:

x;=1.03792421

x»=2.45106599

x4=0.207776686
Helyettesitési értékek:

fl=-0.186.10'8

f2=-0.l7.10'9

£4=-0.46.1077

A szikséges iterdcids lépések széma: 4

A mdsodik alappont vélasztdsos Steffensen-médszerrel:
xl=l.03792421
x2=2.45106599
x3=0.20777668



- 43 =

Helyettesitési értékek:

fl=-0.69.10'9

-9
f2=-0.12.10

f3=o.81.10‘9

A szilkséges iterdcidés lépések szdéma: 4
Powell-féle hibrid médszerrel:
xl=l.03792418
X=2.45106602
xq=0.207776679

Helyettesitési értékek:

fl=-0.64.10'6

-6
f2=—0 . 25. lO

f3=-0.22.10'6

A szikséges iterdcids lépések szdma: 9
Kétlépéses szeld médszerrel:
xl=l.03792412
x,=2.45106629
xq=0.207776647

Helyettesitési értékek:

£,=0.97.1077
&
£,=-0.38.10

-6
f3=-0.63.lO

A szUkséges iterdciés lépések szdma: 20

(n+1) -lépéses szeld médszerrel:
xl=l.03792422
x2=2.45106600

x3=0.20777669



Helyettesitési értékek:

-6

fl=0.49.10

f2=0.85.10'7

f3=o.15.1o‘6

A szikséges iterdcidés lépések széma: 14
A 2./ egyenletrendszer futtatdsdndl a kdvetkezd eredményeket
kaptuk:

A Davidenko-médszerrel kapott kezdeti értékrendszer:

xl=l.792234
x2=-0.3440346
Ebb8l a kezdeti értékrendszerbdl Newton-médszerrel, 10~6 -0s

pontossdggal kapott eredmények:
xl=l.79l3386

x2=_0.344221036

Helyettesitési értékek:
£,0.29.1071°
f,70.0

A sziUkséges iterdcids lépések szdma: 2

A folytatdsos médszerrel kapott kezdeti értékrendszer:
Xl=l. 7948
x2=-0.34477

Steffensen 1 médszerrel kapott eredmények:

xl=1.791338
X2=—0 . 34-4221

Helyettesitési értékek:

fl=0.0

Fpm ~0.116.10~7
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A sziUkséges iterdciés lépések széma: 2

Steffensen 2 médszerrel kapott eredmények:
xl=l.79l3386
x2=-0.344221036

Helyettesitési értékek:

fl=o.29.1o‘1°

f2=0.0
A szikséges iterdciés lépések szdma: 2

Powell-médszerrel kapott eredmények:

xl=l.79l3434

X2=-O . 344199

Helyettesitési értékek:

f.=-0.23.10"4

1
f2=0.25.10'5

Iterdciés lépések szdma: 2

Kétlépéses szeld médszerrel kapott eredmények:
xl=l.7913384
x2=_0.34422076

Helyettesitési értékek:

fl=-0.23.10'6

-6
f2=0.27.10

SzUkséges iterdcidés lépések széma: 5

(n+l) -lépéses szel6 médszerrel kapott eredmények:

xl=l.7913386
x2=-0.344221036

-

A s

N
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Helyettesitési értékek:

f.=-0.29.10~1°

1
f2=0.l7.10'9

A szikséges iterdciés lépések szdma: 3

A 3./ egyenletrendszer futtatdsdéndl a kdvetkezd eredményeket kaptuk:
A folytatdsos médszerrel kapott kezdeti értékrendszer:
xl=l.9997929
x»=1.0001595
x3=3 . 9997984

Kétlépéses szeld médszerrel kapott eredmények:

x;=1. 99999990

X 2:1 .00000008
x3=3 + 99999990

Helyettesitési értékek:

_ -6
f1=-0.5.10

f2=O.O
£3=0.68.10"7
A szikséges iterdcids lépések szdma: 9
Steffensen 1 médszerrel kapott eredmények:
X1 =2.00000000
x»=1.00000001

x3=4 .00000001

Helyettesitési értékek:

fl=0.0

f,=-0.46. 10~7

fg=-0.26.107°

A szikséges iterdcids lépések szdma: 4
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Steffensen 2 médszerrel kapott eredmények:
xl=2.00000000

x2=0.999999986

x3=3.99999999

Helyettesitési értékek:

fl=0.23.10'9

-9
f2=-0.l7.10

-6
f3=-0.24.10

A szikséges iterdcids lépések szdma: 3

Powell-médszerrel kapott eredmények:
x,=1.99999993
X»=1.00000005
xq=3.99999993

Helyettesitési értékek:

fl=_0.32.10'6

f2=0.0

f3=o.41.10'7

A szikséges iterdciés lépések szdma: 7

A 4./ egyenletrendszer futtatéséndl a kdvetkezs eredményeket
kaptuk:

A folytatdésos médszerrel kapott kezdeti értékrendszer:

xl=0.76457135

x2=0.83166963

x3=0.47838086
x4=0.36412966
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Steffensen 1 médszerrel kapott eredmények:

xl=0.764613537

x2=0.832183457
x3=0.478556432

x4=0.363701264

Helyettesitési értékek:

fl=o.2.1o’9

-9
f2=-0.35.10

f3=—0.29.10'l°

-9
f4=—0.93.lO

A szikséges iterdciés lépések szdma: 2

Steffensen 2 médszerrel kapott eredmények:

xl=0.764613537

x2=0.832183458
x3=0.478556433
x4=0.363701263
Helyette:itési értékek:
fl=0.0

-9
f2=-0.2.lO
£30.32.107°

£,20.17.1077

A szikséges iterdcids lépések széma: 2

Powell-médszerrel kapott eredmények:

xl=0.7646135
x2=0.83218342
x3=0.47855642

x4=0.36370132
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Helyettesitési értékek:

fl=-0.66.10'8

f2=-0.63.10
-9

-7

f3=0.44.10
-6
f4=-O.l3.lO

A sziUkséges iterdcidés lépések szdma: 8

Kétlépéses szeld médszerrel kapott eredmények:

xl=O.764613421

x2=0.832182734
x3=0.478556198

x4=0.3637Ol9l3

Helyettesitési értékek:

fl=0.18.10'7

f2=0.48.10

f3=-o.29.1o'1°
R

-6

f4=0.24.10

A szUkséges iterdcids lépések szdma: 8

<n+1)—lépéses szel6 médszerrel kapott eredmények:

xl=0.764613447

x2=0.832183360
x3=0.478556376

x4=0.36370122

Helyettesitési értékek:

fl=-0.l8.10'6

_ -6
f,=-0.15.10

-6
f3=—0.l9.10

-6
f4=-0.33.10
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A sziUkséges iterdcibés lépések szama: 7

Az 5./ -os egyenletrendszer futtatdsdndl a kovetkezd eredménye-
ket kaptuk:

Adatkdrtydkrédl bevitt kezdetiérték rendszer:

Xl=l.5

x2=7.2
x3=0.18
x4=0.6
X5=l. 5

Ezekb8l a kezdetiértékeébdl a kezdetiértékekbdl Newton-médszerrel

a kovetkezd eredményeket kaptuk:
xl=l.OOOOO343
x2=9.99998493
x3=0.577348668
x4=0.785376753
x5=0.99996284l

Helyettesitési értékek:

fl=-0.15.lO-7

-8
f2=-0.18.10

-6
f3=-O.3.lO

-9
f4=0.23.10

-6
f5=-0.89.10

A szikséges iterdcids lépések szdma: 39

Ugyanabbdél a kezdeti értékrendszerbdl Powell-médszerrel kapott

eredmények:

xl=l.00000339

x2=9.99998565
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x4=0.577349214
x4=0.785377384
x5=0.999963453

Helyettesitési értékek:

£,0.36.1077

f’2=0.93.10_9

-8
f3=—0.47.10

-9
f4=0.69.10

-7
f5=-0.33.lO

A szilkséges iterdcids lépések szdma: 26

Adatkartydkrél bevitt mds kezdeti értékrendszer:
xl=0.75
x2=9.77
X3=—O . 6
x;=0.56

x5=0.98

Ebbél a kezdeti értékrendszerb8l Steffensen 2 médszerrel kapott

eredmények:
x,=1.00000340
x=9.99998565
x2=0.577349254
x4=0.785377397
x5=0.999963468

Helyettesitési értékek:

£1=-0.29.107

£,20.93.1077

f3=0.58.10'l°
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-9
f4=-0.23.lO

f5=o.46.1o‘9

A szikséges iterdcids lépések szdma: 6

Kétlépéses szeld médszerrel kapott eredmények:

xl=1.0000034l

x2=9.99998507
x3=0.577349316

x4=0.785377524

x5=0.999963524
Helyettesitési értékek:

‘1:-0.66.10'7

-6
f2=0.4.lO

f3=o.95.1o"7

' -9
f4=-0.23.10

-6
f5=-0.23.10

A szikséies iterdcids lépések széma: 33

Powell-médszerrel kapott eredmények:
x;=1.00000340
x,=9.99998567
x3=0.577349272
x4=0.785377401
x5=0.999963472

Helyettesitési értékek:

fl=0.12.10'7

-7
f2=-0.l4.10

f3=0.32.10'8
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-8
f4=-0.16.10

f5=o.18.1o'7

A szikséges iterdcidés lépések szdma: 23

Folytatdsos médszerrel nyert kezdeti értékrendszer:

xl=0.99999266
x2=9.9999076
x3=0.57722837
x4=0.78516793

x5=0.9998l400

Steffensen 2 médszerrel kapott eredmények:
xlzl.OOOOO34O
x5=9.99998566
x2=0.577349254
x,=0.785377397

x5=0.999963468

Helyettesitési értékek:
fl=0.0

f2=o.93.1o‘9

f3=0.26.10'9
£,0.46.1077

-9
f5=-0.46.10

A szikséges iterdcids lépések szdma: 2

Kétlépéses szeld modszerrel kapott eredmények:
x,=1.00000336
x=9.99998621
x3=0.577349645
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x4=0.785377944
x5=0.999964158

Helyettesitési értékek:

fl=0.67.10'7

£,=0.71. 10~9

f3=o.17.1o‘6

f4=0.0

f5=0.53.10"6

A szilkséges iterdcids lépések szdma: 15
Powell-médszerrel kapott eredmények:

xl=l.00000340
x2=9.99998567
x3=0.577349264
x4=0.785377410
x5=0.999963479

Helyettesitési értékek:

f.=-0.19.10"8

1
-7
f2- +19: 10

f3=0.73.10'8

f4=0.0

f5=0.37.10'8

A szikséges iterdcids lépések szdma: 9
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