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BEVEZETES

A staciondrius és kvédzistaciondrius elektromdgneses teret le-
iré Maxwell egyenletek megolddsa zdrt alakban csak igen speci-
d1lis feltételek mellett sikeriil. Altaldban ki kell kotniink,
hogy a vizsgdlt tartomény hatdrvonala geometriailag egysze-

rii alakzat, e hatéron a térjellemzlk vdltozdsa matematikailag
egyszeriien irhaté le, és a tertomnény helsejében vagy résztar-
tomdnyonként az anyagjellemzék /vezetlképesség, permeabilitds/
dllanddk. Mivel ezek a feltételek a gyakorlatban kordntsem
teljesiilnek, a zdrt alaku megolddsokrdl legtdbbszor le kell
mondani, illetve ezek a valdsdgnak csak sok egyszeriisitést
tartalmazd kozelitését adjak.

Még inkdbb igy 811 a helyzet, ha a vizsgdlt anyagban az elek-
tromédgneses jelenségekkel egylitt mdsfejta fizikai jelenségek
is lejdtszdédnak, amelyek azonban valamilyen uton visszahatnak
az elektromdgneses jelenségekre. Ez az eset €11 fenn pl. akkor,
amikor a térben folyd dramok jelentdsen novelik az anyag hé-
mérsékletét, midltal ennak minden fizikai paramétere megvdl-
tozik. A h8fejl8dés mértéke a kialakuld dramoktdl fligg, az
dramok viszont a héfejlbédés mértékétdl fliggben megvédltozd
anyagjellemz8kt81. Igy tehdt a két jelenség-csoport anyag-
jellemz8kdn keresztiil megvaldsuld kdlcesdnds egymdsra hatdsd-
ban alakul ki az elektromdgneses és hémérsékleti tér, amelyet
most mér nemlinedris, inhomogén, mdsodrendii, parcidlis diffe-
rencidlegyenletek rendszere ir le. Ezek zdrt, analitikus meg-
olddsa még egyszeriibb peremfeltételek és anyagjellemezd fligg-
vények esetén is reménytelen. A térszdmitdsi problémdk kdzott
viszont sok olyan létezik, amelyeknél valdban jelentds hémér-
séklet-emelkedés jon létre, esetleg épp ez a cél, mint pl.

az indukcids hevitésnél, vagy a zdénds olvasztdsndl.

Nemlinedris problémdk megolddsdra mdr régebben kidolgoztak
olyan matematikai médszereket, amelyek a zdrt analitikus meg-
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olddst lehetdvé tevd feltételeknél jéval dltaldnosabb feltéte-
lek mellett alkalmazhatdk. Ezek a mdédszerek viszont nagy meny-
nyiségii szdmoldsi munkdt igényelnek, ezért kiterjedt alkalmazd-
suk a nagy sebességli elektronikus szdmitdgépek megjelenésével
vdlt idGszeriivé. Mdsrészt a gépi szdmitdstechnika uj problémd-
kat vetett fel, sok esetben a mdr meglévl médszerek megvdltozd-
sdhoz, tokéletesedéséhez és dltaldban e szdmitdstechnika sajd-
tos szempontjaihoz vald alkalmazkoddshoz vezetett. Mindezek-
ben nagy szerepet jatszik a numerikus analizis utdébbi években
végbement fejldédése.

A térszdmitdsokndl elbéforduld matematikai problémdk szémitdgé-
pes megolddsa szempontjdbdl szdébajovd eljdrdsokat alapvetlen
két csoportra oszthatjuk:

- nem zart alaku analitikus mdédszerek, és

- diszkrét mddszerek
Az analitikus mdédszerek esetében - ide tartoznak a sorfejtések,
integrédlreprezentdcidk - a megolddst jelentd fliggvényt analiti-
kus fliggvényekkel kifejezve kapjuk meg.
A diszkrét médszerek - a véges differencia médszer, a varidcid-
szdmitdsi médszerek - a megolddst a tér kijeldlt diszkrét pont-
jaiban numerikus eredmény formdjdban szolgdltatjdk. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy ez utdbbi esetben, bdr a numerikus eredményt
megkapjuk, dltaldnosabb kovetkeztetések levondsa t6bbnyire nem
lehetséges. Analitikus térgyaldsndl &ltaldban dttekinthetd a
paraméterek vdltozdsdnak hatésa, az eredmények pedig felhasz-
ndlhaték hasonld feladatok tdrgyaldsdra, egyszeriisitési lehetd-
ségekre utalhatnak. Mindezek kSvetkeztében a problémaksor mélyebb
ismeretére vezetnek, mig a diszkrét médszerek csak a konkrét
problémdt oldjék meg. Ehhez jdrul még, hogy diszkrét médsze-
rek esetében a hibabecslés, konvergencia és a megoldds stabili-
tdsdnak kérdései nemlinedris esetben még nem tisztdzottak
kelldképpen, analitikus mdédszereknél pedig a megoldds pontossd-
ga &lteldban tetszlleges és ellre megadhatd.



- =

Mindezek mellett van egy szempont, amely a diszkrét mdédszere-
ket, és ezen beliil kiilntsen a véges differenciaegyenlet
médszerét eldtérbe helyezi. Nevezetesen az, hogy mig analiti-
kus médszerek specidlis feladattipusokra adhatdék, a véges
differenciaegyenletek mdédszerével csaknem valamennyi probléma
tdrgyalhatd, illetve csak technikai feltételek /id8, memdériaka-
pacitds/ korlétozzdk a megoldhatd problémdk korét.

Altaldban tehdt maga a probléma ddnt, hogy melyik médszert cél-
szerili alkalmazni. De az alapvetd médszereken beliil is t6bb el-
jérdst lehet haszndlni. A véges differenciaegyenleteket példd-
ul meg lehet oldani szimultén médon, iterdcidval, Monte-Carlo
médszerrel. Ezen eljdrdsok tekintetében igen sokszor kiilsé ko-
riilmények dontenek /pl. hdnyszor kell hasonld problémdt megolda-
ni és milyen vdltoztatdsokkal/.

Az emlitett numerikus mdédszerek alkalmazdsa elvileg ugyan egy-
szeril, a bonyolultabb fizikai problémdk megolddsdndl mégis
olyan kérdések meriilnek fel, amelyekre pontos feleletet adni
sokszor nem tudunk. Ezért a numerikus analizis eredményeinek
ismerete mellett sok Otletre és fantdzidra van sziikség a gya-
korlatban eldéforduldé feladatok megolddsdndl /pl. a rdcshdld
felvételének médja, konvergenciagyorsitds, hibdk megbecslése
és dltaldban az iterdcids folyamat megtervezése tekintetében/.

Jelen disszertdcid dltaldnos részében Osszefoglaljuk a kvdzis-
taciondrius elektromdgneses teret nagyhémérsékletii anyagban le-
iréd differencidlegyenleteket és peremfeltételeiket, majd a fi-
gyelmet az ezen egyenletek szdmitégépi megolddsdndl leginkdbb
sz6bajovs médszerre, a differenciaegyenletek médszerére ird-
nyitjuk. Itt sorra jonnek a specidlis kérdések, amelyeket az
adott fizikai problémakior vet fol a mddszer alkalmazdsdndl.
Ezekre részben a meglévd elmélet kiterjesztése, részben az
elvégzett szémitdsok kozben szerzett tapasztalatok alapjén
igyekeztiink vélaszt kapni. A specidlis rész egy, a félvezetd-
technoldégidban felmeriild térszdmitdsi probléma megoldédsdt ismer-
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teti; a mikrokristdlyos szilicium rud indukdcids hevitése koz-
ben kialakuldé elektromdgneses és hémérsékleti tér meghatdrozd-
sdt. Itt kerill tdrgyaldsra néhdny eljdrds is, amely az adott
problémakdrben dltaldnosan haszndlhaté, de bemutatdsa e konkrét
példédn 1létszott célszeriinek.



ALTALANOS RESZ

I. ALAPEGYENLETFK

1. Kvdzistaciondrius elektromdgneses tér

a./ Maxvell egyenletek inhomogén nemlinedris kOzegben;

Térben eloszld vdltakozd dramok elektromédgneses teré-

nek szdmitdsdre = kvédzistaciondrius esetre érvénVes
Maxwell egyenletek szolgdlnak. Ezek az dltaldnos

Mexwell egyenletekbdl az eltoldsi dram és a tértol-
tésslirliség elhagydsédval nyerhetdk:

rot # =7 /1/
rot E = --@a-f— /2/
div B = 0 /3/

A térjellemzbk kozott fenndllnak még a kdzeg tulaj-
donsdgait figyelembe vevd B = wH, T = P T egyenle-
tek, shol dltaldnos esetben a M, ¥ anysgjellemz8k
a helytdél és a tériellemz8ktol fliggenek. Mivel

div B = O,az elektromcs és a mdgneses térjellemzlk
kiczdmitdsa visszavezethetd a

B = rot & /4/

egyenlettel bevezetett vektorpotencidl szamitdsdra.
Ezzel a /2/ Maxwell egyenlet igy alakul:

rot E = -

™ rot & /5/

Mivel tetszés szerinti { /T/ skaldrtérres
rot grad -P(?) =0
/5/-b61l a kovetkezdt kapjuks:

E = = === gradf(F) /6/ |

|
]

T 2L gerap ()= -7 2

I
5 Ts /7/
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ahol

Js = = ’X’grad\P
A /4/, /6/, /T/ egyenletek megadjdk a térjellemzlk
kiszdmitdsdt, ha az A vektorpotencidl mdr ismert.

Vezessiik be az /1/ Maxwell egyenletbe is az & vek-
torpotencidlt. A mdgneses térerdsséget a vektorpoten-
cidllal kifejezve, a J dramsiiriiséget pedig /7/-b81l
helyettesitve, a

rot <%l.. rot 7&-)= —T%— - Y erady /8/

egyenlethez jutunk, amely az X vektorpotencidl megha-
tdrozdsdra szolgdl. /Z?el6re tetszés szerint megad-
hatd skaldrtér./

A /8/ egyenlet teljes dlteldnossdgban irja le a kva-
zistaciondrius elektromdgneses terek viselkedését;
benne az anysgjellemzdk védltozdsdra semmiféle kiko-
tés sincs. M és ¢ vdltozhat térben, vagy idSben,
fligghet maguktdl a térjellemzlktdl vagy egyébb fi-
zikai mennyiségektdl. Mindezen tulajdonsdgai alapjén
a tovdbbiak szdmdra kiinduldsi egyenletként szolgdl.

Sok esetben a vizsgdlt tér egyes résztartomdnyai vagy
a jelenségek id8beli lefolydsa specidlis tulajdon-
sdgokat mutatnak. Ez esetben a /8/ egyenlet is egy-
szerlibb alakot ©lt.

A gyakorlatban leginkdébb eldforduld esetek a kovet-
kezlk:

Nem vezet8 résztartomdnybans - 0
i S
ro = rot A =0 :
t(u' 0 ) ) rof

Szinuszus iddbeli vdltozds esetén: —— = joo

9
3t
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rot (-l- rot K) = - jwyPk —fa“grad\{) /10/

ahol & komplex térvektor
Térben dllandd permeabilitdsu résztartomdnyban:
M= &dllandé

rot rot & = - jJo MY E - uygrady JoLf
Ezt az egyenletet a
rot rot & = grad div & - AZX Vil

vektoranalitikai Osszefliggés segitségével egysze-
riibben is irhatjuk. Vdlasszuk az & vektor divergen-
cidjét nullénak;

igy /11/-b81 /12/ felhaszndléséval:

AT = JOMFE + ufgrady F13/

Itt azonban \P mér nem tetszbleges. Vegylik ugyanis
/7/ mindkét oldaldnak divergencidjdt:

div J = = ¢ "éa'f (div K)—'b”div grade /14/
Mivel azonban kvazistaciondrius esetben az &dramsii-

riiség forrdsmentes /div J = 0/, valamint az eldbbiek
szerint div & = O,

div grad? - A\{) =0, 715/
tehdt \F -nek ki kell elégitenie a Laplace egyenle-
tet.

Numerikus szdmitdsokban célszerii lehet a /8/ alap-
egyenlet integrdlis alakjédbdl kiindulni. Ehhez ugy
jutunk, hogy vessziik az egyenlet mindkét oldaldnak
feliilet menti integrdljét, majd a bal oldalon a fe-
liileti integrélt vonalintegrdlld alakitjuk a Stokes
tétel segitségével:

?%“-’rot X at =-£’J’§—-€—-_F-g'3' gradx?lﬁ
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b./ Hatdrfeltételek

Az alapvetd /8/, illetve /16/ egyenletek megolddsédhoz
ismerniink kell az K vektorpotencidl vdltozdsdt a vizs-
gdlt térrész hatdrdn. Mivel azonban & vektorpotenci-
4l nem szemléletes jelentéssel bird fizikai mennyi-
ség, csak az indukcib, a térerlbsség, esetleg az dram-
slirliség keriiletmenti védltozdsdbdl kbvetkeztethetiink

A -ra. Ez is meglehet8sen nehéz feladat, mert a tér-
eloszlds legaldbb is kvalitativ ismeretét tételezi
fel.

Bizonyos esetekben jdrhaté ut, hogy a vizmsgdlt tar-
tomdny hatdrdt a végtelenig terjesztjiik ki, ahol a
térjellemzdk természetesen zérus értéket vesznek fel.
Ezutdn felvesziink egy zért telsd hatdrt €s a kiilss,
végtelenbe nyuld teret alkalmas transzformdcid se-
gitségével a belsd térbe transzformdljuk. A felvett
hatdr az egész vizsgdlt tér szempontjdbdl belsd ha-
tédr, igy itt a térjellemzbk véltozdsa folytonos,

vagy az ismert toréstérvényeket koveti.

Ha a végtelen teret a végesbe dtvivdé transzformdci-
6t az adott feladatrndl nem sikeriil megteldlni és a
probléma az Orvénydramok elhanysgolédsdvael megoldha-
t6, alkalmazhatjuk a ktvetkezd mdédszert. Olyan td-
vol vesszlik fel a hatdrt, ahol az drvénydramok ha-
tésa mdr elkanyagolhaté. Itt meghatdrozzuk a tér-
jellemzbk eloszldsdt a staciondrius esetre, és ezt
tekintjiik a kvdzistaciondrius eset peremfeltételé-
nek.

Nagymértékben egyszeriisddik a helyzet, ha a véges
tertomdnyt ugy vehetjilkk fel, hogy hatdrdn ismerjiik
valamelyik térjellemzd véltozésdt. Ez az eset 411
fenn, amikor pl. igen nagy permeabilitdsu anyag ha-
tdrolja a teret, vagy amikor a szirmetris-feltételek
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irjék eld a térjellemz8k viselkedését.

A térjellemzlk keriiletmenti vdltozdsdnak ismeretében
a /8/, ill. /16/ egyenletek megolddsdhoz meg kell
hatéroznunk a vektcrpotencidl elcoszlédsdt a peremen.
Erre szolgdlnak elvileg a /4/, /6/, /T7/ egyenletek.
A /4/ egyenletre tekintve azonban léthatjuk, hogy a
B indukcid egyszerii vdltozdsa, vagy még d1landd vol-
ta is bonyolult Osszefliggést ad a vektorpotencidl
komponensei kbzott. Ennél egyszeriibb a /6/ és [T/

bsszefliggés & és E valamint J k6z6tt, ezért jelen
problémakornél eldényds, ha a villamos térerdsség
vagy az dramsiiriiség keriiletmenti vadltczdsdt adhat-
juk meg. A sokszor elléforduld kétdimenzids térelosz-
1lds esetében az indukcidbelosgzldsbdl is kobnnyen ko-

vetkeztethetiink a vektorpotencidl eloszldsre, mert
bizonyithaté [1] , hogy ekkor az &1llandd vektorpo-
tencidlu vonalak egyuttal indukcidvonalak is.

Integrélis mennyiségek

A tédrszdmitds eredményeként a /8/, illetve /16/
egyenletekkel és a peremfeltételek &ltal meghatdro-
zott vektorpotencidlt nyerjiik. Mérntki szdmitdsokban
azonban t0bbnyire integrdlis mennyiségekre van szlik-
séglink mint rl. a fluxus, dram, fesziiltség, energia,
stb. A meghatérozdsukra szolgdld Osszefliggésekben a
villamos és mégneses térjellemzdk szerepelnek, de a
/4/, /6/, /T/ kifejezések segitségével kdzvetleniil

a vektorpotencidlbdl szémithatjuk ezen integrdlis
mennyiségeket. A kovetkezdkben megadjuk a vektorpo-
tencidllal kifejezett alakokat. 1
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F feliileten étfol_yé drams

= J4F - § (-’[’%{f— - q;'grad{’) ar = S ’3"——- dF+

+ 1, /11/
ahol
I, = § - grad § 6F

A és B pont koz6tti potencidlkiilonbség:

e QK a s
Uyg =fEd2 =j(-ﬂ--grad]0>d2=f -—a—t—-d 5
+(f5 - 92) /18/
F feliilet fluxusa:
¢=S§cﬁ=frotid_ﬁ‘=§xd_ /19/
3 F L

ahol az I gorbe az F feliilet hatédrvonala
U z4rt gorbe 4ltal koriilfogott gerjesztés:

B - (i)HdP, =§— rot Adl /20/
' terfogat mdgneses energidjas

o B 1 g
Wy = 5 5 ITav + = é(KxH)dF =

L (r(-r2E _yor ) 1 @ Txkrot I)iF
=5 §A< q 51 Yerad f ) av + 5 (szrot A)dF
F21f
V térfogatbtan hdvé vald energia:
ol 5E -
A
W, = | — dv = ( + grad ) dv /22/
K 1 VJX 34 P

Szinuszos vdltozds esetén 3-_8&— helyébe mindeniitt jeo-t
helyettesithetiink.
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2. Hémérsekleti tér

a./ A h8vezetés differencdlegyenlete inhomogén nem-

linedris esetben

A h8vezetés differencdlegyenlete dltaldnossdgban azt
mondja ki, hogy a hédramvonalak az idlben vdltozd
hémérsékletii anyagl részekben és a hb8forrdsok helyén
keletkeznek, illetve tlinnek el:

aiv T = - me L + q(F, 1) /23/

Itt m az anyag tomegsiirilissége, c¢ a fajhd, q

az dltaldnos esetben helytdl és iddtdl fiiggl héforrds-
sliriiség.

Az T hédremsiiriiség /héfluxus/ viszont a hémérséklet
gradiensével ardnyoss

T=-Kgrad T

ahol K a hdvezetési tényezd.
T kifejezését a kiinduld /23/ egyenletbe helyettesit-
ve kapjuk:

div(K grad T) = me —%%% - q(T,t) /24/

Mivel a hévezet8képesség dltaldban éppen hémérsék-
let-fiiggése miatt fiigg a helytél: /K(7(T))/,

grad K = %—ITE grad T

és a /24/ egyenlet igy alakul:

—gI; (grad T>2 + KAT = mc —2—% - o(T,t), vegy
1 9K 2  a(Fyt) _me B /25/

AT & & grad T) % = 2
g 5 ( K K 9t

A h8vezetési differencidlegyenlet ezen alskja igen 4l1-
taldnos, mert a fentiek szerint figyelembe veszi a hé-
vezetlképesség héfokfliggését, a héforrésok jelenlé-
tét, az m és ¢ anyagjellemzdk vdltozdsdt, és alkalmas
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a hévezetési folyamat idébeli vizsgdlatdra. Ha a
staciondrius dllapotot vizsgdljuk,a jobb oldalcn
nulla 411, dllandd hévezetési tényezd esetén elma-
rad a bal oldal médsodik, h8forrdsmentes térben pe-
dig a harmadik tagja.

Ha kvdzistaciondrius térproblémdkhoz kapcsolddd hé-
vezetési problémdt vizsgdlunk."dllandosult" dllapot-
ban, akkcr &ltaldban haszndlhatjuk a steciondrius
esetre vonatkozd hdévezetési differencidlegyenletet,
mert bar a q héforrdssiiriiség az id8ben szinuszosan
véltozik, ezt a vdltozdst nem tudja kdvetni a hé-
mérsékleteloszlds /a hdévezetési id8dllandd nagy-
sdgrendekkel nagyobb az elektromdgneses periddusi-
dénél/.

1 9K 2  ofF) _
AT +I—{-m(grad T) +9-K—r—-"' 0 /26/
Hatdrfeltételek

A /25/ hévezetési differencidlegyenlet megolddsé—
hoz is meg kell adnunk a hdémérséklet viselkedését

a vizsgdlt térrész hatdrdn. A hatdrold feliilet fi-
zikai viszonyinak megfellen a kovetkezd esetek for-
dulnak eld:

1./ ismerjiik a felililet hdémérsékletét annak minden
pontjdban,

2./ adott a feliileten a hlgrandienss é%% = £

Ekkor a differencidlegyenlet egyértelmii megolddsdhoz
meg kell még adni a fellilet egy pontjdnak hémérsék-
letét, valamint teljesiilnie kell az

T _
F-é-ﬁdF_\S;qu

feltételnek.
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d./

=17 =
3./ héelvezetés van a feliileten;

- K = H(T - 1)

n
Itt H a fellileti hévezetési tényezd, T, pedig a kor-
nyezet hémérséklete.
4./ a feliillet sugérzdssal ad le hdét a kdrnyeze-
tébes

_K%%= 6’6,(934 —Té‘) /27/

=15 W/cm2 KO4’ Epedig az emisszids

ahol 6= 5,67.10
tényezl.
5./ a felililet érintkezik egy t8le kiilonbozd8 hd-

vezetlképességii fellilettels

(o))
=]
=

"_—:Kr

n
T1=T2

Hédram, hétartalom

A hémérsékleteloszléds ismeretében kbzvetleniil meg—
hatérozhatjuk az itt szdbajovd integrdlis mennyi-
ségeket. Valamely felilleten &tmend hé mennyiségét
id8egységenként az

é ={-x gred TdF

F

Osszefliggés adja,
a V térfogat hétartalmdnak megvdltozdsa az iddegy-
ség alatt pedig a

9T
= av
< émc'ﬂ
képletbdél szdamitkatd.

Halmazdllapotvdltozdsok

Két kiilonboz8 fdzist /pl. folyékony és szilédrd/
tartalmazd problémdkndl a megolddshak a fézishatd-
ron ki kell elégitenie a fdzishatdr héegyensulydt
kifejezl egyenletet [2].
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tazishatar
Te(x,t) || Talx,t)

Ky [| K,

d x

—»
X

l.4bra

Az 1. dbrén ldthatd egydimenzids esetben a fdzisha-
tdrhoz feliiletegységenként és idbegységenként érkezd,
illetve tdvozd hémennyiségek kiiltnbsége az ott fel-—
szabaduld /vagy elnyelt/ hémennyiséget adja:

a1, 3T,

- Ky — % = Im & 28/
K1'33: . ax dt ‘ i

ahol L a halmazdllapotvéltozds ldtens héje, és m a
tome gsiiriiség.

Mivel a fdzishatdron a hdémérséklet rem valtozik és

Tl = T2, itt
T, a1, 3T, 9T,
de+§—t—dt=0;-§-}z—dx+—§-€—dt=o
e O o Pl o SHJET o oy PY
1 9x 2 9x 8T1/8X 8T2/8x
129/
Altaldnos esetben /29/ a kovetkezd alaku lesz:
2T1,./at
K, |grad 1,| -K,lgrad T,|= t Sl B Mo
| grad Tll
9T,/9t
= o Tifii 2

| grad T, /30/
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ahol a grsdienseket a fédzishatdron kell venni.

A jelen megitélésiink szerint szdmitdstechnikailag még
kovethetd esetben, amikor a fdzishatdr gorbiilt, de
alakjdt megtartva v sebességgel halad tovdbb, a kovet-
kez8 egyenletet kapjuks

K, | grad Tll - Kzlgrad T2| = Imv 1./

II. DIFFERENCIAEGYENLETEK MODSZERE

Az elektromdgneses és hlémérsékleti teret leird /8/, /16/,

illetve /25/ egyenletek dltaldnos esetben inhomogén nem-
linedris mdsodrendil parcidlis differencidlegyenletek.

Ilyen jellegli egyenletek megolddsdnak hatékony médszere a
differenciaegyenletek mdédszere. E médszer alkalmazdsakor
el8szdr elkészitjikk a szbébanforgd tartomdny koordindtavona-
lakbél, illetve koordindtafeliiletekbdl 4118 beosztésdt. Igy a
a tartomdny belsejében és hatdrén metszéspontokat kapunk.

A differencidlegyenletet ezen pontckban felirt differenci-
aegyenletekkel helyettesitjiik, aminek eredményeként algeb-
rai egyenletrendszert nyeriink. Ezen egyenletrendszer meg-
olddsai szolgdltatjdk a keresett fliggvény értékét a kije-
161t pontokban. A médszer bdr elvileg egyszerii, alkalmazd-
sa mégis tObb problémdt vet fel, amelyek koziil a legtdbb
dltaldnossédgban nem is oldhatd meg. A kovetkez8kben vi-
zoljuk azokat a problémdkat, amelyek a mddszernek kvdzis-
taciondrius elektromdgneses terek szdmitdsdra valdé alkal-~
mazdsakor felmeriilnek, ismertetjiikk ezek megolddsdnak le-
het8ségét az elméleti eredmények és a szdmitdsok kozben
szerzett tapasztalatok alapjén.

l. A récshdldé felvételének szempontjai

A médszer alkalmazdsakor a rdcspontok és az azckat
B8sszek6t8 rdcsvonalak hédldzetdt teljesen szabadon vé-
laszthatjuk meg. A szémitds technikdjét tekintve azon-
ban, / kiilonosen szdmitdgépek alkalmazésakor/ igen elé-
nyos, ha ez a pont— illetve vonalrendszer valamilyen
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szabdlyossdgot kovet. Ez a szabdlyossdg legcélszeriibben
azt jelenti, hogy a hdlérendszer valamely ortogondlis
koordindtarendszer koordindtavonalainak felel meg. Hogy
melyik legyen ez a koordindtarendszer /Descartes, polér,
henger, gombi stb/ abban rendszerint maga a feladat
dont, mert a feladat jellegéhez alkalmazkodd kcordindta-
rendszer haszndlata természetesen a numerikus szdmitd-
sokban is eldényt jelent. EbbSl a szempontbdl kiilondsen

a hatdrvonalak lényegesek; ugy kell felvenni a koordi-
ndtarendszert, hogy annak héldévonalei, illetdleg cso-
mépontjai a hatdrold vonalakra essenek, vagy jél megkd-
zelitsék azt. Természetesen nem szlikséges a szdbanforgd
koordindtarendszer koordindtavonalaival egyenletesen
behdlézni a teret, hanem ebbdl a szempontbdl is célezeri
alkalmazkodni a feladat jellegéhez; ahol a tér erls vdl-
tozdsa varhaté, vagy valamilyen szempontbdl lényeges a
térszerkezet pontos ismerete ott slirlibb, ahol nagyjabdl
dllandd vagy eldre ismert a tér, ott ritkdbb beosztést
készitiink. Bonyolultabb geometridju feladatok megkdvetel-
hetik, hogy egy problémdn beliil tobb klilonbdzé koordi-
ndtarendszert haszndljunk. Ez esetben azonban a koordi-
ndtarendszerek taldlkozdsdndl a differenciaegyenletek
alakja eltér a koordindtarendszereken beliili alakjétél.

Fontos kérdés a récshdldtavolsdgok helyes megvdlasz-
tédsa. Egyrészt a pontossdg noveléséhez minél siiriibb hé-
1léra van sziikség, mert a differencidlhdnyadosoknak a
differenciahdnyadosokkal vald helyettesitésekor elkd-

vetett hiba a rdacstdavolsdggal csbkken. Igy tehdt a meg-
oldéds kivént pontossdga adja meg a valaszthatd legna-
gyobb hdldétavolsdgot. A diszkretizdcids hiba rdcstdvol-
sdgtbél vald fliggése a vizsgdlt esetben jé kozelitéssel
meg is adhatdé /ldsd késdbb/, ugyhogy ennek segitségével
kiszdmithatjuk a rdcstdvolsdgok felsd korlétjdt. Mas-
részt a pontok sliritése noveli azok szdmdt, ami nemcsek
a szdmitdsi i1d6 nagymértékili megndvekedését jelenti,



wi 2] =

hanem szdmitdgépi szdmitdsndl a kerekitési hibék halmo-
zoddsa miatt még rontja is az erednény pontossdgdt.

Altaldban tehdt e két szempontra vald tekintettel gondos

mérlegelés tdrgydt kell hogy képezze a hdlérendszer fel-

vétele. A jél felvett hdldrendszer pontos megolddst szol-
gédltat, a pontok szdma mégis ésszerii korldtok kozdtt van.
Ennek megszerkesztéséhez a fenti hatdrok kiszdmitdsdn és

korldtok betartdsdn kivill ismerni kell az alkalmazott

szdmitdsi eljdrds tulajdonsédgait, az igénybevett szdmi-
tégép bizonyos jellemzbit, sét a probléma megolddsdrdl
is kvalitativ képpel kell rendelkezniink.

Differenciaegyenletek felirdsa

L e g

Tételezzliikk fel, hogy elkészitettilk az eldz8ekben leirt
szempontok figyelembevételével a tertomdny koordindtavona-
lakbdl 4116 felosztdsdt. Altaldnos koordindtarendszert
figyelembevéve a vizsgdlt O pont kSrnyezetét a 2. dbrdn
1dthatjuk.

2.4bra
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Az O pont dltaldnos koordindtdi gL S e fliggvény ér-

téke itt F,- A koordindték megvéltozdsdt X -val jeldltiik,
tehdt a kornyezd négy pont koordindtdis

Fi (gb e, m )
Fs (§ X5 M )
Fq (55 9 o,)
¥y (§ 5 2,+c)
Ha felirjuk az F fliggvény Taylor sordt a O pontban, ebbdl

a O pontbeli differencidlhdnyadosokat kifejezhetjilk a O
pont kornyezetében felvett fliggvényértékek /Fl’Fz’FB’FIJ,/

segitségével [3] . A Taylor sor els8 hdrom tagjdnak fel-
haszndldsdvals

oF Xy

" ) e e f T el

- OCS F - oLy, F _ OC oy F
A Xat+at,) e Ky(oat o) s oo,

/32/

2
B _ 2 2 __2
5 - o R ey

on% A (Xat+oty) Rt s+ oty) F’ Xy X

2
s F 2 2 2 F



- 23 -

Tekintsiik tovébbad a nagyhdmérsékletii elektromdgneses
teret d41landd permeabilitéds esetén leird /13/ és /26/
differencidlegyenleteket. Ezek a Laplace operdtort és a
vdltozd elsd derivdltjait tartalmazzdk. Mivel a Laplace
operdtor is minden koordindtarendszerben a fliggvény el-
86 és mdsodik derivdltjait, valamint a vdltozd meghatd-
rozott fliggvényeit tartalmazza, a /32/ Osszefliggések se-
gitségével megszerkeszthetjllkk a differencidlegyenletnek
megfeleld differenciaegyenletet . Az O pontra vonatkozd
differenciaegyenletet ugy kapjuk, hogy a differencidl-
hényadosok helyébe a /32/ differenciahdnyadosokat irjuk,
a fy,p, K anyagjellemzdket, valamint a q, J fiiggvényeket
pedig a O pontban felvett értékkel vessziik szdmitdsba.
Ilymédon B és a kornyezd négy fiiggvényérték kozott al-
gebrai Osszefliggést kapunk, amely az adott differencidl-
egyenletet kozelitéleg helyettesiti.

Tekintsiik példdul a /13/ egyenletet. Mivel a jelenlegi
legmodernebb szdmitégépek kapacitdsa és gyorsasiga 81-
taldban a héromdimenzids tér tdrgyldsdt nem teszi le-
hetévé, a differenciaegyenletet 1is a kétdimenzids mdg-
neses tér esetére vezetjik le. A mdgneses térerlsség
vektora fekilidjék tehdt az x-y sikban. A rd merbleges
villamos térerbsség és dramsiliriiség vektordnak ekkor
csak egy, z irdnyu Osszetevije van, és bebizonyithatd
[1] , hogy ekkor X vektorpotencidl is z irdnyu. Ez
viszont azt jelenti, hogy e vektorok egyetlen skaldr
mennyiséggel jellemezhetlk, amelynek az x-y sikon vald
eloszldsédt kell meghatdrozni. Descartes koordindtarend-
szert alkalmazva az C(l,C(2,C(3,C(4, koordindtavdlto-

zdsok kozvetleniil a hdldvonalak tdvolsdgdt adjék meg,

amit h h, h3 h4 el jeldliink. A /32/ differenciashd-

nyadosokat a /13/ egyenletbe helyettesitve a kovetkezl
algebrai Osszefliggést kapjuks:
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2Al 2A2 e 2Al 2A4

+ +
h,/hy+h,/ h./h,+h,/ h3/h3+h4 VR 4/h3+h4/

2 2 -

= + Ay = JOM P A - u T /33/

o] o (0]
(hlh2 h3h4> 0 00

Hasonldéképpen irhatjuk 4t a /26/ hévezetési egyenletet
183

2T
2Tl N 2T2 2Tl 4

+ +

BT
hihy,  hgh, KN ST/ h,/h,+h,/

D
I v S i PR ST
(6]
hl/hl+h2/ h1h2
+< hi'l‘4 i h4T3 _h3-h4 : )
(o]
h4/h3+h4/ h3/h3+h4/ hah,
Q /x ¥ [
_}__O__Q._O_ = 0 /34/
K

)

Més koordingtarendszerekben is teljesen hasonlé mdédon
lehet megszerkeszteni a differenciaegyenleteket. /A
hengerkoordindtarendszer esetét a specidlis rész tartal-
mazza./
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Ha =2z inhomogenitdsok és a tartomdny alakja lehetdvé
teszik, igen eldényds minden irdnyban egyenld rdcstdvol-
sdgu hdlét felvenni, mert ekkor a /33/ egyenlet a kdvet-

kezb alakra egyszeriisddiks /hl=h2=h3=h4=h/

: 2 2
Ay + Ay 4 A3 + A4 = 4A ) = JCQ}LO'rOh A = Aboh Iy

Fokozhatjuk a differenciaegyenlet pontossdgdt, ha a
differenciahdnyadosok felirdsdndl a O ponttdél egyre td-
volabb levd pontok fliggvényértékeit is figyelembe vessziik.
Descartes koordindtarendszer és ekvidisztdns hdld esetén
pl. a kovetkez8 sémdkat irhatjuk fel [ 3]

8° 12p°
1 4 1
Au =3[ 4 -20 4
h 1 4 1

A Laplace operdtort, vagy a /26/-beli grad kifejezést
gorbevonalu koordindtarendszerben felirva olyan kifejezé-
sekhez juthatunk, amelyek a tér bizonyos pontjaiban nem
értelmezhetdk /pl. az 1/r filiggvény az r = 0 helyen/. Mi-

vel ezek a kifejezések a differenciaegyenletben is sze-
repelni fognak, az szintén szingularitdst fog mutatni az
emlitett helyeken. E szingularitdsok kiklisz6bGlése az
adott esetben rendszerint kiilon meggondoldst igényel,

és dltaldban a differenciaegyenlet megvdltoztatdsdt
jelenti. Egy példdt a specidlis rész mutat ke hengerszim-
metrikus esetre.



- 26 -

Mint emlitettiilk, a differenciaegyenlet a O pont kvze-
1ében helyettesiti a differencidlegyenletet, és alkalmas
térben vdltozd vezetlképesség és hévezetés, valamint
véltozé I és q figyelembevételére. Definidljuk a vizs-
gélt pont /O/ kdrnyezetét, mint az &, /2 &, /2 O%/2

o, /2 "tévolsdgokban" haladd koordindtavonalakbdl 4116
tartomdnyt / az 1 dbrédn vonalkdzva/. Ekkor a differen-
ciaegyenletben szerepld 'Xb, K s Jo és q, @ térben

folytonosan vdltozd filiggvényeknek a vizsgdlt pontban,

illetve annak kSrnyezetében felvett értékeit jelenti.

A rédcshdldé mérete éppen akkor van helyesen megdllapit-
va, ha e fliggvények vdltozdsa a rajzolt teriileten el-
hanyagolhaté. Ez a feltétel azonban semmiképpen sem tel-
jeslil, ha a szdébanforgd fliggvényeknek a O pont kdrnye-
zatében ugrdsszerii vdltozdsa van. Ilyen esetben a diffe-
renciaegyenletbe a O pontban esetleg nem is értelmez-
hetd fiiggvényérték helyett / ha az elvdlasztd hatdr

épp a O ponton'megy at/ a fliggvények O pont kdrnyeze-
tére vett dtlagdt kell helyettesiteni:

3.4abra



- D

Pl. a qf filiggvényre, ha a 3. dbrdn ldthaté médon halad
a hatdr:

g /35/

Az eljdrdst célszeri alkalmazni akkor is, ha pl.a

Y /xy/ fiiggvénynek nincs ugrdsszerii vdltozdsa, de va-
lamilyen ok miatt nem célszerii vagy nem lehet a rdcs-
tdvolsdgokat olyan kicsire vdlasztani, hogy a O pont
kornyezetében Y /xy/ mdr ne véltozzék. Ebben az esetben:

h-h
T =31 /xy/df = 4 ( T8 T +
o =% § ¥ BB, #h i, L, LTy \ g ¢ L
h-h h.h h. h
L3 ¥ ;e T 24 ) /
ks + + 36/
4 &7 3t s

ahol ﬂ&, Tso ]5, Xﬁ a 0 pont kornyezetében megadott
négy vezetlképesség /1ld. a 4. dbrdt/.

ﬁy

) |
A '
|

1q_h1_ N g% 3
| % M2 il

|

4 .8bra

23 |

il
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Ha minden ponthoz az elSbbi médon négy kiilonbozl értéket
rendeliink, ez megfelel annak, hogy a vezetlképesség szem-
pontjdbdl a teret egy feleakorra rdcstdvolsdgu hdldval
hédloztuk be, ami az el8bbinél még akkor is pontosabb ered-
ményt ad, ha a csomépontok szdma nem is vdltozott, mert

az inhomogenitdsokat jobban figyelembe vettilkk. A tapasz-
talatok azt mutatjdk, hogy az inhomogenitds figyelembevé-
tele még akkor is javul, ha az &dllandd anyagjellemzlvel

bird tartomdnyok szdmdt ugyan nem noveljiikk, de a ]Vo, g

o
Jo’ dq szamitdsdra a /36/-nak megfeleld képleteket alkal-
mazzuk. Ekkor azonban az eldbbi fliggvények értékeit nem

a 0 pont kornyezetében hanem a hdldévonalakbdl alkotott

tartomdnyokban kell megadni.

Kiilon kell foglalkoznunk a vdltozd permeabilitds esetével.
Az ekkor érvényes /8/ differencidlegyenlet bal oldaldnak
dtirdsa a fenti /32/ differenciahdnyadosok segitségével
most nagyon koriilményes és dttekinthetetlen, ezért a /16/
integrélis alakot haszndljuk fel [5] . Allanddé permeabi-
litdsu tartomdnynak most célszerii nem a O pont kornyeze-
tét, hanem a rdcsvonalak hatdrolta tartomdnyokat venni.

Az ezekhez tartozd anyagjellemzdket, valamint a O pontot
koriilvevd zdrt vonalat /f/ amire a /16/-ban szerepld in-
tegrdlt szdmitjuk, a 4.a. dbra tartalmazza.

4
A
e
e Te Je Me¥ b |
r————‘——u———-'b 4

| |
Hd¥dJd A3 Ma¥ala
_h By |
—

4.a.dbra



Mivel jelen esetben A = Ak
- QA - 24 =
rot A = ¥ 1l - xe J .

Az a és b pontok kozti integrdldsndl csak 4%% sze-

repel, amirdl feltessziik, hogy e kis szakasz mentén
nem vdltozik, és az I pontban szdmitott értékével ve-
hetd figyelembe.

Igy e szakaszra vonatkozd integréls

b 1 b b

_ rot TIT = -léé-da=-(.@_A> dy
§AL £ M X 33X Ii M
_ Ag~hs ( s 5 hy >

(O
0]

Hesonldképpen végezhetS el az integrdlds az ab, be
a cd szakaszokra. A /16/-ban szerepl8 integrdlt (
mentén ezekkel felirva, a jobb oldalon szerepld 'ro‘t
pedig a mdr részletezett modon figyelembevéve, végiil

a kbvetkezd differenciasegyenlethez jutunk:

= = 46D -
DlAl + D2A2 + D3A3 DOAO J GOAO IO /37/
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s Dl + 02 ks D3 + D4

h3 Ta + h2h4'3"b + hlh[]r’b"c> + hlhB'Id

o
]

o}

4
__ h2h3Joa + h h4J 5 7 hlh4 _—— hlh3Jod
o}

4

A differenciaegyenlet médsfajta ortogondlis koordind-
tarendszerben is ugyanilyen felépitésii csak a Dy egylitt-
haték mdsok; levezetése ugyancsak az 1ntegralis alakbol
celszeru.

Hatdrfeltételek érvényesitése

Az eddig térgyslt differenciaegyenletek a vizsgdlt

tér belsd pontjaira vonatkoznak, és Osszefliggéseket dlla-
pitanak meg egy belsd pont és a kbrnyezd pontok fiigg-
vényértékei kbzott. A vizsgdlt tér hatdrdn azonban leg-
aldbb az egyik irdnyban nem taldlunk "szomszédos" pontot
itt tehdt az eldébbiektdl eltérd egyenleteket kell fel-
irni, amelyek a hatdrold feliiletek vagy vonalak fizikai
viszonyait is tiikkrozik. Ezeknek az un. peremfeltételek-
nek a figyelembevétele anndl jobb, minél tobb rdcspont
van a peremen, ami az eddigi felépitésii hdldkndl azt
jelenti, hogy minél finomabb a hdldé a perem kdzelében.
Mésrészt azonban az inhomogenitdsok és a kivant pon-
tossdg nem feltétleniil teszik indokolttd a finomabb

hdlé haszndlatdt. Ezért itt kovethetjikk azt az utat,
hogy megtartjuk az eredeti rdcshdldt és a hatéron ki-
egészitd pontokat vesziink fel /az 5. dbrén Py 3/

A hatdr melletti pontokban vald szdmoldskor a

/33/, /34/, /37/ képletekben a mbédositott récstivol-

ségokat /h’, h??, h?’?/ vessziik figyelembe, a hatdrfel-

tételeket pedig az utdbb felvett pontckban /Pl’ P2
H

érvényesitjik.
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Ahogy ezt az 1.b/és 2.b/ fejezetekben ldttuk, a hatdr=-
feltételek matematikai szempontbdl algebrai egyenletek
amelyek a térjellemzdt /A,T/, illetve a peremgdrbe nor-
mdlisdnak irdnyédban vett derivdltjdt tartalmazzak.

- Az els$ esetben igen egyszeri a helyzet, mert a meg-
adott peremérték ismert mennyiségként fog szerepelni

az egyenletekben, mig a mdsodik esetben ismeretlenként,
de kapcsolata a tobbi /belsl/ pont filiggvényértékeivel
megdllapithatd, ha a peremfeltételt leird egyenletben

a derivdlt numerikus kifejezését irjuk. Ez gorbiilt ha-

tdr esetén a 6. dbra jeltléseivel:
A7 _ 1 [TI_TO i1,

sin® +

Y L,

On sin Jot+(/

6.4bra



- 3D

jig-kifejezése egyenesvonalu hatdrra/38/ specidlis
n

esetenként addédik.

Az egvenletrendszer megolddsa

Az eld8bbiek szerint minden csomépontra felirva a diffe-
renciaegyenleteket, 1linedris algebrai egyenletrendszert
kapunk, amelyben az ismeretlenek szdma / a csomdpontok
széma/ és az egyenletek szdma megegyezik. Igen &latald-
nos feltételek mellett bebizonyithaté [ 3] , hogy az igy
kapott egyenletrendszernek létezik egyetlen megolddsa,
és ez a differencidlegyenlet megolddsédhoz tart, ha a
récstdvolsdgot minden hatdron tul csdkkentjiik. Az al-
gebrai egyenletrendszer megolddsa azcnban szdmitds-
technikailag nehézséget jelent. Ugyanis a pontossdg fo-
kozdsa érdekében a récstidvolsdgokat célszerii minél ki~
sebbre vdlasztani ami a rdcspontok szédmdnak ndvekedé-
gét jelenti. De ezt koveteli az inhomogenitdsok megfeleld
figyelembevétele, és a hatdrgdrbe jé megkdzelitése is.
Igy végerednényben az ismeretlenek szdma nagyon megsza-
porodik, nemritkdn eléri az ezres nagysdgrendet. Ilyen
sokismeretlenes egyenletrendszerek direkt megolddsa még
nagysebességii szédmitégépeken is nehézségekbe iitkozik.

A Cramer szabdllyal vagy a Gauss-féle elimindcids mdéd-
szerrel torténé megolddsokndl ugyanis igen sok adatct
kell tdrolni a szdmitds sordn kés8bbi felhaszndlésre,

és a milveletek szdma is 6ridsi. N ismeretlenes egyen-
letrendszer esetén legaldbb N2/2 tdroldhelyre van szik-
ség és a szdmitdsi idé arényosNB—bel. Mindezek miatt a
jelenlegi szdmitdgépek dltaldban csak akkor tudnak direkt
médszerekkel dolgozni, ha a rdcspontok szdma kisebb szdz-
ndl. A gyakorlatban eléforduld szinte valamennyi eset-
nél azonban a jéval nagyobb ismeretlen-szdm miatt ite-

rédcids mdédszerrel célszerii dolgozni. Itt a szilkséges
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memériakapacitéds a rdcspontok szdmdval linedrisan, a
szdmitdsi i1ddé pedig négyzetesen ardnyos, ami az el8bbi-
nél lényegesen kedvezlbb értéket ad, és lehetdvé teszi
bonyolult nemlinedris /bédr tobbnyire csak kétdimenzids/
préblémdk megolddsdt a modern szdmitdgépeken.

Az iterdcids médszereknél a gzédmitani kivént térjellem-

zére /A, vagy T/ el8szdr kiinduld értékeket vesziink fel.

/Bebizonyithatd, hogy ez tetszés szerint torténhet, de
sokkal gyorsabban elérjik a kivént eredményt, ha a megol-
déshoz kozelebb es8 értékeket sikeriil felvenni./ Ezutdn

a kiinduld értékeket a differencisegyenletekbe helyette-
sitve kiszamitjuk az elsd kozelitést, majd ebbdl a md-
sodikat és igy tovédbb. Aszerint, hogy egy szdmitdsi 1é-
pésben csak egy pontban végezzilk el a kocorekcidt, vagy

a pontok egy csoportjdban, pont vagy csoport-iterdcidt
kiilonboztetiink meg.

a./ Pont iterdcid

Rendezziik 4t a /33/, /34/, /37/ differenciaegyen-
leteket ugy, hogy a bal oldalon az ismeretlen
/A, T/ linedris kifejezése d1lljon:

BUp + BU, + BoU; + BU, - B U =N /39/

6K, & ﬁ:i a /33/ és /37/ differenciaegyenletben Ay

egylitthatéja, a /34/ hévezetési differeciaegyelet-
ben pedig az elsbfoku Ti-k egylitthatéja, M a /33/,

/37/ egyenletek A =t nem tartalmazé tagja, illetve
2K

a /34/ hévezetési differenciaegyenlet 7;— -t és
Ay

masodfoku Ti—t, valamint qo—t tertelmazd tagja.
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/39/-b61 Uo—t kifejezves:

B, B, e 8,
e T — e —M-
9) Uy + 5. U, + o Ug + Y Uy TR /40/

A legegyszeriibb pontiterdcids médszernél a Jakobi
médszernél Uy elsS kbzelitését ugy kapjuk, kogy a
/40/ egyenlet jobboldalédba a felvett kiinduldéértéke—
ket behelyettesitjiike A pontokon valamilyen rodgzi-

tett rendszer szerint végighaladva ezt a szdmitdst
pontrdl pontra elvégezziik, és ennek eredményeit is-
mét behelyettesitjiik /40/ jobb oldaldba; igy kapjuk

Uo mésodik kézelitését.‘ﬁltaléban a k-adik iterdci-

6t Uék/ —val jeldlves

/x/ Bbi o /k-1/ M
vl - izl 5 Ui e /41/

Ha, mint a /37/ egyenletnél, az egylitthaték maguk is
fliggenek & térjellemzbt8l, egy ujabb iterdcid
szédmitdsa el8tt kiszamitjuk a megvédltozott térjellem-
z8nek megfeleld uj egylitthatdkat, €s az iterdcids
egyenlet a kovetkezl alaku lesz:

/k~1/
4 (3 k-1
A S, S VR el /42/
? i=1 p/x-1/ * 8 /k-1/
60 o}

A Jakobi médszernél valamivel hatdsosabb - kb. fe-
leannyi iterdcid sziikséges ugyanolyan pontosség el-
éréséhez - az ugynevezett Gauss-Seidel médszer,
‘amelynél a k-adik iterdcid szdmitdsakor felhaszndl-
juk az ezen iterdcidban mdr korrigdlt értékeket. Ha
a gzdmitdst soronként balrdl-jobbra haladva végez-
zik:
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e BLY ey BRI peas BEEM ey
='pk':17”{/+(7z=17% +ﬁk—-T7U3 +
0 (0] (o]
/k=1/ /k=1/
by ™ s m
B /k-1/ 4 (60”5'17

A szédmitds irdnya tetszés szerint vdlaszthatd meg,
anélkiil, hogy ez az eredményt befolydsolnd. Erdsen
eltéré tulajdonsdgu /M / résztartomdnyokat tartalma-
z6 tereken végzett numerikus szdmitdsok mégis azt
mutattdk, hogy a mddszer konvergencidja akkor a leg-
jobb, ha egymds utédn vdltakozd irdnyban végezzik a
fent leirt korrekcidt. He pedig a program egyszeriigé-
ge miatt az egyirdnyu szdmolds mellett dontiink, akkor
ennek célszerii a permeabilitdsvdltozdsdra mer8leges
irdnyt valasztani.

Csoport iterdcid

A pontiterdcids mdédszereknél mindig egy-egy pontban
/0/ korrigdljuk U-t, a koriildétte levd pontokhoz tar—
tozé, médr elbéz8leg kiszdmolt értékek felhaszndldséval
A csoportiterdcidés médszereknél egy eldre kijeldlt
ponthalmazon hajtjuk végre egyidejlileg a korrekcidt.

Legyen példédul ez a halmaz az egy koordindtavonalon
fekvl8 pontok Usszessége; tekintsiik ismeretlennek az
ezen pontokhoz tartozd U értékeket. Ekkor a szdban-
forgdé pontokra /39/-b8l a kovetkezd egyenletet ir-

hatjuk fels

/k/ - .
B .Uy + B - B U/ o w - pulkt g el

/43/



=36 =

Lt Ul’ U2, UO ismeretlenek, U.,, U4 az elézd iterdci-

3
ébdl vett, ismert mennyiségek. A vonalon levd Osszes
pontra felirva ezeket 2z egyenleteket, olyan egyenlet-
rendszerhez jutunk, amelyben minden egyenlet legfel-

jebb hérom ismeretlent tartalmaz és a kovetkezd for-

majus
blxl + CqX, _ dl
a,X, + b2x2 + 02x3 = d2
d3¥yag # PyFy F Bi¥y.y . T Y
%1 ¥ Pr¥m = Y

azaz egylitthatémdtrixa tridiagondlis. Ennek szimultdn
megolddsa a kbvetkezd algoritmussal kdnnyen elvégez —
hetds

¢,
L
g B ] i=2,3 ees I

i bi-aigi-l

g1 =

s Dis
1_di-l i = 2,3 ... m

o}
I}
[

°1
By
dl d.-a
13 i Bymay8y)

- 8:%5 9 i=m-l, m-2,... 1
Miutédn igy kiszdmitottuk az egy koordindtavonalon levd
pontokhoz tartozd U értékeket az eldz8 és a kovetkezd
vonal meglév8 U értékeibdl a kovetkezl vonal szdmitésd-
ra térhetiink 4t, és igy tovdbb. Természetesen mint a
pontiterdcids Gauss-Seidel médszernél, itt is felhasz-
ndlhatjuk az e18z8 vonal folyamatban 1év8 iterdcidban
mdr korrigdlt értékeit.

Elméleti megfontolédsok [4] azt mutatjédk, hogy a bemu-
tatott "vonaliterdcid'" nagyobb konvergenciasebességgel
randelkezik, mint a poniterdcids mdédszerek. Szdmits-
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gépen vald alkalmazdsakor azonban figyelembe kell ven-
ni, hogy a szémitési id6 a konvergencia gyorsasdgin
kiviil az egy iterdcidhoz sziikséges szdmitdsi miiveletek
szdmdtél is fligg, ami az egyenletmegoldds miatt a vo-
naliterdcidéndl nagyobb. Ezért nem minden esetben eld-

nyds a vonaliterdcid hasznélata. Legklilonbozdbb prdb-

1émék numerikus vizsgédlata azt mutatta, hogy e méd-
szert akkor célszeri el6nyben részesiteni, ha a récs-
pontok szdma nagy /ezer koriili/, vagy & rdcstévolsd-
gok igen kililonbdzbek.

5. A megoldds konvergencidja

a./ A konvergencia feltétele

A differenciaegyenletekb8l 4118 linedris egyenlet-
rendszert a

BU-u

métrixalakba foglalhatjuk Ossze, amelynek bdrmelyik
sora, mint ldttuk, a kovetkezd alaku:

6,0, + BU, + B3Uy + B,U, - B U =N

az egyenletrendszernek létezik egyértelmii megoldédsa,
ha teljesiilnek & kivetkezd feltételek: [4 ]

1./ a B egylitthatémétrix irreducibilis
2./ |BoIZ[B ] +|@ ol + B3] +[8,]

Az els8 feltétel azt jelenti, hogy nem lehet kivdlasz—
tani N, ismeretlent /Nl<:N/ ugy, hogy azokat N, szé—~
mu M érték teljesen egyértelmilen meghatdrozza. Ez
nyilvanvaldan teljesiil, mert az M oszlcpvektcr a pe-
remfeltételeket és a gerjesztéseket tartalmazza, és

a helyesen megfogalmazott térszdmitdsi feladatndl
bérmely pont térjellemzbje fiigg az Osszes peremfelté-
telt8l és gerjesztéstdl. Az egylitthatdkra vonatkozd
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mésodik feltétel teljeslilésérdl meggybzddhetiink, ha

a /32/ /34/ /37/ egyenletek egylitthatdit Osszehasonlit-
juk. Végeredményben tehdt megdllapithaté, hogy a /33/
34/ /37/ differenciaegyenletekbdl 4116 egyenletrend-

szernek egyértelmii megolddsa van.

Az iterédcidés folyamat konvergenciavizsgdlatdt Young
alapjén [6:]osak a linedris, steciondrius iterdcid ese-
tére tudjuk elvégezni, amikor is a fizikai paraméterek
az iterdcid folyamdn nem véltoznak, vagyis az iterdci-
s egyenletek egylitthatéi d1llanddék. Mégis a levont ko-
vetkeztetések tdmpontot adnak a vdltozé egylitthatdk
esetére, illetve a kidolgozott konvergenciagyorsité
médszerek jé eredményre vezetnek.

A fenti linedris staciondrius iterdcid esetében az ite-
récidés folysmatot a kovetkez8 mdtrxiegyenlet irja le:

E/k/ = gg/k_l/ + v /44/

Ahol G az egyes iterdcids mdédszereknek megfeleld iterd-

ciés mdtrix. Az itericid konvergdl, ha bdrmely kiindu-
16 vektor /go/ mellett az

R /45/
kiilonbségvektor a zérushoz tart, mikdzben k—>c<. A
/45/ egyenletet /44/-be helyettesitve
16l _ gole1/ Jus

g

vagyis az iterécids folyamat lefolydsdra v nincs semmi-
féle hatdssal.

A11itsuk eld az e/o/ = E/O/ kiindulé vektort a G mdt-

rix sajatvektorainak linedris kombindcidjaként.
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m
i=1
ahol z; @ G médtrix sajétvektorait, A:i a hozzdtartozd

sajadtértékeket jelolis

GZ.:K

<%y
==i i=i

/48/

@] P z
Ha most az g/ / kiindulovektort k-czor megszorozzuk a

G médtrix-szal, /46/ szerint g/k/—hoz jutunk:

k
/%) _ ok Jof _ Jk _ e
L2 =Ge = G ;’aig-i—gai’qigi /49/

A /49/ egyenletb8l levonhetjuk a kovetkeztetést, hogy

a staciondrius linedris iterdcié akkor konvergdl, ha a
G iterdcids mdtrix minden sajdtértéke egynél kisebb ab-
;zolut értékii. G legnagyobb cajdtértékét az iterdcids
madtrix spektrdlis sugardnak nevezik:

K/g/ = max K ;
amivel a konvergencia feltétele:
|R/a/| <1 /50/

A /G/ pontcs kiszdmitése igen nehéz feladat. Azonban
bebizonyithaté [4 ], hogy a /33/ /34/ egyenleteknek meg-
feleld differenciaegyenletrendszer megolddsa linedris
esetben a Jakobi és a Gauss-Seidel médszerrel olysan
iterdcids mdtrixhoz vezet, amelynek spektrdlis rddiuszd-
ra |A/G/I<1, tehdt az iterdcid konvergdl.

A spektrélis rddiusz ismeretére mindezek ellenére sziik-
ség van, mert K egyuttal azt is megmutatja, hogy milyen
gvors a konvergencia, milyen gyorsan csokkennek a hibdk.
Ha ugyanie /49/-ber a legnagyobb sajdtérték domindl,
irhatjuk, hogy
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|| e/k/ “ L ﬂ u/k/— u/k—l/“
|E/k-l/ I “u/k-l/-u/k_2/II

= K/e/ /51/

ahol bédrmilyen Euklédes-i normat vehetiink.

Az /51/ egyenletbdl 1ldthatd, hogy anndl gyorsabb a kon-
vergencia minél kisebb Ai/g/.

Mdésrészt a spektrdlis rddiusz /tovébbiakban L/ meghatd-
rozdsdra elméleti uton a szdmitds eldtt, csak igen spe-
cidlis koriilmények kozott van lehetdség. Nevezetesen
Laplace egyenlet Dirichlet feladatdnak Gauss-Seidel
médszerrel valdé megolddsa esetén, amikor a tertomdny
téglalap alaku [ 6] :

2
K= %I:(COS -’g; + cos -g—):l /52/

/R és S a csomépontok széma a két irdnyban/. Az /51/
bsszefiliggés azonban médot ad K kisérleti meghatdrozd-
sdra. E szerint nem kell mdst tenni, mint az iterdcids
folyamat elején /a tepasztelet szerint néhdnyszor 10
iterdcidban/ képezni az || u/k/—u/k_l/" mennyiségek két

egymdsutdni iterdcidban vett hdnyadosdt. E hdnyados

hatdrértéke adja A kozelitd értékét /az a feltétele-
zésilink, hogy K /G/ domindl/. A numerikusan megdllapitott
A =-b81l bonyolultabb esetben is megitélhetd, hogy kon-
vergdl-e az eljdrds és milyen gyorsan, illetve erre
tdmaszkodva tehetliink intézkedéseket az eljards stabi-
lizdlédsdra, illetve a konvergenciasebesség novelésére.

A konvergencia gyorsitédsa

Az /52/ képletre tekintve azt ldtjuk, hogy a csomdpon-—
tok szdmdnak ndvelésével A erdsen tart az egységhez,
vagyis a konvergencia egyre lassubb lesz. De erre utal
dltaldnosabb esetekben is a numerikus tapasztalat, mely
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szerint az itt eld8forduld problémdkndl az 1%-ra pontos
megoldds eléréséhez kb. a pontok szédmdval megegyezd szd-
mu iterdcidra van sziikség. Ez pedig a néhdny ezer pon-
tot tartalmazd tereknél a modern szémitdgépeket is fi-
gyelembevéve mdr Srés nagysdgrendi szdmitdsi iddt igé-
nyel a fenti iterédcids eljdrdsokkal. Ezért rendszerint
szlikkeég van a konvergencia gyorsitésdra.

A konvergenciasebesség hatékonyan ndvelhetl a szukcesz-
sziv hiperrelaxdcid mdédszerével [6:]. E médszer alkal-

mazdsakor - ugy mint a Gauss-Seidel mddszernél - el8szor
me ghatdrozzuk u/k/ értékét, de a tovdbbi szémitéds szd-
mdra nem ezt tartjuk meg, hanem u-nak egy relaxdlt érté-
kéts

/x/ = u/k-1/ +-co[u/k/ - u/k-l/] /534

Yyelaxdlt

Az 0 relaxdcids tényezd helyes megvdlasztdsa a konver-
genciagyorsitds kozponti problémdja.

Varga[:7] bebizonyitotta, hogy az /53/ szerinti iterd-
cié csak akkor konvergdl, ha 0= w <2, mert ekkor lesz
a szukcessziv hiperrelexdcié spektrdlis rddiusza /K./
egynél kisebb.

A ktvetkezlbkben lényeges szerepet jdtszik a QE =M
differenciesegyenletrendszer Q matrixdnak egy bizonyos
tulajdonsdga, amit az irodalom [6 ],[7]." A tulajdon-
sédg" néven jelsl /Property A/. Ez azt jelénti, hogy a
B egylitthatémdtrix az oszlopok és a sorok megfeleld
cseréjével a kovetkezl alakra hozhatds
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/54/

O OOoooooacooo-cooaa'Zp_z Dp_l Sp_l

O O........‘O...l... Z D
5 . p=l =g |

ahol D, diagondlmdtrix /rendje: ri/, S; és Z; téglalap-
matrixok, amelyek mérete ri XTsoqs illetve I,‘i+l Xry.

Ha B -ra teljesilil az /A/ feltétel, «0, K , valamint a
Jakobi mdédszer spektrdlis rddiusza (,(3) kozott a kovet-
kez8 Osszefliggés 411 fenn:

(At 1) =K, RS /55/

Ebb81l meghatdrozhaté a konvergenciagyorsitdé tényezd
optimdlis értéke, amely mellett A, a legkisebb. A
szémitdsokat elvégezve kapjuk, hogy

2
= /56/
@opt " TLVT - e

min (K, )= ypt ~ L
A A spektrdlis sugdr w-t6l vald fiiggését kiilonbozd
,{j mellett a 7. &bra mutatja /W= 1 esetén /53/
szerint a Gauss-Seidel iterdcidét kapjuk, amelyre /55/-
b6l Kepag =Ke, =K/
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Ha @ ot < w£2; akkor K,=cw -1 és wopt kozelében K,

gyorsabban nd D 5pt alatt, mint folotte. Ezért Dot

kozelit8 meghatdrozdsdndl coopt alulbecsiilése jobban
csOkkenti a konvergenciasebessége mint D ot fellil-

becgiilése.

Az el8bbi megfontoldsok valds relaxdcids parzméterre
vonatkoztak. Kézenfekvlének latszik, hogy a /33/, /37/
komplex vdltozdéju differenciaegyenletek esetében a
konvergenciagyorsitd tényezd is komplex legyen. A
0<|&| < 2 feltétel azonban ez esetben még nem biz-
tositja a konvergencidt. Adott K; mellett /ami fligget-
len & -t681/ ugyanis csak olyan & értékeket enged-
hetiink meg, amelyekkel az /55/-b61l kiszdmithatd

Ew -ra ]Kw[<l fenndll.

A megengedhetd o -k tartomédnydnak hatdrait tehdt ugy
kapjuk, hogy a2z /55/ képletbdl nyert
- L-Reo
w = — 1574
e Kﬂ/,qw
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bgszefiliggés jobb oldaldba az adott Eé -t és kililonbo-
z8 AR, -t helyettesitiink, amelyekre IK;O|= 1. Néhdny

E; értékhez tartozd hatérgorbét - amelyen belil kell

lenni tehdt @ -nak - a 8. dbra mutat:
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A megfelel8en hatdsos konvergenciagyorsitd eljdrds alkal-
mazdsdnak elengedhetetlen feltétele, hogy a Jakobi iterd-
ciés mdtrix spektrdlis sugardt / Ay / ismerjiik. Ez haté-

rozza meg ..+ 6rtékét az /56/ képlet szerint, de ettdl

op
fligg kopmlex co esetén is, hogy milyen w-ig konvergdl

az eljarés.

Kapontos meghatdrozdsa azonban a legtdbb gyekorlati
térszdmitds esetében nem sikeriil, kozelitd kiszdmitdssg
pedig sok tapesztalatot, korliltekintést és intuicidt igé-
nyel, és leginkdbb a feladat jellegétll fligg.
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Ha példdul nem kritikus a szdmitds id8sziikséglete, al-
kalmazni lehet az /52/ képletet egy a tartomdnyt befogla-
16 téglalapra, majd az igy adddé K -bdl szdmitjuk

w -t az /56/ képlet szerint. ¢ igy nagyobb lesz a va-
16ségos optimdlis értéknél, aminek eredményeként egy
gyorsitott, bdr nem optimdlisan gyorsitott iterdcids
folyamatot kapunk.

Ha a feladatot sokszor kell megoldani vdltozd peremfel-
tételekkel, ésszerii lehet az is, hogy néhény prdébafu-

tdst végzlink kiilonbozd8 co értékkel, és figyeljiik az a-
dott pontossdg eléréséhez szlikséges iterdcidk szdmét.
e optimdlis értékét ott kapjuk, ahol ez a szdm minimu-
mot mutat. Mds kiinduld feltételek esetén természete-

sen o .4 értéke nem vdltozik, a geometria kismértékii

p
vdltozdsa is csak kevéssel befolydsolja, a nemlineari-

tdsok véltozdsdra azonban érzékenyen reagdl.

Meghatdrozhat juk K;‘t kozelitbleg az iterdcids folya-
mat kozben is az /51/ képlet szerint, majd ebbdl w -t
/56/ szerint. Igy végeredményben egy vdltozd w -ju ite-
rdcids folyamathoz jutunk, amit ha megfelelBen irdnyi-
tunk, co értéke ooopt-hoz konvergédl. A médszer rész-

leteivel a specidlis részben foglalkozunk.

Elméleti vizsgdlatok [9] és numerikus tapasztalatok
igazoljédk, hogy a fenti konvergenciagyorsitds akkor is
alkalmazhatd, ha az cooptkiszémitésa elétt tett feltevé-

sek nem teljeslilnek, igy példdul nemlinedris esetekben
is. Ekkor - ha egydltaldn konvergdl az eljdrds - az

iterdciés folyamat gyorsul, ha nem is abban a mérték-
ben, mint ahogy az elméletbll az védrhatd volna. Ez
azonban komoly veszteséget jelent, ha a Gauss-Seidel
iterdcid spektridlis sugara nagy /KCGS> 0,9/. mert az
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dbrdbbél ldthatdan a szukcessziv hiperrelaxdcid spekt-
rdlis rddiuszt cstkkentd hatdsa ;(Gs novekedésével erd-
sen csSkken /K = 0,8-ndl K = 0,38, mig Kgg = 0,98-
nél Koy opp = 0576/

wopt

Ilyen esetben hatékonyan lehet alkalmazni a fizikai kri-
tériumok alapjén végzett konvergenciagyorsitdst.

A gerjesztési torvény szerint bdrmely zdrt gbrbére

$sm - § 707 /58/
2 F

ahol F a gorbe dltal bezdrt feliiletet jelenti. Igy tehét
a pontos megolddsndl a

{ 77
B

C = /59/

¢ HaT

J
egylitthatd értéke tetsz8leges gorbére kiszdmitva egység,
mig az iterdcids folyamat kozben C értéke eltér egytdl.

A valdsdgos megolddshoz kozelebb esd értékeket kapunk,

ha a vektorpotencidlokat az iterdcid kdzben ugy mddo-
sitjuk, hogy az /58/ egyenldség teljesiiljon.

A C egyiitthaté értéke a /7/ és /20/ képletek felhasz-
néldsdval:
gﬁfdﬂﬂ

C

tehdt a vektorpotencidlnak a gdrbén felvett, illetve
gbrbén beliili értékeibdl kiszdmithatd. Mivel C nevezl-

jében a térerdsség gbrbementi Osszetev8je, tehdt &

gdrbeiranyra merbleges vadltozdsa: jlﬂ szerepel, az

dn
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/58/ egyenldéség teljesliléséhez a vektorpotencidlokat
Qi

On

ugy véltoztatjuk meg, hogy —— értéke a gdrbe mentén

C szeresére ndvekedjék.

6. Hibabecslés

Elektromdgneses és hémérsékleti terek szédmitdgépes szdmi-
tdsakor a megolddst jelentl filiggvényt csak bizonyos pontos-
sdggal kapjuk meg. A szédmitds jellegéb8l kovetkezd hibdk
ismerete két szempontbdl igen'fontos; egyrészt ismerni kell
hogy mitdél és milyen mértékben fliggnek a hibdk, hogy a

szdmitdst ugy tervezziik meg, hogy lehetdleg kis hiba adéd-
jék, mdsrészt az iterdcids folyamat lépéseinek a szdmdt is

csak a hibdkra vonatkozd valamilyen becslés birtokdban

tudjuk megdllapitani.

A differencidlegyenlet differenciaegyenlettel vald he-
lyettesitésekor adédd hibdt homogén rdcshdld esetén az

egész tartomdnyra vonatkozbéan megbecsiilhetjiik. E célbdl
a tartomdnyt befoglald ellipszis tengelyeit; t, s kell

ismerni. Ezekkel [ 3]

M4/h2+k2/ 8242

K
In

24 /5% 4%/

ahol h és k az x és y irdnyu rdcstdvolsdg, M4 pedig a meg-
olddsfiliggvény negyedik derivdltja abszolut értékének maxi-
muma a vizsgdlt tartomdnyban. Mint ilyen eldre nem isme-

retes, de pl. K kiszdmitott csomépontbeli értékei alapjdn
me ghatdrozhaté [3] . Igy utélag tudjuk ellendrizni, hogy

a felvett rdcstdvolsdgok megfelelbek-e. Mdsrészt viszont

ha valamilyen kézenfekvd feltevésiink van a megolddsfiigg-

vényre /pl. orvénydram teriileten

5= a7
0
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ahol d a behatoldsi mélység z irdnyban/, akkor ebbdl az
adott pontossdghoz sziikséges dtlagos rdcstdvolsdg eldre
meghatdrozhats.

Ha az utélagos kiértékelésnél a diszkretizdcids hiba tul

nagynak adddik, célszerii megoldani a feladatot feleakko-
ra ricstdvolsdgokkal. A két megolddsbdl egy mindkettdnél
pontosabb megoldds szerkeszthetd Richardson médszerével

[10].

A differenciaegyenletrendszer iterdcids megoldésénél adddéd

hibdt nehéz becsiilni. Ha egyenletesen konvergil az eljdréds,
a pontossdg mértéke lehet

/x/ /k=1/

m?x I Ai - Ai |

vagy a kovetkezd normdks

/%l el
by = afs]

>1(a2) 7/ - (Af_)/k-l/l

Az -iterdcid befejezésének a feltétele ekkor az, hogy e
mennyiségek egy eldre megadott hibakorldt ald csOkkenje-

nek.

A térszémitdsokban eld8forduld igen sok milvelet miatt szd-
mitégépi szdmitdsndl a kerekitési hibdkkal is szdmolni
kell, amely itt nagy lehet, s6t bizonyos esetben az egyéb-
ként stabil eljdrést instabilld teheti. Mivel e hitdk nagy-
sdga az adott szdmitégép szdmdbrdzoldsi pontossdgdtdl fiigg,
a kerekitési hibdk jelentdségét minden esetben kiilon-

kiilon kell mérlegelni.
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SPECIALIS RESZ

1. A probléma megfogalmazisa

A félvezetd anyagok technoldégidjédban 1lép fel a kOvetkezl
probléma s

Adva van egy félvezetd rud /pl. szilicium/, amelyen a belsd
anyagstruktura és igy a fizikai pareméterek megvdltoztatésa
céljédbdl helyi melegitést kell 1étrehozni. Ilyen esetek pl.
a polikristdlyosbdl egykristdlyos rud készitése, a félvezetd-
rud szennyezdkoncentrdcidjinak bedllitdsa zénds olvasztis-

sal, hengerszimmetrikus p-n dtmenetek létrehozdsa, vagy a
kiilonb6zd céllal végzett hlékezelések. Az igen nagy tisztasd-

gl kovetelmények miatt azonban dltaldban ner jdrhaté ut,
hogy a nagy hémérsékletii flitdanyagrdl hévezetéssel vigylik
dt a hdét a félvezetlre, mert & fiitdelem pdrolgdsa beszeny-
nyezné a félvezetét. Ezért a fenti esetekben az indukcids
hevités a célravezetd hékozlési mdd, amikor is magdban a
félvezetében keletkezik a hé, a kdrnyezetében 1év8 induk-
cids tekercs pedig alacsony hémérsékletii /dltaldben £tfolyéd
vizzel hiitott/, igy szdmottevd pdrolgdss nincs.

Indukeidésan hevitett félvezetbk hémérsékleteloszldsdnak
szédmitdsa t8bb problémdt vet fel. A hémérsékleteloszlés
meghatdrozdsdhoz ismerni kell a héforrés-siiriiség eloszldsat
a félvezetlben. Ez viszont a kialakulé Orvénydramoktdl fiigg,
amit adott gerjesztd mennyiségek mellett a villamos ve-
zetlképesség befolydsol. Félvezetbanyagok villamos vezet8ké-
pességeazonban erésen fiigg a hémérséklettdl, tehdt ellre
nem ismert. Ha ehhez még hozzdvesszilk, hogy e hémérséklet-
fliggés nemlinedris jellegli, akkor konnyen megéllapithatjuk,
hogy a probléma megoldédsa analitikusan reménytelen. Viszont
a kialakulé hémérsékleteloszlds ismerete igen fontos, mert
ettél fliggenek az anyaghban létrejovd struktirrdlis vdlto-
zdsok; a diffuzids profil alakja, a diszlckdcids hibahe-
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lyek siiriisége és eloszldsa, valamint a félvezetS szdmos
fizikai tulajdonsdga a szdébanforgd miivelet utdn.

A fenti nehézségek miatt a problémakdr vizsgdlata csak
numerikus mdédszerekkel lehetséges, és az igen nagy szamité-
si munkék miatt gyakorlatilag csak szdmitégéppel lehet
kivitelezni.

Félvezetd rud indukcids melegitését vdzlatosan a 9. dbra

elrendezése mutatja. Tz

Y.abra

A"T tekercsben nagyfrekvencids aram folyik, amely vélto-
z6 fluxust hoz létre maga koriil, igy a félvezetd rudban
is. Ennek hatdsdra a rudban drvénydramok alakulnak ki,
amelyek a rud rnelegedését idézik eld. Célunk az egyen-
sulyi dllapotban kialakulé hémérsékleteloszlds meghatdro-

zésa.

Shaskov [ 16 ] analitikusan szdmitja ki a z irdnyu hémér-
sékleteloszldst annak feltételezésével, hogy a feliilet

sugdrzdssal ad le hét, radidlis irdnyban nincs véltozas
és a hévezetési tényez8 dllandd. Billig [17] kétirdnyu
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hémérsékletvdltozdst vesz figyelembe, a hdvezetési tényezd
azonban ndla is filiggetlen a hémérséklettsl.

Kis hémérséklettartomdnyban ezek a megolddsok jé kozeli-
tést adnak. A félvezetltechnoldgidban gyakran eldforduld
h6mérséklettartoményban azonban /AT = 700-1200 Co/ a fi-
zikai jellemzdk itt mdr igen erdsen jelentkezd hémérséklet-
fiiggésének elhanyagoldsa miatt félrevezetd eredményt adnak.

Digitdlis szdmitégéppel végzett szdmitdsrdl szdmol be
K.Akiyama és J.Yamaguchi [18] . 6k figyelembe veszik a hé-
vezetés hémérsékletfiiggését, de vizsgdltuk a hlvezetési
differencidlegyenletre korldtozédik. A benne eléfordulé
h8forrdssiiriiség eldre felvett mennyiség, aminek ilymdédon a
villamos vezetd8képességtdl, illetve végsd soron magdtdl a
kialakuldé hémérséklettbl vald filiggését nem lehet figyelembe
venni.

Jelen dolgozat célja a kapcsolt hdvezetési és elektromdgne-
ses térszdmitdsi probléma megolddsa, mikdzben mindkét fizi-
kai jellemz8 /hé és villamos vezetés/ nemlinedris hémérsék-
letvéltozdsdt tekintetbe vessziik.

Az elektromdgneses teret egyértelmiien meghatérozzdk a 9.

dbrdn lathaté elrendezés geometriai adatai, az anyagjellem-
z8k, és a tekercsben folyd dram jellemzbi. A hémérsékleti
tér szédmitdsakor a fellilet hémérsékleteloszldsét vesszik
adottnak, hogy a félvezetd és a kornyezet bonyolult termo-
dinamikai kolcsonhatdsdtdl eltekinthessiink, és a szdmitdst
magdre a rudra végezhegsiik. Mérési szempontbdl is ez a leg-
hozzdférhet8bb kiinduld adat, sét jé kozelitéssel ki is
szdmithaté [16] , mert a z irdnyban a tekercs sikjdtél
gyorsan csbkkend feliileti hémérsékleteloszldst csak igen
kevéssé befolydsoljék a rudon belilili radidlis hdémérséklet-
védltozdsaek.
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Ennek megfelelben egy adott kisérletnél /I = 73,54,
f = 1,8MHz/ az elmélet és a mérési eredmények Osszeveté-
sével adddsd feliileti hémérsékleteloszldst a 10. dbra szem-—

1lélteti, ami tehdt a tovdbbiak szdmdra kiinduld adatul
szolgdl.

T[K']T
IOOO\
900 \
800+— N
700
500/ ny
400 ~\~‘$=.~
[ | \
1 2 3 4 5 6 z[cm]
10.4bra

A rud végén /z =0 / kiilsd koriilmények /rendszerint viz-
hiitésii befogd/ biztositjdk az dllandé hémérsékletet.

Az elrendezés szimmetridjdbdl kovetkezik, hogy a tekercs
sikjdt81l felfelé és lefelé ugyanolysn magassdgban egy-
médssal megegyezd hémérsékletek vannak. Ezért elég a rud-
nak csak az egyik felét vizsgdlni.
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2. Pizikai jellemzdk

Vizsgdlatainkhoz a félvezetd szilicium anyagot vettik alapul.

A szémitdsok elvégzéséhez sziikség van ezen anyag hd- és
villamos vezet8képességének ismeretére.

a./ Villamos vezetOképesség

Mivel vizsgdlatunk a nagy hémérsékletek tartomdnydba
esik /10. dbra/ a villamos vezetSképesség szdmitdsdndl
eltekinthetiink mdr a szennyezések hatdsdtdl, és az
intrinsic vezetést vehetjiik alapul. Szildrdtestfizikai
meggondoldsokb8l le lehet vezetni a villamos vezet8ké-
pesség hémérsékletfiiggését, de az adéddé kifejezés nehe-
zen meghatdrozhatd dllanddkat és mennyiségeket tartel-
maz. Ezért kiinduldsul az irodalomban megtaldlhatd mé-
rési eredményeket [12] tekintettilk, és az elmélet sze-
rinti fiiggvény egyiitthatéjdt ugy hatdroztuk meg, hogy
e fliggvény a legkisebb négyzetes hibdval a kisérleti
értékeket adja. Az ilymdédon kapott villamos vezetdké-
képesgég-hémérséklet fﬁggvéana kovetkezl:

¥/1/ = 2958,6e  2KT({Qom) ™ /61/

Itt T az abszolut hémérséklet, k a Boltzmann &8llandd

/k = 8,69'10-5eV/KO/, E pedig a sdvszélesség, ami szin-
tén hémérsékletfiiged [127]

E=(1,21 - 3,6 - 107%1) ev /62/

b./ Hbvezetlképesség

Szilicium esetében feltehet8, [13] hogy a hévezetési
folyamatban résztvevd hé-hordozdék /fononok, elektronok,
fotonok/ egymdssal csak igen gyenge kdlcstnhatdsban
vannak, Ugyhogy a hévezetési tényezdhtz vald hozzdjé-
ruldsuk additive vehetd figyelembe:
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K=K, + Ke + K /63/

f g

ahol K, a hévezetés fononos, K, az elektronos és K  a

sugdrzdsi Ogszetevije, és mindegyik mds és mds hémérsék-
letfiiggést mutat.

Az elmélet és a kisérletek [14] tovébbd azt adjdk, hogy
K még az olvaddspont kdzelében is K-nak legfeljebb
2%-a. lehet; ett8l tehdt eltekintiink. A fononos hdveze -
tés hémérsékletfiiggését. I.Glassbrenner és G.Slack [13]
mérték ki, és az elméletileg is aldtdmasztott félempri-
kus formuldt kaptdks:

0]
Kl—f - 1,56 + 10701 + 1,65 - 10~%22 4 0,03 CIVI;K /64/

Az elektronos hlvezetés /Ke/ hémérsékletfiiggését, bdr
sok egyszerilsit8 feltevéssel vezették le [15] , mégis
jé egyezést mutat a mérési eredményekkel, E szerint

Ke = Ke + Kéb /65/

p
" 2
K =2 3> yo /66/

2 2
By = ———— [—E- +4J (§) o /61/

(l + b>2 kT

ahol a Kep poldris Osszetevd a Wiedemann-Franz torvény-

nek felel meg, a K_y bipoldris Osszetevd pedig az elek-
tromdyuk parok diffuzidjénak. A képletekben k & Boltz-
mann &lland$, e az elektron toltése, b pedig az elektron
és lyukmozgékonysdg ardnya; b = 2,6. Szerepel még a

DY /T/ villamos vezet8képesség, amit /61/ szerint szdmi-
tunk.

Meg kell még jegyezni, hogy az olvaeddspont /T = 1685 K=/

f616tt a rdcsszerkezet Osszeomldsa miatt Kf és EG nulla



= 55 =

lesaz, Ke-nak pedig csak T>800 K° felett van észreve-
het8 hozzdjdruldsa K-hoz.

A fizikai jellemz8k /61/ illetve /63/, /66/, /67/ kép-
leteknek megfeleld hémérsékletfiiggését a 1l. dbrdn
14thatjuk.
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3, Hémérsékleteloszlds

A szilicium rudban létrejovd hémérsékleteloszlédst az 1.
ponttan leirt feltételek mellett szdmitjuk ki. A szémi-

tds alapjdul a /26/ differencidlegyenlet szolgdl, amely
mint ldttuk figyelembe veszi a hévezetlképesség hbéfok-
fliggését, és a hdforrdssiiriiség térbeli vdltozdsdt. Mivel
elrendezésiink hengerszimmetrikus, a differencidlegyenle-—
tet hengerkoordindtékban irjuk fel:

82T+%_@_T_+62T+1_§_§_[32>2+ _%_DZ}

Srz r Bzz K QT ar
2
L L /68/
K

ahol mdr figyelembe vettilkk, hogy a harmadik koordindta
/¢ / irdnydban nincs vdltozds.

Ezutén elkészitjik a vizsgdlt tertomdny /az eldzlek szerint
a rudnak a tekercs sikjatdl pl. folfelé esb része/ koordi-
nédtafeliiletekbd8l 4118 beosztdsdt. A koordindtafeliiletek
most z = dllandd sikok és r = dllanddé hengerek. A hengerek
és a sikok egymdstdél vald tdvolsdga a szdmitds egyszerii-
sitése miatt mindeniitt d4llandé. Ezt a tdvolsdgot - a rdcs-

tédvolsdgot - az Orvénydramszamitds kovetelményeinek megfe-

lel8en Zllapitottuk meg /h = 1 mm/ és megtartottuk a hémér-
sékleteloszlds szémitdsdhoz is. A rdcshdldrendszert, illet-
ve egy pont kornyezetét a 12. dbra szemlélteti.
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A hémérséklet szamitdsdt. a differencia médszer szerint az
dbrén lathatd hdldévonalak metszéspontjaiban végezziik.

Ehhez a /68/ differencidlegyenletet differencicegyenletté
kell slakitani. A /68/-ban levd elsd és mdsodik derivdltak
helyébe a /32/ differenciakifejezéseket irva a differencia-

egyenlet iterdcid szémdra alkalmas kovetkez8 alakjdt nyer-
Jlks

b _h
o [ l(l - ) + T2<i + > + T + T +

( wsa [T T]) +(T,- T3 h_zh}
51)

+
4 Ko

/69/

Mivel a K hévezetési tényezl fligg az ismeretlen hémérsékle-—
tekt8l, az iterécidé nemlinedris.K értékét a szdmitds alatt
folyematosan korrigdljuk ugy, hogy minden iterdcidban a
megfeleld iterdcid i1 8 értékéhez tartozd hévezetlképességet
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haszndljuk fel. (—%% értékét szintén az e16z8 iterdcidban
(o]

nyert T hémérséklethez szdmitjuk, mégpedig K bonyolult hé-
mérsékletfiiggése miatt a differenciahdnyadost képezve:

3% B K/TO+AT/ - K/TO-AT/ .
ngl - 2487 £78L

A numerikus szdmitdsban AT = 1K°.

Nem haszndlhaté a /69/ differenciaegyenlet a tengelyben
/AD/ lev8 pontok hémérsékletének szdmitédsdhoz, mert itt

2, = 0. Misrészt a /68/ differencidlegyenletben az
% :é% tag r —0 esetén;

tehdt az elsd taggal Osszevonhatd. Ennek megfelellen szer-
keszthetjliikk meg a tengely pontjaiban érvényes differencia-
egyenletet, figyelembevéve azt, hogy a tengelyszimmetria

miatt itt Tl = T2:

- 2
To=%4T2+T3+T4+I]{-O %%)o B’—E}-)+-13—q /71/
.A hatérfeltételek érvényesitése jelen esetben azt jelenti,
hogy a DC vonalon minden hémérséklet dllandé és ellre meg-
adott /T = 300K°/, a paldstfeliileten pedig /BC vonal/ szin-
tén eldre ismert és a 10. dbrdnak felel meg. Az AB vonal
/a tekercs sikja/az elrendezés szimmetriavonala. Ezért egy
itt levé csomépontra /O pont/ a 12. &bra jeldléseivels

Iy =1, /72/

ahol T3 az AB vonallal pdrhuzamosan h tdvolsdgban haladé

A®* B’ vonal T4 oszlopdban levd pontjdnak hlémérséklete. A
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gzimmetriafeltételt tehdt Ugy érvényesithatjiik, hogy fel-
vesziink egy potldélagos A’B’ vonalat, amelynek hémérsékletei
az AB-t megellzd sornak az iterdcidban mdr kiszdmitott
hémérsékleteivel egyeznek meg. Az A’B’ vonal hémérsékle-
teinek segitségével az AB hatdrvonal hémérsékletei mér
/69/-b81 szamithatdk.

Az iterdcids folyamat alapjédul a pontiterdcidt vélasztot-
tuk, és a viszonylag jé konvergenciatulajdonsdgok miatt
dllandé relaxdcids tényezdt alkalmaztunk. A szdmitds ered-

ményeit a 6. fejezet tdrgyalja.

Orvénydramszdmitds

gsf Differencidl-differencia egyenletek

A szilicium rudban és kornyezetében kialakuld elektro-
mégneses teret a vektorpotencidlra vonatkozd

rot rot & = - jOMLYP R + N /73/

differencidlegyenlet alapjén szémitjuk. Az egyenletben
szerepld % villamos vezetlképesség a rudon beliil vdl-
tozik, a rudon kiviil nulla, a M permeabilitds - szi-
liciumrdl 1évén szé - mindeniitt a vdkum permeabilitd-
sdval egyenlé, és a kiilsé gerjeszt§ dremsiiriiség /J_/
csak a tekercs helyén kiilonbozik nulldtél.

Elrendezésiink hengerszimmetrikus, a gerjesztddramnak
és a kialakuld orvénydramoknak csak egy, ~P irdnyu
komponensiik van, a mégneses térerlsség azonban kétird-
nyu /r és z/. Mindezekb8l kbvetkezik [1] , hogy a vek-
torpotencidlnak csak \P irdnyu Ogszetevdje van. Ennek

meghatdrozdsdra /T73/ hengerkoordindtdkban felirt alak-
ja szolgdl, amely az el8bbiek figyelembevételével a
rudon beliils
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2 2
99X 1 9 9 &k .
3r§ & 3r2 8z2 ¥
és a kiils8 térben:
2
2
QX ,1RKE__A 9%

< = - J 5
Bl o B dr rf 8z° % ey

/A /T4/ és /T5/ egyenletekben & komplex értéket je-
181/

A /T75/ dltal meghatdrozott elektromdgneses tér a ru-
don kiviil a végtelenig terjed, és elvben a szdmitdst

is a végtelenig kellene Qégezni, ahol is A mdr eltiinik.
Numerikus szémitédsokban azonban végtelenbe nyuld tarto-
ményt nem tudunk kezelni, ezért szt egy végesben fek-
v6 tartomdnyba transzformdljuk.

Tekintsiik tehdt az

R2
= B /76/
-

transzformdcidt, ahol R a rud sugara, Q redig az uj
valtozd.

E transzformdcidé a rudon kiviili tartomdnyt /R<r<e<s/

a rud belsejében /0<Q< R/ viezi &%, mik®zben a pa-
léstfelilet helye nem vdltozik, a végtelen pedig a

tengelybe keriil.

A /T76/ trenszformdcids egyenletbll:

-1 T £ . /77/
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zaA
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A /T7/, /T78/ derivéltakat /75/-be helyettesitve, meg-
kapjuk a transzformdlt kiils8 tartomdnyra vonatkozd

A) i /78/

28, +29 25

alapegyenletet:

9\ [8A , 4 92 _ A 3°A -

O t%-5] 8-
esittO<9$R.

Mivel ilymédon a végtelenben levd feliilet a végesbe
keriilt, itt hatdrfeltételeket is megadhatunk, majd az
eredményként addds K/g / fligevény véltozdjét vissza-
transzformdlva a kiils8 térben kialakuld vektorpoten-
cidleloszlédst nyerjiik.

A /T74/ és /T79/ differencidlegyenleteknek megfeleld
differenciaegyenleteket a /32/ képletek segitségével
szerkesztjik meg. AZ iterédcid szdmdra alkalmas alakok
a kovetkezdks

a rudon beliil:

- | i h
Aq he _2;2':1*1(1 - E"F') 2<1 L ) 'A'3 + K:l
4 + ? + Jn
0 /80/

€s a rudon kiviil:

T > H (1--- <1+_.}+

2/1+b/ +

+ KB + I# + Abh?Jq] /81/

ahol

cfz= wi‘x’ és b-<%>4
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Az itt szerepld mindkét irdnyban azonos rdcstdvolesd-
got /h/ a kovetkezd gondolatmenet alapjdn dllapitottuk
meg.

Feltételezhetjilk, hogy a vektorpotencidl a rudban a
paldstfeliilet mellett kozelitlleg az

-(R-r) /g

|A] = Ae /82/

fiiggvény szerint vdltozik, ahol d° a "behatoldsi mély-
gég" ezen a helyen. Mdsrészt amikor /32/ alapjén a
differencidlegyenletben szerepld derivdltakat diffe-
rencia kifejezésekkel helyettesitjiikk, az elkovetett
hiba & Taylor sordnak elsd elhagyott tagja /a negyedik
derivdltat tartalmazdé tag/:

4, 4
= 24 ?5;1 inad

Ez a hiba még a differenciaegyenletrendszer exakt meg-
olddsa esetén is fenndll, mert a fliggvény diszkrét és
nem folytohos kezelésébll kovetkezik, ezért diszkreti-
zdcids hibédnak nevezziik. Mivel nagysdga els8sorban a
rédcstdvolsdgtédl  filigg, ismeretében az alkalmazhaté
rdcstdvolsdgok felsd korlatjdt kapjuk.

A vektorpotencidlra tett /82/ feltevés felhaszndldsd-
val

-
s d(h)

ami a kivént pontossdgtdl fiiggden a kovetkezl rdcstd-
volsdgokat adjas

-i-—-l- 0,01 esetén h<0,7d /85/
A
'

Il

i 0,001 esetén h0,32d
A
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A legnagyobb hémérsékletii helyen, ahol a behatoldsi
mélység a legkisebb, d = 8,3 mm adddik, és igy ezrelékes
pontossdgot vdlasztva /85/ szerint h-ra a h<2,66

korldtot nyerjiik. Szédmitva még az iterdcid hibdjéra a

h = 1 mm rdcstdvolsdg vdlasztdsa ldtszott célszeriinek.

Ezt a rdcstdvolsdgot tartottuk meg a transzformdlt kiil-
s6 tér szdmitdsdndl is a Q koordindtédban. A 13. &bra

a csomépontok elhelyezését mutatja sugdr irdnyban, a
/76/ transzformdcid figyelembevételével

13.4bra

Amint az dbrdn is ldthatd a kiils§ térben nem egyenle-
tesen helyezkednek el a pontok, mert hiszen az ezeknek
megfeleld transzformdlt pontok a @ tartomdnydban

/0< Q £ R/ helyezkednek el.egyenletesen.

Hatdrfeltételek
A tekercs sikjdban a szimmetria folytén %}5 = 0, ami
Z

azt jelenti, hogy itt Kz'= K4 /ugy a kiilsd, mint a
belsb. térre/. A tengelyben /r = 0/ & = O mert 4ltaldban

» 1. j AT av
47 r

és igy hengerszimmetrikus térben minden dramelemhez

taldlhaté egy megfeleld mdsik, amely a vektorpotencidl

elébbivel megegyez8 nagysdgu, de ellentétes el8jelil

jérulékdt adja.

Iy
v
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Médsrészt a transzformdlt térben is a Q@ = O helyen

A = 0, mert a transzformdcid folytén a tengely a végte-
lenbe keriil, ahol természetesen a vektorpotencidl el-
tiinik.

Az elektromdgneses teret tengelyirdnyban a rud magassd-
gdban hatéroljuk le /DC vonal a 12. dbrdn/, vagyis az
ezen magasségon kivill esd erdvonalakat elhanyagoljuk.

Ez azt jelenti, hogy a DC vonalon, és meghosszabitdsdn
a kiilsd térben £ = 0.

Kiilon megfontoldst igényelnek a paldstfeliilet viszonyai.
Bdr itt az anyagjellemz8k ugrdsszeriien vdltoznak, a
rot H = 0, rot E = -9B/9t, divH =0, divE = 0
egyenletek teljesiiléséhez elegendd, ha & és elsd deri-
vdltjai folytonosan védltoznak, ami magébdl a médszer-
b6l mér kovetkezik. Az a tény azonban, hogy e paldston
taldlkozik a kiils8 és a belsd tér, a kovetkezd problé-
médt veti fel. /1dsd a 14. &brdn/

R o
P
h 1 h

|

.

14 .4bra
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Ha példdul a nyil irdnyédban szémolunk /80/ szerint, a
0 pontban sziikség lenne novekvd r irdnyban is egy
pontra h tédvolsdgben - 2 -. Azonban mint lattuk, a
transzformdcid miatt, csak valamivel nagyobb tdvolsdg-
ban 411 rendelkezésre pont - 2° -. Ezért azt a megol-
dédst vélasztjuk, hogy a O pont vektorpotencidlljdnak
szdmitdsa eldtt linedris interpoldcidval hetdrozzuk

meg A, értékét. Ehhez a 0 és 2° pontban az eldz8 iterd-
ciéban felvett értékeket haszniljuk fel.

Megjegyezzikk még azt is, hogy mivel a paldstndl a villa-
mos vezetlképességének ugrdsszerii vdltozdsa van, a /80/
egyenletben @ﬂd;a./BS/ képlet szerint kell figyelembe
venni.

Iterdcid

A differencélegyenleteket pontiterdcidvel oldjuk meg.
Ennek sordn sugdrirdnyban haladva eldszOr a rudban
szdmolunk /80/ szerint, majd a rudorn kiviil /81/ szerint.
Ez utébbi a trenszformdcid miatt természetesen azt je-
lenti, hogy a @ véltozét tekintve ugyancsak a rudon
beliil szimolunk.

A tapasztalatok azt mutattdk, hogy a villamos vezeté-
képesség hely szerinti vdltozdsa - g hely szerint vdl-
tozd homérsékleteknek megfelellen - igen kedvezd8tlen
hatdst gyakorol az iterdcidra; az /51/ alapjdn szémolt
spektrédlis rédiusz ingadozik, a konvergencia nem kielé-

gité. Ezért az eljdrds stabilizdldsdra és a konvergen-
cia gyorsitédsdra a kdvetkezl mdédszert alkalmaztuks

A normék hdnyadosa /51/ szerint akkor adja A helyes
értékét - amivel co_ .-t szémithatjuk - ha az iterdci-
6s matrix /g(cp) / legnagyobb sajdtértéke domindl,
vagyis ha a legnagyobb és az utdnaktvetkezl sajdtér-
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ték hdnyadosdnak maximuma van. Az az o érték, amelynél
ez bekdvetkezik /w /, és w ¢ k6z8tt Carré a kovet-

kezS Usszefliggést taldlta [ 8]

2 =W

o v opt
W, = @ ot __.Z...P_ /86/

Ennek megfelelfen az iterdcids folyamatot ugy befolyd-
soljuk, hogy elészor t»s-nek minél pontosabb értéke
dlljon el8, majd az ekkor kapott « -bdl szdmitjuk
QJopt tényleges értekét.

Mindezek kivitelezéséhez a program minden iterdcid
végén kiszdmitja A kozelitd értékét /51/ szerint, de
kiértékelése eldre megadott szdmu /Nl/ iterdcid utdn

torténik. Ekkor kiszdmitjuk A:j, Wopt feltételezett

értékeit, majd ebbll /86/-nak megfelelSen w ~t. Az
iterdcid ezzel a relaxdcids tényezdvel folytatddik,
aminek eredményeként ujabb Ny iterdcid utdn a normdk
hényadosaként / /51/ képlet/ K, -nak a valdsdghoz

kozelebb esb értékét nyerjiik. Ez az eljdrds folyta-
tédik addig, amig W g véltozdsa elfogadhatdan kicsiny

nem lesz, amikor is A, a normék hdnyadosaként, A,
és @ oot pedig az /55/ illetve /56/ képletekbdl pon-

tosan meghatdrozhatd.
Az eljdrds folyamatdbrdjédt a 15. dbra szemlélteti.
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A vektorpotencidleloszlds ismeretében minden pontban
meg lehet hatérozni a hdévé vdldé elektromdgneses ener-
gia slirliségét, ami a hémérsékleteloszlds szdmitdsdhoz
sziikkséges:

p = pw? [(reE)? + (mE)? ] /81/

Itt 7' a villamos vezetlképesség az illetd pontlan,
W= 2T f pedig a generdtorfesziiltség kdrfrekvencidjdt
jelenti.

A médszerek alkalmazdsa sorén szerzett numerikus tapasz-

talatokat, valamint az eredményeket a 6. fejezet ismer-
teti.

5. Az Osszetett hdvezetési és elektromdgneses probléma

Az eddigiek ismeretében meg lehet tervezni a nagyhlémérsék-
letii sziliciumban kialakult elektromégneses és hémérsékle-
ti tér szdmitdsdnak folysmatdt.

A szémitds egy kezdeti hémérsékleteloszldsbdl indul ki,
~amelyet az egyszeriliség kedvéért ugy vdlasztunk, kogy a
rudon belilil sugdr irdnyban nem véltozik a hdémérséklet, te-
hédt minden pontban az adott magasséghoz tartozd paldsthd-
mérséklettel egyezik meg. A kezdeti hdmérsékleteloszlishoz
kiszémitjuk a 2.b/ fejezet szerint a kezdeti hévezet8ké-
pességeloszlédst. Ezekkel a kiinduld értékekkel és a hd-
forrds sliriiséget mindeniitt nulldnak véve torténik a hdémér-
sékleteloszlés szémitdsa a rudon beliil a 3./ fejezetben
leirtaknak megfelellen. Az eredmény egy minden pontban
véltozd hémérséklet, amelyhez tertozd hd és villamos-ve~-
zet8képességeket a 2./ fejezet Osszefliggései adjdk.

Ezutén kovetkezik & vektorpotencidlelcszléds szémitdsa a
4,/ fejezet gzerirt, mikozben felhaszndljuk az eldébbi vil-
lamos vezetlképesség eloszldst. A vektorpotencidlok ki-
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indulé értékei mindeniitt nulldk. A vektorpotencidlelcsz-
1ldsbdl adddik azutdn minden pontban az ott felszabaduld
elektromdgneses energia s /87/ képlet szerint. Ez az ener-
giasiiriiség /p/ egyuttel a héforrdssiiriiség /q/, - megfele-
18 mértékrendszerben szdszeriileg is - amely a hémérséklet-
eloszldst a tcvdbbiakban befolydsolja.

A héforréssiiriiség meghatdrozdsa utdn tehét ujra indul a
hémérsékleteloszlés szémitésa,vmost mér az uj r, K érté-
kekkel. Ezt koveti a vezetlképességek korrekcidja és a
vektorpotencidl ujbdéli szdmitésa.

Az Gsszetartozd hémérséklet és vektorpotencifleloszldshoz
ugy Jutunk el, hogy a fenti eljdrdst folytatjuk addig,
amig két egymdsutdni szémitdsben a hémérsékletek és =
vektorpotencidlok -~ adott pontossdggal - meg nem egyeznek
egyméssal.

A szémitds folyamatdbrdjdt a 16. dbra mutatja.
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6. Numerikus eredmények

Az el8z8 fejezetben leirtak alapjdn megszerkesztett szdmi-
t6gép programot FORTRAN nyelven a melléklet tartelmazza.

A konvergencia sajdtsdgok megismerésére, és igy a megfe-
leld iterédcids eljédrds meghatdrozdsdra numerikus kisérlete-
ket végeztiink. A tapasztaletok azt mutették, hogy 2 nem-
liredris hémérsékleteloszlds szdmitdsédndl egyenletes és
elegendden gyors konvergencidt tiztosit az d41landdé relaxd-
cibés tényezlbvel végzett pontiterdcid., w= 1,2-t alkalmaz-
va & spektrdlis rddiusz 0,96-nak adddik. Az iterdcid be-
fejezésére azt & feltételt vdlasztottuk, hogy a hémérsék-
letek dtlagos véltozdsa tizedfokon beliil legyen:

Sl -

< 0,1

N
ahol N a csomdépontok szdma. Ez, mivel a legkisebb eléfor-
dulé hémérséklet is T = 300K° , azt jelenti, hogy a hémér-
sékletek véltozdsa mdr kisebb, mint 0,33 ezrelék. Az iterd-
cid gyorsasdgdt az mutatja, hogy e pontossdgot is legfeljebb
32 iterdcids 1lépésben elérte a szdmités.

A numerikus kisérletek a vektorpotencidleloszlds esetében
arra a meglepl eredményre vezettek, hogy az iterdcids mdt-
rix spektrdlis rddiusza gyskorlatilag valds szdm, annak
ellenére, hogy & komplex értekeibdl lett szdmolva az /51/
Ssszefliggés alapjdn. w = 1 esetében pl. £ = 0,982 - j 0,0005.
Ennek megfelelden az optimdlis konvergenciagyorsitd ténye-
z8t is a valds szdmok kozt kerestiik. A kiilonbdzb konvergen-
ciagyorsitd tényezldvel végzett kisérletek szerint az iterd-
cids folyamat konvergencia tulajdonsigai az el8bbinél
rosszabbak. Kis oo esetén a konvergencia lassu /K tul nagy/
negyobb w -ndl pedig egyre erdteljesebb ingadozdsol lépnek
fel. Mindez jél 1l&4thatd a 17. dbrén shol a
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Az emlitett hédtrényok kikiiszobolésére - az iterdcids fo-
lyamatnak stabil lefutdst és ugyanakkor nagyobb konvergen-
cisebességét biztositani - a 4. fejezetben leirt mdédszert
alkalmaztuk. A A illetve w kiértékelésének periodusa 20
iterdcidé volt. A K spektrdlis réddiusz védltozdsdbdl, ami a
17. &dbradn szintén fel van tintetve - megéllapitjuk, hogy
az iterdcid lefutdsa az elbz8eknél kedvezdbb. Az iterdcid
befejezéséhez a

N

< 0,0011A1
N
feltételt vdlasztottuk.

Az egymdsutén kovetkezd hdémérséklet és vektorpotencidlel-
0szlds szdmitdsok eredményeként /16. folyamat-dbra/, ami-
kor tehdt egyidejlileg teljeslil az emlitett két feltétel,
kapjuk a végleges hémérséklet és vektcrpotencidleloszldst
/kiszdmitdsdhoz CDC 3300-as szdmitSgépnek 17 percre van

sziiksége/. Ennek jellemzésére a 18. dbra a fizikai kiértéke-
1és szempontjdbdl lényeges, tengelyben adbédd hémérséklet-
eloszldst mutatja, valamint a rudbte hatold elektromdgne-

ses energia slirliségét a fellileten. A 19. dbrén ugysncsak

az energiasiiriiség ldthaté a tekerce sikjdban sugdrirdnyban,
és a tekercs sikjdtdl 2 mm tdvolsdgban szintén sugdrirdny-
ban.
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A 18. és 19. &dbran bemutatott fliggvények jé1 jellemzik a
rudban kialakuld elektromdgneses és hémérsékleti viszo-
nyokat. A kiértékelés szempontjédbdl mégis az bir kiilonds
jelentdséggel, hogy az elrendezés konstrukcids adatai /ge-
ometriai méretek, dramerdsség, frekvencia/ a programban
konnyen vdltoztathaté bemend adatok, igy a végeredményt
jelent6 eloszldsok ezek fliggvényében vizsgdlhatdk. Meg

kell jegyeznilink, hogy ez az Osszefliggés nem olyan szemléle-
tes mint egy analitikus megoldds esetében, ahol is fligg-
vénykapcsolatokkal lehet leirni, mig a szdmitdgépes méd-
szernél uj kiinduldadatok esetén az egész szdmitdst meg kell
ismételni. Ezt azonban ellensulyozza az a tény, hogy
szdmitSgépes mbédszerekkel a tdrgyalhatd problémdk kore je-
lent8sen kiboviil az analitikusan térgyalhatdkhoz képest.

Befejezéslil utalni szeretnék arra, hogy a bemutatott fizi-
kai probléma két irdnyban is dltaldnosithaté.

Egyrészt a hémérséklethatdroknak az olvaddspont f£olé valé
emelésével a fdzisdtalakulds viszonyit is figyelembe lehet
venni az I.2/d fejezet szerint, mdsrészt a k8rnyezet és a
rud termodinamikai kolcsdnhatdsdnak figyelembevételével
/I.2/b/ a paldst hémérsékleteloszldsdnak mérése /ami az
olvaddspont kornyékén mdr sok nehézséget vet fel/ elhagy-
naté.

Az anyagjellemzdk olvaddspont kornyékén torténd vdltozdsa
azonban mélyebb vizsgdlatot igényel.
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