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1. Sparse métrixok

Bevezetés, nagyméret(i rendszerek

A szamitogépek elterjedése utdn lehet&ség nyilt nagyméretli lineéris rendszerek gépi keze-
lésére. A lehetSségek birtokdban természetesen az igények is megndttek, illetve a kordb-
ban is meglévd igények redlis alapot nyertek. De a nagyméretii lineéris programozasi fela-
datok megoldhatésiginak, a parcidlis differencidlegyenletek numerikus gépi megoldhatésa-
ganak korlatait napjainkban is a szamitdstechnikai berendezéseink memériakapacitdsa szab-
ja meg. Nagyméretii feladataink megolddsahoz olyan modszereket kell taldlnunk, amelyek
a korlatozott gépkapacitas mellett is jol hasznadlhatok lesznek. Tehat nem feltétleniil j
modszert kell keresniink, hiszen linearis rendszerek esetén a meglévd modszerek szdma agy-
is elég nagy, hanem a meglévs (elég gazdag) készletbdl vilasszuk ki az adott feladatra a
legmegfelel6bbet. Ha ilyen nincs, akkor természetesen ij médszert kell kidolgoznunk.

A szamitogépek emlitett sziik kapacitdsa operativ memoéridjuk korldtozottsigdban nyilva-
nul meg. Linedris rendszerek gépi kezelésénél tébbnyire téglalap matrixokkal kell dolgoz-
nunk. Egy m - k méret{i matrix esetén m - k= 10.000 nagysdgi métrix egy reélis fel-
s6 korlat, amivel még tudunk kénnyen boldogulni, de ha mindkét méret csak a dupldjara
novekszik, akkor 2m - 2k = 40.000-es tombot kapunk, aminek kezelésére mostani gépe-
ink nem igen alkalmasak. Sziikség lehet példdul a modszereink olyan médositédséra, ame-
lyek a matrixnak mindig csak egy részével dolgoznak a gép operativ memoridgjdban, a tob-
bit egy hattér memoridban taroljak.

SzembetlinGbb a méretek novekedése egy haromdimenziés (vagy magasabb dimenzids)
probléma megoldédsindl. Oldjunk meg egy parcidlis differencidlegyenlet egy kocka tarto-
manyon a véges differencidk moédszerével. Ha a rdcspontokat ugy vessziik fel, hogy min-
den ¢l irdnydban 10 részre bontjuk a kockat, mér akkor is 1000 racspontot kapunk. A
megoldandé egyenletrendszer 1000 ismeretlenes, amelynek megoldédsa az éltaldnos egyen-
letrendszer megoldé programmal lehetetlen.

Feladataink tobbségében nagyméreti matrixok gépi kezelésére az ad lehetdséget, hogy a
métrixok nagyon sok 0 métrixelemet tartalmaznak. A sok O-t tartalmazé matrixok a
sparse (ritka) matrixok. Tanulményunk targya olyan moédszerek ismertetése, vizsgdlata,
amelyek sparse matrixok invertdldsara, sparse matrixu lineéris egyenletrendszerek megol-
déséra, sparse matrixok sajatértékeinek kiszdmitédsara alkalmasak.

A differencidlegyenletek numerikus megoldéasanal fellép6 sparse matrixok specidlis alaka- .
ak, szalagmaétrixok (a nem O elemek a f64tléban és azzal parhuzamos vonalakkal kijelolt
savban helyezkednek el). Az alkalmazott differencia sématél és a vizsgalt tartoményt(Sl
fliigg6en a nem 0 elemek szabélyosan helyezkednek el. Sparse matrixok leggyakrabban a
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héalozatszamitidsban (elektromos és gazhidl6zatok) lépnek fel.

Tekintsiink egy n csomépontbdl 4ll6 elektromos halézatot. Legyen a csuicsponti fesziilt-
ségek illetve dramok vektora U illetve 7, ekkor fennill az

Yy= 1

egyenletrendszer, ahol Y a cstcsponti admittancia matrixa. A szokdsos mértékben hur-
kolt hil6zatoknél a vezetékek szdma koriilbeliil 3/2 - n. Ennek megfeleléen (minthogy
minden vezeték két csoméponthoz kapcsolédik és minden csomoépontnak az dnmagihoz
viszonyitott admittancidja nem 0) az Y madtrix koriilbeliill 4n darab 0-t6l kiilonb6z6
elemet tartalmaz a n? elembél,a tobbi 0.

A hilézatszamitasban fellépd sparse matrixok struktirdjdban szabélyszeriiséget altalaban
nem tételezhetiink fel, a nem 0 elemek rendszerteleniil helyezkednek el. A sparsitas (rit-
kasdg) mértékét a nem O elemek szdzalékos megadasdval szoktik jellemezni.

Vizsgélatainkban a sparse matrix strukturidjaban nem tételeziink fel szabalyszeriiséget. A
4. pontban foglalkozunk szalagstruktirdji matrixok esetével.

Nagy rendszerek vizsgédlatdnil fontos szempontként meriil fel a stabilitds kérdése. Egy mod-
szer, ami kis adatrendszer esetén nagyon jo lehet, nagy adathalmazra (nagy matrixokra)
esetleg teljesen haszndlhatatlan. A gépi numerikus problémak kutatisinak egyik f6 irdanya

a nagyméreti rendszerek megoldhatdsiaga géppel, ugyanis a kis adatokkal jol miikédd méd-
szerek nem biztos, hogy alkalmazhaték nagy rendszerek esetén (pl. a médszer nem stabil).
Ezért a rendszerek kivdlasztdsindl a stabilitasra kiilén gondot kell forditanunk. Targyalt
modszereink tobbnyire stabilok. Az egyes modszereknél a stabilitdst kiilon nem vizsgiljuk
meg.

Moédszerek altaldnos jellemzése

Linedris egyenletrendszerek megolddsara és a matrixok invertdldsira nagyon sok numeri-
kus moédszer ismeretes. (Lasd pl.: 9., 11., 12, 13., 36., 38. és 39.) Az éltalanos moddsze-
rek nyilvdn haszndlhaték sparse esetben is, azonban nem célszerii a hasznalatuk, mert eset-
leg sok felesleges munkét végziink azaltal, hogy az egyiitthaték kozt szerepld sok 0-okkal
is elvégezziik feleslegesen a kijelolt miiveleteket. Masrészt szdmitogépes szdmoldsnal a gép
memoridjat feleslegesen terheljiik le, ha a Q-okat is taroljuk. Célszer(i kidolgozni specialis
modszereket sparse matrixok esetére.

A sparse matrixok kezelésére kidolgozott modszerek tObbsége az dltalinos modszerek va-
lamilyen specialitdsdt hasznélja ki. Az ilyen moédszerek arra irdnyulnak, hogy a matrixok-
ban fellépS O elemeket ne kelljen a szimit6gépben tarolni és azokkal miiveleteket végezni.
Természetesen sokszor az alap modszert moédositani is kell, de a modszerek tébbsége tech-
nikai jellegli meggondolasokon alapul.



Egy n ismeretlenes

A£=b

linearis tomormatrixu egyenletrendszer megolddsahoz Gauss—eliminaciéval %(n2 +3n—-1)
nagysagrendi miivelet kell, (szorzasokat a és osztdsokat szdmolva) Gauss—Jordan—elimi-
naci6val —g_-(n2 + 4n — 1), mig az

x=4""b

segitségével n3 + n?. Sparse esetben a miiveleti igény nagysigrendje nyilvin a sparsitas

%-atol fugg. Lathaté, hogy a métrixinverzié miiveletigényesebb az egyenletrendszer meg-
oldédsédnal. Akkor célszerli a hasznilata egyenletrendszer megolddsdnal, ha az inverzre ku-
16nben is sziikség van, vagy ha ugyanazon baloldali egyenletet tobb jobboldallal kell meg-
oldanunk.

Nagyon fontos el6rebocsdtanunk a kévetkezd megjegyzést:

egy sparse matrix inverze altaldban nem sparse tulajdonségﬁ.' Ezért, ha egy egyenletrend-
szer megoldasanal ki is tudjuk haszndlni a sparse tulajdonséigot, lehet, hogy az inverz al-
kalmazésa esetén mar nem. Ebbdl kovetkezik, amint azt latni fogjuk, hogy médszereink
az egyenletrendszerek megolddsara hatékonyabbak lesznek, mint invertdldsra.

A sparse matrixok sziamitégép memoridjaban valéd elhelyezése tobbféle modon térténhet:
1) elhelyezzik az egész matrixot, tehdt a 0-okat is. A miiveletek végzése elStt vizsgaljuk
meg, hogy az illetd elem 0-e vagy nem 0, és ettdl fliggben végezziik el a kijeldlt miivele-
tet. Ez4ltal a szdmolasi id6t csokkenthetjiik annyival, amennyivel rovidebb id&t igényel a
0 vagy nem O megnézése, mint a tényleges miivelet elvégzése. (Ezt a konkrét szamitégép
miiveleti id6 adatai szabjdk meg, de a vizsgilt elem memoridban valé megkeresése is id6t
igényel, ezért ennek a modszernek a hatdsfoka nem nagyon jo.)

2) Csak a nem O elemeket helyezziik el. Ekkor viszont meg kell jeldlni a nem O elemek
koordin4tédit, ami minden nem O elemhez annyi segédinformaciét jelent, ahdny dimenzi-
6s tdmbrél van sz6. Ezzel a modszerrel nagyobb sparse métrixot tudunk térolni, de a mod-
szerek lesznek komplikaltabbak. A sparsitds %-a donti el, hogy melyik moédot célszerii va-
lasztani, ha kevesebb a nem 0 elem, nyilvdn az ut6bbi a célszeribb. A két eset kombindla-
sa és egyéb modszerek is adhaték.

A sparse matrixd linedris egyenletrendszer megoldédsira hasznilatos moédszerek hdrom cso-
portra oszthatok:

1) véges modszerek, amelyek tobbsége a Gauss—elimindcién alapszik, vagy egyéb altaldnos
esetre hasznédlatos véges modszer specidlis alakja; ‘
2) iterdci6s modszerek, amelyek sparse esetben kiilondsen jok lehetnek;

3) sok modszer grafelméleti meggondoldson alapszik.

Vannak természetesen mas jellegli médszerek, amelyek a vizsgalt feladat valamilyen spe-
cialitasat hasznaljak ki.
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Részletesen mi a véges és itericios modszereket elemezziik. A grafelméleti médszerek 1é-
nyegét itt csak roviden foglaljuk ossze.

A grifelméleti modszereknél a sparse A4 madtrixhoz olyan grifot keresiink, melynek struk-
tardja megegyezik az A nem 0 elemeinek elhelyezkedési strukturdjaval. A grafon elvé-
gezzik a kivant egyszertisitéseket és a kapott megoldast az A matrixra vonatkoztatva,
annak célszerli atalakitasat érjiik el. Ezéltal példaul az 4 maitrixot diagonilishoz kozeli,
nem 0 eleml métrix-sz4 transzformaljuk, aminek a tovabbi kezelése mar egyszeriibb.

Megjegyezziik, hogy az ismertetésre keriil§6 médszerek mindegyike alkalmazhaté valds és
komplex métrixelemek esetén is.
Irodalmi forrasok

A tanulmdnyhoz bé irodalomjegyzéket mellékeltiink. Alapvetdnek tartjuk az 1 -et és 2-t
(melyek koriilbeliil 35 el6adas anyagat tartalmazzak és mintegy 200 irodalmi utalast so-
rolnak fel).

2. Véges moédszerek

Gauss elimindciés modszer

Az alkalmazott moédszerek tobbsége a Gauss elimindcié jol ismert algoritmusat célszertien
alkalmazza sparse esetben. Ezt a 17. cikk alapjan ismertetjiik.

Induljunk ki az Ax = b egyenletrendszer jobboldalakkal bévitett matrixabol

4 9 in 0y

i a b 2.51)
21 “22 2n 72

anl an2 ann bn

Gauss elimindcioval a (2.1)-et hdaromszog matrix-sza alakitjuk ugy, hogy kikiiszdboljiik az

els6 oszlop elemeit ay -t8l kezdve, a masodik oszlop elemeit a,,-t6l kezdve stb.

A k-adik oszlop eliminaldsat a kovetkez6 1épésekben hajtjuk végre:

a) vesszilk az a® =1 reciprokit = d,,

b) d,, -val megszorozzuk a k-adik sor a ~ D-t8] jobbra lévé elemeit, kapjuk Uyt
j=k+ 1,...,n, és az utols6 oszlopot is szorozva ¢, adodik.

¢) aff =V gyel szorozzuk wyt (1= k+1,...,n, j=k+1,...,n) é kivonjuk .
aff = V-b6l, kapjuk afP)-t.
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Az a, b, é c pontokat k= 1,2,...,n — l-re végrehajtva, [, = aU D (i>)) jeldlést
hasznélva kapjuk a kovetkezé elrendezést:

dyy Upy Ugz... Uy,

Iy d22 Upg oo ety €y (2.2)
lnl ln2 ln3 § dnn Cn>
ah 1 A ) %) . . g R—
ol tehat d; = aﬁ ) Uy = j - lij =ay » a4 jelenti az i-edik sor j-edik elemét
ii

a k-adik oszlop eliminéldsa utan. ¢; a b, helyén az eliminaci6 sordn kialakult szdm.
(2.2)-b6l a megoldas visszahelyettesitésekkel adédik:

%, =0, X;=0 l%'lu'j i=n—1,...,1 (2.3)
A Gauss elimindci6 munkaigényes része a (2.2) tabldzat kialakitdsa. Viszont a (2.2) tabla-
zat segitségével teljesen megfogalmazhatjuk a megoldést, ami tetszdleges mas jobboldal
mellett is alkalmazhaté. Tobb képlet is felirhaté, pl.:
— A=l n =
X=A" b =U Uyy...; U, U, Dl D L ..., L,D,L. D, b (2.4)

n 1"n-2°

ahol a benne szereplé matrixok definiciéi abban kiilénbéznek az n-ed rendl egységmat-
rixtél, hogy

D, i-edik sora ©,...,0,d;4,0,...50)
L, i-edik oszlopa (0,...,0,1,
U

A i-edik sora (0.0 5 O, I,

= b, 1"""‘In,1)
— U a1~ i)

(Természetesen a (2.4)-ben kijeldlt matrixszorzasok csak formaélisak.)

Az A métrix sparse tulajdonsiga jelentkezik-a (2.2) tdblazatban is, és éppen itt lehet ki-
hasznélni a sparsitdsi sajatossigot és természetesen ennek kdvetkeztében a (2.4) szorzésok
végrehajtdsa kozben is.

Tegylik fel, hogy a, = 0 i=1,2,...,kra, ahol k<j, akkor Uy = 0 is teljestl ugyan-
azon i-kre, hasonldéan abbol, hogy a; = 0 j=1,2,...,k k< jrekovetkezik, hogy
l,.,= 0 lesz j=1,2,...,k, k< iIre;

A 17. cikk lényege olyan optimilis, vagy kozel optimélis rendezés végrehajtdsa a rendszer
egyenletei kozt még az eliminidcié megkezdése el6tt, hogy a (2.2)-ben is minél tébb O le-
gyen. A cikk 3 féle modszert is ajanl, és ezeket nevezi optimadlis rendezésnek.

Hasonl6é meggondoldsokat tartalmaznak és az optimalis elrenciezésre adnak eredményeket
a3, 4.,5. és 16. dolgozatok is.
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Az elimindci6 fent leirt sorrendje feltételezi, hogy az A matrix n - n-es témbje egyide-
jlileg a szdmolégép memoridjaban rendelkezésiinkre all. Nagy » esetén azonban ez nem
teljesithet6. Ismeretes az elimindcios 1épések sorrendjének olyan megviltoztatdsa, amely-
hez nem sziikséges a teljes métrixot egyidejiileg a szdimologép belsé meméridjdban tarolni
(lasd pl. 17.).

A Gauss eliminédci6é egyenletrendszerek megoldédsira a sparse sajatossigot kihasznélva na-
gyon konnyen programozhatd. Azonban mint mar emlitettiik, a sparse matrix inverze te-
litetté valhat, ezért a Gauss elimindcidnak métrix invertalasra valé hasznédlatdnal sem nyujt
sok elényt az invertdland6 matrix sparsitésa.

Szémpéldainkban elemezziik a Gauss elimindci6 kiillonb6z6 modozatainak idSigényeit
egyenletrendszer megoldédsdra és métrix invertaldsara.

Blokkdiagondlis matrix inverze

Legyen az A matrixunk blokkdiagonadlis, vagyis

— B

Bl
B, 0

alaku, ahol a B; K, - ks métrix. Ha az Osszes Bnek létezik inverze, akkor

=1
B

|
B; 0

A—l

0 ;e

Ennek segitségével az n = 2 ki rendszdmu métrix invertdldsa visszavezethetd a blokkok
1

invertéldsdra. Célunk a hél6zatban olyan jelslés bevezetése, hogy a halézatra felirt inverta-
land6é métrix blokkdiagonalis, vagy ahhoz minél kozelebbi matrix legyen.

Valamely Osszefiigg6 hélézat vagasok (diakoptika) segitségével részgrafokra esik szét. Min-
den részgraf kiilobn matrixot hatiroz meg, amelyek az egész graf matrixdnak blokkjai lesz-
nek. Ezéltal a matrix rendszdma novekszik annyival, ahdny vagasra volt sziikség és a fel-
vett csiicspontok sordban és oszlopaban nem 0 elemek jonnek be.
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Az ilyen métrixok invertdldsdnal célszerii el6szor a blokkokat invertdlni, majd a blokko-
kon kiviili nem O elemek segitségével modositani az inverzet a késébb ismertetett modsze-
rek valamelyikével.

A diakoptika moédszereinek részletes targyaldsa megtaldlhaté a 21-es konyvben.

Moédositott métrix inverze

Tegyiik fel, hogy ismerjilk az n - n-es A maétrix inverzét, modositsuk A-t olyan médon,
hogy a médositas XBYT alakban legyen felirhato, ahol B invertilhato, akkor kiszdmol-
haté a modositott matrix inverze a kovetkezd képlettel:

A+ XBY)"1=4"1-4"1xB" 1+ YTA-1X)"1yT4"!] (2.5)

(2.5)-nek akkor van nagy jelentGsége, ha B rendszdma Kkicsi, ugyanis (2.5) jobboldaldn a
zar6jelben 4116 madtrix, amit invertédlni kell, szintén kis rendszdmau.

A (2.5) specidlis alakja:

1

A+wH)y 1=yl ———
— I+ZTA‘15

A uy? 41 (2.6)
(2.6) olyan métrix inverzére ad képletet, ahol egy mar meglévd inverzii matrixot egy di-
4ddal moédositottunk. Ennek tovabbi specialitdsait részletezziik:

a) az ismert inverz(i matrix egy sorit, vagy
b) oszlopit médositjuk, vagy
c) csupan egy elemét.

Az a) esetben u, a b) esetben » egyetlen komponense 1-es lesz, a tobbi 0, c) esetben
u és v isilyen tulajdonsigi lesz, de az egyik l-es helyén a megvaltoztatott szamérték
all.

Sparse esetben c) a kiilénosen érdekes eset. Adjunk az A matrix i-edik sordnak j-edik
eleméhez b-t. Legyen az u vektor i-edik komponense b, a tobbi 0,a » vektor j-e-
dik komponense 1, a tobbi 0. Jeldlie u =be,, v = ¢; (e; ¢és ¢ egységvektorok, me-
lyek i-edik illetve j-edik eleme 1, a tobbi 0.) Ekkor (2.6) szerint

b__ a4.df 2.7

Ty=1 . q=F . ___#&
(A+be;g)) =4 T+ bd, &%

ahol d,, az A~' jedik sordnak i-edik eleme d; az A~! maétrix i-edik oszlopa
QIT pedig az A1 jedik sorvektora. Vagyis (2.7) szerint, ha a métrix egy elemét valtoz-
tatjuk meg, akkor az inverz egy didddal médosul.

Sparse esetben (2.7) szukcesszive alkalmazhatd, ha a métrix nagyon kevés nem O elemet
tartalmaz. Ha a sparse métrixunk fédiagondlisiban nem 0 elemek éllnak, vehetjiik indulé
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matrixnak a fédiagonalisbol 4ll6 matrixot. Ennek inverzébe a fédiagonilis elemeinek re-
ciprokai kerlilnek. Vegylink ezutidn egy nem 0 fédiagondlison Kiviili elemet és alkalmazzuk
(2.7)-et. (2.7) nagyon egyszeriien hajthaté végre, minthogy A~! diagondlmatrix dﬁ =0
(i#jre) d; és giT egyetlen nem 0 elemet tartalmazé vektorok. Ezutdn vegyiink egy
ujabb fédiagondlison kiviili nem 0 elemet stb. Az eljarast annyiszor kell ismételni, ahany
nem O elem van. (2.7) szamoldsa tovdbbra is nagyon egyszerdi lesz, de minden egyes 1é-
pés Ujabb nem O elemeket hozhat be a képletbe, az inverz telitetté valhat. A szdmolis
kozben szingularitds 1ép fel, ha (2.7)-ben 1 + bdﬁ = 0 lesz. Ekkor viszont médunkban
all mas nem 0 elemet vélasztani, esetleg ideiglenesen egy nem 0 elemet felvenni, amit ké-
sébb visszaalakithatunk 0-s4.

Sparse matrixokndl az a) eset is érdekes lehet.
Legyen az A i-edik sordban a j1 sJys - s Jp-adik elemek b1 . b2, $ 5 50 bk nem 0-ok.
Ekkor u”=(00...0 1 0...0) alaki, mig v-bena j,,j,,...,j,-adik elem

L s

i-1

b,,b,,...,b, atdbbi 0, azaz KT=(00...0 b5, 0...0b5, 0...5,0...0).
71 b Tk
A (2.6) jobboldalan 1év6 tort
1 _ 1
l"'_‘iTA_lE 1+b1d/1i+ b2d121+ . - bkdlki

lesz, ahol dﬁ jelentése azonos a (2.7)-beli jelentéssel.

A (2.6)-ban szerepls A1 u T 4-1 pedig olyan didd lesz, melynek elsS tényez8je d,,
a masodik pedig a kovetkez§ sorvektor

k k k
mzlbmd/ml’ mzlbmdjmz’”., mzlbmdjm"] ’

Az a) eset szdmolédsa segitségével az A matrix egy—egy sordban all6 f6atlén kiviili nem
0 elemek bevonhaték a szdamoldsba. Ezéltal a (2.6)-ban szerepld osztést és szingularitds
vizsgalatot is kevesebbszer kell elvégezni, mint ha csak egyenkint vonjuk be a nem O ele-
met,

Invertalds rendszdm noveléssel

Sparse esetben nagyon jol hasznilhaté a 11.-ben ismertetett kovetkezd méatrixinvertalasi
modszer: Legyen ismert a k- k-s A, maitrix inverze A x 1
A ¢t egy sor és egy oszlop hozzéadasival k + l-ed rendiire bévitjiik a kovetkezé modon:

Ay Yk

k+1
T
Yx ey



—
aminek inverzét
-1 _
A" =
_‘l{ By
alakban keressik. Az 4, A4 x }1 = E egyenlGségbdl a kovetkezd egyenletek adodnak:
;
AP +uq =E
ViPtayai=0
Apry +Bue=0
PRt By =1
Ezekbdl pedig rendre nyerhet6k a kovetkezdk:
1

Bk =
T a=1
UG — Vi Ax Uy
ai = -BriA7! (2.8)
Po=A;t - A uqi

- -1
re=—BA  uy

Kimutathat6, hogy ezzel a médszerrel is n® nagysigrendii miivelet kell az n - n-es in-
verz szdmoldsahoz.

A (2.8) képletek szamoldsa kozben lehet jol kihaszndlni a sparse tulajdonsagot. Az

Ay 1 U, € v { Af 1 matrixvektor illetve vektormétrix szorzasnal csak az u, é y ,{
nem O elemeivel kell szorozni (ezek a kiindulasi 4, +1métrixnak k + 1-edik oszlopvekto-
ra illetve sorvektora).

A modszerrel kis rendszam( matrixbol kiindulva (indulhatunk k = 1-tél is) egyre nagyobb
méret{i marixot invertalhatunk a sparse tulajdonsag j6 kihaszn4ldsa mellett.

Modszerek szimmetrikus esetre

A halézat szamolédsban el6forduld és differencidlegyenletek numerikus megolddsa kozben
el6fordulé invertdlandé matrixok tobbsége szimmetrikus. Ezért célszer(i kiilon foglalkoz-
ni a szimmetrikus métrixa egyenletrendszerek megolddasi és szimmetrikus matrixok inver-
taldsi modszereivel. Legismertebb a Cholesky moédszer, amely egyenletrendszer megolda-
sdra és invertdldsra egyardnt alkalmazhaté. A moédszer leirdsa nagyon sok irodalmi forras-
ban megtaldlhatd (lasd 11., 12., 36., 38.) ezért ezzel itt nem foglalkozunk. Megiegyeiziik
azonban, hogy a Cholesky modszer szamolédsa kdzben nagyon jél ki lehet hasznilni azt,
hogy a matrix sparse tulajdonsagi. Szdmpéldank elemzésénél megmutattuk a Cholesky
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maobdszer miivelet és idSigényét is mas modszerekkel sszehasonlitva. Az dsszehasonlitasbol
latszik, hogy ardnylag kevés szorzast és osztast kell végezni, de az n ismeretlenes egyen-

letrendszer megolddsa esetén sziikség van n darab négyzetgyokvonisra, ami erdsen meg-

terheli a szdmolési id6t.

Kevésbé ismeretes viszont a Gauss—Jordan eliminici6s modszer alkalmazéisa szimmetrikus
matrixok invertdldasara, ami n32 nagysagrendben és csak félmatrix tarolasaval invertalja
a szimmetrikus méatrixot. Most ismertetjik ennek a blokksémajat (lasd 43.).

Legyen az A matrixunk szimmetrikus. Helyezziik el csak a fédiagonilis és a feletti mat-
rix elemeket. A blokksémadban kijelolt miiveleteket végrehajtva az inverz matrix képzédik
az eredeti-matrix helyén.

k=1
Y v
p=lla,
A4
i= 2, , N
vz—l =a11

nem
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See ¥ 750

3. Iterdciés modszerek

A linearis egyenletrendszer iterdciés modszerrel torténé megolddsdnak alapgondolata a ko-
vetkezd: kiindulunk az x ismeretlen vektor valamilyen x© kézelitésébol, ami tetsz6-
leges lehet, de elébb célhoz jutunk, ha az a megoldés valamilyen jol becsiilt értéke. Ezu-
tin k=1, 2,... ,re végrehajtunk egy

alaku iterdciés miiveletsort. A konvergens eljarasoknal az x,x™®, x 2 .. vektorsorozat
konvergédl a megoldashoz. . j

A (3.1)-ben szereplé B és b megvalasztésa, a képlet sok lehetséges modositasa, sok kii-
16nbdz6 eljarast szolgéltat. Az aldbbiakban ezekbdl harmat targyalunk. Osszehasonlitjuk a
véges mbdszerekkel és ramutatunk hasznalatuk elényeire, hatranyaira.

(Az iterdci6s modszerekkel kapcsolatban lasd: 11., 12.,és 40.-et.)

A mobdszerek ismertetése

Tekintsik a

n
Z; ayX; = b, vagy vektor felirdsban az Ax = b (3.2)
j s —_ —

linedris egyenletrendszert. Bontsuk fel az A matrixot az aldbbi médon
A=D—-E-F,

ahol D a f6diagonélis elemek miatrixa, E az alatta, F a felette 1évé hdromszdgmatrix.
Az egyszerii iter4cio, vagy Jacobi iterdcié ezek segitségével a kovetkez6 modon irhaté fel:

E(m +1) _ D—I(E+ F)E(ﬂl) D~ 12 (3.3)

Koordinétas felirdsban ez megfelel az

n g b,

x§m+l)=_2l xj‘"')+ L. 1<i<n, m=0
i=1 4 %
jtl

iteracionak. A Gauss—Seidel iterdcié matrixos megfogalmazasa:
x™*D =D -E)"'Fx" + D-E)"'b (3.4)

koordinatas alakja pedig'

fJ6 AL SRS E Gif m+1) _ E 1 m)
X X x 4 ==
’ i1 a1 Ji= "‘lau aii
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A Gauss—Seidel iterdciénél gyorsabban konvergdl az overrelaxiciés médszer, amelynek
képletei:

x™*D = (1 — wL) (1 — W+ WU} x™ + w( —wL)" D" 1b

ahol L=D"YE, U=D"'F, I pedig az egységmitrix, vagy koordinitasan:

n
m+1)_xm+w{ 2 'xl(m+1) Z’ (m)+b1_x§m)}’
4 jei+1 4
ahol w a relaxios tényezd. A mdédszer konvergenciagyorsasidga w megvalasztasatol ers-
sen fligghet. «w megvilasztédsa kiilén vizsgédlatot igényel. Az

2
W= ———
14 V1= 2

képletet szoktdk alkalmazni, ahol X a D~ !(E+ F) matrix legnagyobb abszolut értékii
sajatértéke. (Ha ez nem ismeretes, akkor annak valamilyen becslését is hasznélhatjuk.)

A (3.1)-ben szerepld B miétrix és d vektor szerepét a Jacobi médszernél D~ l(E + F)
és D~'b, Gauss—Seidelnél (D — E)"1F és (D — E)~'b mig az ovverelax4cional

(B wL)_l {(1 —w)+ wU} é wd —wL)" D lb jatsszdk. A modszerek konvergen-
cidgjanak elégséges feltételei, hogy a B-nek megfelelé6 matrixok sajatértékei abszolut érték-
ben 1-nél kisebbek legyenek. A konvergencidjuk gyorsasagit is a B spektral sugara hati-
rozza meg.

A véges ¢és iterdciés modszerek Osszehasonlitdsa

A (3.1) alaku iterdciok matrix—vektor szorzason alapulnak. Ha a B matrix sparse tulaj-
donségu, akkor ez a tény lényegesen lerdviditheti a szamolasi id6t. Masrészt a matrix el-

helyezésénél is 1ényegesen kihasznélhatjuk a sparse tulajdonsidgot. Ezéltal nagyobb méretii
egyenletrendszerek kezelhet8k szamitogépek segitségével.

Az iterdciés modszereknél a B métrix, amellyel a szorzdst végezziik, végig vdltozatlan az
iterdcié sordn, igy annak tdroldsdhoz akdar a gép kiils6 memoridja is alkalmas és ennek se-
gitségével nagyobb rendszerek gépi szdmolasara nyilik méd.

Az iteréciés eljarast a kivant pontossig elérése utan leallithatjuk, vagy megszakithatjuk,
majd innen tovabb folytathatjuk. A véges moddszereknél erre 4ltaldban nincs lehet&ség.
Az iteraciés modszerek konvergencidja nincs mindig biztositva, vagy nagyon lassu. A véges
rpédszereknél a pontossig és a szamolasi id6 a szamitégép 4ltal determindlva van.
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4. Szalagmitrix\: linedris egyenletek
A sparse matrixok specidlis alakja a szalagmatrix, amelyben a nem O elemek a fédiagona-

lis koriil helyezkednek el. Legyenek a f6diagonalist6] jobbra és balra, k-nél nagyobb ta-
volsagra 1év6 elemek mind 0-ok, akkor a szalagszélesség 2k + 1.

A szalagmatrix 4ltal megval6sitott linedris transzformdaciénak specidlis jelentés tulajdonit-
haté. Tekintsiik az y = Ax matrix—vektor szorzissal felirhat6 linearis transzformaciot.
y i-edik komponensét ugy kapjuk, hogy az A i-edik sordt kompondljuk az x vektor-
ral, de annak csak az i—k, i—k+ 1,...,i+ k, indexii komponense kiilonboézhet 0-t6l,
ami ugy szemléltethetd, hogy egyszerre csak ebben a 2k + 1 dimenziés altérben végez-
ziikk a transzforméciot. Ez a 2k + 1 dimenzi6 persze sorrél sorra eggyel eltolédik, ugy,
hogy egy tjabb dimenzié “irdny” jén be a szdmoldsba, kozben pedig egy (a legrégibb) el-
marad.

k= 0 esetben a szalagmatrix a diagondlis matrix lesz. Minél kisebb a k, annal kozelebb
keriiliink a diagonilis matrixhoz. A diagonalizdlds kérdésére az 5. pontban még visszaté-
rink, itt csak megjegyezziik, hogy a szalagmatrix felfoghat6 Ggy is, mint a diagondlis mat-
rixhoz val6é kozeledés egy kozbiils6 allapota. Az 5. pontban lithatjuk, hogy az ott ismer-
tetett modszerek éppen ezt csindljdk, ahol a szalagszélesség 3, (k= 1).

Szalagmatrixa egyenletrendszer megoldadsira négy maédszert ismertetiink.
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4.1 Gauss eliminéci6 szalagmatrix esetén

Szalagmatrix esetén a Gauss eliminéci6 egyszeriisitett médon hajthat6 végre. A f64tl6 alatti
elemek elimindlasdra csak a f64tlo alatt 4ll6 k szdm esetén van sziikség, hiszen a tébbi ele-
ve 0. Az elimindlas utdn kialakult hdromszogmatrix a f6diagonalis és a foldtte 416 & szamu,
tehat oGsszesen k + 1 szélességli savbol 4ll.

Ha a Gauss eliminéciét féelem kivalasztédssal végezziik, akkor sziikség lehet sorcserékre,
ami viszont a nem O elemeknek a szalagsdvjabol valé kitoloédasaval jarhat, mégpedig a sav
felfelé k szélességben kiterjedhet.

4.2 A Gauss elimindcié maétrixos alakban

Olyan szalagmitrixot vizsgalunk, mely a kovetkezd forméban irhato fel:

B, ¢

ahol Ai,Bi és C1 k - k méretli matrixok.

Az Ax = b egyenletrendszer megoldasa a kovetkezd képletekkel nyerhetd ( b-t és x-et
felbontjuk r darab k elemi v, €s u ; vektorra):

_-'f1=31-1£1
G, =-Bylc
_[,=(A/Gj_1+Bi)'1(1j—A,£]._l) 2€ji<r
G=-(4;6,_+B)c

+ Gyl 45 I<j<r—1.

(r darab u; vektor adja az x megoldést).

4.3 A progonka moédszer

Tekintsik az

aix._1+cixi+bixi+1=—d. i=1,2,...,n—1 “4.1)

i 1

Xo=hyx; +8, X,=hyx, _,+8g,
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egyenletrendszert, aminek a maétrixa olyan szalagmatrix, amelyben csak a f6diagonalis koz-
vetlen felsé és alsé 4tlos irdnyd szomszédjdban vannak nem O elemek.

A megoldés explicite felirhaté az

Xp =t T By I=En—la—2...,1

alakban, ahol el6re kiszimolhaté

b, aiﬁi +a

B 1
o I

s W B E———, a, =h
i+l ¢ —aq’ Titl ¢ —ag .

10 B=8-
Altalanosabb speciilis ' tipusu szalagmatrix esetén hasonlé explicit képletek vezethetdk
le. (4.1) alkalmazhaté akkor is, ha (4.1)-ben szerepld a;, bi és ¢; helyére négyzetes
métrixokat irunk és ugyanakkor x;, d; vektorok lesznek. A progonka médszer ebben az
esetben azonos lesz a 4.2 modszerrel.

Szalagmétrix invertdldsa rendszimnoveléssel

A 2.4-ben ismertetett rendszdmnoveléses modszer nagyon jol alkalmazhaté szalagmétrix
esetén. 2s+ 1 szélességu szalagmatrixok esetén a 2.4 képleteiben szereplé u r €V ,f
vektoroknak csak az utolsé s eleme kiilonbozhet 0-t6l. Ezért a (2.8) képletek szamola-
saban szereplé A ' u, és vy A;' matrix—vektor illetve vektor—matrix szorzasok mii-
veleti igénye k2 helyett csak k- s. Haaz n - n-es 2s+ 1 szalagszélességli matrix in-
vertdlasit 2.4 moédszerével k = 1-t6] kezdve iteraltan alkalmazva végezziik el a fenti meg-
jegyzéseink figyelembevételével, akkor a (2.8) szdmoldsdhoz a kdvetkezs miiveleti igény
sziikséges:

Az A;l U, € v {A; 1 szorzasokhoz kiilén—kiilén

n-1
kZ; k-s=sg1_—2l—)-'—n,ésszesen s+ n-(n—1) szorzas kell;

s—1

Bk-k szamoldsdhoz 271 k+ (n—s)s=s(n—s+

SE l) szorzas és n — 1 osztés;

‘ n-1
P,k szémolasahoz kZ; k2 = (n—1) g(2n —1) SZOrz4s;

n-—1

miga g, és r,f vektorok szamoldsdhoz (egyutt) 2 - k;'l k = n(n — 1). Osszesen tehat

s-n(n—-l)+s(n—s+s51)+n(n—l)+(

n—1n@2n-—-1) _
; =

=n(n—l)[2n(;'1 +s+ 1| +s(n—s+ s;zl) szorzés illetve n — 1 osztas kell. Ha s

kicsi n-hez képest, a miiveleti igény koriilbeliill #3/3 nagységrendii lesz.

A médszer nagyon j6l alkalmazhatd abban az esetben, amikor szalagmatrixu linedris egyen-
letrendszert kell megoldanunk. Ebben az esetben a kozbiils6 inverz métrixok utolsé s
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sora és oszlopa sziikséges, ami a memoridban 2 darab »n - s nagysigi tdmb taroldsat i-
S
2
alkalmazhaté elliptikus parcilis differencidlegyenletek peremértékfeladatainak megoldédsa-

Ia.

gényli. A szamolasi igény nagysagrendje n2 -= szorzas és n — | osztds. A moédszer j6l

5. A sparse mdtrix sajitértékproblémdja

A mitrixszdmitdsban és alkalmazédsaiban igen nagy jelent&sége van annak a feladatnak,
hogy egy maétrixot diagonalis vagy diagonilishoz kozeli tgynevezett Jordan alakra hozunk
olymédon, hogy kdzben a matrix sajatértékei és sajatvektorai ne viltozzanak. A matrixok
diagondlis vagy Jordan alakra val6 ilyen transzforméldsa ekvivalens a matrix sajatértékei-
nek és sajatvektorainak meghatdrozasaval. '

Itt nem részletezzuk a maétrix sajatértékszdmitds problémdit, ami kiilon hosszadalmas fejte-
getést igényel, mégesak a definiciokat és alapOsszefiiggéseket sem mondjuk el. Mindez na-
gyon j6l megtaldlhato a 11., 38. és 39. kdnyvekben. A 41. cikk egy éltala c—g-nek neve-
zett algoritmust ajanl sparse matrixokra, amit Osszehasonlit més algoritmusokkal és kimu-
tatja el6nyeit. Itt csupan néhdny modszert targyalunk, amelyek sparse matrixok esetén
kiilonésen hasznosak lehetnek.

A javasolt modszerek az A n - n-es matrixot kontinuidns matrix-sz4 transzformaljak, majd
a kontinudns matrix sajatértékét szamoljak. Szimmetrikus A4 esetén a Givens, nemszim-
metrikus esetben a Lanczos moédszert javasoljuk. Szdmpéldankon megmutatjuk ezek id&-
igényességét is.

A Givens modszer

A szimmetrikus A4 matrixot a B = STAS ortogonalis transzformacioval hozzuk konti-
nuans alakra, ahol a

= = oI
B, =, B, =8TB. 8, (5.1)

rekurziv transzformacio utolséd Bk = Bk = B matrixa lesz kontinuins. Az &sszes Bk
1

és igy B sajatértékei is (az (5.1) transzformécié miatt) azonosak az A sajatértékeivel.
Az el6illitasbol lathaté, hogy S=8, S, ... Skl. Az (5.1) minden egyes végrehajtisa
egy # 0 elemet tlintet el a matrixbél. Igy ezt annyiszor kell végrehajtani, ahdny +# 0

elem van a kontinuéans (azaz a f64tlo és vele parhuzamos szomszédos atlo) tartomanyon
kiviil. Ez szabja meg a k, indexet is.
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A transzformdlo matrix felépitése: legyen a B, _y r-edik sordnak g-adik eleme
bﬁ’;' D#£0, r—ql>1, p=r+1, éslegyenek'az S matrix elemei:

If, ha i+p ési#gq
sii'=‘ i ' . (5.2)
a'b,’r';l) ha i=p és i=q
e
k-1 a P
a-bfq ) ha i=p j=gq
5, =—§, =
i
R A I kiilonben, IE

ahol a=1/ \/(bg-l))2 + (b”fq‘ 2

Az (5.2)-vel meghatarozott S egy ortogondlis transzformécié maétrixa. A forgatas szoge

arcsin {b% -1/ Vo 12 + 0% -1)?}

A Lanczos modszer

A nemszimmetrikus 7 - n-es mitrixot, a D = S~ 14S hasonl6s4gi transtformaciéval hoz-
zuk kontinuans alakra. S-et egy X13Xp5-..,%X, €segy Y,,¥,,...,y, vektorsorozat
segitségével allitjuk eld.

A cy=0, xo=y,=0, x, é y, tetszSleges(de yTx # 0) értékekbsl kiindulva
a kovetkez6 rekurziés képletekbdl kaphatjuk a vektorsorozatokat:
by = Y Axg lyix,
£k+1=Afk—bk£k_ck-1£k-l e =1 S o= 1 (5.3)
Y =AYy — by — 1 Vi

— T ’ T
Ch = Va1 Xk +1 [ Vi Xk J

A D mitrixot bn és c,ekbdl allithatjuk el6 a kovetkezSképpen:

Fb, ¢,
1 b2 ¢,
1 b, 0
D= 1 ;
1 A
1 bn—l cn—l
1 b

L. L gl

A maétrix ritka sajatossigdt az (5.3) képlet szdmolasa kézben haszndlhatjuk ki. Ugyanis a
(5.3) képlet szdmoldsdnak munkaigényes része az 4 x matrix vektor szorzds, ami ritka
A esetén egyszeriisithetd.
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5.3 Kontinudns méatrix sajatértékei

Kontinudns matrix sajatértékeinek szamoldsara tobb, aranylag konnyen kezelheté médszer
adhat6 meg. Ilyen matrixok karakterisztikus polinomjai ndvekvé fokszdmu karakteriszti-
kus polinomokbdl rekurziv formuldval nyerhetok.

Most ismertetjiik az LR modszert, ami dltaldnos maétrixok esetén is alkalmazhaté, a-
mennyiben az alabbi felbontis végrehajthaté, a végrehajthatosag sziikséges és elegendd fel-
tétele, hogy az A matrix bal fels6 minorai ne legyenek szingularisak. A médszer konti-
nuans mitrixra nagyon jol alkalmazhat6. Az A = A1 & L1 U 1 felbontds utdn legyen

A2 = U1L1’ majd rendre az Ak = LkUk felbontdsbol A = UkLk.

Az Osszes Ak sajatértékei ugyanazok, minthogy

— =7-1 == -1
Ak+l - UkLk - Lk AkLk = UkAkUk 5

k+1

ahol L, also, U, fels6 hiaromszog méatrixok.
k — o eseténaz A, — A* alulrél triangularis matrixhoz, amelynek a féatlojaban ép-
pen a sajatértékek vannak.

Az LR transzformdci6 kontinuans métrixok esetén azért egyszer(i, mert az Osszes A4,
Uk és Lk is kontinuéans lesz, 1gy azok taroldsa kevés helyet igényel és szamoldsuk is

egyszer(.

A szimmetrikus matrixbol Givens médszerrel kapott kontinuans maétrix is szimmetrikus,
mig a Lanczos modszerrel kapott kontinuans matrix a fent ldtott (D) specidlis alaku,
igy az LR transzformdcioé mindkettére specidlis médon hajthato végre. Ezt néhdny nu-
merikus kényv részletezi is (lasd pl. 39.).

6. Példik

1. Példa

A szimmetrikus sparse matrix sajatértékeinek megkeresésére az 5.1 pontban javasoltuk a
Givens, majd ennek folytatdsaképpen az 5.3 pontban az LR modszert. Az aldbbiakban egy
példan szemléltetjuk ezen modszerek hasznalatat.
Legyen
1 9 0,17
A= 0 2 0
0,1.-7 0 3
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Az egyetlen f64atlon kiviili nem 0 elem a;; = 0,1 +j (illetve a szimmetrikus megfelelGje).
Az 5.1 jeloléseit haszndlva r=1, g=3, p= 2
’ 1 1

ST TR g =10
Valz + aj, V0,0I . j
1 0 O
S$=10 0 1
0 1 0
A matrix szorzasokat végrehajtva:
1 -0,1-5 0
= = .
B, = SlAS1 = |-0,1-j 3 0
0 0 2

ami kontinudns alakii matrix.
A B, kontinudns méatrixra alkalmazva az LR sajatérték keres6 modszert 18 iterdcids 1é-
pés utan kapjuk a sajatértéket 0.0001 pontossiggal, amelyek:

A =2+ —@ = 29950
N, =2- —@ = 1.0050
A, = 2.0000

2. Példa

Az egyenletrendszerek iterdcios moédszerrel torténé megoldéasa lényegében matrix vektor
szorzasok sokszor egymads utani alkalmazasabol all. Egy N - N-es matrixnak egy N elemi
vektorral val6 szorzdsa N? szorzast igényel. Bemutatjuk sparse matrix esetén a matrix vek-
tor szorzés szamolégépen valé elvégzésének egy lehetséges viltozatat.

Legyenek az N - N-es matrix i-edik sora nem O elemeinek oszlopindexei Jysdyseoesdy

és maxk = K. Ekkor az A matrix elhelyezheté egy A(N, K) kétdimenziés tdmbben

(N sor, K oszlop). Az a € b vektorok az egydimenziés N elem(i témbben tarolod-
nak. Legyen L kétdimenzidés témb a nem O elemek sor illetve oszlopindexeinek téombje,
azaz L(i,j) = li/ jelentse az A maétrix i-edik sordban 4llo j-edik nem O elem oszlop in-
dexét. L i-edik sordban annyi index szdm szerepel, mint abban a sorban 4116 nem 0 elemek
szama. Az L soraiban ezek utdn irjunk O-okat. Legaldbb 1 db O legyen az L minden so-
ranak a végén. Ekkor az a = A b mitrix—vektor szorzéds a kovetkez6 algoritmussal végez-
heté el:



.

l"

j= L(n,D

s=s+ A(n,l)+ b(j)

I=1+1

a(n)=s

n=n+1

nem

Vége
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3. Példa

Most adunk egy példat, amelyen megmutatjuk az ismertetett modszerek alkalmazasi lehets-
ségeit és elényeit mas modszerekkel szemben. A példankban szerepl$ hélozatot egy graf se-
gitségével adjuk meg, amelynek 20 csicspontja van. A graf a kovetkezs:

16 (1) 9(12)

8(11)

10 (10)

4(8)

3 (20) 13 (18)

17 (16)

14 (19) 127

15 (15)

18 (14)

Referenciapontnak a 20-as pontot vélasztottuk. A csomoponti admittancia matrix Y 19.19-
es komplex elemekbdl 4ll6 sparse matrix. Példank elemzésénél tobb modszerrel megoldjuk az

Yx=5%
egyenletrendszert és a megoldésra forditott id6ket 6sszehasonlitjuk. Foglalkozunk az Y inver-

taldsinak és diagonalizdldsinak kérdéseivel.
Az egyenletrendszer megolddsara Gauss eliminaci6 segitségével a sparsitds kihasznaldsa nélkiil

n+3n2—n _ 19%+3.192-19
3 = 3

~ 2800

komplex szorzas és osztds nagysagrendii mivelet szikséges. A 2.1-ben ismertetett, sparse
matrixok esetére modositott Gauss eliminécio segitségével a miivelet igény 405-re csdkkenthetd.
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A feladatban a graf csticspontjainak a beszdmozdasa dnkényesen tortént, és a sparse modsze-

rek szempontjabol nem volt a legszerencsésebb. Hajtsuk végre a kdvetkezd atszdmozast (gra-

fon ziréjelben megjeldlve)

regi 1|2 3|4]5|6]7| 8] 9]10]11]12]13]14]15|16]17]18]19]20
4|7|20|8|9|5|6l11 |12|10|13|17|18|19|15| 1'16[14! 3| 2

Az \j beszamozashoz felirhat6 19.19-es Y admittancia matrix a sparse médszerek segitsé-
gével konnyebben kezelhetd. A 2.1 alkalmazdsdhoz ebben az esetben minddssze 272 szorzés
és osztas kell. '

A miiveleti igények Osszehasonhtdsa jOol szemlélteti a sparse modszerek hatékonysigat. Ugyan-
akkor az is kideriil, hogy alkalmazisuknil nagyon lényeges a graf csiicsainak beszdmozésa.
Ezzel kapcsolatban érdekes feladatként meriil fel az optimalis beszimozids megkeresésének
feladata, ami matematikailag diszkrét programozisi feladatot jelent.

A példéat szamszertien is végig szamoltuk az MTA CDC 3300-as szdmitégépen. A programok
FORTRAN nyelven késziiltek. A kovetkezd programok futési idejét hasonlitottuk Gssze a
vizsgdlt n= 19 ismeretlenes komplex egyenletrendszerre illetve komplex matrixinverziora
(az eredeti beszdmozast hasznilva).

P1: egyenletrendszer megolddsa Gauss elimindcidval
(sparsitds kihaszndldsa nélkiil)

P2: egyenletrendszer megolddsa Gauss elimindcidval kihaszndlva a sparsitds adta lehetGsége-
ket a 2.1 alapjdn
(a graf eredeti beszdmozésit haszndlva)

P3: Cholesky modszer a sparsitds kihasznaldsaval
(ugyanazt a beszdmozast hasznilva)

P4: mitrixinverzié6 Gauss—Jordan modszerrel
(sparsitds kihasznéldsa nélkiil)

P5: matrixinverzié Gauss—Jordan modszerrel, kihaszndlva a szimmetricitast a 2.5 alapjan
(sparsitds nincs kihasznélva)

P6: mitrixinverzié a 2.4-ben leirt rendszamnéveléssel a sparsitds és a szimmetricitas felhasz-

néldsédval.
Pl P2 P3 P4 P5 P6
450} 332+ ndb
szorzasok + osztasok 2800 405 n : 6900 3500 1400
szdma kb. gy okvonds
2.9 0.5 1.2 7.4 3.8 .
szdmolasi id& -
sec sec sec sec sec sec

A szédmpéldan megvizsgaltuk a matrixinvertadldsra alkalmazhaté sparse sajatossag felhaszndlasa
adta lehetGségeket. A matrixinverziora kozvetlen felhaszndlva a 2.1 és 2.3-ban leirtakat,
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a szamoldsi id6 alig rovidiilt meg. Ezek haszndlata ritkabb matrixok esetében hatédsos
lehet. A 2.4 moédszer hasznilata sparse esetben a tdbldzatbol lithatd. A kovetkezd példaban

“vizsgdljuk a szampélddnk mas modszerrel torténd invertaldsat is.

4. Példa

A 3. példdban adott Y matrix invertéldsa.

Az invertélas elGtt a hal6zatban egy vigast hajtottunk végre, mégpedig az 1—-3 és 7—13 sza-
kaszon. Ezéltal halézatunk két Osszefliggd grifra esett szét, az egyik 8, a masik 12 csucspont-
tal. Mindkett6h6z hozzdjon még a két vagasi csucspont. Legyen ezek szdmozédsa az 1-3 sza-
kaszon 21, a 7—13 szakaszon 22. Vigis utdn az admittancia matrixunk a kovetkezd struk-
taraju lesz:

3 YZ

ahol Y1 az 1-t6l 12-ig, Y2 13-t6l 20-ig terjedd (atszamozott, azaz a zardjelben jelzett
szdmolést haszndlva) csticspontd hélézat admittancia métrixa. ¥, utols6 két sora illetve osz-
lopa a vagési csiicspontokhoz tartozé nem O admittancidkat tartalmazza a 4-—21, 20-21,
6—22 és 18—22 szakaszon.

Y, invertaldsat célszer(i ugy elvégezni, hogy elGszor Y1 és Y2 -t kiilon invertdljuk.

Yl‘l és Y;‘-et az Y1 és Y2 sorrendjében Osszerakva kapjuk meg az Y; 1 et. Y4 ab-
ban kiilonbozik Y3 -t6l, hogy hidnyzik Y3 utolsé két sora, illetve oszlopa.

Y; 1-b6l Y;'-et megkaphatjuk akir a 2.3 pontban, akir a 2.4 pontban leirt modszerek al-
kalmazasédval.

. Példa

A 3. példdban adott Y matrix sajatértékeit meghatdroztuk az 5.-ben adott Givens — LR
moébdszer segitségével. Az Y kontinuédns alakra hozéasara Givens modszer segitségével a sza-
molési id6 1.6 sec. Ezutdn az LR modszert alkalmazva 90 iterdciés lépésben 4 tizedes pon-
tossaggal kaptuk a sajatértékeket. 6 tizedes pontossighoz 113 iterdcios lépés kellett. Ennek
szdmolasi ideje 15.2 sec.
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7. Programok

Lineéris egyenletrendszerek megoldédsira, matrixinvertdldsra, matrix sajatértékeinek szdmoldsara
4ltaldban minden szamitékozpontban sok szamitégépes program 4ll rendelkezésiinkre. Ezért
ezek programjaival itt nem foglalkozunk. Itt néhédny olyan  programnak . a hasznélatit ismer-
tetjiik, amelyek kiillondsen jok sparse matrixa linedris egyenletrendszerek megolddsara, ilyen
matrixok invertaldsara illetve sajatértékeik szdmoldsara. Ezek a kovetkezGk (a 3. példdban el6-
fordult elnevezéseket haszndlva)

P2 program: egyenletrendszer megolddsa Gauss elimindciéval, kihaszndlva a 2.1 alapjén a
matrix sparse tulajdonsagat;

P3 program: Cholesky modszer a sparsitds kihasznaldsaval,

P6 program: madtrixinverzié a 2.4-ben leirt rendszdmnoveléssel a sparsitds €és a szimmetria
kihaszndldsaval;

P7 program: azonos a P6-tal de szimmetricitds nincs kihasznélva;

P8 program: Givens—LR moddszer sparse matrix sajatértékeinek szdmolédséra;

Mindegyik programot ugy készitettiik, hogy csak a szdmoldsban haszniltuk ki a métrix sparse
tulajdonsagit, a matrix tdrolasiandl nem, mivel, hogy a prébaszdmolasokndl a teljes matrix is
konnyen elfér a gép gyorsmemorigjdban. A modszerek nagyméretli métrixra valé hasznélatdhoz
a programokat modositani kell.

A P2, P3, P6 és P7 programok egy ugynevezett “karakterisztikus” matrixot haszndlnak, ame-
lyek méis—mds médon, de lényegében a matrix struktarajit irjdk le. Ennek egy lehetséges mod-
jat részletezziik, amit a P2 program hasznél.

A 2.1 pontban elemeztiik, hogy a Gauss eliminicié hasznédlatdnak sparse matrixa egyenletrend-
szer esetén az az el6nye, hogy az eliminicié soran is megmarad bizonyos sparse tulajdonsag és
még a szamolds megkezdése el6tt ki lehet jeldlni azokat a helyeket, ahol a nem O elemek fel-
léphetnek. Ezt a kijelolést a kovetkez6képpen készithetjiik el. Hizzunk vonalat a kiindulési

A métrixunkba oszlopirdnyba haladva feliilr6l lefelé a f64tl6ig, az oszlopban fellép6 els6 nem
0 elemtdl kezdve, majd sorirdnyban haladva balrél jobbra a f64tl6ig a sorban fellép§ elsé nem
0 elemtdl kezdve. A matrix behuzott elemeinek indexeit (a nem O elemek csak itt 1éphetnek
fel) kétdimenzios integer tombben (M-ben) adjuk meg.

Legyen M(i, 1) = s, ha az i-edik oszlop a f6itl6 alatt s — 1 nem O elemet (dthuzott helyet)
tartalmaz.

M@i,j+ 1)=p, 1<j<s—1 az iedik oszlop j-edik f64tlo alatti nem O elem (4thuzott hely)
sorindexe.

M(i,s + j) = q, az i-edik sor f54tl6tél jobbra esé j-edik nem 0 elemének (4thuzott helyének)
oszlopindexe. Legyen M minden sordnak a végén legaldbb egy O.

A Gauss elimindcidé sordn csak az M matrix-szal kijeldlt index(i matrixelemekkel kell szamol-
nunk. A szdmolast végzd P2 szubrutin hasznalatdhoz el kell késziteniink az M métrixot a fent
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leirt médon.
A szubrutin behivésa:

CALL SPG (N, A, B, X, M, L)

ahol A N - N-es mitrix (egyiitthaték matrixa) sorfolytonosan, B N elemi jobboldal témbje,
X N elemili megoldas tombje, M a fentiekben leirt N « L méret(i integer témb. Az A, B

és X deklardlhaté és hasznidlhat6 COMPLEX vagy REAL-nak is.

A Cholesky modszer sparse matrixi linedris egyenletrendszerek megoldédsara valé hasznélatdhoz
is el kell késziteni a karakterisztikus matrixot, ami a fentihez hasonl6 médon karakterizélja a
matrix nem O elemeinek elhelyezkedését. Hasonl6an jarunk el a P6 és P7 programoknal is.

A sparse matrixok gépi kezelésére alkalmas programokbdél egy programgyiijteményt allitottunk
Ossze (ami a fent emlitett és még néhdny programot tartalmaz), és a CDC 3300-as felhaszn4l6i
rendelkezésére bocsithatjuk. A programgyiijtemény leirdsa, a programok hasznéilata, kezelése,
hozziférhetGsége egy kés6bbi ismertetében fog megjelenni.
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lémé4k. Numerikus programkoényvtar kezelése
és bovitése” c. intézeti alapkutatasi téma kere-
tében késziilt. .

Beérkezett: 1974. majus 24.
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