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BEVEZETES

A 8zélsbérték-problémdék igen kordn megjelentek a matematikai
kutatdsokban. Az iddk folyamdn meglehetdsen vdltozatos fela-
datok bukkantak eld; ezeknek egy-egy csoportjdt a matematika
fejlédése sordn sikeriilt kozds elv alapjén tdrgyalni. Igy
sziiletett meg, mint a matematika tobbé-kevésbé ©ndlld dga, az
egyvdltozds fliggvények szélsbérték-feladatai utdn a varidcid-
szdmitds, a nem linedris programozds és az optimdlis irdnyi-
tds. Csak az utébbi években sikeriilt, a funkciondlanalizis
eszkozeinek felhaszndldsdval, egységesen tdrgyalni ezeket a
kiilondl1é teriileteket. E nagy szintézis alapja A.J.Dubovicki]
és A.A.Miljutyin tétele[ 1] funkciondlok extrémumédnak sziiksé-
ges feltételérdl.

Szemindriumi Osszefoglaldénkban bebizonyitjuk a Dubovickij-
Miljutyin-féle tételt, majd egy-egy feladaton keresztiil bemu=-
tatjuk, hogyan alkalmazhaté ez a tétel a kiilonféle klasszikus
problémdra. Mindehhez egy kivétellel csak egyszerii eszkozokre
lesz saziikséglink, amelyek szinte minden bevezetd jellegii funk-
ciondlanalizis konyvében megtaldlhatdk.

A dolgozat a Valésziniiségszdmitdsi és Matematikai Statisztika
Osztdlyon, a 3.11l.7. "Iranyitdselmélet" c. intézeti alapkuta=-
tdsi témdban késziilt.
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Jelolések

létezik

definidld egyenldség

ugy, hogy

/ebbd81l/ kovetkezik

minden

mértéktéren "majdnem minden"

a komplex szdmok testje

az n dimenzids euklideszi tér

B

az Ures halmaz

a H halmaz belseje, lezdrtja és konvex burka
a H, és a H, halmaz "halmazelméleti" kiilonbsége
az F leképezés értelmezési tartomdnya

F leképezés az X halmazrdl az Y halmazba
B XDDF—7Y

az X topoldgikus vektortérrél az Y +topoldgi-
kus vektortérbe haté folytonos linedris leképe-
zések halmaza

£/X,C/, az X dudlisa

leképezés a dudlis elemei altal; azaz, ha XEX
és f€X?, akkor <f,x> = f/x/. Ha hangsulyozni
akarjuk, mely térrdél van szd, indexszel jeloljiik,

pls: <2
Ry

{x T-—)Rn, T = fc[{, x folytonos}

{u: TR, T<R, ||u/t/|||Rm-‘- cy vt er)
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Felhivjuk a figyelmet még egy jeldlésre: x/-/ és u/+-/ je-
1611 a ¢/®/ (1), illetve az 1/2/(7) elemeit, ha hangsulyozni
akarjuk, hogy fiiggvényekrdl van szé, vagy meg akarjuk Gket
kiilonbztetni R,, illetve R elemeitél; x/t/ és u/t/
az adott fliggvénynek a t€T pontban felvett értéke. Viszont
a varidcidszdmitdsndl a segédviltozd ¥ esetében w'/t/ magdt

a fliggvényt jeloli.
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I, A Dubovickij = Miljutyin-féle tétel

Legyen X lokdlisan konvex topolégikus vektortér és FE€ X—
— R funkciondl; legyen adott tovdbbd egy Q =Dy halmaz és ke=-
ressiik a funkciondl minimumdt /minimumait/ ezen a halmazon.
Tegylik fel, hogy xoé Q minimum-hely, azaz létezik x,-nak egy
U kOrnyezete ugy, hogy

F/x,/ $F/x/ (xeunq).
Kérdés, milyen feltételeknek kell teljesiilnie ehhez?

Nyilvédnvaldan megkoveteliink a funkciondltél és a korld-
tozd halmaztdél bizonyos jé tulajdonsagokat, hogy melyeket,
azt az aldbbi vizsgdldddsok alapjén nyert meghatdrozdsokbdl
fogjuk létni.

1.4 Definicid: h € X (ho# O) az F funkciondl csokkenési ird-
nya az X € Dy pontban, ha 3 h -nak U kdrnyezete, tovdbba

od= a(,/F,xo,ho/< C és E,O=€O/F,xo,ho/> 0O szam 2V 0<€£<€&, és
h&U esetén

F/xO +&€ h/ SF/XO/ = Edle

1.2 Allitds: az F funkciondl egy adott pontbeli cstkkenési
irdnyai nulla-csucsu nyilt kupot alkotnak /csokkenési kup/.™

Erermészetesen eléfordulhat, hogy ez a "kup" az lires halmaz.
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Bizonyitds: az 1.1 definicié jeloléseit alkalmazva:

a/ Ah, is cstkkenési irdny, ha A>0, mert AU, Adb és € /A meny=-
nyiségekkel kielégiti a definicié kdvetelményeit; kovetkezés=-
képp a szdéban forgé halmaz nulla=-csucsu kup.

b/ ¥V h€U csbkkenési irdny, mert U, &, € mennyiségekkel ma=-
ga is eleget tesz a definicid feltételeinek; tehdt a halmaz
nyilt.

Bizonyos értelemben hasonld fogalmaiat célszeri beve=-
zetni a Q "korldtozd" halmazzal kapcsolatban is.

1.3 Definicid: hoE : 4 (ho+ O) az xOE Q pontban lehetséges irdny
a Q halmazra vonatkozdéan, ha 1 h -nak U kdrnyezete és £,=€,/9,
xo,ho/> 0 gzdm ~Yh€U és 0<E <€, egsetén

X, +€&h E€Q.

1.4 Allitds: a Q halmazra vonatkozban egy adott pontbeli le=
hetséges irdnyok nulla-csucsu nyilt kupot alkotnak /lehetsé-

ges irdnyok kupja/.

Bizonyitds: teljesen hasonléan, mint 1l.2-nél.

Nyilvdnvaldan, ha Q = #, a lehetséges irdnyok kupja
iires. A kovetkezd fogalmak mdr tartalmasak erre az esetre is.

1.5 Definicié: h € X az x €Q pontban a Q halmaz érintéje, ha

1 £20 A~ V 0 <E<E, esetén 1 x/E/EQ e

x/E/=x,* Eng + e /€]
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ahol r/£/€ X olyan, hogy az origénak Y U kdrnyezetéhez

1670 ~ «(6fe €U na 0<E<E, .

1.6 Al1itds: a Q halmaz egy-adott-pontbeli érintdi nulla-csu-
csu kupot alkotnak /érintési kup/.

Megijegyzés: a/ az érintési kup mdr nem feltétleniil nyilt;
b/ minden lehetséges irdny egyben érintdé is, de
a forditott 4llitds nem igaz.

A csOkkenési irdnyok és a lehetséges irdnyok igen szem-
léletesen, természetes médon kapcsoldédnak a funkciondl mini-
mumdnak kereséséhez; az is ldtszik, hogy a minimum létezésé-
nek sziikkséges feltétele az, hogy a csbkkenési kup és a lehet=-
séges irdnyok kupja'diszjunkt legyen, s ez szemlélteti, miért
foglalkozik majd az 1.10 lemma kupos kozos részével.

Mint léituk, mind a hdrom esetben a minket érdekld ird-
nyok kupot alkotnak. A tovdbbiakban lényeges szerepet jatsza-
nak a kupok és az ugynevezett adjungdlt kupok, ezért ezek el-
méletebll az idevdgd részt a Fliggelékben kozoljik.

Mieldtt tovdbbmennénk, megemlitjiik még, hogy a gyakorla—

ti alkalmazdsokban dltaldban toob mellékfeltétel adja a meg-
szoritdst, azaz

n
Q = n Qi’
i=1
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és az egyes Q -k kozil némelyeknek van belsd pontja, néme=-
o)

lyeknek nincs; ha Q; = @, egyenlbség tipusu mellékfeltétel=
r8l szokds beszélni, ugyanis ilyenkor dltaldban valamely Gy
funkciondl adja meg a halmazt Q; ={=x: Gi/x/ = 0} alakban;

0
ugyanigy, ha Q; # @, akkor a mellékfeltétel egyenltlenség
tipusu.

Ismeretesek a konvex halmazok "jé" tulajdonsdgai; ezért
a tovédbbiakban mindig megkdveteljiik, hogy az el8zbekben defi-
nidlt kupok konvexek legyenek; ez a kikotés azonban még min-
dig gyengébb, mint a klasszikus elméletekben a szokdsos dif-
ferencidlhatdsdgi feltételek.

Es most kovetkezik a Dubovickij = Miljutyin-féle tétel-
hez egyenes utat mutaté

l.7 Lemma: legyenek Kicx (i 8 1,25 see;i +l) nulla=-csucsu

O
konvex kupok, K; # @ (3 =1,e00,n); ilyen feltételek mellett

n+1
ﬂ Ki=¢

i=1
akkor és csak akkor, ha 9 fiE K? (ﬁ = 1,000+ 0, nem mind
nulla, melyekre
n+ 1
’ fi = 0

1=1

/KS c X’ & megfeleld adjungdlt kupok, i =1,.e0,0+1/s
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Bizonyitds; szilkségesség:

a/ ha K # @#, 1évén nyilt és konvex, diszjunkt Kn+1_t61’ a
Hahn = Banach tétel szerint 3 O£ f€X* ~

<f,x>2d XEK és <f x>l xG.Kml

Konnyen beldthatd, hogy o¢ = O vehetd; szemléletesen:
ha egy kup egy hipersik egyik oldaldn van, akkor ugyancsak
egyik oldalédra esik a csucsan dtmend, az adott hipersikkal
pdrhuzamos hipersiknak is. Tehdt fEK® és igy F.ll szerint

n
Fa §) F, a0l FEEKS, Jm=1,esuslis
- n+1
Bzutédn £ ,: = -f, nyilvdn fn+1€Kn+1 és i§1 £, = 0.

m
b/ ha K = @, akkor J 1&m<n ~= L X £ Q.

i=1
Alkalmazzuk az e€ld78 gondolatmenetet n helyett m-re, nyeriink
£,€K:, i=1,. .,m+1 funkciondlokat, £, # 0 és

m+1

I f; = 0. Ezutdn fpppt = eeee: = f : = 0, ée ezzel a
i=l

n+ |

sziikségesség bizonyitdsdt befejeztiik.

Elégségessée:
1

Tegyilk fel, hogy 30 # > M N K;; az eredeti feltétel
i=1

gszerint 1 14 k&n ~ fi # 0, mert kiildnben fneq 18, azaz mind



- e
nulla lenne; igy, lévén K, nyilt és kaKf:, fk/xo/> 0, azaz
x \ '3 /
O = (£, + £5 + eeo + £, Ix )2 £ /x />0
ellentmonddst ad, tehdt a feltevésiink hamis.

1.8 Tétel: /Dubovickij = Miljutyin/ legyen x, az X lokdlisan

konvex vektortéren értelmezett F funkciondlnak lokdlis mini-

n+ 1 0
mumhelye, a Q = (\ Q; halmazon, ahol Qj £F (G = ,ee.,n) 8
i=1 :
o
le #. Jeldlje K, az F cstkkenési kupjit x o~ban, K; a Q -
re vonatkozd lehetséges irdnyokat x =ban (3 1,...,n)J és
Kn+1 a Qn+1 érintési kupjét X, ~ban. Leg;yen z{ konvex (1 = 0,

lyeee,yn+1)e

Ekkor 1 nem mind nulla £:€ Kf (i Oglyees ,n+1) ugy,

hogy
nE+:l
f- = Oo
i=0 -
n+l
Bizonyitds: azt 1ldtjuk be, hogy /) K; = @, s ez az 1.10 lem=-
i=0

mdval azonnal adja a kivdnt eredményt.

Tegyiik fel, hogy a kupok metszete nem iires, vagyis 3

n+ 1
h,€ 0N K;; ekkor a csdkkenési, illetve a lehetséges irdnyok
i=0

definiciéja szerint 3 h -nak olyan U kdrnyezete és olyano<O,
£,> O szdmok, hogy VhEU és 0<E<f  esetén
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x, +Eh €Q; (E =1,...,0), &

(0]

F/x, + En/é F/x,/ +Ed

/az U kornyezet az egyes Q;~k szerint lehetséges irdnyok kor=
nyezetének és az F catkkenési kupjdhoz tartozd kornyezetnek a

metazete; Co: = minﬂ{l?izn Eb/Qi,xo,ho/, EO/F,xo,ho/}/.

Lévén h, a Qn+1 érintdje, tudjuk, hogy

3 x/E/ = x  + Eho + v/E/ €Q

n+1?

és 1 6l>0~71(£)/5 €U -nh , ha 0<E<E),

azaz h/E/ : = h, + YCEV% €U

Ekkor viszont @ szerint, ha 0< Eu<1nin{€b, é},

x/€/ = x, + EB/E/ €Q; (A =1,2,00.,0+])

n+1 .
vagyis x/E/E N Q; kielégiti a mellékfeltételeket, =
i=1

emellett
F(x(€)) ¢ F/x / +&d <F/x /,
és ez ellentmond annak, hogy x lokdalis minimumhely; igy a

tétel dllitdsdval ellentétes feltevésiink helytelennek bizo=
nyult.
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Megjegyzések: a/ gy tiinik, a tétel dltaldnossdgdt csdkkenti,
hogy egyenllség-tipusu mellékfeltételt csak egyet engedtiink

m
meg. Azonban, ha Q. k =1,...,m ilyenek, eléga N Qy
k=1

halmazt tekinteniink, s a gyakorlatban ennek a halmaznak az
érintési kupjdt megtaldlni dltaldban nem nehezebb, mint az
egyes Qk-ét.

b/ Bizonyos alkalmazdsokban fontos tudni, hogy

n+l
éppen i # 0. J61 ldthatdélag ehhez elegendé, hogy N K £ @
i=1]
teljesliljon.

c/ A tétel feltevései kizdrjdk azt a lehetdsé-
get, hogy ugynevezett "csiicedk=pontokat" is szdmitdsba vehes-
slink. A (oilcedk~pont tipikus példdja: Q két kiviilrél érintke-
z6 kor belsejének komplementere, X, & kozs érintkezési pont.
Jeldlje hj a kéi kOor kozds érintljének irdnyvektordt: ez az
X, pontban "majdnem lehetséges" irdny:

x, +&h, EQ >0
de nincs a ho—nak egyetlen kornyezete sem, hogy az abban le-
v3 pontokra is teljesiilne ez. A tétel bizonyitdsdbdl azonban
kitiinik, hogy ha Qn+1 = X /nincs egyenl8ség tipusu megszori-
tds/, akkor az ilyen '"majdnem lehetséges" és a hasonléan ér-
telmezett "majdnem csokkenési' irdnyokat is meg lehet enged-
ni és igaz marad a tétel.
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II. Segédeszkdzok a Dubovickij = Miljutyin-tétel alkalmazd-
8dhoz

Az 1,11 tételnck az egyes konkrét feladatokra vald al=-
kalmazdséndl a kovetkez8ket kell tehdt meghatdroznunk:

1/ a minimalizdlandd funkciondl csdkkenési kupjdt az ér-
telmezési tartomdnya pontjaiban;

2/ az egyenl8tlenség tipusu mellékfeltételeket adbé hal=-
mazok pontjaiban a lehetséges irdnyok kupjdt;

3/ az egyenl8ség tipusu halmazok pontjaiban az érintési
kupot;

4/ az 1 - 3/ pontben leirt kupokhoz az adjungdlt kupot.

A Dubovickij = Miljutyin-tétel alkalmazdsdnak nagy ellé-~
nye, hogy kiilon lehet vizsgdlni az egyes mellékfeltételeket
és a funkciondlt: ha egy bizonyos mellékfeltételre, illetve
funkciondlra megtaldltuk a kivdnt kupot és az adjungdlt ku-
pot, ez kdzvetleniil alkalmazhatdé minden olyan feladatban,
amelyben ugyanez a mellékfeltétel vagy funkciondl szerepel.

A kovetkez8kben megadunk néhény Osszefliggést, amelyek
bizonyos feltételek teljesiilése mellett lehetdséget nyujta-
nak ahhoz, hogy a vdzolt feladatot megoldjuk.

Bevezetdben emlékeztetiink a Gateaux -és a Fréchet-féle
derivdlt definicibjdra, mert ezek a fogalmak alapvetden fon=
tosak a tovdbbiakban.



LD

2.1 Definicid: legyen X linedris vektortér, ? : X—C; az F
funkciondl differencidlhaté a h € X irdny mentén az xOEX pont=-
ban, ha létezik az

F/x, + Eh/ - F/x /

F°/x ,h/ : = 1lim
o £-9+0 £

ugynevezett Gateaux-féle derivdlt.

2.2 Definicid: legyen X és Y Banach=tér, P : X Y; a P leké-
pezés differencidlhatd az XOGX pontban, ha létezik P’/XO/EE
&/X,Y/ ugynevezett Fréchet-féle derivdlt gy, hogy V hE Xe-re

P/x. + h/ = P/xo/ + P’/xo/ h + 7~./}<O,h/,

(¢}

anol | r/x_,b/ll = o/lnll/ (vkis orasn | nl).

Megjegyzés: ha Y = ¢, azaz P funkciondl, akkor természetesen
P’/xo/€ X?

Ezutdn rdtérhetiink a cstkkenési irdnyok kupjdnak tanule
méanyozadsdra; jeldlje Kcs a minimalizdlandé F funkciondl csdk-

kenési kupjat az XOGX pontban.,

2.3 Allitds: ha h€K, , és 3F'/x_,h/, akkor F'/x_,h/ < O.

Bizonyitds: a csdkkenési irdnyok és a Gateaux=derivdlt defi-
nicidéjdbdl kozvetleniil adddik,

2.4 Allitds: ha X Banach=tér és F Lipschitz-feltételnek tesz
eleget x €X egy kirnyezetében, azaz 3 £ 7 0 és (530 »
IF/Xl/ - F/x2/|.-‘=f5”x1 - %,|| Volyan x, és x, € X-re, hogy
ﬂxl - Xo" S8E,9 || Xy = xO" £E,s tovdbbd, ha F’/xo,ho/<O,
akkor hoe Kcs‘
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Bizonyitds:

g = F’/Xoyho/.

Az irdnymenti derivdlt definicidéjabdél kovetkezik, hogy

£
3£1>O ~7 F/xo +£ho/ -‘.-F/xo/ -—2§— ha 0<€<E, ,

)

Legyen L €X olyan, hogy | h = h || £ ; ekkor, ha

0< &< min {E.olf,,\})
akkor

F/x, +Eh/ £ ¥/x_ +En / + 6len - En <

£3 3 3 £3
SF/x [/ - =—=— + 0 = /x [/ -
S - Y 4 7
vagyis h, egy teljes kornyezetére fennédll a kivént egyenldt-
lenség, s igy hoe Kcs

2.5 Tétel: ha X Banach~tér, F Lipschitz~feltételnek tesz ele=-

get x € X egy kornyezetiben, 31*"/:(0,11/ V h € X-re és F’/xo,h/
mint h fiiggvénye konvex funkciondl, akkor

L = { hs E"/xo,h/ < 0)s ®

Bizonyitds: a 2.3 és 2.4 411itdsbdl azonnal kidvetkezik;
tovdbbd igen egyszeri meggybz6dni arrdl, hogy tetszdleges C
konvex funkciondlra az {x: C/x/<d}halmaz konvex.
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2.6 Tétel: legyen F konvex és folytonos;

ekkor 3F’/xo,h/ VhEX és Vx, EX,
F/x, + h/2F/x [/ + F*/x .0/,
K.g = {h: P*/x_,h/ <0} és Ko konvex halmaz.

Bizonyitds: ridgzitsikk az B és h elemeket, és vizsgdljuk a
$/&/ ¢ = F/x, +&h/

egyvdltozés fiiggvényt. F tulajdonsdgai miatt y folytonos és
konvex; a konvexségbdl kovetkezik, hogy O<h<i és £> 0 esetén

?/7\8/-’?/0/ < ' H e /0/=:¢/(_/ ®
AE £

A fenti egyenlltlenségben d :=A£ <€ mellett rogton ldthaté,
hogy @ /€/ monoton cstkken £ csbkkenésével. Tovabbd a

£ l rd -
0 = - 3 kombindcidval kifejtve ¢ /0/=t a
1#E ( 4) 1+€ ¢ A P

konvexitds szerint, azt kapjuk, hogy

/€l - 90/
PELEREL 2 plal-gl0f

vagyis ¢/£/ alulrdl korldtos, igy

1 P/x,b/ = alimoﬁ/e/.
-

Ha @®@.-ban £=1 és A—=+0, nyerjiik:

F*/x b/ < F/x, + b/ = F/x /.
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A funkciondl differencidlhatdésdgdra vonatkozd dllitdso-
kat tehdt belattuk.

Legyen egy h € X-re F’/xo,ho/ < 0; ez a definicid sze-
rint azt jelenti, hogy 3 E’o> 0, amelyre

-d s = B/x, + Eh S - P/x [/ %0
Lévén F folytonos, 3 ho-nak olyan U kornyezete, hogy
. d
F/x, + tho/ - Bfx, + £’oh/ 2% (mEeV),
¢ d
= F/Xo - &Oh/ =F/XO/ -5 .

Ezutan F konvexsegebdl, ha 0<& <€, , kbvetkezik, hogy

: £ : & , £Ed
F/Xo =+ Eh/é (1 - E—O“) F(Xo) + '6—0' F/XO + €Oh/ éF/XO/ = -2—5—0- 9

azaz hoeKcs; a 2,3 4llitdsbdl mér adddik az ellentétes ird-
nyu tartalmezds, vagyis végiil K.g = { h: F"/xo,h/<0}.

Végezetill I konvex voltdt kihaszndlva, ha felirjuk az
irdnymenti derivaltat a definicidja szerint, azonnal latszik,
hogy F’/xo,h/ konvex h=ban, s igy a 2.5 tétel bizonyitdsdban
szerepld indoklassal Kcs is konvex.

2.7 Tétel: ha X Banach~tér és F Fréchet-derivalhatd az XOE X
pontban, akkor K_ . ={h: { F’/xo/,h <0} és K.y konvex halmaz.

Bizonyitds: a 2.3 és 2.4 allitas kOvetkezményeként addédik K,
alakja, 9 ez a halmaz vagy féltér, vagy lires, tehdt minden-

S

képpen konvex.
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Jeldlje Kl az x, €Q pontban a Q-ra vonat&ozéag lehetsé=-
ges irdnyok kupjdt. Mint mdr megjegyeztiik, csak a Q # @ ese=
tet érdemes vizsgdlni, mert kiilonben a szdban forgd kup iires;
tovabbad vildgos az is, hogy csak az ez eset crdekes, amikor
X, a8 Q hatdrénak eleme, egyébként ugyanis K, = X

Vizsgdljunk el8szor olyan halmazokat, amelyek

Q ={x: G/x/ &)

alakban vannak megadva, ahol G valamely folytonos funkciondal;
ekkor nyilvan G/xo/ = A a hatdr on elemérec,

Jeldlje K, a funkciondl csdkkenési kupjat az x. pontban,

(@)

2.8 Allitas: KG = Kl’

Bizonyitds: ha h, €XK,, akkor a definicid szerint 3 U kdrnye=
zete a h -nak és 3£o> 0 A

G/x, + €n/ <G/x / (VheUu és 0<e<t ),

vagyis
xo 5 Eh EQ.

2.9 Allitds: ha 3G’/xo,h/ (Vvhe X) és konvex h-ban, tovdbba
BhOEX A G’/xo,ho/éo, akkor '

K, {h: G’/xo,h/< 0}.
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Bizonyitds: legyen hekK;jekkor 3€,> 0 ~

x, + £EhEQ (0<e<¢,),

azaz

G/x, + Eh/£G/x,/ (0<e<g),

és ebbbl

G’/Xo,h/ .-C:OQ

Tovabba 1lévén K, nyilt, 3 h-nsk U kOrnyezete ~ U <Kq;
valasszunk olyan A> O szdmot, hogy

h, t=h - A/h - h/ €U

teljesiiljon. Ekkor
G’/Xogh)‘ I/ & O,
és az irdnymenti derivédlt konvexségébdl:

. 1 A
G /xgsb/ = B7(x5s o By + 153 Bo) &

1 A
S -i-"‘—i G’/Xo,h/ + "'ﬁ G’/Xo,ho/’ 4 Qe
2,10 Tétel: teljesiiljtn a kovetkezl hdrom feltétel kozlil va=-
lamelyik:

a/ X Banach-tér, G Lipschitz-feltételnek tesz eleget X, €8y
kornyezetében, 3 G’/xo,h/ (VhEX) és konvex h-ban, 3 h 6 X
agy, hogy G’/x sh,/ <03



L

b/ G folytonos konvex funkciondl és Ix€X ~ G/x/ <.G/xo/;

¢/ X Banach-tér, G differencidlhaté x_-ban és G*/x,/ # 0,
ekkor

K, = Ky = {h: G*/x_,h/ < 0}.

Bizonyitds: azonnal kﬁvetkézik az el1l6z6 két 41l1itdsbbl, vala-
mint a 2.5, 2.6 és 2.7 tételekbdl.

Végiil nézziink meg egy esetet, amikor a mellékfeltételt
nem funkciondl irja eld:

2,11 Tétel: legyen Q konvex halmaz, ekkor

O
Kl ={h: h=2/x = Xo/, XEQ, A>0}.

A bizonyitds magdtdl értetddik.

Jeldlje K4 az X&EQ pontban a Q halmaz érintési kupjét.

Bizonyitds nélkiil kozliink egy tételt, amely igen jé1
haszndlhaté az érintési kup meghatdrozdsdndl. A tétel bizo=-
nyitédsa nem tulsdgosan egyszeri: ez az a pontja az elmélet=-
nek, amely elemi eszkOzbkkel hozzdférhetetlen. A bizonyitds-
sal kapcsolatban az irodalomra utalunk [2].

2.12 Tétel: legyen X és Y Banach-~tér, PEX —Y, P/xo/ = 03
legyen P folytonosan differencidlhaté az X, egy kdrnyezeté~-
ben és legyen P’/xo/ réképezés /sziirjekcid/. Tekintsiik a

Q ={x: P/x/ = 0} halmazt. Ekkor

Kg ={ h: <P'/x_,/,hD =0},



w00
4. _Adjungdlt kupok
Az adjungdlt kupok dltaldnos tulajdonsdgai, amelyeket
ebben a részben igen sokszor idéziink, az A. Fliggelékben ta-
lédlhatdk meg. A tovadbbiak tanulmdnyozdsa eldtt célszerii leg-

aldbbis 4tfutni a fliggeléket.

2.13 Allitds: Legyen K <X linedris altér.

Ekkor K* = {fE€X’ : <f,x>=0 Vx€K} /K a K annulldtora/.

Bizonyitds: legyen fE€X® és tegyiik fel, hogy Ix€K ~
<f,x> > 0; mivel =-x€K szintén, <f,-x> = - <f,x> <0

=3¢ K"

2.14 Allitds: legyen fEX?;

a/ Kl_:={x€:X : <f,x> =0}, ekkor Kl {Af, -°o<)\<oo};

0}, ekkor KA {Af, 0&A<ceol};

v

b/ K2:={x€X s &Txy

2 —

¢/ Ky:={x€X : <f,x) > 0}, ekkor X', ba £ = 0
K; =

K5, ha £ # O.

Bizonyitds:

a/ ha g€K, , akkor a 2.13 allitdas szerint <g,x> = 0 (VXEK1)
=g = Af, =0e < A<os

b/ lévén K, CK,, K,<K| /ld. F.4./ igy ha Af€K, és
ALE,x> 2 0O == A2 0;

g =& g
K, és igy K3 = K; /1d. F.6./.

¢/ ha £ =0, akkorK3=¢ és igy K
ha f # 0, akkor K3
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A konvex halmazok jelentds szerepet jdtszanak az egész
elméletben. A konvex halmazokkal kapcsolatos kovetkezd tétel
is fontos alkalmazdst nyer a késdbbiekben.

2.15 Tétel: X lokdlisan konvex vektortér, Q « X zdrt konvex
halmaz; jeldlje, mint kordbban, Kg illetve K; az x €Q pont-
ban a halmaz érintési kupjét, illetve lehetséges irdnyainak
kupjdt; tovébba

QFi= {fEX? : <£,N02¢,x> , VxEQ) /vagyis § az x_-beli
(e}

tdmasztésikok funkciondljainak halmaza/.

o .
Ekkor KY = Q°, és ha Q # @, akkor Kj = g .

Bizonyitds: legyen fEQ és héKé; az érintési irdny defini-
cidja szerint 3 £O> 0 ~=

x/E/:= X, + Eh + r/€E/ €Q (o<t 450) ’

ahol r/&/ EX olyan, hogy a nulldnak YU kornyezetéhez
36,20~ v(€)/6 €U VO0<EcE, esetén, Igy tehdt, lévén
<f,X/C/>_2_ <f,XO) )

CE,h) = <E,x/E)D> = Eaxy _ Sramfe)s o _ (£, r[at:[) .

€ € h

Konnyli beldtni r/€/ tulajdonsdgaibél, hogy lim (f, r: )=
£ +0

= 0, s igy <f,h> 2 0, azaz fEKJ .
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*
Viszont, ha f&€K; és x€Q, akkor h := x - X, érintd
xo—ban, mert

x/E/ := : +&Eh = (1 —E)xo + £€x €Q
a konvexség miatt; igy tehdt
¢<{f,h) = <£,x0 - (£yx
ami épp azt jelenti, hogy fE€Q , s ezzel beldttuk, hogy K’é:Q*.
(o]
Tovdbbd, ha Q # @, akkor a 2.11 tétel szerint

(¢
Kl ={h : h =A/x -xo/, Ae 0, XGQ}.

s igy, ha £EK], akkor A= | értékhez tartozd érintSket te-
kintve

O
£,2 & yx) (zeQ)

o]
adddik. Mivel Q = Q /ez a konvex halmazok elemi tulajdonsdga/,

£ folytonossdgdabdl azt kapjuk, hogy
LX) & Lax) (x€Q),
¥ s ’ * 3t
azaz f€Q ; tehat belattuk, hogy KlCQ 0
Viszont Ky< Kg /1d. 1.8 41litds/, igy K;: Ky /1d. F.4./,

s a tétel elsd részebol mdr kovetkezik, hogy K, =qQ s 18y
KlsQ , 68 ez az elbzlvel egylitt megadja a kivant eredményt.
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IITI. Az dltaldnos elmélet alkalmazdsa specidlis esetekre

l. A klasszikus felteteles gzélabérték=feladat és a nem line-

aI'lS _programo zas

A probléma megfogalmazdsa:
adott R ~en az F és a G; (i = 1,...,m)valés fiiggvény.

U~

Qi:={xX€R, t G;/x/ £ 0} (1 = 1,...,k),

Qi:={x€Rn : Gi/x/ Q% (L = kelyues 1) a

Keresend8 az F minimuma a Q : = ﬂl Q; halmazon.
i=
Ez az dltaldnosabb megfogalmazds k = O esetén a feltéte=~
les szélsdérték, k = m esetén a nem linedris programozds fel=-
adatdt adja vissza. A klasszikus feladatoknak megfelel8en te=
gyiik fel, hogy F és Gi(i = ly0..,m) folytonosan differencidl-
haték valamely T tartomdnyban.

Az dltaldnos program szerint el8szdr meg kell taldlnunk
az F csdkkenési kupjét és ennek adjungdltjdt V¥ x €T pontban;
egyellre zdrjuk ki az F’/xo/ = 0 esetet. Ekkor

={h€ER, : <F'/x,/,h> < 0} /ld. 2.7 tétel/,

K*S = { A F*/x,/ 5 A2 O} /1d. 2.14 tétel/.

A kovetkezd teendd az egyenldtlenség-tipusu mellékfelté-
telek lehetséges irdnyainak és a megfeleld adjungdlt kupokmak
a meghatdrozdsa. Jeldlje K; a Q; (i = lyeee,k) halmaz lehet-
séges irdnyainak kupjdt az X € Qiﬂ T pontban.
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Igy, ha

Gi/xo/ < 0, akkor KX, =R, /xO belsd pont!/

és K] = {0};

ha Gi/xo/ =0 és Gi/xO/ # 0, akkor

Ky ={h€R, : < G}/x,/,b> <0} @ = l,...,k, 1d. 2.10),

*
Ki ={=-2;G2/x,/ 5 220} /ld. 2.14/,

és egyellre tekintsiink el a Gi/xo/ = Gi/Xo/ = 0 lehetdségtbl.

Végezetiil azegyenléség tipusu mellékfeltételek érintd-
irdnyai: mint tudjuk, egylittesen kell nézniink az ilyen fel=-
tételeket, azaz

a Q,:= _/% Q; halmaz érintési kupjdt kell megtaldlnunk
i=k+1

Vx, € Qoﬂ T pontban. Ezt a 2.12 tételbdl kapjuk meg, ha fel-

tessziik, hogy Gi/xo/ (i = k+1,40.,m) linedrisan fiiggetlenek.

Az idézett tétel jeldléseit alkalmazva a mostani esetre Y =R,

P = {Gi’ i =ktlyeeaym} és a Gi/xo/-k linedris fiiggetlensége

jelenti azt, hogy P’/xo/ sziirjekcid. Igy tehat

Ké = {hERn H (Gi/xo/,h> = O’ i = k")‘l,.oo,m}o
m
Az adjungdlt kup meghatdrozdsdhoz irjuk Kg = _{W Ky

ahol
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és, mint a 2.14 tételbdl tudjuk,

K] = {\GI/x,/, MNER).

Nyilvénvaléan K; (i = k+1y00.,m) zért halmazok, és

m *

i—k+lKi m- dimenzids altér, igy szintén zdrt R, -ben, ennél-

fogva alkalmazhaté F.9 kovetkezménye, s ezzel nyerjiik:

m
*
K, = {fER, : £ i—Zk:H A8 /x. ), RER]

Osszevetve eredményeinket, a Dubovickij - Miljutyin-té-
tel szerint annak sziikséges feltétele, hogy F az xoeth\T
pontban minimumot érjen el az, hogy létezzen A, (1 = 0yly0ee,m
nem mind nulla, Aik 0 (i = o,l,...,k) igy, hogy

m

AF /x /[ + N A G2/x,/ = 0. ®

i=1

A kapott egyenlet jél ismert, A=k az ugynevezett Lag-
range~-féle szorzdk.

Vizsgdljuk meg azokat az eseteket, amelyeket eddig ki-

zdrtunk:
ha F’/xo/ = 0, akkor Zo = | és )i = 0;
ha G}/x,/ = G}/x,/ = O (1= 1,000,k), akkor A =1,
A =0 G #1);
ha Gi/xo/-k linedrisan Osszefligglk (i = kilyeoo,m
akkor Aj =0 (5 # D
m

z ] —
és A, olyan, hogy i3£L1 )iGi/xo/ =0
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vdlasztdssal ugyancsak fenndll a @ egyenlet, tehdt a saziik-
géges feltételnek ez a formdja dltaldnos érvényii.

A feladat megfogalmazdsa:

Vezessiik be ebben a részben a rovidség kedvéért a C : =
= o/n/ E;o,tl] s Log: = L/.I,I.l./[to,tl] jeldlést, és legyen X : =
= C X L,,, melynek elemeit /x,u/ formdban jeloljiik. Szokdsos
elnevezés: x (&) a fdzistrajektdria, u(t) ‘az irédnyitds és

x(t), u(®*) a folyamat, a t paraméter pedig az idg.

Legyen az X-en értelmezett F funkciondl a k&vetkezd:

t
F/x,u/ ¢ = j'l o(x/t/,u/t/,t) dt,
s
ahol ¢€R, X R X R—3R adott fliggvény. A mellékfeltételt

az aldbbi halmazok adjdk meg:
' o
Q :=CX{u€l, :wt/ener, vie [t,t]},
ahol M megadott halmaz Rm—ben.
Q = {/x,u/ : x = P /x,u,t/, x/to/ = Cg, x/tl/ = ¢},

ahol ‘PERn XR, XR—»R, adott fliggvény .

Keresendd az P minimuma a Ql N Q2 halmazon.
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Han=m= 1, §/x,u,t/=u és M =R, akkor a klasszikus
varidciészdmitds legegyszeriibb feladatdt kapjuk; ennek megfe-
lelden tegyiik fel a kdvetkezbket:

o
a/ M zdrt konvex halmaz, M # @;

b/ ‘4) és ¢ folytonosan differencidlhaté az elsS két vdltozdjuk-
ban;

c/ & és f mérheté a harmadik vdltozdjukban.

Jarjunk el az dltaldnos séma szerint, s ennek megfeleld-
en bontsuk lérésekre a feladatot.

A funkciondl csOkkenési kupja

A ®~-re kirdtt feltételek mellett F differencidlhatd és
t :
1
P /x 9u,/, /X0 3= tf[<q> X(xo/t/,uo/t/,t) X/t/) Rn+ {p u’u>Rm]dt’®

o)

ahol az integrandus mdsodik tagjdban ugyanazok az argumentu-
mok szerepelnek, mint az elsdben, 8 igy a rovidség kedvéért
elhagytuk 6ket; a késSbbiek sordn is alkalmazzuk majd ezt a
roviditést. A formula bizonyitdsa roppant egyszerii:

tl
F/x, + Xyuy + 0/ ~F/x ,u/ = tf [o(x,/t/ + X/t/yu /t/ + B/t/,1) =

o)

o(x,/t/u /t/,1)] at.

Az integrendus ¢ differencidlhatésdga kdvetkeztében felirhatd
mint @ integrandusinak és egy o (x/t/| + |u/t/]) tagnak Ssz-
szege, ahol| | az euklideszi normdt jeldli mind Rn—ben, mind
Rm-ben. Ebb8l a 2.2 definicidét figyelembe véve szinte azonnal



- 30 -

adédik a kivant eredmény. Igy 2.10 tételbdl tudjuk a csdkke-
nési kupot, s ennek megfelellen 2.14 szerint, ha K # 0

» %
A Q, halmaz lehetséges irdnyai

~
Jeldlje Q, a Ql definicidéjdban szerepld halmazt, azaz
A 2
Ql = C X al' Q1 zdrt konvex halmaz L_ -ben és Q £d /M tu-
o)
lajdonsédgai miatt/, igy Ql zdrt konvex halmaz X-ben és Q, =

o
CXQ # .

Igy a lehetséges irdnyok kupja az /xo,uo/ pontban K, : = Kl =
~ ~
= CX %1 alaku, ahol K, a Q, lehetséges irdnyainak kupja az

u, pontban. Ezek szerint

%*

X

e )
= {0} XK|.
Egyellre elhalasztjuk ﬁ; meghatdrozdsdt; a késdbbiekben
visszatérink rd, s megldtjuk, hogy egy kissé mdédositott fela-
dattal helyettesithetjiik.

A Q, halmaz érint8irdnyai

Ld ° L L 4 . Ll e Ll ° Ld o Ll .

Vezessilkk be a Ps X - Y, Y: = C X Rn leképezést ugy,

hogy P/x,u/ := [x/./ = g, = { (/b lnltlst) @by x/tl/ - ol].
o)



.

A feladat megfogalmazdsdban szerepld differencidlegyen-
letet integrdlegyenletté dtirva rdgton ldtszik, hogy

Q2 = {/X,U./ : P/X,u/ = O}o

A P leképezés a {-re tett kikotés miatt folytonosan
differencidlhaté és

P’/XO ,uo/ /-}'E,ﬁ/ =

=(3/.7 - tf[<1>X(xo/t/,uo/t/,t),i/t/>ﬁn+ <f>u,ﬁ>Rm] ats %/t,/).
o
Errél teljesen hasonléan lehet meggy6z6dni, mint azt az 1/
pontban tettiikk, Ahhoz, hogy a 2.12 tételt alkalmazhassuk,
azt kell tudnunk, P’/xo,uo/ milyen feltételek mellett sziir-
jekcié. Ha az, akkor a tétel szerint az /X,u/ érint8irdnyok,
P’/xo,u / fenti alakjdbdl jé1 lathatéan, klelégltlk az ugy-
nevezett varidcids differencidlegyenletet:

X = fx/xo,uo,t/ X + ?u/xo,uot/ u

ot ’ 2.1
x/to/ =

s ezen felil még
x/t;/ =0 2o2

is teljesiil.

Jeldlje D azt a halmazt R, ~ben, amelyet a varidcids
differencidlegyenlet megolddsai a t, paraméterértéknél elér-
nek az Osszes lehetséges irdnyitds mellett, azaz

D :={X/t,/ : X/./ kielégiti (2.1)~t, u€la.}.
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P’/xo,uo/ akkor rdképezés, ha D = R, /"teljes irdnyitha-
tésag" feltétele/. Ennek igazoldsdhoz vegylink egy tetszlleges
(a/e/, D) €Y elemet; ekkor

z/./ i=af./ + [ ?X(xo/t‘/,uo/t’/,'t) z/r/ dv €C,
N ;
o)
és a teljesen irdnyithatésdg miatt I U € Lo, és yEC ~

/4 = 9 (x /8/u /87,8) y/8/ + P T,
y/0o/ =0,
y/%,/ = b - 2/%,/;

ezutdn, ha X := y + 2z, egyszerii behelyettesitéssel 1ldthaté,
hogy

/%y 0o/ /%8 = (a/./, D).

Tegyiink egy kis kitérdt, amely hasznos lesz a késébbiek-
ben. Elégséges feltételt taldlunk arra, hogy a varidcidés dif-
ferencidlegyenlet teljesen irdnyithatd legyen.

3.1 A1litds: ha Vy /t/-re, amely a

T - é'x(xo/t/,uo,'t/,t)y (2.3)

differencidlegyenlet nem nulla megolddsa,
Pr(x /87 u /t/,8) N/t % O

teljesiil, akkor az (1l.1l) rendszer teljesen irdnyithatd.
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Bizonyitds: ¢, (x,/t/,u /t/,t) =:4/%/,

0y (X /t/ yu /57 ,8) =:B/t/.

Tegyikk fel, hogy az d4llitds nem igaz, vagyis D # R,. Mivel D
linedris altér /a differencidlegyenlet linearitdsdbél/, igy
10 # a€R, ~~

Capx/t /> g =0 (Vx/t,/ € D).
n

Legyen Y /t/ az (2.3) rendszer megolddsay/t,/ = a fel-
tétellel. Mivel a # O, y/t/¥ 0. Ekkor (2..) ¥X/t/ megolddsédra

v
L
0= | t/ + A /t/V/t/, X/t dt =
<\’r//+ //‘\lr// x/ />Rn

25

1
= - | <B/t/¥/t/, T/t dt,
to / '\P’ Lo B/ /) %

amint arrdl parcidlis integrdldssal konnyii meggybzddni. Lévién

a jobb oldalon UEL., tetsz6leges, ez azt jelenti, B*/t/\y/t/ =
o)

= 0 (V te[to,tlD sy S ez ellentmond az eredeti feltevésnek,

A most kapott eredmény igen jél1 kezelhetd médszert is ad
annak eldontésére, teljesen irdnyithaté-e a rendszer vagy sem:
meg kell keresni az (2.3) differencidlegyenlet-rendszer ¥ /t/
megoldds-alaprendszerét, azutén képezni a B*/t/W/t/ matrixot,
8 ha ennek az oszlopai linedrisan filiggetlenek, akkor a rend-
szer teljesen irdnyithaté.

Ezek utdn visszatérhetiink eredeti feladatunk folytatd-
sdra.
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Az adjungdlt kup megtaldldsdhoz irjuk az érintési kupot
Ké = KzﬁK3 alakba, ahol K2 elemei (2.I) -nek tesznek eleget,
K4 elemei pedig (2.2) -nek. Mind Ky, mind K, linedris altér
X-ben, igy a 2.13 d41litds szerint a hozzdjuk tartozd adjun-
gdlt kupok a megfeleld annulldtorok. K3 = K XZIJocalaku, ahol
K :={x€C : x/t,/ = 0}, Ennek megfelelSen K = K'x{0} és
K* R, , mert C~ben az egy ponton eltiind fuggvenyek alteré-
nek annulldtora a kérdéses pontra koncentrdlt mértékek /funk-
ciondlok/ halmaza, azaz, ha xEK és feK', akkor

<£,x> = <a,x/t,/> R, (a€Ry)

Az eddig elmondottakbél kovetkezden K’; véges dimenzids,
tovdbba 1lévén K; gyengék zdrt /ld. F.5./, KE -+ K; eX? gyenge*
zédrt /zért altér és véges dimenzids altér Osszege mindig
zdrt/. Ezek szerint F.9. alapjdn

*
K =K2+K

3.

Oy *

L ol glieogey [eligholonek vizseclave
A Dubovickij - Miljutyin-tétel szerint annak sziikséges
feltétele, hogy az F funkciondl a Q N Q2 halmazon minimumot
érjen el az /x s U / pontban az, hogy létezzen £; EK i =
= 0,1,2,3) nem mlnd nulla funkciondl gy, hogy fo + f + By #
- f3 = 0. Ebb8l egyeldre azonban még nem sok létszik. Alkal=-
mazzuk az el8z8 egyenletet olyan /X,u/ elemre, melyben u tet-
sz8leges, x pedig a varidcids egyenlet hozzd tartozé megoldd-
sa; vagyis, roviden, /E,G/EKZ. Ekkor <f2,ﬁ,ﬁ/> =0, s igy

$
- Ao tflf( ®_(x,/t/u,/t/,t) s X/t/) R, +<o ,0) Rm] dt
o) B 204
+ £, + <a,x/t,/? =0,
n
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A¥
ahol, emlékeztetiink, f €K c:L‘,, még nem ismert.

Alakitsuk 4t ezt a kifejezést; ehhez uj mennyiséget ve=
zetiink be, amely szoros kapcsolatban van a teljesen irdnyit-
hatésdggal /ld. 3.1 d11itds/. Legyen Y /t/ a

V= —?:((xo/t/,uo/t/,t)\y+7\od>x (A)
differencidlegyenlet megolddsa a

Y/t =8
feltétellel., Fejezzilk ki (&) b6l & -t és helyettesitsiik (2.4) -
be; parcidlis integrdldssal, rovid szdmolds utdn nyerjiik:
1

<%l,ﬁ> w ] 4 = pl(xo/t/,uo/t/,t)xy It/ + Ay @ E/t/)Rmdt @.5) .

%o

Most mé&r csak g‘l-r('il kellene valami kOzelebbit tudnunk.
Azt haszndljuk ki, hogy £, EL{m/ [to,tl] < L%, , amint ez lat-

szik abbdl, hogy integrdl alakban reprezentdlhaté. Sajnos meg=-
lehet8sen hosszadalmas uton juthatunk eredményre, s ezért koz-
bevetlleg kiilon egységként adjuk meg:

3.2 Lemma: Q := {u€L/£/(T), T<R : u/t/€M<Ry ‘:/te’l‘}.

Ha a ZEL{m/(T) a Q halmaz ug pontjdban tdmasztdsikot megha-—
tdrozé funkciondl, azaz <z,u - u> 2 0 (WueQ 3 akkor z/t/ az
M halmaz u,/t/ pontjdban tamasztos:Lk vektora V teT, azaz

{z/t/,u = uo/t/> ng 0 Vu€M és ¥ ter.
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Pizonyitds: Jeltlje u a Lebesgue-mértéket a szdmegyenesen.
Tegyiik fel, hogy a lemma 4llitdsa nem igaz, vagyis

A, T,m/A/ =€>0, és UEM A <z/t/,u - u /t/> R, <0, Vt€A,.
Luzin ismert tételébdl viszont

BAZCT,,&L/AZ/ﬁ'% ~A z/./ folytonos a T\A, halmazon,

3A, cT,,w/Au/é% »ﬂuO/./ folytonos a T \ A, halmazon.

Mivel w/A,/ + pm/A /< /b /s FEEA t A, UA;

a z/./ és uo/./ fiiggvények t,~beli folytonossdga miatt

' Z/t /;_ = /t /)
AA ST, wW/A/s O~ (a/t/ T - u /) g ; o/ 38 = U/t R, (te 1)
m

2
/ugyanis a vizsgdlt skalédris szorzat értéke a t, €A, pontban
A, definicidja szerint negativ/.

u ha t€A
ul/t/ s =
Ilo/t/, tE&T\A,

Ekkor u, €Q és

<zu,> = T{(z/t/,ul/t/> at = J<a/t/yu /t/>g At +

R‘m T m

+ ‘l{(z/t/,u - uo/t/)Rmdt.

A jobb oldal mdsodik tagja hatdrozottan negativ, igy
(z,ul> < (zyuy

adédik, és ez ellentmond annak, hogy z tamasztdésik funkcio-
nélja u,~ban.
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Ennek a lemmdnak a birtokdban, figyelembe véve, hogy 2.15
szerint a lehetséges irdnyokat, lévén Q; konvex és a belseje
nem iires, épp a tdmasztdsikok adjdk meg, (2.5) igy irhaté 4at:

<_ fnu(xo/t/,uo/t/,t) '\}r/t/ o 7\0 ® 0 0= uo/t/> (Rm% 0

(VuEM és ‘:/te [to’tll) (®)

AA, =0 és qr/t/EEO egyszerre nem kovetkezhet be, mert
akkor £ = 0, tovdbbd a =y /t,/ = O==¢f3 = 0, de ekkor mdr
f, = 0 is, azaz minden funkciondl nulla lenne.

Vizsgdljuk meg azokat az eseteket, amelycket eddig ki-
zdrtunk:

ha KO = @, akkor
Ty
t£[(<l>x(xo/’c/,uo/t/,’c) ,'i/t/kqn +<e ,T7 Rm] at = o (V/x,0/),

s igy }o =1 és ﬂr/tl/ = 0 vdlasztdssal az eldz8hdz ha-

sonld parcidlis integrdlds utdn azt kapjuk, hogy telje-
siil (B).

ha D # Ry, akkor A = O vdlasztédssal 3y/t/£0 (4) megolddsa,

ugy, hogy ‘o;(xo/t/,uo/t/,t)q;/t/ao /1d. 3.1 411ités/,
s igy ismét teljesiil (B).

Foglaljuk Ussze eredményeinket: a fejezet elején megfo-
galmazott feladatnak az ott leirt feltételek mellett az
/xo,uo/ pont csak akkor lehet megolddsa, ha 3 xoi O szdm és
az (A) differencidlegyenletet kielégitd V- /t/ fiiggvény gy,

hogy fenndll a (B) Osszefiiggés, s emellett A, =0 ésy/t/=0
egyszerre nem kovetkezhet be.
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Megjegyzés:

a/ (2.4)-b81 ldtszik, hogy ha A  # 0, akkor A_ = | vélaszt-
haté; viszont (B)—bél az kovetkezik, hogy Ao = 0 nem lehet,
ha a rendszer teljesen irdnyithatd.

b/ igen érdekes, hogy mind az el8z8 fejezetben, a feltételes
8zélabértékszamitdsndl, mind itt, a varidcibszdmitdsndl az
1.8 tétel alkal.azhatdsdga érdekében kizdrt eseteknél a tétel
végsd formdjdban szerepld konstansokat illetve fiiggvényeket
ugy vdlasztottuk meg - és vdlaszthattuk meg - hogy az Osszes
funkciondl nulla legyen, azonban a konstansok illetve fiiggvé-
nyek nem azonosan nullék.

Végezetiil a késdbbiek szempontjdbdl célszerii egy kissé
atfogalmazni eredményiinket; vezessiik be a kovetkezd fiiggvényt:

H/x,u,y,t/ = -(P/X,u,t/,‘f‘)Rn + A, @/x,u,t/;
ekkor - f’:l/x,u,t/y+ A @ /xau,t/ = H /x,u,y,t/, s igy (B)
azt jelenti, hogy, ha /x_ ,u / a feladat megolddsa, akkor
H(x,/t/ 0,y /7, 8) 2 Hx, /t/ u /t/,y /4/,7%)

Yu €M, Vi e[t,,t,] (©)

Befejezésiil nézzilk meg, hogyan adja vissza eredményiink a
legegyszeriibb varidcidszdmitdsi feladatban az ismert egyenle-
tet. Itt tehdt § =1, ¢, = 0 és j61 ldthatéan a varidcids
differencidlegyenlet x = u, ami teljesen irdnyithatd, igy

A, = | vdlasztdssal (B)-bSl azt kapjuk, hogy

=w/t/ + @ (%, /87 0 /t/,8) , u = u,/t/> Rné 0

e}
(Vuer, és vite [t ,t,1),
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ebbdl
—y 18 o (x s50u s60,8) = 0 (e [s,,8,]).

Ha (A)-b61l behelyettesitjilky/t/-t, nyerjik a végered-
ményt, az Euler - Lagrange-féle egyenletet:

t
d>u(xo/t/,uo/t/,t) - tf d)x(xo/‘t’/,uo/‘t’/,’t’) dT = const
’ (Vte [t,,t,D) .

A klasszikus varidcibészdmitds azonkiviil, hogy meglehet§=-
gen erfs feltételek teljeslilését koveteli meg a feladatban
szerepl$ fliggvényektdl, nem alkalmazhaté igen kézenfekv§,
természgtes médon eléforduld esetekben; ilyen példdul az,
amikor M = .

Tekintsilk ugyanazt a feladatot, mint az elézé fejezetben,
azonban a benne szereplld mennyiségekre kirdtt feltételek le=-
gyenek a kovetkezlk:

a/ McR tetszdleges halmaz,

b/ & és P folytonosan differencidlhatdék az elsd, folytonosak
a mdsodik vdltozdjukban,

c/ ® és P folytonosan differencidlhaték a harmadik vdltozd-
Jjukban.

Az elsé két feltétel gyengébb, a harmadik erdsebb az
elézbeknél. Ez az erdsebb harmadik feltétel lehetdvé teszi,

hogy az (n+l1) =ik fdziskoordindta

Xne1 =1 Xn+l/to/ = Tys Xn+l/t1/ = 5
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bevezetésével a feladat autoném lesz, azaz olyan, amelyben

$ és P explicite nem fligg az 1id8t81l. Harmadik feltételként
tehdt ezt is megkovetelhettilk volna, s a tovdbbiakban ilyen
alakban haszndljuk, vagyis csak autoném feladattal foglalko-
zunk .

Ezek mellett a feltételek mellett kozvetleniil nem alkal=-
mazhaté a Dubovickij = Miljutyin-féle tétel: M tetsz8leges
volta példéul azt is megengedi, hogy minddssze két pontbdl
dlljon, s ekkor nem lehet 8z6 sem lehetséges irdnyokrdl, sem
érintd irdnyrél. Az optimdlis irdnyitds ebben az dltaldnos
keretben gy tdrgyalhatd, hogy visszavezetjiikk a varidcidszd-
mitédsra. Erdekessége ennek a megolddsnak, hogy a Pontrjagin-
féle minimum-elvet a szokasostél egészen eltérd médon bizo-
nyitja. Mi nem részletezzilk ezt a felépitést, hiszen ennek
az Ogszefoglaldénak a célja csak az, hogy megmutassa, miként
gylijti egységbe a Dubovickij - Miljutyin-tétel a szertedgazd
feladatokat, hogyan alkalmazhatd a tétel az egyes specidlis
egetekre. A Pontrjagin-féle minimum-elv ilyen formdju teljes
bizonyitdsdt, valamint az elmélet alkalmazdsait mds, igen
valtozatos mddon megfogalmazott feladatokra /nem rogzitett tl
végsd 1d6, kilonféle megszoritdsok a fdziskoordindtdkra, mds
e laku funkciondlok, stb/ [3]|=-ben lehet megtaldlni.

Mieldtt a varidcidszdmitdsra vald visszavezetést megcsi-
ndlndnk, visszaidézziik a feladat megfogalmazdsdt, hogy jobban
eldttink dlljon a késdbbiekben Osszehasonlitas céljdbdl /I.
feladat/.

X = C/n/Eto,t;]XiLég/[to,tl] , elemei az /x,u/ parok;
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a minimalizdlandd funkciondl X=-en:
t
f 1
F/x,u/ = ¢>Cx/t/,u/t/>dt,
7
o

a kovetkezd megszoritdsokkal:

x ={)/x,u/, x/to/ = c x/t]/ = ¢, (3.])

u/t/eM (\?’te[to,tl]) ) (3.2)

Ezutdn rdtérhetiink az emlitett program ismertetésére,
melynek elsd részét, hogyan vezetjiikk vissza feladatunkat a
varidcidszdmitdsra, teljes egészében végig csindljuk.

Legyen a
T : [0,1]37 — ¢ €lt_,t,]

leképezées /az id8 "transzformdcidja"/ olyan, hogy

i =
T/v/ =ty + | v/T/ av (3-3)
(0]
/1/ = t,, (3-4)
v/t/ 2 0 vep,1] . (3.5)

Vildgos, hogy egyrészt v/t/ nincs egyértelmiien meghatd-
rozva, mdsrészt T akkor és csak akkor egy-egyértelmii, ha
v/v/ > O VtEIb,l]. Definidljuk az inverz fiiggvényt erre vald
tekintettel Ugy, hogy

T/t/ := inf (T: T/t/ = t). (3.6)
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Fogalmazzunk meg egy uj feladatot, amely mint ldatni fog-
juk ekvivalens az eredetivel /II. feladat/.

A
X := c/n/[o,ﬂx /™ [o,1] x r.[0,1],
melynek elemeit /X,u,v/-vel jeldljiik.
N R A 1 A
F/x,u,v/ := [ V/t’/‘D(X/T'/,u/'V/) dv.
0]
Keresendd$ az F minimuma az aldbbi mellékfeltételekkel:

%‘{—g =v/v/9 @& /), /) =cy, /1 =cp (3-7)

L/t/ en (3’1‘@.[0, ., (3.8)
v/t/2 0 (velo,i]) , (3.9)
3.3 Tétels
A, :={TE 0,11 : v/ > o},
s :={velo,1] : v/t/ = 0},
Ha /x,u/ eleget tesz a (3.1) - (3.2) feltételeknek, és ha

v/vr/ a (3.4) - (3.5 feltételeket kielégit8 tetszbleges fligg-
vény, amely T/t/-t (3.3 szerint hatdrozza meg, akkor a v/t/
€s az

x/v/ 1= x(1(7)), (3.10)

u(r(v))  (rea),
Wt/ = (3.11)
tetsz8leges TGAO
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fliggvények eleget tesznek a (3.7) - (3.9 feltételeknek és

P/R,0,v/ = P/x,u/

Forditva, ha /x,u,v/ kielégiti a (3.7) = (3.9) feltéte-
leket és ha T/t/-t 3.6 adja meg, akkor az

x/t/ = x(T(t)),

u/t/ = a(T(t))
fliggvények eleget tesznek a (3.1) —(B.Q)feltételeknek és

A A~ A

Ffx,n/ & Pfx,u,v/a

A bizonyitds szinte magdtél értetdds, 1lévén

d;czt't'z - dxétz v/v/,

és ha v/t/> 0, akkor ez megfordithatd, Q%éi[ is kifejezhetd,

ha pedig v/t/ = O egy egész intervallumon, akkor ott T/t/ éc
x/v/ konstans, s ezt visszatiikrdzi az x/t/ = x/T/t// egyen-
18ség T/t/ definicidja szerint.

A tétel kovetkezményeként, ha /xo,uo/éiX az I. feladat
megolddsa, akkor a (3.4) - (3.5) feltételeknek eleget tevs
tetszdleges Vs eseten a (3.3) és (3.10) - (3.11) 4ltal meg~-
hatdrozott /x ,u sV /€.X megolddsa a II. feladatnak. Termé=-
szetesen ugyanezek a fliggvények adjdk a III. feladat megol=
ddsdt is, ha a III. feladat abban kulonb021k a II. feladat-
61, hogy u -t rogzitjik és keressik F/x uo,v/ minimumdt
csak X-ben és v-ben. Ezzel mdr el is értik a célunkat, hisz
ved és vy a feladatot meghatdrozé fliggvények folytonosan
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differencidlhatdk a minimalizdld valtozdjukban, tovabbd a
v/t/ 20 ve[0,1 ] feltétel azt jelenti, hogy az irdnyitds sze-
repét jdtszd fliggvény nem ilires belsejii konvex halmazon veszi
fel értékeit, tehdt alkalmazhaté a varidcidszdmitdsndl nyert
eredményiink. Természetesen a végeredményig hosszu utat kell
még bejdrni, amelyen kihaszndlva, hogy v/t/ nem egyértelmiien
meghatdrozott, tovabbd, hogy u/t/ TEA, esetén tetszbleges
ligyes de egydltaldn nem szembetiind vdlasztdsok utdn nyerjik
a varidcidészdmitds eredményének (C) megfogalmazdsdbdl a
Pontrjagin-féle minimum-elvet, amely alakjédt tekintve ponto-

san ugyenilyen.
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FUGGELEK

F.1l Definicid: Az X linedris vektortér esetében K< X.nulla-

csucsu kup, ha

AK = K (VA>0).

(Ha. K nulla-csucsu kup, akkor valamely xOEX esetében x, + K

olyan kup, amelynek csucsa az x_ pontban van).

(e}

.2 Allitds: Ha X topoldgikus vektortér és KeX kup, akkor

R
0
K, K és <X) szintén kup.

F.3 Definicid: Az X lokdlisan konvex vektortér és KeX nulla-

csucsu kup esetében a K := {fE€X? : {£,x220 Vx€EK} halmaz
a K adjungdlt kupja.

A definicié azonnali folyomdnyai az aldbbiak:

P.4 Allitds:

a/ K nulla-csucsu konvex kup X’-ben;
»

2 2}

%
¢/ ha A tetszdleges indexhalmaz, akkor U KJ’) = 0N K: »
oLEA LEA

*
b/ ha K,<K,, akkor K, oK

Ugyancsak igen egyszeriiek a kovetkezd dllitdsok; fel=
hivjuk a figyelmet, hogy a tovdbbiakban X mindig lokdlisan
konvex vektortér és a feliilhuzds az adott halmaz gyenge,
illetve gyenge lezdrdsdt jelzi /X-ben, illetve X’-ben/.

, ST * »* = »e 3
F.5 Allitdas: K gyenge zart, azaz K = K .
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: <f,x>20, x€EK rogzitett}hal-
maz nyilvédnvalden gyenge zdrt, és igy K = ng K; szintén
gyenge’t zart.

*
Bizonyitas: a K := {fex?

F.6 Allitds: K = (K)* = (<‘K>)*.

__*
Bizonyitds: nyilvénvaldan K*o®) > (<T)* /1d. F.4./;

mdsrészt viszont, ha F;x2 2 O x€K , akkor
f linearitdsa miatt <F,x72 0 (x€<K»), és
f folytonossdga miatt <f,x) 2 O (xe <K?).

¥ %

F,7 Allitds: <K> =K :={x€X : <f,x> 2 0 VfeK ).

Bizonyitds: Q := <E>; F.6 szerint Q* = K*, s igy K defi-
niciéjdbél rogton adddik, hogy QX ; tegyiik fel, hogy

Q # K*" és legyen XOEK” \. Q; ekkor a Hahn - Banach-tétel
szerint x elvdlaszthatd Q-t81l egy hipersikkal, azaz
3fex’ ~«,x > <0 és <f,® 2 0 VxEQ /a hipersik va’:

laszthatd dgy, hogy dtmenjen a kup csucsdn/,—> fGCfr =K ,
—>x ¢K'*, és ez ellentmond a feltevésinknek, tehdt Q = K .

Igen fontos az alkalmazdsokban az F.4/c dllitdshoz ha-
sonld Osszefiiggés kupok kozbs részére vonatkozdan; ez azon-
ban mar valamivel bonyolultabb.

Vezessiik be a kovetkez8 jeltlést: legyen A tetszlleges
indexhalmaz, K, (LEA) adjungdlt kupok,

Wi
%
EK& - {1[;,1 £y, 2B L,B,eas, £, €K, A€k

i= 1,2,..0,11}0
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A definiciébdl azonnal kovetkezik:

P.8 Allitds:

a/ <cL%JA K°L> = E K,L ’

dEA
¥
b/ ( N K) S L%
oLEA oLEA

: —— \* S
F.9 Allitds: ( N<ery =<U K.
oL EA <€A

Bizonyitds: Q := < U K, 7,

x
U - (U Kl) /F.6-b61/,
- Nx” /F.4-b51/,

N <K, > /F.T=-b81/,
oLEA o

e T .. I'e 7 'l e ’ . **
es veglil, leven Q gyengén zart és konvex, F.7 szerint Q = Q

8 ezzel el is jutottunk célunkhoz.

Kovetkezmény: lévén{ U K,> = ) Kj , ha K, d€A gyengén

ol E ) olEA
zdrt és konvex, Z: Kl pedig gyengg' zdrt, akkor
od EA
*
N x,)- L. x°
weh %)= gEn ®

F.10 Allitds: legyen K nulla-csucsu konvex kup, L linedris

8]
altér és KNL £ .

¥

Ekkor (KNL) =K + L .
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Bizonyitds: a Hahn = Banach=tétel kovetkezményeként, ha f&€L?

ds <f,x720. Vx€KNL, akkor 3T €X’ az f-nek kiterjesztése
/azaz <F,x> = <f,x) hax€lL/”"(f,x)2 0 Vxe€K. Igy, ha

fe(KﬂL)*, 3Tex ~ CT,3r = O Vx €L, azaz
f - TEL ég ily mbdon £ = T + /£-F/ €K* + I*; tehdt(XND <

K* + L¥, az ellentétes irdnyu tartalmazds pedig F.8-bdl ko-

vetkezik,.

F.11 Allitds: legyenek Ki (i = 1,...,n) nyilt konvex kupok,

n ]
K' # ¢.
i—l

Ekkor
*

n n *
( N Ki) = LK.
1=1

i=|

Bizonyitds: X ':= XX XxX...XX ; ekkor X = TIXEEN Touw XX2
/1//2/ «oc /n/ /1//2/ «.. /n/

és ha T = /f],...,fn/€§, X = /xl,...,xn/ Gi, akkor
' n

~ n ~
A K := ><Ki halmaz konvex és nyilt X-Dben,
az 1 := {X€EX : Xx. = X€EX 1 = l,.ee,n} halraz pedig lined-
ris altér és KNI # d.

n o
Legyen £€ M K; és definidljuk az f €L’ funkciondlt dgy,
i=1 =

hogy <f,x7 3= <E£,%> 3 X = /XyXyeeeyx/ €L. Nyilvénvaldan
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-~ ~ ~ *
fe (Kﬂ L) 8 igy a Hahn - Banach~tételnek F.9=ben emlitett
kovetkezményeként I T = /'fl,:f‘z,...,fnleX ~

Fek", ®
és  <f,x) = <f,x> (ha XeX)
n "
Ez utébbi azt jelenti, hogy } . <fi,x) I G % VXGX,
i=1

n
vagyis f = E?i; tovdbbd @ szerint

i=1
n =
iZ_:'i <fi’xi> g O <Xi€Ki, i = l,oo.,n)
: (f‘l,xj?g 0 (xié.Kl, i = ],ooo,n)
ﬁ fieK; (i = 1,...,1’1),

1=]
talmazds F.8~=bdl kovetkezik,

), - \F n
azaz beldttuk, hogy(ﬂ Ki>C:Ki; az ellentétes irdnyu tar-
i=1

)
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esetekre 22

l. A klasszikus feltételes 8zélalérték-~feladat
ég a nem linedris programozas 25

2. A varidcidészdmitds mint optimdlis irdnyitéds 28

3. Az optimdlis irdnyitds; Pontrjagin
minimum-elve 39

Pliggelék 45

Irodalomjegyzék 50
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A TANUIMANYOK sorozatban eddig megjelentek:

1/1973 Péasztor Katalin: Mdédszerek Boole-fiiggvények
minimdlis vagy nem redunddna, (A V, 1} vagy
{NOR} vagy {(NAND} bdzisbeli, zdrdjeles vagy
zaréjel nélkiili formuldinak elbdllitdsdra

2/1973 BamxeBu JmTBag: PaculeHeHue MHOI'OCBA3HHX
NMPOMKIITIEHHENX NPOIEeCCOB C IIOMOUBK BHYUCJIH~-
TEJBHON MamVHH

3/1973 Addm Gyorgy: A szdmitdgépipar helyzete 1972
magodik felében

4/1973 Bényédsz Csilla: Identification in the
pregence of drift

5/1973% Gyiirki J.-Laufer J.=-Girnt M.-Somld J.: Opti-
malizdld adaptiv szerszdmgépirdnyitdsi rend-
8zerek

6/1973 Szelke Erzsébet-Tdth Kdroly: Felhasznaldi
Kézikonyv /USER MANUAL/ a Folytonos Rendsze-
rek Szimuldcidjdra késziilt ANDISIM program=—
nyelvhez

7/1973 Legendi Tamas: A CHANGE nyelv/multiprocesszor

8/1973 Klafszky Emil: Geometriai programozis é8 né-—
hdny alkalmazisa

9/1973 R.Narasimhan: Picture Processing Using Pax

10/1973 Dibuz Agoston-Gédspdr Jdnos-Varszegi Sdndor:
MANU-WRAP hédtlaphuzalozd, MSI-TESTER integrdlt
dramkOrdket mérs, TESTOMAT-C logikai hdldéza-
tokat vizegdld berendezések ismertetése

m-gal jelolt kivételével a TANULMANYOK
megrendelhetdk az Intézet Konyv-
tdréndl /Budapest, I. Uri u. 49./



A kiaddsért felelds:

Dr. Vdmos Tibor

az
MTA Szédmitédstechnikai és Automatizdléasi
Kutaté Intézet
igazgatdja
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