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Bevezetés

(tézisek)

A geometriai programozds mind elmé-
leti érdekességénél, mind a gyakorlati felhaszndlds szem-
pontjébél a ma t ema tikai programo=zdéds
rendkiviil gyorsan fejlddd dga. Kialakuldsdra dontd hatds-
sal volt egyrészt a kémiai egyensily problémédnak matemati-
kai programozdsként vald megfogalmazdsa, mdsrészt az a fel-
ismerés, hogy az elemi optimum szdmitdsi feladatokndl na-
gyon jé eszkdznek bizonyuld szdmtani-mértani kozép egyenldt-
lenséget a matematikai programozdsi feladatra is eszkozként
haszndljuk. A geometriai egyenldétlenség(silyozott szdmtani-
mértani kozép egyenldtlenség)kulcsfontossdgi szerepe adja a
"geometriai programozas" elnevezést.

A keverék kémiai egyensuly egyenletét, egy matematikai prog-
ramozdsi feladatként, formuldzta meg W h i t e - S. M.
Johnson-Dantszs i g[79] . Ez a modell lényegében a
geometriai programozdsi dudl feladat, ahol a célfiiggvény a
keverék szabad energidja (G ibbs [38]). Ezt kévetSen
Dantzig-White-2S. M. Johnson[14] dolgo-
zatukban a célfliggvényt szakaszonkénti linedris fliggvénnyel
kozelitve egy megolddsi algoritmust javasolnak a feladatra.
A kémiai egyensily dudl feladatdt, a tulajdonképpeni geomet-
riai programozdsi primdl feladatot adja C 1 a s e n(ﬁB], és
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egyittal egy numerikus megolddsi algoritmust javasol a kémi=-
ai egyensily megoldédsdra. A geometriai programozds dudl fel-
adatdt, mint a kémiai egyensuly matematikai modelljét tdr-
gyalja S hapiro fﬁﬂ s S hapiliro=~Shapley
L7, 73 ‘

A mdsik oldalrdl, - egyenlétlenségek (f6leg geometriai egyen-
18tlenség) felhaszndlédsa matematikai programozdsi feladatok-
ban - R.C. Johnson[43], FPein[33], zenerf83],
Charnes=-Coo0p e:r[ll.]D uffinf17],
Sherwood [74] munkdiban taldlhatd. Ezt a gondolatot
fejlesztette tovdbb Z en e r[84,85, 86 |Du f £ i n[1g]

Duffin-Peterson|20 ], Duffin-2enerfe7]

1966-ban megjelent az addigi eredmények Osszefoglaldsa
Duffin-Peterson=-2Zener [26] konyve. A
konyv tdrgyalja a geometriai programozdst és dualitdsi prob-
1lémakorét, a geometriai programozds alkalmazdsdt, és a geo-
metriai programozds kiterjesztését.

A geometriai programozds szdmos miiszaki alkalmazdsdt mutatja
be Duffin-Peterson-=-2Zene 1‘[26‘] konyve.
Tovdbbi alkalmazdsok taldlhaték W il d e[so], Wilde -
Beightler[sl], és Avriel-wildel[1,3]
munkdiban. Egy nagyon érdekes kOzgazdasdgi alkalmazdst mutat
be T he il[78] dolgozata. A fizikai-miiszaki alkalmazdsok
szémos példdja taldlhaté Z e n e r [87] konyvében.

A kovetkezbkben tézisszeriien attekintést adunk a disszertd-
cid eredményeirdl.
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A disszertdcid 1.§-t81 a T7.§-ig terjedd részében a geometri-

al programozds elméletében ezideig elért eredményeket 6 s z-
szefoglaldéan tiargyalom. Az ezekben a paragrafu-
sokban leirt eredmények nagy résziikben a mdr emlitett [26]
_ktnyvbenmegjelentek, azonban a dualitdsi problémakdrnek az
ott szerepld eredeti tdrgyaldsa rendkiviil koriilményes és
hosszadalmas. A konyvet kovetlen jelent meg Du f fin -
Peterso n.[21] dolgozata, amely a geometriai progra-
mozds dualitdstételére a konyvben szerepld tadrgyaldsnidl egy-—
szeriibbet ad. D u f £ i n.[l9] dolgozatdban ujra visszatér a
dualitdsi tételnek egy mds, a linedris programozds dualitds
tételét felhaszndld bizonyitdsdra. Az utébbi iddben
Duffin-Peterson [22] ismét egy mis, a diffe-
rencidlszdmitdson alapuld nagyon érdekes bizonyitdst ad.
Ezek azonban még mindig elég hosszadalmas uton torténnek.
Duffin-Peterson [23] egy rovid kozlésiikben fel-
vetnek egy egyszeriisitési lehet8séget azonban ennek kimunkd-
14s4t késébbre igérik. Otletik Avr iel-Williams
[,5 ]észrevételének tovdbbfejlesztése. A dualitdsi tételnek
az itt dltalunk adott bizonyitdsdban a problémdt a dudl fela-
dat oldaldrdl kozelitjiikk meg, s igy egy egyszerili tdrgyaldsméb-
dot taldlunk a problémakdrre. E kdozben néhdny olyan eredmény-
re jutunk, amelyek a feladat természetét jobban megvildgit-
jék. Példdul a primdl-, dudl feltételi halmazok kapcsolatd-
ra Avriel-Williams [4-] a dualitdsi tételre
tdmaszkodva egy érdekes Osszefliggést kap, amely tdrgyalds-
médunkban kozbiilsd kovetkezményként adddik.

Az értekezés ezen részében Osszefoglald jellege miatt iro-
dalmi hivatkozdst nem tesziink.
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Ratérve a geometriai programozds f8bb eredményeinek ismerte-
tésére mindenekelStt a feladat megfogalmazdsdt adjuk.

Legyen az A=(G,;)=(C§:'))=(OC-L) mXn -es matrix, valamint a b=((?>j)
n dimenzidés vektor, a C-('X'.D pedigm dimenzids vektor. Le-
gyen az [={4,2,...m} index halmaz az I,,I,...I, diszjunkt
index halmazokra particiondlva. A jeloléseket az aldbbi sé-
mén szemléltetjiiks ‘

ng OSI) ot e asn) c
Fi 0'1 1A d&z ‘ * d'il\ {rl
2 Ii a, dh °‘n : d‘ﬂ. %
g L
I
5 O’-“ °L'M vanz d"“ L
b GL (51 i rsr\
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Geometriai programozdsi feladatnak az aldbbi matematikai
programozdsi feladatot nevezziik:

’ (n)
PRIMAL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatdrozand$é azon y=(m;)€R

vektor, melyre
by maximdlis (1)
feltéve, hogy

e sy (k=4,2,...p). (2)

iGIk
DUAL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatérozandd azon x=(si)eR("°

vektor, melyre t.
P I l g'» :

xc+ ) ln s minimdlis {2}
k=4 E g
(o=
feltéve, hogy =
A=
e (4)
x20,

Azon E.]E'R(‘"3 vektorok halmazdt, melyek a (2) feltételt kielé-

z

gitik primdl feltételi halmaznak ne-
vezzikk és Pszimbdlummal jeldljiik. Hasonldan a ('1) feltételt

z

kielégité xE'R("ovektorok halmazdt d udal feltételi

halmaznak nevezzik ésD-vel jeldsljiik.

A programot (prima’l, vagy duél) konzisztensnek nevezziikk, ha

P (illetve D) nem iires. Az optimdlis megolddsok halmazdt P*

illetve D-al jeloljiik.
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A tovdbbiakban a dudl célfliggvényben szerepld, a linearitédst
médosité tagot jeloljiik: :
TT&®

P
\{I(>O= E?,n eIk

k=1 )
lQI LeIk

Az aldbbi lemma a geometrlal programozds f8 lemmdja Ossze-

fliggést ad a lehetséges megolddsokhoz tartozd célfiiggvény
értékekre.

LEMMA (1.§)| H 3€?és xEDakkor
by £ xc+1{r(>0

és egyenl8ség akkor és csak akkor teljesiil, ha

aal- W”GEQ =3, minden €I, (k=4,...p) indexre.
vel,

A konvex filiggvényekre vonatkozdé F a r k a s tételnek a pri-
mdl feladatra torténd egyszerii adaptdciéjdval nyerhetd a ge-
ometriai programozds un. gy enge dualitidsi
tétele.

TETEL (2.§.)| Ha a primdl feladatnak van 5"‘e P* optimdlis meg-
oldédsa és van olyan geﬂ’megengedett megoldés,
hogy a nem-linedris feltételekre a

ey Ty

uelk
feltétel teljesiil, akkor van {ed optimdlis

megolddsa a primdlnak és

by = Xc+ ().

A tételt Rockafeller [67] oly értelemben élesi-
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tette, hogy nem kivdnja meg, hogy legyen Y optimdlis meg-
0ldds, hanem csak azt, hogy a primdl célfiiggvény feliilrdl
korlatos legyen.

A dudl feladat célfiiggvényére, illetve annak linearitdsdt
mddositd qr(i)tagjéra a geometriai egyenldtlenség felhasznd-
ldsdval kapjuk, hogy:

TETEL (3.§.) a Y (x) fiiggvényre az aldbbi tulajdonsdgok 411~
nak fenn.

a./ ﬂf(0)=‘0,
b./ T(A0=2AY(x), ha 220,
co/ T+ xR & Wx)+ Flxy.

A linedris fliggvényekre vonatkozéd F a r k a s - tétel fel-
haszndldsdval a primdl célfiiggvény korldtossdgdra kapunk
feltételt a kovetkezd tételben.

TETEL (4.§.)| a konzisztens primdl feladat célfiiggvénye akkor
és csak akkor korldtos feliilrél, ha a dudl fela-
dat konzisztens.

A kOvetkez8 tétel a geometriai programozds legalapvetébb té-
tele. Ez szolgdl a dualitds tétel alapjaul is.

TETEL (5.§.)| Ha a dudl feladatnak van pozitiv megengedett
megolddsa és célfiiggvénye alulrdl korldtos,
akkor a primdl feladat célfiliggvénye felveszi
maximumdt a feltételi halmaz valamely tf pont-
jédban és

by =ing (xc +r(x)
xed
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Az olyan tipusu geometriai programozdsi feladatok, amelyek
dudl feltételi halmazdban van pozitiv pont, nemcsak elméleti
szempontb8l, hanem a megoldé algoritmusok szempontjdbdl is
fontosak, ezeket az egyszeriibb hivatkozds érdekében k a n o -
nikus feladatnak nevezik. A kovetkezbkben meg-
mutatjuk, hogy minden feladat "tetszdlegesen jél kdzelithetd"
az 6 kanonikus "redukdltjdval". Legyen a geometriai progra-
mozdsi feladat olyan, hogy a & quil feltételi halmaz nem
tires. Jeldljiik I-vel azon t€] indexek halmazdt, melyre van
olyan x2 0 lehetséges megolddsa ¥A=b feltételi halmaznak,
hogy §, >0. A geometriai programozdsi feladatot r e d u -
k41l juk ugy, hogy csak az vel tagokat hagyjuk meg. A
redukdlt feladat kanonikus feladat. Nyilvdnvald, hogy a dudl
feladat és a redukalt dudl feladat feltételi halmaz kozt tel-
jes equivalencia van abban az értelemben, hogy a redukdalt
dudl feladat egy lehetséges megolddsa zérusokkal kiegészitve
az eredeti lehetséges megolddsa és forditva is, az eredeti
egy lehetséges megolddsa a redukcidnak megfelellen zérus ko-
ordindtdk elhagydsdaval a redukdlt egy megolddsa és a cél-
fliggvények értékei megegyeznek. A kivetkezd tételben megmu-
tatjuk, hogy a primdl és a redukdlt primdl feladat feltételi
halmazai k6zt is fenndll egy "gyengébb equivalencia", neveze-
tesen az, hogy ha g a redukalt egy lehetséges megoldédsa, ak-
kor van olyan Yy lehetséges megolddsa az eredeti primdlnak,
melyre a két célfiliggvény érték tetszdlegesen kicsit tér el
egymdstél. Ezt az aldbbi tételben mondjuk ki pontosan.

TETEL (6.§) Legyen a geometriai programozdsi feladat olyan,
hogy P és ) feltételi halmazok nem iiresek. Je-
161je P a redukilt primil feladat feltételi hal-
mazadt, ekkor bérmelyge.ﬁ és tetszbleges £€>0 ese-
tén 1létezik olyan y€P, hogy

Iby -bgl £€.
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A fenti eredményekbll egyszeriien nyerhetd a geometriai prog-
ramozds dualitdsi tétele.

TETEL (7.§.)] a./ Ha a primdl- és dudl feladat konzisztens,
akkor a primdl célfliggvény szuprémuma megegye-
zik a dudl célfiliggvény infinumdval.

b./ Ha a primdl feladat konzisztens és véges
szuprémuma van, akkor a dudl is konzisztens és
a primdl szuprémum a dudl infinummal megegyezik.

Az értekezés 8.§-t4l a 10.§-ig terjedd részében a geometriai

programozds néhdny tovdbbi Osszefliggését ismertetjiik. Ezen
vizsgdlatok kiinduldpontjdul a linedris programozds elméle-
tében jé1 ismert eredmények szolgdltak. Ezen fejezetek leg-
alapvet8bb eredményeit az aldbbiakban ismertetjiik.

Az Ab,c egylitthatéju, és adott particidju geometriai prog-
ramozds La grange-fliggvényének nevezzik
a

® (x,y)=xc+by-xAy+ Y (x)

fliggvényt. Az fﬂ&f pontot a Lagrange-filiggvény nyeregpont-
jénak mondjuk, ha tetszlleges y és x20 vektorokra:

o (X P2a(X s e(x Y.

A geometriai programozds optimdlis megolddsai és a programo-
zdsi feladat Lagrange-filiggvénye k6z6tt az aldbbi kapcsolatot
kaptuk:



. —

TETEL (8.§) Az ;,gk vektorpdr akkor és csak akkor optimd-
lis megolddsa a geometriail programozdsnak, ha
a feladat Lagrange-fiiggvényének nyeregpontja.

A geometriai programozdsi primdl feladatot pr imaéd 1 -
regulédrisnak nevezzik, ha optimdlis megolddsai~
nak halmaza nem-iires korldtos halmaz. Hasonldéan, a dudl fela-
datot d uédl -regulédrisnak nevezzik, ha a dudl
optimdlis halmaz nem-iires és korldtos. A linedris programo-
zdsbani Kuhn-Tucker feltétellel analdg, aldbbi
regularitdsi feltételt kaptuk.

TETEL (9.§) a./ Ha a primdl feladat konzisztens, akkor an-
nak sziikséges és elégséges feltétele, hogy re-
guldris legyen az, hogy az aldbbi pr im4d 1l
regularitdsi feltétel teljesiiljon:
Y A4S0, by20, y#o

egyenldtlenség rendszernek n i n c s megolda-
sa.

b./ Ha a dudl feladat konzisztens, akkor annak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy reguld-
ris legyen az, hogy az alédbbi dudl r e -
gularitds i feltétel teljesiiljon: Az
xA=0,x20, xc+Y(0£0,x+0 egyenldtlenség rend-

szernek n in c¢c s megolddsa.

Az optimdlis halmazoknak a Lagrange-fliggvénnyel és a regula-
ritdssal vald viszonya lehetd8vé teszi az ugynevezett p e r -
turbdcids vizsgdlatokat . A geometriai
programozds dualitdsi tétele szerint, ha mindkét feladat
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konzisztens, akkor a szuprémum megegyezik az infinummal. Ezt
a koz0s értéket nevezziikk a geometriai programozds értékének.
A pgfgygpa01és vizsgdlatok alapfeladata a kbvetkez8: Legye-
nek A,b, ¢ az A b ¢ mdtrix, illetve vektorokkal megegyezd di-
menzidjuak; ekkor mit mondhatunk az A*‘IfA b+‘t’b c+tc egylitt-
hatdju geometriai programozds értékérdl zerushoz kozeli T

esetében.

A perturbdcids problémét linedris programozdsra M i 1 1 s
[51] és Williams]|[82] vizsgilta. Az & eredményeikkel
teljesen megegyezlt nyertink a geometriai programozdsra is.

TETEL (10.§> a./ Annak sqgkségss és ilégséges feltétele,
hogy az A+TA b+Tb, ¢ +TC egyiitthatéju pertur-
bdlt feladat konzisztens legyen valameLy[OfﬁD
intervallumon tetszlleges, de fix R,%'g per-
turbdcibs egylitthatédkndl az, hogy az A, b, ¢
egylitthatdju feladatra a regularitdsi feltéte-
lek teljesiiljenek.

b./ Ha az A, b, c egylitthatéju feladatra a regu-
larlta81 feltetelek teljesiilnek, akkor tetszd-
legesiA b p perturbdcids egyiitthatékhoz van
olyan UJ,wD intervallum, hogy a perturbdlt
primdl feladatnak is és a dudljdnak is van op-
timdlis megolddsa minden TELO, To) esetén és
amennyiben w(t)-vel jeltljilk a program értékét,

akkor

- i 3
1im &) w(O) max min (x& +by-xAy) .
=90 i L

Az értekezés 1l.§-ban P r é k o p a [64] valdsziniliséggel

korldtozott linedris programozdsi modelljének analdgjdra
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bevezetjliik a valdsziniiséggel korldtozott geometriai progra-
mozdsi modellt, majd Pr é k o p a[65] eredményére tdmasz-
kodva megmutatjuk, hogy ha a korldtozd vektor valdsziniliségi
védltozd vektor log-konkdv siliriiség fliggvénnyel, akkor ezen
sztohasztikus geometriail programozdsi feladat egy konvex ma-
tematikai programozédsi feladat.

A disszertdcid kovetkezd fejezeteiben a geometriai programo-
zésnak elméleti szempontbdl érdekes és a gyakorlatban hasz-

nosnak bizonyuld két alkalmazdsdt adjuk.

Az értekezés 12.§.=-ban az input-output tabla eldrebecslésére

sz01gdldé u.n. RAS mdédszerre a geometriai programozds duali-
tdsi tételét haszndlva egy informdcid elméleti alapon nyugvd
megalapozdst adunk. Erdekessége, hogy matematikai programo-
zdsi eszkozzel egy, a gyakorlatban jél bevalt, heurisztikus
alapon nyugvd médszernek elméleti hdtterét lehet feltdrni.

Az aldbbiakban ismertetjik az input-output tédbla eldrebecs=-
1ési problémdjat, a RAS médszert és az dltalunk adott infor-
macid elméleti hipotézist.

Legyenek 11,1,_, .. ;... I kibocsdjtéhelyek, 3, RPN P 4
fogaddhelyek. Az 06;.:,?-50 szédm jeldlje azt a mennyiséget, ameny-
nyi az I; helyr8l a 3j helyre megy, vagy mdsképpen szélva
amennyit az L; helyen termeltbdl a 3 hely elfogyaszt. Tomd-
ren az 9ij szdmokat az A=(ctij) mdtrixba foglalhatjuk Gssze

és ezt nevezziikk input-output tdbldzatnak.

n laa)
A 2__—_;.0(,;5 mennyiség az ]; hely teljes kibocsdjtédsa, a Eoluj
J= L=

mennyiség a }J hely Osszes befogaddsa. Ezeket nevezziik az
input-output margindlis értékeinek.
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A feladat az, hogy amennyiben ismerjiik a jelenlegi A"(O(’i.j)
input-output mdtrixot és ismerjiikk a megvéltozott

b= (51)6,_) o M e B> ) margindlis input és a
Col L. Tiyoer Biye- - Fo 20 output értékeket, akkor
mit mondhatunk az uj X'(SLj) input-output tdbldrdsl.

A feladat megolddsdra elterjedt eljdrds az ugynevezett RAS
médszer, ami a kovetkezSkben £11: Olyan §;20 (i=42 ...m;
i=4,2,---m, e.>0, (i<4,2,...m) és Sj>0‘ (j=12,.--n)szdmokat
keresiink, melyre

n

Egi_ﬁﬂn) (’L'i‘Z,...m)) (1)
Egi:\:‘&\r (smd. 9 o)

]
§i5=9:iolij by. (2)

Az uj hipotézisiink a RAS helyett a ktvetkezd:

Akkor tartjuk "jénak" az X= (i;D elérebecslést, ha - termé-
szetesen az ('ﬂ egyenletrendszer kielégitése mellett - az
informdcidnyereség (I-d:l.,vergenc:l.a) , amelyet az X tdbla az A
tdbldhoz képest ad minimdlis, azaz, ha a

3
‘?(x\ E EE‘J .i_“’__

d.i.
;]a(q

i
fliggvény értéke minimalis.
A két hipotézisre az aldbbi Osszefliggés 411 fenn:

TETEL:| Ha az eldrebecslési feladat a RAS médszerrel megold-
haté, akkor az I-divergencia minimalizdldsdval torté-
né eldrebecslés is ugyanazt eredményezi.
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Az értekezés 13.§-ban a geometriai programozdst alkalmazzuk

a sorozatgydrtdsi modellre.

A modell elsd leirdsdt E v a n s LIq és egy megolddsdt
Evans E%ﬂ adta. Mr C harnes -Kir l>y'[12} észre-
vették, hogy ez a probléma egy geometriai programozdsi fela-
dat, azonban ennek lehet8ségeit 8k nem haszndltdk ki és a
feladatot dttranszformdlva, mint szepardbilis konvex progra-
mozési feladatot oldjdk meg. M i t r o £ £ [52] és
Rutenberg=-Shatft+te 1 [68] a modellre néhdny
konkrét, a gyakorlatban megvaldsitott alkalmazdst mutat be.

Az aldbbiakban a sorozatgydrtdsi modellt ismertetjiik és va-
zoljuk a megolddé algoritmust.

Jelsljenek A, A, ... A, gydrtdsi folyamatokat, és By B, ...B,
objektumokat, amelyek a gydrtdsi folyamatokkal létrehozhatdk.

Jelentse oij= 0 szdm azt az idSszilkségletet, amennyi ideig az
egységnyi intenzitdsu A, folyamatot iizemeltetni kell, hogy a
B; objektumhoz sziikséges terméket elddllitsa.

Wy wlis B ... B
Ay |y g oo
AI- d’bl d";j d‘un
An ¢"‘1 ‘1‘03 d"m




T e

Legyen adott J: >0 (i=i,--qw%az A, folyamat egységnyi in-
tenzitdson t6rténd iizemeltetésének kolt-
sége

Legyen adott 71, >0 (j='1 -ioym) az igény a B objektumbdl.
J \ Ji ey J

A feladat megadnunk a gydrtdsi folyamatokra egy x=(3,,3,,...,3,)>0
intenzitdsi elfirdst és egy y=(m,,?,,...n,)”70id8politikdt,
amely alatt a kovetkezb8ket értjiikk: Eldirjuk, hogy az A; ter-
melési folyamat g; intenzitdson miikédjon (1'1,“.'65 és ekkor

a B} objektum elddllitdsdhoz szilkséges mikkddtetési idS M le-
gyen.

Nyilvdnvald, hogy az igény ki legyen elégitve fenn kell,
hogy alljon:
3] 0“2 d’LJ (1)

Az X intenzitdsu gydrtdsi folyamat rendszer egy idlegységre
es8 Osszkoltsége:

{j Tk

=4
Az Gsszes objektum elddllitdsdnak iddsziikséglete:

n
;; Tﬁ mi
Igy az objektumok elddllitdsdhoz sziikséges Osszes kiltség:
(ELT-JD ():l.!rfmj) (2)
LS J=

A modelliink tehdt olyan §;>0,n4>0 szdmok keresése, melyre
(1) feltételek teljesiilnek és (2) fiiggvényérték minimdlis.
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A feladat matematikailag egy nem-linedris hozzdrendelési
feladat. Azonban egy egyszerii transzformdcidval g e ome t -
riai programogzdsi feladattd transzformdlhatd.
‘Mint geometriai programozdst tekintve a dualitdsi tétellel
nyeriink egy optimalitdsi kritériumot. Igy feladatunk:(l) -et
és az optimalitdsi kritériumot kielégitd 31>O‘Qj70 szdmok ke-
resése lesz. Erre a szdllitdsi feladatra ismeretes "magyar
médszert" egy kevés mbédositdssal alkalmazni lehet és igy egy
jé hatdsfoku algoritmust kapunk eredeti feladatunkra.

Az értekezéshez hdrom fliggelék csatlakozik. Az A. Fliggelék

az dltaldnositott szémtaniktzép-mértanikozép kozti egyenldt-

lenséget az u.n. geome triai egyenldtlen-
s é get tartalmazza. Habdr szdmos bizonyitdsa ismeretes,

a geometrial programozdsban betdltott kulcsfontossdgu szere-

pe miatt azt a fliggelékben bizonyitdssal egylitt adjuk. A

B. Fiiggelék a konvex-filiggvényekre vonatkozd Farkas-tételt

tartalmazza, amely tdrgyaldsunkban fontos szerepet jatszik
és a fiiggelékben adott formdban keriil felhaszndldsra. A
C. Pliggelék mind a RAS modell, mind a sorozatgydrtdsi modell

megolddsdban fontos szerepet jdtszé K 6 n i g-Hall té-
tel konstruktiv, algoritmust add, bizonyitdsdt tartalmazza.

Az értekezés egyes részei a szerzd @5,46,47’]dolgozataiban
keriiltek publikdlésra.

Az utdébbi idészakban a geometriai programozds kutatdsi iré-
nyét két fébb csoportra lehet osztani: a.) &dltaldnositott
geometriai programozds (generalized geometric programming)
bQ kiterjesztett geometriai programozéds (extended geometric
programming) .
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a.) Az "elSjeles geometriai programozds" vagy mdsnéven "dlta-
lédnositott polinom programozds" az eredeti (prototipusﬁ)
geometriai programozdst oly értelemben dltaldnositja,
hogy a (2) feltételben bizonyos k indexekre az eredeti £
reldcid, bizonyos k indexekre pedig a forditott 2 reld-
cié teljeslilését irja ell. Ezzel a modell tipussal az
utdébbi idSében nagyon sok dolgozat foglalkozik, ezek kdziil
néhényat megemlitiink: Blau-Wilde [8, 9], Passy-Wilde [58],
Avriel-Williams [5, 6], Pascual-Ben Israel [54], Passy
[Bf], Morris [53], Duffin-Peterson [?4, 25].

bJ A "kiterjesztett geometriai programozds" alapgondolata

az, hogy a matematikai programozdsban a sulyozott szdm-
tani kozép - mértani kbzép egyenlltlenség mintdjdra egy
dltaldnosabb geometriai egyenldtlenséget haszndljon. Ez-
zel a modellel Duffin-Peterson-Zener [26] konyve is fog-
lalkozik, azonban részletesebb kidolgozdsa Peterson-
Ecker [60, &1, BZ, 63], Peterson [5?], Passy [56], Eber-
Perron [29], Hamala [41] és Bachmann-Elster-Petry [ 7]
munkdiban taldlhatd.

Koszbnettel tartozom munkahelyemnek, az MTA Szdmitdstechni-
kai és Automatizdldsi Kutaté Intézetnek, amely alkotd lég-
korével lehetdvé tette, hogy a téma kutatdsdval foglalkoz-
zam, biztositotta a sziikséges szdmitdgépi kapacitdst, tovdb-
bd védllalta a disszertdcid technikai el8dllitdsdt. A kézirat
gondos &tolvasdsdval Kéry Gerzson és Mayer Jénos kollégdk
nagy segitségemre voltak. Végll szeretnék kOsztnetet mondani
Dancs Istvdn aspirénsvezetdmnek értékes tandcsaiért és bard-

ti segitségéért.
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1.§. A GEOMETRIAT PROGRAMOZAS1 WELADAT ES FO LEMMAJA

Legyen az A=(a;)=(ofj)) =(0(1'Lj) mXn=-es mdtrix, valamint a b=(Bj) n
dimenzids vektor, a C=(T;) pedigmdimenzids vektor. Legyen az
I={ . .,m} index halmaz az IL\Iz, . d ')IP diszjunkt index hal-
mazokra particiondlva. A jel8léseket az aldbbi sémdn szemlél-
tetjik:

Q(Q ng) Q'(r\) o
2
4 : Qy | by [dyy| - - - oy Ty
4
2 a, [elyy|cls,y ogn T2
|
P g8, K
L,
m Q‘rn o‘mi OLmz ¢ e & &mh 'aum
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Geometriai programozéadasl feladat =
napgr azaldbbimatenatidkaldl progranozs=
g 1 feladatot nevezzik:

. (m)
PRIMAL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatdrozandd ezon Y=(m)ER
vektor, melyre

by maximdlis (1)
feltéve, hogy

eIt =

i <k=1-2w'-;b)- (2)

)
¢ . : 5 (m)

DUAL GEOMETRIAI PROGRAM: Meghatarozandd azon.x4§D€J2 vek=-

tor, melyre

5
g " [I%
st - €T, minimdlis, (3)
k=4 E §"_
<E gt) e

LET,

feltéve, hogy
xA=b, (4)
x=0.
(m)
Azon YER vektorok halmazdt, melyek a (2) feltételt kielégi-
tik, pr imdl feltételi halmaznak ne-
vezziik és P szimbélummal jeldljilk. Hasonldan a (4) feltételt
kielégitd XGZR("Q vektorok halmazdt dudl feltéte -
1i halmaznak nevezzik és & -vel jeldljiik. Azt
mond;uk, hogy a program (primil, vagy dudl) konzisz -
t ens , ha a feltételi halmaza nem lires.
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A geometriai programozdsi primdl feladat elég tdg matematikai
programozdsi feladat, példdul az [={1} I;{Z}) P g )I,,‘{rn}
specidlis esetben a linedris programozdsi feladatot adja. Az
aldbbi megjegyzésekben a geometriai programozdsi feladat més,
szokdsos megaddsi formdit mutatjuk meg.

l. Me g jegy z € s : Tekintsilkk az aldbbi ma t ema t i -
kai programoszds i feladatot:

()
Meghatdrozandd azon BERn vektor, amelyre

= biy-di by v
E e minimalis "
i=4

feltéve, hogy

E EQLU‘XL =4 (k=i,...,p).

L€1, !
A jelb8léseket az aldbbi sémdn szemléltetjiik:

Jf FRSR T ey, SIS At e S s = e 3
| = !
; 1la, oy kA |
I Iz{ 9 | <\
I . I
I I feltételi
1
! itthatdk

l, o % iy ;E “ egyutthato
peee - - -y
: by [By] - Ben A ;
| b,_g_z” Byy J_z |

. - . . l
| ¢ | (_\
[ ’ | N .
| l celfiliggveny
[ L [ egyutthatdk
: by [Pes Pen dt .I
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Altaldban ezt a feladatot tekintik geometriai
programozdsnak. Megmutatjuk, hogy ez a feladat
egyszerilen visszavezethet8 a fent definidlt PRIMAL GEOMETRIAI
PROGRAM=ra.

A feladat nyilvdnvaldan equivalens a kovetkez8vel: keresendd
(n+1)

azon (5, oo)E’R vektor, melyre
-
e minimdlis
feltéve, hogy
aiy-t
Le * %sq (k=1, ... p)

LEL,

2

e
De ezt irhatjuk a kovetkezlképp is:

N o
(0,0,...,0,1) ( Y, w) maximalizdlandé

feltéve, hogy

(ai, 0) (y, W) -1

€1, ! i

£ (b, Dy, ) -di

e

=4

=1.
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2 ‘ S T &g T
2.Megjeagyzeas:Azem=n er-m_ e‘-J

egy-egy értelmil transzformacléval('r)_L sloty, = Cnyg‘d' Engl)
és most mir a T,>0, '3';>0 di >0 megkdtéssel az 1. Megjegyzésnél
adott modell a kovetkezo format ©6lti:

a célfiiggvény (5)
]
): J TT’t
i=] i=1 )
a feltételi egyenldtlenség

):qr]_ff =1 (k=1,...,p).

LEI i=1

Az (5) és (6) -ban 1év8 fliggvényeket po zinomn a k ne-
vezzilke A geometriai programozds alkalmazdsaiban a modell dlta-
ldban pozinomos formdban van megfogalmazva.

3. Me g jegy 2z é€ 8 : Ezen megjegyzésiink hasonld az 1. meg-
jegyzéshez+ Megmutatjuk, hogy a geometriai programozds tdrgyald-
8dndl elég lenne csak arra az esetre szoritkozni, amikor az

Ik indexhalmazok egy, vagy két elembll dllnak. Ugyanis
tekintsiinkegy r tagbdl 4116 feltételi egyenldtlenséget:

A L (7)

Egy uj V¥ vdltozd bevezetésével (7) az aldbbival helyetlesit-
hetd:

. TRV o iV
):e LJ"(rée
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De ezt a kbvetkezd formdba is irhatjuk
e(ai’-ﬂ(g,'&?’)‘ri =1
i=4
@, (y¥-0 S (a;,00(y, ) ¥
i - a-‘ . - .
S e g Ti=q
L'

Léthats, hogy (7) feltétel, a feltételek szémdnak eggyel no-
velésével és a vdltozd koordindta szdmdnak eggyel novelésével
egy taggal csokkentheté. Ezzel az eljdrdssal minden feltétel,
amely eredetileg nem egy tagbél 411t leredukélhatd két tagbdl
4116 feltételre.

A dolgozatban a tovdbbiakban nem tételezziikk fel, hogy a felté-
telek csak egy vagy két taguak, mivel ennek lehetdségét nem
tudtuk hasznositani, de ugy tiinik, hogy ez az észrevétel a
geometriai programozds még megoldatlan problémdinak tisztdzd-
sdhoz eszkozként szolgdlhat.

A kbvetkezd lemmdban, a geometriai egyenl8tlenség alkalmazd-
sdval, (A. Fﬁggelék) egy alapvetd Osszefliggést adunk a lehet=-
séges megolddshoz tartozd célfiiggvény értékekre. A lemma révi-
ldgit a dudl feladat bevezetésének célszeriiségére is.

(Duffin—tél szdrmazik a "the main lemma of geometric programm-
ing" elnevezés).

LEMMA: |(a geometriai programozds f£6 lemméja)

Ha . 3€~P és xED , akkor

p i | (10)
by=xc+ bl ——x

k=14 (E}) LeEIE}l

L €T,
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és egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha
(11)

a | )
iy~ 7 g:ﬁ -§h minden iEI, indexre (k"i,-")P)-

Bizonyitds :A(2) feltételi egyenlStlenségre alkalmazva
a geometriai egyenl8tlenséget (A. Fﬁggelék) a kovetkezdket
kapjuk:

T Eg; L i.
fa (E eo.L‘J Tn) LET, ;1:[ ( ;‘ T) (E '3 )Lsrh -=

L€1, (€T,
™y (12)
b €1, o -
- (‘5[11:( L) e (;kgLQL\j ;:\}Lm)
%
5.
Egyenléség pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha
g TTVIRRNERS P (13)
€l €T,
és
S BCCN I N S WL ok (O (14)
‘-elk LEI
(13) és (14) -et egybefoglalva:
Q'LH TL A
1ok - (iel). (15)

Lel,

A (12) -6t k=4...,p indexekre Osszeszorozva pedig a kovetkezlk=-
hoz jutunk:



D

Lok L%
o kad i; i E U e
B, o
€T, Sk

Az xA=b teljesiilése miatt pedig

(G

i€l bu - xc
. ke P
1 U T 15 e
LET

Ebb8l logaritmizdlds és rendezés utdn azt kapjuk, hogy:

g < g
b5<xc+§:(’,n —
(% .);f

t.Cl\t
és ezzel a lemma elsd részét beldttuk, mdsodik része (lB)-bol

addédik. l

KOVETKEZMENY: TLegyenek € P ,x€ D és%x>0 olyanok, hogy (10)
egyenldséggel teljesiil. Akkor tetszdleges XEo) esetén:

PR &

by =kt LD bn—mi o (16
| ket L.k )
(E g) LET,

Bizonyitds : Mivel y,x vektorokra (ll) fenndll, igy
azt minden i-re a §'L hatvianyra emelve ésg OUsszeszorozva kapjuk

(16)-ot.l
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2.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS "GYENGE" DUALITAS TETELE

A primdl geometriai programozdsi feladat feltételei fiiggvé~
nyeirdl, az exponencidlis fliggvény konvexitdsa miatt azonnal
ldthaté, hogy konvex filiggvények. Igy kézenfekvs, hogy a fela-
datra a Farkas tételt alkalmazzuk (B. Fliggelék). Azonban a
Farkas tétel alkalmazhatdésdga egy erlfs feltételezést kivan az
Uen. S 1 ater - féle feltételt, ami abbdl 411, hogy létez-
zen olyan Y€ Plehetséges megoldds, melyre a nem-linedris fel-
tételi fliggvények esetén a

o -7
Ce™iT® ¢y
3
szigoru egyenl8tlenség teljesiiljon. Ezen "erds" feltételezés

miatt nevezik a tételt "gyenge" dualitdsi tételnek.

TETEL: | Tegyilk fel, hogy a primdl feltételi egyenletrendszer
eleget tesz a S 1l a t er - féle feltételnek és a
primdl célfiiggvény felveszi a maximumdt a feltételi
halmaz valamely 5; pontjédban. Ekkor 1létezik olyan X
vektor, hogy x* optimdlis megolddsa a dudl feladatnak

és a két optimum érték megegyezik.

Bizonyitds: Az,'hogy 5; optimdlis, azt jelenti,
hogy nincs olyan a

Lie g0 (k=4 ... p)

i )
kelk

feltételeknek eleget tevd y, melyre
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»®
k)ti - k)&j < ()
teljesiilne. De ekkor a Farkas tétel szerint vannak olyan
(Xi‘)v...,kgnem—negativ szdmok, hogy

P
bg—b\j" kZAE )«\‘< E eo‘tg B 4 ) = O minden \JQR(’D vektorra (l)

el

az (l) egyenldtlenséget az 3'3* vektorra alkalmazva kapjuk,
hogy:

:;1: )‘k (E (’-O‘L‘;‘?”'L v '1)=>= O "

De ez csak ugy lehet, ha

(7 M) =0

3
az az
ay -
)\\‘=.Ak Ee H T . (2)
LET,
Legyen
*
»* . -
§i.>\ke°‘“ L (aélk, K= 42 o, ph LE)

1

*
El8szor megmutatjuk, hogy az igy definidlt ﬁi kielégiti a
duél feladatot. Atalakitjuk (1) baloldaldt behelyettesitve
(3)-bé1 ), értékét, és felhaszndlva (2)-t.



P g

P » == 5 * - . -, i
b‘;'b‘j*E A (E GQLH zx"'l)’bg-bg +E>\u EQQLH T"—E )‘k=
kel l‘€1'||l k=4 ke

'L€Ik

P

P %
=bg—b3+): ):.‘k,‘ea"“ﬂ-rL -). E)kea"\rr‘

k=4 LEI, k=4 LET,

=-b(3_ﬂ*)+ }:;. i: eo"‘(g-g ; - 3:,

iL=4

Az (l) egyenl8tlenséget figyelembe véve igy azt kapjuk, hogy

* . O"L(‘i—gS >>
Sy- Ll 1) 20 ()
egyenldtlenség teljesiil minden HER(") pontra.
A (4)-ben egyenléség van, ha y=y', tehdt y a baloldali flige-

vény minimumhelye, de akkor kell, hogy a baloldal fliggvény n;
szerinti parcidlis derivdltja az 3* helyen zérus legyen, azaz

"Q)ji- E Q:eai(ﬂ‘ﬂ). d'i.j =0.

i=4

atrendezve:

};.ﬁlacu-rsj, (j=1,2,...,n)

tehdt X' kieldgiti a dudl feltételt.
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*
Megmutatjuk, hogy X kielégiti az optimalitdsi kritériumot is.
A (3)-at tsszegezve i€l, indexekre és felhaszndlva (2)-t kap-
Juk, hogy

*

ng,lk):eaas*-m S o

L€l 3 eq-i Y-
azaz

¥ T -§:

el

*
tehdt $, megoldds optimdlis is.H
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3.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZASI FELADAT ALAPTULAJDONSAGAI

Az aldbbiakban a geometriai programozds néhdny elemi tulaj-
donsdgat tdrgyaljuk.

1. LEMMA:| Jeloljiik a primdl feladat feltételi fliggvényét:

o Qiy-7i
Wu( tj) LG-ET.., e .

A"k(g) fiiggvény logaritmikusan konvex fliggvény,
azaz tetsz8leges 08 A=1 gzdmra fenndll, hogy

§ 04 = G ) ) (1)

7’ ”

Es egyenldség a A=0 és a A=1 trividlistdl eltéré
esetben akkor és csak akkor, ha a

(a;- 0";) (y,-y =0 (2)

egyenldség teljesiil, minden L1eIk és L,el, esetre.

Bizonyitds:az (1)-be Y értéket visszaheljettesitve
a bizonyitandd egyenlétlenséglink:

A=N

7 o O 1 _ (1 @8en) (T o)

Ezt az aldbbi formdra hozhatjuk:
A A

P (eu5m) (poun-) 5(e2ut)

41-2

(D e 7)) (3)
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Ezen (3) forma éppen a Holder egyenlltlenség (A. Fiiggelék),
és egyenl8ség a A=0,6 A=41 trividlis esett8l eltekintve akkor
és csak akkor, ha a

%o T T Qi3 it Ho [ b

egyenldség teljesiil minden Loelk esetben. De ez akkor és csak
akkor teljesiil, ha (2) teljesiil.l

2. LEMMA:| Jeloljiikk a dudl feladat célfiiggvényében:
Lk

[
N (x) = In ‘GI“ (x =0)

( reT, l‘) LQI“

a ﬂ(x) fﬁggvenyre az aldbbiak teljesiilnek:
a./ Pk(0)=0,

b./ $(2N=29(x), ha 2A=0

Buf \?k(xﬁ()ﬁ%(x)h?k(i),

és egyenl8ség akkor és csak akkor teljesiil, ha

E§—§E§

uCIk iel K

fenndll minden "LeIk‘esetben,

Azaz fk (X)pozitiv-homogén konvex fiiggvény.

Bizonyditds : Az a) rész trividlis. A b) rész egy-
szerili szdmoldssal adédik-

{3 S R Y Sh e o S
(E(m)}:“ (AE&)*E‘ “D(():g)):*) (CCL
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A d) rész beldtdsdhoz azt kell megmutatni, hogy

k
o T TG+ z) g 18 TT;

=

():(i EL)E(S ) (Egi)E (): L)Ei

vagy a logaritmus fliggvény monotonitdsa miatt azt, hogy

TG0 TTed T3
(Ca &))EG BT (T s

Alkalmazzuk a geometriai egyenldtlenséget (A. Fuggelek) az

(4)

di=k+t & B =4
megvédlasztdsdval, ekkor azt kapjuk, hogy

L

( E(sni)\‘z' 2T (1.}, } (5)
= Lk

majd pedig az

oLi=hi+k s Bi=§

védlasztdsokkal a kovetkezbhoz jutunk:

I §

(548 ) > L | (6)
( Z:E; ] T_T <; & )

Az (5) ée (6) Osszeszorzdsabdl véglil is kapjuk a (4) egyen=—

18tlenséget.
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Egyenléség akkor és csak akkor teljesiil, ha

& E(iﬁil) - (31* §) E§1 (7
teljesiil minden i€, -ra.
De (7)-b8l egyszeriisitéssel kapjuk, hogy equivalens a

ELE;. = ELEgi

egyenldséggel. |l

3. 1EMMA:[ a) Ha yeP és valamelyg vektorra Agﬁ 0, akkor tet-
sz6leges Y2 Oszdmra (y+wy)EP.
b) Ha yePakkor Aysc.

Bizonyitds: a Miveleo’“ﬂsi, ezért

1221 eQ-i.lJ‘z"L gEleCLL\_‘l‘TL . e'\yqiq i E eai(g*\yg)‘ﬁ
L&l el

tehat (3*19‘9)6?.
b) A feltételi egyenlStlenségekbdl:

)

i= ] ey Tiz oMy

iel,

(O
(2]
l—'o
5

aiy-7i =0 minden i€J-re.l
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A 3. lemmdbdl azonnal addédnak az aldbbi kovetkezmények:

1. KOVETKEZMENY: &) Ha a 2 halmaz nem iires, akkor korldtossé-
génak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az
A mdtrix sorvektorai dltal generdlt kup kiadja az
egész R(") teret.

b) Ha a P nem iires halmaz korldtos, akkor xA =0
egyenletnek van x>0 megolddsa.

¢) Ha a P nem iires, korldtos halmaz és £ nem iires
halmaz, akkor & nem korldtos.

Bizonyitds :a A 3. lemmdbdl nyilvanvals, hogy a
nem iires P feltételi halmaz korldtossdgdra sziikséges és elég-
séges feltétel az, hogy az Ay%0 egyenlStlenségnek ne legyen
az 35'0 trividlis megolddstdl kiilonb6zd megolddsa. Jeldljiik
ﬁA-val, az A mdtrix sorvektorai dltal kifeszitett kupot, ak=-
korC dudlis kup adja az At_.] £ 0 egyenl8tlenség megolddsainak
dsszesceget De B akkor és csak akkor a zérus elem, ha C

az egész tér.

b) Az &) miatt CA az egész tér, és igy léteznek olyan £z 0
skaldrok, hogy

. 5 3
=4
Ebb8l pedig dtrendezve azt kapju.k, hogy

e 1)a, =0,

im)
tehdt a 3 =1+ ¥, megoldds kielégiti b)-t.

¢ A b)-bdl nyilvénvals.l
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A lemmdbdl levonhatd tovdbbi kovetkezményekhez sziikséglink van
az aldbbi fogalomra:

DEFINICIO: P, felsdnivéhalmaznak nevezziik a P halmaz azon
részhalmazdt, ahol byz2 .

2. KOVETKEZMENY: &) A nem iires P, halmaz korldtossdgdnak
sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az A mdt-
rix sorvektorai és a -b vektor altal generdlt kup
kiadja az egész R™ teret.

b) Ha P, korldtos, akkor az xA=b egyenletnek van
x>0 megoldédsa.

Bizonyditds: AP, felsénivéhalmaz a

Tl gy (k=1

t‘lk
1)

~b\3+w
e
feltételi halmaz. Erre alkalmazzuk az l. kovetkezményt.l

, sy P

i~
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4.§. A PRIMAL CELFUGGVENY KORLATOSSAGANAK SZUKSEGES ES ELEG-
SEGES FELTETELE

Az aldbbi tétel, amely a primdlfiiggvény szuprémuménak véges-
ségére ad szilikséges és elégséges feltételt, fontos szerepet
jatszik a geometriai programozds dualitdsi tételénél.

TETEL: A konzisztens primdl feladat célfiiggvénye akkor és
csak akkor korldtos feliilr8l, ha a duédl feladat kon-
zisztens.

Bizonyit ds : Ha a dudl feladat konzisztens, akkor
van olyanx=Z0, hogy

XA=b. (1)
A 3. lemma b) szerint bdrmely yePesetén

AB.% e, (2)
Megszorozva a (2) egyenldtlenséget X =vel, és felhaszndlva
fl) -et kapjuk, hogy:

F('Aﬂf. XC ;

by= Xc minden y€P esetén,
tehdt by feliilr8l korldtos.



A

Forditva, ha a dudl feladatnak nincs lehetséges megolddsa,
akkor a Parkas-lemma szerint van olyan.g, hogy

Ay=0,
by >0.

Ha 3€~7), akkor 3. lemma a) miatt 3+19’g€5°, (¥=0) . De ezen
lehetséges megolddsra a célfiiggvény értéke:

bly+v=by+vby—e ha ¥—oes |

Megjegyezzikk, hogy a tétel egyik irdnya - "ha a dudl konzisz-
tens, akkor a primdl célfiiggvény feliilr6l korldtos" - a geo-
metriai programozds f6 lemm&ajdbdl is nyilvédnvald.

A tételb8l a 3.§. l.a) kovetkezményének egy élesitését nyer-
hetjiik, amely a geometriai programozds pozinomos formdjdban
lehet érdekes.

1. KOVETKEZMENY: a) Annak szilkséges és elégséges feltétele,
hogy y€ P minden koordindtdjdban feliilr8l korldtos
legyen az, hogy az A mdtrix sorvektorai dltal gene-
rdlt kup a pozitiv ortanst tartalmazza (pozinom for=-
médban y felsS korldtossdga azt jelenti, hogy t=(t;)
lehetséges vektorok halmaza korldtos).

b) Annak szilkkséges és elégséges feltétele, hogy ye?
minden koordindtdjdban alulrdl korldtos legyen az,
hogy az A médtrix sorvektorai 4ltal generdlt kup a
negativ ortdnst tartalmazza (pozinom formdban ez
azt jelenti, hogy a t lehetséges vektorok halmaza
zart).




D

Bizonyitds :a) Az yEPvektor m; koordindtdjéban
akkor és csak akkor korldtos feliilr6l, ha a megolddshalmazon
az ujy célfiiggvény korldtos, azaz a tétel szerint van megol-

£ 7 =4 = = L
e e T (Y W Y

b) A bizonyitds analdg az a) résszel,-u;y célfiiggvénnyel.ll

Az aldbbi kovetkezmény a P és d halmazok kbzt ad egy kapcso-
latote.

2. KOVETKEZMENY: a) Annak sziikséges és elégséges feltétele,
hogy a nem iires P halmazon az e Y~ tag, mint
célfiiggvény zérustdl el legyen vdlasztva az, hogy
az xA=0,x= 0 egyenletnek legyen >0 megolddsa.

(A "zérustdl vald elvdlasztds" azt jelenti, hogy
van olyan €>0, hogy Y ¥z e g 3€P.)

b) Annak sziikkséges és elégséges feltétele, hogy va-

lamely nem iires P, nivéhalmazon az P tag zé-

rustél el legyen vdlasztva az, hogy az XA-vb=0,

=0, W= 0 rendszernek legyen §; >0 megolddss.

Bizonyitds: a) Az e ™™ okkor és csak akkor van
zérustdl elvdlasztva, ha -a;y fellilrél korldtos, de a tétel
szerint ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy legyen
megolddsa ez xA=-a;i, x& 0 rendszernek, ez azonban equivalens

azzal, hogy legyen 8, >0 megolddsa xA=0, x= 0 rendszernek.

b) Az a) rész alkalmazdsa a A, felsénivéhalmazra.ll
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5.8 KANONIKUS FELADAT

A kanonlkus geometriai prograimow=
z & s i feladat a geometriai programozds elméletében, a meg-
01ldd algoritmusokban és szdmos alkalmazdsndl dontd szerepet
jdtezik.

DEFINICIO: Kanonikusnak nevezzilk a geometriai
programozédsi feladatpdrt, ha a dudl feladatnak van minden
koordindtdjédban pozitiv lehetséges megoldédsa.

Az gldbbi lemma, amely a konvex fliggvényekre vonatkozé Farkas-
tétel (B. PFliggelék) egy adaptdcidja, alapvetl a kanonikus fel=
adat tdrgyaldsdban.

LEMMA 3 Ha xA=0 egyenletnek van X>0 megolddsa, és minden
x20 megolddsra

i g
xc+§1n “E
(; gi)i.elk g.“

akkor van olyan g , hogy

Lo sy (R |

iel,

Bizonyditds : A Farkas-tétel szerint a feltétel fenn-
4d1ldsa esetén léteznek olyan iu"') m, szémok, hogy



1.

P n
iel -
XC,*-E:4 In - = E xo,(')qu, minden x20 esetén. (1)
k=

(s

Rogzitsiink egy k, indexet. Legyen ezen rogzitett index

mellett: -

e ¥y T el

ko

0, i ¢1k°

A ¥ értékét, az L¢Ik° esetben, (1)=be helyettesitve:

Lo b
DhGg-r0= D&l ~t( i)™
LEIko i,elko

LeIko

Behelyettesitve §; értékét 'LEL‘ esetre is:
o

. ) . i d
i, gt (a;5-30= Lo e ™Y -r‘(aaE-Xa\- n( T XYY"
LEI\‘O (€T, Le[ko
Ebbdl
. e*.mg L
Sl 7 o T =
relko !

azaz

0‘. 0 — . ‘
Z;e 470 = | jotanslenes ko =ra. [
Le
L)



TETEL:

- B =

Ha a kanonikus geometriai programozdsi dudl feladat
célfiiggvénye alulrél korldtos, akkor a primdl fela-
dat konzisztens és a célfiiggvény felveszi maximumdt

a feltételi halmaz valamely g pontjdban és
[E

P .TGT:I & & g
@“:Ln? xc+). In "'
Y q ) .
XED k=4 ():EL) teEIk;L r
i e, b

Bizonyitds: Jeldslje f(x) a dudl feladat célfiigg-

vényében a nem-linedris tagot, azaz
p > il 55
(=] =1 tn €k

=1

k=4 ( ™ E'L) L;Ik&

legyen tovébbi LEL,

Jho= lni (xc+ ‘P("ﬂ-

X€
Az eldz8 lemmdat az aldbbi
2

xA+3 (-8) =0, x20, §,20, (2)
feltételi egyenletre és az

xC+3 G+ P (3)

fliggvényre alkalmazzuk.
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A lemma alkalmazhatd, mert a (2) egyenletnek van X >0, §,> 0
megolddsa, és a (3) fliggvény a (2) feltételnek eleget tevd he-
lyen nem-negativ. Ha ugyanis negativ lenne, azaz vala.mely—)-(‘f°
helyre a

XC +§o(-/u)+~[7(§) <0

fenndllna, akkor a kovetkez8 két eset fordulna eld:

a) Ha ¥ =0, Akkor XA=0, és ha x€ D, akkor x+ V¥ XE LD  bar-
mely ¥ =0 esetén. Ezen megolddshoz tartozd célfiiggvényre,
felhaszndalva 3.§. 2 lemmdt:

(x+9X)C +9(x+¥x) S xC+ P+ (XC+ PRN—> —os,

ellentétbe azzal, hogy adudl feladat célfiiggvénye alulrdl kor-
létos.

b Ha §O>O. Legyen ekkor §-L= -%-—) (L= .)m) A (2) és
o

)
(3) -b81l az igy definidlt X -re
xA=b,
és
xctp)<u

amely ellentétes . definicidjdval.

Mivel a lemma feltételei teljeslilnek, ezért létezik olyan 9
hogy
A Y-
>, e

(€1,

I\
N
—~
X
Il
V_\
o)
~—

(5)
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ettt < ¢ (6)

Az (5) egyenldtlenség azt mutatja, hogy YE€P. A (6) egyenldt-
lenségbll pedig azt kapjuk, hogy

A= by (7)

Osszevetve ezt a geometriai programozds fé lemmdjdval, végil
is

p= by
amit bizonyitani akartunk. W

KOVETKEZMENY: Ha a kanonikus geometriai programozdsi primal
feladat konzisztens, akkor a célfiiggvény felveszi maxi-
mumdt a primdl feltételi halmaz valamely g pontjaban.

Bizonyditds : Ha a primdl feladat konzisztens, akkor
a félemma szerint a dudl célfiliggvény korldtos, és igy a té-
telbdl adddik a kovetkezmény allitasa.ll

Megjegyzés : A geometriai programozds f6 lemmdjdbdl
adddik a dudl célfliggvény alsdé korldtossdgdra elégséges felté-
tel, hogy a primdl feladat konzisztens legyen. A feltétel nem
sziikséges, mint azt az aldbbi egyszerii példa illusztrélja:
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Prima]l feladstt:

—tnz -~-m~-Ln2
gllg=tn2  Srind M g ’l'

|
sup 1€00) (,7)]
A feltételi egyenl8tlenséget az aldbbi formdba is irhatjuk:

N =My
e +6€ "L1<
= te*s ’1)

és ebbll a formdbdl azonnal ldathatd, hogy a primdl feladatnak
nincs lehetséges megolddsa.

Pumal eladat
51* §2=O,
& =0,

8,45 20,

Lnfi3,0n2+3, In2 +bn ——2

(54“’;2) (f."‘ E,,)

A dudl feladat minden megolddsal,=},=320 és §,=0 formé ju
és a célfiiggvény értéke:

| 23
250n2+en 20 o 25?.n2+€n42“5 =0,

2
(28) 2
tehat véges.

Azonban a fenti tételt figyelembe véve, a kanonikus feladatra
a 4.§. tételéhez hasonld tételhez jutunk:
a kanonikus dudl feladat célfiliggvénye akkor és csak
akkor korldtos alulrdl, ha a primdl feladat konzisz-
tens.
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6.8. REDUKALT FELADAT

Legyen a geometriai programozdsi feladat olyan, hogy a D dudl
feltételi halmaz nem iires. Jeldljik ]-al azon tel indexek
halmazdt, melyre van olyan X=0 lehetséges megolddsa xA=b
feltételi halmaznak, hogy i, > 0. A geometriai programozdsi
feladatot re duk d 1l juk ﬁgy, hogy csak az Lei tago-
kat hagyjuk meg. A redukdlt feladat kanonikus feladat. Nyil-
védnvalé, hogy a dudl feladat és a redukdlt dudl feladat kozt
teljes equivalencia van. Azaz a redukdlt dudl feladat egy le-
hetséges megolddsa zérusokkal kiegészitve az eredeti lehetsé-
ges megolddsa és forditva is az eredeti egy lehetséges megol-
désa a redukcidnak megfeleld zérus koordindtdk elhagydsdval a
redukdlt egy megolddsa és a célfiiggvények értékei megegyeznek.
Latni fogjuk, hogy a primdl és a redukdlt primdl feladat kozt
is fenndll egy "gyengébb equivalencia", nevezetesen az, hogy
ha 9 a redukdlt egy lehetséges megolddsa, akkor van olyan Y
lehetséges megolddsa az eredeti primdlnsk, melyre a két cél-
fliggvényérték tetszlleges kicsit tér el egymdstdl. Mieldtt
ezt tételben pontosan kimondandnk, egy lemmdt bizonyitunk,
amely voltaképpen a Farkas-lemmdnask rendszerre vald &dltaldno-
sitdsa, és a Tucker-féle komplementaritdsi tételek egyike. A
teljesség kedvéért ezt itt a Farkas-lemma felhaszndldsdval be
is bizonyitjuk.

Tekintsilkk az

xA=0

x=0

egyenletrendszert.
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Legyen |, : azon L indexek halmaza, melyre van olyan X= 0,
hogy xA=0 4s gi_> 0.

I:azon L indexek halmaza, melyre van olyan y, hogy ijé 0
¢s ajy< 0.

LEMMi: | A fent definidlt ], és | index halmazckra:

syLNl_~@
WIUL =1.

s

Bizonyitds: Az (1) Y -al valdé szorzdsdbdl adddd

YY)

0=xAy=L1 3oy
osszefliggésbll a) rész nyilvdnvald.

A b) rész igazoldsédhoz tegyiik fel, hogy .Lo¢ I+ , €z azt je-
lenti, hogy a

oL 2T
° (% X
egyenletnek nincs x 2 O megolddsa. De akkor a Farkas-lemma
szerint van olyan Y, hogy
o Y £0, L#Eiy,
i >Q,
azaz A5 <0 é4s Q.'Lotd< O, tehdt Loel__ A |
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KOVETKEZMENY: Ha Iaz L indexek azon legb6vebb halmaza, mely-
re xA=b, x2 0 feltételi halmaznak van & 7 0
megolddsa, akkor van olyan 3 hogy

b\j 0,
aij = 0, ha €1, p (2)
Q,-Lg <0, ha 'Léi.
Bizonyitds : A lemmdbél, az xA+§°(-b)=O egyen-
letre alkalmazva, nyilvanvald. |

TETEL:| Legyen a geometriai programozédsi feladat olyan, hogy
P és oD feltételi halmazok nem iiresek. Jeldlje P a
redukdlt primdl feladat feltételi halmazdt, ekkor
birmely Y€ P és tetszéleges € 70 esetén létezik
olyan y&€ZF , hogy |b3—bg| se,

Bizonyit ds : Legyen y,a feltevés szerint nem lires
Phalmaz egy rogzitett eleme, az \:l pedig P rogzitett eleme.
Ha y,= y » vezy b= 0 , akkor készen vagyunk. Egyébként vd-
lasszuk d szamot a kovetkezlkeépp:

< e
Heee max(llbll-ll3°—§l| ”1> ‘
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Legyen

y=dy, +(1- ) g + VY,

A
ahol y =& kovetkezmény (2) szerint biztositott, rdgzitett vek-

tor, a & szdmot pedig késdbb fogjuk alkalmasan megvdlasztani,
ugy, hogyy € P legyen. Egyszerii szdmoldssal kapjuk, hogy

by by | =1b(dye+ (4 - &) §+¥y-§)l=
=lbly -y NF=dIbl- g~y 1= e.

Meg kell még mutatni, hogy Jd" vélasztdsdval elérhetd, hogy
y € P teljesiil. Vizsgdljuk a k -adik feltételt:

0y~ R
e = Lo e i

€Ly LEL NI

oyt U-NYP -1 wai
). e e

L N(1-1)

Hédrom eset lehetséges

a) Ha Ikﬂ(I -—I)*A, (_A_ jeléli az lres halmazt) akkor

ay-ti ai(dy,+(1-d)g)-%i
i.ezr.,:te ; acgie il

fIA -
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ugyanis !jOG.J‘) és ./73 konvexitdsa miatt (Jﬁo + (1 -J)g) e .73

b Ha Ikﬂi = A, eakkor

aiy-yi QL(J39+(4‘J)Q)"{L 19’0.;/\;1

Ee ~E 2 - e

LEL} LELN(I-T)

A

1

)

A
ugyanis Qi Y <0 miatt W elég nagyra vdlasztdsdval elérhetd.

9 Ha Ikn(l‘f\#-/\. es Ikni#./\_, akkor

LU= Qildye+(4-d)y)-
EQQLHTL=EQLHO H'Tq+

LET, LEL, AT

aL(J3°+(4—J)g)-n Wwai
e B ey TS
eI, N(I-1)
ugyanis, mivel

Ik N (I ‘i) +_/\_.‘ ezért E eojt&k,‘]ﬂL

i <A, es >0 miatt
el N1

ai [yt U-dy V-1
i . <4,

€1, N1

Igy o.-\,g <0 miatt VW elég nagyra védlasztdsaval elérhetd. I
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A tételbdl azonnal adddik a kovetkezd fontos allitds:

KOVETKEZMENY :

sup bH = fgﬁp by .

¥ey

Bizonyitds: Mivel 2 C P, ezért

sup by = sup by :
Y& 3673

de egyenldtlenség a tétel alapjdn nem &1llhat fenn.l
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7.5. DUALITASI TETEL

Az eddigi vizsgdlatokbdl egyszeriien nyerhetd a geometriai
programozds dualitdsi tétele.

TETEL: a) Ha a primdl- és a dudl feladat- konzisztens, ak-
kor a primdl célfiiggvény szuprémuma megegyezik
a dudl célfiiggvény infinumdval.

b) Ha a primdl feladat konzisztens és véges szupré-
muma van, akkor a dudl is konzisztens és a pri-
mdl szuprémum a dudl infinummal megegyezik.

Bizonyitds: a) A geometriai programozds f6 lemmd-
jébdl, a kanonikus feladat és a redukdlt feladat alaptételé-
b8l azonnal adddik.

b) A primdl célfiiggvény korldtossdginak sziikséges és elégsé-
ges feltételébdl, valamint az a) részbdl adddik.l

Megjegyszés: AbbSl, hogy a dudl feladat konzisztens
és véges infinuma van, nem kSvetkezik még a primdl feladat
konzisztencidja. Azonban a redukdlt feladat alaptételét és
annak bizonyitdsdt, valamint a kanonikus feladat alaptételét
figyelembe véve egy gyengébb, ugynevezett s z u bk on -
Zzisztencidt tudunk biztositani:

Ha a dudl feladat konzisztens és a célfiiggvényének
véges M infinuma van, akkor tetszlleges € >0 esetén
a médositott



Ay

E eo%lj"ﬁ

= 1'*€) (k=4,...,p)
LT,

feladat konzisztens és

Lim su b3=u/ :

€e—>Q 36 e

A geometriai programozds dualitds tétele nemcsak elméleti
szempontbdl jelent8s, hanem a primdl-dudl feladatpdrt megoldd
iterativ eljdrds esetén tdjékoztatdst ad az iterdcid pontossd-
gérdl.

A dualitédsi tételbd8l az optimdlis halmazok strukturdjdra az
aldbbi kovetkezmény vonhatd le:

KOVETKEZMENY: Jeldlje jD*és Jo*a primdl, illetve dudl feladat

optimdlis megolddsainak halmazdt.

a) Az g‘e PrésXe I optimdlis megolddsdra az aldb-
bi komplementalitds teljesiil:

" _
Ly -Fi ) *
(Te ) TA0 (k=a2,..p).
LETy L€l
S s
b) A & dudl optimdlis halmaz polihedrikus halmaz
(fé1lterek kozos része) és er,D’f X,€ D" optimd-
lis megoldédsokra:

(2 )

@
P b5 7.0 o el Ce=tg .0

€T, V€T,

Bizonyitds : a) Mivel gﬂ X optimdlisak, ezért a
dualitds tétel szerint a hozzdjuk tartozd célfiiggvényértékek
megegyeznek, de a geometriai programozds f6 lemmdja {28l
szerint ez csak akkor lehetséges, ha

¥
(a¥% — * »
e LY 'TLE : g'L - E,L minden Le—l\(\ (k-/\‘_,,p)esetben.
LGIk
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Ezt L€]l, -ra Osszegezve:

g At

LET, . €T, i€y,

Azaz

*
QLB")"L *

(e 1) T &-0.

L€T, L€], -
Ezzel a kbvetkezmény a) részét igazoltuk.
b) A dudl feladatrdl feltehetd, hogy kanonikus, mert ellenke-
zG esetben a redukdltjédt tekintenénk csak. A kanonikus fela-
dat dualitdsi tétele szerint (5.§.) létezik y'€ P optimilis
megoldds.

¥
. O"-S —?i. . . s ” 7 .
Legyen 7\L= e a geometriai programozas fO lemmaja sze-

rint igy D" az aldbbi linedris egyenl8tlenség rendszer megol-
déds halmaza:

[ xA=b,

N Eg =8 el (k=12 p)
A A >0 miatt barmely b Snileene vagy & =0, (i€1,) vagy
§L>D)(L€1k).
% " X ¥
Legyen X4€oa, Xzeoo* . Ekkor 1‘54‘5-’9 .
Jeloljlik a dudl feladat optimum értékét m-vel, ekkor

weligm)e s glagktlnenlee glien) <

A

2{ x,C+9(x,) + X, C+y x)}
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tehdt a fenti képletsorban egyenldtlenség nem teljesiilhet,
de akkor 3.§. 2. lemma c) szerint

(1 (2) () (A
& ‘gf‘k £, =5 ?e:fk 5, iel, k=12,...p)

kell, hogy teljesiiljon. |
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8.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS LAGRANGE-FUGGVENYE

Ebben a fejezetben egy Osszefliggést adunk a geometriai progra-
mozds optimdlis megolddsai és a programozdsi feladathoz tarto-
z6 Lagrange fliggvény nyeregpontja kozott.

A tovdbbiakban is adudl feladat célfiiggvényének linearitdsdt
médositd tagra a

jelolést haszndljuk.
DEFINICIO. Az [A\ b, c) egyiitthatéjﬁ, és adott particidju ge-
ometriail programozds Lagrange-filiggvényének nevezzilk a
2(x,y)= xc +by - xAy + (), xz0
fliggvényt. Az ;) 3* pontot a Lagrange-fiiggvény nyeregpont-

jénak mondjuk, ha tetszbleges Yy és x= 0 vektorokra:

d:(x*) ‘:j) ~: @(f\ g) = <I>(X,8*>.

Lathaté, hogy a Lagrange fliggvényben az els8 hdrom tag csak
az A, b, C egylitthatéktél, az utolsé csak a particiondldstél
fligg.



R

. x %
TETEL: Az X Y vektorpdr akkor és csak akkor optimdlis
megolddsa a geometriai programozdsnak, ha a Lagran-
ge fliggvénynek nyeregpontja.

* *®
Bizonyitads: a) Legyenek X Y optimélis megolddsok.

Ekkor a geometriai programozds dualitdsi tétele szerint
* * »
X c+\‘>(x)=b3.
A nyeregpont egyenlétlenség baloldala
* *® *
(X, 9) = (x, y),
azaz
o % »* ¥ * %, % *
xc+by-xAy+ \P(x) = XC+by-xAy +9Kx)
egyenllséggel teljesiil.
A nyeregpont egyenlétlenség jobb oldaldnak

<I>(x*|g> < olx, g\

teljesililéséhez csak azt kell beldtni, hogy az

xA\f =XC% uP()Q

egyenlétlenség teljesiil azx =0 esetben. Ezt a geometriai
egyenl8tlenség (A. Pliggelék ) felhaszndldsdval egyszerii szdmo-
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»*
lédssal beldthatjuk. Mivel y a primdl feladat megolddsa, igy:

aiy-Yi
1a§ke R (=% & IPRRL ) A
L
Erre a geometriai egyenlGtlenséget alkalmazva kapjuk, hogy:

ol TR (R -

LET, LET, L
¢ (e
:(;}) R &310&1\3‘&&'&

| l g!x
Ezt minden k-ra Osszeszorozva:

e
LETL,

Lo &
4g*KrPJ'<Z §|. 1 ;:io.xy [;!L‘h W(LQXAH -xe
Sk e T 4%

LETL, LElk

Logaritmizdlva kapjuk, hogy

IR

0= !MLT(E El) =
Rl

LGIk

+ xAg—xc

azaz

xc+ P = xAy" .

Ezzel a tétel egyik irdnydt beldttuk.
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b) Tegylik fel, hogy X 3 nyeregpontja a Lagrange fiiggvény—
nek. A nyeregpont egyenlotlenseg baloldaldbdl,a &(x 3)" '\;)
egyenlotlensegbol kiindulva kapjuk, hogy

(b-xXA)y=(b-xA)y

egyenl8tlenség mlnden Y vektorra fenndll. De ez csak ugy le-
het, hogy ha b-—x A 0 mert kiilonben y alkalmas vdlasztd-
gdval ez nem telgesulne. Igy X a dudl feladat lehetséges meg-
olddsa. A nyeregpont egyenllétlenség jobboldaldbdl, a <I>(x‘ 3)5
=o(x, H*) egyenl8tlenségbll kiindulva kapjuk, hogy az

" %p M # * (l)

X~ xAy +P(X)=xc - xAy +9(x)
egyenlétlenség fenndll minden x=0 vektorra.

Mint el8bb ldttuk, az X a dudl feladat lehetséges megolddsa,
azaz X*A‘-’b, s ezt (1) -be helyettesitve kapjuk, hogy

' -by' + PO Zxc-xAY + (0, (2)

minden X=0 -ra.
De ekkor az X helyébe az (x + X') vektort téve:

£y 5 % W < * _ *__‘ » ., * *
X c-by +P{xVS xc+xc xAy XAy + (x+x) |

azaz: '
{J(i)gxc—xAg+\P(x+x*).

A ? fliggvény konvexitdsa miatt azonban a
~P(x');5. xc-xAg—l-uP(x)‘“{)()?)

egyenldtlenség is fenndll, s igy az

XAy = xc +P(x) ' (3)
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egyenlétlenség teljesiil minden X = Q esetben.

ROgzitsiink egy tetszlleges k, indexet, és legyen
%
aiy - Y ,

e , ha. iel,

0, ha. 'L¢Iko
Helyettesitsiik ezt (3) -ba, eldszbr csak az L¢I“o esetre:

. g 5

E gL(Q"LH"K'Ls 2 E-L?,r\ SL"QH(E §>‘ X

V€T, V€T,

‘€T,

§i=

Ezutdn g; értékét az LEIko esetben is behelyettesitve:

S RO B & ST 0 5=
el

1€1k° " -
E eat‘j T
_e ): eO.Uj-'X'L) €T,
€Ty,
Rendezve: "
o MY
1 2 L€
Qn( L e m) s = O;
\GI\(O
azaz



.

*
Ez, minthogy minden k, indexre fenndll, azt adja, hogy Yy le-
hetséges megolddsa a primdl feladatnak.

A (2) egyenl8tlenséget x =0 pontra alkalmazva kapjuk, hogy
® * = * ( )
XC+ Je(x ) = bkj . 4
%
A (3) egyenldtlenséget X=X pontra alkalmazva kapjuk, hogy
* - "
b\jﬁxc‘ﬂP(x). (5)
A (4\ és (5) egybevetésébll adddik, hogy
* »* *
xc+P(x)=by ,
* L3
azaz X, \j megolddsok optimdlisak is. |
Megjegyezziik, hogy a tétel elsd része - "az optimdlis megoldd-
sok nyeregpontjai a Lagrange fliggvénynek" - egy dltaldnos dua-

litdsi tétel kovetkezményeként taldlhaté R o cka fellar
[66] konyvében (pp. 326).
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9.§. REGULARITAS A GEOMETRIAI PROGRAMOZASBAN

Ebben a fejezetben az optimdlis megolddsok halmazénak struk-
turdjdt vizsgdljuk a nem-iiresség és a korldatossdg szempontjd-
bdl. A linedris programozdsbani analdgidt kovetve itt is cél-
szeriinek ldtszott az ottaniakhoz analdég médon a r e gu 1l a -
ritadsi fogalmat bevezetni. A regularitds kiilondsen fon-
tos szerepet jdtszik a geometriai programozds perturbicids
vizsgdlataiban.

DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy a geometriai programozdsi primdl
feladat reguldris, ha teljesiil az aldbbi pr imd 1l r e -
gularitdesi feltétel; Az

Agém
by=0,
y#0,

egyenlétlenségrendszernek n i n ¢ s megolddsa.

Azt mondjuk, hogy a geometrial programozdsi dudl feladat re-
guldris, ha teljesiil az alédbbi dudl regulari-
tdsi feltétel. Az

xA = 0,
xZ0,

xc +P)= 0,
x*+0

egyenlétlenségrendszernek n i n ¢ s megolddsa.
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A geometriai programozdst reguldrisnak nevezzilk, ha az primdl
reguldris is és dudl reguldris is.

Az aldbbi tétel a regularitdsi feltételek és feltételi halma-
zok konzisztencidja kozott ad kapcsolatot.

Mieldtt a tételt kimondandnk sziikséglink van egy uj fogalomra.

DEFINICIO. Szuperkonzisztensnek nevezzik

a primdl feladatot, ha a ay-1i
e TV dd (knz,.p)
eI, )
egyenlGtlenségrendszer megoldhaté. Ez erlsebb feltétel, mint

a Slater feltétel (2.§.) mivel ott a szigoru egyenl&tlenséget
csak a nem-linedris feltételekre koveteltiik meg.

1. TETEL:| a) Ha a primdl regularitds teljesiil, akkor a dudl
feladat kanonikus.

b) A dudl regularitds akkor és csak akkor teljesiil,

ha a primdl feladat szuperkonzisztens.

Bizonyitds: a Az ASsO‘bgzO)3+0 ‘egyenlétlen-
ségrendszer nemmegoldhatésdga azt jelenti, hogy az Q,,Q, ... a,

e vektorok dltal generdlt kup dudlisa csak a zérus ele-
met tartalmazza. De ekkor ez a kup kell, hogy az egész teret
kiadja, azaz el8dllithaté a kovetkezd vektor

b-(a,+a,+...+a,)= Zj §a,+ wi-b)
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I/

(&=
Ity
=

ugy, hogy E'L

Ebbdl:

b= E(ﬁitg") a;

=]

legyen E.L:—'Illt—i; s igy b

Ezzel a tétel a) részét igazoltuk.

b) A dudl regularitds azt jelenti, hogy az

xA=O’

x 20,
m
Y
feltételil és

min (xc +~P(x\)

célfiiggvényli geometriai programozdsi feladat vagy nem konzisz-

tens vagy a célfliggvény minimuma pozitiv.

Az ennek megfelell primdl pérja:

B e(q;t;ﬂ(s, LR (k=42...p),

€1,

supt(oD-(y, M}
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Azaz:

: (k=’1,2)...)p)‘

sup 7.
Ezen primdl feladat mindig konzisztens. Ha a dudl nem kon-
zisztens, akkor m — o= azaz

3 eaLH—m—) 0.

LET,
Ha a dudl konzisztens, akkor a dualitdsi tétel szerint van
olyan primdl megoldéas, melyre’Q_> O) tehdt szuperkonzisztens
a feladat.
Forditva, ha a primél szuperkonzisztens, akkor a geometriai
programozds £8 lemmdja alapjdn az xA =0, x20, E 5 =1
egyenl8tlenség minden megolddsdra xc + Y(x) > 0. De igy a dudl
regularitds sem teljesiilhet.|

Megjegyezziik, hogy a tétel a) része nem megfordithatd, mivel
a kanonikussdgbdl csak az kovetkezik, hogy az

Akjéo
b3=>-'0
egyenl8tlenségrendszernek csak A3=4),}>3=0 megolddsa lehet.

A kovetkezd tétel a regularitdsi feltételek és az optimdlis
megolddshalmazok kozotti kapcsolatot mutatja. Jelolje P a
primdl feladat feltételi halmazdt, JD*a primdl feladat opti-
mdlis megolddsainak halmazdt, és hasonlét jelsl a & D" a
dudl feladatra. |
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2. TETEL:|a) A nem iires P akkor és csak akkor korldtos, ha
teljeslil a primdl regularitdsi feltétel.

b) Ha P nem iires és a primdl regularitisi felté-
tel teljesiil, akkor P” sem iires.

¢) A nem iires D" akkor és csak akkor korldtos, ha
teljesiil a dudl regularitdsi feltétel.

d) Ha &) nem iires és a dudl regularitdsi feltétel
teljesiil, akkor D* sem lires.

Bizonyitds: a) A 3.§. 2. kovetkezménye szerint a
nem iires P felsd nivéhalmaz korldtossdgdnak sziikséges és
elégséges feltétele az, hogy az A mdtrix sorvektorai és a-b
vektor dltal generdlt kup kiadja az egész R n) teret. Ez azon-
ben a Farkas lemma szerint equivalens a primdl regularitédsi
feltétellel.

b) A primdl regularitds biztositja, hogy tetszdleges felsd
nivéhalmaz korldtos, igy azon a célfiiggvény felveszi szupré-
mumat.

3
¢) El8szor azt ldtjuk be, hogy ha £ nem korldtos, akkor nem
teljeslil a dudl regularitds. Ugyanis ekkor van olyan

¥
K Xy v v x.,,,...eﬁ sorozat, hogy llx||—4“°(llxﬂ'§§1).



e

Az ;q-sorozatbél kivdlaszthatd egy konvergens részsorozat,
(tegyﬁk fel, hogy maga az ;]ysorozat az), amelynek hatdrpont-
jét jeldljeX . Az Xq kielégiti a feltételi egyenletet, azaz

¥, A=b.
EbbSl "qulnorméval vald osztdssal
5 - —3 —L
XA = X O

Igy az X torléddsi pontra kapjuk, hogy

XA=0, Ixi=4, %=z0.
A célfiiggvényben pedig az

W =xgC* PXg)=Ixql(Xq C + P(Xaq),
azaz az

w
I Xq |

- ~ + ~
Xq € T P(Xy)
egyenl8séghbdl hatdrértékben kapjuk, hogy
0= xc + ¢0x).

Vagyis a dudl regularitds nem teljesiil.




T

Forditva, ha a dudl regularitds nem teljesiil, akkor van olyan
X 2 0 vektor, hogy

XN =1, XA=0, és Xc+P(x)=0.

»* *
De akkor tetszbleges X € £ optimdlis megolddsra és tetszb-
leges nagy V= 0 szdmra fenndll, hogy

w = (X + WR+ P +U%) £ X+ PRMHK+ Pl = X + Px) = o,

* ~ ~ *
Igy clX+wx)+ \P(x’t +V¥Vx) = W azaz 0 nem korldtos.

d) Az 1. tételb) értelmében, ha a dudl regularitds teljesiil,
akkor a primdl feladat szuperkonzisztens, ekkor nyilvdn kon-
zisztens is és igy a geometriai programozds f§8 lemmdja (1.§.)
szerint a dudl feladatnak véges () infinuma van. Ha a dudl
nem veszi fel infinumdt, akkor van olyan X4, X, . . . )Xq,...s0-
rozat, hogy

/7

Ixoll == 85 cxq + \P(x,,() =2 60,

Azonban

Xor

Xt Plxg) = It WXy + PX,), ahoL Xq ==L
y

Igy Xgq,illetve Xq vektorokra fenndll, hogy

~ Ao A
XA I Xg b,

C;cy * ‘P(:.) = —\T/jTY‘r(qu +\P(X7\).
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De ekkor az X torldéddsi pontra kapjuk, hogy

XA=0, IxlI=1, xz0, cx*9(R=D,

ellentétben a dudl regularitédssal.l

A kovetkez8kben a regularitdsnak egy fontos tulajdonsdgit
vizsgdljuk. Legyenek adva az A/A mXnméretii mitrixok, a b és
b o dimenzids, a C és C pedigm dimenzids vektorok, valamint
a T tetszdleges szdm. Legyen rdgzitve az | indexhalmaz vala-
mely particiondldsa. A regularitds az aldbbi "nyilt" tulaj-
donsdggal rendelkezik.

A A A
3. TETEL: Az A+TA, b+Th, C+TC egyiitthatéju geometriai
programozési feladatndl azon T szdmok halmaza, ahol
a primdl regularitds teljesiil, nyilt halmaz. Hason-
1léan, ahol a dudl regularitds teljesiil, szintén
nyilt halmaz.

Bizonyitds : A bizonyitdst a primdl regularitdsra vé-
gezzilk el; dudl regularitdson teljesen analdg az eljdrds.

Az egyszérﬁség kedvéért tegyiik fel, hogy T=0 helyen telje-
slil a regularitds. Ha nem lenmne olyan T, > 0, hogy a (0. %)
intervallumban teljesiil a regularitds, akkor lenne olyan

T Tayeee ) Ty eee zérushoz tarto  pozitiv szdmsorozat, hogy

(A+T@§>97 £ O,q (6)

(b +To byy 2 0,
Y 7 0.

WV

J
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x R
Legyen: Ye = “:ifﬁ .

A (6) egyenl8tlenségrendszerbdl az || 5%’” normaval vald osz-
tdssal kapjuk, hogy

(Awﬂ\)}, = (
Q

N (7)

Igglh= %)
A (7) egyenl8tlenségrendszert kielégitd €37vektorokbél kiva-
laszthatdé konvergens réggsorozat, mondjuk maga gq»ilyen, mely-
nek limeszpontja legyen Yy . Nyilvdn (7) a torlddédsi pontra is

fenndll, azaz:

v

(me)QY

Ay=0
by 20

)

)

hgi=1.
Ez ellentétes azon feltevésiinkkel, hogy a T=0 helyen a pri-
mdl regularitds teljesiil. |



- T4 -
10.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS ERTEKENEK VALTOZASA

Ebben a §-ban megmutatjuk, hogy azok a perturbdcids vizsgd-
latok, melyeket M i 1 1 s[51] és Wi 11 i ams[82 a line-
dris programozdsra végeztek, atiiltethetdk a geometriai prog-
ramozdsra is, és a geometriai programozdsndl kapott eredmé-
nyek teljesen megegyeznek a linedris programozidsndl kapottak-
kal. A geometriai programozdsban perturbdcids vizsgdlatokat
mir Duffin-Peterson-Zener a [26] kony-
viikben végeztek (Appendix By Phe 247-254\, azonban az itt
tdrgyaldsra keriild probléma ettdl eltérd természetii.

A peometriai programozds dualitds tétele szerint, (7.§.) ha
mindkét feladat konzisztens, akkor a szupremum megegyezik az
infinummal. Ezt a kozos értéket nevezzilk a ge ome t r iai
programozds értékének. A tovibbiakban
rogzitsikk a particiondldst, és a geometriai programozdsi fel-
adatot’ [A b, c] egyiitthatéju feladatnak nevezziik. Legyenek

A b C az A b C mdtrix, illetve vektorokkal megegyez8 dimenzi-
oauak. A probléma: m i t mondhatunk a z[(A+TA)(b+rb)
(c+Tcﬂ'e gyiutthatdju, az ugynevezett

perturbdlt feladat értékérdl 2z é-
rushoz kozeli T esetében.

A kovetkez8 tételben feltételt adunk a perturbdlt feladat kon-
zisztencidjdra és egy formuldt a perturbdlt feladat vdltozdsa-
inak értékére.



TETEL:

- TTE

(I) Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy az
[(A+Tﬁ), (b-+7g)‘ (c+‘ra)] egyltthatéju pertur-
bdlt feladat konzisztens legyen valamely [0, 7)) in-
tervallumon tetszdleges, de fix A,b,a perturbdcids
egylitthatékndl az, hogy az LA b, ¢] egyiitthatéju fela-
datra a regularitdsi feltételek teljesiiljenek.

(II)Ha az [A‘b'c] feladatra a regg}ar}tési feltéte-
lek teljesiilnek; akkor tetszbleges A b C perturbdci-
s egylitthatdkhoz van olyan [O,Tb) intervallum, hogy
a perturbdlt primdl feladatnak is és a dudljdnak is
van optimdlis megolddsa minden‘TE[O,To) esetén és
amennyiben W(T) -val jeloljiik a program értékét, ak-
kor

l {v) = (d)- L Ak — .
‘El;%\ O] TU _;2%;5 QB*(xc+bg xAlj).

Ezt a derivdlt értéket M i 1 1's terminoldgidjdt
kovetve "a geometriai programozds margindlis érté-
kének" nevezaziik.

Bizonyditds : A tétel bizonyitdsdt, hogy attekinthe-
t8bbé tegyiik, tobb 1lépésben végezaziik el.
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a) E1l8szbr azt mutatjuk meg, hogy a fe lt ételek
szilkségesek. Az, hogy a dudl konzisztens equiva-
lens azzal, hogy a primdl célfiiggvény korldtos, ez viszont
equivalens azzal, hogy nincs olyan primdl megoldds, melyre

(A+Tﬁ)3=0,
(8)

(b+rg)3>0.

Azonban, ha van olyan Y melyre:
=
Ay =0,
by =0,
4 #0, X
teljesiil, akkor A= 0 ésb olyan megvédlasztdsdval, hogy bg >0

legyen, semmilyen kicsi 7>0 szdmra nem lehet elérni, hogy
(8) ne teljesiiljon. Vagyis sziikséges, hogy (9) ne teljesiiljonm,

~

(9)

Vv

azaz a primdl regularitds fenndlljon.

A primdl konzisztencia azt jelenti, hogy

(ai+T &Qg ~(F TR

e =( (k=1,2,...)p>

L€l !

egyenl8tlenség fenndlljon.

A
Ebbd8l az A=0, o ==l ('\.=’1,2,. ; .)m) megvdlasztdssal a

ALY~ ¥i -1
e T 287 ka2, p)
AR .
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egyenlétlenségeknek kell teljesiilnitk. Ennek valamely T > 0
szdmra vald teljesililése azzal equivalens, hogy a primdl fela-
dat szuperkonzisztens, de a 9.%§. lb) tétel szerint csak akkor
szuperkonzisztens, ha a dudl regularitds teljesiil.

b) A 9.§. 3. tétele biztositja, hogy van olyan LO, ¥) inpes-
vallum, ahol m:Lnd a prlmal mind a dudl regularitds telaesul
az A+'rA b+rb c+TC egylitthatéju feladatra TE L0, )
esetekben. A 9. §. l. és 2. tételei szerint minden T‘E[O,‘T’) ér-
tékre a megfeleld B és oDoptimdlis halmazok korldtosak.

Megmutatjuk, hogyf> es«D egyenletesen is
korladtosak valamely [0 "'o) T°§_T intervallumon.

Indirekte, tegyiik fel, hogy nincs olyan [0, 7) intervallum,
ahol 7’:- és oDr egyenletesen korldtosak lemnének. Ekkor 1éte-
zik olyan T,, T, ... Ty,... 2zérushoz tartozé pozitiv szdmsoro-
zat, amelyekhez tartozd valamely X:V)‘:I:Y optimdlis megolddspdr-
ra az aldbbi hdrom eset valamelyike 411 fenn:

*

1) HX’;H—>°° és ”3,,, Il xor1dtos,
2) ”x:(”korlétos és HH:,H——“,
3) H):YH—)“ és ||3'2,||——>°°.
Jeloljik:

~ x“ H*

=-J—— Z % =y s nJ Gy
X es =
LY Wi ) % *
”’*}“ ”37”
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Az X; korldtos ponthalmozdsbdl kivdlaszthatd konvergens rész-
sorozat. Az egyszerubb indexezés kedveert felteheto, hogy ez
mér az, és legyen X?—% Xt . Hasonldan }h.——4 Y . Irjuk fel,
hogy mit jelent az, hogy ezek optimdlis megolddsok.

A dudl feltételt kielégitik:
A A
A+, A)=b+n b, X2 0. (10)

A primdl feltételt kielégitik:

1 e(a”t*r 0. ys ~ (it 1)

LEIk

lIA

)

A, Ue=d 2., ..,p),
de ekkor fenmndll, hogy
(A +’1;,/A\)3'°( =ctTC. (11)
A két célfiiggvény értéke megegyezik:
oy =(b+ T by = () + 91K (12)

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy mindegyik esetben ellentétbe
keriiliink a regularitdsi feltételek teljesiilésével.

b 2
1. eset. A (10) &s (12) ©sszefiiggésekbsl, 1xo || norméval va-
16 osztds utdn kapjuk, hogy

A ~
;(AWM— _ (b+1'b)
1% | (13)
P
~ A '\/R* s, '1 o ®
xq,(c+1~;,c)+u}\xo() ”x,.o!l! (b+1;,b)3,y
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Mivel Ilgill korlétos, a (lj)—bél az X torléddsi pontra
nyerjik, hogy:

KA=0, IR =1, ¥21, & Xero()=0,

ami ellentmond a dudl regularitdsnak.

2. eset. A (11) és (12) Osszefliggésekbll Ihﬂ;,l normaval va-
16 osztds utédn kapjuk, hogy

A v

WA)gﬁ,é (c+’r’ C)

(A+ ,
el { (14)

(b+'r b)\jcy ” * " [X (C*TO(C)*' ‘?(x )]

Mivel ” ﬁ\ “ korlatos, a (14) -b3l az 3 toloda51 pontra nyer-
Jjik, hogy

AF=0, bF=0 & Il§l=1
amely ellentmond a primdl regularitdsi feltételnek.

3. eset. A (10), (11) és (12) Gsszefiiggésekbdl IIX | i11etve
iiJ;_l normdval vald osztds utdn nyerjiik, hogy

X (A +r B)= (b4 b)), (15)
hwa
s R e il p
(A ‘T;#i o = "3:“ (C+T;.C); (16)

gy Mo 1 BT b= 12 G Cevmy 94 965401, i



P =V

A (15) és (16)-b61l a torléddsi pontokra kapjuk, hogy

~

ca=0, l¥ll=1, ¥=z0 % (18)

) )

Ag*go, Hg:'ll:‘l.

Azonban a regularitdsi feltételek teljesililése miatt a torlé-
ddsi pontokra, melyekre (18) fenndll, kell, hogy az

x"c +9(x) >0  és o
by <0

egyenl8tlenségek teljesiiljenek.
De (17) -b81 adddik, hogy

(b 7 b)y, — by

~x ) ~x "~ T
Xg(c+T C)+ PIX ) —> X c‘+~P(x 7

ezért kell, hogy legyen olyan T; melyre
0

)

A A ~ A ~
+ * < ’ . ® + + *
(b 1;0?3)3% 0 ¢ x%(c ‘T;(OC.) \P(X%) >0)
Ami ellentmond a (173 egyenldségnek.

Ezzel az egyenletes korldtossdgot igazoltuk.
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) Legyensk & T, 0 o, ooy == 0 zérushoz tarté sorozat
valamely megfelelo optimdlis megolddsai az X, X z,' ..)x’;‘ -
illetve az 5“3“.. 3‘”... vektor sorozatok. M e gmu t a t -
ik, heogy¥y a%z q,soroza’c barmely
torléddesil pontie K"  halmazhozy 48
hdaaonloahn 3’; Borozat torlddédsid
pontjai P halmazhoz tartoznak.

Az egyszeriiség kedvéért feltehetd, hogy az indexezés miér olyan,
* _) * ’ * __9 *
hogy x? X eées 3«7 Yy .

Mivel x';, 3’; optimilis megolddsai a T, paraméterii perturbdlt
feladatnak, ezért fenndll, hogy

X;(A\‘T;;\):b‘rT;’l\:), X, 20

)

(a; e ady. —( (20

TSV oy lyp ) )

LG.Ik ) =1 )
(b+q;b)gq=->fq(cm; c)hP(x"q).

Hatdrértékben (20)-bél kapjuk, hogy

XxA=b
x'-_>-0'
O'L\j*"]"l
telke é'l) (k='1|2,...)P),
by= xc+0(x)
" y= xcC .~?x ;

YE D e yer
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d) A kOvetkezbkben me ghatdrozzuk a prog-
ram margindlis értékét , felhaszndlva a
geometriai programozds Lagrange fliggvényének nyeregpont egyen-
18tlenségét. (8.§.). A tovdbbiakban a Lagrange fiiggvényben a
programegyiitthatékat is feltilintetjiik.

Tetsz8leges TE (O| ’1‘53 paraméterfe a Lagrange fliggvény nye-
L3

regpont egyenlétlenségét az X =X, Yy=Yo helyen felirva

kapjuk, hogy

@(A +T"/\\,b+T‘%.C G a3 e:x’;’v\j:)s (“‘)('Tl)é ‘1’<A +T”A‘b+'r’?),c Jf’rg)xﬁm 5: ) ( 21)

»
A 17=0 paraméternél az X = Xov ) és tj = g‘r’ helyen a nyereg-
pont egyenlétlenségbdl -l-gyel vald szorzds utjén a

*

- o(A b x_, 3:)é —w(0) = —a(A b c fo,g*r) (22)

T

egyenlétlenséghez Jjutunk.

A (21) és (22) egyenl8tlenségeket Osszeadva és T> 0 szdmmal
osztva nyerjik, hogy

AN L I W)= () A(*2 0 »
(XT,C +b3° X,‘,A\jo)é T~ =(XDC+b\jr

Mg s . . * * , * * ”
egyenlStlenség fenndll minden X € P €és Y € %)) esetén.

De akkor fenndll a

e (e by hy)s wElzelld e by -dg)

egyenl8tlenség is.
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*
Minthogy bizonyitdsunk c) részében megmutattuk, hogy Y, tor-
lédasi pontjai B elemei, igy tetszlleges €¢>0 -ra, ha T elég
kicsi, fenndll, hogy

. A A A ) A A (s
:vgrvq(xc +b3r~xA31“ ét;ré% zr;gw*(xc’rbg—xAg)*e. (24)

Hasonléan, mivel X, torldddsi pontjai egyuttal £* pontjai is:

uegf(xrc»rbg—xyﬁ\g)é roin n;ne%(xc:er\j-xA\j)—e. (25)

A (23), (24) és (25) egybevetésével adddik, hogy

—eéﬁhﬂ:ﬂ@ — max mi.h’(Xé.*)"\blj—XAB)_é_ +€

1 yer* xed
egyenlétlenség teljesiil tetszdleges € >0 szdmra, ha 7+ elég
kicsi, ami a tétel formuldjdval equivalens.l

Megjegyezziikk, hogy a tétel bizonyitdsdnak c) része Onmagdban
is egy érdekes Osszefiiggést ad a f?,..* és a 09:, E [0, ) pa-
raméterii geometriai programozdsi feladat optimdlis megoldds-
halmaz rendszereir8l. Ez az Osszefliggés Dan t z i g -
Folkman-Shapiroll5] egy d1taldnos halmazkon-
vergencia tételébdl is kikovetkeztethetd.
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11.§. SZTOHASZTIKUS GEOMETRIAI PROGRAMOZAS

A linedris programozds sztohasztizdldsa két igen fontos szto-
hasztikus dontési modell tipushoz vezetett: az egyik a "vald-
sziniliséggel korldtozott programozds" /chance constrained
programming/, a mdasik a "kétlépcsds sztohasztikus programo-
zds" /two stage programming under uncertainty/.

ADantzig-Madansky féle kétlépcsls sztohaszti-
kus linedris programozds mintdjara A vr ie l -Wilde

2:]megadta a kétlépcsds sztohasztikus geometriai programo-
zdst. Ennek a modellnek vizsgdlatdban &k erdsen tdmaszkodnak
Mangasarian-Rosenl[5]é L ie ul49]ereamé-
nyeire.

A valédsziniiséggel korldtozott programozdsi modellek egyik leg-
szellemesebb és a gyakorlati felhaszndldsban fontosnak bizo-
nyuldé modelljei P r é k o p a[:64]éltal adott modell tipusok.

Ebben a §-ban a valdsziniliséggel korldtozott linedris progra-
mozds analdgjdra megadjuk a valdszinliséggel korldatozott geo-
metriai programozdst, majd Prékopa.[65]eredményét haszndlva
megmutatjuk, hogy ez a modell is, bizonyos feltétel esetén kon-
vex programozési problémdhoz vezet.

A felhaszndlasra keriild téte].[65]é.k6vetkez6:

Legyenek a*ﬁ(g@), (k‘4\2W"F) fliggvények
N+ em)

konvexek (l_.l,C)eR -ben. (geﬂm\ CE.'R(M)).
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Legyen € valdsziniliségi vdltozé vektor, amelynek

sliriiség fliggvénye konkdv T{ﬂLben, akkor a

P {fk<3,2) £ 0, (k=4,...p)}

fliggvény log-konkévijRn—ben.

Valésziniiséggel korldatozott geometriai programozdsi feladat:

A feladat megfogalmazdsdra a valdésziniliséggel korldtozott 1li-
nedris programozds feladatdbdl indulunk ki. Az

Ay &c
max by
linedris programozdsi feladat valdsziniiséggel korldtozott
alapesete:
Feltétel:

P{Ay-C£0}2 1-¢

és meghatdrozandd:

sup by
(ahol 0 <€ <1 adott, célszeriien kicsi szdm, és C valdszinii-
ségi vdltozd ismert siirliség filiggvénnyel 0

Ennek analdégidjdra az

aiy-7Ti
ihl_ e Plx

€1, !

]S
e
20N
=

n

vr—\
5

feltételil és

sup by
célfiiggvényil geometriai programozds valdsziniiséggel korldto-
zott alapesete:?
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Feltétel:
Q, - .
P {[n);e ST 0, (k=1,2,...p)
o
és meghatdrozandd

v

S
)

m

SUP bg

Az idézett tételt hasznédlva kapjuk, hogy amennyiben € valé-
sziniliségi vdltozé vektor siiriiség fliggvenye log-konkav, akkor

ezen valésziniiséggel korldtozolt geometriai programozdsi fel-

adat k onvex programozdadsi feladat.

U ¢
Ehhez csak azt kell megmutatnunk még, hogy az &1{;:8

fuggveny(g,C) -ben konvex, ami azt jelenti, hogy az

(2)

thLe At e o

egyenldtlenségnek teljesiilni kell tetszlleges 0=A=1 szdmra.

ai (et 1= Ng) - (N +(4-N 1)

A logaritmus fliggvény monotonitédsa miatt viszont ez azzal
equivalens, hogy a

Ee-""‘(“&*(“”sﬂ“(%ﬁ‘+<4—>«m“’)<([j Qasrz“-f‘))z(): wz-?‘fﬂ)m
= e

e
egyenldtlenség teljesiil.
Ezt az aldbbi formdra hozhatjuk
(C)RS (2)
= iy Y ALYz~ Ak
S DAY (™)

ami épp a Holder egyenlltlenség.

(2) 4-2

Rl o



- BT =
12.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS ALKALMAZASA A RAS MODSZERRE

Ebben a §-ban megmutatjuk, hogy az input-output tdbla eldre-
becslésére szolgdld RAS modell felfoghaté ugy is, mint egy ge-
ometriai programozdsi feladat. Ily médon a RAS modellre egy
matematikai megalapozdst tudunk adni. AbbSl a ténybbél, hogy a
RAS modell equivalens egy geometriai programoziasi feladattal
egyszeriien nyerheté a RAS modell megolddsénak exisztencidja

és unicitdsa, €s lehetl8ség addédik mds eldrebecslési médsze-
rek és a RAS kapcsolatdnak megmutatdsdra is.

1. Az input-output tdbla ellrebecslési feladata: Jeldljon az
1, L, v cbiyone b Xiboegdtohislyek, & 3 &, ooy v o0 3y

pedig fogaddhelyeket. Az oij 2 0 szdm jeldlje azt a mennyi-

séget, amennyi az [; helyrdl a 3; helyre megy, vagy miskép-

pen szélva amennyit az I, helyen termeltbdl a J; hely elfo-
gyaszt. TomOren az ciq szémokat az A=(J¢J) matrixba fog-
lalhatjuk Ossze és ezt nevezziik input-output tdbldzatnak.

n

A Z::abu mennyiség az IL hely teljes kibocsdjtdsa, a

i=4

Z;«idj mennyiség a ]j hely Osszes befogaddsa. Ezeket
nevezzilk az input-output margindlis értékeinek.

A feladat az, hogy amennyiben ismerjik a jelenlegi A‘(dwj)
input-output mdtrixot és ismerjiik a megvdltozott

b-(3,,8,,...8;, ...8,)>0 margindlis input és a
c=(¥, 2, - T - - W)>0  output értékeket, akkor milyen
prognozist adhatunk az uj )04§q) input-output téblarél.
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A jeltléseket az aldbbi sémdn szemléltetjiik:

4 R ] D
¢ (S e s 1n |
Lyl - = - %in By | 8a]- - LT Sin
I; d/i.{ ) dnd °Li.n BL gii Sl gij s & e ia,,
I [obe, |- P I Bl PBule = ¢ Jhals o0 B,
(Jeleniegi input-output tébla ) (Prognosztika az uj input-output
tdbléara)

2. A RAS médszer: A feladat megolddsdra elterjedt eljdrds az

ugynevezett RAS médszer. A médszert az elsd alkalmazdkrdl,
Selejkovszki]j, illetve P r a t a r mddszernek
is nevezik, valamint a médszer indokldsdaul szolgdld gravita-
cids elvrél "Graviti" modellnek is (Fr a t a r [35],
Selejkovszkij[69] ,stone-Bates-
Bacharach [77] Stone~-Brown [76]
Glattfelder-véczibg]'
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A RAS modell a ktvetkezdkben all:olyan

53_130, ('L=4.,2,...m3 j=i,2,...n), g;>0, (i=12,...més

GJ >0, (J a12 ... n) szdmokat keresiink, melyre
“ -~
j);;g;,j=(’);” ('L='1,2,...m),

j (1)
Lodiy=7i, (j=12,...n

ﬁaj=g;oé,;j EJ'. (2)

A (2) teltevés - az, hogy g;j értékét ilyen szorzat alakban
keressiik - adja az eljdrds nevét. Ugyanis, ha a Qi szamok-
b6l alkotott diagondl mdtrixot R-el, a GJ szédmokbdl képzettet
S-el jeldljiikk, akkor a (2) feltétel az

X=RAS

formdt 61ti.

Azonnal addédik, hogy: ha (1) (2) egyenletrendszer megoldhatd,
akkor (l) egyenletrendszernek van olyan megolddsa, hogy

gtj =0) ha eolij =0,

és (3)

£ >0, ha oij >0.

Meg fogjuk mutatni, hogy az a feltétel e 1 é gs é g e s
is és megolddsra un ic it ds t is biztosit, azaz a RAS
modellre fenndll az aldbbi:
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1. TETEL:| Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy (1)
(2) rendszer megoldhaté az, hogy az (l) rendszer-
nek legyen (3) tipusu megolddsa, és a feltétel
fenndlldsa esetén a megoldds §i3 -ben egyértelmii.

A tételt majd a 3. pontban oly médon fogjuk igazolni, hogy
RAS modellt egy a szokdsostdl eltérd mds mdédon, mint matema-

tikai programozdsi feladatot vezetjiikk be.

Mieldtt azonban erre rdtérnénk a RAS modell egy fontos tulaj-
donsdgdt mutatjuk meg, amely a fenti tétel kdvetkezménye.

Legyenek az A kezdeti input-output érték, valamint a b, c
margindlis értékek olyanok, hogy a tétel feltételét teljesi-
tik. Ekkor a RAS médszer szerint egyértelmilen addédik az uj
input-output X médtrix, amelyet a kovetkez8képp jeldljiik:

X =&(A,b, c)

* *
A tétel kovetkezménye: Legyenek A b Cc; b, €  olyanok, hogy a
tétel feltétele az Abc -re és az A,b,C -ra is teljesiil, ak-

kor
#(Ab c)=a(R(A B ) be).

Azaz, lépésenkénti eldrebecslés ugyanazt eredményezi, mint az
egy lépésbeni ellrebecslés.

A kovetkezmény bizonyitdsa: Az 41litds jobb oldala az aldbbi

formdba irhatd:

#(a(A B b, )= R(R'AS b,)=R (RAS)S = (R RIASS™
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A bal oldalbdél kapjuk, hogy
R (A b c)=RAS.
Deaz undicitds miatt
RAS=(RTRMDACSS™. v

3. A RAS mint geometriai programozdsi feladat. A tovabbiak-
ban a szdmolds egyszeriisitése érdekében, az dltaldnossdg meg-

szoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy

m n

) L, dij=1, };;Gwi, LT,

=4 lti =4

Az elbrebecslésre az aldbbi h i pot é z i st tessszik:
Akkor tartjuk "jénak" az X=(3ij) eldrebecslést, ha - termé-
szetesen az (1) egyenletrendszer kielégitése mellett - az in-
formdcidnyereség (I—divergencia), amelyet az X tédbla az A
tdbléhoz képest ad minimdlis, azaz, ha a

=

i=d =

n

f(X) \ 5‘3 ?.nil{'— (4)

i)

fliggveny értéke minimdlis.

A gtj AN :i—‘-l— fliggvényt folytonos kiterjesztéssel a zdrt
L)
pozitiv ortdnson értelmezziik ugy, hogy ha §LJ' =0 akkor

L Un -i—f:i—=0 legyen.
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A (4) fliggvénynek a feltételi halmazon akkor lehet csak véges

infinuma, ha oij=0 esetén 3ij =0

Jelvljikk Q-val azon (i,j) indexpdrok, celldk halmazdt, ahol

dij>0 azaz:
Q={G Pldij>01.

Igy feladatunk olyan X‘“ij) értékek meghatdrozdsa, melyek-

re s
320, (i=1,2,...m3 .j=1,2, ...n)
=0, na (L))EQ,
Ega;,:ﬁn (L=1,2,...m),
G :
Eglj=Tj/ (j='1,2,...h),
G, NeEq
és

minimalis.,

(5)

(6)
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Az (5), és (6) dltal leirt matematikai programozdsi feladat
egy geometriai programozdsi dudl feladat. Hogy pontosabban
ldssuk ennek strukturdjdt dtirjuk a (6)-os célfiiggvényt:

'{)(X)=§: §ij Un by =) & Un Sij N S
(i,DEQ dij (DEQ 5 e

f (7)
by
=] &y (‘Qnoétj)* tn (Jn_c]c; &

ey (I by )ieels

(i,)DeQ

Amennyiben az (5) dltal meghatdrozott feltételi halmaz nem
lres (konzisztens a feladat) akkor a (7) célfiliggvény felve-
szi minimumdt, ugyanis a feltételi halmaz korldtos.

Irjuk fel ezen geometriai programozdsi dudl feladat primdl
parjdt. Legyenek a primdl vdltozdk  M; ('L=1\2, . .,m) és

v (J =41,2,...n) . A feladat egyiitthatéit az aldbbi sé-
mén szemléltetjiik:



B

u’l 41'7. 'u"n vt v;. Vn
~
gu 4. ’1 -%no(,“
§u 1 1 O -fnelaz
' 0
@)
;"\ i 1 ‘Qndin
N 1 , 1 -bndyy
g:.z '1 O —eno(,u
O O
c
= 0
i gzn 1 1 oy Endlzn
® T N e O
D o
i 1 ]4 -Indbme
Em,_ 1 1 o ‘Q'\ d/mn_
O y
gmn i O 4 ‘Qndlm“
By (B, - - R AART 7,

A primdl geometriai programozdsi feladat: Meghatdrozandd a
Mi, (i=1,2,...m) és8 v, (j=1.2,.. .n) vdltozdk értéke ugy,

hogy
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E e:‘"i"'v.i*?'“"(‘i-.'l {Ei
(i, )EQ (8)

feltétel teljesiiljon és a

)i Biumi +):: Tiv (©)

=1

célfiiggvényérték maximdlis legyen.

A kovetkez8kben a feladat egyrészt a "k anonikussadgh
feltételezésével, majd e nélkiil targyaljuk.

A./ Tegyiikk fel, hogy ez (5), (7) dltal adott geometriai prog-
ramozdsi dudl feladat k anon ikus , azaz, hogy az(5)
egyenletrendszernek van §ij >0 (ha(L)DEQ) megolddsa.
Ez pontosan azzal equivalens, hogy a (3) feltétel teljesiil.

A geometriai programozds eredményeit haszndlva a kOvetkezd
megdllapitdsokat tehetjiik:

(i) A geometriai programozdsi dudl feladat kanonikus igy
konzisztens és mivel feltételi halmaza korldtos, ezért
van a (7)-es célfiiggvényt minimalizald

*
Sii) (i'glll?') o 0o MM i= 4.2, s "\) megolddsa (5) -nek.

Mivel a (7)-es célfiiggvény szigoruan konvex (3.§. 2

i
|
|
|
|
I
[
|
I
I
: lemma) igy csak egy minimumpont van.
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|
|
|
| ( (i) miatt) igy ven a primil feladatnak optimdlis

: ,w*i,, (i & B SRR m) és v}', (j m A2 n) megoldédsa (5.§.)

(ii) A feladat kanonikus és a dudl célfiiggvény korldtos,

I
I(iii) A, v, §L3 megolddspdr akkor és csak akkor optimd-
| lis, ha

L i !» dl.' < z
e MTUITINFN T §iely minden (i,j)€EQ esetén
(. DEQ

(l.§. és 7.§.)

Azaz

M;,+Vj06

§-‘J‘=e

|
|
|
|
|
|
|
|
x
: .j, minden (i,j)EQ esetben. (10)
!

A fentiekb8l a RAS mdédszerrel és az l-divergencia minimalizd-
ldsdval vald ellrebecslésekre az aldbbi equivalencidt lehet
kimondani.

2. TETEL.| Tegyilk fel, hogy az A, b,c paraméterii elérebecslési

feladat a (3) feltételt ("kanonikussdgi feltétel")

teljesiti. Akkor a RAS médszerrel és az [-divergen-
cia minimalizdldsdval kapott eldrebecslések meg-

egyeznek.

Bizonyitds: a Ha X=(§g) és gi,Ej a RAS mdéd-
szerrel kapott, akkor legyen Mi=lng;, ?j= tn Bj . A 3ij
értékek (5)-6t teljesitik. Ugyszintén a dij, ui, »;  értékek
(10)-et is teljesitik. Egyszeriien adddik, hogy M, Vj (8)-at
is teljesiti, ugyanis
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/L'+Vj+?.no{«t'
E e ' J‘E_ gLJ =1,
(L.0€Q bl
Igy &j, Mi, Vj optimdlis megolddspdr.

b) Hi'X=(§1j) is' Mi,P; a minimalizédldssal kapott, akkor legyen
Q=e™ bj=e’, Mivel ezek optimdlis megolddspdrok, ezért
(10)-et teljesitik, azaz 5 =g, dij bj. I

A 2. tételb8l az (i) megdllapitédst is figyelembe véve nyil-
vénvaléan adddik az 1. tétel bizonyitdsa.

B./ Tegyiik fel, hogy az(5) -0s feltételi halmaz konzisztens.
Hogy a konzisztencia teljesilil-e equivalens azzal, hogy ez a
kereslet-kindlat modell megoldhaté-e (14sd C. PFiiggelék).

Q)
Jelsljon E =(e)=(e™)=(£) XN < eb mdtrixot, ahol
4., ha 0"‘-] > 0,
€= b
0, ha oij =0.
Legyen

"E”‘géij‘ "e;”‘): &, le® ||=Z£i3.
L' J L
Nyilvan

TEN= led=2 1P
. i

Tekintsikk a médositott A b, ¢, eldrebecslési feladatot,

ahol



G-

(5.(9= Bi+lelle

L

L+lEIE
’ (11)
T@=mqwm
) L +[E [l
és €20 tetszdleges, de rogzitett szém.
(€3 (0) (€ ()
Nyilvdnvald, hogy & — 0 esetén P —2B; és i — 1

(ahol B{°)= By és T3(°)= Tj)

A médositott feladat minden € > 0  esetén kanonikus és igy

»
RAS formdban elddllithatd az optimdlis ﬁ-tj“)

(2. tétel).

megoldds.

Megmuitatjuk, hogy ha "kicsit" mdédositjuk a feladatot, akkor
az optimdlis megoldas is kicsasit
médosul, azaz fenndll az aldbbi:

3. TETEL.| Az optimum hely folytonosan*véltozik, azaz ha
¥* » »*
& >0 akkor X, > X, . (ano1 X, = X)

Bizonyditas : Indirekte tegylik fel, hogy van olyan
* = . == 3
€. &y &y oo .0 sorozat, hogy X, —7X és X +X,.

Ekkor
P00 < 9(X) (12)

mivel, hogy az eredeti (€ =0) feladatnak csak egy minimum
helye van.
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A ~? fliggvény folytonossdga miatt:

PX+ED) —79(X]), na £ -0

(X))~ (R, ha €&, =0,
X )77

De ekkor (12) miatt kell, hogy legyen olyan k, index, melyre
mar

PKrE BV PU% D (13)

%
Azonban X°+£\(°E megengedett /lehetséges/ megolddsa az
6\. -4s médositott feladatnak és (13) ellentétes azzal, hogy
o
X: az optimdlis megoldds az éko -4s feladatra.l

kD
A 3. tételnek szdmitdstechnikai jelentésége van. Ugyanis mint
emlitettilk a konzisztencia a Kdnig-Hall tétel feltételével
egyszerilen ellen8rizhetd és majd a kicsi pozitiv £ szdmmal
médositott feladat megolddsa RAS formdban kereshetd.

4. Algoritmus. Tegyilkk fel, hogy az (5) feltételi halmaz kon-

zisztens. Ekkor a RAS modell megolddsdra, azaz a

BETLY Chdl, 2oy

;§11=’h, (jai,...,n), (l‘)
Lj=Qieiiby, (i=4,...m; j=4,...n), (2"
Q. >0, (i=4,...m),

53 >G, (i='1)...n)
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egyenletrendszer Ei.i megolddsdra kézenfekvd eljdrds az,
nogy a (2') kifejezést (1) -ba helyettesitve adéds

b,
3 é‘ olij b; |

%

fm st
; g; ‘lij

egyenletrendszerre iterdcidt alkalmazunk:

az iterdcid kezd8 1lépése:

gfo) = tetszbleges pozitiv szam.

/szokédsos példdul a 9O=4,(i=4,..milletve &
Si(°)=(5s.,(i-='1,...,m) vdlasztas/

az iterdcidé k-4dik 1épése

() '8"
GJ e :ﬂ s (j=4’...n)’
S oij
ool v J
() .
gl=_L) (L-'i...m)
n (-) ) )
Y ol b;
J
KELE
(%) (W ()
gii‘ L aC;j Bj | (i‘i,...m; i1, n)
MAGYAR
TUDOMANYOS AKADEMI4

EONY VIARA
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A fenti eljdrdst a megolddst adé g;j el8dllitdsdra mir
Selejkovszkij a 30-as években alkalmazta, mint ahogy az Din-
kin [28] munkdjdbdl kideriil. Ugy szintén ezt az eljdrdst ja-
vasoljék D?Esopo-Letkowitz [30], és dolgozatukban az eljdrds
gyorsasdgdra és konvergencidjdra vonatkozdan kedvezl szdmi-
tdstechnikai tapasztalatokrél szdmolnak be. Az eljdrds kon-

vergencidjdnak bizonyitdsdt azonban csak kés8bb Bregman [10]

adta.

Természetesen azon feltevés, hogy az (5) feltételi halmaz

konzisztens a gﬁﬂ

3 és Ej“‘ konvergencidjdt nem biztositja.

Azonban szdmos - fdleg kozlekedési dramldsi - eldrebecslési
feladatndl sziikséges a Qi, bj értékeknek ismerete is, ezek
ugyanis kozlekedési modelleknél "taszitdsi", illetve "vonza-
si" egyiitthatdé szerepeket toltenek be, és a kibocsdjts, illet-
ve fogadd helyekre jellemz8il szolgdlnak. Ilyenkor célszerii a
fenti, 2.B. alatt leirt médositdst kicsi £€> 0 pozitiv szédm-
mal elvégezni. A 3. tétel szerint ekkor a §ij megoldds is '
csak kicsit tér el a ténylegestll, és ebben az esetben mir
médunk van a §;,b; koOzelitd értékének meghatdrozdsira is.

Az elmult években az Intézetben tObb kiilonbdzlé megbizdsként
/EVM Pécsi Tervezl6 Iroda, UVATERV, KOTUKI, VATI/ foglalkoz-
tunk a RAS modellel, mint a kozlekedési és a tomegdramlasi
modellek részfeladataval és a modellt megoldd algoritmus gépi
programjdnak elkészitésével.

5. A RAS médszer kapcsolata az ugynevezett "statisztikai elé-

rebecslési" médszerhez. A RAS mdédszer mellett egy szintén el-

terjedt eljdrds aDeming-Stephan([16] 4ltal ja-
vasolt, a négyzetes kontingencidt minimalizdld hipotézisen
alapuld eljérds.
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A médszer az aldbbi h i po t é zis e n alapul:

Akkor tartja "jénak" az X;(§Lj) elérebecslést, ha
- természetesen az (l) egyenletrendszer kielégitése
mellett - ha az X tdbldnak az A tdbldhoz viszonyi-

tott "tdvolsdga'" minimdlis, azaz ha a

X1 1 L (14)

il = B

fliggvény értéke minimalis.

A (14) fliggvényt még az aldbbi formdba is irhatjuk:

)c(x%)%‘f;gﬁj -1 (15)

A ;xf(Xﬂzfuggvémy (15) formédja "sugallja", hogy a hipotézist
interdiszciplindris elven, az elektromos hdldzatok analdgid-
jét kovetve is feltehetjiik. Nevezetesen, ha az oij jeloli az
v és § pontok kozotti "vezetdképességet" akkor Q;j értéket,
"drammennyiségnek" feltételezve (15> éppen a végzett munkidt
jelenti.

A (l4> minimalizd14s4bél azonnal ldtszik, ha «ij = 0 akkor

$:j=0 kell, hogy legyen. Igy azon (i, ]) éleket (cellékat>
letiltva ahol o&:ij=0D , elég csak az olij > D esettel foglal-
kozni.

Akdr az elektromos analdgidt kovetve, és haszndlva az elektro-
mos hdldzatok elméletét, akdr a modellt mint kvadratikus mate-
matikai programozdsi feladatot tek}ntve a (L@ célfiiggvény
akkor és csak akkor optimdlis az X helyen, ha a



- TOT -
*
§q=¢u(ML*Vﬁ

egyensulyi (optimalitdsi) kritérium teljesiil. Ahol 4, Pj
szdmokat "potencidlok"-nak nevezik. Innen a médszer gyakori
mésik elnevezése: a potencidlok méddszere.

A megolddsra Fr iedlander [36] javasol egy compute-
ren jé hatdsfokunak bizonyuld eljdrdst.

Nem célom a potencidl médszer részletes taglaldsa, csak egy
apré észrevételt szeretnék temni a RAS és a potencidl méd-
szer kapcsolatdra, amely ugy gondolom hasznos ahhoz a vitd-
hoz, amely a RAS kontra potencidl ellenzli-kovetdi kozt fenn-
L sl N
-4

A Unv fliggvény T=4 helyen bnt

vett elsd foku kbzelitése T-1.
Es ez a kOzelités T=4 helyhez .
kozeli helyeken "jé'" kOzelités 3 Sy

Ezt a "kbzelitést" a 9(56) fiiggvényre tagonként elvégezve
kapjuk, hogy:

9(x) = E by U S8 T B > G -aa,)

d‘,] Ly d"'J 6l lJ
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13.§. A GEOMETRIAI PROGRAMOZAS ALKAIMAZASA A SOROZATGYARTASI
MODELL EGY MEGOLDASARA

Ebben a §-ban egy algoritmust adunk a sorozatgydrtdsi modell
megolddsdra. A sorozatgydrtdsi modellt mint egy specidlis ge-
ometriai programozdsi primdl feladatot tekintjlik. Ennek dud-
lisa egy nem-linedris szdllitdsi feladatot ad. A geometriai
programozis dualitdsi tételét haszndlva az optimdlis megol-
ddsra egy optimalitdsi kritériumot kapunk. Majd megmutatjuk,
hogy a szdllitdsi feladatra kozismert "magyar médszert" egy
kevés médositdssal alkalmazni lehet a dudlisként kapott nem-
linedris szdllitdsi feladatra is, s igy egy jé hatdsfokunak
bizonyuld algoritmust kapunk eredeti feladatunkra.

1. Modul tervezési modell. Sorozatgydrtdsi modell. Az aldbbi-

akban eld8szor a modul tervezési modellt ismertetjiik. Ez egy
integer programozasi feladatot ad, majd ezen modell folyto-
nos vdltozata adja a sorozatgydrtdsi modellt. A kés8bbiekben
a folytonos vdltozatra adunk egy algoritmust, azonban mind a
torténeti hiiség, mind az érthetlség kedvéért célszerii a soro-
zatgydrtdsi modellt megelézben a modul tervezési modellt be-
mutatni.

Modul tervezési modell /modular design/: Jeldljenek Aaﬂ“z)~--

An\alkatrész tipusokat ésTEHTBI,...TBn berendezéseket, amelye=-
ket az alkatrészekbdl lehet Osszeszerelni. Az OCLjé 0 egész
szédm jelenti azt, hogy a'Bj berendezés hény darab AL tipusu
alkatrészt igényel.
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A jeltléseket az aldbbi sémdn szemléltetjiik:

B e N AR
A4 dag [+ o+ Koy |+ o o |dan
A ldia|* - o iy |+« - Jotin
Arn ANM v S °(mj oo 8 GLW\n

Egy egységcsomagot akarunk Osszedllitani az alkatrészekbd8l és
egy utasitdst a berendezést Osszeszereldk szdmdra. Az egység-
csomag megaddsdhoz egy X=(§4, o E.n) 70 egészértékii koordi-
ndtdju vektort keresiink, ahol 3; >0 egész szdm mutatja, hogy
az A; alkatrészbdl hdny darabot tartalmaz. Az utasitdshoz

egy 3‘("11, o "1,,»0 egészértékili vektort keresiink, ahol "Lj>0
egész szam mutatja, hogy hdny darab csomagbdl szerelhetd Osz-

sze a Bj berendezés.
Nyilvéanvaléan fenn kell, hogy &alljon:

: & F
gL’QJ == oéLJ (l)
Legyen adott T.-,>0 (L-"-'l,.. £i4 m) az A{ alkatrész 4ra. /Felte-
het8, hogy egész/. Ekkor a csomag &ara: m

; Ti §;
Jelentse a Tllj, >0 szdm (j"l, chey h) a BJ berendezés elSfordu-

ldsi szdmdt. Ekkor a vdsdrolt csomagok szdma: n
L T
Az OUsszes kifizetés: :

m n (2

és célunk, hogy ezt minimalizdljuk.




- 106 -

Sorozatgydrtdsi modell. Jeldljenek most A1,A2, ... Ay gydrtdsi
folyamatokat, és®,,B,,....B,objektumokat, amelyek a gydrtdsi
folyamatokkal létrehozhatdk. Az lkjg(Jszém azt az iddsziikség-
letet jelenti, amennyi ideig az egységnyi intenzitdsu A fo-
lyamatot ilizemeltetni kell, hogy a ?ﬁ objektumhoz szilikséges
terméket elédllitsa. A i >0 szdm az A{ folyamat egységnyi
intenzitdson torténd lizemeltetésének koltségét jeloli.

A T>0 szém(j=4.,. ...n)jeldlje az igényt a Bj objektumbsl.
Feladatunk megadni a gydrtdsi folyamatokra egy X=(§h"'gm>>0
intenzitdsi elfirdst és egy Y=(n,, ... 7, P0id6politikdt, ame-
lyek alatt a kovetkezdket értjik: elbirjuk, hogy az Ai terme-
1ési folyamat gi intenzitdson miikodjon <L=4ﬂ...wﬂ és ekkor a

?ﬂ objektum elddllitdsdhoz szlikséges milkodtetési id6 7 ; le-
gyen.

Nyilvdnvald ahhoz, hogy a termelési folyamat miikddjon, fenn
kell, hogy dlljon a
: *
§in = Lij (1)

egyenldtlenség minden Hj esetben.

Az X=J§“%J.H§Qintenzitésu gydrtdsi folyamatrendszer egy iddé-

Z;:11§L

Az Osszes objektum elddllitdsdnak iddsziikséglete:

egységre esl OsszkOltsége:

” s - e 7 .. z .. J‘-‘. -
Igy az objektumok elbdallitdsdhoz sziikséges Osszes kOltség:

(5 %) (175 0,) (2%)

i‘ﬁ‘fjm.
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A modelliink tehdt olyan 5 >0 M > 1 szémok megkeresése,
melyre (l) feltételek teljesiilnek és a (2°) fiiggvényérték

minimdlis.

Altaldban a sorozatgydrtds ilizemeltetési idejére a

_}: ni & w

korlédtozdé feltételt is megadjék /adott u-val/, ez azonban
egyszeriien 1lathatd, hogy modelliinkre ujabb kikotést nem je-
lent, csak az 7j értékekre ir eld normdlis faktort.

Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy Ea(LJ>O

és E«ApO mert kiilonben az a sor vagy oszlop, ahol ez nem
)
teljesiil, elhagyhatd lenne.

Ebben a folytonos valtozatokat feltételezd esetben feltehet-

A
§L=TL$L, I'Ll = ﬂj ni, valamlnt az oCLJ—]”L a(,”’“f
helyettesitéssel a feladat ilyen formdba megy &t.

A feladat elsd leirdsat Evans [31] és egy megolddsdt Evans [32]
adta. Mar Charnes-Kirby [_'12] észrevették, hogy ez a probléma
egy geometriai programozdsi feladat, azonban ennek lehetlsé-
geit 8k nem haszndltédk ki, és a feladatot dttranszformdlva,
mint szepardbilis konvex programozdsi feladatot oldjék meg.
Passy [55] a geometriai programozds dualitdsi tételét haszndl-
va javasol egy algoritmust, ez azonban eltér az dltalunk ja-
vasolttél. Mitroff [__52] és Rutenberg-Shaftel [:68:] a modellre
néhény konkrét alkalmazdsi teriiletet mutat be. Az egészértékil
modellt a ’X’L-‘l, Tfj =1 specidlis esetben tdrgyalja Shaftel E]Cﬂ
alkalmazva Balas egy a (- A programozdsra kidolgozott enumerd-
ciés technikajét.



- 108 -

2. A feladat mint geometriai programozdsi probléma. A sorozat-

gydrtdsi modell a kOvetkezl matematikai programozdsi feladatot
adja:

Adott ij 20 (L=i‘2,...m; j=‘1,2‘...n) szdmok esetén keresenddk
azon.ﬁt)(L=i2,“.wO és QJ,(j=4w2r“ﬁ)szémok, melyekre a

-~

§L>O; ('L=‘-'1,2,...m),

’11')01 (j=1,2,---n)‘ r (3)

51"Lj->=°étj. (L=1‘2,...m3 j=1‘2'...n)
feltételek teljesiilnek, és a

(] 300 (15 1) (4)

J

célfiliggvényérték minimdlis.

A tovédbbiakban a trividlis sorok, illetve oszlopok kisziirése
;ng>0,(j=1\2,...h)ésJEo(i,j>O,(L='l,2,...m).

A feladat egy specidlis szerkezetil geometriai programozisi

feladat, a nem-linedris hozzdrendelési feladatok egyik tipusa.

A feladatot egy ujabb vdltozé bevezetésével az aldbbi formdba
irhat juk.

érdekében feltessziik, hogy

Feltételek:

-

LinjoEdij,  (i=4,..m; j=1,...n),
'§'L>0, (‘-:1,2,...7713,
>0, (j=42,...n),

Egtgi,

i=4

i‘ ni=1,

= . - - 7’ ja - Id 7
Es minimalizalandd W értéke. S
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Ahhoz, hogy a feladat dudl pdrjdhoz jussunk, a feladatot ex-
ponencidlis formdba irjuk 4t. Vezessiikk be a kovetkezd jeldlé-

seket: e
§L=e k

q’.j-:.egj
A=-Incow

Jeldlje Q,azon.(i,j) indexpdrok halmazdt, ahol JL]> O , azaz

Q={(L,j),~<q‘>0}

Ezen jelolésekkel feladatunk a kovetkez8 Primdl Geometriai

programozasi feladat:

Feltételek:

Bs maximalizdlandd A értéke.

A feladat egylitthatéit az aldbbi tdbldzatba foglaljuk Ossze:



ha ('L,j)EQ,'

Feyidsthaté

I\

i
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e B « ol 0 e M R

7 7 % Y A 2 PN
Su 1) = A ~0n &l aa
3_41 i =1 ' & -fndl 4y
: : 0 ;
Sm T O l-‘l 9 ~ Inelan
324 =1 -4 1] - bndaa
Yis @l '_1_[ 4] -lnda,

O . O " .
Szn TI O ["4 1 -~ Lndlan

x
. e ]

P = S

NH[\,\‘
St L | 4| ~fndma
3 A et [ 1] ~Indm
0 ;
qu T O [‘Q 4 '%no(.mn
ba A
6. ;] O
0 0 O
O
6o [4]
Q4 1
S [ o
O 0

lgm O 4

0 1 [1]
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Ennek Dudl Geometriai programozdsi feladat parja:

Feltételek:

Sq 2

|

Jlgea“ - Su

i =
Ll(L,j)EQJ

(ngegij =1,

Es minimalizdlandd a

Dbkt by Wa 3
:J

,J)GQ LI(L ,)GQ?L
célfiiggvény értéke.

Ezen geometriai programozdsi feladat kanonikus /mivel a

X:GLLJ>O és a Z:]oék1> 0 feltételezést tettiink/. A dudl
feltetell halmaz korlatos. Igy a kanonikus feladat dualitdsi
tételét s a geometriai programozds alapvetd lemmdjadt hasz-
nélva (l.§. €s 5.§.> kapjuk, hogy a feladat parnak van opti-
mélis megolddsa és ezekre az aldbbi optimalitdsi kritérium
teljesiil:

* * -
SU SLJ) LJ)EQ

*

Q, (i=12,...m), L
=€], (1=4,2,... n).

(e—u’{—-v’; + 7\*+ in o(.»J )

r‘*

I
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Vagyis (6)-ban az eredeti jeltlésre visszatérve kapjuk, hogy

LA N 3

(iimw—oﬁj)i:j =0, (L|j)€Q—,

% *
SL=3|(E;_51)§8" (L='1‘2,---m}| r (7)

M ='“ED§6L<%.' (j=4.2....n). J

Ezen (7)—es optimalitdsi feltételeken egyszeriisithetiink ugy,
hogy az optimalitdsi kritériumot minden(i,,j) -re eldirjuk oly
médon, hogy o(i,j =0 esetén .§LJ =0 kell, hogy teljesiiljon.

Igy most feladatunk olyan ﬁ-t &) gg_' szamok megadasa,
)L Ji e

melyekre:
gln“w ao(i_j'

§ >0,

J=1 ’Q.'ltll‘ r (8)

Megjegyezzik, hogy a Z g.,J = ’QJ és E §LJ =§'L

L
kritériunbél azonnal adédik, hogy eredeti feladatunknak egy
és csak egy optimdlis megolddsa van.
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3. Algoritmus. Az algoritmus abbdl 411, hogy kiindulunk egy

lehetséges primdlmegolddsbdl, és megkiséreliink olyan dudl le-
hetséges megolddst keresni, amely az egyensulyi feltételeket
is teljesiti (8). Amennyiben ilyet nem taldlunk, jobb primil-
megolddst tudunk adni. Az algoritmust egy tételbe foglaljuk
Ossze és a tételre adandd bizonyitds konstruktiv volta adja
az iterativ eljdrdst. A tétel bizonyitdsa sordn az u.n. ke-
reslet-kindlat modellt fogjuk haszndlni, amely a Kénig-Hall
modell egy &ltaldnositdsa. (C. Piiggelék)

TETEL:| Legyenek gL,QJ, a primdl lehetséges megolddsai.
Ekkor ( I) vagy meg tudunk adni olyan Ld dudlfelté-
telt kielégitl vdltozdkat, melyekre az egyensulyi fel-
tetel is telgesul (II) vagy eld tudunk allltanl olyan
._, IQJ, w lehetséges primdl megolddst, hogy (.o < w .

Bizonyitads : Készitsiik el a kereslet-kindlat modellt
a kovetkez8képpen. Legyen §; az L-dik hely kindlata, mj a

j -dik hely kereslete. Legyen megengedett a szdllitds az i
helyrél a j helyre, ha:§uqﬂ0==dij (Nem megengedett, ha
§imy>eij ).

(I) Ha a kereslet-kindlat kielégithetd, akkor jeldljiink SLJ -
vel az L-b8l j-be szdllitott mennyiségeket. Ez a dquil feladat
feltételét kielégiti és kielégiti az egyensulyi feltételeket

s (8).

Igy ezen ﬁ‘QJ,QLSQ értékek optimdlis megolddspdrok.

(II) Tekintsiik most azt az esetet, amikor a kereslet-kindlat
modell nem kielégithetd8. Jeldlje I {i 2y s iy ..m} a termeld-
helyek index halmazdt és J={4,2 . ..n} a fogyasztéhelyek
index halmazdt. Tegyiik fel, hogy a ih'Qj,CO' primdl lehetsé-
ges megolddsok olyanok, hogy a qualifikdcids mdtrixban minden



e

gsorban és minden oszlopban van megengedett cella. Mivel a ke-
reslet-kindlat feladat nem kielégithetd, azért a K 6 n 1 g -
Hall tétel szerint van olyanPCI ésRed index halmaz,
hogy P -be1i helyr8l csak R-beli helyre lehet szdllitani és

Y. 84> Lo

LEP JER

/Megjegyezziik, hogy a Kénig-Hall tételnek a Ford-Fulkerson
max.folyam-min. vdgds technikdn alapuld bizonyitdsa konstruk-
tivan el8 is dllitja ezeket a P és R indexhalmazokat, ldsd

Ce Fiiggelék).

Jeldljiik a tovabbiakban:

LEP

E gi =P, jgkz ”)_')""V (igy p>r‘).

Mivel feltettiik, hogy minden sorban és minden oszlopban van
megengedett cella, ezért P%i és r+0.

A Ford-Fulkerson technikdval kapottakat az aldbbi dbrén szem-

X
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Ha (EP és Jé’R akkor nincs szdllitdsi lehet8ség, azaz itt

f;mw > dAij. Ha L¢P és jER akkor ugyan lehet, hogy van

szdllitdsi lehetdség, de ténylegesen nem szdllitunk.

Minden g;, mennyiség i-¢p elszdllitdsra keriil és minden 'Qj;
jER kereslet kielégitddik. EbbS1l addédik, hogy az &brdn

X jellel jelolt qualifikdcids almdtrixok olyan tulajdonsdguak, .

hogy minden sorban és minden oszlopban van megengedett cella.

Je181jiik
(f=m'm iﬂ;& y
er Ly
iER

Nyilvdn o >141.

(Ha oC.;j=0) akkor a g—:{—l& értéket oo -nek tekintjiik .)
i

A kovetkezlkben uj primdl megolddst konstrudlunk.
Legyen 1 €€ ¢ d°  egyenlére tetszbleges szdm.
Legyenek:

§L=% )ha LEP,

U |
=

il
v
-

ha ifp

)

P—

i =qi€ | ha jeR

i, he j¢R.
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hogy a §'L nj W = o(i,j egyenlétlenség teljesiil.

Ha LEP és jER akkor El;ljw'=§£'i"njéw=§l"2jwé dij -

Ha LEP és J¢R akkor EL;ij'"%’Q]wgo('Lj- /€ definicidja miatt;

jobb oldal/

Ha L¢.P és jER akkor E'L;“w '-’gi.")_jiwéo(‘;j. /€ definicidja miatt:

bal oldal/
(3im;>dij,na 1<E)

Ha L¢P és J¢R akkor gl;ljw=§l”2,jw‘>=°(Lj-

Legyen most mar:

~ A

oy
Ezen g‘l, "lj- w

= el
=y el
L

imd

I a

szdmok kielégitik a primdl feltételt.
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Vizsgédljuk meg a célfiiggvényértékének csokkenését (h) 2

h=w—&=w—w§§1;;&j=w(4“z ;'E:u)=

i=4 i=A

=w ['1-(%*1-p)(r£+'l‘r~)] =

=w(rpk-r&+pir-2rpr G- L) (9)
A fliggvény zérushelyei (10) -b61: €=1 és £= Pg(:-.»)) :
r(4-p
< _ |/ PUA-n
és maximumhelye (9)-b6l: €= e
:
[
[
|
|
O— >¢
/i _E_(_)_i—r P(d"r‘)
L-p)  rli-p

A célfiiggvény vdltozdsdnak vizsgdlatdbdl lesziirhetjilk, hogy
£ értékét az £=min(cf p(4-r2)

"V r(4-p)
értéknek kell vdlasztani. Mivel d>41 és p>r , igyé>lés ezért

A
w <w. 1

Az eljdrds konvergencidjdt nem sikeriilt még exaktan bizonyi-
tani, de szdmos numerikus példdt computeren lefuttatva az al-
goritmus kevés 1lépésszdmu interdcidé utdn pontos optimumot
szolgdltatott. Az algoritmust konnyii computerre programozni,
hiszen teljesen analdg a szdllitdsi feladat "magyar médszer"
algoritmusdval, st az eljdrds gerincét, ugyanugy mint a szdl-
litdsi feladatndl a Kénig-Hall modell megolddsa adja.
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A. Fliggelék
GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEG

Az aldbbi tételben kimondott egyenlbtlenséget nevezzik g e -
ometriai egyenld8tlenségnek.

A geometriai egyenldtlenség a sulyozott szdmtani-mértani ko-
zép egy &ltaldnosabb alakja. (Hardy-Littlewood-Pélya [42]).

A geometriai programozdsban kulcsfontossdgu szerepe van. S
ugy gondoljuk épp ezen szerepe miatt célszerii a teljességre
vald torekvés céljdbdl egy bizonyitdsat is adni.

TETEL: Ha £i B (L= 1,2 somy m) tetszbleges nem-negativ
szamok, akkor

L i ‘Zea:ai‘ m 0,
<——-————"; =TT (}i’—)
E B =1 L
d
( 6

-

Egyenl8ség akkor és csak akkor teljeslil, ha

m m
ob; );:Qsi =f5LlE_;O(J'L , minden i=42 ... m ezetén,

Bizonyitds : El8szbr az m=2 esetre igazoljuk.
Feltehetjiik, hogy 4,>0,4, >0, R,>0, 8,>0 mert ellen-
kez8 esetben az egyenldtlenség trividlisan teljesiil.
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A logaritmus fliggvény konkdvitdsdabdl adddik, hogy

> §

I
/o o
(LY 2

] (__Bt__£+_&__$; L i_ B,
N5 +8 B AE B )= Boom o9nt Bon tea B

Ebb8l a logaritmus fiiggvény monotonitdsa miatt azt kapjuk,

2

hogy
: B £)
L PR P e;_.ia_>(g)—‘—s.+e, .(¢;>—m v,
(54 * Q)z (5& [51'*. Gz. 61 - 61 Gz

azaz

(B, +5,) B, By
v Ly >[4 NEN
oV

és egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha

dy

tehat ha
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Mindkét oldalhoz o4 By illetve dy B,_ értékeket hozzdadva
kapjuk, hogy:

by (By+8,) =0, (Ly+d,),
061(84 "'61) = 69_(-64 +¢(/2_)’
vagyis Osszefoglalva:
di(By+By) = By +dy),  (L=12).

Tegylik fel most, hogy(m -1) -re igaz az egyenlGtlenség, be-
latjuk, hogy akkor m-re is igaz.

Az indukcids feltevés és az m=2 eset felhaszndldssdval a ko-
vetkezbket kapjuk:

dytoa¥. . .+ (’Lm-a*&m)\(ﬁ‘+mi+“'+mm-i+ 8,

pe
61+Gz+---*((5m_1+fsm) —
A 6
= “ ’ o ’ <°LM—:L >|5m-,_ i e ® (B n *Br) &
B, \® Bz T
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Az indukciés 1lépés, valamint az m=2 eset vizsgdlatdbdl meg-

dllapithatjuk, hogy egyenl8ség akkor és csak akkor teljesiil,
ha:

egyrészt az m-41 -es indukcids feltevésbdl

m m
&LEGL=B‘LE&L (L=1,2,...,m—2)és

(°Lm-4+°(’m) i; B = (BM—1+ Bm)i ol
i= L=

)

masrészt az m=2 esetbll

0(' (QM-4'+BM) =Vam

m-4

—1.(°Cm-4 S d’m) es

(2)

m

LB

~

Az (1) és (2) eseteket egybefoglalva; egyenléség akkor és csak
akkor teljesiil, ha

-CLE ’53,=R>LEJIL minden i=42 ... mesetben.l

i= i=1

A geometriai egyenl8tlenségbll egyszeriien nyerhetd a H 6 1 -
d e r egyenlltlenség, amelyet tdrgyaldsunkban (3.§.) az aldb-
bi tételben kimondott formdban haszndljuk.
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Ha l¢) - Lomd, & .m) tetsz8leges nem-negativ
szdmok és 0 £ é tetsz8leges szdm, akkor
e A-2
<
BA’LBL ’(_ L‘) (Eﬂh)
i=1 i=1 i=4

Egyenl8ség, a trividlis A=0 , illetve a A=1
eseteken kiviil, akkor és csak akkor, ha az

J’LQGL =“LE:T°¢~L

egyenldség teljesiil minden L -re.
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B. Fliggelék

FARKAS TETEL

A geometriail programozds tdrgyaldsdndl a gyenge dualitdsi té-
tel bizonyitdséndl is és a kanonikus feladat dualitdsi téte-
lének bizonyitdsakor is felhaszndljuk a konvex fliggvényekre
vonatkozd dltaldnos Farkas tételt. Ezért ugy gondoljuk cél-
szeril itt a fliggelékben idézni ezt (S toer-Witzgall
E?S] pp. 268) ¢

Slater-féle regularitdsi feltétel: Legyenek ag,. . -9, konvex
fliggvények értelmezve a C<:1Q(M) konvex halmazon. Tekintsiik
a kovetkez8 feltételi rendszert:

%A(X? < 0 (l)

gn(x) £ 0
gels1ji: Cq=ix| x€C és (%0, (j=1

yj 7

I .
Jeltlje C a C halmaz bels8 pontjainak Gsszességét.

Definiciéd :| Az (l) egyenlétlenségrendszert S 1 a -
ter reguldrisnak nevez-
zilk, ha 1létezik olyan X pont, melyre a
kovetkezbk teljesiilnek:

(1) X¥eCgnC.
(ii) %j(;)<:olminden nem-linedris %j(x)
fliggvényre.




Farkas

e

tetel:(L)egyenek a ). - -Gn €5 az ?« fliggvények értel-

™m
mezve a CC.R konvex halmazon.

Tekintsiik a kovetkezd egyenldtlenségrendszert:

Hn &0,

f(x)<0.

TETEL:

~

(1)

Tegyiik fel, hogy az (1) egyenl8tlenségrendszer
S1later reguldris. Ekkor a (2) egyenlétlenség-
rendszer akkor és csak akkor nem oldhatd meg, ha léte-
zik olyan 3=(’Q“”2U. .."Zn)% 0 nem-negativ vektor, hogy
a

\Q(x)“*%;: nig;x)=20

egyenl8tlenség teljesiil minden XE C vektorra.
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C. Fliggelék

KONIG-HALL TETEL

A geometriai programozds alkalmazdsaként bemutatott modellek,
mind a RAS modell, mind a "standardizdldsi" modell felhasz-
ndlja az u.n. dltaldnos Kénig-Hall tételt, illetve a Kénig-
Hall modell megolddsdra szolgdld eljdrdst. Ez, az itt tdrgya-
ldsra keriilé dltaldnositott forma az eredeti K § ni g @fﬂ
-Hall B{ﬂ modellnek egy kézenfekvd kiterjesztése. Targya-
ldsa teljesen analdg az eredeti formdnak a Ford-Fulkerson
konstruktiv technikédn alapuldé tdrgyaldsdhoz, (Ford - F u 1
kersonlB4 ,Klafszky [44]) azonban az irodalom-
ban nem taldlkoztam a tételnek ilyen dltaldnosabb értelemben
kimondott formdjdval és bizonyitdsdval azért célszeriinek 1ldt-
tam ezt itt a filiggelékben ismertetni.

Kénig-Hall modell: Jeldljenek I, I,, ... 1L,
Fool ot pedig bankokat. Jeldljon ) egy m x n -es ugyne-

személyeket, a

n
vezett "qualifikdcids métrixot", amelynek elemei O vagy 1 le-
hetnek. A Q mdtrix (L)J) eleme 4, ha az [; személy a 33 ban-
kot szdmdra megbizhatdnak tartja. Rendelkezzenek a személyek
rendre o, o,,...d, nem-negativ mennyiségii pénzzel, amelyet
a szamukra megbizhatdé bankba akarnak elhelyezni.

Jeldlje 64,61,...6n nem-negativ egész szdm a bankok befogadd-
képességét. A probléma a kovetkezd:

a./ Elhelyezhet6-e a személyek Osszes pénze, a korldto-
zott befogaddképességii bankokba, ugy, hogy mindenki
a szdmdra megbizhaté bankba helyezhet el pénzt ( ez
lehet t&bb bank is)?
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b./ Hogyan lehet a lehetd legtobb pénzt elhelyezni?

A probléma a./ részére az aldbbiakban adandd tétel ad valaszt,
mig a b./ részre a tételre adott konstruktiv bizonyitds.

A tdrgyalds egyszeriisitése érdekében a kovetkezl jeloléseket
vezetjuk be.

Jelolje I a személyek halmazét:‘l={lﬂ)lz,...1 yés 3‘={l,3lr.3n}

a bankok halmazdt

Legyen PCI esetén ”P |l‘("‘E:"£"L és Red esetén ”R”6= E”.\L
I.\ep 3jER

Jelsije 1(P) a P 41tal "egyiittesen" qualifik4lt bankok halma-
zédt, azaz 3;€3 (P) na van legaldbb egy olyan ILEP hogy a @
matrix (L,]) eleme 1.

TETEL:| Annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy mindegyik
d| mennyiség elhelyezhetd legyen az, hogy bérmely Pcl
esetén a

1Pl £113(P)

egyenlétlenség teljesiiljon.

Bizonyitds : A sziikségesség nyilvanvald. Az elégsé-
gességet a Ford-Fulkerson max.folyam-min. vidgds tétellel iga-
zoljuk. Készitsiik el az aldbbi dbrdn szemléltetett médon az

& forrds pontu és 4 nyeld pontu hdldzatot:



Legyenek a nem-zérus kapacitdsu élek:

k(S‘I"):O(.L

k(3j,5‘)={5j

k(I; 3j) = °° ha [; qualitikdlt 3j-re.
(Itt ace szimbolumot, mint a végtelen szamot csak abban az
értelemben haszndljuk, hogy tetszlleges 3 szdmra: ()°°+'3"

és (i1) y ¢°°).

Jeltlje § a maximdlis folyamot. Ha a max.folyam értéke E A
akkor a feladatot megoldottuk. (¥(IL,3J) jeldli azt a mennyl-
séget amennyit az IL személy a 3\1 bankba elhelyez)

m
Ha a max.folyam értéke kisebb, mint E,E o . Az altalénos-
sdg megszoritdsa nélkilil feltehetjiik, hogy a mlnzl_malls(s s)
vagdas a kovetkezd:

S=isL L..I, 3, %,..31.
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M |
\ :
R !
——"-é.
P G T = g \ \\
- ol b Al
\\
)
= “
v 4
]
/
\_——'/./ y 4
\/ -7

Abbdl a ténybdl, hogy a maximdlis folyam teliti a vdgdsbeli
éleket kovetkezik, hogy:

a.) ha [.EP és 3j¢R)akkor Ii nem lehet 3 -hez qualifikédlva
b.) ha [ £P és JjER, akkor \Q'(IL,}j)”O
c.) ha I.,¢P akkor ?(S,IL)=06'L

d.) ha 3ER akkor {2(33,5‘)=BJ~
Az a./ és d./-bG1l adddik, hogy 3I(P)=R

Mivel a max.folyam érték és a minimdlis vdgds érték megegye-
zik; kapjuk, hogy

k(s,s‘)=§;q 106 <4

JER =1
Ebbél

Ipll, > I3,

Vagyis a P halmazra a Kénig-Hall tétel feltétele nem telje-
stil.



[2]

[5]

[6]

- 129 -

TRODALOMJEGY ZEK

M.Avriel-D.J.Wilde, Optimal Condenser Design by

Geometric Programming, I & EC Process Design
and Development, 6 (1967), pp. 256-263.

M.Avriel-D.J.Wilde, Stochastic Geometric Programming,

(E18adéds: International Symposium on
Mathematical Programming-on) Princeton, N.J.,
(1967, August.)

M.Avriel-D.J.Wilde, Fundamentals of geometric programming,

(in Applications of Mathematical Programming
Techniques (E.M.L. Beale ed) s, American
Elsevier, New York, (19761 pp. 295-316.

M.Avriel=A.C.Williams, On the Primal and Dual Constaint

Sets in Geometric Programming, Journal of Math.
Anal. and Appl., 32 (1970), pp. 684-688.

M.Avriel-A.C.Williams, Complementary Geometric

Programming, SIAM J. Appl. Math. Vol. 19. No.l.
(July 1970), pp. 127-141.

M.Avriel-A.C.Williams, An extension of geom. progr.

with appl-s in engineering optimization, J. of

G.Bachmann-K.H.Elster-K.Petry, Zur Problemstellung der
geometrischen Optimierung, Section Mathematik,
Rechentechnik und Skonomische Kybernetik 19,
(1973) Heft 1, (Ilmenau). pp. 3-39.




_130_

[8] G.E.Blau-D.J.Wilde, Second order characterization of
generalized polynomial programs, (El6adés:

International Symposium on Mathematical
Programming-onQ Princeton, New Jersey, 1967.

[9] G.E.Blau-D.J.Wilde, Generalized Polynomian Progr., The
Canad. J. of Chemical Engrg. v.47. (1969) pp.
317-326.

Dﬁﬂ I, bperMad, /oxa3aTeabCcTBO cxozumocTu Meroza ['«B.lleneii-
XOBCKOI'O JJif 38Ja4Yd C TPAHCIOPTHHMHA OTpaHU-
YEeHUAMA ,
HypHan BuumciauTenbHOl lMartemaTuru u MaTema-
TudecKoit ¢usuxu, 1967 I, I47-I56.

Dl] A.Charnes-W.Cooper Optimizing engineering designs under

inequality constraints, ONR Research Memorandum
64, Northwestern University Evanston, Illinois,
1962.

[iZ] A.Charnes-M.Kirby, Modular Design, Generalized Inverses

and Convex Programming Opns.Res.l3 pp. 836-847.
(1965)

[13] R.J.Clasen, The Linear-Logarithmic Programming Problem,
RAND Corp. Memo RM-3707-PR, (June 1963).

EA] G.B.Dantzig-S.Johnson-W.White, A Linear Programming
Approach to the Chemical Equilibrium Problem,
Management Sci., 5 (1958), pp. 38-43.

[15] G.B.Dantzig-J.Folkman-N.Shapiro, On the continuity of
the minimum set of a continuous function, J.
Math. Anal. Appl., 17 (1967), pp. 519-548.




[2¢]

(7]

28]

[19]
[20]

[21]

- 131 -

W.E.Deming-F.F.Stephan, "On a least squares adjustment

of a sampled frequency table when the expected
marginal totals are known" Ann. math. sStatist.,
11 (1940) pp. 427-444.

R.J.Duffin, Dual programs and minimum cost, Operations

Res., 10 (1962), pp. 119-123.

R.J.Duffin, Cost minimalization problems treated by

geometric means, Operations Res., 10 (1962),
pp. 668-675.

R.J.Duffin, Linearizing Geometric Programs, SIAM Review,

Vol. 12. No. 2. (April 1970). pp. 211-227.

R.J.Duffin-E.L.Peterson, Constrained minima treated by

geometric means, Westinghouse Scientific Paper,

64-158-129-P3, (1964).

R.J.Duffin-E.L.Peterson, Duality theory for geometric

programming, SIAM J. Appl. Math., 14 (1966),

R.J.Duffin-E.L.Peterson, Geometric Programs Treated

with Slack Variables, Applicable Analysis,
1972. Vol. 2 pp. 255-267. (1972).

R.J.Duffin-E.L.Peterson, The proximity of (algebraic)

geometric programming to linear programming
(Short communication). Mathematical Programming
No.3 (1972) pp. 250-253.

R.J.Duffin-E.L.Peterson, Reversed geometric programs

treated by harmonic means, Indiana University
Mathematics Journal, Vol. 22. No.6 (1972) pp.
531-5500



S & . B

[25] R.J.Duffin-E.L.Peterson, Geometric programming with
signomials, Journal of Optimization Theory and
Applications Vol. 11l. No.l (1973) pp. 3-35.

26| R.J.Duffin-E.L.Peterson-C.Zener, Geometric Programming,
John Wiley, New York, 1966.

27| ReJ.Duffin-~C.Zener, Optimization of engineering
problems, Westinghouse Engineer, 24 <l964> gL ol o

28| A.T'./lHHENH-O.Be.MoBYaH, MeTozonorusa pacueTa HepCHEKTHB-
HHX NaccaxuponoToxoB, (A "IpuMeHeHHE MaTEM.
MeTOZOB 1 IBM B rpazocTpouTenrsCcTBE" C.kdnyvben
KuiB, Byzisensnux, I1966.

[29] C.D.Eben-J.R.Ferron, A conjugate inequality for general
means with appl=-s to extremum problems, Am.
Inst. of Chem. Eng. (1968) pp. 32-37.

[30] D.A.D’Esopo-B.Lefkowitz, An algorithm for computing
intersonal transfers using the gravity model.
OpeI'.ReS. ’ 1963, llo NO.6, ppo 901-907.

[31] D.H.Evans, Design by Algorythm: A Mathematical Method
of Designing Standard Assemblines for Minimum
Manufacturing Cost,IRE Trans. on Prod.Tech.,
(June 1959.) pp. 4-10.

[32] D.H.Evans, Modular Design - A Special Case in Nonlinear
Programming, Opns.Res, 11, pp. 637-647 (1963) .

[33] A.E.Fein, A mathematical Aid in Optimizing Engineering
Designs, II. Proc. Nat. Acad. Sci., 47 (1961).

[34] L.R.Ford-D.R.Fulkerson, Flow in Networks, Princeton
University Press. (1962).




2]

el

7]
[3¢]

9]
[49]
[41]

[o2]
[43]

= £33 =

Fratar, J.Thomas, Vehiculer Trip Distribution by

Successive Approximations Traffic Quarterly
pp. 53-65. (January 1954) .

D.Friedlander, A Technique for Estimating a Contingency

Table, Given the Marginal Totals and Some
Supplementary Data, Journal of the Royal
Statistical Society Series A. CXXIV Pt.3.
(1963) pp. 412-420.

D.Gale, Theory of linear economic models, New York,

McGraw-Hill, 1960.

J.W.Gibbs, On the Equilibrum of Heterogenens Substances,

The Scientific Papers of I. Willard Gibbs, Vol.
I., (Dover Publications, 1961) . Eredetiben a
fenti cimen a Collected Works-ben jelent meg,
Yale University Press, 1876.

Glattfelder 0.,-Vaczi P. Néhdny megjegyzés a RAS méd-

szer elméletéhez., II. Magyar AKM konferencia,
(Sik18s 1971. okt).

P.Hall, On Representatives of Subsets, J. Lond.Math.
Soc. 10. (1935) pp. 26-30.

M.Hamala: "Geometric programming in terms of counjugate

functions" discussion paper no. 68l1l. Center
for Op. Res. and Econometrics (Lauvain, BelgiunD
1968.

G.H.Hardy-J.E.Littlewood-G.Pélya, Inequalities,

Cambridge University Press, Cambridge, 1959.

R.C.Johnson, Optimum Design of Mechanical Elements,
John Wiley, New York, 1961.




[44]
[43]

[46]
7]
[4]
[4]
o]

B

2]

- 134 -

Klafszky Emil, Hdlézati folyamok, A Bélyai Jdnos Mate-

matikai Tdrsulat kiadvdnya, Budapest, 1969.

Klafszky Emil, Geometriai Programozds, MTA Szdmitds-

technikai Kozpont KOZLEMENYEK 8. (1972) pp.
41-65.

Klafszky Emil, Margindlis értékek a geometriai progra-

mozdsban, MTA Szdmitdstechnikai Kdzpont
KOZLEMENYEK 9. (1972) pp. 51-68.

Klafszky Emil, Az input-output tdbla eldrebecslésérdl,

MTA Szdmitdstechnikai és Automatizdldsi Kutatd
Intézete KOZLEMENYEK 10. (1973).

D.Kénig, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen,

Akad. Verlagsgesellschaft. Leipzig (1936).

B.T.Lieu, A Study of Some Inequalities for Nonlinear

Stochastic Programming, Nonlinear Programming-
ban, (J.Abadie ed.), North-Holland, Amsterdam,
1967.

O.L.Mangasarian-J.B.Rosen, Inequalities for Stochastic

Nonlinear Programming problems, Operations
Research, 12 (1964) , pp. 143-154.

H.D.Mills, Marginal values of matrix games and linear

programs, Linear Inequalities and Related
Systems, Princeton University Press, Princeton,

N.J., (1956), pp. 183-193.

I.I.Mitroff, Simulating Engineering Design: A Case

Study of the Inter face Between the Technology
and Social-Psychology of Design, IRE Trans. on
Eng. Management (1968, dec.)



53]
[54]

[55]
[5¢]

B
bl

9]

6]

52}

- 135 =

A.J.Morris, Approximation and complementary geom. progr.,

SIAM J. Appl. Math. vol.23. (1972), pp.526-531.

L.D.Pascual-A.Ben Israel, Constrained Maximization of

Posynomials by Geometric Programming, JOTA
Vol.5. No.2. (1970) pp. 73-80.

U.Passy, Modular Design: An Application of Structured

Geometric Programming, Opns.Res.18. pp. 441-
453 (1970)

U.Passy, Generalized weighted mean programming, SIAM J.

Appl. Math., Vol. 20. No.4. (June 1971), pp.
T63-778.

U.Passy, Condensing Generalized Polynomials, J. of opt.

Theory and Appl. Vol.9. No.4. (1972).

U.Passy=-D.J.Wilde, Generalized Polynomial optimization,

SIAM J. Appl. Math. Vol.15. No. 5. (September
1967) .

E.L.Peterson, Symmetric duality for generalized

unconstrained geometric programming, SIAM J.
Appl. Math. 19. (1970) pp. 487-526.

E.L.Peterson-J.G.Ecker, Geometric Programming: Duality

in Quadratic programming and lp-approximation
I., International Symposium on Mathematical
Programming, Princeton, N.J., (1967, August).

E.L.Peterson-J.G.Ecker, Geometric Programming: Duality

in Quadratic programming and tp—approximation
II., (Canonical Progrems), SIAM J. Appl. Math.,
17 (1969) , pp. 317-340.



[62]

[6]

[64]
[65]

@
1]

[68]
]

[70]

_136_

E.L.Peterson-J.G.Ecker, Geometric Programming: Duality

in Quadratic programming and £ -approx1matlon
1EL S, (Degenerate Programé), J. Math. Anal.
Appls. 29 (1970 , pp. 365-383.

E.L.Peterson-J.G.Ecker, Geometric Programming: Duality

in Quadratic programming and & -approx1mat10n
LV wy (Computatlonal Procedures), in preparation,
to be submitted to Math. of Comp.

Prékopa Andrés, Sztohasztikus rendszerek optimalizdldsi

problémdirél, (Doktori értekezés) Budapest,
1970.

A.Prékopa, A Class of Stochastic Programming Decision

Problems, Math. Operationsforsch. u. Statist.
VOl- 3. NO. 5. ppo 349—354-0

R.T.Rockafellar, Convex Analysis, Princeton, New Yersey,

University Press, 1970.

R.T.Rockafellar, Some Convex Programs Whose Duals Are

Linearly Constrained, a Nonlinear Programming
c. konyvben (ed. J.B.Rosen) Academic Press 1970.

D.P.Rutenberg-T.L.Shaftel, Product Design: Subbasemblines

for multiple markets, Manag.Sci. Vol. 18. No.4.
(1) (1971 dec.) pp. B-220-B-231.

T'.BuleneiixoBckuit, TpaHCIIOPTHHE OCHOBAHMA KOMITO3UIKH
ropozckoro nnraxHa, I'mmprop, ., I963.

T.L.Shaftel, An Integer Approach to Modular Design,

Opns.Res. 19 pp. 130-134 (1971).



[71]

[72]
[73]

[74]
[75]
[7¢]

[77]

[7¢]
[79]

[e]

- 137 -

N.Z.Shapiro, A Generalized Technique for Eliminating

Species in Complex Chemical Equilibrum
Calculations, RAND Corp. Memo RM-4205-FR,
(Sept. 1964).

N.Z.Shapiro-L.S.Shapley, Mass Action Lows and the Gibbs

Free Energy Function, RAND Corp. Memo
RM-3935-1-FR, (Sept. 1964) .

N.Z.Shapiro-L.S5.Shapley, Mass Action Lows and the Gibbs

Free Energy Function, J.Soc.Indust. Appl.
Math., 13 (1965), pp. 353-375.

T.K.Sherwood, A course in Process Design, MIT Press,

Cambridge, 1963.

Je.Stoer-Ch.Witzgall, Convexity and Optimization in

Finite Dimensions I, Springer-Verlag, 1970.

R.Stone,-A.Brown, A long term growth modell for the

British Economy, (Az "Europes Future in
Figures" c. konyvben. Szerk: R.C. Geary) .

R.Stone-J.Bates~-M.Bacharach, A programme for Growth

Input-Output relationsships 1954-66, University
of Cambridge, 1963.

H.Theil, Substitution Effects in Geometric Programming,

Management Science Vol.1l9, No.l. (1972 sept)

W.B.White-S5.M.Johnson-G.B.Dantzig, Chemical Equilibrium

in Complex Mixtures, J. Chem. Phys., 28
(1958) , pp. 751-755.

D.J.Wilde, A review of Optimization Theory, Industrial

and Engineering Chemistry 57 No.8. (August
1965) .



]
B2
2l
B4
[e]
Be]

&

w 138 =

D.J.Wilde-C.L.Beightler, Foundations of Optimization,

Prentice-Hall Inc. Englewood Cliffs, N.dJ.,
1967.

A.C.Williams, Marginal values in linear programming,

Ce.Zener,

C.Zener,

C.Zener,

C.Zener,

C.Zener,

J.Soc.Indust. Appl. Math. Vol. 11, 1 (March,
1963), pp. 82-94.

A mathematical aid in optimizing engineering
designs, Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 47 (1961),
pps 537-539.

A further mathematical aid in optimizing
engineering designs, Proc. Nat. Acad. Sci.
Usa, 48 (1962), pp. 518-522.

An example of design for minimum total cost,
counter-flow heat exchangers, IEEE Trans.
Mil. Elec. MIL-8 (1964).

Minimization of system cost in terms of
subsystem cost, Proc. Nat. Acad. Sci., USA, 51

(1964) .

Enginering Design by Geometric Programming,
wiley Interscience (1971).



- 139 -

A TANULMANYOK sorozatban eddig megjelentek:

1/1973 Pésztor Katalin: Mddszerek Boole-fiiggvények
minimdlis vagy nem redunddns,{AV 71} vagy
{NOR} vagy {NAND} bdzisbeli, zdrdjeles vagy -
zdrdjel nélkiili formuldinak elddllitdsdra

2/1973 BamkeBUM WmTBaH: PacuiieHEHNE MIIOTOCBSI3HHX

NMPOMHMIJIE HHEX IIPOLECCOB C MOMOMBI BHUYUCIU-
TEJNbHOI MamuHH

3/1973 Addm Gyorgy: A szdmitSgépipar helyzete 1972
méasodik felében

4/1973 Béanydsz Csilla: Identification in the
presence of drift '

5/1973%® Gylirki J.-Laufer J.-Girnt M.-Somld J.: Opti-
malizdldé adaptiv szerszamgépirdnyitdsi rend-

szerek

6/1973 Szelke Erzsébet, Téth Kdroly: FELHASZNALOI
KEZIKONYV /USER MANUAL/ a Folytonos Rendsze-
rek Szimuldcidjdra késziilt ANDISIM program-
nyelvhez

7/1973 Legendi Tamds: A CHANGE nyelv/multiprocesszor

¥-gal jelolt kivételével a TANULMANYOK
megrendelhetd8k az Intézet Konyv-
tdréndl /Budapest, I. Uri u. 49./



A kiaddsért felelds:
Dr. Vamos Tibor
az

MTA Szdmitdstechnikai és Automatizdldsi
Kutatd Intézet
igazgatdja

Jelen felhaszndldi kézikonyv a
3.10.3 = 3.10-5 "A matematikai
programozds" és "A hdlézati fo-
lyamok" c. intézeti alapkutatdsi
téma keretében késziilt.

736235 MTA KESZ Sokszorosité. F. v.: Szabé Gyula

.....









	Tartalom
	Oldalszámok������������������
	_1���������
	_2���������
	1��������
	2��������
	3��������
	4��������
	5��������
	6��������
	7��������
	8��������
	9��������
	10���������
	11���������
	12���������
	13���������
	14���������
	15���������
	16���������
	17���������
	18���������
	19���������
	20���������
	21���������
	22���������
	23���������
	24���������
	25���������
	26���������
	27���������
	28���������
	29���������
	30���������
	31���������
	32���������
	33���������
	34���������
	35���������
	36���������
	37���������
	38���������
	39���������
	40���������
	41���������
	42���������
	43���������
	44���������
	45���������
	46���������
	47���������
	48���������
	49���������
	50���������
	51���������
	52���������
	53���������
	54���������
	55���������
	56���������
	57���������
	58���������
	59���������
	60���������
	61���������
	62���������
	63���������
	64���������
	65���������
	66���������
	67���������
	68���������
	69���������
	70���������
	71���������
	72���������
	73���������
	74���������
	75���������
	76���������
	77���������
	78���������
	79���������
	80���������
	81���������
	82���������
	83���������
	84���������
	85���������
	86���������
	87���������
	88���������
	89���������
	90���������
	91���������
	92���������
	93���������
	94���������
	95���������
	96���������
	97���������
	98���������
	99���������
	100����������
	101����������
	102����������
	103����������
	104����������
	105����������
	106����������
	107����������
	108����������
	109����������
	110����������
	111����������
	112����������
	113����������
	114����������
	115����������
	116����������
	117����������
	118����������
	119����������
	120����������
	121����������
	122����������
	123����������
	124����������
	125����������
	126����������
	127����������
	128����������
	129����������
	130����������
	131����������
	132����������
	133����������
	134����������
	135����������
	136����������
	137����������
	138����������
	139����������
	140����������
	141����������
	142����������


