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APOLLONIUS FELADATA A GOMB-
FELULETEN.

Hunyady Jené 1. tagtol.

(El6adta a IIT, osztédly iilésén 1877. marezius 5.)

Apollonius feladata a kivetkezo :

Ha a sikban hérom kir adva van, Gigy kerestetik azon
kiir, a mely a harom adott kort érinti.

E feladat mér Apolloniustél egy refink fenn nem ma-
radt értekezésében mas hasonlé feladatokkal egyiitt lett meg-
oldva. tigy szintén Vitte Apollonius Gallus czimfi miivében
talaljuk e feladatnak az el6bbit6l egészen fiiggetlen megol-
dasat.

Viete megoldisa o6ta szdmosan foglalkoztak Apollo-
nius feladatinak megolddsival, mint nevezetesen Descartes 1),
Newton 2), Lambert ?), T.. Oberreit *), Euler %), Fusz ¢), Car-

1) Renati Descartes epistolae, pars tertia Amstel. 1683. p. 296—
301, Descartes, ki Erzsébet herczegndvel (Frigyes, a Pfalz vilaszté feje-
delmének lednyayal) e feladat felett levelezett, e levelekben Erzsébet her -
czegnének megolddsar6l nagy elismeréssel nyilatkozik.

®) Arithmetica universalis T. I. Amstel. 1721. p, 273. Probl XL,/ VIIL,
Valamint szintén Philosophiae naturalis principia mathematica. Editio
Teseur et Jaquier T, I, Genevae 1739, p. 184., Leuma XVI.

3) Job, Heinrich TLambert’s deutscher gelehrter Briefwechsel,
Herausgegeben von Johann Bernoulli 1. Bd. p. 308—314., A feladatot
Hollandnak Skorzewska lengyel grofné adta fel, Holland pedig Lambert-
nek, Lasd szintén Lambert G. R, von Davissonhoz czimzett levelét.
Ugyanezen levél-gyiijtemény IV. kotetében 424—426, 11

4) Ugyanazon levelezés V. kitetében 254—256. 11.

%) Nova acta Acad. Petropolitanae VI. két. 95—102, 11.

) Ugyanott 102—113. 11.
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4 HUNYADY JENO

not 1), Gauss 2), Binet %), Gergonne *), Pliicker, Poncelet °),
Stoll ¢) és Mertens. 7)

E sorok czélja Apollonius feladatit a gémbfelileten
megoldani, azaz a kiovetkezd feladat megfejtése :

»Ha a gombfelilleten hirom tetsz6leges kor adva van,
figy keressiik a harom adott kort érinté kor sugarit.«

1, A gombfeliileten ugyanazt a kort két killonbozo ko-
zépponthol két kiilonbozé sphiirikus sugirral képzelhetjiik le-
irva. Ha az egyik kozépponthoz tartozd sugir », igy a mésik
kizépponthoz tartozé sugéir 180—r és ezért ha az egyik ko-
zépponthoz tartozd sugir < 90 fokndil Ggy a mésik kozéppont-
hoz tartozé sugir> 90 fokndl. A kivetkezékben a kirnek
sphaerikus sugara alatt azt a sugarat értjik, a mely kisebb
90 foknél. Tovibba az ezen sugirnak megfelelé kozéppontjat
értjiik, ha a kor kozéppontjirol szélunk.

A feladat megfejtésére nézve czélszertinek mutatkozik,
hogy az adott koroket egy bizonyos helyzetben elképzeljiik.
Vegyiik fel tehat az adott koroket Ggy, hogy azok kozol egyik
se messe a mésikdt, valamint szintén gy, hogy egyik se
keritse be a méasikét. .

Az adott korok e helyzetét szem el6tt tartva, latjuk,

1) Géométrie de Position Art. 257,
2) Lasd Geometrie der 8tellung von L. N. M. Carnot, iibersetzt voun
Schamacher. I1, Theil 877. 1., valamint Gauss Werke IV. Bd. 399. 1.

3) Journal de 1'école polytechnique X VII-iéme Cahier 115—119. 11,

4) Applications d’analyse et de Géométrie, qui out servi de prin-
cipal fondement au traité des propriétés projectives des figures T. L
30—41, 11

5) Zum Problem des Apollonius czimfii értekezéshen. Clebsch :
Mathemat. Annalen VI, kot. 613—632. 11

6) Auszug aus einem Schreiben des Herrn Mertens an dem He-
rausgeber (Borchardt) Crelle-Borchardt Journal fitr die rein. n. angew.
Math. 77, kot, 102, 1.

Az dltalunk nem idézett eredeti forrdsokra és a probléma tovabbi
torténetére nézve a kovetkez6 munkdkat idézziik : Kligel : Mathemati-
sches Worterbueh 134, 1, és tovabb, valamint szintén sSupplemente zu
Kliigels Worterbuch« von J. A Grunert. I. Abth. 28. 1. és tovdbb, Chas-
les : Apercu historique Chap. II. 52. Montuela : Histoire des mathéma-
tiques T. I. 263. 1.
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hogy tobb kir fog megfelelni a feladat kivetelményeinek. Ne-
vezetesen latjuk, hogy

a) Egy kizarélag érinté kort nyeriink.

b) Egy bezarolag érinté kort.

¢) Harom érint6 kort, a melyek az adott korok kozol az
egyiket bezdrélag a mésik kett6t pedig kizarélag érintik.

d) Harom érinté kort, a melyek az adott kirok kozol az
egyikét kizarolag a masik kettdt bezarélag érintik.

Igy tehat a kiszemelt esetben dsszesen véve nyolez érinté
kort nyeriink.

2. Jeloljilk az ugyanazon gémbin fekvd hérom adott
kor kozéppontjait 1, 2, 3-mal, sugarait +,, 72, »;-mal, a kiza-
rélag érinté kor kozéppontjat O-val, sugarat g-val, végre az
1, 2, 3 pontok altal képezett gomb haromszog 23, 31, 12 ol-
dalait a, b, c-vel, igy ha az 1, 2, 3 és O pontokat legnagyobb
korok altal oOsszekotjik a gombfelileten az 0123  teljes
gombnégyszogot nyerjik, a melynek O csiicsiban taldlkozo
oldalai a kiovetkezok :

Ol =ur 49 02=1r.40 03=r;4o
a b c
az ezeknek szemben fekvé oldalak. 1)

Az 0123 teljes gimbnégyszog hat oldala kozott egy
ismeretes osszefiiggés létezik, 2) mely ez esetben a kovetkezd
egyenlet altal nyer kifejezést :

s

1 cos (0 + 71) cos(o + ) cos(o—+s)
cos(o+ 1) 1 cosc cosb |
cos(o+72) cose 1 cosa | =04 (1)
crs(o+rs) cosb COSa 1 |

mely, ha az Osszegek cosinusait kifejtjilk és a determindns
clsd sorédt és oszlopat cos p-val elosztjuk, ezt az alakot veszi fel:

1) Rovidség kedvéért feltesszitk, hogy a gémb sugara egyenls a
mérték-egységgel.

2) Lasd p. a szerzo kivetkezd czimii értekezésében »A determinan-
sok alkalmazasa a mértanban« (Mitegyetemi lapok I. kot. 237.1.)a (8)
alatti egyenletet.




1

¢0s%0 cosr, —sinr tgo  cosrp—simmtge  cosro—singstgo
| cosry —sinr, tgp 1 cosc cosh S
cosra—sinr, tgo c08Sc 1 Cosa ‘
cosr; —sinr; tgo cosb cosa 1 |
vagy még tovabba :
1 G 0 0 0 |
e ) 1-+tg% cosm —sinri tg0  cosTa—sing, tgo  cosr;—sing; tgo "
E 0 cosr,—sinr tgo 1 Cose cosh == ()
= 0  cosy,—sinr.tgo cose 1 cosa ‘
é l 0 cosr;—sinr;tgo cosh Cosa i :
= &g ha az ezen egyenletben eléfordulé determinénshan az elsd sort és a cosr,, cosrs, cosrs-mal szorzott elsé sort
a 2-dik, 3-dik, 4-dik és 5-dik sorb6l kivonjuk és azutin a cosr, cosrs, cosr;-mal szorzott elsé oszlopot a 3-dik,
’ 4-dik ¢s 5-dik oszlophoz hozzéadjuk, tgy az el6bbi egyenlet a kivetkezshe megy it :
l : 1 COosTry Cosi' cOsTs |
—1 tgo —tgosinr, —tgosing, —tgosing;
—COS™y —tgosing, 1—co8*r COSC—Casr; COSrs  cosh—cosr, cosry | =0
—cosr; —tgosinr,  COSc—COST, COST's 1—cos*r, COSA—COS7, COST*; '
© —CO87'3 —tgosinr;  cosb—cosr, cosrs  COSA—COSI,COSrs 1—cos2p;
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és ha itt még az els6 oszlopot —1-gyel szorozzuk, a masodik
sort és oszlopot pedig tgo-val osztjuk, Ggy az a kivetkezo je-
lolések :

COSct — COS12 COSP's == ¢ ]

cosh — cosry cosrs = 3 (2).

€0Sc — COSPy COSTy = y [

cotge’= (3)
hasznalata mellett ezt az alakot veszi fel :
| —1 & cosr, COST cosrs |
x 7 —sinyy,  —sine,  —sineg |
| cosry  —sinry  siny 7 o) =0, -(4)
| cosr —sing, 7 Sin 217, o
| cosrs  —sing; g o sin %y

a mely egyenletet @ szerént rendezve, a kivetkezo alaka lesz :
Ma? 4+ 2Nx 4+ P=0 - (B)
vagy ha o helyett tgo-ban kifejezett értékét helyettesitjik,
ugy tgo a kovetkez6 négyzetes egyenlet dltal van meghata-
rozva :
Ptgzo 4+ 2Ngo + M=0 (6).
mely egyenlet a kizardlag érint6 kor sugarinak meghataroza-
sara szolgal.

3. A (6) alatti egyenletben el¢fordulé M, Nés P egyiitt-
hatok értékeit a (4) és (5) alatti egyenletek osszehasonlitasa-
bol nyerjiik. '

Ha a (4) alatti egyenletben -t egyenl6nek tessziik zé-
russal, agy P értékét nyerjik és azért

p| ¢ f CO8Ps COSTs CO8Ts
f q —sinyy  —sinr, - —singsg
cosr;  —sinr, sin?m ¥ o) R ()
| corr. —sing, 7 Sin %7y o
cosrs —sinr; 3 @ sin?; |

a hol é=—1, J=o0, g=1. E mennyiségeket azért irjuk a né-
kiok megfelels szamértékek helyett, hogy a P determinfinst
szeréntok differencidlhassuk.

Tovabba ugyancsak a (4) és (5) alatti egyenletek dssze-
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hasonlitasabol a determinins elmélet ismeretes tételei szerént
talaljuk, hogy

o (8)

A (6) alatti Lsyunlet teloldasaiban az N>—MP, az
egyenletnek negativ discrimindnsa szerepel. E mennyiséget a
kovetkezd megfontolisok Altal fogjuk atalakitani :

Ha a P determinénshél indulunk ki, tgy a determinins-
elmélet ismeretes tétele szerént a kovetkezd azonos egyen-
let all. 1)

\ g ot ]

} e oF J.Lp i

| &Py pv 9P, de 0y
: | 5

a mely a (8) alatti egyenletek tekintetbe vételével a kovetke-
zobe megy at

Bl
PRl St
i P = MP,
[/ e
| %
mely egyenlethdl végre kivetkezik, hogy
3[’ oP
A7 2 =
N:—MP= P (9)

P oP S 2l aelil F1aiz
4. P, N, ol e mennyiségek értékei még tovabbi re-
dukalhatok.

Nevezetesen, ha a (7) alatti egyenlet eléfordulo deter-
minansaban a singy, singee, sinrs-mal szorzott masodik sort a
3-dik, 4-dik és 5-dik sorhoz adjuk, agy a kovetkezo jelolések
mellett

o —sinr, siz= cosa— Cos(re—r3)= A I
3 —sinp, sinrs=  cosb— cos(ri—r;)= B (10)
7 —sinpy Silp=  COSc— cos(m‘—y-z): G [

1) Lasd p. Baltzer : »Theorie und Anwendung der Determinan-
ten« czim munkdjanak 3-dik kiaddsiban §. 6, 3



—1 0 COSTy COS”; cosr; |

0 1 —sinp, —sing; —sinr; | | 10 C B CO8ry !
P—=| cosry O 0 C 0, A :' (ke 0 A COS7Ps (11)
| cosre O 6 0 A J B A 0 Cosry
J cosrs 0 B A 0 | COSry  COSTs - COSPs {5

Ha tovabbs N-ben a sinry, sing, €3 sinrs-mal szorzott elss sort a 2-dik, 3-dik és 4-dik sorhoz adjuk, agy
a (10) alatti jelolések megtartisa mellett taldljuk, hogy

| sinry  sine,  sing 4 ’ 0 (5 B cosry
N 0 C B cosm ; = (5 0 A cosr. 12
e ) A COST2 ‘ B A 0 COSTs ( )
B b 0 coss | ‘ sing,  singe  Sings 0 i
&s P determinansnak ugyanily dtalakitisa 4ltal, ered
e
| 1 —siny, —siny, —sinr;
or 0 0 (& B
0 I3 A N

1
i

: opP ; S S
Végre h37§~-ben a COsry, Cosr,y, cosrs-mal szorzott utolsé sort az elsé harom sorhoz adjuk, agy a (2)
Watti jelolések tekintetbe vételével talaljuk, hogy

"NALATQTIIAROD V VIVAVIAL SAINOTIOAY
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(=
—t

1 cosc cosh O
0P  {cose 1 cose 0
og ) cash - gosp s ol s QeATE
€087y, Ccosrs COSrs —1 !
vagy ha még rovidség kedvéért a kivetkezs jelolést hasznéljuk :

1 cosec  cosh
" coke Jii-icosa
i cosh cosa Az

| 1  cosc cosbh |
cose 1 cosa \ oy (14)
;cosl) cosa I
gy oP :
o e

Ha tehat a (9) alatti egyenletben — e s 29 a (13) é&s a (15) alatti egyenletekben talalt értéke;t

helyettesitjiik, igy a (6) alatti egyenlet negativ discriminénsit D-vel jelslvén, talaljuk, hogy :
D=N?>—MP=—24ABC
és ha még az A, B, C mennyiségeket tényezékre felbontjuk, gy végre lesz :
D=16Asin}[a+ r:—r;]sin}[a—(r.—r; Msin[b+ oy —os Jsin §[b—(ry — 1) ]sin [e—+m — Jsing [e+ (ry —rr )] (16
5. A (6) alatti egyenleth8l a kizirlag érinté kor sugarit nyerjiik, ha abban az N 2P és D=7\T22 -M [)’
mennyiségeknek a (11), (12) és (16) alatti egyenletekben nyert redukilt értékeit helyettesitgiik. :
A bezirolag érintd kir sugarinak meghatirozdsira szolgalo egyenletet a (6) alatti egyenlethé] nveriiik
ha abban 7, 7. ;5 helyett —»,, —r,, —;-at helyettesitiink. Lassuk tehat, hogy miként valtoznak ay ]1317' 1}]’“@;
N mennyiségek e helyettesitesek altal. s
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A (8) alatti egyenletek elseje szerént kivehetni, hogy M
ertéke anevezett helyettesitések altal nem valtozik ; hasonléan
talaljuk a (10) alatti egyenletekbdl, hogy az 4, B, C' mennyi-
ségek sem valtoznak és igy a (11) alatti egyenletbdl kovetke-
zik, hogy P sem valtozik, holott a (12) alatti egyenletbdl lat-
juk, hogy .V annyiban valtozik, a mennyiben e mennyiség az
eldjelét megviltoztatja. Mindezeknél fogva tehit az elébbi je-
lolések megtartisival a bezirdlag érinté kir sugara a kovet-
kez$ egyenlet altal van meghatarozva :

Ptg*0—2Ntgo+M=0 (17)

A (6) és (17) alatti egyenleteket, melyektdl a kizardlag
¢s bezardlag érintd korsk sugarai fiiggnek, egyméssal ssze-
hasonlitva taldljuk, hogy :

a) A két egyenletnek a gyokei egyeidejiileg valdsak, ha
t. 1. az egyik egyenletnek a gyokei egyaltalin valdsak, mivel
a két egyenletnek a discriminénsai egyenldk.

b) A kérdésben forgo egyenletek gyokeinek absolut ér-
tékei egyenlék és elgjelben ellenkezik, olyképen, hogy haa (6)
alatti egyenletnek gyokei tgo, éstgo.,figy a (17) alatti egyen-
letnek a gyokei —tgo, és —tgo..

¢) Az 1. szaimban tett megéallapitasok kivetkeztében o
és o.-nek csak is azon értékeit vessziik tekintetbe, melyek

= 909, azért tehdt az elébbiekbsl kovetkezik, hogy ha a (6)

alatti egyenletnek o, és 0. felel meg, gy a (17) alatti egyen-
letnek —g; és —¢. fog megfelelni. Igy tehit, ha az elso egyen-
lethez 4o, és +o. tartozik, gy a mésodiknak —¢, és —g.
felel meg, ha pedig az elsé egyenlethez +-¢, és —o. tartozik,
ugy a masodiknak —o, és + . felel meg, és ha végre az elso
egyenletnek —g,, —g. felel meg. figy a misodik egyenlethez
o1 és 0. tartozik.

d) A feladat természeténél fogva a negativ megoldasnak
nincsen értelme, tgy tehit az elébb megkiilonboztetett harom
esethen vagy két kizardlag érinté kort, vagy egy kizardlag és
egy bezarélag érinté kort, vagy pedig végre két bezardlag
érint6 kort nyeriink.

¢) A kit egyenlet emlitett tulajdonsigai miatt elégsé-
ges, ha azok koziill csak az egyiket oldjuk meg tényleg, mi-
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utan annak netalani negativ gyokei, a masik egyenletben, mint
positiv gyokok szerepelnek.

6. A (6) alatti egyenlethél nyerjiik szintén azon érinté
kirok sugarat is, melyek az 1-s6 szdm c) és d) alatti pontjai-
ban vannak felsorolva. Ha nevezetesen azon érint6 kort ke-
ressiik, a mely az i-dik kort érinti bezdrélag, a tobbi kettot
pedig kizérélag, igy esak kell, hogy a (6) alatti egyenletben
az i-dik kor sugarat, azaz »—t (i=1, 2, 3) nemleges eldjellel
vegyiik. Ha pedig azon kor sugarit keressiik, a mely az i-dik
kort érinti kizarolag, gy a (6) alatti egyenletben az utobbi
két korhoz tartozé sugarat vesszitk — eljellel.

Ezen eljarés szerént tehdt a (6) alatti egyenlethsl két
1j egyenletet nyeriink, melyek koziil az elsé azon érinté kor-
hoz tartozik, a mely az i-dik kort érinti bezarolag, a masik
kett6t kizardlag, a mésik egyenlet pedig tartozik azon korhoz,
a mely az i-dik kort kizdrolag a masik kettét pedig beziro-
lag érinti.

Az emlitett két egyenletnek ugyanazon tulajdonsigai
vannak, mint a (6) és(17) alatti egyenleteknek, ennélfogva az
elébbi szam ¢) alatti pontja szerint ismét elégséges, ha e két
cgyenlet kozdl csak az elsét oldjuk meg.

Miutan pedig ¢ egyenlé lehet 1, 2 vagy 3-mal, Ugy az
elébb felsorolt eseteket hirom egyenletbdl nyerjiik.

Mindezeknél fogva latjuk, hogy a probléma teljes meg-
fejtése négy masodfoki egyenlettél fiigg, a mely mésodfoki
cgyenletekre nézve még ismerniink kell azon feltételeket, me-
lyek mellett azok gyokei valosak vagy képzetesek lesznck, mely
feltételek felkeresésével a kivetkezd szamokban foglalkozunk.

7. A kitiizott feladat teljes megfejtésére szolgalo hatralevd
egyenleteket az el6bbi szdm szerint a (6) alatti egyenleth¢l
nyerjitk, ha abban

41y AT, s,
helyett rendre
—ry, 2, s,
+ri, =1, F1sy (18)
Ay e o g i
helyettesitiink.
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Az ilyképen eredd egyenletek negativ diserimindnsait is
czen helyettesitések segitségével nyerjiik a (6) alatti egyenlet
negativ discriminansibol, melynek értékét o (16) alatti egyen-
letben taldltuk. Legyenek D), D, » Dz, a még hatralev ha-
rom négyzetes egyenlet negativ discriminansai, gy a (18)
alatti helyettesitéseknél fogva taldljuk, hogy :

Dy =16 4 sinj[a+r, —r;]sin} [a—(r.—)]

SN [b— (1 -ra )[sind [b-ry + 14

- singe—(rid-r2)sind[e 41

D:=16 4 sin[a—(rs=r;)]sini[a -+ +5]
sing[b+4-r1—n; |sind [6—(r, —o, )] (19)

sinf[e—(ri - Jsini[e+r, +1

Dy =16 A sin}[a+r. +r,]sin} [a—(r.42,)]

sind[bfri 3 Jsin g [6—(ry =-rs) |
Sing e+ —r, Jsing [e—(r —)]

A (16) &s(19) alatti egyenletekben eléfordul 4 tényezo
értekét a (14) alatti egyenlet adja, dmde mAsrészt ismere-
tes, hogy
| 1  cose cosh
| cosc 1 cosa =sinda sin*) sin2(' 1)

' cosa cosh 1 |

s igy

= sin’q sin% sin*C

ha az a, b, ¢ oldalak 4ltal képezett gémbhéromszighen a ¢ oldal-
nak szemben fekvé szigot C-vel Jeloljiik. Z-nak ez ut6bbi érté-
kébol 1atjuk, hogy annak hatar-értékei 0 és -1, a mib6l ki-
vetkezik, hogy a (16) és (19) alatti egyenletekhen eléforduls -
16 4 kbzis tényezd, mindig tevoleges.

A (16) 6s (19) alatti egyenletekben még hatralevé hat

tényezé koziil hirom mindég tevileges. Feltéve, hogy
U T SR (20)
gy litjuk, hogy p. a (16) alatti egyenletben eléforduls
sing (a—+rz—;),
sing (b—4ri—ry),

sing (c—ri—rs) :
tényezék tevilegesek. Jeloljitk tehit a (16) és (19) alatti

egyenletekben eléforduls tevéleges tényezik szorzatit rendre

*) Ldsd p. a szerz§ értek. »a determ. alkalm. a mértanban.« Mfi-
egyetemi lapok I. kot, 234. 1, (3) alatti egyenlet.
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by b1y hoy As-mal, figy a kérdésben forgé egyenleteket a kovet-
kezoképen irhatjuk :

D=4 sin}[a—(r:—rs)|sind[b—(r —rs) [sint[e—(r, —r.)]
Dy =2y sing[a—(rs—r;)[sind[b—(ry 43 ) [sin [ e—(ry 4172) | 1)
Dy =lasin[a—(ra 7)) |sing [h—(r—r:) Jsin g [e— (1 +72)]
D; =hssing[a—(ra4r;) |Sing[b—(r:415)]sin t[e—(r —r2)]

A kitiizott feladatot megoldé négy négyzetes egyenlet-
ben a gyokok természete a D, D, D., D; mennyiségek el6je-
1ét6] fiigg ; ha ezek mindnyajan tevilegesek, gy nyolez érinté
kort nyeriink, valahanyszor pedig a nevezett mennyiségek ki-
z6l egy nemleges lesz, mindannyiszor két valés megoldés he-
lyébe két képzetes lép.

A D, Dy, D.. D; mennyiségeknek elgjele az adott ki-
rik egymashozi helyzetétol fiigg, a miért most attériink azon
felvételekre, a melyeket az adott korokre nézve tehetiink.

8. Két kor egyméashozi helyzete lehet olyan, hogy azok
egymést nem metszik és egymast kizarjik, vagy olyan hogy a
két kor egymast kizirja és egymast érinti, vagy pedig, hogy a
két kor egymést metszi, vagy tovabbé, hogy a két kor kozol
az egyik a masikdt magaban foglalja és egymaést érinti, vagy
végre, hogy a két kor egymast nem metszi, de az egyik a ma-
sikit magiban foglalja.

A két kor egyméshozi helyzetére nézve az el6bbiek sze-
rént otféle eset lehetséges, igy ha a 2 és 3 pontokbol, mint
kozéppontokhol az », és »; sugarakkal leirt kiroket vessziik
figyelembe, mely korik kozéppontjainak tivolsigaa, tigy taliljuk

a) E két kir nem metszi egyméist és az egyik a masikat
kizarja, ha

a> s

b) A két kir egymist kizarja és érinti, ha

a=rz—r;.

¢) A két kor egymist metszi, ha

re —13 < alrs+1;.

d) A (2) kir a (8) kirt magaban foglalja és azok egy-

mast érintik, ha

Po=—01'3=0q
e) A két kor egymfist nem metsziés a (3) kor a (2) kor-
ben fekszik, ha
6Z<’l"2 C g




Ha tehata (1) és (d)
esetekbél a ¢) és ) gl

tetiink meg,

A hérom adott kor hirom kir-part képez,
biek szerént harom esetet kiilonbiztetiink meg,
sal egybevetitjiik, iigy a hirom adott kir egym
ezen esetek kizil tobben ugyanazt az esetet

kezd tizenkét osetet kiilonboztetjiik meg.

E 12 esetet a kivetkezikhen allitj
mellé még g D, Dy -Ds

a>1rz +1r;
ro—13 AT 413
a<<r:—nr;
P2 —17"3 <Il<7‘2 +r;
a<re—np;
12 —13 L a< 1z 41
a < T3 v=lrs
a<rs—r;
Po~==0"3 <ll < r2 + 93
a_r:+r;
V) —‘7'3 < a< 2 +’l'3

a<7'2 ="7s

8 D; mennyiségek eldjeleit irj

])>7'1 9%
b>r 4+,
b>r +7‘3
1 —13 b1~y
b>')’1 +7;
T <b< 71 1%
P1—1; <I)<7'1 5
]}<')’1 =i
Ve et <b<'7'1 +‘7‘3

v

c>9‘1 -+
R
e >ri+1
(!>7'| +')"_>
11— < <1 s
7" — 12 <C< "L +1s
ri—r2 < cLry 1y
7 —12 L ey 4y

C<)'('—’I'2
e<ny e 0}
ey —py
C(’l‘j -1

D D,

.4__'_
AL

l++ 1+ 1+14+14
b e B Rl

D,

Bl S

D,

LI+ +++14+] |+

alatti esetektél, azaz az érintéstél eltekintiink, a melyek az tmenetet, ay a) 68 c) alatti
atti esetekre képezik, gy a két ki egyméshozi helyzetére nézve harom esetet kiillonboz-

mindegyik kirpar egymishozi helyzetére nézye pedig az elh-
s ezért ha a kiillonféle korparaknak megfelel eseteket egyméis-
ashozi helyzetére nézve 27 esetet kell megkiilonbbztetniink, 4mde
adjék, igy a harom kior egymishozi helyzetére nézve csak a kivet-

uk Gssze, megjegyezvén, hogy az egyes eseteknek megfelels feltételei
uk, valamint a feladat valos megoldésainak szimit.

felold. szdma

SO DO D
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E felsorolasbol litjuk, hogy az 1-s6, 6-dik és 10-dik eset-
ben, a mikor a hirom kor egymist nem metszi és kizarja,
vagy mikor mind a harom kir egymist metszi, vagy végre kit
kor a harmadikban fekszik és egymast nem metszi, a feladat-
nak nyolez megoldisa van; ezzel ellentétben litjuk, hogy a
3-dik és 12-dik esetben, a mikor az egyik kor a mésik kettét
nem metszi és kizirja, de ez utobbiak kozol az egyik a mésikat
magaban foglalja, vagy mikor az elsé kirben a masodik és eb-
ben ismét a harmadik fekszik, Ggy a feladatnak nincsen valos
megoldésa. A hétralev hét esetben mindegyiknek négy valds
megoldas felel meg.

9. Mélyen fekv( algebrai oka van azon kiilonis koriil-
ménynek, hogy noha a feladat megoldasa négy négyzetes
egyenletfsl fiigg, agy a valés megoldisok szima mégis csak (/
4 ¢s 8-ra szoritkozik. A nevezett ok kideritésével fmw'm]\ be
ez értekezést.

Képzeljiik e czélhol a négy négyzetes egyenletet, mely-
tol a feladat megoldasa fiigg, egyméssal megszorozva, Gigy az
ilyként eredd nyolezad foki egyenletnek discriminéinsa a fel-
s6bb algebrinak ismeretes tétele szerént, egyenlé a négy mé-
sod fokii egyenlet discrimininsainak szorzatival. Ha tehit a
kérdéshen forgo nyolezad fokiiegyenlet discrimindnsit < -val je-
16)jiik, a misod fokii egyenletek discrimindnsaira nézve pedig az
elohbi jeloléseket megtartjuk, Ggy az el6bbi megjegyzés szerént-

V= D D\ D, D;
vagy ha D, Dy D. D; helyett az értckeket a (21) alatti
egyenletekbél helyettesitjiik, tigy végre ered, hogy

= by hody sin2y[a@—(ra—rs ) Sin2a[b—(r —7s)[sin24[e—(ri —22) (22

sin2y[a—(ra 1) [sin23[6—(ry4r5) Jsin g [c—(ri 4-72)
a mely egyenlethdl 1atni, miutan 4, 4,, 4. 4; positiv szorzokat
jelentenek, hogy < azaz a kérdéshen forgd nyolezad fokii egyen-
let diserimindnsa mindig -tevéleges, dmde ebbdl a felsébb al-
gebranak egy 4ltaldnos tétele szerint az kovetkezik, hogy ak-
kor a kérdéses egyenletnek csak péros szimi képzetes gyok-
parai lehetnek, azaz vagy 8, vagy 4, vagy 0 képzetes gyike
lehet, tehat 0, vagy 4, vagy 8 valos gyike, amint azt a kitii-
zott feladat teljes megoldésiban taldltuk.
Budapesten 1877-diki februar 26-4n.



	Értekezések a mathematikai tudományok köréből. 5. kötet. 1877-1878.
	V. szám. Dr. Gruber Lajos: Apollonius feladata a gömbfelületen.




