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APOLLONIUS FELADATA A GÖMB­
FELÜLETEN. 

Huuyacly J enö 1. tagtól. 
(Előndta 11 III. osztály ülésén 1877. n1árr.r.ius 5.) 

Apollonius feladata a következő : 
Ha a sikban három kör adva van, i'i gy kerestetik azon 

kiír, a rnely a három ac1ott kört érinti. 
E feladat már Apolloniustól egy reánk fenn nem ma­

rnclt értekezésében más J1asonló felac1atokkal egyiltt lett meg­
oldva: úgy szintén Viete Apollonius Gallus czimü müvében 
találjuk e feladatnak az előbbitől egészen független megol­
d{tsát. 

Viete megoldása óta számosan foglallwztak Apollo­
nius feladatának megoldásával, mint nevezetesen Descartes 1), 

Nf'wton 2), Lamhert 3): I1. Oberreit •), Euler 5) 7 Fusz G), Onr-

1 ) Renati Descartes epistolae, pars tertia Amstel. 1683. p. 296-

301. Descartes, ki Erzsébet herczegnővel (Frigyes, a Pfalz választó feje­
delmének leányáyal) e feladat felett levelezett, e leveleklwn F.rzsébet her -
<'7.egnőnek megoldásáról nagy elismeréssel nyilatkozik. 

•) Arithmetica universalis T. I. Amstel. 1741. p. 273. Probl XLVII. 
Vala.mint szintén Philosophiae uaturalis principia mat.hema.tica. Ellitio 
J,esf'tlr et Jaquier T. I„ Genevae 1739. p. 184., J,euma XVI. 

3) Joh. Heinrich J;ambert's deutscher gelehrter Briefwecl1sel. 
Herausgegeben von Johann Bernoulli 1. Bd. p. 308-314. A felad11tot 
Hollandnak Skorzewska lengyel grófnő adta fel, Holland pedig L11mbert­
nek. Lásd szintén Lambert G. R.. von Davissonhoz czimzett levelét. 
Ugyanezen levél·gyüjtemény IV. kötetében 424-426. II. 

•)Ugyanazon levelezés V. kötetében 254-256. 11. 

5) Nova acta Acad. Petropolita.nae VI. köt. 95-102. 11. 

6) Ugyanott. 102-113. 11. 

M, TUD. AKAD. ÉRTEK. A M<l.TRF..M. TUDOMÁNYOK KÖRÉLÖL. 1877. 1 
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not 1
), Gauss 2), Biuct 3), Gergonne ;} Plücker; Poncelet 5)~ 

Stoll 6) és l\fertens. 1) 
E sorok czélj'.1 Apollonius feladatát a gömbfelületen 

megoldani, azaz a következő feladat megfejtése : 

»Ha a gömbfelületen három tetszőleges kör adva van, 
úgy keressük a három adott kört érintő kör sugarát.« 

1, A gömbfelületen ugyanazt a kört két különböző kö­
zéppontból két különböző spharikus sugárral képzelhetjük le­
írva. Ha az egyik középponthoz tartozó sugár 1·, úgy a másik 
középponthoz tartozó sugár 180-1· és ezért ,ha az egyik kö­
zépponthoz tartozó &ugár < 90 foknál úgy a másik középpont­
hoz tartozó sugár> 90 foknál. A következőkben a körnek 
sphaerikus sugara alatt azt a sugarát értjük, a mely kisebb 
90 foknál. Továbbá az ezeu sugárnak megfelelő középpontját 
í•rtjük, ha a kör középpontjáról szólunk. 

A feladat megfejtésére nézve czélszeríinek mutatkozik, 
hogy az adott köröket egy bizonyos helyzetben elképzeljük. 
\T egyiik fel tehát az adott köröket úgy, hogy azok közöl egyik 
e messe a másikát, valamint szintén úgy, hogy egyik se 

kerítse be a másikát. 
Az adott körök e helyzetét szem előtt tartva, látjuk 

') Géométrie de J:'osition Art. 2á7. 
2) Lásd Geometrie der Stellnng von L. K. lYL Carnot, übersetzt von 

Sclrnmacher. IJ. 'l'heil 377. 1., valamint Gauss Wei·ke IV. llll. 399. l. 
3) Journal de l'école polyteclmique XVll-iéme Cahier 115-119. 11. 

•) Applicat.ions d'analyse et de Géométrie, qni ont servi de prin­
cipnl fondement au traité des propriétés projectives des fignres T. I. 

30-41. 11. 
5) Zum Problem des Apollonins czimű értekezésben. Clebsch : 

llfathemat. Annnlen VI. köt. 613-632. ll. 
6) Auszug aus einem Schreiben des Herru Mertens Hn dem He­

rausgeber (Borcharclt) <'relle-Borchardt Journal für die rein. 11. angew. 
M:i.th. 77. köt. 102, l. -

Az áltn.lnnk nem idézett eredeti forrásokra é~ a pro!Jléma további 
történetére nézve a követke:r,(5 munkákat idézzük: Klügel : llfathemati­
sP-hes 1Vörterbuch 134. 1. és tovább, valamfot szintén >Supplemente zn 
Klügels Wqrtt>rbnch « von J. A Grnnert. I. Abth. 28. 1. és tovább, Chas­
les : Apel'(;m historique Chap. JI. 52. Montnela : Histoire des mathéma­
tiques r. I. 26,g, 1. 
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hogy több kör fog megfelelni a feladat követelményeinek. Ne­
vezetesen látj-uk, hogy 

a) Egy kizárólag érintő kört nyerünk. 
b) Egy bezárólag érintő kört. 
e) Három érintő kört, a melyek az adott körök közöl az 

egyiket bezárólag a másik kettőt pedig kizárólag Órintik. 
cl) Három érintő kört, a melyek az adott körök közöl az 

egyikét kizárólag a másik kettőt bezárólag érintik. 
Igy tehát a kiszemelt esetben összesen véve nyolcz érintő 

kört nyerünk. 
2. Jelöljük a:t ugyanazon gömbön fekvő Mrom · <tdott 

kör középpontjait 1) 2, 3-mal, sugarait ?'u 1·2, 1·3-mal, a kizá­
rólag érintő kör középpon ját O-val, sugarát (?-Val, végre az 
1, 2, 3 pontok által képezett gömb háromszög 23, 31, 12 ol­
dalait a, b, c-vel, úgy ha az 1, 2, 3 és 0 pontokat legnagyobb 
körök által összekötjük a gömbfelületen a:t 0123 teljes 
gömbnégyszögöt nyerjük, a melynek 0 csúcsában találkozó 
oldalai a következők : 

e 
01 = ri + (1, 02 = 1·2 + ~' 03 = '1'3 + (? 

Cl b 
és 

az ezeknek szemben fekvő olda1ak. 1) 

Az 0123 teljes gömbnégyszög hat oldala között egy 
i~meretes összefüggés létezik, 2) mely c:t e~etben <t következő 
egyenlet által nyer kifejezést : 

1 cos (e + r1 ) cos (!? + ?'2) cos (!? + ? 0

3 )' 

cos( e+ r1) 1 cosc cosb 
1

1 

=0 cos(!?+ 1·2 ) cosc 1 cosa 1 

crs(!? + 1·3) cosb cosa 1 

(1) 

mely, ha az összegek cosinusait kifejtjük és a determináns 
első sorát és oszlopát cos (l-val elosztjuk, ezt az alakot veszi fel: 

') Rövidség kellvéért feltesszük, hogy a gömb sugara egyenlű a 
mérték-egységgel. 

•) Lásdp. a szerző következő czimű értekezésében »A determinán­
sok alkalmazása a mértanban« (l\iüegyetemi lapok I. köt. 237. 1.) a (8) 
alatti egyenletet. 
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vagy még továbbá : 

\ 1 

cos 2e 
cos1·1 - sinr1 tge 
cos1·2-siu1·2 tg(? 
cosr3 -sin1·s tg(? 

1 
i +tg2e 

cos1" -sinr1 tge 

cos1·1 -sinr, tge 
1 

cos e 
cosb 

0 
cosr1 -sinr1 tg(? 

1 

cos1·2-sin1·2 tg~ 
cos e 

1 
cos a 

0 
cos1·2-sin1·2 tge 

cos e 

cos1·, - Hin1•3 tge 1 

cosb ·= 0 

1 

cos a 
1 

0 
COSt'3 -SÍlll'3 tg(J 

cosb =0 I~ 
I~ 

cos1·2-sin r2 tg(? cosc 1 cosa 
cos1·3 -Rin1·3 tg(? cosb cosa 1 

és ha az ezen egyenletben előforduló cleterminánsban az első sort és a cos1·1, cos1·2, cosr3 -mal szorzott első sort 
a 2-dik, 3-dik, 4-dik és 5-dik sorból kivonjuk és azután a cos1·1, cosr2, cos1·3·mal szorzott első oszlopot a 3-dik, 
4-dik és 5-dik oszlophoz hozz:íadjnk, úgy az előbbi egyenlet a következőbe megy át : 

1 1 cos1·1 COSJ'2 COSt';1 1 

-1 tg 2e -tgesirn·1 -tgesin1·2 -tgesin1•3 1 

-cos1·, -tgesinir1 1-cos21·, cosc-casr1 cos1·2 cosb-cosr, cos1·3 =0 
-COSr2 -tgesinr2 cosc-cosr1cosr2 l-cos 21·2 cosa-cos1·2 cos1•3 

1 
J -COS?'3 -tgesiU?·3 cosb-cos1· , cosr3 cosa-cosr2 cos1·3 l-cos 21·3 
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és ha itt még az első oszlopot -1-gyel szorozzuk, a második 
sort és oszlopot pedig tg(>·val osztjuk, úgy az a következő je­
lölések: 

cosci - co ·1·2 cos1·3 = a l 
cosb cos1·1 cosr3 = f3 (2). 
cosc - cos1·1 cos1\i = r 

cotg(> ~= x (3) 

használata mellett ezt az alakot veszi fel : 

-1 cos1·, COSr3 1 

-sin1·1 -sin1·2 -sirn·3 1 

1 

~~::.~ =:::::~ si~ 
2

1· 
1 

si: 2r
2 

: 1 = O, ( 4) 

cos1·3 -sini·3 :1 a sin 21·3 i 

a mely egyenletet x szerént rendezve, a következő alakú lesz : 

Jlx 2 + 2.Yx + P=O (5). 
vagy ha .v helyett tg(J·ban kifejezett értékét helyettesítjük, 
úgy tge a következő négyzetes egyenlet által van meghatá-
rozva: 

Ptg 2~ + '2Ng(J + M=O (6). 

mely egyenlet a kizárólag érintő kör sugarának meghatározá­
s{n·a szolgál. 

3. A (6) alatti egyenletben előfordulő M, Né P együtt­
hatók értékeit a ( 4) és (5) alatti egyenletek összehasonlításá-
ból nyerjük. -

Ha a (4) alatti egyenletben x-t egyenlőnek tesszük zé­
russal, úgy P értékét nyerjük és azért 

P- e 
.f 

f 
9 

cos1·1 cos1·2 cos1·3 
-sin1·1 -sinr2 -sin1·3 

COS1'1 - Sill7•1 sin 21•1 y {J 1, 
/ corr2 -sinr2 r sin 21·2 a 
1 cosr3 -sinr3 fJ a sin 21·3 1 

(7) 

a hol e=-1,f-o, g=í. E mennyiségeket azért írjuk a né­
kiök megfelelő számértékek helyett, hogy a P determinánst 
szeréntök diff erenciálhassuk. 

Továbbá ugyancsak a (4) és (5) alatti egyenletek össze-
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hasonlitásából a determináns elmélet ismeretes tételei sZ'erént 
találjuk, hogy 

ő"P l\I=- -oe o,q 
oP 

- ~V= i8j 

(8) 

A ( 6) alatti egyenlet feloldásailmn az R 2-1ll P, az 

egyenletnek negativ discriminán8"' szerepel. E mennyiséget a 
következő megfontolások által fogjuk átalakítani: 

Ha a P determinánsból indulunk ki, úgy a determinám;­
elmélet ismeretes tétele-- szerént a következő azonos egyen­
let áll. 1) 

oP oP 
~ ilf = P (J2 p 

oP oP oe oy 
'--- ____,_ 

• i of og 1 

a mely a (8) alatti egyenletek tekintetbe vételével a követke­
zőbe megy át 

\ 
~p 

1e- N 
J oP =-MP, 

1 
R --o p 

mely egyenletből végre következik, hogy 
oP oP 

N 2-1'fP--- - - ... (9) oe O:J 

, p ~ oP oP · , k , t'k · , t 'bl , 
-:1:. , 11, „ - , -„- menny1sege er e ei meg ova XL re-

ue ug 
dukálhatók. 

N evezete8en, ha a (7) alatti egyenlet előforduló deter­
min{Lnsában a sinr1 , sirn·2, sinra-mal szorzott második sort a 
3-dik, 4-dik és 5-dik sorhoz adjuk, úgy a következő jelölések 
mellett 

a -sinr2 sirn ·s _ cosa- cos(1·2-1·3)= A ) 
rl -sin1·1 sill1·3= cosb- cos(1·1-1·3 )= B 
y -sini·1 SÍll1'2 = COSC- cos(1·1, -r2)= C 

(10) 

1
) Lásd p. Baltzer : »'l'lleorie und Anwendung der Determinan­

ten• cziinű m t.nkájának 3-dik kiadásában§. 6, 3. 



-1 0 cos1·1 cosr0 COS?„ 1 
0 1 -sin1·, -Sill?•c; - Sifü•3 0 e B COS1'1 

P= cos1·1 0 0 e . B - e . 0 A COSr2 
1 cos1·2 0 e () A B A 0 COS1'J 

COSr3 0 B A 0 COS'/'1 cos1·2 . cosr;, 0 

Ha továbbá .N-ben a sin1·1, sin1·2 és sinr3 -mal szorzott első sort a 2-clik, 3-dik és 4-<lik sorhoz 
a (10) alatti jelölések megtartása mellett találjuk, hogy 

-és oP 
oe 

N=-

! sin1·1 sill1·2 sinr3 

0 
e 
B 

e 
0 
B 

B 
A 
0 

determin:ínsnak ugyanily-átalakítása által, -ered 

0 
cos1·, 
cos1·2 
COS1'3 

! 1 0 
1 e 
1=1 / s!,., 

e 
0 
A 

sinr2 

1 -sin1·1 -sill1·2 -sinr3 

ap =/ o 0 e B 
oe O e 0 A /=2ABC 

0 11 A 0 

B 
A 
0 

sinr3 

COSr1 

COSr2 

COSr3 

0 

(13) 

(11) 

adjuk, úgy 

(12) 

Végre ha~-ben a cos1·,, cosr2 • cos1·3 -mal szorzott utolsó sort az első három sorhoz adjuk, úgy a (2) og , 
•latti jelölések tekintetbe vételé\·el találjuk, hogy 

r; 
0 
t:"' 
t:"' 

~ · 
a 
C1l 

;;] 
t:"' 

~ 
"' ;i.. 

> 
"1 
O: 
!::: 
Cll 

lil 
t:"' e 
t:"' 
tol 

"' tol 
~ 

<.O 



'0 z 
iXI ..., 
I>< 
A 
< 
I>< 

~ 
t:t! 

0 ,...., 

oP 
cosc cosb 0 1 

__ _ COSC J COSél p _ 
og -1 cosb cosa 1 0 l--

cos1·1 cosr2 cos1·3 -1 

J 

vagy ba még rövidség kedvéért a következő jelölést használjuk : 

úgy 

1 1 cosc cosb ., 
1 cosc 1 cosa 
1 cosh cosa 1 l 

oP 
--=-LÍ 

og 

1 
cosc 
cosb 

=LÍ 

cos e 
1 

cosa 

cosb 
cosa 

1 

(14) 

(15) 

Ha tehát a (9) alatti egyenletben _o!_ és ~p 
oe ug a (13) és a (15) alatti egyenletekben talált értékeit 

helyettesí~jük, úgy a (6) alatti egyenlet negativ discriminánsát D-vel jelölvén, találjuk, hogy : 
D=N2--JllIP--2dABC 

és ha még az A, B, C mennyiségeket tényezőkre felbontjuk, úgy végre lesz : 

D=16dsin-i(ci+ 1·2-1·3JsinHa-(1·2-1·3)Jsin.i(b + r1 -1·J]sin-l[b-(1·1 -1·3)]sinI[c +1'1-1·
2
Jsin-i[c+ h-1·

2
)] (16) 

5. A (6) alatti egyenletből a kizárólag érintő kör sugarát nyerjük, ha abban az N, P és D=N2 -JIIP 
mennyiségeknek a (11), (12) és (16) alatti egyenletekben nyert redukált értékeit helyettesítjük. 

A bezárólag érintő kör sugarának meghatározására szolgáló egyenletet a (6) alatti egyenletből nyerjük, 
ha abban 1· 1, 1·2 ,1·3 helyett -1·1 , -1·2, -1·3 -at helyettesíti'mk. Lássuk tehát, hogy miként változnak az M. p és 
N mennyiségek e helyettesítesek által. , 
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A (8) alatti egyenletek ebeje :;zerént kivehetni, hogy M 
értéke a" nevezett helyettesítések által nem vúltozik; hasonlóan 
találjuk a (10) alatti egyenletekből, hogy az A, 13, C mennyi­
ségek sem változnak és így a (11) alatti egyenletből követke­
zik, hogy P sem változik, holott a (12) alatti egyenletből lát­
juk, hogy Y annyiban változik, a mennyiben e mennyiség az 
előjelét megváltoztatja. Mindezeknél fogva tehát az előbbi je­
lölések megtartásával a bezárólag érintő kör sugara a követ­
kező egyenlet által van meghatározva : 

Ptg~Q-2Rtg(l+M 0 (17) 
A (6) és (17) alatti egyenleteket, melyektől a kizárólag 

és bezárólag érintő körök sugarai függnek, egymással össze­
hasonlítva találjuk, hogy : 

a) A két egyenletnek a gyökei egyeidejüleg valú ak, ha 
t. i. az egyik egyenletnek a gyökei egyáltalán valósak, mivel 
a két egyenletnek a discriminánsai egyenlők. 

b) ~ kérdésben forgó egyenletek gyökeinek absolut ér· 
tékei egyenlők és előjelben ellenkezők, olyképen, hogy ha a (6) 
aJatti egyenletnek gyökei tg(J1 és tge2, úgy a (17) alatti egyeu­
letnek a gyökei -tg(-11 és -tg~h. 

e) Az 1. számban tett megállapítások következtében (!1 

és [!2-nek csak is azon értékeit vesszük tekintetbe, melyek 

< 90°, azért tehát az előbbiekből következik, hogy ha a (6) 

alatti egyenletnek (!1 és !?2 felel meg, úgy a (17) alatti egyen­
letnek -(:11 és -(!2 fog megfelelni. Igy tehát, ha az első egyen­
lethez + (!1 és + (!2 tartozik, úgy a másodiknak -1;!1 és -1!2 
felel meg, ha pedig az első egyenlethez +(:11 és -ez tartozik, 
úgy a másodiknak -(!1 és + [!2 felel meg, és ha végre az első 
egyenletnek -(J,, - (!2 felel meg: úgy a mAsodik egyenlethez 
+!?1 és +!!2 tartozik. 

cl) A feladat természeténél fogva a negatív megoldásnak 
nincsen értelme, úgy tehát az előbb megkiilönböztetett három 
esetben vagy két kizárólag érintő kört; vagy egy kizárólag és 
eg.Y bezái:ólag érintö ],ört; vagy pedig végre két hezárólag 
érintő kört nyerünk. 

e) A két egyenlet említett tulajdonságai miatt elégsé­
ges, ha azok közül csak az egyiket oldjuk meg tényleg, mi-
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után a1mak uetaláui negativ gyökei, a másik egyeulelben, mint 
positiv gyökök szerepelnek. 

6. A (6) alatti egyenletből nyerjük szintéu azou ériutő 
körök sugarát is, melyek az 1-ső szám e) és d) alatti pontjai­
ban vannak felsorolva. Ha nevezetesen azon érintő kört ke­
ressük, a mely az i-clik kört érinti bezárólag, a többi kettőt 
pedig kizárólag, úgy csak kell, hogy a (6) alatti egyenletben 
az ·i-dik kör sugarát, azaz 1·;-t (i=l, 2, 3) nemleges előjellel 
vegyük. Ha pedig azon kör sugarát keressük, a mely az i-dik 
kört érinti kizárólag, úgy a (6) alatti egyenletben az utóbbi 
két körhöz tartozó sugarat.vesszük - előjellel. 

Ezen eljárás szerént tehát a (6) alatti egyenletből két 
új egyenletet nyerünk, melyek közül az elsií azon érintő kör­
höz tartozik, a mely az i-dik kört érinti bezárólag, a másik 
kettőt kizárólag, a másik egyenlet pedig tartozik azon körhöz, 
a mely az i-dik kört kizárólag a másik kettőt peclig bezáró­
lag érinti. 

Az említett két egyenletnek ugyanazon tulajdonságai 
vannak, mint a (6) és (17) alatti egyenleteknek, ennélfogva az 
előbbi szám e) alatti pontja szerint ismét elégséges, ha e két 
egyenlet közöl csak az elsőt oldjuk meg. 

Miután pedig l egyenlő lehet 1, 2 vagy 3-mal, úgy tLZ 

előbb felsorolt eseteket három egyenletből nyerjük. 
Mindezeknél fogva látjuk, hogy a probléma teljes meg­

fejtése négy másodfokú egyenlettöl függ, a mely másodfokú 
egyenletekre nézve még ismernünk kell azon feltételeket, me­
lyek mellett azok gyökei valósak vagy képzetesek lesznek, mely 
feltételek felkeresésével a következő számokban foglalkozunk. 

7. A kitüzött feladat teljes megfejtésére szolgáló hátralevő 
egyenleteket az előbbi szám szerint a (6) alatti egyenletből 
nyerjük, ha abban 

+1'1, +1·~, +1"3, 
helyett rendre 

-r1, +1·2, +r3, 
+1·1, -'1''2) +rs, (18) 

+1'i, +1'2, -r3, 
helyettesítünk, 
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Az ilyképen eredő egyenletek negativ discriminánsait is 
ezen helyettesítések segítségével nyerjük a (6) alatti egyenlet 
negatív discriminánsából; melynek értékét a (16) alatti egyen­
letben találtuk. Legyenek Di, D2, D3, a még hátralevő hfi­
rom négyzetes egyenlet negatív cliscriminánsai„ úgy a (18) 
alatti helyettesítéseknél fogva találjuk, hogy : 

D1 =16 d sini[a+r2 -1·3]sin'1[a-(1·2-1'3)] 
sini[b-(1·1 +1·, )Jsin.}[b+r1 +r3] 
sini(c-(1-i +r2)]sini[c+1·1 +1·2] 

D 2=l 6 d sin .\ [a-(1·2 +1'3 )]sin .} [a +r2 +1'3] 
sini[b+ l't -1•3 Jsin.1(b-(ri-1·3 )] (19) 
sini[c-(1-i +r2]sin.i[c+1·1 +1'2] 

n~ =l.6 d sini[a+1·2 +rdsin.)[a-(1·2+1·,)] 
sin{[b+r1 +1'3]sin{[b-(1-, +1'3)] 
sini[c+r1 -1·2]sin.) [c-(1·1 - 1·2)] 

A (16) és (19) alatti egyenletekben előforduló d tfoyező 
értékét a (14) alatti egyeulet adja, ámde másrészt ismere­
tes, hogy 

1 cosc cosb 

cosc 1 cosa =sin 3a sin 2b sin 2C 1) 

cosa cosb 1 
l>s így 

d= sin 2a sin~b sin 2C 
ha az a, b, e oldalak által képezett gömbháromszögben a e oldal­
nak szemben fekvő szögöt C-vel jelöljük. d-nak ez utóbbi (•rté­
kéből látjuk, hogy annak határ-értf>kei 0 rs +i, a miből kö­
vetkezik, hogy a (16) és (19) alatti egyenletekhen előforduló: 
16 d közös tényező, mindig tevőleges. 

A (16) és (19) alatti egyenletekben még hátralevő hat 
tényező közül három mindég tevőleges. Feltéve, hog,r 

1·1 > r2 > 1·3 (20) 
úgy Httjuk„ hogy p. a (16) alatti egyenletben C'llíforrlnló 

sin{ (a+1·2-1·3 ), 
sini (b+r1 -?'3 ), 
sin .) ( c+1·1 -1·2) 

tényezők tevőlegesek. J elöljük tehát a (16) és (19) alatti 
rgyenletekben előforduló tevőleges tényezők szorzatát rendre 

')Lásd p. a szerző értek . »a determ. alkalm. a mértanban. « Mű­
egyetemi lapok I. köt. 234-. l. (3) alatti egyenlet. 
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J,, J,1, J,2, A3 -mal, úgy a kérdésben forgó egyenleteket a követ­
kezőképen írhatjuk : 

D=J. sinJ [ a-(r2-1·3)]si1L) lb-(1·, -1·,)]sin.) [ c-(1·1-r2)] 
I>i =},,sin{ [a-h-1·3)[sin.) [b-(1·1+1·3)]sin .)[ c-(r, +r2)] 
D2=J,2sin .) [ a-(r2+1·3 )]sin .)[b-{?-i-1·3)]sinHc-h +1'2 )] (

21
) 

n 3 =},3 sin~[ a-h +r3 )]sin~[b-(1·1 +1·3)]sin~[ c-(1·1-1'2)] 

A kitüzött feladatot megoldó négy négyzetes egyenlet­
lJen a gyökök természete a D, D,, D", D J mennyiségek elője­
létől függ; ha ezek mindnyájan tevőlegesek, úgy nyolcz érintő 
kört nyerünk, valahányszor pedig a nevezett mennyiségek kö­
zöl egy nemleges lesz, mindannyiszor két valós megoldás he­
lyébe két képzete lép. 

AD, D1, D2. D , mennyiségeknek előjele az adott kö­
rök egymáshozi helyzetétől függ, a miért most áttérünk azon 
felvételekre, a melyeket az adott körökre nézve tehetünk. 

8. Két kör egymáshozi helyzete lehet olyan, hogy azok 
egymást nem metszik és egymást l{izárják, vagy olyan hogy n 
két kör egymást kizárja és egymást érinti, vagy pedig, hogy a 
két kör egymá t metszi, vagy továbbá, hogy a két kör közöl 

az egyik a másikát magában foglalja és egymást érinti, vagy 
végre, hogy a két kör egymást nem metszi, de az egyik a mii­
sikát magában foglalja. 

A két kör egymáshozi helyzetére nézve az előbbiek sze­
rént ötféle eset lel1etséges, így ha a 2 és 3 pontokból, mint 
középpontokból az r 2 és 1·3 sugarakkal leírt köröket vesszük 
figyelrmbe,mely körökközéppontjainak távolságaa, úgy találjuk 

a) E két kör nem metszi egymást és az egyik a másikát 
kizá1:ja, ha 

lt> 1'2+?'3 
o) A két kör egymást kizárja és érinti, hn 

a=1·2+1·3, 
e) A két kör egymást metszi, ha 

r2-1•3<a<r2 +1'3. 
d) A (2) kör a (3) kört magában foglalja és azok egy­

mást érintik, ha 
i·2-1·3=a 

e) A két kör egymást nem metszi és a (3) kör a (2) kör­
ben fekszik, ha 



Ha tehát a (li) és (d) alatti esetektől, azaz az érintéstöl eltekinti.ink, a melyek az átmenetet az a) és e) alatti 
esetekből a e) és e) alatti esetekre képezik, úgy a két kör egymásbozi helyzetére nézve három esetet különböz-
tetünk meg. • 

A három adott kör három kör-párt képez, mindegyik körpár egymáshozi helyzetére nézve pedig az előb­
biek szerént három esetet különböztetünk meg, s ezért ha a különféle körpáraknak megfelelő eseteket egymás­
sal egybevetítjük, úgy a három adott kör egymáshozi helyzetére nézve 27 esetet kell megkülönböztetnünk, ámde 
ezen esetek közöl többen ugyanazt az esetet adják, így a három kiir cgymáshozi helyzetére nézve csak a követ­
kező tizenkét esetet különböztetjük meg. 

E 12 esetet a következőkben állítiuk össze meo·i'eO'yezvén, hogy az egyes eseteknek megfelelő feltételei ~ ' o. 0 

mellé még a D, D1 , D2 és D3 mennyiségek előjeleit ii:juk, valamint a feladat valós megoldásainak számát. 

1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 

10) 
11) 
12) 

a>1·2 +1·3 

1·2-1'3 <a<r2 +1'3 
a<1·2-1•3 

1·2 -1·3 < ri< 1·2 + r3 
a<1·2-1•3 

1'2-?'3 <a< 1'2 + T3 
a<1·2-r3 
a<r,-1·3 

1·2-r3<a<r2 +1'3 
a>r2 +1'3 

r2-1·3<a<r2+r3 
a<1·2-re 

b>1·1 +1•3 
b>1·1 +1•3 

b>1·1+1•3 
1·1-?'3 <b<1·1 +1'3 

b>1·1 +1•3 
1'1 -r3 < b< 1·1 +i·i 
?'1 -1•3 < b < 1'i + 1'3 

b<1·,-1•3 
1·1 -?'3 < b<·1·1 +i·3 

u<r1-r3 
b<1·,-1•3 
b<r1-r3 

c>i·1 +1'2 

c>i·, +r2 
c>1·1+1·2 
c>1·, +i·2 

1'1 -1'2 < C< ?'1 +1'2 

1·, -1·2 <e< 1·1 + r·2 
1·,-1·2<c<1·., +i·2 

1·,-1·2<c<i-, +?·2 

c<i·,·-r2 
c<1·,-r2 
c<1·, -r2 
c<r1 -1·2 

D D1 D2 · D3 felold. száma 
--1- + + + 8 
++-- 4 

+ + 
+ + 

++++ 
+ + 

+ + ++­
-t- +++ 
+ + 

0 
4 
4 
8 
4 
4 
4 
.s 
4 
0. 

> 
"' 0 

s-:: 
0 z 
8 
"' "'l 
t>:I 

~ 
t:) 
> ;: 
> 
:::i 
0: 
@ 

~ 
ó 
t" 
~ 
8 
l:'J 
?'": 

"'"" Cl 



1 f) HUNYAD\" JF,NÖ 

E felsorutíshól látjuk, hogy az 1-ső: 6·dik és 10-clik eset­
ueu, a mikor a három kör egymást nem metszi és kizárja, 
vagy mikor mind a három kör egymást metszi, vagy végre két 
kör a harmadikban fekszik és egymást nem metszi, a feladat­
nak nyolcz megoldása van; ezzel ellentétben látjuk, hogy n 

3-dik és 12-dik esetben, a mikor az egyik kör a másik kettőt 
nem metszi és kizárja, de ez utóbbiak közöl az egyik a másikát 
magában foglalja, vagy mikor az első körben a második és eb­
ben ismét a harmadik fekszik, úgy a feladatnak nincsen valós 
megoldása. A hátralevő hét esetben mindrgyiknek négy vnlós 
megoldás felel meg. 

9. Mélyen fekvő algebrai oka van azon különös körül­
ménynek, hogy noha a feladat megoldása négy 11égyzetes 
egyenletfől függ, úgy a valós megoldások száma mégis csak 0 
4 és 8-ra szorítkozik. A nevezett ok kiderítésével fejezzü.k be 
r.z értekezést. 

Képzeljük e czélból a négy négyzetes egyenletet, mely­
től a feladat megoldása függ, egymássa} megszorozva, úgy az 
llyként eredő nyolczad fokú egyenletnek di~criminánsa a fel­
sőbb algebrának ismeretes tétele szerént, egyenlö a négy m:1-
sod fokú egyenlet discriminánsainak szorzatával. Ha tehát a 
kérdésben forgó nyolczacl fokú egyenlet discriminánsát -v-.valje­
löljük, a másod fokú egyenletek discriminánsaira nézve pedig az 
rlőhbi jelöléseht megtar~juk, úgy az előbbi megjegyzés szerént · 

v = DD1 D2 D3 
vagy ha D, D1 D2 ])3 helyett az értékeket a (21) alatti 
egyenletekből helyettesítjük, úgy végre ered, hogy 

7 =JJ.1 ).2 ),3 ~in 2H a-(r2-1·3)]~in 2W1-h-r3)Js!n :Hc-(ri -1·2) (22 ) 
sm 2 ~[r1-h +?'3)]sm 2Hb-(1·1 +r;)]sm -H c-(1·1 +r2) 

a mel~· egyenletből látni, miután),, ),1, l.2 , /,3 positiv szorzólrnt 
jelentenek, hogy v azaz a kérdésben forgó nyolczad fokú egyen­
let discriminánsa mindig tevőleges, ámde ebből a felsőbb al­
gebrának egy általános tétele szerint az következik, hogy ak­
kor a kérdéses egyenletnek csak páros számú képzetes gyök­
párai lehetnek, azaz vagy 8, vagy 4, vagy 0 képzetes gyöke 
lehet, tehát D, vagy 4, vagy 8 valós gyöke~ nm int azt a kitü­
zött feladat teljes megoldásában találtuk. 

Budapesten 1877-iliki február 26-án. 
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